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Ijü problème de la rcsolntion al{;ébrique des équations est l'im des premiers qui se soient imposés aux rerberrhes des géomètres. Dès les débuts de l’Algèbre moderne, plnsieiii’s pixH-édés ont été mis en avant pour résoudre les équations des quatre premiers degrés : mais ces diverses iiiétliodi's, ist>lées les unes des autres et fondées sur des artifices de calculs, constituaient des faits plutôt <|u’une théorie, justju’au jour où laigrange, les soumettant à une analyse appi'ofondie, sut démêler le fondement commun sur lcrpiel elles reposent et les ramener à une même niéthorle véritablement analytit|ue, et prenant son point de départ dans la théorie des substitutions.
L’impuissance d^ la méthotle de I-agrange, pour les é(|uatious générales d’un «legré siipéneur au quatrième, donnait lien <1^ croire à l’impossibilité de les résoudre par radicaux. Abel démonti'a, eu effet., cette proposition fondamentale; puis, recherchant )|nclles étaient les éfiiiatiohs |>arlic!i hères sus<'eptibles de ce genre de résolution, il obtint une classe il'écpiations remarf|uables <pii portent so»i nom. Il poursuivait avec ardeur ce grand travail loraque la mort vint le frapper; les fragments cpii nous en restent permettent déjuger de riinportance ele cet édilict; inachevé.
Ces Immu.x lésultats n’étaient pourtant (|ue le prélude (l’une plus gi-ande découverte. Il était rt*servé à Calois d’asseoir la théorie des éfptations sur sa base définitive, en montrant ipi’à cha(|iie é(|iiation correspond un groupe de substitutions, dans leipiel se reflètent ses caractères ess«-ntiels, et notamment tous ceux tpii ont ti'ait à sa résolution par d’autres é(|uations auxiliaires. D’apris ce principe, étant doiînce une équation (|nelcom|ue, il snfllra de coimaitn* nne de ses propnétés caraetéristitpies pour déterminer son groupe, d’on t’ou déduira rt‘c.ipro(.|uemeut scs autres propriétés. •
PRÉFACE. ' _
I)<*cc point clf vue éleve, leprolilèinetlelii iV-.solution par radicaux,- (]iii na}çiicre encore semblait former rimiqne objet de la théorie des équations, n’apparait pins que (rumine le premier anneau d’une longue chaîne de ([iiestions relativ(*s aux transformations des irratioimeHcs et à leur clar^silication . ( lalois, faisant à ce pi-oblème particidier l'application de ses méthodes générales, trouva sans diniciilté la pi-opriété caraetéristi((ue des gmnpirs des éipiations résolubles par radicaux, la forme (explicite de l'es groupes pour les équations de degré premier, et deux théorèmes importants relatifs au cas des degrtîs composés. Mais, dans la précipitation de sa rédaction, il avait laissé sans démonstraliou snflisante plusieurs propositions fondamentales. Otte lacune ne tarda pas à être comblée par .M. Betti, dans un Mi-moire important, oii la série complète de ees théorèmes de (>alois a été pour la première fois rigpiirensement établie.
I j'élude de la division dc'S Ibnctions transcendantes offrit à (lalois nue nouvelle et brillante application de sa méthode. Depuis longtemps Gau.ss avait démontré que les é(|uations déjà division du cercle étaient résolubles jvar radicaux; Abel avait établi le même résultat pour les équations de la division des fonctions elliptiques, en snp- |>osant la division des ptéiodcs cfTectuée; proposition que M. Ilernate devait étendre aux fonctions abélicn nés. Mais il restait à étudier les éipiations (iiodulah'es dont dépend la division des périodes, rjahns, déterminant leur groupe, reinaixpia ipie celles de ces équations dont le degré est (), 8 ou ta, peuvent s'abai.sscr d'un degré. M. Hermile, efCectnaiit cette ixyuctioii, montra cpi'il ^suflisait de lésoudre des (■ipiations des (piatre. premiers degrés pour identilier la réduite 'obtenue dans le cas de la -apiinlisection avec l’équation générale du ciiupiième degié, ce ipii fournissait la solution de cette dernii-ie (xpiation par les fonctions elliptirpies. M. kronecker parvenait en même temps au même résultat par une méthode à peu près inverse, (pie M. Brioschi a reprise et développée dans ipielipies pages remar- (piiü)les. . ' *
Ibie antre voie fi'i'onde de rechcrchesa été ouverte aux analvstes par les célèbres .Mémoires de M. liesse sur les points d’intlexion des
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«•ourhesvdi» troisitiup ordre. I^es |>rob]èiiK's de la («éoiiiétrie analytir|iie fournissent, en^-ffel, une foule d'antres é<|yations reinanjuahles dont Ic.s propriétés, étmliées |)ar les pins illustres f^oinèlres, et prineipaleineiit par MM. C^ijley, (ilel>s<’h, Hesse, Kinnn\('r, Sidnioii, Steinei’, sont aujonrd’liui bien eomuies et permettent de leur applK|uer siuis diflieiillé les méthodes de Galois. . ■
F>a théorie des .sid)stitiition.s, rpii devient aiti.si le fondement de toutes les cpiestions relatives aux éf|nations, n'est eneore cpte peu avancée. [jif;ran<{e n'avait fait rpie refflenrer; (laileliy l'a abordée à plnsieurs reprises. MM. Bertrand, Briosehi, Hermile, Rrôiieeker, J.-.-X. Serret, E. .Mathieu s'en soiit é>!;alement occupés; mais, malgré rimporUmce de leurs travaux, la (|nestiun était .si vaste et si dillicile, «|u’elle reste encore pre,scpie entière. Trois notions fondamentales commencent cepi'ndant à se dégager : celle de la primitivité, cjui se trouvait déjà indir|uée dans les Onvi’ages de Gauss et d’Ahel; celle de la transitivité, cpii appartient, à Gauchy; enlin la distinction des groupes simples et composés, ('.'est encore à Galois f|u’est duc cette dernière notion, la plus importante des trois.
T.e, but de cct Ouvrage est de développer- les méthodes de Galois et de les constituer en corps de doctrine, en montrant avec quelle facilité elles permettent de résoudre tous les principaux problèmes de la théorie des écpiations. Pour en faciliter l'intelligence, nous avons pris notre point de départ dans les éléments, et nous y avons exposé, outre nos propres recherches, tous les principaux résultats obtenus par les géomètres qui nous ont précédé. Mais nous avons souvent modifié assez profondément l'énoncé et le mode de démonstration de ces propositions, afin de tout ramener à «les principes uniformes et aussi généraux que possible. L'abondance des matières nous a d’ailleiii's contraint à supprimer tout iléveloppement historique. C’est ainsi «pie lunis av«)iis dû laisser «le «:ôté,- non sans regret, la célèbre «lémonstrati«>n donné«‘ par AIh‘1 «le l'impossibilité «le résoudre par radicaux l’é«p»ation «lu cin«|uième degré, ce lieaii théorème pouvant aujourd'hui s’établir par des considérations beaucoup plus simples.
Parmi les Ouvrages «|ue nous avons consultés, nous devons citer
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Iwrtk’iilit'miHMit, oiitiv les OKiivres de Oalois, tkint tout cwi 'n’eiJ. <|ii’iiii (loinnicntaÎM*, le Courx d' Algèbve suph-irure de M. J. -A. S«*iTet. (]'est la lecture assidue de ee Livre <|iii nous a initié à I’ \lj;èl>re «"t nous a inspiré le désir de eouti'iliuer à ses progivs.
Nous tenons également à remeis-ier ici MM. (lleltseh et Kronecker des précieuses iiidieations qu’uns nous ont foiiiiiies. C’est gi-iee aux liliérales eoiiimunications de Al. Clehseli qiie nous avons pu ahorder les prolilèiiK's gétHuétricjiies du Livre 111, (iliapitre III, l'étude des groiqics deSteiner et la trisection desl'onetioiis liypei-ellipliqiies. .\ou> devons à M. K roneeker la notion du groupe des éipiations de la <livision de (•«■s dernièix-s fonetions. iNons aurions désiré tirer un plus grand parti ipie nous ne l'avons fait des travaux <le cet illustre auteur sur les équations. Diverses eauses nous en ont einpiH-lié ; la nature tout arithmétique de s<*s méthodes, si difl’érentes de la notre; la dilTiculté de reconstituer intégralement une suite de déinoiistnitions le plus souvent à peine indiquées; enlin l’espéianee «le voir grouper un jour eu un corps de doctrine suivi et complet ces beaux théorèmes qui l'ont maintenant l’envie et le désespoir '<les géomètres.
Cet Ouvrage se divise en quatre Livi'es :
Le Livre premier est eonsaeré aux notions indispen.sables relatives à la théorie des congruences.
1æ Livre II se jwrtage en deux Chapitres, consacrés, le premier à l’étude des substitutions en général, le second à celle des sidistitutions dont la fonne est délinie analvtiquement et princijvaieinent à celle des sid)stitutions linéaires. ,
* Le Livre III contient (|uatixî Cltapitres. Dans le |)remier, nous pos<viLS les principes île la théorie généiale des érpiations. Les trois suivants renferiiient des applieati<Mis à l’AIgèbie, à la Céométrie et à la théorie des tratLseendantes.
l'adin <lans le Livix' IA , divisé en sept (Chapitres, nous déterminons les divers types généraux d’équations solubles par ladieaiix, et nous obtenons pour ees tvpes un système complet de elassilicatioii.
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LIVRE PREMIER
DES CONGRUENCES
; S I- — Première étude des cokc.rueîvces.
Congruences du premier degré.
1. Deux entiers a cl b dont la différence est divisilile par un entier p sont dits congrus suivant le module p. Gauss exprime cette relation par la notation suivante
(lEsé (mod. /»).
Mais quand le module est connu, on omet souvent de l'éaTire.
Soit F une fonction entière à coefllcients entiers d’une ou de plu.sieurs indéterminées : la relation
Fso (mod. />),
s’appellera une congruence.
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/>! «1.... par a,. Posons
— mx + m,x,-^ , . . ,
•f', êuinl une nouvelle indéterminée; il vient
p'x + n,x', -+- a', X, = ft,
é(|uation analogue à la précédente, mais avec des coetficienls plus petits. Si /»', a'j,... ne sont pas tous nuis, on répétera ce procédé; et il est clair ijii'on parviendra enfin à une é(|uation
(*) <lz = h,
<>ü tous les cocnicients soient nuis, sauf un seul, d. ü'ailleurs, il est évident r|ue p, a,, a„... ont le même plus grand commun diviseur que p', a,, a,,...; de même à chacune des réductions suivantes : donc d sera ce plus grand commun diviseur. S'il ne divise pas 6, l'équation (a) sera impossible :
mais s’il le divise, on aura î = d l'on aura x, x exprimés en
fonction linéaire de s et des n indéterminées alTcctécs de coelTicienls nuis dans l'équation (a), lesquelles restent arbitraires.
Remarque. — La congruence aa^ = 6 (mod. p) est toujours résoluble, d'après ce qui précède, si a est premier à p. Soient x, x' deux de ses racines : rt(x — x') sera divisible par p\ donc x = x' + kp, k étant entier. Parmi les nombres de cette progression, il en est évidemment un, et un seul, qui
soit </> et non négatif. .Nous le désignerons par le symbole ^ (inod. p). Congruences de degrés supérieurs.
3. Les congruences les plus intéressantes sont celles dont le module est un nombre premier. Nous les considérerons exclusivement dans ce i|iii va suivre, à moins que nous n'avertissions expressément du contraire.
i. Soit
F(x)= Ax” + Bx“-' .
une fonction entière de xà coefficients entiers. Soient a, b,,., les restes respectifs de la division de B,... par p\ il est clair qu'on aura identiquement
Ax" -h Bx"-' + . . . =nx* -t- -e . . . (mod. p).
La fonction simplifiée b.r”'~'-‘r... aura par définition tous ses cocKi-
cients positifs et inférieurs à p.
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Théorème. — Soien/ F(x
/(x) = ox" -I- -+-... deux fonctions de degré m + n et m, un pourra toujours déterminer, et d’une seule manière, deux fonctions simplifiées 9(x) = ax"-(- j3x^'-l-. . . et 'Kx) =Rx™~' -t- Sx"“*-f- . . . , telles que l'on ait identiquement
F(x)s/(x) 9(x)+ 4«(x) (mod. ;>).
Fn efTut, les coefUîcients de q(sc) eldc <{<(x) étant supposés indéterminés, elierclionsà vérifier celle congruence. On aura les congruences suivantes du premier degré :
UX
Bis6a4-<1^ j
• ( mod. p),
K ^roncl. (<i, 6,. , . , a, j3,. . 4- Il I •
(|ui déterminent sans ambiguité «, puis ^ puis K, etc.
Les fonctions p(x) et |(x) pourront être appelées respectivement le quotient et le reste de F(x) par fix). Si '}i(x) est nul, on dira x|ue f{x] est un diviseur de F(x).
(i. Kemahque. — Ixs diverses fonctions qui s'obtiennent en multipliant une
même fonction F(x) par divers entiers constants e,e ont toutes les mêmes
diviseurs.
Soit, en effet, /(x) un diviseur quelconque de eF(x); on aura rF(x)=/(x)9(x).
Soit V une racine de la congruence cy = e,; on aura
e.F(x)ss/(x)./9(x)B/(j).®,{x),
en désignant par <f,{x) la fonction simplifiée congrue à/f(x}.
La fonction e¥[x) est évidemment divisible : i“ par l’entier e; a" par clleinéme. La fonction F(x) ayant les mêmes diviseurs, on voit ((u’elle sera nécessairement divisible : i" par un entier arbitraire e; a“ par un quelconque lie ses multiples eF(x). Si ces diviseurs sont les seuls que possède la fonction, nous dirons qu’elle est irréductible. Dans le cas contraire, on pourra la mettre sous la forme d’un produit de fonctions irréductibles.
7. Il est clair que si deux fonctions F(x) et f{x) ont un diviseur coin-
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iiHni, il divisera le resie de leur division !}>(ar), et réciproqiicment. On pourra donc, comme dans l'algèbre ordinaire, chercher le plus grand commun diviseur de deux fonctions en opérant des divisions successives, et démontrer : i" que si une fonction irréductible /{æ) divise un produit de fonctions F(a?),
F,(ar) elle divise nécessairement l’un des facteurs; a“ que de quelque
manière que l’on s'y prenne pour décomposer une fonction en fiicteurs irréductibles, on obtiendra toujours les mêmes facteurs, à des cocflieients constants près.
K. Thù)rkme. — / 'ne congruence F(x) o de degré tn admet précisément autant de racines égales ou inégales, comprises entre o et p — i , que son premier membre, décomposé en facteurs irréductibles, contient de facteurs du premier degré.
Soit, en effet,
f{x), f{x),... étant des facteurs du premier degré, et^fx)^.. des- facteurs de degrés supérieurs. Pour que F(x) soit divisible par p, il faudra qu'un de ses facteurs le soit : l'une des congruences /(x)~o, /, (x) = o, . , 9(.r)=o... devra donc être satisfaite.
t)r la congruence /(,x) = o admet, comme on l'a vu, une seule racine a comprise entre o et — i; /,(x] en admet également uac seule a,, etc.
Les autres congruences telles que ç(x)==o n'en admettent aucune : car, s’il y en avait une, i, on aurait
ç(él^o; d'où 9(x 3S ofx) — ç( M(x — 6),
M étant la fonction simplifiée de la fonction entière
donc divisible parx — b, et ne serait pas irréductible, comme on le suppose.
0. Dans le cas le plus favorable, où tous les facteurs de F(x) sont du premier degré, leur nombre .sera précisément égal i» m. et l'on aura
k étant un coefficient constant.
Soit
F(x) = Ax"-t Bx““' -s Cx*-’-*- . . . .
r.omparani celte expression à la précédente, il viendra Kssh. — k{a -I a, S-. . .). k{aa, s-
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Les funetions symétriques tics racines de la congruence s’es|)rimeiil ilunc au iiiuyen des coefficients de la même manière que dans la théorie ortlinaire des équations.
Ces propriétés importantes cessent d'avoir lieu, si l'on considèri? les congruences dont le premier membre contient des facteurs irréductibles d'un degré supérieur au premier. Un inconvénient analogue s’était présenté dans la théorie ordinaire tics équations, lors(|ue celles-ci n’ont pas toutes leurs racines réelles; on y a remédié en introduisant tlans le calcul la notion des imaginaires, qui permet de rendre au.\ énoncés des tbénrèmes toute leur généralité. Par un procédé analogue, on peut obtenir ici le même avantage, ainsi que Galois l'a montré le premier. Mais, avant d’exposer sa méthode, il convient de nous arrêter un instant sur une congruence importante ilont toutes les racines sont réelles et inégales.
§ II. — Des COXGRIIENCES BIMÔMES. — ÜES KÉSIOUS OE PO tssc VCKS.
• Des congruences hi nomes ,
10. Théorème ok Fermât. Tout nombre entier A non divisible par te nombre premier P est racine de la congruence x''"' ~ i (imul./>j.
En effet, les entiers non divisibles par p peuvent être répartis en p — i classes, en groupant en.semble dans une même clas.se tous ceux qui sont congrus entre eux suivant le module p. Cela posé, formons la suite i, \, V,
--V’ Les premiers termes de cette suite pourront appartenir à des classes
différentes; mais comme leur nombre est illimité, on liiiira nécessairement par en trouver un qui soit congru à quelqu’un dc.s précédents. Soit .\" le premier ternie qui jouisse de cette propriété; il sera congru i , car s’il l’était à A”, on aurait
.V"( A’~" — i) = A” — = O ( mml. p ),
et comme .V” est premier à p, — i =o (mod./>). Donc serait congru à i. ne serait donc pas. comme on le suppose, le premier terme qui fût congru à l’un des précédents.
Soit donc i, d’où Les entiers i, \ V*“', étant
incongrus entre eux, appartiennent à n classes difl'érentes; puis on retrouvera périodiquement les mêmes classes un formant les puissances suivantes
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L<- nombre n est un diviseur de /> — i, nombre total des classes. Cela est évident si /j — i = n. Si /> — i est > n, soit B un entier appartenant à une (dasse dilll'érentc de celles que nous venons de déterminer: les entiers B, BA,..., B.A""' appartiennent à n nouvelles classes, distinctes des précédentes et distinctes les unes des autres; car si l'on avait, par exemple, BA = .V’, on aurait
(B — A) A no; d’üù (B— A) = o,
et B appartiendrait à la même classe que A. contre l’Iiyputbése; et si l'on avait B.VsB.A', on aurait A'^.A', r et s étant moindres que n, ce qui est impo.ssible.
Donc P — I est au moins égal à an. S’il est plus grand, suit C un entier appartenant à une classe (|uelconque autre que celles que l'on \ient de trouver: les entiers C, C.V,..., C.A"“' appartiendront à n classes nouvelles ilistinctes des précédentes, et/) — i sera au moins égal à 3n. On peut poursuivre ainsi jusqu’à ce qu'on ait épuisé le nombre des clas.ses.
Soit donc /)— i =n</: la congruence élevée à la puissance, rf,
donnera A'"' bs i , ce qu’il fallait démontrer.
Remarxfue. — Le théorème de Fermât a été généralist’: par Gauss ainsi qu’il suit :
Tout nombre ,A premier à un nombre quelconque m satisfait à la congruence
(inod.m ,
ç){m) étant le nombre des entiers premiers à m et inférieurs à lut.
Car les nombres premiers à m peuvent être répartis en ^(mj classe.< en groupant ensemble ceux qui sont congrus suivant le module m. Cela posé, la démonstration se fera absolument comme tout à l’heure, en remplaçant p et /) — 1 par m et f (mj.
Faisons en particulier m — p'‘,p étant premier, on aura
q[m]—pl‘ — />•-',
et A satisfera à la congruence
xr'~r'~' ® I ( inod./»* .
1 1 . CoBOLLAiHE. — Soit à un diviseur quelconque de p — \ \ la congruence X* — I =f O a d racines distinctes comprises entre o et p — i .
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Car la congruencft x^' — 1 o a, comme on vient de le voir, p — i racines disliiicles comprises entre ces limites, à savoir i, o /> — i. Son v
premier membre est le produit de ar'* — i par un facteur M de degré /r — I — d et ne peut être divisible par p que si l’on a x* — i _ . o ou M - o. La première de ces congiuences a tout au plus J racines distinctes; la seconde en a tout an plus p — \ — d; elles en ont ensemble p — i; donc elles ont prcciséinent d et /^— i — d racines distinctes.
Soient .V une racine qiielcon(|ne de la congruence x* — i -_=o, la première des puissances successives de A qui soit congrue à l’unité: celles des puissances de A qui sont congrues à l’unité seront, d’après ce que nous
avons vu (10)* les suivantes A", .A*" Mais A* est congru à i; donc n
est un diviseur de d.
Si l'on a précisément n — d, on dira que A est une racine primitive de la
congruence x* — i <>. Dans ce cas, les d (piantités ,V, A’ A* .seront
toutes incongrues entre elles, et les restes qu’on obtient en les divisant par/< seront les d racines de la congruetiee donnée; car soient .A” l'iine d’elles, p le reste correspomiant, on aura p'' A”* i ,
li. Tticoaé.ME. — /m congruence x* — i =<> (mod,/»), où d est un diviseur de p — I , a toujours des racines primitives.
i“ Supposons d’abord d = ç*, <f étant premiér. Les racines non primitives de la congruence donnée satisfont à la suivante
Xt*”' B O,
et sont en nombre 9“’*; les autres, en nombre (/* ^1 — seront primitive.-'.
2" Soit maintenant d= , q, r,... étant premiers. Soient res-
/tectuement .\, 11,... des racines quelconques des congiuences x’* — 1 =0, x'* — 1 = 0,. .. /x produit .AB... sera une racine de la congruence proposée, dont réciproquement toutes h S racines seront de cette forme ; et f on obtiendra ses racines primitives en prenant successivement pour .\, B,... les divetses racines primitives des congruences correspondantes.
Kn elTet, des relations 1, ir’i— on déduit évidemment
(All...i»*''-=i;
donc .\B... est une racine de la proposée. Ü’ailleurs les produits de la Ibniie .\B... sont en nombre y’r?... et tous incongrus; car si l’on avait
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•VB . . . = .V B'. . . sans avoir B s B', . ; . , soil par exemple
■\ 5 A' (mo<i./>), on aurait
(loù — s(B'p-...)''- = i,
ce qui est absurde; car A.\'~* satisfaisant ii la congruence
les expo.sanls de celles de ses puissances qui sont congrues à l'unité sont des multiples du moindre d’entre eux, lequel étant > i (puisque A^A') et divisant q"' sera divisible par qi or r^... n’est pas divisible par q. Donc les q'r^... produits AB... sont tous incongrus et égaux aux diverses racines lie la congruence proposée.
Enfin si A, B,... sont des racines primitives des congruences correspondantes, AB... .sera une racine primitive de la proposée; car, s'il en était autrement, elle satisferait à l'une des congruences
t, jr' = I , . . . ,
ce qui ne peut avoir lieu, car on a
AB . . . î = .A*-' '’••• B«- . .ii Af—
expression <|ui ne peut être congrue à i, 9* 'r**... n’étant |ias divisible l*a'’9’-
.Au contraire, si A n’était pas une racine primitive, il est manifeste que
(AB...j^ SC réduirait à 1 (mod./a).
Les congruences
ayant respectivement racines primitives, la pro-
posée en aura
.Ainsi toute congruence de la forme
I (mod./>).
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et eo pirticolicr ia suivante
xr-'i^i (niod./>),
a nécessairement des racines |iriinitives.
13. Il est intéressant de savoir si la congruence analogue xK»>= I (tnod. m),
relative aux modules eom|iosés, a également des racines primitives. O sujet a. été complètement traité par M. Serret dans son Algéi/re sufirrieure. Section III, Cliapitre II). Nous emprunterons à cet important ouvrage les résultats relatil's au cas le |ilus simple, où m est une puissance d’un nombre premier.
Soit
in — p‘i d'où O /ni = /)•— p-',
/J étant un nombre premier impair.
i" Acr racùies /irimiliVes des deux cvngriiences
(mod./<) et xf'Esi 'niod.pl
so/i/ co/igiues e/iire edes suù ani le module p.
Car si g u’est pas congrue ii une racine primitive de bt dernière des congruences ci-dessus, et ([u’on ait par exemple
g" Œ I ( nu«l. P t = 1 4- rp.
n étant <p — i, on aura
g'e’~‘ = 1 1 -t- rp jC’”' œ I ( iiiod. P' „
np‘ ' étant — /''"'t et g ne sera pas racine primitive de la premièir congruence.
a” Soient maintenant a une racine primitive de la seconde congruence, g uu nombre congru ;i a (mod.p); g sera ou ne sera pas racine primilne de la première congruence, suivant que g’’~' — i ne sera pas ou sera divisddr par p’.
Car soit g‘ la première puissance de g qui soit congrue à i (mod.p''), clic léserait i (mod.p); donc / est un mulli|de de p — i . On .sait d'ailleurs qu'il divise p’ — p‘~'\ il sera donc égal à p* (p — i ). ). étant un certain entier.
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Or .soit g^' = 1 1- kpf, k ctanl non divisible par />; on aura en général
> = (i )■ Ap'/'= I -K Aip"*',
k) étant un entier premier à p. Donc la plus petite des valeurs de X, telle qu’on ait
sera v — i; elle sera v — i si /= i, et ^ sera ratine primitive : elle sera moindre dans le cas contraire.
1" Posons donc g = a -h np et cherchons à dclcrminer n de telle sorte que g>^' — I ne .soit pas divisible par p’. On a
^'e-' — I î= «e-' — t + (p — i)nr ’ np iiiod.p’,.,
expression non divisible par p^ si n est choisi de telle sorte qu'on ait
!• + (/J — I}«r-’ n 5 O (moil./i)>
relation qui peut toujours être satisfaite, (p — i)o'*’ étant premier à p.
Il est clair que cette inégalité sera satisfaite pour p — i valeurs de n inférieures à p; en ajoutant à chacune d'elles un multiple quelcon(|ue de p inférieur à p^~' , on aura {p — i) p'-* Valeurs distinctes de n qui donneront pour g autant de valeurs, toutes inférieures à p', et dont chacune sera une racine primitive.
1 ï. Soit maintenant m = a*. Si v = a, la congruence arr'P’ = I (mo(I.a’)
aura la racine primitive 3. Si v > a; elle n’aura pas de racine primitive, car tout nombre a premier à a peut s’écrire ainsi
k étant un entier impair, et l'on aura en général
étant un entier impair. La moindre valeur de X pour laquelle sera divisible par a’ sera donc v “ a — i, nombre inférieur à v — i: donc a ne sera pas racine primitive de la congruence proposée. Mais si l'on pose i = o-
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la valeur cherchée de ). sera v — a; sera donc la première puissance de a qui satisfasse à la congruence proposée. Parmi les diverses puissances a, a’, a'"' toutes incongrues entre elles, il n’en existe évidemment
qu’une seule qui soit différente de i(mod.3’'), dont le carré soit congru à i (mod. 2*). et qui par suite soit de la forme ± 1 -1- a’"’ i. X- étant impair. Or cette forme contient plusieurs nombres. Soit b l’un d’entre eux autre que b‘‘ sera congru a 1 (mod. a”), et les .deux suites
fl fl* fl*. . . fl’’”’, ba ba' bu’. . . ba''~’,
dont tous les termes sont évidemment impairs et incongrus suivant le module a”, reproduiront (aux multiples près de a’) la suite complète des nomhrcs impairs et inférieurs à a*.
iJes residiu de puissances.
15. La considératioQ des racines primitives permet de résoudre très-simplement les congruences binômes. Soit en effet n(mod./j) une semblable congruence, et soit y une racine primitive de la congruence .r'’"'— I “O. Un nombre entier quelconque, satisfaisant nécessairement à cette dernière congruence, sera congru à quelqu’une des puissances de/ : soit donc xss v' et « = y®. La congruence æ' — a — o deviendr.i
— /*£=o; mais pour que deux puissances de / soient congrues entre elles, il faut et il sullit que leurs exposants diffèrent de multiples de /> — 1 . La question sera donc ramenée à résoudre la congruence du premier degré
C2 = a mod./» — I),
problème traité au 11° 2.
Le problème ne comporte, comme on l’a vu, aucune solution si a n’est pas divisible par le plus grand commun diviseur J de r et de — 1 . Si « est
divisible par â, il en comporte une infinité, de la forme -t- > parmi
lesquelles il en existe évidemment ef qui sont inférieures n p — i.
16. Soit en particulier r = 2, p étant impair. On dit généralement que a est résidu quadratique de p ou non résidu quadratique, suivant ipic la congruence x’ — a s3 O ( mod.;>) sera possible ou non. On voit que a sera rési<lu
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uu non réMilii, huivunt que a sera congru à une puissance paire ou à une puissance impaire de^. Soient a==_y“ et b=y^ deux nombres quelconques non divisibles par/) : leur produit sera résidu (|uadratique s’ils
•sont tous deux résidu.s ou non résidus, car a et ^ étant tous deux pairs ou tous deux impairs, «+jS sera pair, ,\u contraire, le produit d'un résidu par un non résidu sera un non résidu.
§ III. — TnÊoaiE uE Gxlois.
17. Considérons maintenant une congruence irréductible /(x)sso. dont le degré v soit > i. Elle n'admet, cnmine on l’a vu, aucune solution en nombres entiers: mais rien n’empècbe d'introduire dans le calcul un symbole imaginaire i, supposé tel que l’on ail /(/)==o, et de prendre en considération, outre les entiers réels, les entiers complexes rorinés avec cette imaginaire. Grâce à cette convention, on va voir (|ue la congruence /(x)==;o admettra précisément v racines imaginaires incongrues entre elles.
En premier lieu, soit F(i) une fonction entière de/'; divisnns-la par/{/), il viendra
<|.(») étant lie la l'orinc Si celle fonction n’est pas identi-
quement nulle, i|)fr), et par suite F(r ), ne pourra être congrue à ïéro; car si l’on axait h la Ibis i|/{/) = O et /(t) = oon aurait y(i)^ti, y{i) étant le plus grand commun diviseur de |(i) et de /{i). .Mais f[i) étant irréductible, 'y{i] devra se réduire à un entier constant, essentiellement difl'érent de zéro. On arriverait ainsi à une absurdité.
Donc : 1“ F(i ) ne peut être congrue à zéro que si elle est divisible par /(/); 2“ si elle n’est pas congnie à zéro, elle sera congrue à l'un des p'‘ — i nombres de la fomie ai '"' -+- éif obtenus en donnant à a, b,... tous les systèmes possibles de valeurs inférieures à /), sauf le système de valeurs a = o, /) = o,...; 3" enfin ces /)' — i nombres sont incongrus entre eu.r, car si deux d'entre eux A cl B étaient congrus entre eux, A — B serait congru à zéro sans s’annuler identiquement, ce qui est absurde, comme on vient de le voir.
Si donc on répartit les entiers complexes non congrus ii zéro en clas.ses, en groupant ensemble ceux qui Sont congrus entre eux, on aura /»’'—■ i classes, contenant cbacutie un des nombres ai’"' -v- bi''~*
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El) outre, le produit de deux entiers complexes A et B ne peut tire congru à zéro que si l'un de ses facteurs l'est, (^r si le produit est conj’i’u il zéro, il est divisililc par /(i); ilonc f{i) divise l'un îles riicleiirs, lequel sera eoii^rii H zéro.
(iela posé, on étalilira sans difTicullé, en répétant les raisounemeiils des n“* 8, 10, H et 12 :
i“ Qu'tt/w congruence quelconque dt^ degré m admet au plus m racines, tant réelles que com/ile-res, incongrues entre elles:
a" Que tout entier réel ou complexe satisfait à la congruence xé"~' — i o; Que d étant un diviseur quelconque de p" — i , la congruence x^‘— i o a à racines incongrues entre elles, parmi lesquelles il en existe qui sont primitives.
18. /-a congruence f[x)^-o admet les v racines i, if if' Soit eu
effet
/( ( ) = «Il ■ -I- ni*-' 4- . . . =s II.
Elevons ce polynôme à la puissance // et. après avoir développé par la tôriniile du binôme, supprimons l&s termes divisibles par p-, il vient
[f[i)]f'^inéi'f' + nr'i'l— + . .. .
.Mais m, n,... étant des entiers réels, on a
nif^m, d’où mc'sini,...;
donc
[f(i)y~mi'f'-V- ni(— "r'+ ... =/(|c'),
et comme /(/)iso, on aura f{it')zzi o, quel que soit r.
Les V racines i, if dont nous venons de prouver l'exislence, sont
d'ailleurs incongrues eutrcelles, car si l'on avait par exemple i'' ^ if*, r étant > p et < v, tout entier complexe .satisferait à cette congruence; car on aurait
{ni’-' 4- 6i'-‘4-...)r'=a(i*-'>r'’4- ii‘*->lf'4- . . . ixV:mt*-!r' ft/l’-'Je' 4- . . .
= (ai— ' 4- 6i— • y.
(ietle congruence aurait donc p'"— i racines incongrues entre elles, quoique .sou degré // soit inférieur à/i'' — i, ce qui est impos.vible.
19. Soit q[i) une fonction entière quelconque de i; les diverses fonctions
II
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ç(i), çfi'’) «(i"'’’”') seront dites conjuguées les unes des autres. Leur
somme, étant symétrique par rapport aux raeines de la congruence k coellicients réels /(i)- no, sera un entier réel exprimalde au moyen de ces coelficienls.
.SV un entier complexe ç(/) satisfait à une congruence quelconque F(x)=o, ses conjugués y satisfont, car 1a relation F[?{»)| “ o ne peut avoir lieu que si le polynôme F[ç(x)] est divisible par/(x), auquel cas toutes les racine.s de y(x) = O l’annuleront, d’où F [ç ~ o, etc.
20. Soit maintenant F(x)=' O une congruence quelconque. Décomposons
son premier mcinlire en facteurs irréductiblcs/'(x), /, (x).... ayant respectivement pour degrés p. ij. Soit v = gd le plus petit multiple de pt,
fjL,,.... S’il existe une congruence irréductible de degré v, soit i une de ses racines choisie arbitrairement. congruence F(x): — o, dont le degré est IX [X,,..., aura précisément tx + fx,... racines égales ou inégales, et qui toutes seront des fonctions entières de i.
En elTet, pour que l'on ait F(x)s n, il huit et il suliit que x satisfasse à
l’une des congruences /(x)=s o, y, (x]s^ o Considérons spécialement
l’une d’elles, la première par exemple : soit j une de .ses racines, on aura, comme on l'a et par suite
donc j satisfait k la congruence ■r'’’:-— x, ou, ce qui revient au même, k, celle-ci x'’’”' — I so, dont toutes les racines sont des fonctions entières de i.
21. Il reste k s’assurer (fue. quel que soit le nombre v, il existe au moins une congruence irréductible de degré v. (iette vérilication est facile. Considc rons en effet la congruence
\ = x'" — XB O.
et décomposons son premier membre en facteurs irréductibles s'xj, 5!,(x),.... Ces facteurs seront tous inégaux, car si x'’’ — xavail un facteur double, il diviserait sa dérivée, laquelle se réduit k — i i niod.pj), ce i|ui est absurde. Soient f(x) l’un de ces facteurs, ). son ilegré, / une des raeines
de la congruence ç(x)=o; scs autres racines seront le, le' le’ ,.|
l’on aura
/'' = /. le’*'-: te . ’
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Oux (li-s lcriiies de l;i suile indéfinie /, qui (sont coiij5rti.s k /
scdtiil doue les suivunCs : l, t'‘ , f" Mai.s />'' = /; donc X divise v.
("Cela |>osô’, adiiicllons d’aboi'd que v soit égal à 9 étant premier.
Si /. < V, il divisera y®"*; on aura par suite —l. Donc le poljnônie ■r'^ — J- =1= ,\ sera divisible par f (æ); il le sera de même par tous ceux des fiicteur.s de a'’’ — x dont le degré est moindre que v. Ct-s facteurs étant inégaux, il sera divisible par leur produit. Le ]K>Iynùmc dont le degré tl
est égal à ne contiendra donc plus que ceux des facteurs irré-
ductibles de V dont le degré est précisément égal à v. Donc il existe toujours de semblables facteurs, et leur nombre est égal à
a" Soit plus généralement v = q* q, r,... étant premiers. Soient respectivement j, j,,.. des racines appartenant à des congruences irréductibles de degrés q^, jj,,.-. sera racine d’une congruence irréductible
de degré v. Kn effet, v étant divisible par r^,... on aura
j'<- h «l’où •
Le degré X de la congruence irréductible dont est la racine est donc un diviseur de v. Mais s’il était moindre que v, il diviserait un des nombres ->
i,.... Supposons qu’il divise y on aurait
; 'loù
ce qui est impossible, ~ n'étant pas un multiple de q'‘.
22. Remarque. — Les résultats obtenus ci-dessus pour les eougluences k coeiricienls réels s’étendent aisément k celles dont les coefficients sont des entiers complexes (le module p restant réel et premier), .\insi, soit v le degré de la congruence irréductible à laquelle satisfait rimaginaire i que l'on a introduite. La congruence a*= 1 (mod. p], où d = 9*r^... est un diviseur
lie /»'— I, aura q'^r^... ( ' ~ ~ "j’ • • racines primitives, de la forme
«r -T- A/’"’ 4- . ... De même encore, la résolution d’une congruence binôme k coefficients complexes se ramène k celle d’une congruence du pre-
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DES SUBSTITUTIONS EN GÊNÉnAL
§ l". — Premiers principes de la théorie.
• Préliminaires.
2.3. On lionne le nom de substitution à l’opération par lai|uelle on intervertit un certain nombre de choses que l’on peut supposer repivsenlées par des lettres a, b
2i. Une substitution donnée S peut être définie de la manière suivante ;
Soient a une des lettres données prise arbitrairement, b celte qui la remplace lorsqu’on efTcctuc la substitution S; soit de même c la lettre qui remplace b,... jusqu’à une lettre k qui sera remplacée par a. Les lettres a, b, c,.,., k, qui se remplacent ainsi en cercle, forment un cycle. Si ce cycle contient toutes les lettres, la substitution sera dite circulaire. Sinon, une lettre étrangère à ce cycle donnera naissance à un nouveau cycle a', b',..., k'. Il pourra de même y en avoir un troisième, un quatrième, etc. Si une lettre n'est pas déplacée, elle forme à elle seule tout son cycle. Mettant les cycles en évidence, on pourra désigner la substitution S par la notation
S = («A... A)(a'6'...lS'){a'... A")....
23. Le nombre des substitutions distinctes est i.a.3... n, en y comprenant la substitution dite unité, qui laisse ebaque lettre à sa place.
26. Soient A et B deux substitutions : nous désignerons par AB la substitution résultante obtenue en effectuant d’abord la substitution .A, puis la
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siil)Mi(uliuii B. Le seius «les notations A’, A’,... se trouve ainsi ex|ilii|ité. A"' MTa la substitution qui, mulli|iliée par A, reproduit l'unité.
27. On dira qu’un système de substitutions forme un groupe (ou un faisreatt) si le produit de deux substitutions quelconques dit systèine appartient liii-méine au système.
Les diverses substitutions obtenues en opérant succe.ssivenient tant tpi'on voudra et dans un ordre quelconque certaines substitutions données A, B, (;,... forment évidemment un Rroupc : nous l’appellerons le groupe dèrieè de A. B, f. et nous le désignerons par le symltole (.\, B, C....).
28. L’ort/re d’un groupe e.st le nombre de ses substitutions : son degré est le nombre des lettres soumises à ses substitutions.
29. (Considérons en particulier le groupe A, A'",... des substitu-
tions dérivées d’une seule substitution \ = [ab... k)(a' b' ... k').... Soient respectivement l, les nombres des lettres de chacun des cycles de
[X leur plus petit multiple; l’ordre de ce groupe sera égal à fi. Kn effet, la substitution A" remplace cbaque lettre, telle que a. par celle qui la suit de r/i rangs dans son cycle. A>‘ sera donc la première substitution de la suite A. A’,... (|ui SC réduise à l’unité. Ü’ailleurs les substitutions A’ .A'* se-
ront toutes distinctes; car .si l’on avait A’ = A'', on aurait A’"*’ = t , ce qui est impossible, X et X' étant < ti.. Les puissances suivantes Ai**', A’“’,... reproduiront périodiquement la suite A... A<*.
.Nous dirons dans la suite pour abréger que p. est l'ordre de la $ubsiitution Mais, pour |>arler exactement, on devrait dire que c’est l’ordre du groupe dérivé de A.
BO. Si A est une subslilulion dont l'ordre D soi! un nombre romfiosé tel que dd, la substitution sera d'ordre d. El) effet, la suite ilc ses puissances ,V«, A*« se reproduira périodiquement au ilelâ de di.
On peut toujours prendre pour d un divi.se.ur premier de D, et l’on voit ainsi que d'une substitution quelconque donnée ,\ on déduit, en la répétant convenablement, une substitution d'ordre premier.
Bl . Soit en géuél'al D = p" q^ rt ..., p, q, r.... étant des facteurs premiers Ü. JL il
dilTérents. Les substitutions Af‘=.\,, .A’’=;.V,, A'’’= A,,... .sont respectivement d'ordre /»*, q^, r’’..., et font toutes partie du groupe dérivé de A. Béciproquement, .A dérive de ces sul>stitutions combinées entre elles, car
les entiers .5,... n’avanl aucun diviseur coinimin autre que l'iinilé,
. yj" q> ri ' *
on peut délerniiner des entiers /, m, n,... satisfaisant à la relation
d'où l’on déduit
32. Soient A et R deux substitutions. Formons la substitution nous l'appellerons la transformée de A par B.
Théobkme. — Les cycles de la transformée B“'.\B sont res/iectwemeni composés du même nombre de lettres que ceux de A, et chacun d'eux s'obtiendra en remplaçant chacune des lettres du cycle correspondant de A par la lettre que B lui fait succéder.
En effet, soient a, b,c,... les lettres de l'un des cycles de .A ; b',c’,... les
lettres que B leur fait succéder; B"' remplace a' par a, que .A remplace par b, <|Ue B remplace par b' •. donc B"'.AB remplace a' par b’. Elle remplace de même b' par c',.... L’un tic ses cycles est donc formé des lettres a', b',
33. Deux substitutions sont dites semblables lorsqu'elles ont le ménie nombre de cycles, contenant respectivement le même nombre de lettres.
D'après le numéro précédent» toute substitution A est semblalde à l'une ijuelçonque de scs transformées, telle que B ’.VB. Réciproquement, si deu.r substitutions A et A, sont semblables, on pourra déterminer une substitution r/ui transforme .A en A,. Car soient par exemple
A~(abc, de ){fg), A , = ( bdc ) ( o/) (cg )
deux substitutions semblables; la substitution B qui remplace respeciiveinent a, b, c, d, e,f, g par b, d, c, a,f, e, g transformera .A en .A,.
La substitution B ne .sera pas la seule qui produise cette transformation, car en écrivant chaque cycle de .A,, on peut mettre une lettre quelconque à la première place; on peut en outre permuter entre eux les cycles qui ont le même nombre de lettres, et écrire par exemple .A, = (t/cê») (c^) (a/^„ forme sous laquelle ses cycles coirespondront encore avec ceux de A, de telle sorte que l'on ait C”'.AE = .A,. C étant la substitution qui remplace a, h, c, d, e,/, g par d, c, h, e, g, a, f.
Supposons en général (]ue chacune des substitutions .V, A, contienne
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ti cycles de n leUi'cs, f/, cycles de «, lettres Il est tiair qu'on |tourrj faire
corrc.s|tondre. les cycles de A, à ceux de A de i i
manières différentes, ce qui fournira autant de substitutions B, C..., transformant A eu A,.
Si l'on suppose i|uc A, soit identique à A. ou aura les substitutions i|ui transforment A en elle-mcnie. I,c produit de deux quelconques d'entre elles jouit évidemment de la même propriété : elles forment donc un groupe dont l'ordre est celui que nous venons de déterminer. '
'M. Si deux substitutions D et A sont telles, (|uc l'on ait l)~'AÜ = A, d'oii .\D = n.\, les deux substitutions \ et I) seront dites erha/iffeahlct.
33. fM transformée du ptuduil de deux substitutions est le produit de leurs transformées, car
.M -ABM =
Donc, si A. B,... sont des substitutions formant un grou/re, leurs transformées par une substitution quelconque M formeront un groupe, qu'on pourra appeler le groupe transformé de (,\, B. ..) par .M. Si ce groupe transformé se confond avec le groupe (,\, B...), on dira que M est permutable à {.\, B...).
Il est clair que les substitutions permutables à un grotqre donné forment elles-mêmes un groupe.
3(i. m deux substitutions et B sont échangeables entre elles, leurs transformées le sont encore, car on aura
M -AM M-'BM = M-.\BM = M-'BAM = M-ItM M-AM.
On voit de morne (jue si une substitution est permutable à un groupe, sa transformée sera permutable au groupe transformé, t|Uelle ()ue soit la substitution transformante M.
37. Lorsqu'une substitution M est permutable à un groupe (i, les substitutions dérivées de G et de ,\l pourront toutes se mettre à volonté sous chacune des lieux formes g„yi' ou M''g„<,g„, étant convenablement choisies parmi
les substitutions g',, g du groupe G. Car, par hypothèse, quel (|ue soit n,
sera égale à une substitution de G. telle que g„'; d'où g,.M — M/;v. Si donc on considère une substitution quelconque dérivée des substitutions de G et de M. telle que on pourra, par une série d'inter-
versions successives, faire passer les M en arrière et la ramenée ainsi à la
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forme ou les faire passer en avant pour oljtciwr la forme
38. Si toutes les substitutions d’un groupe H sont comprises parmi celles d’un autre groupe G, nous dirons que le groupe II est contenu dans le groupe G.
Un groupe sera dit aussi général que possible, ou simplement général, parmi ceux qui satisfont à certaines conditions données, s’il n’est contenu dans aucun autre groupe satisfaisant aux mêmes conditions. '
Théorèmes de Lagrange et de Cauchy.
39. Théorème. — Si U groupe H est contenu dans le groupe G, son ordre n est un diviseur de N, ordre de G.
En effetj soient i. S,, S,,..., S,i_, les substitutions de II; 1 une substitution de G qui ne fasse pas partie de II; G contiendra, outre les substitutions I , S,,..., S„_,, les suivantes : 2, 2 S,,..., 2S„_,, évidemment différentes entre elles, et qui sont en outre différentes des précédentes; car si l’on avait une égalité telle que 2S, — Sj, 2 = 8,87' ferait partie de G, contre l’hypothèse. Donc G contient au moins les an substitutions ci-dessus écrites. S’il en contient d’autres, soit 2, l'une d’elles : G contiendra 2,, 2,8,,..., 2, S,_i, substitutions différentes entre elles et en outre différentes des précédentes; car si l’on avait une relation telle que 2, S, = 28,, on aurait 2, = 2Sp, S|j = S,Sf ’ étant une des substitutions de H; 2, serait donc une des an substitutions déjà écrites, ce qui est contraire à notre bypotbë.se. Donc l’ordre de G est au moins égal à 3n. On voit de même que s’il est > 3n, il sera au moins égal à 4”, etc.
Il résulte de cette démonstration que les substitutions de G peuvent être disposées en un tableau tel que le suivant :
Si,_, ,
On verrait absolument de même qu’elles peuvent être disposées en tableau de la manière suivante :
If f , * é f v'a-t t
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CoBOU-AiRF. I. — L'ordre d'un groupe quelœnque de subslitulions entre k lettres etl un dieiseur de 1 .23.../:.
Car te prnupe donne csl évidcimnenl conlenu dans celui formé par toutes les' substitutions possibles, lei|uel a pour ordre i.a.3...i'.
CoROLLAinE II. — Tout groupe qui contient une substitution d'ordre p a son ordre divisible par p.
(iir il contient le groupe d’ordre p formé par les puissances de la subslitiilinn considérée.
40. Théorème. — Réciproquement , si p est un nombre premier, tout grou/ie dont l’ordre est divisible par p contiendra une substitution d’onlre p.
Ce beau ibéorème est dû à Cauchy, qui le démontre à peu près comme il suit :
Lkmme I. — Soient G = (g",, et H ={h,, k,,..:. h.,,...) deux
groupes quelconques de substitutions contenus dans un troisième groupe I; .M, N, P les ordres respectifs de ces trois groupes, /.c nombre des substitutions U du groupe I qui ne satisfont à aucune relation telle que = l /i,. est nul ou multiple de ,MN.
Car suit U l'une des substitutions cherchées : chacune des MN substitutions de la forme g„ l.’A. jouira de la même propriété; car si l’on avait
g,g.Mh.=r.g„\jb.h„
on en déduirait
relation impo.ssibic par hypothèse, gZ' g^gm et b„h,h~' appartenant res- . pectivemenl aux groupes G et H. D’ailleurs ces M.\ substitutions sont toutes distinctes; car si l’on avait
on en déduirait
/î7'/r-c - GA. a;',
relation impossible.
I.e nombre des substitutions cherebées (s’il en existe) est donc au moins MN. S’il est >M.N, .soit V l'une de ces substitutions qui ne soit pas de la forme g'„UA„. I.es MN substitutions de la forme VA„ jouissent toutes de la propriété voulue; elles dillèrent évidemment les unes des au-
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irps;' enfin elles dilTî-rcnt des précédentes; car si l’on avait, par exemple,
on en déduirait
V serait donc, contrairement h l’iiypetlièse, une des substitutions de la forme L'A,.
I.e nombre des substitutions chcrcliées sera donc au moins égal à aMN. S’il est plus considérable, on voit de la même manière qu’il est au moins égal à 1MN, etc.
CoRor.LAiBE. — Si parmi les substitutions de H il n'en existe aucune qui soit semblable à quelqu’une des substitutions de G, MN dùisera P.
En effet, quel que soit U, il sera impossible d’avoir une relation de la forme ^^L = LA,; car si une telle relaliun avait lien, A, = serait
semblable à cuutrairement à l’bypotbèsc. Le nombre des substitutions U qui ne satisfont à aucune relation semblable sera donc égal a P, nombre total des substitutions de 1; d’autre part, on a vu qu’il est divisible par .M.V
41 . Lemme 11. — Soient p un nombre premier; pf la plus haute puissance de P qui divise le produit i .a.3... A ; on pourra construire un groupe de substitutions d'ordre p> entre k lettres.
Si A <;), on a/= O, /)/= I, et le groupe formé de la seule substitution i satisfera à la question.
Nous allons montrer d’autre part que si la proposition est vraie pour tout nombre inférieur à p’’, elle le sera pour tout nombre inférieur ît p’’*'.
En elïet, tout entier A non inférieur à p'' et inférieur à p**' peut être mis sous la forme h = qp -v- r, q étant </>'' et r</». Cela posé, parmi les A lettres données, considérons-en spécialement qp et réparlissons-Ics en q systèmes a. A, c,..., a,. A,, c, contenant chacun /> lettres.
Soient S la substitution qui permute circulairement a, b, c,... sans déplacer les autres lettres; S, celle qui permute circulairement a,. A,, c,,.... Soit d’autre part T = (/,, r,,..., t,,,...) un groupe quelconque de substitutions qui permutent entre eux les q systèmes a. A, c,..., a,. A,, c,,... en renqdaçant les unes par les autres les lettres correspondantes. Les substitutions du groupe G dér'ivé de S, S,,... et de T seront toutes do la forme générale r^S“ S}.... Car soit, par exemple, S^/^S* l’une de ces substitutions : ellé
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est idemiqucini-nt égale à Or si l’on suppose, pour fixer les
idées, que remplace le système a, />, c,... par le système a,, h,, c,,..., sera égal à Sj (32) : la substitution donnée sera donc égale à /^S;S’, nu, comme S, est échangeable à S, à /nS’S}.
1,’ordre de G sera égal à M/i*, M étant l'ordre de T : en effet, dans l’expression générale de scs subslitutioi^ /|iS’Sî..., on pourra prendre pour une quelconque des M substitutions de T, puis assigner à chacun des exposants a. J3,... toutes les valeurs possibles inférieures à />, et toutes les substitutions obtenues seront distinctes; car si l’on avait, par exemple.
S'S;...=:;S*'SÎ
Or la sub.stitution du premier membre de cette dernière relation ne déplace que les lettres du premier système, que celle du second membre laisse immobiles; donc elles ne pourront être identiques que si elles se réduisent toutes deux ii l'unité; donc a = o'; on aurait de même = (3', etc. Donc l'égalité ne peut subsister, à moins qu’on n'ait à ha
fois fx' = fl, a' = a, jS' = ]5
Cela posé, soit /»? la plus haute puissance de p contenue dans le produit f .3.3...^; on peut par hypothèse choisirT de telle sorte que son ordre soit égal à pf. F.’ordre de G sera alors égal à pf*^ = p^.
32. Soit maintenant 11 un groupe qui ne contienne aucune substitution il'ordre p, p étant premier, .\ncunc de ces substitutions n’aura son ordre divisible par p\ car si l'une d’elles était d’ordre p\, sa puissance ). serait d’ordre p et ferait partie de H, contre l’hypothèse. Au contraire, le groupe G, dont nous venons de montrer l’existence, ayant pour ordre pf, l’ordre de chacune de ses sub.stitutions divisera pf (39) et sera une puissance de p. Donc aucune des substitutions de H n’est semblable à aucune de celles de G; en outre G et H sont contenus dans le groupe 1 formé par toutes les substitu-
lions possibles, et dont l’ordre est {k étant le nombre.des lettres).
Donc le produit des ordres de G et de H divise (lemiiiel, corol-
laire). Donc l’ordre de H divise
• i donc il est premier à p'.
§ 11. — De la TransitivitiI.
Généralités.
i3. Un groupe est transitif lorsque, en opérant successivement toutes .ses sulistitulions^ on parvient à faire passer une des lettres à la place de l’une quelconque des autres; plus généralement, il sera n fois transitif si ses substitutions permettent d'amener simultanément n lettres données a, b, c,... aux places primitivement occupées par n autres lettres quelconques a', b',c'
Soient, dans ce cas, S une substitution du groupe qui fasse succéder a, b, c,... à a', b', c',...; T une autre substitution du groupe qui fasse succéder a, b, c,... à des lettres quelconques n", b", c",..., différentes ou non des précédentes : ce groupe contiendra la substitution TS*' qui amène les n lettres quelconques a', b', c',... aux places également quelconques qu’occupaient primitivement a", b", c
44. Théobème. — Soient a, b,c,... des lettres quelconques choisies à volonté parmi celles qui entrent dans les substitutions d’un groupe G. Soient .M le nombre des systèmes de places différents où les substitutions de G permettent d’amener les lettres a, 6, c, ... ; N T ordre du groupe partiel H formé fuir celles des substitutions de G qui laissent ces lettres immohdes. L'ordre de G sera égal à M.\.
Car, soient i, p, q,,., les .N substitutions de H; R une substitution de G qui amène les lettres à, b, c,... dans l’un quelconque de leurs .M systèmes de positions ; il y aura N substitutions distinctes K,/>R, fR,... qui les amèneront à cette situation, et pas davantage; car soit R, une substitution de G qui jouisse de cette propriété ; R~*R,, laissant a, b,c,,.. immobiles, se réduira 'a l’une des substitutions i, p, q,.... Donc R, appartient. ii la suite R, /iR, ÿR,....
Corollaire I. — L'ordre d'un groupe n fois transitif entre k lettres est divisible par k(k — i)... {A — a -t- i) (nombre des systèmes de positions que l’on peut donner è n lettres arbitrairement eboisies).
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Corollaire H. — Soient G un groupe intransitif entre ^IcUies; a, a,,... les lettres auxquelles scs substitutions permettent <ie faire succéder une lettre donnée a. Toutes les substitutions de G feront succéder ces lettres les unes aux autres; car si l’une d'elles S fait succéder <i,, par exemple, k une autre lettre /, cette substitution, combinée k la substitution T contenue dans G qui fait succéder a k a,, donnera la substitution ST qui fait succéder a k /; donc / fera partie de la suite a, a,, —
Les i lettres se partagent donc en systèmes a, a,,,.., b, b,,..,, c, c,,..., contenant respectivement a lettres, jS lettres, y lettres, etc., et tels que toute substitution de G permute entre elles les diverses lettres d'un même système. Les .substitutions de G seront donc toutes de la forme .VB'C',...,
.V,... étant des déplacements effectués entre les lettres a, a,,.... B, D','... des dé[)lacements effectués entre les lettres b, b,,..., etc. I.e déplacement opéré entre les lettreso, a,,... par le produit des deux substitutions .\BC...., .VB'C... sera ,\.V; donc les substitutions partielles A, A',..., considérées
isolement, forment un groupe, transitif par rapport aux a lettres a, a
Le nombre M des po.sitions distinctes que prennent ces lettres par lessiil>stiiutions G est égal k l’ordre de ce groupe, lequel est un diviseur de i .a... a. L'ordre de G sera égal k MX, N étant l’ordre du groupe H formé par celles lies substitutions de G qui ne déplacent pas a, a
Ce groupe H ne permutant que {k — a) lettres, son ordre sera un diviseur
du produit i.a...(X — a;. S'il n’est pas transitif, soient a', a' les lettres
en nombre «' qu’il permute avec une lettre quelconque a' : on verra de même que son ordre est égal k Sl'N', ,M' étant l’ordre d’uu groupe transitif entre les a' lettres a', a’,,... (lequel divise i .a...a') et X' l’ordre du groupe H' formé par celles des substitutions de 11 qui ne déplacent aucune des lettres
(’smtinuant ainsi, on voit que l'orr/ret/eG scraéÿa/àMM'M’..., .M,M', .M' ,... f'/anl respecûvement les ordres de certains groupes transitifs entre «, a', a",... lettres, et la somme a -h a' + c'tant égale à k. H dieîsera donc le pro-
duit I .a... a . I .a... a' . i .2.., a"....
Méthode pour la recheiche des groupes plusieurs fois transitifs.
Aô. Soit G un groupe de substitutions entre k lettres a, a,, a,,..., lequel soit au moins une fois transitif. On peut se proposer de ebereber k construire un groupe I. au moins p -h i fuis transitif entre il -f- p lettres a.a,, a-j Jr,.
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X, x^ et te), que le groupe partiel formé par celles de ses substitutions
qui ne déplacent que les k lettres a, a„ a, soit précisément G.
Si le groupe cherché existe, il contiendra au moins une substitution A, qui laisse immobiles x et qui remplace a par x, ; une autre substitu-
tion A, qui remplace x, par x, sans déplacer x,,..., x^, etc.; enfin une substitution A|i qui remplace x^_, par x^. On pourra donc se donner à/»wiccs substitutions, et l'on cherchera ensuite si, en les combinant entre elles et avec les substitutions G, on n’obtient aucune substitution autre que celles
de G et qui laisse en repos x x^. Si l’on réussit dans cet essai, le groupe
(G, A,, A A^) satisfera au problème; car ses substitutions permettent
d’amener x^ à une place quelconque; puis, en opérant les substitutions {G, A,,..., A^.,), on pourra amener x,,,, Si une autre place quelconque, etc. Donc le groupe est bien [x -f- 1 fois transitif. Au contraire, si l’on ne réussit
pas de quelque manière que l’on choisisse A,, A, A,,, on pourra afiirmer
l’impossibilité du problème.
Ce procédé de tâtonnement, tel que nous venons de l’indiquer, serait évidemment impraticable; mais il peut être avantageusement modifié. Kn effet, soit H le groupe partiel formé par celles des substitutions de I, qui ne déplacent que les k \ lettres a, a,, a, x,. Il est âu moins deux fois tran-
sitif: donc son ordre est divisible par le nombre k'k + i); donc il est divisible par a. Donc le groupe contient une substitution B d’ordre a (-iO). Soient a,, a, deux lettres que B permute entre elles ; II contient une substitution S (|ui remplace a, et a, par x, et a; il contiendra par suite la substitution S“'BS. laquelle est d’ordre a et permute ensemble x, et a. On pourra la prendre pour A,.
Le groupe I, formé par celles des substitutions de L qui ne déplacent que a, a,, a, x,, x,, étant au moins trois fuis transitif, contient une substi-
tution T qui remplace a, x,,x, par x,, x,, a. Il contient la substitution T~'A,T, laquelle est semblable à A, d’ordre a, et permute ensemble x, et •X, .sans déplac.er a. On peut prendre cette substitution pour A,.
Continuant ainsi, on voit qu’on peut admettre, sans nuire h la généralité
de la recherche : i° que toutes les substitutions A,, A, .A,, sont d’ordre a
et semblables entre elles; a" que chacune d’elles permute entre elles deux des lettres a, x,, x, x^ sans déplacer les autres.
(icia posé, soient F le groupe formé par celles des substitutions de G qui ne déplacent pas a; une quelconque de ses substitutions; S, une quelconque de celles de G; X, v deux indices quelcom|iics moindres que fx-t- 1 et qui different de plus d’une unité.
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Si le groupe (G, A,,..., A^) satisfait au problème, on pourra, quels que soient S„, X et v, déterminer dans F des substitutions i», 2),„ Z."’, et dans G des substitutions S».,, S],, S' satisfaisant aux relations suivantes :
; (A.Av-,)* = 2», ’(A»A.)*=2,,„
J.) (A.I.)> = Si"'', AS.A = S'.ASr.
I (AiS,)> = Si.. (slX>i).
Kn effet, la substitution Ai Ax_, permute circulaircmcnt trois lettres de' la suite a, x,,..., sans déplacer les autres; son cube laisse ces lettres immobiles: donc il appartient à F, De même, Ay A, permutant deux couples de lettres de cette suite sans déplacer les autres, son carré les laisse toutes immobiles, et par suite appartient à F, Le carré de Ayl„ appartient à F par la mémo raison. De même le carré de AxS„ ne déplaçant aucune des lettres appartiendra à G. Enfin, la substitution AS, A ne déplace que les
lettres ,r,, a, a Supposons qu’elle fasse succéder x, à a,. Le groupe G
contient au moins une substitution S', qui remplace P^r a. La substitution S', A le remplacera par x, ; et la substitution (S', A)“' AS„ A = Si, laissant X,,..., x^ immobiles, devra appartenir à G.
Réciproquement, si les conditions ci-dessus sont remplies, le groupe (G, A,,,.., A^) satisfera au problème. En cITet, chacune de ses substitutions peut être mise sous l’une des deux formes suivantes :
V, VA,V
V et V' étant des substitutions du groupe (G, A A,,,,). Car soit, par
exemple, A^A^_JA^_, A^ une de ses substitutions dans laquelle entre deux fois le facteur A^ : le carré de A|iSe réduisant à i, on pourra l’écrire ainsi :
Mais, d’après les conditions ci-dessus, on a
d’où
A A,_, A , — ( A , A,_, )* Ap™, — Ap^i,
A P A p^, A P — ( A P A p^i )* A P — I A P Ap — , — 2p A p,_t A p A p — ^ ,
A P A p_] A p, A p A p^i A p ~ — J A p— , 2, A p — , Ap A p.., “ \ A , V
en posant
Zp.p— A p_j 2p A p — I — V et A , , \ ^,
Ola posé, toute substitution de la forme VAnV déplace cvidciiinicnt x,,: donc les substitutions du groupe qui ne déplacent pas sont <le la forinc V et appartiennent au groupe (G, A,,..., A^., ). On verra de même que celles de ces dernières substitutions qui ne déplacent pas j'n_, appartiennent au groupe (G, A, A^_,), etc. Enfin, celles des substitutions de
(G. A fl) qui ne déplacent aucune des lettres x, appartiendront
au groupe G. •
i6. Les résultats ci-dessus sont susceptibles de nombreuses applications : on en déduit entre autres le tliéorëme suivant :
Un gnuipe de subslitutions entre i -h fx leUres ( k étant > 'i ) ne peut être P -f I fois transit^, s'il ne contient aucune substitution déplaçant moins de k lettres et si p 2tt + , n étant l'exposant de. la plus haute puissance de 3 <pii dmsc le quotient de k par 8.
On trouvera aisément la démonstration, qui repose sur l'impossibilité de déterminer jt -I- 4 substitutions A,, A, A,„+, qui satisfassent aux rela-
tions (A> A,)*= I, et qui soient telles que l'on ne puisse obtenir par leur combinaison aucune substitution déplaçant moins de k lettres.
En faisant intervenir les substitutions A„ A,,..., on pourra obtenir jiour pi une limite plus rapprochée que la précédente. On obtient, en effet, les théorèmes suivants ;
1“ Un groupe de substitutions entre 6n -t- 1 lettres ne peut être trois fois transitif s'il ne contient aucune substitution qui déplace moins de Gn — 1 lettres;
a" .Soi/ n un nombre impair quelconque. Un groupe de substitutions entre k -h P lettres, et ne contenant aucune substitution qui déplace moins de k leUres. ne pourra être p -t- 1 fois transitif «' pi > n — 1 , toutes les fois que k — 1 sera un nombre pair et tel que le reste de sa division par 2 n soit n ;
3° Le groupe ci-dessus ne pourra exister, quel que soit X — 1 f poun u que l'on ait X>3), « pi>n(v-+-3) — i, v étant l’ex/iosant de la plus haute puissance de n qui divise te quotient de k — 1 par n’.
47. On peut vérifier par les mêmes principes l'existence d'un groupe cim} fois transitif entre douze lettres, qui s’obtient en adjoignant au groupe O dérivé des substitutions suivantes
{aa.a,a,)(a,a,a,a,) et {aa,a,a,'\(a.a,tt,a,)
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les ijUalix- .Kul):>litulioiis ...
A,- jr,n '
A. r.; (.r, r, )(«,«.)(», rt,;(n.rti;,
A,-- {x,j.)(«,fl,){n,n,)(o,«,),
A,- (x,x,)(«irt,)(o,«, )((/,«,).
('.(? groupe reman|u.'jl)lc a été décôuvcrt par M. Mathieu.
§ III. — (ÎHOIPES XOS PltlUITIFs. — F.tCTEIlHS DE .\ON*PKl M 11 IVITK.
i8. (,'n groupe transitif est dit non primitif, lorsque les lettres peuvent v être réparties en systèmes contenant le même nouitire de lettres, et tels que ilans toutes les substitutions du groupe les lettres de chaque système soient remplacées par les lettres d’un mémo système : de la sorte, toutes bis substitutions du groupe résulteront do déplacements d'ensemble entre les sysii“mes, considérés chacun comme tout d'une pièce, combinés avec des déplacements convenables opérés en même temps dans l’intérieur de chaque système entre les lettres qui le composent.
Les groupes dans lesquels les lettres ne sont pas susceptibles d'étre ré|>arties en semblables systèmes seront appelés par opposition groupes primitifs.
49. TiiÉonÈME. — Soit G un groupe non primitif, dans lequel les lettres puissent être réparties de deuje manières différentes en systèmes tels, que chaque substitution de G remplace les lettres d’un système par celles d'un même système; soient S, S,,... et T, T les deux séries de systèmes ainsi ob-
tenues.
Partageons les lettres de chacun des systèmes S, S,,... en systèmes moindres, en laissant ensemble celles qui appartiennent à un même système dans la sériel, T,,.... Groupons au contraire les systèmes T en systèmes plus généraux, en réunissant ensemble ceux qui ont quelque lettre commune avec un même système de la série S, S,
Chacune des deux mmvcltes répartitions en systèmes ainsi obtenues jouira encore de cette propriété que chaque substitution de G remplace les lettres d'un même système par celles d'un même système.
Eu cITct, soient S cl T deux systèmes choisis dans les séries S, S et
T, T de manière à présenter des lettres coin uni nés a, a, .Soient b une
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îiuire Icllrt* qufli'onque; S, et T, les deux systèmes auxquels elle appartient respeetivement dans les deux répartitions S, S et T, T : Ci étant tran-
sitif renferme une substitution 2 qui remplace a par h\ elle remplacera les autres lettres du système S par des lettres du système S, ; celles de T par des
lettres de T,: donc les lettres a, a communes à S et à T, seront rem-
pla<ées par des lettres b, b communes à S, et à T,.
D’autre part, soient a une lettre de S; b une autre lettre <|Uclconque appartenant à S, : la substitution 2, qui remplace a par b, remplactYa les diverses lettres de S, telles que a, a',..., par les diverses lettres de S,, telles
que b, b' ; elle fait donc succéder aux systèmes T, T' auxquels a, a',...
appartiennent respectivement, les systèmes T,, T auxipiels A, ap-
partiennent.
'Remarques. — Si toutes les lettres de T appartenaient è S, les deux nouvelles répartitions en systèmes coïncideraient évidemment avec les deux qui sont déjà données; et l’on voit par là que cliacun des systèmes T, f,,... serait contenu en entier dans quelqu'un des systèmes S, S
Si S et T n’avaient qu'une lettre commune, chacun des systèmes, dans la première des nouvelles répartitions ci-dessus, serait formé d’une seule lettre.
Knfin, si les systèmes T, T'*..., auxquels appartiennent respectivement les lettres de S, épuisaient la suite T, T,,..., le nouveau système rt'sultani de la réunion de leurs lettres raniiendrait toutes les lettres et serait unique.
,50. Soient maintenant G un groupe non primitif; Ë l’ensemble de ses lettres : parmi les diverses répartitions en systèmes dont ses lettres sont susceptibles (telles, que chaque substitution de G remplace les lettres d’un même système par celles d’un même système) on pourra évidemment en déterminer un certain nombre
S, S',...; T, T',...; L». U, ; X. X’,... choisies de telle sorte ;
I" Qu'il neaciste aucune, réfiarlition nouvelle en systèmes tels, que l'ii/i de ces nouveaux systèmes contienne toutes les lettres de S ;
a® Que S contienne toutes les lettres de T ; mais qu'il n'existe aucune nouvelle répartition en systèmes telle, que l’un de ces nouveaux systèmes ail toutes ses lettres contenues dans S et contienne toutes celles rfe T ;
■J" Que T contienne Ë : mais qu'il n'existe aucune nouvelle répartition en
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systèmes telle, que l'un des nouveaux systèmes soit contenu dans T et contienne U;
Istc., jusqu'à la dernière rèftariition X, X'...., dans laquelle clttique système ne contiendra plus qu'une lettre.
Soit ). le nomlire des systèines S, S',.... <|iie nous désignerons inninlcnaiil par S,,..., S) : chacun d’eux est formé de la réunion des lettres d’un certain nonihre de systèmes de la suilcT.T',... ( i9). Désignons en général par
T^. ceux des systèmes T, T',... qui sont contenus dans : chacun
d’eux, tel que T^.,, sera formé de la réunion des Icllres d’un certain nombre de sysièmes pris ilans la suite U',..., et que l’on peut désigner par
(’.cla posé, s'il existe quelque autre répartition des lettres en systèmes -S, -S',..-, tels, que chaque substitution de ü remplace les lettres d'un système par celles d'un même système, on pourra déterminer une nouvelle suite de répartitions jouissant des mêmes propriétés que la suite S, S',...; T, T',... ; U, L”....; .... et parmi lesquelles se trouve la nouvelle répartition S, s',....
En effet, soit x celui des systèmes x, s',... qui contient la lettre qui forme à elle seule le système X : cette lettre lui stTa commune avec chacun des
systèmes successifs E, S, T, U X. E contient évidemment toutes les
lettres de»; X n’en contient plus qu’une. Soit donc, pour fixer les idées,
S 1e premier système de la suite E, S, T, U X qui cesse de contenir
toutes les lettres de x. D’autre part, x contient toutes les lettres de X (qui se rédiiisent-à une seule) et une partie seulement de celles de E : soit, pour fixer les idées, U le premier système de la suite E, S, T, U,..., X dont x contienne toutes les lettres.
•s résultera de la réunion d’un certain nombre de systèmes de la suite
lli.i Soit C le système résultant de la réunion de ceux do
ces .systèmes qui sont communs à x et à S : il existera (-19) une nouvelle répartition en systèmes C, G',... dans laquelle l’un des sysièmes soit précisément G.
Ola posé, la suite des répartitions
X, X , . . . î G, G , ... ; l.', E , ... 1 ... 1 X, \ , . . . jouira des propriétés voulues.
Soient eu cH'cl ceux des systèmes de la suite U, E', . . .
qui sont contenus dans G : les indices (3, (5',... seront tous différents.
- En elfet, supposons que G contint les deux sysièmes et il
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conllfiit en outre, p.or construction, le système IJ — Iji.i.i. Sotciil a uiic lettre ile ce dernier système, b une lettre du système G contient une
substitution g qui remplace b par a : cette substitution remplacera par-U,.,., , et par un autre système dont les lettres feront partie
de P que g ne déplace pas; mais 6 et n appartenant respectivement aux systèmes T,,^ et T,.,, g- remplace ces deux systèmes l’un par l’autre: donc lix.r.i est contenu dans T,,,; donc x= i.,y= i : donc G contiendra, outre
le système U,,,.,, un autre système au moins de la suite U U,,,.,:
il ne peut pas les contenir tous, car il eonlicndrait T,,,=T, et à fortiori T serait contenu dans s, contrairement à notre hypothèse. Mais, d’autre part, s’il ii’cii contient que quelques-uns, U,, i, U,., on peut opérer une nouvelle répartition en systèmes dans laquelle l’un des nouveaux systèmes soit formé de la réunion de ces systèmes l!,,,. U,,,,» communs à G et à T : ce nouveau système contiemlrait II et serait contenu dans T, ce qui est contraire à notre hypothèse.
Les indices |S, étant tous différents et compris entre i et g., le nombre des systèmes sera au plus égal à ix. Nous allons prouver,
d'autre part, qu’iV ne peut être moindre que p.
Kn effet on sait qu’il existe une autre répartition en systèmes dans laquelle l’un des nouveaux systèmes sera formé des systèmes T, de la suite T, ,, qui ont des lettres communes avec G. Si ne reprodui-
saient pas la suite complète des nombres i, 3,..., p, ce nouveau système, qui contient T, serait contenu dans S sans se confondre avec lui, ce qui est supposé impossible.
Kntin il ne peut exister aucune répartition en systèmes tels, que l'un des nouveaux systèmes, O, contienne U et soit contenu dans G ; car le nombre des systèmes il est formé, serait inférieur à p, ce dont on vient
de voir l'impossibilitc. ^
ün voit de la même manière : i° que Iv.ÿ'.f'»--- étant ceux des
systèmes que contient », on ne pourra avoir à la fois a = a', ^
a" que le nombre des systèmes ... est égal à X,u.; 3® qu’il n'existe au-
cune nouvelle répartition dans laquelle un des systèmes contienne G et soit contenu dans 8, etc.
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Tiikobkml. — Soient
t/euj: suites (le réparlilions qneironqites satisfaisant aux conditions indirpiees au n° 50 ;
Soienlk, r. ^ — ,••• les nomlnes de lettres respeetifs de V.,S>,'\, L,....X;
/. tu. tut ^ ■'
- -, ceux de x. l'),... : les facteurs l. m, n seront, à l'ordre près,
i II» tiiiii '
les mêmes que les facteurs )„ fi, v
Kn effet nous tenons de voir (|u'on peul Irouver une suite «le répHrlitiuns en sjsti'ines contenant les facteurs X. fi, y,... et dans laquelle ligure lu répar-
tiiiou s, s' On en déduira ensuite une nouvelle suite de répartitions où
figureront les répartitions s, s', . . . et E, B' les facteurs étant toujours
égaux, à l'ordre près, h X, fi, v, etc.
La proposition ci-dessus montre que l’on peut classer les groupes non
primitifs d'après le nombre CI la valeur des facteurs X, fi, y que l'on
pourra appeler les facteurs de non-primitivité du groupe con.sidéré. Le nombre de ces facteurs, également constant, sera le degré de non-primitivité.
ai. Soit maintenant il un groupe transitif quelconque conlenu dans G ; cbacune de ses substitutions remplacera évidemment les lettres de cbacun des sjsti:mes S, S',. . par celles d’un même système; de même pour les autres
répartitions en systèmes T,T', . . U, U' Mais il pourra se faire qu'on
puisse déterminer une nouvelle répartition des lettres en systèmes 2, 2',... tels : i“quc ebaque substitution de H remplace les lettres de cbacun des systèmes 2, 2',... parcelles d’qn meme système; a" que 2 contienne l’un des sy.slèmes K, S, T, L' X, par exemple U, et soit contenu dans le précédent, T.
S contenant t lettres et T en contenant : , 2 en contiendra alors -.-rn,
m étant un diviseur défi.
Thkobé.me. — Les choses étant ainsi posées, si H est permutable à toutes les • substitutions de G, et si l'on choisit la répartition 2. 2',..., de telle sorte que rn
soit minimum, fi sera nécessairement une puissance e.racle de. m.
Car désignons par . G.i.i, systèmes de la
suite T, T',... dont la réunion forme 2; soit un autre système de
üEs si:bstiti)tions. :«)
cetle suite, non contenu dans^; G contient, par Lypotlièsc, une sulisiiiuliun qui ne remplace pas les lettres de cliacim des systèmes S., par celles d’un même système. Cette sub.stitution remplacera £, 2',... pur il’autres systèmes de lettres E, E',... tels, que les lelires de chacun d’eux .soient remplacées par les lettres d'un même .système dans chacune des substitutions do groupe transformé de H par g, lequel groupe n’est autre que H.
Chacun des systèmes 2, 2',... ayant toutes scs lettres contenues dans un .seul des .systèmes S, S',... que,? permute les uns dans les autres, les nouveaux .systèmes F, 6',... jouiront de la même propriété. D’autre part, chacun des systèmes 2, 2',... étant formé par la réunion des lettres de m systèmes pris parmi ceux de la suite T, T',... que g remplace les uns par les autres, chacun des nouveaux .systèmes F, S',... jouiixi de la même propriété. Désignons parE,celui de ces nouveaux systèmesqui contient les lettres de/,.,.,. ; les
m — I autres systèmes qu’il contient, et que l’on peut désigner par G.»
G.*, I. seront essentiellement dilTérents de ceux que contient 2.
Car si contenait les mêmes systi-raes que 2, tous les systèmes F, F',... coïncideraient évidemment avec les systèmes 2, 2',..., ce qui n’a pas lieu; et si F, avait ni systèmes seulemcnCcommuns avec 2,' m' étant plus grand que I et plus petit que m, on pourrait { VJ) opérer dans H une répartition en systèmes dans laquelle l’un des nouveaux systèmes serait formé seulement par les m' systèmes communs à 2 et à ce qui est contraire à l’hypothèse d’après laquelle m est choisi minimum.
Les systèmes E,,..., F,,..., F„ seront donc essentiellement différents et contiendront in‘ systèmes de la suite T, T', .... et, d'autre part, ils sont tous contenus dans le système S, qui contient àlafais t,,,^ ,..., t, . Car ce système,
contenant une partie des lettres de chacun d’eux, les contiendra toutes.
f)n peut d’ailleurs.(49 j opérer dans le groupe H une nouvelle répartition en systèmes M, 9' dans laquelle l’un des systèmes 6 soit formé de la
réunion des systèmes G G„. Si a = m*, cette répartition se confondra
avec la répartition S, S',....
Soit au contraire G contiendra une substitution A qui ne rem-
place pas les lettres de chacun des systèmes 0, 0',... par les lettres d’un même système; soient c, o’,... et t, t',... les systèmes de lettres par lesquels elle remplace rc.spcctivement 2, 2',... et G, F',...; chacuuc des substitutions du groupe transformé de H par A, lequel est identique à H, remplacera les lettres de chacun des systèmes s-, o', ... par celles d’un même système : do même pour les systèmes r, t',..c. D’autre part, chacun de ces systèmes 5-, a',... et T, t',... aura toutes ses lettres contenues dons l’un des systèmes
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S, S',.... Enfin ils sectilU l■t•s|)eclivelllcnl fornni.s drs lellrcs (les m s_\sli'ines lie la suite T, T',... que A fait succéder à ceux qui entrent dans la composition de 2, r G, G'
^Soient donc 2 l’un quelcoiu|ue des systèmes de la suite 2. 2',...: f,,..., G„ ceux des systèmes de la suite G, 6',... qui ont un système de la
suite T, T',... commun avec 2; a et t ceux des systèmes des suites
a, a',... et t, t',... que A fait succéder à 2 et h G,,..., G„. Chacun des systèmes t T, par exemple, aura en commun avec <7 un système de la
suite T, T',... (celui que A fait succéder à celui qiii était commun à G, et à 2).
En choisissant convenablement 2, on peut faire en sorte que l'un au moins des sysièincsff, r,,..., t„ contienne des lettres appartenant à divers systèmes
de la suite 6, 0' Car si, quel que fût 2, tonies les lettres que contient c
appartenaient à 0', t contiendraient chacun ati moins une lettre
de 0' : et si toutes les lettres qu'ils contiennent appartenaient au même système de la suite 0, 0' elles appartiendraient toutes à 0 . D’ailleurs lé
système résultant de la combinaison de t,,..., contient, comme 0', m’ systèmes de la suite T, T',... : il cohlicnl donc autant de lettres que 0'.
Donc la réunion des systèmes t reproduirait 0', de même que la
réunion de G ,G„ reproduit 0; et la substitution A remplacerait les lettres
de 0 par celles de 0'. Le système 2 étant d’ailleurs quelconque, 0 serait un système quelconque de la suite 0, 0',... : donc A remplacerait les lettres de chacun de ces systèmes par celles d’un même système, ce (pii est contraire à notre supposition.
Admettons donc que ;, par exemple, contienne des lettres appartenant à divers systèmes de la suite 0, 0',.... Soient /, les m systèmes de la suite T, T',... qui forment a par leur réunion; ils appartiendront tous à des systèmes différents de la suite H, 0' Car si m' d’entre eux étaient com-
muns à (7 et à 0, m'étant plus (;rand que i et plus petit que m, on pourrait ( A9) opérer dans H une nouv'elle répartition en systèmes dans laquelle l’un des nouveaux systèmes fût formé seulement par la réunion de ces m' systèmes communs, ce qui est contraire à l'hypothèse d’après laquelle m est choisi minimum.
Soient donc 0 0„ ceux des systèmes de la suite 0, 0',... auxquels
appartiennent respectivement /, /' ils contiendront entre eux tous m’ systèmes distincts de la suite T, T' etc.; d’autre part, ils sont tous contenus
dans celui des systèmes S, S',... qui contient t\ car ce système, contenant une partie des lettres de <r, les contiendra toutes; il contiendra donc l, t’
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qui lotit respectivement partie de 0, 0',...; il contiendra donc 6, 0',.... Donc fA est au moins égal à m'. On voit de même que si on aura
tA = /n‘,etc.
Ô3. TiiéoBÈME. — Vn groupe ij permutable à un groupe non transitif \\ ru; peut être primitif.
Soient en effet a, a les lettres que H permute avec rune d'elles a\
b, b les lettres que H permute avec une autre lettre b, etc. Chaque suli-
stitutiun g- du système G remplace les lettres a, a par un autre système
«le lettres jouissant delà propriété d’être permutées ensemble par les substitutions du groupe transformé de 11 par g, lequel se confond avec H. O système de lettres sera donc l’un des suivants : a, a ; b, b,,...;....
D’ailleurs si les systèmes a, a, b, b n’ont pas tous le même
nombre de lettres, il est clair (|ue^ne pourra les permuter ensemble, et le groupe G sera lui-même intransitif.
Corollaire. — Soient G un groupe quelconque; g, h, /,... ses substitutions; g l’une quelconque d’entre elles. Ces substitutions transforment évidemment les unes dans les autres les substitutions g, h^'g/i, i~*gi : elles sont donc permutables au groupe {g,h~'gh, i~'gi...,): Si donc ce groupe n’est pas transitif, G ne sera pas primitif.
S IV. — Groupes composes. — FACTEi'.ns de compositio.v.
54. Nous dirons qu’un groupe G est simple, s’il ne contient aucun autre groupe auquel ses substitutions soient permutables, composé dans le cas contraire.
Soit G un groupe composé quelconque : on pourra déterminer une suite de groupes
telle : i° que chacun des groupes de la suite soit contenu dans le précédent et permutable à ses substitutions; a® qu'il ne soit contenu dans aucun groupe plus général jouissant de cette double propriété; 3® que le dernier groupe de la suite soit formé de la seule substitution i .
C;ir soient 11 un groupe aussi général que possible parmi ceux qui sont contenus dans G et permutables à ses substitutions; I un groupe aussi général que possible contenu dans H et permutable aux substitutions de G;
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K un groupe aussi general que pnssilile, conicnu dans I cl perimilalde aux sulistilulions de G, etc. Soient, d’autre part. H’ un groupe aussi général que pussihlc parmi cous qui contiennent I, sont contenus dans II cl permutables aux substitutions de H; 11" un groupe aussi général (pie possible parmi ceux qui contiennent I, sont contenus dans II' et permutables à ses substitutions, etc. La suite G, 11, H', H',..., I, 1',..., K i, forniée des termes
G, II, I, K I, des termes intercalaires H', H" des termes analogues
I',... qu’on pourrait insérer entre I et K, etc., jouira cvideminent des propriétés voulues.
Soient respectivement N, — > = — •,,•••. ; — ,• . t — , •,»••• les
• J. /ft /.uü /.ftfi. ..a
ordres de CCS groupes successifs : les facteurs)., a, ji.',..., v, v',,.. pourront
être appelés les facteun tir composition du groupe G; leur nombre sera son
tir gré de composition.
55. TnÉonK.MH. — Si, par un procede qurlcontpte, on détermine une suite de groupes G. i), 5',..., a, I jouissant tles propriétés indiquées au numéro pré-
rédent, et dont tes ordres respectifs soient N, jt facteurs /, m,...
seront, à l'ordre prés, identiques aux facteurs de corrqtosition ), 'i, p',.,., v,
Nous établirons que cette proposition est vraie pour le groupe G si elle est vraie pour le groupe 5: <lc même elle sera vraie pour S si elle l’est pour y, etc., jusqu’à ce qu’on arrive à l’avanl-dcrnier groupe de la suite G, ,‘i, qui sera simple, et pour lequel la proposition sera évidente.
Considérons les groupes de la suite G, 11, I, K,..., 1. Soit, pour fixer les idées, K le premier des groupes de cette suite qui soit contenu dans ,‘i (le ilernicr, formé de la seule substitution 1, l’est nécessairement); soient I, k,, les diverses substitutions de K, et supposons, pour fixer
les iilées, que la suite G, II, I',..., K,..., 1 ne contienne entre G et I
aucun autre terme que ceux que nous y écrivons. Le groupe I contenant K, .ses-'subslitutions, en nombre avv'..,, pourront (39) se mettre sous la forme ilu tableau suivant :
I, kl, A«ii,
II, lié., lié.-,.
I . — I , i,r , , k I , irT . , , é. — I
OÙ I, I l’wi -, sont des substitutions de 5 telles, que deux quelconques
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d'eiili'e elles ne salisf'assetil à aucune relation de la forme
ou = fj, A.,
mais choisies d'ailleurs d’une manière (|uelcunqnc. Si donc on convient de poser /„ — I et X„ = i , les substitutions de 1 pourront se mettre sous la forme générale /pX», où a. peut premlrc successivement les diverses valeurs
O, t a — I , et ]S les valeurs « vv'.. . — i . De même les substitutions
de H' pourront se mettre sous la forme h\ A' étaut des sub-
stitutions convenablement choisies, en nombre fi'; celles de H pourront se mettre sous la forme l'indice •/ variant de zéro à fi — i ; enfin
celles de 0 sous la forme gf , l'indice d variant de zéro à X — i .
(iela posé, les seules subsùtulions communes à 5 et à l sont les substitutions K . Kn effet, soit K' le groupe formé par ces substitutions communes : il esl permutable aux substitutions de G : car K' étant contenu dans 1 et dans 5, les transformées de scs substitutions par l’une quelconque des substitutions G, permutables à la fois à I et à 5. appartiendront-à lu fois à 1 et à 5, et par suite à K'. Or le groupe K' contient les substitutions K et n’en peut contenir d'autres, K étant par hypothèse un groupe aussi général que possible parmi ceux ([ui sont contenus dans I et permutables aux substitutions G.
D’autre part, en combinant ensemble les substitutions 5 et I, on doit reproduire toutes les substitutions de G. En elTet les substitutions de G , étant permutables aux groupes 5 et I, transformeront en lui-même le groupe I' dérivé de leur combinaison. Ce groupe est plus général que 'i : s’il ne contenait pas toutes les substitutions de G, on aurait ainsi un groupe partiel P plus général que 5 auquel les G seraient permutables, ce qui est supposé impossible.
.'>6. Ces deux points établis, supposons les substitutions £ mises sous la forme gr,h^h..i^k^: si â, 7 et 7' ont le même système de valeurs dans deux de ces substitutions, jS aura égrSement la mime valeur. Car soient ^'s, Xa. = S. et ^4, A.,, A'j *p, Aa, = S, ces deux substitutions : 5 con-
tient la substitution
substitution qui fait partie à la fois du groupe S et du groupe I dérivé de.s substitutions 1 et k, et qui par suite appartient nécessairement au groupe K.
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Soit 4,^ wtle sulKslitution; il vient
relation impossilile par hypothèse, si j3, diffère de jS».
D’autre part, toutes les substitutions de G seront de la forme 5 désignant une substitution dc,$. En effet les substitutions G se réduisent à relies qui dérivent de 1 et de ,5 (55). Soit X,, s, , par exemple, l’une
d'elles, s, et r, étant des substitutions de 5: Rib; peut se mettre sous la forme s\ étant la transformée de s, par Or
faisant partie du groupe I, peut se mettre sous la forme ipX,; X, fait partie lie {y; il en est de même de s\, transformée de s^ par la substitution permutable it 5: il en est de même de Xj, et de s, : donc la substitution considérée est de la forme i^s, s étant une substitution de i).
On conclut de là que 5 contient une substitution de la forme gih^h\ i^k,, quel que soit le système de valeurs que. l'on donne à d, y, et a.
En effet, le nombre des systèmes de valeurs des indices à, 7, y', a est
chacun d'eux correspond au plus une sub.slitulion de ü, car s’il en existait deux^ elles devraient diflérer par la valeur de l’indice fi, ce que nous avons démontré impossible. Si donc il y avait quelque système de valeurs de o', y, y', a auquel ne répondit aucune substitution, le nombre des substitutions de 5 serait inférieur à Xiiii'a, et par suite celui des substitutions de la fortne serait inférieur à \u.ix’avv'.... Ce résultat est absurde, car toutes les substitutions de G, en nombre N =).ptfi'vv'...a, se ramènent à cette forme.
57. Soient maintenant X’o'?.= (^'o)* ^'1'?. “ (^1)’ • •• • (^V)<
celles des substitutions de pour lesquelles o, y = o, a = o; soient de même Ao »V,= (X,),..., = (A^),... celles de ces substitutions pour
lesquelles cl = o, /= o, a = o; enfin /?o«V.= (go). • • • . éfe '«= (^Tî). • • ■ celles de ces substitutions pour lesquelles y—o, f = o, a = o.
Toutes (es substitutions de la forme (g^) (h^) (A'^) X, appartiennent A identment au groupe 5 ; réciproquement toute substitution de 5 sera de celte forme ; car ü ne contient que èaa'a substitutions, et les ).jxp.'a substitutions que donne cette forme en y faisant varier â, y, y', a sont toutes distinctes. En elTct, soit (gif) (A,.) (A’yjX..= (gî,) (A,,) (A’^) X.. : remplaçant (gi,),... par leurs valeurs, il vient
g», M. = J*, M, , d’où gt, M, M; ‘ gi, ,
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Ma et M, étant îles substitutions ilu groupe II dérivé des substitutions h, h', I, k. Cette égalité ne peut avoir lieu par bypotlièse que si = <?, . L'égalité admise se réduira ainsi à (A^, )(//,■) A.,, et l'on
verra de méinc que 7, = 7,, puis que 7'^ = 7',, et enfin que «„= a,.
On verra de la même manière que G, II, II' tonl respectivement formés des substitutions des formes suivantes :
car les substitutions i^(A',.} A,, par cxeiriple, font évidemment partie de H', sont toutes dislinetes entre elles, et leur nombre est égal à celui des substitutions de H'.
Les substitutions désignées primitivement par g. A, A' ayant actuellement disparu du calcul, nous supprimerons, pour plus de simplicité, les parentlièses qui distinguaient jusqu'ici les substitutions (§•{), (A^), (A'^).
On voit maintenant aisément que l'on a entre deux substitutions tfuelconques, ipA, = S et g'j A^ A'. A,- = T, prises respectivement dans les deux gmupes I et une relation de la forme ST = TSA,».
En elFet la substitution S"‘T'‘ST fait partie du groupe I, car elle est le produit de deux substitutions, dont l'une S~* Tait partie de ce groupe, et dont l'autre en fait partie également, étant la transformée d'une substitution de I par une substitution permutable à I. D'autre part, S~*T~‘ST peut être considérée comme le produit de deux substitutions ; l'une T appartenant au groupe 5; l'autre S”"' T"' S, transformée d'une substitution de 5 par une substitution qui lui est permutable. Donc S~'T''ST appartient, simultanément à I et à i), et par suite à K. Donc S“'T-'ST = A,», d'où ST = TSAy.
58. Des développements qui précèdent nous allons actuellement conclure la démonstration de notre proposition.
Soient G, S, J, J', K I la suite des groupes respectivement formés des
substitutions des formes
ils ont pour ordres N,
if gi A, Iiy a» , ^ A J A.' A a , A| A^ A«, A.^A,, A,,. N N N N
'. ri’ n/ . . V»' . . . Xuu'
Nous allons établir : 1“ que la suite des facteurs ist, à l’ordre
près, la même que la suite des facteurs p., p'..., v, v' ce qui revient à
prouver que les facteurs v, v',... se réduisent à un seul; autrement dit, qii'i'/
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n’v a dans la suite G, II, II', I,..., K,..., i aucun gn>u/>e I' intermédiaire entre I e/ K; 'i" que chacun des grouiies G, S, J, J', K,..., i est /lerrnutahle à toutes les substitutions du précèdent ; 3“ qu'il est aussi général que possible parmi ceux qui jouissent de cette propriété.
i“ liii premier lieu, d est absurde d'admettre que la suite G, II, II', I
K,..., I contienne un groupe I' intermédiaire entre I et K. En elFel, les substitutions I lui seraient permutables par définition; les substitutions de la forme A, /i' le seraient également. Gar soit. l'ijA, une quelconque des substitutions de r : sa transformée par g’s A, A' peut ( 57) se mettre sous la forme
ifl<.ihl<t)~'{gib. A',)"' i,t.gi II; lé — <) A.A..,
et fera partie de I', (|ui contient, aveu toutes les substitutions <le K. I.cs substitutions G, qui dérivent toutes de la combinaison de 1 avec les substitutions gt;h.^H, , seraient donc permutables à I'. K ne serait donc pas aussi général <[uc possible parmi les groupes contenus dans I et permutables aus siihstitutions'G, résultat contraire à la loi de construction de la suite G, 11, I, K,..., I, et partant inadmissible.
a" En second lieu, considérons l'un quelconque des groupes de la nouvelle suite, J' par exemple : il est permutable aux substitutions du précédent, J. En effet, ces substitutions résultent de la eombinaison des substitutions J', éviilemment permutables k leur propre groupe, avec les substitutions A^. t'es dernières substitutions, faisant partie du groupe H, sont permutables au groupe H' formé par les substitutions <j, A' A,. On aura donc, quels (|tie soient y, jS, y' et a, une relation de la forme
ou
A. ' If b'., A. A, = />, A'. A,, , le' A . Ar’ Aj, A, Aj — f>, lij A,, ,
on. en remarquant qu’on a une relation de la forme ijiA., = A,f^A,, (57), i> A., Ar' Ar A, Aj = A(. A., ,
relation qui ne peut subsister (|uc si = ^, , et d’où l’on déduit ensuite A"' Al. A. A. r- A”' Ar A., ,
ce qui montre que la transformée de A', A, pr A, appartient au groupe J .
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Mais les subsliluliuiis de J’ soiU toutes de la forme K i, : iliim: A, est perintitaMc II ce groupe.
3“ En dernier lieu, il n’existe aucun groupe plus générai que J', contenu tlans J et permutable à ses substitutions; car s’il y en avait un, J", soient
S, S S„,... ses substitutions, T une t|uelconquc des substitutions de J :
on aurait, quel que soit m, une relation de la forme T”‘S„Ï = S,. Considérons le jçroupe F, formé par la combinaison de J" avec les substitutions <<, : ses substitutions sont de la forme i^S„; car soit par exemple i^, S„, j«i, S„, l’une d’elles, on aura (57)
ce qui réduit la substitution proposée à i^, A,, mais «j, i(i,, étant
une substitution de I, peut se mettre sous la forme i^k\\ A, est contenu dans J' et par suite dans J", de même qiieS„, , A»,, S„^, ce (|ui réduit la substitution donnée à la forme i^S„.
Ix groiifu- F est plus général que le groupe IF; car les substitutions de ce dernier groupe sont de la Ibrmei'^A' A,. Or soit S une substitution de J* qui ne soit pas contenue dans J', et qui par suite ne soit pas de la forme H : elle est de la forme A'. A,, et sera (57) essentiellement différente de toutes celles de la forme ijA' Aa; elle ne pourra donc appartenir à II' : mais elle appartient à F : donc F est plus général que 11'.
D’autre part, F est contenu dans II et ne contient qu'une partie de ses substitutions. En elTct, II contient les substitutions i<i et les substitutions ilu groupe J, dont les substitutions S,„ font partie. Soit maintenant T une substitution de J qui ne soit pas contenue dans J" : elle ne sera pas de la forme S,„. D'autre part elle sera de la forme A» Ajif», et par suite ne pourra pas davantage être de la forme ipS„ : elle ne fera donc pas partie de J".
Enfin F est permutable ti toutes les substitutions de II. Car soit ij, T l'une de ces dernières substitutions, T étant une substitution de J; soit, d’autre part, ijS,, une quelconque des substitutions de F. S„ et T"' appartenant à S, et ij,, ^ O" “'f® (57) des relations de la forme
La transformée (/jj, T se réduira donc à la forme
/, T- A-., S. /..T = i^ iV, .T“* A., T . T- ' S. T . T- A. f.
Or cette substitution appartient au groupe F : car ce groupe contient et iy, il contient de même la substitution T“'S„T, laquelle, se réduisant à S„,
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fnil partie de J"; il contient enfin le groupe K. auquel T est permutable : donc il contient T"'^,T et T""' A,, T.
Si donc il existait un groupe tel que J", il existerait un groupe I' plus général que II', contenu dans II et permutable aux substitutions II, ce (|ui est contraire à la loi de construction de la suite G, II, H', I, K i.
Les deux suites de groupes G, 5* J> J' ' et G, 5, S'. 3 i jouiront
donc toutes deux de la propriété que chacun des groupes qui les forment est aussi général que possible parmi ceux qui sont contenus dans le précé- <lenl et permutables à ses substitutions. Il en sera ù fortiori de même des
suites partielles 5, J, i' i et 5, 3 i, où les facteurs qui expriment
les rapports des ordres des groupes successifs sont, d’une part, X, /jl,..., et, d’autre part, m, m',....
Le théorème étant supposé vrai pour le groupe S, rn, rn',... d’une part,
et )., fi d’autre part, se confondront à l’ordre près avec les facteurs de
romposition de £: ils sont donc identiques, à l’ordre près. Comme on avait
déjà /=v ( l’ordre de 5 étant égal à la fois à y et à le théorème se trouve démontré.
Le théorème (|ue nous venons d’établir montre qu’on peut légitimement cla.sser les groupes composés d’après le nombre et la valeur de leurs facteurs de composition.
TiiKonèMr.. — Soient G, H,..., I, K i une suite de /groupes dont
rharun soit aussi général que possible parmi ceux qui sont contenus dans le précédent et permutables ù toutes les substitutions de (j; M un groupe quelconque de celte suite; I, K deux autres groupes successifs quelconques. Supposons qu'on puisse déterminer un groupe intercalaire L, contenu dans I et contenant K, auquel les substitutions 11 soient permutables, et si cette détermination peut se faire de plusieurs manières, ehoisissons-le de manière que son ordre soit minimum. .Soient, dans ce cas, n,mn,p.n les ordres respectifs </e K, L, I : fi sera une puissance exacte de m.
Soient en effet X„,...,>lr„_, les substitutions de K; /„ X,...., /, X-^,..., X,_,
celles de L : étant des substitutions qui ne satisfas.«ent à aucune
relation de la forme /, = /y X^. Soit g une substitution de G non permutable k L: elle est permutable k K : elle transformera donc L en un groupe L' formé de substitutions de la forme [„ X„ f. X^,...: („ f, étant les transformées respectives de /» /,
Les substitutions du groupe transformé de H par g, seront per-
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niuUljles à L' (36); maisÿ''H^ se réduit à H : donc les substitutions de II sont permutables à L', ainsi qu’à L; elles le sont donc au groupe formé par les substitutions communes à L et à L'. Or les K font partie de ces substitutions communes, et il n’en existe pas d’autres, sans quoi l’ordre de L ne serait pas minimum, comme nous l’avons supposé.
lün particulier, les substitutions 4,... faisant partie de I et de II,
leurs transformées /'„ V, .... en feront également partie : elles sont donc
permutables à L. Les substitutions du groupe A, obtenu en les combinant à ce groupe, seront de la forme (37). (ie groupe est contenu dans I.
et permutable aux substitutions de H. car il résulte de la combinaison des substitutions des deux groupes L, L', tous deux permutables aux substitutions de H.
D’ailleurs les m^n substitutions obtenues par la variation des indices a', a, ^ sont toutes distinctes; car si l’on avait
on en déduirait
La substitution serait donc commune aux deux groupes L et L', et
par suite appartiendrait à K; un aurait donc
4' = 4/v. d’où = =
k, transformée de X-p- par g ', appartenant à K. Une telle relation ne peut exister que si a'= . On aura alors
/. Aj = 4, /i>, , d'où a = *1 , j3 =
Donc I contient au moins m’n substitutions. S'il en contient davantage, G contiendra une substitution g' non permutable à A. Soient les
transformées de /„ /' par g' : le groupe A', transformé de A par g, aura ses substitutions de la forme X'. k^, et sera contenu dans I et permutable aux substitutions de H. Il est différent de A : donc il ne peut contenir à la fois toutes les substitutions de L et de L', ilont la combinaison constitue A. Supposons, par exemple, qu'il ne contienne qu’une partie des substilu^iKis de L ; les substitutions K sont communes à L et ii A', et il n’existera pas d’autres substitutions communes; car les substitutions (1, étant permutables à L et à A', seraient permutables au groupe formé par res substitutions
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l'.uiniilunes, ((iioiquc son ordre fùl moindre que relui de l<, ce (jii'oii suppose impossible.
(iela posé, les mVi siilislitulions de la forme seroni loiiles dis-
lincles et eoiitcnues dans I.
On démontre de même que si I eoniienl d’autres sulisliliilions, il en eoiitienl au moins m'n, de.
I V. — StMKTHIE UFS FOSCTIOKS RATIONNt LLES.
lÀaison entre tes groupes et les fonctions.
(iü. Soient F, une fonelion rationnelle quelconque de / lettres a, h,c,...\ f l. F,, Fÿ les 1.2..../ fonctions obtenues en y opérant entre ces lettres les
1 . 2.. ./ substitutions i, a, ^,... : elles seront, en général, algébriquement distinctes les unes des autres. .Mais si, par suite du rboix particulier de la fonction, la suite F,, F,, F^,... avait M termes I',, F,,... identiques à F,, elle contiendrait évidemment M termes Fj,, F,^,... identiques à F^. I.e
nombre des valeurs distinctes de la fonction F serait donc égal à ■■ ■
Les M substitutions i, a,... qui n’allèrent pas la fonelion F, forment éviilcmmenl un groujie, qu’on pourra appeler \c groupe de ta fonction ; et l'on pourra dire que la fonction est transitive ou non, suivant que son groupe sera transitif ou non. Kéripi^quemenl, un groupe quelconque II étant donné, on pourra déterminer une fonction incariabte />ar les substitutions de re groupe et cariablc par toute autre substitution. Car, soient ç, une fonction quideunque variable par toute substitution (telle (pte la suivante : a t- ■àJ> -I- 3r + . . .];
9.. ç,, ... les diverses valeurs qu’elle prend par les substitutions du groupe I. 2,... : le produit ç, yj... jouira de la propriété voulue; car les substitutions I, a,... permutent ses facteurs entre eux sans changer le produit, et toute autre sub.stilulion |3. remplaçant f, par un nouveau facteur cbangera le produit (’J.
(i I . Lis diverses fonctions rationnelles qui ont même groupe s' e.rpriment toutes rationnellement en fonction d'une seule d'entre elles et de fonctions symétriques en a, b, c
(' j l.ai ci-<tps<us. (Inc ii noiro Cauchy, a crili(|iièc {lar .M. Kiiifuan ( oj
fiimps oml liMtn wttuni funrthms^ p. 8d; 5lanche*kT. iW»i); maifi i) o<«l ai>c tlo voir liüfi:» jIc ce péometre n«* -t>ol fonfitV< *\w ^ur un malontemlii.
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Cftti' prnpu.siliuii, duc à l.agrange, esl (-videminciit coiilenue dans la siiivanle, (|ue nous allons démontrer : _ *
!,es duenes fondions raùonnelles dont les groupes ont en commun, avec un groupe urhilraire G. les mêmes substitutions i , a, a s'expriment rationnel-
lement en fonction d'une seule d'entre elles et des fonctions invariables par les substitutions de G.
Kn cfTcl, les substitutions de G sont les suivantes (3fl) :
fj étant une substitution quelconque prise parmi celles qui n’appartiennent
pas à la suite i, a, a ; y une sul>stitution quelconque prise parmi celles
qui n’appai'tiennent ni à la suite 1, «, a ni à la suite «,'9,
a, P etc.
Cela posé, soient ç,, ij<, deux des fonctions considérées: fÿ...., '''■
qu’elles deviennent par les substitutions m un exposant quelcon(|ue.
I.a fonction
sera invariable par les substitutions de G. Car soit es une substitution quelconque de G; chacune des substitutions es, ^7, ya appartenant à ce
groupe, pourra se mettre sous l'une des formes A, Ap, Ay,..,, A désignant une des substitutions 1, a, a,,... (39). D'ailleurs deux de ces substitutions ne peuvent appartenir à la même forme, car si l’on avait, par exemple, les deux égalités
3» -- aô, ye = a, 5,
* on en déduirait
àa-' = a“'13=: ay‘y, d'où y -
y serait donc de la forme A/S, ce qui n’a pas lieu, par construction.
Cela posé, 7 transformera les uns dans les autres les termes 5.” tji, ,
Car supposons, pour fixer les idées, que 7 soit de la forme A fi; elle transformera en = même, si /Sicst de la forme Ay, 7 transformera c" = çr+ï-
Posant successivement m = 0, 1,..., ft — 1, p. étant le nombre des substitutions I, /S, y,..., on aura, pour déterminer t{/,, les équations
Si
linéaires
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dont le déterminant étant, comme on sait, égal au produit des différences
des i|uanliléa distinctes 9,, sera différent de zéro.
On peut obtenir l’expression cherchée de d’une manière simple ainsi iju’il suit : ç,, 9^. sont les racines de l’équation du degré fi,
dont les coelTicients, symétriques en f,, sont évidemment inva-
riables par les substitutions de G. .L’équation
admet pour racines et a pour coellicicnts des fonctions ration-
nelles de fl et des cuellicicnts de /(Y).
Gela posé, ajoutons les équations linéaires ci-dessus, respectivement multipliées par It, X,,...: les multiplicateurs de s’annuleront, cl,
divisant ]>ar le coetficient de <j>,, il viendra
.1 - _ tX. -t-t'X, ■ -f- to-) _
02. Les fonctions entières de k lettres sont donc susceptibles d’autant d’espèces de symétries distinctes qu’il y a de groupes dillérents de substitutions entre ces lettres. .Mais si, au lieu de considérer d'une manière générale toutes les fonctions entières, un ne voulait examiner que celles qui satisfont à queb|ucs conditions déterminées, par exemple celles qui sont il’un degré donné, le nombre des espèces de symétrie dont elles sont susceptibles pourrait se trouver réduit. Ce champ de recherches, signalé par M. Kirkman, est encore vierge. Nous nous bornerons donc sur ce sujet à quelques brèves indications.
Soient K = T -t- T, T,, une fonction entière quelconque de a,
X — nia''h'< T, = m, «if' <>»•... ses différents termes; S, S les substi-
tutions de son groupe : chacune de ces substitutions transforme les uns dans
DES SUBSTITUTIONS .sJ
les autres les termes T, T T^. Soient respectivement T, T,,-- - «eux
«Je ces termes que S, S transforment en T : chacune de ces substitutions
transformera les termes!, T les uns ilans les autres; car supposons que
l'une d’elles. S, transforme T, on U par exemple; S, transformant T, en T,
S"' S,, qui fait partie «lu groupe (S, S ), transformera U en ï : donc l.'
fait partie de la suite'f, T
Cela posé, si les substitutions S, S permutent transitivement entre eux
tous les termes T, T,,..., T^, on dira que la fonction est élémentuire ; ilans le cas contraire, elle sera évidemment la somme de plusieurs fonctions élémentaires F,, F,,..., qui seront chacune transformées en elle-même par les substitutions S, S,,.... Soient donc respectivement T,, Fj,... les groupes de ces fonctions : S, S,,... appartiendront à chacun d'eux. Réciproquement toute substitution commune à ces groupes laissera invariable F,, Fj et par suite leur somme F : elle appartiendra donc au groupe (S, S ).
Ainsi la détenninalion du groupe d'une fonction non élémentaire se ramène à celle des groupes des fonctions élémentaires qui la composent.
63. Soient T = mafb^... un terme quelconque d’une fonction élémen-
taire; T e= m'a'' b* ... un autre terme quelconque. Il doit dériver de T par une certaine substitution opérée sur les lettres a, b,,..-, il faut évidemment, pour cela, que les coelficients m et /«'soient égaux, et que les exposants® p, q',... soient, à l'ordre près, égaux à p, q,.... •
Supposons que parmi les exposants //, q,..., dont le nombre est égal à A. nombre des lettres a, //,..., il y en ait p égaux à a, v égaux à jS, etc.,
X, ^,... étant des entiers différents, dont l’un peut être nul. Remplai;ons dans la fonction F = T -i-T'... le cocHicient /« par un autre cocilicient quelconque rn,; remplaçons de même les exposants a, f3,..., partout où ils se présentent, par d’autres exposants entiers x,, fi,,... qui soient également dill'érents les uns des autres. Nous obtiendrons une nouvelle fonction F,, i|ui sera évidemment élémentaire et aura le même groupe que F.
Les fonctions en nombre infini, dérivées les unes «les autres par un semblable changement, peuvent être considérées comme constituant une seule famille, dépendant des nombre.s pi, y,....
64. Pour résoudre dans toute sa généralité le problème de M. Kiikmuu. il faudrait maintenant :
I “ Déterminer les diverses familles qui correspondent à chaque système donne de valeurs de p, y,...;
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;is
a“ fMt rminer les dieerses familles qui correspondent à un groupe de substitutions donne.
l.ii solution (le la première, qiK'stiun parait assez dillicilc, sauf dans le cas particulier où l’on a p=i, v = A — i. Elle devient alors exlrénieiiienl simple, car on a, en supposant ft ~ o, ce (|ui est permis,
T — ma' et F = «i { <«• -( A*
Soient a, b,... celles des lettres a, b d, e,... (|ui entrent dans l’ex-
pression de E; d, e,... les autres. Le groupe de K sera évidemment formé de rensemblc des substitutions (|ui permutent, d’une part, a, b,... entre elles, et, d'autre part, d, e,... entre elles, et il y aura autant de fitmilles qu’il y a de manières de répartir les lettres a, b,..., d, e,... en deux svslèmes.
L’n autre cas simple est celui où les nombres p, y,... sont tous égaux à l’unité. On a alors
T - ma'h* . . . ,
a. fi,... étant tous différents. Soient G un groupe quelconipie: T, T',... les divers termes transformés de T par ses substitutions. I.a fonction T -t- T'..., invariable par les substitutions de G, varie évidemment par toute autre subslitulion : donc elle a pour groupe G. Il existe donc dans ce éas autant de * familles qu’il y a de groupes possibles de substitutions.
On voit par là (|u’« chaque groupe G correspond au moins une famille de fonctions élémentaires. .Mais il peut en correspondre plusieurs. Ainsi supposons que le groupe (î contienne toutes les subsiiiutinns po.ssibles. Il correspondra à toutes les familles de fonctions symétri(|ue$; mais il existe évidemment une telle famille pour chaque système de valeurs de p, v,....
(>.'). .Si un groupe G, ne contenant f>as toutes les substitutions possibles, est n fois transitif, il n'eæistera de famille correspondant à la fois à cl à un système de nombres p, y,... que si chacun de ces nombres est inferieur à k — n.
.Supposons, en elfet, p^k - n. Si la famille cherchée pouvait exister, • soient F une de ses fonctions, T = ma’^b^... l’un des termes de F. On peut supposer (|ue les fz exposints égaux à a se réduisent à zéro, et [)ar suite supprimer du produit les lettres alTectées de ces exposants. Il vic.ndra alors T =: mb^..., le nombre des lettres restantes b,... étant égal a ^ — p, et par suite au plus égal à n. Le groupe G, étant n fois transitif, contient une substitution au moins qui remplace b,... par k — p lettres quelconques r
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(Ættf suhstitulion transformera T en T'=mr^..., et la foiielion F=T t- T -e ... sera symétrique. Donc, au lieu <le correspondre au groupe G, elle eofrespondra au groupe plus général formé par toutes les substitutions possibles.
Application géométrique.
06. Des questions qui precedent dépend la solution de divers problèmes de Géométrie. Ku voici un exemple.
Imaginons des points a, h, c, d,... réunis par des droites telles que ah, ac, bd,.,, formant ensemble un système, continu ou non, ipie nous appellerons un assemblage de droites, ayant pour sommets les points a, b, c,
d Supposons, pour plus île généralité, que quelques-unes des droites
de rasscmblage puissent être considérées comme multiples. I.’a.ssemblagc pourra être représenté symboliquement par la forme quadratique mab -r- riac -H pbd ~h..., dont les termes représentent ses diverset droites, I espcctivemenl affectées de cocHicients m, n,p,... qui indiquent leurs degrés de multiplicité.
Deux assemblages et .\' seront dits pareils, si l’on peut établir entre leurs sommets une correspondance telle, qu’à cbaque droite ab de l’un des assemblages corresponde dans l’autre assemblage une droite a' b’, du même degré de multiplicité, et joignant ensemble les deux points a', b' qui correspondent respectivement à a et à 6. Dans ce cas, si mab + nae -( pbd est la forme représentative de .V, ma'b’ -h na'c' pb'd' -h ... sera évidemment la forme représentative de .V.
Il peut se faire qu’un as.scmblage soit pareil à lui-même sous divers points de vue, ce qui constituera pour lui une sorte de symétrie. Dans ce cas, se confondra avec et a', b', c', d',... seront, à l’ordre près, iilcn-
tiques à a, b, c, d De plus, les deux formes mab + a ac -h p bd ?... et
ma' b' e^na'c'-e pb’d' + . . ., représentatives du même assemblage, seront nécessairement identiques. Donc la substitution qui transforme a, b, c, d,... eu a', b', c, d',... n'altère pas la forme mab + nac .h- pbd -t-.... Uéiiproquement, soit S une substitution opérée entre les lettres a, b, c, d,... qui n’altère pas cette forme, et supposons iju’ellc remplace a, b, c, d,... par a',
b', c', d' Si l’on fait coricspondre à la suite des sommets a, b, c, d,...
celle des sommets a', b', c', d' l’assemblage restera pareil à lui-méme.
•Vous obtenons donc le résultat suivant :
l,e problème de ta symétrie des assemblages de droites est identique à celui
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c/c ta symétrie des formes quadralitiues ne contenant que les recUtngles tles variables.
Nous reviendrons dans une autre occasion sur ce proldénie, considéré au point de vue géométri(|uc.
Le prolilcuie de la symétrie des polyèdres, dont nous nous sommes occupé ailleurs, peut aussi sc ramener, quoicjuc moins simplement, à une forme analyti<|uc.
Isomorphisme.
67. Un (troupe U est dit isomorphe à uu autre groupe G, si l'on peut élalilir entre leurs substitutions une correspondance telle : i" que eliaque substitution de G corresponde h une seule substitution de U, cl cbaque substitution de r à une ou plusieurs substitutions de G: a° que le produit de deux substitutions quelconques de G corresponde au produit de leurs correspondantes respectives.
L’isomorpbisme sera dit mériédriqiie, si plusieurs substitutions de G correspondent à une même substitution de U, holoédriqiie dans le cas contraire.
Supposons, pour fixer les idées, que G contienne m substitutions^
g„ correspondantes à une même substitution 7 du groupe U. Soient 7' une autre substitution quelconque de U, g' une substitution de G qui lui corresponde : gi' g' correspondra à 7“' 7', cl par suite chacune des m substitutions g', gtg, 'g' g„gï'g' correspondra à 7'. Cbaque substi-
tution de Payant ainsi m correspondantes dans G, l'ordre de P sera m fois moindre que celui de G.
Le groupe P contient la substitution 1 . Soient h,,..., h„ les substitutions correspondantes de G : elles forment un groupe auquel toutes les substitutions de G sont permutables. Car soient g l'uiie de ces dernières, 7 sa correspondante : g~'h,g a pour correspondante 7“' 17=1; elle appartient donc à la suite h,... h„.
Si m > I, le groupe (/i,,..., k„) ne peut sc réduire à la seule substitution I ; il sera d'ailleurs moindre que G, si l'on suppose que P ne se réduise pas à la seule substitution 1; donc G sera composé. D'où cette conclusion ; IjCs groupes composés ont seuls des isomorphes mériédriques (non exclusivement formés de la substitution 1).
68. l’ROBLèjii:. — Déterminer les groupes isomorphes à un groupe donné Çm.
Le problème se réduit à déterminer ceux de ces groupes qui sont transi-
iiKs suB.sTm:ri().vs. î.7
lifs. Kii elTet, soit 1' un groupe non tran.silif isomorphe à G : rcparlissons les IcUres de T en classes, en gronpanl ensemble celles que les subslilntions lie r permutent entre elles. Soient a, a,,..., h, h,,...,... les diverses classes ainsi oiilenues : chaque substitution de F est cvidemiuenl de la lurmc
A étant une certaine substitution cITcctuéc entre les lettres a, a, H une
substitution effectuée entre les lettres i, b,,..., etc. Soietit donc AH...,
A, B, les diverses substitutions de F: les diverses sub.stitutiuns .A,
.A,,... forment évidemment un groupe isomorphe à F. et par suite isomorphe il G; de même pour les substitutions It, B
Récipro(|uement, soient (.A, A,....), {B, B,,...),... des groii|ies transitifs i|uelcont|ues isomorphes à G: a, a b. b, les lettres qu’ils contiennent respectivement; g, g,,... les diverses substitutions de G; ,A, B
A,, B,, les substitutions qui leur correspondent respectivement dans
les groupes considérés, l.cs substitutions AB..., .A, B forment un
groupe non transitif entre les lettres a, a b, b, Iciiucl sera
évidemment .isomorphe à G.
69. Cherchons donc les groupes isomorphes à G et transitifs. Nous allons voir que leur détermination se ramène à celle des divers groupes contenus dans G.
Soient en effet x,x les lettres (|ue G permute entre elles; 11= (/i b„)
un groupe i|uelronqite contenu dans G. Les substitutions de G peuvent toutes être mises sous la forme g gfi’---’ gm étant des substitutions con-
venablement choisies, dont la première se réduit à l'unité et dont le nombre m est égal au rapport des ordres de G et de 11 (39).
Soient maintenant F, une fonction rationnelle quelconque de x, x
invariable par les substitutions H; F, ce qu'elle devient par la substitution s.
Les m fonctions F, Fj^seront transformées les unes dans les autres par
toute substitution de G. Kn effet, la substitution g^' transforme F,^, par exemple, en D'ailleurs g^b^'g^, appartenant à G, peut être mi.se
sous la forme h^' g<jr, et /i, n’altère pas la fonction F, : donc F,j^ sera tran.sforméc en = F^^„.
F.ha(|ue substitution de G, effectitée dans les fonctions F, équivaut
ainsi à une certaine substitution elïectuéc entre res fonctions. Ces dernières substitutions forment évidemment un groupe F, isomorphe à G. Ce nouveau groupe sera transitif, les substitutions g g^ permettant de transformer F, en l’une (|uelconi|ue des fonctions F F,__.
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70. Nous niions nionlr<T rroiproqupinpnt que loul groupe transilif, isumorplie à O, csl identique à l'un île ceux ijiie nous venons de former.
Soient en effet 0’ un seinbhihie groupe, entre les lettres j. .a' ; Il le
groupe formé par relies des substitutions île (’i qui eorrespondent dans G' k la substitution i; F une funetion de x, x invariable par les substitutions Il et variable par toute autre substitution; F, F les diverses trans-
formées de F |iar les substitutions G. D’apres le numéro préeédent, les sub-
slitutionsG, opérées dans F, F équivaudront à des substitutions opérées
entre ces fonctions; soit F le groupe transitif, isomorpbe k G. formé par ces dernières subrtitutions. Il sera évidemment isomorpbe k G", sans mériédric.
Posons d'autre part F' = a_v a, v, -t-..., a, a,,... étant des constautes indéterminées. Soient F'. F',.... les transformées toutes distinctes de cette fonctiop parles substitutions G' ; les substitutions G’, opérées dans F', F',,... é(|uivaudront à des substitutions opérées entre ces fonctions; ces dernières substitutions forment un groupe I", transitif, et isoinorplie .sans inériédrie k G', et par suite k F.
(xla posé, nous allons établir i|ue les groupes F et F' sont identiques, .sauf la dénomination des quantités F, F et F', F' qu’ils permutent res-
pectivement.
71. Ivn preiniei' lieu, chacun de ces deux j^roupes jouit de la /iroprielé irmarqiialde que son ordre est égal à son degré. Fb) effet, le nombre ni des
quantités F, F est égal k l’onlre do G divisé par celui de H (09), et par
suite égal k l'ordre de G’ (07). Donc le degré de F est égal k l'ordre de G'; d’ailleurs son ordre est é'gal k l’ordre de G', ces deux groupes étant isoniorpbcs sans inériédrie. On voit de même (|uc le degré et l'ordre de F' sont tous les deux égaux k l’ordre de G'.
On cunelut de Ik chaque, substitution de F (sauf l’unité) déplace toutes les quantités F, F,,.... Car F étant transilif, .son ordre est égal au produit de son degré m par le nombre de celles de ses substitutions qui laissent immobile une de ses lettres, telle que F; mais cet ordre se réduit k m ; donc F ne contient qu’une substitution qui laisse F immobile, k savoir : l’unité.
/.e groupe F ne contient qu'une substitution qui renqdace F par une autre lettre donnée F,.(àir s’il en contenait deux, en les combinant ensemble, on en déduirait une troisième, différente de l’unité et qui laisserait F immobile.
Enfin, chaque substitution de F a ses cycles formés d'un même nombre de
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lellrts. Car si dfux de scs cvelcs eonicnaicnl ri-spCclivemmt k et X 'iellrcs, k' élani < k. sa piilssiince k‘ laisserait 4les letires iintiiubilcs, sans sc réduire à l’unité.
I.c groupe F' jouit éviilemiiienl de.s inèiiies propriétés
“2. Cela posé, soient F„ Tuno (|ueleoni|ue des i|uaiitilés F, F ; y„ eelli’
des sulislitutions de I' (|iii la lait succéder à F: y], la sulislituliun eorrespoiidaiite de 1"; une (juelcom|ue des (|Uantités F'. F', , î„ celle de ces (|uanlités (|ue y', fait succéder li ç : les ((uantités ç,.. seront identiques.
à l’ordre prés, aux suivantes F', F' : et si une siilislitution (]uelcon(jue c?
appartenant à F fait succéder F^ii F„, sa correspondante d' dans I" fera succéder 9, à J,. Ko effet, F ne contient qu'une substitution (|ui fasse succéder Fp II F„; mais y^’y, jouit de cette propriété, ainsi (|ue d : donc tf = yj'y,,. d’où ^ y],-' y|_, .substitution qui fait succéder à Donc les deux groupes F et F’ dwieudraient identiques par le simple cbangenient de en F.
73. Soit pour fixer les idées j = F' = a v 4- a, y, -t- Les quantités ç,
? sont toutes des fonctions linéaires de_v, v Kéeiproqiicnient, v, v,....
pourront être exprimés en fonction linéaire de ç, ç, lîn effet, G' étant
transitif contient une substitution qui remplace y par V|,, (|uel que soit
l’inilice ui : donc, parmi les fonctions ç, ç il en existe une au moins de
la forme t((, ij/ étant une fonction linéaire de.r Soit
9'* cette fonction : 9,..., 9*“,... seront liées li v y^’--- par des équations
linéaires, dont le déterminant n’est pas nul tant que a, a resten^ arbi-
traires; cardans le cas où a,, seraient Iri’spctils, ce déteriflinank sc réduit sensiblement à une pui.s,saiicc de «. Ces équations peuvent donc être résolues par rapport aux v.
Soit donc j.-= /Î9 -t- jS, 9, . Les substitutions de G' opérées entre .les V équivalent aux siibslitiitions de F' opérées entre les 9. Réciproquement, si l'on fait subir aux 9 les substitutions de F', il est clair ijue.v.J
seront permutés entre eux de la même manière qu’ils le seraient par les substitutions de G'.
Soient maintenant z, z les fonctions formées avec F, F,,..., comme v
,v le sont avec 9, 9,....; opérons sur les lettres x, x les substitutions
de G. ce qui revient à opérer entre les F, F celles du groupe F, idcnti<|iie
à F': il est i-lair que s, s,.... seront permutés entre eux de la même manii-nt|ue le sont par les substitutions de G'.
Notre proposition se trouve ainsi établir.
fio UVRK DEÜXIÊVK.
7i. La notion de l'isn'inoipliismc peut être souvent utile, à cause tie la similitude de propriétés ijue présentent entre eux les {groupes isomorphes. Ainsi, par exemple, on voit sans peine (|uc deux grmipes isomor|ilies l'un de l'autre sans mériédrie sont en même temps simples ou composés, et ont les mêmes facteurs de composition.
On pourra donc dans beaucoup de cas remplacer la considération directe d'un groupe par celle de (|Uelqn’un de ses isomorphes. Parmi ces isomorphes. il en existe toujours tin transitif et dont l’ordre égale le degré (69-71). On voit par là qu’une étude approfondie des groupes de celte sorte aurait une grande importance.
lies groupes transitifs dont l’ ordre égale le degré.
75. TilKonèviK. — /.es groupes transitifs dont l'ordre égale, le degré sont conjoints deux à deux, de telle sorte ijue. chacun d’eux soit formé par l'ensemble des substitutions échangeables à celles de son conjoint.
Soient en effet G l'un de ces groupes, .4 l’une des substitutions de G, {aa'... a""') l'un des cycles de .4. Parmi les substitutions de G, une seule. B,
fait succéder h a une autre lettre donnée ^'(71). Soient b' lé”~' les lettres
(|ue B fait respectivement succéder à a' Si b n'apparlieni pas à la
suite a, a' a""', aucune des lettres b' b°'~' ne lui a|)partieiidra. Or
si l'on avait li' = a^, G contiendrait deux substitutions distinctes, B et .4*’"”. qui remplacent par a*', résultat absurde (71).
S’il*cxàslc quelque autre lettre c qui ne fasse partie d’aucune des deux suites a, a',..., a"''; b, b',..., b'"~', G contiendra une seule subslilulion G (|ui remplace a par c; cl les lettres c.c',..., c"-', par lesquelles C remplace
a, a' a"‘~‘, .seront toutes distinctes des précédentes : cqr si l’on avait
c' = h* par exemple, G contiendrait deux substitutions distinctes, G et ^ .V^'B. (|ui remplacent a" par b't-, résultat absurde (71).
Gontinuanl ainsi, on voit que les lettres se répartissent toutes en systèmes a, a' a'""'; b, b',...j lé”-'; c, d c""';... contenant chacun m lettres.
Soient maintenant S une substitution de G; c’ la lettre que S fait succéder
à une autre lettre donnée b^ : S remplacera h''*', b''’*^ /<•*■' parc”'*^*,
En elTet, les deux substitutions S et remplaçant l’une et l’autre
b>' parc”, sont nécessairement identiques (71). Or B ' remplace b>'-'^ par que remplace par que C remplace par
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U-la posé, la substitution tr = ( W/6". ..) (cc'c".. .)... est cchan-
f>eable à toutes les siibstitutions de 0. Car <rS el Sç rcmplarenl foules deux par la même lettre c’*'. et la lettre b*^ est i(uelromiiie.
Si l’on prend successivement pour point de départ, à la place du cycle [aa'à'...), les divers cycles des diverses sulislilnlions de G, on formera un ensemble de substitutions 5, a',..., échangeables à celles de lî. Les .substitutions dérivées do celles-là forment un groupe P, dont cbaque substitution (sauf l’unité) déplace toutes les lettres. Car si l’une de ecs substitutions laissait a immobile, en déplaçant quelque autre lettre b, il est clair qu’elle ne pourrait être échangeable à celle des substitutions de G qui remplace ti par b. D’autre part, si k est une lettre <|uelcon(|ue, il existe parmi les substitutions G un cycle où a succède à k. Ce cycle se retrouve dans une des substitutions de P : ce groupe est donc transitif.
D’autre part, toute substitution échangeable à celles de G fera partie de P. C.ar soit I’ une semblable substitution, lai|uelle remplace, par exemple, a par a' : elle se confondra avec a. Car soit (J la substitution de G qui contient le cycle aa'à'..., et soit k la lettre par laquelle P remplace a' : PQ remplace a par QP la remplace par k : donc k = a". On verra de même que P remplace a" par a”, etc. : donc P contient le cycle na'a"....
Mais G renferme en outre une substitution R i|ui remplace a, a', a",... par b, b', b" Si P remplace b par ,r, RP remplacera a par x; PR le rem-
place par b' : donc b' — de même P remplacera b’ par b", etc. : donc elle contiendra le cycle bb'b’...-, île même pour le cycle cc'c"..., etc. : donc P se réduit à a.
§ VI. — Du CnOl'PE VLTKRNÉ.
76. Une substitution qui consiste à intervertir deux lettres se nomme transposition.
L’nc substitution circulaire entre p lettres a, b, c,... e.st évidemment le produit des p — i transpositions [ab), (oc),... Donc une substitution quelconque entre k lettres et contenant n cycles sera le produit de k — n trans/sositions siuxessives. ’
n- 'Théorème. — Soient S, T deux substitutions qui soient respectivement le produit de a et de p transpositions. Ix nombre des transpositions successives dont le produit donne ST sera pair ou impair, suivant que a -l- /3 sera lui-mfme pair ou impair.
lii ' UVRK HEIXIÈME.
l'iir siibstiliition (|iielc'oru|UC élaijJ un produit de traiisposilioiiü, il sullira évideiiimeni trélablir celte prupusitimi (piand T est uiit Iransposiliun, aiiipiel cas /S = I .
Or soit pour fixer les idées S = {ahcde){fg). Si T transpose deux lettres apparlcnsinl à un même cycle, telles que a et c, on aura
sulistilution qui contient un cycle de plus que S et ipii, par suite, sera le produit de a i transpositions. Si au contraire T transpose deux lettres a, f appartenant à des cycles différents, ST =; {ul/cdefg) ciwilient un cycle de moins que S, et sera le produit de a h- i transpositions. Dans l’un et l’autre cas, le numhrc des transpositions dont le produit donne ST sera congru à a -4- I (mod. a,.
78. latnoi.i. «IRE. — Soit H un groupe ifuelcunc/uc ; celles de ses substitutions qui résultent if un nombre pair de transiiosilions forment un groupe H. r.ar le produit de deux quelconques d'entre elles, résultant d’un numiire pair de transpositions et faisant partie de G, fera lui-inéuie partie de H.
Si 11 ne contient pas la totalité des substitutions </e G, i7 en contient h moitié; de plus, il est permutable aux substitutions de G. Car soient S,, Sj,... les substitutions de II, en nombre N; T une substitution de G résultant d’un nombre
impair de transpositions. Les a.N substitutions de la suite S,, S, TS,.
TS„... sont évidemment distinctes. D’autre |iart, une substitution quelconque de G, telle que L', fait [lartie de cette suite. Car si G résulte d’un nombre pair de transpositions, elle fera partie de la suite S,, S,,...: et si elle résulte d’un nombre impair de transpositions, T-' U , i|ui résulte d’un nombre pair de transpositions, en fera partie : l' fera donc partie de la suite TS.,TS,
Kulin G est permutable à II : car, soient respectivement a, j5, y les nombres de transpositions desquelles résultent U, S,, r~'S, L, on aura (77)
■/ = — a-*-3-i-a (inod. 3).
Donc, étant pair, y le sera également. Donc G appartient à H. De
même pour G"'S, U
70. Si l’on prend pour G le groupe formé par toutes les substilùlions possibles, on aura les résultats suivants :
/,« substitutions qui résultent il' un nombre pair de transpositions forment
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un gnuipe, contenant la moitié des substitutions possibles et pennutoble à toute substitution.
Ce groupe se nunimc le groupe alterné; les fonctions qu’il laisse iuvariahlcs soni dites alternées. La [dus simple d'entre elles est le produit des différences des lellres a, b, c
Tout groupe qui contient le groupe alterné se confond avec lui ou renferme toutes les substitutions possibles. Car, s’il est plus général que le groupe alterné, son ordre i-st un multiple de l’ordre N' de ce dernier groupe : il ne peut donc être inférieur à aX.
80. Toute sulKStitution circulaire entre trois letlre.s liiil partie du groupe alterné, par définition. Réciproquement, toute substitution du groupe alterné est un produit de substitutions circulaires entre trois lettres. Car la suhstitulion S, = {abcd) (ef), par exemple, s’obtient en exécutant la substitution circulaire {abc), puis la substitution {ad]{cf), lai|uclle est elle-même le produit de.s deux substitutions circulaires (o</e) et {eaf).
SI. .Si le nombre k des lettres est supérieur à ,'|, tout groupe auepiel toute substitution est permutable contient le groupe alterné. Car soient F un grou|ie auquel toute substitution soit permutable: S une de ses substitutions : chacune des substitutions semblables <i S, étant la transfurmée de S par une certaine substitution, appartiendra à K. X'ous allons en conclure (pic F contient le groupe alterné.
En effet, supposons en premier lieu que, parmi les cycles de S, il en existe un contenant plus de deux lettres. Soit, par exemple, S = {abc...d) (e/...).... Soient a, /3, â trois lettres quelconques; 7, s, ç,... les autres ; les substitutions S, = {aPf...d) {cŸ-..},,. et S, = {fia’/. ..d)(if seinblables à S, faisant partie de F, SjSr' en fera également partie: mais celte substitution se réduit à la substitution circulaire {afidj entre les trois lettres arbitraires 5t, j2, (?. Donc T contient t^tes les substitutions circulaires entre trois lettres et toute substitution dérivée de celles-là : donc il contient le groupe alterne.
Si tous les cycles de S, {ab), {cd), {e/),... contiennent au plus deux lettres, soient a, j3, 7, tf quatre lettres arbitraires; e, y,... les autres: F contiendra les deux substitutions S, = (a|3) (7^) (ci?)..., Sj = («7) {/3dj (eç)..., et par suite 2 = S, S, = {ad){^’/). Si ^ > t\, soit Ç une lettre arbitraire autre que «, 7, ù : F contiendra la substitution S,, = (a^) {fi-/}, semblable à 1,
et par suite la substitution = dans laquelle a, d, Ç sont trois lettres
(il LIVRE DEUXIÈME.
(Ultcruntcs qucli’Onqucs; car le choix de Ç n'est pas limité par la condition d’être diflérenl des lettres arhilraires jS et 7. Donc, dans ce cas encore, F contiendra le groupe alterné.
Hcman/tte. — Si t = 4. la proposition ci-dessus se trouve en défaut; car on vérifie aisément que le groupe d'ordre .'j dérivé de la substitution S = (ab) [cd] et de ses transformées est permutable à toute substitution.
Théorèmes divers.
82. Théorème. — 5< un groupe G, n fois transitif, ne contient pas le groupe alterne, chacune de ses substitutions (sauf l'unité) déplacera plus de n lettres.
En effet, supposons que G renferme une substitution S qui ne déplace pas plus de n lettres; il renfermera une substitution T remplaçant ces n lettres par n autres lettres quelconques; il renfermera donc T"' ST, laquelle est l'une i|ueleonque des substitutions semblables à S. Il contient donc le groupe alterné (81).
De ce tbéorêiiic, dû a M. Mathieu, on déduit la proposition plus générale que voici :
83. Théorème. — iÿ un groupe G. n fois transitif, ne contient pas le groupe alterne, chacune de. ses substitutions (sauf l’unité) déplacera plus de m — .4 lettres.
Soit, en effet, S = (aûc...) {def...) (^...) une substitution' de G, laquelle
déplace 7 lettres, 7 étant par hypothèse < 2/1 — 3. Soient a, b, c
d, e, f, les n premières lettres de S, ç une lettre <|uelconquc que S ne déplace pas. Le groupe G, étant n fois transitif, contient une substitution T qui ne déplace pas a, b, c,..., d, e et qui remplace f par ç. Soient 7,... les lettres par lesquelles elle remplace g,... : G Wntiendra la substitution T"'ST - <abc...)(de<f et celle-ci T~'ST.S, qui ne su réduit pas à
l’unité, car elle déplace ç, et qui ne déplace que les lettres e, y,..., 7
/,..., g,..., dont le nombre 27 — an -»- 3 = 7' est inférieur à 7.
De cette subi^titution on en déduirait une autre contenant 7" lettres. 7" étant < 7', etc., et l’on finirait par obtenir une substitution ne déplaçant que n lettres au plus. Donc G contiendra le groupe alterné (82).
CoROLt. VIRE I . — /. ordre d un groupe G de degré k, n fois transitif et ne
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fontcnant pas !c f’roupe alterné, divise étant le plus (’rand des
nombres n ou an —
En effet, soit H le groupe formé par toutes les substitutions possibles entre m lettres; G et H n’ayant aucune substitution semblable, le produit de leurs ordres divisé i,a...X- (40). Mais l’ordre de 11 est égal h i .a.. ..ni. c. q. f. i>.
I^OB<it,i.viRE 11. — t'n ffroupe G de degré k, et ne contenant pas le grou/ie
alterné, ne peut être plus de q fois transitif, q étant le plus petit des deu.i
, k + k k nombres — -, — * — ■
Car, s’il est n fois transitif, son ordre est (ii) un multiple de
.Mais il divise
• Donc
i.a...X- doit être divisible par
ee qui est absurde, si m — n, d’où n )> — ou > suivant qu’on aura ni = n ou m = an —
La proposition ci-dessus est intéressante, en ce qu’elle. établit une séparation bien trancliée entre le groupe alterné et les autres groupes, le premier étant k — i fois transitif, tandis que les autres le sont beaucoup moins de fois.
La limite q, que nous venons d’établir pour le degré de transitivité de CCS derniers groupes, est d’ailleurs beaucoup trop élevée dés que k devient un peu grand. Nous en indiquerons de plus rapprochées au § VIII.
84. Thfohksie. — Un groiqie G, permutable aux substitutions d'un groupe n fois transitif H, est au moins n — i fois transitif.
Soit, on effet, S = (aie...) [def. l’une îles substitutions de G. Soient, ■
pour fixer les idées, a, b, c d, e, f les n premières lettres qui entrent
dans son expression : H, étant n fois transitif, contient une substitution T qui laisse immobiles a, b, c,..., d, e, et remplace / par une autre lettre arbitraire p-, G contient la substitution T“'ST = [abc... )[dep.. et la suivante S"'T"* ST = U, laquelle laisse immobiles les « — a lettres a, b, c,..., e et remplace / par p. Soit IJ = [fp. ..)... : Il renferme une substitution V
IIU LIVRE DEUXIEME,
qui remplace les n lettres a, h, t, f, p par n lettres arbitraires
«. (3. f, n; G contiendra V“'UV, qui laisse immobiles n — 2 lettres
arbitraires a. (i, y,..., « et remplace ç par une autre lettre arbitraire n.
Il est maintenant évident que G est transitif; car il contient une substitution qui remplace ç par la lettre n, laquelle est absolument quelconque: car elle n'est nullement déterminée par la condition de difl'ércr des lettres arbitraires «, p, y,..., t. De même, le groupe formé par celles des substitutions de G qui iic déplacent pas « sera transitif; car il contient une subslilution qui ne déplace pas a, et remplace 9 par n, n étant une lettre quelconque autre que a. Done G est au moins deux fois transitif, etc. Doue, enlin, G est au moins n — 1 fois transitif.
x>Roi.L*iRE. — Le groupe alterné est simple, si k
En effet, il est k — i fois transitif. S’il contenait un groupe (i non alterné auquel ses substitutions fussent permutables, ce groupe serait k — 1 fois transitif; mais il ne peut l'étrc plus de q fois (8.1), ce qui implique contradiction si k >
Si 4. on a vu (81) que le groupe dérivé des transformées de {ab)[c<l) est permutable à toutes les substitutions possibles; il le sera à fortiori à celles du groupe alterné.
86. Vn groujte K qui ne contient pas le groupe alterné contient au plus le tiers des substitutions /Htssibles. Car .soient S. S,,... .ses substitutions en nombre N, T une substitution circulaire entre trois lettres, qu'il ne contienne pas [s’il les contenait toutes, il contiendrait le groupe alterné (80)J. Les 1,\ suie-
stitutions S, S TS. ÏS T’S, T'S sont toutes distinctes; car, si
l’on avait, par exemple, T“S = S, , on eu déduirait T = (T’)’ = (S, S~')*, et T appartiendrait h K, contre l’bvpotbè.se.
87. TnÊoBtME. — Si une fonction F de k lettres a, b, c,..., I, m,... est transitive; si, de plus, considérée comme fonction des k' lettres a, b, c,..., elle est
symétrique ou alternée, k' étant >• elle sera nécessairement symétrique ou
alternée par rapport aux k lettres a, b, c,..., l, m,
En ell'el, F étant transitive, son groupe G contient une substitution S qui fait succéder / à a; elle fera succéder à a, 5, c,... des lettres I, x, V,..., dont le nombre k’ sera supérieur à celui dep lettres /, m,.... Donc
l'une au moins des lettres x, y,... appartient à la suite a, b, c Soit, par
exemple, a: = c : F sera symétrique ou alternée par rapport à a, b, c /.
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Car file l’est par. rapport k a, b, c,...x donc G cun lient la siihsliuilioii T = (abc), et sa transformée U = S"'TS = (fcy)- Cela posé, si v ne fait pas
partie lie la suite a, b, c soient a, fi deux lettres quelconques de celle
suite: G contient la substitution \ = {«fie), et. par suite, les substitutions W = V“'UV = (/a_y), \V, = V“’UV’ = qui, combinées entre elles et
avec U, donnent les suivantes : \lc«), {Ic^), (iafi)- Donc G contient toutes les . substitutions circulaires ternaires entre a, b, c,..., l. La même conséquence subsiste, si v fait partie de Ja suite a, b, c,...; car, soit, dans ce cas, a une lettre quelconque de cette suite autre que c et .v, G renrerine la substitu* lion V = {cya), cl la suivante, V-'LV = ((v«). De mémo, fi étant une autre lettre de cette suite, il renfermera la substitution {f«fi)-
Donc G est alterné par rapport à a, b, c /. On voit de même qu'il est
alterné par rapport à a, b, c,..., /, ai; etc.
§ VII. — Tiikohfmks de mm. Bertrand et Sehbet.
88. l.e problème de déterminer les nombres minima de valeurs que puisse prendre une fonction de i lettres, lorsqu'on y permute ces lettres, offre un grand intérêt historique. M. Bertrand a donne à ce sujet, vers i845. deux tlicoremes importants, démontrés depuis de divcr.ses manières par Caïucby cl par M. Secret. En voici l'énoncé :
i“ Toute fonction de k lettres a au moins k valeurs distinctes, si elle n'est ni symétrique ni alternée;
a" Toute fonction de k lettres qui a k valeurs distinctes est symétrique par rapi>ort à k — i lettres.
Cli.acun de ces Ibéorèmcs présente une exception : i“ Si A = 4< les fonctions dont le groupe dérive des substitutions {ab). {rd], {ac){bd), telles que la fonction al> + rd, ne sont ni symétriques ni alternées, et ont trois valeurs distinctes.
Si i = G, les fonctions dont le groupe dérive des deux substitutions, {abedj, {becd){cdef), telles que celle-ci
{ab + cJ ef){nc -r be +• fd){nd + hj -I- ce){ae -I- bd -+ fc){nf -i- bc^ ed],
non symétriques par rapport k cinq lettres, ont six valeurs distinctes.
M. Bertrand a encore démontré le théorème suivant :
3" Une fonction de k lettres qui a plus de k valeurs en a au moins «k, si X > 7.
IM
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-Xiiiiui'l .M.Strrel a ajouU' lesuivaal :
'i“ l'ne fonction tic k'iettrcs qui a plus de ik valeurs en a au moins ^ ,
(à‘.s (livprs tliéori*nios sont îles cas particuliers ilu suivant, que nous allons étalilir.
l'iiKuiièMe. — Soit n un entier constant quelconque : les fonctions de. k lettres, symétriques ou alternées par rapport à k — n de ces lettres, auront moins de valeurs distinctes que celles qui ne jouissent pas de cette propriété.
Cette proposition sera parfois en défaut pour les petites valeurs de X; mais on jiotirra toujours assif^ner à k une limite au delà de laquelle elle sera nécessairement vraie. ,
8'J. En elTct, supposons que X soit un faraud nunibre. L'ordre du grou|H' d’une l'onction K symétrique ou alternée par rapport à k—n lettres est
divisible [lar ' ~ (3!t) : le nombre des valeurs distinctes de relie
Conelion est donc un diviseur de aX(X — i)...(X — /i + i).
!I0. Considérons maintenant une autre Ibnetion quelconque ,f. Si elle n’est pas transitive par rapport à X — n lettres, le nombre de ses valeurs
sera égal à **■'*'* respectivement les ordres de groupes
Iransilirs entre «, a', a",... lettres, chacun des nombres a, étant
< X — n, et leur somme étant égale à X (H et 60). Le nombre de valeurs
eberclié est donc un multinle de — - — , , exnression
qui atteint évidemment son minimum lorsque les nombres «, a', a",... se rédniseni à doux, égaux, l’un à X — « — i, l’autre à /i + i; ce minimum
sera ' —, - — -r — S et sera sunerieur a aXiX — i ). . ,(X — « i-i), si
I • J . . . ( Il I ) c ' IV I '
• l’on a X — n > a. 1 .2...(/i ^ i).
!•!. Supposons, au contraire, que la fonction d soit trausiiive par rapport à X — V lettres a, h, c v étant au plus égal à n : chacune des siib-
.stitulious de son grou|ic U sera le produit de deux autres, dont l’une A permute entre elles les lettres a, h, c,..., l’autre B permutant entre elles
les V lettres restantes r/, e Soient .\B, ces substitutions. L’ordre
de<; est égal au produit de ■'*11, ordre du groupe f.\, .V,...) par .K-, ordre du
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groupe parliel formé par ceUes des substitiilion.s de (j i|iii ne déplaeeiii pas fl, X. est un diviseur de j.a...v, et, quant au groupe (A, A',...},
il est impossible qu’il contienne le groupe H, alterné par nipport à «, h, c Ko elTet, si cela avait lieu, le nombre des substitutions dislinetes A,
A',... du groupe H étant égal ;i et supérieur il celui des siib-
slitiilions distinctes R, D',... (lequel est, au maximum, égal à la limite finie 1.Q...V), G contiendrait au moins deux substitutions AB, A'B', dans lesquelles on aurait B = B', A et A' étant deux substitutions différentes du groupe H : G contiendrait A'B'( AB)“' = A'A”', ainsi que ses transfuriuées par les substitutions AB, A'B' oD, ce (|ui revient^u même, par les sub-
stitutions A, A',.... Mais A'A~‘ et scs transformées appartiennent à II, et le groupe I (|ui en dérive est évidemment permutable aux substitutions de II ; donc il se confond avec II, ce groupe étant simple (8,â). Uonc G contiendrait le groupe H, et .f serait alternée par rapport à a, b, c,..., contrairement à riivpotlii-se.
I,e nombre des valeurs de .f sera donc un multiple de
ntl . I . a ... V I . î . . . y •'rc ’
ail — étant le nombre de valeurs d'une certaine fonction transitive
de k — y lettres, laquelle ne soit ni symétrique ni alternée. Désignons ce nombre par >f{k — v) : .f aura plus de valeurs (|ue F si l'on a
!t‘2. ('.berebons donc une limite inférieure à ce nombre ç)(A- — v). Supposons que la fonction dont f{k — v) représente le nombre de valeurs, soit fl fois transitive. Si fi est d'un ordre de grandeur coinparablc à k, varie par toute substitution qui déplace moins de afi — 'i lettres (S.'l); elle a donc au moins i .a...{ jfi — /]) valeurs distinctes, nombre évidemment supérieur à i .2...v.a(A — v)...(X- — « -i- i) lorsque X- et fi .sont tous les deux de grands nombres, ayant entre eux un rapport fini.
Supposons, au contraire, que fi soit très-petit par rapport à k'. L’ordre du groupe de“f, est égal à (X — v) (X — v — i )...{X — v — fi -f- i}fl, ü étant l’ordre du groupe F formé par celles de scs substitutions qui lai.ssent immobiles ;i lettres, lequel groupe est iniransilif par rapport aux X — v — fi
Tti
UVRE DELXltilE.
Icili'i's rfs(aiitcs. l.e nonil)ro îles valeurs ilisliiieles de -i, sera donc
I .1. . .{I, — > - fx
•Or les /• — V — fl lellres du (;ru(i|ie T se partagent en systèmes tels, i|uc eliaque substitution de T permute entre elles les lettres d'un niêiiie système. Soient respectivement a. «j,... les nombres de lettres de
ebaijue systi'ine : Û divise Soit a le plus grand
des nombres a, a,, deux cas pourront se présenter :
I" Si a, -r- «J -f- . . . n — v, le nombre de valeurs distinctes de
est un multiide de — ^ , nombre dont le minimum
.s’obtient évidemment en posant a, = n — v -t- i , «j = o Ce minimum est
égal à — ~ ~ • -1^ ~ nombre supérieur ii
X et ^ étant très-grands, par hypothèse.
a” Si a, T- a, — 2, û est égal à .M.M'SI'.., ( H), M étant l'ordre du
groupe partiel T, (’ormé par les déplacements ijuc les substitutions de F font subir aux a lettres du premier système, M' celui du groupe partiel formé par les déplaeements <|ue celles des substitutions de F qui ne déplacent pas les lettres du premier système font subir à celles du second, etc. Le produit .MM... est au plus égal à i . a...a, . i . a... aj.... l.e nombre des valeurs distinctes de i, sera donc au moins égal à
en posant, pour abréger, X — v — fi — a, — Bj — ...= X'.
Le groupe F, ne peut contenir toutes les substitutions \. du
groupe IF, alterné par rapport aux lettres du premier système; car, s’il en était ain.si, soient .\B, les substitutions correspondantes de F;
B, B', .. étant les déplaeements que ces substitutions font subir aux autres lettres, l.e nombre des substitutions distinctes A, A',... serait égal à I 2. X'
— 1 nombre très-grand et supérieur à celui îles substituions distinctes
B, B',..., lequel ne peut dépasser la limite finie i .2...a,. i .a...a].... Donc à deux substitutions distinctes de la suite .\, A',... répondrait nécessaire-
DES SLBSTITUTIONS
iDL'ilt une iiiêinc subslitiitiuii de la suite B, K' Supposons, par exemple,
(ju’on eut B = B' : P contiendrait la substitution A'B'(AB)~' = A'A“‘, lai|uelle ne déplace que les k lettres du premier système. Il contiendrait ses transformées par AB, A'B',... (ou, ce qui revient au même, par A, A'....), et les dérivées de ces transformées, lesquelles jouissent évidemment de la ifiéme propriété. Mais ces dérivées reproduisent tout le groupe (A, A'....), ce groupe étant simple (85). Donc .f, serait alternée ou symétrique par rapport aux k' lettres du premier système.
Cela est impossible: car, k étant plus grand que serait alternée
un symétrique (87), ce (|ui n’est pas, par hypothèse.
!)3. Supposons maintenant que P, soit p.' fois transitif. Si pt' est cüiiqiarablc à X-, ‘ sera au moins égal à i.a...(api' — .'4), et le nomhre des
valeurs distinctes de •'f, sera évidemment supérieur k i .a...v.a(X — v)...(X — n 01).
Suit, au contraire, p:' très- petit par rapport à k : M sera égal k k' {k' — 1)... (X-' — pi' -t- i)Q', û' étant l’ordre du groupe intrausitif P' formé par celles des substitutions de P, qui laissent immobiles pi' lettres données. Les X-' — pi’ lettres restantes se partagent en systèmes, contenant respectivement ot . lettres, et tels, que chaque substitution de P’ permute
entre elles les lettres d’un mérac système. Soit a' le plus grand des nombres a', a',,...
1“ Si a', -t- > n — V — a, — a, — .... le nombre des valeurs de
est un multiple de i.a... X _ — ~ -jJ* nombre dont
le minimum
(correspondant k l’hypothèse a', = «— v — a,— a’j = o,...) sera
supérieur à i . a... v.a (X- — v)...(X — n -h 1), X, -1 ^ étant très-grands, par hypothè.se.
a" Si, au contraire, a, + a'^ + ,..^n — v — a, — a, le nombre de
valeurs de .f, sera
iX — V — p|. . .fX' -t- 1) (X' — «') ..iX'-t-i) I.2-. X'
1 .2. . . a, . 1 .2. . . a,. . . 1 . 2 . . .'a'i I . 2. . . aj .. N ’
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en posnnt, pour abréger, A'— a, — a, — .... cl N étant l'ordre d’un grou|ie T, de subsiitutions onlre A" lellrcs, lequel ne conliennc pas le groupe alterné.
0-i. Supposons ce nouveau groupe it" fois transitif. En répétant les mêmes raisonnements que tout à riieurc, on élabUra le théorème énoncé : i“ si ià“ est comparable h A; a® si pt' n’étant pas comparable à A, l'* étant le groupe formé par celles des substitutions de T, (|ui laissent immobiles jx“ lettres données, les lettres restantes se partageant en systèmes qui contiennent resperlivemcul a", , aj .... lettres, et a" étant le plus grand des nombres a",
a] , a' ..... on a
Poursuivant ainsi, on arrivera nécessairement à démontrer la proposition dans tous les cas : car chacune des quantités a + a, -h .... a'-h a', + ,
a"-h a’ -H est au moins égale à i, et chacune des quantités n — v.
n — y — a, — a, — .... n — v — a, — a, — ... — o', — a', — ....... sera moindre
(|ue celle qui la précède. Si donc, quelque loin qu’on prolongeât les opérations, ces i|uaniitég étaient constamment égales ou supérieures aux précé- . dénies, on aurait une intinilé de nombres positifs décroissants et inférieurs .à n — y, ce qui est absurde.
fis. On trouvera aisément, dans chaque cas particulier, une limite île A à partir de lai|uclle le théorème devient vrai. Supposons, par exemple, qu’il s’agisse des trois théorèmes de M. Bertrand. Le nombre des valeurs d’une
fonction intransitivc de A lettres est égal à jj.;' — (ü), M, M', M ',,.. étant
des diviseurs de 1.2. ..a, i.a...a', 1.2... a",..., cl a 4- a'-t- a'-t-... étant égal il A. Le minimum de cette expression est évidemment égal à A et s’obtient en posant « = A — 1 , a‘= 1, ot"=...= o, et .M = 1.2. ..a, ce qui est le cas des fonctions syraélriques par rapport à A — 1 lettres. Son second
minimum est égal â 2A ou à AIA.TJJ. gj 5, ce second minimum sera
ik et correspondra aux fonctions alternées par rapport à A — i lettres.
Considérons maintenant une fonction fx fois transitive : l’ordre de sou groupe H est égal à A(A — i)...(A — pi -H i)N, N étant l’ordre du groupe inlransitif G formé par celles de ses substitutions qui ne déplacent que A — a lettres données. Soient a l’une de ces lettres, a, les lettres en nombre a que les substitutions de G permutent avec elle; on aura N = M.N”,
DES SCBSTITVTIONS. Tt
M éluiil l’ordre d’un groupe transitif entre les a lettres a, a et N' l’or-
dre lin groupe G' formé par relies des sulislilutions de G qui laissent imnin-
lûles (I, a ( 14). Soient de inéiiie h une autre lettre quelronquc, />, f>
les lettres en nombre «' que les substitutions de G' perunitenl avec elle: on aura N'= M'X", M’ étant l’ordre d’un groupe transitif entre les a' lettres I/, h,,..., et N” l’ordre du groupe G' formé par celles des substitutions de (i qui ne déplacent pas ces lettres, etc. On aura donc eoliu .\ = MM'M"..., et f’
aura ^ valeurs.
f)r considérons le groupe I obtenu en combinant toutes les substitutions possibles entre les lettres a, fl,,... avec toutes les substitutions possibles
entre les lettres etc.; il contient évideimneni G. IVautre part, soient «
la plus grande des quantités «, a',... et /i le plus petit des nombres a et pr. I.e groupe 1 contient le groupe K formé par toutes les substitutions possibles entre ^ lettres prises ’a volonté tians la suite fl, fl,,...; mais G. ne contenant aucune substitution qui ne déplace que pr lettres (82), n’a aucune substitution semblable à celles île K. Donc l’ordre de I, i . a...a. i . a...a'.. est divisible par le produit i 2.../S .N des ordres de G et de K (40). l.e nombre
des valeurs de .f, sera donc un muliiiilc de - ^ — 1.2... fi.
D'autre part, il est un multiple de i.a...pi (8.3). Enfin fi est au plus égal ai (83).
!l(>. Discutons ces résullals, en suppo.sant d'abord A>4-
1" Si a = I , le nombre des valeurs de -f, sera un multiple de 1 .3... (X — a.) : ce nombre, supérieur à aX- si X- > 6, le sera à X- si X = 6, à moins qu’on n’ait pi = 3, ce i|ui donnera le cas d’exception signalé plus haut. Il est supérieur à X- si X- = 5.
2“ Si * = 2, chacun des nombres a, a',... sera égal à 1 ou à 2, et le nombre de ceux qui sont égaux à 2 est au plus égal au quotient p de X- — pi par 2.
Le nombre de valeurs de ,i, sera donc au moins égal à ' ^ ' .2.
ainsi qu’à i.2...pi. Or si X- > 7 et si l’on choisit pi de telle sorte i|ue la seconde limite ne dépasse pas 2k, la première le dépassera évidemment; si au contraire X-j7, l’une des deux limites ci-dessus sera supérieure à X-, sauf le tas où l’on aurait X- = 6 et pi= 3. Mais cette hypothèse est absurde; car si H est trois fois transitif, il ne contient aucune substitution qui tlépLace moins de quatre lettres (82); donc a, a',... se réduisent à l’unité.
4“ Si l'on a à la fois a > 3 = X- — pi ~ i et pi 3, X' = pi - a -t- a' ■> . . .
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sera au moins égal à ;ji -4- 3, et le nombre «les valeurs de sera
'I élant l'ortlrc du groupe J formé par celles des subslilulions de H «|ui ne lii'placent «|ue>l — a — i lellres a, a,,..., en laissani les autres immobiles.
Or soient d, e deuv autres lettres «lueleonqucs; i,, considérée comme
rouelion de a, a d, c est simplement transitive, par hypothèse. Donc
elle n’est pas symélri«|ue ou alternée par rapport à a, a ; car si cela
avait lieu, elle le serait par rapport à a, o d, e (S7). Donc
~ •- ^^5 1 (8t>), et le nombre de valeurs de .t, est au moins égal
;i t{X- — a), nombre toujours supérieur à k, et supérieur à ik si k >
V Si l'on a « > a < X- — ja — i et fx < '}, d, aura au moins
} ~~ i.a... (3 valeurs, nombre toujours su|)érieur à k. et sup«'-
rienr à aX si X > 7.
■>" Soit enfin a > a et ^ > a, «l’où (S > a : -f, auia au moins (X — U.) i.a... valeurs, nombre supérieur à aX.
!>7. Nous avons supposé dans notre démonstration X > 4 X était égal à i ou plus petit, on construirait très-facilement le tableau des divers groupes possibles, et l'on achèverait ainsi de vérifier que le premier théorème est vrai, sauf rcxceplion signalée pour X = /(. et que le second l'irst «•gaiement, saul pour X = 6, où nous avons trouvé «|u’il peut exister des fonctions trois fois transitives n’ayant que six valeurs.
Le groupe «le ces fonctions ne contient aucune substitution déplaçant moins «le «juatre lettres ' 82), et peut se construire par tâtonnement san.s aucune difficulté. Nous ne nous y arrêterons pas, d’autant plus que nous retrouverons ce groupe plus loin.
il8. Démontrons encore que si X > 1 2, toute fonction .7 qui n'est ni symétrique ni alternée par ra/qnirl à k — 2 lettres a plus de X(X — 1) râleurs, ftà-t énoncé contient le théorème de .M. Serret.)
.Si i est intransitive, lesX lettres se |>ariagenten systèmes au,..., ùb,. ......
« ontenant respectivement a, a ,... lettres, en gi'oupanl ensemble celles <|ue l«'.s sulxslitutions de G, groupe de permutent entre elles.
Soit « le plüs grand des nombres a, a',...; les substitutions de G seront «le la forme .\H, .A' IL,..., .\, élant h‘s «léplacemenls «|u’elles font
subir il a, a R. B'.... ceux qu’elles fonl subir iiux aiilres lettres. Si
a“X" — 2, le groupe (.V, ne peut eoulenir le groupe I alterné par
rapporl à a, a,,...: ear, si cela avait lieu, les substitutions A',... étant plus nombreuses que ne peuvent l'étrc les siibsiiiiitions ilislineles de la
lurinc B, B' G contiendrait deux substitutions disiineles telles que .\B,
-V'B', où l'on aurait B= B'; il enntiendrait .\’ B'{.\Bj“‘ = .\'A“', dont les transformées par AB, .\'B' reproduiraient tout le groupe 1 fcc groupe étant simple (85)]. Donc G contiendrait I, et ■’f serait alternée (ou symétrique par rapport à X- — a lettres, contic l’iiyputhése.
Cela posé, et le groupe (A, A',...) étant d’ailleurs transitif, son ordre .M
est inférieur à ' (9.5-97) : et Te nombre des valeurs de -T, qui est un
multiple de — â' — *'*^*’’* ô ^(^' — ')•
Soit au contraire a<^k — a. Le nombre de valeurs de .T est un multiple
(le - , > nombre au moins égal a - ,
Supposons maintenant que ^ soit il fois transitive. Si ^ — a et k > i a, •T aura au moins i.a... (api — /|) valeurs distinctes (88), nombre supérieur à X(X — i). Si fi < ^ — a, le nombre N des valeurs de ^ sera
■M, M',... étant les ordres de groupes tran,sitifs entre ce, a',... lettres (avec la condition a -h a' -h ... = k — il). D’autre part, il sera un imilliplc de
P = - y — 1.2... fi, [i étant égal au plus petit des deux nombres fi
et a (95), et l’on voit sans jieiné que si a < X — pi — a. on aura constamment P > X (X — i).
Soit au contraire a^X — a — a : le groupe transitif dont l’ordre est M ne peut être symétrique ni alterné; ear si cela avait lieu, on voit, comme tout à l’heure, i|ue ^ serait alternée ou symétrique par rapport à « lettres;
mais a > donc .f serait alternée ou symétrique (87), contrairement à
l’hypotbèse. Cela posé, d’aprfes les théorèmes de M. Bertrand, — î'Cra supérieur h « si a surpasse 6, et il a« si a surpasse 7, et N, qui est au moins égala — (X — p.) . i.a... pL, sera évidemment supérieur à X(X— 1), meme dans le cas le plus défavorable où p = 1 et « = X — p — a.
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§ VIII. — Limite de TnANsiTivixÉ des groupes nos ai.tersiIs.
90. Soit O un groupe île degré n-hv qui soit v fois transitif et ne conliunne pas le groupe alterné. Deux cas pourront se présenter, suivant (|tie G eonlicndra ou non des substitutions déplaçant moins de n -4- 1 lettres.
Premier cas. — Si G ne contient aucune substitution déplaçant moins de n-t- I lettres, on pourrait assigner une limite au nombre v, qui représente .son degré de transitivité, en appliquant les tbéorèincs énoncés au n“ i(i. On peut également obtenir une autre limift, fondée sur une méthode que nous allons exposer et qui a l’avantagé de s’appliquer à d’autres cas.
Partageons les lettres de G en deux classes, contenant : la jiremière, v — i
lettres, a;,,..., x,_,; la seconde, n -H i lettres, a, a a„, et soit H le
groupe formé par celles des substitutions de G qui laissent immobiles X,,..., x,_,. Ge groupe est transitif par rapport aux lettres de la seconde classe, G étant supposé v fois transitif. D’ailleurs chacune de ses substitutions (sauf ruiiilé) déplace par hypothèse toutes les n -4- i lettres a a„.
C’est donc l’un des groupes étudiés plus haut (71), et son ordre sera égal à n 1, nombre des positions di.'tinctes où ses substitutions permettent d’amener a ( V V).
Soit maintenant I le groupe formé par celles des substitutions de G qui
remplacent lesx les uns par les autres: cbacunc de ses substitutions
est le produit de deux autres, dont l’une A permute entre eux x x^,
sans déplacer a,..., a„, l’autre B permutant entre eux a,..., a„ sans déplacer X,,..., x,_,. Soient donc A'B', A’'B' ,... les diverses substitutions de I ; leur nombre est égal à i .a... (y — i) (n -i- i). Car les substitutions de G permettent de permuter entre elles d'une manière quelconque les lettres x,,..., x„ , , ce (]ui donne i.a...(v — t) formes distinctes pour les substitutions
partielles ;V, A' A chacune d’elles correspondront n -t- i formes pour la
substitution B, lesquelles s’obtiennent en multipliant l’une d’entre elles pâlies n 4- i substitutions de H (lesquelles sont de la forme B).
Le groupe K formé par les substitution} /wlielles B', B',... a aussi pour ordre i . a . . . (y — i) (;i -f- i). Car, pour qu’il en fût autrement, il faudrait que deux de ces substitutions B' et B" fussent identiques sans qu’on eût en même temps A' B' = A" B". IMais, si cela avait lieu, de ces deux substitutions on déduirait la suivante .VB'(A'B')-* = A'A'*', laquelle ferait partie de G ipioique déplaçant moins de y lettres, résultat absurde (82),
Les substitutions de K sont permutables à H. Car, soit U' une des suhslilulinns de H. B'-' H'B' = {.V'B')-' H'(A'B') .ipparlicnt à G cl ne déplace pas elle apparlienl donc à H.
Soit inainlenanl L le groupe formé par toutes celles des substitutions possibles entre a,..., <j„ qui sont permutables à H; il contieniira K; son ordre IJ est donc divisible par i . a. . . (v — i) (n -t- i). Cbercbons d’autre part une limite supérieure à ce nombre û.
100. Soient a, b deux quelconques des lettres a <i„; li est égal au
produit du nombre des systèmes de positions distinctes que les subsiitulion.s de I, donnent il a, b [lequel nombre ne peut surpasser (/i-t-i)nj par le nombre des substitutions de L qui laissent a et b immobiles (ü).
Le groupe H ne contient qu’une substitution S = {abc...) [à b'c'. ..)... qui remplace a par b (71). Soit p son ordre: celles des substitutions de L qui ne déplacent ni a ni b transformeront évidemment S en elle-mému, et par
suite ne déplaceront aucune des/> lettres a, b, c Leur nombre sera égal
au produit du nombre des places distiiictcs^îi elles peuvent amener <i’ (lequel est au plus égal à n -4- i — />) par le nombre des substitutions de L qui laissent immobiles a, b et a'.
Ces dernières substitutions sont écbangeables à la fois à S et à la substitution S' contenue dans II et qui remplace a par a' : elles sont donc écbangeables à toutes les substitutions dérivées de S et de S'. Soit// le nombre de ces dernières substitutions, lequel est un multiple de/j; elles remplacent respectivement a par p’ lettres toutes distinctes (71). Les substitutions eberebées, étant écbangeables à celles-ci et ne déplaçant pas a, ne déplaceront aucune de ces lettres.
Si /)'<n-t-i, soit a" une lettre différente de celles-là : le nombre des substitutions de L qui laissent immobiles a, b, a' est égal au produit du nombre des places distinctes où elles peuvent amènera" [n + i — p' au plus) par le nombre de celles de ces substitutions qui ne déplacent ni a, b, a' ni a"; celles-ci laissent immobiles //' lettres, p" étant un multiple de />'.
On continuera ainsi jusqu’à ce qu’on .soit amené à ebereber les substitutions de L qui laissent immobiles toutes les lettres : celles-ci se réduisent à la seule substitution i. L’ordre de L sera donc égal ou inférieur à (n -i- t)n{n + \ — p){n + \ — p') [n+ i — p“)..., p, p' , p" ,... étant des diviseurs de n + i, dont cbacun est un ifiulliple du précèdent.
(iet ordre étant divisible par i .a... (v — i) (n -(- i), on aura la relation
7H 1.1VKE DEUXIÈME.
Los faclPiiis qui enlrenl dans le second inemliic de celle expression sont tous inférieurs à n, sauf le premier, el leur nombre est au plus égal à a, nombre des facteurs premiers de n -t- i; on aura donc l'inégalité
tv — i)<C n
101. SecoND CAS. — Supposons que (i contienne des subslilulions dépla-
canl moins de o-+- 1 lellres, et supposons en outre v> nous allons lui irouver une limite supérieure. Suit II le groupe formé par celles des subslilulions de G qui lais-senl immobiles v lettres données x, x, et remplacent les unes par les autres les n lettres restantes a, a„. Consiiléré
par rapport à ces dernières lellres, Il sera iotransitif (sans (|Uoi G serait
V -h I fois transitif au lieu de rêlrc seulement v fois). Les lettres a, a„ se
partagent donc en systèmes n,a, ..., h, h tels, que les substitutions
de II pcrniulcnt exclusivement entre elles les lettres d’un même système el les pcrmuleul Irausilivement.
Soit mainicnant J le groupe J’ornié par celles des substitutions de G qui
remplacent les lettres x x, les unes par les autres ; scs substitutions
permutent ces lettres entre elles «le toutes les manières possibles. Soit I le groupe partiel fttrmé par celles des substitutions de J «lui font éprouver à ces lettres des déplacements éijuivalant à un nombre pair de iraiisposilions. Les substitutions de I peuvent être représentées par A' B', A''B ',..., .V, .
étant des substitutions «|ui permutent eulrc elles x, x, et B', B',... des
sulisliiutions «|ui permutent entre elles a,, a, />,, .......
Les substitutions A'B', A"B',... sont permutables à H: car soit H' une
substitution de 11, (A'B'}~' ir(A'B') appartient à G el ne déplace pas x
X, : elle appartient donc à II.
Chacune des substitutions .VU', A" B",... transformant ainsi 11 en lui-
même, fera succéderaux lettres de chacun des systèmes a, a,..., h, b,
i(ui jouissent de la propriété d’élre permutées entre elles par les substitutions de II, d'autres lettres jouissant de cette même propriété, et par suite appartenant à un même sy.stème.
102. Sttfiposons d’abord que parmi ces systèmes il en existe un a^a,... tel: I " que toutes les substitutions de I renqdacent ses lettres les unes par les autres ; 2” que toutes celles de ces substitutions qui ne font pas partie de II déplacent au moins une de ces lettres.
Soient II', U",... les diverses substitutions de 11; h', h’,... les déplacements qu’elles font respectivement éprouver aux lettres a,, a, Soit
/i = (A', h",..,) le groupe l'ormé par ces iléplaecnieiits; soieiU de même b , h",... lesdéplaceineiits i|ue les sulisliliilions .VU', A'U .... foiil resperlivenienl éprouver aux niêincs lettres.
H est impossible que h contienne toutes les substitutions qui résultent d’un
nombre pair de transpositions entre les lettres a,, a, Eu i fTet, parmi les
sulistitutioiis A'. .A”,... se trouvent Ic.s sulistitiitions tireulaires entre trois i|ueleouqurs des lettres x Soit \' une semlilable substitution.
A'“1V^ appartient à I sans appartenir à II ne se réduisant pas il l’unité), et fait subir aux lettres a,, a,,... le déplacement b’^, lequel résulte évidemment d’un nombre pair de transpositions, et qui en outre n’appartient pas à h : ear si l’on avait par exemple b'^ = h', la substitution* A’’ B'* fl'"', laquelle appartient à I sans appartenir à II. ne déplacerait aucune des lettres a,, a., contrairement à notre bypotbèse.
D’ailleurs b est transitif; supposons qu’il le soit •/ fois, le nombre îles lettres O,, Oj,... étant n'-4-v': deux casseront à distinguer.
10,3. i" : A ne contient aucune substitution qui déplace moins de n -i i lettres. Partageons ses lettres en deux classes v pv-i et a <i„' con-
tenant respectivement v' — i et n' -+- 1 lettres. Celles dos sub.slimtions de A
i|ui ne déplacent pas j forment un groupe^ transitif d’ordre n -h i ,
et dont les substitutions g',.- ... déplacent toutes les lettres; et le nombre des substitutions différentes entre les lettres a,..., a,/, qui sont permutables à g, sera inferieur à (n'-h i)n'* . »' étant le nondtre des facteurs premiers, é^aiix ou non, de n'-t- i (100).
Mais ce nombre est au moins égal à ! [n’ - i). En effet, suit B'
une substitution <|uelconque de i; soient z z^-, les lettres par les(|uellcs
elle remplace Vi y./-i ■ A, étant v' fois transitif, contient une siibsliiu-
tion A' qui remplace réciproquement a z,'_, par y v,'-,. Soient II'.
G des substitutions rboisies à volonté parmi celles i|ue 11 conlieni
et qui font respectivement éprouver aux lettres du système considéré les
déplacements A', g, ; les n’ -t- i substitutions .VB'H'G,
A'B'irG„-+i appartiennent à 1. laissent immobiles y, et (imi
éprouver aux lettres a a^ des déplacements re|)résentés par ^'g,
(S'^v+i. fi' étant le déplacement que A' B' II' leur fait éprouver.
Soit .-VB" une autre substitution de I. telle (|ue .A" soit dilTérent de ;
on en déduira de la même manière n' r- i substitutions .A"B"H"t>
.A* B' H’G,/*,, qui appartiennent à I, laissent immobiles v,,..., >v_.. et font
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cpiouvcr à fl,..., a,, «les tléplaieineiils représentés parjS'^, g„-,„
fi" étant le déplacement que leur fait é|irouver.
nombre des substitutions différentes A', étant ' ' ^ — -< celui des
substitutions ^"g,, ... égal à ' («'+■) =
elles sont il'ailleurs toutes distinctes; car g, g»'^, étant différentes.
^'g le seront évidemment. D'autre part, si l'on avait une égalité
telle (|ue fi'g, = fi'g'jt bt substitution
A'B H'ti.tA" B"H"ri, = A'A”- B 11 G^B'Il'C., -,
(|ui fait partie de 1 et non de H, ne dépl.aeerait aucune des lettres du système considéré, ce qui est contraire à notre bypotbèse.
F.nfin les («'-*- •) substitutions ci-dessus sont permutables à g.
Ko effet, soit I' le groupe formé par celles des substitutions de 11 qui ne
iléplacent pas y, >v_, : les substitutions A'B'H'G .A' irH' G„<+
lui sont permutables, car elles transforment évidemment ses substitutions
en substitutions de 11, qui ne déplacent pasy yv-i : donc, « fortiori, les
déplacements fi'g,,..., que U' H'G,, . . . font subir à « «„• sont per-
mutables au groupe g des déplacements i|uc F fait subir à ces mêmes lettres.
On a donc, jKtur limiter v, l'inégalité
avec fl' <■ n' v' et ri >' < n, d'où ri c^n — i .
toi. a" : /< contient des substitutions dépUnant moins de ri -+- i lettres. Partageons ses lettres en deux classes y,,..., y,, et a,,..., a„- contenant respectivement v et ri lettres. Soient I, et II, les groupes formés par celles des substitutions de 1 et de H qui ne iléplacent aucune des lettres y ,.)v
Ia- groupe I, contient une substitution au moins faisant subir au.r lettres
I ar, l'un quelconque des dcfdacements .\" Car, supposons par
exemple que la substitution A' B' Tcmplacc y, yv par z s,., l.e
groupe b, étant v' fois transitif, contient une substitution It qui remplace
réciproquement z, i,,- pary y ,>• Soit H' une des substitutions de 11
qui font éprouver aux lettres du système considéré le déplacement b':
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A'H'ir, ne déplaçant plus y >v, apparliendm à I,, et fera subir aux
lettres x x, le déplacement A'.
Le groupe H,, n’étant pas transitif par rapport aux lettres ne
le sera pas à fortiori par rapport à toutes les lettres autres que x x„
y Ces lettres se partagent donc en systèmes
tels, que les substitutions de H, permutent exclusivement entre elles les lettres d'un môme système et les permutent transitivement.
Enfin les substitutions de I, sont permutables à II,; car elles transforment les substitutions de H, en substitutions (|ui ne déplacent aucune des lettres
X,,..., x„ y yv, et qui par suite font elles-mêmes partie de 11,. Donc
chacune des substitutions de 1, remplacera les lettres d’un système par celles d'un même système (101),
105. Si parmi ces systèmes il en existe un tel : i® (|ue toutes les substitutions de I, remplacent ses lettres les unes par les autres; a® <|ue toutes celles de ees substitutions qui ne font pas partie de H, déplacent au moins une de ces lettres, ou raisonnera sur I, et H, comme sur I et II, cl l'on obtiendra une limite analogue à celle du n® 103, ou bien l'on sera conduit à deux nouveaux groupes I,, H, dont les substitutions laissent invariables,
outre y y^, d'autres lettres z iv»: on pourra niisonner sur ees
nouveaux groupes comme sur les précédents, etc., jusqu'à ce qu’on arrive à deux groupes Ib tels, (pi’cn réunissant dans un même système tes ieltrrs que les substitutions de II, permutent entre elles, il n'existe aucun système qui jouisse de la double propriété : i® d’aeoir toiltes ses lettres remplacées exclusivement les unes par les autres dans toutes les substitutions de I,; a® d'avoir au moins une lettre déplacée par toute substitution de I, autre que celles de II, .
Les systèmes se partagent alors en deux catégofies : i® ceux dont les substitutions de L permutent les lettres exclusivement entre elles: chacun d’eux jouira de cette propriété que l'une au moins des suhstilutions de I, autres que celles de II, laisse toutes scs lettres immobiles; a" ceux dont quebiu’une des substitutions de 1, remplace les lettres par celles d'un autre système.
106. Cela pose, le groupe I, résulte de la combinaison de II, avec des substitutions qui laissent immobiles les lettres de tous les systèmes de la première catégorie.
Soient en effet A"B' , . . . les substitutions de L> A', . . . étant les
déplacements qu’elles font subir aux lettres x x,, lesquels déplacements forment un groupe alterné. Soient S, S les systèmes de la pre-
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miôre cntégorie : 1^ contient par hypotlièse une sulistitutiun A, B, qui laisse uninobilcs les lettres de S. Les transformées de A, B, par les sulistiliitions 1,, et plus généralement les substitutions A, B,, A', B', dérivées de ces transformées, jouissent évidemment de la même propriété.
Le groupe I,= (.VB', A’B",...) contient le groupe (A, B,, A', B' ), et
.ses substitutions lui sont permutables. Donc, à fortiori, le groupe
(brillé par les déplacements que A, B,, A’, B’ font subir aux lettres x,,...,
x„ est contenu dans le groupe (A', A",...) et permutable à ses substitutions. Mais ce dernier groupe est simple (85). Donc le groupe (A,, A’ )
contient toutes ses substitutions.
Soit maintenant S, un autre groupe de la première catégorie ; L contient une substitution A' B' i|ui laisse immobiles les lettres de S,; parmi les sul>stitutions du groupe alterné A',...) = (A,, .V,,...) il en existe évidemment qui ne sont pas échangeables à Soit A, l'une d'elles: la substitution (A'B')~‘ (A, B|)~‘. A'B'. .V, B, = A, B: laisse évidemment immobiles les lettres de S et de S,, et ne fait pas partie de H,., car clic fait subir aux lettres
X X, le dé|ilaccment A'"'A;''A'.\, = .A„ lequel ne se réduit pas à l'unité.
Donc L contient une substitution .A,Bi non contenue dans IL et qui laisse immobiles à lu fois les lettres do S et de S,. Les transformées de .V,B, par les substitutions de L> et plus généralement les substitutions A^B,, .A',B',,..., dérivées de ces transformées, jouissent de la même propriété. On voit comme tout à l'heure que le groupe (.Aj, A',,...) contient toutes les substitutions du groupe (.V, A",...).
Suit maintenant Sj un autre système de la première catégorie, on formera comme tout à l’heure une substitution .A,Bj contenue dans L et non contenue dans IL, qui lais.se immobiles à la fois les lettres de S, S,, S,. Soient A, B,, A'jB',,... les dôrivrés de scs tran.sformées par les substitutions de I,, le groupe (A,, .A',,...) se confondra avec (A', .A”,...).
S’il existait d’autres systèmes de la première latégorie, on poursuivrait de même : supposons, pour fixer les idées, qu’ils soient maintenant épuisés. Soient A'B' une substitution quelconque de L, A, celle des substitutions Aj, .A',,... qui SC confond avec .V : on pourra poser A'B'= .A,B,.C, la substitution C faisant partie cllc-inéme de 1, et ne déplaçant pas x, x,; ap-
partenant par suite à H,.
Notre proposition se trouve ainsi démontrée.
107. // existe nécessairement des systèmes de seconde catégorie. C.ar, s'il en était autrement, les substitutions -A|B,, A'jB',,... laisseraient immobiles
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loiites les lettres saiifx : elles déplaceraient donc v lettres nu plus,
ce qui est absurde (82).
Ces systèmes peuvent être répartis en classes, en groupant ensemble ceux que les substitutions 1^ permutent entre eux, lesquels ont évidemment tous le même nombre de lettrés.
108. Considérons spécialement l'une de ces classes, I'. Soient le nombre de systèmes qu'elle contient, m le nombre des lettres de ebacun d'eux. Tou/e substitution de I,, non contenue dans IC, déplacera nécessairement quelqu'un des systèmes de la classe.
Car supposons qu’une substitution .V, B,, contenue dans I, cl non dans II,, ne déplace pas les systèmes de F, mais remplace les unes par les autres les lettres de ebacun d'eux : chaque substitution de I, remplaçant les lettres de chacun de ces systèmes par celles de l'un de ces systèmes, les transformées de .\tB, par ces substitutions, et plus généralement les substitutions A, B,, A',B'^,..., qui dérivent de ces transformées, ne déplaceront égalcrncnt aucun des systèmes de F. On voit d'ailleurs comme tout à l’heure : i“que le groupe (.V,, A',,...) se confond avec l.\’. A",...); que toutes les sidtslitulions de I, dérivent île la combinaison de A, B,, ,V, B,,.., avec H,. Cela est absurde, car .S, B,, -V,B, non plus que les substitutions de H„ ne déplacent les sys-
tèmes de F, que les substitutions 1, permutent au contraire transitivement.
Soient .\,B,, A'^B',,... les dieerses substitutions de I,; E, E',... les déplacements d’ensemble qu'elles font subir aux rrstémes de T : on aura E = E' si A, = .\',, et réciproquement. Car si = A’,B',.(A, B,)“‘ appartient à H,:
donc le déplacement E'E“' qu’elle fait éprouver aux systèmes se réduit ii l’unité; réciproquement, si E = E', .A'jB',. (.\, B,J"', ne déplaçant pas les systèmes, appartient à II,: d’où .\, = A',. * •
109. Mais la suite .V,,... contient ^ " - substitutions distinctes; la
suite E, E',... en contient au plus i.a...fi: donc ^ 5 I .a. . . u; d ou v
D’ailleurs, si l’on a v )> 12 et ja. > v, on aura nécessairement
En effet, les propositions des numéros précédents montienl que le groupe
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(K, E',...) esl isoniorpliu sans mériédrie au groupe {A,. A',,...) et transitil.' Or soient F, une fonction quelconque de x,,..., x„ F,, F,,... les diverses valeurs qu’elle prend lorsqu’on y effectue lessubslitutions{A,, A',,...): nous avons vu (68 à 73) que chaque suhstilulion du groupe (A,, A',,...) équivaut à une certaine substitution opérée entre ces fonctions; que l’ensemble de ces dernières substitutions forme un groupe isomorplic à (A,, A',,...); enfin qu’il n’existe aucun groupe isomorphe à (A,, A',,...), transitif, et distinct de ceux (|u’on peut obtenir ainsi en faisant varier la fonction F,.
Or le nombre fi des fonctions F,, F,,..., letiuel représente le degré du
groupe ainsi formé, est évidemment égal au nombre ' * des substitutions (A,, A',,...) divisé par le nombre de celles de ces substitutions, qui n’altcrcnt pas F,. Ce dernier nombre sera évidemment égal h '
si F, est symétrique ou alternée par rapport à v — i lettres. Si F, e.st symétrii|ue ou alternée par rapport à v — a lettres, ce nombre sera égal à
i.3...(v — a) ou à ' "J*’ — — , suivant que F, sera symétrique ou non
par rapport aux deux lettres restantes. Dans toute autre hypothèse, il sera inférieur à i.2...(v — a); car F, ayant plus de v{y— i) valeurs distinctes (08), le nombre total des substitutions qui* la laissent invariable
est inférieur à i . a... (v — a). Donc est au moins égal à - , à moins
que F, ne soit symétrique ou alternée par rapport h v — i lettres : dans ce dernier cas, on aura p. = v, et si Pon désigne par F, celle des fonetions F,, Fj,... qui esl symétrique ou alternée par rapport à toutes les lettres saufx,, par Fj celle qui l’est par rapport à toutes les Icllrcs sauf x,, etc., les substitutions .V,,..,) permuteront évidemment F,, F,,... entre elles de la même manière que .r,, x
110. Cela posé, admettons que les groupes de seconde catégorie forment X classes, dont la première contienne p systèmes' formés chacun de /« lettres, la seconde p, systèmes formés chacun de m, lettres, etc. : le nombre total des lettres contenues dans les groupes de seconde catégorie
est égal à mjx + m, fi, + Si v> la, et qu’on n’ait pas à la fois
V = P = p, =..., l’un des nombres p, p,,.,., p par exemple, sera au moins
égal a ^ — -, et, comme n ^ ix, on aura
III. SoU, .nu contraire, v>ia et fi = [i,=...= v; soit m le plus grand des nombres m, rn„.... Supposons d'abord qu’il n'existe aucun nombre premier moindre que v et supérieur à m. Les belles rechercbcs de M. Tcliê-
byclicf montrent qu'il existe au moins un nombre premier entre et v • (Serrft, Algèbre supérieure. Section III, Cliap. IV) ; on aura donc
et par suite
< m f* + m, fii n .
Supposons, au contraire, qu'il existe des nombres premiers moindre.s que V et supérieurs à m \ soit p le plus petit de ces nombres. Le groupe (,A,, A',,...) contient une substitution A, qui permute cirrulairement P lettres quelconques de la suite a;,,..., a;.,, sans déplacer les autres. Les systèmes d'une même classe, en nombre v, étant permutés entre eux par la
substitution A, B, de la même manière que x le sont entre elles(IO!)j,
A, B, permutera circulairement entre eux p systèmes de chaque classe, en laissant les autres immobiles.
D'ailleurs, si cette substitution déplace les lettres de quelqu'un des autres systèmes en les permutant entre elles, les cycles formes par ces lettres contiendront respectivement w, w',... lettres, w, étant au plus égaux à m, et par suite étant premiers h p-, et, si l’on désigne par p le plus petit multiple de ta, u',..., la substitution (,\, B,)*’ laissera immobiles les lettres de tons ces derniers systèmes, et par suite ne déplacera que p + pm -i- pm, -i- ... lettres. D’ailleurs le groupe ne peut contenir aucune substitution déplaçant moins de av - 3 lettres (S3). D’où la relation
p(t r «1 -f m, -t-, . )> av — 3, m-(-m,-t ...
Un a d'ailleurs
et par suite
-K /«. jüi, -f- . . . = ( m 4- w, .•)><«,
Suit d’uilleurs q le noniltrc preinicT iimnédiateinunt supHunir a
s<‘ra
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supéricuf 'a ni + m, h- et par suite au moins égal à /> : on aura donc à fnrtinri
112. Examinons enfin le cas où v<ia. Si l’un des nombres m, m
est > I, on aura
fl J nifx + «Il Ui 4-. . . ni 4- m. t- . . .) v> a».
.\u contraire, si m, ni,,... se réduisent tous à l’unité, les substitutions ne déplaceront que les lettres des systèmes de la première catégorie; mais chacune d'elles déplace au moins av — 3 lettres (83) : donc le nombre nifi + m, jx, 4_... des lettres contenues dans l’ensemble des systèmes de la .seconde catégorie ne peut dépasser n — av + 3. D’ailleurs, si jx est le plus petit des nombres (jl, p.,,.... on aura
non « ; ( s 4 ni 4- ni, 4-. . . )v — 3>av,
IM 4- ni, 4- . . . ^ .
même dans le cas le plus défavorable, où les nombres m, m se rédui-
raient à un seul, lui-même égal à i (y étant > 4. par hypothèse).
Dans le cas où v > 7, on aurait
Il “ 3».
.Nous supprimons la démonstration.
1 13. En récapitulant les résultats de cette discussion, on obtient le théorème suivant :
Thkoiikme. — L'n groupe de siihsitlulions G entre n + v lettres, qui ne contient pas le groupe alterné, ne peut être v fois transitif que si l’un des six systèmes d’inégalités suivantes est satisfait :
(1) I.a...(y— l)<fl'
(a étant le nombre des fucteurs premiers, égaux ou non, de n 4- 1);
1 3 ) l ‘' < n'*' et n' < Il — I
étant le nombre des facteurs premiers de n'-*- 1);
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^ j>^ii cl v^-n
^(/ ùlani lo nnmhre premier iinmêdialemenl supérieur ii
■ Il et V I ?,
av^n et v<^ia.
Si V est (rès-graml, le uinquiémc système est celui qui dunuera puur ri la plus petite limite, et cette limite tend évidemment vers la valeur asymptotique vv'av-
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CIIAPITRE II.
DES .Sl'BSTlTL'TIOXS LINÉAIRES.
§ I. — UkPRÉSEJITATIOH AN.ALTTIQOE des Sl'BSTITlTIONS.
114. Soit s une sulisti union quelconi|iic entre k quantités, que nous
supposerons désignées par une même lettre /, affectée des indices o, i
A — i; si S remplace, en général, la lettre par une lettre /j,,, [?(•*’) étant une certaine fonction de a-], on pourra convenir de désigner S par le symhidc suivant ;
Supposons que S remplace respectivement U , par /„ 1^,..,, h
(a, étant, à l’ordre près, identiques à o, i X — i) : la fonction
ç>(x) sera assujetlie à prendre les valeurs a, lorsque x prendra les
valeurs o, i,..., X — i, cl ne sera pas autrement déterminée.
Parmi les fondions, en nombre infini, ijui satisfont à ces conditions, la plus simple est la fonction entière du degré k ~ i que donne la forinuli’ d'interpidation de Lagrange, à savoir :
•*E'(n) (ar — (jc — Xr + i)F'{Xf — i)
l'(x) désignant le produit x(x — i). . .(.r — X- -i- i), et F'(x) sa dérivée.
-Mais ce mode de représentation des siilistitutions présente a;et inconvénient grave que, si l'on fait le produit de deux sulislituiions
S — I X 9(x) 1 cl T = I X 'j/(x) I, ce produit se présente sous la forme
ST=: I X '}.[?(X)] I
OÙ le polynôme ij<[ç(x)] ne se réduit plus au degré X — i.
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115. Lorsque k est un nombre premier p, on pourra remédier h ce défaut. Supposons en elTet, ce qui est évidciniiicnt licite, que la quantité puisse également être représentée par /,, v étant un entier quelconi|ue congru à x suivant le module p : on pourra, dans la fonction ij/[ç(.r)'. abaisser les exposants au-dessous de p au moyen de la relation ,r'’ = a- (mod. p). Toute substitution pourra donc être représentée par le symbole I X ÿ{x) |, où f{x) est un polynôme entier du degré /) — i au plus: mais, pour qu’un symbole de ce genre représente effectivement une substitution, il faut évidemment que f (o), f (i) f{p — i) soient tous différents, et soient congrus, à l’ordre près, aux nombres /< — i.
M. Hermite a démontré, il cet égard, le tbéorème suivant ;
TnÉORFME. — l’our r/ue le symbole \ x 9 ix) \ représente une substitution, il faut et il suffit que la fonction ■p(.r) et ses p — a premières puissances se réduisent au degré p — 2, lorsque, après aeoir rabaissé les exposants au-dessous de p, on y supprime les rnulti/des de p.
Kn effet, soit | x ^(x) | une substitution; et suit
[ij>(x)]*= Ao'"’-*- .vl"' . . -+• ' (mod. p).
Donnons à x les valeurs o, i,..., p — i et ajoutons les équations obtenues; il viendra
2 [ij»(x)]*s/>Al'" -4- Ai^'^x -t- . . . (mod. /i).
Mais un a
ip-')P
Donc 2x 2x'’“* sont divisibles par/i; il en est de môme de 1 dont
les termes doivent être, à l’ordre près, ceux de Ix”; enfin lx^~' sr p — 1 : rar x'’”' est nul si x = o, et congru à i dans tous les autres cas : donc, en supprimant les multiples de p,- la relation ci-dessus se réduira à AJ|ü’,^o.
Réciproquement, si tous les eoeflieients A'^ Afz" sont congrus à
zéro, 2,f(x),,.., 1 [çi(x)x-’ le seront également. La congruence qui a pour racines ç(o),..., ç(/> — 1) aura donc tous scs termes nuis, sauf le premier et le dernier, et se réduira ainsi à la forme
Zr— aZ=o (mod. p).
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I)‘:iillcurs ses racines, élanl des entiers réels, satislunt à la congruence Z'’ — Z. -O, et, par suite, à celle-ci (a — i)Z=30. Donc, si a différait de l'unité, ces racines seraient toutes milles, ce qui est impossible; car 9(x), (■tant un polynôme du degré /) — a, ne peut s'annuler à la fois pour les p
valeurs X = O,..., X = P — i. Donc a = i , donc f (o) ?(/>—') sont
respectivement congrus aux p racines, o, i,..., p — \ de la congruence
Z' — Z = <> (mod./i).
116. Le nombre /l étant donné, il sera facile, au moyen de ce ibéorcme, de déterminer les diverses fonctions f{x) aptes il entrer dans l'expression d'une substitution.
On facilitera ce calcul par cette remarque évidente que | a; ctx -h ^ \ est une substitution, pourvu que a ne soit pas nul. Donc, si | x <f{x) \ est une substitution, on pourra la multiplier en avant et en arrière par des substitutions de la forme linéaire précédente, de manière à obtenir la suivante ;
S=|x xa(a'x P \ = \ X I,
contenant quatre coellicienis indéterminés, dont on pourra profiter pour .simplifier son expression. Supposant,' par exemple, a' = i, on pourra déterminer a de manière à réduire à l'unité le coellicient de la plus haute puis- .sance de x, puis et ^ de manière à faire disparaiire le second et le dernier terme de la fonction.
Soit, par exemple, /) = 5 : les fonctions réduites f ,(jc) auront l'une des trois formes
J.', x', x'-i- ax (iiioil. 5).
La seconde ne peut représenter une substitution, car (x’)’ = x* contient un terme en x*. Pour que (x’ -f- ax)’= anx* (i -i- a’)x’ (mod. 5) ne contienne pas de terme en x*, il faut qu'on ait a = o. Si cette condition est .satisfaite, (x* -t- ax), son carré et son cube ne contiennent aucun terme, en X* : donc | x x’ | est une substitution.
Les substitutions relatives à = .ô appartiennent donc toutes à l'une des formes suivantes :
\x ax -4- P I, |x a(x -t- -I- ^ |.
.M. Hermite a inontré, par un calcul analogue qui n’offre plus aucune dilliculté, que les substitutions relatives à /> = 7 sont de la forme
I X a?,(x-i- jî')-4-3 I,
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y, ayant l’une des formes suivantes :
.r, x*±3,r, x'drax,
Ær"-4 3a’x («quelconque),
x‘+6x'±;x*+ 36’x (S non résidu de 7).
117. Si k était une puissance d'un nombre premier, telle que ff, on pourrait faire intervenir des considérations analo(;ues aux précédentes en assignant pour indices à la lettre /, au lieu de nombres entiers réels, des entiers complexes formés avec une racine d’une congruence irréductible de degré n. Mais nous préférerons une autre méthode, qui consiste à assigner à /, n indices simultanés, x, y,..., pouvant chacun prendre les p valeurs «,
I P — I (niod. p). Une substitution quelconque, remplaçant par
une nouvelle lettre pourra se inctlre sous la forme
f et étant des polynômes du degré /> — 1 au plus relativement à chacun des indices x, y
Cette méthode pourrait s’étendre, mais non sans complication, au cas oü k contiendrait plusieurs facteurs premiers différents.
§ II. — Généralités sur les substitutions linéaires.
Origine du groupe linéaire.
118. Soient m et n deux entiers quelconques; .... des lettres
en nombre m", caractérisées par n indices, variables chacun de o à - 1 (niod. m). Désignons par lu notation
la substitution qui remplace la lettre dont les indices sont x, x',... par celle dont les indices sont x -u a, x'-i-ar',... (mod.rn). Les substitutions de cette forme constituent évidemment un groupe K transitif cl ayant pour ordre né'.
110. Cherchons la forme générale des substitutions qui sont permutables à ce groupe. Soient S l’une d’elles; ç (x, x',...), f'(x, x', ...),... les indices de la lettre qu'elle fait succéder à . La substitution S“‘ A, ,, ,S fera suc-
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cédera la lettre dont les indices sont 5? (ar, x',...), y'(x, x',.. (mod. celle dont les indices sont ? (x+ i, x',...), ^'(x -t- i, x',...),... (mod. /«). Pour (|iie cette substitution soit l'iinè de celles de F, telle que , il l'aiidra évidemment (|u'on ait les relations
v(x4- 1, x',...)=o(x, n, <j»'(r •*- I, r',...)= ?'(x. x’ ,...)+ a',... (mod. mi.
On aura de même, si est la transformée de A, ,, par S,
y(x, b, f'{x, x' + i,...)^if'{x, x',...) 4- 6',... (mod. m).
D'ailleurs ecs conditions sont suffisantes pour que S soit permutable il F ; car les transformées par S de ebacune des substitutions „ , A„,,, .... appartenant h F, il en sera de même de la transformée de A, ,, • AJ,, , ... = A^,.,
On déduit dcsrclations ci-dessus, en posant 9(0,0,...)= <J, ç'(o,o,...j = d',
<f{x,}-,. . ,)=ax + hx' -i- i, 9'(x, x',. . .) = a' x i'x'-t-. . . + S'
On a évidemment
S= TAm. ,
T étant une substitution qui remplace x, x',... par ox -1- tix' -t- . . . ,
fi'x -t- (mod.m). Les substitutions permutables à F s’obtiennent
donc en combinant aux substitutions de F les substitutions de la forme T. Les dernières substitutions, que nous représenterons indifféremment par l'une ou l'autre des deux notations suivantes:
X <jx 4- hx' + . . .
j X, x’, . . . «X 4- bx' a'x + b' x'-i- ...... . |
forment évidemment un groupe, que nous appellerons le groupe linéaire ilu tlegré m" , el i\onl nous allons étudier les propriétés.
Ordre du groupe linéaire.
120. Cbcrebons à déterminer le nombre des substitutions S = I X, x',. . . ax bx' a'x - t'x'-4-. . . | du groupe linéaire du degré m”.
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Nous remarquerons, en premier lieu, que tous les systèmes «le valeurs «les eoeffieients a, b,...-, a', b',. ne sont pas atlmissibles^ car,- pour «|ue S représente une substitution, il faut qu’elle amène une lettre quelconque, dont les i'n«liees sont x„ æ-',,..., à la place d'une lettre uni«|ue et bien déterminée. Soient x, x' les indices de cette lettre : ils sont lit'-s à X|,x', ,... par les relations
«IX •+• 6x' x„ «’x -I- i'x'-i- . . . s:x'|,. . . (inoil.m).
Les coellicicnts a, b,...-, a', doivent donc être tels, «|ue ces relations déterminent sans difficulté x, x",..., quels que soient x., x'
D’après ce critérium, il est évident que l’expression
représente une substitution : de même pour les expressions analuj^ues
121. TiiFonÈME. — Toute substitution linéaire peut se mettre sous la forme 20, 6 étant une substitution dérivée des substitutions et 2 une substitution qui laisse tous les indices invariables , sauf le dernier d'entre eux, quelle multiplie par un entier.
Supposons, pour fixer les idées, qu’il y ait trois indices x, x', x-". Soit S=|x, x',x* ax -V- bx' -V- ex" , a'x -f- i'x' -i- c'x", <i"x -l- 6'x' c'x' | (inu«l. ni)
une substitution linéaire quelconque : a, b, c, m ne pourront avoir aucun iliviseur commun ; car, s’il yen avait un «x, un ne pourrait satisfain* à la congruence
(IX -I- 6x’-+- ex" = X, ( inod. ni )
toutes les fois que x, ne .serait pas divisible par p (2).
Otle condition étant satisfaite, on pourra déterminer une substitution «lérivée de B, y et de ses analogues, et qui remplace x par ax bx'-- ex".
En ctlet, la .substitution
prdtluira ce résultat, si l’on a
I X ft S + le' S' ^ a, é -«• /( I «- /i d — i'i' )= 6, (mo«l.ni),
I -i- h o ci' fs n, h^li — la, h'^c ( innil. m l
Or, soieni d le plus grand commun diviseur de c et de m, d, le résullal de la division de d par ceux de scs facteurs premiers qui divisent <j ou 6: si l'on pose / =z d,, k sera premier à d. Car soit q un facteur premier de d : s'il divise d,, il sera premier à b et ne divisera pas k. Si, au contraire, q ne divise pas d,, il divisera un seul des nombres a, b [a, b,c, m n’ajanl aucun diviseur commun); il ne divisera donc qu’un seul des deux termes b, d,a et ne divisera pas leur différence k.
Cela posé, m, k, c n’ayant aucun diviseur commun, on pourra déterminer (â) des entiers u, u', u" satisfaisant à la relation
mu i- ku' -J- eu" = I ,
et il est clair c|u’on satisfera à la congruence
1 Ad ci' 55» n (niuil. m)
en posant
i: — (n — i)«', d'_— (rt — I )«".
■Cela posé, on aura évidemment S = S,T. S, étant une nouvelle sulislitution qui laisse x invariable, et qui, par suite, sera de la forme
Posons d'ailleurs
on aura évidemment
S. = S,T„ tfoù S S, T, T.
On verra de même ([ue l’on a
S,-iT,T„
Tj et T, étant des substitutions dérivées de B,' et 1 une substitu-
tion de la forme
Le théorème est ainsi démontré.
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Tiiéorkme. -- Pour que l’expression
S = I x\ ... «X 4- bx' n' X b' x' .
représente une substitution, il faut et il suffit que le détemiinaut
soit premier à m.
i“ Cette condition est nécessaire. En effet, mettons la suLslitutioii S sous la forme 26. Son déterminant sera évidemment le produit des déterminants des substitutions 2 et 0. Cette dernière substitution, étant le produit de substitutions analoj^ues à qui ont toutes i pour déterminant, a elle-même I pour déterminant. D’autre part, la substitution
X, x' rx " O
a pour déterminant r. Donc S a pour déterminant r. .Mais r est premier à m\ car si r et wi avaient un divLseur commun p, il serait impossible de satisfaire à la conj'ruence
rx(’-” = x,"“'> ( inod. m )
lorsque ne serait pas divisible par p.
a® Cette condition est suffisante. Car si ^le est remplie, on pourra (2y sjitisfaire au svstèine des relations
Axs -r- X, -
au
dA
(inucl. m).
équivalent au système
nx O éx' . .a X. , n'x -e é'x' . .œ x', , . . . (mod. mj.
L'ordre Q(m") du groupe linéaire de degré m" est
Théorème
égal <(
[»j, «) ni*~' [m, n — i] m*
[m, oj désignant le nombre de manières différentes de déterminer o nombres inférieurs à m, et dont le plus grand commun diviseur soit premier à m.
Soient N le nombre des substitutions linéaires i, R, R',... qui laissent l'indice x invariable; T une substitution qui le remplace par «.i -t- A.r' t-... :•
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IcsiN subslitiitions, T, TH. TR',... rcinplaeeronlxparax+ 6x'-+-..., ctjouiroul seulf.s île celle propriélé; car soil U une subslilulioii (|uelcom{ue qui ail eel cflel : T~' l!, lais.iant x invarialile, apparliemlra à la suite i , R, R',...;
donc L' appartiendr.1 à la suite T, TR, TR'
I,cs' entiers a, b pouvant être choisis quelconques, pourvu (|ue leur
plus grand commun diviseur soit prcmieràm (121), seront susceptibles de m, /i] systèmes de valeurs; à cbacun d'eux correspondent iN substitutions : donc
Or les substitutions i, R, R',... sont de la forme
OÙ les n — I eoedicients a, a",... sont i|uelconqucs, et les coefficients b'. c',...; b", c", tels, que leur déterminant soit premier à m, ce qui peut se faire de manières distinctes : donc
N = d'où z= [m, n] m*~' ),
et par suite
= [m, n] ni*"' [m, n ^ i] rn'“'ü( /»*”’) = ■ • •
ce qui est la formule du tbéorème; carû(TO) est évidemment égal à [m, i].
Soit /7! étant premiers. On calculera ai.séineni
la quantité [m, tx]. En effet, il suffira pour cela : i° de compter les systèmes de valeurs (|u’ou peut donner li ix nombres inférieurs à m; a" de décompter tous les systèmes de valeurs, en nombre qui ont le diviseur commun /j, ceux en nombre ( qui ont le diviseur commun />,, etc.; 4” de
rétablir les systèmes de valeurs, en nombre ( — j^iiui ont à la fois les deux
diviseurs communs p cl p, ; car, après avoir été comptés une fois indilmeni, ils ont été décomptés deux fois; etc. On trouve ainsi
Remarques. — Il résulte des formules ci-dessus que, si qq', q cl q'
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élani (leux facteurs prenners entre eux, on aura
Soit en particulier m égal à un nombre premier p : [m. p.] se réduira à /)•*— I, et IK/*") “ '
résultat découvert par Galois et démontré par M. Betti.
Transformation des indices.
Soient
A = I a:, a:', . . . ax + bx' -H n' x + 6' x" |
une substitution linéaire entre m" lettres; et .soient
(i) ax + px'-h. . ., Ba'x -e 3' x' + . (mod. m)
des fonction.s. linéaires à coefficients entiers de x, a ’ en nombre égal à
celui de ces indices, et telles, que le déterminant de a, /3,..., a', jS',... soit premier à m. .A chaque système de valeurs des fonctions v, _y',.. . correspondra, en vertu des relations (i), un système bien defini de valeurs pour
X, xf ,....
Au lieu de distinguer les lettres les unes des autres par la variation des indices x, x',..., on pourra donc les di.stinguer par la variation de y, y',... considérés comme des indices indépendants; et la substitution .\ remplacera l’un de ces nouveaux indices, tel ([ue/sa-r •4- px'-i-..., par
a{ax éx'-t-. . .) -t- jî(n'x -e 6'x'-e. . .) -t-. . . .
Si Ton substitue dans cette expression les valeurs de x, x',... en y, y'
on voit que A remplace l'indice y par une fonction a, y -e h, y'-t-.... De même pour y',...; de telle sorte qu'on pourra écrire
Les coefficients a,, h,,... dépendent des coefficients a, h,... et de a, jS,.... Ces derniers coefficients étant en grande partie arbitraires, on pourra se proposer de les déterminer de manière à simplifier autant (|ue possible l'expression de la substitution A.
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126. Nous donnerons le nom de caractéristique de la substitution A au déterminant
a — K rt' ... I
où K est une (|iiantité arbitraire.
l’iiKOKÈME. — Le caractéristique d'une substitution linéaire n'est altéré par aucune transformation d'indices.
i" En clïet, supposon.s d’abord que les nouveaux indices que l'on prend à la plaee de a;, x',... soient les suivants ;
.V deviendra
iay , , \ a' r ,, , '
" +*r -*-•••)’ "IT *
et le déterminant correspondant sera
! aA A' — K
aA A' — K . .. '
2" Supposon.s en second lieu que les nouveaux indires soient ropeetivement
-t- 3x', r'râx',...
La substitution .V remplacera y, j''.... par
(rt e ?«').r -f-(A + j5A')x'-t-; . .= (a -i 3a')^ O- [A 1 ^A' — |î(a t- ,3a' ; a'x eA'x’-t- . — a' JS- f A'— 3a' )_»■'-( ........
Le déterminant correspondant est
I A-(-3A'— 3(a-i- pa') A'— 3 a'— K ... j.
■Ajoutons à chaque terme de la seconde ligne horizontale le terme corres-
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pondant de la piemiére ligne multiplié par la constante j8 (on sait que cela n'allcre en rien la valeur du déterminant) : le déterminant prendra» la forme
! a ^a' — K «' j 7» + jîft'— 3K 6' — k ... .
Diminuons maintenant chaque terme de la première colonne verticale du terme corre.spondant de la seconde colonne multiplié par jS : le déterminant se réduira k ,
Mais de même que nous avons démontré (121) que toute substitution linéaire peut s'obtenir en combinant ensemble les substitutions
I X, x', . . . x*“' X, x', . . . , rx"" ' I ,
de même on voit que toute transformation d'indices s'obtient en combinant les suivantes :
/=x-t x',j' — x', ...; _;-ŒX,j^'sEx'-+x,
X, J-" n= x' r"* ^ rx—
dont aucune n'altcrc le caractéristique de A, d'après ce que nous venons de voir.
§ III. — Fvcteühs nt; composition ou ghoupe link.virf..
!27. PnoBLÈ.ME. — Trouver les fadeurs de comfmsition du groupe linc'airei'i de degre ni".
PREViifR CAS. m esl divisible par plusieurs facteurs premiers différents.
Posons ni — qq' , q et q' étant premiers entre eux. Il est clair que les substitutions linéaires de la forme
S I x,x',... X -e 1/ ( ax -t- 6x' -f- . x'-t-v(a,x . ft.x' . | forment un groupe 11.
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D’ailleurs qq' élanl congru à o (mod. m). On obtiendra la même substitution en donnant, dans la formule ci-dessus, à a, a,, fc,,...,... deux systèmes de valeurs congrus suivant le module q'.
L'ordre de H sera donc égal au nombre des systèmes de valeurs de a, b,..., a,, b,,...,..., incongrus suivant le module q', qui donnent au déterminant de S une valeur première à ni. Il est d’ailleurs évident que ce déterminant est congru à i (mod. q*j. Donc, pour être premier à m, il suffira qu’il le soit à q'.
Or on peut déterminer deux entiers r, r‘, tels, que l’on ait
rq + r'q’ = i ;
4’cla fait, on pourra mettre S sous la forme
|j-,ar',... r'ç'a: -t- /;[(« -t- r)af-f-6x'-(-...)], r'q'x' i 7 [n, x rl.r'-t-...],... |.
On voit maintenant que pour que son déterminant soit premier à q', il faut et il suffit que le déterminant
a, b,-hr ...
soit lui-méme premier à q', condition qui se trouve satisfaite par ü(y'*)
systèmes de valeurs de a -t- r, b,..., a,, b, + r,.., auxquels correspon-
ilent autant <le systèmes de valeurs pour a, b,..., a,, b
De même les substitutions de la forme
S' = I X q' X b’ x' x' + q'{a\x '• 6', jr'-f- . . .. |
forment un groupe II', ayant pour ordre ü{y"),
128. Ixs substitutions de H sont échangeables à celles de H'; car, formant les substitutions SS,, S, S, et remarquant que qq'^o (mod. m), il vient
SS, s, s
X X q(ax -(- ia/ -t- . . . ) -(- qi[a'x -i- b' x' -i-. . .) x‘ x' q[a,x -\- b, x" -t- ...)-¥ q' {d,x + b\x' +.. .) .
Soient S,,..., .S,i,... les diverses substitutions de II; S’ S(. .... celles
lie H' : les substitutions de la forme S,, S',, seront toutes distinctes. Car soit
s,s'„.= s.s:., d'où S7’S. = S',s:r’.
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Kn vertu de celle égatilé, la substildtion S^'S, sera commune aux deux groupes II cl H'. Mais Imite subsütutiun commune ^ ces deux groupes doit remplacer je, x',... par
X -4- qq' (ax H- ftx' H- , . . ) si x, x' + qq' {a, x b, x' ^ x' , .
Klle se réduit donc à l’unité. Donc
S^ = S., d'où Sy = Sl-.
Le nombre des substitutions distinctes de la forme est donc égal à = 0(/n"), nombre total des substitutions de G. Donc toute substitution de a est de la forme S',. .
Cela posé, soient des indices en même nombre ipiex. x
et variables de o à tj_,\ considérons les substitutions
“= Ir.r'- îLla + clr + i/' ..],... | (iiiud.?')
respectivement correspondantes aux substitutions
S= X* r'ç'x'-i- j[a,x + (6,4- r)x'-l- ...y (mod. m).
Si l’on met dans 2, pour a, a,, 6 Icsiity'*) systèmes de valeurs
dont ils sont susceptibles, on obtiendra autant de substitutions essentiellement distinctes, toutes linéaires. Mais l’ordre du groupe linéaire ^ de degré q'" est précisément Donc toutes ses substitutions sont de la forme 2.
Les deux groupes H et £ sont isomorphes sans mériédriet car à chaque substitution de l’un correspond une seule substitution de l’autre: et l’un voit aisément, en tenant compte des relations
s O ( mod. 01 j, r'q' .r'q' ^ r'q'{t — rq)ss r'q' (mod. oi),
qu’au produit de deux des substitutions S correspond le produit de leurs correspondantes. Les deux groupes H et S sont donc isomorphes.
On voit de même que les substitutions de H' peuvent être mises sous la forme
X iq X i q' [{a' r' ) X b' x' -i- . . .] i S' x' rÿx' -I g'[a',x ^ (6', + r')x' 4-. . .) (mod. oi
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Cl que ce groupe est isomorphe sans mériédrie au groupe linéaire 5'. de ilegré l'oriné par les substitutions
i'— I z,z',... 7’[(n' r')j -I i | (niud.f i.
130. /,fj suite des facteurs de composition de G est formée des facteurs de composition de ü et de 5'.
Soient en effet /, /i.‘. les facteurs de composition de 5 : on pourra dé- Icrmincr une suite de groupes ,S, oc,... ayant respectivement pour ordre
illf), ü(?'") et tels : i® que eliacun soit contenu dans le
précédent et permutable à scs substitutions; a" qu’il ne soit contenu dans aucun groupe plus général jouissant de celte double propriété.
Soient de même .... les facteurs de composition de 5' : on pourra déterminer une suite de groupes ÿ, 3', OC',... ayant respectivement pour
ordres Ü(^),... et jouissant d'une double propriété
analogue à la précédente.
Cela posé, soient I, K,... les groupes respectivement formés par la combinaison de celles des substitutions de H qui correspondent.à celles de 3, x,... avec les subslitulions de 11’; I', K',... les groupes formés parcelles
des substitutions de H' (|ui correspondent à celles de 3', OC', Les ordres
respectifs des groupes G, I, K IL, I', K',... seront évidemment
li(/?r , jü(m" ,
Mais il est aisé de voir : 1® que chacun de ces groupes est contenu dans le précédent et permutable h ses substitutions; 2“ qu’il n’est eontenu dans aucun groupe plus général jouissant de celle double propriété.
En effet, considérons par exemple le groupe K. Soient S^S],. une quelronque de ses substitutions; S,S^. une substitution quelconque tle 1 : la substitution (S,S’)“' S,, S!, ap|>artiendra il K. En effet, celle substitution est égale à S."’S^S,.Sj''S,.S^ : or S,, ont pour correspondantes dans jj des substitutions 'L,, qui appartiennent respectivement à 3 et à X : 2, sera donc, par délinition, permutable à ce dernier groupe : donc if' 2,, i, appartient il oc. Sa correspondante Sr'S^S, appartient donc à K. Il en est de même de la substitution S^~'S,.S^. qui appartient à H'.
D’autre part, s’il existait un groupe L plus général que K, qui fût contenu dans I et permutable à scs .substitutions, il est clair que le groupe -t;_ formé par les correspondantes de ses substitutions serait plus général que OC, con-
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Icnu dans S cl permutable à ses substitulions, ce qui est supposé iiiipussiblc.
Les facteurs de composition de G seront donc, ainsi que nous l’avons annoncé/./, /',/;
131. Si ç, q' ne sont pas des puissances de nombre prenners, on raisonnera sur eux comme sur m, et l’on finira par ramener le problème au cas oü m est une puissance d’un nombre premier.
132. Deuxième cas. m est une puissance d’un nombre premier' telle que p‘ .
l^ problème se ramènera au cas où m est premier.
En effet, à cbaqiie substitution
S=|*-,x'.... ax -i- bx' -t-. .X , a' X + h' x’ -t- . . ... . | niud.//‘
du groupe linéaire G de degré (/»*)” faisons correspondre la suivante : a/ é/' -t- 6'/ I (iiiod.y^).
L’ensemble de ces substitulions 2 donnera le groupe linéaire f? de degré p". Il est d’ailleurs évident qu’au produit de deux substitutions quelconques de G correspond le produit de leurs correspondantes. Le groupe Ç est donc isomorphe à G.
Soient /, /,,... les facteurs de composition de ff; 3, 3t,..., i une suite
de groupes ayant respectivement pour ordres G {/>"), 7. lî (/>*), i 12 (c'y
J JJ
et tels ; 1° que chacun d’eux suit contenu dans le précédent et permutable à ses substitutions; a° qu’il ne soit contenu dans aucun groupe plus général jouissant des mêmes propriétés. S,oienl I, K M les groupes respective-
ment formés par celles des substitutions de G dont les correspondantes appartiennent aux groupes 3, ne 1 . Ils contiennent respectivement
jil.{m''), jj tt{m"),... substitutions : car chaque substitution de correspond au même nombre de substitutions de G; donc les substitutions .3, oc,..., formant la /""'' partie, la partie, etc. du nombre total des substitu-
tions de <?, correspondront à la /"'"', à la 'partie, etc. du nombre total des substitutions de G.
Cela posé, on voit, comme (130), que les groupes G, I, K,..., .M forment une suite telle : 1° que chacun de ces groupes est contenu dans le précédent et permutable à ses substitutions; 2° qu’il n’est contenu dans aucun groupe plus général jouissant de celte double propriété. Donc les facteurs de romposition de G seront /, /,,... et les facteurs de composition de M.
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t33. Cherchons à délcrniiner CCS derniers fadeurs.
Celles des substitutions do G qui ont pour correspondante l'unité, les- (juelles constituent le groupe M, sont évidemment les suivantes :
T = |j:,x',:.. .X + p{xx + + ...y, x' -i p{a' x ^'x' + \ (mod./»*j,
Pt chacun des n“ coedicients «, a', jî’,... pouvant prendre toutes les
valeurs possibles entre zéro et i. le nombre de ces substitutions sera
Soient T', T deux de ces substitutions, on voit sans peine qu’ou a T'T’ = T T'.T„
T, étant une substitution de la forme
T, 7= I X, x',. . . X -(-/»’(«, X + p, jt' + (inod.p*;-
On aura de même, entre une .substitution T, de cette dernière forme et une substitution quelconque T* de la forme T, la relation
TJ* =T'r,.T.,
T, étant de la forme
T, = |x,x',... X P’ [a, X + p, x' + . ..), x' 4- X + ^',x' + ... ,... I (mod.|)‘ ,
On continuera ainsi jusqu’à ce qu’on arrive aux substitutions
'X x-+-|é— ( Xi-. x-e p-._,x' + ...), I Ti_, = I X' x’-t i^'<yx,_,x4 x' ! (mod.p‘;,
(]ui seront échangeables à toutes les substitutions T. ■ ,
On remarquera enfin que les substitutions de M sont permutables à chacun des groupes M,, M,,... formés respectivement par les substitutions des
formes T,, T, En effet, l’égalité T,T'«=TT,Ï,, par exemple, montre
que la transformée dis. T, par T' est égale à T,T„ et [lar suite aiipartieiit au groupe M|. • • '
I3i. On déduit aisément de là que les facieun de composition de M sont tous e'paujr à p.
Eu effet, soient \ une substitution de M qui n’appartienne pas à .M,. A' la première de ses puissances successives qui lait partie de .M, : les substitutions de la forme .\fT,, où p < r, sont toutes distinctes; car d’une re-
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Inlioit Irlle que A^’T, = A^T, , ou déiluirait Af‘’ = T,Tr'- t‘e <|ui csl iinpossii.lo par hypothéfic (p «I <7 élani moindres que r). à moins qu’on n'ait 0 =i T, d'oji T, - T, . On peut d’ailleurs supposer r premier: car si l’on avait fr- r, Tj, r, élant premier, on pourrait choisir h la place de A la sulistiliition A’^', dont la puissance r, se réduit à la forme T,.
Si..M contient i|uelque siihstilutinn qui ne soit pas de la forme A^T,, soient B l’une d’elles. B’ la première de ses puissanres qui se ramène à ectie forme: les siihstilutions de la forme B’Ai^T,, où î < r, sont évidenimenl toutes distinctes. On peut d’ailleurs suppo.ser s premier. Si .M contient i|iielque autre substitution, on continuera de même jusqu'à ce i|u’nn en ait épuisé le nombre. Supposons, pour fixer les idées, que les .substitutions de M soient toutes de Ja forme B',\^T. Les groupes formés respeetivement des
substitutions B^.A?!,, .\^T,, T, ont pour ordres ii = j. ~ Donc s
et r divisent Si, et par suite sc réduisent à p. D’ailleurs ebacun des groupes ei-dessus est rontenu dans le précédent et permutable à scs siibslilntions. Car on a, par exemple.
Il \t r,li 11 ' \' R II T. Il; mais on a une égalité de la forme
AtB-R\»r,, doù ll-\Mli^ \ir.,
T, appartenant à M,. D’autre part, on a une égalité de la forme
T', appartenant encore à M, : donc
Il ‘VT, B - vir.r,.
Donc le groupe forme par les substitutions de la forme .V^’f, est perniulable à B ; il l’est d’ailleurs à ses propres substilutioiis; donc il l'est à loules les substitlilions île la forme B’ .A** T,.
Donc les facteurs de composition de M .sont r— s = /», et les facteurs de composition de M,.On voit de même que les faeteurs de composition de M, sont égaux, les uns à p, les autres .à ceux de etc.
TboisiImk r,*s. m e%l un nonihre premiet p
Soient a, fi,... les facteurs premiers, égaux ou non, jilont le produit
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donne/; — t; r une racine primilive de la congruence r'’ i (mod./;);
Ga^.... les groupes partiels formés par celles des substitutions de G dont le déterminant est une puissance de r*. /•*^...; enfin G, , = F celui formé par les substitutions de détenninanl i.
Soient J le plus grand commun diviseur de n et de/; — i; a', p’,... les facteurs premiers, égaux ou non, dont le produit donne d; r' une racine primilive de la congruence r'®= — i (mod./;); Il, H,-, II,’-,-,... les groupes formés par les substitutions qui multiplient Ions les indices par une même puissance de r', par une même pui.ssance de r'*', eic.
TiiéoaéMF. — IjCS facteurs de composition de G sont a. ,5,..., a, (S',... (fi moins quan nait /f — a’ ou
Il est clair que les groupes
ont respcclivetncnt pour ordre
at/f] ü(p")
_ . — -, — , . • ■ , a ap
el que les substitutions de cbacun d’eux sont permutables à celles du suivant. D’ailleurs les nombres a, ,3 a', étant premiers, on ne peut
intercaler entre G, et G,(i, par exemple, aucun nouveau groupe qui soit contenu dans G, et contienne G,«i : car son ordre devrait être à la fois un divi-
' seur de et un multiple de ee qui est absurde, jS étant premier.
Si donc on établit qu’on ne peut intercaler entre F et H aucun groupe plus général que II qui soit contenu dans F et permutable à ses substitutions, le tliéorème sera démontré.
Pour établir cette proposition, nous montrerons que si, un groupe. I plus général que II est , contenu dans F et permutable à ses substitutions, il contiendra nécessairement toutes les substitutions de F.
i:if>. Supposons, pour fixer les idées, n = ü. Soit
S = I X, x', x" (IX ! hx' f ex", a'x + fc'x' c'x", ti’x t- b’ x' i- t'x" |
une substitution de I qui ne fasse pas partie de II et qui, par suite, ne multiplie pas tous les indices par un même facteur.
On vérifie sans peine que les substitutions de H sont les seules substitu-
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lions lin<‘air<>s i|ni soinnl échangeables h ta fois à toutes les substitutions
Supposons donc, pour fixer les idées, que S ne soit pas échangeable à La sul>stiUition = T ne se réduira pas à l’unilé et ap-
partiendra il I. car S appartient par hvputhèse à ce groupe ainsi que sa iransforinéc (Bj.,j< appartenant au groupe P). Mais il est aisé de
voir que celte substitution est de la forme
I X, x', X* ax 4- px' yx", x' — a' X, x' — a" X |,
X étant la fonction linéaire que S“‘ fait succédera x'.
137. Cela posé, si l'on a à la fois a' — a’^o, on aura asri (le déterminant de T devant se réduire à i), et l’on pourra supposer i , 7 — o. Car admettons que cela n’ait pas lieu : |2, 7 ne peuvent être à la fois congrus à zéro, T ne se réduisant pas h Punilé. Soit par exemple 7^o(mod.7>) : on ramènerait T à la forme voulue en prenant pour indices indépendants, au lieu de x, x', x", ceux-ci : x, fix' + yx" et x*.
Soit donc
P contenant la substitution
et scs analogues, 1 contiendra les transformées de T par ces substitutions, puis les transformées de ces transformées, etc., substitutions parmi lesquelles SC trouvent évidemment toutes les suivantes : Bx,;^
Or ces substitutions, combinées entre elles, reproduisent toutes celles de P: car toute substitution linéaire V est de la forme XB (121), & étant dérivée de ces substitutions et Z une substitution de la forme
Z = I X, x', x' X, x', rx" |.
Si l’on veut en outre que cette substitution appartienne a P, il faudra que son déterminant r soit égal à i ; d’où Z = i , V = ©.
138. Soit au contraire a'^o(mod.^). Prenons pour indices indépendants, au lieu de x, x', x", ceux-ci : x, x', x' — ^ x'^u : le nouvel in-
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ilicé a n'cUinl pas altéré par T, celle subsliluliüii prendra Une luriiie telle r|tic la suivante ;
[ x,x',u «.«■ ~ hx' t- eu, !t' X b' x' ■+■ t' U. « |.
1® Si e et c ne sont pas nuis à la fois, 1 contiendra la sûlistilulion
T 'B,,.', I r, x'.H . x — ru, x'.-c’u, u ],
lai|uellc diflcrc de l’imite. Supposons par exemple que c ne suit pas nul; prenons pour indices indépendants — y, x' — ;i, h : T prendra
la forme
et, combinée à ses transformées par les substitutions de T, reproduira, comme dans le cas précédent, toutes les substitutions de T.
a" Soit au contraire :_o. I.a substitution T ne se réduisant pas à
l'unité, on ne peut avoir à la fois o=sA' - 1, Soit par exemple
(a — i) 5 O ou (mod. />) : I contient la substitution
T“' BJ'„ TB.,. = I .r, x', « x — l a — i)a, x' — bu, u
et l'on peut achever le raisonnement comme dans le premier cas.
139. La démonstration ci-dessus s’applique évidemment à tous les cas oü le nombre des indices surpasse a; il nous reste à examiner le cas de deux indices .seulement.
Soit donc n ~ 2, et soit S une substitution de I qui ne multiplie pas les deux indices par un même facteur. Il existe évidemment une fonction v des indices x, x' qu'elle ne multiplie pas par .un facteur constant. Soit v la nouvelle fonction par lai|uelle S remplace v : prenant v et y' pour indices indépendants, S prendra la forme
S Ir. r' r'< l<
et c .sera congru à — 1, S ayant i pour déterminant.
I® Si rf^o(mod./)), r contient la substitution _
I r. r' ar--*''rl>
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t'( Il contiuiidra
L -=T-' ST.S =• I — à".»-. — rf I t x' i
Il conliemlra tlonc H. Or si l’on pose en parliciilier a = i et si l'on reniplace par un autre indice z-~\dy (ce i|ui peut se faire si /; > a), L’’ prend In forme suivante
et, cüriibinee à ses transformées par les T, reproduit tout le groupe I'.
2" Soit au contraire d ^o. Si /^ > 5, on peut choisir a de telle sorte que a* 5 1 (mod./<): soit /Sun entier tel que l’on ait
• 3(a' — 1)^1 (mod./));
I contient lu substitution .
(Br; LB, /U-'/= B, ,-.
laquelle, combinée à ses transformées par les substitutions de F, reproduira encore le groupe F. -
Soit enfin d = o ei p = 5. Prenons pour indices indépendants
z = iy-^-y', z's; ~3y + y',
S prendra la forme suivante
I z.z' •.'.3, — 23' I, et I contiendra la substitution
S.Br'.S-‘B,v- B.:,..
laquelle, combinée à ses transformées par les substitutions de F, reproduira ce groupe.
HO. Il ne reste plus qu’à examiner ce qui arrive lorsque /j" se réduit à 2’ ou à 3’.
Or si p"= 2’, on vérifie immédiatement que les substitutions , du groupe linéaire G, dont l’ordre est (2’— i)(2’ — a) =6, sont permutables au groupe partiel d’ordre 3 formé par les poi-ssances de la substitution I æ, x' x', X ad |. Les facteurs de composition cherchés sont donc 2 et 3.
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Si ff— 3’, on vôrilicia de même: i® que les suhstitulions île G, en nombre f 3’ — I ) (3’ — 3} = '|rt, iléi'iveni des suivantes : _
2 " que les groupes
A, B, C, 0. E. (B, E. t>, Kl. (C. 0. E), lO. Ej. (E
ont res|ieelivemcnl pour ordre 4^, a4. 4* *1'>® chacun d'eux est
permulabic aux subslilulions du précédent. Les facteurs de composition cliercbés seront donc a. 3, a, a. a.
§ IV. — (illOtrPES PRIMAIRES.
131 . Un groupe U, contenu dans le groupe linéaire du degré m", est dit primaire, lorsque ses substitutions, combinées au groupe K formé des substitutions
donnent un groupe primitif.
// n’existe aucun groupe primaire si rn n'est pas un nombre premier. En effet, .soit P un diviseur de m-, répartissons les m" lettres considérées en systèmes, en groupant ensemble celles dont les indices, divisés par p, donnent le meme système de restes. Il est évident que toute substitution linéaire, ain^i que toute substitution de F, remplacera les lettres d’un système par celles d’un même Système. Le groupe dérivé de ces substitutions n’est donc pas primitif.
I 32. Soit maintenant m égal b un nombre premier p : on aura ce tbéori-me :
Théorème. — Pour que le groupe F soit primaire, U faut et il suffit qu’on ne puisse dàerminer aucun système de fonctions distinctes y, y',... des indices X, x',..., aP~‘, en nombre moindre que ces indices, et jouissant de la propriété que chaque substitutions de F remplace chacune des fonctions y, y’,... par une fonction linéaire de y, y',....
Dos fonctions y, /',... sont dites distinctes si elles ne sont liées par aucune
relation linéaire (elle que ^
. r}- + r' }•' -t- . . ■ s= O I iiiod. i>
143. I* Cette condition est nécessaire. En effel, supposons qu’elle iic soil pas remplie. On pourra prendre y, y'.... pour indices indépendants, à la place d'un pareil nombre d'indices de la suite x, x’,..., x"''. Soit en ellel y. ■ ax ■+ jîx' -h... : l’un au moins des coenieienisa, (3,..., par exemple «,
différera dc'o (mod./;), cl l'on pourra évidemment prendre y, x', T’ '
pour indices indépendants à la place de x, x' x"'*. Exprimons y' en
fonction de ces nouveaux indices; soit y"' ^.ar'y -f- |B'x' 4- Comme, par
liypothèsc, y' et y ne sont liés par aiirune relation linéaire, l'un au moins
des coefTicients par exemple différera de o (mod./<). On pourra
donc prendre y, y',..., x"*‘ pour indices indépendants à la place de y. x' x” etc.
Cela posé, les substitutions de ]' prendront la forme '
I r,y',..., x“ ’ ay-e 6y «'y + é'y'-t-..., .... n‘~'y-e 6""'y'+-...-e<f ' ' |,
et celles de F, accroissant évidemment de quantités constantes les <|uaniilés y, y',... fonctions linéaires des indices primilifs. prendront la forme
Si maintenant l'on répartit les lettres en systèmes, en ÿtroupanl en.semlile celles pour lesquelles y, y',... ont le même système de valeurs, il est clair que chaque substitution de T ou de F remplacera tes lettres de chaque système par celles d’un même système. Le (troupe dérivé de ces Huhslitulioii.^ n’est donc pas primitif.
144. 3" Cette condition est suffisante. Car nous allons démontrer qu’elle ne saurait être remplie, dans l’hypothèse où les substitutions de F, comhinées avec celles de F. ne formeraient pas un groupe primitif.
Considérons deux lettres quelconques appartenant à un même système, et soient respectivement x„, x'„, x’„,...; x, 4- a„, x’„4- sr',... . les va-
leurs des indices qui les caractérisent : F contient la suhsliluliun
qui remplace la première de ces lettres par la, seconde. Cela posé, la suhsti-' lotion .S„ remplace une lettre quelconque x,, x',, x", ... par une lettre
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.J-’, -i x\+ laquelle appartiendra néeessaircnienl au
luêuie système.
Kn effet, eotisidérons la subslitutiun
lillc reiuplaee les (leux lettres ,r„. .r'„. et J*-*- a’„,
respeelivement par x,, x, et x, -t- a„, x’ -k a', et
eoniuie les deux premières lettres appartiennent à un même système, il en est de même, par liypotlièse, de celles qui leur suerèdent.
Iktnr F ronlirnl (les suhslilulivns telles efur S,, qui ne dèphtcent pas les i>.vtemes et sont differentes de l'imite. ^
I i.'i. Suit
une de ees substitutions : l'une au moins des constantes a,, dit-
fere de o (mod. p); soit par exemple sr„5 o (mod. /)]. Prenons pour indires indépendants, au lieu de x, .t', .r",..., les suivants :
V — X, y' — x’ — — X, r' r • X, . . . niud. /> .
La substiluliun S„ prendra la forme.
et relies de F prendront la forme générale
Les puissances de S„ ne d(’-jibirent pas les systènu-s : si F rontieut une substitution nouvelle
dillèrente de relles-lâ et (jui ne déplace pus les systi'ines, la substitution' .
S, s, >• — j y, , y' .. . . v' jî',, y" 'i'„. . . j
ne les déplacera pas non plus, et comme par hypolbè.se elle ne se réduit pas à l’unité, l'un au moins des çoelTicients jS'„, sera différent de o(iuod./>). Soit par exemple jS'„ < o ( mod . . Prenons pour indices indépendants, au
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lieu (le y, y', y“ les suivants :
s=?,r. i'iST^y-, Z =)■' (mod./>).
Pt
On aura
les substitutions de F prenant la forme
Les substitutions de la forme SI S* ne déplaeent pas les systèmes : si K contient une substitution nouvelle S„ différente de celles-là, et qui ne les déplace pas non plus, on pourra déterminer comme précédemment une transformation d'indices qui mette S„, S,, S, sous les formes suivantes :
S, = I «, H I, II', . . j,
8, = I M, II', M, u'-t-i,
S, = I U, tt", . . . -4- I .... I ,
les substitutions de F étant de la forme
I II, II', u",. . . 11 + 3, II' + 3', u" + 3" ,, . .
On continuera ainsi jusqu'à ce qu'on ait épuisé le nombre des substitutions (|ui ne déplacent pas les systèmes ; on atteindra toujours ce résultat avant d'avoir épuisé le nombre total des substitutions de F; car ce groupe, étant transitif, contient des substitutions qui permutent les systèmes entre eux.
146. Supposons donc, pour fixer les idées, que les substitutions So, S, et leurs dérivées S% soient les seules dans F qui ne déplacent pas les systèmes, et soit
une quelconque des substitutions de F. Les transformées de So, S, par 1 ne doivent pas déplacer les systèmes, et d'autre part elles doivent faire partie de F : elles sont donc de la forme SJSÎ. Soient donc
S,2 = S^S^, 2-S,2 = Sî'S
lies relations, pour être satisfaites, exigeront, entre autres conditions, les
IJi
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suivantes :
L(‘s roiu'liuiis sont donc indépendantes de - et de 3'. Donc 2 rem place les indices i",... par des fonctions de ces seuls indices. Donc la condition imiiquée au théorème n’est pas remplie.
S V. — l'oRMK CASOrtlQUR DES SUBSTITUTIOSS LISÉAIRES.
l-i7. Soient G un groupe linéaire de degré ff (p étant premier): A = I Æ-, x', . . . ax + bx' + . . . , a' X -i- b’ x’ -i- |
l’une de ses substitutions. Proposons-nous de la ramener, par une transformation d’indices, à une forme aus.si simple que pos.sible.
.V remplace la fonction linéaire
par
y-^xx -t- ^x' -t- . . .
a[<ix -e Ax' 3( a' X I- A' x'
expression qui se réduit à K v si l’on a
(1) aa -t- 3a' -t- . . . !>â Kot, xb t- ^A' t- . . . as K^,. . . (mod.p).
Ces relations détermineront sans ditliculté les rapports des quantités a, ^,... si la constante K satisfait à la congruence
la — K a' ... I
A A'- K ... “O (mod.p).
Cette congruence, que nous appellerons congruence caraclerislu/ue de
est du degré n, et peut avoir jusqu'il n solutions difl’érentes, K„. K
K,_|. Soient dans ce ras a„, |3o,...; a,, ,3,,...;... les systèmes de valeurs correspondantes des a, ^ on verrait ai.sément que les fonctions
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sonl (Jislincles. En Ins prenant pour indices indépendants, on ramènerait la subsliliilion A à In forme simple
Mais le nombre des racines réelles de la congruence en K peut cire inférieur à 71 : on SC trouve donc naturellement conduit, pour généraliser les résultats, à introduire les racines imaginaires dont il a déjà été i|uestion au Livre I".
148. Décomposons le premier membre de la congruence en facteurs irré-
ductibles. Soient F un de ces facteurs, / son degré : F étant égalé à o (mod./i) donnera / racines imaginaires distinctes, K„, KC = K = satis-
faisant toutes à la congruence
K (niu(l./>).
\ chai|ue valeur de K, telle (|ue K„, correspondront un ou plusieurs systèmes de valeurs pour les rapports des quantités a„, (3„,..., en vertu des relations (2). Si ces rapports sont complètement déterminés, les diverses fonctions y„= a„x-y^„x' + correspondantes à la valeur K — K„sont toutes
des multiples de l'une ijuclconque d’entre elles : mais il peut arriver que le système des relations (2) présente quelque indétermination: même en ce cas. il est clair que les diverses fonctions y relatives à cette valeur de K .seront toutes des fonctions linéaires d'un certain nombre d’entre elles, y„, y’„,... qui soient distincifs, c’est-à-dire ne soient liées entre elles par aucune relation linéaire
'■'.y', -e . , - O (mod.p),
r„, r’„,... étant des entiers réels nu complexes formés avec l’imaginaire qui a été introduite.
Les cociricients de chacune de ces fonctions étant des fonctions
rationnelles de Ko, qui ne sont déterminées que par leurs rapports, on peut les supposer entières, et réduites au degré / — i au plus au moyen de la congruence du degré / à laquelle K„ satisfait.
149. Soit U„ = /{x.x',..., K„) une fonction linéaire quelconque de .r, x',... dont les coefficients soient des entiers complexes formés avec l’imaginaire K„. La substitution A remplacera évidemment U» par une autre fonction de même forme V„= yfx, a-',..., K„).
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Cda posé, A renyilacera chacune des fonctions \}^=:f[x, xf Kp), ‘onjii-
jfuèes de U„. par les fonctions Vp = ç(x, x',..., Kp), conjuguées de Vp.
lin cffcl, ordonnons les divers termes de Up et de V„ suivant les puissances de Kp, et soient
U, U U/-I , V, e, vv_, étant des ronetions réelles de x, x',....
Pour que la substitution réelle A remplace üp par V„. il faut évidemment
qu'elle remplace séparément u, u par v, e Donc elle remplacera
l'p = « -(- «, Kp KJ“' par Vp = e + e, Kp »>_, K|“‘.
En particulier, les fonctions -jae A multiplie /mr Kp sont les conjuguées de celles qu elle multiplie par s’exprimant linéairement au moçeti
de _y„. _Vp, . . . , leurs conjuguées s’exprimeront linéairement au moyen de
vr',
Les fonctions y„ y„, y^, y\ sont toutes distinctes. Car
supposons qu’on ait entre elles une relation linéaire telle que
{ 3 ) r. y, + r', f, -h s, y, -t- t, y, sso,
t,. /j étant des entiers réels ou imaginaires.
La substitution A transformera r,y, -4-r]y\-h s, y, ■+- t, y, en
Celle expression doit être identiquement congrue à o (mod.^). Si on en re- Iranclie le premier membre de la congruence initiale multiplié par K,, il viendra
(K, — K,)(r,y, -I- /.y-'J-t-fK,— KJj,y. — o.
La substitution A transforme cette congruence en
(K, — K,) K,(r,y, -t- r', y',) + ( K, — K,) K,»,yi o.
Si de cette dernière relation on retranche la précédente multipliée par Kj, il vient
(K, — K,)(K, — K,)(r,y, -t-r',y',) = o, ideulitc qui peut être mise sous la forme
m, y, -+■ ni, y, s— o,
m,, m\ ,... étant des fonctions de l’imaginaire K,. Remplaçant K, par sa con-
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juguéü K„. oe qui ne (rouble pas l'identité, il viendrait
m.jr, 4- m',/, = o.
Les fonctions r,, ne seraient donc pas distinctes, comme nous l'avons supposé.
131. Les fonctions Vo, y„, Vf.y, étant distinctes, peuvent être prises pour indices indépenilants h la place d’un nombre égal des indices primitifs x, x' a;"”' (H3) ('). Cela fait, et m étant le nombre de
ces fonctions, la substitution k se trouvera r^luite à la forme
X“ + bT ■¥■ .
..4-c7x-' d'Ty. 4- «7/.
0^' X" 4- x^‘ ff- .
..-4- c7"‘ X"-' 4- rf;-' /«4- e7"'y,4-..
Celte forme est compliquée d'imaginaires; mais il serait facile de les faire disparaitre. En effet, groupons ensemble dans l'expression de cbucun des indices y,, les termes qui sont multipliés par la même puissance
de K„. Soit
,r, = Y. 4- K,Y, KJ-’Y/^,, /. = Y, -e K.V, -e . . .4- K'-'Y;_„. . on aura, en changeant K en Kp,
Les fonctions distinctes _y„ Vp, peuvent donc s’exprimer en fonction d’un nombre égal de fonctions réelles Y’,, Y', Y',_,, Y",,.
Y",,..., Y'i_,,...; ces dernières fonctions seront donc elles-mêmes distinctes, et pourront réciproquement s'exprimer en fonction de y„,. y, par rinver.«ion des relations linéaires qui les lient à ces dernières quantités. Prenons Y'„, Y Y'/_,, Y"„,..., Y",_,.... pour indices indépen-
(*} Il semble à peine nc€e&&airo de faire remarquer que les indices supérieurs doni plusieurs lettre sont afTerti'es dans ce |Yassage ne sont juts des exposants.
MK
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liants à la place de y,, y, y^, /, — La subslilution A. remplaçant jp, y, par des fondions de ces seules <|uantités,
remplacera chacun des nouveaux indices Y„, Y, Y,. Y'„, Y', Y)_,,...
par une fonction de Y„, Y Y/_,, Y’„, Y',,..'., Y)_,,... seulement. Elle
remplacera en outre x" par la fonction
en désignant par dY„ -i sY', -r- . ■ . 4- d' Y'„-r . . . ce que devient la quantité
rf"' V, -+- eT.v'n -é • ■ • lorsqu’on y substitue pour y„, y, y
leurs valeurs en Y,, Y, Y'„ Cette fonction doit être réelle, et comme
les indices x”, Y’„, Y, sont tous indépendants les
uns des autres, il faudra que chacun des coefficients o7> K--"' £•••••
soit réel. On verrait de même que chacun des coefficients a"'' < '
sera nécessairement réel.
152. Soit ). le nombre des fonctions distinctes y„, y, La substitu-
tion .Y a pour congruence caractéristique
D'ailleurs la trausl'urmatiou d’indices n'a pas altéré le premier membre de cette congruence (126) : donc son premier membre était divisible |iar (K„ — K)’ {K, — K)’... = F*, et le produit de ses autres facteurs irréductibles était égal au déterminant
fi7- K /»7 ... I
< ' ly,-' ... k
Soit F' un (|uclconque de ces facteurs (si le déterminant est encore divisible
par F. nous choisirons de préférence ce dernier facteur). Soient K’, les
racines de la congruence F' = o, la substitution
^ cT* • ' ^
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pourrai), il’aprês ce <|iii précède, se meure sous la forme
X"»*' -t- . . . C7"™ X" * -t- fouet. Un. do (3„ z, 3 )
aî“'x”‘*' -t- e^' x""‘ -i fond. lin. de (3„ s',,. ï )
eÇ*”' c^' étant dos coeflicients réels, et a,, s, étant les
fonctions linéaires distinctes que la substitution C multiplie respectivement par Kg, K',,...; fonctions dont les coefficients sont des fonctions entières de Kg, K',,... et des cocfUicients cj'‘.
Si l'on applique la même transformation d’indices à la substitution .V, elle deviendra évidemment
K'.3. fond. (^„ y,,..
K',3’,-i- fond.
■ ■ • y'tt • • • ï
K', 3, -1- fond. (/., .
. H- cr*~ X"-’ -(- fond. (y„ /„ 3„ s„ . .
. . a- rï-'x*-' -1- fond. (.n,.r', yi,---,z„ z’,,..
On pourra maintenant lui appliquer la transformation qui simplifie la substitution
Continuant ainsi, on arrivera finalement è ramener la substitution A à la
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rorine suivante :
! r- iv 'v,/
Zft • • •
Ztt • • •
K* «. -h Vf,»
• *. Vil y,.. . s*,. .
où. pour plus (le nclteté, nous avons mis sur une même ligne les indices analogues.
153. La réduelion ne s’arrête pas là. Supposons en eflêt, pour fixer les idées, que les deux facteurs F', F" soient égaux à F, mais que le suivant F' diffère de F. On aura Ko = K'„=K„ : au contraire, les racines de F"=o seront essentiellement distinctes de celles de Fso. Remplaçons chacun des indices e,,... par on nouvel indice iv, de la forme suivante :
ic. = c, p, U, H-. -I- T. Z, + . . . + 17, Z, -I-. . T,/.-+-T, .r', •+. . .-I- —
il est clair que .V remplacera par une fonction de la forme •'T'c. -t- r»- • - , z„. . Z, « ).
(iela posé, il existe une manière et une seule de choisir les indéterminées P,y>> 5i T», t'o Tl.-”, de telle sorte que la fonction x” s’évanouisse. En effet, les coeflicients respectifs de a, z,,..., _v,.
y'n y dans cette fonction ont les formes suivantes :
(K7— K,)p, -I- a, (K7— K.) cr, -+- ép, -(- c, (K"— K,) a, (/p, -i- e
et, en les égalant à o(mod./j), on déterminera successivement les valeurs
de P s, a,,... sans impossibilité ni amhiguîté, les multiplicateurs
K'— K,, K"— K,,... étant tous différents de o (mod./>).
15i. Les nouveaux indices rv, ainsi substitués aux e, dépendent
de V,,..., U,,..., y», y'o,..., y qui sont eux-mêmes liés
aux indices primitifs par des relations contenant les deux imaginaires K„
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t‘l K„. Il semble dom’ au premier abord (|uc les expressions de eu
fonction des indices primitifs |iuissenl contenir h la fois ces deux imaginaires : mais on voit aisément t\u elles ne contiennent d'autre irmininaire que K;. •
Kn effet, nous avons vu {151 ) (jue les indices imaginaires r,, v'n.*--. v,,
y'i .... dépendent d'un nombre égal de fonctions réelles Y,, Y , Y,, Y',
et réciproquement. De même lesz„ z ; dépendent d’un nombre
égal de fonctions réelles Z Z,,...; U,, et réciproquement. Kntin
. e. e déperidront de même de certaines fonctions réelles V„ V,
Soient e„=/(V, V e, ==/, V ces relations:
V, V V, e,,...),... les mêmes relations
renversées. Prenons pour indices indépendants les fonctions réelles ci-tles-
sus : il est clair que la substitution A remplace Y„, Y’, A',. Y',...:
Z, Z,,...; U„,... par des fonctions de Y'„, Y'„ Y,, Y',...; Z„ Z,,...:
r,,... seulement et V, V,,... par des fonctions de la forme
nV, + ... -t- éV. — ronct.( V., V,,. . . , Y., . : Z Zi, L ).
I.es imaginaires ajant été éliminées, les coeflicients de ces fonctions seront tous réels.
On peut maintenant se proposer de remplacer V, V par d’antres
indices W,,.... \V, de la forme
W, s V, fonct.{ V„ V V„ Y',,. . .: Z Z„ . .; l!„. . :)
et choisis de telle sorte que les fonctions par lesquelles .4' les remplace .se réduisent simplement à la forme
(J W, O- Il W , -t- ... .
Ce problème comporte toujours un système de solutions et un seul. Kn effet, on y satisfait évidemment en remplaçant
par
",=/'(«• ic j \V, ., ic...
Réciproquement, soit fWo [W,J,... un système quelconque de solutions de ce problème : prenons pour indices indépendants j„, r'„
v,, y',,...; î. î ; u„,... avec [«<„]=/( AV,],..., [\V,
f\V,j,...),.... 11 est clair que la substilulion A rcm-
|)laCC|-H ftVoJ,...
moni : mais w.
V. 4- fond.; r., y,,. .Vi. * î
et le .seul système de fondions de cette forme (|ue .V remplace par des expressions dont y',, y', v,, v', ... .; î»,..., a,... .; «»,... aient disparu est relui
des ty,,..., w, Donc fiy,] [ty,],... se confondent avec w,,...,
et par suite \V« fW,],... avec W„ W,
Cela posé, la substitution étant exprimée au moyen des indices indé-'
pendants Y,. Y'„ Y,, Y' ; Z,,..., Z ; 1' ; V V,...., on
pourra obtenir Wa W,,... par la métbode des coeflleienls indéterminés.
Il faudra résoudre pour cela un système de relations linéaires à cociBeients
réels : les fonctions W„ W sont donc réelles; il’autre part, les eoef-
lieients des fonctions V,,...) /i{Y„ V,,...),... sont des
fonctions entières de la seule imaginaire Kô: donc u’o= \ " j
= /. (W W ),... ne contiennent i|ue celte seule imaginaire.
Remarquons en outre qüe les indices c étant des imaginaires
eonjuguties, il en sera de même des nouveaux indices u'» ir,.... par les-
quels on les remplace.
La substitution A sera ainsi ramenée à la forme
où les indices sont répartis en systèmes tels, <|iie les indices «le chaque système soient remplacés par des fonctions linéaires des indices du même
système ; le premier système comprenant les indices y,, y'„ yi-y'i'
Za,..., s,,...; relatifs au facteur irréductible F; le .seconfl 4'omprenant les imiiees «’o.... relatifs au facteur F”, etc.
(mosidérons seulement les indices du premier système, et rninplaeons
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Zg,..., Ug,... par (le nouvcaox indices
I Z.] = z,-(- p_r. ->■ pV, + - [«.] = ((, ( ffz. . -i- rn T'r', -t-. . . ;
A remplace ces nouveaux indices par des Tunclions de la lorme
ei on pourra profiler des conslanlcs arbitraires p, p',..., o-,..., r, t',..., de
manière h faire disparailrc y,, y' z de ces nouvelles fonclions. Ou
aura pour cela à résoudre des congruences linéaires des formes suivantes :
(h, — K.)ff + /< = o (K, — Kl ) T -t- cp 4- (/ 3= O, ( K,— K, 4- c'f + c/' (« O,
qui détermineront sans diiliculté p, p' puis t, t',... (K„ étant différent de K,); d’ailleurs K,, a, a',..., b c, d, d , d' étant des nombres
complexes formés avec la seule imaginaire Kg, il en sera de même de
p. p' 17 T. t',.... Les nouveaux indices [z, sont donc
des fonctions des indices primitifs ne contenant que l'imaginaire K,. Prenons maintenant pour indices indépendants, à la place de z, u^ les
fonctions [z,j respectivement conjuguées de ZgJ :
A, les remplaçant par les fonctions conjuguées de celles par lesquelles elle
remplace [z,] (HO,, prendra la forme suivante(en supprimant
les crochets désormais inutiles qui entourent les indices (z.
fz, et changeant l’ordre des indices de manière à grouper
ensemble ceux qui correspondent à la même racine K„) :
z„ z',,... K, z,4-!)»r.r., . r K. z'. 4- ip'(_r.,
II',.... K,u.4-<{/(2., z'.....)4-x(.f- K, i(',4-+'(z.. s'..—)4-x'0'«r'.
On voit que les indices du système considéré se partagent ici en i séries
conjuguées, z„ «g....; v.- J “ ■ respective-
inent corn-spondantes à chacune des / racini's K„, K,.... (lu facteur irréductible F. .
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<56. On peut encore opérer une <lernière- siinpliücation. Keniarquons dans ce but que les diverses fonctions 4* (.2<i< «o»”')* So'-'-b---
lives aux indires u„, sont essentiellement distinctes. Or si l’on avait
une relation de la forme
rij/fa., i'„. . .)4- r'4.'(i„ ï'„. . . ) -e . . . o,
A remplacerait la fonction U = ni^ par K„ U plus des termejC^cn
v,, y„ Mais, par hypothèse, le.s fonctions qui jouissent de cette propriété sont celles qui résultent de la coinhinaisou de î,, y„
ce (|ui n’a pas lieu pour LI. .4 fortiori, les fonctions Z„, Z', lelinics par
les relations
W.y.. 1„ s',,...) i / ( r-„ y,,...), k. Z , ij/’i r ' ) -r- -/(y..
seront distinctes. D’ailleurs A rcmplacu une quelcuni|iie de ces fcMictions,
telle que Z, par K, Z plus des termes en y„, y\, Si donc on prend pour
indices indépenilanis Z„, Z',,,., à la place d'un nombre égal des indices
; la forme générale de la substitution ,\ ne sera pas changée, et
seront simplement remplacés par K„(«, Z„), K„(«’„ -r- Z’„ j
On pourra ensuite opérer une transformation analogue, remplaçant tout
ou partie des indices par de nouveaux indices Y' choisis
de telle sorte (|iie .\ remplace les indices Z„, Z„ '.••• respectivement
par K„(Z„ - Y„). K„(Z'„ -t- Y'„)
Continuant cette réduction, on linira par amener .Y à la forme suivante (nous n’écrivons que le.s indices de la première •série) :
“ II,..,. h,(«, Z.),...
ou, en groupant les indices d’une autre manière (|ui fasse mieux re.ssortir la loi de la substitution,
Les indices de la série se trouvent ainsi partagés en suites distinctes Y,, Z„, «e,...; Y'„, Z',,,...;..., que A altère séparément suivant une loi simple.
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Pour simplifier de même l’expression des altêrsitiuns que A fait subir à une autre série quelconque J"',..-- conjujtuée de celle-là, il suflira de
prendre pour indices indépendants, à la place de_v,,y les fonctions Y,,
Z,, U,,...: Y',, Z’ conjuftuées de Y», Z„, Z,,...;... :
A les remplacera respectivement par les fonctions K, Y,, K,(Z, -t- Y,), K,(«, -h Z,),...;... conjuguées de K„ Y„ K„ Z„-t-Y,,i, K, !«„-+- Z,,),...;....
Nous pouvons donc énoncer le tbéorimie suivant
TiiéoRèniK. — .SwV
A = I X, x', . nx é.i ' -e . . , n'x -f b'.r' |
u/ii- substitution linéaire (fueleonqtie à coefficients entiers entre n indices variables chacun de o à /i — i ;
Soient K, F',... les facteurs irréductibles de la congruence de rfe^'cr n
Io — K a' ' ■ ■ i h . A'— K ■ ■ • j O (iiioii. /));
/, leurs degrés respectifs ; rn, m',... leurs degrés de multiplicité;
On /Kiurra remplacer les n indices indépendants x, x',... par d'autres indices jouissant des propriétés suivantes ;
i" Ces indices se partagent en systèmes éoircs/ioridants aux divers facteurs F, F’,... et contenant lespectivement Im, l'm’,,., indices;
a" Soient K,, K,,..., K/., les racines de la congruence irréduclilde F .o mud. /; ) ; les Im indices du système corresjiondant à F se partagent en l séries correspondantes aux racines K„, K,,..., K/.,:
A" Ixs indices de la première série de ce système sont des fonctions linéaires des indices primitifs, dont les coejjicients sont des entiers complexes formes
avec r imaginaire K„ ; Us constituent une ou plusieurs suites y,, a,, ;
_) „, s’, (‘) telles, que A remplace les indices y ï„, d'une, même
suite res/iectivement par K„ v„, K„ {;, -f- y,), K„ (i/„ -i- z,j ;
,'i" Ixs indu es de la r-h i série sont les fonctions >> , a, , u^,...\ _»V ■ î respectivement conjuguées des précédentes, que l'on forme en v (*) *
(*) Nous désignons ici [wt 3,. ... I*** indin-s qui étainni apiwlc:, V„ Z,,... dan;, le coins
de la démonslralion (IMi).
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remptofanl par Kri A les remplace rtspecùvemenl par y, , K,(Sr-(-y,),
Zr),.
r.eiie l'urroe simple
,^’tt “I »
R*( s*i- Vf )* Kf( w, -f- îi , Kft*,,.-- K,y„ K,(i, -r v.), K,(u, -+-*,) K, . r ',.•••
à kiijuêlle on peul ramener la .substitution par un clioix d’imlices convenable, sera pour nous sa forme canonique.
§ VI. — Q 0 F, s T I O Jt s DIVERSES.
Ordre des substitutions linéaires.
ISS. Pi(oiu.ii.ME I. — Former à priori la puissance /. d'une substitution donnée A.
Hamenoos la substitution .V à sa forme canonique, eumme il est iniliqué an théorème précédent. On voit, par une induction immédiate et facile it vérifier de proche en proche, que est égal à
>«» 2f, Wf».«
[ . >.{/-!) 1 H|4- Vi
Vf, . . .
et cette substitution pourra être aisément exprimée au moyen des indices
primitifs®, x",.... En effet, s„, o„ v', y,. z„u y'
étant donnés en fonction de x, x',..., on aura, en renversant ces relafinns,
y. ,v.. Z,. Il ... e ).
A' remplacera donc x, x’.... respectivement par y K‘„yo. 3tya;,...J,
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X'-Kôj,, K‘„(îo + : substituant dans ces dernières foni'lions à
la place de^,,z„,... leurs valeurs en on aura l’expression de la siib-
sfiiiilion A’ rapportée aux indices primitifs x, x',
I5!t. Problèmk II. — Trouver r ordre de la substitution A.
I.’ordre de la substitution A est, par définition, la plus petite valeur de X telle, que se réduise à l'unité. Pour que cela ait lieu, il faut qu'on ait simultanément
(4) K; = K; SS., .aai, k‘,X^u, '^ = o K,“æi,... (moil. /i).
Soit P le nombre d'indices contenu dans la plus nombreuse des suites y„ îo. H»....: y„ s,, u -, y',,...;...; v : on aura ainsi
( mod. p).
Supposons, pour fixer les idées, i|ue^* soit la plus haute puissance de /i inférieure à p : les relations (5) montrent que X est divisible par p''*' ; et réciproquement, tout nombre divisible par/<’"^‘, mis à la place de X, satisfera à ces relations.
En effet, la première de ces relations montre (|uc X est divisible par />. Soit />’ la plus haute puissance de p qui divise X : a ne peut être < ç -t- i ; en effet, si cela avait lieu, parmi les relations ' 5), on aurait la suivante :
îo (iiiod.p).
Or, X étant divisible par p', il est clair que, pour tout nombre p inférieur à /»*, X — fi et pt seront divisibles par la même puissance de p : donc les deux produits (X — i)..r(X — />• -t- i) et i . a... (/>* — i) contiennent le facteur p le même nombre de fois. Donc X(X — i)... (X — />' -i- ij et i . a.../>* coiitien-
draient le facteur/) le même nombre de fois, et par suite • ne pourrait être divisible par p.
Réciproquement, si X est divisible par /)♦’■', toutes les relations (5) sont
satisfaites; car soit ~ ^ =" ("•'•d. p] ruue- d’elles; r étant
moindre que />**'', contiendra le facteur p à une moins haute puissance que X; d’autre part (X— i ^...(X — r -e i) sera divisible par la même puissance de p que 1 . i...(r — i) : donc la relation sera satisfaite.
li-t LIVRE DEI XlfeME
Pour ()iie A' se réduise- à runilë, il faudra en outre satisfaire aux relations
K‘„ K‘ I , K,; — Soient respceliveuicnt â, â',.. . les plus petits
nniubres qui, mis â la place tic À, satisfont séparément à ces diverses relations, d le plus petit multiple de à, è',... : X devra être divisible par d.
Or d est premier ii /f, car si K„. sont respectivement des imaginaires d'ordre V, v' on aura K/,’’ ' - ■ i Désignons par fc
le plus petit multiple de v. v',. . : /r'*-- i sera un multiple de/»'— i ,/»’'— i .... :
ce sera donc un multiple île ebacune des quantités d, d' cl par suite un
multiple de d. Mais il est premier à p : ilonc d l'est également.
Le nombre /, devant être un multiple de chacun tics ileux nombres d et />*■*', premiers entre eux, sera un multiple île dp^"^'. Réciproquement, il est clair que se réduit à l'unité : donc X = dpi*' .
160. Hemargue. — Si la substitution .A se réduisait à la Ibrme
I .V., .t . .r., y ■ ■ K. ». K, )■', K, r„ Kl )•■, . . ., K ,I'„. . . (,
ou cbaqiic indice est multiplié par un simple facteur constant, les relations ' se réduiraient aux suivantes :
Si; ==. . . . 1 , K i_l I , . . ,
et X SC réduirait à d.
161. ConuLLAiKE. — Si l'ordre de A est égal à /», on aura - .. i. d'où K;’ == 1 . Mais on a d’autre part K';'”’ *:=i i , d'où K„ ^ K;' — i . On a de même K, == I I , — Dune la congruence caractéristique de toute sub.stitution linéaire d'ordre /» a ses racines réelles et égales à l’unité. Celte substitution peut donc être ramenée a la forme canoniquo par une transformation d’indices réelle.
SubstuuUons échangeables à une subslilution donnes.
162. Phublèsik 111. — Miermincr la Jorme générale et le nombre des subslitulions bnéaires échangeables à une substitution linéaire donnée .A.
Supposons A ramenée à la lorme canonique, et soit, pour lixer les idées, A = I r.. y„ z„ V, h, r„ K,( K. K'i- |.
la»’
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Pnur qu'uiif antre Hubslitution linéaire
H = I »•„ J., Ai,+ c/, -t- (/j. -t- a' r. -* A' î, n' v, + |
soit échangeable à A, il faudra <|ue lc!< deux substitutions AB et BA remplacent chaque indire par îles fonctions respectivement identiques; d’où les relations de condition
«K, r. AK,(j, -I /,) -i ck./, -1 i/K,(j, ‘ ,Vi)-t cK'i'
^ K, ( ay, ■+ bz, — cy, -t- dz, ■+■ ev ),
n'K.r,-,- 6'K.(î,-i-_r«) c'k,_K, -f >',) cc'k'c
K.(n'/,-t- 6'î, c*/, -I- i/'ï, -- l■'v-^-ay,-\ Aî, -i- ce. -ç f/i, -r- ec ),
Kgalant les coefTicients de ebaqiic indice dans les deux membres de cbacnne de ces relations, il vient, entre autres relations, les suivantes :
cK'b^K.c, i/K. k,</. cK ^(/k, k, c,
e'k'- k.e't k. e, rf’k.^k, rf'-i k.if, c'k, </k, k. c' -i- k, c. '
et comme K, et K' ne sont pas congrus à K,, on en conclura necessaircnieni cjso, rf=o, puiscE=c<>, d' : — O, e'~ o, et enfin tf^o.
Donc, pour que ta subslilufion B soit échangeable à A, U es! nécessaire quelie remplace les indices y,, ««. d'une même série par des /onctions de res seuls indices.
Soit donc
B = I >•„ î„ c, a.y,-^ b.z„ a',r,^ b',z„ A, î„ a', y, -C 6', î,, ce |.
On .sait que les indices imaginaires y,, i,,y,. a, peuvent s'exprimer en fonction d'un nombre égal d'indices réels Y,, Y,, Z„, Z,, et réciproquement. Cela posé, B sera le produit de deux substitutions distinctes
B = I y„ î„ y„ 8„ c, y,, »„ y, z„ cv 1,
dont la première remplace Y,, Y',, Z^, Z, (fonctions linéaires dey,, s,, y,, i,j' par des fonctions linéaires de y,. ï,,yi. ii. ou, ce qui revient au même, par
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fies lonelion.s linéaires de Y», Y,, Z„, Z,, sans altérer v, tandis que la seconde altère au contraire l’indice v, sans altérer v,, s,, et, par suite, sans
altérer Y„, Y,, Z,, Z,.
La substitution est de même le produit de deux autres, et A", altérant, l’une les indices Y',, Y',, Z,, Z,, raulre l’indice v.
Pour que H représente une substitution réelle, dont le déterminant ne soit pas congru à zéro et qui soit échangeable à ,\, il est clair qu’il est nécessaire et suffisant que B' et B' soient séparément des substitutions réelles, dont les déterminants ne soient pas congrus à zéro, et qui soient respectivement échangeables à .V' et à
Kii. Cherchons donc comment B' doit être ilétermine pour satisfaire aux conditions ci-dessus.
Soien t yff ^ Y^-f-KaY,, Zo — Za K ^ Z, , ^Vi — Y a -t- K , Z , , s , — Za K , Y , les relations qui existent entre les indices imaginaires >•,, a,, v,. z, et les indices réels Y,, Y',, Z„, Z,. La substitution B', pour être réelle, devra remplacer ces derniers indices par des fonctions réelles ; elle remplacera donc
en particulier les indices _Vo = Yo-t-K,Y par des fonctions de Y',, Y’,,
Zn, Z; et de K,. Remplaçant dans ces fonctions Y», Y',, Z„. Z, par leurs valeurs en fonction de v#, z,, y,, z,, on voit que B' remplace chacun des indices y\, Sa, V|, Z, par une fonction de ces mêmes indices, dont les coefficients ne contiennent d'autre imaginaire que K„.
D’ailleurs les fonctions a,^, -h 6, z, , n', v, + />', i, . par lesquelles elle remplace y,, Z,, sont conjuguées des fonctions- a„ Yt -h- h, z,< (t’^y, + par lesquelles elle remplace _v„, ( 1 49).
En second lieu, le déterminant île B' est évidemment égal au produit des déterminants j |, j j : donc pour qu’il ne soit pas congru à zéro, il
sera necessaire que | | congru a zéro.
Enfin, la substitution récMe B' est le produit de deux opérations imagi-
B', — j .n. Z-, V r., s„ b, z„ a‘,y,-s- li, z„ v |,
dont l’une altère les indices^,, et z, seulement, et l’autre les indices (H .Y' peut être de même décomposée en deux opérations imaginaires, A'„ et A',, altérant respectivement les indices . v,, z„ et les indices v,, z,.
DKs sirasTmiTiONs.
Pour (|iic l’on ail B'A' = A'B', il faut que rea deux aulislitutinns fassent siihir la inéine altération aux inilices^,, 3„. Mais ces altérations sont respectivement représenlécs par B'„A‘, et par A'„B'„ : il faut donc que M„ et B'„ soient échangeables entre elles.
I(>5. Réciproquement, toute substitution B' satisfaisant aux conditions qui viennent d'être trouvées est réelle: son déterminant nest pas congru à zéro; enfin elle est échangeable à A'.
En effet, soit
fc. î, = [Y,] -I- k,[ Y,], d'où rt.
j V«J et fY,J étant des fonctions réelles.
.V. = Y.-e K„ Y, par f Y.J ■+• K„[ Y, ] et v, = remplacera Y'„ et Y', par [Y„] et [Y,], qu même, elle remplacera Z», Z( par des fond En second lieu, le déterminant de B' ne
est égal a . ■ j ... ; mais le ilelermi
j en y rcmplaçanl K„ par K, = Kj, es
delerminanl de B' sc réduit dnm à I
grue à zéro.
Enfin B' sera échangeable à .V; car B'.A' leralions aux indices Vo, z,, et font en ont conjuguées de celles-là, et par suite idenlic
ICti. Les considérations qui viennent d'élre développées sur un exemple particulier sont évidemment applicables à tous les cas, et permellcul d'énoncer le tbéorème suivant :
TiitORKMC. — l'ne substitution linéaire. A , étant ramenée à sa forme canonique, peut être considérée comme étant te produit d'un certain nombre d'ope-
nitions fsartielles A,, A, consistant chacune à altérer les indices d iinc
seule série, en les remplaçant respectivement par certaines fonctions linéaires de ces mêmes séries.
Toute substitution linéaire B échangeable à .\ sera de même le produit d'o- Itérations partielles, altérant chacune les indices d'une seule série, qu elle remplace par des fonctions linéaires de ces memes indices.
Soient V,, J,,...; y,, z V/-i. l'ensemble des séries qui consti-
La substitution B' remplaçant = Y,-f-K,Y, par îY„]-t-K,[Y,j, i sont des fonctions réelles; de ions réelles.
sera pas congrii à zéro; car il iuant I "i y j, qui sc déduit de
t congru f I (mod./>). Le
ieri
(niod p), quantité non coii-
el .\'B' font subir les mêmes aire subir à v,, z, des altérations
13i I.rVRK DEUMtMi:.
tuent un même système, correspondant à un facteur irréductible dont les racines
ion<K». K,...., Soient A», A, A/_, H,,.... les altérations que
A et B font respectivement subir aux indices de ces diverses séries . L’opération B„ consistera à remplacer les indices y,, s,,.. . par des fonctions a„ i,-)- ....
de ces mêmes indices, dans lesquelles les coefficients a„,b„...\ a'„, sont des entiers complexes formés avec l’imaginaire K„.
Ces entiers complexes peuvent être quelconques, pourvu qu’ils satisfassent aux deux conditions suivantes :
i" Ix déterminant a, b', ... j (niod. />);
a” Les opérations A„ et B, sont échangeables entre elles.
Ixs opérations B B/_, consisteront à remplacer les indices y,,
V/-,. respectivement conjugués de y,, z„,... /Hir les fonctions res/secti-
vement conjuguées de a„y„-^ b„ 3, a’^ }',-{- b'„ 3,+ elles seront
ainsi complètement déterminées.
On pourra construire de même les altérations que ta substitution B fait subir à. chacun des autres systèmes d'indices.
Od voit p:ir là que le problème tie eunstruire les substitutions telles que B, échangeables à revient à ilelerminer les opérations B„ échangeables à A..
167. l’üursuivons cette recherche, et supposons, pour fixer les idées.
H ij/ (_r, 3, «, y', z', y", z')
.)■' f'iX’ .y“> *")
k(*'-fu')
y" f"{y, z, U, y', s', lé, y", z"]
z" ^"(y, z, U, y', z’, lé, y", 3")
(Pour plus de simplicité, nous supprimons dans l'écriture les indices des
séries que B„ n'altère pas, et nous écrivons au lieu de K«,/, ;
Kgalons les functions que A, B, et B, A„ font succéder à l'indice y : il vient, en supprimant partout le facteur K,
f(y, Z -h y, U a 3,y‘, z'x-y'^ lé -h z', y", z")^f[y, z, ii, y', z', lé, y", z' ],
relation qui ne peut être identique que si les eoeffieienis qui multiplient dans la fonetiun / chacun des indices z, u, s', s" se réduisent à zéro; / se réduit alors J» /iy> y't y")- On voit de la même manière que les indices «, «' duiveni disparaître de chacune des fonctions /. ç, /', ç', /". Soit donc
i]/ = (iH -r i,y', !'), k|/' = /i'« 4 A'u'-f '](',(.>•, ai.v'. -s'):
le déterminant j | entrera comme facteur dans celui de B., et, par
suite, devra différer de o (mod. p). '
Posons maintenant
i les termes identiquement nuis iJ*, (o, o, o. o. o, oj, o, o, o, o, o) étant écrits dans le hut de faire mieux ressortir la loi suivie dans la construction de C).
Le déterminant de cette opération est au si(;nc prés une puissance de I «■ A' I’ '^**"*'' “ (tuod. p). Kn outre, on verilie immédiate-
ment qu'elle est échangeahle à A,. Posons maintenant B„ = Cl). L’opération n = C“'B, a son déterminant non congru à zéro; elle est échangeable à A,, et de même forme que B»; mais en outre elle n’altère ni u ni Les fonctions 41 et 4' s’y réduisent donc à u et
Egalons maintenant les fonctions que DAj et A,!) font succéder à u : il vient, en supprimant le facteur commun K,
« -4 Z ^ Il -h 0.
Difhc la fonction f se réduit à 3. De même, f' se réduira à s', / et /' à v et y'. Aucun indice des suites y, z, u, y', z', u ne sera donc altéré.
Égalons de même les fonctions que DA» et .V, D font succéder aux indices z' et v" : on voit immédiatement que la fonction p" ne contient pas u, u', et
i:h livre deuxième
(|u'eii I» iiK'llanl sous la forme nv t- y', ^ v, y'. sera >le la
forme /nv"-E V, o, y').
Cela posé, l'opératiuii D est le produit de deux autres, dont l’une, E, remplace les iiiiliees z" cl v" par mz"-^ ny" el my“, landis que l’autre. F, aceroit respectivement ces indices de 'i\(y, ^<y'- • et ç”, (o, y, <». JK'). aucune de
res deux opérations n’altérant y, z, ii, y', z\ ii‘. L’opération F a pour déterminant l’unité, el elle est éclianpeahie à A, : donc K aura son délenninaiU ^mod. f>) et sera échangeable à A,. I.e problème de déterminer E d’après ces conditions est identique à ce i|u’aurait été te problème initial de déterminer H„, si la série des indices que B„ altère n’avait pas eonlenn les .suites y, Il el y', s'.
Les considérations précédentes s‘appli(|uenl immédiatement à un cas qiiclcon()ue, el montrent que tu di'tirminatinn de H„ se ramène en générât au firotiténie analogue que l'on aurait en effaçant de ta série que U„ altère tous tes indices qui appartiennent aiuc suites les plus longues.
IliK. Clierclions maintenant à déterminer le nombre des subslilutions échangeables à une sulistituliun quelconque A.
Supposons que A étant ramenée à la forme eannnique, les indices y formen.t plusieurs systèmes. Soient respectivement N, N'.... les nombres de
inaniiTes ihinlon peut déterminer les altérations ll„. B', que la subsiitu-'
lion eberebée B fait subir respectivement aux premières .séries de cbacun de ces systèmes : le nombre des substitutions distinctes obtenues en eombinani ensemble ces alterations est évidemment égal a N.V
Pour déterminer cbacun de ces nombres, N par exemple, supposons (|ue K, soit imaginaire de l’ordre /, el que la série que B„ altère contienne q indices, formant m suites de n indices, m' de indices, etc., des nombres /I, n ,. ... allant en décroissant. ^
Soient respectivement L. .M les nombres île manières «le délermitn'r lesopérations partielles C et I) il y aura l.!M manières de déterminer B. Fin
cflét, soient C,, C, C, , et 1) D» -, les diverses subslilutions qu’on
peut prendre pour Cet 1) : tous les produits de la forme C, Orjsont distincts. Soit en effet C, Df, — Ca-Dj,- : ces deux operations doivent altérer de même les indices des suites les plus longues; mais Hj, et Dy ne les altèrent pas*: donc C, el C,"_les altèrent de même ; donc elles sont identiques : donc Wj,'.
On voit de même que le nombre .M est lui-méme égal an produit des nombres P el Q de manières dont on peut déterminer les operatiofls partielles E et F dont le produit constitue 1). On aura donc enlin N “ LI’O
itKs svBüTiru’noNÿ;.
Jfi9. Pour (lélerminer L, remarquons (jue les coeiririents de C, sont en nombre qm, parmi lesquels ceux ties fonctions ij.,, tj»’, .... en nombre m[mn -e m' n + ni n“-k-... — m) sont enlicrenient arbitraires et peuvent être choisis ch.acun de pf manières dirierentes, tandis c|ue les autres», a', b',...;... en nombre m*. doivent être tels, que leur déterminant soit 5 O (mod. p). Soit L' le nombre de manières de les choisir : on aura
Pour déterminer I.', imaginons un système dc/j'™ eboses. représentées par
le symbole général , chacun des indices indépendants x,, x
prenant suecessivemcnl //valeurs coinplexesdc la forme a-t-K«jS + ... + Ki 'Ç
(mod. p)i et considérons les opérations (|ui remplacent |iar
,^r.*vx,+. .. • ‘t* « • b', ........ étant des entiers complexes.
Pour que ces opérations, que nous pouvons désigner par le symbole
I x„ . . . ax, t bx, n- . . . , «' x, -e è'.r, + | ,
représentent des substitutions, il est nécessaire et suilisant qu'elles fassent succéder chacune des cbo.ses “ '"'c autre, et à une seule: donc,
étant donnés les indices ox„-i- bx, + ..., a'x,+ b'x,-\-..., on devra pouvoir en déduire sans ambiguïté x„, x ce qui exige <|ue le déterminant
des quantités a.b,...: a', b',...:... ne soit pas congru à ïéro. Le nombre L' des systèmes de valeurs de ces (piantités (|ui n'annulent pas le déterminant est donc précisément égal au nombre des substitutions linéaires
qu'un raisonnement entièrement analogue à celui des n‘“ 123 et I2i montre égal il
170. Passons à la détermination de Q : elle u'oITre aucune dilliculte. En effet, la substitution F accroît les derniers indices de chacune des ni suites de li indices d'une fonction linéaire des ri derniers indices de chacune des rn premières suites; elle aecroit les derniers indices de chacune desm" suites de n" indices d’une fonction linéaire des n" derniers indices de chacune des m jiremières suites, etc. Ces fonctions étant déterminées, F le sera. D’ailleurs les coelTicicnts qu'elles contiennent, en nombre /n'n rn 4- /«' /i"rn-i-..,, sont tous entièrement arbitraires, et peuvent être choisis chacun de p' manières :
i;«i LIVRE imXIËMK.
<1 ’oii
Réunissant les résultats qui [irécèdenl, il vieni
N = I.PQ ^I-(— \)[pr‘— pf).. .[p*'~
' U'aillcurs P est ce que ileviendrail N si le nombre des indices de la série était seulement au lieu de mn + m’ n' -h m” n' -t- . . . : <vi
aura donc de même
P . pi"'-'»] P„
P, étant ce que deviendrait N si la série ne contenait que in-
dices, etc.
172. Probi.kme IV. -- Déterminer les substitutions linéaires qui se ramé- . nent à une forme canonique donnée, et trouver leur nombre. ♦
Soient A',... les substitutions cherchées : elles ne sont autres que les transformées de A par les diverses substitutions linéaires.
En effet, supposons pour plus de généralité (|ue la réduction de .\ à la forme canonique exige l’introduction d’imaginaires. Soient X -li Y -t-... l’un
des indices imaginaires introduits, X -v i'"' \ -v- ses conjugués. Un
peut prendre pour indices indépendants, au lieu de ces indices, les quantités réelles X, Y,.... Soit B la forme que prend la substitution A rapportée à ces indices : on pourra, par une transformation d'indires réelle, donner à A la forme B. On pourra de même, par une transformation d’indices réelle, donner à A' la forme B, et réciproquement. Donc, par une transformation d’indices réelle, on pourra donner à .-V la forme A'.
Mais soient
A — I a-, jé , . . . nx - hx’ -V a'x - b' x' ~ | ,
\ X, x',. . . *x ^x’ . ., x' X -4- jî'x'-i- ....... |,
et .soient
J — mx -t- ».r' -...., 5' m X • n'x' .
les nouveaux indices auxquels il faut rapporter pour lui donner la forme
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identique à celle de A'. 11 est clair que A' sera la transformée de A par la substitution
I X, x',. . . mx -f nx' 4- . . ■ . m' x -i- n' x' . |.
Réciproquement, si A' est la transformée de A parla substitution ci-dessus, il est clair qu'en prenant pour indices indépendants Ç — rruc-^ nx'-h..., = ni'x-h n'ic'-h.. on donnera à A une forme identique à A'. Par une transformation d'indices inverse de celle-là , on pourra donner à A' la forme A. Cela fait, par une nouvelle transformation d'indices, analogue à celle qui ramène A 'a sa forme canonique, on ramènera A' à la meme forme canonique.
Cela posé, soient M le nombre total des substitutions linéaires; N le nombre de celles qui sont échangeables à .\, et que nous désignerons par C, C Si une substitution linéaire D transforme A en A', les N substitu-
tions CD, C'D,... produisent cette même transformation. Le nombre des
transformées distinctes A, .A',... sera donc ~
Remarque. — On vient de voir que si deux substitutions .A, .A' sont transformées l'une de l’autre par une substitution linéaire, on peut donner à l'une d'elles la forme de l'autre par une transformation d’indices convenable. Mais cette transformation n’altère pas son caractéristique ( lâB). Donc deux substitutions dont l'une est la transformée de l'autre par une substitution linéaire ont même caractéristique.
Faisceaux dont les substitutions sont échangeables entre elles.
173. Problème V. — Trouver la forme générale des faisceaux contenus dans le groupe linéaire et dont les substitutions sont échangeables entre elles.
Soient G l’un des faisceaux cherchés, S, S,,... ses substitutions, rÿé*. d^p*',... leurs ordres respectifs {d, d,,... étant premiers à p). Le faisceau G contient évidemment les deux groupes partiels F = (S'’'', Sf'’,...) et E = (S'', Sf',...). Réciproquement, les substitutions de ces deux faisceaux, combinées ensemble, reproduisent G: car la substitution S. par exemple, dérive de S'’’’ et S'* (31).
Les substitutions de F sont toutes d’ordre premier à p. Soit, en elTct, .A=S'’'SC'’' l'une d'entre elles; on aura A''‘''= S'*''''''S'(''''’'' = i. Donc l’ordre de .A divise dd, ; donc il est premier à p.
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I)t‘ même, les suhsiilulions de E ont toutes pour ordre une puissance de p. Dêlerminons sueeessivement les iloiix faisceaux partiels F et E.
ITf. Commençons par F. Soit A une de ses substitutions : ramenée b la forme ranonii^ue, elle deviendra
A I T, x„. . J».,, y,. . Z,. ■ . ax, a.r by cz,., . |,
a, h, c, ... étant les racines distinctes de sa congruence caractéristii|ue, ■r. X r,...; J,...;... les indices des séries respectivement cor-
respondantes b ces racines.
Suit ,\' une autre substitution de F : étant échangeable b .A', elle doit
remplacer x x„_, par des fonctions linéaires «le ces seuls indices; de
même pour les autres séries. Soit donc
\ ar,..., ax -e ... -f- . . , a, x . -4- .r, .,
Gn pourra canoniser cette substitution sans altérer la forme de A, «|ui
est déjb canonique. En effet, consiilérons spécialement les m indices a;
.*■«,-«• Pour canoniser A' en ce «jui les concerne, on aura b résoudre la congruence de degré m :
i(K)— , (oiod.p).
Les intlices x x„_, étant liés aux indices primitifs par des relations
linéaires dont les coefl'icicnts sont fonctions de la quantité a (157), qui peut être imaginaire, les cucilicients a,..., peuvent contenir cette
même imaginaire. .Mais, dans tous les cas, a sera racine d’une congruence irréductible b coefficients réels. Soient / le degré de cette congruence, a,,
flr_i ses autres racines. Désignons par f,(K) Çj_,(K) ce «pie
devient ç(K) lorsqu’on y remplace a successivement par a La
congruence
9(K)çi,(K)...ç/_,(K) = o (inod. p)
aura pour cqell’icients des fonctions symétriques de a. a a,..,. Ces coef-
ficients seront donc des entiers réels. D’ailleurs cette congruence, étant de
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degré ml, a w/ racines réelles ou imaginaires. Le lactcur f(K), égalé à o (iiKxl. p) donnera done rn racines égales ou inégales, et dont le degré d’iniaginarilé sera au plus Im.
Soient à, a'^ , ces racines, m' , m\ m'^ , leurs degrés de mul-
li|)lieilé res|)celils. On pourra remplacer les indices x x„_, par d’au-
tres indices x',..., x'„_, choisis de manière à ramener la substitution
j X, . . . , .r,_, SIX -f ... -r- )ix._ X -H . . . + y,- , x,.., ]
3 la forme canonique
Des transformations analogues peuvent être effectuées sur chacune des autres séries d’indices j,...; z, En effectuant simultanément toutes CCS transformations, on ramènera A' à la forme canonique. D'ailleurs, la forme de A n'aura pas été altérée; car A. multipliant par a chacun des indices x,..., x„.,, multipliera par la même quantité chacun des indices x',..., x'„_,, qui en sont des fonctions linéaires; de mémo pour les autres .séries. On aura donc
Ohacun des nouveaux indices, tel que x', est une fonction linéaire des indices primitifs, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des quantités a et a', par lesquelles le multiplient respectivement les substitutions A et .A'. En cITct, x' est une fonction linéaire de x x„_,, dont
les coellicients sont rationnels en a', a,..., Mais a sont des
fonctions rationnelles de a, et x,,.., x„,_, sont des fonctions des indices primitifs, dont les coellicients sont rationnels en a.
175. Le faisceau F contient toutes les substitutions A' A"', dérivées de .A et A'. S'il en contient encore d'autres, soit l'une d'elles; elle est écban-
geablc à elle remplacera donc les indices x' x[,._,, que .V multiplie
tous par a et .V par a', par des fonctions linéaires des seuls indices x'
xL_,, que A multiplie par a. D'ailleurs est écbangrablc à A'; donc tous
les indices x'„ x'„_, que X ne multiplie pas par à disparaitront de ces
fonctions, qui ne contiendront plus que les indices x',..., x'„._,. Si donc on répartit les indices en séries, en groupant ensemble ceux qui sont tons
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inulllpliés par un même nombre dans \ et par un même nombre dans .A', ,\" fera succéder aux indices de chaque série des fondions linéaires de ces seuls indices.
Soit donc
On pourra trouver unp transformation qui ramène à la forme canonique en ce qui concerne les indices de la série x',..., x'„_,, si l’on peut ré.soudrc la congruence
•|(K)= . *o (moU. /j|.
Xm'-t ym'-l — ÏV
Les indices a;',..., étant liés aux intlices primitifs par des relations linéaires dont les coelficienls sont fonctions de deux (juantités a, a', qui peuvent être imaginaires, les coeflicients a',..., 7'...., ..... y'm-i pour-
ront contenir ces mêmes imaginaires; mais, dans tous les cas. a satisfera à une congruence irréductible du degré l, dont les racines seront a, a,,..., et a' satisfera à une congruence irréductible ilu degré /'. dont les racines seront a’,
Si l'on désigne par tjij, n<(K)ce que devient 'KK) lorsqu'on y remplace
respeclièement a par une autre racine de la suite a et a’ par
une racinca/ de la suite a',..., la congruence
• = 0 (mod. /i)
aura pour coelRcients des fonctions symétriques en a, a a/_, d'une
pari, en a\ a',,..., d’autre part. Ils seront donc réels. D’ailleurs cette congruence étant du degré //'m'aura ll'm' racines réelles ou imaginaire.s. I.e facteur ij» ( K) de degré m', égalé à o ( mod. p,, donnera donc m' racines de lu meme forme.
Opérant maintenant comme au numéro précédent, on pourra ramener \" à la forme canonique sans altérer la forme de ni de
176. En continuant ce système d'opérations jusqu’à ce qu’on ait épuisé les substitutions de 11, on arrive à ce théorème :
THÉORf.Mi;.— /a-s substitutions \, .V, A" li'où Jenient toutes celles de F.
peucent être ramenées simultanément à leurs formes canoniiptes respectives par
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une transformation d’indices réelle ou imaf^inaire. Chacun des nomeaux indices, tel que x, est une fonction linéaire des indices primitifs, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des quantités réelles ou imaffinatres a, a' t a",..., par lesquelles A. A', A",.., le multiplient respeclicement.
177. On peut supposer que l'ordre de cliacuiie îles sulistilutions ,\, A', A",... dont F est dérivé est une puissance d’un iiomhre premier; car Inule substitution résulte de la combinaison de. celles de ses puissances qui ont pour ordre une puis.sance de nombre premier (31). Soient donc n'* l’ordre de .\, celui de .V,..., 7t, n',... étant premiers : a’'', rt'"’’ .... seront congrus à i (mod. p).
Formons donc la suite a, a', a*,... des puissances de a; soit a^ la première de ces puissances qui soit congrue à runilé, et. h partir de laquelle elles se reproduisent périodiquement : p devra être un divi.seur de n**. On aura donc p = Ji\ X étant au plus égal à pt. Si p‘—i est la première des quantités de la suite p — i, p* — i..... pi — i.... qui soit divisible par n', a sera racine d’une congruence irréductible de degré /. Kn eflet, parmi les quantités de la suite
ae-', ne'-', .... ne'-', ....
aucune ne sera congrue à l’unité avant af-' .
De même, la première des puissances successives de a’ qui soit congrue à l’unité suivant le module p sera une puissance ;r'^ de n' égale ou inl'éricurc à n''; et si fé — i est la première des quantités de la suite p—i, p'—i,..., pf — I,... qui soit divisible par , a' sera racine d’une congruence irréductible de degré l'.
('.ela posé, considérons isolément, parmi les substitutions de la suite .\, A', A',.., toutes celles dont l’ordre est une puissance d’un même nombre premier n. Les roellîcients a, a', a",... correspondants à ces substitutions .sont des fonctions entières d’un seul d’entre eux. Kn effet, a®‘, .... sont
congrus à i (mod. p). Soit X le plus grand des nombres X. X',... ; on aura
et aucune puissance de * inférieure à celle-là ne sera congrue à i. Donc a*’"' sera, comme à , une racine d’une congruence irréductible de degré en fonction entière de laquelle on pourra exprimer a' (20). .Ainsi à sera une fonction entière de a: de même pour a“
LIVHK UELXIEMK.
(^unsidéruiiK de inêine les subsliUitions de K doiil l’urdre est une puissance d’un autre noinlire premier ti, : les coelHeients currespundauts a,, seront tous des fonctions entières de l’un d’entre eux, a,. De niêine pour un autre nombre premier a;,, etc.
('.onsidérons maintenant ecs eoeflicients a, a,, Oj satisfaisant respec-
tivement à des coDjtrucncCs
I , o7è = I , ajt' =,1
Ils s’expriment tous par les puissances d’une seule imaginaire aa,a,... = i, satisfaisant à la congruence
Kn elTet, se réduit à a'”''”'’"' (mod./j;; mais n,, r.,,... étant
premiers à n, on pourra (2 i déterminer deux entiers r et r' de telle sorte que l’on ait ...= r'jr' -i- i; on aura alors
«»’••• âi rr*'
iZ «I.
Dimc a s’exprime rationnellement en fonction de t : de même pour a,, or,....: de même pour les autres coefTieicnts a', a\, a\, rpii
sont des fonctions entières de a, de n', etc.
H existe une substitution dans T qui mulli/ilic l'indice x pari. Kn elfet, soient respectivement A, A,. Aj.... celles qui multiplient x par a, a,, a.,..; la substitution A A, A,... le multipliera par aa,a,... — i.
178. Les considérations qui précèdent permettraient, ainsi que nous allons le voir, de ramener aisément à une forme réelle toutes les substitutions lie F.
-Nous pouvons grouper tous les indices en séries distinctes, en convenant de réunir en une seule série tous ceux que chacune des substitutions de F multiplie par un même facteur constant ; il se pourra d’ailleurs que toutes ces séries ou quelques-unes d’entre elles ne contiennent qu’un seul indice. Soient x, x',...; v, v',...; z, i', ces diverses séries.
Les indices x, x' qui appartiennent à la même série S que x, sont
liés aux indices primitifs par des relations linéaires dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de i. On peut supposer ces fonctions entières et du degré v — i, en désignant par v le degré de la congruence irréductible dont I est racine. Si l’on ordonne les termes suivant les puissances
<)«* i, on aura
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X \ -r- ( \ -I- , . . + /•-'Z, x'iZÏ X'+ X Y'-t-. . -t- l"'Z',. . ,
X, Y Z: X', V Z';... étani îles runoliuns linéaires réelles des indiex>s
l>riinitifs.
Une sulistitulion quelconque A prise ilans F, multipliant x, x',... par un même facteur constant a^f(i), multipliera leurs conjugués
r, s X (- I x** Y’ -e x, = X'-r- |V Y' iX" *)r'Z', . . .
parap=/(x>') (149).
Si l’on exprime x^, x,,... en fonction des indices x, x',...\
Z, z',.. leurs expressions ne devront contenir (|ue les inilices d'une même série. En clfet, pour que la substitution .Y, par exemple, multiplie x^, X,,... par flp. il faut éviilemmcnt que le facteur par lequel elle multiplie eliaci;n (les indices qui entrent dans ces expressions soit précisément xr^. Tous CCS indices sont donc multipliés jiar uu même facteur dans cliacune des substitutions de F; ils appartiennent donc à une même .série.
(iette série est essentiellement dilférente de la série S; car la substitution qui multiplie x, x’,... par x multipliera x,.... par qui diffère c.ssentiellement de i.
U-s fonctions x, x’,..., que nous supposerons en nombre p., étant distinctes par liyputbësc, les p fonctions Xp, x,,... léseront évidemment; car, si l’on avait entre elles une relation linéaire
x-,x, -I- xjxj = O ( 1110(1. /Xj,
dans laquelle r^, r,,.. seraient des entiers complexes fonctions de cette relation devrait subsister en changeant x''' en x, racine de la même eoiigruencc irréductible; ce qui donnerait entre x, x',... une relation de la forme
rx r'x'-4-. . . = o (mod./i),
ce qui ne peut être.
Les indices de la racine s’expriment tous linéairement en fonction
de Xp, X, que l’on pourra prendre pour indices indépendants. En effet,
soit
X, -I- x>'V, -I-. . ..4- xi— 'r’Z.
Hi LIVRE DEUXIÈME.
uii inilice quelconf|ue de celle série. F.es suli.stitutiuns A, A',..., le iiiulliplianl respcctivcincnt par a^, a' mulliplieront la fonction conjuguée
Z SS X» -t“ i \ I H- . . .
respeiiivenicnl par <i, «' Donc z esl une Ibnclion linéaire des indices x,
a-' Soit
i = fx -e r'x'-l-. . . .
('.elle relation devra subsister en changeant i en ce qui donne
Cela posé, associons en.scinhie les v, séries conjuguées S Sp,...; on
obtiendra un système de v séries conjuguées, contenant chacune ju. indices, qui dépendent des fonetions linéaires réelles X, Y,..., Z;...; X"*"'*,
en nombre ulv. On pourrait prendre ces fonctions pour
indices indépendants à la place des av indices imaginaires correspondants. I.es subslitulions de F prendraient une forme encore assez simple, mais (|ui ne serait plus canonique. Il vaut donc mieux conserver la forme imaginaire; mais il était es.sentiel de montrer le moyen de la faire disparaître.
17!l. Passons à la détermination du faisceau E.
Soient B, B',... ses substitutions, B l’une d’elles : elle appartient à G, ainsi que .V, elle leur est donc échangeable par détinilion. Elle rem-
place donc les indices de chaque série par des fonctions linéaires de ces mêmes indices (166). Donc elle remplace les indices de chaque système par des fonctions linéaires de ces seuls indices. On aura donc B — B,B|,..., B,, Bj,... étant des substitutions parliellesqui altèrent respectivement les indices du premier système, du second, etc. Soient de même B'= B', B',
;\ = .\,Aj..., Pour que B, B',... soient échangeables
entre elles cl à .\, A' il faut et il sufiil évidemment que B,, B',,... soient
échangeables entre elles et à A,, .V, que B,, B',,... soient échangeables
entre elles et à .\„ .V, etc.
D’ailleurs, chacune des substitutions B,, B',,...; B^, B',,...;... a pour ordre une puissance de />. Car, soit p' l’ordre de B, IV’’ laisse invariables Ions les indices, et notamment ceux du premier système. Mais l’uliération qu’elle leur fait subir est représentée par B',’': donc B'^= i. Doue l’ordre de B, divise ; donc il esl une puissance de p.
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'La recherche du faisceau E = (B, B',...) revient donc à celle des faisceaux analogues E, = (B,, B", Ej = (B,, B'j,.. dont chacun n'altère que les indices d'un seul système.
180. Cherchons à délerininer l'un de ccs fuisceaux, tel que E,.Soil
XX -h^x' -t
a,x, -t- p, jr’, a', a: -I- p',x', ■+■
une de ses substitutions : le premier membre de sa congruence caractéi-is' tique est évidemment divisible par le déterminant
Mais son ordre étant une puissance de p, sa congruence caractéristique a toutes ses racines égales à l’unité (161). Donc A, égalé à o (mod./>), a toutes ses racines égales à l’unité.
Cherchons à déterminer des fonctions des indices x, x' *»-•> que B,
multiplie par un facteur constant : ce facteur s’obtiendra en résolvant la congruence A = o (147). Il se réduit donc à l’unité : les fonctions cherchées ne seront donc pas altérées par la substitution B,. Soit a’ le nombre des fonctions distinctes des indices x, x',..., que cette substitution laisse inaltérées : on peut supposer qu’elles aient été prises pour indices indépendants et se confondent respectivement avec x,...,
181. Cela posé, soit B', une autre substitution de E, : étant échangeable
aux substitutions A. elle remplacera x et en particulier
X,..., x'e'-D par des fonctions des seuls indicés x,..., D'ailleurs on
doit avoir l’égalité B,B', = B',B,, et pour cela il faut évidemment que B',
remplace x x''*'"'’, que B, n’altère pas, par des fonctions que B, n’altère
pas non plus, c’est-à-dire par des fonctions des seuls indices x,.,., x'>*''*'’. _
Soient «x -t- . . . -t- 7x*e'-'> «'a'-'jj. ces fonctions.
La congruence caractéristique de B*, contiendra évidemment en facteur le <iéterminant
ytr'-O-K
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Mais scs racines sonC toutes égales à l’unité. Donc cc déterminant, égalé à O (mod./>), aura toutes ses racines égales à Tunité.
Clierclions à délenniner les fonctions de x,..., que B", multiplie
par un facteur constant. Cc facteur s'obtiendra en résolvant la congruence A'so. Il se réduit donc à l’unité. Soit ii" le nombre des fonctions distinctes de X,..., (|ue B', laisse ainsi inaltérées : on peut supposer qu’elles ont été prises pour indices indépendants et se confondent avec x
182. Soit maintenant B’ une autre substitution de E, : elle remplacera ■r,..., par des fonctions de ces seuls indices. En outre, étant échangeable à B’,, elle remplacera x,..., que B', n’altère pas, par des
fonctions que B', n’altère pas, c’est-à-dire par des fonctions de ces seuls indices.
On voit ensuite qu’il existe des fonctions dex,..., x't*""" que B' n'altère pas, etc. Poursuivant ce raisonnement, un arrive à ce résultat :
H existe certaines fonctions des indices x x'>*“'* qui ne sont altérées pàr
aucune des substitutions B,, B',,... du faisceau E,.
Soit fl, le nombre de celles de ces fonctions qui sont distinctes : on peut admettre qu’elles sc confondent avec x,..., Cela posé, chacune des
substitutions de E,, telle que B,, remplace respectivement les indices de la première série x,..., x*'*'"", x^*’,..., x^'> par des fonctions de la formo suivante :
X, . . . , x>.— ), ai'.) x>.' -t- . . . -t- yi?.) xC‘-'> -4- çl'i', . . . , aO"') aK'il -4- x''-'> 4-
9***’’ étant des fonctions dcx,..., x'^””.
183. Posons maintenant B, =CD, C étant la substitution qui remplace les indices x''*'',..., x’>^'> par
H yO*!! «>>- O xo*.) 4- . . .-f- yo^'>xl^‘>,
et leurs conjugués par les fonctions conjuguées, sans altérer aucun des nutres indices. Décomposons de même chacune des substitutions If, , B',... en un produit de deux facteurs, et soit B', = C'D', B”, = C"D" Les sub-
stitutions C, C', C",... sont échangeables entre elles. Car si C n’était pas échangeable à C', il est clair que B, ne le serait pas à If,. En outre, chacune de ces substitutions a pour ordre une puissance de p. Car pour qu’une puissance de B, SC réduise à l’unité, il faut évidemment que la puissance correspon-
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dante de C s« réduise à l’unité. Donc l'ordre de C est égal à celui de lî,, ou le divise : donc il est une puissance de />.
Appliquant au groupe (C, C', C’,...) les raisonnements laits pour le groupe (B,. B',, B',,...) (180-182), on voit qu’il existe des fonctions des
indices que C. C', C",... n’allèrent pas, et que, par suite, B,,
B',, B',... accroitront simplement de certaines fonctions de x,..., x'‘‘-~". Soit /X, le nombre de ces fonctions, on pourra supposer i|u’elles se confondent avec x'f*’
184. Poursuivant ce raisonnement, on obtient le résultat suivant :
Ijts indices de la série x,..., x''*”'* peuvent être choisis de manière à se répartir en liasses telles, que chacune des substitutions de IC, laisse invariables les indices de la première classe, et, plus généralement, n’ait d'autre effet que d'ajouter aux divers indices de chaque classe certaines fonctions des indices des classes précédentes.
Dans les séries conjuguées de la série x on prendra |^our indices indépendants ceux qui sont conjugués dex Chaque substi-
tution de E, les remplaçant par les fonctions conjuguées de celles par lesquelles elle remplace x,..., xt^' (14!)), ils se trouveront tout naturellement répartis en classes, conjuguées de celles de la première série.
185. Si les indices X,..., x'*’"" ne forment que deux classes, il est clair que toutes les substitutions définies par la propriété précédente sont échangeables entre elles, et peuvent être contenues simultanément dans E, . S’il y a plus de deux classes, il n’en est plus ain.si, et de nouvelles recbercbcs seraient nécessaires pour préciser la forme de ce faisceau : mais nous remettrons cette étude .à une autre occasion, les résulUits déjà démontrés étant suflTisants pour les applications qu’on trouvera dans cet ouvrage.
Voici pourtant quelques résultats particuliers dont on retrouvera aisément la démonstration, et qui donneront quelque idée de la grande variété de formes dont le faisceau E, est susceptible :
i” Si chaque classe ne contient qu'un seul indice, les substitutions de E, peuvent être mises sous la forme
I X, x' xtr-o X -t- ax' + bx" ex '~''', x' -i- nx" -e éx” -+■ xt'" o |.
Réciproquement, les substitutions de cette forme sont toutes échangeables entre elles et peuvent être simultanément contenues dans E,.
a® Si les a. indices x, x',..., x"^"” se partagent en trois classes, conte-
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liant respectivement i , /x — 2, i indices, désignons par x l’indice unique qui forme la troisième classe, par v,,..., ceux qui forment la seconde, par s celui qui forme la première : les substitutions de E, pourront être réduites à la fois à la forme générale suivante :
■ -i- a,y,-h. . .+ + . xz,. , j-,+ b, i,. . z |,
les cocllicicnls a,,..., a étant quelconques, et les coefficients b, déter-
minés par les relations
( et b^,saa,,, lorsque p < m -t- 1,
( b, =a,, lorsque c>ï»i.
m étant un enlier constant nul ou positif, mais dont le double ne surpasse pas (i — 2.
Réciproquement, toutes les substitutions de cotte forme sont échangeables entre elles, et peuvent appartenir à la fuis à E,. On aura ainsi pour ce faisceau autant de types généraux distincts qu’il y a de manières de déterminer m.
3® Si, au lieu de p. indices, on en avait pi-f-i, x, x', St ré-
partis en trois classes, qui contiennent respectivement 2, pi — 2, 1 indices, on obtiendrait pour E, des types variés. Nous en citerons quelques-uns, qui se rattachent immédiatement à ceux que nous venons d’examiner. Leurs .substitutions sont les suivantes :
X ■+■ rt,y, -+- .
où a,,..., a,,..., et, |3 sont quelconques; b,,,.., b^, sont déterminés par les relations (6): et les coeflicients sont liés entre eux par les relations suivantes, où p, p' sont supposés </n-t-i, et 5, c' > 2m :
Pour avoir l’ordre du faisceau ainsi déterminé, on remarquera que le nombre des coefficients qui restent indéterminés dans l'expression (7) après qu’on
ti»
il tenu compte d« relations (G) et (8) est de fi ■+- —»>. r.ha-
«■un d’eux est d'ailleurs susceptible de/»’ valeurs distinctes, v étant le nombre des séries conjuguées à celle que l'on considère.
186. Thkohkme. — Soient G un faisceau dont les substitutions soient linéaires et échangeables entre elles ; F er E les deux faisceaux partiels dans lesquels il se partage ; û l’ordre de F. Parmi les substitutions qui accroissent les indices de nombres constants, il en existe plus de G qui sont échangeables à toutes les substitutions de E.
Cette proposition, qui sert de lemme essentiel à des démonstrations importantes, découle très-naturellement de ce qui précède.
Réduisons en effet les substitutions de F à leur forme canonique (176-I78j; et supposons que les nouveaux indices se partagent en systèmes, contenant respectivement pv, p'v',... indices, respectivement répartis en v, v',... séries. Les substitutions de F, multipliant chacune tous les indices de la première .«érie du premier système par une même puissance de i (177), sont tontes de la forme S'S,, S étant la substitution qui multiplie ces indices par t, et S, une substitution de F qui laisse invariables ces indices, et, par suite, leurs conjugués.-
Cela posé, soit q le degré de la première des puissances successives île i qui se réduit à i (mod./j); ce nombre divise/»'— i; car fêtant racine d’iinc conRCUcnce irréductible du degré v, on aura f'’’“'^t. Soient d’autre part S',, S',,... celles des substitutions de F qui laissent invariables les Indices du premier système; IF le nombre de ces substitutions. Les diverses substitutions de F s'obtiendront évidemment. en posant successivement a = o, I,..., q — t et S, =S', , S’,,... dans l’expression S*S,; et leur nombre Û ser,i égal » qü'.
On verra de même que ü'=r^'Û'', q' étant un diviseur de — i. et U' l'ordre du groupe partiel formé par celles des substitutions de F qui laissent invariables les indices des deux premiers systèmes. Poursuivant ainsi, on trouvera enfin que Û est un diviseur de (/»'— 1)(/>''— i)....
Cela posé, chaque substitution de E résulte de substitutions partielles exécutées sur les indices des divers systèmes (179). Supposons les indices choisis dans cbacun de ces systèmes de manière à se répartir en classes, comme il est indiqué (184). Soient x, j,... les indices, en nombre X. de la
dernière classe de la première série du premier système; a;,, y ;...;
*v-i, y'*- ceux des classes conjuguées de celle-lb. Soient de même
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3f, y',... les indices en nombre de la dernière classe <l^a première série du second système; x\, y’,,...;...; ceux des classes conju-
ïiuées, etc. On aura ainsi indices appartenant aux- dernières
classes de leurs séries respectives. Chaque substitution de E accroîtra simprcinent ces indices de fonctions linéaires des indices «. v,... appartenant aux classes précédentes, et remplacera ces derniers par des fonctions linéaires de u, v,... (I8i).
Il résulte évidemment de là que les substitutions de E sont échangeables
à toute substitution 2 qui accroit respectivement x, y,. x^i.^y. ;
x', y'',...;...; x'y_,, de constantes a, fi, et,.,,
a', /3',.. aÿ_,, sans altérer u, v Or si l'on prend pour
a, fi,... des fonctions entières quelconques de i; pour a^, leurs conjuguées; pour a, P',... des fonctions entières quelconques de l'imaginaire i', analogue à i, etc., il est clair que 1 ne sera imaginaire qu'en apparence, et prendra la forme réelle lorsqu'on remplacera les indices imaginaires ,x- = X -t-îY par les indices réels X, Y,..., Z,.... Mais a, fi....
peuvent être choisis chacun de />' manières; a', jS',... de manières, etc. : * doue les substitutions distinctes de la forme 2 sont en nombre ^
nombre évidemment supérieur h O, même dans le cas le plus défavorable, oii l’on suppose X = X' = ...= t.
Substitutions permutables aux faisceaux précédents.
187. Soit, comme précédemment, G un faisceau de substitutions linéaires, échangeables entre elles : et cherchons à déterminer les principales propriétés du groupe I formé par les substitutions linéaires qui sont permutables à G.
188. Thkokèms. — Si G contient des substitutions dont l'ordre ne soit pas premier à p. I ne pourra être primaire.
En clfet, soit E le faisceau partiel formé par celles des substitutions de G dont l’ordre est une puissance de p (173). Les transformées de ses substitutions par une substitution quelconque de I appartiendront à G, par liypotbèse, et auront pour ordre une puissance de p. Donc elles appartiendront à E : donc £ est permutable aux substitutions de I.
D’ailleurs il existe certaines fonctions des indices que les substitutions de E laissent invariables (179-182). Ces fonctions peuvent s’exprimer linéai-
I.'il
renient au moyen d'un certain nombre de fonctions distinctes, x,x',... que l'un peut prendre pour indices indépendants, à la place d'un nombre égal des indices primitifs (H3). Soient y,... les indices restants : les substitutions de E seront toutes de la forme générale
Soit maintenant
S= I x,x',...,y,... if{x,x’ y,...), ?'(x,x' -.^x, x',..„ |
une quelconque des substitutions de 1 : les transformées par S des subsiiiutions E seront de la forme
?(jr. x',.
Mais ces
transformées, appartenant à E,
n'altèrcnl pas
les premiers
I indices
on auj'a
donc
Ces relations montrent que les fonctions ne sont pas altérées par les
substitutions de E, et, par suite, sont des fonctions de x-, x',... seulement. Donc les substitutions de I remplacent x, par des fonctions de res seuls indices : donc I n'est pas primaire (Ü2).
189. Passons au cas où toutes les substitutions de G ayant leur ordre premier Gse confond avec le faisceau partiel F, étudié aux n™ I7i-I78. Supposons les indices choisis de manière à ramener simultanément tonies les substitutions de F à leur forme canonique; et soient x, x',...; jk, les séries obtenues en groupant ensemble ceux des indices que chacune des substitutions de F multiplie par un même facteur constant; ces siibsliliilions prendront la forme suivante :
,\=|x, x',. . ax, iix',. . br. by', j.
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iar f [Xf X ,, , , f jTf y f, .
iinv fl*iS substitiitinns de 1. La (ransfoniiéu de A par S prend la forme
• •) / {ax, ax\.
.., br, br',
..) f'{ax, ax',.
.., by, by'.
..) f, (ax, ax\.
. . , by, by',
•■) f,(ax, ax',.
. , by, by’,
cl comme elle appartient à F, par hypothèse, elle devra multiplier par un même facteur constant les indices de la première série.. Si donc on a
f (X, x',.'.., x> y'f ■■) = xx -t-a, jr'-t-. jî.r + p, f'{x, x' X, = a'x a', ar* 4-... . + PV
et si K est le facteur constant, on aura
i a.ax 4-a,oa:'4i-...-t-p6_> 4-p, ér'-*-...= K(aa -ea, a'4-...-+-py (9) ! a'ox-t-a',<ia:'4-...-t- P'iv-t- P',éy'-+-...î=lv{a'x4-a',a' + ... y'
Tous les coelTicients a, |3, p, ne peuvent être à la fois con-
grus à ïéro. Soit donc, par exemple, /5^o (mod./>). Les indices x et .v n'étant pas de la même série, il existe une substitution au moins dans hfaisceau où l’on a a^ifmod.^). Les conditions (9) relatives à celle substitution donneront
(K — 6)P==o, (k— fe)p,=!o (K — <i)a=o, (K— n)a.so
d’oil
Kæ:A, (6 — n)aŒ(i — a)ai=...:s(6 — a)a'=(é — a)a', s...sjo.
ou, roinme a\b (mod./)),
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a » s ... s ât' s a', s ... B O.
Ainsi, tous les eoeHicienls de /, sont con);rus à zéro, sauf les coefficients |3, ^ ; qui multiplient les indices y, y', — Nous ob-
tenons donc ce premier résultat :
PiioposiTioB I. — Chaque substitution de I remplace les indices d’une même série x, x',... par des fonctions linéaires des indu es y, y’,-., d'une seule et même série.
190. Les fonctions linéaires de y, v',... que S fait succéder à x, x',... doivent être toutes distinctes, pour que le déterminant de S ne soit pas congru à zéro : mais le nombre des fonctions distinctes que l’on peut former avec les indices y, y,... est au plus égal au nombre de ces indices : donc le nombre des indices y, y',... est au moins égal à celui des x, x',....
D’autre part, la substitution S“', qui fait partie de 1, remplaçant certaines fonctions de_y, r',... respectivement par x. x',..., remplacera v, j'',... par
des fonctions dans lesquelles entreront ces indices x, x' D’ailleurs ces
fonctions ne doivcntcontenir les indicesque d’une seule série (Proposition I).
Donc S~' remplace y, y',... par des fonctions des seuls indices .r, x"
lesquels devront être en nombre au moins égal h celui des indices y, y', pour que le déterminant de S'* ne soit pas congru à zéro. On a donc le résultat suivant :
Puoi'OsmoN 11. — Le nombre des indices de la série y, y',... est précisément égal à celui des indices de la série x, x',.:..
191. La substitution A multipliant y, y',... par b, nous venons de voir que sa transformée par S multiplie x, x',... par b. D’ailleurs elle fait partie de F. La suite des coefficients b, b',..., par les*|uels les diverses substitutions de F multiplient y, y',..., est donc identique, à l’ordre |>rcs, à la suite des cocflicicnts a, a,... par lesquels elles multiplient x, x’,.... Donc, si a. a',... s’expriment au moyen d’une imaginaire i, de degré v, il en sera de même de b, b',...; cl le système qui contient la série y, y',... sera formé de V séries, comme celui qui contient la série x, x',.... Ces deux systi'mes peuient d’ailleurs être dilTérents, ou su confondre en un seul.
Soit d’ailleurs Xp, x\ .... l’une des séries conjuguées de la série x, x
La substitution S. rem|daçanl x, x',... par des fonctions de y. y' rem-
Nous obtenons donc la proposition suivante
TiiéoRÈMK. — Choisissons les indices indépendants de manière à ramener les substitutions de F à la forme eanonitfue ; ^roufionsles en séries et ces séries en systèmes, comme il est indii/ué plus haut : enfin, groupons les systèmes en classes, en réunissant ensemble ceux qui contiennent le même nombre d'indices, ré/jartis dans le même nombre de séries :
Chaque substitution de I remplacera les indices d'une même série fuir des fonctions de ceux d'une même série : teux d'un même système par des fonctions de ceux d'un même système : ceux de chaque classe par des fonctions de ceux de cette classe.
193. Prenons mainlenaut pour indices indépendants, dans chaque .système, au lieu des indices imaginaires considérés jusqu’à présent, les fonctions réelles en nombre égal dont ils dépendent (178). Il est clair qu’après ce cbangement comme avant, les indices d'un même système seront remplacés dans chaque substitution de. I par des fonctions de ceux d'un même système, et ceux de chaque classe par des fonctions de ceu.v de cette même classe.
Donc s’il existe plusieurs classes, I ne sera pas primaire (1 i2).
194. Revenons maintenant aux indices imaginaires, et supposons, |iour plus de simplicité, qu’il n’y ait qu’une seule classe, contenant ). systèmes
formés chacun de v séries, contenant chacune u indices. La substitution S, icinpiaçant les indices de clia<|ue système par des fondions de ceux d’un même système, est évidemment égale à TU, T. étant une substitution qui permute les systèmes entre eux de la même manière (|ue S, mais on remplaçant les uns par les autres les indices correspondants, et U une substitution qui ne déplace plus les systèmes. D'ailleurs S et T étant réelles, et remplaçant les indices d'une même série par des fonctions de ceux il’iinç mémo série, U=T“'Sjouira évidemment des mêmes propriétés. Kn outre, elle
sera le protluit de substitutions partielles U,, II, altérant respeelivement
les indices du premier système, ceux du second, etc.
(iherebons la forme de l'une de ces substitutions partielles. U, par
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exemple. Supposons que U, remplace a:/"" par des fonctions
de : on aura évideimnent U, — Mî'N,, M, étant la substi-
tution qui remplace en général x''' parar^*,, et X, une substitution qui remplace x„ x\ par des fonctions de ces mêmes indices. D’ailleurs U,
et .M, étant éviilemment réelles, il en est de même de N, : donc N, rempla-
ceriXr, x', x'jr'^ par les fonctions conjuguées de celles par lesquelles
elle remplace x,, x'„ x'J^'K Donc N, sera île la forme suivante :
■ XX, -1- ^x', -1- . .
. X'' Xr + x',. y- . .
On aura de même = Mj et Nj étant analogues de forme à M,
et N,, etc. Donc enfin l’on aura
S = TMVN,MVN,....
195. Réeiprm|uement, toute substitution de cette forme est permutable ,^u groupe dérive des substitutions
x', ax„ ax'„..., a'' x„ af'x\,...
car ses composantes T, M,, X,, M,, N,,... le sont évidemment. Si donc K contient toutes les substitutions de la forme A, I contiendra toutes celles de la forme TMi' N, Mp Nj..., dont le nombre est égal à
i.a. .. y[v{pr-— ijtpi"— />•)... (pi"
comme on le verra aisément.
Si, au contraire, F ne contenait qu’une partie des substitutions de la forme A, il se pourrait que I ne contint qu’une partie des précédentes.
§ VII. — GboUPË OIITHOr.ONVl.
(iènèraUtèi.
Une substitution linéaire
S = I X, )■, 3,... nx-i-by + cz-i-..., a'x ■i-b'y-^-c’z -t-..., n" xy b"y-+ c“ z +
ao.
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est dite orthogonale, si l'on a identiquement
r’ + 2’-+-. -t- 6/ + ca + .••)’ + (u'a: + l>'y + c'a + |
* d'où les relations
I «' +...= /<> -4- A'> ~tb"‘ ^c’ +c” I ,
I ab-t- a'b'+ a' b" •h,..eaac + a'c'-^a' c“ ^ 6e + 6V4 6"c"+ = 0.
Les substitutions orthogonales forment un groupe. Car soient S,, S, deux semblables substitutions : toutes deux laissant invariable la fonction x’-i-j’-t- (aux multiples près de p), leur produit la laissera égab(iiicnt invariable : il sera donc orthogonal.
La substitution orthogonale S a pour réciproque la suivante
S, — |x, /, 2,,.. €ix + a'y-t-a~ s+..., bx -^-b'y+b’ s + ..., c'2 + | :
car si l'on tient compte des relations (10). on voit que SS, se réduit à l’unité.
Les puissances d’une substitution ortliogonaie étant elles-mêmes ortbogo»' nales. S, le sera : d'où le nouveau système de relations
i «’ +b‘ -+-C' -4- I IJ ‘
) na' -h bb' -h cc'
’xza'' -t-c'' -H...
-- im” -trbb“-<- ce' = a' a’ + b' b' + c'e'-t- . . .
Réciproquement, les relations (10) peuvent se déduire des relations (i i^; car si S, est ortliogonaie, sa réciproque S le sera.
Les deux substitutions S, S, ont évidemment le mémo déterminant, d: leur [iroduit a pour déterminant dC .Mais il se réduit à l’unité : donc d’ = 1 . Donc toute substitution orthogonale a son déterminant congru à ± 1.
La recberclie de l’ordre du groupe ortbugonal se lie étroitement, comme on va le voir, à la résolution des congruences du second degré à plusieurs inconnues.
Congruences du secottd degté à plusieurs inconnues"
l’aouLèMC. — Hésoudre la congruence
a, x’ -h a, x\ ^ k ( niod. p ),
P étant un nombre premier impair, et a,, a,, k des entiers dont les deux premiers soient non divisibles par p.
DES SUBSimmONS.
Posons a, x, : la congruence devient (i») 4- a, <j,x| A",
ft deux ras sont à distinguer :
i“ Si — a, a, est un résidu quadratique de p, congru h un carré ).*, nous poserons
^ + Xxi = v, Xx, = «,
d’où
U tf V — «
et la congruence deviendra
va æ a, A'.
Si A'^o (mod. />), on pourra prendre pour v l’un quelconque des entiers I, — i: et la congruence déterminera la valeur correspon-
dante de U : on aura donc p — i solutions.
.Si k—o, on pourra prcndre^esi, — i avec mso, ou e=o
avec U = O, i , a ' : total , a/> — i solutions.
2° Si — a, a, est non résidu quadratique de p, soit i une racine de la congruence irréductible — a, a, (mod. p), l’autre racine sera — i, et l'on aura
X'-t-a, a,x’,^{x+ ixi){x+ i>x,)^(/-t- ix,)r*'.
Posant J -t- IX, = Z, on se trouve conduit à chercher le nombre des racines réelles, ou exprimables au moyen d'une imaginaire du second degré, que comporte la congruence
zf*’^aik (mod. p).
Si A = u, on n’aura évidemment qu’une seule solution, z 5 u, d'uii x=y=o.
.Si A^o_(mod. p), soit u une racine primitive de la congruence i,
et suit a, k = i<l*; on a
d’où ou enfin
sæ I (mod./)), — i)iso (mod.^’— i),
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m ('tant un entier. On peut poser d’autre part s = uf. Substituant, il vient
d’où
H'fr+i) (iiiod.y)),
t[p + i) (mod. p’— i).
conj{ruenec (|ui admet les racines suivantes •. m, m p — t , m + 3{p — i)
Parmi ces racines, il en existe évidemment p+ i incongrues suivant le module p"‘—i. Les valeurs correspondantes de a' ^ z—y -h ix, donneront P 4- 1 systèmes distincts de solutions pour la congruence propos(H'.
198. THKosiME. — Soit un symbole égal à o, à \ ou à — i, suivant tfue X sera divisible par p, résidu ou non résidu quadratique de p. Im suite ( ~ ) ’ ( ^ ) ’ " ' ’ p ' j ’ présentera ^ ' variations de signe.
En effet, la congruence -.^x^ + i (mod. p] a, d’après ce qui précède, p — I solutions. Ces solutions sont de trois espèces: i“ Celles où x~-o, ysL- ± I, au nombre de deux, a" Celles où x’sso, y^ = a -t- i, a étant uti résidu suivi d’un résidu dans la série des nombres naturels. Soit 9 le nombre des valeurs de a satisfaisant à ces conditions : chacune d'elles donnera quatre solutions, les signes de x, j étant tous deux ambigus.
Enfin on pourra poseras o, a’ -f- 1 5^ o, ce qui donne deux solutions si p — i = — t est résidu quadratique, et n’en donne point s’il n’est pas résidu.
1“ Soit d’abord = t . Le nombre des solutions de la congruence
y ’ s jr’ -t r sera 3 + 49+2=/’ — d’où 9 = ^ ^ ' — 1 . Le nombre
total des résidus quadratiques dans la série 1, a,..., p — i est ; nous
venons de voir que ^ ^ ' — 1 d'entre eux sont suivis de résidus; le dernier, p—\, n’est suivi d’aucun terme : il en reste donc suivis de non
résidus. En d’autres termes, la suite pré.sente pas-
.sages du signe + au signe —, Mais le premier et le dernier terme ont le signe + : le nombre des passages du signe — au signe + sera donc le même que celui des passages du signe + au signe — , Le nombre total des
variations sera donc
nES SURSTlTUnONS.
a" Soit = — I. On a p — i =34-4'?. <l’où 9 = Le nombre
(les résidus suivis de non résidus sera ^ '■ — ç = ^ ^ ■ Il y aura donc
passages du signe -t- au signe — dans la suite (^ —)•
Mais le premier terme a le signe + et le dernier le signe — : le nombre des passages du signe — au signe -t- sera donc inférieur au précédent d’une.
unité et égal à — i , et le nombre total des variations sera encore •
199. TiiKORèsiE. — Le nombre des systèmes de solutions de la congruence a, x] -4- a, x] -t- . — = /i’ (niod. />)
où a,, flj,..., <ij„ sont (mod. p) est égal à p^"~' — ou à fp"-' ■+■ {jp — fp-' ) V, suivant qu'on a k^o o« A s o ( mod . p), v désignant
/>our abréger le symbole
La vérité de ces formules dans le cas où « = 1 résulte du n° 197. Nous allons maintenant prouver (|uc si elles sont vraies pour n = f et n = m, elles sont vraies pour n = l + m.
La congruence
(i3) a, x] <t, x\ -i- . . . + a,fi^)XÎat.„)^ h
é(|uivaiit aux deux suivantes ;
(i4) rt, a-; -i-
y étant une nouvelle indéterminée.
1“ Soit d’abord X-^o (mod. p). Pour toute valeur dej différente de o et de k (mod. p], la congruence (1.4) a, par bypotbèse, /)’'' • — //“’X solutions, et la congruence (i5) en a p^"-* — p”-' p, en posant, pour abréger,
Pour jso, elles ont respectivement y»"'”' -h X cl y»’"- ' — y#"'"' a
solutions. Enfin, pour _)(ss A, elles en ont — y»'"' et y>”"' — y»'"'' J, u.
tuo LIVKE DECXIÈME.
I.c nombre total des substitutions chercbées sera donc
ip- p^--p-<ui)
+ {p^‘- pi-^}.)[p»-' p^<)p]+(p»-' — pF-'iji)[p^‘-^{pi- p^-)'t.]
— — pi** • Xu,
et, comme ).p. = v (16). la formule se trouve démontrée.
a“ Soit X- = o. Posons d'abord v<o (mod.^), puis yso, et sommons les solutions correspondantes à ces hypothèses : le nombre total obtenu sera
(p-i){p'‘-'-p‘-')){p^'—ir-‘p)-i-[p'^' + {p‘—p^')).][p^'-i ip-~pr^')u]
200. Théokème. — Le nombre des systèmes de solutions de ta congruence (il>) rt.xi -t-a,xj +...-t-a„+, isA (mort./»).
est p*“— p^v', en posant pour abréger v'= ' j.
Kn effet, la congruence (i6) revient aux deux suivantes :
(18) a,xi +.. . + = / ■ — .V.
La congruence (17) admet la solution xso si^E=o, et les deux solutionsxsî — ^si «1 vest un résidu quadratique r*; elle n’en admet aucune
si a, y n'est pas résidu. D’autre part, le théorème précédent donnera le nombre de solutions de la congruence (i8) pour chaque valeur de . v. Posons, pour abréger.
on aura en tout
DES SUBSTITUTIONS. Kil
systèmes de solutions, suivant que fi sera égal à o, i ou — i . Dans les trois ras, en opérant les réductions et remplaçant ;jtv par v', on tombera sur la formule à démontrer.
Ordre du groupe orthogonal.
201. TiiÉOHf.ME. — L'ordre du groupe 'orthogonal de degré ff' {p étant premier im/Htir) est égal à P, P,., ... P,. P, désignant le nombre de solutions de la congruence
xJ + a: J -t- . . X,’. s I ( 100(1. P ).
Kn efïet, soit Q, le nombre des substitutions orthogonales S, S',... qui
lai.ssent invariable l'un des n indires x. y, z le premier par exemple.
et soit T une substitution uribogonale qui remplace x par une certaine fonction ax ■+■ by -t- cz h- .... Les Q„ substitutions orlbogunales TS, TS',... remplacent x par a.r by -t- cz + .... Réciproquement, toute substitution orthogonale U qui produit ce remplacement fait partie de la suite T.S, TS’....; car T“' U, laissant x invariable, fait partie de la suite S. S',....
Soit donc R„ le nombre de fonctions différentes par les(|uellcs les diverses substitutions orthogonales remplacent x : l’ordre Û„ du groupe orthogonal sera égal à R„Q,.
D’ailleurs, si l’on pose dans les relations (ii, a i, b cr— ...=-o, elles donnent a'~ a'= . . . = o; et les autres eoetlicients b\ c',...; b", c",. se trouveront liés entre eux précisément par les relations qui caractérisent l’orthogonalité dans le cas de « — i indices. Donc Q„ est égal à Ü„-, : on aura donc
R. U._, = II. R,_, = . . . = R, R_. . . . R
et, comme 1), est évidemment égal à a = P,, le ibéorème sera établi si l’on prouve qn’on a généralement R, = P„.
Or, pour qu’une substitution (|ui remplace x par ax 4- Av -t- « 4- . . . soit orthogonale, il faut, d’apres les relations (i r). qu’on ait
tUî) -4- A* -f- C’ *4- . . . S I .
Réciproquement, nous allons voir que a. //, c,... éianl un quelconque fies I\ systèmes de solutions de la congruence (ic)), on pourra déterminer une
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_ submintion orthogonale qui remplace x par ax -¥■ hy cz + .... propos! lion <)iii rendra manifeste l'idenlilé H„ = P,.
pRKMiEit CAS : « = a
stitiition
— I.a pi'oposilion est éviilenle:
nx -I- by, — bx ay ]
ear la snle
est orthogonale et remplace x par a.r ■+■ by.
20!f. Secoso cas ; quantités i — a’, i — exemple.
n = !}. — Im proiMsilion est vraie, si quelqu'une, des b^, I — c* est résidu quadratique de p. (^ar soit, par
I — A- srf
on a, par hypothèse,
rt’-l- b’ 4- I,
Donc il existe une suljslilulion orthogonale
<|ui n'altère pas x, et remplace y par y.v + y a. dette substitution, eoinbinée aux suivantes
A = 1 X, )■, Z y, X, i |, B = ! X, y, i Ax 4- />'. — <x 4 by, z ;,
(|ui sont également orthogonales, donne la substitution .Md), laipielle sera orthogonale, et remplaeera x par ax ■+■ by 4- cz.
20-1. La proposition est vraie pour les nombres «, b, c, si elle l’est /K>ur les
nombres a, AjS — cq b', cj? -i- bq = c' , |9, y étant deux entiers quelœnques
satisfaisant à la relation y’ss i . üir. s’il existe une substitution orthogonale S )|ui remplace x par ax -h b'y-t-c'z, celle substitution, combinée à la suivante
1)=. I X, r, s X, ^y4-ys, — y_r 4- |,
laquelle est orthogonale, donnera la subslilulinn I)~'S, laquelle remplace .x par fljr 4- 4- cî.
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205. (j'Ia |»()S(', si<lmo(tons que cliîtciine des (pinntitr.s i — i — />*, I — e''' suit nulle (■) ou non résidu qinidratique de /». Deux cas scroni à
distinguer, suivant rhy|)otlii-se (|uc Ton fera sur le sif;ne de (~'V
Vremiére hypothèse : = — i. — On pourra choisir ^ et :/ de telle
sorte que i — //’ soit résidu ou nul.
lûu elTct. supposons h' connu : on a
A.î— ey = //, d'oii
Substituant cette valt ur dans la relation /S’-i-y* i , il vient une conjtruencc du second degré en y, (|ui ne peut avoir plus de deux racines. Donc, parmi les systèmes de valeurs de j5, y, en nuinbrc p -t- i (*07), qui satisfont il la relation /i’ -h y’"~ >, >1 en existe au plus deux (|ui donnent la même valeur à b'. Si donc on fait varier p et y, b’ prendra au moins
valeurs distinctes. Mais le nomlirc des valeurs distinctes de b’ pour
lesquelles i — //’ est un non résidu est seulëment car i — 5'“ et i
étant non résidus, //'— i sera résidu. On devra donc prendre pour//* — i
l’un lies ^—7-^ résidus suivis de résidus dans la série des nombres naturels :
it chacun d’eux correspondent d’ailleurs deux valeurs de //. Doue, parmi les valeurs dislincles de //, il en est une au moins telle, que i — //'* soit résidu ou nui.
200. Si I — /»'* pouvait devenir résidu, la proposition serait déinoutri e (203-204). Supposons donc qu’il devienne nul. On prouvera comme tout il l’heure : i" que la proposition .sera vraie pour a, b', d (et par suite pour a, b, c), si elle l’est pour au — c'â^ a', b', ad ■¥ c'a. — c",a et d satisfaisant ii la relation a“ que «, d peuvent être choisis de
telle sorte que i — a'* soit nul ou résidu. .Mais un a
(*} Nuus cuiimioUons intf à dt'Sèein, et pour éditer |»ériplini^», une k^gère inoxacuiuiii* Je
langage. Ce que nous dibon» d«« quantité» o, b, r, i — i — A*, i — etc., doit »>nU*ndre, non
de ces ciUiprs eux-mèmDs. mai» du rc»tc de leur division |)ar p.
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et, si l’on avait i — a'*= i — b'‘= o, il viendrait c"® = — i, résultat absurde, -- I étant non résidu. Donc i — a'* sera résidu, cl la proposition sera vraie.
Seconde h^-pothcte
ui satisfont à la relation /S’-t-
I . — Les systèmes de valeurs de jS, •/ I seront en nombre ya — i , et les va-
leurs correspondantes de b' en nombre - moins. Ce nombre est égal
à eclui des valeurs de b' pour lesquelles i — b'^ (ou, ce qui revient au même, 6’’ — i) est non résidu; donc, en faisant varier p, y, on donnera à b' toute la suite de ces dernières valeurs, ou une valeur telle, que l’on ail I — //’==o, ou enfin une valeur telle, que i — b'^ soit résidu. Excluant ce dernier cas, dans lequel la proposition serait démontrée, on pourra supposer b‘ égal à ± I nu à un entier d, clioisi à volonté dans la suite de ceux qui sont tels, que i — d' soit non résidu.
On voit de même : i“ que la proposition sera vraie pour a, b', c' (et par suite pour a, b, c) si elle l’est pour ax — c'J==a', b', ad -i-c'a — c”, x et à satisfaisant à la relation a’ -f- d’sr i ; a" que a et d peuvent être choisis de telle sorte qu'on ait a'=:ni ou a'=d‘, d' étant un entier choisi à volonté dans la même suite que d.
2ü8. Cela posé, trois cas sont à distinguer ;
.1® Soit a'.^ ± I , <('== ± I . La proposition sera vraie pour a', //, c" si elle l'est pour à'^a'i — f»'Ç, f«"==a’Ç -e A's, c" (i, Ç satisfaisant à la relation !'■' -t- Ç’= i). Or l'on pourra faire en sorte que i — a"’ soit résidu. En elfet, a'*, b'\ e’-4-Ç’ se réduisant a l’unité, i — a"* se réduit à xa'b'i^. Soient d’ailleurs X un entier tel que l'on ait X’= — i, et e un entier arbitraire : on aura (197)
e.\pression qui sera résidu si et v* — i sont à la fois résidus ou non
résidus. Mais Gauss a montré (Tfieoria rtsiduorum biquadralicornm Commenlalio prima, 16-21) que l'on peut déterminer e de telle sorte que e* — i soit à volonté résidu ou non résidu. Donc on pourra toujours faire en sorte que I — a"* soit résidu, ce qui démontre notre proposition.
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209. 2“ Soil a'=±i, b'=±d. La proposition sora vraie si I — c*’ = a'* + 6'“ = 1 -(- </’ est résidu. Mais d est l'im quelconque des entiers tcl.s, que i — d' soit non résidu: il pourra être choisi de telle sorte que I -t- rf’ soit résidu. En effet, considérons la suite des nombres naturels 1, 1,..., P — i\ clic contiendra au moins un résidu qui soit à la fois suivi d’un ré.sidu et précédé d’un non résidu. Car si a est résidu, /> — 3 le sera \ p — ’i, p — /|,... pourront l’être également; mais on finira par tomber sur un nombre p' qui ne sera plus résidu ; et le nombre p' -t- i sera le résidu eberclié. Supposons, au contraire, que 3 soit non résidu : parmi
les ^ ^ ' — 1 résidus supérieurs à 2, il en existe au moins un qui soit suivi d’un résidu. Car si chacun d’eux, sauf le dernier, était compris entre deux non résidus, la suite ^ j ~ '’sriations,
tandis qu’elle n’en prés*cnle que ^ (') (198,. Soit 1 le premier
résidu suivi il’un résiilu; ce sera celui qnc nous cherchons.
Posons maintenant d'^ = p' + 1: rf’ — 1 sera non résidu : donc, — 1 étant résidu, 1 — d' sera non résidu et i -t- d‘‘ ré.sidu.
210. 3“ Supposons enfin qu’il soil impossible de choisir jS, y, a, & de telle sorte que l’un des deux nombres a', // se réduise à ± 1 : on pourra faire en sorte qu’ils so réduisent à rf' et à d, ces deux entiers étant quelconques, pourvu que 1 — d', 1 — d'^ soient non résidus.
Remarquons, d’ailleurs, qu’en tenant compte des relations
un aura identiquement
(/ '-4- c"’sES n'’-4- h’’ -4- c"’ = a' -4- c'*= a’ -e é' -4- r’ ^ 1 .
Donc, de quelque manière qu’on choisisse d et d', on pourra satisfaire de deux manières a la relation
(ïo) (/’-4-</’’-4-
car il sullira de poser d'~ db c".
(•) Si /i = 5, on a ^ ^ ‘ — 3, et la dénionel ration |)ivcéden(c est en ilCraiit ; mai» alors 014
peut poser 2, d'où c”aa 1 — a'* — 1. ün aura donc à la foi» a'«a i; 1, r" î» ± 1, et l'on
retombe ainsi sur le cas discuté au n* 208, vu I analogie du réle joué (lar les eoetlicienu b' et r*.
tw. uviu; mXMKME,
Cflii posf, — I clam cl i — rf® ne rclaiil pa.s. d‘ — I ne le sera
|ia.s, cl |iuui satisraii'c à celle cimditinu il suflil île poser «/— r, r’ élaiil l'un IJ iiclcoii(| ne lies ^7— résidus qui sonl précédés de non résidus (I OH .
Donc d peul éire rlioisi de inaniiTes; de même pour d‘. Si donc on elioisil d cl d', puis d~ de lonles les manières possililcs, on oliliemlia J '// — i)’ sysièmes de solutions à la congruence faO;. I>a proposiliun sera
vraie pour a, b, c, si elle l’esi pour l'un quelconque de ces syMèa es. liaielle est vraie pour a, b, c, si elle l’est pour d, d', c”\ mais elle le .scia pour d, d', c", si elle l'esl pour d, d', — c" : car .soieni S la siibslitullon orllioguuale qui remplace x par f/x — d'y — c" z, K la siilislilulion
la suhsiilutiun urlliogonale KS rem|daeera x par d.r ~ d' y ~ <•'
Si donc la proposiliun n'élait pas loujnurs vraie, elle serait l'ansse pour
tous les '~[p — IJ* sysliniies de solutions de la eongruenee
a- II- — f’ I ,
dans lesquels i — a* el i — />’ seraient non résidus. .Votre discussion a inoniré qu’elle est vraie pour tous les autres, en nomlire //' — ^
Du aurait donc ici
II.-/, -/,- i(/,_,)>=: i •/,= ^4/,_
d’où
ü, = II.U, 1- (p‘-^ — i,tl’ — >)■
.Mais le groupe orlliogpnal étant contenu dans le groupe linéaire, IJ, doit diviser l'ordre — /';(/*’ — de ce dernier groupe. Ilonc
étant premier à /,, divisera — i ; '/j* — i : il divisera donc ü8/, — la, reste de la division algébrique de f/,*’ — ij ' p- — i^ par /I* -t- !^p — .1. .Mais, si y, G8, p- jy, — i est plus grand que tiHy, — i a et ne peul le diviser: on verilie aisément qu'il ne le divise pas davantage si y, (JtJ. Donc l'Iiypolbèse faite est absurde, et la proposition est viviie dans tous les cas.
1)1* suitsrnTTioNs,
liiT
21 1 Thoisièmk cas : n > 3. — On verra, rommc aux n*" 20H el 20S. iju'il existe uncsuhslilulioii orthogonale <|ui remplace x par cs+</«
a. h, c, (l,... salisraisant à la relation (19)] : 1" .si l'une des quantités i —
\ — e.st un ré.sidu quailrati*|ue; a" si deux des coenieienis a, b,... sont congrus à ± 1 .
Supposons qu'aucune de ces circonstances ne se présente. Parmi li's
sommes de trois carrés a’ + ô’-ec’, a^ + b^ + d', ft* -e- c* -(- </’ il en
existe une au moins non congrue, .à üéro. Car s'il en était autrement, et <pie n (ut de la rorme 3X- -i- 1, a, b, c,... seraient tou.s congrus h ± 1 . En efl’ei, la .somme des 3X' + i carrés a’, 6^, serait congrue à 1, et la somme
«le Sk quelconques d'entre eux le sei'ait à zéro : le carré restant serait donc congru à 1. Si, au cotiffenirc, n était «le la forme 3X + 1, la somme de deux quelconques de ces carrés serait congrue à 1 : la somme «le six carrés <|uelconques serait donc congrue à 3. Jlais d'autre part elle le serait à zéro. I)n devrait donc supposer /)= 3 ; mais alors on aura a’ — t’îs c’ = ...= i si «. b, c,... ne sont pas nuis, et 1 — égal à un résidu quadratique, si On retombe donc nécessairement sur une des «leux hypothèses pour lesquelles le théorème est démontré.
Supposons donc
u’ -< é’ -t- c* Œ «» J «> nio(l./>).
Soit
i = I X, _)■, J, H,... XX -i-^y+yz, x' x-i- r-y-y' Z, *" j- a- .3"_» + y" z, «,... |
une substitution orthogonale «|ueleunque entre les trois indices x, po- .sons
iix -y- h'p + ry =<i', iix' ■+■ /»j3' vy' = h' iix" -f l>y -e oy" = <■'.
S'il existe une substitution orthogonale S qui reni|ilace x par
II' X h' y 4- <■' J -s (/« -I- . . . .
la substitution le remplacera par
iix 4- by 4- cz ^ du «•....
Donc la proposition est vraie pour l’une «le ces fonctions, si elle l'est pour l’autre.
-Mais a,, fi, 7 sont des entiers arbitraires parmi ceux <|ui s:itisfont i) la re-
lalion
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et nous allons voir qu’oii peut les choisir de telle sorte que l’on ail a'— <>. iroîi I— aii(|uel ras la fonction a'x -i- 6' v -H c'a H- c/h 4-... devient l'une de celles pour lesquelles la proposition est déniootrée.
En effet, 6’ étant (mod./j), a, b, c ne sont pas tous congrus à zéro. Suit ajofinod./j) : la relation a'so donnera
bp + cy
valeur qui, substituée dans (ai), donnera
(Zi) ( A’ -e fl’) 4- aie py 4- (c’ -i- O’ j
l>la posé, si fc’ 4- a’ et c* 4- a’ sont à la fois congrus à zéro, b et c ne le seront pas; et la relation (aa) se réduisant à
1 bc Py ^ a' ,
on pourra y satisfaire par des valeurs convenables de /S et de y. Soit au contraire 6^4- a’^o(niod./>): posons
ï3) ( A’ 4- n’ ) ^ 4- bey = p'.
La relation (aa) devient
P"' [( c* 4- <l‘) ( A= — fl>) — A*C'] )r’ = «'4 A-
et comme le coefficient
(c’ 4- n’)(A' 4- o‘) — A’c’ = a’(<i’ -H A’ c’)= mii‘
n'est pas congru à zéro, ou pourra déterminer p — ^ ~ ) systèmes de va
leurs de y et de p' qui satisfassent à cette relation. Les valeurs correspon dantes de j3 s’obtiendront par la congruence (a3).
213. Théorème. — L'ordre U, du groupe orthogonal de degré a" est égal à Mj, M, éiant égal à a'~' ou à a'’ "’ — i, suivant que r est pair ou
impair.
En effet, on a, comme dans le cas où p est impair, Ü„ = R, étant
DES Sl'BSTIU'TIONS. D»
le nombre de fonctions différentes ax -f- />v -i- ci + . . . par lesquelles les substitutions orthogonales permettent de remplacer x. Mais a,h, c,... satisfont à la congruence
n’ 6' -f- c* = I ( niod. a ),
laquelle se réduit à
( 24 ) « . <1 *• c -f- . . . irâ I (mod. a).
il cause des identités a’ a, et a a"'* systèmes de solutions, les
n — I (|uantités b, c,... restant arbitraires, pourvu que a soit déterminé par la congruence (a/|).
Soit a, b, c,.,. un quelconque de ces systèmes de solutions : si a, b, c,... ne sont pas à la fuis congrus è 1, il existe une substitution orthogonale qui remplace .r par -t- b^ -h cz -h . . . . Car supposons par exemple a = 5, a -= i — c== I , rf— e — O : les deux substitutions
I Z, U, V ti.j-, a. X, V |,
sont orthogonales, et leur produit remplace x par x-f-_v-+- 3.
Au contraire, si a, b, c,... sont tous congrus à 1 . il n’existe aucune substitution orthogonale (|ui remplace x par ax-h by -1 cz -t-.... Car les autres coelficients a', b', c',... de cette substitution devraient satisfaire aux relations incompatibles
a’’ -*■ b'’ -h c"’ -I- . . . = n' -I- 6' -h c' ■*■ . . . = I . aa' + bb' ^ cc' -t- ... = n.
On aura donc 2’“'— I ou = 3"“', suivant que a ;c = ...= i est ou non un système de solutions de la congruence (a4|> c’est-à-dire suivant que n sera impair ou pair. Donc on aura dans tous les cas R„ = M,, d’où
214. L’ordre du groupe orthogonal de degré 3" s’obtient encore en remarquant que La" fonction x’ -t- j’ -1- a’ -1-... que ses substitutions laissent invariable se réduit à x -i- v -t- z -h... (mod. 2). Soit, pour abréger, X cette dcrnÜTe fonction; prenons pour indices indépendants X, y, z Les sub-
stitutions orthogonales, laissant X invariable, prendront la forme suivante
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OÙ les (’oelTicients a', a',... pciivcnl être queiconriues. et où b', c',...; b", c",. doivent être choisis de telle sorte, que leur déterminant ne soit pas congru à zéro. Le nombre des substitutions orlliogonales sera donc
résultat qui s’accorde avec le précédent.
215. Le groupe orthogonal est évidemment contenu dans le groinie plus général formé par les snbstitntiuns qui miiltiidient x’-r y’-t- a’-t-... par un facteur constant (ahstraction faite des multiple.-, de />;.
Soit r une racine primitive de la congruence r'’"' .■ i . cl soient «. ^ deux entiers <|ui satisfassent à la congruence Le groupe cherché F
contient, si n est |>air, la substitution
T z= I X. r. a, . ax 4- (3/. |îx — «r, ai J- |3h, xi,. . ■ |
qui multiplie x’ 4- y’ s*-4-... par r. Soit maintenant S une substitution de F, laquelle multiplie cette fonctitin par «» * On aura évidemment S = T^U, L" étant une substitution orthogonale. L’exposant p pouvant prendre les valeurs n, i,..., p — i, l’ordre de F sera égal it p — i fois celui du groupe orthogonal.
2IG. Au contraire, si n est impair, il ne parait exister aucune substitution qui multiplie x’4-_) ’-t-s’4-... par r. Nous allons le démontrer en toute rigueur pour « 3.
Soit
S 1 X, Z ox- by+ cz, afx -t- b'y-i- c'z, n"x +■ b") c“ z \
une substitution (|ui multiplie x’ -: _v’ 4- s’ par in\ et soient x, |3, y trois entiers quelconques satisfaisitnt à la relation a’ — j'î’ 4- 7’-=^ 1. Il existe une substitution orthogonale 2 qui remplace x par ax4-j\v4-yî (20;L210). Sa réciproque S sera (lOG) de la forme
I X, v. a XX -f- . . . , Px 4- . . . , yx I- . . . I .
Si l’on détermine a. y île telle sorte ijuc l’on ail aa 4- 5j5 4- cy=o (212), la suhslitution i“'S sera de la forme
i"' S = 1 X, Z hy CI, a'x -h b' y 4- c'a, n"x -* b"y -t- c° z |.
Mais elle multiplie a-"-»- r*-)- s’ par m, il’où les relations;
a’’ -t- a"’^b‘ I 6'* S- 6"’’z3c’ ■+■ c’’ -4- c"’ ^ ni, a' b' a" b' ~a' c' -l- a"c'^ bc -i- b' c' -r b’tf = o.
D’ailleurs, i"' S n’ayanl pas son déterininant rungru à zéro, a', à ne peuvent être à la fois congrus à zéro. Suit, par exemple, a'^o (luoil./?); posons b"s~ztt', e“^z'a' : il viendra sucressivement, en vertu des relations précédentes.
A’” — r»'. c' — — t'o", o «s 6c rr' (<i'* -1- n"’) ^ éc t nir:', ni — b’ z’ {a’’ a"') 6’ -i- niz'^c' 1" (a'' ■+• n'’)r= c" f niz’'.
On en déduit
b’c' ü ni'z'z’' «w m’( 1 — T’) (' — t’’)î
d’où
I — t’ -t'’220, 6’=3«|(I — r')2S'«*'‘ C’ïS! m(l — t'’) :î3 HIT*.
Mais le déterminant de 2*' S n’étant pas congru à zéro, l’un au moins des entiers 6, c ne sera pas congiu à zéro. Soit, par exemple, 6>o(mod.^):
sera un résidu quadrali<|uc de p, autrement dit, une puissance paire de r.
Cela posé. 1' contient la substitution T' qui multiplie clia(|uc indice par r: car elle multipliera -t- i’ par /■’; et il est clair que toute substitution de r qui multiplie cette (onction par sera de la l'orme T'^U.
U étant orlbogonale.
VIII. — Groupe adélien
nèjinilwn, ordre et facteurs de composition.
il 7. Dans ses importantes lecbcrcbes sur la transformation des fonclions abélienncs, M. Ilenuitc a dù résoudre le problème suivant :
üoient a;,, ,v x„, n,,..., £„ deux suites de 2ii indices, re-
partis en II couples dans chacune d'elles; et soit donnée la fonction
9 = a:, Jî, — t,}\ -f . . . • jc,n. — f. r..
Trouver, parmi les substitutions du groupe linéaire du degré p'^", celles t/ui, étant opérées à la fois sur chacune des deux suites d'india s qui entrent dans
XI
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la fonction ç, multiplieront cette fonction par un simple factetw constant {abstraction faite des multiples de p).
‘Il est clair que si deux sulislitulions S, S' multiplient respectivement ç par des entiers constants m, m', SS' mullipliera ç par l’entier constant mm'. Donc les sulistitutinns cherchées forment un {groupe. Nous l’appellerons le groupe abèlien, et se.s substitutions seront dites abcliennes.
Soit
X, a', X. -I- c', J-, rt', X, -I- c‘, V.
.Ki b\ X, -h d\ b'^ X, + d'^ y,
y, d'fy,-t- bfx. + d'fy,
une substitution ahélienne. Exprimant qu'elle multiplie par m, on aura le groupe de relations suivant ;
I ^ df'df* — b'f'df' s ni , V a'^df — b ’' cjj’ ^ o, si ^ f» t niod . p ), I V a^'t Aj;' — = O, ^ c‘fdf — d<'fc'^J=a.
21 K. Cherchons à déterminer la substitution réciproque
I X, a X, 4- y fy, 4- ... 4- af x, 4-
I ,)•. p:> X, 4- a.'i.r, 4- . . . 4- X, 4- ô'fy.
On obtient, par bypothèse, le même résultat en multipliant 9 par m, ou en y e.xécutant la substitution S dans les deux systèmes de variables. On ne troublera pas l'égalité de ces deux résultats en y opérant la substitution S~' sur les variables x,, y”,,..., x„, Donc il est îndilférent de multiplier 9 par m, et d’y opérer ensuite la substitution S“' sur les variables x, y, ou d'y opérer la substitution S sur le.s variables S, ij. Identifiant ees deux résultats, il vient
O'V 4- yj:>y„} n, - (^;;'x, +■ a;>y,) 5,
= ^ XiilA;' £.4- d/>r„) — yv(<ï/'?. 4-
il’oii l’on déduit
Or S“', étant opérée sur les deux suites d’indices, multiplie évidemment 9 par ~ Formons les relations (|ui expriment cette identité, puis substituons-y les valeurs trouvées pour les (juantités a, |3, y, : il viendra
I y «r/’ rf-i'i — SS m, ^ a;»t </>') — c;!*''
Ce nouveau système de relations est entièrement équivalent au svstème (a5). Car nous venons de voir qu’il s’en déduit; et réciproquement,
si les relations ( 27) sont satisfaites, S~‘ multipliera f par ■— : donc S le multipliera par m, et les relations (aSj seront satisliiites.
Soit r une racine primitive de la congruence Ij; groupe
abélicn 9 contient la substitution
U = I x„ r„ . . . , y. rx„ r„..., rx„ y. |,
qui multiplie 9 par r. Soient S une substitution quelconque de ce groupe: l’entier |iar lequel elle multiplie 9 : on aura éviilemment S = L'fï, T étant une nouvelle substitution de ff, (|ui n’altère pas- 9. I.’cxposant s pouvant prendre une quelconque des valeurs o, i,..., /^ — a, l’ordre de ff sera égal a p — 1 fois l’ordrè 11„ du groupe partiel H rormé par les substitutions de la forme T. Soient d'ailleurs a, les facteurs premiers dont le produit donne /> — 1 : Ç, 9p-, = H les groupes respectivement for-
més par la combinaison des substitutions de U avec- U, ü*, 13“**,..., U'’"' — 1 . Il est clair que ces groupes auront respectivement pour ordre {p— i)Ü„,
^ — —il,, il,,---, il, et que chacun d’eux sera permutable aux substi-
at ûcp ^
lutions de <7. Donc Ç aura pour facteurs de composition a, fi et les fac-
teurs de composition de H.
Cherchons donc l’ordre de H, et ses facteurs de composition.
= 0, si ^ li (itiod./;',
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220. On vériiic immédiatement que II rontient, entre autres substitutions, les suixantes, dans l'expression desquelles nous omettons les couples d’indices qu’elles laissent inaltérés :
X.. Vv
1 X|it
221. TniionéME. — Le groupe II esl dérivé des seules substitutions L^, M,,. et son ordre est égal à
En effet, soient Z une substitution quelconque de H;
la fonction que 2 fait succéder à x,. I.es çaiefTicients a',,.... Il, ne seront pas tous congrus à zéro; et l’on pourra déterminer une substitution S, dérivée des substitutions L^, M,,, qui remplace x par Oar soit d’abord a',<i> (mod.^) : la substitution
S M M, LV07;. XY;, . . .N
où a et jS sont déterminés par les congruences
— o',-4 f/, c, 4 . . . -I- cY • -*- «I ? = é', (uioiI./>).
remplace x, par D’ailleurs les diverses subsliliilinns Q^_, étant dérivées des L^, .M^, il en sera île même de S.
Soit maintenant n, o, mais <i',, par exemple, (mod./>). On vient de voir qu’il existe une substitution s, dérivée des substitutions Lu. M^, N,,.,, qui remplacex, par — a’,*, -t- 6',.v, -+- o',.rj4- (//,-t- //,) v, + a'jir, -f-...; et la substitution S = Qj., s le remplacera par /",.
Soit entin <i', n’, = ... = a], = o, mais Cj, par exemple, ^ o(mod./>). Il
existe une substilutiou », dérivée des substitutions L^, M,,, N,,.,, qui rem-
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place X, par a',x, + c,j',-Hc,Xj — a', et la substitution S = .M,s le
remplacera par /,.
La siibstilulioii S étant ainsi iléterntinéc dans tous les cas. ou aura évidemment 2 = S2', 2 étant une nmivelle substitution de H, qui n’altère plus l’indice x,.
Soit /', = la fonction par laquelle
2' renq)lace y,. Si l'on pose ditns les relations (a5) «lu: i, a', rr i, e',=3fl’j==c'j=“. elles donneront Cette condition nécessaire
étant supposée remplie, la substitution
S' = i;,*' K , ‘i Qïf,'. . . . U;;;;’- Q^.
remplacera y, par/| ; et l'on pourra poser 2' = S' 2,, 2, étant une nouvelle substitutg)n de II, (|ui n’altère plus x,, y,.
Soit
o',"> JT, -e
X, ■+■ cl"’ y.
Cette substitution doit satisfaire aux relations (a5), ce qui donnera
Quant aux autres coefficients, les relations qui les lient sont absolument les mêmes que dans les substitutions abéliennes à a {n — i ) indices.
222. Donc, en combinant ensemble celles des substitutions L^, 81^, ,
pour lesquelles 'a et v sont > i, on obtiendra une substitution S, qui remplace X, |>ar a\xj-'r c\y, a\x„ + c\y„, (|uels que .soient a\, c\
(ees coefficients n'étant pas à la fois congrus à zéro) (221); et l’on aura 2, =S, 2', , 2', étant une nouvelle substitution de H, qui n'altère plus
Soit /' s6',x, -I- la fonction par laquelle 2, remplace j, : les relations (a5) donneront c/’,z=i. t'.ela posé, quels que soient d'ailleurs fr', d',, on trouvera une substitution S',, dérivée des substitutions
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1-n, M,», N,i,, {[X tl V étant > i) qui remplace Vj par /,' .(221); et l’on aura 2', = S', 2,, S, étant une substitution de H, qni laisse invariables x,, v,, J'i-
On continuera ainsi jusqu’à ce qu’un arrive à une substitution qui laissera tous les indices invariables, et se réduira à l’unité.
223. I, 'ordre du groupe abélien résulte immédiatement de ce qni précède. En efTet, les fonctions différentes, telles que que les substitutions de H permettent de faire succéder à x,, sont en nombre tous les
systèmes de valeurs de«', , c a'., c, étant admis-sibles, pourvu que ces
coellieienls ne .soient pas tous congrus à zéro. L’ordre tî„ de 11 est égal à ce nombre, multiplié par l'ordre du groupe partiel 11' formé par celles de ses substitutions (|iii n’altèrent pas X, (123 ou 201).
Le nombre des fonctions dilTérentes, telles que f\ , que les sulTstitutions de ir permettent de faire succéder à v est les coefficients de f\ pou-
vant être choisis arbitrairement, sauf l'un d’enx, qui e.st congru à i . L’ordre de 11' sera donc égal à étant l’ordre tlu groupe H, formé par
celles des substitutions de H' qui n’altèrent pas x,, y,.
Continuant ainsi, on aura
nemartfuc. — Les substitutions de 11 ont toutes leur déterminant égal à I , Car les substitutions L^, .M^, N,,,,, dont elles dérivent, jouissent île cette propriétiV.
224i THéonKME. — Si /) est impair, les /ai leurs de composition de H sont -iî„ e/ 2.
La substitution qui multiplie tous les indices par — i fait partie de 11, et ses puissances furinent un groupe K, d’ordre a, et évidemment permutable aux substitutions de 11. Donc a est l’un des facteurs de composition
eberebés; et pour prouver i|uc les autres se réduisent à un seul. ^ li„, il
suffira d’établir que K est le seul groupe contenu dans 11 et permutable à ses substitutions. .\ cet effet, nous allons montrer que tout groupe I, autre que K, contenu dans 11 et permutable à ses substitutions, contient nécessairement toutes les substitutions de 11.
'lin Soit
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•r, ar, -+- c',
»•, b\ JT, ■+■ </', ù'^ X, -1- (/'„ >•.
X. a,*' ar. c't'y, a,"' x. •+- r
uni; lies siiI)Stituüons île I, laquelle ne soil pas contenue dans K. l.c groupe 1 contient, par bypotlicsc, les transformées de S par les substitutions L^, L', : il contiendra donc les suivantes : S“‘.L^'SLn, S-'.L~'SI4. D'ailleurs on peut admettre que ces substitutions ne se réduisent pas toutes à l'unité; car on vérilic aisément que pour que cela eût lieu, il faudrait que S multipliât les deux indices de cimeun des couples .r,, v,;...; v„ par un même facteur, égal à I pour certains couples, tels que a-,, v,, et à — i pour d'autres, tels que ar„ y,. Mais alors, la substitution N,,, étant permutable à I. ce groupe contiendrait la substitution laquelle ne multiplie plus les
indices par des facteurs constants, et pourrait être prise pour point de ilépart de notre raisonnement, à la place de S.
Admettons, pour fixer les idées, que S"'. L,''SL, diirerc de l'unité. Cette substitution est évidemment de la forme
T,, y, a, X, -t- -/ly, -t- . . . -t- a, x, 4- -/.y,, y. — A', \ y. X, — a\ Y, y. — A' Y
x„ y. X. — af ,"'' V , y, — A Y
Y étant la fonction par laquelle S~* remplace y,.
Cela posé, I contient une substitution, autre que l'unité, qui laisse invariables a« — 3 indices, lin effet. S, serait cette substitution, si a,, A',... étaient tous congrus à zéro. Supposons, au contraire, que a,, par exemple, ne soit pas congru à zéro. Posons
a’i /„ -+• <1 = O, n* nif — A ' = o,
Le groupe I contiendra Sj, transformée de S, par QÎ’,,R"J...Q!,';,Rr,iI-'r* b'"
quelle laisse invariables y,, x,, y,, Cette substitution, satisfaisant en
outre aux relations (aS), sera rie la forme
Xj, y. a, X, c, y, -r- x, -t- c' y„ y,
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Ct'I.i posé, I colUieiit la substilulion
I J-, jr, f II — — fc', r. I
S. Nr.',S;N,.,,.-= 1 ,r„ foi>c(.(a:„ J-,, V, |
cl si I — rt’i ç O (mod./j), posons
I contiemlra lu Iranslbrinée de S, par I,", laquelle laisse v, et y, invarialdes, aceroil X, d'un multiple dey,, et satisfait aux relations (a5) : clic est donc lie la forme
S, - - I X,, I-I, X„y X, H- ay,, .n, x, -e aj\ + p}-„ y„... |.
Si au contraire i — a', = o, I contiendra la substitution M"'S, M,, la- (|uelle est encore de la forme S,.
Les deux coefficients a, jS ne peuvent s’annuler à la fois; car S, se réduisant à runilé, il en serait de même de S,, S„ S,. i|ui s'en déduisent paiune suite de transformations. Mais, par bypolbese. S, difrerc de l’unité.
22G. Il reste à prouver que, quels que soient d'ailleurs les cocnicieiils a, la substitution S, et ses transformées reproduisent par leur roinbiliaison toutes les substitutions L^, M^, N^,», dont H est dérivé.
Soit d’abord x—o, d’où jS^o (mod./i). On a Sjin-L,. Donc I contient L,; donc il contient .M,, qui est la transformée de Lr' par M, I-T'. Il contiendra et .M^, transformées de L, cl M, par P,,,. Enfin il contiendra o;.:4L,Q,..L;’L.- = V.
Soit maintenant «^«(mod./i) : I contient la transformée de S parQ,,’". laquelle, élevée à la puissance j(mod./)), reproduit N,,,. Il contiendra la substitution
Ee point établi, on achève la démonstration comme précédemment.
227. Tiikouf-jie. — Si p = a et n > a, le groupe 11 est simple.
Soit I un groupe contenu dans II et permutable à ses substitutions; on démontre, comme au théorème précédent : i®i|ue I contient une substitution
ili! b formt'
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S, = I .. X. -t- )•„ x,-hxr,-+-^y,.r„...\:
2" que si Kîso ou /S -o (nu)(1.2), I sc confond avec II.
228. Admelluns donc, comme dernière hypothèse, a - /î i , (l'nù S. = .V|,s F-j: I contient les substitutions suivantes :
S,. ( P,.,. P,.. i-‘ S. P,„ P... = NV.. I., — L, N,.„ L, N„.. L. N,,. = !.. L.,
N,.,L,.L,M,-N,,.M„ M,4.44.. = M,NV
Donc I contient tous les produits deux à deux des substitutions L^,
N|i.v = donc il contient la substitution
laquelle est le produit de ot'\ facte.urs des formes 1.,,. Mç,. Il contient sa transformée par la substitution abélienne
] x„ y-i x„ _n -ex,.*- _r, -t- X, X. | ’
laquelle se réduit à I,,. Donc il contient
I..I„ ,I., r^L,. = M„ NV..I.. ,I., = .V
et se confond avec H. Donc II est simple.
220. Il reste enfin à considérer le cas où l'on a /) = a. avec « = a. Dans ce cas. H a pour facteurs de composition a et •; D»- .'Isis 'I ®st inutile d’établir ici ce résultat, qui sc présentera de lui-même plus loin (3!FI).,
Seconde définition du groupe abèlien.
230. Le groupe abèlien est susceptible d’une nouvelle définitioii< que nous allons exposer.
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r.un.sidérons le groupe j' dérivé des subslitulioiis
( niod. //!■
Les subslitutions A, et A, A^ sont évidemment idenlii]ucs, quels que soient ,a et v; mais, afin de conserver la trace de l'inversion nécessaire pour passer de l’une de ces rurmes à la suivante, on posera, au lieu de l’égalité Aÿ A, = A, A^, la suivante A, = i^*'*'\\,A^.
On aura, d’après cela.
d’où
A cela près, les diverses quantités (.V,,A,) sont arbitraires. Il nous conviendra de les supposer entières. Nous appellerons ej-posant d'échange des substitutions .A, l’entier (.A^A,) (et plus généralement tout entier eongrii à celui-là suivant le module p).
Soient S — .A7''.A“'..., T = A"'A;‘... deux substitutions qucleoni|ue> de ^ : on aura
-ST = A”' A7- . . . A7- A",'. . . = , ,v;. A** . . . \7' A?- . . . ;
Soient maintenant
des fonctions dislim-les en nombre égal à celui des indices z,, z.j
Les subslitulions A,, .A,,... accroissent respectivement u, des quantités a,,
h K, des quantités a„ etc. Si donc on désigne par C,, C,,... les
substitutions respectivement correspondantes à «j,... dans le système d'indices U,, (c’est-à-dire celles qui accroissent respectivement d’une
unité chacun de ces nouveaux indices, sans altérer les autres), on aura
A, = C»'Ç1'..., A, = Ctr4'- 'l’oii A'-AV.-.^CT'Cp...,
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■<!,, TJ,,... étant déterminés par If.s relations (38) î.-t- ;.-r . . . , = 5, + 6. 5i + - - . . - • • (mod. />)•
Soient
(19) = ■> = ...... . (mod. /})
ees iiiéincs relations renversées : on aura évidemment
Le produit des deux déterminant.s
étant évidemment congru à l’unité, ce dernier ne sera pas congru ii zéro.
.Au lieu de se donner d'avance u,, u,,..., on peut se donner les substitutions C,, C,....; et de quelque manière que les entiers a,, a~,
(S,,...;... soient choisis, pourvu que leur déterminant ne soit pas congru h zéro, on pourra déterminer sans dilliculté les cnticrsa,, a,,...; b,, b,,.. en renversant les relations (29). I.cur déterminant n’étant pas congru à zéro, les fonctions seront distinctes et pourront être prises pour
indices indépendants.
■2U2. Supposons maintenant que les exposants d’échange (A^.A,) soient donnés arhilraircment, et proposons-nous de choisir T.,, Cj,..., de telle sorte que leurs exposants d’échange soient aussi simples que possible.
Soit une substitution de .f, dont les exposants d'échange avec les autres substitutions de ce groupe ne soient pas tous congrus à zéro. Soient S une substitution de ^ telle que l’on ait (.t, Sjsi:;). Jo (mod. p), e un entier tel que l’on aite).-_;i. Posons vb, = 8'’: il viendra (-t, *,) = eXr- 1 1.
Cela posé, ,f résulte de la combinaison de -i-,, *, avec le groupe partiel formé par celles de ses subsiitulions dont les exposants d’échange avec II!,, sont tous congrus à zéro. Soit, en effet, T une substitution de ,1 dont les exposants d’échange avec .1.,, eb, soient respectivement b, et — a, : ou aura évidemment T = .v."’ **; T', T' étant une suhsthution de ,1,.
Si .f, contient une substitution ,v,j dont les exposants d’échange avec les autres substitutions de ce groupe ne soient pas tous congrus à zéro, .i, cou-
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liemlra île même uuc siibslitution d!,, telle^que l'on ail = et
résiillp’ra de la combinaison de .v, et de «lii, avec le groupe parlici i, formé par celles de ses substitutions dont les exposants d’ccbange avec t , et iB., sont congrus h zéro.
On pourra poursuivre ainsi jusqu’à ce qu’on arrive à un groupe .7, qui se réduise à la seule substitution i, ou dont les substitutions aient tous leurs exposants d'écbange mutuels eongrus à zéro. Soit dans ce dernier cas Z, une des substitutions de .i„; si contient des substitutions autres que les puissances de 2,, soit 2, l’une d’elles : .f, contiendra toutes les substitutions de la forme 2‘;'£^,<. S’il en contient d’autres, soit 2, l'une d'elles, il contiendra les substitutions Z’,' S"]' C/ , etc. ^
Donc enfin les substitutions de .f seront toutes de la forme
.t-"' . . .v.;* St.;" 2v , *
,1-,. iii. .i-a, II'..*. 2,,... étant des substitutions dont les exposants d'é-
change mutuels sont to'iis congrus à zéro, sauf ceux-ci (|ui sont congrus à i .
233. I.es diverses substitutions obtenues en donnant à a,, b,,..., a„, b„, c,. e,,... les divers systèmes de valeurs inférieures à p étant évidemment distinctes, l'ordre de S sera égal au nombre de ces systèmes de valeurs. Mais, d'autre part, il est égal au nombre des systèmes de valeurs inférieures à p que l’on peut donner à a,, a„... dans l'expression AJ'.A*',... • Pour qu’il v ait identité entre ces deux nombres, il faut évidemment que
les substitutions .t,, ni. v«>„, 2,, 2,,,.. soient en même nombre que
les substitutions A,
Soient
-t, = AV AV .... = A». AV .
d’nil
Toute substitution de .f, telle que A5‘A',’..., pouvant être mise sous la forme .A'ifoV.,., on devra pouvoir déterminer .t, r,... de telle sorte qu’on ait
(3o) «. ar -e (3./-I-. .. ^5,, a, x r -t- - . s*Çi
quels que soient Ç,, Ç, Il faut pour cela que le déterminant îles quantités a,, jS,,...; «3, ne soit pas congru à zéro. On pourra donc
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l'Iiuisir un syslfeme d’iiuliocs itiilé|ienilan(s tel, ()ue les 8ulisliluiiun> a,, «i!,,,... accroissent respcdivenienl d’une unité chacun de ces indices, sans altérer les autres (231).
Soient d'ailleurs
xsrt, 5, -I- «.5. + . . , h, \,-t- ...... .
les relations ('3o) renversées. Il est évident (|ue le déterminant de a,, h,, b,,...:... n’est pas congru à zéro; et l'on aura
A, = iis,V . . . , A, = .A"- i&î*.
23i. Pour éviter des longueurs inutiles, hornons-nous au cas, seul vraiment intéressant, où .f ne contient aucune substitution, autre que l'unité, dont les exposants d’écliange avec les autres substitutions de .f soient tous rongru.s à zéro. Cette condition sera exprimée par la relation
(nioil. />J.
(àir soit une substitution quelconque de -f : ses exposants il'é-
cbange avec A,,... sont respectivement
^ct j)our qu'ils puissent devenir à la fois congrus à zéro, sans qu'on ait
I, . 1,-^ = 0, il faut et il sulVit évidemment que le déterminant
ci-dessus soit congru à zéro.
Le nombre des substitutions .A,, A,,... est un nombre pair. En effet, il est
égal à celui des substitutions de la suite X,, v!>, laquelle se réduit ici
aux termes A,, Mb,,..., A„, iM.,„ : car si cette suite contenait une substitution telle que C,, dont les exposants d'ccbange avec A,, Mb fusseul
tous congrus à zéro, scs exposants d'ccbange avec toutes les substitutions de .f, lesquelles dérivent de celles-là. seraient congrus à zéro, contre l’bypotbèse.
233. Soit maintenant (C, C,), (C,C,),... (C,„Cj„) un système quelconque de nombres satisfaisant aux relations
: (cc.)
(inod. /().
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On pourra choisir un système d'indices indcpendunts tel, tfue les suhstilulions (!, , qui rnrresftondent respecticemenl à ces divers huUces, aient leurs erposanls d'échange mutuels congrus à ((], C,), (C,
En eflVl, si les subsliiiitions A,, A,,... nvaient puur exposants il'éclianjje
niu'liiels, au lieu de (A, A,) {A„A,„), ceux-ci ; (C,f.,)
on pourrait déterminer un systêino de substitutions lO, = A}' A*'. . . ,
t' , - AJ' AJ’ fO,, dont les exposants d’écbangc mutuels fussent tous
congrus à zéro, sauf ceux-ci f^) = — (i,. it>^) , (|ui seraient congrus à I '232-23i). On aurait d’ailleurs réciproquement
r/i, «fj,...; e,, c.j,. étant des entiers dont le déterminant n'est pas congru à zéro.
C.cla posé, les substitutions .i.,, iB. ayant les mêmes exposants d’é-
ebange mutuels quetP,, C les substitutions
C, = .V'J'tlS.V. . . = A7'A7'.. ., C,= . . = Aî' Ap. ... ...
auront évidemment les mêmes exposants d’écbange mutuels que
à savoir : (C,C,) (C,„C,„). D'ailleurs le déterminant des
nombres m,, n ; m„ /i,....;... étant évidemment égal au produit des
deux déterminants formés avec a,, jS,,...; a,. ^ et avec rf,, e :
di, e,,.. ne sera pas congru à zéro. Donc on pourra déterminer un système d’indices indépendants qui correspondent respectivement aux substitutions C,, C,,... (231).
236. Convenons de désigner par .\p .Ap... l’opération qui consiste à accroître les indices s,, Sj,... respectivement de certains entiers complexes a,. *j,... formés avec les racines d’une congruence irréductible. Etendons à ces opérations la notion des exposants d’écbangc, en admettant que l’égalité
(Aj'Ar’jcsa, at.(A,A,),
lai|uelle est évidente lorsque a^, «, sont réels, sub.siste lorsqu’ils sont imaginaires. Il est évident que les démonstrations ci-dessus resteront applicables, avec retie smile dill'érencc que les entiers qui figurent dans le calcul seront complexes.
DES SUBSTITUTIONS. INÜ
237. Soient maintennDt S,, Sj,... les tliversch substitutions «le f,
T = I z„ î„. . . 7, J, + (/jZ.-t- . . . , r, Z. + r.z. + . . . . |
une subslilulion linéaire telle, que les transformées T"' S, T, T"'SjT,... aient leurs exposants «l’échanpe mutuels congrus à ceux des substitutions corres- |)onilantes S,, Sj,... respectivement multipliés par un même entier constant m. L’ensemble des substitutions T,, T„... ijui satisfont à cette condition pour les diverses valeurs m,, m,,... de m forment un groupe. Car T, étant permutable à T^'S,!,, Tf'S,T, appartiennent à ce groupe; leurs transformées par T, ont donc des exposants d’échange fois plus considérables (abstraction faite des multiples de p] queT; 'S,T,, T,'’SiT,,...
ou m,nij fois plus considérables que S,, S, .Mais ce sont les transformées
deS|, S,,... par T, Ta. Donc cette substitution, multipliant les exposants d’échange par l’entier constant m, appartient à la suite T, , Ta. ... : «"t cette suite formera un groupe.
238. Il est aisé d’écrire les relations auxquelles doivent satisfaire les coefficients de T.
En efl'et, celte substitution transforme généralement .V^cn .\',= . . ;
et la condition (.\',..V.)îswi (A^A,) donnera
(3i) (A, A,)5, î.-l-(.\i A.)Çi.r. -e. + + . . . = «i(X, A.)
pour toutes b-s valeurs de p et de v. Héeiproqucmeni, si ces conditions sont satisfaites, la transformation par T multipliera par m les exposants d’échange mutuels de toutes les substitutions de i. Car soient .Aj* .A’' AJ'... deux
de ces substitutions, Vs^ii),(.A^ A,) leur exposant d’échange : celui de leurs transformées .A'" A','’..., .A,"' A,'*. . . scra^|jay,a(.V, A'.) = //j^|^iiî, (A^Av).
239. Remplaçons z,, Zj,... par de nouveaux indices indépendants æ,,
J-,, tels, que les substitutions correspomlantes -X.,. si.,, x„
aieht leurs exposants d’échange mutuels congrus à zéro, sauf ceux-ci
sri — qui soient congrus à 1 . Soit
I .fl a\x,-h c,y,-ha\x, + c',}-,-*-..., b',x,-h b',x
ce que devient T rapportée à ces indices. Les relations résumées dans la
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formule (3 1) seront précisément les relations (27). I.e groupe formé par les substitutions T se confond donc avec le groupe abélien.
Faisceaux abêtie ns.
2f0. Soit r un faisceau de substitutions échangeables entre elles et d’ordre premier à p, qui soit contenu dans le groupe abélien. Supposons. en outre, que le groupe G formé par les substitutions abéliennes permutables à F soit primaire. Le groupe formé par toutes les substitutions linéaires permutables à F sera à fortiori primaire. On pourra donc choisir les indices indépendants de manière à ramener à la fois toutes les substitutions de F k leur forme canonique: cela fait, les nouveaux indices .se répartiront entre X systèmes, contenant chacun un même nombre p. de séries, dont cbacune contient un même nombre v d’indices (178 et 193).
211. Cela posé, soient .\, Y deux quelconques des nouveaux indices, (\ et C, les substitutions qui leur correspondent, (C, C,) leur exposant il’écliange. Soient
S = I X, Y.... aX. ?V,... I
une des substitutions de F, m le facteur par lequel elle multiplie les exposants d'échange des substitutions C,, C,,...; elle transforme C,i et C> en CJ et C(, dont l’exposant d’échange est a/5 (C,C,). On aura donc nécessairement
*3(Ci r*) d'où ou (C»Ci) = o.
Or, quel que suit l’indice X, la substitution Cj ne peut avoir ses exposants d’éebangc avec toutes les substitutions C,, C,.... congrus k zéro; car il en serait de même de ses exposants d’échange avec toutes les substitutions de J, qui dérivent de cclles-lk, et cela est contraire k notre hypothèse.
Soient donc S., K',... les indices d’une série quelconque; a, a',... les facteurs par lesquels tous ces indices sont multipliés par les substitutions S, S',... du faisceau F, lesquelles multiplient respectivement les exposants d'échange par m, m' Il existera une série d’indices Y, Y',... que ces mêmes
substitutions multiplieront par les facteurs (5==^, (mod./)).
Nous dirons que ces deux séries sont conjointes, et nous pourrons, d’après ce qui précède, énoncer le théorème suivant :
Théobfmf.. — Toute série a sa conjointe, et l'exposant d'échange de deux
DES SLBSTnrTHiNS
substitutions de la suite C,, C,,... sera congru à zéro, à moins que les indices correspondants n'appartiennent à deu.r sénés conjointes.
242. THKORf.MK. — Soient X. X',... et Y, Y',... deujc séries conjointes
quelconques ; X'.,... et Y,.’ Y',,... les sénés conjuguées, obtenues en rempla-
çant l’imaginaire i qui entre dans l'expression des indices de ces séries par Sa conjuguée i'' : ces deux noinelles séries seront conjointes, et l’on aura la relation
i“ En effet, si S multiplie X par a et Y par elle multipliera X, par a.’’' et Y, par , et de la relation supposée a^s^m on déduira «d {m étant un entier réel).
a® Soit d’ailleurs C,s on aura Qi, = x',' .... En effet, formons les relations (|ui expriment que accroît d’une unité l’indice X
sans altérer les autres. Remplaçons dans ces relations l’imaginaire l'par sa conjuguée i'’’ : les nouvelles relations ainsi obtenues expriment évidemment que .V.;' **' ... accroît d’une unité l’indice X, sans altérer les autres.
Soit Q = J.) et,;...; on aura de même C,,= .t-î' on en déduit
nr’ .^(/v — nX+ . .)''=£ (Ci C,]é.
CoRoLLAinE. — S< les séries X, X',...; \, Y',... appartiennent à des systèmes dijférents î. et 1,, chaque série de 1 aura pour conjointe une série de 1,. Nous dirons alors que ces deux systèmes sont conjoints.
,\u contraire, si ces deux séries appartiennent à un même système 2, toutes les séries de ce système sont conjointes deux à deux.
243. THÉonéME. — Soient .X, X',... et Y', Y’’,... deux séries conjointes; S une substitution de G, qui remplace ces indices par des fonctions linéaires
des indices de. deux nouvelles séries, ’L, Z',... et U, L" Ces nouvelles séries
seront conjointes.
Supposons, en elTcl, qu’elles ne le soient pas : F contiendra une substitution T qui multiplie les indices de ces deux séries par des facteurs •/ et d qui ne satisfas.sent pas à la relation qiszm, m étant le facteur par lequel T multiplie les expo.sants d’échange. La substitution S~*TS, qui fait partie de F, et multiplie les exposants d’écbange par m, multipliera les indices des deux séries X, X',... et Y, Y'',... respectivement par y et â. Ces deux séries ne sont donc pas conjointes, comme on le suppose.
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CoRoi.LAiRE I. — Si une substitution S ne déplace pas la série X, X',..., elle ne déplacera pas sa conjointe, (lar Z, Z',... se confondant ici avec X. X',..., sa conjointe U, l!',... sc confondra avec Y, Y'
OiHOLLURE II. — Si dcu.r séries conjointes appartiennent à un même système 2, deux séries conjointes quelconques appartiennent à un même système. Car G étant priniiiire, scs sulistitutions pcnmitont transitivement les systèmes (142). Donc il contient an moins «ne substitution S qui remplace les .séries de 2 (lar celles d’un autre système quelconque, 2,. .Mais les séries de 2 sont conjointes deux à deux (242); donc celles de 2,, que S leur fait succéder, le sont également.
CoRoii.AiRE III. — Si deux séries conjointes appartiennent à deux systèmes différents {auquel cas ces systèmes sont conjoints], chaque système aura son conjoint, et chaque substitution de G fera succéder aux indices de deux systèmes conjoints des fonctions des indices de deux nomeaux systèmes également conjoints. Or si tes deux séries conjointes X, X',...; Y, Y',.;, appartiennent à des systèmes différents 2, 2,, soit 2' un autre système quelconque. Il existe dans G une substitution au moins. S, qui remplace X, X',... par des fonctions des indices Z, Z',... de Tune des séries de 2'. I.a même .substitution remplacera Y, par des fonctions des indices ü, U',... d’une série
d’un système 2',, évidemment autre que 2'; les deux séries Z, Z' et L',
U',... seront conjointes : donc 2' et 2', seront conjoints.
Corollaire IV. — Si imc série se confond avec sa conjointe, il en sera de même de toutes les séries. Car les deux corollaires précédents montrent que si une série quelconque avait une conjointe autre qu'elle-méme, soit dans le même système, suit dans un autre, les séries pourraient toutes se partager en couples de séries conjointes l’une à l'autre. Donc aucune série UC serait sa propre conjointe.
244. Concltuion. — Les faisceaux tels que F se répartissent en trois catégories, correspondant aux trois cas suivants :
l'remier cas. — Chaque série fait partie d'un autre système que sa conjointe.
Deuxièrne cas. — Chaque série diflère de sa conjointe, mais fait partie dn même système.
Troisième cas. — Chaque .série est .sa propre conjointe.
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245. Soient maintenant x, y,... les divers indices d’tine même série, t'.hacuiie des substitutions de F. les multipliant par un même l'acteur, multipliera évidcinincnt par le même facteur toute fonction de ces indices. On pourra donc, sans altérer la forme de ecs substitutions, prendre pour indices
indépendants, 5 la place de x, y des fonctions i|ueicoltques de ces
indices.
On pourra faire de même dans chacune des autres séries. .Nous conviendrons toutefois, lorsque plusieurs séries seront conjuguées, d’y prendre pour indices indépendants des fonctions conjuguées. Tout en obsei-vant cette règle, il existera dans le choix des indices indépendants une latitude dont on pourra profiler pour simplifier l’expression des exposants d’échange mutuels des substitutions correspondantes.
246. Pbemier cas: Faisceatuc de première categorie. — Supposons que K appartienne à la première catégorie. Soient x, y,... les indices de la première série d’un système quelconque; £, ceux de la première série du système conjoint; Cj,, (V,..., Q, C,,... les substitutions respectivement correspondantes à ces indices.
I.e déterminant
(C.Ci) ,C.C,)
r;Ct) i.gc,)
ne peut être congru à o. Car s’il l’était, on pourrait déterminer une snbsiilulion C?CJ... dont les exposants d’échange
a C,Q) A(C,C,) -I-. . ., rt(C,Cj) -t- é (C,C,) -t- . . . , i . .
avec ,C^, C,,... fussent tous congrus à zéro. Mais les exposanUs d’échange lie C{, C,,,... et, par suite, ceux de CfCJ... avec les substitutions correspondantes à tous les indices autres que x, y,... sont congrus à zéro. Donc CfC*... aurait ses exposants d’échange avec toutes les substitutions de v congrus à zéro; ce que nous supposons impossible.
Cela posé, on pourra déterminer des substitutions
n = c?c;.... D. = r., -cl'. ......
telles, que leurs exposants d'échange avec Cj. C^,... .sment tous congrus à zéro, sauf ceux-ci (C,D), (C. D,),..., qui seront congrus à i. En elTel, pour déterminer D, par exemple, il sullira de choisir a, ^,... de manière à salis-
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taiif aux congniuiices linéaires
îa 4 ^ +•..»> I. -t- |5(C,C, 4-... £;-o,...
iloril le ilétcnninant n'est pus eoiigru à zéro.
I.c <ié(crniinanl des quantités a, a ; /5, (i n’cst pas congru à
zéro. Car, d'après les relations (3a), son produit par le déterminant A est congru à i. Donc on peut remplacer Ç, par de nouveaux indices
qui coirespondent respectivement aux substitutions D, D,,... (231).
On peut opérer de meme sur les premières séries de chacun des couples de systèmes conjoints. Si l'on prend en même temps, comme nous en sommes convenus, pour indices indépendants, dans les autres séries de chaque système, les indices respectivement conjugués de ceux de la première série, les exposants il'échange mutuels des substitutions correspondantes seront immédiatement donnés par le théorème du n" 232.
247. Si-xoxn cas : Faisceaux de seconde catégorie. — Dans tout faisceau de seconde catégorie, le nombre des séries de chaque système est un nombre pair, av. lin effet, si la première série d'un système est conjointe à la V , i'*"', la seconde le sera à la y -+- a''®', etc. I.a y-(-i''®' l'est à la av 4- i""'; donc la ay + i"®' se confond avec la première: donc le nombre des séries distinctes est ay.
Soient x, x',... *> les indices de la première .série du .système i que
l’on considère: x^, a) a;'"*’ leurs conjugués <le la série conjointe: C,
11',..., C’''"'’; C,, C, (V'” les substitutions correspondantes à ces divers
indices. Nous allons montrer (|u’on peut choisir les indices indépendants
de telle sorte, que chacune des substitutions C, C' " ait ses expes-
sants d'échange aeec C,, C, ,..., tous congrus à zéro, à l'e,rception d'un seul.
248. Admettons en effet que l'on puisse choisir les fz' derniers indices de
la suite x, x' a:^", de telle sorte que les exposants d'échange de
chacune des substitutions C,, (X Cl’"" soient tous congrus à zéro, sauf ceux-ci : (C>^*'>Ci">‘’), (C»-'>Q""),
mais qu'on ne puisse choisir plus de p.' indices jouissant d'une propriété analogue. Si l'on avait p'=p, notre proposition serait prouvée. Supposons donc p' nul ou positif, mais moindre que p.
I.es relations ainsi établies entre les exposants d'échange subsisteront si l'on remplace les indices x,..., par des fonctions linéaires de
DKS SUBSTITUTIONS.
«es mêmes indices, sans altérer Car suieni, par exemple,
y==euc 4- . . . + et x, -H ... -I- ki"' x^'~'^ un de rcs nou-
veaux indices et son v'^"' conjugué : la substitution D,. corrcspondiinle à étant dérivée îles substitutions C,,-.., Ci'"'"'", dont les expo.sants d’echange avec C'*"'*'',..., sont congrus à zéro, ses exposants d’échange avec ces^ dernières substitutions sont eux-mêmes congrus à zéro.
Il existe donc dans le choix des indices x a:''*"'*'”” une indétermi-
nation dont on pourra lâcher de profiter pour simplifier l’expression des exposants d’échange restants.
249. Soit D = C'C'^'C"*"... une substitution dérivée deC, C' os-s'- C ;
on aura identiquement, lorsque
(DC;'') = -(C;”D)=- (Cl‘'lt„)^- tO0I).)r-ï=.,.
On peut eu outre déterminer a, a', a",... de telle sorte qu'on ait
{DC'.) = o (l)C.'’”'‘'^’') = o.
En effet les relations
(ltC)*!a (ClX) -e a'(0'C.) -+-• «'(C'CJ + .. . -.lo.
( ImX) = » (tic) «'(C'C) + «'(C'C.J + . ■ . so,
déterminent les rapports de a, a', a" ce qui nu souffre aucune dilli-
culté, ces rapports pouvant être sans inconvénient infinis ou indéterminés.
Le coeiricient a est congru à zéro. Car s'il ne l'était pas, on pourrait prendre pour indices indépendants, à la place de x, x',..., x'*"'*'-'* ceiix v, y',..., auxquels correspondent respectivement les substitutions Ü,
C', C,..., et ce choix d'indices permettrait, contrairement à l’hv-
pothèse, d’avoir à la fois
(l>i;.)œo, (DtZ.) O, . . (DC‘~’')j*o.
De la relation on conclut (DÜ,) = o. Car 1) étant de la forme
C'*’C"*”..., on aura
l). = C‘ ■' V.;*"''..., rloù + «"c‘(lx:;) -e
D’ailleurs l’un au moins des coefficients a', a",... sera ^o(mod./»). Soit
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«'^o {mod./»). Nous prendrons pour indices indépendants à la place de a-,
•r' xfe-e'-o ceux v, y' _y't^'*'“'iqui correspondent respectivement aux
sulistitutions C, D
Déterminons maintenani une substitution E = telle, que l’on
ail (Etl,)— <>, (E(t)=^ O O. Nous venons de voir que cela
est toujours possible; et de plus que le coefiicienl (5' sera congru à zéro, d'où l'on conclut la relation (EE,)— , o.
Le cocfticicnt /3 ne peut être congru à zéro: car, s'il l'était, E se réduirait à la forme et l'on aurait, par suite, (ED,) — o. On a en outre, si
t > II — IJ.' — i.
- (cl*’ E) =3 - (C*' £,.)»-( O') E, ''si o.
Knlin on a évidemment, si r diflerc de v,
EC,] { ED,) ^ (EC’) = . . . O
I.a substitution E aurait donc tous ses exposants d'écbaoge congrus à zéro, ce (|ui est supposé impossible.
Cela posé, |>renons pour indices indépendants, au lieu de j, j",... ceux Z, î', i",... qui correspondent respectivement aux substitutions E, I), C"....: ou aura déjà les relations
(DI).) = o, (EE,) = o, {EC;)ts(DC.)^...so;
d’oii l'on déduit réciproquement
C E.l= - (EC;)'’es O, ,C”D.) = - (D€;)''= O
2Ô0. On peut opérer sur les fi ~ti — i indices z",... comme nous l'avons fait sur les indices a-, .r', x",... et les remplacer par de nouveaux indices u", tels, que les substhulions correspondantes E', D', C'*',... et
celles qui correspondent aux indices conjugués satisfassent aux relations
(D'D.)a*o, (E'EDs-o.
' E' C*’) = (D' Ci") » . . . -E O, (ce- Ei) = (CO Di) = . . . = O.
En poursuivant ces opérations jusqu'à ce qu'on ail épuisé le nombre fi — fi', on conclut enfin : i° que fi — fi' est un nonrirre pair au"; a" que les
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indices de la première série de 2 peuvent être choisis de telle sorte que les substitutions correspondantes
E, D,..., El'*"-'», DO'"-", O'-s'* O'-o,
et les substitutions
E.. D e;“‘"", Cl’"'’ c:r''
qui correspondent à leurs v''"" conjugués, aient tous leurs exposants d’échange congrus à zéro, sauf ceux-ci : ■ '
(l)i»E.‘’), (EODl”), (O*) Cl*’), ce qui démontre notre proposition.
251. Il reste encore dans le choix des indices un peu d’indétermination, dont on peut profiter pour faire en sorte que l’on ait
(D")E1”)s-(E!*>d;'>) = i, (C">ci”) = e, e étant une racine arbitrairement choisie de la congruence
. er’-' = — I .
Kn effet, doit être une racine de cette congruence; car on a
( c(‘) cl'y s ( Ci” ci;’) = ( ci” cc) ) E - ( c<*> ci” ).
D'autre part, prenons pour indices indépendants, au lieu des indices actuels u'”, ui’’, correspondants à C'”, Ci”, ceux-ci : b~' u!'\ ér^'iti”, auxquels
correspondent respectivement les substitutions K = [C'”]* et K, = fCl”]** . Un aura
(KK,)»(CWCi‘’)irV'.
Ur on peut déterminer b de sorte que cette expression se réduise à e : car la congruence
^ • (CWCi”)6r-+'sie
élevée à la puissance I devient . •
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ve qui montre que ses racines sont des fonctions réelles de l'imaginaire i de degré av qu'on a déjà Introduite pour réduire F à sa forme canonique.
D'autre part, remplaçons l'indice v r.orrc.spondanl à D**' par un nouvèl itidiee La suljstitutiou correspondante sera fD*'/; son exposant
d'é< liange avec R, sera et se réduira à l’unité si l’on prend
On peut donc admettre que (C" C.”) soit égal à t et (D'*'E,' ) à i. On aura alor.s
(Ei'.' ri.") =c (Ei!' D'.”) { D;*’ E/’) ^ - { I) ■) - I.
Les exposants d’échange des substitutions correspondantes aux indices de la première série de i étant ainsi déterminés, on aura, en les élevant à la puissance //, ceux des substitutions correspondantes aux indices de la , ^ série (2i2).
252. Considérons maintenant un autre système (luelconque 1. Le groupe G, 'formé par les substitutions abélicnnes permutables à F, étant jirimaire, contient au moins une substitution qui remplace les indices de S. par des fonctions linéaires des indices de 1'. Soit S une substitution de G. choisie h volonté parmi celles qui jouissent de cette propriété.
Prenons pour indices indépendants dans 2' les fonctions par lesquelles S remplace les indices de 2. Les transformées par S des substitutions qui correspondent aux indices de 2' seront les substitutions ipii correspondent aux indices de 2; elles ont ilonc mêmes exposants d’échange mutuels que ces dernières.
Troisikme c.*s : Faisceaujc de Iroisième catégorie
(àrnsidérons spécialement les indices de la première .série d’un système i|uelconquc. On verra comme (232-234) : i" que ces indices sont en nombre pair: 2" qu’ils peuvent être choisis de telle sorte que les substitutions correspondantes, V|, tH,, -V,, aient tous leurs exposants d’échange congrus à zéro, sauf les ■— (*^ qui seront congrus à i.
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Définition de ces groupes.
3.'H. Consiilérons, comme au n“ 230, le groupe i dérivé des substitutions
— I S.i Zit ... 3i 4- I , Si, . . . I , A, = { Si, 3i, . . . Si, 3, + I ,...(,■■■•
.Soient (A, .\,), (A, A,),... leurs exposants d’échange mutuels, dont nous supposerons, pour plus de simplicité, que le déterminant ne soit pas congru à zéro. On sait que dans ce cas le nombre des indices s,, s„... est pair : soit an ce nombre. Supposons en outre /?= a..
Soit maintenant .A"' .47'... Tune quelconque des substitutions de •*; nou.s dirons qu'elle a pour caractère l’expression
% s,m, (moil.i),
où 5, sont des entiers constants, que l’on peut fixer à volonté.
De cette définition résulte la proposition suivante
TiiÉonÉME. — Le caractère d'un produit est congru (mod.a) à la somme, des caractères des facteurs et de leurs exposants d’échange mutuels.
' Soient en effet
S=A7'A?'..., S. = Aî'AV..., d'où SS| = A?'*"' A7'*"
Cette dernière substitution a pour caractère
l»St p=st
s enract. s -H caraci. Si -i- S S (A, A,)[m,./i. -h /n.n,).
Mais on a
(A,A,) = o, (A„A,)=-(A..A,) = (A,A,) (mod.a);
d’où
I.I\T1E DEÜXIÈME
I S (A, A,)[m,,n.+ ni,n^]5s S s (A, A.) nii n.Œ?(SS, .
Le lliéorcmc est donc établi. On le démontrerait de même s’il y avait plus de deux facteurs. • j
236. Proposons-nous maintenant de déterminer les substitutions linéaires qui transforment chaque substitution de ^ en une autre ayant même caractère. Ces substitutions forment évidemment un groupe 5.
Ce groupe est contenu dans le groupe abélien. Car soient T une de ses substitutions; S, S, deux substitutions de 3\ S', S', leurs transformées par T ; on aura, par bypolbèse,
car. S' s car. S, car. S, car. Si, car. S' S', = car. SS,;
d’où
(S' S',) = car. S' S', — car. S’ — car. S, «3 car. SS, — car. S — car.S, ■»( SS,).
Uoefe la transformation par T n'altcre pas les exposants d’écbange mutuels des substitutions de ^ : donc T est une substitution abélienne.
Soit
T — I a,, Sjf ... 2, -f-..., TiSi-l-rja,-!- |.
Il est aisé de déterminer les relations auxquelles satisfont ses cocflicients. F.n effet, les substitutions
V, = .Vv..Aî...., .V.rr .Aî-A?
transformées de A,, Aj,... par T devant avoir mêmes exposants d’écbange mutuels que A,, Aj on aura, pour toutes les valeurs de a et de v,
^33) (A, A,)î,g, -J- (A, A,' Ç|.r. -t- .. .-K (A, A,) r,. . .si(A, A.).
Elles ont en outre les mêmes caractères, d’où pour ebaque valeur de p la relation
(34) (A, A,) -h (\,A,)q,r^-h. . . + s,ri,-t- . .
Les conditions çi-dessus sont d’ailleurs sufftsanles. Car, si elles sont rem-
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plies, soient une substitution quelconque de A1“’A,"''... sa
transformée' : ces deux substitutions, étant respectivement le produit de facteurs qui ont mêmes caractères et mêmes exposants d'écbange, auront mêmes caractères.
• 2.58. Cbercbons à simplifier l’expression des conditions ci-dessus par un
® changement d'indices convenable.
Nous avons vu (232-23i) que le groupe ^ peut être considéré comme dérivé de n couples de substitutions
{ 35 ) ‘-V „ lü,, ; .t„ tf..,; . . . ; v!.,
telles, que tou.s leurs expo.sants d’échange mutuels soient congrus à zéro, sauf ceux-ci: ^
qui -seront congrus à i. On peut d’ailleurs supposer que les deux substituions d’un même couple ont le même caractère; car, si -t., et ifi.,, par exemple, avaient respectivement pour caractère o et i, pourrait être considéré comme dérivé des substitutions de la double suite
lesquelles ont mêmes exposants d’échange et mêmes caractères que les siilistituiions correspondantes de la suite (35), sauf et., .t,, qui a pour caractère zéro.
Cela posé, soit p le nombre des couples de la suite dont les substitutions ont le caractère i : si p > i, on pourra l'abaisser de deux unités. En cITet, soient -t), v!>,; deux couples dont les substitutions aient fc caractère i; on pourra considérer .'f comme dérivé de la double suite *
analogue a la double suite (35), sauf que ses deux premiers couples ont le caractère o au lieu du caractère i.
Si donc on suppose p réduit à son minimum par le procédé ci-dessus, un aura p = o ou p=i. Ces deux cas sont d’ailleurs essentiellement différents, comme le montre le théorème suivant, qui donne au nombre p sa véritable signification, dégagée de tout arbitraire :
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259. TiiéoiiÉME. — Im majorité des substitutions de 3 a pour caractère p. i“ Soit (l’abord jj=o. Les substitutions .v,,, tiîi,,... ayant toutes pour capactere zéro, une quelconque des substitutions de J, telle que aura pour caractère a,b, a^b.^+ Le nombre des sabstitutions de d ayant pour caractère zéro sera donc égal au nombre ‘i’« des solutions de la congruence
Or on peut satisfaire à cette congruence en posant
n, 6, O, a, 6î -I- . . . ™o, ou o, 6, = i, a, A, + ...b>i.
Dans le premier cas; on aura pour a,, b, les trois systèmes de solutions O, o: O, i; I, o; et l’on aura manières de choisir a„ b Dans
le second cas, on devra poser = o; et a,, b, pourront être
choisis de manières. Sommant toutes ees solutions, il vient la
relation
<?.== 3<r,-, o _ if,_„
qui permet de calculer successivement 4'j, ® ‘f, étant égal à 3. On vé-
rifie ais(:ment que l’on aura en général
nombre supérieur à la moitié de a’", nombre total des substitutions de !>.
260. 2° Soit au contraire p = i; et supposons, pour fixer les idées, que celui des couples de la suite <t-,, tit>, ; «i.,, es,;... dont les substitutions ont le caractère i soit le premier, .1.,, La substitution aura
pour caractère a, -t- é,-t- a,b,+ a,bi-t-.... Le nombre éi„ des substitutions de d qui ont pour caractère zéro sera égal au nombre des solutions de la congruence
/?, -4- 6, -4- «, 6. fl, 6, -I- . . . ^ o, ou ( a, 1 ( A, I ) -(- o. A, = I .
Mais cette congruence est satisfaite par 2’" — $, systèmes de valeurs de a, -t-i, b, -h I, a„ i,,..., auxquels correspondent autant de systèmes de valeurs de a,, b,, a„ b, On aura donc
âl, == 2» — 'f. = a>— — 2*-',
nombre inférieur à - a"",
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261. Cela pusé, on peut déterminer un système d’indices indépendants x„, y„ qui correspondent respectivement aux substitutions a,, i*,;...; ifc,,. Soit maintenant
+ ftl x,4 rf'„ y.
-t- d\‘'iy,-i-. ,
une substitution du groupe cberclié. Les conditions auxquelles scs coellieicnts doivent satisfaire s'obtiennent en substituant dans les relations (Ü3) et (3/j) les valeurs particulières qu’ont les exposants d’échange et les caractères des substitutions correspondantes aux nouveaux indices. Elles seront donc différentes suivant que l’on aura p = o ou p = i. On obtiendra ainsi deux groupes différents, iJ, cl 5n <1^*® nous appellerons groupes kypoahrliens .
■» Premier groufie hyi>oabèlien.
262. Supposons p=o. Les relations (33^ se réduiront à la forme fa7J (en remarquant d’ailleurs que, dans le cas actuel, p étant égal à a, on aura toujours mis i); cl les relations (34) deviemlront
(36i ^ -h. , . rt'.'iéj'' = 0, f^.rf',-1- cj."* O,
formules où pt prendra successivement toutes les valeurs i, a n.
Mais si S appartient à 5o< lui appartiendra, et réciproquement. On aura donc un nouveau système de relations é(|uivalcnt au précédent, en exprimant que S~' est bypoabélienne. Pour cela, on remplacera dans les relations (37) et (36) les divers coellicients a, par les coeilicients correspondants de la substitution S~', que donnent les formules (361. On obtiendra ainsi les relations (aS) et les suivantes :
\’S~i />'/> f{/> -t- />if> ^ O, -t-
263. Théorkmk. — Le groufie S» est dérivé des seules substitutions .M,,. N,i ., (déjinies comme au n" 220); et son ordre est égal à
En elTet, les substitutions des deux formes ei-dessus, satisfaisant aux re-
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lalioiis (a5) et (37), appartiendront à Réciproquement, toute substitution hypoabélienne, 1, dérive de celles-là.
Kn effet, supposons que i remplace x, par la fonction
/ «5 a', JT, -I- c, y, -t- . . . -t- ;
les coellicienls a’,,..., c, ne seront pas tous congrus à zéro, et l’on aura, d’après les relations {37),
26i. (iela posé, on pourra déterminer une substitution S, dérivée des substitutions M|i et qui remplace x, par .
En effet, soit d’abord a, ssi : la substitution
remplace x, par/,. . _
Sia,=:o, mais c, SI, il existe, d’après ce qui précède, une substitution S, dérivée des substitutions M,i et N,,,,, qui remplace ar, par
é,Xx-¥ <f, *■,-(- c', y,
et la substitution
remplace X, par/,. •
Soit enfin a', =c, =0, mais a', ouc,= i. D’après ce qui précède, il existe une substitution s, dérivée des substitutions M,, et qui remplace par /, ; et la substitution
remplacera X, par/, .
265. Ce point établi, posons 2 = S2' : 2 et S étant hypoabëliennes, 2' le sera également; mais de plus, elle laissera x, invariable. Soit
fl ^ b\ X, -t- d\xt 6^x. -I-
la fonction par laquelle elle remplace y", : les relations (aS) et (37) donneront
(3»)) d', SI, b\s-b\d',-v-...-i-b‘^d\^a.
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Cela posé, la substitution
remplace j-, par .sans altérera:,; et l’on pourra poser 2' = S' 2,, d'où 2 = SS' 2,, 2, étant une nouvelle substitution liypoabéliennc, qui laisse J?,. V, invariables.
260. Les relations (ay) et (36) montrent que 2, se réduit à la forme
rt'
fr'.
X, -t- cï'’y, -t- .
. -4- flj,"' X, -4- c],"’y«
iÿi
X, + rf<,”'y, -t- .
. -4- 6<,"> X, -4- rfi"’y.
où les eoelTicients sont liés par les mêmes relations que dans les substitutions hypoabéliennes entre n — i couples d’indices.
On voit comme tout à l’heure qu’on aura 2, =S,S’,2„ S, et S", étant dérivées de celles des substitutions M^, N,,,, dans le.squelles /x el v .sont > i, et 2j une nouvelle substitution bypoabélicnne qui laisse x,, y',, x„ jj invariables, etc. Donc enfin on aura
2 = SS' 2, = . . . = SS'. . . S._,s;.. .2.-,.
2„., étant une substitution hypoabélienne qui n’altère plus que les deux inilices x„. y». Mais une semblable substitution ne peut être que rnnité, ou M„. Dans l'un et l’autre cas, 2 sera dérivq des substitutions M,,,
267. L'ordre u„ du groupe 5o résulte immédiatement de ce qui précède. Un effet, le nombre des fonctions différentes, telles que que ses substitutions permettent de faire succéder à x, est égal au nombre ï„— i des systèmes de solutions de la congruence (3S), la solution a',s...æc^s::o étant exclue. On aura i) u', , w', étant l’ordre ilu groupe partiel f)’„
formé par celles des substitutions de S„ qui laissent x, invariable ( 123).
Le nombre des fonctions différentes que les substitutions de 5* l’ont succéder à y, est égal au nombre des solutions des congruences (Sq), lequel est égal à car ces congruences déterminent et é', , les an — a coef-
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ticicnts //j,..., d, restant arbitraires. On aura ta', = a’"*’ ta,., étant l’ordre du groupe partiel formé par celles des substitutions de 5, gui n’altèrent pas X,, j-|.
Poursuivant ainsi, on obtient la formule énoncée au tbéorème.
PnoBr.ÈME. — Trouver les facteurs de composition de H
Suit I un groupe contenu dans 5,, et permutable à ses substitutions; nous allons recbereber ses propriétés.
Pnoposmow I : I contient une substitution differente de l'unitr, et t/iii n altère pas x,. — Soient en effet S une substitution (|uelconi)uc de I; y, _ a’, X, -H c, J, -t- «J Xj -t- .. . la fonction qu’elle fait succéder à X,. Si f ne se réduit pas à x,, l’une au moins des quantités c, . n',, c,,... sera 50 (mtid. 2).
1“ Si c'i^o (mod. 2), 5, contient une substitution T qui laisse x, invariable, et remplace V, par f^ (263) : I contiendra S,, transformée de S par T, laquelle remplace x, par v,.
Ola posé, si S, laisse x, invariable, 1 contiendra sa transformée par P, ,, laquelle laissera x, invariable. Si au contraire S, altère x„ un voit aisément que parmi les substitutions des formes N,,,,, Q,,.,, R,,,, qui laissent x,, invariables, il en existe une au moins, T,, non échangeable à S,. Le groupe I contiendra la substitution S,'’.T, ’S, T,, laquelle laisse x, invariable et diffère de l’unité.
2“ Soit c, =3 0, mais a',== i, par exemple. On a
t;ela posé, contient la substitution
laquelle remplace .r, par sans altérer x,; et 1 contiendra S,, transformée de S par T, laquelle remplace x, par Xj. Or on voit aisément que parmi celles des substitutions de S, qui n'altèrent pas x,, x,, il en est une au moins, T,, non écbangeable à S, : et I contiendra Sr'.’Tr' S, T,, laquelle lai.ssc X, invariable, et diffère de l’unité.
269. PaoposiTiox 11 : I contient une substitution différente de T unité, et i/iti n'altére ni x, ni y,. — Car soit S une substitution de I qui n’altère pas x, :
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elle remplacera par une fonction f\ x„+ d',y„.
dont les coeiricieiits satisfont aux relations (3g).
i“ Si b\ “O, d’oii O, ,'J, contient une sulislitutiun T qui rem-
place Xj par fe'jXj -f- d^y^ sans altérer x,, v, (266); et I ronlienl S,, transformée de S par T, laquelle remplace/, par /, -+-Xj. fada posé, si S, se réduit ii R,,„ I contiendra sa transformée par P,,,, laquelle n’altcre pas X,,/,. Dans le cas contraire, parmi les substitutions de qui n’altèrent pas X,, /,, X, il en existe une, T,, non échangeable à S, : I contiendra S^'Tr'S.T,, qui laisse x,,/, invariables, et diffère de l’unité.
3” Si //, =3 1, les relations (3g) montrent que l'un au moins des produits b\d^,... sera ^«(Diod.a). Soit, pour fixer les idées, b\d^^i, d'où b\ = d^=i . On aura et 5c contiendra une substitution T
qui laisse x,,/,,x, invariables, et remplace /j paerf", v,-t-//,Xj-i- </,Vj Le groupe I contiendra S,, transformée de S par ï, laquelle remplace v, par X, -t-x,-t-/„ et n’altère pas x,. Cela posé, si S, laisse x,, invariables, I contiendra sa transformée par P,,,, laquelle laisse x,,/, invariables. Dans le cas contraire, parmi celles des substitutions de 5» qui laissent invariables x,, /,, x, il en existe une, T,, non échangeable à S,: et I contiendra Si‘'Tr' S, T,, qui laisse x,,/, invariables, et diffère de l’unité.
270. PiioposiTioa III : I contient une substitution qui n'altère que les qiiatie indices x,, x„ y-,'. — Car, en poursuivant le raisonnement qui précède, on voit que I contient une substitution qui laisse-invariables les indices x,, /,, Xj, puis les indices x,, v,, Xj, /,, etc. On pourra continuer ainsi jusqu'à ce qu’on arrive à une substitution qui n’altère plus que les quatre deruiers indices, x»_,, v„_,, x,, Sa transformée par P,.*_, Pj,«, laquelle appartient à I, n'altérera que x,, /,, x„ D’ailleurs elle satisfait aux relations (37) et (36), et, par suite, sera de la forme
à, X, -*- c', /, d, X, -+- c, r,. i'i X. -t- d', )\ -t- b‘, x, -t- d', y, a, X, ■+- cl /, -I- a' X, 4- c’ i’ x, -f- </' /, + A' x, -1- d’, y, x„ y,
271. Proposition IV : Si n > 2, I contient une des substitutions
Premier cas. — Si c, = 1, I contient S,, transformée de S par Q(', R"',- qui est de la même forme que S, mais remplace x, par/,. Si S, est échangeable
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il M], elle se réduit à M, ou à MiMj. M:iis si I oonlicnt .M,, il ronlient |i:ir l:i même M, .P.'J.M, P, , = M, .Mj. Paulin il contiendra sa transformée par laquelle laisse x, invariable. Si, au contraire. S, n’est pas échangeable à M,. I contiendra Sf*. M^' S, Mj, qui différé de l’unité, et laisse encore X, invariable. On retombe ainsi sur le troisième cas qui sera discuté plus loin (273).
Second cas, — Si c', = o, on aura .Mais supposons qu'on
n’ait pas à la fois d^ = o, c’,= o : contient une substitution 'F qui remplace ar, par à^x, sans altérer x, ; et I contient S,, trans-
formée de S par T, laquelle remplace x, par a-,.
I” Si S, est ée.liangeable à R, ,, elle a l’une des quatre formes suivantes :
Pi.l, Pt.aRl.ï Pé.iOi.i, Pi.» Ql.t R«.ï>
Or, si S, est égale à P,., ou à P(,jR.,j, sa transformée par O,., appartient à T cl laisse x, invariable. On retombe ainsi sur le troisième cas. Si S( = Pi.jQa.i, 1 contient les transformées S, et S, de S, par P,.,P,.j et (l’a,3 Il contiendra donc S^'S.SjS,, et sa transformée par Q, ,, la-
(|uclle se réduit à Qj,,. Si S, = Pi.^Qj., R,,„ I contiendra SJ, (|ui se réduit
2“ Si .S, ii’cst pas échangeable à R,,i, I contiendra Sf‘. R,,;S, R,.„ qui laisse X, invariable, sans se réduire à l'unité; et l’on retombe sur le troisième cas.
273. Tmisicme cas. — Si l’on a à la fois c’, ~a', = c, = o, d’où a’, ^ i, S laissera x, invariable. Quant à _y,, elle le remplacera par une des (|ualre fonctions v,, y, -t- x„ y, -i-y„ x, -^y, ■+■ x, ~hy,.
Si S laisse V, invariable, elle se réduit à Mj : I contiendra
M..Rr.;.M, ll,.,= R„.Q..„
puis la substitution
pri «... Q .. P.,.. «... Q... .Qri «...Q... Q ...
laquelle su réduit à R,.,. Si 8 remplace y, par y, -h x„ elle se réduit à R, , ou à R,,, iM,. Üans ce dernier cas I contiendra S’ = R.,, Qj.,, et, par suite, il contiendra R,.,. Si S remplace parjy, -i-y„ I contient sa transformée par M„ qui remplace y, par y, on retombe ainsi sur le cas (ju’on vient d’examiner. Enfin, si S remplace y, par æ, -i-y, -t-Xj-t-y,, elle sera
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<’:galc à H,,, Q,,i, auquel cas on vient de voir que I contiendra R,,,, ou à Ri.jUi.jM,. Mais dans ce dernier cas, 1 contient M,, transformée de S par R,., : on retombe ainsi sur un cas déjà examiné.
274. Paoposrnos V: \ contient la moitié au moins des subsùlulions de
En elTel, I contenant une des substitutions les contiendra
toutes; car un a les relations évidentes
N,.. = (1V>IV.) •N. >IV>P.,.. 0„.= M."' B„. = (M,M. ;-' N„. M. M
qui montrent que toutes ecs substitutions sont transfurmées les unes dans les autres par des substitutions de
Donc I contient le groupe 3 dérivé des substitutions N^,„ Q^,„ R,,., et de leurs transfurmées. .Mais toutes les substitutions de S, sont (26<i) de la forme SS'... S, S'...., S*_,, Sl_, étant des substitutions de 3.
et l'une des deux substitutions i, M».
Donc, si M„ était contenue dans 3, ce groupe, et, par suite, I se confondrait avec qui serait simple (nous verrons plus loin que cette bvputbèse ne se verilie pas). Si au contraire 3 ne contient pas M„, son ordre sera moitié de celui de *>o: et si I est moindre que S,, il se confondra avec 3.
275. Paoi'osiTiOK VI : 5« pour facteurs de comjmsition ^ et ^ w,.
Il suffit évidemment pour le prouver de faire voir que 3 est simple. Or, si l'on pouvait déterminer des groupes contenus dans 3 et permutables à scs substitutions, soit K l'un de ces groupes, choisi de manière que sop
ordre O .soit minimum. L'ordre ^ de 3 serait une puissance exacte de U ( 59). Mais ^ n'est pas une puissance exacte, du moins pour n — ’3, 4< 5,
fl «
Nous achèverons la démonstration en prouvant que la proposition étant vraie pour n — 1 , le sera pour n.
Supposons en effet que le groupe K existe : on voit comme (268-2ü'J) que l'une au moins de scs substitutions. S, laisse invariable l'un des couples d'indices, tel que a-,, y,. Le groupe 3' formé par celles des substitutions de 3 qui n'altèrent pas x,, est précisément ce que serait 3, si au lieu de n couples d'indices on n'en avait que n — i; donc il est simple, par hypothèse. Donc les transformées de S par les substitutions de «V, combinées
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en.semble, rcpriuJuisent tout ce groupe, dont l’onire est ^ Donc O e.sl au moins égal à ^ nombre supérieur à In racine carrée de ~ <«„. Donc ^ ne peut être une puissance de U, comme il le faudrait.
27G. Nous avons laissé de côté le cas où n = a. Pour mettre en évidence dans ce cas particulier les facteurs de composition de 5oi remplaçons les indices x,, y,, ar,, j, par d'autres indices indépendants r,,, iîj respectivement cnrrespondanis aux substitutions .v, ■>«,,,
X, VS, Vl>]. On voit immédiatement que les 7a substitutions de ^ résulteront de la combinaison de la substitution
S — I 5., >!., $1, ni Çi, n» ^1, n, 1 avec celles de la forme
T = 1 Ç,. ni, 5>. », o,Ç,-t-ô,ni, Clît-^^/.n,, a,l, + b,r,„ d,r., |.
Ces substitutions sont permutables au groupe formé par les substitutions T, lequel est d’ordre 3(i, et a évidemment pour facteurs de composition ceux du groupe linéaire de degré a’, répétés chacun deux fois, c'est-a-dire a, 3, a. 3 (UO).
Second groupe h^poabélien.
.27". Supposons maintenant que les substitutions correspondantes aux indices aient pour caractère 1, les autres ayant pour caractère o. Les
relations générales (33) et (34), appliquées à la substitution S (261) donneront entre ses coefTicients les relations (37) et les suivantes :
+ b'^^c^d‘^+ ...+ c'^+ d'^ = a (si
En exprimant que S“' est bypoabélienne, on aura un nouveau système de relations, équivalent au précédent, et formé des relations (a5) jointes aux suivantes :
rit'
(t\ c, -t-dj c\ '4* c, , -4-6, (/, -4-. ..-4-6, -4-rf, w^i,
o> tY>-4-nÿ cÿ'-4-...-4-<r't-|-c','‘s6.^V/-,'‘>-4-6>WV>-4-...-h6i'‘’-4-rf<.'‘'=o (sif*>i).
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Les substitutions
U — I X,,/,, ar„_n,. .. x, + x, + Xu x, +.v, + x,-4-/„. .
ainsi «|ue celles des substitutions pour lesquelles fi et v .sont > i,
satisfont évidemment aux relations (27) et (/|o). Elles apparlienncnl donc au groupe bjpoabélien 5,.
279. TiiéORé.MK. — Le groupe S, est dérivé des seules substitutions ci-dessus; et son ordre. vs„ est égal à
I.) = VI
^n effet, soient 2 une substitution deS,: /(Eîa, a;, la fonction par laquelle elle remplace x,. On aura, d’après les relations ( '|i)<
Cela posé, on pourra déterminer une substitution S, dérivée des substitutions ci-dessus, qui remplace x, par En effet, soit d'abord
t , a', c I =0, d'où n', f', -I- . . . I .
L’un au moins des produits binaires a',Cj,... sera (mod. a). Soit par exemple a',c,=:i, d’où a'3 = c',rz:i, a'jc'j -(-...= o. Il existe une substitution s, dérivée de celles des substitutions .Mj,, N,,,, pour lesquelles fi et v sont > I, qui remplace 7, par jj-t- a’jX, -+- Cjj, -»-... sans altérer x^ [265]i I.a substitution S = 8U remplacera x, par /,.
Soit maintenant
Il existe une substitution s, dérivée de celles des substitutions M^, pour lesquelles ft et v sont >1, qui remplace x, par a,Xj-(-c, v, H-... (264); et l’on pourra poser S égal à
SM.UM.; M.SM.UM,: ou L,M,«M.U.M,
suivant que l’on aura
o', Eso, e, m; a', ssi, 0,550; ou «', == c', e. 1 .
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280. r.e point établi, posons i = Si' : i cl S étant contenues dans 2' le sera; de plus, elle laissera x, invariable. Soit
la fonction par laquelle elle remplace y, ; les relations (aS) et (4 1) donneront
(43) (/’, El, 6', d', A, (/', î“ O.
Il existe une .substitution A, dérivée de celles des substitutions pour
lesquelles ja et v sont >i, qui remplace par />', x, -t- et la substitution
remplacera y, par /, , sans altérer x,.
281. Posons 2' = S'2, : 2, sera liypnabéliennu. et laissera invarialiles x,, y, ; ilonc, en vertu des relations (j3) et elle remplacera x„ jr,,..., x„, V, par des fonctions de ces seuls indices; et les relations qui subsistent entre les cuellirients de ces fonctions sont précisément les memes que dans le groupe bypoabélien de première espèce entre « — i couples d'indices. Donc 2, sera dérivée de celles des substitutions M^, pour le.squclles pi et V sont > I (203).
282. L’ordre défi, découle immédiatement de ce qui précède. Ln effet, le nombre des fonctions différentes que ses substitutions permettent de faire succéder à x, est égal au nombre des solutions de la congruence (4a), lequel est égal à a’"— (260). Celui des fonctions différentes que celles de ses substitutions qui laissent x, invariable font succéder à ,v, est égal au double du nombre des solutions des congruences (43) (b', restant arbitraire). Enfin le nombre des substitutions de 5i qui laissent x,.y, invariables est ,. Le produit de ces trois nombres donne o„ (123).
Pnom.KME. — Trouver les facteurs de composition de
Soit I un groupe contenu dansf;, et permutable à ses substitutions : nous allons ebereber ses propriété.s, en supposant d’abord n > a.
Paoeosn i»« I : I contient une substitution différente de l’unité, et (juin' altère jHisx,. — Soient en effets une substitution de I;
/, ms fl', X, c, y, + a\x,-t-c,y,-t-...
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la fonrlion par laquelle elle remplace x, : si /, ne se réduit pas à x,, l’iine au moins des quantités c,, a',, c,,... sera (mod. a).
I” Si c, <0, !), contient une substitution T qui laisse x, invariable, et remplace y, par /, (280) : I contiendra S,, transformée de S par T, laquelle remplace x, par/,.
Cela posé, si S, laisse invariables Xj.' Vj, x,, Vj, I contiendra sa transformée par ^
y, -I- x,+y, 4- Xj, ,v. 4- X, 4- y, 4- y.
laquelle laisse x,, y, invariables. Dans le cas contraire, parmi les substitutions de 5i qui laissent x, et invariables, il en est une au moins T, non échanpicable à S, : et I contiendra S^'-T^'S, T,, qui laisse x, invariable, et différé de l'unité.
2® Si c, =o, I contient la substitution S~‘.Lr'SL,, qui laisse x, invariable, et différé de l’unité, b moins que S ne laisse y, invariable. Dans ce dernier cas, I contiendra Mf' SM,, qui laisse x, invariable.
28i. PnoposiTiON II : I contient une substitution différente de l'unité, et qui laisse x,, v, invariables. — Car soit S une substitution de I, (|ui laisse
X, invariable, et remplace y par =//, x, 4- d,y, -i- b'^x, 4- rfj.ra 4-
Ces relations (a.*)) cl (/|i) donneront
(/', = I , i', rf 4- . . . = O.
1" Si S laisse invariables x,, x,, v,, 1 contiendra \V~'SW, qui n’al-
lèrc pas x,, y,.
a“ Si, S altérant quelqu'un des indices x,, x, on a
b',snd\ = . . . ^ O,
Si contient -une substitution T qui n’allcre pas x,, y, et ne soit pas écbanfteablc b S : 1 contiendra S“‘.T“‘ ST, qui laisse x,, y, invariables.
3” Enfin, si è',, ne sont pas tous congrus b séro, S, contient une
substitution T qui remplace x, par i',Xj4- <f, , sans altérer x,,y, :
et I contient S,, transformée de S par T, laquelle remplace y, par ^1 4-y, X,. (iela posé, si 5, contient une substitution T, qui n’altére
pas x,,y,, x„ et qui ne soit pas échangeable b S,, I contiendra S; ’.T, 'S,T,,
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(|ui laisse X,, y, invariables, sans se réduire à runilc. Dans le ras eon- Iraire, S, se réduira à la forme
I j-„ r, ar„ l> X, -h r,
(,3 étant nécessairement congru à zéro si n>3). Si =o, I contient la transformée de S, par .M[*' P,,, U, laquelle laisse a.',, v, invariables : et si l)\ r_ ^ I, 4I contient la transformée de S, par L’ M,, laquelle remplace .r,, y, par x,, y, -t- x', : on retombe ainsi sur l’un des cas déjà examinés.
285. PnoeosiTioN III : 1 contient une des substitutions Qu,,, R^,;(où tz et V sont > i).
Kn eflcl, I étant permutable aux substitutions de ü,, le groupe V formé par celles de ses substitutions qui D’allèrcnt pas x,,y, est éviilemuient permutable il celles des substitutions de qui n’altèrent pas ces indices. .Mais ces dernières substitutions forment un groupe ‘j’,, bypuabélien de première espèce par rapport aux n —'i" couples d’indices restants. Donc, si « — i>u, le groupe I', qu'il contient, et aux(|uelles ses substitutions sont permutables, contieniira l’une des substitutions N,,,,, Q^,,,, R,,,, (270-273;.
Si « — I = a, ceux des raisonnements de l’endroit cité qui restent applicables montrent que I' (et par suite I) contient, à défaut de l’une des substitutions Q|,,„ R^.„ l’une des deux suivantes : P,,, Q, ,, ll,j Qj,,. Dans l'un et l’autre cas, il contiendra la substitution
Po.sons maintenant
Il =
xi, y,
X,. y.-t- x,-!-yi J*,, x, -t-Xi-i-y, , x,-f-x,-t-y„ X,
Xj, y, y, X, -t- , -t- x„ yi + x,+ y, + y.
tics deux substitutions sont liypoabéliennes : et l’on voit suecessiveinent
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i|iic I (-oniicntlra les siibslitiilions suivantes ;
\ = A'.B 'AB. \=(M,A XM.A. Z = (M,M, f,.,)- VM, M,
B = C- ZC V, 0,., = Z [( P,., Q..^. - ZP,., Q.„ , B]>.
28(). I'bopositio IV: l contient la moid'c au moins des subslitulioris de
Kn eflcl, I contenant une des substitutions X^,„ foii a et v sont
> i) les contiendra toutes (274). Il contiendra donc le groupe 3 dérivé de ees substitutions et de leurs transformées par celtes de 5t- Or les substitutions :
! y'i Xi, yt-t-Xi-t-y, ,
X‘ + Xii -h y,
soni livpoabélicnnes : donc 3 contiendra les suivantes :
I X,, _r. X. -ej-„v,
fP = t>-' Q... II... Q... N... 0=1'^"
I X* Xi»
X„ y, x, + y,-t-x,-hy„ y, .
d — ta-' N..,o=
x„ y, Xi+}i, x,h-^-,-4-.v. I
y, X. -+■ x„ y, x„ y, x„ y. y, x, -1- JTi. X>
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287. Il est iiiain(en»nt aisé de voir ()uc les substi(iitions de 3 permeUeni
lie remplacer l’indice a-, par l’une (luelconquc /, des a’"— funciions linéaires a] x,-h c\ y, -t- c,j',-4- ... dont les coellicienls siilisfoni à la
relation
En elTcl, soit d’abord a,c, -f- a] -t-c, :==o, d’où a',c, -h..." i. I.’un au moins des produits sera ^o(mod. a). Soit par exemple a’,</,=s i,
d'oii a'j~c, — I, a'jc'j 4-...^ O. Il existe une substitution s, dérivée de celles des substitutions Q^.,, où a et v sont > i , rpii laisse x, invariable et remplace _)'j par Vj -t- a', Xj-t- D’autre [lart, la substitution 2 qui remplace a',, y,, x,, Vj par x,, x,. >-j est évidemment by-
poabélienne : -t contiendra donc la substitution laquelle remplace
X, par/,.
Soit au contraire a, c, -h a, + c\^i, rt’jC, -t-... ~o. Il existe une substitution X, dérivée des substitutions Q^,v. Rii,v (où fi, v sont > i), qui rempinfe Xj par fl', x, -+- Cjy', et suivant qu’on aura : a', ^ i , c',s.-^o; fl'i = I , c, r— I ; ou fl', = O, c, = I , /, succédera à x, par la substitution par la substitution SiO<7, ou par la substitution sff,'.
288. Celles des substitutions de 3 qui n'altèrcnt pas x, perinelleiil de
faire succéder à _y, l’une quelconque /,' des fonctions linéaires
A', X, -t-y, X, -h dont les coeflicicnls satisfont à la relation
//,(/', -I-...SZO. En effet, si A',cf,^... = o, ce remplacement sera produit par la substitution (fiS)C)*'. Si, au contraire, les coellicienls A',, tf,,.., ne .sont pas tous congrus à zéro, il existe une substitution s, dérivée des substitutions N,i,„ Q,i,», R,i.„ qui remplace x, par A',x, -t- <f, y, -t-...; et la substitution (£«£)*'. t'SffC produira le remplacement voulu, sans altérer x,.
289. L'ordre de a sera donc égal à — '!«) a<é„_, .0, O étant l'ordre
du groupe 3' formé par celles de ses substitutions qui n’altcrcnl pasx,, y,. Mais 3' contenant les substitutions N,,,v, Q,,,„ R^,, et leurs transformées pâlies substitutions liypoabélicnnes entre Icsn — i couples d’indices x„ y,
son ordre est au moins égal à (274).
Donc. ■■1 contient au moins ( a’"— <f„) aî„_, ^ u„_, substitutions, soit la
moitié au moins de celles de S’il en contenait davantage, il les contiendrail toutes : 3, et par suite I se confondrait avec ÿ,, et ce groupe serait simple. (Nous verrons plus loin que cette hypothèse n’est pas possible.)
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Au conlraire, si 3 ne contient que la moitié des substitutions de /i,. I pourra être supposé moindre que S, : il se confondra alors avec 3.
290. Pnoi»f)srriO!« V : ,5, a pour facteurs de composition 2 e< ^
Celte proposition se démontre comme celle du n® 275.
291 . Nous avons laissé de côté le cas où 0 = 3. Il est aisé de voir que ■ dans ce cas les facteurs de composition cliercbés sont 2, 2, 3, 3. 2.
Faisceau-x' hypoahéliens.
292. Soit maintenant F un faisceau de substitutions abéliennes éebaii- ^eables entre elles, et tel, que le groupe formé par celles des substitutions abéliennes qui lui sont permutables soit primaire. Cbercbons si l’on peut déterminer les car.tctères des substitutions correspondantes aux divers indices de telle sorte qué F soit contenu dans l’un des groupes bypoabélicns.
Les indices indépendants étant eboisis de manière à ramener les substitutions de F à leur forme canonique, un sait que cbacune de ces substitutions multiplie chaque indice par un facteur constant (188-189). Soient donc i', y, ... ces divers indices : une substitution de F qui les multiplie respectivement par a, (9,... multiplie para, ^,... les caractères des substitutions correspondantes ('y,.... Mais, étant bypoabéliennc, elle ne les altère pas. Donc ces caractères seront’ congrus à zéro, à moins que les facteurs (réels ou complexes) a, /3,... ne se réduisent à i.(mod. 3). Mais si F ne se réduit pas à la seule substitution 1, l’une au moins «le ses substitutions multipliera l’un des intlices, x par exemple, par un facteur a différent de l’unité : on aura donc Cj.= o. D'ailleurs la suite des facteurs ]>ar les«]uels les diverses substitutious de F multiplient v est la même, k l’ordre près, que celle des facteurs par lesquels elles multiplient x (191). Donc F contient une substitution qui multiplie J par a : donc o; etc.
Donc les substitutions C,, C,,... doivent avoir pour caractère zéro. C«?tte condition est évidemment suDisante pour que les substitutions de F n'altèrent pas ces caractères. Mais il est intéressant de savoir dans chaque cas quel est celui des deux groupes bypoabélicns qui contient F.
293. PiieMiFR CAS. Faisceaux de première catégorie. — Si F est de première catégorie, soient x, y,... les indices d’un système quelconque, a:', y', .. . ceux du système conjoint; «, c, . . . ceux des autres systèmes. Les in-
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ilicos 'miajiiniiircsx, üi''|ienil(‘nt (l'mi noiiiiii-f rjjal de fonctions réelles X, Y. . . . que l'on |teiit prendre à leur place pour indices indépendants ( 151^. I.es substitutions C^, C,,. . . respectivement correspunilantes à ces nouveaux
indices seront de la forme C'CJ Rapportons également cliaeiin des autres
systèmes à des indices indépendants réels; et soient X', Y'',... les indices auxijuels est rapporté le système conjoint du premier; U, V.... les autres: fj. C,....; . (’i,... les substitutions correspondantes. Le déterminant
(CxCv) ...
(C,C,) (OvC,) ...
ne pi'ut être congru à zéro. Car s’il rélail, on pourrait déterminer les rapports des entiers /, de telle sorte >|iie la substitution
I» = C'vc;:. . .
eut ses exposants d’écb.ange avec Cj. tous congrus à zéro. .Mais les
exposants d'échange fOC^). (l)L, (DQ), (DCy),... sont déjà congrus
à zéro, C,, C,....; Ct, C,,... étant dérivées de Cy, C,',...; C,, (;„ dont
les exposants d’écbange avec les substitutions C.,>, (y,... dont D est dérivée sont tous congrus à zéro. Donc tous les exposants d’échange de D seraient congrus à zéro, ce qui est inadmissible.
On pourra donc (2K>) déterminer des substitutions
t) = rîC}...., Il, = C*v ci'.
dont les exposants il’échange avec C,, C,,... soient tous congrus à zéro, sauf ceux-ci ((iylij, (C, D,),... qui seront congrus à i; et le déterminant des quantités «, a,, n’étant pas congru à zéro, les substitutions D, I) combinées entre elles, reproduiront toutes celles de la
forme Ci-tit--.. Donc le groupe .f dérivé des substitutions Cj,r.y,...; C,., C, ;
C,., C,.,... sera égalcmenl dérivé des substitutions Cj, C,,...; ü, D ;
Chacune des subslitntiuiis C,, 1), C,, D,,... aura son caractère congru à zéro; car clic est dérivée de substitutions dont les caractères et les exposants d’écbange mutuels sont tous congrus à zéro. De plus elles ont des exposants d'échange congrus à zéro avec Q, C», ...; car leurs compo.-cinlcs jouissent de cette propriété. Par la même raison, les exposants d’écbange mutuels des substitutions Cj, C, sont congrus à zéro; ceux des substitutions D, l),,... également.
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. 0(HTons sur un second couple de systèmes eonjoiols, pui.s sur "un troisième, etc., comme nous l’avons fait sur le premier. On voit (|ue J sera •lérivc d'une double suite de substitutions dont tous les cxposanls d’éclian^e mutuels sont congrus à zéro, sauf pour les substitutions d'un même couple, dont l'expo.sant d’échange est congru à i; toutes ces substitutions ont en outre le earacli-re zéro. Donc le faisceau considéré appartient au groupe hyftoahélien de première espèce.
294. Sr.cosocAS Faisceaux de seconde catégorie. — Supposons les indires indépendants choisis comme il est inditpié (2i7-2ô2j et soient av le nombre lies séries de chat|ue système, u, = p.' •+■ aa' le nombre des indires de chai|ue série.
Considérons en particulier l’un des systèmes d’indires, Soicnl^y,,
yf~", Æ.;;-"'-'’ les indices de sa r -h série: Iv. D,
E,'"”", D,.'”'’, les sulcstilulions corrrspondanles. Les expo-
sants d’échange de rliacunc de res substitutions avec celles (|ui corresponilrnt aux divers indices indépendants seront, par hypothè.se, tous congrus h zéro, sauf roux-ci : — (E,” 1)1^.), qui sont congrus à i, et
(C/'C/J.,), qui sont congrus à.e’', e, étant une racine arbitrairement choisie de la congruence <?’’"•== — i (mod. 3). On pourra supposer r = 1 .
295. Cela posé, groupons 1rs indices en classes, en réuni-ssant ensemble
ceux qui sont conjugués. Ces classes seront de deux espères : les unes conjointes deux à deux, comme v*,..., je et a,,..., î,_, t les autres conjointes à elles-mêmes, comme xj'""',..., On pourra d’ailleurs passer des in-
dices imaginaires à des indices réels, en prenant pour indices indépendatits, il la place des av indices de chaque classe, les 3v fonctions réelles dont ils dépendent.
Soient X, Y,... les indices réels ainsi substitués'^ii .V»v-i : -'i'. Y',...
ceux qui sont substitués à îi,-.! L’, V,... ceux qui sont substitués
à \ W,... les autres. Soient enfin Cj, C,, les substitu-
tions correspondantes à ces nouveaux indices.
I.e déterminant
I (LjCi ) (Ci t-r)
.jfCtCv) ...
, • , » . » ■ Cl
ne peut être congru à zéro, par la même raison qu’au n° 295 On pourra donc déterminer des substitutions D. D,,,.. dérivées deC<-.,C,.”- dont 1rs
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ex|iosanTsd't‘change avec C*, C,,... soienlious congrus à zéro, sauf ceux-ci ; rCj D), (C, D,),..., qui seront congrus à i . Cj, I), Ct. D auront leurs caractères congrus à zéro, et leurs exposants (rechange avec Q;, Cv C*.....
seront congrus à zéro, ainsi r|ue les exposants d'écliangc mutuels des subsiilulionsC,, C, eteeux des substitutions D, D,,... (293).
296. Considérons d’autre part les substitutions Ci, C» Le déterminant
de leurs exposants d’(''cliange mutuels ne peut être congru h zéro. Car s'il l’était, on pourrait déterminer une substitution (O, dérivée de Q;, C,-,..., et dont les exposants d’échange avec Ci-, Cy,... fussent tous congrus à zéro. .Mais scs exposants d’échange avec (\, C,,...; C,, C,.,...; C» ,... sont congrus à zéro, uO étant dérivée des substitutions correspondantes aux indices
ct Ci, par exemple, l’étant des substitutions correspondantes à Vo,..., Vj_i, lesquelles ont avec les précédentes des exposants d’échange congrus à zéro. Donc tO aurait tous ses exposants d’échange congrus à zéro, ce qui est impossible.
On pourra donc déterminer (232-234) une double suite de iv substilutiotts .t.,, S!.,;...: dérivées de C„, Cy,..., et telles que l’on ait
(Al itîli (Aï . . . HS( %t-, Cts) 9K I ,
leurs autres exposants d'échange mutuels étant congrus à zéro, ainsi (|ue leurs exposants d’échange avec (t, D, C,, I) ; C* On pourra en ou-
tre (258) faire en sorte que A„ >1!.,;...; A„ ax, aient pour caractère zéro. X,, V!., ayant à la fois pour caractère n ou i. suivant que la majorité des substitutions dérivées de Co, C,,... a clle-mcmc pour caractère o ou i.
297. Il est aisé de voir que la seconde de ces deux hypothè.ses sera tou-
jours la vraie. Soient en elTel Soi..., e,y_, les substitutions respectivement correspondantes aux indices imaginaires x,'”''’
Chacune des substitutions dérivées de Ce, C,,... accroit les indices conjugués fie constantes conjuguées : elle sera donc de la
forme
k étant un entier réel ou complexe. Réciproqueincnt, il est clair (|ue toute substitution de cette forme accroit de constantes réelles les fonctions U, V,...; elle est donc dérivée de Cy, C,,....
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Le cararlcre de la substitution K est congru à
If*' 4-. . .= y (If *')’'•
D'ailleurs i est un entier complexe formé avec une imaginaire de degré av.
Le nombre des substitutions dérivées de Cy, C» dont le caractère est zéro,
est donc égal au nombre des solutions communes aux deux congruences.
^ (mod. i).
lesquelles équivalent évidemment aux trois suivantes ;
/ (mod. i).
Suit I, une racine commune aux deux premières congruences, et qui différé de zéro. La troisième congruence donnera, pour A, a’-t- i valeurs distinctes correspondant à celle-là. .\u contraire, à la valeur l = o, qui satisfait aux deux premières congruences, correspond la valeur unique k~o. Si donc I est le nombre total des solutions communes aux deux premières congruences, k aura (a’-t- i)r — a* valeurs.
298. Pour déterminer s, remarquons que toutes les valeurs de l sont de la forme
n 4- AX -)- cV . -I-
/. étant une imaginaire d'ordre y. On aura donc
raia»t rB»"i
^ = ^ (« + A/. -f- <//,■■■ va -t- A^ X*" -t- . 4 </^ .
Or^ X’' ^ sont respectivement la somme des racines de la
congruence irréductible dont dépend X, la somme de leurs carrés, etc., enfin la somme de leurs puissances v — i'*"" : ce sont donc des constantes réelles. D'ailleurs elles ne sont pas toutes congrues à zéro. Car si cela était, les sommes de puissances des racines de la congruence en X jusqu’à la
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V _ i"''"' inclusiveineiil étant congrues à iéro, elle se réduirait à la forme X'-l- ^ = O, résultat absurde; car si q~o, la congruence ci-dessus admet la racine O, et si q~t, la racine i; elle n’est donc pas irréductible.
Supposons, pour fixer les idées, que le coefficient de h, ^ sbil congru
à I. Ou pourra prendre arbitrairement cbacun des v— i autres eoeflicieiits a,..., <l égal à o ou à i ; et pour chaque système de valeurs de ces coeflieienls, on aura une valeur de b satisfaisant à la congruence
Le nombre total s des solutions de la congruence sera donc a'^' ; et par suite le nombre des substitutions dérivées de C,:, C,,... qui ont le caractère üéro est égal à (a’-i- 1) a’"' — a’'-' — a*~'. Les autres, en nombre
a” ' ■+■ a'^', ont pour caractère i.
Uonc la majorité des substitutions dérivées de Q, - a pour caraclère 1 : donc ont pour caractère i.
299. On peut raisonner sur chaque couple de classes conjointes comme
nous l’avons fait sur le couple Vg *o 2,^, j et sur chaque classe
conjointe à elle-même, comme sur la classe iri'""''’, ..., Cela posé,
lix., C, sont dérivées de D, D,,...; Q, C, le sont de x,, ifl, v,, ai,,; etc.
Donc le groupe -f, dérivé des substitutions C,, C,,...; C,., C,,...: Q,
.sera dérivé de la double suite
Cf, I) ; Lx, f),; . . . ; -t.,, aSi ; ... ; ,V.>, al,. ; - . -
où les exposants d'échange sont congrus à 1 pour les deux substitutions d'un iiiêmc couple, et à zéro dans tous les autres cas.
Soit d'ailleurs X le nombre des systèmes; le nombre des classes d'indices qui sont leurs propres conjointes, et, par suite, le nombre p des couples de la double suite dont le caractère est 1, sera égal à Xft'; et suivant que ce nombre sera pair ou impair, F appartiendra au premier ou au second groupe liypoabélien (258-261 ).
300. Tboisikmk cas : Faisceaua- de troisième catégorie. — Les indices étant choisis comme il a été indiqué (253), groupons-les en classes, en réiini.ssant ensemble ceux qui sont conjugués les uns des autres. On peut raisonner comme dans le cas précédent; et comme aucune classe n'est conjointe à elle-même, F appartiendra au premier groupe liypoabélien.
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§ X. — .MliTIIODES GÉ^KRAUvS POl’R FORMER I1F.S GROUPES PARTIELS COKTEIV'OS DANS I.E CROEPE LINÉAIRE.
Première méthode.
301. Soit F(a;,, Vo....; x,, y, une fonelion d’un cerlnin nombre
d'indices, egalement répartis entre certaines suites y \x,,y ;....
S’il existe des substitutions linéaires qui, étant opérées à la fois sur clia-, cune de ces suites d’indices, multiplient simplement la fonction F par un facteur constant (abstraction faite des multiples du module), ces substitutions forment évidemment un groupe.
Exemple. — Supposons qu’il y ait m suites, et que les indices de l’une quelconque d’entre elles soient en nombre mn et se partagent également entre n séries xj*’,_y'f’’,.. x,'*. j'-"’,. Désignons par Du le déterminant formé avec les indices x;'\ x^;;!.,, jiiL, On pourra
prendre F = D, -i- D,-i-...-t- D,_,. Dégroupé correspondant ^ cette substitution satisfera à des conditions qu’il est aisé d’écrire. En posant w = a, on aura le groupe abélien.
.302. La méthode précédente, indiquée par M. Kronecker, se prête à une nouvelle généralisation.
En efl’et, soient ç une fonction quelconque, rationnelle et homogène des indices Xo, yo«---î x,,y',,...;...: i{i une fonction quelconque des mêmes variables et des coefficients de Transformons^ et tjf par une substitution linéaire S effectuée sur chaque suite d’indices x, y,...\ soient p' et (j»' les fonctions transformées. Si i}»' s’exprime en fortetion des indices et des coefficients de ÿ' de la même manière que ^ s’exprimait en fonction des indices et des coefficients de 9 (abstraction faite des multiples du module), on dira que tj( est un covarianl de 9 relativement à la substitution S. Dans le cas particulier où i}' ne contiendrait que les cocfllcicnts de 9, et non les indices, on dirait que <J< est un invariam de 9 relativement h S.
Cela posé, il est clair que les substitutions relativement auxquelles est covariant ou invariant de 9 forment un groupe. Ces deux fonctions pouvant être choisies arbitrairement, on peut déterminer ainsi une foule de groupes.
303. Bornons-nous, par exemple, au cas d’une seule suite, formée de deux indices ; et soit
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Pour que i|» suit un invariant de <p par rapport h la subsliluliun
S = I X, / ax -i- h}-, oix -t- ft'r | ,
qui transforme ^ eu
IM'aut qu'on ail
imSS.H- n9î*/(o9 +• a'S,)'-t- 3m(a0 -t- a'9,}(69 -e 6'9,)-t- n(66 + 6'9,)’.
d'où
I = la' + I mah -t- ni’, m s laa' + m{ab' ■+■ ba' ) -t- nhh' , n = -tma'b' -e nb’'.
A chaque système de valeurs de /, m, n correspondra un groupe distinct. .Ainsi, si fsi, m = o, n=o, il vient a'sso, a’si, et l'on obtient k groupe forme des substitutions
Si l'un posait
<f = 0x + 9, y, ij/ r=(m6 + n9,)x +{m'B -e n'9, )/, la condition de covariance donnerait
an -I- a'n' = a'm -I- 6'n, bm b' m' = am' + bn' , bnssa’m',
ou, en posant pour abréger m' s K /i, m — n'==Ln,
6 = Ka', 6'sa + La‘.
On obtient ainsi le groupe formé des substitutions
I X, y nx -I- Ka'y, a'x +(« -t- La')y |
où a, à sont des entiers constants dans une même substitution, et K, I. des constantes, dont les diverses valeurs donneront autant de groupes différents.
Seconde mé diode.
305. Considérons une fonction f homogène par rapport à un ou plusieurs
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systi'mps de vnriables a;, v, £, y],...;..., par exemple la sulvanle
ç = 0x1 -t- ô'xn -t- S'.rÇ -f-
homogène el du premier degré par rapport à deux systèmes, eonteiiaiit ehaeun deux variables. Soient G, F doux groupes quelconques, cloni les substitutions soient linéaires, et opérées respeelivement sur x el y-, et sur |, ti; soient
S = I X, J' ax -I- br, a'x + h' y |, i = | J, k «Î -H 3»i, «'Ç -i- pr, 1
deux de leurs substitutions arbitrairement cboisics. Opérant ces substitutions dans f, on obtient le meme résultat que si l’un opérait sur les 0 la substitution
0 axO ax'O' a'a6* -e a'a'6"
_ 6' a -I- ajî'fl' -4- a'pO" + a^'B’
0" éaO éa'5' -e fr'aS' -4- 6'a'5*
S- 639 + fr^'9'-4-A'p5"4 ft'3'5'
et il est clair qu’en prenant suceessivemeni pour S el i toutes les substitutions de G et de F, les substitutions correspondantes forment un groupe Ç.
306. Supposons en particulier qu’il n’y ait qu’un seul système de variables x, y,...; et posons
ç = flx 0' y -t-
A la substitution
S = I X, y, . . . ax -4- 6v -t- . . . , a'x -t- b' y h- ...... . |
équivaut la suivante
laquelle ne différé de S (abstraction faite de la désignation des variables) que par l’échange des coefficients symétriques par rapport à la diagonale de son déterminant ; d'où le théorème suivant :
Thkurème. — Un groupe de substilutions linéaires étant donné, on en déduira un second, en permutant entre eux dans chacune de ses substitutions les coefficients symétriques l'un de l'autre par rapport à la diagonale.
En vertu de ce principe de dualité, les groupes de substitutions linéaires sont associés deux à deux. Mais il en est quelques-uns qui sont leurs pro-
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pros lissooics, par exemple ceux qui funt l'ohjel des trois p:iragriq>lies prérédon Is.
Troisième méthode.
.■$07. rnÉotifc.ME. — Etant donnés : i° un groupe F de substitutions linéaires
entre ff lettres ; a® un grotipe D de substitutions entre X lettres 1^,1 , on
en déduira un groupe G de substitutions linéaires entre lettres.
Soient en effet
S=| Go I
une sul)slitutioD de D,
une substitution de F. Im.aginons une suite de />** lettres, caractérisées par n't. indices, que nous partagerons par la pensée en X systèmes
Désignons par 2 la substitution
qui permute ecs systèmes entre eux de la même manière que S permutait les lettres correspondantes G,..., G,.,: par T, la substitution
qui laisse tous les indices invariables, sauf ceux du r-t- i'""' système, qu’elle
altère delà même manière que T altérait a-, y Il est clair qu’en prenant
snree.ssivement pour S toutes les substitutions S', S",... du groupe D, leurs correspondantes i', 2',.,. formeront un groupe A, isomorphe à D sans mériédrie: de mémo, si l’on prend pour T les diverses substitutions T', T' ,... du groupe F, leurs correspondantes T„, Tb,. Ti_i. TLi>-” formeront X groupes F F>_,, isomorphes à F sans mériédrie.
,308. Considérons maintenant le groupe G dérivé de l’ensemble des substitutions des formes 2, Tj_,. Ses substitutions seront toutes de la
forme 2ToT,.... En effet, 4'('') désignant la fonction inverse de f{r], on vérilie sans peine l’égalité
•r,2 = 2V„ ou 2-T,2 = V„
iït
laquelle montre que les substitutions 2 sont permutables au groupe H dérivé des substitutions T„ Donc toute substitution de G pourra
se mettre sous la forme IQ, 8 étant une substitutidn de H. .Mais 8 peut se
mettre sous la forme T» T Car, soit, par exemple, 8 = T„T, ’l" ; les
deux substitutions T, et T^, étant opérées sur des indices dilférents, peuvent être interverties, ce qui ramène 8 à la forme T» T, .
Soient respectwemenl Q et O les ordres des groitpes D e/ P : l'ordre du grou/ie G sera 120\ Car il existe 12 substitutions de la forme 2, et O de cbacune des ).
formes T„, T : il existe donc 120' substitutions de la forme 2ToT,...:
ell es sont d'ailleurs évidemment distinctes.
309. THÉOBtME. — La suite des facteurs de composition de G est formée des facteurs d* composition de D, et de ceux de P, ces derniers répétés chacun \fois.
Cn effet, soient les facteurs de composition de D; D, D,,I), i
une suite de groupes ayant respectivement pour ordre 12, — , — .•••, i,
et tels ; i" que cbaciin d’eux soit contenu dans le précédent, et permutable à ses substitutions; 3° qu'il ne soit contenu dans aucun autre groupe plus général jouissant de cette double propriété. Désignons par le symbole général S, les diverses substitutions S,, S',,... du groupe D,: par Sj celles du groupe D,, etc.; par 2,,... les substitutions correspondantes du groupe i. Soient G, G,, Gj,.. H, les groupes respectivement dérivés de la combinaison des substitutions 0 avec les substitutions Z, avec les substitutions Z,, avec les substitutions Z,, etc. Les substitutions Z,, Z,
étant de la forme Z, sont permutables à H : les substitutions de G,, G,,... seront donc respectivement des formes Z,0, Z,8, ... et leur nombre sera
respectivement égal à ^ 0\ O',....
Il est clair que chacun des groupes G, G,, G,,..., H est contenu dans le précédent; et nous allons prouver : i° qu'il est permutable à ses substitutions; 3° qu’il n’esl contenu dans aucun autre groupe jouissant de cette double propriété.
Prenons pour exemple le groupe G,; soient Z', 8' une de ses substitutions, Z" 6'’ une quelconque des substitutions du groupe précédent G : on a identiquement
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expression i|ui se réduit à la forme £*“'2',2''6; car, 1", 2",. cl, par suite, 2"~'2',2", sont permutables .à H. D'ailleurs 2"“' 2', 2" est de la forme 2,, sa correspondante S''“'S’,S" étant, par hypothèse, de la forme S, . Donc la transformée appartient à G,, et 2»" est permutable à ce groupe.
D’autre part, il n’existe aucun groupe plus général que G,, qui soit contenu dans G et permutable à ses substitutions. Car s'il en existait un, Ç,, soient (t’. o",... celles de ses sub.stitulions qui sont de la forme 2; s', s",... leurs correspondantes de la forme S. Le groupe partiel (a', (f,...) étant plus général que le groupe formé des substitutions 2, (sans quoi ç, ne serait pas plus général que G,), le groupe partiel (r', j"....) formé par leurs correspondantes sera plus général que D,. D'ailleurs il est permutable aux substitutions S; car, soit S' l’une de ces substitutions : S'~'x'S' a pour correspondante 2'-' î' 2', laquelle est évidemment de la forme 2, ctappartient en outre à ff,, auquel 2' est supposée permutable : (Jonc 2'~‘<r'2' appartient au groupe (o-', a",...}; et sa correspondante S'~'x’S', au groupe {s', s'',...).
.Mais, par hypothèse, il n’existe aucun groupe plus général que D,, et permutable aux substitutions S ; donc l’existence du groupe Ç, est inadmissible.
Les facteurs de composition de G sont donc fi,, pi, et les facteurs de
composition de H.
.■ilO. Soient maintenant v,, v,,... les facteurs de composition de P; P,' I'"', P'”,..., I, une suite de groupes ayant respectivement pour ordre O,
I cl Mds, que chacun d’eux soit contenu dans le précédent, et permutable à .ses substitutions, cl ne soit contenu dans aucun autre groupe plus général jouissant de cette double propriété. Désignons par le symbole généralT.'’ celles des substitutions de P, qui correspondent aux substitutions de P'*', par T;’’ celles qui correspondent aux substitutions de P‘”, etc. On verra, en raisonnant comme tout à l’heure, que les groupes respectivement dérivés de la combinaison des substitutions T, T,... avec les substitutions T,, avec les substitutions T.'*, avec les substitutions T;*’, etc., cniin avec la seule
substitution i, ont respectivement pour ordre O'"'; que
chacun d’eux est contenu dans le précédent, cl permutable .à ses substitutions: enlin, (|u’il n’est contenu dans aucun groupe plus général jouissant de celle propriété. Donc les facteurs de composition de II sont v,, v,,..., et les facteurs de composition du groupe H, formé par lessubslitulionsï.T,....
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On voit (le même que ces derniers facteurs sont v,, Vj,..., et les facteurs de composition du groupe H, formé par les substitutions T,...; et l'on continuera ainsi jusqu'il l'aclièvement de la démonstration.
311. Tin-iOBKME. — Pour que le groupe G soit primaire, il faut et il suffit que r soit primaire, et D transitif.
Si r n’est pas primaire, il existe certaines fonctiohs s, s',... des indices jt, y,..., en nombre moindre que ces indices, et que les substitutions de r remplacent par des fonctions linéaires de s, a',... (142). Soient
s,, Z ;... les fonctions analogues respectivement formées avec les
indices Vo....; x,, y,,...;... : leur nombre est inférieur à celui de ces
indices. D’ailleurs, chacune des substitutions 1, T„, T dont G est dérivé
les remplace évidemment par des fonctions les unes des autres : donc G n’est pas primaire (142).
Si I) n’est pas transitif, les substitutions 2 ne permutent pas transitivement les systèmes y„,...; x,, y,, . Groupons ces systèmes en classes, en réunissant ensemble ceux que ces substitutions pcnnulcnt entre eux. Il est clair que chacune des substitutions 2, To, T,,.,, remplace les indices d’une même classe par des fonctions de ces seuls indices : donc G n’est pas primaire.
312. Réciproquement, si T est primaire el D transitif, G sera primaire.
En effet, s’il lie l’était pas, il existerait des fonctions <{i, «J»,,... des indices
x,,y,,...: X,, y,,...;..., en nombre moindre que ces indices, et telles, que chaque substitution de G les remplacerait par des fonctions linéaires de
i|/ Cela étant, soient t(i l’une de ces fonctions, y, celles qui la
remplacent dans les diverses substitutions de G : <Ji, X’ /.'■••• ‘les
fonctions linéaires de i);, il en sera de même de toute fonction o linéairement formée de celles-là; cl <4, . étant remplacées dans chaque
substitution de G par des fonctions de ij>, les diverses fonctions 'a,
u',... par lesquelles la fonction u se trouve remplacée dans ces mêmes substitutions, dépendraient elles-mêmes linéairement des seules fonctions ip, en nombre moindre que )./i. ^
Cela posé, soit
l'une des Ibnctions dont on suppose l’existence. L’un au moins des coeffi-
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lienis a„, b, a,,... tloil différer de o (inod. />); soil par exemple
«o2o(inod. p). Le groupe F étant supposé primaire, l'une au moins de ses substitutions T doit altérer la fonction a„ x -h b„y-h...; supposons qu’elle la remplace par a'„ar-i- La substitution correspondante T„ remplace iji par y = -i- ... -H a, ar, Cela posé, la fonction
-,t. ÿ- ij, - •/ := (a, - <ï,)x, -*-(/»,- h',) J-, -e . . .
lie contient plus que les indices ilu premier système.
•Soient maintenant u„, m'„, les fonctions que les diverses substitutions de r, fout succéder à u, : la suite u,, contiendra au plus
n fonctions distinctes; car ne contiennent que les n indices
.r„, _y,,... du premier système. Mais, d’autre part, celte suite contient en effet n fonctions distinctes : car supposons (|u’elle n’en contienne que n':
soient w,, w' u;*'" ces fonctions; m'„ une quelconque d’entre elles;
T'„ la substitution de i'„ qui la fait succéder à u„; T, une substitution quelconque de r„; J, la fonction qu’elle fait succéder à w’„. La substitution T.T„ lait succéder à u, : ç„ fait donc partie de la suite &>„, tü'|,,...;
c’est donc une fonction linéaire de u,, .Ainsi chaque substitution de r, fait succéder à chacune des n' fonctions toi'' ' une
fonction linéaire de ces mêmes fonctions. Donc le groupe T,, ou le groupe I’, qui n’en diffère que par la dénomination des variables, ne sera pas primaire : résultat contraire h notre supposition.
La suite M„ w’„, w„,... contient donc n fonctions distinctes w„
Soient en général m' ,..., les fonctions formées avec x,,y,,... comme celles-ci le sont avec x,, Os nouvelles fonctions sont évi-
demment distinctes entre elles; elles sont en outre distinctes des précédentes, étant formées avec des indices dilTerents. Les n). fonctions '^i,,
u^"-";...; «)_ ,, ,,..., lu'.tT’' sont donc distinctes, ü’aillcurst; contient une substitution qui remplace « par l’une quelconque de ces fonctions telle ([ue u',. Soit, en effet. T„ la substitution qui remplace >aa par u,,. Le groupe I) étant supposé transitif, A contient une substitution 2' qui remplace x„,yg,... par x„ y, et. par suite. w'„ par fu’ ; et la substitution
i' Tj remplacera par -ji'. .
Ainsi les substitutions de (J remplacent par des fonctions parmi lesquelles il en est ).n de distinctes; résultat contraire à celui du n” dl2. Donc il est absurde de supposer G non primaire.
311. tternargiie. — Si D est transitif, les substitutions de G dérivent
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lûmes de celles des deux groupes A et r„. Car A conlieni une sulistitiilion 2' qui remplace x„ y„... par a-,, et le groupe dérive de A et
de r„ contient le groupe F,, transformé de F„ par 2'. Donc ce groupe contient toutes les substitutions des groupes A, F„ F,,..., dont G est dérivé.
XI. — Groupes isomorphes ai x groupes i.inkmres. Subslitations linéaires fractionnaires.
31.5. Gniois a fait celle remarque importante que le groupe G formé des substitutions linéaires
I X, V nx -r- hr, a' x -t- b' y | ( mod. p)
n’est pas primitif par rapport aux /j’— i lettres qu’il déplace. En effet, groupons dans un même système les p — i lettres correspondantes à une
même valeur du rapport (mod./>) : chaque substitution de G remplacera
les lettres d’un système par celles d’un même système. On aura ainsi p-h i systèmes, dont les déplatemcnts par les substitutions G formeront un groupe H de degré p -t- i." L’ordre de ce groupe sera d’ailleurs évidemment égal au nombre total des substitutions de G, divisé par le nombre de celles de ees substitutions qui ne déplacent pas les systèmes, ou à
Les substitutions de H pourront être représentées par le symbole
ax b r
ou
as h
où l’on assignera à l’indice s les /j -t- i valeurs o, i,..., /> — i, ao que peut prendre l’expression ^ (mod./>).
Ces substitutions linéaires fractionnaires ont été étudiées en détail par M. Serrel et par M. Mathieu. On voit que cette étude se confond avec celle des substitutions linéaires entières à deux indices, que nous avons faite plus haut.
Soit en particulier />= 5. On aura un groupe II de degré 6, et d’ordre
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(5’ — i)5; el l'on vérifie sans peine son identité avec le groupe exeeplionnel signalé au n° 88.
81 G. La remarque de Calois s'étend sans difficulté aux groupes linéaires de degré On obtient ainsi en général un groupe de degré ^ » dont
les substitutions, en nombre
(pr-t)lp--p)..
> sont linéaires
fractionnaires avec n — i indéterminées.
Si l’on opérait, non plus sur les groupes linéaires les plus généraux, mais sur des groupes plus particuliers, on obtiendrait de nouveaux groupes particuliers, contenus dans les groupes linéaires fractionnaires généraux que nous venons d’indiquer.
Soit, par exemple. G' le groupe formé par celles des substitutions do G dont le déterminant est congru à i ; on en déduira un groupe H' formé par celles des substitutions de II dont le déterminant est congru à i, ou, ce (|ui revient au même, à un résidu quadratique quelconque; car il est clair qu’on ne change pas les substitutions de II en multipliant leur numérateur et leur dénominateur par un même entier m, ce qui multiplie le déterminant par m’.
317. Il existe des groupes de substitutions de degré moindre que les précédents, et dérivant également des groupes de substitutions linéaires. Considérons en effet le groupe G' formé des substitutions
; X, y, .. . ax by a' x b' y -t- . . . ,
ar,, Vi,.. . a' X + br y + , . ., a'fx b'fy
OÙ X, y,... •, X,, y ;... représentent v séries conjuguées contenant
chacune m indices imaginaires. L’ordre Q. de ce groupe est égal à {ff' — t) (/»"'' — (169). Groupons maintenant dans un
même système les p' — i lettres pour lesquelles les m indices x, y,... ont entre eux les mêmes rapports. Chaque substitution de G' remplacera les lettres de chaque système par celles d’un meme système; et les déplacements des systèmes formeront un groupe H', de degré ' et d’ordre Il ^
Groupes de Steiner (*J.
318. Considérons un système de lelires, en nombre = a’"“' — a*' ' :
et supposons-les représentées par le symbole général (x,,y x„, v,),
où l’on assignera aux indices x,, y x„, y„ tous les systèmes île valeurs
(non congrus par rapport au module a) qui satisfont à la congruence
X, y, +...■*■ x.y, = a (mod.a).
KfTectuons les produits pi. à p. de ces diverses lettrés; puis formons la somme de tous ceux de ces produits tels que
(*'i I r'i • r't y'T\ • • x'*‘, yf)
qui satisfont au système de relations exprimé par les formules
(44) fmod.*),
où P prendra successivement les valeurs i, a, 3,..., n. Soit la fonction entière de degré p. que l'on obtient ainsi. Nous allons étudier successivement :
i" Le groupe G formé par les substitutions qui laissent invariables les fonctions de degré pair 9,, (f,,...;
3° Le groupe G, formé par les substitutions qui laissent invariables toutes les fonctions ç>|i, quel que soit leur degré.
Etude du groupe G. — Soient a,, ct„, des entiers en
nombre an et qui ne soient pas tous congrus è o (juod.a). Formons tous
les couples possibles de lettres (E,, ii„), I",, yj'„) tels
que l'on ait, pour toute valeur de <3.
E; = E, + a,, y, E n, H- (moil.a):
puis désignons par le symbole [a,, a„, la substitution d’ordre a
qui a pour cycles ces divers couples. Cette substitution appartiendra à G; car elle laisse 9^ invariable pour toute valeur paire de p.
En effet, soit (x,, y,,..., x^,, (x*", y''"' x’,"’, y,"’) un des
(*) L‘un de ces groupes a été éludié d'abord par Steiner : mais M. Clebsch en a donné )e pre' roier une définition précise et générale. {Jountai de M, Bcrchardt^ t. LXIll.)
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It'i nies lie ç^. On aura la relation
cl la suljsiilulinn ^a, , ,*5 remplacera la lettre (.r, , v', t, , y, )
par :x', -h .v', -t-jS,,..., xl + a„, y„ +|S„), s'il existe une semhlahle
lettre, c’est-à-dire si l’on a la relation
laquelle, en tenant roinpte de (/|5), se réduit à
Si au contraire le premier membre de cette formule est congru à 1. la lettre (a:', .y,,..., x,,y,) ne sera pas déplaeéc par cette substitution.
I.a même observation s'applique à chacune des autres leitrc.s
..., (æ’i'*’, y\*' aC’, v;''). Donc le nombre in des lettres de la suite
(y, y y, y,),.... (y', yy.... y, ) non déplacées par la .substitution «I, (9 ,3, J est congru à la somme
prise par rapport à ces diverses lettres.
.Mais un a
^ (a, ?, 4. . .4 a.|î. = fi(a, 4-. . .4 a.^,I« O {ji ciani pair).
Donc m est pair: et le nombre u, — m des lettres déplacées le sera également. Cela posé, désignons par , r! les racines (|ue
|3 a„, fait succéder 'a (a-',, y\ v',) Parmi les in-
dices ^ il y en aura m égaux aux indices correspondants de la suite y, y .---t et fl — 771 égaux aux indices correspondants augmentes de a,. On aura donc
De même
Ces relations montrent que le produit des lettres fs,, r!, f!,,,...
est un terme de ç^»0onc [«,, |3 /3„] remplace les uns par les autres
les termes de cette fonction, et n’altère pas la fonction clle-inéme.
En faisant varier a,, fi,,..., ct„, [i„, on obtiendra a*"— i subslilulions distinctes, qui toutes appartiennent à G. Ces substitutions jouissent de propriétés intéressantes, signalées en partie par Sieincr, et que nous allons
exjioser.
dit). TiiéoKKMK. — /.a subslilulion 'a,, fi w„, fs„ dr/itace
lettres.
En effet, le nombre des lettres déplaeces est égal (dltl) an nombre des solutions simnllanées des deux congruences
Or l'une an moins des qnantilcs se,, p a„ p„ est ^o(niod. a], par
bjpotbèse; soit, par exemple, ce,ssi. La seconde des congruences ' 'y] ; déterminera v, en fonction des antres indices, lesquels salisiéroni à la relation
laquelle, en remarquant que x]ssx,, peut être mise sous la forme
et comporte , systèmes de solutions; car on |)enl prendre x, arbitrairement, puis déterminer de manières x, — «j-r,, v, — j'îjX et par
suite X,, Vj,....
.121 . PnoBLesiK. — Tramer le nombre îles lettres déplacées a la fais ptu les deux substitutions [a,, p jS„J et a',, fi fi,;.
Ce nombre est évidemment celui des solutions communes aux congruences
(■i») ^ ^ p,x, ‘ ,. p,ixo. \ pj r, a; r, 4 a;p;- o.
Soit pour fixer les idées a, - 1. Tirons la valeur de _v, de la seconde
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congi'ucncu, Kl üubstituons-ln dans les deux autres. Posons en outre
Ces congruences deviendront
ici deux cas seront à distinguer.
322. i" Si Kh:^i, la |>rcmiêrc relation donnera pourxj.j',,..., x, ,y\ ^t„_, .systèmes de solutions, pour chacun desquels la seconde relation déterininei a ensuite x,. Les deux substitutions auront donc A„_, lettres communes parmi celles (pi elles déplacent.
Ces lettres appartiendront toutes à des cycles différents dans chacune des deux substitutions considérées. Car soit (x,, une lettre commune aux deux substitutions. Pour que la lettre (x, -+- v, -t- jS, ,...), qui fait partie du même cycle dans la première substitution, fût déplacée aussi par la seconde substitution, il faudrait qu'on eut
ou, en tenant compte des relations (48),
On remarquera enfin que les deux lettres (x, ■+• a, . jr, -t- |3, , . . . ) et (x, + a',, y, -+- jS’, ,...) respccticement associées à {x,, y,,...) dans les tyvles
de a,, |S ] et de [a,, ] sont associées ensemble dans un cycle de la
substitution [ «, + a', , -t- jS', ,...J qui formera ainsi acec les deux précédentes
un trio de substitutions ayant deux à deux lettres communes.
Le nombre des trios différents est égal à g-*i„ : car le nombre des solutions de la congruence K^i, où les a, a', fi', sont considérés comme variables, est et l'on a évidemment six solutions différentes fournissant . le même trio.
323. a" Soit K^o. Les quantités ,5', -t- (if, a', Uf ne peuvent être toutes à la fois congrues à zéro. Car si cela était, K se réduirait à ses deux
premiers termes jS", + [i, : a\, a,, jS’, seraient donc cim(>rus respectivement aux produits de a,, (i j3„ par un même entier con-
.stant a’,. Si cet entier était congru à zéro, a’,, /S',,..., a„, fi'„ seraient tous
congrus à zéro; s’il était congru à i, ils seraient congrus à a,, fi fi„.
I.’une cl l’autre hypothèse sont inadmissibles
On a d’ailleurs
car, en remar(|uant que a', a',, cette relation se réduit à la suivante
a, P’, -e a', a,|3, saa',^ a,P' -I- a’ P, = a', ( K — a, P', — a,p, 1,
qui devient identique en remarquant qu’on a par hypothèse K = 0, a, 1-; 1 , avec
I.e système des deux relations (/19) est donc entièrement analogue à celui des relations (47) (sauf le cliangemenl de n en n — 1), et aura solutions : X, étant d’ailleurs arbitraire, le nombre des lettres communes au-i' deux substitutions sera 4*» i-
On peut les grouper 4 par t\. En effet, soit (x,, Vi,...) l’une d’elles ; K étant congru à zéro, la lettre (x, -1- a,, y', -t- p,,...] qui lui est associée dans la première substitution sera également commune aux deux substitutions (322). Les deux lettres (x, -t- a',, v, -1- jS’, ,...) et (x, -+- o, -+- /S, -t- J5',,...) qui leur sont respectivement associées dans la seconde substitution forment évidemment ensemble un nouveau cycle de la première.
Ces quatre lettres sont encore déplacées par la substitution J3, -I- et forment deux de ses cycles. On a donc ici une autre espèce de trios, dont les trois substitutions ont en commun qualerncs de lettres, les autres lettres qu’elles déplacent, en nombre — 4>*»-> = a"’’, étant différentes. Le nombre des lettres déplacées par quelqu’une de ces trois substitutions sera 4''^«i-i‘+‘ 3.a*“’= nombre total des lettres.
Le nombre des trios de cette espèce est g [{a’" — 1) (a’" — a) —
('.ar les deux substitutions [a, [i....], fa', |3'. •••] peuvent cire choisies de (a’* — 1) (a*" — a) manières. Il faut rejeter les combinaisons pour le.squelles on a K~i; et chaque trio correspond ii six des combinaisons restantes.
io
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324. Soi! toujours Kîao, et .supposons ri >3. Les deux sub.stitutions
a,, ^ J, a,, ] ont en commun quaternes. Soient (a:,, y,
(x, -(- a' , _y, ■+■ jS",, . . .) deux lettres quelconques prises dans deux qualernes diffèrcnls. Elles forment ensemble un cycle d’une nouvelle substitution ’a'|. jî’,...]. Cliercljons combien de lettres seront communes à la fois à cette substitution et aux deux precedentes.
r.hacune des deux substitutions ^ J, [a,, contenant ii la
fois les deux lettres d'un même cycle de on aura
Supposons toujours, pour fixer les idées, qu’on ait : un aura à
satisfaire simultanément aux quatre relations
dont la première détermine _r, en laissant a;, indéterminé. Les trois autres déterminent les quantités x\ , _r', de 1 manières dilTérenles : car ces relations sont entièrement analogues à celles du problème précédent, le nombre des inconnues étant diminué de deux. En effet ; 1“ on ne peut avoir à la fois pour toutes les valeurs a n de l’entier 0
3j a', 3» — 3* *" 3»> *1 af s a' -t- a" a,.
Ear ces relations, jointes aux suivantes : KsM = o, donneraient, dans le cas où a’ s a,, «'=«', jSJsîjy, , et enfin = et dans le cas où a, i=œ', + a, , a‘sEa, + a^, — La
racine (a;,-i-a', j, -h ,S" ,...) appartiendrait donc, contre l’hypoibèsc, au même quaterne que {x,, j, 2° on a la relation
Lar cette relation, développée, donne la suivante
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ijiic les relations L = Ms=^ K = o, jointes à l’hypothèse a, ~ i , réduisent à l’identité
a, ( a', X, »’ ?i) “'i f »"i (il -t- *. ?’ ) -t- «’ («■ + a'i ?. 1 » O.
Donc Ir nombre des lettres communes aux troi^ substitutions sera
On peut les grouper en octaves. Car soit («,, y ) l’une d’elles : il existera
une autre lettre dont les indices sont respectivement x, + Xa, 4- X'a, -4- X^a, , V, 4-X^, 4-X'p', 4-X"^* quels que soient les entiers),, X', X". En effet, cela suppose seulement la relation
laquelle devient identique, en tenant compte des suivantes :
^ jr,y,= i, y a,y, a,?, ^ a, p; + a', .3, ss o , . . . .
Or il est clair (|uc les 8 letires obtenues par la variation de X, X', X" sont communes, non-seulement aux trois substitutions considérées, mais plus généralement aux sept qui sont contenues dans la formule
[fia, -4- fl' a’, H- fi'a' , up, + fi' P, -I- fi' P' , . . . ],
où p, p\ p" sont des entiers quelconques qui ne soient pas simultanément congrus à zéro. Elles formeront quatre cycles dans chacune de ces substitutions, la lettre (x, 4- X,a, -4-X'a, -4- X'a', ,...) par exemple, ayant pour asso- • ciée (x,-)- .'X -4- fij a,4- [X'4-p.'] ci, 4- '^X'4- fz'J a', 11 est clair d’ailleurs qu'en choisissant convenablement p, p', p’ on peut donner pour associée à la lettre donnée une quelconque des autres lettres du même octave.
82,3. Si n > 4, on aura plusieurs octaves. Soient (x, , y ) et
(a-, -4- a”, y, -4- [5",...) deux lettres quelconques, prises dans des octaves différents. On démontrera comme précédemment que les quatre substitutions fa,, "a’,, (5' ]. [a\, (ï", [a",, ont lettres com-
munes, lesquelles seront également communes aux iS substitutions données fHir la formule
( ,ua, 4 u'a’, ti'a' -4- ü"a7, fip, 4 fi'P', 4 p’Xi 4* /''PT,- • •]<
Ho.
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et pourront être groupées en faisceaux de i6, en réunissant ensemble celles que donne la formule
(^1 •+• -+• Vot’, X**7t ^*1 "1“ 1'^! 't- ^1»* • •/•
Les IcUres d’un même faisceau seront exclusivemenl associées entre elles dans les cycles des i5 subslitulions ci-dessus, et chacune d’elles le sera à toutes les autres.
Si n > 5, on continuera de meme.
326. Nous allons maintenant prouver que G dérive ties seules suhstilulions [a,, J3, ,...], et déterminer son ordre.
Lemme. — Ijp. groupe G est au moins deux fois transitif.
Kl d’abord, il est transitif. Car soient (x,, ,...), (x,. v',,...) deux
lettres quelconques ; G contient la substitution x, ■+■ x’, , y% J, qui
les remplace l'une par l'autre.
Cela posé, si G n’élail qu'une fois transitif, considérons celles de ses substitutions qui laissent immobile une lettre donnée (x,, y ). Les A, — i
autres lettres pourraient être réparties en classes, en réunissant ensemble celles que ces substitutions permutent entre elles; et l'une au moins de
ces classes contiendrait au plus i) lettres. Mais soit (x',,j’,,...)
une lettre appartenant à cette classe : la substitution [x, -t-x',, J
déplace a.R„_, lettres. Soit (x’, j',...) une quelconque des
lettres restantes : la substitution [x, -t-x', , y,+y’,f'\ l’ail succéder
(x'.y'*,...) à (a^’|, y,,-..) sans déplacer (x,,y ); car si elle déplaçait
cette lettre, on aurait
et [xi-t-x'i.y, -i-y, ,...J déplacerait (x',,y,,...) (323), contre riiypotbése. Donc la classe à laquelle appartient (x', , y',,...) contient au moins les •*« — lettres telles que (x',, y’,,...). Mais A, — i (A„ — ij.
On arrive donc à une contradiction.
327. TRÉoaéiuE. — Le groupe G est dérivé des seules substitutions
[a,, (2 ] ; et son ordre ü„ est égal à
j (jR.— i) a” *. . . ■■R, — i) a* j i .ï.3.4.5, si « > a.
Gc lliéorème est évident si n = a, d'où A, = 6, = i. Car les suli-
stilutions [a,, ne contenant chacune qu’un cycle, ne sont autres que
les diverses transpositions que l’on peut effectuer entre les six lettres (x,, y ). En les combinant ensemble, nn obtiendra toutes les substitu-
tions possibles, en nombre i.a.3.4-S.6.
328. Nous allons maintenant prouver que le tbéorètne est vrai pour n s’il l’est pour /i — i .
Nous avons vu (32(>) que les substitutions dérivées de celles de la forme fa,, permettent d’amener deux lettres données, (o, o, i, i,o,
et (i, u, I, t, o, o,...) par exemple, à la place <le deux lettres quelconques. Soient donc L une substitution quelconque de G; V la substitution dérivée des substitutions [a, qui amène (u, o, i, i, o, o,...) et
(i, o, I, 1,0,0,...) aux mêmes places. On aura L = L'M, M étant une substitution de G, qui laisse ces deux lettres immobiles. Le nombre des systèmes de places distinctes que l’on peqt assigner à ces deux lettres étant d’ailleitrs égal à i), l’ordre de G sera — t) 0, 0 étant l’ordre
du groupe partiel H formé par les substitutions M ( ii).
Or ces substitutions, ne déplaçant pas (o, o, i, i, o, o, ...). (i, o, I, I, o, o,...) et n’altérant pas ip,, laisseront évidemment invariable la fonction partielle formée par ceux des termes de p, qui contiennent en facteur le produit de ces deux lettres. Mais soit
l’un de ces termes. Les relations (44) donneront
Donc les deux lettres (x, , y\ , a:’, , y, . a;’j , y, , . . .), {x\ , /, , x\ , /, , a-’,, /,,... ) forment un cycle de la substitution [i , o, o, o, o, o,...J. Donc les lettres qui figurent dans cette substitution seront précisément les mêmes que celles qui tigurent dans i)(. Les substitutions de H, n’altérant pas cette fonction, permuteront exclusivement entre elles les = a’""* lettres restantes,
qui n’y figurent pas. '
329. Celles des substitutions fa, )3,...j qui appartiennent è H permutent
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tran.silivi'inciit les a*"-* letlres ti-dessus. Su|)|nisons eu effel qu’il en soit autrement, et groupons res letlres en classes, en réunissant ensemble celles que CCS substitutions perinutenl entre elles. L'une au moins de ces classes contiendra tout au plus a’*'’ lettres. Mais soit (x,,j,, a-„ y,, x,, Vj,...) une lettre de cette classe: ses indices satisfont aux deux relations suivantes :
r, )'i + J-,/, + JT, J-, 4 ... » I, (x, -t- .T,/, -f- jr./j d'où
D’ailleurs, pour qu’une substitution [a,, jS,, aj, p,, a,, ,?i,...J ne déplace ni O, O, I, I, O, O,...) ni (i, o, i, i, o, o,...), mais déplace (x,, y,, Xj, J,, x,,^j,...), il faudra qu’on ait
(5i| (a, -I- I) -t- va, -K ly i) a, + . . . SH o, d'où jî.so,
.Vutant donc ce système de relations aura de solutions, autant on aura de
lettres (x, y, + ^ ) différentes de (x,, y,,...) et appartenant è la
meme classe.
Or il existe (259j a"“’ manières de déterminer a, -t- i, i,
a,, fi,,... pour satisfaire h la relation
{et,-*. I ) (P, -e I ’j -e a, p, .f . * o.
Posant en outre jS,==o, les relations (5o) et (5i) seront .satisfaites : et l'on pourra déterminer a, par la relation (5a), ce qui n’offre aucune difticulté, le coefficient y, -H |S,, qui le multiplie, étant congru à i.
Donc la classe considérée contient au moins a**-* -4- a*"’ -t- i racines, nombre supérieur b a”"’. Nous arrivons donc b une contradiction.
Donc les substitutions de II permutent transitivement les a’"*’ letlres considérées; cl son ordre est égal b a’”*’ O,, 0, étant l’ordre du groupe II, formé par celles de .ses substitutions qui laissent immobiles une de ces lettres, choisie b volonté, par exemple (o, i, i, i, o, o,...]. En outre, toute substitution M prise dans H pourra évidemment se mettre sous la forme .M'.M,, .M' étant la substitution dérivée de celles ite la forme [a,, |3,,...] qui amène (o, i, i, i, o, o,...) b In même place que M, et M, une substitution de H,.
.330. Les substitutions de H,, laissant immobiles les trois lettres (o. o, I, I, o, o,...), (i, o, I, 1,0, o,...), (o, I, I, I, o, o,.J.),' et n’alté-
rant pas 9,. n’altéreront pas les fonctions i)«,, respertiveinent for-
mées par ceux des termes de 9, qui contiennent en facteur les prodoils {o, O, I , I, O, o,...)(i , O, 1,1, O, O,...), (o, O, I, I, o,o,...)(o, I , I , I ,
{1,0, 1, 1,0,0, ...){o, 1, 1, 1,0,0,...). Elles remplacent donc les unes par les autres les lettres de la forme (o, o, x,, y,,...), qui seules
jouissent de la propriété d’étre déplacées par i|/ et par ^|/,, .sans l'être par J»,.
Soit donc 9', la fonction partielle formée par ceux des termes de 9, qui sont exclusivement composés avec les lettres (o, o, x„ y^, a;,, y,,...). Toutes les substitutions de H, laisseront invariable. Considérons d’autre part les substitutions [o, o, a,, |5,, /3, ,...], et désignons (lar
[o, o, S], les substitutions partielles obtenues en ne
conservant que ceux de leurs cycles qui sont formés par les racines (o, o, Xj, J,,...). Le ibéorème étant supposé vrai pour a(n — i) in-
dices, le groupe de la fonction 9', sera évidemment dérivé des substitutions [o, o, a„ |3,,...]', et son ordre sera égal à U,_,. L’ordre du
groupe partiel formé par celles de ses substitutions qui laissent immobile la
lettre (0,0, I, I, o, o,...) sera Soient maintenant A' une substitution
de ce groupe partiel; A la substitution formée avec les [o, o, de la même manière que A' l’est avec les [o, o, «„ )3„ j3,, ...]'. Il est
clair que A permute les lettres (o. o, a,-,, _v,, x^.y,,...} de la même manière que A'; donc elle laisse immobile la lettre (o, o, 1, i, o, o,...). D'ailleurs les substitutions [o, o, (i,, a,, jS,,...}, dont elle dérive, ne déplacent ni (1,0, I , I , U, o,.,.) ni (o, i , ■ , 1 , o, o,...); donc A ne les déplacera pas non plus, et appartiendra à H,.
.‘tSt. Les substitutions \ seront les seules que œntienne H,. Soient en
effet B une substitution de H,; B' la substitution obtenue en ne conservant que ceux des cycles de B qui sont formés par les racines (o, o, Xj, Vj, x,,y„...) : 9', sera invariable par B, ou, ce qui revient au même, par B'. Donc B' se confond avec l'une des substitutions .V. La substitution A, formée comme tout h l'beure, permutera évidemment les lettres (o, o, Xj, Vj, X,, Vj,...) de la même manière que B. On aura donc B = AC, C étant une nouvelle substitution qui laisse immobiles toutes les lettres (o, o, X,, V,, X,, y',,...) ainsi que (1,0, 1 , 1, o, o,...) et (o, 1. i, 1 , o, o,...j.
Or il est aisé de voir que C se réduit à l’unité. Car celte substitutirm, laissant immobiles les trois lettres (0,0, 1 , r , o, o,...), (1,0, i , i , o, o,...,. (o. o’, Xj.y'j, X,, y,,...), laissera invariable le terme de 9, qui seul est divi-
iiil ■ LIVRE DEUXIÈME.
üil)li‘ par leur produit. Üonc elle laisse iiDiuobilu la quatrième lettre qui figure dans ec terme, laquelle est (i, o, t,, y,, x„ y,,...). On voit de même que C, laissant immobiles (o, o, i, i,o,o,...), (o, i, i, i, o, o, ...), fo, o. Æj, Xj, y,,...), laissera immobile (o, i.Xj. y„ x,. Vi....). Considérons enfin une lettre de la forme (i, i, x,.yj. x,,y,,...) : cette lettre, multipliée par le produit
forme un terme de La substitution C, laissant immobiles ees trois dernicr.s facteurs, laissera le quatrième immobile. Donc C, laissant immobile une^ettre quelconque, se réduit à runité.
Donc les substitutions de II,, et par suite celles de G, dérivent toutes de
la combinaison des substitutions fa,, En outre, on a 0, = H".'',
et l'ordre de G sera égal i Remplaçant ü„_, par sa
valeur déduite du théorème, que l’on suppose vrai pour n — i, le théorème se trouve démontré pour n.
:I32. Tiikobème. — Le groupe G etl isomorphe sans mèriédrie au grtntpc ahélieri.
Coosiderons en effet les deux substitutions
et cherchons la transformée de la première par la seconde.
Si la quantité
est congrue à i, chacun des cycles de S aura une de ses lettres, et une seule, déplacée par T (322). Lorsqu’on effectuera la transformation de S par T, cette lettre sera remplacée par celle qui lui est associée dans T, et
dont les indices surpassent les siens respectivement de a,, Donc les
.sommes d'indices, qui étaient respectivement congrues à x,, y dans
chacun des cycles de S, seront congrues à x, -h a,, y, -t- dans l'iiacun des cycles de la tran.sformée. Cette transformée sera donc
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Soit au contraire K==o. Si quelqu’un des cycles de S a l’une de ses lettres déplacée par T, l’autre le sera aussi; et les indices de ces deux lettres seront accrus de la même quantité par la transformation. Les sommes d’indices ilans les cycles de la transformée seront donc encore congrues h x,, V {mod. a), et la transformée sera égale à S.
On aura’ donc généralement
l«u iî (JCi.y* ]l«i. ? ] = [x, -e ai, K, K....].
333. Toute mbstUation de (î transforme la substitution [xi.y,,...] en une
substitution [Ç,, ri ], »j étant des fonctions linéaires de x,, v,,...
dont les roefficients satisfont aux relations qui caractérisent le groupe abèlien.
Ln eflct, K étant une fonction linéaire de x,, y,,... il en est de même de
X, •+■ a, K, y, -t- jS, K On vérifie d’ailleurs aisément que ces dernières
fonctions satisfont aux relations du groupe abélien. Donc notre assertion est vraie, si la transformante est une des substitutions [a,, p, ,...]. .Mais G étant dérivé de substitutions de cette forme, on obtiendra la transformée
de [x,, y j par une substitution quelconque de G en opérant une suite
de transformations par des substitutions de cette forme; et le type à la fois linéaire et abélien des fonctions se conservera à chaque transfor-
mation.
33i. Faisons inainlenant correspondre è chaque substitution T du groupe G, qui transforme r^i»yn”-] «n fE,, une substitution li-
néaire
Il est évident qu’au produit de deux substitutions de G correspond le produit de leurs correspondantes : dqnc les substitutions 0 forment un groupe F, isomorphe « G.
Cet isomorphisme n'est pas mériédrique. Cherchons en effet quelles sont les substitutions de G qui ont pour correspondante l'unité. Soit S l'une
d’elles. Elle est échangeable à chacune des substitutions [et,, ^ ]. Donc
elle permute exclusivement entre elles, d’une part les lettres que [«,, jS J
déplace, d’autre part celles qu’elle ne déplace pas.
Soient donc (x,,y,,...) une lettre quelconque; (x',, y' ) celle que S
lui fait succéder. Ces deux lettres devront être à la fois déplacées ou non déplacées par chacune des substitutions [a,, ,...]. On aur^^onc (319),
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quels que soient ^,,...4 la relation
ij’oti
Doue S remplace (a;,t J ) par ellc-mcmc. Donc elle se réduit à l'unité.
Doue la substitution 1 de F correspond à une seule substitution de G; donc il n'y a pas de mériédrie.
L’ordre de F est donc égal à
ii, ü»-. = (»’•— 1) = (2” — I ..(2’— ija,
nombre égal ii l'ordre du groupe abclien. Mais d'autre part ses substitutions sont toutes abéliennes. Donc F se confond avec fe groupe abélien.
335. CoROLLsiRE. — Le groupe G est simple, si n > a. Car il est i.somorphe au groupe abélien, qui est simple (227).
Si n = 2, le groupe G est formé de toutes les substitutions possibles entre
six Ieltres.il a donc pour facteurs décomposition 2 et -■■■' (85). Il
en sera de meme du groupe abélien.
336. ÉrcDE DU groipe G,. — Considérons maintenant le groupe G,, dont les substitutions n’altèrent pas la fonction quel que soit l’entier p.
Soit t = {x,, y\ j'i'*’,..., y-i' ) l’un quelconque
des termes de 9^, p étant supposé impair. On voit comme au 11° 310 que le nombre m des facteurs de ( inaltérés par la substitution \a,, a„, ^„j
est congru à p(a, fi, -h . .. -h a„l}„). Donc, si «, (î, -I- . . . a,(5„== 1 , le nombre p — m des facteurs altérés sera pair. Soit alors
T=: (V,, v„. . x;,. V,). . . (XW. V.-' xt''. Vi,' )
ce que devient t par la substitution [«,, fi,,..., a„, jS„] : oh aura
X) 4- XJ + . . .sxj + xJ -I- . .. -h(_u — m)ar, = o,
v; 4 v; + . . . =r’, 4-rJ + (f* - m) iî,=o.
Donc T sera un terme de 9,1 : et cette fonction n’est pas altérée par la substitution fa,, (i a„, sous la condition ci-dessus :
• a, 3, 4- . . . a. p, ra I .
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.Nous appellerons, pour abréger, substitutions 2 celles de la forme [«,. [i fi„] qui satisfont à celte condition.
.^37. De même n'est pas altérée par la substitution
et plu.s généralement par celles de la forme
lorsque l'on a
ûti -e . . . -e a. Ea a , . -e » a , jâ* . -4- «fl (â., ^ o,
*' P', -t- a. IS", + a'. ^ P' -t- ?i'. + a", p',
Opérons en effet sur t la substitution [«,, fi,,..., a„, et soit
T = (X'.. V. X’.. Y',).. . (\<r\ V.-> XL'>, Y/>)
le ternie résultant : on aura
X' 4- X' 4- . . . 4- aj 4-. . .4- (// — m) a, = fia,,
• v; 4- v;4-...sr',-'-r;-^••■-*•(.“-'")Pt=^‘Pr
Opérons maintenant sur T la substitution a'„, ^',J; soit m' le
nombre des facteurs de T inaltérés par cette substitution : on aura (319)
m’ P', Xi 4- a. Yi 4-,..4* p'„ X« 4- a„ \ • 4- a, P, 4- . . . 4-a'„ p;,
= fl (a, P", 4- a', P.4-...4- a, p', 4- a’, p.) si o,
et si 6 = (?,, >7' ?.. V,)... lîi"’..... Ç,"'. >!L' ) est ce que devient T ,
par cette opération, on aura
sx; +• x; 4-. . .4- (fl - m')«;»fi (a, 4- a
«J 4- nJ 4- . . . sa Y ^ 4- Y J 4- . • . 4- ( U — m’ ) Pj as 11 (P, 4- P, ).
Opérons de même sur 9 la substitution [a*,, fi',,..., a'., p'j. Soit le
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nombre des fadeurs de S inaltérés par cette substitution : on aura
m' 5, K 5. -t- *; TT. -f- a, -4- . . . a, .
et si « = (sr, , H' , H’. ).. . (Si'', n>’ s,'’, II.'’) est ce que devient 5
par cette opération, on aura
ï;-*-E; + ...s5; -4-^ — m') a, ^ P («, + «; -4 a;)so.
h; + ii;+. . .Œni-f . .-f- ((1 - m-)a,= « (?, +
Donc 0 est un terme de : donc la substitution
n’altère pas mais transforme ses termes les uns dans les autres.
338. Théorémf. — groupe G, est dérivé des seules substitutions 2 et .V, et son ordre o>„ est égal à
4a.j(a>*-'-i)a— i)a»j Wn>a,
a.(i .1.3)’, si n = ».
-Soit d’abord n = a. On aura
et les substitutions qui laissent cette fonction invariable dérivent évidemment de la substitution A, qui permute outre eux ses deux termes, jointe aux substitutions 2, qui permutent deux à deux les facteurs de cbacun de ces termes. Il est clair en outre que G, a pour ordre a.(i . a.3)*.
Nous allons maintenant prouver que le théorème est vrai pour n, s’il l’est pour n — I.
339. Le groupe I dérivé des substitutions 2 est contenu dans tl, (336) :
il est d'ailleurs transitif. En effet, supposons qu’il en soit autrement; on pourrait partager les lettres en classes, en réunissant celles que les substitutions de I permutent ensemble. Soient C la classe la moins nombreuse, (x,, V,,...) une lie ses lettres: la substitution [a,, la remplace par
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une autre lettre [x, + y, -4- jS ] si l’on a, outre les conilitions
la suivante
\55) + = ou j3,x,-+- x. t- a. i.æi 1.
On aura donc au moins autant de lettres dilTérentes de la proposée et appartenant à la même classe, que les relations (53) et (55) donnent de solutions pour a,, jS,,..., <x„, Or l’une au moins des quantités j,, v,,... dilTere de o (mod. a) en vertu de la relation (54). Soit, pour fixer les iilées, a:, = I. La relation (55) déterminera J5, en fonction des autres coeirieients. qui satisferont à la rongruence
I Œa, (I — a,j-, — p.Jr,— a,^, — — a,.v.) -1- a. 3, -f- . . . -4- a,
Cette congruence a aA«_, solutions : car a, peut être choisi arbitrairement, et l’on aura ensuite manières distinctes de déterminer a,— a,x„ — et par suite, «„
Donc la classe C contient au moins -1- 1 lettres; donc In classe la
plus nombreuse en contiendra au plus — 1.
340. Ce résultat est inadmissible : car il est aisé de prouver que la classe
qui eSntient la lettre (1, 1,0, o o, o) contient plus de — i
lettres. En effet, cette lettre est déplacée par celles des substitutions 1, eu
nombre qui sont de la forme [a,, a, -4- 1, a,, ,3, fi„]. le.squellcs
la permutent avec les 2A„_, lettres de la forme(a,-t-t.a,, a», jS,,..., a„ fi„),
et en particulier avec la lettre (1, o, 1, i ,...,o,o). Or, soient aj, j5,
J3, des entiers quelconques, .satisfaisant à la condition aj|3,-4-...-(-a,,'5, 1;
la substitution fa, -4- (3,, aj-4-^,-4- 1, a,, (i,,..., a„, [i„], laquelle est l’une des substitutions 1, remplace (1,0, 1, 1,..., o, o) par
En faisant varier aj, p»,..-, a„, (5„, on obtiendra 3i,_, nouvelles lettres appartenant à la mémo classe que les précédentes, dont elles dilTére-
ront d’ailleurs essentiellement par cette circonstance que leurs deux premiers indices sont égaux.
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La daüsc considcrpe conlipnl donc au moins 3a„ , lellres, nombre supérieur à A„— 2.R„.| — I, n étant supposé > a.
341. C.ela posé, soient L une substitution quelconque de G,, qui fasse
succéder (o, o, i, t o, o) à une autre lettre quelconque; L' la substi-
tution de I qui produit ce même résultat : on aura L = L'M; M étant une
substitution de G,, qui laisse (o, o, i, i o, immobile. Et l'ordre
de G, sera Ü étant l’ordre du groupe partiel H formé par celles de ses substitutions qui sont de la forme M.
342. La substitution M, n’altéraot pas la fonction n'altérera pas
la fonction partielle t)( formée par ceux de ses termes qui contiennent (o.o, o,u] en facteur. Mais le facteur qui multiplie (o, o, i , i,..., o, o}
dans (j/ est évidemment égal j v,) (x,, v', ty.). la
sommation s'étendant à tous les couples de lettres qui forment les cycles de la substitution [o, o, i, i,...,u, uj. Ces couples sont au nombre de (320 ; et M, laissant | invariable, permutera exclusivement entre elles les jR, — a.R,_, — I = 2’*“’ — I lettres que cette fonction ne contient pas.
Kéciproquemcni, celles des substitutions de I qui laissent (n,<i,i ,i o,o)
immobile permutent transitivement ces a’""’ — i lettres. Car s’il en était autrement, on pourrait répartir ces lettres en clas.ses, en réunissant ensemble celles qui sont permutées ensemble par ces substitutions; et l'une au moins de CCS classps contiendrait au plus a” i lettres. C’est impossible; car, soit (x,,ji, x„ jj a;,. une lettre de cette classe, on aura ,
X, y. -t-(x, -4- lU -t-i) -t- . . .-t- x.y. SE o, d’où x,-i-r,»io.
La substitution [a,, a„ ^„..., a„, |3,^ sera de la forme Z, ne déplacera pas (o, o, I, 1 o, o) et déplacera x,,y, x„, y,), si
l'on a
», ;3, 4- a, 3, -t- . . . a. ïs I , », -t-3,so,
d'où
' i p, X, 4- a, r, 4- P,x, -+- a, y, -^ . . . -t- p. x. -t- a. y. sa i .
Mais (x,,y,, x,. y,. . . . , x„, r„) diffère de o, o, i, i, . . ., o, o); donc
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^it J'i. J« nu- peuvent être à la fois congrus a zéro : les rela-
tions f 56) déterminent donc a,, |3, et l’une des quantités a,, ot„ a„, les autres restant arbitraires; ce qui donne a**-’ systèmes de valeurs
pour ces quantités. Donc la classe qui contient (x,./,, jTj, v, fn)
contiendra au moins a’" * lettres dilTércntcs de celles-lii; elle en contient donc plus de a’"”’ — i .
Cela posé, on aura évidemment M = .M’M,; M' étant une des substitutions de I, et M, une substitution de U,, qui laisse immobile, outre
(o, O, I, I O, o), l’une des a’*"*— i lettres considérées, par exemple
(i, O, I, I,..., o, o): et O .sera égal à (a”-*— i)0,, O, étant l’ordre du groupe partiel formé par celles des substitutions de G, qui sont de la forme M,.
343. La .substitution M,, n’altérant pas et laissant îininobiles les ileux lettres (o, o, i, i,..., o, n) et (i, o, i, i,..., o, u), laissera invariables les deux fonctions i|>, formées respectivement par ceux des termes de qui contiennent ces deux lettres en facteur. Donc elle remplacera les unes par les autres les lettres qui figurent dans iji, et non dans 4i. Les indica-s de ces lettres sont donnés par les solutions des congruences
Xiy, + X, y, x,y,-h . . ,sdt,
X.y, -h{X,-h 0 -t- Tj/. -4- . . . = o
y.Mi, x.asy.Ei —a:,—
le.squelles sont évidemment en nombre a’"*’.
Or celles des substitutions de I qui laissent immobiles (o,o, i , i,..., u, o; et (i, o, I, 1,..., o, o) permutent transitivement ces a’"”’ lettres. Car s’il en était autrement, on pourrait répartir ees lettres en classes, dont l’une contiendrait au plus a*"-* lettres. C’est impossible : car soit
(x,,y,,xj, y„) une de ces lettres; la classe qui la renferme
contiendra au moins autant d’autres lettres qu’il y a de solutions aux congruences
3, ar, -I- 3, y, ,3,x, -»- a, y, -4- 3, a-, -4- 3, y, = i .
d’oii
( 3, » 3» ^ ~ — • • • > ?, SB o,
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l/iiiüicc V, étant congru à i, les relations (57) déterminerunt /5,, jSa, les autres coeflicients restant arbitraires : et l’on aura 2’"“' systèmes lie solutions. La classe considérée contient donc au moins 2’"“*+ i lettres.
Cela posé, on aura .M, = .M ".Mj, M' étant une des substitutions de I, et .M, une substitution de G,, qui laisse immobiles, outre (o, o, 1, 1,..., o, o) cl (t,o, I, i,...,o, o), l’une des 2’"“’ racines ci-dessus, (o, i, 1, i,...,o,o) par exemple; et l’on aura 0, = 2’"“’0„ O, étant l’ordre du groupe forme par celles des substitutions de G, qui sont de la forme M,.
3ii. La démonstration peut maintenant s’achever comme aux n“* 330-33 1 .
3i5. Hemarque. — Si n > 2, on vérilie sans peine que A est le produit
des six sub.stitutiuns [0,0 o, u, 1 , 1 , o, u], [o, o,..., Oj o, o, o, 1 , 1 , ,
[«,0,..., 1, I, I, I, 1, I J, [o, o,..., I, 1,0, 0,0, oj, fo, o,.,., I. 1, 1,0, 1,0 ,
'(>, u I, 1,0, 1,0, t], qui sont de la forme Z. Donc G, est dérivé des
seules substitutions Z.
346. Thkorkmk. — 1^ groupe (i, est isornorj>he sans meriédrie au premier groupe hyimabélieit.
Lu elTet, ce groupe étant contenu dans le groupe G étudié plus liant, chacune de ses substitutions transforme la substitution [a:,, y,,..., v„j
en une substitution [§,, £„ ir,„], £,, étant des fonctions
linéaires de x,, y,,..., x„, y„ (333). De plus, les cocilicients de ces fonctions satisfont aux relations qui caractérisent le premier groupe bypoabélien; car cette propriété sc vérifie immédiatement lorsque la transformante est une des substitutions .V ou Z; et G, étant dérivé de ces substitutions, un obtiendra la transformée de [a;,, v v,J par une substitution quel-
conque de G, en opérant une suite de transformations par des substitutions des formes \ ou Z; et le type à la fois linéaire et hypoabélicn des fonctions £,, y; T,„ subsistera à chaque transformation.
Formons comme au n" 334 un groupe F,, isomorphe à G,. Cet isomorpbisme ne sera pas mériédrique (334); et F, se confondra avec le premier groupe bypoabélicn Car ses substitutions sont bypoabéliennes : et son ordre, étant égal à celui de G,, est égal à celui de En effet, les ordres de ces deux derniers groupes, respectivement donnés par les théorèmes des n°’ 263 cl 338, sont égaux pour n = 2 ou 3 : et l’identité
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c|iie l'on peul vérifier iniinéiliatemrnt, tnonlrc (|ue relie égaillé subsislera pour n si elle est vraie pour n — i .
OiiioLi.viRE. — groupe G, a pour /acteurs de rompositioo a el ^ si
n > a; a. a. 3, a, 3. si /i = a. Car ce soni lit les faneurs de composilion de son isomorphe 5o-
:U7. Considérons un syslènie de leltres, en nombre
el représentées par le symbole (ar,, y,,---, a?». J») où les indices .r,, y
.r„. v„ satisfont à la relation
-4- . . . 4- X. ^ O (nioil.a)
sans être à la fois congrus à zéro.
Soit la fonction formée en prenant la somme de tous les produits de
P lettres, (x, , v', x, , v', )... (x*,'’. .yl'’ •r','*’. y'.'’) qui satisfont au
système de relations
xj 4- . . . 4- xjl*' 4- ... 4- .t'i*'' S O ( mO<l. 2
On peut se proposer d'étudier : i" le groupe g formé par les substitutions qui laissent invariables les fonctions de degrés pairs <f„ a° le groupe
g,, formé par les substitutions qui laissent invariables toutes les fonriions quel que soit leur degré.
La marche à suivre dans cette recherche est tout à fait analogue à celle que nous venons d'exposer; et l’on obtiendra le même résultat, à savoir: que g et g, sont respectivement isomorphes au groupe abélien el au premier groupe hypoabélicn.
DES IRIIATIONNELLES.
GÉNÉRALITÉS
§ I". — TlItORIE GÉNÉRALE UES IRRATIONNELLES.
348. Soit F(.r)=o une équation algébrique quelconque de degré m. Elle aura m racines : cl l’on sait que toute fonction symétrique de ce.s racines s'exprime rationnellement par les coellicients de l’équation.
Ces fonctions sont en général les seules qui jouissent de cette jiropriélé. Supposons en effet qu’on ait ç = ij/, y étant une fonction non symétrique des racines, et ijj une fonction rationnelle des cociricicnts. Substituons dans à la place de chacun des coefficients sa valeur en fonction des racines; l’équation <p = ^ deviendra une relation entre les racines, relation qui ne pourra se réduire à une identité, puisque le second membre est symétrique, et que le premier ne l’est pas. Mais ou ne peut admettre qu’il existe en général et nécessairement aucune relation de cette espèce entre les racines : car on peut former une équation du degré m ayant pour racines m quantités entièrement arbitraires x,,..., x„. C'est donc seulement dans certains cas particuliers qu'il pourra exister entre les racines des relations telles, qu’une fonction non symétrique de ces racines soit exprimable rationnellement au moyen des coefficients.
Mais on peut généraliser le problème, et chercher quelles so'iil. poiir chaque équation donnée F(x)x=o, les fonctions des racines susceptibles d’étrê exprimées rationnellement en fonction des coeflicicnts et de certaines irrationnelles données arbitrairement à priori, irrationnelles que nous dirons adjointes à t équation.
Nous considérerons dorénavant comme rationnelle toute i|iiaiitilé cxpri-
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ir.i
iiiahk ratiunnelleincnl au moyen des coefQcienls de l’éqiiaiion et des quantités adjointes. ^
Une équation a coefficients rationnels est dite irréductible, lorsqu'elle n’a aucune racine commune avec aucune équation de degré moindre et à coefficients rationnels.
3i0. Lemmc I. — Si l' urte des racines d’ une équation irréductible f[x) e>
satis/uit à une autre équation à coefficients rationnels <p[x) = o, toutes y sari font.
En ell'el, cherclions le plus grand commun diviseur de 9(0:) et de f{x) : il ne peut se réduire ii une constante, les équations f{x) = o et q(x) — o ayant des racines communes : ce sera donc une fonction de x, en
l'égalant ii zéro, on aura une équation dont les racines satisfont évidemment à chacune des deux équations 9(jr) = o et f[x) = o. dette dernière équation étant irréductible, le degré de ne peut être inférieur à ce-
lui de f{x) : donc est égal à f{x), à un facteur constant près.
CoROLi.AiHic. — Si toutes les racines de P équation ç{x) = o- satisfont à l'équation f{x) = o, :f(x) sera une puissance exacte de f(x), à un facteur ronstant prés.
En olfct 9(ar) est divisible par /(x) (Lciiime 1). Si le quotient de cette division ne se réduit pas à une constante, il sera lui-même divisible par /(.r): etc.
!)50. Lemmf II. — Soit F(x) =0 une équation dont les racines x
soient toutes inégales. On peut déterminer une fonction V de ces racines, telle, que les 1 .a.'i... m expressions que l'on obtient en _v permutant les racines de toutes les manières possibles, soient distinctes en valeur numérique.
Posons en effet
V = MiX, -1- M,x, -1- ...,
étant des entiers indéterminés. En égalant entre elles deux quelconques des fonctions qui dérivent de V par des substitutions entre les racines x,,i..,x,„, on aurait une équation de condition à laquelle devraient
satisfaire .M,, Mj Aucune de ces équations n’est identique : car les cpef-
licients de dans chacune d’elles sont les différences des racines
.X,,.... x„, qui par hypothèse ne sont pas nulles. D'ailleurs ces équations sont en nombre limité. Il est donc aisé de déterminer les entiers M,, M,,... de manière à ne satisfaire à aucune d'elles.
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' Nous désignerons dans ce qui suit par V, l’une des valeurs de la fonction V, choisie arbitraircmenl; par V„, V4,... les valeurs qui se déduisent de celle-là, lorsqu’on y effectue entre les racines les substitutions respectivement représentées para, b,....
351. D>noLLAiiiE. — Soit G un groupe quelconque de substitutions entre les racines x,,..., x„. On peut former une fonction W de ces racines, dont la valeur numérique soit invariable par les substitutions de G, et varie par toute autre substitution .
Soient en cflet i,a, b,... les substitutions de G. Posons W.. :(X- V,)(X-V.)(X-V4....
X étant une constante indéterminée. Une substitution de G, telle (|iie a, transforme W, en , ,
(\-V.)(\-\v)(X- Vw)...= \V.:
mais les substitutions 1, a, b,..., formant un groupe, se confondent, à l'ordre près, avec a, a*, ba,...\ les facteurs binômes qui composent W* sont donc les mêmes, à l’ordre près, que ceux qui composent VV, : cette fonction n’est donc altérée par aucune substitution de G. Soit au contraire a une substitution étrangère h ce groupe: elle transforme W, en
(\- V.)(X- V„)(X-Vh)... = VV..
Les facteurs binômes qui composent W, étant essentiellement différents de ceux qui composent W,, ces deux expressions ne sont pas identiques, et ne pourraient prendre des valeurs égales -que pour certaines valeurs particulières de la quantité X, qu’il sera aisé d’éviter.
352. Lemme III. — La fonction V étant choisie comme au lemme II, on pourra exprimer chacune des racines x,,...,x„ en fonction rationnelle de V, et des coefficients de F(æ).
Soient V,,...V|i les pt= 1 .a.3...(/w — 1) valeurs que prend V quand on y permute lesm— i racines x^, x,,...-, x„, sans changer la place de.r,.On pourra former une équation en V du degré p, à savoir :
(-) - (V-V,)(V-V,)...(V-VJ = o.
dont les racines V,,V,,... seront toutes différentes, et dont 1rs coefficients.
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qui sont fies lonelions syinélriques îles rarines de l'equalion
s'exprimeront rationnellement par les coefficiunls de cette équation, c’e.slk-dire en fonction de x, et des coefficients de F(x). Par suite réqualion (i) pourra être mise sous la forme
/ ilésignant une fonction rationnelle de V et de x,. Or cette équation est satisfaite pour V = V,; on aura donc identiquement
/(V„jr,) = o.
d’où il suit que l'équation '
sera satisfaite pour x = x, :cl par conséquent les équations F(x) = oel yi;V|,x) = o auront une racine commune x,. D’ailleurs ces équations ne sauraient avoir d’autre racine commune. Car si elles en avaient une autre. Xj, l'équation
serait satisfaite pour V = V,. Or cette équation se déduit de l’équation /(V,x,) = o, ou (V-V.)(V-V.) ,.{V-V,) = o.
en changeant x, et x, l’un dans l'autre : d’ailleurs par ce changement les quantités V,,V,,...,V^ se changent en d'autres V’,, V,,..., V"^ , toutes ilis* tiiictes des premières, par hypothèse; l’équation /(V,Xj) = o peut donc se mettre sous la forme
et l’on voit qu'elle ne saurait avoir V, pour raeine.
Les équations F(x) = O et /i V,,x) = o n’ayant que la seule i-acine commune X,, on déterminera aisément cette racine. Pour cela on cherchera le plus grand commun diviseur entre F(x) et /(V,,x), et l’on poussera l’opération jusqu'à ce qu’on obtienne un reste du premier degré en x : en égalant k zéro ce reste, on aura une équation qui fera connaitre la valeur de x,; et cette
ÎS7
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valeur sera évidcniincnt ralionnelle en V,, car l'opération du plus grand romniun diviseur ne peut jamais introduire de radicaux.
On pourrait opérer de même pour trouver les autres racine.s, et l’on aurait ainsi pour toute.s ces racines des expressions rationnelles, telles que
x, = ^,,(VO, X, = -{,.( V,
3.53. THK()KK.\IK FU.M)AMENT.\L : THéoRkME 1. - Soit F(jt) = o unr ct/ualion dont les racines x,,.,., x„ sont toutes inégales, et à laquelle on peut
supposer qu’on ait adjoint certaines quantités auxiliaires y, z Il existera
toujours entre les racines x,,..,, x„ un groiqie de substitutions tel, que. toute fonction des racines, dont les substitutions de ce groupe n altèrent pas la râleur numérique, soit rationnellement exprimable, et réciproquement.
Soit V, une fonction des racines variable par toute substitution ; si l'on désigne par a, b, c,... toutes les substitutions possibles entre les racines, la quantité V, est racine de l'équation
dont les coeflicienls. symétriques en x ,x„, sont rationnels. Si cette
équation n’est pas irréductible, son premier membre se décomposera du moins en facteurs irréductibles. Soit (X — V,)(X — 5',)(X — Vj)... celui de ces facteurs qui s’annule pour X = V, : V, sera racine de l’équation irréductible
(Xda posé, toute fonction q des racines, invariable par les substitutions I, a, b,..., sera exprimable rationnellement. En effet, chacune des racine.-.
X,, X, étant une fonction rationnelle de V, et des coefficients de
F(x), f sera elle-même une fonction ralionnelle de V, et des coeflicients. Soit donc ^(5 i) cette fonction. Elle reste invariable lorsqu’on y effectue entre les racines les substitutions a, b,.... Mais ces substitutions changent V, respectivement en V„, Vj,... et ne changent pas les coefficients de F{x); on aura donc
,},( V ,)=>},( V . )=.].( V ,)=... = i i 4- ( V .) -I. •>,( V. ) -e +( V. ) -t- ... i . en désignant |iar p le degré de l’équation (3). Cotte fonction, symétrique par
(l) SemëT, jH^èhre stiptricttir
l'apport aux racines de l’ér|ualion (3), s’exprimera ralionnelle.menl par les roeflicienls de celle équation, qui sont eux-mêmes rationnels.
Réeiproqueincnl, toute fonction exprimable rationnellement tem invariable par les suljstitutions i. a, b,.... Soit en efl'et ^ = >j/(V,) une pareille fonction : V, satisfaisant à l’équation à coefficients rationnels 9 = •ouïe'*
les racines V,, \'a, V’j,... de l'équation irréductihle (3) devront y satisfaire : donc la fonction ij<(V,) ne varie pas quand on y remplace successivement V,
par Va, V, ce qui revient à opérer entre les racines .r,,..., x„ les sub-
slitutions a, b,....
.35i. Il ne reste plus qu’à démontrer que les substitutions 1, a, b,... forment un groupe, ce qui ne présente pas de diflicullé.
Le polynôme V étant une fonction de rindélcrminéc X, ilonl les coelïi-
cientssont rationnels, ne devra varier par aucune des sulislitntions i , a, b
Kffecluons, par exemple, la substitution a. Ce polynôme devient
Pour que ce nouveau polynôme soit identiipio à Y, quel que soit \, il faut nécessairement que les quantités V„, V„,, ne soient autres que les
quantités V,, V„, V»,... à l'ordre près. Mais, par liypotlièse, deux substitutions distinctes donnent pour la fonction V des valeurs essentiellement différentes. Il faudra donc que les substitutions a, à\ ba,... .soient identiques à l’ordre près aux substitutions 1, a, b Ainsi, a et b étant deux substi-
tutions quelconques de la suite i , a, b,..., la substitution ba fera également partie de cette suite : les substitutions de cette suite forment donc un groupe.
355.. Le groupe défini par le théorème précédent peut être appelé le groupe de l'équation relatif aux quantités adjointes y, z„... Ce groufie pourra varier suivant la nature des quantités adjointes. Parmi tous les groupes que l'on peut ainsi obtenir, il en est un G particulii'rcmcnt remarquable, et que nous pourrons appeler d’une manière absolue le groupe de l'équation. C'est celui qu'on obtient en supposant qu’il n’y ait aucune quantité adjointe.
Ce groupe contient tous les autres : car, soit II le groupe que l'on obtient en adjoignant à l’équation des quantités y', :,... arbitrairement choisies: une fonction invariable par les substitutions de G et variable par toute autre .substitution est exprimable rationnellement avant, et « fortiori après l'adjonction de y, Z,...; donc elle sera invariable par toutes les substitutions de H : donc toutes ces substitutions sont contenuc.s dans G.
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356. CoBOLLAiRR. — Si deux fondions des racines de la proposée,
sotil iniinériquomeni égales, la meme égalité subsistera entre les fonctions
obtenues en effeetuanl dans eliacunc d’elles l'une (|uelcon(|ue des substitutions de G, rar la funeliun p, — <}>,, étant nulle, est exprimable rationnellement; donc elle n'est pas altérée par la substitution a : donc O.
357. TiiÉOBiîMK II. — Toute équation irréductible F(jr) = o a son groupe transitif, et réciproquement.
Car supposons que son groupe G ne soit pas transitif : soient x, l’une
quelconque de ses racines: x les racines avec lesquelles elle est
perinutéc parles substitutions de G; ees substitutions, remplaçant les racines X les unes par les autres, n’altèrent pas leurs fondions symé-
triques : donc ces fonctions symétriques sont rationnelles. Donc F (x) admet le tliviscur rationnel (x — x,)...(x — x„).
Réciproquement, supposons que G soit transitif : F(x) ne peut admettre de diviseur rationnel tel que (x — x,)...(x — x„,). Car soit x„„, une racine de l'équation autre que x,,...,x„ : G contient une substitution qui remplace X, par x„*, : elle transformera (x — x,)...(x — x„) en un nouveau produit différent de celui-là, puisqu’il admet le facteur x — x„*, : donc le produit (x — x,)...(x — x„), n’étant pas invariable par toutes le.s substitutions de G, ne peut être rationnel.
358. Thkobf.me III. — L' ordre du groupe d’ une équation irréductible de degré n, dont les racines sont des fonctions rationnelles d'une seule d'entre elles, X,, est égal à n.
Car soient x les racines de l'équation, V, une fonction de ces ra-
cinse variable par toute substitution; elle peut s'exprimer en fonction de X, seulement. Soit V, =y(x, ) : cette fonction satisfait à l’équation de degré n
lv-/(x,);...[v-/(x,)] = o
dont les eocflicients, symétriques en x, x„, sont rationnels. Donc l’ordre
du groupe de l'équation (lequel est le degré de l’équation irréductible dont V, est racine) ne peut être supérieur à n. Mais, d’autre part, ce groupe étant transitif, son ordre est divisible par n (4i) : donc il est égal à n.
3.59. Théorkme IV.— Le groupe de l'équation de degré mn obtenue en
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éliminant y entre les deux équations
où A, B,... sont des constantes rationnelles et Mfj'), N(_y),... des fonctions rationnelles de y, n est pas primitif. Réciproquement , toute équation dont le groupe nest pas primitif résulte d'une semblable élimination.
Soient y,,..., les raeincs de l'équation Aj" = o; -Tp, ....l'elles île l’équation M(jKp)ar*-t-... = o; f, une fonction symétrique de a-,, a:', la fonction analogue formée avec Xp, aj iji une fonction symétrique
de q f„. Celte fonction sera exprimable rationnellement : car Çp,
s'exprimant ralionneilemeni par les coefficients M(Vp),... est une fonction rationnelle de Vp, dont les coefficients ne dépendent pas de p; substituant dans I pour les quantités fp leur valeurs en y^, f deviendra une fonction
symétrique de : elle s’exprimera donc rationnellcincnl en A, B
Le groupe de l'équation est donc contenu dans celui dont les substitutions laissent invariable la fonction <{;• lequel est évidemment non primitif, scs substitutions remplaçant les racines de chacun des systèmes •r,, X, x„,x^,... par celles d'un même système.
Réciproquement, soit F(x] = o une équation dont le groupe G ne soit pas primitif. Ses racines se répartissent, par définition, en m systèmes
x,,x' ;...; x„, x'„ contenant chacun n racines, et tels, que toute
substitution de G remplace les racines d’un système par celles d'un même système.
Soient Vp = (X — Xp) (X — x' )..., X étant une indctcrinincc; ij/ une fonction symétrique de y y„: n’étant altérée ni par les déplacements
d'ensemble des systèmes x,, x', x„, ni par les déplacements
des racines dans l'intérieur de chacun d'eux, sera invariable par toute substitution de G, et par suite rationnelle. Les diverses fonctions/ /„ sont
donc les racines d'une équation du degré m à coefficients ralioiincls, telle (|ue
A r“ ■+■ Bj'"'" = O.
Cela posé, toute fonction symétrique de x,, x',,... s’exprime rationnellement en fonction de/, (txMr plus loin le n” 362). On aura donc
On aura de même
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Donc enfin l’équalion
F(ar) = [M(/,)jc*-l-. . + . .] = o esl le résultat de l'élimination de y entre les deux équations
A»-" -1-. . . = O et M(y)x*+ .. = o.
360. Nous dirons désormais qu'une équation est primitive ou non primitive, simple ou composée, suivant que son groupe est primitif ou non primitif, simple ou composé : l’ordre de l'équation et ses facteius de composition seront l’ordre et les facteurs de composition de son groupe: deux équations seront isomorphes si leurs groupes sont isomorplies, etc.
361. Le groupe d'une équation étant connu, on peut se proposer de le diminuer progre.ssi veinent par l'adjonction successive de quantités auxiliaires. A chacune de ces adjonctions deux cas pourront se présenter, i® Si l'équation irréductible (3) reste irréductible, il est clair que le groupe ne subira aucun changement. Si au contraire, grâce à l'adjonction nouvelle, le polynôme (X — V,) (X — V„) (X — V»). . . .se décompose en facteurs plus
simples, (X — V,) (X — V.)..., (X — V*) on obtiendra un nouveau
groupe H, moindre que G, et formé des seules substitutions i , a
Nous examinerons d'abord ce qui arrive lorsqu’on adjoint à l’équation proposée certaines fonctions de ses racines; puis nous passerons au cas où les quantités adjointes seraient des fonctions des racines d'autres équations.
362. ïiitoRÉME V. — Soient G le groupe d'une équation F(.r) = o, f, une fonction rationnelle quelconque de ses racines ; i" celles des substitutions de G qui n altèrent pas la valeur numérique de q, forment un groupe II, ;
l'adjonction de la valeur de ip, réduira le groupe de l'équation précisément
ÙH,.
I® Soient en effet a, a, deux substitutions de G qui n’altcrcnt pas p,; on aura p„=p,, p, =p,. De la dernière égalité on déduit (356) la suivante, p„„ = p„ = p,. Ainsi la substitution a, a n’altérera pas la fonction p,, ce qui démontre la première de nos propositions.
a® Adjoignons la valeur de p, à l’équation. Après cette opération, le groupe réduit de l'équation ne peut contenir que des substitutions qui faisaient partie du groupe initial G : d'ailleurs il ne peut contenir que des substitutions qui n’altèrent pas p,, la valeur de cette quantité étant supposée rationnellement connue ; donc toutes ses substitutions sont contenues
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tliiiis II,. Récipruqueiiivnl il contietiiira toutes les sulistilutiuiis de II,. Soient en effet a une de ee.s dernières substitutions, i}i, une fonction des racines exprimable rationnellement en fonction de ç, et des <)uantités préerdemnient connues: et soit
/ dési};naut une fonction rationnelle. On déduira de cette égalité la suivante (356), = /,(?«)• comme — •! vieniira ij(„= :j/,. Ainsi, toute
fonction :|<, exprimable rationnellement sera invariable par la substitution a : cette substitution fait donc partie du groupe réduit.
CoROLLviRK I. — l' adjonclion de plmieun functiofis des racines, <f,, f’,.... réduit le. groupe de l'équation au grou/ie H' formé par celles de ses substitutions qui n altèrent ni f,, nif,, etc.
txiROLLMRK II. — Dcujc fonctions et imariables par les mêmes substitutions de G, s’ expriment rationnellement l'une par l'autre.
Gar, en adjoignant q, à l’équation, on réduit son groupe à celles de scs substitutions qui n’altèrent pas et :{i,, étant invariable par ces substitutions, devient rationnel.
363. On peut réaliser le calcul de ij/, en fonction de q, de la manière
suivante. Soient i,a,a celles des substitutions de G qui laissent la
valeur de q, invariable : celles de G seront i, a, a ; b, ab, a,b,...\
c, ae, a, c, b,c,... étant des substitutions convenablement choisies (39). Cela posé, on voit comme au n® 61 : i“ que, m étant un entier quelconque, la fonction
VT 4-, + V? -t- 9“ = i‘r'
est invariable par les substitutions de G, et par suite exprimable rationnelletnent; 3® qu'en posant
il viendra
, G >■ "tj • ■
I.cs quantités qui entrent dans cette expression avec q, sont et les coellicients de /(Y), lesquels, étant également invariables par les substitutions de G, sont rationnels.
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364. Soit maintenant T| une fonction des racines de l’éqiialion proposée F(a:) = «, invariable par les substitutions de G, et variable par toute
autre substitution. Chacune des quantités / et chacun des coelli-
cienls de /(Y) peut s’exprimer en fonction de r, et des coefficients de F(æ’). En ell'et considérons l'une il'elles, telle que Soient i, a, b,... les substitutions de G : les diverses substitutions possibles entre les racines de la proposée seront a^, y, ay, Ay,. fi, y,... étant
des substitutions convenablement choisies (3!t); et l'on voit comme tout à l'heure que, n étant un entier quelconque, chacune de ces substitutions laisse invariable In fonction
On aura donc
{/I étant le degré de la proposée), expression symétrique par rapport aux racines, et qui pourra s’exprimer rationnellement en fonction tics coeflicients de F(x), par les méthodes connues.
Soit maintenant
il viendra
expression qui ne contient avec t, que les quantités 5,, 6',,... et les coefficients de ^(Z), lesquels, restant aussi invariables par toute substitution opérée entre les racines de l'équation F(x) = o, seront aussi exprimables rationnellement en fonction de .ses coefficients.
365. La méthode de calcul qui vient d’étre exposée est due à Lagrange. Il s’en «St servi pour établir la proposition suivante :
Soient F(x) = o une équation algébrique ; t, une fonction de ses racines, dont l'expression algébrique reste {mariable par un certain groiqie de substitutions (i , fl, b,...), et dont toutes les valeurs algébriquement jjistinctes le soient aussi numériquement. Toute /onction t, des racines de cette équation dont ces substitutions ri altèrent pas la forme algébrique est exprimable en fonction rationnelle de T, et des coefficients de F(a:).
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Soient en effet i, a, b,...; |S, aj3, •/, ay, by, les diverses
sulislitutions possibles entre les racines; n un entier quelconque : la fonclion t", <1 U- tj /■) + ... = 6 sera invariable par toute substitution et par suite s'exprimera l'ationnellement en fonction des eoeflicients. Cela posé, /, s’exprimera par la formule (4).
366. Tiikorkxie VI. — Tout étant posé comme au théorème V, soient a„, a,, flj,... les substitutions de II, (a„ se réduisant à i); a,, a,, a,,...; a, b, a, b, a,b,...; a„e, a,c, a^c, celles de G : iéyuation
dont le degré est égal au rapport des ordres de Q et de W,, aura ses coefficients rationnels, et sera irréductible.
i” Soit (7 une sub.stitution quelconque de G : elle transforme les uns dans les autres les termes ç*, y,,.. (61 et 363). Les eoeflicients de l'cqua-
lion (5), syinéiriques en f,, ç*. ç, ne seront donc pas altérés pare:
mais O est l’une quelconque des substitutions de G : donc ils sont rationnels. '
a” l/équatiun (5) est irréductible : car si elle admettait, par exemple, le facteur rationnel (Y — ^,){Y — ys), ce facteur resterait inaltéré par la .substitution c : mais cette substitution le transforme en (Y — ç>c)(Y — 94,) • pour qu’il restât inaltéré, Y restant indéterminé, il faudrait que 94* fussent égales à l'ordre près à 9,, 94. Soit par exemple 9^ = 94 : on en conclurait 9,4-' = 9, (356). Donc cb~' serait l’une dos substitutions a„,a„ a„... et c serait de la forme a^b, ce qui n’est pas.
367. Kfmarqi f.. — Ijes substitutions de G qui naltérent pas 9, étant
a„,a celles qui naltérent pas 94 seront b~' a„b, b~‘ a,h,...; celles qui
naltérent pas Oc seront c~‘ a,c, c"‘a,r,.,.; etc. Car soit o une substitution de (î qui n’altère pas 94 : on aura
94 = 94,, O'où 9. = 94j-i, d'ou beb 'zc^a,, 7 = lr 'a,b.
368. Tiiéohèjie Vil. — Tout étant posé comme aux théorèmes précédents, l 'adjonction simultanée des valeurs rfc 9 , , 94, 9^, . . . réduira le groupe de l’équation proposée à I,T étant le groupe le plus général parmi ceux qui sont contenus dans H, et permutables aux substitutions de G.
1-in elTet, le groupe se trouve réduit aux substitutions communes aux
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f;roii|ies
\ii=z{b 'a,h, b a,b, ), II, = ( c“'n,c. . . . . .
lospcctivciiu'nl formés par les suhsiitutions qui ii'altiTenl pas ç,, jj, if,
Or soient J le groupe foriné par ces substitutions communes; s une queleonque de ses substitutions; <7 une substitution quelconque de G : la substitution a~'s<j sera commune aux groupes transformés de II,, Ht. H,.--par IX. Mais ces groupes transformés sont identiques, à l’ordre près, à 11,, Hj,
Car cbacunc des substitution.^ a, 6a, ca appartenant à G, pourra
se mettre sous l’une des formes a^, a^b, a^c,.... Soit par exemple bc = a^rt; le groupe transformé do llj par a sera formé «b-s substitutions
v~' b~'a,b 7 =• ' n,a,d, 7 'b~' a,b7 = it ' a~' a,a,d,. . . ,
(|ui ne sont autres i|ue les substitutions de Hj. Donc o-“'ja appartient à J : ce groupe est donc permutable à a : donc il e.sl. contenu dans I.
Réciproquement, le groupe I étant contenu dans H,, les transformées de .ses substitutions par b, c,... seront contenues dans llj. Ht,...; mais ces transformées reproduisent, à l’ordre près, les substitutions de I; donc toutes les substitutions de I sont communes a H,, Hf lU....
36U. Remarque. — Dans le cas particulier où H, serait permutable à toutes les substitutions de G, on aurait
ll. = II*=:ll,=... =1.
et les fonctions^,, invariables par les mêmes substitutions de G,
s’exprimeraient rationnellement en fonction de l’une quelconque d’entre elles.
Réciproquement, si les fonctions^ ,, f/,, s’expriment rationnellement en fonction d’une seule d'entre elles, elles seront invariables par les mêmes substitutions de G : on aura donc H, = Hi= et ce groupe sera trans-
formé en lui-même par toutes les substitutions de G.
370. TnéoRKME VIII. — Soient îi l’ordre de G; = — l'ordre de \ : l'ordre du groupe G' de l'équation (5) sera v.
Posons en cfl'et W = M,9, -i- M,,M», Me,... étant des coDslantcs indéterminées : W sera racine d’une équation irréductible d’un degré égal à l’ordre du groupe de l’équation (5) (353). Mais, d’autre
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|);irl, \V pcul être considérée comme fonction des racines de l'équalion Ffx) = o, laquelle fonction, non altérée par les subslüutions de I, l'est évidemment par toute autre substitution de G. Elle dépend donc d'une éi|ualion irréductible dont le degré e.st égal à v, rapport des ordres de G et de 1(366).
.371. TuKoRtjiE IX. — S'il n'existe aucun groupe plus général que I qui soit contenu dans G et permutable à ses substitutions, le groupe G' sera simple.
t]ar s’il existe un groupe I' contenu dans G' et permutable à ses substitutions, suit v' son ordre : une fonction des racines de l’équation (5), invariable par les substitutions de I' et variable par toute autre substitution,
dépendra d'une équation irréductible de degré A (366), dont les racines
seront fonctions rationnelles les unes des autres (369). .Mais peul élie considérée cuminc une fonction des racines de F(^) = o; soit L le groupe formé par celles des substitutions de G qui ne l’altèrent pas : i** L contiendra 1, dont les substitutions, n’altérant pas fe peuvent altérer tji;
3“ il .sera plus généi'al, car son ordre étant égal à celui de G, divisé par le
degré ^ de l’équation irréductible dont dépend t), (366). est égal
celui de I étant simplement — ; 'i" enfin les racines de l’équation en ^ étant
fonctions rationnelles les unes des autres, L est permutable aux substitutions de G (369).
En renversant ce raisonnement, on démontre que : réciproquement, s'il existe un groupe L plus général que I, qui soit contenu dans G et permutable à ses substitutions , G' ne sera pas simple; car on pourra déterminer un groupe r contenu dans G' et permutable à ses substitutions.
372. THÉonéME X. — Soient F(a') = o une équation dont le groupe G soit eumpoté : G, I, 1,,... une suite de groupes tels : i" que chacun d'eux soit contenu dans le précédent et permutable à ses substitutions ; 2“ qu'il soit aussi général que possible parmi ceux qui satisfont à celte double propriété; N,
.^, . . . !et ordres res/iecti/s de ces groupes :
•la résolution de l'équation proposée dépendra de celle d'équations successives, dont les groupes seront simples, et contiendront respectivement v, v
substitutions.
(’.ar soit q, une fonction des racines de la proposée, invariable par les
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siilistitutions F : die Hé|)cn(l d’une équation de degré v (366) dont le groupisera simple (371) el d’ordre v (369 et 370). (^ttc équation résolue, le groupe de la proposée sera réduit à I : soit maintenant ç', une fonction de» racines invariables par les substitutions de I, : elle dépendra d'une équation de degré v,, dont le groupe sera simple et d’ordre v,, etc.
Ce théorème montre qu'on peut classer les équations à groupe composé d’après le nombre et la valeur de leurs facteurs de eomposilion v, v
373. Supposons maintenant qu’on adjoigne à l'équation proposée F(a:; = o une ou plusieurs fonctions des racines d’une autre équation f{z) = o.
Le cas où l’on adjoindrait plusieurs fonctions x,.... revient à celui où l’on n’en adjoint qu’une seule : car soient G' le groupe de l'équation /(;) = O, H', le groupe formé par celles de scs substitutions qui n’altèrent
aueiine des fonctions r, une fonction de z invariable par
les substitutions de H', et variable par totite autre substitution. L’adjonction de réduisant le groupe de /(a) = oâ H',, dont les substitutions n’allèrent pas r,, celte fonction deviendra exprimable rationnellement. Réciproqiiemeiit, l’adjonction der, réduisant ce groupe à IT,, dont les substitutions n’altèrent pas/,,/',,..., ces fonctions deviendraient rationnelles. Donc toute fonction rationnelle de r, s’exprime rationnellement en y,i. et réciproquement. Donc il est indifférent d'adjoindre à une équation quelconque, soit y,,... soit simplement r,. .
.374. .\djoignons donc à l’é(|uation F(x) = o l’unique fonction r, : soient
a les substitutions de H',; «o, a ; a,-/, a, y
celles de G' : r, dépend d’une équation irréductible
Supposons que l’adjonction de r, réduise le groupe de F(x) = o à FF,: soient, comme tout à l’heure, a,,... les substitutions de ce groupe; a„ a : üçb, a, h,...; a„c, a, c, celles de G. Soient entin f, une fonc-
tion des racines de F(a^) = o, invariable par les substitutions de H,, et variable par toute autre subslilulion; clic satisfera à l’équation
Mais, par hypothèse, s, est une fonction rationnelle der, ; soit f, = '{'(r,) : r, sera racine de l’équation
.Mnis, (l'autre part, r, salisrait à r(>quation irréductible (G). Une des ra> cines de rette équation satisfaisant à l’équation (8), toutes y salisfont (349). Donc les quantités ijifr,), satisfont touTes à l'équation f 7).
Mais elles .satisfont à l'équation
(<J) l' - >Hr,)][V — +(r,)][Y — •)((r,)]... = o,
dont les cocniicients, symétriques en r,, r^, sont rationnels.
Les racines de l'équation (g) satisfaisant toutes à l’équation irréducliblc (7), le premier membre de (()) sera une puissance exacte du premier membre de (7) (349), à un facteur constant près, qui se réduit ici à l’unité, les deux polynômes ayant l'unité pour coeflicient de leur premier terme. .Soit a le depré de cette puissance : la suite des termes ■('(c,), s|/(/'jt),... contiendra fl termes éj^aux à f,, égaux à y», etc.
(iela posé, adjoignons à l' équation F(x] = o l'une quelconque des racines de r équation (7), telle que Cp : le groupe de l'équation sera réduit à 11,, au groupe lli dérivé des substitutions {b~' a^b, b~^ a,c,..,), nu groupe analogue Hf, etc., suivant que >(<(r^) sera égal à ç,, « f*. à
En efl'ct, soit par exemple ij>(rjj) = j». L’adjonction de rp rendant rationnel, le groupe réduit H ne peut contenir (|ue celles des substitutions de G qui n’altèrent pas 9*, c’est-à-dire celles de II4. Le nombre de ces substitutions étant égal à celui des substitutions de H,, on voit que l'ordre de n est nu plus égal à relui de H,. Ilériproqucment, en partant de la racine au lieu de partir de la racine r,, on verrait que l’ordre de II, est au plus égal à celui de II : donc ces deux ordres sont égaux, et II contiendra toutes les substitutions de H*.
37.Ï. THtoHKME XL — Les notations du numéro précédent étant conservées, si H', est permutable aux substitutions de G', H, le sera à celles de G.
En effet. H', étant permutable aux substitutions de G', le.s racines de l'équation irréductible (6) dont dépend r, sont fonctions rationnelles les unes des autres (369). Donc les fonctions 9,, çj. fe,... sont respectivement des fonctions rationnelles de r, : donc elles sont invariables par les substitutions deH, : mais elles le sont respectivement par celles de H,, H», H,....: donc ces groupes sont identiijues, et H, est permutable aux substitutions de G.
376. TnkoRÈ.ME XII. — Si l'on adjoint à l'équation F(.r) = o, dont le groupe est G, toutes les racines d'une équation /( a) = o, le groupe réduit H, sera permutable aux substitutions de G.
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Car iiiijoiniire à la fois toutes les racines de /(2) = o équivaut à adjoindre une fonction V, de ces racines, variable par tnute subslitiition autre que l'unité (373). Mais alors le groupe H',, se réduisant à la seule substitution I, est évideinmeut perunitaiile «ux subslilutiogs de O' ; donc II, le sera à celles de G.
377. C.oroi.laire. — Si le groupe G est simple, il ne peut éire réduit par la resolution d’une équation auxiliaire sans se réduire ii la seule substitution I (le groupe formé de celle substitution étant, par définition, le seul qui .soit contenu dans G et permutable à scs substitutions) : auquel cas l'équation F{a:) = osera complètement résolue.
378. 'riiLORLSiE XIII. — Soient F(x) = o et f[z)=zo denx équatium dont les groupes (î et G' contiennent respectivement N et .N' substitutions. Si lu résolution de la seconde éqiutlion réduit le groupe de la premicie à un groupe II,
ne contenant plus que ^ substitutions, récipnuptement ta résolution de ta première réduira le groupe de la seconde à un groupe 11’, ne contenant plus que
substitutions . De plus, les deux- équations sont composées avec une même équation au.vitiaire -^(h) = o de degré v et dont le groupe contient v substitutions.
Kn effet, soit x„) une fonction des racines de F(.r) = o, inva-
riable par les seules substitutions de H,. Elle est exprimable rationnellement en fonction des racines z 2„ de /(a) = o. On aura donc
Cette quantité i{( (a;,,..., a?„,) dépend d'une équation auxiliaire irréductible (u) = o de degré v (366). D'ailleurs, 11, étant permutable à G (376), les racines île cette équation sont des fonctions rationnelles les unes des autres (369), et son groupe contient v substitutions (358). La résolution de celte équation auxiliaire réduit le groupe de F(x) = o aux seules substitutions de H,, en nombre — ■ Elle abaissera de meme le groupe de f{z) = o de
telle sorte qu'il ne contienne plus que — substitutions; en effet, suit K le nombre des substitutions du groupe G' qui n’altèrent pas x.(Zi>---iZ„) = tr, U dépendra d'une équation irréductible du degré ^ degré de celle
équation est égal à v; ilonc = v, d'où K =
La l'OMlutioii dv l’équalion F(x) = o cntrainant celle de l’équation auxiliaire .i(u) — o, dont les racines sont des fonctions rationnelles de x
x„, réduira le groupe de f{z) = o de manière à ce qu'il contienne tout
au plus ^ substitutions : il ne pcut'd’ailleurs en contenir un moindre
nombre : car si le groupe réduit if, contenait seulement ^ substitutions,
U. étant un nombre plus grand que v, on verrait, en répétant tous les rai- •sonnements que nous venons de faire à partir de l’équation /(i)= o, que la résolution de cette équation devrait réduire le groupe de F(x) = o à ne
plus contenir (|ue ^ substitutions tout au plus; résultat contraire à notre bypotbèse d'après laquelle le groupe réduit H, contient ^ substitutions.
370. <X)BOLLAini' I. — S«' le f^roupe Ct de T équation F(x) = o est simple, elle ne peut être résolue qu'au moyen d'équations dont le groupe ail pour ordre un multiple de l'ordre de fi.
Car, adjoignons à cette équation les racines d'une équation auxiliaire fiz) = o; si son groupe est abaissé, il est réduit à la seule substitution i :'3T7). Donc l’ordre du groupe de F(x) = o, qui était N, sera réduit à i par l’adjonction des racines de f[z) = o. Donc réciproquement l'adjonction des racines de F(x) = o à l'équation y(s) = o divisera par N l’ordre de son groupe. Donc cet ordre est un multiple de N.
380. CoBOLLAiRE II. — Sf le groupe de F(x) = o est abaissé par la résolution d'une équation simple /(-) = o, les racines de cette dernière équation sont des fonctions rationnelles de x,,..., x„.
(iar la rràolution de F(x) = o, abaissant le groupe de/(2) = o (378), résout complètement cette dernière équation (377).
('.ette proposition est l’extension de co théorème d'Abel : Si une étpiation est soluble par radicaux, chacun des radicaux qui concourent à sa résolution est une fonction rationnelle, de ses racines et des racines de l'unité.
Remarque. — Si la fonction t}>(x est variable par toute
substitution opérée entre les racines x x„, ces racines sont exprimables
rationnellement en fonction de ;ji(.r,,..., x„) (352), et par suite en fonction de s, 2„. La résolution de l’équation /(i) = o entraincra donc la
résolution complète de l’équation F(x) = o.Si en même temps s„)
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i-sl varinblo par toute substitutran o|>érée entre iea z„, lu résolu-
tion de F(x) = o entraînera celle de y(a) = o. Les deux équations seront dites eifiiivalentes.
tioHOLi.^iRE III.. — Deux équations équivalentes Ffxj —o et y"! j; = <> ont leurs ordres égaux.
Soient- en effet N l’ordre de l'équation F(x) = o, N' relui de ré<|uation /(s) = O. La résolutuin de /(s) = o réduit le groupe de F(x) = <i à la seule substitution i; donc la résolution de F{x) = o réduira legroupe de /' z) = o
à ne plus contenir que ~ substitutions (378): mais la résolution de F X) rxz o
entraînant celle de /(*) = o, réduit le groupe de cette dernière équation à
la seule substitution i; on doit donc avoir ^ = i, d'où N =
OoHOU.UHE IV. — Toute adjonction de quantité auxiliaire qui abaisse le groufse de l'une de ces deux éqiustions en divisant par v le nombre de ses sub~ stitutions abaisse de même le groupe de T autre.
Kn effet, les équations étant équivalentes après l’adjonction rumine avant, leurs groupes ne devront pas cesser de présenter le même nombre de substitutions.
De ce corollaire un déduit, comme conséquence immédiate, la pnqiusition suivante ;
t'arnoLLAiHE V. — Toute équation équivalente à une équation composée est elle-même composée des mêmes équations auxiliaires.
.38i. PiiOBLèME. -- Déterminer toutes les équations irréductibles équivalentes à une équation donnée F(x) = o.
Soit f(z) — o une de ces équations. La résolution de F(x)=*o devant entraîner celle de f[z) = o, les racines z,,..., z„ de cette dernière équation
sont des fonctions rationnelles de x, x„. Soit donc z, =7, ; désignons
comme précédemment parG le groupe de F(x) = o; par a,, a,,... celles des substitutions de G qui n'altèrent pas la fonction 7,, lesquelles sub.stitutiuns
forment un groupe H,; par a„ a ; a,b, a, a,c, a, c,. ..;... celles
de G. Nous avons vu (366) que l’équation irréductible dont dépend 7, est
Î7i LIVRE TROISIÈME.
puis que l’adjonction simultanée de ses racines réduit le groupe de la proposée il I (368). Mais celte adjonction doit résoudre complètement la proposée; donc 1 se réduit à la seule substitution i : d'où ce résultat :
Pour qu'une iquatuin imductible /‘(s) = o suit équivalente à F{o:) — o il faut et il suffit ; i“ que l'une de ses racines, z,, soit fonction rationnelle des racines dé K(x) = o; a“ que le groupe H, formé par celles des substitutions de G [groupe de F(a') = oj qui n altèrent pas cette fonction ne contienne aucun groupe, permutable aux substitutions de tî (sauf celui qui est formé de la seule substitution i ) .
383. Suit H, un groupe quelconque satisfaisant ii la eunditiou ci-dessus :
il existe une inliniléde fonctions de x, x„ invariables par les substitu-
tions de H,, et variables par toute autre substitution de G. Chacune d’elles sera la racine d'une équation irréductible équivalente à la proposée F(x) — o et dont le degré v est égal au rapport des ordres île G et de H,.
Soient f, et f, deux ipielcouques de ces fonctions;
les équations irréductibles dont elles dépeudeni : ç, et f, étant invariables par les mêmes substitutions s’expriment rationnellement l'une par l'autre.
Soit donc 9, = i)/(j,). On en déduit ip', = '(/fçj), etc. (356). Donc les di- \erses racines de l’équation /'(Y) = o .s’expriment par une même fonction rationnelle des diverses racines de /(V) = o. On passera donc de l’une à l'autre de ces deux équations par une transformation rationnelle.
On peut considérer comme appartenant à la même classe deux équations telles, que les diverses racines de l’une d'elles s'expiinient respectivement par une même fonction rationnelle des racines correspondantes de l'autre. Le nombre des classes d'équations irréductibles équivalentes à la propo.sée F(x) - o est nécessairement limité, et qn pourra le déterminer en eberebant quels sonfles divers groupes H, contenus dans G et jouissant de la propriété indiquée au numéro précédent : on remarquera d'ailleurs que les v groupes
correspondent aux diverses racines d'une même équation et ne fournis.senl ainsi qu'une seule et même classe.
384. TuriORÈME XIV;— Soient F(x) = o et f(z) = o deux équations irréductibles dont les racines soient liées par des relations algébriques
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f>fx, jr„, î,) = o Toutes ces relations se dèduisen! d' une seule,
de la forme
où les racines des deux écfuations sont séparées (t|/ et / dési};nanl, ainsi que 9, des runeiions rationnelles convenablement choisies).
Soit en effet V, une fonction de variable par toute substitution: chacune des quantités x x„ est exprimable en fonction ration-
nelle de V,; substituant ces expressions dans la fonction 9, il vient une équation de la forme
I.a quantité V, satisfait donc i l'équation
D'autre part elle satisfait (353) à l'équation irréductible de degré N,
ff(X) = {\- V.)(X- v,)(\- V,)... = o,
Ordonnons les deux polynômes ^'(X, z a,) et n(X) suivant les puis-
sances descendantes de X. et divisons le premier par le second : il viendra
p(X) et (7(X) étant deux polynômes entiers par rapport à X, à coefficieuts
rationnels en z a. et le degré de a(X) par rapport à X étant au plus
égal it ,N — I .
Soit donc
ï(X)=AX" M BX»-’ ■ deux cas pourront se présenter :
I" Si I on a simultanément \ = o, B = o, .... on aura, au lieu de l'équation unique
“ = ?'( V„ J z.) = P(V,).t:(V.)-i- AV'î'-e BV»-*-,....,
les suivantes :
dont la première est une relation entre les racines x de l'équation
f (^) = D. les autres des relations entre les racines z,... r, de /(a) = o;
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c’est grâce à la présence de ces relations que peut exister l'équatiifn (lo) (|ui ne lie <ftîen apparence les racines de F(x) = o à celles de y(i) = o. tie cas doit donc élrc rejeté.
a® Si l’on n’a pas Biniiiltanénient \ = o, B = o,..., divisons le polvuome c(X) par le coelTicient de la plus haute puissance de X, puis cherchons le plus grand commun diviseur A de ce polynôme avec le polynôme ft(X). Les
cocITicients de A seront des fonctions rationnelles de : D’autre part,
en désignant par V,, V„, celles des racines de !:^\) =•<) qui satisfont
en même temps à l’équation 5’(X) = o, on aura
et les quantités V,, V„ Va,,... étant des fonctions rationnelles de .r
si l'on développe le polynôme A suivant les puissances de X, les coefficients de ces diverses puissances seront eux-mêmes des fonctions rationnelles
de X Mais nous venons de voir que ces coefficients s’expriment
également en fonction rationnelle de z égalant ces deux expres-
sions pour chaque coefficient, on aura une suite de relations de la forme
(") '}''(•* -•). J"-) — /," (îi.- ... î.).. ..
f.a relation (i«) n'est qu’une conséquence de celles-là : en effet les relations (i i) expriment que les deux polynômes o(X) et ir(X) s'annulent tous deux pour X = V,, X = on aura donc en particulier
Il nous reste à démontrer que toutes les relations (i i) qui peuvent exister entre les racines des deux équations F(x) = o et = o sont des conséquences d’une seule il’cntrc elles. Cette démonstration n’offre aucune dilliculté. Soient en effet H, ce que devient le groupe de l’équation F(x)=^ « par l’adjonction des quantités ^m) nue fonction inva-
riable par les seules substitutions H,; elle sera exprimable rationnellement en fonction de ; et l’on aura ainsi
'Har ) = •/,( J i.).
Les autres fonctions «{>', (l)". ... rationnellement exprimables eu fonction des z„ .sont invariables par les substitutions de H, et par suite fonc-
tions rationnelles de ij/. Leur expression en fonction de z,,..., z„ se déduit donc de celle de <}< en fonction de ces mêmes quantités.
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.‘J85. TiiKonriHF, XV. — Aucune équation irréductible de degré /iremier p ne peut être résolue au moy en d' équations auxiliaires de degré inférieur.
r.Hi' l'équation étant irrétlurtible. son gruu|Uï est transitif : il a <lum' son orilrc divisible par p\ et l’on voit par le tbéorènie XIII qu'il continue h être divisible par p tant qu’on n’emploieia pas d'équation auxiliaire dont l’ordre soit divisible par p. Mais l’ordre du groiipc'd'une éi|uation auxiliaire de degré q<.p est un diviseur de 1.2. ..y; il est donc premier à p. Donc l’ordre du groupe de l’équation proposée restera divisible par p tant qit’on n’emploiera i|ue de semblables équations.
él86. THéosé.Hi: XVI. — L'équation générale du degré n ne peut être résolue au moyen d' équations de degrés inférieurs [sauf le cas où n = 4)-
En efTel son groupe a pour ordre 1.2... n. En résolvant une équation du second degré on peut le réduire au groupe alterné, dont l’ordre est '
.Mais ce nouveau groupe est simple (85). Donc l’équation ne peut plus être résolue qu’au moyen d'une équation auxiliaire telle, que l’ordre de .son
groupe soit au moins égal à - . Mais si q est le degré de cette éf|ua-
tion auxiliaire, son ordre divise 1.2.. .9. Donc q ne peut être moindre que n.
Considérons au contraire l’équation du quatrième degré
JT* 4- pi^ 4- qz' 4- rr -n =- O.
Soient x, , x,, x,. x, ses racines; H le groupe d'ordre 8 dérivé des substitutions (x,Xj), (x,x,), (x, x,)(XjX,). Une fonction f, des racines de la proposée, invariable par les substitutions de II, dépend d'une équation du troisième degré (366). Celle-ci résolue, le groupe G de la proposée se réduit au groupe 1 formé par celles de ses substitutions qui sont communes au groupe H et à ses transformés par les diverses substitutions de G. On vérifie aisément que ces substitutions communes sont les quatre qui dérivent de (x, x,)(x,x,), (x,x,) (x,x,). .Mais ces substitutions sont permutables au groupe partiel H', d'ordre 2, formé par les puissances de (x, x,) (x, x,). Donc une fonction des racines invariable par les substitutions de H' dépend actuellement d’une équation du second degré. Celle-ci résolue, le groupe de la proposée se réiluit à II'. Celte équation se décompose alors en deux équations du second degré, avant respectivement pour racines x,, x, et x,.
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X, (357). Il suffira d’ailleurs de résoudre l’une d'elles pour réduire le groupe de la proposée à la seule substitution i .
Parmi les diverses fonctions qu'on peut prendre pour ç,, la plus coiuuiode est la fonction (x, + x, — x, — x,)’, adoptée par Lagrange. On calcule aisément les coefficients de l'équation du troisième degré
dont elle dépend.
Soient u,, u,, Uj ses racines, on aura
X, -I- X, — X,— X,— Vl>„ X, — X, -t- X,— x,=
On a d'ailleurs
X, = î (— /< -4- Va, v'ôl -t- Viô)
va, yai= (x, -t- x,— X,— x,)(x, — x,-t- x, — x,)(x,— x,— x,-(- x.)
d'où
= — p' + ^pq — Sr,
Les autres racines s’obtiennent en changeant les signes des deux radicaux indépendants v'ui> vn>.
388. Pour appliquer les résultats qui précèdent, il est nécessaire, une équation étant donnée, de savoir déterminer son groupe.
La marciie à suivre pour traiter cette question sera celle-ci : i“ ou formeia les divers groupes de substitutions possibles G, G',... entre les racines X,,..., x„ de l'équation; a" soit G l’un de ces groupes, choisi à volonté : on .s’assurera s’il contient ou non le groupe de l’équation eu formant une fonction des racines, invariable par les substitutions de G et variable par toute autre substitution, calculant par la méthode des fonctions symétriques l'équation qui a pour racines les diverses valeurs de ç>, et cherchant si cette éijuation a, oui ou non, une racine rationnelle. Parmi les groupes de la suite G, G',... qui contiennent ainsi le groupe de l’équation, le plus petit sera ce groupe lui-même.
Cette méthode, théoriquement satisfaisante, serait impraticable, s’il fal-
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lait l'appliquer à une équatiun numérique donnée au hasard. .Mais les équations que l'on rencontre dans l’analyse ont toujours des propriétés spéciales qui permettent de déterminer leur groupe avec plus de facilité souvent que leurs coellicients eux-méincs. Nous en donnerons divers exemples dans les chapitres suivants.
■ § II. — GruI PF l>K MONOÜROtlIF.
389. Jusqu'à présent nous n'avons considéré que des équations à cuellieients numériques. Mais il est clair que les raisonnements employés seraient applicables lors même que les coellicients des équations proposées renfermeraient eertains paramètres indéterminés : et le groupe de l'équation pourrait varier, suivant <j^u'on lui adjoindrait ou non ecs paramètres.
Supposons, pour fixer les idées, qu’il n’y ait qu’un seul paramètre k: et soit G le groupe de l’équation proposée après l’adjonction de k. Toute fonction çp des racines et de k invariable par les substitutions de G sera une fonction rationnelle de if. à coellicients rationnels. Si donc on fait varier k d’une manière quelconque, la fonction reprendra la même valeur toutes les fois que k prendra lui-même la même valeur : ou pour employer le langage reçu, 9 sera une fonction monodrome de k.
Mais pour qu’une fonction rationnelle f des racines et de k soit une fonction monodrome de k, il n’est pas nécessaire qu’elle soit invariable par toutes les substitutions de G. Considérons par exemple l’équation
u’ — iA‘.
Scs deux racines sont des fonctions monodrumes de k, et cependant elles ne sont pas rationnelles, si l'on n’a pas adjoint à l’équation l’irrationnelle numérique y' a.
390. THéuRÉMK. — Soit F(a’, = o une équation dont les coefficients contiennent un paramétre indéterminé k. On peut déterminer entre tes racines de cette équation un groupe de substitutions 11 tel, que toute fonction rationnelle des racines et de k monodrome par rapport à k soit irwan'able par les substitutio/u de H (indépendamment de toute râleur /rarticuliére donnée à k), et réciproquement.
En effet, supposons qu'après avoir donné à k une valeur initiale rétdle ou imaginaire, mais déterminée, on le fasse varier suivant une lui quel-
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conque, l.cs racines i-,, j-j,... de l'équalioii |)ro|iüséc varieront continuellement avec k, et si à la iin (le rnpération, k a re[iris sa valeur initiale k^, les valeurs tinales de x,, Xj,... satisferont à réqualion K(x, if,)=ro : elles .se eonfondeni donr, à l’ordre près, avec leurs valeurs initiales. Donc si eliacune d’elles ne reprend pas sa valeur initiale, elles seront simplement permutées les unes dans les autres, et le résultat de l’opération sera représenté par une certaine substitution S effeetuée sur ces racines.
Si l'on modiGc de toutes les manières possibles la loi de variation de k,
on obtiendra diverses substitutions S, S formant évidemment un
groupe H : car, si en faisant varier X- d'une certaine façon on obtient la substitution S, [mis en le faisant varier d'une autre façon, la substitution S,, on obtiendra la subslitutinn SS, en lui fai.sant subir successivement ces deux nioiles de variation.
liela posé, soient 9 une fonction des racines et lie k, monodrouic par rapport à k\ 9', 9",... les diverses valeurs que prend nette fonction par les substitutions de U : en faisant varier k convenablement, on peut opérer entre les racines les substitutions de H, i-t par suite tran.sformer 9 en une (fuelconque des ijuantités 9', 9"...., la valeur de k n’étant pas cbangée. Mais 9. étant monodronie, n’a par liypotbcse qu’une seule valeur pour ebaque valeur de k : donc on aura, quel que soit k,
Réciproquement, si ces égalités sont constamment satisfaites, il est clair que. de quelque manière ([ii’on fasse varier k, 9 reprendra sa valeur initiale en même temps que lui. Donc 9 est une fonction monodrome.
I.e groupe H peut être appelé le groupe de monodromie de l’équation proposée. Il est néces.sairemcnt contenu, comme on l’a vu plus haut, dans le groupe algébrique fî obtenu en adjoignant k à l'équation.
:i!H . On peut compléter cette proposition en remarquant que toutes tes substitutions de (• sont permutables à H. Kn effet, soit 9 une fonction des racines de l'équation propo.sée, invariable par les substitutions de H, et variable par toute autre substitution : c’est une fonction monodrome de k, telle que /(/■). Remplaçons tous les cuellicienis de f{k) par des indéterminées. puis substituons cette expression dans l’équation irréductible dont 9 est racine, et exprimons que le résultat de celte substitution est nul pour toute valeur de k. On obliondra un certain nombre d’équations de condition algébriques auxquelles les cocflicients inconnus de la fonction f(k] doivent
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satisfaire, (ies coeflicieuts sont ilone les racines J'équations algeliriques à voeflicicnts numériques.
(iela posé, adjoignons à l'équation proposée toutes les racines de ees équations numéri(|ues. La fonction f devient r.ationnclleincnt exprimable ; le groupe de la proposée ne contient donc plus aucune substitution étrangère à H. Mais d’autre part il contient le groupe de monodromie, lequel ne peut évidemment être altéré par l'adjonction de quantités simplement numériques : donc il se réduit précisément à H. Donc on réduit le groupe de la proposée de G à II par l'adjonction de toutes les racines de certaines équations : donc les substitutions de G sont permutables à II (.')7G).
S III. — Tiikoukmks nivRHS.
3U2. TiiKOKÈue. — Soit G' un groupe quetcoiu/ue contenu dans un autre groupe G; ses facteurs de corn/tosition diviseront ceux de G.
Soient en efl’et O l'ordre de G ; /, m,... ses facteurs de composition: (i. II, I,... une suite de groupes ayant respectivement pour ordre O, j,
tels, que cbacun d'eux soit contenu dans le précédent et permutable à ses substitutions. Soient, d'autre part. G', H', I',... les groupes respectivement formés par celles des substitutions de G' qui appartiennent à G, à H, à I, etc;
Ü', -pt leurs ordres respectifs. Cbacun de ces groupes sera évidem-
ment contenu dans le précédent, et, de plus, permutable à ses substitutions. Car, soient, par exemple, g' et A' deux substitutions quelconques appartenant aux groupes G' et H' : A' appartient à II, auquel les substitutions de G, et notamment g', sont permutables. Donc g'~‘ A' ^ appartient à II; mais elle appartient aussi à G' : donc clic appartient è II'; donc g est permutable à ce dernier groupe.
Soient ~ l’ordre d’un groupe G', aussi général que possible parmi ceux
qui contiennent IT, et .sont contenus dans G' et permutables à scs substitii- ()<
tions; j-y l’ordre d’un groupe G'j, aussi général que possible parmi ceux qui contiennent H' et sont contenus dans G', et permutables à ses substitutions, etc. Soient de même ^ l’ordre d'un groupe If, aussi général que po.ssible parmi ceux qui contiennent I’, et sont contenus dans II' et pcrimi-
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tables à ses substitutions, etc. Les groupes G', G',, G',,..., H , H, I',... formant ainsi jiar conslruclion une suite telle, que chaeun tl’eux soit aussi général que possible parmi eciix qui sont eontenus dans le précédent et
pmnutables à ses substitutions, et ayant respeetiveincnt pour ordre O', yi
IL,..., 1]., ^ |e.s facteurs de eomposition de G' seront X,,
). /, f I ft, rm '
X, yy — ' i’- J” ’ — Ils diviseront donc pespeclivemenl/',/n'
.Nous achèverons la démonstration en prouvant que /', rn',... divisent respectivement l, m
Soient h,,h„... les substitutions de II; A',, A',,... celles de H’; celles
de G' seront de la forme g, h\ ; g^, g^ g\ étant des substitutions de G'
i]ui ne satisfassent à aueiinc relation de la forme g, = g,. AJ. (39). Cela po.sé, les substitutions de G', appartenant à G, sont permutables a H. Le groupe K, ilérivé de la combinaison de G' et H, aura donc toutes ses substitutions de la forme g^ A', A,. Mais AJ K,, appartenant à H, est de la forme Aj : les substitutions de K .seront donc de la forme A}. Réciproquement, les f'L substitutions de celte forme obtenues en faisant varier a et o' appartiennent à K, et sont distinctes : car si l’on avait g'. hi=g',.fiÿ, sans avoir a = a', d’oii d = d', la sulrstitution g.^'g, appartiendrait à H et à G', et
par suite à H' : désignons-la par AJ; il viendrait g\ ■=g',.h\., ce qui est impossible.
Donc l'ordre de K est égal à /' j- mais ce groupe est contenu dans G,
dont l'ordre est O; donc son ordre divise ce dernier nombre : donc l' divise /. De même m' divise m, etc. '
393. Tiiii«nÉ»iE. — Soient G un groupe quekontfue; H et G' deiu: groupes contenus dans G; II' le groupe formé par les substitutions communes aujdeu.v précédents-, O, P, O', P' les ordres respectifs de ces quatre groupes; d,
d', e, f les valeurs des entiers pi -pi —f pt d le plus grand commun diviseur de d et de e ; d' sem ou plus égal à d, et divisible par y
Soient en elTet A,, A,,... les substitutions de II; AJ, AJ,... celles de H': celles de G' seront de la forme g. AJ \ g,,..., g,,, étant des substitutions convenablement choisies. En outre, le groupe G contiendra au moins les subsli-
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lulions g\ Aÿ, qui sonl toutes distinctes '302), et en noinhre Prf'. On aura donc Prf'“0, d’où d'^d.
D'autre part, on a évidemment ed' = d/: donc 'i divise d’.
3lti. Tiiéohkmf. — Soit ïL ime êtiualion decom/msa/de en /acteurs rationnets X. Y,...: tout facteur de composition d'une des ei/uations /tartiellcs X, V.... sera un facteur de corn/iosition de E: et réciproquement, tout facteur de composition de fil sera facteur de com/M>sition d'une ou plusieurs de ces équations partielles.
En cITet, on résoudra l'équation K en résolvant successivement les équations partielles X, Y ce qui pourra se faire pour chacune d'elles à l'aide
d'une suite d'équations simples.
Soient les racines de l’équation X, lesquelles appartiennent
éj'alement à E: / son premier facteur tie composition : il existe une é(|uation simple D, d'ordre /, dont la résolution fera eonnaitre des fonctions de x,.Xt,.., (|ui auparavant n’étaient pas rationnelles. Cette résolution ahais.sera ilonc l’ordre de X et celui de E en les divisant l’un et l’autre par / .372). Quant à chacune des autres équations partielles, telle que Y. son ordre ne sera pas réduit par cette résolution, ou il sera divisé par /, auquel cas Y aura / pour facteur de composition.
Si donc on résout l’équation X par l'adjonction des racines d'une suite il’équations simple.s, on trouvera successivement que chacun des facteurs de composition de X est un facteur de coinposition de E. Quant aux autres équations partielles Y,..., leurs groupes pourront perdre par ces adjoiielions quelques-uns de leurs facteurs de composition, mais conserveront tous ceux qui ne leur sont pas eummuns avec le groupe de .X. Résolvant maintenant l'équation Y’ par l'adjonction des racines d'une suite d’équations simples, on verra de même que tous les facteurs de composition <|ui restent dans le groupe de l’équation Y sont des facti'urs de compositiou de E: et que les équations partielles restantes Z,... conserveront après cette nouvelle adjonction tous ceux de leurs facteurs de composition <|ui ne leur sont pas communs avec .X ou On continuera ainsi jus(|u’h ce qu’mi ait résolu toutes les équations .X, Y,... Mais alors l'équation E sera elle-même résolue, et le théorème sera démontré.
395. TiiKOHK.Mr. — Soient C une équation irréductible et primitice de dcgié n\ E réquation de degré n — i obtenue par l'adjonction d'une de ses ra-
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ciliés, a: X, Y,... les diviseurs rationnels de rettc dernière équation, siqiposec irréductible. Tout facteur de corrqmsition de Tune des équations partielles X.
divisera l'un au moins des facteurs de com/iosition de chacune des autres équations partielles.
.Supposons, pour fixpr les idées, qu’il y ail deux équations parlielles, .\, V, et que Y ail un faneur de composition, m, qui ne divise aucun des farleurs de eomposition de X ; nous allons prouver que l'équaiion C, supposée irrédiiclible, n'esi pas primitive.
Soit eu effet 0 le (groupe de l'équation Iv : abais.sons-le autant que possible par la résolution succes.sive d'équalions simples, dont l’ordre ne soit pas divisible par m; et supposons quo ecs adjonrlious réduisent surressivemenl le groupe de l'équation R à 11,..., à K. L'équation partielle X élant complètement résolue par ces opérations, et l'équaiion Y ne l’élant pas, le groupe final K contiendra des substitulioiis dilfércntes de l'unité; mais les racines a:,,... de X, qui sont actuellement connues, ne seront déplacées par aucune de ces substitutions (362).
La suite des facteurs de composition de K peut être déterminée, soit d'une seule manière, soit de plusieurs manières différentes; mais, dans tous les cas, le premier de ces facteurs sera divisible par m ; car, sans cela, le groupe pourrait être abais.sé, contrairement à l'Iiypolbèse, par la résolution d'une c(|uation simple dont l’ordre ne serait pas divisible par m. Kéciproquement, K contient tous les groupes conlenns dans U et jouissant de celte propriété. Cair soit G' un groupe quelconque contenu dans G et non dans K. Supposons, pour tixer les idées, que parmi les groupes de la suite G, H,..-, K, le groupe H soit le premier qui no contienne pas G' : soit II' le groupe formé
par les substitutions coininunes à II et à G'; soient enlin O, j, ()', y les ordres respectifs de G, II, G', H’. Les premiers facteurs de composition de G'. >,,, auront pour produit /', qui divise l (392) : ils ne sont donc pas divisibles par m.
396. Soient maintenant a, a celles des racines de R rj^ue k-s
substitutions de K laissent immobiles. Celte suite contenant, outre la racine a que l’on s'est adjointe, les racines de l'équation ,\, con-
tient plusieurs racines; mais il est clair qu’elle ne les contient pas toutes.
Cela posé, soient ç le groupe île £; S une de ses substitutions, qui remplace a par une des racines a, n,,..., telle que a, : elle remplacera toutes ces racines les unes par les antres. En effet, S transforme le groupe G.
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fonné «les sulistitutionS «le ç qui ne di-pl'aecnl pas «J. en un groupe analogue G,, formé «le eclles de ses substitutions «jui ne déplacent pas a,, Ceux des groupes partiels contenus dans G, qui jouissent de la propriété d’avoir leur premier facteur de composition nécessairement divisible par m seront évidemment les transformés de ceux des groupes partiels contenus dans t’i qui jouissent de celle propriété. Ils seront donc tous contenus dans un seul d’enire eux. qui sera le li-ansformé de K, el aura seul le meme ordre que ce «lernier groupe. Mais G, conlieni K lui-même; ce sera donc là ce groupe d’ordre maximum qui conlieni tous les autres et qui est le transformé de K. Donc la subslitulion S transforme K en lui-meme ; donc elle permute
exclusivement entre elles les racines a, a a,,-, que les substitutions
de K ne déplacent pas.
Toute substitution de § qui remplace l’une par l’autre deux des racines
a, a flji., permute ces racines exclusivement entre elles. Car soit T une
substitution de Ç qui remplace, par exemple, a, paroj; ST, remplaçant a par a„ permutera exclusivement entre elles les racines a, a,,.. , a^-, : il en est de meme pour S, et par suite pour T.
Soient a' une autre racine (|iielconque; U une substitution de <? qui remplace a par a' : les racines a', à, que U fait succéder à a, a
.a,,,., stTonl, d’après ce qui précède, («ssenliellemcnt différcnles de a, a
D’ailleurs toute substitution de q' qui remplace une des racines a, «,... . <ï^..i par une des racines a, a',,..., a’,_, remplacera chacune des racines «I, a , par quelqu’une des racines a’, à o’,_,. Car soit V
une substitution de q <|ui remplace, par exemple, a par a', : VU“' remplace a par a, : elle remplacera donc les racines «J. a les unes par
les autres; et ü les remplaçant par a', à V= VU“'. U les remplacera également, à l’ordre près, par «7', à a',_,.
Si les racines écrites ei-dessus n’épuisent pas le nombre n des racines de C, soient a" ‘une autre racine, W une substitution de f,' qui remplace a par a" : les racines a", a,,..., a'_, que W fait succéder à a, a,,..., sont, d’après ce qui précède, essentiellement différentes de a. a,,..., et de a',
Si n > .Ta, on continuera de même; et l’on voit ainsi que n est un multiple de fl, et que les racines de la proposée peuvent être groupées en ^
systèmes. D'ailleurs chaque substitution de remplace les racines de chaque .système par celles d’un même système. Car soit R une substitution de Ç, qui remplace, par exemple, a" par a’,; et soient a',, a,.... «f les racines qu’elle
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l'ail succéder à a, a, a'_,. La substitution WR appartient à f/, ct rem^
place. a, a^_, par a',, a â. Mais à, appartient au système à,,
a\ «I,.,. Donc a â sont les autres racines de ce syslènie.
Donc l’équation C n’est pas primitive, ce qu'il fallait démontrer.
307. CoBOti..viHK I. — L'èquation C etani irréducliblr et primitive, tout nombre premier qui divise l'ordre de E divisera l'ordre de chacune des égualions partielles X, Y,....
Car soit p un semblable diviseur. Divisant l’ordre de E, il divise un de ses facteurs de composition; mais ce facteur de composition appartient à rime au moins des équations partielles .X, Y,... (304). Donc il divise tui au moins des facteurs de composition de chacune de.s autres équations : donc il divise l’ordre de chacune d’elles.
(àiROLLsinr. II. — Si l'une des équations partielles X. Y... . a tous ses facteurs de composition premiers, il en est de même des autres.
308. TnéonésiK. — Si une équation E, irréductible et de degré n. a son ordre divisible par un nombre premier p, supérieur à ^ n, son groupe G sera n — /'-+-! fois transitif.
Supposons en effet que G soit n — q -v- \ fois transitif, q étant > p. Son ordre sera égal à n (n — !)...(// + i) G, iJ étant l’ordre du groupe partiel formé par celles de scs substitutions qui lai.ssent immobiles n — q racines
données a, a lequel est simplement trans'itif par rapport aux q racines
restantes. Mais n[n — i)...[q -h i) n'est pas divisible par p, n étant < ip et q > p. D'autre part, fi ne peut être divisible par p. En cITet, considérons l'équation C de degré q à laquelle se réduit la proposée par l'adjonction des racines a, a,,..,; elle a évidemment pour groupe (,'• Si clic n’csl pas |)rimilive, soit p. le nombre des systèmes entre lesquels se réjmrti.ssent scs racines : le groupe Ç est contenu dans le groupe F obtenu en combinant tous les déplacements possibles des systèmes avec tous les déplacements po.ssibles des racines dans chacun d’eux. L’ordre de ce dernier groupe, évidemment égal il I .a... yt ^1 .3... ^j*‘sera donc un multiple de ii; mais il n’est p.is divisible par p, (|ui est supérieur à et, par suite, h p et à ® - Si, au
contraire, l’équation t est primitive, son ordre est égal à ^rl), () étant l’ordre de l’équation E', de degré q — i, qu’on obtient en adjoignant une nouvelle racine b. Mais (f étant sim|)lcment transitif, le groupe de E', formé parcelles
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lies sulislituiiuns ilt- (/ (|ui laissenl h immobile, sera iiilnmsitir : réi|iiatiuii K' se tfécompose donc en plusieurs facteurs rationnels X, Y,... L'une au
moins de ces équations partielles sera d'un degré d inférieur à et par
suite à p\ son ordre, divisant \ .2...d, ne sera pas divisible par p. .Mais il est divisible par tout nombre premier (]ui divise O (307) : donc U, et, par suite, ü = q() n'est pas divisible par p.
309. Thloiikmk. — Soient ( une équation irrédurtilde et primitn-e de degré n\ E l'équation de degré n — i qui s'en déduit par l'adjonction d’une de ses racines, a\ tf et G tes groupes de ces équations. Unmpons les substitutions de G en classes, en réunissant ensemble celles qui sont semblables entre elles ; chaque racine de G sera déplacée par l'une au moins des substitutions de chacune de ces classes.
Supposons en elTet qu'il existe une classe C dont toutes les «iibstilulions
laissent immobiles certaines racines a a^_,. Soit S une substitution
de G qui remplaw a par l'une des racines a, a^_,, telle ([Ue elle
remplacera toutes ces racines les unes par les autres. En effet, S transforme le groupe G, formé des substitutions qui ne déplacent pas a, en un groupe analogue G, formé des substitutions qui ne déplacent pas a;; et la clas.se G aura pour transformée la classe formée par celles des substitutions de G, qui sont semblables aux substitutions de C; mais les substitutions de G, ne <lépla(;ant pas a,, sont contenues dans G, : donc la classe G est sa propre transformée : donc S remplace les unes par les autres les lettres a, a,,..,, a^_,, que les substitutions de C ne déplacent pas.
On conclut de là (]uc n’est pas primitive '39tj;.
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CHAPITRE II
API’LICATIONS AI.<;ÉBRlüUr;S.
Ji I. — KQL'.VTIONS ARKr.lEANKS.
Oes cquations ahèliennes en gênerai.
100. r.ons'ulcron.<i avec .\bel les équations irréductililcs dont deux raeines, x, et sont lices par une relation rationnelle <le la l’orme
I.c groupe d'une semblable o<]uation étant transitif contient une substitution S qui remplace x, par x,. Soit (x,Xj...x„) le cycle de S qui contient ces deux racines : la fonction nulle Xj— f (x,) n'étant pas altérée en valeur numérique par S ni par ses puissances (356). on aura
to X. — 7(x,) = X. — q>(x,) = . . . = T, — Ÿ'X.) = O.
Supposons, pour plus de généralité, que l'équation proposée ait d'autres
racines que x,, Soit x', l’une d’elles : le groupe de l'équation
contient une substitution T qui remplace x, par x'^. Soient x, , x',,.;., x'. les racines par lesquelles elle remplace .r,, x,,..., x,. La substitution T opérée sur les identités (i) ne les trouble pas (356); on aura donc
Les nouvelles racines .x , , x’,,.... x), sont essentiellement distinctes des
racines x,, x, x„; car, si x, était égal à x,, par exemple, x’, =çi(x),)
le serait à x, = f(xj); mais l'équation, étant irréductible, n'a pas de racines égales: donc x', serait identique à x,, contre l’iiypotbèse.
S’il existe une racine x' qui ne fasse partie d’aucun des deux systèmes
X,, Xj x„; x', , X, x),, on aura de même un troisième système de
racines .r', x’,,..., x’, distinctes des précédentes, et liées entre elles par
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lies relnlions analogues aux relations (i); et Ton continuera ainsi jusqu’à ce qu’ou ait épuisé le nombre des racines, qui se trouvoroni ainsi groupées /> à n en m systèmes.
401. Soit maintenant U une substitution quelconque du groupe de l'e-
qualion donnée, laquelle remplace, par exemple, par a-j*’ : elle remplacera a:-!', par ar',Ü„ x,’),,..., xiîl,. Car, soit s la racine qu’elle
l’ait succéder à xfëj : U n’altérant pas la l’onction nulle on
aura : — ^(xi'’) = o, d’oii : = etc.
Il résulte évidemment de là que toutes les substitutions du groupe cberrhé résultent de la combinaison de substitutions A permutant tout d’une pièce les/n systèmes de racines, en remplaçant les unes par les autres les racines qui ont le même indice, avec les puissances des substitutions circulaires
Donc Véqiialion firo/ioiée sera non primitive; et en résolvant une équation (le degré m, on la déœmposera en m équations partielles, de degré n. déterminant respectivement les m systèmes de racines x,, x,,..., x„; x’, . .1’,,.... .r|,:... (359). I.cs groupes de ces équations partielles ne contiendront plus respectivement que des puissances de I', des puissances île I”, etc,
402. Nous nous trouvons ainsi amenés à étudier les équations dont lu groupe est forme par les puissances d’une seule substitution circulaire. .M. Kronecker a proposé de les nommer équations abéliennes : mais il nous parait convenable d’étendre cette désignation à une classe d’équations plus générale, également considérée par Abel, et qui se traite d’après les mêmes principes. Nous appellerons donc équations abéliennes toutes celles dont le groupe ne contient que des substitutions écbangcables entre elles.
403. Si une équation abclieune n’est pas irréductible, les facteurs irré-
ductibles dont elle est le produit seront eux-mémes abéliens. (àir soient F, F’,... ces facteurs irréductibles; x, x,,...;x', x', leurs racines, l'.baque substitution du groupe de la proposée sera de la forme .A.A'...; .\, .V,... étant respectivement des substitutions qui permutent entre elles les racines x, x,,..., les racines x’, x etc. .Mais, pour que deux sub-
stitutions de cette forme. A, A',..., A,.V,... soient échangeables entre elles, il faut évidemment que .4, soit échangeable à .\j. .V, à .V',. etc. Donc le.s
UVRK TROISIEME
siilisliluiiuius A,, Al,... sont toutes écliangcahles entre elles; et l'éiiii.Tlion l■■ = o, dont le groupe est formé île ccs substitutions {'), est abélienne.
Il nous sullira donc d'étudier les équations abéliennes irréductibles.
i04. Tuéiirkme. — Lfs racines d'une équation ahélienne irréductible s'expriment toutes par des fonctions rationnelles f (x), i^(x),... d’une seule d’entre elles : et les svmlwles d’opération ç, 'i,... seront échangeables. Réciproquement, toute équation irréductible dont les raeines jouissent de cette propriété est abélienne.
Soit S une substitution du groupe G d’une équation abélienne irréductible ; clic déplacera toutes les racines, ou sc réduira à l’unité. Car supposon.s qu’elle laisse immobile une racine x. Soient v une autre racine quelconque; une substitution de G qui remplace x par v: 2“*S2 laissera >• immobile. Mais 2*' S2 = S : donc S laisse toutes les racines immobiles, et, par suite, sc réduit à l'unité.
Donc le groupe de l’équation proposée se réduit par l’adjonction de x à la seule substitution i : donc ses racines x, y, s,... sont toutes des fonctions rationnelles de x.
.Soient par exemple j = ^(x), î = i{i(x) ; G, étant transitif, conlicnt une .substitution T qui remplace x par y, et une substitution U qui le remplace par Z. Soient i la racine que T fait succéder à a; h celle que U fait succéder h r. l.a substitution T, opérée sur la fonction nulle 3 — ’jifx) n’altcrc pas sa \aleur (3.56). .Mais elle la cbange en / — 'l(jy). Donc t est égal à ou '{>rffx)j. De même, la substitution Ll. opérée sur la fonction nulle y — p(x), n’altcrc pas sa valeur. Donc u est égal à 9(3) ou f[‘^(x)j. Mai.s TU et LIT remplacent respectivement x par u et par /; ces deux substitutions étant identiques, par hypollicse. on aura « = /.
Réciproquement, soient x, y, 3,... les racines d’une équation quelconque, jouissant de la propriété indi<|uée au théorème; T et U deux substitutions de sob groupe, qui remplacent respectivement x par v = f(x) et 3 = >j<(x) : T n’altérant pas la fonction nulle 3 — ’|(x). remplacera 3 par une racine t égale à ou <|<lf (x)J : U remplacera de même y par
= /. Les deux substitutions Tl' et l'T remplaceront toutes deux x
(•) En l'IIcl, |iour qu’une fonction dex, r soit rationnelle, il faut et il sutBl qu’elle soit
invariable |'ar les substitutions A, A’,,..., A, A',..., — ou. co qui revient au même, (wr les aubstituliom. A,, A„. . . .
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par une même racine t. La racine or élant d’ailleurs (|iieleotu|UC. ces deux suhsliliitions sont identiques.
lO.'i. Tiikorkmi-:. — l.a résolution d'une é(/ualion abélienne irréductible dr degré n = (p, t/,... étant premiers) se ramène à celle d' équations analogues de degrés ff, (f
Soit, pour fixer les Idées, n=p/'<f\ et soit G le groupe de l'équation propo.séc : son ordre est égal à n (358). Donc l'une quelconque de ses substitutions a pour ordre un diviseur de n, tel que et rc,sullcra de la combinaison de celles do ses puissances (|ui ont respcclivemenl jtour ordre />*, q^. Donc on obtiendra toutes le.s substitutions de G en combinant en- .semble celles de ses substitutions P,, P,,...: Q,, Q,,... qui ont respectivement pour ordre une puissance île p, et une pui.ssance de q. Ces substitutions étant écbangeables entre elles, toute substitution dérivée de leur combinaison pourra évidemment se mettre sous la forme 9 étant dérivée de P,, P, et :^de Q,, Qj
Les substitutions ‘f ont toutes pour ordre une puissance de p. Car .«oit » P,Pj... Ttine d’entre elles : on aura
(P. ?..../■= PÇ'Pf...= i;
donc l’ordre de P, Pj... divise p". De même les substitutions ^ ont pour ordres des diviscur.s. de
Deux substitutions ‘P,?.,, de la forme ‘fî. sont distinctes, à moins qu’on n’ait î, =<Pj, 5,, = 5^,. (iir, en les supposant égales, on aura • égalité dont le premier membre a pour ordre un diviseur de /J* et le second un diviseur de tf. Ils ne peuvent donc être égaux sans se réduire à l'unité : donc =‘Pj, = ?.i-
Le nombre n des substitutions est donc le produit du nombre K des substitutions <P par le nombre des substitutions Mais les substitutions ‘ï ayant toutes pour ordre une puissance de p, et formant un groupe, par construction, l’ordre n de ce groupe sera une puissance île p; de même,
est une puissance de q. Càda posé, l’égalité r^y -=n=[f<^ entraînera les suivantes: 7t=p^, =
Soit maintenant q une fonction des racines de l’équation proposée, invariable par les cf substitutions de la forme ^ et variable par toute autre substitution. Elle dépend d’une équation irréductible de degré pP (366). Cette équation est abélienne. Car soient S, S, deux substitutions iiitelconques de G : ces substitutions, cfl’ectuécs sur les p" valeurs distinctes de
la loiiftion ç, équivalunl rc.spcclivcmcnt à des sulislilulions 1, 1, opérées entre ccs valeur.s; et les substitutions SS,, S, S équivaudront évideinnient aux substitutions Mais SS, = S, S, par liypotlièse : donc 12, = i, 2.
Les substitutions 2, 2 qui forment le groupe de l’équation auxiliaire
dont dépend ç, sont donc échangeables entre elles, et cette équation est abéliennc.
Soit de mémo ij/ une fonction des racines, invariable par les substitulions <P et variable par toute autre substitution. Elle dépendra d’une équation ubélicnne irréductible de degré y*.
Les racines de la proposée s’exprimeront rationnellement en fonction de 9, I : car l’adjonction de ces deux fonctions réduit le groupe de l’équation à la substitution 1, qui seule les laisse toutes deux invariables ; 3ti2,.
iOli. TiiKOiiè.uK. — La rc'mlution d'une équation abéliennc irréductible de degré p“ se ramène à celle d'équations abélicnnes sticcessiees, dont les grou/ns ne contiennent que des substitutions d'ordre p {la substitution 1 exceptée).
Soit G le groupe d’une scmblal)lc équation. Ses substitutions ont toutes pour ordre une puissance de/i; soit />* l’ordre de celles de ces substitutions dont l’ordre est maximum. Celles des substitutions de G dont l’ordre ne dépasse pas p'-' forment un groupe II. Car soient T, T, deux de ccs substitutions, un aura
(Tï,/ '=:Tr‘ i;
■ donc IT, jouit de la même propriété que T et T,. Soit />’ l’ordre du groupe H.
Soit maintenant 9 une fonction des racines de l’équation, invariable pâlies substitutions do H, et variable par toute autre substitution. Elle dépend d’une équation irréductible de degré />'’■*. On voit, comme au numéro précédent. que cette équation sera abéliennc. Üe plus, toutes ses substitutions ont pour ordre />. Car soient S une substitution quelconque de G. 2 la substitution correspondante du groupe de l’équation en 9 : la substitution Se aura évidemment pour correspondante 2'’; mais l'ordre de S** divise p‘~' ; donc sa correspondante se réduit à l’unité : donc 2<’=i.
La fonction 9 étant supposée déterminée, son adjonction réduira le groupe de la proposée à H. Soit de même II, le groupe formé par celles des substitutions de II «lont l’ordre ne dépasse pas p'~^. Une fonction 9,, invariable par les substitutions de II,, dépendra d’une équation abéliennc telle, que les substitutions de son groupe soient d'ordre p: son ailjonetion réduira le groupe de la proposée à II,, etc....
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U17. Tiit.uRtUE. — La résolution d une équation alwlienne irréductible, de degré //*, et ne contenant dans son groupe que des substitutions d’ordre p {ta substitution i exceptée), se ramène à celle de n équations abéliennes irréductibles de degré p.
Soient K le groupe de l’équation proposée, A l'une de scs substitutions :
K eonliendra les p substitutions t , A A'’"'. Soit U une autre substitution
de F : ce groupe eonliendra les p’’ substitutions de la forme A* lesquelles sont toutes distinctes : car si l'on avait A’ 1$!*= A*" R'*', sans avoir d’oii «- a' (mod p), on en déduirait 1)^*?'= A*'“®, d’où B = A'®’"®''’, r étant une racine de la congruence (jî — jS'}r — i. Donc B serait une puissance de A, contre l'Iiypotbèsc faite.
Supposons « > a, et soit C une substitution de (î, différente des précédentes : F contiendra les p^ substitutions de la forme .\®B^C^, lesquelles ■sont ilistinctes : car si l’on avait A® B^D = A®' Bi^'D', sans avoir 7 - 7'. d’où (3“^', ai- a', C serait de la forme A®B^, contre l’hypothèse faite.
(«ntinuant ainsi, on voit que les substitutions de F sont île la forme .\®B!*(7..., A, B, C,... étant n substitutions dont aucune ne dérive des précédentes.
Soient maintenant çi, i}i, des fonctions des racines, respectivement invariables par les substitutions B^C''..., par les substitutions .\®C^.... par les substitutions A’ Bf*..., etc. Chacune d’elles dépend d’une équation ahéliennc de degré p, et les racines de la proposée s’exprimeront rationnellement en fonction de 9, 4>,
408. Soit R l’une des racines de l’équation propo.séc: désignons par le
symbole [xyz...) celle des racines que la substitution A-'B' C'... fait succéder à R. La substitution A-'B’'C'... A’B^O'... fera succédera R la racine que A® Bi’O... fait succéder à (xy i...). .Mais cette substitution, étant égale à remplaceR par (x-t- «, r-t- (3, i s-y,...). Donc.\®B'‘r.f...
remplace (xy- Z...) pur cette dernière racine. On aura donc
A*ll>0. .= |x,y,s,... X -f- a. y H- 3, Z I Équatioru binômes.
Comme application, considérons l’équation binôme
?J2 LIVKE TROISIÈME.
Toute racine commune à deux éefualions de celle forme, x" = i et — \ , satisfait à l'équation x* = i , 6 étant le plus grand commun dùiseur de m ri de n.
Soil en effet n > m. Si m divise n, la proposilion esl évidente. Dans le cas contraire, .soit n = mq-hr: des deux équations x*'"’= i , a-" = i , on déduit évidemment x^ = i . De celte équation, combinée avec x™ = i , on déduira de même x‘ = i , î étant le reste de la division de m par r, etc
En particulier, si $ = i , les deux équations n'auront d’autre racine cuniinune (|uc l'unité.
HO. Soit maintenant a une racine de la congruence .r" = i : furmuDS la suite de ses puis.sanccs, i, a, a’,..., a',...; soit a^ la première d'entre elles i|ui se réduise à l'nnitc : tous les termes de la suite qui précédent a^ seront différents. Cair si l'on avait a'=a', r et f étant < p, on en déduirait «'“'= \ , r — s étant < p, ce qui esl contraire à l’hypotbèso. II est clair que tous les termes de la suite se reproduiront périodiquement à partir de a^.
l'e.rposani p divise n ; car a, satisfaisant aux deux équations a" = i et a^=i , satisfait à la suivante a'* = i , 5 étant le plus grand commun diviseur de n et de p. Mais, par hypothèse, aucune puissance de a inferieure à la p""' ne se réduit à l’unité : donc 0 = p,
.Si p = n, a sera une racine primitive de l'équation proposée.
ill. Pnoni.f;.«F-. — Trouver le nombre des racines primitives de l'équation x" = I .
I" Soit n=^p', p étant premier. Les racines non primitives satisfont à l'équation x'’*”'=i et sont en nombre p’‘~' . Les autres racines, en nombre />’ (i — sont primitives.
a” Soit n—p‘q^..., p, q,... étant premiers et différents. Soient respectivement .\, B,... des racines quelconques des équations x'’’= i, x*'= i .... : on aura (AB...)*= .A*B''...= i . Donc AB... esl une racine de l'équation
proposée. Récipro(|uemcnt, en faisant varier .\,B on obtiendra
produits tous «lilférenl.s, qui seront les diverses racines de la proposée. Lar si l'on avait ,\B...= .VB'... sans avoir ,\ = .V, B = B',..., et qu’on eût par exemple .VJ.V, il viendrait
.IV-'r Eli-'..., Joii f )»’•■= I,
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eu qui ne peut élre : car on a (AA'“'/*=i; AA'“' serait ainsi racine coniniune aux deux équations 4:'’*= i, ee qui est absurde, car elles
n'ont d'autre racine conitnune que l'unité (409).
Cela posé, si A, B,... sont des racines primitives des équations correspondantes, AB... sera une racine primitive de la [)roposée: sans quoi elle satisferait à l'une des équations
ce t|ui est impossible; car on a, par exemple.
AD
expression < ' • ~ n'étant pas divisible par />*, ordre de la première puissance lie A qui se réduit à l'unité.
■\u contraire, si l’une des quantités A, B A par exemple, n’était |ias
racine primitive, il est clair que (AB...)^ se réduirait à i , cl ,\B... ne .serait pas racine primitive.
Les équations = I , x* = i , . . . ayant respectivement /A^i—
racines primitives, la proposée en aura
Soit a l’une de ces racines primitives : les autres seront éviiTemmcnt les puissances d’ordre premier à n de ccllc-là.
412. Supprimons par la division tous ceux des facteurs de l’équation
x"— I =o qui lui sont communs avec les équations x'" — i = o, x'’ — i = o,...: nous obtiendrons une équation F(x) = o ayant pour racines les racines primitives de la proposée. Les équations considérées ayant pour premier coefficient l’unité, la division n'introduira pas de fractions, et F(x) aura ses coefficients entiers : de plus, le premier de scs coefficients sera égal à i.
Tiiéohème. — L'équation F(xJ = o est irréductible.
Cette importante proposition, prouvée d’abord par Gauss dans le cas où n est premier, a été établie généralement par M. Kronccker. Parmi les démonstrations qui ont suivi la sienne, nous cbnisirons celle de .M. Dedekind.
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il.'J. I.i-M.Mi:. — Si l'(x} a un diviseur rationnel /[xj dont le /iremter rorfjicienl soit égal à i , tous les autres coefficients de f{x) seront entiers.
Car supposons (|iril en soit autrement; posons
9(a-)sera un polynôme dont les coefficients seront rationnels, le premier étant é};al à i. Supposons les coefficients fractionnaires réduits à leur plus simple expression, tant dans f}{x) que dans f{x). Soit p un des facteurs premiei*s qui entrent en dénominateur dans les coefficients de y^x); et soit M.tS un terme de ç(a?) tel, que p y entre en dénominateur à une plus liante puissance que dans les précédents, et à une puissance non moindre que dans les suivants. Soit N.i-' un terme choisi de la même manière dans
P entre en dénominateur au moins dans le premier terme de cette
expression,. Parmi les termes en que contient le produit f{x)
développé se trouvera le terme MNor'^'', qui contiendra p en dénominateur à une puissance au moins égale à a, et supérieure à celle à la(|uelle il .sc trouve dans les autres termes du même degré. Donc en réduisant ensemble les termes de ce degré, p restera en dénominateur au moins à la seconde puissance : multipliant par p, ce nombre resterait encore au moins une fois au dénominateur de cé tcrme-là: résultat absurde, les coefficients de F x) =/(jr) ip(x) étant entiers.
ilV. Procédons maintenant à la démonstration du théorème. Supposons F(x) décomposé en facteurs irréductibles; soit
f[x)=,{x — a)tx—h)...-=x'-i -i- . . .
un de CCS facteurs, choisi parmi ceux dont le degré est minimum. Nous allons établir que yifx) admet toutes les racines de F{x), lesquelles ne sont antres que les puissances d’ordre premier à n de la racine a.
i" Si f,[x) admet pour racines a!' ol a', il admettra pour racine n". Car l'équalion f (x') = o, ayant une racine commune a avec l’équation irréductible f,(x) = o, admettra toutes les racines de cette dernière, et en particulier a’: donc /, (a") = o: donc fi(x) admet la racine a'''. Il suffit donc de prouver que /i(x) admet celles des racines de F(.r) qui sont de la forme n”, n étant premier.
a” ()i- It! pulyiiôinc
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ic;
= M,:r- N, jr‘'>
a scs cocfficienis cvideininent enliers, et de la forme .M' 4- r.^R., N’1 +- n X-,...; ;'R., -X.,... élaiit des fondions symélriques des racines de et, par
suite, des enliers. Mais le tliéorèmc de Fermât donne M'-. M,, N'=~ .\
(mod z). Donc M^hs .M,, N,,..., et enfin D’ailleurs les
racines de /* x) étant des puissances de n, b d'ordre premier à «, sont
des racines de F(x): donc /b(x) divise F(.r): enfin il sera irréductible: car s’il avait des diviseurs rationnels, leur degré serait < X, ce (|u‘on suppose impossible.
Cela posé, on aura _/î,(x) =_/)(x). Car s'il en était autrement, F et par suite x“ — i, serait divisible par le produit de ces deux facteurs. Soit
j'-i =/(j-)/.(x)9(x)=/|(x)?(x) (mnil. tt); on en déduit en différentianl
/M— ' = 2/',(x)/, x)9 .r)4-/;(x)ç-' a) (mod. t:).
Les deux congruences x" — i r- o cl nsc"~‘ — o auraient donc en eummun toutes les racines de la congruence f,{x)-—o : résultat évidemment al>surde, car la première n’est pas satisfaite par la valeur .rr^-o, qui .seule satisfait à la seconde. Donc /,{x] se confond avec /„{x', et admet la racine a’’-. I
il5. Cbcrciions maintenant la forme des substitutions du groupe C de l’équation F{x) = o.
i“ Soit d’abord n=p', p étant premier impair. Soient .r, une des racines de F(.r), g une racine primitive de la congruence
gc*-r*“'sii (mod. P*).
Les racines de F(x) seront données par la suite
dont les /»’— />*"' premiers termes sont distincts, et s’expriment ebaeun par une même puissance du précédent. Cela posé, la substitution de ti ipii remplace x„ par x, remplacera en général x, par r,*, (VOI):elle sera
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donc circulaire : en outre, ses puissances constilueiunl a elles seules le jîiniipc G ( VOl).
2" Soit n= 2*. Si v^2. la congruence
(mod. 2')
a%ant encore une racine primitive, nn raisonnera comme tout à l’iieurc. Si V > a, cette congruence n'a plus de racines primitives : mais on peut déterminer (li) un cniiur a tel, que la moindre valeur de t qui satisfasse à la congruence a'~-i (mod. a*) soit a’"’, puis un entier h qui ne soit pas une puissance de rr, et dont le carré soit congru à i (inod. a”). Les deux suites
rt, fl’, . . ., a’’“’ sa"; hn, bn',. . ■ , ha'™’ (inod. v)
reproduiront tous les nombres inférieurs et premiers à a'*.
Cela posé, soit R = (o,o) une des racines de F(jc); cl désignons en général par (r, r) celle des racines de celte équalion qui est égale à l.e groupe de l'équatiuii sera formé des subslitutions de la forme
Soit en effet S une substitution du groupe, (]ui remplace («>,o) par («, j5). Soient (r, j) une racine quelconque, (p, t) celle qu’elle lui fait succéder. La substitution S opérée sur l'identité fr, r) = ;o, oj*'"' donnera
(_o, t) =: (a, |î)*'"' = (r-) a,»-t-3),' d'oii s = r 4 a, t = i -s
K(a:) n’ayant pas de racines égales.
3® Soit enfin n = p, g,... étant premiers et différents. Désignon.s
respectivement par y,, y,
par 5,. î,,.
... etc., les racines des équations
Suient
yr — 1
»Vr) 1. 1 I.
-•ko l. ..
les substitutions des groupes de ces équations.
Nous avons vu que les racines de F(a-) sont les divers produits de la forme yvïj... (3H)- Posons en général (r,î,...) =r_v,r,.... Les substitutions
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du (;roiipc flierclié seront les suivantes :
En effet, soit K une fonction des x invariable par ces substitutions; considérons-la d’abord comme fonction desj, les s,... étant traités comme des coefficients indéterminés : K étant invariable par les substitutions
9(r),»,... I, ou I .n .no) 1
sera une fonction rationnelle des coefficients de /{y) et des quantités Ca, ï, On voit de meme que K peut s'exprimer rationnellement en fonction des coefficients de /{y), de ceux de /,{z) et des indéterinin€*es suivantes (représentées par des points dans l’écriture); et enfin que K est rationnel. Donc le groupe eberebé est exclusivement formé des substitutions (3) qui n'altcrent pas K.
D’ailleurs il contient toutes ces substitutions. Car les substitutions (a) étant respectivement en nombre />“ - les substitutions
dérivées des substitutions (3) seront en nombre n seule-
ment ; et le groupe cherché, étant transitif, contient au moins ce nombre de substitutions.
§ II. — Équations i>e Galois.
416. Soit F(x) = o une équation irréductible de degré premier p, et ilont toutes les racines s’expriment rationnellement en fonction de deux d’entre elles et x,. Cherchons quel sera son groupe G.
L'ordre de G ne peut dépasser p{p — i). En effet, il est égal au produit du nombre des systèmes de positions distinctes que ses substitutions donnent à x, et X, par l’ordre du groupe partiel H formé par celles de scs substitutions qui ne les déplacent pas (4^). Le premier de ces deux nombres est au plus égal à p{p — i) : et le second se réduit à l'unité, l’adjonclioii de x„ et de x, devant réduire le groupe de l’équation à la seule substitution I.
D’autre part, G étant transitif (357), son ordre est divisible par/<: donc G contient au moins une substitution d'ordre p. Cette substitution A, égale à (XoX,.,. X,... Xp_,), pourra être représentée par le symbole | s s -t- i |,
Le groupe G ne contient aucune substitution d’ordre p, sauf A et ses puis-'
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sances. Car, s’il en contenait une autre B, il contiendrait les substitutions A*B^, lesquelles sont toutes distinctes : car si A* B| était égal à A*'B^ , sans qu’on eût /5' = d'où «' = a, B serait une puissance de A, contre l’Iiypotlièse ( i07). Mais G contient au plus p{p~i) substitutions ; donc il ne peut contenir de substitution telle que B.
l-a transformée de A pnrmne substitution quelconque S du groupe G est semblable à A ut fait partie de G : c’est donc une puissance de A. Soit donc S = [ 3 ^(s) I : on aura une relation telle que S"* AS= A“, d’où la con-
dition
Ç.(j l)= Ÿ(-)+ ou O ( s)=: fli •+ 3t.
Donc G ne contient que les substitutions de la forme
I J nï -+- a j.
Il peut d'ailleurs les contenir toutes. &r supposons que le groupe de l’équation F(ar) = O ne contienne que des substitutions de cette forme : chacune d’elles, sauf l’unité, déplace l’une au moins des deux racines x,, x, . Donc l’adjonction de ces tieux racines réduit le groupe de la proposée à la seule ’ substitution i; donc les autres racines sont fonctions rationnelles de ces ilcux-là.
11 7. La résolution de l'équation proposée F(x) = o îe ramène à la résolution successice de deux équations abéliennes, de degrés p — i et p. Car soit ^ , une fonction des racines invariable par les seules substitutions | i z-hcr. \. Vdjoignons f, à l’équation proposée ; son groupe se réduira aux substitutions ci-dessus : elle devient donc abélienne.
D’ailleurs f, dépend d’une équation abélienne de degré p — * ■ Car suit ce que devient 9, par la substitution | : ps | : dépendent
d’une équation de degré p — i. En outre, pour qu’une fonction de ces quantités soit rationnelle, il faut et il suffit qu’elle soit invariable par chaque substitution de la forme | : az a \, laquelle équivaut au changement de 9p en Le groupe de l’équation en 9, est donc formé des substitutions de |a foruic*| p ap |, lesquelles sont évidemment échangeables entre elles.
118. Comme exemple du type d’équations que nous venons de discuter, on peut citer la suivante :
lorsque la racine p'*"‘ de .\ est irrationnelle.
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Soit X, l’une (les racines de celle équation : les autres seront x.=yx„ x,—yx„..., vêtant une racine /j""* de l’unité.
Toutes les racines x,, x, x^, s’expriment rationnellement par deux
d’entre elles : car x^, par exemple, est égal à x’j x'„“' . Donc l’ordre de l’équation proposée divise p{p— ()•
Il est d'ailleurs un multiple de /> — i : car la résolution de relie équation, faisant connaître _y= —, cnirainc celle de l’équation irrédiiclilde Y, d’or-
dre p — i, dont dépend y. Donc réciproquement l’adjonction des racines de Y abaissera le groupe do la proposée en divisant son ordre par p — \ (378). Après cet abaissement, l’ordre du groupe se trouvera réduit à I ou à p.
Il ne peut se réduire à i : car Vil en était ainsi, l’équation proposée, ayant l’ordre de son groupe inférieur a p, ne serait pas irréductible. Soit donc ^
xr— A = (|i(x)ç,(x)...
son premier membre décomposé en facteurs irréductibles
Le coefficient du second terme de ip(x) est égal à
Celui du second terme de ç,(x) est de même égal à — x.fy* -t-y*' -t-...). ties deux cocITicients sont rationnels : leur rapport est donc égal à une quantité
rationnelle d’où l’on déduit l’égalité
laquelle, étant au plus du degré p — i en y, et n’étant pas identique, devra nécessairement se confondre avec la suivante :
On aura donc M = — N, et, en outre, la suite con-
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lietitlra toute la suite des termes i,/ y*'. Donc le nombre des fae-
leiirs Ÿ(^)f - ne peut dépasser a.
Or la résolution de Y entraînant par hypothèse eclle de ré*|uation
•x'''— A = o, chacune des racines sera une fonction rationnelle
de J. Soit, par exemple, Xa-’ii(j'). Le degré de l'équation irréductible f(a-)= o à laquelle satisfait est égal au nombre des valeurs distinctes i|iie prend la fonction lorsqu’on y effectue les substitutions du groupe C
de l'équation /(y') == o. Ce nombre v est égal à ^ étant l'ordre ilu
groupe partiel formé par celles des substitutions ifcGciui n’allèrent (las
■Hj)-
Soient donc y, v, les degrés respectifs des facteurs p(x)cl ?i(-ï‘): tous deux divisent ^ — i: et leur somme est /> : résultat absurde, 'a moins qu’on n’ait y = /)— I, V, = 1 . Mais alors la proposée aurait une racine rationnelle, ce qui n'est pas. ^
Donc l'orrlrc du groupe de l'équalion xf' — \ = o est égal à p'p--i,: et celte vifuatinii est irrédurlihle.
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APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES
H9. L’un (les problèmes les plus fréquents de la géométrie analytique est de déterminer quels sont les points, ou bien les lignes ou surfaces d’une espèce donnée, qui satisfont à certaines conditions. Lorsque le nombre des solutions est limité, les coordonnées du point cliercbé (ou les paramètres i|ue renferme l'équation des lignes ou surfaces cherchées) sont déterminées par un système d'équations algébriques A, B,... en nombre égal à celui des
inconnues x,y Eliminons toutes les inconnues, sauf une seule, x : un
sait que le degré de l'équation finale X indiquera le nombre des solutions du problème : et si les racines de cette équation sont inégales, soit x, l’une d'elles: on aura les valeurs correspondantes de y,... exprimées en fonction rationnelle de x„ en substituant à la place de x dans les équations B et cherchant le système des solutions communes à ces équations.
Les points, lignes ou surfaces cherchés sont donc déterminés lorsqu'on a résolu l'équation X, et correspondent respectivement à ses diverses racines
Nous, conviendrons de désigner par x,,x ceux des points,
lignes ou surfaces cherchés qui correspondent respectivement aux racines .T„ X,,.... Cette locution sera commode, et n’offre aucun danger de confusion, les deux choses ainsi désignées par le même nom étant de nature al>solument différente.
Les solutions des problèmes dont il s’agit sont en général assez nombreuses, mais liées les unes aux autres par certaines relations géométriques. De ces relations on déduit immédiatement l'existence d'une fonction entière 9(x„, X,,...) dont le groupe contient celui de l’équation X. Réciproquement, .si l’on était certain de connaître louies les relations géométriques (|ue présente la question proposée (ou du moins celles dont les autres dérivent), le groupe de l’équation X contiendrait toutes les substitutions du groupe de f (x„, .r,,...). Mais une semblable certitude est difficile à obtenir, malgré le soin apporté par d'habiles géomètres à l’étude de ces problèmes. Il ne serait donc pas impossible que les équations auxquelles ces problèmes
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iloDiieiil naissance eussent paiTüis une forme plus particulière encore que celle que nous allons trouver, en nous appuyant sur les résultats obtenus par nos prédécesseurs.
§ T'. — Équatio.v de M. Hesse.
V20. Ot) sait que les neuf points d’inflexion des courbes du troisième degré sont situés trois à trois sur douze droites, qui s\y coupent quatre à quatre. Désignons ces points, ou les racines de l’équation X dont ils dépendent, par le symbole (a:y), chacun des indices x,y étant variable de o à a (mod 3) : et représentons par (xy) i'xf y') (a;" y") la droite qui passe par les trois point.s (xy), (x'y‘), (^'y"); il est aisé de voir que les douze droites correspondent aux douze termes de l'expression
Ç = (oo)(oi)(o») -t- ("»)(' (*o)(2')(=*a)
-t- (oo) ( t n) (ao) -I- (oi ) ( I [) (a 1 ) -4- (oa) ( i a) (la) -t-(oo)(ii)(aa)-t-(oi)(ao)(ia) -t- (oa)(io)(ai)
-I- {oo)(ii)(ai) -t- (oi)(io){aa) (oi](ao](i i)
formée par les produits tels que (xy) (x'y') (x'y") qui satisfont aux relations
(i) X jr' -f- x“ =y -t- y' -t- y' œ O (rnodSj.
421 . Le groupe de l'équation X se réduit aux substitutions qui n'altèrent pas l’expression f. Car soit abc l'un des termes de 9 : la condition géométrique que les trois points a, b, c soient en ligne droite s’exprime analytiquement par une équation de condition entre les coordonnées de ces points. Mais ces coordonnées s’expriment rationnellement en fonction des racines correspondantes a, b, c de l’équation X. Substituant ces valeurs des coordonnées dans l’équation de condition, on aura une relation de la forme
Soient maintenant S une substitution quelconque du groupe cherché; a', b', d les racines par lesquelles elle remplace a,b,c\ on aura (350)
ij< (a',A’,c') = o.
Donc les points a',b',c‘ seront en ligne droite; et a' b' d sera l’un des lermc.s de 9.
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Cela posé, les substitutions de la forme
i = I X, nx -i- 6/ + », n' X -4- h’ y -4 a' |
laissent p invariable. Car si trois racines forment un terme de f, leurs indices satisfont aux relations (t); les indices des trois racines que 1 leur fait succéder satisfont évidemment aux memes relations; ces nouvelles racines formeront donc un terme de (p.
Réciproquement le groupe G de la fonction 9 ne contient d'autres substitutions que les ü;. t'ar soient S une substitution qui laisse 9 invariable; f«a') la racine qu’elle fait succéder à (00) : on aura ^ = Tï,, 2, étant la substitution | x,y x 4- a, y+ot' |, et T une nouvelle substitution de G, qui ne déplace pas (00). Soit (aa'i la racine que T fait succéder à (loj; a, a' ne seront pas nuis à la fois. Soient b, b' deux entiers tels, que ab' ha' ne soit pas congru à o (mod 3); on aura T =T'i'; Z' désignant la ■substitution I x,y ax + by, a'x-+-b'y |, cl T' une nouvelle substitution de G qui ne déplace ni (00) ni (10), ni, par suite, (ao), qui leur est associée dans un terme de 9. Soit donc (cc') la racine que T' fait succéder à (01); c ne sera pas nul, et l’on aura T' = T” i”, ï" désignant la substitution
I X, » x-ycy,c\r\
et T" une substitution de G, qui ne déplace pas (00), (10), (01). Mais si T* laisse immobiles deux 1*301008, elle n’allère pas le terme de 9 qui les contient, et, par suite, elle laisse immobile lu troisième racine contenue dans ce terme. On voit aisément, par l’appUcatinn réitérée de ce principe, que T" laisse toutes les racines immobiles : donc elle se réduit à l’unité : et S = sera de la forme X.
323. Les coefficients a, b, à, b', peuvent être eboisis de {3’ — 1 ) (3* — 3) ou quarantc-buil manières, de telle sorte que leur déterminant ne soit pas congru à o(mod. 3); et a, «' peuvent prendre toutes les valeuis possibles (mod. 3). Celles des substitutions i pour lesquelles b = o forment un groupe H, contenant ia.9 substitutions, suit le quart du nombre total. Une fonction des racines de \, invariable par les substitutions de II et variable par toute autre substitution, dépendra donc d’une équation Y du quatrième degré. Cette équation étant résolue, le groupe de la proposée sera réduit au groupe I le plus général parmi ceux qui sont contenus dans H et permutables aux substitutions de G (368). On voit sans peine que I est formé des
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sulislilutioiis
I X, r IIX + a, a}- -t- a' |. »
Soil K le groupe formé des six sulislitulions de I pour lesquelles a =^o. l'ne fonction des racines de X. invarialile par les substitutions de K, dépendra actuellement d’une éijuation Z du troisième degré. Celle-ci résolue, le groupe de X sera réduit au groupe le plus général parmi ceux qui sont contenus dans K et permutables aux substitutions de I; ce groui)C est évidemment formé des substitutions
qui permutent exclusivement entre elles les trois racines correspondantes à une même valeur de x. L’équation X s* décompose donc en trois liu tcurs rationnels du troisième degré. D’ailleurs clic est abélienne.
12i. L’équation auxiliaire Y a une signification géométrique très-simple. L’n coup d’œil jeté sur l’expre.ssion ç suffit pour reconnaitre que les douze droites peuvent être groupées d’une seule manière en quatre systèmes tels, Zjue les trois droites de chaque système contiennent les neuf points d’inflexion. Ces systèmes dépendront donc d'une é(|uation du quatrième degré, laquelle n’est autre que Y : car celles des substitutions de G qui permutent exclusivement entre elles les trois droites (00) (01) (oa), (10) (1 1) (13), (30) (31) (aa) du premier système sont précisément celles du groupe 11.
425. Théorème. - Si une équation du neuvième degré est irréductible, et telle, que deux quelconques de ses racines, a et b, étant données, on puisse en déduire une troisième c, liée à a cl b par les relations suivantes :
(où désigne une fonction rationnelle, symétrique par rapfiort aux deux rariables quelle contient), le groupe de cette équation sera contenu dans G.
Cbcrcbons en effet le groupe des équations les plus générales jouissant de la propriété énoncée. Soit S une de scs substitutions. Elle remplace le système des trois racines a, b, e par un autre système de trois racines à, b', c' liées entre elles par les mêmes relations (-356).
Deux des systèmes de racines ainsi obtenus ne peuvent avoir deux racines communes sans être identiques : car si a', b' se confondaient avec a, b
3(tf>
Naiis que c' ne conruiitlil avec c, l'équation proposée aurait deux racines égales c = if’foi I*) et c'= b') et ne serait pas irréductible.
Chaque racine a fait partie de quatre systèmes dilTércnts : car soit b une autre racine quelconque; on peut, ^ar hypothèse, déterminer une troisième raeine c, liée h ces dcux-là par les relations (a) : soit d une quatrième racine; il en existe une cinquième, associée h a, d, etc.
Chaque système contenant d’ailleurs trois racines, on aura en tout douze systèmes, évidemment analogues aux droites du n" WO, et qui correspondront comme elles aux douze termes de la fonction f .
426. Les équations du huitième degré dans lesquelles trois racines quelconques. a, b, c étant données, on en déduit une quatrième d, .satisfaisant aux relations
d — ’Sf[n, b, c), c =>]<(</, a, é), bz=^{c,d,a), a =: t)/(6, c, f/),
où i{< désigne une fonction rationnelle et symétrique, ont été considérées par M. Mathieu : elles se traitent exactement par les mêmes principes. Un voit en effet: i“ qu’en désignant leurs racines par le symbole [xyz], où x,y, Z varient de o à i(mod 3), leur groupe est contenu dans le groupe G de la fonction <p formée par la somme des quatorze produits de quatre racines telles, que les sommes de leurs indices soient nulles; a“quc les substitutions de G sont de la forme
I x,y,z eu; + h}T -t- cz X, n' X + b' y -I- c' t -t- a' , a“ X -I- b' y -h c" z H- xi' | ;
3" que les termes de f se groupent deux à deux en sept syslèipes tels, (|ue les deux termes de chacun d’eux contiennent les huit racines; 4“ que l’équation aux sept systèmes étant résolue, le groupe de la proposée se réduira aux substitutions
re qui ramènera sa résolution à celle de trois équations du second degré.
S 11. — Équatioms dû M. Clebscii.
V27. Le problème de déterminer une courbe du troisième ordre dont les points d’intersection avec une courbe donnée C du quatrième ordre coïncident quatre à i|uatre conduit à une équation X du degré 4* [Clebsch, C'ber
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die A nwendung der .( beltchen Funclionen in der Geometrie [Journal de M . Bob- CIIAKÜT, t. LXI1I}J.
Les racines de celle équation étant représentées par six indices, x,,..., J-,, variables chacun de o à 3, on aura le théorème suivant (Mémoire cité, S Vil):
/,« points de contact de C avec les courbes correspondantes atu- quatre racines (x,... T,), [x^..- a-',), [x\.,. x',), (a"... x") sont situés sur une même courbe D du troisième ordre, lorsque les six congruences contenues dans la formule suivante
(3) J, -l-x' -I- Xj'=o (inod4)
sont simultanémerit satisfaites.
On en conclut, comme au n“ 421, que le groupe de X se réduit aux substitutions qui laissent invariable l'expression 9 formée par la somme des pro- 4luits de quatre racines qui satisfont aux relations (3).
428. On voit ensuite, comme au n” 422, que le groupe G de la fonction q contient les substitutions de la forme
X=;|x„...,x, a, X, -V- ... -V-f,Xt-^ a,x, -i- ... -i- f,x, -V- X, \.
Réciproquement, les substitutions de la forme 2 sont les seules que contienne G : car soit S une substitution de G, laquelle remplace (0...0) |^r unegutre racine on aura S = T2,, 2, étant la substitution
et T une nouvelle substitution de G, qui ne déplace pas la racine (o...u).
Cette substitution T permutera évideiiiment les uns dans les autres ceux des termes de 9 où entre le facteur (0...0). Donc elle remplacera chaque racine par une autre racine, qui figure le même nombre de fois dans ces termes. Or celles des racines pour lesquelles x,,.,:,x, sont tous pairs n'y figurent pas le même nombre de fois que les autres. Kn effet, il est clair <|ue la racine (x,... x,) y figure autant de fois qu'il y a de manières de délerminer deux autres racines (x', ... x’,), (x', ... x',) satisfaisant aux relations
( 4 ) X, x'^ -I- xJ 5= O ( mod 4 ).
en exceptant les systèmes de solutions dans lesquels on aurait généralement, x' = O, ou x\ = Xp, ou x| = 0, ou xJ = Xp, ou enfin x\ = x\.
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Or s'il n’y availà faire aucune exclusion, on pourrail choisir arhitraireinenl les indices , et les relations (4) détermineraient les indices .r’ . Le nombre des solutions serait donc toujours le même. Mais si les Xp ne sont pas tous pairs, on aura seulement quatre cas d’exclusion, car il est absurde de supposer que les relations (4) puissent être satisfaites en posant =x| . Si lesxp sont tous pairs, sans être tous égaux à a, on aura cinq cas d'exclusion : à savoir, les quatre précédents, et celui où l’on, a x\ =x’ = ^Xp. Enfin si les Xp sont tous égaux à a, et les ou les xÿ égaux à zéro, les xj ou lesxj seront égaux aux x^: les cinq cas d'exclusion se réduisent donc à trois distincts.
La substitution T fait donc succéder la racine (10...0), dont les indices ne sont pas tous pairs, à une autre racine (a, a,... a,), dont les indices ne sont pas tous pairs. Mais il existe une substitution linéaire qui produit ce remplacement. Car il existe (121) une substitution linéaire
qui remplace x, par a,x, a»x,; et l’opération
I X„.‘. ., X, <I,X, -♦-... -l-/ix„. . ., O.X, -I- . . . -(-/ix. |.
qui a le même déterminant, sera aussi une substilution, laquelle remplace (10...0) par (a, a,... a,).
Posons T = T'y : T' .sera une nouvelle substitution de G, laquelle laisse (00. ..o) et (1 0...0) immobiles. On voit maintenant comme tout à l'heure : i^que T' fait succéder la racine (o 1...0] à une autre racine (a, «',...(7',), dans laquelle les indices ne seront pas tous pairs; 3° que parmi
les substitutions linéaires qui laissent(i 0...0) immobile, il en existe une, 2", qui produit ce remplacement. On posera T' = T'2" : et continuant ainsi, il viendra
s = Ti,=... = u...yyi,,
U étant une substitution de G, qui laisse immobiles les sept racines (00...0), (1 0...0), (01. ..o) (00... i).
Or considérons un terme quelconque de ç ; si U laisse invariables trois des facteurs qui forment Ce terme, elle n’altère évidemment pas ce terme, et par suite, laisse invariable le quatrième facteur. Par l’application réitérée de ce principe, on reconnaît que U lai.ssc hiimobiles les racines (33oooo), (3o3ooo), (o33ooo); puis (1 1 1000); puis (aooooo) et (3ooooo).
Donc U laisse immobile la racine (j3,ooooo), quel que soit et par une raison de symétrie évidente, elle laissera immobiles les racines
{ofi,oooo) (oocoo^,), quels que soient Appliquant de
nouveau le principe ci-dessus, on voit que U laisse immobiles
et enfin (/3, |5,,^,p,i3,p,).Donc U, laissant immobile une racine quelconque, se réduit à runité, et S sera de la forme 2.
iâ9. Les problèmes de contacts traités par M. Cicbscb dans le .Mémoire cité l’ont conduit à un grand nombre d’équations analogues k la précédente, parmi lesquelles nous indiquerons les suivantes :
1“ L’équation du degré 3’° qui détermine les courbes du cinquième ordre dont les points d’intersection avec une courbe donnée du sixième ordre coïncident trois k trois (§ VII du Mémoire);
a” Celle du degré .4’ dont dépendent Jes plans qui coupent une courbe gauche du quatrième ordre en quatre points consécutifs;
3° Celle du degré 3' qui détermine les courbes gauches du quatrième ordre qui coupent une courbe gauche du sixième ordre en douze points coïncidant trois k trois (§ XVII et XVIII du .Mémoire).
Les raisonnements quf précèdent s’appliquent sans difficulté k ces diverses équations, et montrent que leur groupe G a ses substitutions de la forme
|jT,,a:„... 4- 6, X, +■ . .. -4- a,, a, JT. c 6.x, + . . -t a... . . |.
430. Les facteurs de composition de G sont évidemment ceux du groupe linéaire
|x,, X„.. O, X, 4- i, X, -I- . . ., rt.X, 4 4.x, 4- . . . . . . . I
déterminés plus haut (127-140), joints k ceux du groupe partiel
Ics4|uels sont évidemment égaux aux facteurs premiers de m", n étant le nombre des indices x,, x, et m le nombre de valeurs de cliacun d’eux.
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§ III. — Droites situées sur les surfaces ou quatrième degré
A CONIQUE DODSLE.
431. Les surfaces du quatrième degré qui possèdent une conique double jouissent de propriétés remarquables, au sujet desquelles M. Clebscli a bien voulu nous adresser une communication dont nous donnons ici la traduction (•):
< Ces surfaces possèdent cinq cônes K dont les arêtes leur sont doublement tangentes. La surface contient en outre seize droites, qui coupent chacune la courbe double en un point. Chacun des cônes K est louché p:ir les seize droites; et, relativement à chaque cône, les droites se partagent en huit couples, ainsi qu’il suit. Chaque plan tangent au cône coupe la surface suivant deux coniques, comme l’a montre M. Kumnicr : en fqisant tourner le plan tangent autour du cône, on engendrera ainsi deux faisceaux de coniques, complètement séparés, et entre lesquels n’existe aucune transition. Chacun des deux faisceaux de coniques ainsi correspondants à chaque cône contient quatre coniques décomposables en deux droites.
> Si l’on résout l’équation du cinquième degré qui donne les cônes, puis les cinq équations quadratiques qui servent à séparer les faisceaux de coniques, on pourra ensuite exprimer les droites rationnellement : car, si l’on prend arbitrairement quatre faisceaux parmi ceux qui appartiennent à quatre couples donnés de faisceaux, ils n’ont jamais qu’une droite commune. On n’a pas besoin de considérer les faisceaux qui correspondent au cinquième cône. Cela est mis en lumière dans le tableau suivant, où les chiffres i, a,..., iC représentent les seize droites, et les chiffres I,..., V les cônes, mis en regard des couples de droites correspondants :
a,6; 3, 7; 4, 8; 5, ij;
1, iti;
II, i4i
1,6; 3, loj 4, 11; 5, la;
I, 7; 2, lo; 4, i3; 5, i4;
8, la;
la
. . 1,9; a, la; 3, i4; 4, i5;
5, iG;
> Soient X,,>„X,,X, quatre racines de l'équation du cinquième degré;
P) /or> le Jnurnrü /te M, BoRCnARDT, l. tXPC.
lift LIVRE TROISIÈME.
1rs racines de l'équation aux seize droites seront rontenucs dans la formule
nii ii et 9 sont des fonctions rationnelles. •
433. Le groupe de l'équation X aux seize droites .se réduit aux substitutions qui n'altèrent pas l'expre.ssion
9r=i.t>-i-3.7-*-4*^"''5.9-t-...-t-5.i6-f'G.i3-t-7.ii-f-8.io.
En elTct, soient ab l'un des ternies de celte expression; S une subslitulion du groupe cberché; a', h' les racines qu'elle fait succéder à a, h. Les lieux droites a, b étant dans un même plan, tangent à un.cùne singulier, on voit comme au n" 421 que les droites a', b' jouiront de la même propriété : donc a' b' est tin terme de ?.
133. Le groupe G de la fonction 9 contient au plus iG. 1 . 3.3.4. 5 substitutions. Car son ordre est égal au produit du nombre de positions distinctes que ses substitutions permettent de donner à la racine a, lequel est au plus égal à 16, par l'ordre du groupe partiel H formé par celles de scssubslilulinns qui ne déplacent pas cette racine (44). Les substitutions de H perinii- Icnt exclusivement entre elles les cinq racines 6, 16, 10, 11, ta qui se trouvent associées .à a dans les termes de L’ordre de II est donc au pdus égal à i.a.3. 4. 5 O, O étant l'prdrc du groupe partiel^ formé par celles de ses .substitutions qui laissent immobiles les racines 3, 6, 16, 10, 11, la. Mais la racine 1, étant la seule qui soit associée à la fois à 6 et à iG dans les lerines de ne sera pas altérée par les substitutions de I; de même pour chacune de.s autres racines. Donc I se réduit à la seule substitution 1.
D'autre part, on vériiie sans peine que G contient les substitutions
A — (a, i)fio, 7)(ii,8)(ia, 9), A. = (6, 7)(i4, ta)(i3, 1 1)(3, a),
A, = (7,8)(io, ii)t 4,3)(.4,i5), .A, = (8,9)(ii,ia)(i3. i4)(5,4).
B = ( 9, i6)(4, io)(a, i3)(3, ii){5, Ol®. '»)( 7- '4)( 8, i5),
B, =.(ia, i6)(4, 7)(i,i3)(3, 8)(5, a)(6, 9) (10, i4)(i i, i5),
B, = (i4, i6)(4, 6)(i,n)(a, 8)(5,3)(7, 9)(io, ii)(i3, i5),
B, = (i5, i6){3, 6){i, io)(a, 7)(5,4)(8, 9)(i 1, ia)(i3, i4).
cl leurs dérivées. Ces dérivées sont au nombre de 16. a. 3.4. 5. En effel, la
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-loiiction ç csl la somme de dix fooctions partielles b, a„ b„ lespee- (ivcment formées par les quatre termes de ç qui correspondcat à un même faisceau de coniques; et l’on voit que les substitutions A, A,, A,, A,, U, R,, B,, B, permutent les unes dans les autres ces dix fonctions partielles, et leur font éprouver les déplacements suivants :
.L = (a, a,)(6, 6,), -t-, = (o,a,)(i, ft,), -U, = (a,a,){fc, 6,), A, = (a, a,) (6. 6,)
iR. = (a, é,)(a, 6,), ilt, = (a, 6,}(a, fr,), VL, = (a, 6.) (a, 6,), lü., = (a. é,)(a, ft,).
Cela posé, les substitutions .t., ,1., -V,, combinées entre elles, permel-
lent de permuter d’une manière quelconque les cinq couples de fonctions a,, b,;...; a„ b^; et les seize substitutions de la forme permu-
teront entre elles les deux fonctions de chaque couple, sans déplacer ces
couples. Donc l’ordre du groupe ff dérivé de .L, .L et a fortiori
l’ordre du groupe dérivé de leurs correspondantes A, A,,..., B, est au moins égal à I . a. '3. !\. 5. i6.
334. Le groupe de l’équation Y du dixième degré qui a pour racines a,, b,;,..; a,, b, ayant le même ordre que G, l’équation Y’ est équivalente à l’équation aux seize droites. Donc les racines i, a,..., i6 sont des fonctions rationnelles de a,, b,;...; a,, Pour avoir la forme de ces fonctions, un remarquera que la racine i6 reste invariable par les substitutions A, A,, A,, A,, respectivement correspondantes à x,, X„ X,. Donc cette racine est une fonction symétrique par rapport aux cinq couples a,, b, n,, b., et pourra s’exprimer en fonction rationnelle de la fonction
invariable par les mêmes substitutions.
Soit donc
|6 = ij; (O' ~ •
On ne troublera pas cette égalité en opérant à la fois sur son premier membre les substitutions dérivées de B, B,, B,, B, et sur son second membre les substitutions correspondantes dérivées de iR>, VL,, vi>i, vl,; ce qui déterminera les diverses racines i, a,. .., iG en fonction des différences a, — b
Soient maintenant X, une fonction symétrique de a,, X»,..., X, les
fonctions analogues de a,, b,;...; a„ 6,. Toute fonction symétrique des cinq quantités X est. invariable par les substitutions de et, par suite, ration-
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ncllti. Donc X,,..., X, suot les racines d'une équalion du cinquième degré à coefTicicnts rationnels. Adjoignons ces cinq quantités k l'équation donnée du dixième degré. Cette équation sera décomposée en cinq facteurs quadratiques : car les coelïicients de l'équation quadratique qui détermine a,, b,, étant symétriques en a,, b,, s'expriment rationnellement en X,. Soient 5(X,), 6,{X,) ces coeflicients : les deux expressions nulles
n’, + ®(X,)a.-j-0,(X,), éi-f 9(X,)6, -4-&,{X.)
.seront invariables par toutes les substitutions de G. Mais ces substitutions permettent de remplacer a,, b,, X, par a„ b^, X,;...; a^, b,, X,. Donc, quel que soit l'indice r, a, et b^ seront données par l'équation quadratique
jr' -t- 6(X)æ -I- 5i(X, ) — O.
Késolvani cette équation, il vient
- i, = vv(X,).
étant une fonction rationnelle. Donc la racine iti sera égale ii
I.C.- autres racines s'obtiennent en opérant sur cette expression les substitutions dérivées de iR>, es,, vS,,, lesquelles reviennent b exécuter sur les radicaux des changements de signe en nombre pcùr.
Cette expression des racinès, plus symétrique que celle de .M. Clebscb, contient une irrationnelle de trop; car a,, cl, par suite, leur différence ^ 9(X,), s'expriment rationnellement en fonction de a,, 6,;...: qui
■ s'expriment eux-mémes en fonction de X X,,
V35. Soient en général G un gruiipe de substitutions échangeables entre elles opérées sur p lettres x, A, U, C... ses substitutions; A,, B,,
C ;...; A^, B,, C,,... des substitutions analogues respectivement opérées
s;ir 9 systèmes analogues de p lettres, a:,, j,,.... Soient en outre A, B,... des substitutions eu nombre q, choisies arbitrairement dans le groupe G, de telle sorte pourtant que leur produit donne l'unité : et formons la substitution A, B,.... Les diverses substitutions ainsi construites forment un groupe H; car, soient A, B,... et A‘, B',... deux de ces substitutions ; leur produit fait subir aux lettres des divers systèmes les déplacements représentés par A, A',, BiB*,,..., qui, effectués successivement sur
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le système ar, y,..., donneraient pour résultat
Donc le produit est l'une des substitutions de H.
Si le groupe G est transitif, son ordre est égal à p : celui de H sera donc égal à/»»"*. Car l’une des q substitutions partielles qui forment ses substitutions est déterminée par les </ — i autres, qui peuvent être choisies chacune de P manières différentes. D’ailleurs, il est clair que H est permutable aux 1.1... q substitutions qui permutent les systèmes a;,, y,,. a:,, j,,... entre eux, en remplaçant les unes par les autres les lettres correspondantes. Ces substitutions, jointes à H, fournirontdonc un groupe I d'ordre i.i...qif~' .
L’équation de degré pq qui a pour groupe I se décomposera évidemment par la résolution d’une équation de degré q en p équations abéliennes, telles, que la résolution de ^ — i d’entre elles entraînera celle de la dernière, et par suite 1a résolution de la proposée. D’ailleurs une fonction des racines de la proposée, invariable par les \.i...q substitutioifs que nous avons jointes à II, dépendra d'une équation du degré pf~' , équivalente à la proposée.
Si = a, y = 5, on aura l'équation de M. Clebsch. Si p = i, q = on aura, d'après le même géomètre, l’équation qui donne les cent-vingt-liuit coniques situées sur les surfaces du quatrième ordre à droite double.
§ IV. — Points singuliers de la surface de M. Kummer.
436. .M. Kumincra montré (.Wona/féenc/i/e der flertiner .iiademie: i86/|), i“ qu’iï existe des surfaces du quatrième degré àseize points singuliers ; i° que ces points sont situés six à six sur seize plans tangents singuliers, qui réciproquement se coupent six à six aux points considérés.
Soient
les seize plans. Prenons arbitrairement dans le tableau ci-dessus une ligne horizontale, telle que efgh, et une colonne verticale, telle que cglq : supprimons le plan g commun à cette ligne et à cette colonne; les six plans
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restants e,f, h, c, l, q, formeront l'une des seize combinaisons de six plans ■concourants.
Ces résultats admis, ajoutons ensemble les seize produits, tels que efhclq, respectivement correspondants aux seize combinaisons de plans : nous obtiendrons une fonction du sixième degré :
Ÿ = bedein + edafkp ■+- dabgfq -t- abebmr-h fpbina -I- gfithpb heflqc -t- efgmrd ■+■ klmnae Iniipbf + mUgeg-t^ ikirdh -t- pqraei + qmbfk rnpcgi -t- npqdhm.
Considérons maintenant l'équation du seizième degré dont dépendent le.s plans singuliers; et soient a, b, c,... ses racines. Le groupe G de l’équation ne contiendra d’autres substitutions que celles qui laissent invariable l'expression 9 (iSl ).
437. Ce groupe ne peut contenir plus de 16. i3.8.6 substitutions. Lu elTct, le nombre des systèmes de places différents où scs substitutions permettent d’amener a et 6 ne dépa.sse pas 16. i5. D'autre part, celles de ses substitutions qui laissent a et 6 immobiles laissent évidemment invariable la fonction partielle ab[chmr + dglq) formée par ceux des termes de 9 qui contiennent ab en facteur. Elles ne permettent donc de transporter c qu’à l’une des huit places actuellement occupées par c, h, m, r, il, g, /, q. Celles des substitutions de G qui laissent a, b, c immobiles laissent invariable le terme abehmr; elles permutent donc entre elles les trois racines hrnr, ce i|ui ne peut se faire que de six manières. Entin, on vérifie immédiatement que toute substitution de G qui laisse a, b, c, h, m, r immobiles se réduit à l’unité.
Mais G conlient précisément 16. i5. 8.6 substitutions. Car on peut vérifier i|u'il contient les suivantes :
B = (ch)(dg)[hn)[ip), C = [bc)[fg){,kl){pq), u = {în][kp)(lq){mr), Z — {cd]{gh)(lm)[qr), F = [ab][ef)[ik){np),
qui permettent d’amenera à une place quelconque, puis^à l'une quelconque ■les quinze places restantes, puis c à l'une quelconque des huit places précédemment occupées par c. A, m. r, t/, g-, /, 9, et enfin de permuter entre elles d’une manière quelconque les trois racines h,.m, r.
438. Supposons que les seize racines actuellement désignées par a, b, c,... soient ^présentées à l’avenir par une même lettre, affectée de i|ualre
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indices or, y, s, u, varialilcs chacun de o à i. On peut donner à la racine a les indices o, o, o, o, puis choisir les indices correspondants aux autres racines de telle sorte que les suhstituliuns A, B, C, D, E, F prennent les formes suivantes:
\ = x,y,u,z |, Br=lx,j-,î,n x -l- ï -L «,« 1 ,
C = |x,^-, *, « y.x.z.u |, D=|x,/,j, « x,y,z-*-u,ii |.
E = |x.^-,a,u x-+-.»-,^-, i, H |, F=|x,.ns.« -t-r " !■
Ces substitutions sont évidemment contenues dans le groupe T dérivé de la combinaison du groupe abélien avec le groupe H formé des substitutions
I X, y, Z, tt X -I- O, / -4- P, i -e y, « ->- 3 |.
D’ailleurs l’ordre de F est égal à ifi(a* — i) 2*(3’ — i)a; il est dune égal à l’ordre de G; donc ces deux groupes sont identiques.
À)Dsidérons maintenant la fonction
, 3o 3? io
0« 00 or
F.lle est évidemment invariable, ainsi que f, par toutes les substitutions de G. D’ailleurs chaque terme de ç fournissant six termes par la différentiation, f' en contiendra quatre-vingt-seize. Mais ces termes peuvent être groupés seize à seize en six systèmes, en réunissant ensemble ceux que les substitutions de II permutent entre eux. Et l’on vérifie immédiatement que chacune des substitutions A, B, C, D, E, F dont G est dérivé remplace les termes de chaque système par ceux d’un même système. Ces systèmes sont donc les racines d’une équation X du sixième degré, dont les coerficienls sont invariables par les substitutions de G, et par suite rationnels.
L'équation X étant supposée résolue, le groupe de la proposée sera réduit à celles de scs substitutions qui n’altèrent pas les systèmes, c’est-à-dire à celles de H: l’équation sera donc abélienne, et quatre racines carrées achèveront sa résolution (407).
L'équation X appartient au type le plus général des équations du sixième degré : car son ordre est au moins égal à ^ = i . a. 3. 4. 5. 6.
440. En général une équation de degré a” dont le groupe est formé des
DI K
substilulions
( 5 ) I jr, _>•, 4, U, . . . X -t- ^ -t- 3, î — y, « +• . . . |,
jointes aux subsliliitions du groupe abélien, se résout par une é<|ualion du degré 2’"“' — a*”', et par 2/1 équations du second degré. Car soit /une l'onction des racines, invariable par les substitutions (5) et variable pur toute autre subslitulioii. Son adjonction réduit le groupe de la proposée aux substitutions (.S). On pourra donc achever la résolution au moyen de 2/1 équations du second degré. Mais le groupe de l'équation X dont dépend J est isomorphe sans niériédrie au groupe abélien, et par suite au groupe steincrien de degré — 2""' qui est isomorphe à ce dernier. Il existe donc une certaine fonction des racines de l'équation X à laquelle les substitutions du groupe de X font prendre a”"' — 2"'“' valeurs algébrii|ues distinctes, qu'elles permutent suivant le mode steincrien (68-7.3). I.'équation Y d'oIi dépend celte fonction sera du degré 2“'~' — a"~', et équivalente h .X.
S V. — Dhoites situées sub les surf.vcks nu troisième dec.iu;.
44t. Steiner a fait coiiiiaitre [Journal de M. Harchardt, t. 1.111) les tliéoréines suivants ;
Toute surface du troisième degré contient vingt-sept dmites;
L'une quelconque d' entre elles, a, en rencontre dix autres, se couftant ellesmêmes deux à deux, et formant ainsi avec a cinq triangles. Le nombre total des triangles ainsi formés sur la surface par les vingt-sept droites est de quarante-cinq ;
LU deux triangles abc, a' b' c’ n'ont aucun côté commun, on peut leur en assiK'ier un troisième a" b" c" tel, que les côtés correspondants de ces trois triangles se coupent, et forment trois nouveaux triangles ua'a", b b' b", cc'c".
D'après cela, désignons par les lettres a, b, c, d, e, f, g, h, i, k, l,m , n, p, q, r, s, l, U, m', n' , p', q’, r', s', t', u" les vingt-sept droites: on formera sans peine le tableau suivant des quarante-cinq triangles, on ,1a désignation des droites reste seule arbitraire :
mie, afg, ahi, ahl, bmn, bpq, hrs, btii, ent'n, ep'q', er's',
et'ii', dmm', dpp', drr‘, dtt', enn', eqq', ess', eiiu', fmq‘, fpn’ , fst',
fur', gnp’, gqm‘, gnê , gts, lims', lirn', liqt', lmp', inr', isni', itq’,
ipu, kniié, litn', kqr’ , kspf , Int', lum', Irq’, tps'.
Cela posé, le groupe île l'équalion aux vingt-sept ilroites est contenu (i2l) dans le groupe G tie la fonction
ç = abc -t- ade . -f- tps',
442. Le nombre des places distinctes où les substitutions de G perinctteiit d'amener a est au plus égal k vingt-sept. Celles de ces substitutions qui ne déplacent pas a permutent les uns dans les autres les cinq termes de f qui contiennent a : elles amènent donc b, qui figure dans ces termes, k la place de l’une des dix racines b, c, d, e,f, g, k, i, k, /. Celles de ces substitutions qui nedcplacent ni a ni b n’altéreront pas le terme abc qui contient ces deux racines; donc elles laissent c immobile, et font succéder d a- runc des huit autres racines d, e,f, g, h, i, k, l qui figurent dans les quatre autres termes de f qui contiennent a. Celles de ces substitutions qui ne déplacent pas a, b,c,d n'altèrent pas les coeflicients de leurs diverses pui.ssances dans la fonction 9. Elles laissent donc invariables e, fg+ là -h kl, mn pq -h rs -h lu, mm' -h pp' -t- rr' ■+■ II',.... Elles permutent donc exclusivement entre elles les quatre racines m,p, r, t communes aux deux dernières expressions ci-dessus; ce qui ne peut avoir lieu que de vingt-(|uatre manières. On voit de niéiiie que celles des substitutions de G qui laissent a, b, d, m, p, r, t immobiles se réduisent k la seule substitution 1.
L’ordre de G ne peut donc dépasser 27.10.8.24. Mais il est égal k ce chifl'rc, car on vérifie de suite que G contient les substitutions
\ = {amu){cnt) {gq'r’} {it'p') {u'id) (»!>/■),
Il = ( 6/(/i ) ( cfV) {pfr') [ns'u') [p'tr) {n'sii), '
C={dbk){eil) (m't'if) [pus) {n'r't')(qtr),
D = (gAA) {fil) (n'ii'i') (mtr) {m't'r'){niis},
, = } (gil) {p'r'l'}(prl) (q’s’ii' ) Iqsii ),
F = (bk)(i/!(r't')(t’u')(rl)(sa),
dont les cinq premières, combinées entre elles, permettent évidemmeiit de faire succéder a k l’une quelconque des vingt-sept racines. Les substitutions B,C, D, E permettent ensuite, sans déplacera, d’amener k la place de l’une quelconque des dix racines b, c, d, e, /, g, h, i, k, l. Puis les substitutions C, D, E permettent, sans déplacer a, b, de faire succéder dit l’une quelconque des huit racines d, e, f, g, h, i,'k, l. Les substitutions D. E, qui ne déplacent pas a, b, d, permettent de faire succéder m et p k deux quelconques des quatre racines m, p, r, t, ce qui donne pour ces racines douze
systèmes de places distincts. Enfin la dernière substitution permet de permuter entre elles les deux racines restantes r et /, sans déplacer a, h, d, m, /).
Donc G ne contient pas moins de 27.10.8.13,3 substitutions; en outre, le groupe partiel H dérivé des seules substitutions A, B, C, D, E en contient au moins 37.10.8.1a. Nous allons prouver: 1“ qu’il en contient précisément ce nombre; a” qu’il est permutable à toutes les substitutions de G.
i43. Chacune des substitutions de G, transformant les uns dans les autres les divers termes de équivaut à un certain déplacement opéré entre ces termes. Les divers déplacements ainsi équivalents aux diverses substitutions de G forment un groupe G,, dont les substitutions correspomlent une à une à celles de G. Celles des substitutions de G, qui résultent d’un nombre pair de transpositions entre les termes abc, ade,... forment un groupe partiel 5i permutable aux substitutions de G,. Les substitutions correspondantes du groupe G forment un groupe 5, permutable aux substitutions de G. En effet, soient S, S' deux substitutions de f’n S, les substitutions correspondantes de 5, : S, S', faisant partie de 5i« s® correspondante SS' fera partie de la suite 5> laquelle formera ainsi un groupe. D’autre part, soient T une substitution quelconque de G, T, sa correspondante : T, 'S, T, faisant partie de 5,, sa correspondante T“' ST fera partie de 5? donc T sera permutable à 5-
Or on vérifie sans dilTiculté que chacune des substitutions A, B, C, D, E équivaut à un nombre pair de transpositions entre les termes abc, ade,.,.. Donc II, qui en dérive, est contenu dans 5. Au contraire, la substitution F. équivalant à un uombre impair de transpositions, n’est pas contenue dans ce groupe. Donc 5, dont l’ordre est un diviseur de celui de G, renferme ait plus la moitié des substitutions de ce dernier groupe. Mais il contient H, qui en renferme la moitié : ces deux groupes sont donc identiques.
444. Les facteurs de composition de G sont évidemment a et les facteurs de composition de H. Mais ce dernier groupe est simple. Soit en elTet I un groupe contenu dan.s H et permutable à ses substitutions : on prouvera par des considérations analogues à celles des n°* 268 et 283 que I contient : 1° une substitution qui ne déplace pas a; 3° une substitution qui ne déplace pas a, b-, 3" une substitution qui ne déplace pas a, b, d\ 4“ la substitution E; 5® les substitutions A,B, C, D, E, transformées des puissances de E par les substitutions de R.
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Nous nous bornons à indiquer ce procédé direct de démonslralion, la proposition k établir devant se retrouver plus loin (502).
445. L’équation aux vingt-sept droites a plusieurs réduites remarquables, signalées par divers géomètres.
1“ Prenons, par exemple, pour inconnue de la question le plan du triangle formé par trois droites qui se coupent : ces triangles étant au nombre de quarante-cinq, on aura une équation du quarante-cinquième degré, équivalente à la proposée. •
a® On peut déterminer de manières dilTérentes un système de deux
triangles qui n'aient aucune droite communet.à chaque semblable système correspond un triangle associé (441). Réciproquement, chaque système de trois triangles associés {triédre de Steiner) correspond aux trois combinaisons deux à deux des triangles qui les forment. Le nombre total des triè-
dres sera donc On peut d’ailleurs les grouper par paires (rfouéfej irié-
dres) en réunissant ensemble ceux qui contiennent les memes droites. Lnlin les doubles trièdres peuvent être associés trois à trois, en réunissant ensemble ceux qui n’ont aucune droite commune. Prenant pour inconnue ce système de trois doubles trièdres, on aura une équation de degré
et équivalente à la proposée.
On peut déterminer de manières différentes une paire de droites
qui ne se coupent pas. On peut d’ailleurs grouper ces paires six à six {doubles-six de Scblüfli), de telle sorte que les droites d’une paire rencontrent chacune une droite de chaque autre paire du double-six. Les doubles-six
dépendent donc d’une équation du degré = 3G, qui sera encore équivalente à la proposée.
Aucune réduite d’un degré inférieur au vingt-septième n'ayant été rencontrée jusqu'ici, on était fondé à penser qu’il est impossible de ramener la résolution de l’équation aux vingt-.sept droites à celle d'une équation d’un degré inférieur. Nous allons en effet prouver cette proposition.
446. En effet, si un semblable abaissement de degré pouvait avoir lieu, il aurait lieu a fortiori après l’adjonction de la racine carrée qui réduit le groupe de la proposée à H. Supposons donc cette adjonction opérée : soient
Ej, l’cqualion aux vingl-scpt droites. Excelle des équations équivalentes dont le degré d est ininiinuin : cette dernière équation sera irréductible ei primitive. En efrel, ses racines sont des fonctions rationnelles de «ellés de Ejy {380). Si donc Ej n’était pas irréductilile, elle se décomposerait en facteurs irréductibles de degré inférieur à d\ et la résolution d'un seul do ces facteurs, faisant connaître des fonctions des racines de Ej, qui auparavant n'étaient pas rationnelles, abaisseniit le groupe de cetle équation. .Mais ce groupe H est simple: donc l’équation E,, serait complètement résolue; donc d ne serait pas te minimutii supposé. D'autre part, si E,| n'étail pas primitive, scs racines se grouperaient en systèmes, dépendant d’une -équation dont le degré ilivisc d, et la résolution de cette dernière équation, abais.sant le groupe de E„, la résoudrait complètement; donc, ici encore, d ne serait pas minimum.
Cela posé, l’ordre du groupe de E^ est égal à celui du groupe de E,,. lequel est (1=37.10.8.6.0 (-H3); mais il est divisible par d, et divise i.a...<f. Donc si rf< 37, il sera l’un des nombres 3/1, ao. 18, 16, i5, 13, 10, 9.
447. H rCeJiisle aucune réduite de degré a4, 1 8 om 13. (iar soit, pour fixer les idées, d = a4- .\djoignons à l’équation E,, une de ses racines, x : l’équation E,, qui détermine les vingt-trois racines restantes a son groupe Gj,
formé des substitutions qui laissent x immobile, et son ordre est égal à
nombre divisible par les nombres premiers 3, 3, 4- Les équations irréductibles dont elle est le produit ont donc leur ordre divisible par ces trois nombres premiers, à l’exclusion de tous les autres (397). Donc chacune de ces équations est du degré 5 au moins; en outre, aucune d’elles n’a pour degré 7, 8 ou 9, car son ordre ne pourrait être divisible par 5 sans l’ètre par 7 (398); enfin aucune d’elles n’a son degré divisible par un nombre premier autre que 3, 3, 5, car ce nombre premier divi.serail son ordre. D’après cela, les seules hypothèses admissibles pour les degrés de ces facteurs irréducliblcs sont les suivantes ; 18 et 5; 13, 6 et 5: 6, 6, 6 et 5.
Mais ces bypüthè.ses elles-mêmes doivent être rejetées. Considérons, par exemple, la première (les mêmes raisonnements s’appliqueraient aux deux autres). Supposons que E„ soit le produit de deux facteurs E,, et E, ayant respectivement pour racines _v ,9',, et a:,,..., x,. L’ordre du groupe par-
tiel r"** formé par celles des substitutions de Gj. (jui laissent immobiles x
et Xj, sera
et celui du groupe partiel A'’* formé par celles de ces substitu-
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lions qui Isisscnl immohiles æ et r, sera ü- S*>*1 niainlenanl S une
substiluliun Je G^<, r|ui remplace ar par x^, cl soient : une autre racine (|ueleonqu(! Je F,,, ti la racine ipic S lui fait siiceéJcr. Le groupe furnié par les siihslilgtians qui laissent et u immoliiles est le transfurmé par S Je celui dont les substitutions laissent x cl a immobiles r il contiendra dune
-P, ou - i“ -G substitutions, suivant que ; sera l’une des racines x,,..., x,. ou l’une des racines
Or l’écpialion Ej ayant son ordre divisible par 3, son groupe est trois fois transitif (398); donc le groupe formé par celles des substitutions de G„ qui laissent immobiles deux quelconques de ses racines, x^et x^', a pour ordre
Le groupe formé par celles des substitutions de Gj, qui jouissent de cette propriété, contenant celui-là, a pour ordre un .multiple de ce nombre; donc il ne peut avoir pour ordre *^'"1 famines telles,
que le groupe partiel formé par celles des substitutions de G,» qui lais.scnt immobiles l’une d’elles en même temps que x,, ait pour ordre ^5’
x,x x^_|, x^^. Mais S les fait succéder aiTx cintj racines x,,,.,, x,,
qui jouissent de la même propriété par rapport à x. Donc S permute exclusivement entre elles les six racines x, x x^; d’où l’on déduirait
cnmnic au n° 396, que E2, n'est pus primitive, ce qui est contraire au numéro précédent,
4V8, Il n existe aucune re'duite de degré 30, i5 ou 10, Car s’il existait, par exemple, une réduite du vingtième degré, le groupe 5 formé parcelles
des substitutions de il i|ui laissent sa racine invariable aurait pour ordre et le groupe K formé par celles des substitutions de H qui laissent immobile la racine a ayant pour ordre l’ordre du groupe pc formé par les substitutions communes à .•» et à K serait ■ ^ ; ou le vinulième de l’ordre
deK‘(393),
Cela posé, les substitutions de K sont de la forme A^D^; étant
des substitutions partielles qui permutent ensemble les dix racines h,c, d, é,J, g, h, I, k, I, et B,, B,,.,, des substitutions opérées en même temps sur les seize autres racines : d’ailleurs on voit sans peine qu'aucune substitu-
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liun de K (à l’esRcpùün de l’unité] ne laisse les dix premières racines immobiles il la fois. Soient en particulier -»■, .1,111.3,... les .substitutions
de 3f : le fçroupe 3t' formé par les substitutions partielles .1.,, opérées
sur les dix preniièrcs racines sera évidemment contenu dans le groupe K' formé par les substitutions partielles et contiendra tin vingtième
du nombre total de scs substitutions.
Or on voit iminédialemcnt que K', dérivé de.s substitutions
(fhli]l gil),
eunlienl: 1° les substitutions qui ré.sultcnt d'un nombre pair de transpositions entre les cinq systèmes binaires hc,de,/g, ht, kl', a" les substitutions qui ne déplacent pas les .systèmes, mais permutent ensemble les deux racines dans un nombre pair de systèmes. Ou rcconnait en outre facilement que tout groupe tel que DC', contenu dans K’ et contenant le vingtième de .ses substitutions, contient le groupe L' formé par ces dernières substitutions. D’ailleurs 1/ est permutable aux substitutions de K'; et réciproquement tout groupe contenu dans K' et permutable à scs substitutions est contenu dans L'.
Les substitutions de K^et de K' se correspondent évidemment une à une, de telle sorte qu’au produit de deux substitutions correspond le produit de leurs correspondantes. Le groupe X, formé des substitutions de K dont le premier facteur appartient à 3C', contiendra le groupe L formé des .substitutions de K dont le premier facteur appartient à L' : donc qui contient oc, contiendra L. Kn outre, L sera permutable aux subsiilu).ians de K, et récipro- (luement tout groupe contenu ilans K et permutable à ses substitutions .sera contenu dans L.
Soient maintenant S une substitution ijuclconque de II; a, la racine par laquelle elle remplace a : elle transformera K, L en deux autres groupes K,, l.|, qui jouent par rapport à la racine ri, le même rôle que K. L par rapport il la racine a. Raisonnant comme précédemment, on voit que ÿ contiendra les transformées des substitutions de L par une substitution quelconque de H; mais ce dernier groupe étant simple, ces transformées, combinées entre elles, le reproduisent tout entier. Donc ÿ, au lieu de contenir', coaninc il le faudrait, le vingtième des substitutions do 11, se confondrait avec lui.
449. // n'existe aucune réduite du degré 16. S’il en existait une, E,„ soient E,, l'équation qui donne quinze de ses racines après l’adjonction de la seizième, G„ son groupe, (),, son ordre : on voit, comme au n" 447, que
[)KS IKUATIONNEIXES
si E,, n'est pas irrciluclible, elle $e décompose en deux facteurs du dixiéme et du cinquième «Rgré, ou en trois facteurs du cinquième.
Mais E,, ne peut se décomposer en trois facteurs du cinquième degré : car l'ordre ile1{,, diviserait (i .a... 5)’. iG et ne pourrait être égal à U.
Supposons maintenant E,j= E’c(|uation du cinquième degré Es,
ayant son ordre O, divisible par 3, a son groupe Gj trois fois transitif; d'ailleurs O,, divisant -^t n’est pas divisible par 8; donc le groupe G» est alterné. Cela posé, soient G,, le groupe de E,o, 0,„ son ordre : ou aura évidemment ‘ = 0|, = 0„ P, P étant l’ordre du groupe partiel T formé par eclleâ des
substitutions de Gu qui ne déplacent pas les racines de E,„. Ce dernier. groupe est évidemment contenu ilans Gj et permutable à scs substitutions; et le groupe G, étant simple, 1' se confond avec lui ou ne contient d'autre substitution que l'unité. .Mais si F se confondait avec Gs, P serait divisible
par 5- et O,, P par a5. tandis que ne l’est pas. Il faut donc .admettre la seconde hypotlièse, d’où P = i , = (),„.
t'da posé, adjoignons à l'équation E,, une de ses racines, o' : l’é(|uation E, ()ui détermine les autres aura pour ordre
ilemment pour cela qu'elle soit irréductible, mais que l'équation E, obteiuie en s’adjoignant une nouvelle racine se décompose en facteurs irréductibles ayant chacun pour degré i , a, 3 ou 6. L'ordre de E, devant être égal à a. 3’, l'un au moins de ces facteurs aura pour degré 3 ou G, cl il est aisé de voir ()ue, quelque liypotltcsc qu’on fasse sur les degrés de ces facteurs, ré(|uation E, sera non primitive (395). Cela posé, soient a, fi, y; a', (5', y'; fi", Y ses racines : on voit iininédiateincnt que l’ordre de E, ne peut être égal à 2.3* (|iic si son groupe G, est dérivé des substitutions
(apy). (a'?’/), (aT/"). («V)(?|î'Ky/), '
Il est facile maintenant de prouver l'impossibilité du groupe G, g. Ce groupe, étant deux fois transitif, contiendrait une substitution S qui remplace a, fl, y par â, jS, et par une autre racine s (différente ou non de a et de y) : et G,, contiendrait la substitution {àfît], transformée de («fy) par S. Soient mainIcnantÇ une autre racine quelconque: T une substitution ilc G,, qui remplace Ç par <?; a,, |3,, y,, <?,, i, les racines que T fait suceeder à a, |5, y, d*, e : l<?s substitutions (cf,/5,e,), y,), transforméc.s de (rf^s), [afy)
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pnr T, ne déplaçant pas c^, appartiendraient à G, ; résul^t absurde, car le groupe dérivé de ces deux substilnlions. alterné par rapport à a,, /î,, 7,, t,, ayant son ordre divisible par 4. ne peut être contenu dans G,, dont l’ordre est a. 3*.
450. Supposons maintenant l’équation E,s irréductible et primitive. .\djoignons-liii une de ses racines, a-; l’équation K,, qui donne les racines restantes aurait pour ordre 1),, := ~ 4-37. et se décomposerait en fac-
teurs irréductibles dont l’ordre divise ce nombre, et admet les diviseurs premiers a et 3. On aurait donc deux facteurs du quatrième degré avec un .du sixième, on avec deux du troisième.
1" Ces deux liypotlièses doivent être rejetées. En effet, considérons d’abord la première. Soient E",, E’^,E, les trois facteurs de E,,. I.’ordre de E, étant premier à l’équation Ej qui s’en déduit par l’adjonction d’une <le scs racines .sera décomposable en plusieurs facteurs irrédiietible.s, l't de quelque manière qu'on imagine que cette décomposition ait lieu, on arrivera à celte conclusion que E, u’est pas primitive (395). Les racines se grouperont doue deux à lieux en trois systèmes, ou trois à trois en deux systèmes. ’
Le premier cas e.st inadmissible : car 0,, serait divi.siblc par 8 ou ne le
serait pas par ij, et, par suite, ne saurait se confondre avec l’bi ef-
fet, 0|, est égal au produit de O,, ordre de E,, par P, ordre du groupe I" formé par celles des substitutions de G,, qui ne déplacent pas les racines de E,. Cbaquc substitution de ce dernier groupe est le produit de deux substitutions partielles opérées respectivement sur les racines de E, et de E', : et son ordre est évidcmmenl divisible par l’ordce P' du groupe I" formé par -les premières substitutions partielles. .Mais I" est contenu dans le groupe G', de l’équation E, et évidemment permutable à ses substitutions. D’ailleurs G', ayant son ordre divisible par 4 et par 3, et non par 8, est alterné; et l’on voit immédiatement qu’il y a en tout trois groupes contenus ilans G', et permutables à ses substitutions, lesquels ont respectivement pour ordre 13, 4 et 1. Donc P' = t3, 4 o<> '■ Mais O, étant divisible par G, 0,,= 0,P sera divisible par 8 si P > i. On doit donc admettre que E' se réduit à la seule substitution 1. On voit de même que le groupe 1"' forme par les secondes substitutions partielles se réduit à la seule substitution 1. .Mais alors on aura 0,, = 0„ et ce nombre divisant i.a.3.(i.a)’ ne sera pas divisible par 37.
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Supposons, au conirairo. que les racines de E, se groupent trois à trois . en deux systèmes. On aura O,, = aR, R étant l'ordre du groupe I formé par celles des substitutions de G,, t|ui ne déplacent pas eos deux systèmes. .Mais rlia<iue substitution de I est le produit de trois substitutions nprtielles, opérées respectivement sur les racines de K',, de E’, et de E,. Soit l' le groupe formé par les premières substitutions partielles; il est clair qu’il contiendra au moins six des douie substitutions du groupe alterné G', : d’ailleurs I étant permutable aux substitutions de G,,, l' le sera a fortiori à celles de G',; ilonc r contient les douze substitutions de G',. Gela po.sé, R étant évidemmentslivisible par l’ordre de I', O,, le sera par 8, ce qui est inadmi.ssible.
a" Il reste à examiner le cas où E,, se décomposerait eti deux facteurs du quatrième et deux du troisième degré. Mais rimpn.sgibilité de cette bypo- Ibèse (réqiiation E,, élaait supposée primitive ) se démontre par des considérations toutes semblables à celles du n° Ü7.
151 . Il nous reste b démontrer que E,, ne peut être b la fuis irréductible et non primitive. Si cela avait lieu, ses racines se grouperaient cinq b cinq en trois systèmes, ou trois b trois en cinq systèmes. Examinons successivement ces deux cas.
i" Si les racines de E,, formaient troi.s systèmes, son groupe G,, aurait pour ordre /nP, m étant le nombre de positions différentes que ses substitutions donnent aux systèmes, et P l’ordre du groupe I formé par celles des suirstitutions de G,, qui ne déplauent pas ces .systèmes. Ces dernières substitutions sont de la forme A',, A’,.... étant des substitutions
partielles opérées sur les racines du premier .système; A',, A', et
A',... d’autres substitutions partielles opérées en même temps sur les racines du .second et du troisième système.
Soient respectivement I,, Ij, I, les groupes formés [lar les substitutions partioMes ,V;, A' .V',, A',. B,. B, B',.... celles des sub-
stitutions de I qui ne déplacent que les racines des deux derniers systèmes;
K le groupe formé par ces substitutions; Kj le groupe formé par les substitutions partielles B',, B',,...; soit enfin I, le groupe formé parcelles des substitutions de I qui ne déplacent que les racines du troisième système. Il est clair que K est contenu dans I cl permutable b ses substitutions ; donc a fortiori Kj e.st contenu dans I, et permutable b ses substitutions. De même I. est contenu dans I,, et permutable b scs substitutions.
I-es groupes 1,^ I,, I, ont leur ordre divisible par 5. En effet, l’ordre de I est évidemment égal au produit des ordres fi, q, r des groupes I,, K,, !..
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îii;
MaisKijU |iOui' ortire 0,5 = = 3’.3‘.5 = D'ailleurs divise i.a.’i;
doue iiti des noiiiljres p, 7. r, et un seul, est divisible |»ar 5. Supposons * que 7, par eiy.Mnple, soit divisible par 5 ; 1,. contenant K,, aura a fortiori son ordre «livisible par 5. D’ailleurs G,, contient une substitution S qui remplace les racines du second système par celles du premier: cette substitution transforme I, en I,; donc p, ordre de I,, est divisible par 5. De même pour l’ordre de I,.
Le nombre p étant divisible par f>, comme on vient de le voir, 7 et r ne le seront pas. Ils se réduiront donc à l'unité; car si 7, par exemple, était > 1 , les racines du secomi système pourraient être partagées en classes, en réunissant ensemble celles que les substitutions de K, permutent entre elles : cela posé, les substitutions de I,, étant permulaliles à K„ permuteraient exclusivement entre elles les racines ap|>artenant aux classes les moins nombreuses; donc I, ne serait pas Irausitif, et son ordre ne pourrait être divisible par 5.
Soit donC7 = /" = i : 0,5, se rédui.sant à m/», divisera i .a. 3. i .a. 3. 4. 5 et ne pourra être égal à comme cela devrait être.
i32. a” Si les racines de E,, formaient cinq systèmes, ^=0,, serait
encore égal à ml', m étant le nombre de positions dilfércnies que les subslilution.s de G,, donnent aux systèmes, et I’ l'ordre du groupe I.
Supposons d'abord que m soit divisible par 3 : les déplacements des systèmes formeront un groupe de degré 5, transitif et dont l’ordre est divisible par 3 ; ce groupe sera donc trois fois transitif : et son ordre n’étant pas divisible par 8, il sera alterné, ün aura donc m = 5.4.3, d’où P = 37. Ce résultat est impossible. En cITel chaque substitution de I devrait être de la forme -V.-.-.-V» désignant des substitutions circulaires eflectuocs I espcclivenicnt entre les racines du premier du cinquième sys-
tème, et .., a, des entiers nuis ou positifs; et l’on aurait P = nQ, n étant le nombre de systèmes de valeurs non congrues suivant le module 3 que prennent, dans les substitutions de I, les entiers a,, scj. Ie(|ucl divise 9, et (J le nombre des substitutions de I qui se réduisent à la forme r)onc
Q > I, et I contient une substitution S de cette dernière forme, autre que l’unité. Supposons, pour plus de généralité, que dans S les valeurs de a,, a, diflèrent de o(mod. 3). Transformons celte substitution par relies de (i,, ()ui laissent immobiles les troisième et quatrième systèmes, en remplaçant
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le cinquième par le prcmieret par le second. On obtiendra deux transformées telles que A'j .A',* A','; jS,. j3,, y,, ■/, étant des entiers différents de
o(mod. 3). Cela posé, deux des trois rapports ^ scronfnéressaireiiieni congrus par rapport à 3. Soit, par exemple, Les deux dernières sub-
stitutions ci-dessus, combinées entre elles, donneront la suivante : qui ne déplace plus que les racines dedeux systèmes. Celte substitution, transformée par celles de G,j, donnera des substitutions déplaçant les racines de deux systèmes quelconques. Cela posé, soient respectivement P,, P,,..., les ordres des groupes I,, K,..., formés par celles des substitutions de I qui laissent immobiles les racines du premier système, celles des deux premiers systèmes, etc., on aura
Supposons enfin m non ilivisible par 3. On a
î,,£,, I. étant des diviseurs de i.a.3. .Mais P= p — est divisible par 3* :
donc P, est divisible par 3, et Ij contient une substitution S, autre que l’unité, de la forme Les entiers a„ oc, différeront deo(mod. 3); car
si l’on avait a, = o, I contiendrait les transformées de S par les substitutions de G, J, transformées dont les puissances, combinées entre clics, reproduisent les 3’ substitutions de la forme .A*'... A*'. Donc P, cl, par suite,
^ serait diyisibic par 3’, ce qui n'a pas lieu.
Ün peut supposer a,5i, oc, ^2, les autres cas se ramenant à celui-là en écrivant au besoin A*, A^ à la place de A,, A,. On voit de tnéme que I contient une substitution de la forme A',‘A*', (3, et différant de o(mod. 3). Cette .substitution (ou son carré si ^,= 2) sera de la forme A» A';, et l’on peut supposer y, = a.On voit de même que I contient les substitutions A, AJ, A, A**, d, étanl^ofntod. 3). Mais cc-s substitutions, combinées entre elles, donnent la substitution A','’^', que I doit contenir, ce t|ui ne serait pas possible, d’après ce qui précède, si d, ne se réduisait pas à a. Donc I contient les substitutions A, .AJ, A, .AJ..,., A, AJ, et en général toutes celles de la forme A*‘,.,A\' pour leRquelles a, -t-... -t-oc, = o, lesquelles dérivent de celles-là.
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Le groupe G,> ne peut contenir aucune autre subslitutiun d'ordre 3. Car relie substitution, ne déplaçant pas les syslêincs, par hypothèse, serait do la forme «.+•••+ «i étant ^o(inod. 3); et en la combinant aux
précédenles, on aurait un groupe d'ordre 3* contenu dans G,», ce qui est impossible.
Soient maintenant h,, h^, les racines de E,»; x la der-
nière racine de E,,. Le groupe G,, de E,,, étant ileux fois transitif, contient une substitution S qui remplace a, et ù, parx- et a, ; et la transformée de A, A® = (a,Z»,c,) (fliCjA,) par S sera de la forme T = (;ur), v, z.h,
r étant les racines que S fait succéder à c,, a,, c,, b,.
Supposons d'abord que y soit une des racines b,, c,, par exemple, b,. Les substitutions d'ordre 3 contenue.s dans I et qui laissent x, a,, b,
immobiles forment un groupe évidemment permutable à T, ou, ce qui revient au même, à la substitution partielle (:uc). Il faut pour cela que (zui ) .soit une puissance de l'une des substitutions .A,,..., Ai, de .\, par exemple. Cela posé, la substitution A, A®, multipliée par T ou par T®, donnera une substitution 11 qui laisse immobiles toutes les racines autres que a,, b,,
Supposons, au contraire, <|uc v soit une autre racine, telle que a,; les substitutions A'j'.Aî'Aj’ contenues dans I forment un groupe permutable à (iitv), (zuc) sera une puissance de l'une des substitutions A,, A,. A„ ou permutera entre elles trois des racines b,, c,, b„ c,. Mais dans ce dernier ras, le produit de S par.A,.A^ ou pur son carré donne une substitution d’ordre 7, ce qui est inadmissible, 12 n'étant pas divisible par 7. .Admettons ilonc que (zue) soit une puissance de A, : S, combinée avec .Aj.AJ, donne une substitution U qui laisse immobiles toutes les racines, sauf a,, a„ b,, c„ x.
Uonc G,, contiendra dans tous les cas une substitution U qui déplace cinq racines au plus. Suit x' une des racines que U lai.sse immobiles : G,, contient une substitution V qui remplace x' par x; A'"' UV =AV ne déplace encore que cinq racines, et laissant x immobile, appartient à G,,. .Mais toute substitution qui déplace les systèmes déplace au moins deux d'entre eux, suit six racines ; donc \\ appartient à I et remplace les lettres de chaque système les unes par les autres. .Mais si W déplace les trois lettres d'un même système, le premier, par exemple, son carré sera une puissance de A,, qui ne peut être contenue dans I, ainsi qu'on l'a déjà vu. Si, au contraire, AV laisse dans cha(|uc système une racine au moins immobile, on pourra supposer •
VV=7(fl,i,), =(<i, t,j ou = (<i, 6,)(**>Cr).
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Dans les Irois tas, .celle subslilulion, jointe à celle.s de la rorme que contient J, et à ses tiaiisformées par celles-ci, permettra de permuter ensemble d'une manière quelconque les trois racines a,, b,,c,, puis, en laissanucellcs-là immobiles, de permuter ensemble 6,, c,, puis de permuter entre elles a,, h,, c,. Donc P serait égal à (t .a.3)’P,, et divisible par 8, ce qui est inadmissible.
433. Supposons que l'on s'adjoigne une des racines de l'équation aux vingt-sept droites, telle que a. Il restera une équation de degré 26, dont le groupe est dérivé des substitutions B, C, D, K, F. Ce groui>e n'étant pas transitif, l'équation se décompose en deux facteurs rationnels, du seizième et du dixième degré. On voit sans peine que ces équations partielles ont les mêmes groupe.s que les équations X et Y du § III.
§ VI. — PnOBLÈMKS DE CO.XTACTS.
45 V. D'après les rccberebcs déjà citées de .M. Clebscli (427], la détermination des courbes de l'ordre n — 3 qui touebent en — poitits une courbe ilonnée C d'ordre n dépend d’une équation de degré a*'’"' — af"', en posant pour abréger I" ~ Les racines de celte équation
étant représentées par le symbole (ar, où æ’j,, v, sont
«les indices variables chacun de o à i, et satisfaisant à la condition
X, Xfjf ta I ( mod. 2 ),
on aura lè théorème suivant (Mémoire cité, § VIII] :
Soi/ jx un entier quelconque tel, que jx. — ^ sow entier : les points de contact de C avec les p. courbes correspondantes aux p racines (x, v', ... ) .... ,
seront sur une même courbe du degré lorsque les -xp
congruences contenues dans les formules suivantes :
(6) xj ai O (mod. 3)
sont satisfaites à la fois.
Soit la fonction formée par tous les systèmes de p racines dont les in-
(lices satisfont aux relations (f>). On voit comme au n°42l que les substitutions du groupe de l’équation appartiennent toutes au groupe de la Ibnclion
Si n est pair, on uc pourra assigner à p que des valeurs paires, et les
substitutions du groupe cherebé, laissant invariables les fonctions 9,, ç,
appartiendront au groupe (î (31'J-335).
Si n est impair, on pourra assigner à a une valeur entière quelconque, et le groupe cherché sera contenu dans le groupe G, (336-34G).
455. Posons n = 4 : on aura l'équation aux vingt-huit doubles tangentes
des courbes du quatrième ordre. Si l’on adjoint è l’équation une de ses racines, telle quc(i 10000), les autres racines seront déterminées par une équation du vingt-septième degré, dont le groupe H est formé par celles des substitutions de G qui ne déplacent pas (1 loooo). Ces substitutions laissent évidemment invariable la fonction partielle ç', formée par ceux des termes de 9, qui contiennent (i 10000) en facteur. Supprimant ce facteur commun, que les substitutions cherchées laissent invariable, on aura une nouvelle fonction ({(, que ces substitutions laissent également invariable, et qui sera formée de la somme des produits de trois racines (Tj jjx, _v,),
(x, y, a-', v'j aj'jj'j), (a^'i y’i dont Icsindiccs satisfont aux rela-
tions
Cela posé, il est aisé de voir que la fonction 4> contient (|uarante-cinq termes, et ne diffère que par la notation de la fonction 9 du n" 441. Donc le groupe de l’équation aux vingt-sept doubles tangentes est contenu dans celui de l’équation aux vingt-sept droites des surfaces du troisième ordre. D’ailleurs les ordres de ces groupes, étant égaux respectivement à
^ (Aj — 1) 2*. I . a. 3.4.5 (327) et à 27.10.8.6.4, sont égaux entre eux :
donc ces groupes sont identiques. Ainsi se retrouve entre le problème des vingt-sept droites et celui des doubles tangentes, le lien remarquable signalé par M. Geiser (Mathematische Annaten, t. 1").
456. La ré'solution de l'équation aux doubles tangentes ne peut être ramenée à celle d’équations de degrés inférieurs. En effet, si l’on pouvait la résoudre à l’aide d’équations d’un degré inférieur à 27, il en serait de même a fortiori après l’adjonction d’une racine, ce qui n’a pas lieu (446-452).
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D'aulrp paii, s’il CKislait une réduite de degré *7, adjoignons-nous une de ses racines : l'équation restante E„ se décomposerait en équations irréductibles dont les ordres diviseraient O = 28.10,8.6.4. et contiendraient les laetcurs premiers 7, 5, 3, a (397). Ces équations seraient donc chacune du degré 7 au moins; d’ailleurs aucune d'elles ne peut être d'un degré supérieur à 8 et inférieur à i4: car son ordre, étant divisible par 9 (398), ne diviserait pas O. Mais ces conditions sont évidemment incompatibles.
457. I.cs résultats généraux du n" 434 se modifient lorsque la courbe (’. a des points doubles. Le cas oii C a points- doubles, dont x de re-
broussement, a été traité par M. Clebsch {Vber diejenigen Cunen. fie.. Journal de. M. Borchardt, t. LXIV). Il montre (§ XVI du Mémoire cité), que les courbes cbcrcbécs du degré n — 3 dépendent d’une équation X de dc-
II (n — 3) . . .
gre 2", en posant m = — — - — ■ -1- 1 — x, et peuvent être représentées par
le svmbole (jcyzu...) où les indices x,y, z, u en nombre m -4- 1, et va-
riables de O à I , satisfont à la relation
(7) X/ -+- i -e « -1-, . ,= o (mod. 2).
En outre, les points de contact de quatre de ces courbes (or, j-, z, h,...),..., (x,j', î, K,...) seront sur une courbe do degré a(n — 3), si l’on a
(8) X, -e X, + = î,-t- J, -+- s. = . • - = o (mod. 2),
d'où
x.j, -t- x,_r, -4- Xjj‘, -1- x,/, = o (mod. 2). j^.Nous représentons, pour abréger, parx,/, z, «,... les quantités désignées à l’endroit cité par p -h 1 , ç -i- t , A, -t-
Les substitutions du groupe de l’équation <|ui donne les courbes rberrhées laisseront invariable la fonction f, formée de la somme des produits de quatre racines dont les indices satisfont aux relations (8). Or le groupe G de eette fonction contient les substituions de la forme
X, y nx -I- ÙJ- -4- «. «'x -1- b'y a'
^ z î -t- X/ -4- « -4- . . . — (ûx -t- 6.r -t- «)(«'x -t- i'7 -e «')
— (cxj- -(- rfx -4- <7 -4-/h -î- . . . -4- P ) — . . . ’ U,... cxy dx -t- ey + fa .
comme il est aisé de le vérifier, en remarquant que .t’h3x, v (mod. 2).
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•458. Réciproquenienl, nous allons prouver que G est oxclusivonient f'oruiê «les subsiitulions S.
Soient (x, J, I, H,...), (x, y, ij i/j...) deux raiùnes «|uelconques. Le nomlire «les termes «le 9 divisibles par leur produit est égal à la moilié du nombre total des solutions «les congrueni’es
j X. -t- X. X, -h x„ y, -|-y.=yi-t-y.. îi -e . (nio«l. J),
■ ( x,y, -I- î, -4- M, = o, X. -t- I, -4- . . . = O (inoil. 1).
earebaque sysltMiie de solutions donne les deux autres facteurs de l’un des termes ebercbc's; et cliaquc terme correspond aux deux systèmes de solutions qui SC déduisent l’un de l’autre en permutant x,.y avec x,.
(àîla posé, si l’on a
X, sr„ ij'où i, -4- «1 -4-. . . «• ï. -4- «I, -4- . .
la «lernière «les relations (9) sera une conséquence des autres, qui «létermincront I,, X,, y,, î, en fonction de x,,y,, u,,... qui restent arbitraires : on aura donc a"" systèmes «le solutions. Si au contraire x, , y, ne SC confnnilent pas avec x,,y,, la dernière des relations (9) ne résulte pas «les précédentes, et le nombre des solutions est inférieur à a"".
Partageons les racines en quatre systèmes, en groupant ensemble celles pour lesquelles les deux premiers indices ont la même valeur. D’après ce «|ui précède, pour que deux racines se trouvent associées «lans a"~' termes «le ç, il sera nécessaire et sullisant qu’elles appartiennent au même système. Cela posé, soit T une substitution quelconque de G; n’altérant pas 9, elle remplacera les racines d’un même système, qui, prises deux à deux, se trouvent associées dans a"""' termes de 9, par d’autres racines qui jouissent «le la même propriété, et «|ui par suite appartiendront à un mémo système.
Or les substitutions de la forme S permettent, en y faisant varier les coeflicients a, b, a, a', //, a', «le permuter les systèmes entre eux d’une manière quelconque : on aura «loncT = T, S,, S, étant «le la forme S, et T, une nouvelle substitution de G, qui ne déplace pas les systèmes.
45!l. Désignons par 9^ la fonction partielle formée par ceux «les teiiues «le 9 exclusivement formés «le racines du système o, o. Il est clair «pie T, laissera 9„ invariable.
Des consi«lérations analogues à celles du n“ 428 montrent que pour laisser
invariable la fonction Ço< T, doit remplacer les racines (ooau. ..) du premier système par des racines de la forme (o, o, s', eu 13, ...), étant
d'ailleurs congru à = -4- « -t- (e« 13) — ... à cause de la relation (7). On aura donc T, = T, S,, S, étant une substitution de la forme S, dans laquelle asfe'=i, a'ss 6^a = a'=o, c^rfs... = o, et T, une nouvelle substitution de G, qui ne déplace ni les systèmes, ni les racines du premier système.
iüO. Soient
( 1 , 1 , 1 — [ c -t- (/ -t- e] — . . . , c -4- rf -(- e, . . . ),
les racines que T, fait succéder à (1 oou. ..), (o 1 00. . .), (iiio...); on aura T, = T, S,, S, étant la substitution
I J, x.x, s ~[cx}' Jx +ey -t-, . .) — .... 11 + cxy -t- tlx -h e}-,.,. |.
laquelle est de la forme S, et T, une substitution de G analogue à T,, mais «lui ne déplace plus (1000...), (oioo...), (1 1 10...). D’ailleurs T, se r(«iluit à l'unité : car soit (xyiu...) une racine quelconque; y contient le terme
( . .)(x, y, xy, o. . .)(o, o, a',.. .)(o, o, s -t- i', u -4-
où z', sont des entiers quelconques dont la .somme soit congrue à zéro : et T,, laissant invariables les trois derniers facteurs de ce terme, laissera invariable le premier; donc T, ne iléplacera aucune racine.
■V6I. Pour résoudre l'équation X, il faudra, il’après ce qui précède : 1° résoudre l'équation du quatrième degré qui donne les systèmes: cela fait, X se décomposera en quatre équaLions partielles de degré a"*”’: a" résoudre l'équation partielle qui donne les raeines du premier système, éi|uation dont le groupe sera formé de l'ensemble des substitutions linéaires (avec termes constants) du degré a'"'^: 3® résoudre les trois autres équations partielles, qui seront devenues abéliennes par la résolution de la première; leur résolution exigera en tout 3(m — a) racines carrées.
TU
APPLICATIONS A LV THÉORIE DES TRANSCENDANTES
§ I. — Fonctions ciitcui.\in»>s.
4I>2. Soil n un Piiiier <iiielconquc: on sait que cos ^ est lié à cosa; par une équation Z du degré n, dont les racines, cos’^-^^^"»-- )
co.s — SDDl généralement inégales. Cherchons le groupe île monodromie de cette équation par rapport à cosx.
Po.sons pour abréger cosx =y et cos^^-i^2££ = et taisons varier v
.suivant une loi arbitraire, de manière à ce qu’il reprenne finalement sa valeur initiale. La valeur initiale de arccosj étant x, sa valeur finale .sera, comme on sait, égale à x -t- 2mr. ou îi — x -i- amir, m étant un entier; d’ailleurs, en choisissant convcnablcincnt la loi de variation de j', on pourra obtenir une quelconque de ces valeurs finales. La racine (p) se trouvera par là transformée en (p + m) ou en ( — p — m). Le groupe de monodromie de l’équation Z sera donc formé des substitutions
et .son ordre sera égal à a/i, m étant susceptible des n valeurs o, i,..., n — I (mod. n).
4ü3 On obtiendra le groupe de monodromie de la même équation par rapport à cosx et sinx en supposant que la loi de variation de cosx soit telle, que sinx reprenne à la fin de l’opération sa valeur initiale. Sous cette restriction, la valeur finale de l’arc ne pourra être que de la forme x + amir ; par suite, le groupe cherché ne contiendra plus que les substitutions
sas
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464. Le groupe algébrique de réqualion ayant ses sun>liluliüns perinu- (aliles au groupe précédent (391 ), elles seront (416) de la farine
465. L'adjonction de rirrattonncllc numérique cos le réduira aux >ul)stilulions (i). Car, si dans les formules connues
cos(a a- ft) 4- cos(rt — i) = a cosa cos4,
cos(n + fc)cos(fl — ft) = cos’dcos’é — sin’asin'i =: cos'« e eos’t — i
on pose Q= ^ on voit que (/> — i) et (/» -I- i) sont les deux
racines d'une équation du second degré F [X, (;>)] = o, dont les eoetlirienls .sont rationnels en cos~- Les racines (o) (n — i) étant inégales,
(/J — i) et {p -I- i) satisfont seules à ladite équation.
Or soit S=|/> <f[p\ I une substitution du groupe de l'équation proposée ^apres l’adjonction de cos : (9 [p — ij) et ?[/>-+-i)] satisfi-ronl à l’équation
et, par suite, .se confondront avec (<f{p] — i) et (? f/>J -+• •)• l^oiic 9 [/»] = ±/) consi.
466. L’adjonction ultérieure de sina- et de sin ^ réduira le groupe aux seules substitutions (a). On a effet
, , , , a>r ■ x-¥ipr. . tr.
(p ■+■ i) = (p)cos sin sin — •
Mais on a
sinx = sin(x -e apr) = sin ^-—^^-‘'f[fp)]>
f étant une fonction rationnelle. Éliminant à l'aide de cette rela-
tion, il viendra une relation de la forme
i)< étant une fonction rationnelle. Suit actuellement S= \ p 'i[p , | une
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sulislitiilion du groupe de l'équalion proposée : ou aura
-I- •])='!'i(vl/'])]- <>'oû 9[/»l=/'
i67. Considérons jnainlenant rirrationncllc nuniérii|ue cos Soit F(«)=îo l’équalion de degré « — i qui a pour rarincs cos^f-. cos — " - - ‘ • Si n est impair, son premier lueinbre esl un carré parfait;
car à chaque racine ®os^ correspond uneaulre racineégale cos
Si n est pair, l'équation a la racine cosn: = — i . et après la suppression du facteur « + i, son premier ineinhre sera un carré parfait. Soit U le polynôme obtenu en extrayant la racine carrée de F(«) (après la suppression ilu facteur u + i, si o est pair). L’équation U = o est inlimciuciit liée à l’équalion X = o, déduite de l'équation j;" — i = o par la suppression de
ses racines réelles. Soient en edél a: = cos i sin l'une des racine.s
de .X. sa conjuguée : on aura i (x -i- x~') = cos-^^*
Décomposons maintenant X en facteurs irréductibles. Soient F l’un de CCS facteurs; afcson ilegré; x,. x,,... ses racines, qui pourront sc grouper par couples de racines conjuguées, et réciproques l’une de l’autre :
^ (Xo -t- x'7'), i (x-, -4- x7'),... seront les racines d’une équation de degré fi,
dont le premier membre sera évidemment un facteur de U. Ce facteur sera irréductible : car s’il était divisible par un polynôme !)<(«) de degré fi'<jx, l'équation (j»(x -+- x"‘) = o, de degré a,u', aurait pour racines une partie de celles de F, qui ne serait pas irréductible.
Il .sera aisé, en partant de là, de déterminer le groupe de l’équation
U = o. Nous nous bornerons au cas où n est premier. Soient u„
o, = X, -t- X"',.., les racines de U.
Pour qu’une fonction des quantités « soit rationnelle, il faut et il suflil qu’elle .soit invariable par les substitutions
du groupe X, lesquelles reviennent aux substitutions
elTectuécs sur les u. Donc le groupe de U est forme par ces dernières subtitutions.
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S 11. — FoNCTIOSS F.LLII'TIQl' r.s.
Dwision des fonctions elliptiques.
■U>8. Division d'un arc quelconque. — Soienl u — ).{x} la fonclion iuvprsr (le l’inU-gralc
•O vC —
= v [i — (i — X’X’(x)J sa dérivée: n un entier quclcon(|uc.
On sait ((ueX^ij est détcrniiné en fonction de ).(x), À'(x), X- par une
é(|uation de degré n\ dont les racine.s seront X ^'** jvi
w et tu' étant les périodes de la fonction X(x), et p, q des entiers variables de O à n — i (mod. n). (Bbiot et Bocquet, Théorie des l'onctions douhlement périodiques, n" 187.) Nous conviendrons de représenter ecs racines |»ar le syniliole général [pq).
Si n est un entier composé, tel que rs, la résolution de l’équation de degré n’ qui donne X^^j revient à celle de deux équations successives de
degn^s r’et r*. Car on pourra déterminer X^^^ par une équation de degré r* :
d'autre part, en différentiant cette équation, on obtiendra X'^^^ exprimé
en fonction rationnelle de ^(7)’ ^ {^)* ^”(^) fl P*f suite de
la relation évidente
en fonction de ^(^7)' *(■*■)• ^•’(^) fl (Connaissant ainsi X^^^ et sa dérivée.
on obtiendra X^^^ par une équation de degré »“.
Un peut donc supposer n premier, sans nuire à la généralité de la question.
469. r.bcrcbons d’abord le groupe de monodromie de l’équation par rapport à X(x) et X'(x). Pour cela, faisons varier X(x) suivant une loi (luelcoti-
que, mais de telle sorte que cette fonction ainsi que sa dérivée reprennent finalement leurs valeurs initiales : la valeur initiale de x étant x, sa valeur finale sera, comme on sait, éf;ale à x + rniù + m'-jt, m et tri étant •les entiers, qui dépendent de la loi de variation de X(x), et peuvent élce supposés quelconques. Substituant cette valeur dans l’expression de la racine [pq), on la cbangera en (/> ■+ m, q -+ m'). Le groupe clierclié sera donc foruic des substitutions
470. Supposons maintenant qu’on adjoigne à l'équation l’une de ses racines, telle que racines restantes dépendront d’une équation de
degré n’ — I . Cherchons son groupe de monodromie relatif à k.
Si l’on fait varier k, u et tu' varieront avec lui, et pourront ne pas reprendre leurs valeurs initiales en même temps que lui. Mais tu et ta' sont un système de périodes élémentaires, c’est-à-dirc telles, que toute* période nouvelle lie X(x) est de la forme otu h- o'm', a et à étant entiers. Cette propriété subsistera évidemment pendant que k varie. Donc U et li', valeurs finales de tu et tu', seront un système de périodes élémentaires de la fonction >.{x; : on aura donc
U = tifti a’tji', 11' = étu -I- t'f.»', avec ab' — ba' = i ,
cette dernière condition étant nécessaire pour que tu, tu' soient des fonctions linéaires à coelTicients entiers de 11, û'.
Remplaçant u et tu' par 12 et û' dans l’expression (pq), on la change en (ap ■+■ bq, a' P 4- b’q). Le groupe clierclié a donc toutes ses substitutions de la forme
(6) I /'■ V "/’ ■!* bq, a' P e b'q |,
avec la condition ab' — ba' ^ i, laquelle peut être remplacée par la suivante afc'— ia'=i (mod. n), en remarquant que l’on peut, sans altérer en rien la substitution, accroitre ou diminuer a, b, a', b' de multiples arbitraires de n.
471. Réciproquement, si n est impair, toute substitution de cette forme fera partie du groupe clierclié. Pour le démontrer, nous emploierons une méthode élégante, duc à M. E. Mathieu.
Représentons, suivant l’usage reçu, une quantité imaginaire v -i /5/ par
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un point ayant pour abscisse a, et pour ordonnée (i. Soient C, C, des contoun élémentaires passant par l’origine des coordonnées, et enveloppant
respectivement les deux points critiques i et C', C, les deux contours élémentaires symétriques de ces ileux-là par rapport à l’origine, et enveloppant les deux points — i et — A, — A. — A, les valeurs de l’intégrale (3) prise le long de ces contours, en supposant que le radical soit égal à I pour tt = O. On sait : i“ que l’on n’altcre pas la valeur «le ces intégrales en déformant les contours C, C,, C', C, , pourvu qu’on ne leur fasse traverser aucun point critique; a° que les périodes tu, <u' sont respectivement égales à aA et à A, — A.
472. Supposons maintenant qu’un fasse varier 4 suivant une lui queleun- «|ue. Les intégrales A, .A, varieront d’une manière continue, pourvu qu’on ait le soin de déformer progressivement les contours élémentaires, lorsque cela sera nécessaire, de telle sorte qu’ils ne soient jamais traversés par les points critiques.
Supposons d'abord que l'un fasse varier k de telle sorte que le point ^
décrive dans le sens direct un contour fermé enveloppant les points i et — I [fig. i). Lorsque A aura repris sa valeur initiale, le contour C n’aura
Fie- ..
pas varié, et, par suite, l’intégrale .A reprendra sa valeur initiale. Au contraire, le contour C,, se déformant progressivement, se sera changé en un contour tel que K (pointillé sur la figure). Or le contour K peut évidemment sc ramener par une déformation convenable à la somme des cinq contours C, C, Q,, C, C; mais l’intégrale suivant C est A; celle suivant C' est également A, le radical avant au commencement de ce second contour la
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valeur — i; rinlégralc suivant C, est etc. Donc l'intégrale suivant K sera
Les intégrales A, .A, étant ainsi changées en .4, 4A ■+■ A,, to, w' le seront en «, w'-H 2u; et la substitution correspondante du groupe eherolié sera
173. Faisons maintenant varier * de telle sorte que le pçint ^ décrive,
toujours dans le sens direct, un contour fermé entourant seulement le point I. Les deux contours C, C, auront été changés progressivement en H,
H- (/is- ■-*)•
Fig. 1.
-Mais H se réduit à la somme des trois contours C,, C, C,, cl H, à la somme des contours C,, C, C,, C, C, : A, A, seront donc changées en aA,— .V et 3A, — aA; et par suite o>, «' le seront en « ■+- 4«’, o>', ce qui équivaut à la substitution
47-i. Cela posé, si n est impair, les substitutions (7) et (8), élevées à des puissances eonvcnablcs, reproduiront les substitutions
desquelles dérivent toutes les substitutions linéaires de déterminant 1 (121 et 137).
Au contraire, si n est égal à a, les substitutions ci-dessus se réduisent à l'unité. Il est clair d’ailleurs que l'on peut obtenir un déplacement quelconque (suivant un contour fermé) des points j et — ^ en combinant des
déplacements suivant les deux sortes de contours étudiés lù-dessus avec des déplacements suivant d’autres contours n’enveloppant aucun des deux
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(loinis + I Cl — I, lesquels déplacements n’alléreronl pas les périodes. Donc dans ce cas particulier les racines de ré(|uation sont des fonctions monndromcs de i.
■i75. Cherchons maintenant le groupe algéhrique de l’équalion, les quantités i, X(x\ ).'(x) étant supposées connues. Le groupe cherché étant permutahlc au groupe de monodromie relatif à X(x) et X'(x), ses substitutions seront (110) de la forme
\ p, q ap bq + ni, it'p -+■ b'q ni' |.
Mais si l’on adjoint à l’équation les constantes X X ce groupe se réduira aux substitutions (5). Cn effet, on connait la formule fondamentale
Hz +t)=z
Différenlions-la par rapport à z, et remplaçons X"{3) par sa valeur en fonction de X(:), déduite de l’équation (4). On aurais valeur de X'(a-)-/) exprimée rationnellement en X(z), X'(a), X(/), X'{/) cl k.
Posons maintenant s= , t— dans la formule (n).
Elle donnera la valeur de la racine (p+ a,q + b) en fonction rationnelle de ipq), X^~— j» de leurs dérivées, et de Mais la dérivée de s’exprime
ralionncllcment (468) en fonction de [pq) et des quantités X(x -h />u -(- i/u'), X'(x -h p'ji H- respectivement égales à X(x), X'(x). D’autre part, d’après
ce qui précède, X j et sa dérivée s’expriment rationnellement en
fonction de ^”(n)
tionnellement en fonction deX^^’^i ^ et des constantes rationnelles X(u] = o,
X'(a») = I (468). De même, j s’exprime rationnellement en X^^^ et i.
Substituant ces valeurs dans l’expression de {p + a, q -h b) il vient une relation de la forme
i}i étant une fonction rationnelle, dont les coellicients sont indépendants de P et de q.
■Tii
Suit maintenant
une quelconque de.s suhstilulinns du groupe cherché. Elle remplace les racines (/j-t-n, q-^b), (pq) par [f[p + a, q-^b^, V\p + a, 9 + ft]). (/[/'• vJ' !■ [/'' ?])• nouvelles racines doivent être liées entre
elles par la même relation que celles qu'elles remplacent : on aura donc
f\p H rt, q I 6] ES f[p, q] -h a, F[p + a, q -h b]^¥{p, q]-h b,
d’oil
f[p,q] — p-tm, f[p,q]ssq + m', m, m étant des entiers constants.
Donc l’équation est abélicnne, et se résout au moyen de deux équations ahéliennes de degré n (407).
476. Division des périodes. — Considérons maintenant les irratiunnelle.s X l.’équation de degré n* dont elles dépendent se réduit au degré /)’— I par la suppression de la racine nulle s®* autres racines
sçmt de la forme X^^^^ et nous les désignerons par (/jy). Le groupe
de monodromie de l’équation par rapport à k sera formé des substitutions ((»).
Pour déterminer son groupe algébrique, nous partirons encore de la for-
I / \ » ^ Qui* . -4- if M* I
mule (9), ou nous poserons z s= ^ — ^^-2 — » t = ^ ” — • Nous remplace-
rons en outre dans lesccond membre de cette formule la quantitéX'^-'** j par sa valeur en fonction de k, de [pq) et des constantes rationnelle.^ X(^w -t q'sé)— O, X'(/j'j i7u')= i; nous remplacerons de mêmeX'
par sa valeur en fonction de k et de [p'q')- Nous obtiendrons ainsi une relation de la forme
fio [p p\ q + q')='>t[{pq), {p'q')].
<J/ étant une fonction rationnelle, dont les coelTicicnls ne dépendent que
(Ir X'.
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Suit maiiileiiaiu
I /'• /[/'. Vl. '/I
une substitution quelconque du groupe de l'équation proposée ; opérons cette substitution sur l’égalité ( i o), ce qui ne doit pa.s la troubler; il viendra
^f[p /*'. V ' ÿ'I. ^[p /»'■ V + 9']) = + HJ [p> 9). fi/'. 9l). (f[p'< 9']. l■■(/'^ 9']) ^ d'où
f\P + />'. 9 + 9']=/[p. 9] -*-f[P‘> 9']. f [/» -'- A»'. 9 + 9'1 = J'i/». 9l f (/»'. </' • d'où entin
/{p, q]ssap-i- hij, l-[i>,q\^a'p + b'q.
Donc les substitutions du groupe cbcrcbé so'nl toutes linéaires, Ce groupe contient d’ailleurs le groupe de monodromie, formé de l’ensemble des substitutions linéaires de déterminant i. Il contient en outre une substitution linéaire dont le déterminant est un non résidu quadratique de ii : car M. Hermile a montré (Mémoire sur les hgualions modulaires) (juc le produit des différences des racines de l’équation modulaire pour les transformations de degré n, lequel produit est une fonction des racines de l'équation proposée, invariable par toute substitution linéaire dont le déterminant est résidu quadratique, n’est rationnellement exprimable qu’après l'adjonelion .
du radical V^{— i) * «•
De nouvelles recberebes seraient nécessaires pour s’assurer si le groupe, ainsi réduit par l'adjonction d’un radical carré, contient toutes les substitutions linéaires dont le déterminant est résidu quadratique. Mais nous laisserons de côté ce sujet, qui sort du plan de cet ouvrage, et n’offre tl’ailleurs que peu d’intérêt : car les résultats qu'il nous reste à indiquer, et qu’.Abel a obtenus en supposant que le groupe contienne toutes ces substitutions linéaires, subsisteraient, lors même qu'il serait plus particulier.
i77. L’ordre de ce groupe est égal à (124), et l'équation
qu’il délinit n’cslpas primitive; car en groupant dans un même système les n — I racines dont les indices ne difTerent que par un facteur constant, les substitutions du groupe remplaceront les racines de chaque système par celles d’un même système. Ces systèmes dépendront d'une équation de degré n — i . Celte équation auxiliaire résolue, le groupe de la proposée se trouvera ré-
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duil il ccllc.s lie ses subslilulions qui noiléplacenl pas lessyslèmcs, lesquelles se rêduiscnl éviJcmmout à celles qui inulliplicnl tous les indices par un même facteur constant : ces sulistilulions. en nombre n — i, sont les puissances d'une seule d'entre elles, qui multiplie les indires par une racine primitive a de la congruence a""' = i (mod. n) L’équation sera donc abélicnno; il est clair enfin que son premier membre se décompose en n + 1 facteurs rationnels ayant ciiacun pour racines les n — i racines d’un meme système.
Quant à l'équation auxiliaire de degré n 1, l'ordre de son groupe sera — 7) si n > 3. Kn effet, de quelque
manière qu’on ramène la résolution d'une équation donnée à celle d’une suite d’équations simples, ses facteurs de composition re.steront les mêmes, à l’ordre près. Or, pour résoudre l’cquatinn proposée, on pourra résoudre d’abord l’équation auxiliaire dont dépend une fonction des racines invariable par toute substitution de déterminant i, ce qui réduira le groupe de la proposée aux substitutions de déterminant i. Mais ce groupe a pour fac-
teurs de Composition ~ c* Donc la résolution de la proposée
dépendra actuellement de deux équations simples, dont l’une aura pour
ordre Donc dans l’autre mode de résolution que nous avons
'adopté, doit se pré.senter une équation simple dont le groupe soit du même
ordre.
Dans le cas particulier où n = 3 nous avons vu (420-425) que la proposée se résout par des équations auxiliaires du troisième et du quatrième degré.
Équations modulaires.
478. Jacobi a montré [Fundamenta, g XXI) que les racines de l'équation modulaire pour les transformations d’un degré impair n sont données par la formule générale
e = U" I siii Coani 4ü sin coam 8D. . . sin coam i(n — i)12 ], .
U et e étant respectivement les racines quatrièmes du module initial et du module transformé, et tl l’une, des valeurs comprises dans la formule
, P elq étant des entiers congrus à o, i ,..., n — i (mod. n), mais qui ne soient pas à la fois congrus à zéro.
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Les ilivers facteurs de v sont simplement permutés entre eux si l'on remplace /), q par cap, aq, a. étant l'un quelconque des entiers i, a,..., n — i :
V n'a donc que n -h i valeurs distinctes, respectivement correspondantes aux
valeurs o, i,..., n — \. x du rapport ^ (mod. n), et sera liée à u par une équation du degré n -hi.
479. Cherchons le groupe de monodromie de cette équation. Pour cela, nous ferons varier i de telle sorte que « = \ A- reprenne à la fin de l'opération sa valeur initiale, et nous chercherons la manière dont les diverses valeurs de e auront été permutées entre elles.
* !üt d'abord, de quelque manière que l'on fasse varier A, le système de périodes élémentaires ta, u' se trouvera transformé à la fin de l'opération en un système de périodes élémentaires O = <iu -i- a'w', 0'= Ata -i- fc'u'; et l'on aura la condition ab’—ba' = \. Soient donc a, a', jî, (ï' des nomhre.s quelconques, respectivement congrus à rt, a', b, h' (mod. n) : on aura, aux multiples près de nw et nu', Û = au-t-a'u', il'= jSu -i- |3'u', et a,'5'— «'|î = i (mod.n).
Réciproquement, soient a, (3, (3' quatre entiers quelconques satisfaisant à cette dernière relation : on pourra faire varier A de telle sorte que u et u' soient transformés, aux multiples près de nu et nu', en «u -t- a'u',
Soit en effet c un entier tel, que l'on ait aes2 i (mod. n). Faisons varier A de telle sorte que le point ^ décrive fois de suite le contour représenté
dans la fig. i (472); « = \Âsera multiplié par le facteur (y — i, et par suite ne sera pas altéré : quant aux périodes u, u', elles seront changées en u, u'-!- 8e’ u, expressions qui se réduisent à u, u'-t- u, en supprimant les multiples de nu.
Faisons maintenant décrire au point p e fois de suite, le contour de
la a (473) : u n'est pas altéré; et u, u' sont changées en u -l- aeu', u', ou, aux multiples près de nu', en u -t- u', u'.
En combinant les transformations ci-dessus, on peut changer u, u'(aux multiples près de nu, nu') on «u + «'u', ^u + ^'u'(l2l et 137).
Cela posé, soit (a) celle des valeurs de e qui. correspond à une valeur donnée du rapport ^ = î (mod. n) : u, u' étant changées (aux multiples près
■ ,1 > ! r n ! /><•)•+ ïOw' 1
lie n>j), nui ) en «u a w , pw + p « , * — jTT ””
( «jP + a pç ) i.i -4- ( a'p ■+ a 3'ç ) w’
Si donc on pose x ~-.c, ap rf, ac', p' = «' (mod. w), (z) sera Lliangé en On a d'ailleurs évidenimcnl cd'~c'(L — ap'— a'p, et il est
clair qu’en donnant successivement à a. p, a', p' tons les systèmes de valeurs dont le déterminant est congru à i , on obtiendra pour c, d, c\ d' tons les systèmes de valeurs dont le déterminant est congru à i.
Le groupe de monodromie cherché est donc formé des substitutions '
cz i- d c'z ■+■ d'
avec la comlilion ci/'— c'</= i (mod. n).
480. Le groupe Algébrique de l'équation aura la même forme, en supprimant la condition cd' — c'dsni. Car soit K une fonction de ses racines, invariable par toute substitution linéaire fractionnaire : elle peut être mise
sous la forme d’une fonction rationnelle de ii, sin ani^’ et
(^ar prenons l’un quelconque des facteurs qui entrent dans l’expression des racines de l'équation modulaire, par exemple sin coam 4'"^— ^ s*' égal à
poi -t- 5a(./\
cosani r£- ^ — A ( r — )
A am r PJ±±^ , - A> ).■ (r '
Or ). (r P'"' et sa dérivée s’expriment rationnellement en
^ rationnelle de u, D’a'Heurs
F reste invariable si l’on change w, u' en au -t- a'w', iu f>V, ce changement équivalant à une substitution linéaire fractionnaire effectuée entre les racines (s),.... Donc « étant supposé connu, F sera une fonction des racines
de l’équation qui donne invariable par les substitutions du groupe
de cette équation : donc F est exprimable rationnellement.
Le produit des différences des racines de l’é<|uation modulaire sera expri-
DKS IRBATIONNFXLES
maille ralionnellemenl après l’adjonction du radical carré y (~ 0 ' " (Hk«- MiTE, Mémoire sur les équations modulaires). Cette adjonction abaissera de moitié l'ordre du groupe de l’équation, et le réduira à celles de ses substitutions qui n’altèrent pas le produit ci-dessus. Ce sont celles pour lesquelles le déterminant crf' — cd est congru b un résidu quadratique (ou, ce qui revient au même, b l’unité : car on peut, sans altérer une substitution linéaire fractionnaire, multiplier tous ses coefiieients par un facteur constant quelconque, dont le carré multipliera le déterminant). Le groupe de l’équation sera donc rénluit b son groupe de monodromie, lequel est simple, si n > 3 : car il est évidemment identique au groupe de l’équation auxiliaire tie degré n + 1 rencontrée plus haut dans le problème de la division des périodes.
48t. Il est intéressant d'examiner s’il n’est pas possible de trouver une é(|uation équivalente b l’équation modulaire proposée, et d’un degré moindre.
En premier lieu, le groupe G de l’équation modulaire ^après l’adjonction
de ^(— i) * «) a pour ordre nombre divisible par n. Il doit en
être de même du groupe de l’équation équivalente cherchée : donc son degré ne peut être moindre que n.
Cela posé, pour qu’il existe une équation de degré n, équivalente b la proposée, il faut et il sullit qu’on puisse déterminer un groupe H contenu dans G, et qui renferme précisément la n‘""' partie des substitutions de (î. Ur, considérons le groupe G' formé des substitutions linéaires
[ X, X ex dy, ex -t- d'y |, où cd' — c'd=i (mod. n).
Ses substitutions correspondent b celles de G
I _ rz -I- d
1 * CI .*■ d'
où cd' — c'ds^t (mod. n).
de telle sorte que le produit de deux d’entre elles correspond au produit de leurs correspondantes. Si donc le groupe H existe, les substitutions de G' qui correspondent aux siennes formeront on groupe H' contenant la ré'""' partie des substitutions de G', soit n- — i substitutions. Il aura donc .son ordre premier b n, et, par suite, il ne contiendra aucune substitution d’ordre n.
Mi.
LIVRE TRÜlSItlIE
Soient S,,..., ses substitutions; T une substitution quelconque
d’ordre « contenue dans G', celle-ci par exemple
Les n[n- — i) substitutions de la forme seront toutes distinctes et reproduiront toutes celles de G' : car si l’on avait TcSii^ T’S, sans avoir p — ff, d’où fl, = y, on en déduirait T*^'’ = S,S~'; donc T?"’ appartiendrait à H'; résultat impossible, cette substitution étant d’ordre n.
Soit maintenant^ une racine primitive de la congruence g"~* = i (mod. /i): la substitution
étant contenue dans G', sera de la forme 1^8,1 : et la substitution T'f U — S,, fera partie de H'. Mais posons x — {p+ g~’‘)y = x’ : on voit sans peine que T'^U remplace x' par gx' et/ par Prenons donc pour indices indépendants, au lieu de x et /, x' et /, ce qui n’altère pas la forme du groupe G': T~fU prendra la forme
S = I -r', r gx', g-'y |.
482. (icia posé, le nombre des substitutions de H' qui n appartiennent à aucune des deux formes
(II) I r tix, dy |, I x', y by, ex j
est un multiple de ^(/i — i)’.
Car soit
V = I x' , y ax' + by, ex' -t- dy |
une de ces substitutions ; H' contient les substitutions de la forme S*VSr— I x', y gf ‘"’ax'-t gr—'by, g-’r—''ex' + g~^e*“>dy j,
i|ui sont en nombre — ')’î le'sent varier m et p, on pourra don-
ner à g'’^'"(mod. n) une quelconque a des n — i valeurs i,.., n — i, et à gf^" une quelconque des — i) valeurs ,5 = aR, dont le rapport U à la précédente est un résidu quadratique de n. Il est clair d'ailleurs qu'aucune de ces ^(n — i)’ substitutions ne se réduit aux formes (i i).
DES innATIONSELLES.
Si H' conlicnl une subsiilulion V' autre que les précédentes et qui n’appartienne pas à ces formes, il contiendra ^(/i — i)’ substitutions S"'V'S''
évidemnicnt distinctes des précédentes: car si S"’V'S'’' était égal à S*" VS'', on en déduirait, contre l'Iiypotbèse, V'= Donc H' contiendra
an moins a-^(n — i)’ substitutions qui ne soient pas des formes (it). S’il en contient dasantage, il en contiendra au moins 3-^(n — i)’, etc.; il en
contiendra donc en général r-^{n — i)’.
Le groupe H' contient en outre celle des substitutions de G' qui sont de la forme | x', y ax', dy |, lesquelles, ayant pour déterminant i, se réduisent aux n — I pui.ssances de S : enfin, s’il contient une substitution A de la forme | x', y by, exf |, il contiendra celles des substitutions de G' qui sont de cette forme, lesquelles se réduisent aux suivantes AS"", en nombre n — i .
iS3. Ifonlre de W esl donc égal à
H — i + r ^(h — i)’ ou à a(n — i) r.^(n — i)’,
suivant que U' contiendra ou non la substitution \ = | or’, y, — x' ).
Mais cet ordre est égal à n’ — i , ce qui montre que la première bypotlièsc est inadmissible, lorsque n > 1 1 : car « — i-t- {/» — i)’ est plus grand
que n’ — I , si r J 3, et plus petit, si r < 3. La seconde hypothèse elle-ménic ne sera admissible que si r = a : auquel cas H’ sera formé exclusivement lies substitutions suivantes :
Il Sp= 1 j:', y gfx, g-fy |, \ x\ y gry, - g-'x' |,
(la) j S”VSc = I x', y aax’ -f- allée, a-’ll"cj:' + x~'dy |,
( S"'V'Sr’ = \ x', y a'n'x' + a'tt'ft'y, a'"'lt'-'c'x'-e x'-'d'y |,
où p, a, a', R, R' sont des entiers variables d'une substitution du groupe à l’autre, ces deux derniers étant résidus quadratiques de n; et où a, b, c, d, . n', b', d, d' sont des entiers donnés, satisfaisant aux relations
aU — 6c s a'd' — b'c' ïj i ( mod. n ),
et tels, qu’on n’ait pas à la fois a^dszo, ni 6 = c = o, ni a'= rf'= o, ni 6's:c'= O, Donc sur les quatre cocllicients a, h, c. d un seul peut être con-
;t.\0 LIVRE TROISIÈME.
j;ru à zéro; si l’un d’eu.v est cfleclivemenl congru à zéro, on peut admellrc 'que c’est d\ car k cause de la symétrie qui existe entre id et j, on peut admettre que c'est c ou d. Mais si c~n, H' contient la substitution
AV I x', y — bx' -e fl)-, - dx' |,
où c’est le quatrième coelHcient qui s’annule, substitution que l’on pourrait prendre ii la place de V dans tout le raisonnement.
Cela posé, la substitution
1 jr' (afl’ -t- a-'K''cè)a:' -f- ( aRifl -t- )■ I XV =; S"\ SeV =: ' " U
I y (aflf (allie -+-«■'(/’ ) r I
appartenant à H’, doit être de l’une des quatre formes (la).
Si elle est de la première forme, on aura
(13) aRin -t- a~'db m. xnc a“'R~'C(/= o.
Si elle est de la seconde, on aura
(14) afl’ -+- a“'R-'cft = allie a~'</’rs O.
Si elle est de la troisième, on aura, en remarquant que dans lessubslilutions de cette forme le produit des coelTicients extrêmes est égal ii ad,
,i,T) (afl’ -+• a '‘R“'ci)(aRit -4- x~’d", ^ad.
Si elle est de la quatrième forme, on aura de même
( i6) (an’ a~'R~'ci)( ail ie a“‘</’)3= a’rf'.
Donc la congruence
( [a Rifl -f-a“'(/i] [aa’-l- a~' ll"'ei] [(aa’ -t- a*' R~'ci)(allic + a '</’)— nd \
^ I X [( *fl' -t- a“' R ' ei)(alt ie -t- a“'</') — o'(/']=3o
sera satisfaite dans tous les cas, et quels que soient a et R. Or supposons II donné; si d~o, l’équation est du sixième degré en «; si ef^o(mod. n), ilu douzième : donc elle ne peut avoir plus du six ou douze racines distinctes. Mais elle est satisfaite pour les n — i valeurs de « inférieures à n ; donc « — I “ I a, d'oü i3; l’Iiypothèse n — i3 n’étant d’ailleurs admissible ((lie .si rfjo (mod. n).
DES IRRATIONNEUJîS. ' ;I5I
Celte hypothèse doit être rejetée dans tous les cas. Car la coniçruence (17) ayant douze racines distinctes, le facteur aa“ -+- or' R^'cüi, égalé séparément à O (inod. n}, donnerait deux racines distinctes. Donc sur les douze valeurs de a, il en est deux pour lesquelles la substitution W se réduirait à la forme AS'’, et ((ui, par suite, satisferaient aux relations (i4)- Mais on déiliiit de ces relations, en éliminant « et U,
n’rf’s h'c'={ai/ — 1)', «i'oii 1 — 2/11/ æ o.
On aurait de mcnic 1 — 2a'rf' = o; d’où adssa'ti'. Mais alors la congruence (17), ayant deux facteurs égaux, n’aura pas douze racines distinctes, comme cela devrait être.
L’existence du groupe H' est donc impossihic, si « > 1 1 .
484. Au contraire, si n = 5, 7 ou 11, le degré de l’équation modulaire pourra s’abaisser d’une unité. Ce résultat remarquable, découvert par (ialois, a été retrouvé depuis par M. Hermite et par M. Betli. On peut le vérifier sans aucune difTiculté. en montrant qu’il existe un groupe II contenant la n'*”" partie des substitutions de G.
I® Soit en effet n = 5 : on pourra prendre pour II le groupe dérivé des substitutions
3" Si n = 7 ou 1 1 , on prendra pour H le groupe dérivé des - substitutions des formes suivantes
az |.
où a, h sont des résidus quadratiques do n, variables d'une substitution à l’autre, et g une racine primitive de la congruence g"~' = 1 (mod. n), dont toutes les puissances impaires de degré inférieur à n — 2 vérifient la congruence
/rfff-'-Or + '][g’r’— («•+ i)r-n]so (mod. n).
On pourra donc poser, si n = 7, g’ = 3 ou 5; si n = 1 1, ^ = 2 ou (>.
Il est bon de remarquer que le groupe H n’est pas primitif: car si l’on répartit les racines en couples, en groupant ensemble celles dont l’indice a respectivement pour valeurs o et » , i et g, g' g',..., les substitutions
rrf U\TIE TROISIÈME.
(le II jouiront seules, parmi celles de G, de la propriété de remplacer les let- Ires de chaque couple par celles d’un même couple.
Si rt = 5, posons
si n z= -, posons ^ = 5. cl
Si n = I ! . posons ^ = a, et
i'.)(e, — Ci)(t'. — !'.)((', — (^.He, — — e„).
La fonction .r, sera évidemment invariable par les substitutions de H : elle dépendra donc d’une équation de degré n, dont les coefTieients sont des
fonctions rationnelles de u cl de la quantité adjointe \f{— i) ’ . Soit
F(.r. «) = O cette équation : scs autres racines x a-„., s’obtiendront
en opérant successivement sur a;,, les puissances i n — \ de la substilu*
lion I I î 4- I |.
•i85. M. llcrmite obtient comme il suit les coefficients de celle équation.' Il remarque que si l’on change u en tu, i étant une racine huitième de l’unité. chacune des valeurs de v sera multipliée par et chacune des valeurs de X par i * . Donc l’équation en x ne change pas si l’on y remplace
à la fois u par lu, et x par t * x. Donc le premier membre de cette équation est composé de termes de celle forme
X- ■ «*.((! 4- hu' eu” t
où 7, satisfait k la condition
, , nfn -( il , , „ ,
(n— V/ — - -1 a. ao (niod. 8).
lin second lieu, si l'on change u en e,- sera changé en — (Jvcobi.
Fundamcnia, n"31) : x. le sera en ( — i) * = (— i) ~
'Donc l’équation en x ne change pas si l’on y remplace k la fois u par -> et
DES IHRATIONNEU-ES.
•r par Celle romarquc montre qu’on aura
(n -- i)» — îa,
p. = JJ
arct
De plus, les polynômes a + bu’ + . .. seront réciproques, si n = 5 ou 7 : si au contraire n = 1 1 , ■" ' h- étant impair, les polynômes qui mul-
tiplient les puissances paires de ar seront seuls réciproques, ceux qui multiplient les puissances impaires ayant au contraire leurs eoenicients équidistants des extrêmes égaux et de signe contraire.
Il ne reste plus qu’à calculer a,, a, b Or on a les cocHicients de l’é-
quation en æ exprimés, d’une part en fonction de u, a, b,..., d’autre
part en fonction dex„ et, par suite, en fonction de e,, e* e„ i-
Égalons ces deux expressions, et remplaçons, d’une ))arl h, d’autre part
e, par leurs développements en série suivant les puissances de la
quantité désignée par 7 dans les Furtdamenia : égalant les coeiricients des diverses puissances de 7 dans les deux membres, on aura une série de conditions qui déterminent les coefficients a,, n, b,.... D’ailleurs p, ne pou-
vant être négatif, a, est au plus égal à ^ (n -t- i)v. On peut simplifier le calcul en remarquant que la quantité 1 — «* entre comme facteur dans le polynôme a -+- bu’ t-,.. avec un exposant au moins égal ù ■“ [ " + j’
ij.)
étant le reste de la division de a ’ par n.
On trouve ainsi les équations réduites suivantes : 1“ Si n = 5
X'-, au' (i — n*)’x -i- — «')’(' -•-«•)= O.
les constantes a, ^ étant des fonctions rationnelles de y'S; a“ Si n = 7
x’ -I- a«‘( 1 — M* )'x' — 3/i’( I — H" )*x e ii‘{ I — «')* C* = O,
a, étant des constantes fonctions rationnelles de \ — 7, et Fj une fonction du second degré en «*, dont les coefficients ne contiennent d’autre irrationnelle que y — 7;
;CiJ
5" Si /( = I .
X" Xtt’i I — ?«''• — «*)’•*■’■*- /«■('
K|). r, . (lésignaiil dos foDctions du degré fx en «*, et dont les cocflicietils, de même (]Uo les eonslïmles «. 13, y, ne eoiiliendront d'autre irrationnelle <|ue V " • I •
S III. - Foxctioss iiïpr.nKu.iPTiQyE.'..
iS6. Posons
l)c ta diiision en l’énèral.
.T' •- I . . . -I- y= (x — m,l(x — m,). . .(.X — nij) _ A’(x), .
,« „ ,/x f . r ‘ îî-'i <l.r f .
.f„ .\(X' Airi • A(X) J„ A(,n ■'
P'aisons varier .r et i d'une manière quelconque, de telle sorte qu'à la liii de rupéralion r, y, A(x'). A(y) reprennent leurs valeurs initiales. On sait (|ue les valeurs finales de a, v seront respectivement égales à
Il - 0, 1’, -t 1. 1* *- à; f‘, + E, I’.. i’- i, Q, ‘ E, 0, 3, Q, i.lj, ;
o',, 5,. o'j. £, étant des entiers dépendant de la loi de variation dex et de )•, et ijue l'on peut rendre ipielconques. Quant auN périodes P,, Pj. P,. P,, Qi> Qî- Qr- Oi- soi't respectivement égales à .\„ — .A,, .A, —
Bs désignant les valeurs des intégrales
rfx.
prises le long des contours élémentaires ('.„ C, relatifs aux points rrili-
qiies m„ ni,, avec une meme valeur initiale du radical A{x).
Eniin ces mêmes intégrales prises le long d'un contour enveloppant tous les points critiques sont milles; d'uù les relations
DES innATlOSNEIXES
■IXi
OuBiU aux fonctions inverses
elles satisfont à une équation du second degré dont les coefficients sont nmnodromes en u, u', et rc|)reiinenl les mêmes valeurs, ainsi (|ue A [x) et Af v). lorsqu'on y remplace u, v par « ô', P, + c r J, Q, -i- CjOi-
lùifin, les fonctions
sont les racines d’une équation ilu second degré dont les coefficients sont rationnels en X,(«,.e,), AfXo(«,, e,)1. J., (ii,, e,}. ArX,(i<,, e,)J, )h,{«„ e,),.... D’ailleurs les deux symboles ).o. X, ligiire-ront symétriquement dans ces coefficients. (.Ixcom, Journal de Crelle, t. IX et XIII.)
i87. Il résulte des propriétés fondamentales que nous venons de rappeler que Xo(«, c), X,{«, v) sont les deux racines d’une équation .X du second degré, dont les coefficients sont rationnels par rapporta
^'(s’ ^)’ ^[^‘(7!’ 7i)]’ '‘.'■''Métriques par rapport aux symboles ).« et X,. Réciproquement, substituons dans l’équation \ la valeur de Xo(k, v), et celle de X, («, e), supposées connues. Nous obtiendrons deux
équations algébriques .\,, X,, qui serviront à déterminer
Soit «g, «, un système de solutions de ces deux équations ; a,\ a, en sera évidemment un autre, par suite de la symétrie des équations par rapport aux deux inconnues. On obtiendra donc la même équation finale E, quelle (|uc soit celle des deux inconnues iju’on élimine entre les deux équations ci-dessns; et les racines de cette équation peuvent se grouper en couples, en réunissant ensemble les deux qui vérifient simultanément les équations Xg, .\|.
Toute substitution du groupe de l’équation E rcni|ilacera les deux racines d’un même couple par deux autres racines, liées entre elles par les mêmes relations (356), et qui, par suite, appartiendront elles-mémc.s à un même couple. Donc l’équation n’est pas primitive, et se décomposera en équations du second degré par la résolution de l’équation N, dont dépend une fonction symétrique arbitrairement choisie des deux racines d’un mémo couple.
LivRK TH0IS1ÈMI-.
(k-tlc équalion auxiliaire, après radjonction des radicaux A[).,(u, v, , AiX,(«,e)J, sera du degré n'. Caf soil/j ^ )J une de scs
racines : les syslèiiics de valeurs de «, e pour lesquels X,{«. v), X, («, v). cl les A correspondants reprennent la inênic valeur sont donnés par les forinnlesM -1- p, P, -t q, P, t /J, Pj + <7jP,. v-i-p,Q, H- y.Q, 9,^..
on p,, q,, p^, q, sont des entiers quelconques; substituant ces valeurs dans la fonction /, on obtiendra autant d'expressions distinctes que la variation des entiers/),, q,, p,, q., fournit de systèmes de restes différents par rap- |)ort à n. On aura donc en tout n* racines, qu’on pourra désigner par le symbole général (p, q,p, q,).
i88. Si n est un entier composé, tel que rc, la résolution de l'équation N, de degré n', revient à celle do deux équations successives de degrés r* et î*.
Kn effet, la fonction îi )’ *' (n’ d’une é(|uation S de
degré s', dont les coefficients sont îles fonctions rationnelles de ^)’
(r’ ?)’ 7)]’ (7’ 7)]’ PS*' 'apport à >,„et à
■Mais A|^X„|p, 1 et Aj^^X, s'ex|)riinent rationnellement en X,(«, ej.
X.(«,e), A[X,(«.cj], A:X,(«, o)],X
En effet, différentions les équations (18) successivement par rapport aux variables indépendantes u, v, il vient
jji vx dx H + v r dy >lx u'-t- y’x dy
' Âtx) du A(_v) dit' A(x) du ^ A(y) du'
li -y vx dx (X -I- V,»’ dy /*'-*- >'x dx p' -e v'x dy
” A(x) dv Â(r) de’ ' A(xj dv ^ A(y) de’
relations qui déterminent les dérivées partielles de x et v en fonction rationnelle de X, y, A(x), A(y'), et d’où l’on déduit réciproquement
. , , . . dx , , , , dx . , , , , d)- , , . , , dy
A(x) = (jx-e vx)— -) (u'-i- vx) Aiy) = (u-ev/) ^ -4-(u -l-vy) j- •
Donc et a|^X, J s’expriment rationnellement en
fonction de )o(~> "V ^7’ 7) leurs dérivées partielles.
DES IRRATI0NNE1.LES
Mais 7) soin liées à ).o(«, v), X, («, v) par deux équa-
tions algébriques dont la difrérenliation (après avoir ehassé les radicaux), donnera les dérivées partielles de X, X, exprimées eu fonction
de Xo^7» 7^' X, Xfl(n, e), X, («, e) et des dérivées partielles de ces
deux dernières fonctions, lesquelles s'expriment à leur tour en fonction rationnelle de Xj(a, v), X,{//, e), et des A correspondants.
Les coefficients de S sont donc rationnels en Xo(«, e), X,(«, e), ArX,(u,v)J,
A(),(«, e)j, X„[j|» X, il est en outre évident qu'ils sont symé-
triques en X, etX,; ils s’expriment donc rationnellement en fonction des coeflicients de l’équation qui a pour racines X, et X, lesquels
s’expriment rationnellement en fonction des racines de l’équation de degré r' dont dépend la fonction /J^X, X, J (362).
On peut donc supposer n premier, sans nuire à la généralité de la question.
tSO. Cela posé, cherchons le groupe de monodromie de l’équation N par rapport à ).„(«, e), X, («, c), A[X,(m, c)], A[X,(«, c)]. Faisons varier ces quantités arbitrairement ; lorsqu’elles reprendront leurs valeurs initiales, n, V seront changés en
u-l-5iP,-i-£iP,-l-é, Pj-l-ÉjE,, V é, Q, -t-£i Q; -e 5, Q, -+- £,0,.
La racine (p, q, p, q,) aura été changée dans la racine
le groupe cherché sera donc formé des substitutions
I Pi, îi. Pî, q< Pi -i- ôi, 7i -e- ti, p, -+• i„ q,-*- £, |.
490. Supposons maintenant qu’on ait adjoint à l’équation une de ses racines, telle que (0000). Les racines restantes dépendent d’une équation Z de degré n* — 1, dont le groupe de monodromie F par rapport aux modules m,,..., s’obtiendra 'aisément comme au n" 471. Supposons en effet que rn,,..., restant invariables, »i, varie suivant une loi quelconque : lorsque reviendra à sa valeur initiale, les racines [p, q,p%qi) au-
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ronl été pormulées entre elles par une ceilüino subslitulionrel si l’on motlifio de toutes les manières possibles la loi de variation de w„, renscnible des substitutions obtenues sera le groupe de inonudroinie de l’équation relativement à w».
On obtiendra de même le groupe de monodromie de l'équation relativement à chacun des autres modules m : et l'on aura évidemment le
groupe de monodromie relalil" è en combinant entre elles les
substitutions de tous ces groupes partiels.
Or tout déplacement du point w„ suivant une courbe l'criuée résulte évidemment de la combinaison de cinq déplacements particuliers suivant des courbes fermées Dj,, 0»^, D„,, D„,, D,j enveloppant respectivement chacun des cinq points m,,..., /«,, sans couper les contours élémentaires relatifs aux autres points, avec un déplacement suivant une courbe fermée n’enve- Inppaut aucun de ces points. Ce dernier déplacement n’allcre évidemment pas les périodes ; donc toutes les substitutions du groupe de monodromie relatif à résultent de la combinaison des cinq substitutions partielles opérées par les déplacements Do D,,.
Cela posé, la figure ci-jointe montre que le déplacement D,, pouvant se
faire sans déformer les contours élémentaires C,, C,, Cj, n'allèrc pas les intégrales A J, A,, .\,i quant aux contours élémentaires C», C,, ils sont transformés en de nouveaux contours tels que H„ H,, qui se réduisent respectivement aux deux suites de contours élémentaires C,C,C„C, C, cl C„C,C„. Par suite, A„, A, sont transformées en
A. - A, — K, -f A.= 3 \.- 1 A„ A. — A, A, = lA, - A..
Les périodes P, = A, - A, et P^ = A, - .A, seront donc transformées en 3 A. _aA -(ïA. - A,)= P„ a.A. - A, - A. ïP, P., et les autres périodes resteront inaltérées.
DES IllRATIONNELLES, :Kît
On voit (le la intime manière que le déplacomcnl D„n transforme
A, en 3 A. — 4 A, + 4Ai — • • ■ ()'"‘a A,,
Af en — îA, f 4 I — 4 '/'“'A*.
et laisse les autres intégrales invarialiles. Substituant les valeurs finales des intégrales dans les expressions des périodes, et tenant compte de l’équation {19). on obtiendra les valeurs finales P,, Pj, P,, P, de ces périodes, exprimées linéairement en (onction de leurs valeurs initiales P,, P,, P,, P,.
On obtiendra de la niême manière rallération produite dans les périodes,
en supposant (|uc les points m restant immobiles, le
point r»p décrive un contour leriné autour do point m,,.
Quant aux valeurs linales Q', , Q'j, Q'^. Q', des quatre autres périodes Q,, Qj. Qj, Q, après chacun des déplacements ci-dessus, elles s'exprimeront (ividcnimcnt en fonction de Q,, .... Q, de la même manière que P, , . . . , P, en fonction de P P,.
401. Après chacun des déplacements considért's, on aura l'identité facile il véritier
I*'. Q', - Q'. P, - P' 0’. - Q', P, P. 0. - Q, P. -t- Pi Q. - Q P..
Supposons maintenant qu’on imprime à un déplacement représenté' par une combinaison quelconque des cinq déplacements simples D.j; puis à m, un déplacement représenté par une combinaison (jiielcon- (|ue des déplacements élémentaires I),o, l),,...., D, 5 ; etc. Ce système d’opé;rations transformera
/, P. -I- ô', P, H- •/, Pj -r ô“ P,, y, P, -h i', P, y, P 1 i] P..
(üt’,, étant des entiers constants), et Q Q, en fonctions analo-
gues de Q,,..., Q,. D’aillcuis la fonction P, Qj — Q, Pj I’, Q, — Q, I’,, n’étant altérée par aucune des opérations partielles dont se compose celle (|ue l’on considère, restera identique à elle-même ; d’où les conditions
.Substituons maintenant, dans l’expression des racines {p,fj,p2'h)> ô !•'
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place de P P,, Q Q, les valeurs de leurs transformées : celte opé-
ration reviendra évidemment à opérer sur les indices de ces racines la substitution
, _ /».. '/. a, /». c, 7. -J- o'i /'> t- b\ p. -t- </', I/, h‘,p, — rf', q,
( ïo) . , ^ ^ ^ ^ J, ^ ^ ^
les coefficients a',,..., rfj étant respectivement congrus à «' j (mod. n).
et satisfaisant par suite aux relations
b', c\ -e n, rf', — b', r, == «'(/’ — fc' c’ -1- n', </' — A', c' 'c i , c, A' -i- //", - c. fc’ — o' il', c, b\ «■ il', — c’,b',^o,
c, a’, 4- a, c\ — c, n, ™ b', il', —ii',b’,-v- b', il', — »,
qui montrent que la substitution S est ahélienne.
Soit, comme au n"219, H le groupe formé par les substitutions qui satisfont aux relations ci-dessus : le groupe cherché F est contenu dans H; mais l•éciproqucmcnt, il contiendra toutes les substitutions de H, si n est impair. Kn effet, il contient les suivantes :
S. = I p., </., P„ q, />. ' Iî„ q.. p„ q, |.
s, _ I p„ q,, p„ q, p„.q, — tp„ /'„ q, |,
1 P<, q<i Pu 7> Pu 7.1 /'. -i-»7>. 7> !•
S,= I p„ 7„ Pu q, Pu 7„ Pu q, — 2p, 1,
Si= \ Pu q„ Pu 7r p. -I ï?. — ip=, q„ Pu »7. — a/'i -r 7> I*
respectivement correspondantes aux déplacements 1),,, l),j, D,,, D„, D,,. Mais toutes les substitutions de H sont dérivées de celles-là. En effet, soient V une substitution de 11, à,p, + c,q, — a\p, 4- c',7, la fonction qu’elle fait succéder à/>,. On voit aisément, comme au n*’221, qu'il existe une substitution U, dérivée de S,, ..., Sj, qui remplace également/), parcelle fonction; et Fou aura V = UV,, V, étant une nouvelle substitution de H, qui laisse/), invariable. Les coefficients deV, satisfaisant aux relations (ai), elle remplacera 7, par une fonction de la forme fi,p, + 7, -h ^,p, -h (fi7j. .Mais il existe évidemment une substitution U,, dérivée de S,,..., S,, qui opère ce même remplacement : et l’on aura V, = F, V„ V, étant une nouvelle substitution de H, (|ui laisse />,, 7, jnvariables, et qui, par suite, se réduira à la forme
I Pu q<, Pu 7. Pu q„ a,p, + y,q., ^p, 4 «.7, |,
DES IRRATIONNELLES, avec, la rondilion a, — |5, y, == i . Cela posé, il exisie une subslitulion l',. (I(‘rivéc de S,. S,, qui remplace /j, par «j/», -i- 7,9, : cl l'on aura V}= l'jV,' V, étant une nouvelle substitution de H, qui laisse /),. q„ p, invariables, et (|ui, par suite, en vertu des relations (ai), se réduira ù une puis.sance de S,. Donc V = L’U, l'jVj o.sl dérivée de S,, S,, S,, S,, Sj, ce qu'il (allait démontrer.
Soit au contraire n = 2. Les substitutions S,, S„ S,, S,. S, se réduisent à l'unité; cl l'on voit immédiatement qu'il en est de même des substitutions correspondantes à chacun des autres déplacements élémentaires des points /Tl, Le ÿ;roupc de monodromie ne contiendra donc que la substitution I ; et les racines de l'équation seront toutes des fonctions monodromes de m,,..., /n,.
492. Oierclions maintenant le groupe de monodromie P, de Z relativement aux coedîcients a,..., J du polynôme A’(x). Pour cela, supposons que. CCS cocHicicnts, apres avoir varié d’une manière quelconque, reprennent leurs valeurs initiales. Les modules ru, reprendront, à l'ordre
près, leurs valeurs initiales, mais pourront avoir été permutés entre eux. I.e groupe P, contiendra donc, outre les substitutions de P, celles qu’ou obtient en faisant varier les modules /n, de manière à les permuter
entre eux de toutes les façons possibles.
Or sqpposons qu’on fasse varier deux modules consécutifs, de
telle sorte que le point vienne à la place qu’occupait m^,, et réciproquement; combinons en outre ce mouvement de telle sorte que le point /Wp*, passe entre l’origine des coordonnées et le point rn^. Les contours élémen-
taires P.,.,,, Cp .seront évidemment transformés en Cp et en un nouveau contour II, réductible à la somme des trois contours Cp, Cp_,,, Cp. Donc .Ap*,, Ap seront transformées en .Ap, aAp— Ap*,, les autres intégrales restant invariables. On en conclut aisément la valeur finale des périodes, et la substitution correspondante entre lés racines (pi'/iPaqij^ et l’on voit immédialenient que cette substitution appartient au groujie H.
(iela posé, il est clair que toute substitution opérée sur les modules peut
/iO
Mvm; inoisil-ME.
.s'obtenir en combinant des transpositions telles que Donc tout
inouveincnl des puinl.s-niodules qui les raniltic, à l’ordre priis, à leurs places initiales résulte de la combinaison des mouvements ci-dessus avec ceux étudiés plus liaut (490). I,a substitution opérée sur les racines par chacun de ces mouvements composants appartenant à 11, il en est de même de la substitution opérée par le mouvement résultant. Donc les substitutions de T, a|iparliennent au groupe H.
D’ailleurs, si n est impair, T se confond avec II ; donc T,, qui contient T, se confondra liii-mémc avec H.
493. Supposons maintenant n = 2. Il est évident que F, est isomorplie au groupe I d’ordre D = i .a.S.éj.S.ti, formé par toutes les substitutions
possibles entre les modules: et son ordre sera Ü étant l’ordre «lu groupe
partiel L forme par celles des substitutions de I (|ui ont pour correspondante l’unité dans le groupe F, : en outre, L est permutable aux substitutions de I (67). Mais les seuls groupes contenus dans I et permutables à scs substitutions sont ce groupe lui-même, le groupe alterné d’ordre et celui’
(|ui est formé de la seule substitution i (81). Donc l’ordre de F, est égal à I, il 2, ou à IJ. .Mais on voit immédiatement la fausseté des deux premières liypotbèses. Donc F, a pour ordre ü, et sera isomorphe sans meriédrie à I.
On peut remarquer qu’ici encore, F, se confond avec II : car il est contenu dans ce dernier groupe; en outre, les ordres respectifs de ces deux groupes, Û et (a'— i)2’(2’— 1)2, sont égaux. Mais cette coïncidence fortuite n’aurait plus lieu pour les functions liy|ierelliptiques a plus de quatre périodes.
494. Passons à la recberebe du groupe algébrique de l’équation .N, en supposant connus les modules et les quantités Xo(«, c), X,(k, c), A X.fu, e)J, A[X,(«, v)J. Ce groupe contient (390) le groupe de monodromie du n" 489, et ses substitutions lui sont permutables. Donc elles résultent (119) de la combinai.son de ce groupe avec des substitutions linéaires. Si l’on adjoint à l’équation la racine (oooo), son groupe se réduit au groupe partiel G formé par res dernières substitutions. D’ailleurs les substitutions de G sont permutables à celles du groupe de monodromie F, = 11 (391). On en déduit qu’elles sont abélicnncs.
Fn effet, soient T une quclcon<|uc dos substitutions de G:
-1- -I ll\p, 1- C,(/,
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la foiu'ltuii «jii'ellt! fail succéder à /i, : H contient une substitution L’ qui produit le même rem[daccmciit (221 ); et l’on aura T = UT,, T, étant encore permutable it II et n’altérant pas /),. Soit
l.n cueiricient <?', ne pourra être congru ii zéro; car, s’il l'était, y, et (T, ne pourraient être à la fois congrus à léro (le déterminant de T, ne l’étant pas); et T,, transformant la substitution
p„ q, en
qui ne fait pas partie de II, ne serait pas periiiulabic à ce groupe.
Cela posé, II contient une substitution U, qui remplace p,, g,, par />,,
^p, -t- r/l -t- ^/’s + ^ Soit d’ailleurs V la substitution qui multiplie //,.
r/a par â', sans altérer />,,/>»: on aura T, = U,YTj, T, étant encore permutable à H (car U, et V le sont], et laissant />,, q, invariables.
Soient a'/», -t- c\q, -t- a\p^ -+- c\qt, h\p, + d]q, + h\p^+ (i’r/, les fonctions que T, fait succéder à />j, q, : on aura a, = c\ = />" s = o. tiar .si l'on avait, par exemple, <o, la transformée de B par T, n'appartiendrait pas à II, comme cela doit être.
Cela pose, II contient une substitution U, qui remplace />,, q,, p, par/i,, q,, d^p, + c\qj\ et l’on aura T,= UjTj, T, étant encore permutable à II, et de la forme
D’ailleurs, II contient la substitution
dont la transformée par T,,
doit appartenir à II; donc r/j = i, et T, est abélieniic. Mais l), U,, V, U, le sont évidemment : donc T le sera.
't95. Supposons maintenant qu’on adjoigne à l’équation N, outre les qitan-
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lilés précédentes, les expressions oit l’on posera
sueccssivenienl r = o ou i , p = o. i , a, 3. Après cette adjonction, le groupe eonlient le groupe de monodromie du n“ 489; mais il ne contient aucune autre .subslilulion.
Eu eflet, toute fonction 9 des racines de N peut se mettre sous la forme j’ '}' étant une fonction rationnelle et symétrique,
dont les coeiricienls s'expriment rationnellement en fonction des quantités adjointes (486 et 488). Désignons par ce que devient cette fonction
en y changeanfu, v en
ï< -i- 4i P, •+* £i P, -t- 4, Pj -t- fî Pi, V 4iQi -f- iiQj -4- 4,Q, -+- c,0,.
Faisons le même changement dans l’égalité 9 = ij/ : il viendra, en suppo- •sant que la fonction 9 soit invariable par ce changement, 9 = d’où
expression qui est une fonction symétrique des racines de l’équation de degré n' à laquelle satisfait la fonction è>, et qui, par suite, est rationnelle.
L’équation est donc abélicnne, et se résout à l’aille de quatre équations abélionnes de degré n.
496. Supposons enfin U = O. L’équation proposée aura l’une de scs racines égale à l’expression rationnelle /(o, o). Supprimant cette racine, il restera une équation du degré n* — 1 ayant F pour groupe de monodromie par rapport aux modules, et F, pour groupe de monodromie par rapport à a,...,/ (490-492). Quant à son groupe algébrique, on voit comme au n“ 494, que ses substitutions sont linéaires : elles sont en outre permutables à F,= Il : donc elles sont abéliennes (494).
497. Tous les raisonnements faits dans ce paragraphe pour les fonctions hyperelliptiques à quatre périodes s’appliquent sans dilliculté aux équations à ik jiériodes. Remarquons toutefois que dans le cas où n = a, le ' groupe F, ne contiendra plus en général qu’une partie des substitutions
de H, ce ijui infirme la démonstration du n° 494.
498. On peut déduire de ce qui précède une conséquence remarquable, exprimée par le théorème suivant :
TiiÉonèMF.. — Un groupe quelconque de degré q esl isomorphe sans mérié-
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<///<? (i un gtvupe de degré a’* — i , à substitutions linéaires abéliennes, k étant le plus grand entier contenu dans • •
Si lo théorème est vrai pour le groupe I formé par toutes les sulistiluliuiis possibles entre 7 lettres, il le sera évidemment pour tout groupe L éouteiiii dans celui-là. Car soit l’ le groupe isomorphe à 1 dont on suppose rexislcnee : le groupe L'. formé p.ir celles de ses substitutions (|ui correspondent à celles de L, sera isomorphe à I. sans mériédrie.
(àda posé, considérons le polynôme
S'{x) = xs -t- axf-‘ •*-...z=’x — nio). . .(a: — m^,),
et les fonctions abéliennes à ii périodes auxquelles il donne naissance. I.a liissection de ces périodes dépend d’une équation dont le groupe de monodromie par rapport aux eoellîcient.s a,... (après l’adjonction d’une de ses racines) est contenu dans le groupe ahélien de degré 2’* — 1, et isomorphe sans mériédrie au groupe I formé par toutes les substitutions possibles entre wi, m,, { 492-i93). Le théorème est donc établi.
Abaissement de l'équation de la trisection des périodes dans les fonctions à quatre périodes.
199. Celle équation E. du degré 80, a son groupe contenu dans le groupe abélien G (490) dont l’ordre alJj est égal à 2(3* — i)3* (3*— i)3 (219-221 j. Celles de ses substitutions qui se réduisent h la forme
forment un groupe II, dont l’ordre u sera égal à ^ > 3’— 1 1’(3’— 3yC En
effet, pour qu’une expression île cette forme représente une substitution ahélienne, il faut et il sulFit qu’on ail
n,d', — b\c,ssn\u", — b",e’,^o (inotl. 3),
relation qui permet de choisir a',, rf) , b',, c, de (3“ — i)(3*— 3) manières différentes (I23j, puis a',, r/^ , ôj, c\ de ^ ' manières seulement,
à cause de l’égalité des deux déterminants.
Si l’on adjoint au groupe II la substitution ahélienne
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lin nliiit'iiilru un nouveau groupe II,, d’orilre an. Une fonction 9, îles racines de li, inviirialdc par les sulislilutiuns de II,, dépendra d’une éi|ualion f
de degré = /|5 (30GJ. Le groupe de celle équation se déterminera facilement ainsi qu'il suit.
Soit i le groupe formé des substitutions
et supposons que Ifs subsiilulinns A, B, U, D aient leurs exposants d'échange inutiiels congrus à zéro, sauf les suivants: (AU)— — (UA), (C.DJs:— (l)Cj, qui seront congrus à 1. A chaque racine de l'équation £ correspondra une décomposition du groupe ,i en deux groupes partiels d’ordre 3*, tels, que leur conihinaison reproduise .f, et que les substitutions de l’un d'entre eux aient leurs exposants d’échange avec les substitutions de l’autre tous congrus à zéro. En effet, on obtient immédialumcnl une première décoinposilion, en prenant pour groupes partiels P, = (A, B) et K, ={C, D): et il est clair que le groupe H, esl formé par l’ensemble des substitutions abélicnnes qui sont permutables à cesdeux groupes, ou qui les transforment l’un dans l’autre Soit maintenant î une substitutiun abélieiiiic quelconque : elle transformera, pardélinilion. A, B, C ,1) en substitutions A„B„ C„ D, ayant entre elles les mêmes exposants d’échange, à un facteur constant près; elle transformera donc P, P' on deux nouveaux groupes partiels P, ={A,, B,), P) =(C,, D,), qui jouiront encore de la |irupriéléquecha(|uc substitution de l’un de ces groupes a SOS exposants d’échange avec les substitutions de l’autre congrus à zéro. D’autre part, la substitution s, opérée dans la fonction 9,, la transforme en line autre fonclion 9,, qui satisfait également à l’équation £. On a doue obtenu une décomposition de en deux groupes partiels P„ P), correspondante à la racine 9,.
.501 . Il faut mainlciiutil prouver qu’à chaque racine correspond une seule décomposition, et réciproquement. Soient s et t deux substitutions abélicnnes telles que l’on ait 9, = 9» : on en déduit 9„-, = 9, (356). Donc it~'= ft, c.sl une .sub.slitution de 11,. Mais A, est permutable aux groupes P,. P',, ou les transforme l’un dans l’autre; s les transforme en Pj, P); donc I = A,i les transformera en Pj. Pj ou en P’, , P,; donc en Iransfurmanl P,, D, par s ou par /, on obtient la meme décomposition. Réeipro(|ucment, .si ces deux transfurinalions donnaient la même décomposition, ts~' redonnerait
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la décomposition initiale P,, B',, et par suite appartiendrait à II, : on en déduirait ç„-, = y,, d'où ç, = ç,.
Les racines de C s’ohtcnant toutes en transformant y, par les diverses stili-slitulions de G, il existera quarantc-eini| décompositions, rcspectivemeiil correspomianles à ces racines. Pour qu'il en existât un plus grand nombre, il faudrait qu’il y en eût qui ne cürrcspondi.s.senl à aucune racine, et (|ui par suite ne pussent être obtenues en transformant P,, P, par une substitution abélienne. Mais celte liypotbèse est absurde. Soient en cIVel P. P' les deux groupes partiels d'une décomposition quelconque, une substitution quelconque de Pautre que l'unité : ce grouiie contient tinc substitution S dont l'exposant d’écbange avec n’est pas congru à zéro, sans quoi vi, aurait scs exposants d'échange avec toutes les substitutions ile.f congrus à zéro: résultat absurde; car est de la forme cl si l'on a. par exemple,
a<o, l’exposant d'échange (■•AU) ne sera pas congru à zéro. Soit (=tS) =:«; posons S'~'= ai>, on aura (As!.) = i ; et P, étant d'ordre 3®, est dérivé de -v. et de a!.. On voit de même que P' est dérivé de deux substitutions 2, iva, dont l’exposant d’ccbangc est i . Cela posé, la substitution linéaire (|ui transforme
H, C, D en A, rü., S, (O sera évidemment abélienne.
502. On peut maintenant former sans peine les quarantc-cim| décompositions du groupe ,f. Kllcs sont données par le tableau suivant, où chaque groupe partiel est représenté par deux substitutions dont il est dérivé et >|ui .sont séparées par une virgule, tandis <|u’un point et virgule les sépare de celles de l’aulre groupe partiel appartenant à la même décuinposition.
A, BIV
Désignons maintenant par
tes rarini'Sile € respectivement correspondantes à ces substkntions; d'après ec que nous venons de voir, chaque suh.stitution abélienne transformera ces racine.s entre elles de la même manière qu'elle transforme les décompositions correspondantes.
.\insi, par exemple, la substitution
Iransformant A, B, C, D en A, AB, C, D, sera permutable aux deux groupes f A, B), (C, D); donc elle laissera invariable la racine i qui leur correspond: (le même pour les racines a''ct 3. De même elle transforme (AD, B), (CB, DI en (.\D, .\B), (CAB," D), groupes évidemment identiques aux suivants : ' AD, BD’), (CAB, D); donc elle rctiiplace la racine par la racine 5; etc. Continuant ainsi, on peut écrire sans dilTieulté les déplacements opérés entre les racines i , a,..., 43 par la substitution ]/>,, q,,p„ q, />,, -xq,, p„ xq^ ( et par les autres substitutions I.,, L,, M,, M,, N,,, dont G est dérivé (219-220/. et vérifier que chacune de ces substitutions permute les unes dans les autres les vingt-sept cxprcs.sions
■ fio, 37, 7, ai, 3a),
L^ig, 41, i3, 6, 30,
■ (il, 3g, 5, a4, 38),
{17, 3ti, 3', 23, 32), (19, 4«, 4< 33, i4).
(il, 38, 33, 29, 6),
en désignant par (1 , 37, 34, 4' . 45) une fonction des racines de C invariable par les substitutions qui permutent exclusivement entre elles les cinq racines ù 37, 34. 4>. 45. mais variable par toute autre substitution, et par (a, j3, y, (f, e) la fonction analogue formée avec les racines «, (5, y, d, £.
I.cs vingt-sept expressions ci-dessus, que nous désignerons, pour abréger.
Digilized by Googli
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|)it(- n. It, c, d, e, /, f(, h, i, k, /, m, n, p, q, r, s, l, u, m', n\ //, //', r',
/', «' (l(‘pcii(li‘n( donc il’unc ■équation X (lu vingl-scplièmc degré. D’ailleurs, cliiieune dc.s racines (, a /|5 entre dans trois de ces expressions : for-
mons le produit du ces trois expressions, puis ajoutons cnsemi>le les ipia-
rante-eimi produits relatifs aux racines i , a .'|5 : on voit sans peine (|ue
la rouetion ainsi formée,
9 = nbe ade /j'/»,
sera identique à celle du n" 4H.
50i. Le groupe de l'équation X est formé des substitutions qui u'altèrent pasç. Kn effet, soient S une substitution quelcon(|ue de U; aunequelcoii(|ue des racines i, a,..., 4^: (Scelle par laquelle S la remplace; il est clair
(|uc S remplacera celles des exprc.ssions a, b «' qui contieiinetU a par
celles (|ui contiennent /3; elle transforuierà donc les uns dans les autres
les divers termes de q. Donc une fonction de a, h u' invariable par les
substitutions qui n'allèrent pas cette fonction, ne sera altérée par aucune substitution de G, et par suite sera rationnelle.
Réciproquement, toute substitution qui n'altère pas 9 appartient au grou|»e de X. En effet, suppo.sons l'équation X résolue. Le groupe G sera réduit à celles de .ses substitutions qui ne déplacent pas a, b,..., cl ijui, par suite, laissent invariable cbacun des term(*s abc, ade Is'p. Ces sub-
stitutions laisseront invariables les racines 1, a,..., 4^ respectivement communes aux facteurs de ces divers termes : donc elles transformeront eu ellemême cbacunc des décompositions de .f qui leur corr((.spondent. On en déduit immédiatement que ces substitutions se réduisent à celles (|ui multiplient tous les indices par un meme facteur constant ±1. Donc l'ordre de E. qui était égal à aü^,, se trouve réduit ii après la résolution de .X. Donc le groupede cette dcrnicrcéqualion avait pour ordre iij, ou 37.10.8.6.4, nombre total des substitutions qui laissent 9 invariable.
L’équation X a donc le même groupe que l'équation aux vingt-.sept droites des surfaces du troisième ordrei
D’ailleurs, ses facteurs de composition sont a et Car l'é(|uatiou E a
pour facteurs de composition a, ^Ü,, t; apres 1a résolution de X elle n’a plus que a pour facteur de composition. Donc la résolution de X équivaut a celle de deux équations simples, ayant pour ordres a et
I.IVRK TRfHSifeMK
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Troisième degré.
.îO.5. Soi!
ï? x' + fix’ -i qx r ~ O
IVi|ii»iioii générali’ du troisicnie degr»'*. Posons
il viendra
“ ^ 3fl" * ^
la(|ucll« SC réduira à la forme
si l'on prend |inui' a une rarinc de ré(|ualion du second degré
Or l'équation (l'i), à laquelle se trouve ramenée la proposée, peut se résoudre Irigonoméiriquenieni : car si l'on pose A = — elle se eon-
tondra avec I équation connue qui a pour racines cos cos »
Quatrième degré.
Soit
( ï.{ ) ax‘ -t- 4 ^x' + 6ex’ e 4 dx -i e — o
l’équation générale du quatrième degré. Posons avec M. lierniite
(ï5) / =T oT -i-{«x -I- 4 4) T. -I- +- 4*-r •• Oc) T, H- ' ax' 4 4é.t’ e Oe.r -t- .jrf T„
T, T,, T|, T, étant des coclficients indéterminés : y sera la racine d’une
DES IRllATlONNEl.U’i; ATI
iioiivollf pqiiHlioti (lu ((Uïtrième degré
{ sfi) A r‘ H- 4 6C_» * -t 4 Dr h- E o,
(|iie l'un peut eiile.ulel' ainsi (ju'il suit.
Éilevons réi|ualion (aS) successivemeul aux puissaïu-es i. a, '5, et réduisuns au moyen dif l'éqiialion (a.'i) les puissances de x supérieures à la troisième ; on ulitiendra quatre équations dont les trois premières déterminent a-, J-’, a:’ en fonulion rationnelle de _v, r’, v" et de T. T,. T,, T- : ces valeurs siilistituées dans la <|uatrième équation donneront r(U|uation eliereliée.
On peut se proposer dt; déterminer les eoellicienis T, T„, T,, l'i de telle sorte que l'on ail
(s-) VE- 4BD + 30=o.
Kireetuant le calcul, on trouvera que le premier memlire de cette rtpialion est le produit des deux facteurs suivants, du second degré en T„, T,, T, ;
I/+ ^(iJ + — - vl‘- 273-^ T.T,- T|),
en posant, pour abréger,
f n'JJ r 4tT;-eTJ ( 4 (/T , T, 4- îcT.T, 4* T.T,.
I =1 ae — \bil -i 3e', J - arr •>- tbiil tiil‘— i-li' — c'.
On pourra donc satisfaire d'une infinité de manières à l'i'ijuation (17,. sans introduire d'autre irraliunnaliié que deux radicaux carrés successifs.
tiette condition étant snpposc'e satisfaite, posons v = — ** dan> l'équation ( ab) ; il viendra
(jS - j t i - VS'^.o,
en posant B’— AC, = S, .\’l> — 'iABC ait' T.
Or cette dernière équation se ramène k l'é(|uation modulaire que donne la théorie des fonctions elliptiques pour la transformation du troisième ordre, laquelle est, comme on sait, la suivante (Jacobi, huridamnila \ma).
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OÙ lacüiisUnlc u dési|{i)n la racine (|ualrièinc ilu module ;
v‘ -f- ? tr — TL liv — = O.
En pffel, dans cette dernière équation, la l'onction anaingiie à AE-4ltl) *- 30
est nulle : si donc on pose e = w — ^ (l'oii w = c -i- ^ il viendra
et réqu'alion aura pour racines celles de IVqiiation aç), multipliées par une même constante p, si p et u satisfont aux conditions
Celte dernière équation est du second degré par rapport au module k =ii‘.
On obtient donc comme résultat de cette analyse le lliéorème suivant :
Tiikorèmk. — Pour réioudre l’équation générale du quatrième degré, il suffira de lui adjoindre les raeines : i " de quatre équations successives du second degré; a” de l’équation modulaire pour les transformations du troisième ordre d'une fonction elliptique ayant pour module la racine de la dernière des quatre équations auxiliaires ci-dessus.
Cinquième degré.
Méthode de M. llermite. — Passons à l'équation
Posons
.r'-h A J' -H B*’-e Cx'+ Dar e E = o.
On verra comme au numéro précédent que x s’exprime ralionnellemenl en fonction dc_y, et l'on formera l'équation du cinquième ilegré donty- est racine : le m"'”' coellicient de celle équation sera évidemment une fonction
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onliKi-e, linmogi‘110 el de degré m — i, par rapport aux indéterminées, /,
li,
Proposons-nous de faire évanouir le second, le troisième el le quatrième terme de la transformée. M. Jerrard a démontré qu'H suffira pour cela derésoiiilre des équations du second degré, et une du troisième. En elTet, égalons le second terme à zéro un aura une équation linéaire qui <létermincra l’une des quantités «, l„ t„ en fonction des quatre autres. SultstituanI la
valeur trouvée dans le troisième terme, il devient une fonction entière el homogène du second degré par rapport aux (|uatre indéterminées restantes /, D'aprè.s un théorème bien connu, on pourra lui donner
la forme suivante
0, 5,, 5j, î, étant des fonctions linéaires des indéterminées. Il s’annulera si l'on pose
Ces relations déterminent deux des quantités t, I,, i, en fonction linéaire des deux dernières et des radicaux du second degré y J’
Substituons ces valeurs, ainsi que celle de dans le quatrième terme; il prendra la forme d’une fonction homogène du troisième degré relativement aux deux indéterminées restantes; et si ou l’égale à zéro, on obtiendra le rapport de ces deux indéterminées exprimé par une équation du troisième degré.
.508. 1,’équation enj étant ainsi ramenée à la forme
> ' -+■ dj-H î = O,
comparons-la à l'équation
î'-t- aH‘(i — n*)'i + -I- «') = O,
réduite de l'équation modulaire pour la transformation du cinquième ordre (-i85). On aura_y = pj, en posant
•3p‘=a«‘(i — ep'=;j3«'(i — «■),
LIVKK lltOISIEMK.
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il’oii l’itti ilr'iluil. Cl) posant ^ = m,
<lii peu! rlioisir arliili'aircinent le signe du seeniid luemiire de celle dernière éi|u:ilion, ijui sera du (|iiatrièine degré en u' = k.
(.iela posé, x est une fonction ralinnncHc de /, /,. i, et de v, i)ui Itiiniénie s'expriniu ratiunneileinenl en fiinrlion de ^ el de : : enlin : est une liinelion rationnelle des racines île l’équation iiiodiilaire en e et de v ‘>.
50!). MclhudetUM. Kroncckcr. — .M. Kronecker et après lui M. liriusclii uni indiqué pour résoudre l'équalioii générale du einquiènie degré par les funelinns ellipliqucs une nouvelle inélliode que nous allon.s exposer.
Suit l''(|]= O l'équation générale du ciuquii'ine degré; el désignons ses l aeines par rindice v variani de o à ^ (iiiod. 5j. Nous avons vu (1 1(>) que Imite sulistilulion entre ces raeincî^ peut être mise sous l’une des deux ronue.s analytiques suivantes :
I V nv j, I > «V Il r \.
Si l'un adjoint à l'équation proposée la racine carrée de son diseriiniiiant. son groupe se réduira au groupe alterné (J, formé des sulistilulioiis
I »' n v-e i |, I V ta'v hf-¥- e |, leM|uelles dérivent évidemment des trois suivantes :
Soient e une fonelion quelconque des racines, laquelle suit rycUtfue, c’està-dire invariable par les substitutions | v v -l- /c |; e' sa transformée par la substitution | v /|v | : la fonction v - e', que nous désignerons pai r/,, sera évidcniiiient invariable par les substitutions | v v -i- |. et eliangera
désigné par la substitution | ■/ |. Désignons en général par la trans-
formée (te K. par | v Iv’ v- n | : on voit aisément que la substitution I y y -1- I opérée dans u„, la transforme en u„^,\ que | y 'jy | la Iraiisfurine en enfin que | v 3y" | Iransforme i/.. i/,, i/^. i/, en
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On en eoneliil (|ne les six quantités
' r. 1 K, -t- n, V S — II, 4 II, !
(3ii, ■
J T, — ( Il . II, — II, -« II, v^5 — II, II. / ,
I e, ^11. i- II, -I II. — II, ii,\ 5 — II,)’.
X, — ' U. — II, I- II. 4- II, — II, 4- II, V’ !ï
sont Iranslbmiées les unes dans les aulies par eliaeiine îles sulislitutiuns I V V 4- I |, j V /|V |, I V 3v* I dont (< est dérivé. Dune l'équalion du sixième degré qui a ces quantités pour racines a ses eoeriieicnis invarialdes par loiiles les substitutions de (■ : ces eoeftieients s'expriment doue rationnellement en fonction de la racine carrée du discriminant de l'{|). La résolution de cette é(|uatiun, faisant connaître des fonetions des racines de F(|)=o, (|ui primitivement u'étaient pas rationnelles, abaisse le groupe de cette dernière; mais elle est simple : donc elle sera complètement résolite.
.510. La réduite du sixième degré à laquelle on vient de parvenir présente entre ses racines des relations re.inarquable.s : posons en effet
A, vS — II. y 5 4- II, +- II, *- II, 4- II, 4- II,, i A, ^5 = II, 4- p‘ii. -j- p’ii, -f p'ii, ■+- P II,,
^ A, y5 = II. I- pu, 4- p’ii, 4- p*ii,4-p'i'.,
P étant une racine cinquieine de l'unité satisfaisant ;i la condition
on déduit immédiatement des relations (3o) celles-ci
ifx m — A,y5, ya*, —— A, -e A , -t- A,, y ~ V, -j- p A, -* ■ p* A ,, yx, = A, 4- p’A, -t- P'A„ y'x, = A, -H p>.\, -t- p’A„ y r, = A, ♦ p‘ V, 4- p A„
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«•I lïn <'‘iiii)iiianl A„, A,, A,, on aur:i le« (rois rolatiuii.s
( ' i ^ J, -♦ V ^>1 f/yJ: H- P y Xi •+- |i* y J-, = IJ,
y >. 1- o’v'.r, 4- pyGT, + -(- p’ "= «•
• Lo pmiiier inenilire île rL-<|tu<lion (jui ilonno x,, ost égal à
! iT — T^){x — x„).. . . Reinplaraiit x„, x„ . . . par leurs valeurs en A,, A,, A^. et pusanl
n = 8A;A,A,-î\; A; V^-t- AJ AJ - A,(\| AJ).
<; = 32oa; a; a;-i(3oa: a; a;-4-2oa; a; \;,^(1a; v|
-4A,(3î\;-»nA;A, a.4- 5aîa; (a;-i- \;)+ a;* ♦- a;-,
on aura pour cette é(|uation
(3>| (.r — A)‘(x — 5 A)+ i«U(.r — A| — t;(x — A 4-5(lt=— \t = o.
511. Celte équation se ramène elle-inêine à une équaliotulu cinquicnic ilegré ne contenant que les puissance.s impaires de rinconniie. Posons en et Ici
J. = — '•> K-r.- -r.) (■*■-. — x—Hx-,». — x„,)J’,
et remplaçons x,. x,„... par leurs valeurs en A„. A,, A,, il viendra en général
en posant, pour abréger,
C. =. - A, (4 a; - A, A.), C =: a A. A . - A C,= A.(4 A:- A, A,), C. = - îA. AÎ- Aît.
Les quantités z,, z„ z, sont les racines d'une équation du cinquième degré
Soit n le discriminant de l'équation en x : on aura évidemment
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r/5 - Pour calculer les autres coenicients on les exprimera en fonc-
tioii (it‘ Sa,..., 3,, puis on v remplacera ces quantités par leurs valeurs en A®. A,, A, : on obtient ainsi, en tenant compte des valeurs de A, H, C,
B=-AC
512. Soit J'= j|j le multiplicateur dans la transformation du cinquième
ordre des fonctions elliptiques. On sait que les diverses quantités/, /y jj'
y -t- y/^) ’ A'('-y/ï) données cliacunc en fonction de A
par des équations du sixième degré, dont les racines satisfont aux relations (3i) (Jacobi, Notices sur les Fonctions elliptiques. Journal de Crelle,
t. Ili).
La iliéorie des fonctions elliptiques donne chacune de ces équations : et en les comparant au type général (3a), on aura les valeurs correspondantes de A, B, C.
Ainsi, par exemple, l'équation qui détermine/, dont les racines sont
données par la formule {Fundamenta), est la sui- • \sincoani4tîsincoainaU/ '
vante :
et l'on aura
D'antre part celle qui détermine /^y/^ V^f} ~
. , /cosamaU cosaniAÜA’ , , . .
cines sont ( ,,, — ) > est la suivante :
\cosam41i cosamaU/
et l'on aura
FF
, „ if' ,1 — t6A’A'’
A -O, B^ C-a jTp;
Or il est aisé de déterminer la fonelion v et le module k de telle sorte
VH LIVRE TROISIEME.
qufi l'ôqiiation (33) coïncide avec l'équalion (3a). Posons en elTet
V = ni, V, ■+■ m, v„
m, et m, étant des constantes, et v,, e, des fonctions cydiques quelconques. I.a condition A = o détermine^' par une équation du second de^ré : la relation
-if>
dont le premier membre dépend seulement de donne k‘k'', d’où l’on déduit^’ par une équation bicarrée : enfin la condition
B- ~ 1FF
achève de déterminer m, et m, par une équation du second degré.
De g ris supérieurs.
513. TiiKoatMe. — Im résolution des équations generales d'un degré supérieur au cinquième ne peut être, ramenée à celle des équations desquelles dépend la division des fonctions circulaires ou elliptiques.
Kn effet, l’équation générale du degré q, après l'adjonction de la racine carrée de son discriminant, est simple, et a pour ordre ' Supposons
inaintenanl qu’après lui avoir adjoint les racines d’un certain nombre d'équations auxiliaires A, B,... insuffisantes pour la résoudre, un lui adjoigne en dernier lieu celles de l'équation D de laquelle dépend la division par un nombre premier p d’une certaine fonction F circulaire ou elliptique. Otte nouvelle adjonction ne la résoudra pas davantage.
En effet, l'équation proposée étant simple, et n’étant pas résolue après
l’adjonction des racines des équations A, B son groupe ne sera pas
abaissé par ces adjonctions. Supposons maintenant que la fonction F soit circulaire : la résolution de l'équation D revient à la résolution succe.ssive de trois équations abéliennes (§1). La résolution de toute équation abélienne dépendant elle-même de celle d'équations abéliennes de degré premier (403-407), l'équation proposée devrait être résoluble par l'adjonction
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«les racines il'unc suite d'équations nbélicnnes de degré premier. Ola est absurde : car si la résolution d'une équation abélienne de degré premier rr pouvait abaisser le groupe de la proposée, elle entrainerait sa résolution complète ; et réciproquement la résolution de la proposée entraînerait celle de l'équation abélienne (celle-ci étant évidemment simple). Os deux équations seraient donc équivalentes, et leurs groupes contiendraient le même nombre de sub.stitutions (381); d’où
résultat ab.surde, ;r étant premier.
Si F est une fonction elliptique, l'équation D = o, de degré dépend (§11) d'une suite d'équations simples, toutes abélicnnes, sauf l'une d’elles C,
dont le groupe a pour ordre ^ ^ La résolution des équations abé-
liennes ne pouvant abaisser le groupe de la proposée, il faudra que celle de l'équation C le fasse. Donc cette équation sera équivalente à la proposée : donc les groupes de ces deux équations contiennent le inéme nombre de substitutions d’où
résultat absurde si j > 5 : car j'-i? étant divisible par p, on aura p^q, d’où />(/»’ — l)< I.2.. .17.
.514. On voit de même que Viquaûon gétiérale du degré q ne peut être résolue à l'aide des équations qui donnent la division des fonctions hyperellipliques par un nombre impair. En effet l'cqualion E de la division par p des fonctions liypcrclliptiqucs a a/i périodes, ayant pour groupe le groupe abélien, dépend d’une suite d'équations simples, toutes abéliennes, sauf l’une
d’elles, dont l’ordre est Lé* ~ ' ^ ~ ^ (224). Pour que cette équation procurât la résolution de l'équation générale du degré q, il faudrait qu'on eût
fj»'"— !)/>»*-'.. .(/>'— t)p _ 1 .2. . .g 2 2
résultat absurde; car.si i.a...^ est divisible par7>*"~'.../2, le second membre de celte relation surpassera toujours le premier.
RL'inarquons tuulcrois (|uc cette démonstration pourrait être en défaut, s'il existait entre les modules de la fonction liypcrelliptique considérée des relations particulières abaissant le groupe de récjnation E.
TRÉonèMF. — Im résolution de l'équation générale
X = Tf -t- axs- ' O
se ramène, après l'adjonction d'irrationnelles numériques qui ne dépendent que de q, à celle de l'équation E qui donne la bissection des périodes des fonctions byperelliptiqucs formées aceo la racine carrée de X.
En effet, les racines de E, étant des fonctions monodromes de celles de X, ne pourront contenir dans leur expression que des irrationnelles numériques. Adjoignons-nous ces irrationnelles : les racines de E deviendront des fonctions rationnelles de celles de X. .\djoignons-lcs à l’équation X : le groupe de cette dernière équation sera réduit à celles de scs substitutions qui laissent invariable.s toutes les racines de E, c'est-à-dire à la seule substitution I.
510. Nous terminerons en signalant une réduite de l’équation générale lin huitième degré, qui parait devoir jouer dans l’élude de cette équation le même rôle que la réduite du n" 509 pour l’équation du cinquième degré.
Soit X l’équation proposée tlu huitième degré; adjoignons-lui la racine carrée de son discriminant : .son groupe se réduira au groupe alterne, con- I .a. . .8
tenant ‘ ‘ = O substitutions. Cela posé, représentons les racines de X
par le symbole xyz, où x, y, s sont variables de o h i; et considérons le groupe G formé par les substitutions
1 34 ) I X, _r, 2 ax y ï -e 5, a'x -1- ^'y i', x’x -t- XX ■+• 7** + ô* b
qui sont en nombre u = 2’ (a’ — 1) (a* — a)(a’ — a’), et contenues ilans le groupe alterné. Une fonction ç des racines, invariable par les substitutions
de G, dépendra d'une équation Y, de degré ^ = i5, dont les coefficients
s'exprimeront rationnellement en fonction de ceux de X et de la racine carrée de son discriminant.
Désignons, pour abréger, par a, b, c, d, e,f g, h celles des racines dq X t|ui étaient d’abord désignées par 110, 001, ou, iii, 010, 100, 000 : et représentons par le symbole ce que devient la fonction ç lorsqu’on y
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l'oiiiplace a, h, c, d, e par X, fi. v, p, r: sans changer les aulrcs racines /, g, h. Il csl aisé de voir que les quinze racines de l’équation Y seront
i libelle, abilec, abecil, hiieed, bitilce,
(3:>) < bnede, ebiieil, vbdae, ebeda, dbreii,
^ dbnee, dbeac, ebend, ebdrn, ebndc.
et de se rendre compte de la manière dont ces racines sont permutées entre elles par les iliverses substitutions du groupe de X. En effet, considérons, par exemple, la substitution {hcd). Elle transforme ahede en aedhe; mais cette dernière expression ne diffère pas de aheed; car la fonction ahede = ç étant invariable par la substitution
\.r,}r,2 X -i 2, y, i | = (é</)(cf),
on aura ahede = adehe, identité qui ne sera pas troublée lorsqu'on y opérera l’une des substitutions du groupe île X, telle que [hcd)\ ilnnc ardhe = aheed. On verra de même que [hcd] transforme rtiecif en ahdce, etc. Désignons maintenant les quinze quantités (35) par les symboles sui-
vants :
1 IIHIO, 1 OOI I ,
OKH>.
1 lOO,
OOlO,
OOO 1 ,
tOlO»
fini.
1 1 lO,
' OlOI,
loi
Ot lO»
1 oo t ,
i‘t considérons la somme ij» des trente-cinq produits ternaires, tels que
xyztt.x.y, Z, a, ,x,y, z, ii,.
que l'on peut former avec ces quantités, en observant les conditions suivantes :
a: 4- a:, -I- J-, ^ a.-f t- «, -i- «, =* o {mod.
On vérifiera sans aucune peine que l'expression ij/ ne sera altérée par aucune des substitutions du groupe de X. (II sullira de faire cette vérilication pour les substitutions (ahc), (hcd), (rde), (edefg) dont les autres sont dérivées.) Donc le groupe de Y sera exclusivement formé de substitutions qui n’altèrent pas i|>.
Cela posé, l'équation Y étant équivalente îi X, a dans son groupe le même
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minilii'c ü (le s>ulisli(ulion.«. D’un autre r(>té, les sulisiitut'uxo
. i J, >■ Ix -i ni) ■■ HZ (- »«. I, X -i- m, r «, i — h h I
I I, H l,x m,} -h n,z -h p,M, l,x + ni, y ■) n,z ■ p h !
efi nuinbre i5.i/|.ia.8 = ü, u'altèretit évidrinnient pas <j(. iüiilin le nunibre total des substitutions qui u’altëreDl pas •]/ ne peut dépasser Q. Car le iionibre des systèmes de places distincts (|ue ces substitutions pernieltent d’assigner aux racines looo, oioo ne dépasse pas i5.i4: celles d’entre elles ipii laissent ces deux racines immobiles laissent évidemment immobile la racine i loo, qui leur est associée dans un des termes de ç; elles ne permettent donc de faire passer ooio à plus de i 2 places distinctes; de méine, celles des substitutions chercliccs qui laissent loou, oiou, 0010 immobiles laissent immobiles les sept racines de la forme xy'zo; elles ne permettent donc de faire passer 0001 à plus de 8 places distinctes; enfin celles des substitutions cbcrchées qui laissent 1000, 0100, 0010 et 0001 immobiles, laissant toutes les racines immobiles, se réduiront à la seule substitution 1.
I.e groupe de Y sera donc exclusivement formé des substitutions linéaires (37), et les contiendra toutes.
LIVItE OliATRIÈME.
DE l,A RÉSOUiTION PAR RADICAUX.
CHAPITRE PREMIER
CONDITIONS DE RÉSOLüBILITÉ.
517. Une équation est dite résoluble par radicaux si l'on peut rendre ses racines rationnelles par l’adjonction des racines d’une suite d'éi|uatibns liinômes.
On peut supposer que les équations binômes auxiliaires sont toutes de degré premier; car la résolution d’une équation binôme de degré pq revient évidemment à la résolution successive de deux équations binômes, de degrés P et q.
Nous appellerons groupes résolubles ceux qui caracléri.sent des équations résolubles par radicaux.
518. Th KO R KM E I. — Toute équation abélienne de degré premier P est résoluble par radicaux.
Soient en elTet une semblable équation;
ses racines; 9 une racine pf’”’ de l’unité; r un entier quelconque : la fonction
ç z= [x, fi'x, . . -I- C'r-')>-x^,)r
est évidemment invariable par la substitution (XgX,... dont les puissances forment le groupe de X. Elle s’exprime donc rationnellement en fonction de 9 et des coefficients de X. On obtiendra aisément sa valeur en remplaçant X,,..., par leurs valeurs en fonction de x„ ce qui la réduira à la forme 9). On aura donc l’égalité
:(Mi LIVRE quatrième.
qui ne sera pas troublée si l’on exécute sur scs deux membres rune des puissances de la substitution : on aura donc
«, élant une fonction symétrique de x^, x Xp.,.
€etle fonction étant calculée, il viendra
Posons successivement r=i, i />— ' : on aura p~i équations
linéaires distinctes, qui, jointes à celle-ci :
X, -s X, Xf^, =■ P
(où- P est la fonction connue des coefficients de X qui représente la somme (les racines), permettront de déterminer toutes les racines.
Pour avoir Xp, on ajoutera ces é(|uations, respectivement multipliées par Ô"**,..., I ; divisant ensuite par/;, il viendra
Cette expression contient p — i radicaux de degré p : mais ces radicaux sont des fonctions rationnelles d'un seul d’entre eux, de telle sorte que la valeur de celui-ci étant prise arbitrairement, celle des autres est complètement déterminée. En effet, ta fonction
n’étant pas altérée par la substitution (x„x,... x,_,), est rationnelle, et se calcule comme tout à l'heure la fonction 9. Soit a, sa valeur, on aura
519. Théuhème 11. — Pour qu'une équation soit résoluble pai radicaux, dfaul et il suffit que sa résolution se ramène à celle d’une suite d'équations abéliennes de degré premier.
Cette condition est nécessaire. Car chacune des équations binômes de degré premier qui concourent à la résolution de la proposée, peut se ré-
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soudrc à l’aide de deux équations aliéliennes successives (il 7) dont l’une est de degré premier. Quant à l’autre, sa résolution se ramène à celle d’une suite d'équations aliéliennes de degré premier.
Celle condition est suffisante : car les équations abéliennes dont dépend la proposée étant résolubles par radicaux, la proposée le sera.
Voici deux autres énoncés du même théorème :
520. TiiKonKMF. III. — Pour qti une équalion soit rcsohihle par mdicaux. il faut et il suffit que ses facteurs de composition soient tous premiers.
(]ar soient X une équation résoluble par radicaux; G son groupe; N sou ordre. Adjoignons-lui successivement les racines des équations abéliennes (|ui concourent à sa résolution : son groupe s'abaissera successivement jusqu’il ne plus contenir que la substitution i. Soient II, I,... les groupes ré-
duits succe.ssifs; oflfes: Z l’équation abélienne de degré
premier/» telle, que l’adjonction de scs racines réduise le groupe de la proposée h H. Réciproquement l’adjonction des racines de X à l’équation Z réduira l'ordre du groupe de celte dernière, en la divi.sant par ). (378). Mais cet ordre est égal à p (358); et, pour qu’il soit divisible par X, il faut qu’on ail X = /). On voit de même que fc,... sont des nombres premiers. D’ailleurs les substitutions de G sont permutables à H (376); celles de 11 le sont à 1 ; etc. Donc X, p.,... sont les facteurs de composition Je G.
Réciproquement, si l’équation X a scs facteurs de composition X, ix,... tous
premiers, soient G, H, I,... les groupes successifs d’ordres N, et
tels, que cbacuii d’eux soit contenu dans le précédent, et permutable à ses .substitutions. Une fonction des racines de .\, invariable par les substitutions de H, dépend d’une équation Z de degré X et d’ordre X (366 et 370 . .Mais par liypolhèsc, X est premier : le groupe de Z se réduira donc aux puissances d’une substitution circulaire d’ordre. X. Cette équalion sera donc abélienne cl de degré premier. Enfin sa résolution réduira le groupe de la proposée à H.
Cela fait, une fonction des racines de la proposée invariable par les substitutions de I dépendra d’une équation abélienne de degré /x, dont la résolution réduira le groupe de la proposée à 1 ; etc.
521. CoBOi.LxiRE 1. — Tout groupe T contenu dans un groupe résoluble G est lui-même résoluble. Car ses facteurs de composition, divisant ceux <lc G (392) qui sont premiers, seront eux-mémes premiers.
LIVBE QUATRIEME.
o2'2. Corollaire H. — L'cquation générale du degré n n'esl fiat résoluble par radicaux si /» > 4- Car ses facteurs de composition, 2 et ’
lie sont pas tous premiers.
523. tÀiRoLLAiRF. III. — L'équation générale du troisième degré est résoluble par radicaux. Car ses facteurs de composition, 2 et 3, sont premiers.
L.'igrangc la résout comme il suit. Soient
x‘ -t- px’ -t; qx -I- r— O
l'équation proposée; x„, x,,x, scs racines; 0 une racine cubique de l’uiiilé. Les deux fonctions (a-„ 4- 6x, 4- 6’ar,)’, (a-„ 4- 5’jt, 4- îa-,)’, invariables parla substitution circulaire (x^a'iX,), sont les racines d’une équation du .seeonil degré
[/ — (a', 4- 6x, 4- >)ix,y)][y — lx.+ S'x, 4- Sjr,)>]=?o,
dont les cociVieicnts, symétriques en a'a< x:,, Xj, sont des l'onctioiis rationnelles des coefficients de la proposée. Tout calcul fait, il vient
)'*4-(2/)’— 3pq 4- ifr)}- -t-{p-— 3f/)*= o.
Oltc équation étant résolue, soient «,, u, scs racines : il viendra
X, ■+■ 6’x, 4- Ox, =^u,, x,-h X, 4- X, = — p,
d'où
On a d’ailleurs
ÿu, = (x, 4- 6x, 4- 9’x,)(x, 4- 9’x, -i- ûx,) = p- — 3q,
relation qui détermine le second radical en fonction du premier. Substituant cette valeur dans les formules (1), on voit que .r,, x-, seront données par la formule
£Lz}s\
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DE LA RÉSOLUTION PAR RADICAUX, en assignant successivement au radical cubique les trois valeurs dont il est susceptible.
524. TnÉoRBMF. IV. — Pour qu'une équation soit résoluble par radicaux, il faut et il suffit que son groupe puisse être considéré comme dérivant d'une échelle de substitutions l , a, b,..., f, g, telles : i“ que chacune d'elles soit permutable au grou/ie dérivé des précédentes; a“ que la première de ses puissances successives qui sont contenues dans ledit groupe soit de degré premier.
Soit en effet X une équation résoluble par radicaux. Soient N,
les ordres respectifs de son groupe G et des groupes H, I,... auxquels il se réduit par l’adjonction successive des racines des équations abéliennes auxiliaires qui servent à résoudre la propo.sée. Soient An..., Ap,... les substitutions de II ; g une substitution de G qui ne fasse pas partie de 11 ; g- la première de ses puissances qui soit contenue dans 11. Le groupe G,, dérivé
de la combinaison de g avec H, a évidemment q y substitutions distinctes.
de la forme ^Ap, où a peut varier de o à 9 — i , et p de i à y ■ .Mais G, est
contenu dans G, dont l’ordre est N : donc q y divise X ; donc, X étant pre-
niier, on aura q = \ et G, = G. Donc G résulte de la combinaison de II avec g, qui lui est permutable, et dont la puissance X, de degré [uemier, est la première qui fasse partie de H.
On voit de même que H résulte de la combinaison de I avec une substitution /permutable à I, et telle, que la première de ses pui.ssances qui fasse partie- de I ait pour degré le nombre premier p; etc.
Réciproquement, si G résulte de la combinaison des substitutions 1.0, b,...,f, g satisfaisant aux conditions énoncées au tbéorème, on aura une suite de groupes
G, H =(i, n, 6, . . ., /) (i, rt, 6), (1, a), 1,
d’ordres N, y. j^»‘"(X, fi,... étant premiers) et tels, que cbacun d’eux
soit contenu dans le précédent et permutable à ses substitutions ; X, p,,.. seront donc les facteurs de composition de G; et l’équation correspondante sera résoluble par radicaux. (TiiÊonèBiE III.)
C’est sous cette dernière forme que Galois a signalé la condition nécessaire et suffisante pour la résolubilité par radicaux.
3(« LIVBK OÜATRIÉMK.
525. Théorkme V. — Tout groupe A, isomorphe à un groupe résoluble I., est lui-même résoluble.
Car suil i, a, b, c,... l'cchcllc de substilulioiis dotil L est dérivé ; cliarune dVIle.s étant perimilable au groupe dérivé des précédentes, on aura une suite de relations telles que
6“' aé = </", c-'ac — lfat, c'bc Ina',. . . .
Les sub.stitiitions i, a,p, y,..., respcctivomcnt correspondantes à i, a, 6, c,... dan.s le groupe A, satisferont aux relations analogues
et, par suite, formeront l'échelle d'un groupe résoluble.
Réciproquement, si le groupe A est résoluble, et isomoqihe à un autre groupe I, : si en outre le groupe F formé par celles des substitutions de L qui eorrespondent dans K à la substitution i est résoluble, L sera résoluble.
Soient en effet i, a, (3, y,... l'échelle de substitutions dont A est dérivé; I,/.... celles dont F est dérivé; a, b, c les substitutions de L, arbitrai-
rement choisies parmi celles qui correspondent nfspcctivement à «, |3, y,.... Le groupe L sera dérivé des substitutions i, a, b, c,,.. cl sera résoluble.
Fn effet, soient s une substitution quelconque de L. e celle qui lui correspond, s' la substitution dérivée de a, b, c,... de la même manière que a l'est
de a, p, y On aura r = 3*9, étant une substitution de L, qui ail pour
correspondante l’unité, et qui, par suite, est dérivée de 1./,.... Donc s est dérivée de a, b, c,....
Il reste à prouver que celte échelle caractérise un groupe résoluble. Prouvons par exemple que b est permutable au groupe ilérivé de 1, /,..., a. Le groupe A étant résoluble, on a une relation telle ijuc — a”, ün en
déduit b-'ab = aq, q ayant pour correspondante l’unité, et par suite étant dérivée de i,/, — De même, b~*/bay»ul [tour correspondante l’unité, est dérivée de 1,/,.... Donc i est permutable au groupe (1,/,..., a).
526. TnéonéiuK VI . — Sid est un faisceau de substitutions contenu dans le groupe résoluble L. et permutable à toutes ses substitutions, on pourra toujours choisir l'échelle des substitutions 1 , a, b, c,... dont l'adjonction successive reproduit le groupe I„ de telle sorte que les substitutions de -i soient les premières introduites.
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Supposons en effet, pour fixer les idées, que le groupe dérivé de i, fl, !» ne contienne aucune substitution de -f (sauf l'unité, qu’il contient ^nécessairement), mais que l'adjonction d'une nouvelle substitution c en introduise une : c étant permutable au groupe (i, fl, b), celte substitution pourra être ramenée à la forme c'm, m étant une substitution du groupe {..fl, A) (37).
i" Celles des subslitulions du groupe (i, a, b, c) qui apparlienneut à .T se réduisent aux puissances de c'<m. En elTet, considérons l’une d’elles : on peut la mettre sous la forme c*m,, où //i, désigne une substitution du groupe (i, fl. b).
Or on a généralement (37)
m, étant encore une substitution du groupe (i , a, b). On sait d’ailleurs qu'il existe une puissance de c qui fait également partie de ce groupe, et que l’exposant p. est premier. On pourra donc déterminer le paramètre a de telle sorte que -t- (mod. pi); et la substitution ém,{c^mŸ fera elle-même partie du groupe (\,a,b). Ü'ailleurs elle fera partie du faisceau -'f, si c’'m en lait partie ainsi que c^rn\ et comme, par bypotbèse, ce faisceau n’a aucune .substitution commune avec le groupe (i, a, b), saut l’unité, on aura
e*ni,(cJm)' = I , d’où e^ni, =: (c'ni j—,
a“ foutes les substitutions (i, a, h,c) sont permutables au faisceau f dérivé de c'^m et de ses puissances. En effet, le faisceau /', transformé de f par l’une quelconque de ces substitutions, doit faire partie à la fois du faisceau ^ auquel cette substitution est permutable et du groupe (i,a, h, c); il se confond donc avec /.
3“ Il résulte de là que le groufte dérivé de l'échelle de substitutions suivante : t.c^rn, a, b est résoluble. D’ailleurs ce groupe est identique à celui dérivé de I, fl, b,c. En effet, d’une part, la substitution dérive de la combinaison des substitutions fl, /.i, c; d’autre part, c dérive do la combinaison dec''/n, a, b. En effet, soit = i (mod. ix), on aura
c^m cm*, d’ûù c =
m' étant une substitution dérivée de i, a, b. Chacun des deux groupes contient donc toutes les substitutions d’où l'autre est dérivé.
;ini LIVBK OL'ATmi-ME.
Atljoignbns inainlenant au groupe partiel {t,c''m,a,b) une nouvelle substitution d. Supposons, pour fixer les idées, que celte adjonclion introduise de nouvelles substitutions de la forme .f. Soit d^'n l’une d’elles, n étant une substitution dérivée de c'm, a, h.
On démontrera exactement comme tout à l’heure :
i" Qu’aucune des substitutions introduites avec d, à l’exception de celles qui dérivent de la combinaison dec'</n et de d’‘n, ne fera partie du faisceau J:
a" Que toutes les substitutions (i, c^m, a, b, c) sont permutables au faisceau dérivé de c<m et d^n;
’i® Que les substitutions ijcf/n, d^‘n, a, b forment réchelle d’un groupe résoluble identique au groupe (i , a, b, c, d).
Continuant ainsi, on voit qu’on pourra modifier l’éebelle génératrice du groupe I. de manière à'fairc passer en avant tontes les substitutions de à mesure qu'elles seront introduites. Le tbéoréme est donc démontré.
.027. TiiKORKMii VII. — Soient L, L des f;roupes résolubles, et tels, que
les substitutions de eliaciin d’eux soient permutables aux groupes suivants : le groupe (1., L,,...), dérivé de leur eombinaison. sera résoluble.
Il suffit évidemment d’établir le tbéoréme pour le cas de deux groupes,’ I., I.,. Soient I, a, b,.., et i, a,, b,,... les échelles de substitutions génératrices des deux groupes L, L,. Les substitutions de L étant évidemment permutables au groupe L, et l’étant au groupe L,, par hypothèse, seront permutables au faisceau •'f formé par les substitutions communes à ces deux groupes, On pourra donc supposer l’écbcllc i, a, b,... construite de telle sorte que les substitutions de ^ soient les premières introduites. Supposons, pour fixer les idées, que .f soit dérivé des substitutions i, a. Les substitutions I, a„ b,,..., b,... forment une échelle dont (L, L,) est dérivé, et qui satisfait évidemment aux conditions du Théorème IV.
528. TnéonÈMK VHI. — Soient L un groupe résoluble; un groupe eontenn dans L et permutable à toutes scs substitutions (ce peut être L lui-méme) ; •'* un faisceau contenu dans le groupe 4^ et ne renfermant qu'une partie de ses substitutions, et qui, de plus, soit permutable à toutes les substitutions de L : on pourra déterminer un faisceau (? jouissant des propriétés suivantes : i“ il contient toutes les substitutions de .7, jointes à d'autres substitutions ; a® il est contenu dans e ; 3“ il est permutable à toutes les substitutions de L: /|® deux quelconques de ses substitutions g et g' satisfont à une relation de. la forme gg'— g'gf, f désignant une substitution du faisceau 3,
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Nuus exprimerons d’une manière abrégée celte dernière propriété, en ilisani que les substitutions g et g' sont échangeables, aux substitutions ^ prés.
Démonstration. — D’après le tbéorème précédent, nous pouvons former l’échelle t , a, b, c, d, e génératrice de L, de telle sorte que les pre-
mières substitutions introduites soient celles du groupe , et, parmi ces dernières, celles du faisceau S. Supposons donc, pour fixer les idées, que le faisceau .f soit dérivé des trois premières substitutions de la série, i,a, b% le groupe contenant par hypothèse des substitutions qui ne font pas partie de la substitution suivante c fera partie de ce groupe.
Adjoignons mainteuant à i,a, 6 la suite des substitutions c, d, e, cl formons la série des groupes partiels successifs
.529. Nous établirons d’abord la proposition suivante :
Si dans l'un de ces groupes partiels, { \ , a, b, c, d) •= H par cx'emple, on ■ peut déterminer un faisceau T jouissant des propriétés suivantes : i“ de contenir toutes les substitutions de .f, jointes à d'autres substitutions ; 3° d'ftre contenu dans tl; 3" d’être permutable à toutes les substitutions du groupe partiel H ; 4“ d'avoir toutes scs substitutions échangeables entre elles aux .f prés, on pourra déterminer, dans le groupe partiel suivant, , a, b, c, d, e) = \, un faisceau r, jouissant, par rapport àce nouveau groupe, des mêmes propriétés, et l'on pourra s'élever ainsi progressivement d'un groupe partiel à l'autre, jusqu'à ce qu’on ait reproduit le groupe L et le faisceau correspondant ç, dotit l'existence se trouvera ainsi démontrée.
Si le faisceau F correspondant au groupe partiel H peut être choisi de diverses manières, tout en satisfaisant aux quatre conditions fondamentales, nous choisirons pour notre démonstration une des manières pour lesquelles le nombre de ses substitutions est minimum.
Adjoignons la substitution suivante e; supposons-la non permutable à F; car, si elle l'était, la proposition serait immédiatement démontrée pour le groupe I. Soient F' le faisceau transformé de F pare; F" le faisceau transformé de F", etc. La série de ces faisceaux sera nécessairement limitée, car soit e“ la première puissance de e qui appartienne à H; elle sçra, par hypothèse, permutable à F. Donc F*i‘’= F.
Cela posé : i“ le faisceau F, dérivé de l’ensemble des substitutions F,
•'KH UVBE QUATRIÈME.
I”,..., contient toutes les substitutions 3, jointes à d’autres substitutions : cela est évident, puisqu’il contient toutes les substitutions de P.
a° Il est contenu dans le groupe , car les substitutions I' sont comprises dans ce groupe, et leurs transformées F', F”,... par les substiiiitionà e, e’,..., permutables à , y seront également comprises.
Il est permutable aux substitutions de 1. lün effet F est permutable aux substitutions de II; F', transformé de F par e, le sera à celles du groupe transformé de H par e : mais ce groupe transformé est identique au groupe Il : donc F' cl <le même F",... seront permutables aux substitutions de 11. D’ailleurs c transforme F en F', F' en F",.... Le faisceau F, est doue permutable à toutes les subslitulious de I.
.'i° Enfin les substitutions de F, sont échangeables entre elles, aux i prés.
En elïel, soient, eu premier lieu, tieux substitutions-/, 5', appartenant à un même faisceau partiel, F' par exemple. Posons
yi' =. ô'y'o,
étant une substitution inconnue à déterminer : cette équation, transformée pare**-', donnera
Les deux substitutions font partie du faisceau F : elles
sont donc échangeables entre elles, aux i prés; fera donc partie du
faisceau Sa transformée ç par qui est permutable à fera également partie de ce faisceau.
Soient maintenant deux substitutions -/ appartenant à des faisceaux partiels différents F et FL La substitution -/ faisant partie du gidupe II sera permutable au faisceau F. On a donc
(? étant une substilutinn de F. On en déduit
Or la substitution -/ ' fait partie du groupe II, dont les substitutions sont permutables au faisceau F'. La transformée de '/ par -f', -/ci'-/*', fera ilune partie de ce faisceau, et, comme en fait partie de sou éùlé, dy ' en fera partie également. D’ailleurs et y font partie du fais<;eau F. La substitution tf-y-'.sera donc commune aux deux faisceaux F cl F'.
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Mnis les substitulions communes h ces deux faisceaux ne sont autres <|ue les .'f. En eflcl, d’une pari, les substitulions de .É faisant partie de 1’ et la subslilulion e les transformant les unes dans les autres, elles feront toutes partie de l". D’autre part, P et P' n’ont aucune autre substitution commune; car ces substitutions communes, faisant partie de P, seraient évidc'minent échangeables entre elles, aux .f près, et seraient toutes contenues dans ; elles formeraient un faisceau A contenant toutes les substitutions de A, jointes à d’autres substitulions; enfin A sérail perinulable à foules les substitutions de H, car chacune de ces dernières substitutions, étant permutable à la fuis à P cl à P', transformerait les substilutions de A, communes à ces deux groupes, en substitutions également communes à ces deux groupes, et qui, par suite, reproduiraient, à l'ordre près, celles de A. Le faisceau A, qui contient moins de substitutions que P. jouirait donc- des mêmes propriétés fondamentales, ce qui est contraire è notre point de départ.
On aura donc
ir'=f D" ^=/y. doù y/=v7y = /•//„
/,/, désignant des substitutions convenablement choisies dans le faisce.m
530. Cela posé, le premier groupe partiel (i, a, b, c) contient toutes les substitutions de .f, jointes à c ; il est contenu dans il est permutable à ses propres substitutions; enfin celles-ci sont échangeables entre elles, aux près. lAir ses substilutions sont toutes de la forme cT", où / désigne une des substitulions de i\ et c étant permutable aux ,f, si l’on pose en général
la substitution
9 = ( c‘7'. cy )-' . &f. e*'/’ = =/,
se réduit à une substitution de .f.
Le faisceau P correspondant à ce groupe |iartiel sera donc ce groupe luimême : en s’élevant ensuite de proche en proche par la méthode qlie nous venons d’exposer, on démontrera le théorème.
531. TiiEoaéMK IX. — l'uur quun groupe 1. soit résoluble, il faut et il suffit qu on puisse former une suite de groupes i, P, G, H,..., se terminant par I„ et jouissant des propriétés suivantes : i" chacun de ces grou/>es est contenu dans le suivant, et permutable aux substitutions de L ; a" deux quelcone/ues de ses substitutions sont échangeables entre elles, aux substitutions prés du groupe précédent.
3!lfi LIVRE QUATRIÈME.
Supposons en effet que L soit résoluble. Posons, dans le tbéorème prété- (lenl, <_= L, et prenons pour le faisceau i la substitution unique i. Nous en conclurons l’exislenee d’un faisceau plus général F, également perinutable aux substitutions de L, et dont les sub.stitutions sont échangeables entre elles. Prenons ensuite ^ = F, nous conclurons de tnéine l'existence d’un faisceau plus général G, contenu dans L et pérmutable à ses sdbstitntions, et dont les substitutions soient échangeables entre elles, aux F près; etc.
Réciproquement, supposons que le groupe L remplisse les conditions indiquées au théorème. Soient a .une substitution d'ordre premier, ehoisie arbitrairement dans F; b une substitution de F, autre que les puissances de a, et telle, que la première de ses puissances qui se réduise à une puissance de a soit de degré premier; c une substitution de F, non contenue dans le groupe (a, b), et telle, que la première de ses puissances qui fasse partie de ce groupe soit de degré premier, etc. Soient de même a, une substitution de G, non contenue dans F, et telle, que la première de ses puissances qui fasse partie de ce groupe soit de degré premier; etc. Il est clair que Féchellc des substitutions i, a, b, c,..., a,,... satisfait aux conditions du Théorème IV. Donc L, qui en dérive, est résoluble.
.532. Supposons que nous ayons formé, pour un degré donné, le tableau de tous les groupes résolubles et transitifs les plus généraux. Ghacun d’eux caractérisera un type distinct d’équations irréductibles résolubles par radicaux. Les groupes résolubles et transitifs, non généraux, caractériseront des types d’équations plus spéciaux, et contenus dans les précédents comme cas particuliers. Soient en effet I. un groupe résoluble, tran.sitif et général; \ un groupe résoluble et transitif contenu dans L. Si une équation a pour groupe A, toute fouction de ses racines invariable par les substitutions de A, et a fortiori toute fonction invariable par les substitutions de L, sera exprimable rationnellement. L’équation proposée satisfera donc à tontes les conditions qui caractérisent les équations dont le groupe est L. Pour que son groupe se réduise à A, elle devra satisfaire en outre à d’autres conditions accessoires, étrangères à la question de résolubilité par radicaux.
En cherchant à déterminer les divers types généraux d’équations solubles par radicaux, nous. sommes donc conduits au problème suivant :
Problémc a. — Construire ejcpUcitcment pôiir chaque degré donni les tbvers groupes résolubles, transitifs et généraux.
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Ce problème se lie étruilement aux deux suivants :
PROiii.èMR B. — Construire les groupes résolubles el primaires les plus généraux, contenus dans le groupe linéaire.
PnoBi.èMR C. — Construire les groupes résolubles et primaires les plus généraux, contenus dans les groupes abélien ou hypoabéliens.
Nous verrons en effet que la solution de cliaeun de ces trois problèmes pour un degré quelconque, lorsqu'elle ne s’obtient pas irninédiatement, dépend directement de la solution des mêmes problèmes pour des nombres beaucoup moindres. La métlicdc que nous établirons pour cet objet donne en même temps la solution des autres questions suivanles :
I® Déterminer les ordres respectifs des groupes obtenus; *
a® !xs énumérer;
3“ Ixs répartir en classes, genres, ordres, etc.
(ietie métiiodc est essentiellement fondée sur le théorème i.K. Nous nous élèverons progressivement à la connaissance des groupes eberebés en construisant successivement les faisceaux F, G, H,.... Celte marche présente les avantages suivants ; d'une part, les propriétés particulières à cliae.uu de ces faisceaux facilitent sa délerininalion; d’autre part, les substitutions de I. étant assujetties à la condition d’étre permutables à chacun de ces faisceaux, le champ des rcclierclies se limitera de plus en plus à chaque pas fait vers la solution. Cette simplification n’aurait |ias lieu, si l’on prenait pour point île départ le théorème IV, ainsi que le faisait Galois.
RÉDUCTION DU PROBLÈME A
S I. — GnOllPBS PRIMITIFS.
Soit L un groupe résoluble et primitif. Nou.s nvons vu qu’on peut y ilélfi miner un faisceau F formé de substitutions échangeables entre elle.s, et perimitabic aux substitutions de L (."iSl). Si cette détermination peut se faire de plusieurs manières, nous choisirons une de celles pour lesquelles l’onlrc de F est minimum.
F contient des substitutions d'ordre premier (30). Soient A l'une d'elles; f> son ordre; B.... scs transformées par les substitutions de L. Le groupe (A, B,...), contenu dans F, a ses substitutions échangeables entre elles; il est évidemment permutable aux substitutions de L. Il sc confond donc avec F; sans quoi l'ordre de F ne serait pas le minimum supposé.
_ L étant primitif, F sera transitif (53). En outre, ses substitutions sont toutes d’ordre p (la substitution i exceptée). Car soit A*B'’,... l’une d’elles : on aura
( \*B'.,.jr = .\vB'r... =1.
L’ordre de F est donc une puissance de p, telle que p* ( iO).
Enfin chacune de ses substitutions, l'nnité exceptée, déplace toutes les racines : car si riine d’elles. S, laisse immobile la racine a, soient h uniautre racine quele'onquc, T une substitution de F qui remplace a par b-, la substitution T"' ST = S laissera 6 immobile. Donc S, laissant immobile une quelconque des racines, .se réduit à l’unité.
Le degré de l'équation sera p". Car F, étant transitif, contiendra au moins une substitution qui permette de remplacer une racine a par une autre racine quelconque, b : mais il n’en contient qu'une; car s'il en contenait deux T et U, il contiendrait TL'~‘, qui laisse a immobile, sans se réduire à l’unité, ce qui n’est pas possible. Le nombre des racines est donc précisément égal au nombre p" des substitutions de F.
Cela posé, les substitutions de F pourront (V07-i08) se mettre sous la
forme
UE U Rt-JOLUTIOX PAB RA0B:AUX.
cl celles de L, étant permutables à F, résulteront (110) de la combinaisuii de K avec des substitutions de la forme linéaire
1 X, . (IX -i- by -t- . . . , a'x -t- é'j,' -e |.
Kniin le groupe partiel formé par res dernières substitutions sera primaire, par définition.
I II. — Groupes ko.s primitifs.
531. Soit I- un groupe résoluble, transitif et général, mais non primitif. S’il existe plusieurs manières de répartir les racines en systèmes tels, i|ue chaque substitution de 1. remplace les racines de chaque système parcelles d’un même système, nous choisirons parmi ces modes de répartition un de ceux où le nombre q des systèmes est minimum : suit r le uombre de racines de chacun d'eux.
I.es racines pourront être distinguées les unes des autres par deux indices U et P, l’indice u, variable de o à y — i , caractérisant les divers systèmes; tandis que l’indice e, variable de o à r — i , servira à distinguer entre elles les racines d’nn même système.
Chacune des substitutions de L sera de la forme
/= I M, V Cf>(«), '{.(//. e) |.
i" lücrivuns, en regard de chacune de ces substitutions, la suivante X = I « _o(«) I
entre q lettres auxiliaires caractérisées par un seul intlice «variable de ti à 1/ — I, de telle sorte que chaque lettre corresponde à l’un des systèmes de racines dn groupe L. Le groupe A formé par les substitutions X, étant évi. demment isomorphe à L, sera résoluble (525). Il sera en outre transitif; car les substitutions de L, permutant transitivement toutes les racines, devront a fortiori permuter transitivement les systèmes. Enfin, il sera primitif; en effet, s’il ne l’était pas, on pourrait, en remplaçant l’indice uniqué u par deux indices U, et u, convenablement choisis, mettre toutes -les substitutions de A sous la forme
*(H) LIVBE QUATBIESIE.
et par suite les substitutions de L sous la forme
I H„ M„ V If, (h,), V.;«, l') |:
d’oii l'on voit qu'en réunissant ensemble toutes les racines pour lcs(|uelles l'indice it, est le même, on aurait, contrairement à notre supposition, une répartition en svstèmes dont le nombre serait inférieur à ç.
a® Le jtroupe A étant primitif, il résulte du § I : i” que ^ est une |)tiissanee/»" d’un nombre premier p; 2“<|u’on peut remplacer l'indice unique «
par n indices x, y variant chacun de o à /> — i, et choisis de telle sorte
que les substitutions de A soient toutes de la forme linéaire
I X, r, . . . flx -t- 6^-1- ... -t- at, fl'x 4- t'y |;
en outre, cc groupe A contiendra toutes les substitutions du faisceau
Supposons, pour fixer les idées, que n se réduise à a. Les substitutions de I. prendront la forme
I X, .r, V ox 4- ty-+- a, o'x ■+■ h' y + p, o(x, /, v) |,
V Considérons en particulier parmi ces substitutions celles de la forme I X, c X 4- a, .r 4- 3, (?(x, _)•, c) |.
elles forment évidemment un groupe E auquel toutes les autres sont permutables. tin pourra donc les faire passer en avant lorsque l’on construira l'échelle génératrice de L (526).
/{“Considérons plus spécialement encore les substitutions, s'il en existe. (|iii ne iléplaccnt pas les systèmes ; elles sont de la forme
cl sont comprises parmi les E. Elles forment évidemment un groupe K au- «luel toutes les autres sont permutables. On pourra doue les faire passer en avant de toutes les autres.
535. l’norosiTioN I.— S’il existe des sul/siiiultons ¥ qui ne déplacent pas les systèmes , soit f l’une d'elles, qui s’obtienne en exécutant simultanément rertains déplacements /„, /,,... dans l’intérieur des divers systèmes So, S,, . . .
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entre les racines qui les composent. Chacune des substitutions partielles considérée isolément, devra faire partie de F.
r.ii dït'l, soit /' = y’o/'i ••• une autre substitution de F; les déplaccineiils ■ que la substitution Jf' lait éprouver aux racines des syslcmcs Sgi S,, • • • seront respectivement /o/’o'/i/i* I-e groupe F, contenu dans L, étant ré-
soluble, chacun des groupes partiels (/i. qui lui sont isoinorphes, sera résoluble (525); d'ailleurs ces groupes, déplaçant chacun de son côté des racines différentes, sont échangeables entre eux : le groupe d dérivé de leur combinaison, est donc ré-
soluble (527).
Toutes les substitutions de L sont permutables à comme elles le sont à F. Soit en effet l une de ces substitutions : la transformée de / par /, l~'/l = l~'f„l.l~'/,l..., doit faire partie du groupe F. Donc les déplacements qu’elle fait subir aux racines dans chacun des divers systèmes font partie du groupe .f. Or les déplacements relatifs aux systèmes auxijiiels / fait succéder Sj, S,,... sont respectivement /'*/„/, Chacune de
ces substitutions fait donc partie du groupe d.
Le groupe dérivé de la combinaison de 3 avec les substitutions de I, sera donc résoluble. Il serait d’ailleurs, contre l’hypotbèsc, plus général que I., si toutes les substitutions ,f n’étaient pas comprises dans C, et par suite dans F.
La proposition est donc démontrée.
536. Adjoignons maintenant successivement aux substitutions de F les autres substitutions du groupe, en commençant par celles dont E est dérivé. I.a première sera de la forme
On peut simplifier cette forme. En effet, les diverses valeurs de l’indice c peuvent être réparties d'une manière entièrement arbitraire entre les racines de-cba(]uc système. On peut donc admettre : i" qu'on laisse celte répartition arbitraire dans tous ceux des systèmes pour lesquels le premier indice x est égal à zéro; a“ qu'on donne à chaque racine du système caractérisé par les indices i, r, le meme indicée qu'à celle des racines du système caractérisé par les indices o, y, à laquelle A la fait succéder: 3° qu’on donne de même à chaque racine du système a, v, le même indice qu'à celle du système i.y, à laquelle A la fait succéder, etc., jusqu'au système /> — i,j. La fonction p(x, y, c) se réduira donc à v, (piel que soit y', pour toutes les va-
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leurs (le X à l'cxceptiuii dc^ — i, auquel cas elle sera égale à une function <le .v et V, telle que v).
r.ela po.sé, \ est le produit de deux autres substitutions
dont la première A, fait partie du groupe F. En effet,
''= 1 -T. Xf r. 'Hr. *’) I
fait partie de F : les déplacements qu'elle fait subir aux racines des systèmes dont le premier indice x est yo — i, con.sidcrées isolément, feront partie de F (Proposition I); or A, représente précisément l’ensemble de ces déplacements.
Les substitutions du groupe à cette période de l’opération s'obtiendront donc en combinant F avec ,v..
Introduisons la substitution suivante
Nous avons laissé arbitraire la valeur à assigner à l'indice v pour cbacuiie des racines des systèmes pour lesquels le premier indice x est nul ; laissons encore ce choix arbitraire dans le système pour lequel x = o,_y = o; mais donnons à chaque racine du système caractérisé par les indices o, i, le même indice v qu’à celle du système o, o, à laquelle B la fait succéder : donnons de même à cha(|ue racine du système caractérisé par les indices o, a, le même indice v <|u'à celle du système o, i , à laquelle B la fait succéder, etc. La fonction f,(x, v) se trouvera réduite à v lorsque x = o pour toutes les valeurs dey, excepte ponry = /( — i. auquel cas elle se réduira à une fonction de e, telle que (p, (e).
Cela posé, B sera le produit : i" d’une substitution B, qui laisse toutes les racines immobiles, à l’exception de celles (o, /»— i, v), dont les deux premiers indices sont o et p-~i, qu’elle remplacera respectivement par ^o, /J •- I , i|>, Te]); a" d’une substitution
la fonetion f\ se réduisant à e pour x = o, quels que soient y et e.
On voit aisément que B, n’est autre chose que l’ensemble des déplacements que la substitution W, qui fait partie du groupe F, fait éprouver aux
PE LA RÉSOLl'TIOX PAR RADICAUX. RiA
racines ilont les deux prcmici's indices sont o c\ p — i ; <lonc K, l'ait partie do F (Proposition I). On obtiendra donc le même, résultat en adjoignant an groupe (F. .V) la substiiulion B, ou la substitution simpliliée B'=Br'B. t'.ctte dernière sub.stitulion devra, de même que- B, être permutable au groupe (F, -v), ce qui permettra de déterminer la foneiion _v, e) pour les valeurs de X autres que zéro.
Soit, en effet, donnée la condition
B'-'AB'= A,‘/C) ou .VB'/-'= B',A*,
en désignant par / l'une des substitutions de F. Soit
on aura
B'.t.*= 1 X, y, V X -t- a, y + i, tf,\{x, y, e) |.
Pour que ces deux substitutions soient identiques, on devra avoir d’un côté a = I , et de l’autre
Cette équation peut servir à déterminer de proche en proche la valeur de la fonction f, pour x = p~i, /j — a,..., en partant de sa valeur initiale pour x = o.
Pour X ■= P — i, on aura
B' remplacera ainsi en général la racine (/> — >• J, e) par la racine (/O — > . J' -P it x[°* J "P '• P])- ® i une substitution qui laisse toutes les racines immobiles, sauf celles [p — i, -t- i, e), dont le premier indice est /< — I, et qui remplace celles-ci respectivement par
Posons B'=B"B’,, B" étant une nouvelle substitution; la substitution B"= B'Br* sera de la forme
B'=|x, J-, e X, ^-(-1, ç*,(jr, J-, e) |,
(*) étant permutable à F, toutes les substitutions du groupe (F, A<) sont de la forme X* f.
t'H I.IVRE yUATRIÈME.
la fonction 9' sc réduisant li v pour a" = o cl j* =/> -- i , quels que soient v,
Och posé, la substitution F, fait partie du groupe F. En cFi't. -t étant permutable h F, la transformée
de /■* par «t- fera elle-même partie du groupe F’. Les déplacements qu’elle fait subir aux racini's des systèmes dont le premier itnlice est eonsi-
dérées isolément, font partie de F (Proposition I). Mais l’ensemble de ces iléplaeeinents est précisément If, .
Un obtiendra donc le meme résultat en a<ljoignant au groupe (F, •' ) la siibstiiution K', ou la substitution simplifiée ü".
On voit exactement de même que l’on peut poser B"= B'if, , B" étant une substitution de la forme
dans laquelle la fonction 9' sc réduit a e toutes les fois que x = o ou = /> — i ou =/) — 2; et B', étant une substitution de F.
On obtiendra encore le môme résultat en adjoignant au groupe (F, .1 , la * substitution B" ou la substitution simpliliéc B”.
Eu poursuivant ainsi, on arrivera h une dernière substitution si., où la fonction 9 se réduit à e pour toutes les valeurs de x. Le groupe dérivé de la combinaison de F, A., »ft. sera encore le même que celui dérivé de la combinaison de F, -t., B. *
Nous pouvons donc énoncer le lésultat suivant :
PaoposiTiOK 11. — Affj siihslilulions de E résnllenl de la rornhinanon de F aeec les substitutions de la forme
•i.lB. Soit maintenant
Il = I X, }■, V ax +.by-t- i, n'x h'y + i', i{,(x. y, v) \
l’une quelconque des substitutions du groupe I.; elle doit être permutable il E. On aura donc, entre auties relations, la suivante :
ll-'.tll = une substitution de E, telle que fX'A’,
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uii, en remarquanl que H est permutable au groupe partiel F,
.t.11 f IlX’itl,»,
y= I X. e X, y, y^{x, y, »’) | étant une substitution de F. Or on a
.Lit = I X, y, V a{x +,r) -4- by-r à, a'{x + i)+ b'y -t 6', ■+ i, v) |,
/'H I X, y, V ax -y by -i- a + X, «'x-t- 6y + o'+ |î, y, y.'{x, y, v)] |.
Four que ces deux substitutions soient identiques, on aura, entre autres équations de condition, celle-ci :
-4 I, y, e)=. {«[x. y, yJ[x, y, e);.
On trouverait de même
/'= I X, V. e X, _v, y“(x, y, e) 1 étant une substitution de F.
Ces équations de condition permettent de déterminer de proc.be eii proebe les valeurs de la fonction <^[x, y, v), lorsqu’on connaît sa valeur initiale pour X = O, — O.
On aura ainsi, en posant x = o, v = o,
;{;(i, O, e) = 4i[o, O, y/io, O, v)]. ^
D’où l’on voit que la substitution II est le produit de deux autres : l.a première. G, laissant toutes les raeines immobiles, sauf celles de lu forme (i, b, v], qu'elle remplace respectivement par (i, o, “> ‘‘l):
La seconde
ir= I X, y, V tix -hby-hd, a'x -h b'y -t- d', •|'(x,_v, vj |,
où la fonction i}>'(x, v, e) est égale à 'l<(x, _v, v) |)our toutes les valeurs dex. y, e, excepté pourx= i,^= o, auquel cas on a
0> e) — 4'(o> Ot e) = |'(o, o. c .
D’ailleurs G fait partie du groupe F. Car la transformée de f par .i-,
en lait partie; les déplacements qu’elle fait subir aux racines du système t, o.
t(X: LIVRE OUATRIÈME.
considérés isolémenl, en IVront partie (Proposition 1) : or ce système de déplacements est précisément G.
On démontrera de même que la substitution H' est le produit de deux au- • tjres, dont l'une, G', fait partie de F, tandis que l’autre, H", est égale .à
I X, J-, e ax -i- éy i à, n'x -i b'y ■+ ô', ,)% •') |,
la fonction <|/* satisfaisant à la condition
Ht, continuant ainsi, on arrivera enfin à décomposer H en une série de substitutions G, G',..., H,, faisant toutes partie de F, à l'exception de la dernière,
H. = I X, y, H nx 4- éy -t- 5, a'x ■+■ b'y ■+ i', ij^ify, h) |,
où la fonction <{<, reste la même pour toutes les valeurs de x.
On décomposera de même II, en substitutions G,, G', H„ faisant toutes
partie de F, excepté la dernière, qui sera de la forme
II, = I *, y, V ax -h by -I- i, a'x + b'y 4-5', (v ) |,
('elle dernière substitution sc décompose elle-même en deux autres, écban- •
geables entre elles
J 1 X, y, i> nx 4- by + 3, a'x -t- fc'r-4- i, e |.
Nous obtenons donc le résultat suivant :
Proposition III. — Ixs siibslllitlions du groupe I, s' obtiennent toutes par ta combinaison des substitutions de F avec des substitutions telles que IJ, l’J',... :
J , J', . . . étant des substitutions qui permutent les systèmes entre eux, en remplaçant les unes par les autres les racines affectées du même indice e; I, I',... étant au contraire des substitutions qui laissent les systèmes immobiles, en [>ermutant entre elles, simultanément et de la même manière, les racines correspondantes de chacun d'eux.
.■iSO. i" Soient IJ et l’J' deux substitutions de la forme ci-dessus contenues dans le groupe L, IJ.I' J' leur produit. Les déplacemciits d’ensemble que cette dernière substitution f.ait subir aux systèmes seront évidemment représentés par JJ', et les déplacements des racines dans l'intérieur des systèmes le seront par 11': d'ailleurs le groupe dérivé de IJ, l'J',... étant contenu dans L.
DE LA RESOLUTION PAR RADICAUX, esl résoluble : chacun des deux groupes (I, I',...), (J, J',...) isomorphes à rclui-Ui, le sera donc également (525).
a“ Les deux groupes (1, 1',...), (J, J',...) ont leurs substitutions respectivement échangeables entre elles : le groupe (I, 1',..., J, J',...), résultant de leur combinaison, sera donc résoluble (527).
Enfin toutes les substitutions I, I',..., J, J',... sont permutables à K. Les substitutions IJ, I']' l'étant, il suffira, pour établir cette proposition, de montrer que J, J',..., ou, ce qui revient au même, J“', le sont.
Or chaque substitution de F résulte de la combinaison de substitutions partielles fo, déplaçant chacune les racines d'un seul système. Ces substitutions partielles, considérées isolément, font elIcs-mèmes partie du faisceau F(Proposition I).Si nous prouvons que la transformée dechacuned'elles par J*' en fait également partie, J*' sera évidemment permutable à ce groupe.
Soit donc /une substitution qui laisse toutes les racines immobiles, excepté les racines (/j., v, e) du système caractérisé par les indices pi, v, qu’elle remplace respectivement par (fi, y, ç [v]); sa transformée par J*' laisse toutes les racines immobiles, à l'exception des suivantes :
(oft -i- bv ■+■ i, a’n -t- i'y -4- 6', y),
qu'elle remplace respectivement par (afj. -t- iy + â, n'/a-l- b'v ■+- (^, Ç et l'on voit aisément que cette substitution est identique â la iranRforméc de /par
laquelle fait partie de F. '
4® Les observations précédentes montrent que le grou|)C dérivé des substitutions F, I, I',..., J, J',... est résoluble (527) : il contient toutes les substitutions de L; et comme nous admettons qu'il ne peut être plus général, il devra se confondre avec L.
Mais les substitutions de L qui ne déplacent pas les systèmes sont les F;
dans le groupe (F, I, I',..., J, J',...), ce sont les F combinées aux 1,1'
Pour que les deux groupes soient identiques, il faut donc que les substitutions I, ]',... rentrent toutes dans F.
Nous obtenons donc la proposition suivante ;
Phoposition IV. — Toutes les substitutions de L résultent de la combinaison des substitutions F, J, J',. ..
540. Soit A le groupe formé par les substitutions J, J' : ces substitutions permutent les systèmes entre eux, en remplaçant les unes par les autres les
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i-acines corresponclanles; elle» fornicnl entre ces système», considérés chacun comme un tout d’une seule pièce, un (groupe résoluble et pritnilir (53i).
I.e grimpe F est dérivé de sulistilulions qui ne déplacent chacune que les
racines d’un seul système. Soient respectivement I',, F les groupes
formés en réunissant celles de ces substitutions qui déplacent les racines du premier systimie, du second, etc.; F résultera de la combinaison de ces groupes partiels, qui seront tous, résolubles (521).
I.os groupes F,. F,,... sont les transformés d'un seul d'entre eux, tel que F,, par les substitutions En effet, ces substitutions permutent
transitivement les systèmes. Soit S celle de ces substitutions qui fait succéder le premier système au second, par exemple. II est clair que la transformée par S d’unc substitution <]Uclconque de F, appartiendra à F,, et qitc, réciproquement, toute substitution dont la transformée appartient à F, appartient elle-même à F„ : donc S transforme F, en F,. Le groupe L est donc dérivé des seules substitutions à et F„.
51 1. Soient réciproquement A et F, deux groupes résolubles quelconques formes comme ci-dessus ; le grou/>e résultant de leur combinaison sera résoluble.
En elTet, les premières substitutions de A, telles que transformeront respeelWement F„ en une suite de groupes analogues, l'o, F,,... déplaçant respectivement les racines de chacun des systèmes. G's groupes déplaçant des lettres différentes, leurs substitutions seront mutuellement échangeables : .ils formeront donc, par leur réunion, un groupe résoluble, F, auquel les substitutions seront évidemment permutables. Les autres substitutions de A le seront également (539), Le groupe L, dérivé de F et <lc A, ou, ce qui revient au même, de F„ et de A, sera donc résoluble.
Pour que L soit aussi général que possible, il faudra évidemment que les deux groupes A et F« aient été, chacun de son eété, choisis aussi généraux que possible. Enfin, le groupe F„ doit être transitif. Car si ses substitutions ne permettaient de faire succéder à une racine donnée qu'une partie des racines du premier système, ces substitutions combinées à celles de A ne permettraient de lui faire succéder que ces mêmes racines et les racines correspondantes des autres systèmes. Le groupe L ne serait donc pas transitif.
liemarque. — Si A et F» contiennent respectivement li et O substitutions, F en contiendra évidemment if, et L en contiendra ÛO’, toutes de la forme
dy» 7 où d, 7„, 7, sont respectivement des substi tu tions arbitrairement
choisies dans les groupes A, F„, F
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5V2. l'Ài l'ccaiiiiuliiDt cc qui itrécèdc, on obtient le tbéoièiue suivitiil ;
TiiéoiiéMr. I. — Soient L un grou/>e résoluble transitif et général, mais non primitif, de degré M : q le nombre des systèmes {dans celle des répartitions,s’il en cariste plusieurs, pour laquelle ce nombre est minimum); r le nombre des racines de chaque système. Le groupe L résultera de la combinaison de dcu.t groupes partiels :
I" l'n groupe A dont les substitutions déplacent tes systèmes d'un mouvement d'ensemble, sans altérer l’ordre des racines dans chacun d'eux ; les déplacements lies q systèmes formant un groupe résoluble, primitif et général:
■1° l'n groupe f„ laissant toutes les racines immobiles, sauf celles d'un seul système, le premier par exemple, qu’il permute entre elles, et à l'égard desquelles il est résoluble, transitif et général.
L'ordre, de l, sera WO’': D et 0 étant les ordres de A et de I',.
5i3. Si r„ n’est pas primitif, (|ue y, soit le nombre des systèmes, fn =
le nombre îles racines de eliaeiin d’eux, le groupe l'o peut à son tour se déeomposer en deux autres A„ et r«,. ilont le premier permutera les q„ sysliMnes entre eux d'une manière primitive; l’autre permutera entre elles les r„ racines d’un même système : si ee dernier n'est pas primitif, on pourra poursuivre la rédurtion, etc.
On obtient ainsi le lliéorème suivant :
Tiikoiikjie II. — La détermination des groiqres résolubles, généraux et transitifs, mais non primitifs, de degré .M, relatifs à une décomposition quelconque du nombre .M en facteurs successifs q, q„, q„„ se ramène à celle des
groupes primitifs A, A„, A„„,... de degrés q, q„, q,„
llcmarque /. — Pour ijiie cette détermination soit possible, il faut que cbarun des fadeurs 7, f/u,... soit une puissance de nombre premier (533).
llemarque II, — Soient respectivement U, i2,„, ... les ordres de» groupes A, Ag, Ago,...; celui du groupe non primitif formé au moyen de ceux-là sera évidemment
tio
CHAPITRE III
RÊDL’CTtON DC PROBLEME B.
S I. — GbOI.PES llkCUMi'OS.\nl.KS.
.iVi. Soit n = ).m : un groupe contenu diuis le groupe liné.'iiiu de degré p" .sein dit dècompnsahle, si l'on peut déterminer X systèmes de m fonctions linéaires des indices, réelles et distinctes, et telles, i|ue eliaqiie substitution du groupe remplace les fonctions de chacun de res systèmes par des fonctions linéaires de celles d’un même système.
.jiS. Soit I. un groupe résoluble, primaire et général de degré pf. Supposons-le décompos.able ; s'il existe plusieurs manières d’y déterminer des systèmes lie fonctions jouissant de la propriété ci-dessus, nous elioisirons, pour y appliquer nos raisonnements, une de celles oit le nond>re X des systèmes est minimum (en restant > i).
Soient X,, y,,...;...; y',,...:... les X/n fonctions considérées. Nous les
prendrons pour indices indépendants, et, pour éviter toute eonfusion, nous appellerons l'indice r, qui varie de o à X — i, suivant le système auquel appartient la fonction considérée, V indicateur de ce système.
r.ba(|ue substitution du groupe L, telle que ,
est le produit de deux autres :
dont la première remplace les imiiees de chaque système par les indices correspondants d’un autre système, et dont la seconde remplace les indices* de chaque système par des fonctions linéaires de Ces mêmes indices.
.541). Soient NPi N'P',... les substitutions de L: les déplacements d’en-
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sctnitic opùrt's sur les systèmes par les substitutions N, N',... furmeiil un proupe .i, éviilemment isumurplie à L, et, par suite, résoluble.
A sera transitif : car, s’il ne l’était pas, on pourrait grouper les systèmes en classes, en réunissant ensemble ceux <{uc les substitutions de A permutent entre eux : cela posé, il est clair que les substitutions de L remplaceraient les indices appartenant aux systèmes d’une même classe par des ronctions linéaires de ces mêmes indices; donc L ne serait pas primaire (Ii2j.
A sera primitif : car, s’il ne l’était pas, on pourrait grouper les systèmes en systèmes plus généraux, ou fypersystémes, tels, que chaque substitution de A remplaçât les indices de chaque hypersystème par les indices d’un même liypcrsyslème. Los substitutions P, P' de leur côté, remplaecnt les in-
dices de cliai|ue sy.slème par des fonctions linéaires d’indices appartenant à ce même système, et, a fortiori, au même hypersystème. Les substitutions .\P, N'P',... remplaceraient donc les indices de chaque liyper.système par des fonctions de- ceux d’un même hypersystème. Le nombre des byper.systèmes étant inférieur à X ne serait plus le minimum supposé (515).
A étant primitif, le nombre X des systèmes sera une puissance exacte d'un nombre premier ;i (533). Soit, par exemple, X = s’. Si l’on remplace l’indicateur uni(|ue r par deux indicateurs ?, -n variant chacun de o à n — i, A résultera (533) de la combinaison ;
I" U’tin faisceau Ë dont les substitutions remplacent le système (|>;) (lar le système (§ -+- a, »j -t- fi), a, fi étant des entiers constants qui changent d’une substitution à l’autre, et prennent cliaeun toute la suite des valeurs o,...,7i — I (mod. n):
D'un groupe H dont les substitutions, permutables à E, remplacent en général le système (ir,) par le système (a£ ■+■ ô/j, -I- b'r,); a, b, a', b' étant des entiers constants pour une même substitution.
Si l'on considère dans le groupe L les substitutions dans lesquelles les déplaeemenls des systèmes sont représentés par une des substitutions de E, on voit qu’elles forment un faisceau £, auquel toutes les autres sont permutables. C.ar, soient M — NP l’une d’elles. M, = N,P, une autre substitution de L : la substitution Mr' MM, opérera sur les systèmes le déplaeeinent N~‘N.N,. Mais .N fait partie du faisceau E, auquel N, est permutable : donc iNVNN, appartient à E, et Mi^'M-M, à f. On pourra donc, en formant l'échelle génératrice du groupe L, faire passer les substitutions de C en avant des autres (526).
Considérons plus spécialement encore les substitutions, s’il en existe.
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qui ne déplacenl pas les systèmes : elles formeiK un faisceau .i, emitenu dans E, cl évidcmmcnl peniiulaltlc à ses siibslituliuns. On pourra les faire passer en avant de toutes les autres.
.'>i7. Une substitution quelconque /, prise dans le faisceau .f, est évideiumcnl le produit do substitutions partielles n’altérant respcclivt;-
ment que les indices du premier système, ceux du second, etc.
l’iioposiTiox I. — Soient f» J\ *• les diverses suhslilutions de -f;
•f contiendra chacune des substitutions partielles f„,
Les groupes [fa, fl [f„f\ ••••) évidemment isomorphes au
faisceau -f, sont résolubles (525). De plus, leurs substitutions, altérant des indices différents, sont échangeables. I.e groupe .f' dérivé de leur combinaison est donc résoluble. Il est d'ailleurs permutable à toutes les substitutions de L. Soient en effet / une de ces substitutions; /=/,/i-., une sulistitution quelconque de -■?. La transformée
appartenant à ^ , les substitutions partielles correspondantes appartiendront à .f'. Mais ces substitutions partielles sefont respectivement / 'fl,.... En effet, la substitution /,, par exemple, laissant tous les indices inaltérés, sauf ceux du premier système, l~'f„l laisstrra tous les indices inaltérés, sauf ceux du système auquel / fait succéiler le |ireinier. De même pour les autres substitutions /“'/,/,.... Donc la transformée par/ d’une .substitution quelconi|ue de •7', telle <|ue appartient à 3' , ce qu'il fallait démontrer.
Le groupe dérivé de la combinaison de i' avec les substitutions <le L sera résoluble; d’après ce qui précède. Il serait d’ailleurs, contre rhypolhèse. plus général que L, si toutes les substitutions de i' n’étaient pas contenues dan.s L, et par suite dans -f.
5i8. Adjoignons successivement au faisceau .f les autres substitutions du groupe, en commençant par celles de C. La première, .\, remplacera lc,s indices du système (|>î) par des fonctions des indices du système (| -f i, r,). Il existe d’ailleurs dans le choix des indices un certain arbitraire dont on peut proliier pour simplilier l’expression de cette substitution; car il est clair qu’on peut prendre pour indices indépendants, à la place des indices de chaque système, des fonctions linéaires quelconques de ces indices, sans
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• altiR'oi' b pi'oprièlé l'ondamentale du groupe [., qui eonsi.sic en ce que ses suhslilulions font succéder aux indices de chaque sysléuie des Ibnclions des iiuliccs d'un même syslème.
Laissons le choix des indices arhitrairc dans les systèmes ((»]}, dont (.c premier indicateur est zéro. remplace les indices j,,.,... du système (0/7) par des fonctions des indices du .système (i /;). Prenons ces (onctions pour indices indépendants, et désignons-les par x,,,, j,,, .\ rem-
placera de même ces deruiei’s indices par des i'oiictians des indices du système (a»î). fonctions qu’on peut supposer être respectivement les indices y' On continuera ainsi jusqu'au .système (re — 1, »j), dont A
remplacera les imlices par <les fonctions linéaires X,,, Y,,... des indices du système (o>5).
Cela posé, ,\ sera le produit des deux siihstitiitions
* " I .r,,, Xi,, Ai,,. . X,_, \^,..., .. |,
-t. = I . . . , xt,,, xu..„ .n • • • |.
dont la première fait partie de i. En ciTet, la suhstilution \", laissant les systèmes immohilcs, fait partie de .i. Les altérations qu'elle fait subir aux indices des systèmes (orj), considérées isolément, font partie de i (Proposition I), Mais on voit immédiatement i]uc est formé par ren.semhic de ces altérations ; donc. \, fait partie de .T.
Le groupe dérivé de -f et de A peut donc être également considéré comme dérivé île -f et de ,v .
5f9. Introduisons une nouvelle suhstitution H, qui remplace les •indices Xj,,, Je,,,... du .système (|>)) pm* 'b-s fonctions de ceux du système {|, Tl -I- 1). Les coelïicients de ces fonctions peuvent dépendre de »j: représenlons-Ies donc généralement par
X!,(x;.,„, ruM..- ■). )
Le choix des indices est encore arhitrairc dans tous ceux des systèmes dont le premier indicateur est nul. Laissons subsister cette indétermination dans le syslème où les deux indicateurs sont nuis. B remplace les indices de ce syslème par des fonctions des indices du syslème (oi); on peut admettre que ces fonctions aient été prises pour indices indépendants et désignées parxo,, J, B remplacera de même ces derniers indices par des
fonctions des indices du système (<>a). fonctions qu'on peut supposer être
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rcsiiecliveinetil On continuera ainsi jusqu'au sysléuic (o, 7: — t), •
dont les indires seront remplacés par les fonctions ),
^ yo»*" •)•
■ t>la posé, D sera le produit des deux substitutions ;
ytot • • •
( JT»*» • ■
• Jf!.,. yî,. • • •
dont la première, qui n'altère que les indices du système (00), lait partie de a. lin eflèt, la substitution laissant les systèmes immobiles, fait partie de La substitution partielle B,, formée par les altérations que B" fait subir aux indices du système {00), en fera' également partie (Proposition I }.
l,c groupe dérivé de â, -v, B peut donc également être considéré comme dérivé de A, B'.
Cela posé, la substitution B'“'A*'B'A remplace évidemment les indices ilu système (£>;) par des fonctions de ces mêmes indices : elle appartient donc au faisceau Désignons-la par/ : on aura
. BA = -iB/,
égalité qui permet de déterminer les fonctions X, Y Soit en effet
/= 1 ■ - • . Xîv ro rtv • ■ ■). +ô( •»!„ ,»•£„ ■ . .
Égalant les expressions que B'.c et Aiis'/font succéder à X{,, j;, et
écrivant, pour abréger, x,y,... à la place de arj,.,.,»,, il viendra
Xî^i.tl y, . . J = y, • • • ), Yït(a^*y»* *1, •••]»
Vi„.,'jr,y,...l = +!,tXo(-r,y,---). Vî,(x,y,...), ...],
D'ailleurs X„,{x, y,...), se réduisent à .r, y,../, d'après
ce qui précède. On aura donc
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Ola posé, on aura cvulemnienl B'= B' R',, B" étant une substitution
iJcntifiuc à B', sauf le reini)laccment des fonctions },
' ).•■• l>ai' J'i.n* B', désignant la subslitur
tion qui remplace par 7,,,,...). sans
aliérer les autres iniliees. Or B', fait partie «le .f ; car ce faisceau, contenant /, contiendra (Proposition I) les substitutions partielle#/,» qui al-
tèrent respectivement les indices des systèmes {015) de la même manière que/, sans altérer les autres indices. Il contiendra donc la substitution
• • • » •*’u» y'ii* • • •
produit de ces substitutions partielles. Il contiendra enfin sa transformée par laquelle est identique à B’,, en vertu des relations (1).
On peut décomposer de même R" en un produit de deux substitutions, dont l'une. B',, appartiendra à l'autre. B*, étant jdentique à B", sauf le
c.liangcmcnt de J,.,.».,,...). Y„, ),... en
Xa.iH-H”” Poui’suivant ainsi, on arrivera enfin à décompo.scr B en un produit de substitutions dont la dernière .sera
lit. ] ..., Tî,, .., T:.,.,., >‘(.,+ 1,-.. |,
les autres faisant toutes partie de F. l.c groupe 4‘, dérivé île .i, ,L, B, pourra donc être également considéré comme dérivé de.f, ,L, iB. : d'où la proportion suivante :
Proposition II. — Le faisceau C résulte tle la combinaison du faisceau .s avec les substitutions
I ..., Xj,., y
.5.50. Soit maintenant
• ||_ I .»ya.O./'lLO' - 1 !
I Yt,[x/,t,,'./',t.O* .''/«.O.At.O*- • •) j
une quelconque des substitutions de L. Elle doit être permulalilc à f. t)n
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:iiir» (loue en pai tieulier une relation de la runiie
Il A =
/'élilni une .suhstitulion de cl en mnanjuanl (|ue a, \R., H suni |mtiiiulahles à -'f, il viendra
* IIA. = .V‘ifcïH/',
/' = I • • • . -ru, xi, ji,’ ■ ■ ■). 'lui .!'«• • • ■ 1. • ■ ■ I
élani encore une sulisiitulioii de ?.
Kgalant les fniietions que ilAet .*-’a!i'’ll/ l'ont succéder à JV. il
viendra
|iuis, en écrivant, pour abréger, x, y,... il la place de •r/iuix./'i'.n,»',""
i ( J-, _T, . . . ) = !f;, 1 X!,(ar. .V, . . . ), Vl,{ J,
(’) I . .)='|=,(Xt,(jr, J-.. . r,. . 0.- ■).
Il résulte de ees relations que 11 est le produit de deux substitutions ; l'une, H', altérant tous les indices de la niéine luaniérc que H, sauf ceux .r,,, V,,,... dont le premier indicateur est égal à i , qu’elle remplacera respccliveinent par
X.,[-r/:t.t)./'a.v>> .V/iU:./' JV.î.e.e
l’autre, 11,, laissant tous les indices invariables, sauf ces mêmes indices j-,,,
V,,,..., qu’elle remplace par .Vir,.---)' '!'or,(A-„,. ,v„J
(ieltc dernière substitution est contenue dans ,f. Car ce faisceau, conlenaui /', contiendra les substitutions partielles /ùu’---’ fit--- formées par les altérations que/' fait subir aux systèmes (txi) (o>;),... (Proposition 1 ). I,a
substitution 11,, transformée du produit de ces substitutions partielles par la substitution A-', permutable à appartiendra également à cc faisceau.
On trouvera de même IP = IP H’, ; II" ne différant de IP que par le cliangeineiit de Xi,,, Yjr,.-" en X„,, Yor,.-”. et H', étant une substitution de.f, Ctmtinuant ainsi, un arrivera à décomposer H en un produit de substitutions appartenant toutes à / sauf la première H""", i|ui ne différera de II que
par le changement de Xt,;, Y|r,,... en X,,,, Yj,,
D'ailleurs, IP-*'' faisant partie ilu groupe I., sera permutable à c et ii -f.
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Oii aura donc une rclalion delà forme
/" étant une sulislitution de .f. Parlant de eette relation, et opérant comme précédemment, on décomposera 11'*"'' en un produit de sulistitulions appartenant toutes il .1, sauf la première, ,‘i, qui différera de H’’'"*’ par le cliangement de X„,. en X„,, Y„ cl qui, par soile, sera égale au pro-
duit des deux sulislilutions
1=1 ar-,, 7^, X„(j-î„ >!„■•■). V»(ar!,..nv |.-
Nous ulitenons donc le résultat suivant :
Proposition III. — /.« sttlislilulions du groupe \. >t' obtiennent toutes par ta combinaison des substitutions de i avec des substitutions telles que IJ, l’J',...; J, J',... étant des substitutions qui remplacent les indices de chaque système par les indices correspondants d' un même système ; et I, 1',... des substitutions qui remplacent les indices de chaque système par des fonctions linéaires de ces mêmes indices, fonctions dont les coefficients sont les mêmes pour tous les systèmes.
551. Le groupe llJ, rj',...)étanl contenu dans L, sera résoltilde (521 ). Les groupes dérivés respedivcmenl des substitutions partielles I, I',..., et J, J',..., ‘étant évidemment isomorphes à celui-là, seront résolubles. U'aillcurs leurs substitutions sont échangeables. Uonc le groupe A ri>sultant de leur combinaison est résoluble (527). Enfin ses substitutious sont permutables à ÿ. En effet, IJ, i'J',..., appartenant à L, sont permutables à J; pour prouver (|uc I. r,..., J, J',... le sont, il suffira donc du prouver que J, J',..., ou, ce (|ui revient au même, J”', J'"',... le sont.
Or chaque substitution de résulte de la combinaison de substitutions partielles/, /„..., altérant respectivement les indices des systèmes (oo) {pv},..., et qui, considérées isolément, font partie de ^
(Proposition I). Si la transformée de chacune d’elles par J"' en fait également partie, J“' sera permutable à ce groupe. .Mais la transformée de/,, par exemple, par J“‘ laisse tous les indices invariables, sauf ceux du sy.s- Jème {f[p, vj), qu’elle altère de la même manière que/, altérait
les indices du système (,uv). Elle est donc identique à la transformée de /, par laquelle appartient à
Les substitutions du groupe résoluble A étant permutables à S, le groupe
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1. 1'...., J, J',...) sera résoluble (527). Mais il eonlient L, rl, par hypollicse, ne peut être plus général. Il se confond donc avec lui. Enfin, les sub-
slituiions I, I' ne déplaçant pas les systènirs, font partie de F. On a
donc ce ré.soltal :
l’noposiTioN IV. — Le groupe L résulte de la combinaison de # aeee les substitutions J, J',
552. Les déplacements d’ensemble opérés sur les systèmes par les substi-
lutions J, J',..., forment un groupe primitif A (5i0). D'autre part, i est dérivé de substitutions (jiii n’altèrent cbacune que les indices d'un seul système. Soient respectivement F#, F les groupes partiels formés parcelles
de ces substitutions qui n'altèrent que les indices du premier système, <lu second, etc. Ces groupes sont 1rs transformés d’un seul d’entre eux, tel (]uc F,, par les substitutions dérivées de A et sb. En effet, ces substitutions permutent transitivement les systèmes. Soit S celle de ces substitutions qui fait succéder le premier système au second, par exemple. Elle transformera les substitutions de F„ en d’autres substitutions, également contenues dans i, et n’altérant que les indices du second système : ces transformées .sont donc contenues dans F,. Réciproquement, toute substitution dont la transformée n’altcre que les indices du second système ne devra elle-même altérer (]tie ceux du premier système, et sera’ contenue dans F„ : F, sera donc précisément le groupe transformé de F, par S.
Nous obtenons donc le résultat suivant ;
PnnposiTiON V. — Le groupe L résulte de la combinaison d'un groupe résoluble A, dont les substitutions permutent primitivement les systèmes entre ear (en remplaçant les uns parles autres les indices correspondants', avec un groupe résoluble F,, dont les substitutions n altèrent que les indices du premier système, quelles remplacent par des fonctions linéaires de ces mêmes indices.
553. Pour que L .soit primaire, il faudra que F„ le soit par rapport aux indices qu’il altère (311). Si F„ est décomposabic , on pourra opérer sur ce groupe comme sur le groupe initial L, et y répartir les indices en soussystèmes tels, <|uc F, résulte de la combinaison de deux autres groupes résolubles : l’un A„, permutant les sous-systèmes entre eux d’une manière primitive, et en remplaçant les uns par les autres les indices correspondants; l’autre F„,, dont les substitutions n’altèrent que les indices du premier sous-système, qu’elles remplacent par des fonctions linéaires de ces indices, et à l’égard desquels F,,, sera primaire.
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li's indices de cbacjuc système en soiis-sysli-mes. en groupant ensemble ceux dont les correspondants dans le premier système appartiennent à un même sons-système, tiliacunc des substitutions de A remplace évidemment les indices <le eba(|ue .sous-système par les indices correspondants d’un même sous-système : il en est de meme des substitutions de A„, (|ui permutent entre eux les sous systèmes ilu premier système, sans altérer les autres. I.es substitutions du groupe (A. A,) jouiront donc de la même propriété. I.e groupe I, résultera donc de la combinaison d'un groupe (A, A„). dont les substitutions permutent les sous-systèmes entre eux, en remplaçant les uns par les autres les indices correspondants, avec un groupe Too, dont les substitutions n'altèrent i|ue les indices du premier sous-système.
Si r„, est encore décomposable, on continuera ce mode de raisonnement, jusqu’il ce qu’on arrive à un groupe indécomposable, ce qui aura toujours lieu. Car le nombre des indices du groupe à considérer va toujours décroissant : si donc on n’est pas arrêté par la rencontre d’un groupe indécomposable, on arrivera rinalement à un groupe ne contenant plus qu’un indice, et par suite indécomposable.
Nous obtenons donc le tliéorènic suivant :
rnéoBÈ.iiE. — Soil I. un groupe résoluble, primaire et général, mais décomposable, de degré /»" ; les indices indépendants pourront être choisis de telle sorte, et groupés m àmen\ systèmes {n étant égal à ni).), de telle façon, epte le groupe I. résulte de la combinaison de deujc groupes résolubles partiels :
1“ L’un, (a, Ao,...)= D, dont les substitutions permutent les systèmes entre eux, en remplaçant les uns parles autres les indices correspondants ;
a" Le second, f, dont les substitutions n'altèrent rpie les indices du premier système, rpt elles remplacent par des fonctions linéaires de ces mêmes indices, et par rapport auxquels Y est primaire et indécomposable .
L’ordre de L jcr« liO’, U et 0 étant les ordres respectifs de D et de F (H08).
55V. Pour que I. soit primaire, il est nécessaire et sudisant que Ü soit transitif (31 1 ). Pour qu’il soit aussi général que possible, il faut en outre que chacun des deux groupes I) et F soit aussi général que possible dans son espèce.
I.a détermination de I. se ramène <lonc à celle de I) et de F. La première de ces deux questions n’est autre que le problème A, mais avec un abaissement considérable dans le degré du groupe, qui se trouve réduit de//' à )., diviseur de n. Nous avons vu {Chapitre II) comment ce problème se réduit à son tour au problème II. Ün peut donc le considérer comme résolu.
liO LIVRE QUATRIEME.
Il reste à construire les groupes résolubles, primaires et indécomposables, tels <|uc r. Cette question fera l’objet de la section suivante.
§ II. — GnOUPBS IMOIXOMPOSAnLKS.
ConsUuction du premier faisceau.
553. Soient F l’un des groupes cberchés, de degré F son premier fais'ccau, choisi aussi général que possible. Le groupe F étant primaire, F ne contiendra (]ue des substitutions d'ordre premier à p (188). Prenons pour indices indépendants ceux qui ramènent toutes scs substitutions à la forme canonique (nC); piii.s. groupons dans une même série ceux des nouveaux indices qui sont multipliés par un même facteur dans chacune des substitutions de F, et dans un même .système les diverses séries conjuguées. Les indices ne formeront qu’un seul système : car, s’il eu était autrement, ou pourrait remplacer dans chaque système les indices imaginaires par des iiiilices réels ( 178); et les substitutions de F remplaçant les indices de chaque système par des Idnctions linéaires tics indices d’un même système (193), ce groupe serait non primaire, si ses substitutions ne permutaient pas transitivement les systèmes; primaire, mais décomposable, si elles les permutaient transitivement.
Cela posé, soient y le nombre des séries, fi = celui des indices de
chaque série; x,, x'^,... les indices de la r -i- série; i une racine d’une congruence irréductible do degré y; a, a, ^,... des entiers complexes formés avec l’imaginaire i. Les substitutions de F seront de la forme
et celles de F, remplaçant les indices iFune mémo série par des fonctions linéaires des indices d’une même série (192), et les indices conjugués par des fonctions conjuguées (1 i9) seront de la forme
I ..., r„ x'r aCa-,», a'r'ar,^., -e
(*] Si Tun avait a, ?' ne contiendrait d'autre aubatitution que i'unité, re qui inadmi.^ «Hibk*. On doit donc eidurc celle hypothè»;.
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DU, en n'écrivanl que les iiulices de la première série, ce qui suffit,
I x„ XX, + ^x‘^ , XX, 3' jtJ + . r ].
Il est clair que chacune de ces siihstitutions est de la forme 'fêlant la substitution qui remplace chaque indice par son conjugué de la série suivante, et ^ une substitution qui ne déplace pas les séries.
556. Cela posé, si chaque série ne contient qu'un indice, les substitutions
de la forme ^se réduiront toutes à la forme /, et seront échangeables entre elles; la substitution <f étant d’ailleurs permutable au faisceau ç formé par ces substitutions, le groupe dérivé de la combinaison de <f cl de 9 .sera résoluble. Mais il contient F, qui est général, par hypothèse; donc il se confond avec lui. Donc le (groupe F ne pourra être détermine que d'une seule manière, et sera formé de l'ensemble des substitutions 'f<' .
557. Supposons au contraire que chaque série contienne plusieurs iii-
tlices. Soient an., = .anj = <£'*’• .J,,... les diverses substitutions de F;
d le plus grand commun diviseur de v, p,, p,. Le groupe F résultera de la combinaison d’une substitution de la forme ^avec un groupe partiel F’, dont les substitutions ont la forme Kn elïct, F contient la substitution
■)î, = an', ';>n laquelle est évidemment de la forme et l'on
peut disposer des indéterminées a, , «j...., de telle sdrle que a,p, -+■ a,p,-F... se réduise à d (mod. y) (2). Cela posé, soit d = r, s, = r, p, =.... On aura évidemment on, = on, = ... ne déplaçant pas les
séries.
Le faisceau F contiendra toutes les substitutions de la forme f. Car soit 9 le faisceau formé par l’ensemble de ces substitutions; elles sont échangeables entre elles; d’ailleurs les substitutions de F, étant de la forme sont permutables à 9. Donc le groupe F, dérivé de F et de 9 est résoluble, et 9 peut être pris pour son premier faisceau. Mais, par hypotbèse, F, ne peut être plus générai que F; donc il se confond avec lui. De même, F est contenu dans 9, et comme il ne peut être moins général, par hypothèse, il se confond avec lui.
558. Thkobkme. — Le groupe F contient des substitutions de la forme autre que celles deï. Supposons en effet qu’il en soit autrement; nous allons prouver que F ne peut être général.
Soient/,,/,,... les substitutions de F; les substitutions formant un
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{;i'uu|u- qui cuniicnl F, seront «ionnées par le lahleaii suivant :
5,1^0. ^i/i. •••:■••. itf •il.-" étant des stilisliluliuns qui ne satislassenl à aucune relation <lc la forme et dont la première se
réduise à l’unité (30). Soit d'autre part la substitution qui, combinée à F, reproduit F. Les groupes 1',, F,,..., respectivement transformés de F par les substitutions seront respectivement dérivés de la combinaison du faisceau F, am|uel ^o. ^ sont permutables, avec les trans-
formées respectives de la substitution Ces transformées .sont évidemment de la forme supposons-les égales respectivement à /ÿ, .... Deux cas seront à distinguer :
i"Si les substitutions ne sont |)as toutes différentes, si l’on
a par exemple le groupe F,, dérivé de la combinaison de F avec
la substitution < ou, ce qui revient au même, avec la substitution
, se confondra avec le groupe F,, dérivé de même de la combinaison de F avec Donc et transformeront toutes deux F en F,, et par
suite, iV sera permutable à F. Ko l’adjoignant à F, on aura un nouveau groupe résoluble, plus général que F, car il conlicnl qui est tie la
forme sans être de la forme/.
2“ Si les substitutions ,... sont toutes différentes, elles reproduiront, à l’ordre près, toutes celles de la suite .J». ?, Donc l’une d’elles,
.2,,, par exemple, se réduira à l’unité. I.e groupe F, sera donc dérivé de la combinaison de F et de la combinaison tP*. Cela posé, soit X une substitution de la forme 2,, qui n'a|q)artienne pas à F, et dont les coefTlcicnts soient réels; elle sera écbangeable à toutes les substitutions de F,. Sa transformée par sera de la forme sans appartenir à F, et .sera écbangeable aux substitutions de F (30). On pourra donc l’adjoindre à ce groupe, et obtenir ainsi un nouveau groupe résoluble, plus général que F.
Conslruction du second faisceau.
5.â!t. Les substitutions de la forme ^ contenues dans F, forincnl un groupe partiel , évidemment permutable à toute substitution de F. On pourra donc y déterminer un faisceau G plus général <|ue F, dont les substitutions soient échangeables entre elles aux substitutions F près, et auquel toute substitution de F soit permutable (,5'28). Si ce faisceau (leiit être déterminé de plusieurs manières, nous le eboisirons de telle sorte que son ordre soit minimum.
I.es substitutions de F sont échangeables à toutes celles de G; mais G ne
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(•«itlienl aucune autre suhsiilutioii jouissant de cetlc propriété. Car s’il existait de telles sub.slitiitions g, g' leurs transformées par une substitution
i|uelcum|ue tic F seraient éebangeables aux substitutions du groupe transformé de G, lequel se confond avec G; les transformées des substitutions F. g, g',... étant ainsi échangeables à toutes les substitutions de G, et faisant il'ailleui> partie de G, reproduiraient, à‘ l’ordre près, ces mêmes substitutions F, g, g' On obtiendrait ainsi un faisceau (F, g-, g',...) jouissant
des memes propriétés que F, et plus général que lui, ce qu’on suppose impossible (555).
Soit donc A, une substitution quelcon(|uc de G, qui n’appartienne pas à F; il existera dans G au moins une substitution II, qui ne soit pas échangeable è mais la transforme en aA,, a désignant une substitution
1 x„ x„. . . ax„ ax,, . . [.
convenablement choisie dans le faisceau F.
Soient A',, B',, a’ les altérations produites par les substitutions A,, H,, a ilans les indices de la première série, considérés isolément. De l’égalité B7' .A, B, = <2,\, on déduira a fortiori l'égalité des opérations partielles B'“' A’, B', et a' A',, et par suite celle de leurs déterminants. Or soit </le déterminant de .V,; B'f'.A’i B', et auront respectivement pour déterminants d et aPrf, fA étant le nombre des indices de la série. On aura donc
A'si (inoil.
Soit donc T une racine primitive de cette congruence; a sera une pui.ssance de t, telle que t„,.
Parmi les diverses manières de choisir les substitutions .A, et B, dans le fai.sceau G, prenons l’une de celles où l’exposant m, est minimum, tout en restant supérieur à zéro. Cela posé, G résultera de la combinaison des substitutions A, et n, mec un groupe G, de substitutions échangeables à A, et à B,.
En effet, soit C une substitution de G, qui transforme .A,, B, en t'B,; CA”, B", =C' les transformera en t'*'""’ A,, t'"’'"'B,. On peut dispnsi-r îles indéterminées u, v pour rendre les ex|)Osants s -h um, t — cm positifs et moindres que m : mais par hypothèse ils ne peuvent être moindres que m sans s’annuler. Donc C' sera éehangeablé à A,, B,. D’ailleurs C = r.'B7".\7' dérive de la combinaison de C' avec A, et B,.
Si G, contient des substitutions qui ne fassent pas partie de F, aucune d’elles ne sera échangeable à toutes les autres : car elle serait échangeable à
til UVRE QUATRIÈME.
toutes les substitutions de G, ce qui ne peut être. Mais si A„ B, sont deux quelconques de ces substitutions, on aura une égalité de la forme
Choisissons A,. B,,... de telle sqrte que suit minimum, sans être nul; on verra comme tout à riicure que G, résulte de la combinaison dt -A,, Bj avec un groupe G„ dont les substitutions sont écbangcables à A,, B,, A,, B^.
On peut continuer ainsi jus(|u'à te qu’on ait épui§é la suite des substitutions étrangères à F qui sont contenues dans G; et l'on arrive enfin à ce résultat :
Tiii;oRé.Mi:. — /.e faisceau G résulté de la combinaison de F arec une double suite de substitutions, .A,, B,; .A„ Bj;...; A,, B,, telle, que chacune de ces substitutions soit échangeable à toutes les autres, sauf à son associée, à laquelle elle est liée par une des relations suivantes :
B7' A,B, =rr-.A„ B,' A,B, = t-.A„. ..
5fi0. Les exposants m,, m„... divisent p. Car on a, par exemple, (B';)-A.B'; = t*.‘A„
et l'on pourra di.sposer do u pour rendre m, u congru à m' I mod. p), m' étant le plus grand commun diviseur de m, et de p. Si m, ne divisait pas p, m' .serait moindre que m,, ce qui 'est impossible, par bypotlièse.
Soit donc p = m, o', = wij Jj = Les substitutions' .A*', B*'. .A*,', B’,’,...,
étant échangeables à toutes celles de G, appartiendront à F.
Les nombres d„... sont tous égaux à un nombre premier u. Supposons en effet (|u'il en soit autrement, et soit n un nombre premier, qui divise un ou plusieurs des nombres o',, dj,.... Supposons, pour fixer les idées, qu'il divise seulement d,, et soit, pour abréger, d, = en, p = en = m, en.
Les. substitutions Aj, BJ , F et leurs dérivées seront échangeables à toutes celles de G, aux puissances près de t'. En elfet. A], par exemple, est échangeable aux substitutions F, .A,, .A], B,,..., et B, la transforme en t"''.A, = T* .A,. Elles sont seules à jouir de cette propriété : car toute substitiitiob de G peut évidemment se mettre sous la forme
/étant une substitution de F; et les substitutions A,, B la transforme-
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ront icsiieclivement en r""'P'S, Donc, pour que S soit pcnmi-
labie à toutes ces substitutions aux puissances près de t', il faudra qu’on ail
— m,^,s3s,e, »i, a, «t, e, —m,^ = s,e, . . (niod. f*), ^
s,, t,, s,, étant des entiers.
Multiplions CCS relations par rr, il viendra, en rcinan|uant que f» = fi, — r m, sem, a, œ— TT/n, |3,s;rm, 3t,œ. .rao (mod. ft).
Donc -ii- = ( divisera 3, et .£=!?, divisera sSj et jta„ et comme J,
est premier à r, il divisera et a,, etc. Donc A B,',... appartiendront à F, et S sera dérivée des substitutions F, A’,. B‘, .
Le groupe H = (F, .A', . B',) est permutable à toutes les substitutions dc'T. Car le groupe H', transformé de H par une substitution quelconque f** prise dans r, a ses substitutions échangeables à celles du faisceau G', transformé de G. aux puissances près de t'p’, transformée de t'. Or G' = G; il'autre part, les puissances de t'p’ sont des puis.sanees de t'; donc les substitutions de ir sont échangeables à celles de G. aux puissances presder'; donc H', qui d'ailleurs est contenu dans G, se confond avec H. De plus, les substitutions de H, étant contenues dans G, sont échangeables entre elles, aux F près. Le faisceau H jouira donc des mêmes propriétés que G, tout en contenant moins de substitutions, ce qui est contraire à notre hypothèse.
Pour échapper à cette conclusion, il faut évidemment que tous les nonibres Jj,... se réduisent à n; alors H = G.
561. Posons = 6; 5 sera une racine primitive de la congruence
6'âsi (muet, p),
et l’on aura
D’ailleurs F doit contenir la substitution
I ar„ X,,... 0x„ Ûx„... |,
que nous avons désignée, pour abréger, par 6. Pour que cette substitution soit réelle, il faut que 0 soit un entier complexe, ne contenant (Vautre ima-
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$;inairc que i : d'oii la condUion
(mod. ;>),
qui, comparée à la rclalion i, montre que 7: dhisc /t' — i- »
502. l'ordre de chacune des siibsliliitions de G est premier à p. En elTet.
si G contenait une substitution S d’ordre pq, il contiendrait S*, qui est il'orilrc p, et par suite n'appartient pas à F. Soit donc S’ = A’,’...; l'un
au moins des exposants, a, par exemple, serait ^u(inod.n). (àïla posé, H7'S’B, serait d'ordre p, et d’ordre pn; résultat absurde, ces deux substitutions devant être identiques.
503. Supposons maintenant, pour fixer les idées, que a se réduise à 2.
I.es deux substitutions .\, étant d’ordre premier à p, et échangeables entre elles, on pourra remplacer les indices .r,, x,, x, ,... par d’au-
tres indices indépendants lo*"-' v,. s,.... choisis de telle sorte que
et .soient ramenés simultanément à leurs formes caiioui(|ues. I.es nouveaux indices J,, a,,... qui rem|)lacent x,, x' seront des fonctions
linéaires de x,, x',,,..., dont les coefficients .s’exprimeront rationnellement
en fonction de 1, et des facteurs a,, b a„ b,,..., par lesquels .\, et A,
multiplient respectivement v,, a ces facteurs étant eux-méiues les ra-
cines de congruences dont les coefficients sont des entiers complexes formés
avec/(l76). Quant aux indices/,, a, leurs expressions se déduiront
des précédentes en changeant x,, x’„,..., i, a,, b,,..., «j, en r,,
»■: Id;',..., a(, b(,... (22).
Les substitutions A',, appartenant à F, on aura
la />7 SB. . . , a”,i2s6',... (niod. p;.
Les facteun a,, b ne different donc tes uns des autres que par des puissances de 5 ; de même pour a.^, é,
564. TnKoai:.vit. — Soit p' le nombre des indices y,, v',.... de la série y„,
que les substitutions A, et .Aj multiplient respectieerrrent pur a, et a,.
t'ette série contiendra p' indices a'„ que ces mêmes substitutions multi-
plient respectivement par a,b'‘, a,(r<, £, et £, étant des entiers queleoruptes moindres que n.
En effet, la substitution B®,' B’,', transformant respectivement A,, A, en 6^' A,, 6*'AJ, remplacera les indices/*,/',,... par de.s fonctions linéaires ç.
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5',... (les iiuliees s,,..., telles, que A, et A, les multiplient respectivenient par r<,5-> et Mais A, multipliant eliacun des indices y,, s„... par un Taetcur eon.stanl, ne pourra multiplier une fonction de ces indices para, 4i'', que si cette fonction contient seulement les indices que A, multiplie par ce facteur. On peut faire un raisonnement analogue pour .\j. Les indices î,, qui figurent dans les fonctions f, ç',..., seront donc multipliés par a, 5*' et dans les substitutions A, et Aj. D’ailleurs les fonctions 9, 9',..., en nombre fi', doivent être ilistinctcs pour que le déterminant de ne soit pas congru à zéro. Donc le nombre u" des indices
z\ dont elles dépendent est au moins égal à >j.'.
On verrait de même c]ue donc f*' = 11".
Les indices V», z,,,... se partagent donc en suites également nombreuses, et correspondant chacune à un système de valeurs de |,. Pour les mettre •en évidence, nous désigncron.s les indices _Vo, par le .sym-
bole général l.e],, i étant un indicateur variable de o à [z'—i, et qui servira à distinguer les divers indices d’une même suite, £,, ï, des indicateurs variables d’une suite à l’antre, entre les limites o et :: — i, et run indicateur variable d’une série à l'autre.
Les substitutions .V,, prendront la forme
D’ailleurs celte forme ne sera pas altérée, si l’on remplace les indices d'une suite quelconque par des fonctions linéaires de ces mêmes indices (on aura soin d’altérer parallèlement les indices homologues des séries conjuguées) : car chacune d'elles multiplie par un même facteur les indices d’une même suite, et par conséquent leurs fonctions linéaires. Il reste donc dans le choix des indices un certain arbitraire dont nous allons profiler pour simplifier l’expression des substitutions R,, B,.
56.â. C.omniençons par B, ; cette substitution, transfurmaiit .A,, eiiSA,, Aj, remplacera les indices [£, 5j£]o de la suite £,, par des fonctions des indices de la suite 1, Çj. Les indices indépendants restant arbitraires dans 1^ suite o, on pourra prendre pour indices indépendants dans la suite, 1, £, les fonctions que B, fait succéder aux indices de la suite o, |j; pour indices indépendants dans la suite 3, les fonctions que B, fait succéder à ceux de la suite 1, £,, etc., jusqu’à la suite r — t, f,, dont B, remplacera les indices [ît — 1, ilg par des fonctions f, pt,--- des indices
de la suite o, £,.
44« UVRE quatrième.
Cela posé, B”, remplacera en général l'intlice foÇ, «], par Çti mais elle appartient à F (560); donc = rf'oE, ijo, d étant un coefficient ronstaiil. Posons en général
= avec h^ssd (mod. p),
B, remplacera la fonction f£, £, t]'„ par b, [|,4- 1 , Ç.. Éj*.
Donc en prenant ces fonctions pour indices indépendants, et supprimant les accents, qui deviennent inutiles. B, prendra la forme
566. Passons à la sulistitulion B, : elle remplace les indices de la suite H,, Ç, par des lonctions de ca;ux de la suite £,, f,-*- i. Considérons en particulier les indices des suites pour lesquelles £, = o. Par des cliangemenis d’indices convenables, exécutés dans chacune de ces suites, on pourra faire en .sorte que B, remplace tout indice [o|, c], de l'une de ces suites par
O, £j -t- I , {],. b, étant un roefficienl constant. Ce changement d’imiiees n’altérera évideinnienl pas les expressions de A,. A,. Il n’altérera pas non plus celle de B,, pourvu qu’il soit accompagné de changements analogues, effectués sur les indices de chacun des groupes de suites qui correspondent aux diverses valeurs de
Cela posé, soit f la fonction par laquelle Bj remplace f£, £, ej, : B- B‘; et B" B; remplaceront respectivement par £, -i- i,6i„ et par
b\f. .Mais ces deux substitutions sont identiques. B, étant ùchnngeahie il Bj. Donc se réduit à -t- i , e], et Bj est de la forme
Nous obtenons donc le théorème suivant :
Thkobkme. — Les substitutions .\,, B,, .\,, peuvent se ramena à ta forme
et, pur suite, les substitutions de G seront de la forme
567. i.e calcul des coefficients a,, o,, b„ 6, a demandé la résolution de diverses congruences, ayant pour coefficients des entiers complexes formés
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avec I. Celte résolulion pourrait nécessiter rintroiludion tie nouvelles imaginaires. Il est essentiel d’éclaircir ce point; nous y parviendrons par les considérations suivantes :
Soient S une sub.stitution de G, qui n’appartienne pas à F; .S, S',... ses iransfonnées par les sulistilulions de F. Chaque substitution de P transCormera les substitutions S, S',... les unes dans les autres : car supposons que la substitution T, appartenant à P, transforme S' en S"; soit tl la subslitiilion de P qui transforme S en S'; UT transformera S en S"; donc S" fait partie de la suite S, S'
Il résulte de là que les substitutions de P sont permutables nu faisceau (F, S, S'....). Donc ce faisceau contiendra toutes les substitutions de G, ijiii est, par hypothèse, parmi tous les seconds faisceaux possibles, celui dont l’ordre est minimum.
Considérons en particulier la substitution A, et ses transformées
.A’,, D’après ce qui précède, l’une au moins de ces transformées ne .sera
pas contenue dans le groupe (F, A,) moins général que G. Soit
cette transformée : elle aura le même caractérisiiquë que A, (172;.
Ici deux cas seront à distinguer, suivant que n est un nombre premier impair ou égal à a.
5(»8. Premier c.\s : it firemier im/>air. A, a pour caractéristique
la multiplication s’étendant à tous les systèmes de valeurs de t, î,, ï,. r. Or multiplions ensemble les fs facteurs correspondants à une même valeur de
et dont ^ = e sont égaux à af' — K, c à («,5}''— K, etc.: il viendra
la multiplication ne s’étendant plus qu'aux diverses valeurs du r.
Quant à C', caractéristique de , deux cas seront à distinguer, suivant que [i,, sont ou non nuis à la fuis.
i“ Si jS, = ^, = O, on aura
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Griiii|ioiii> comme (oui à l'heure les fadeurs qui corrcspondeiil à une même valeur de r : on aura e de ees facteurs égaux à K, e égaux à (eS)'’'' K, etc. lîn effet, A', n’appartenant pas au faisceau F, l’un au moins des exposants «j, par exemple a,, ne sera pas congru îi o(mod.;:). On pourra donc choisir arhitrairemenl e cl |j, ce qui pourra se faire de e manières ililTcrcnles, et déterminer ensuite Ç, de telle sorte que «,?j
SC réduise à o(mod.Tr), p étant un entier arbitraire. Ou aura donc comme tout à l’heure
a" Si /2|, ne sont pas nuis à la fois, considérons les rr indices [1,4 /np,, £, -t- m^j, s],.,... que .V, permute circulairement. I.e facteur de C' correspondant à ce groupe de rr indices sera
Faisant le produit des expressions analogues correspondantes aux divers grou(ies d'indices, on trouvera encore pour C' la valeur (4).
I,es deux caractéristiques C, C devant être égaux, on aura une relation de la forme
(niod. /().
Ola posé, la substitution
S- A’,Arr'=| 15.E.*;. 5.4-i3„ e). i
aura pour caractéristique (i — K”)'*'; et il en sera de même de ses ti’ansformées
S'=I [?.?.£]. c'Ot.s, 4 a„ 5. -t-3., i], I,... par les diverses substitutions de F; d’où l’on déduit
c'’si ( mod. .
Soit maintenant
T=/A',B; AVBi = I [£.$.£]. /oViVa'.‘éÿO’.l.-'.'.(4, 4 a„ £[.
une quelconque des substitutions de G; elle aura pour caractéristique (5) J*] \{fa\b‘ aYbYl'''-h.'/.
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■Mais d’autre pari T apparlicnt.au groupe dérivé de F, S, S',... (ôOTj. Soit T = 9 étant une substitution de F, qui uuilliplio par 9 les
indices de la première série : T aura pour caractéristique
Four que les-expressions (5) et (G) soient égales, il faudra qu’oii ail une relation de la forme
ÿ’'*! *1 uù o','fcv
étant un entier. On aura une relation analogue pour tout système île râleurs de r,, i»,, T„ U,. Donc toutes les quantités de la forme a\ l>\' a\' bi‘,' , et en particulier é,, <ii, fc,, sont des produits d'entiers complexes ne eonienani d'autre imaginaire que i. Donc la réduction des subslilulions H,. Hj à leur forme type a pu se faire sans introduire d'imaginaire nouvelle.
On peut supposer que les coellicients a,, b,, a„ bj se réduisent à l'unité.
Car F contenant les substitutions a,, b, G pourra être considéré comme
dérivé de la combinaison de F, non plus avec les substitutions A,, H,, Itj. mais avec celles-ci af'.V,, 67 'H,, «7'. A,, b~'\\-,, où les coefticienls ont disparu.
.569. Skcono cas : n = 3, d'où 5 = — 1 . a pour caractéristique
Si |5| = = 0, A', aura pour caractéristique
Dans le cas contraire, le facteur de C' corres[)ondanl au groupe des deiiv indices £,Çît],, fÊ, -hli,, Sj-t- |î,, £% que permute entre eux sera
en posant, pour abréger, m = », j3, -i- «, ,3j, et remarquant que rmi a car le nombre ?r= a divisant p'— 1 (.561), p est impair.
La condition C = C' donnera comme tout à l'heure
— (moil./i).
LIVRE QUATRIÈME
Cela |)osc, la substitution
S = .V, Ar<"= I [î, 5.t]. + |5.. l. + P„ I
aura pour caractéristique (K’— 6"')’'. ll en sera de même de ses translorinécs
S'=I [Ï,?.C]. c'5T.i.M.!.(ï,4-ô„5, + i.,t]. rl'où les conditions
(7) . (niod. p).
Suit maintenant
l'une t|uelconquc des substitutions de G; elle aura pour carartérisliquc, d’iinc p'.trt
d’antre part
en posant, pour abréger,
/ = T, a. -r- T, y„ u = [gx, + q’y, -h. . -i- 1/‘ i, +
Four que ces deux expressions soient égales, il faut qu’on ait une relation de la forme
ou, en remarquant que c'*,... se réduisent à des puissances de 0 en vertu des relations (7), une relation de la forme
(/aV6','.. .)’= ij.’r'C’, ou cnttn
j étant une raeinc primitive de la congruence
• j’aaS, ou y*aai (niud. p).
Cela posé, si 1 est divisible par 4. on aura
jV-'si;
y sera donc, ainsi que /et ç''^ un entier complexe ne contenant d’autre ima-
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gitiaii'C i|ue i : donc les expi'cssions et en particulier a,, b ne
contiendront d’autre imaginaire que i; et l'on pourra choisir la doiihlc suite A,, B,, Aj, B, de telle sorte que tous ces cocIBcients se réduisent à l’unitc (5ti8).
Soit au contraire I (inod. 4) : j ne sera plus un entier complexe formé avec mais y’s-— i le sera toujours; donc chacune des expressions a]'bi\.. est de l’une des formes /ou /étant un entier complexe formé avec i. En particulier, suivant que les cocflicicnls a,, b,,.., seront de l’une ou de l’autre de ces deux formes, les racines des congruences caractéristiques
JJ (k’— nfr'/sEO, JJ ( k’ —/<;'■’/= o, . (moü. /<),
des substitutions correspondantes A,, B,,... satisferont ou non à la congruence
(8 (niod, /r).
.570. Or la double suite B,, A„ B^, qui, combinée à F, reproduit (1, peut être choisie de telle sorte : t” que les racines des congruences caractéristiques de deux substitutions associées satisfassent ou ne satisfassent pas il la fois à la congruence (8); a“ que parmi les couples de substitutions associées, il en existe tout au plus un pour qui ces racines n’y satisfassent pas.
I® En effet, si les racines de la congruence caractéristique de par exemple, satisfaisaient à la congruence (8), celles de la congruence caractéristique de B, n'y satisfaisant pas, on pourrait dans la construction de G remplacer la double suite B,, A3, B3 par la double suite équivalente A,, A3, B3, dans laquelle la substitution B,, qui remplace B,, aura pour congruence caractéristique la suivante :
Il (k'— 01 0,
dont les racines satisfont à la congruence (8j.
a" Si d’autre part les deux couples de substitutions B,, .\.j. B, avaient des congruences caractéristiques dont les racines ne satisfissent pas à la congruence (8), on pourrait, dans la construction de G, les remplacer par les deux suivants: .\,Aj, B,,\,, .A, B, .5383, A, B, B,, où les racines de.s congruences caractéristiques satisfont à la congruence (8).
On peut enlln supposer la double suite A,, B,, Aj, Bj choisie de telle sorte
que chacun des facteurs a,, b se réduise à 1 ou à y. Ciir soit a, = /j, par
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exemple; on pourra, dans la consiruclion de G, remplaeer la suirstilution A, par eelle-ei /"'A,, pour lai|uelle le (acleur se trouve réduit à y.
Les facteurs a,, b seront Jonc tous égaux ti i, sauf ceux J' un seul
couple, tel que a,, b,, qui pourront être égaux à i nu à J, mais seront égaux entre eux.
571 . Si a, — b,=: a, = b,= i , la réduction de A,, H,, A,, H, ii leur forme type pourra s’opérer sans introduire d'imaginaire nouvelle.
572. Soit au contraire a, =: b, = j, avec a.. = l>2= i. Dans eette liypolliésc, la réduction du faisceau G à sa forme type, telle i]uc nous l'avons indii|uée, introduirait l'imaginairey. Pour éviter cct inconvénient, nous allons reprendre les opérations avec plus do soin.
Ramenons d’abord simultanément les substitutions .\, à leurs formes eanonif|ues
Les indices de la première série que A,, A, multiplient respecti-
vement par/, 5'* seront de la forme [o|,eJ„-)- j'i |,eJ„. [oï.jE „ et i étant des fonctions des anciens indices, ayant pour coefficients tics entiers complexes formés avec i. I.a suite des indices [ i £ j'„ de la même .série que .\i, .\j multiplient par —y, 0'' sera formée des fonctions |'o£,, s]„~y i Çj e respectivement conjuguées des précédentes par rapport à y. On pourra tl’ailleurs évidemment, sans altérer l'expression des substitutions .A,. remplacer les indices d’une même suite par des fonctions linéaires des imliccs de cette même .“uite, fonctions dont les coefficients soient des entiers complexes, formés avec i et y. Il conviendra seulement d'elTectuersnr les indices des suites conjuguées par rapport à y, cl des séries conjuguées par rapport à f,y, des transformations respectivement conjuguées par rapport !i l'um' de ces imaginaires ou par rapport à toutes «leux.
575. La substitution B,, transformant .V, en A,, 5A,. remplacera en général les indices de la première série et de la suite par des fonctions de ceux de la première série et île la suite Ç,, Kl l’on peut profiter
de rindélcrmination qui reste dans le choix des indices pour faire en sorte que B, remplace chacun des indices fÇ|t)É]'„ par f|, isj'„. D’ailleurs la forme canonique imaginaire trouvée plus haut pour B, montre que son carré se réduit à l’unité. Donc Bj remplacera réciproquement i £j'„ par
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Pl spta lie b forme
Il est clair que b forme des substitutions A,, A,, IS3 ne sera pas altérée si l’on prend pour indices indépendants, au lieu de ; 000 fooi/,,,... des fonctions linéaires quelconques (à coefficients complexes] de ces memes indices, pourvu qu'on altère de b même manière les indices de chacune des suites O, I,, et qu’on fasse subir en outre aux indices des suites i, |... conjuguées de celles-là par rapport à y, des altérations conjuguées do celleslà par rapport à y. Nous allons profiter de celte indétermiri,ition pour ramener la subslitiilion B, à une forme simple.
.574. Cette substitution, échangeable à A„ H,, transforme A, en 5A,. Klle remplace donc les indices [oooj’„,..., [oo«]'„,... par des fonctions des
indices [iooi'„,..., [ioî('„, Nous allons prouver que les indices peuvent
être choi.sis de telle sorte que ces fonctions se réduisent respectivement à
(« -t- (9y ) [looj'i (a jSy ) [io£ « cl ^ étant un système de soin-
lions arbitrairement choisi parmi ceux de la congruence
(9) st' i-jj’s — 1 (inod. /;).
(Coi> au n“ IU7 b solution île celte congruence en nombres entiers réels.)
Supposons en elTct que les q indices [ooo]'„,..., lo, o, 1/ — 1 )'„ aient pu
être choisis de telle sorte, que B, les remplace par (a ■+• (5y ) (100
(a-)-(îiy)[i, O, (■/— I nous allons prouver que l’indice suivant [oo7)'„ pourra être choisi de telle sorte, que B, le remplace par (« -r jSy) [lo^jnlin effet, l’indice [ooy]'„el les suivants ayant été choisis arhilrairemcnl. soit ç, b fonction des indices [looj'p,...’, [ioi]'„,... que B, lui fait succéder : deux cas seront à distinguer:
1" Si b (onction ç, contient quelqu’un des indices [i , o, y -l- i]'p,... de rang supérieur h q+ \ , sa conjuguée par rapport à y contiendra l’un des indices 0. o, q ij'p,... conjugués de ceux-là; ce sera donc une fonction distincte des q + 1 premiers indices, et on pourra b prendre pour indice indépendant à la place de [o, o, y-(-i]o par exemple. Soit donc O, = [o, o, y (- I f, sera égale à [1 , o, y -h i J'p.
D’ailleurs b forme canAiique imaginaire trouvée plus haut pour B, montre que .son carre multiplie tous les indices par — 1. Donc B,, remplaçant (oo</)o par fi,n, y 4- ij'p, remplacera réciproquement f'.o. ÿ par — [ooyj'p, et son conjugué [o, o, y -t- 1 J'„ par — [ioyj'„.
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Jj'lii post‘, soient c, il deux entiers arbitraires : on pourra prendre pour indire indépen<lnnl, à la placo de ooy]',, la Ibnelion
(a ?y) te - '/y)[oo </]', -e (c -I Ilj)[i>, O. 7 -4- iT.,
t|ue 11, remplace par sa conjuguée multipliée par a -i- [ij.
a” Si f, ne contient aucun des indices [i, o, 7+ ij‘„ elle rontieniira
rindice [107 car sans cela B, remplaçant les q+ 1 indices [oooj’„,,.., '^007 j'„ par des runctions de q indices seulement, son déterminant serait congru à zéro. Soit donc
«y)['«v/.-^('H- »y)(i. 0, 7 -lï,
BJ remplacera l’indice [ooyJ'„ par
Mais elle doit le multiplier par —1; d'où les relations
("I r nj]{m — |
(m H ny)(r-jy)-4-(r-i- */)(« — ]îy) = o.i '
ou, en cITectuant les calculs et égalant séparément à «les termes réels et les termes imaginaires,
(10) ni’ -e n'î-- — I ,
(11) { ni ’ «) r -r (n • ,î)i^ O,
(iz) ( n — (3) r — (ni — a) J o.
Cela posé, un pourra prendre pour indice indépendant, à la place de [007/1,, la fonction
(a + *y)|[oo7T. +(c -e </y)[o. o, 7 — 1]'. -e . . .
que B, remplace par sa conjuguée, multipliée par a -r fij, pourvu que l'on ait
(n -f bj)(m H nj)s3{a- hj) a ‘ ?,j),
r + sJ -!-(« + 3y)(c -4 (fj)^{ni + «y)(c — ./y) (niüil. /<),
d'où ^
(13) {m — x)a — (/I -+ -,S) sz(« ~ ^)<i (or a) Aësro,
(14) /• 4- (« — «I ) c — ( j3 4- (j3 — « ) c 4- (a 4- w) r/lE ü,
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575. On pourra Inujnur.o satisfaire à ces relations; car les (leu.v relations (i3), dont le déterminant est congru à zéro en vertu des relations (9) el (10), SC réduisent à une seulè, qui détennine le rapport de <1 à h. De même, les relations (i4) se réduisent, en vertu des relations (9), (10), (1 1 % (la) à une seule, qui détermine l'un des entiers c,- rf, en fonction de l'autre.
•Admettons donc que B, remplace en général l’indice 00s par (a + ,^y)[i(>£j',; et soit ç la fonction par laquelle elle remplace l'indice 'oieJ',; B,Bj remplacera [<>osJ‘„ par et BjB, le remplacera par
+ 1 Donc ç est égal à cette dernière. cxpre.s.sion. Donc B, rem-
place en général fo£,sj'„ par [a + jS/)[i ÇaelV. et comme son carré est égal à — I, elle remplacera réciproquement ''iê,£]'„ par (« — On
aura donc
B. = I [5, S.rï. (« -t- H- ?.. cT. |.
Nous prendrons alternativement pour indices indépendants les quantités f £, ^5... t]'g ou les quantités [Ç, Ej... eJ„ dont elles dépendent (57"2) et qui ne contiennent plus d’autre imaginaire que i; rapportées à ces nouveaux indices, .A,. Bj ne changeront pas de forme: mais A,, B, deviendront
Récapitulant ce qui précède, on a ce théorème
TuéoaèHE. — St l'on n'a pas à la fois /)''=3(mod. 4) c/ ir = a, on pourra, sans altérer l'expression des substitutions de F, et sans introduire d'imaginaire nouvelle, mettre A,, B,, .V,, Bj .A„ B, sous la forme
Si l'on a />''s=3(mod. 4) et s = a, .A,, Bj,..., conserveront encore la forme (i5): mais .A,, B, auront, suivant les cas, soit la forme ci-dessus, soit celle-ci t
a, j5 étant un système de solutions [arbitrairement choisi) de la congruence
1 (mod./)).
En prenant les expressions [?,£,. ..s/„= [o?,.. . tj, -t-y 5‘' (1 i_o /'""c
ns LIVRE yUATRlEME.
mtUces intié/ieiulaiils, on n altérera pas la forme de Aj, Ilj...., cl Von réduira A|, H, à la forme suicanlc
Vin de la réduction.
577. Soit iiiüiiituiianl V une substitution queluom|Uc île I'; les suli.stitutions .V|, H',, A',, B'j,... translbrrnécs de .A,, B,, A,, Bj,... par <>, appartenant au faisceau G, seront do la furine ;
/,A'; ii;. A". it';'<..., g, A;'.»-;'. V',-b;'...„/,A"'ii*';a*'.b;'.... ^.a;. b;, v,. ii,'
/'• O" /j* Si"" désignant des substitutions de F, qui multiplient respectivement les indices de la /■-+- d'"'' série par la [luis.sance // des facteurs
Si' fit Si transf'urmées satisfont d’ailleurs aux conditions suivantes :
i“ 1-0 faisceau G = (F, .A',, B,, Aj, B,,...) a toutes ses substitutions de la tonne /A’'B’,' A j'B'ï...; son transforme (F, .A',, B',, A,, B’,,...) a ses substitutions de la forme /'.Ai'’B,'' A/'B/'...; mais ces deux faisceaux sont iden-
ti<|ucs; donc, quels que soient f, a,. jS,, ot„ on pourra déterminer
V|, a'j, le manière à satisfaire à l'identité
('«) /'A',’iR.>....=r/A^Bi'....
.Substituons dans le premier membre les valeurs de A',, B’,,...; faisons ensuite passer en avant les facteurs A,, puis les facteurs B,, etc., en remarquant que les substitutions .\,, B sont toutes échangeables entre elles,
aux F près; la relation (i8) prendra la forme
d'où
y- V-t',.. . . .«/WB; . . .,
-• é,j\ -i- .. h\ X, -h rf'.r, -f- . . . 3 ( inod. r:).
reialions (|ui ne pourront être toujours satisfaites que si l'on a ' c. ... I
(ii() t/'i il\ ... (iiioil. r).
2" On a entre les substitutions 0, .A,, B,,... l'égalité
A:' Bp.. . Av B’, . . .-r 5' '.-•.r.+"-AvBv... V.' IL;...,
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qui devra subsister entre leurs Iranslbniiées 6', A', , II’,.... par i?. Or soit = on aura 5' = 5'’’. D’autre part, posons
X. = rt’,x, H- c,y, + . . . , V. = h\.r, -I
Z, = o’, e, n, + . . ., = il', /!, -t-
im aura, aux substitutions F près,
V,-' .= A*' liy. A.L II.'-.. .= AV B','.
(l'oti
A,"B7-.. . A.L B,''...= a»'"'-*'‘.H- AC, Il V,. , II’...,.
On aura doue
(”) X. II. — Z, Y, + . ..e5/>qa-, — $. >•, +...),
relation (|ui subsistera pour toutes les valeurs de a-,, v, £,, r,
A" La substitution doit avoir le inêinc earaetéristi()ue (|iie
A,'' U;'... dont elle est la transformée.
Si n est impair, ces earactcristi(|ues sont rcspeetiveincut (.568)
li^ SV K* : ' ei ( I - K' i '.
Donc eliacunc des quantités _/J'' et par suite g doiveni se
réduire à des puissances de 0.
Si JT étant égal à 3, A, et H, ont la forme (i5), ces caractéristiques seront
1 f |b’ — j' et [K’—
On aura donc
(lï) =6*./.+-,
relation qui subsistera pour toutes les valeurs de a",, v,,... et déterminera
ainsi chacune des quantités g, au signe près.
Remarquons toutefois que si ;>''=3(inod..'i), on aura
(vt3) X, V, J-, . ( 100(1. 5),
sans quoi l'équation (aa) serait impossible; car, en l'élevant à la puissance et remarquant (|uc/i’'“' SS g-, 1, il viendrait la condition
UO MVRK Ql ATnikME
alisurde i — i (inoil./<). La relation (a'î) une lois satisfaite, les relations '22) (loniicronl simplement /, =• ± 1, /g', __ db t,...
Etilin, si n étant égal à 2. .A, et B, ont les formes (17), les caracléristi<|iics seront
II I*'’— (/.'•érf'--)’''*''"'*'’''* j' [ K'—
expressions qui ne pourront être i(lenti(|ucs étant ici congru à 3fmod. 'i)j que si l’on a
( j{) \i \ \ , -e X, A , . = x, -i-_v, -H -e 2-, Vi -e. .
et qui donneront alors /, ± i , ± 1
Considérons maintenant la substitution linéaire
\ =r I x„ V,,. . . «'.X, -t- c, V, -e . . , fc',x, -t- </', )■, -e | (mort. r).
La relation (t<)) monli'e que son déterminant n'est pas congru à zéro; lu relation (ai) qu’elle est abélicnne (217 , et multiplie par/j'' les exposants d’érbange des sub.siitutions
AV S'..v ■ . = I X,, . X, -r a,, .V. -t- j5 \.
lin outre, si s est égal à 2, et /*' congru ii 'i (nfod./|;. l’iiue des deux relations (a3j, (a4) sera satisfaite. Si c’est In première, V sera livpoabélienne de première espèce; car, en substituant dans la relation (a'i) les valeurs de X|, Y,,... données par les relations (20) et égalant les coellieienls des diverses variables x,, v,,..., on obtient iminédiateinent, sauf le .signe de quelques termes (lequel est indilTércnt par rapport au module a), les relations qui caractérisent les substitutions livpoabélieunes de première espèce f2()2j. On voit de même que si la relation (a.'i) est satisfaite, V sera bvpoabélienne de seconde espèce.
Réciproquement, soit
\=|x„ «’.x, c. b',x, -t- J',r, + I (mort, r),
une substitution abélicnne (bvpoabélienne) qui multiplie les exposants d’érbange par pf'. Cherchons à déterminer une substitution eorrélative qui
transforme A,, R en /, A^-B/..., .\(-B^' ....... , /,, g,.... étant des
substitutions de E.
DR U RÉSOLUTION PAR RADICAUX, i" Soit d'aborf] n premier impair: on aura V = PfQ, P étant la sulislilu-
lion qui multiplie ar,, r,,... par p, sans altérer et Q une suh.sti-
lution ahélienne, qui u'altère plus les exposants «l’écliange, et qui, par suite, dérive des substitutions L,,, M,,, N^,, du n“ 220. Or les substitulionsT,
lf«
ont respeclivcmcnl pour corrélatives P, L^, M,», N,,.,; et la substitution V', qui en dérive de la même manière que V dérive de P, L,,, M,,, N^.,, aura évidemment V pour rorrélalive.
2° Soit R =3, (mod.4). I.a substitution corrélalive de L^,
aura la forme
A cela près, rien ne sera changé au raisonnement.
3® Soit7ï=2, />■*— '3(mod.4) et supposons que A,, B, soient de la forme (i5): Vêtant hypoabéliennc de première espèce, sera dérivée des seules substitutions M,,, N,,., (263); et n"* le sera des substitutions corrélatives Xp..,.
4" Enfin, si .A, et H, ont la forme (17), V sera bypoabélienne de seconde espèce, et dérivée des substitutions I,,, M,, U, et de celles des substitutions M^, pour lesquelles p cl v sont >i (278-281). Aux substitutions L,, M,, U on pourra faire correspondre celles-ci :
o=iu.î.-i]'. ('+y6'-)[5.o -r.i.
•m,= I [I iSysL )[Ç, -e ., ï >•. 1.
Aux autres substitutions .M,,, N,,,, on pourra faire correspondre des substitutions oiu^, ayant respectivement les formes (26) et (27). Cela posé, la substitution ■<?, dérivée des substitutions OR,, o, OR^, -Aiij,,, de la même manière que V dérive de L,, M,, U, >1^, N,,,, aura V pour corrélalive.
580. La substitution V>, que nous venons de déterminer, n'est pas la seule substitution de la forme iF^qui ait V pour corrélative; mais il est aisé do déterminer toutes les substitutions qui jouissent de celte propriété.
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Soit i l’une des siibsliluliuns elierdtées : on aura S = élanl une
nouvelle substitution de la forme et qui Iransibinie A,, B en /'A,,
^'13 g',... étant des substitutions de F. Mais ces transfonnées
ont respectivement les mêmes caractéristiques que A,, B,,... : donc g',... se réduisent à des puissances de 5. Soient /'= 6^', g’’= 5"*’,...; on aura i, = A*' B’,'... Zj, Zj étant uiic substitution de la forme et écbanjteabic à A|, B,...., çe (|ui exige évidemment qu’elle soit de la forme
où les divers eocflicicnts représentés par le sjmbole général sont des entiers complexes, formés avec i, et indépendants de |,, |a
Si chaque suite ne contenait qu’un Indice, le dernier indicateur c ne serait susceptible (|iie d’une seule valeur, et pourrait être supprimé sans inconvénient appartiendrait alors au faisceau F; mais, pour plus de généralité, nous continuerons de supposer que chaque suite contient a' indices, u' étant
(juant à la substitution VA*' B’,'..., elle est le produit de substitutions partielles dont l’une est égale à ‘î*. les autres étant de la forme
(to)
où les coefficients sont des entiers complexes indépendants de e.
La substitution 2 est donc le produit de par deux autres substitutions, appartenant respectivement aux formes » et
581. Nous avons vu (557) que le groupe F résulte do la combinai.son d’une substitution de la forme ‘JC^^avcc un groupe partiel I" formé de substitutions qui ne iléplacent pas les séries. D’après ce qui précède, tin aura i/s'C', «' et G' étant respectivement des formes s et F; quant anx substitutions de F, elles seront de la forme se, et pourront se réduire à la forme ,s ou à la forme F, si l’une des substitutions composantes appartient au faisceau F, formé des substitutions communes à ces deux formes.
F'ormons l’échelle de substitutions génératrice du groupe F', de telle sorte que les substitutions du faisceau F soient les premières introduites ' 52Gj. Soit
J",, - • S. Fl S« F*
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tclli! ciliellc. stilisfilitliom P,, considérées isolèmem,
apparliendronl à F.
Kn efffi, nous allons prouver que le groupe
est l'csuinhic; comme il eontieni F, qui esl résoluble et général, il se con- Ibnilra avec lui. Il suffit pour cela de faire voir (|uc cliacune des snb.slitu-
linns s c, P„, 'Ts'G'est permutable au groupe dérivé
des précédentes; nous allons le montrer, par exemple, pour la dernière ilc ces substitutions. I,es substitutions s, P,,..., s„P„, formant
Fccliclle d’un groupe résoluble, on aura par exemple
f'„ étant une substitution de F. On en déduit, en remarquant que les .substitutions de la forme G sont échangeables à celles de la forme .s.
Or le premier membre de cette égalité est de la forme F; le second est de la forme s : d’ailleurs les seules substitutions communes à ces deux formes sont celles de F; donc les deux substitutions ci-dessu.s appartiennent à F. Soit leur valeur commune : les transformées de P„ et de s„ par ‘f*P'*' seront respectivement égalesà p;”...pr'/J| et ; elles appartiendront donc au groupe dérivé de/,./, s G P,„ ce qu’il fal-
lait démontrer.
.Î82. /.c groupe F’ contient des substitutions de la forme P. autres que celles de F. Supposons en cITet qu’il en soit autrement; nous allons voir, comme au
n" 558, que le groupe F, exclusivement dérive des substitutions F, s
s„, <f*s'G' ne peut être général.
Soient f,. /,,... les substitutions île F; P,/„, G, /,,...; P,/„, G,/,,...;... relies de la forme p. Les groupes F„, F transformé-s de F par les substitutions F,. G .seront respectivement dérivés des substitutions F, S
•S,, auxquelles les transformantes sont échangeables, jointes aux transformées '1*-s'G,,/j_,... de la substitution î^s'G'.
Ola posé, si l'on a P,, = p,,. on obtiendra un groupe résoluble plus général que F, en lui adjoignant la substitution G, Pp', qui lui est permutable (558). Si au contraire toutes les substitutions P,., G, .... sont distinctes,
IH LIVHK Ol^ATRltMK.
l'une d’elles, G,, par exemple, se réduira à l'unilc. Soil alors \V une sulisiitiilion de la forme G, qui n'apparlienne pas à F, et dont les eoeffieients soient réels : on pourra adjoindre à F la suljslilution G,\Vf7‘ , ()ui est éelian- ;,'(;able à toutes ses substitutions.
58;j. I.e groupe formé par celles des substitutions de F qui sont de la forme C est évideniinenl permutable à toutes les substitutions de F. 0« /xmira €lanc (biS) y déterminer un faisceau is',plus général que ï, permnla- Ide a«j; siihslilulitms de F, et dont les substitutions soient échangeables entre elles, aux K prés. .Si ce faisceau peut être déterminé de plusieurs manières, nous le choisirons de telle sorte que son ordre soit minimum. Raisonnant comme précédemment, nous verrons successivement :
i" Que G' résulte de la combinaison de F avec une double si/iile A', , If, ....; A', , R7 dont chaque substitution est échangeable à toutes les autres, sauf à son assiKiée, à laquelle elle est bée par une relation de la forme
6 désignant la substitution de F qui multiplie les indices de la r-v i"'”' série par O'i' : le facteur 6' étant une racine de la congruence
.'Si) I (inoij. p),
et lî' un diviseur premier de p'’ — i (.559-561 ).
a" Que les p' indices qui se déduisent l'un de l'autre par la rariation de r imlicateur c peuvent être remplacés par d'autres indices indépendants, qui se partagent en suites, en réunissant ensemble les indices, en nombre
p"= que A' A',, multiplient par les mêmes facteurs : et quVn choi-
,'issant convenablement les nouveau.r indices, et remplaçant i indicateur unique i par ff' indicateurs ri,, n,,... rariables de. o tt is‘ — t, et un indicateur (' variable de O tt p" — I, on pourra mettre les substitutions A',, B',,..., .sous ta forme suivante :
à moins que l'on n’ait p'::z.3 (mod. /|) etn'= a, auquelcas .A', et B’, fmurrout avoir, au lieu de la forme précédente, celle-ci :
.HJ,.
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( Voir les n" 562-576.) Il esl clair d’ailleurs qu'on peut ramener ces substitutions aux formes types ci-dessus en opérant séparément, et de la même manière, sur cliacune îles suites d'indices qui correspohdent aux divers systèmes de valeurs de £,, En agissant ainsi, les expressions des substi-
tutions K, .A,, B,,..., s,, s„... nesernnt évidemment pas altérées. Il faudra seulement y écrire [£, , à la place de
Ü" Qu'à chaque substitution de F, qui transforme A',, B',,... en /;.\,--b;'..., é'. .A/'Bf. correspond une substitution
appartenant au groupe abéiien (et dans certains cas à i'un des groupes hypo~ abèhens) de degré (577-578).
5" Que chacune des substitutions F,, Fj,..., E' est le produit de deux substitutions partielles, ayant les formes suieantes (579-.5S0) :
Va^.[5, .
5® Que les deux substitutions partielles dont c,, Gj,... sont le produit appartiennent au groupe F (.581); que si F contiendra des substitutions
de la forme ("i^), autres que celles du faisceau F (582); que parmi ces substitions on pourra déterminer un second faisceau G", analogue à Vt et à IF; etc.
584. Supposons, pour fixer les idées, que u.“ se réduise à l’unité. Les sub- ' stiliitionsde la forme (35) se réduiront à celles de F.
Soient maintenant une substitution quelconque de F : on pourra
lui déterminer, comme aux n'”578 et 583, deux substitutions corrélatives V, V', appartenant respectivement aux groupes abéliens (bypoabéliens , de degrés tt”, rt'”', et y multipliant les exposants d’écbange par^(mod. z}. |>f(mod. n'). hes deux groupes A, respectivement formés par l' ensénible des
substitutions \ et par l'ensemble des substitutions étant isomorpbes à F. seront résolubles. De plus, ils seront primaires.
En effet, si A, par exemple, n’était pas primaire, il existerait des fonctions ç, f,... des indices .r,, y, en nombre moindre que ces indices, et
que cbaqiie substitution de A remplacerait par des fonctions linéaires de 5,
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9' CellfS (les substitutions de la l'urinc
.IVlfcî'. . 1 J-,, K.- . . X, 4- «I, V. 3ii- • • |.
(lui n'altërent pas ces fonctions, formeraient un faisceau Ü permutable à toutes les substitulions de A. Les substitutions de T', permutant entre elles l((s substilution.s aux F près, de la même manière que celles de A
permutent les substitutions seraient pcrmulablcs au faisceau dé-
rivé de F et des substitutions formées avec A,, B,,..., comme celles de I)
le sont avec .1,, ai,, Ce faisceau étant contenu dans G, et moins général
(jiie lui, un tel résultat est inadmissible (55B).
585. Héciprmiuement, .soient I., L' deux groupes ré.solubles et primaires', lespeclivcmcnl contenus dans les groupes abéliens (liypoabéliens) de degrés n”, .Associons leurs substitutions de toutes les manières passibles, de telle sorte que deux substitutions associées V, V' multiplient les exposants d’écbange par des facteurs respectivement congrus à une même puissance de/». Soient (mod. ;r), /)f(mod. k'J ces facteurs. \ chaque systetne de substitutions associées, tel que V, V', on pourra faire correspondre tine substitution ■(;' de la forme dont V, V' soient les corrélatives, /j? groupe Y formé par les substitulions ainsi déterminées, jointes aux substitutions F, A, , B A', . B’, sera résoluble.
Kii effet, soit A le groupe fortné par celles des substitutions de L qui sont les corrélatives de celles de F. Ce groupe, étant contenu dans L, sera résoluble (521 ). Il est d'ailleurs isomorphe à F: ce dernier groupe sera donc résoluble, si le groupe F, formé par celles de ses substitutions qui ont pour première corrélative l’unité est lui-même résoluble (525). Or soit A’, le groupe formé parcelles des substitutions de L' (|ui sont les corrélatives de celles de F,. Ce groupe, étant contenu dans L', sera résoluble (521 ). Il est d’ailleurs isomorphe à F,: ce dernier groupe sera donc riisoluble, si le groupe Fj formé par celles de ses substitutions (jui ont leur seconde corrélative égale à l’unité est lui-méme résoluble. Or soit une substitution
de F,. Ses corrélatives se réduisant à l'unité, le facteur />*■' par lequel elles mnliiplient les exposants d’écbange se réduit à i (mod. ît) et à 1 (mod. rt').
Cela posé, la substitution tP' transforme .\,, B, A',, B',,... en .A'j'^ = A,,
B, A , B' : elle aura donc l’unité pour chacune de ses corrélatives. Il en sera donc de même de donc transformera A,, B,
A(. B" en/, A,, g, B /,’ .V,. g^'.B', /„ g ,/,’ , g étant
des substitutions de F. Pour que ces transformées aient mêmes caractéri.s-
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ii(|ues que A,, R,,.. , A’,, B', .... il I'huI que/,, g,,... sc réduisent » des pnissanres de 0, telles (|ue 0^<, (580) et/| , g',,... à des puissances de 5'.
telles que 0'*', 5'"*’’ Ün en déduit = A"' BV--- A'*' B', / étant
une substitution de la forme échangeable à A,, B A',, B', et <|ui.
par suite, appartient à F.
Or il est clair que le groupe (F, A,, B,,..., A',. B',,...) est résoluble, et permutable aux substitutions telles que T^', (|ui d’ailleurs sont érbangeablcs entre elles. Le groupe F,, dérivé de la combinaison de ces diverses subslilutions, est donc résoluble.
586. Il semble au premier abord qu’il y ait une certaine indétermination dans la manière de construire le groupe F; car on peut déterminer de diverses manières une substitution ayant pour corrélatives deux substitutions associées quelconques, telles que V, V'. .Mais de quelque manière qu'on Iri détermine, le groupe F sera le même. Soient en effet V, é>, deux substrtulions ayant chacune V, V' pour corrélatives. On aura V, =V^,, étant une substitution de forme -.j^, ayant pour corrélatives l'unité, et, par suite, dérivée de F, A|. B A',, B',,... (585). Le grôupc F contenant dès le début
de la construction ces dernières substitutions, il est indifférent de leur adjoindre'ensuite la substitution Voit la substitution V>, : car, dans l’un et l’autre ras, F contiendra V* et
.587. On voit par ce qui précédé que la construction du groupe F revient à celle lies groupes auxiliaires L, L'. .Aux diverses manières de déterminer ces groupes correspondent pour F autant de groupes dilTérents. D'ailleurs, notre recberclie étant bornée aux groupes les [dus généraux de la forme F, on devra supposer que L, L' sont les groupes les plus généraux de leur espèce (“). Leur détermination conduit donc au problème C.
Plaçons ici quelques définitions
Une substitution abélicnne sera dite abèlienne propre, si elle n'altère pa.s les exposants d’échange.
F) On serait en droit d'exiger que non-seulement L, t.', mais encore A, A' fu.<senl primaires (o84). Mais cello rondltioD n'est pas nreessaire i la réeolutiilité du groujK- f. En la m'-gligeanl, nous n'avons donc à craindre d'autre inconvénient que d'obtenir |H>ur I' des groupes non généraux, ou formant double emploi avec d'autres. Nous indiquerons plus loin le moyen île parer avec rertilude A ce défaut.
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Si n = 2, toule sul>slitiiiion abélicnno, et nulainmcnt tonte substiuiiioii liypoabéheDne, siéra cvidemiiietit abéKennc propre.
Deux groupes contenus dans le même groupe abélicn seront dits senthlabtcs [improprement semblables), si l’on peut les transformer l’un dans l'autre par des substitutions abélieunes propres (impropres).
58il. 0/1 obtiendra le m/me groupe 1’, à la notation près, en employant pour groupes auxiliaires, à la place de L (ou de L'), l'un quelconque L, des groupes qui lui sont semblables.
Soient en effet F, .\,, B, ,V, , B', a,,..., G G„ les
substitutions de F ; i , S S„, S' les substitutions correspondantes de L;
S la substitution abélienne propre qui transforme 1. en f,,, « sa corredative, construite comme au n“579. Le groupe I',, construit à l’aide du groupe L,,
aura pour substitutions F, A,, B,,..., A',, B’,,..., G,,...,
G„, G'. D’ailleurs s est permutable au faisceau F, A,, B et échangeable à .V,, B',,... ainsi qu’à G G», G'. Donc le groupe transformé de I'
par s n’est autre que F,. On pourra donc, par un simple changement d’indices indépendants, réduire les substitutions <le F à la forme de celles de I’,. et réciproquement (172).
.'V90. On pourra déterminer comme il suit l’ordre de F.
Soient g une racine primitive de la congruence g’^~'^i (mod. n); V,. Vj,... les substitutions de L: g’‘, g\-.. les facteurs par lesquels elles multiplient les exposants d’échange : L contient la substitution W = V"’...,
qui les multiplie par . Cela posé, on pourra profiter des indé-
terminées m,, nij,... pour que a, m, -i- a, m, -h . . . se réduise à d, jilus
grand commun diviseur de n — i . Supposons a,=de,, a,=de
r. — i ~ de; on aura V, — \V'‘ S,, V, = W'-Sj,..-, S,, Sj,... étant des substitutions de L qui soient abéliennes propres. Suit maintenant c un entier quelconque compris entre o et e — i . A chaque substitution S, contenue dans L, et qui n’altère pas les exposants d’écbange, correspondra une autre substitution W‘S, qui les multiplie par cfréeiproqucment. Soit donc w l’ordre de L; celui du groupe partiel formé par celles de ses substitutions
, f.» dfe
qui sont abeliennes propres, sera — = •
Le nombre que nous appelleron.s VexposanI du groupe L, est au plus égal à 2. En effet, la substitution qui multiplie tous les indices par g, et les exposants d’échange parg^, étant échangeable à toute substitution linéaire.
riE i.v RÉsoi.imoN par raok acx. im
esl conicmie itan$ L, s^nns quoi on poui'rail l'adjolmlrc à ce groupe, pour foriiier un groupe .‘inaluguc mais plus général, ce qui esl contraire à notre liypollièsc.
On voit (le uièiiic que (lé.'ignant une racine primitive de la coiigruonce g'"' ' - I ( mod. r'), et d' un entier au plus égal à 2, les sulislitutions de I.' seront de la forme \V'‘'S', , \V' étant une subslilulion de 1/ (|ui multiplie les exposants d’échange par g"^' , et S', une suhstilution ahélienne propre. L’ordre du groupe partiel formé par ces dernières suhsliiulious sera ^ ■ «' étant l’ordre de I.'.
.591. Soient maintenant = une substitution qurlconi|uc de P. \V‘S,, \V'‘ S', ses corrélatives; elles multiplieront les exposants d’échange par/;f; mais elles les multiplient parg*'*, on aura donc
(3b) /» = "-*(1110(1. ît) 3 (mod. a').
Récipro(]uemcnt, soient r, P trois entiers quelcon(|ucs qui satisfassent aux relations S,, S', deux substitutions abélicnnes propres quelcon-
ques prises dans les groupes L. I/, une snbstilulion quelconque de la forme ^ , cl ayant l’unité pour chacune de scs corrélatives : le groupe P contiendra les substitutions de la forme V^,, (|tii ont pour corrélatives \V‘S|. \V'‘'S',. Soient donc X- le nombre des valeurs de (s -'mod. v) qui permettent de satisfaire:) uncielalion telle que (3G),/lc nombre de manières de choisir la substitution S,, /' le nombre île manières de choisir la substitution S',, q le nombre de manières de choisir la substitution ; l’ordre tJ de P sera kll'q.
Or nous venons de trouver / = -1^, /' = !Î.—-. D'autre part, la sub-
slitulion =/A*' A *' H/'... a évidemment {/»''— 1) a’ s"’’ formes distinctes correspondant aux divers systèmes de valeurs de/", 11,,...', a',,
fi\ Enfin soient les diverses puissances de />qui sont congrues
à la fois à des puissances de suivant le module n et à des pui.ssances de g'’’*' (mod. rr') : il est clair que sera l’une de ces pui.ssances. On peut d’ailleurs disposer des indéterminées /«,, le manière à ré-
duire l'cxpre.ssion précédente à t? étant le plus grand commun diviseur de
|0,,p2 D'ailleurs !? divise v; car/P étant congru à i^^**‘(mod. n) (561)
et à is^"*(mod. n') (58.3), v est l’un des nombres de la suite/»,, /Sj,
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),t‘s diverses valeurs de i» qui pcrmellenl de saiisfaire aux rclaiions de la forme (36) seront <lonc les sui^anles : o. â ~ ')
On aura donc i = d’où
V, . .. ni. . iifi't.tl’W
ÜK l..\ RÉSOLUTION PAR BAniCAOX.
LSI
RÉDUCTION DU PROBLÈME C
S I. — Groupes décomposabi.es.
502. Soit I. un groupe résolulile, primaire cl général contenu dans le groupe aliélien (dans l’un des groupes hypoaliélicns) de degré Il résulte de la eonihinaison d'une suhsiitulion \V qui multiplie les exposants d’éeliange par g‘ [g étant une racine primitive de la congruence ^ i (mod./i), et d étant an plus égal à a] avec des substitutions altéliennes propres (500). Le groupe A formé par les substitutions abéliennes propres contenues dans I. est évidemment permutable aux substitutions de b; il ne peut d’ailleurs se réduire à la seule substitution i. En effet, si /J = a, il se confond avec b; et si /> > a, b contient la substitution g qui multiplie tous
les indices par ^(590), substitution dont la puissance abélienne
propre et multiplie tous les indires par — i.
595. bc groupe b sera dit décomposahk, si n étant égal a /»>, on peut déterminer X systèmes de am fonctions linéaires des indices, réelles et distinctes, et telles ; i" qu’en les prenant pour indices indépendants les exposants d’échange des substitutions correspondantes à deux indices de systèmes dilTérenls soient tous congrus h zéro; a® que chaque substitution de b remplace les indices de chaque système par des fonctions linéaires des indices d'un même système. . *
bc groupe b étant supposé décomposable, il peut exister plusieurs manières d'y déterminer des systèmes de fonctions joui.s.sant des propriétés cidessus : nous choisirons, pour y appli(|uer nos raisonnements, une de celles où le nombre X des systèmes est nufiùmim.
Soient x„, _y„,...;...; x„ y,,...;... les amX fonctions considérées, l’indicateur r variant d’un système à l'autre, entre les limites o et X — i; Cj.,, C,,,. C^,, Cr,, les substitutions correspondantes, bc déterminant formé par leurs exposants d’échange mutuels ne peut être congru à zéro.
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Mais (Cj.Cj,),... étant congrus à zéro, par liypollicsc, cc détiTniinanl se réiluira an proiiuitdes déterminants partiels.
it:,.c.i ...
Donc aucun de ces déterminants partiels ne sera congru h zéro.
59i. Clia(|uc substitution de L sera le produit <le deux substitutions partielles N et P, dont la première mnplacc les indices de cba<|ue système par les indices correspondants d'un antre système, et dont la seconde remplace les indices de cba(|ue système par des fonctions de ces mêmes indices f.îlô;.
Ici deux casseront à distinguer, suivant que les substitutions de A se réduiront ou ne se réduiront pas toutes h la forme P.
593. PnEMiKa CAS. — Ce cas ne /leiil se présenter si /> = a, ni si <i= a. (jii si p = i, 1, se confond avec A ; et si /> > 2, mais rf = 2, L dérive de la combinaison de A avec la substitution ", laquelle est évi<lemmcnt de la forme P (590). Si donc les substitutions de A étaient de cette forme, aucune snb.stitiition de I. ne déplacerait les systèmes, et L ne serait pas primaire (51 1).
Soit donc d=.\\ on aura X= 2. Soient en effet un système ((nelconque, le système que \V lui fait succéder, celui qu’elle fait succéder à i,. I.a substitution \V’ fait succéder 1, à i„. Mais on a W’ = S étant une nouvelle substitution de L, i|ui sera abélienne propre, et par suite de la forme P. Doue W’ sera lui-méme de celte forme, et par suite ne déplacera pas les systèmes. Donc .se confond avec Donc les substitutions A et W, dont L est dérivé, permutent exclusivement entre eux les deux systèmes ï.,, i,. Si donc il y avait d'autres systèmes que ces deux-là, I. ne serait pas primaire (311).
596. Une substitution queh’onquc /, prise dans le groupe A, est le produit de deux substitutions partielles /,, /, opérées respectivement sur les indices des deux svstèmes et i,. Chacune de ces substitutions partielles
sera abélienne propre. Car par exemple, transforme Cj.,, C.j.,, Cj......
en substitutions telles que I) = C). C^.,. . . , D' = (’,;,(^.. C^,, C^,,.... .Mais la substitution /transforme également C,,, C^,,... en D, D',...; et comme elle appartient à A, D, D',... auront mêmes exposants d'écbange mutuels
<|ue Cj., D’autre part, les exposants d’échange de C,,, C,.,... avec
tl,.»--- étant congrus à zéro, par liypothèse, il en sera de même de
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rcux lie D, D',... avee les ini-mes substilutions. Enfin /,, transformant IV,'”- l'ii flles-inêmes, n’altère |ias leurs exposants iréeliange mutuels. Dune /, est abélienne propre.
Cela pose, soient /„/(./„' /I •••• dkenes substilutions de A : eon-
tiendra chacune des substitutions partielbs ..... On voit en
effet , eomme au n" 547, que le groupe dérivé de la eonibinaison de I. avei: ees substilutions partielles est résoluble. D'ailleurs ses substitutions sont aliélietines. Enfin il serait, contre l'iiypotbèse, plus général que I., si f„ f 'n ••”>/i'/i •••• n'étaient pas eontenues dans I., et par suite dans A.
597. Le choix des indices indépendants j,,...; .t,, _v présente un
certain arbitraire. IVenons en effet pour indices indépendants, à la placide a-,, V,,... par exempte, des fonctions quelconques s, «,... de ces indices, l.es substilutions (V, IV...- correspondantes à ces nouveaux indices seront de la forme C^Q...., et, par suite, auront des exposants d’ccbangc congrus à zéro avec C^.,, En outre, il est clair qu’après ce cbangement d’in-
dires, cbaque substitution de I. fera encore succéder aux indices de chaque système des fonctions des 'indices d'un tnéme système. Ees deux propriétés fondamentales du n" 593 seront donc conservées.
Ee choix des indices indépendants restant arbitraire dans le premier système, prenons pour indices indépendants dans le second système les fonctions X,, y,,... que la substitution \V fait succéder à x„. y, Cette sub-
stitution remplaçant respeetivement x,, y,,... par des fonctions de x„. y, on pourra la mettre sous la forme
x„ y„ ■ . - fiT' <? ' x„ y„ . . . ), g- i x„ y„ .
Mais E, contenant g et AV, contient g~' AV’, et cette substitution, étant abélienne propre, appartient à .V; chacun des deux facteurs dont elle est le produit appartiendra également à .V; et E, résultant de la eonibinaison de A avec AA\ résultera également de la combinaison de .V avec
>v =/,“' AV = I x„ 1-, x„ y x„ y„ . . . , gx„ gy„ . . . | .
(Jitant au groupe .A, il résulte de la combinaison des deux groupes par-
On en déduit
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liels A,, A,, respcctiveniont fornics des subslilulions/,./ô el des substitutions fi,f\ D’iiillciirs X transforme évidcinincnt ces deux groupes
l’un dans l’antre. Donc I. résulte de la combinaison de ,\ avec un seul de ces groupes, tel que
Remarquons enfin que la substitution X. qui transforme
C,., C,,,..., C,,, C,,,... en gT, , gC^,, . . . , C,., C,,,...
multipliant les exposants d'écbange par g, elia(|uc élément du premier déterminant partiel «lu n" .593 sera égal à l’élément correspondant du second, multiplié par g. Il sulfil donc que le premier déterminant ne soit pas congru à zéro pour que l’autre ne le soit pas non plus.
598. Réciproquement, soient I,' un groupe résoluble et contenu dans le groupe abélien de degré O' son ordre; d' son exposant: A' le groupe partiel formé par celles de ses substitutions qui sont abélicnnes propres; soient enfin
I x„ y„ ... a.r. -I- jî.r, -t- . . . . *' x, -t- |
les substitutions de A'. On pourra construire ainsi qu’il suit un groupe ré- .soluble L, contenu dans le groupe abélien de degré p"".
Kerivons à la .suite des indices r,, v«.... d’autres indices en nombre égal,
.r,, et supposons que les exposants d’échange des substitutions Q, ,
avec (ij,, (y..... .soient congrus à zéro, et que leurs expo.sants d’écbange mutuels soient égaux à ceux des substitutions Cj.,, C,.,... respectivement multipliés par g~' . Le déterminant des exposants d’échange des
substitutions (’.j.,, Cj.,, C,,,..., étant le produit de deux déterminants
partiels, égaux à un facteur constant près, et dont le premier u’est pas congru à zéro, ne, sera pas congru à zéro. Cela posé, le groupe formé des substitutions
^ •» ,Vi» • • ♦ ^if ^1» « • •
jointes à la substitution
X= 1 x„y„... x„y gx„ |,
forme un groupe de substitutions abéliennes : car les substitutions de A, sont abéliennes propres, et X multiplie les exposants d’échange par g. &>
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groupe csl résoluble. Eu efl'et, X Iranslurmc en un groupe A, formé «les subslitu(ion.s
r„ _n, ... XX, -h 3 P, s- . . . , x‘x, + -P • 1
Or A', étant contenu clans I/, est rc'solubic. Scs isomorphes A,, A, le seront égnlement Mais leurs substitutions sont écbangeablccs. Le
groupe ( A„, .V,) sera donc résoluble (327); et en lui adjoignant ,\, (|iii lui est permutable, on aura encore un groupe résoluble.
L'ordre O du groupe I. est égal à ip — i)ü, Q étant l'ordre du groupe partiel A furiné par celles de scs substitutions qui sont abéliennes propr<‘s (590). Ces dernières substitutions dérivent de la combinaison de A, et de avec .X'’"'. .Mais X'’"'. multipliant cliaquc indice par — i , est le produit de deux substitutions partielles, multipliant respeetivement par — i les iii-
iliees x„, v„,... et les indices x,, y et qui appartiennent respectivement
à ;V, et à A|. Dune .V se réduit h (A„, .V,) et contiendra IV’ substitutions, 11’ étant l'ordre de A'. On a d’ailleurs
il'iV
1! = — ^ - , (I ou O =
590. Pour que le groupe L construit romme il vient d’étre indiqué soit général, on devra naturellement prendre L' aussi général que possible dans son espèce. Mais, de plus, d' doit être égal à a. Car supposons que L' contint une substitution S' qui multipliât les exposants «l’échange par g. Cette substitution étant permutable à A', la substitution S, qui altère les indices ■T„, r„,... de la même; manière que S', et qui en outre altère de la même
manière les indices x,, ..serait permutable à cbaeun des groupes A„
A, et échangeable à .\. Elle serait d’ailleurs abélienne, car elle multiplie tous les exposants d’échange par g. On pourrait donc l’adjoindre au groupe L, et obtenir ainsi un groupe plus général, L ne contenant évidemment aucune substitution qui multiplie les exposants d’échange par ^ sans permuter les deux systèmes,
La détermination du groupe L se trouve ainsi ramenée à celle du groupe L'. Ce dernier peut être lui-même décomposable; mais comme d' est égal à a, on ne pourra retomber sur le premier cas de décomposabilité que nous venons de discuter.
600. Secoxd cas. — Supposons maintenant que le groupe L ne soit pas
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clpi’oniposable do la façon indiquée ci-dessus. Il pourra l'étre d'une seconde inanière, qui nous reste à discuter.
Soient N'P, N"?',,... les sulisiitutinns de 1., N', N',... et F', P',. . clani respectivement des formes N et P (5!)f). Les déplacements opérés sur les ), systèmes par les .substitutions N', N",... forment un groupe A, résoluble et primitif (.546). Donc X c.st une puissjuice il’un nombre premier ir. Soit, pour liver les idées, X = 7r’. Remplaçant l'indicateur unique r par deux indicateurs ç, >!, variables de o à r — i, A résultera (.533 cl 546) de la combinaison :
t° D’un faisceau E du substitutions remplaçant le système (|, t;) par le système (Ç -t- », r, -h fi): les constantes », p, variables d'une substitution à l'autre, prenant chacune toute la suite des valeurs o t: — i (mod.?:);
2" D'un groupe H. dont les substitutions le remplacent par le système (a%-h br,, a'S-h h'r,), a, b, a', b' étant des entiers constants pour une même substitution.
Soient N, P,, NjPj,... les substitutions de A
N. =r 1 .... art,, yj, I,-'.
les déplacements qu'elles font subir aux systèmes. Le groupe /orme fuir les siibsli/iilions N,, N,,... contiendra au moins une substitution de E autre que l'unité.
En effet, A contient, par bypotbèso, une substitution N, P, (jui déplace les systèmes; la substitution correspondante N, ne se réduira pas ,5 l'unité. Si elle est échangeable è toutes les substitutions de E, on aura a, ■=//,= i, b, =a'| = O, et N, appartiendra à E. Dans le cas contraire, soit .N' une substitution de E qui ne soit pas échangeable ,à N, ; 1. contient une substitution N' P' qui fait subir aux systèmes le déplacement N'. D'ailleurs N' P' est permutable à A; donc A conlienl(N,P,^'‘.(N'P')*'.N,P,.N'P', substitution qui fait subir aux systèmes le déplacement Nj ' N'*' N, N', lequel appartient à E.
602. Le gntupe formé par 1rs substitutions N,, N',,... contient tout le faisceau E. En effet, les substitutions de L étant permutables à A, celles de A le seront a fortiori au groupe (N,, Nj,.,.). Mais elles le sont à E. Elles le seront donc au groupe formé par les substitutions communes à (N,, N,,...) et à E. Si ce groupe ne contenait pas toutes les substitutions de E, il ne serait pas transitif, et par suite, A ne serai^pas primitif (53).
Celles des substitutions N, P,,.,, du groupe .A dont les premTers facteurs
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appRi'lieiinent ii E furnicnt un faisceau C pcrmutalile aux substilulious
<lc I,. Car la transforinec de N, P, |iar une quelconque de ces dernières subslilulions, N'P', appartient à A, et son premier fadeur N'“* N, N' appartient à E. On pourra donc, en formant l’érliclle génératrice du groupe L, faire passer les siibslitutious de i‘ en avant des autres.
(Àtn.sidérons plus spécialement encore, parmi les substitutions de celles qui ne déplacent pas les systèmes : elles forment un faisceau .f, permutable aux substitutions de f. On pourra les faire passer en avant de toutes les autres.
603. Chaque substitution de .f, telle que /, e.st le produit de subslilutipiis partielles altérant respeelivenient les indices des divers systèmes. On verra, rumine au n“ 596, que chacune de ces substitutions partielles est abélicnne propre (kypoabélienne), et qu’c//e est contenue dam .i. On verra ensuite (548-550) que C résulte de la combinaison de ,f avec les substitutions
I ..., Xî
et que I. résulte de la combinaison de 3 avec des substitutions IJ, l'J',...; J. J',... étant des substitutions qui remplacent les indices de chaque système par les indices correspondants d’un même système, et I, I',... des substitutions qui remplacent les indices de chaque système par des fonctions linéaires de ces mêmes indices, fonctions dont les coefficients sont les mêmes pour tous les systèmes.
60i. Chacune des substitutions J, J',... est abèlienne propre {hypoabèlienne). Car elle est le produit de transpositions efléctuées entre deux systèmes. Chacune de ces transpositions est une sulistiiution ahéliennc propre {hypuabélienne). Soient en efl’et S l'une d’entre elles; H„ et H, les deux systèmes qu’elle permute: C„, (T„,... et C, , les subslitutious respeetive-
meni correspondantes aux indices de ces deux systèmes; M, M,,... celles qui correspondent aux autres indices : S transforme
Mais parmi les substitutions il en est une qui remplace H, par II,,
et qui transforme ainsi C„, C*„,... en C,, C', Donc(T„, C^.... ont mêmes
exposants d’échange mutuels (et mêmes cararlèrcs) que C, , C", D’ailleurs les exposants d’échange de C„, Cr„,... avec C,, C,,..., .M, M et
ceux de C, , C, .... avec M, M sont congrus à zéro. Il en est de même
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•les exposants (réeliange îles sulislitiiliuns tran.sforméc.s. F.iifin S Iransforninnl en ellcs-inêines les siilistiuilions M, M,,... n’altère pa.s leurs exposants (l’i'rliange inuluels (ni leurs raraclères).
005. groupe I, contient les mihsiitutioin I, 1',.,., J, J',.... (^ar le groupe
(lérivé (les suhsiilutions J, I, I’ J, J',... esi rêsolulile (ôôl). Ses sulisli-
lulinns soûl uliéliennes (liypüalM’Iiennes); car IJ, J, J'.... rélanl,
I, I'.... le seront. Enlin il eoniient L, el ne peut être plus gcuiéral que I.,par liypoilièse.
(>0ü. Les sulistitulions J, J',... furnienl le groupe désigné ei-dcssus par A. yuanl aux sulisiitutiuns dérivées de -T, I, I'.... qui ne déplaeeni pas les .syslèmes. chacune d’elles est le produit de substitutions partielles altérant respectivement les indices d'un seul des systoines A,, A de manière à ninl-
liplier les exposants d’échange des suhstiiutions correspondantes par un racleur constant, qui sera le même pour tous les systèmes (et à ne pas altérer leurs caractères). Soient L„ = (/„ <».••■) le groupe foriné par
celles de ces substitutions partielles (|nt allèrent les indices du système A,; L, =( i ) le groupe formé par celles qui allèrent les indices du sys-
tème A|, etc. Ces groupes sont les transformés de l'un quelcum|uc d'entre <Mix. I.y, par les siihsliliilions de A. En effet, soit J une suhstitniion de A, (|ui remplace les indices de A, par ceux de A, : elle est évidemment permulalde au groupe (.i, I, 1',...). Mais, d'autre part, les Iransformée.s des snh-
slitulions /t/,, de regroupe par J font subir aux indices
de A, des altérations évidemment représentées par J''/,J
Ces dernières substitutions .se confondent donc, à l'ordre près, avec les snbslilulions/, i,,.... ,
<j07. Soient réciproquement x„, _Vo, J'p, jp,. À syslimies d'indices indépendants, choisis de telle sorte, que les exposants d'échange des substitutions correspondantes C„, C'^ . CJ,... satisfassent aux rela-
tions suivantes
(C;'ic;r''j^o, si p>p'. et ('>' cyo J
(cl (|uc leurs caractères soient indépendants de p).
Soient A un groupe résoluble, dont les substitutions perninlent ces syslioncs entre eux d'une manière primitive, en remplaçant les uns par le.s autres les indices correspondants; L„ un groupe résoluble, dont les subsli-
lîiit
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liilioiis irnlltTcul que les indices a-,, du premier système, qu'elles
reinpiaeeni par des fonctions linéaires de ces mêmes indices, clioisics de telle sorte, (|ue les exposants d'échange mutuels des suhslitulions correspondantes soient tous multipliés par un même facteur (leurs caractères restant
inaltérés): l,„ Lp.... les groupes analogues, transformés de I,„ par les
siihstitutions de A.
Soient /„, l des substitutions choisies arhitraireinent dans les groupes
l,„', le manière h multiplierjes exposants d'échange par le même
facteur. Formons leur produit /,/ I.e groupe I. dérivé de l'ensernhlc des
substitutions composées telles que et du groupe A, étant contenu
dans le groupe résoluble dérivé de A et «le I.». seta résoluble. D'ailleurs scs substitutions sont abéliennes (bypoabélieiines); car chacune d'elles multiplie évidemment par un même facteur constant tous les exposants d'échange qui ne sont pas congrus à zéro et laisse les autres congrus à zéro (en outre elle n'allèrc pas les caractères).
Pour que le groupe L ainsi formé soit général, on devra choisir A et I.„ aussi généraux '(|ue possible, chacun «lansson espèce.
ti08. Dans le cas où les substitutions de Lj sont hypoahéiiennes, il est important de reconnaitre quel est celui des deux groupes hypoahéliens auquel appartient le groupe L construit par le procédé ci-dessus. On y parvient comme il suit :
l.cs indices X,. y'o,... du premier système peuvent être supposés choisis «le telle sorte, «pie les substitutions correspoiulantcs forment une «loiible suite ,i,, M.,, i.j, al,,,... telle, «|ue tous leurs ex[iosants «l'échange mutuels soient rungrus à zéro, sauf ceux de deux substitutions associées, qui seront congrus à i, et «pie ,i-,, aient pour caractère o, J.,, ni,, ayant pour
caractère a ou i suivant que l-o est contenu dans le premier ou dans le second groupe hypoahélien. C.ela posé, les substitutions correspondantes à x^, Vj,,... ayant même caractère et mêmes exposants d'échange mutuels que celles qui «.'orrespondent à «i’„, y,,... les substitutions correspondantes aux imliccs x„, y„, Xp, y^,...; ... formeront une double suite, où tous les exposants d'échange seront congrus à o, sauf ceux des substitutions associées, et où le nouibre des coupb'S ayant pour caractère i sera égal à o ou à X, suivant que l.„ sera lontenu dans le premier ou dans le second groupe bypoubélien. Mais I. est lui-méme contenu dans le premier ou le second groupe hypoahélien, suivant que ce nombre est pair ou impair : d'où le résultat suivant :
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/y groupe I, sera contenu dans le premier groupe hypoabélien, à moins que >. ne soit irn/utir et L, contenu dans le second groupe hv/toabe'lien : auquel cas L sera lui-même contenu dans le second groupe hypoahelien.
C09. Soit d l'cxpo.sanl du ((loupc scs subslilutiuiis seront de la forim- WiS,, \V„ étant une substitution qui multiplie les exposants d’échange mutuels de C„, par^'', et S„ une substitution abélienne propre. Soient A,
le groupe formé par les substitutions partielles S,,...; W,. W,,,.. et ,V„,
A les transformés tle \V„ et île A, par les substitutions de à.
Les substitutions W imiltipliant respectivement les exposants
d’écliango mutuels de C„, C',,..., ceux de C,, etc., par un méinc fac-
teur g‘‘, leur produit W appartiendra à !.. Les substitutions de lui appartiendront également et seront abélicnnes propres; car elles n’altèrent pas les exposants d'échange, et parmi les substitutions de L,,... qui jouissent de la même propriété, et qu’on peut leur associer, se trouvent les substitutions I. Oc même les substitutions de A,,... appartiendront k L.
('.bacunc des substitutions est de la forme \V'S„S,..., S», S a|t-
partenant à A„, à A Kn effet, /„ est de la forme WJ S,, et multipliera
les exposants d’échange de L’„, par g'“. Donc multiplie tous
les exposants d’échange par g'“, et si l’on pose = W*T, T ne les altérera plus, et par suite se réduira à la forme S„S
On voit par là que l'exposant du groupe L sera égal à d.
010. Il est aisé d’obtenir son ordre. Soient il l'ordre de A, O celui de L,, celui de A,.
Les substitutions de L sont de la forme N W'S,S N étant une substi-
tution de A. Or .N peut être choisi de il manières différentes; t peut prendre
la suite des valeuis o ' ; et chacune des X substitutions S„, S
peut
être choisie de
rfO f>- '
manières. On aura donc pour l’ordre cherché
611. Pour (|uc L soit primaire, il faut et il suffit que L„ le soit par rapport aux indices qu’il altère (312). .Mais il peut être déconiposable ou non.
S’il était décomposablc de la manière indiquée aux n"* 595-599, L le serait. Il fautirait en effet qu’après avoir choisi convenablement les indices
DE U RÉSOLUTION PAR RADICAUX. «Il
iiulé|»fiidaiils ilu système i,, on pût les répartir en deux sous-sjs-
lèincs que les substitutions de A, ne déplaceraient pas. On pourrait alors réunir les indices de chacun de ces sous-syslènies à leurs lininolugues dans les autres .systèmes; et la tolalilé des indices se trouverait ainsi répartie en deux grands svstèmcs, que ne déplacerait aucune des sulislilulions des groupes A„, A,,..., A dont la combinaison reproduit le groupe A. Donc L serait décomposable de la manière itidiquée. Celle hypothèse ayant été discutée plus haut, nous pouvons l’exclure.
612. Si L, est décomposable, mais de la seconde manière, on verra, comme tout à l'heure, (|u'en choisissant convenablement 1rs indices indépendants ,t„, v,,..., ils se partageront en sous-.systèmcs tels, (|ue L, puisse être construit au moyen de deux groupes auxiliaires A, et l,,„. Le groupe A, sera formé de substitutions qui permutent les .sous-systèmes en remplaçant les uns par les autres les indices correspondants. Quant à L,„, il résultera de la combinaison d'un groujie .Xg, dont les substitutions n'altèrent pas les exposants d'échange des substitutions correspondantes aux indices du premier sous-système, et d'une substitution \V„ qui multiplie ces exposants il’échange par g‘‘. Cela pn.sé, soient et W^,,, W„,,... les trans-
formés de A„, \V,„ par les substitutions de A, : L, sera dérivé de la combinaison des substitutions abcliennes propres de A,„, .\ A„ avec la substitution (|ui multiplie les exposants d'échange îles substitutions
C,,,... par g''. La substitution XV, étant une substitution de L, qui multiplie les exposants d’échange par g'', et (|ui .soit d'ailleurs quelconque, on peut supposer W, = \V,„XVo, —
Cela posé, partageons les indices de chaque système en sous-systèmes, en réunissant ensemble ceux dont les homologues dans le système agiparticnnent au meme sous-système: et soient respectivement A,,, A,,,...; A,, A ; XV’o,, XV,,,... les transformés de A,„ A,, XV,, (lar les substitutions de A. Le groupe L sera dérivé des substitutions A,„ A^,,...,
XX' = XV,,.. .XV,,,..., A,,..., A^ A. Cela posé, les substitutions de A, A,,
d’où dérivent celles de A A,i,... forment par leur réunion un groupe A'
de substitutions ahéliennes propres (|ui permutent transitivement les soussyslèmes en remplaçant les uns par les autres les indices correspondants,
et qui transforment les uns dans les autres les groupes A, A^, et les
substitutions XV,, XV Le groupe L peut donc se construire à l'aide
des groupes A' et L„ de la manière indiquée au n" 607, avec cette seule différence (|uc A' ne permute plus les sous-systèmes primitivement.
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Lc’ groupe L clanl priuia'irc, l.,„ le sera; s’il clail dccoinf)osable, on verrail, eomme tout à riicurc, que I. peut se ronstriiire à l'aiilc d'uii groupe A" et d'uH groupe l.„„, de degré moindre que L„, etc.
Ou pourra donc, sans nuire a la généralilc des résullals, ndinelire que dans la eonslruction du n" G07 le groupe L. est indccoinposable, pourvu qu'un ndnicUe d’autre paît que le groupe A puisse être remplacé dans la construction par un autre groupe ü dont les substitutions permutent les systèmes transitivement, mais non primitivement.
(>K), La détermination du gruu|>e 1. se ramène ainsi à celle des deux groupes Ü cl L„, de degrés À et ce dernier étant indécomposable, l’ar la première de ces deux questions, on retombe sur le problème A, mais avec un degré fort abaissé. La seconde fait l'objet des sections suivantes.
J II. — Gkoli'Es isüéro.MeusviiLiLS n»; l'RrMiÈRr catécohie.
(>14. Suit r un groupe résoluble et |iiimaire aussi général que possible parmi ceux qui sont contenus dans le groupe abélien (dans l'un des groupes bypoabélicns) de degré Celles de ses substitutions (|ui sont abéliennes propres l'ormenl un groupe, évidemment permutable aux substitutions de F. Un pourra doue y déterminer (d’une ou de plusieurs manières) un faisceau K permulable aux substitutions de F, et dont les substitutions soient éeliangeables entre elles. Ce faisceau étant choisi aussi général que possible, on pourra ramener ses substitutions à la forme canonique (240-244.); car F étant primaire, le groupe C formé par l’ensemble des substitutions abélienncs (bypoabéliennes) permutables à F le sera a forliori : et suivant <|ue F sera de première, seconde ou troisième catégorie, nous dirons que F est de première, seconde ou troisième eatégorie. Nous poiirroiis d’ailleurs étendre cette définition aux groujies décumpo.sables dans la construction desquels ligure le groupe F.
Nous supposerons dans ce paragraphe que F est de première catégorie.
615. Les indices indépendants étant choisis de manière à ramener F à la forme canonique formeront un seul couple de systèmes conjoints. Car s’il en existait plusieurs, chaque substitution de F remplacerait les indices d’un cou(dc de systèmes par des fonctions de ceux d’uii même couple de systèmes. D’autre part, les exposants d'écbange de deux indices quelconques
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ii|)|iiirtenant à deux roupies dilTérrnts soûl congrus à /.éro. Celle double propi'iélé subsisterait évideniinenl si l'on prenait dans clia(|ue couple pour inilircs indépendants, au lieu des indices imaginaires actuels, les fonctions réelles dont ils dépendent. Le groupe T serait ilonc décomposablc, eontrairenicnt à riiypotbèsc.
Soient V le nombre des séries dans cbai|U(; système, ix le nombre des indices de chaque série. Nous désignerons par x”, y?,... les indices de l,i r-h 1*'“' série du premier système, cl par ,r,l, y,!,... ceux de la série conjointe: par C,„ C,„ CT,„... les substitutions correspondantes. Kniin
nous profilerons de ce i|ui reste d'arbitraire dans le choix des indices pour faire en sorte que les exposants d’échange (tij^C,,.), .. soient con-
grus à l'unité, et les autres à zéro (2Ki). Quant aux caractères de ces suhslitulions lorsque V est contenu dans l'un des groupes hypoabeliens, ils seront congrus à zéro (292).
(il 6. Le nombre p" sera > En effet, chaque substitution de F multiplie les indices d’une même série par un même facteur complexe a, formé avec la racine i d’une congruence irréductible de degré v; et les facteurs par lesquels elle multiplie deux séries conjuguées sont réciproques (241). Eela pn.sé, si />'•'= a ou 3, on aura toujours a"' «(mod./i), et les deux séries
conjointes se confondront en une seule; si p'" = f\, d’oii p = 3, v = 2. on aura a"' =îa'’{mod./;), et les deux séries conjointes seront conjuguées. Dans l’un et l'autre cas, F ne serait pas de première catégorie.
617, La substitution W, qui laisse invariables les indices du premier système, cl multiplie ceux du second par g, racine primitive de la congruence ! (mod.^) appartient h F. En ctfel, formons la suite U,
G',... des groupes résolubles primaires les plus généraux parmi ceux où les indices se groupent en séries cl systèmes comme dans F: puis clfaeons dans ces groupes toutes les substitutions qui ne sont pas abéliennes (hypoabéliennes). Les substitutions conservées formeront une suite de groupes résolubles (521), parmi lesquels se trouvera le groupe F. Or la substitution W se trouve contenue dans chacun des groupes G, G' D’ailleurs elle mul-
tiplie tous ceux des exposants d'échange qui ne sont pas congrus à zéro par un même facteur g (et n'altère pas les caractères, qui sont tous congrus il zéro, et qu’elle multiplie par de simples facteurs constants). Donc elle est ahélienne (hypoabélicnne) et sera conservée dans F.
Le groupe F aura donc l’unité pour expo.sant et résultera de la combi-
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naison de \V avec le groupe A, formé par celles de ses substilulitms f|ui sont ahéliennes propres.
Posons
■fl.::; [ . ( ~ (— n'ri*',... ],
<i’= I xUr! I-
On voit iminédialeinent (|ue ee.s deux substitutions sont réelles et abélicnnes propres liypoabélicnnes).
Soit inaintenanl S une substitution (|uelconi|ue de A; elle remplace les indices xJJ, par îles fonctions linéaires des indices x,', v’,... d'une même st'rie; on aura donc S = ^ étant une nouvelle substitution abélicniie
propre (bypoabélienne) qui ne déplace pas la première série du premier système.
619. Idiercbons la forme générale de la substitution ^ . Soient ar', 4- a,x‘, ■+■ /»,)•;
les fonctions par lesquelles elle remplace les indices xJ, yX,...; elle remplace les indices de la série conjointe x,',,yi,... par des fonctions
de ces mêmes indices. Quant aux indices des séries conjuguées de res deux-là, elle les remplace par des fonctions conjuguées des précédentes. .J transformera donc C„, C„, C„. C,„... en
fîf c:,r ' c/ . . . , t;;!:' t:.; ■
dont les caractères sotit également congrus à zéro. Pour que leurs exposants d'échange soient congrus à ceux des substitutions dont elles sont transformées, il faudra qu'on ait
I «r’ as' ,1 ç' *ç’ -e I , af' jSr' nç' o, ... ,
\ ftc' x'' éÇ' aÇ'-e . . . ^o, A/ -*. 6ç' 4- . . . = i
(ioo<i./i),
Ces relations, qui doivent subsister pour toute valeur de r, expriment que
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les lieux suliütiUiliuns
(») I .... Iif' xt + a';’ , lif' Xl + hr' y‘ + |,
(1> ! xi’' X* pi"' xi‘,'x’ + -i- |,
Dpérées sueeessiveincnl sur les imliccs liu premier syslème, auraient pour prniluil ruiiilé. Klles pcrmellenl île ilélermincr sans diflicullù et sans ain-
liipiiilé les roellieicnt-s «, fi a,, fi en funelion île a, a, h, h
pourvu i|ue le ilétenninant A de la siilislitution (a) ne soit pas congru à ïéro. (S'il l’était, le ilétenninant de ^ serait lui-iviénic congru à zéro, étant évidennnent le produit de deux délerininants partiels, dont l’un ne dilTérr de A <|ue par le eli.ingeinenl des lignes liorizonlales en verticales.)
Cliacune des substitutions ^ et par suite chacune des substitutions de A est donc coinplcteinent déterminée lursi|ii’un eonnait les ronctions (|u’elle (ait succéder aux indices de la |)remière .série du premier système; nous pourrons donc, dans la représentation de ces substitutions, écrire seulement ce (|ui se rapporte à ces indices et laisser le reste sous-entendu.
tiiO. l’armi les substitutions ;j que nous venons de déterminer, on doit distinguer spécialement celles de la forme
I nj;. rt.i:,... [.
Les substitutions de K sont de cette forme. Réciproquement on voit, comme au 11” 617, que toutes les substitutions de. cette forme appartiennent à 1’. D’ailleurs elles sont abélicnnes propres (bypoabéliennes], échangeables entre elles, ei forment un faisceau permutable à toutes les substitutions de I’; ce faisceau, ne pouvant être plus général (|ue K, se confond avec lui.
Si cliai|uc série ne contient qu’un indice, les substitutions de la forme ^ se réduisent à celles de F; adjoignant à ce faisceau les substitutions Si, <î, ipil lui sont permutables et sont échangeables entre elles et la substitution \V, on obtiendia le groupe clierché F, qui ne pourra être déterminé que d’une seule manière, et dont l'ordre sera évidemment égal à — i)(/> — i).
62t. l’assons au cas plus général où chaque série contient plusieurs indices. ,
Lcsi.mi:. — lx‘ gruufte A rst dérivé de celles de ses substitutions qui sont de la forme jointes à une substitution unique, de la forme AV' ou à deuxsubstitutions, i une de la forme A^, l'autre de la forme V' .J .
5çj
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Eli elTol, r étant |ii')maire, contient une siiiistitiition 1 qui |ieriniili’ cuire eux les lieux systèmes. Soit g' le l'aclcui- jj.ir lc(|ucl elle niulti|ilic les exposiinls irécliange : A contienilra la snlistiiiition \V ''1 qui perimiie les systi'nies, et par suite sera de la Ibrine et A résultera de la eoinlii-
iiaison de cette substitution avec d’autres siilisliiulions .in. , = ^ ,
.1R.J — qui ne déplacent pas les systèmes. Soit d le plus grand com-
mun diviseur de y, p,, p,,...: A contiendra une substitution de la l'urme et IR.,, résulteront de la combinaison des puissances de )î-avee
des substitutions de la forme
Soit nisfmlcnant k un entier tel, que Xo'+ s„ soit positif et <d; A contient la substitution * = Aiff- j,. X-‘, laquelle, combinée à et aux siibsliintions .j., reproduira évidemment tout ce groupe.
Si mo'-+-jS„ = o, cette dernière snb.stitntiun .se réduit à la forme et le lemme SC trouve démontré. Dans le cas contraire, A contient s“, qui est de la forme Donc a(Xtf-i-6, ) est un multiple de cî, et comme
Xd + p, < d, a(Xd -t-pn) = d; Jî se réduira alors à la forme s‘ et A résultera de la combinaison de s avec des subsliluliuns de la forme ce i|ui démontre notre proposition.
Vrl'î. Tiikoiicvie. — /a? groupe I' contient des substitutions de ht forme. autres que celles de F.
S’il en était autrement, F résulterait de la combinaison de \V et de F avec une substitution de la forme ou avec deux substitutions, des formes
.AJ^el Nous allons prouver que dans l’un et l’autre cas, F ne serait pas général.
PiiE.Mii'R c.vs. — Soient/,,/,,... les substitutions de F: J./,....:
■îi.4* ïi./i. relies de la forme ^ |^, se réduisant à l’unité (39jjt la substitution qui, combinée à F et à W, reproduit F. I.es groupes
F„. F,,... transformés de F par les substitutions .J sont rcspcclivc-
inenl dérivés de \V, F et des transformées de Ces transformées sont
évidenimcni de la forme supposuns-les égales respcclivemenl à
âia'*^,./ÿ., Deux cas .«eront à distinguer :
i” Si ^1 5"’ sera permutable à F et pourra lui être adjointe de
manière à former un nouveau groupe plus général.
a“ Si au contraire les substitutions .J,_, i,,.... sont tontes ilistinetes, elles reproduisent toute la suite ^ ; l’une d’elles, par exemple,
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!<i' l'ùilnit donc il l’unité. I.a sub.stitmion (le furme {
écliangealdc aux subslilulions .'<1, u*. F, W le sera à toutes les sulislitiitions lie r,: sa transformée par le sera à celles de F, et pourra s’adjoindre ii ce {,'t'oupe.
Srco.xn cas. — Soient et les deux substitutions (lui,
jointes il W et à F, reproduisent F. I.e carré de est de la forme*.^, et appartient à F; donc il appartient à F, par bjpolbèse. IVailIcurs A*, niullipliant tous les indices par — i, appartient aussi à F. On aura donc
,A '.j',H2’=r.fl->.(A:j';’=/, iFoii ^'= A-^*'A— /,
étant l’une des substitutions de F.
Or soit
■?' — I a:;,/;,. . . «,r; + /ij l +-..., fl, a-; + lt,r‘ -I- |.
Sa coujointf A~' sera
I J . IJ-; + a- . . a, x; -t- -t- |.
et aura pour réciproque la suivante (61b)
lA- 5'A) ‘ = I x:. . flxî efl./;-!-.. , hx\-*-h,y\ 'r |.
tiela posé, l’égalité des deux substitutions ^ et (.A*' donnera 11= fa, hsifa,,..., a,^fb, h.'Sifb,,... (inml.pl, et deux cas seront à distinguer :
i" Si /&= I, on aura b-— a et les coellicienLs symétriques par rapport
à la diagonale seront égaux dans l’expression de
2" Si I (mod.p), les cocllicients diagonaux u. b,,... seront nuis. 1,’nn au moins des autres coefficients, tel que b, ne sera pas nul; et les relations b=fa,, a,s^/b donneront /’i-; i, d’oii f= — (• I.es coefficients symétriques par rapport à la diagonale seront donc égaux et de signes contraires. Dans ce dernier cas, le nombre des indices sera pair, sans
i|uoi le déterminant .A de a, b (/,, b s’annulerait; car en cbangeant
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I<‘s lignes horizoniales en lignes vcilieales, ce qui n'altère pas li* iléleriiiinatil, on eliangc le signe de tons ses termes. Dnnq il'oii -jià o
et enfin A=^o.
dette dernière eoncliisinn ne serait pas exaete si p était égal ii a. Mais, dans ec ras, les deux formes trouvées pour la sul)slitulion ne sont pas disiinetcs, ear les deux valeurs i et f- — i(inod.a sont idenli(|ues.
(>2l. Soit maintenant P, le groupe transformé de P par une sultstilution qiielisonque .J, de la forme .j. Il .sera résoluble, et ses subsiitulions seront abéliennes propres ( liypnabéiienncs). De plus, si P était général, P, le serait; car s’il était contenu dans un autre groupe analogue mais plus général f, , P le serait dans le groupe P', transformé de T, par D'ailleurs P, est formé des' substitutions \V. F. auxquelles .J, est éebangeable. jointes aux transformées de et de le.squelles sont évidemment des formes H .2*, ‘-‘f ^i - On peut se proposer de choisir 2i de telle sorte, (|iie l’expression de 2', trouve simplifiée autant que possible.
1)2.5. 1“ Soit /is ; et /) > a. La substitution 2,' *‘sl île la forme
e /«j; -t-.... + h, ri -s
\dmettnns d'abord que l'un des eoenicients diagonaux, tel que a, ne soit pas congru à zéro, et posons
d’où
.H- 2-'A= I x;,.r;,.. . x,-e /»: yl,.. . |.
L’égalité évidente
ir' il l' ~ •2'^’ •■'i 2' 2 '
montre que 2', es! égale à
A— 2iA-2'2' = I »xl-*-[al+ b)yl-i-...,.. . |.
. fiette substitution multipliera donc xJ j)ar un simple facteur cnnslani si l'on pose
D'ailleurs 2,, étant écliangeable aux-substitutions de F, le .sc'ra en parli-
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l'iiliiT à {■RJ'/: on aura donc
Donc aura la même forme générale i|uc J", avec celle circonslance |iacliciilicre que les cocfTicienls h,... s'annulent.
Soit donc
.2', — I j;,.»:, ax‘„ a oJ t-c.î'.a-. ...... |.
Si rnn des coelTicienls diagonaux tels que l>, est ^o(inod./>y, on ferij disparailre les coenieieiils c,... par une transfornialion analogue à la préeédentc.
On peut euntiniier celle réduction jusqu'à ce i|u'on arrive à une Iransforincc où les eueineienls diagonaux restants soient tous nuis. Mais on pourra, par une nouvelle transformation, faire en sorte <|ur l'un de ces cneflicients cesse de s’annuler.
Supposons, par exemple, que nous ayons dans .j', h,^c,SF?,..zizo. L'un au moins des coeiricienls doit dilTérer de ïéro, le déterminant de j', ne pouvant s'annuler. Soit, par exemple, ft-jjo. Prenons pour Iransfornianle la sulislitulion
,R j', aura pour transformée en posant
expression où le cocflicient diagonal aftjX est ^o. si /.^o.
On pourra ilonc maintenant reprendre la réduction, et arriver enfin à une dernière transformée .R où l'on ail simplemeni
ti27. 2" Soit f -ï— I , et i> > 2. On a
y-;, s;,... />y : + c;; -e..., — bx\ d i\ -cx\-ily \+ |,
et l'un des coefficients b, c,..., b par exemple, -sera 5o(niod./>). Prenons pour transformante la substitution
*',< =;.• x‘„ y-;, j; + ixi 4 /«y ; 4-.
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sera iransloinK’ en •'R 2*,, = élanl une nouvelle siili-
siitulion «le la même forme «jue mais «|ui remplaee x|), yl par
êr; + (i>iH t- f)ï’, -I-. .
on simplemcnl par v", — Ax", en iiis|)usanl des indélerminécs /. m,... «le telle s«)rlc <|ii'un ail
hm + c Œ O, il — ht ISO,. . . .
l’ar une suite de rédueliuns analogues à eelle-là, on arrivera enfin à une transformée oii l'on ait
Ii28. ■$" Soit P = a. On aura / « u. . — i . On appli«|uera la rédiietion «lu
11" Giô tant (|u'on aura des eoellieienis «liagonaux qui ne s’annulent pas. S’ils s’annulent t«iiis, on appli«|uera la léduelion du n" Ii27. Ou arrivera ainsi à une Iransforiuée où soit rc«luite à l’iine «les formes {/\i, fâ) «III à une forme mixte telle i|iie
|ti) - jr:, ri. i;.. .. rtx;, A.i :,. .. I
Ou pourra d'ailleurs supposer «|iie a, ù,... se réduisent à l’unité. Ko effet, si eela n’avait pas lien, il suffirait de transformer , ■A 5, |iar la sulisliltilion
pour olilenir une transformée analogue à mais «laiis laijiielle les «'oefli«-iciils ri, A,... .seraient remplacés par l’unité.
fiiiù. Suppo.sons la réiliiction ei-dessus effectuée, et soit '/'.j' ce ([u'est «levenu par celle suilc de transformations. Celle sulislilulion .sera
éeliaiigealile à aux sulislitulions F près. En elTct, la suli.sfilutitin étant «le la f«irme ^ et a|>parlcnanl ii F, .sera de la forme F et n’aura pas été altérée par les Iransf'oriiiations; ou aura «l««iic
/étant une siibslilulion de F.
Soit U’* J, une siilislitution quelconque de la forme et qui soit éeliangeable à .A aux F près : 011 aura évidemment '1’’ . V, V élanl une
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MDUvdlc sul.Miu.tion ,1c la fo,„,e 2. cl cchangcablc à .R;/ aux V près. Il ..-M clair ,|uc h's siiksliuilions V forment un groupe 9. ,|ui rontienl le groupe F.
hoient/,, les substitutions lie F; \\/„ V, f„. \,f, •
'•••IIps de|. T.an.sformon.s le groupe F„ .lérivé .le^.a eo..’.l,i,Vai"onX'’\\ F
<1 ï,. 'i par les substitutions V.. V Les groupes P„„. F ainsi
el.tenus sont résolubles, et leurs substitutions sont abélicnnes propres (bvpoa .ehenne.s). Kianl «Failleurs les liansforinés <le l’„, qui lui-même est tianslorme de F, ils seront transformés de F et seront généraux si F est general («2iJ.
Or ces groupes résultent de la eombinaison du groupe dérivé de W , F,
. auquel \ sont permutables, avec les IraiLsformées respectives de la substitut.».. U' .j',. Soient ces transformées.
• 1 es siibMilutiütis V... ne sont pas toutes distinctes, et que l’on ail.
|.ar exemple, V,, = V,,. le g.oi.pe F„. dérivé de la combinaison de F et ,lè avec 'X ou, ce qui revient au même, avec se eon-
om r.i avec le groupe F,„ ilérivé îles mêmes substitutions. Or V, transorme F en F„, = F„. que V,-' t.ansformc en F„. Donc V, Vr' sera permut.iDte a t„ et pourra lu. être adjointe. Donc F„ n’est pas général.
S. au coniiaiie les substitutions V,.. V,,.... sont toutes «lislinctes. elles
leprodu.ront à For, lie p.-ès toute la suite V.. V Soit alors S = ‘l'- V V, /
une subsl.tul.on quelconque de la fo.me ■x''-^. et qui soit échangeable à aux près. I.e grou|.c F' dérivé de la combinaison île S avec \V, F,
coïncidera avec l’un ,les groupes F„„ F, ; car soit V,, celui des
unies I e a suite \, .... qui coïncide avec V,: les'gfoupes F' et F„, peuvent tous deux être considérés comme dérivés de F, A , ■i’'' ’’ V . Si donc I était general, F' le sciait, i|iielle que fiit la substitution S.
Or nous allons montrer qu’on peut eboisir S de telle sorte ,,ue F' ne soit pas general. '
«30. I" .Si est de la forme ( 'j), on poiiira poser
et F' ne .sera p.as général, car on peut lui a.ljoimlre, si /.> a, la substi- ' liilion
si /) = a. d’oil «. , (028) celle-»-i
la-:, .y:, a-:.... I,
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I;ii|(iellv rs( écliaii^ciiblo :iiix subslitiitions (l<? I", cl u|i|ianictil ;i lu l’unnc { sans apparlcnir à F.
u" Si csl de la l'oniie ( S), on pourra poser
cl I’’ ne sera pas général, car on peul lui adjoindre la siibstitulion de l'oriiie ^
T=| a;, zl. .. taU i;.... |.
oii / est un cniicr quelcoii(|ue réel. Oclle substiluliun esl en elïet écbaiigeable il ebaeunc des siibsliliilions de F'; el / peut éire eboisi de Iclle sorle que T n'appartienne pas à F, à moins toulerois (|u'on n'ail /j = a, le nouibie des indices de la série .élanl quelconque, ou p = il. ce nombre se réduisaiil à a.
Même dans ces deux cas d’exception, le groupe 1" ne sera pas général, car on pourra lui adjoindre la substitution
qui esl écliaiigeable à ses substitutions, el n'upparlieni pas à F.
V' Si B la l'urme mixte (6), les mêmes raisonnements seroni évideininenl applicables,
l•;ll. I .CS substitutions de la rorine eonleuucs dans F, rurmcnl un groupe partiel évidemment permutable à toute substitution de F. On pourra donc y déterminer un raisccau 0 plus général que F, dont les substitutions soient cebangeables entre elles aux F près, et auquel tonte substitution lie F soit permutable (.528). Si ce l'aiseeau peut être déterminé de plusieurs manières, nous le cboisiruns de telle sorte que son ordre soit minimum.
Un verra comme aux n"' 559-51»! que G résulte de Ut combinaison de F aeer une double suite de substitutions A,, B,;...; B, telle, que cliaeune de ces substitutions soit échangeable à toutes les autres, sauf à son associée, à laquelle elle est liée par une des relations suivantes
B:'A,lt, ll.'A.lt, _0 A.... ,
où 5 désigne la substitution
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te facteur 5 étant une racine primitive de la congruence
6*15 1 (moij, /}),
et rt un nombre premier, qui dieiie p* — i .
On verra ensuite, comme aux n"' 5f>2-56i, que le nombre p des indices de chaque série est un multiple de. k", tel que p'î:'’; puis on remarquera que le choix des indices indépendants dans la première série du premier système na pas été fixé d' avance! et l’on verra, comme aux n°" 505-576, qu'on peut en disposer de telle sorte, qu'en désignant les indices ..., sd,, par le symbole
général [z,^,...t]',où les indicateurs |j, ... en nombre <7, varient de o à n — I, et l'indicateur e de o à p' — i , les substitutions .S,, B,;..., B, prennent les formes suivantes ;
t A. = iu.^,...o: Ht’ A, = |[|, 6U[i
•£]:i. n.= i U, ii.i ci:i.
à moins qu'on n'ait à la fais p'“ — 'i (moil. iJ) et n = 2, auquel cas e/B, pourront avoir, soit les formes ci-dessus, soit celles-ci :
A.= -)-i, Ç,,.... tj*. |.
a, étant un système de solutions de la congruence
— I (niüd. y>).
632. Soient maintenant X' = une substitution quelconque de 1';
f„ B','"’ B*/’... et gn A','"' Bf’’.V/’B''"’... les transformées de A„ et B„ par O (f„ et g„ étant des substitutions de F). Faisons correspondre à la substitution x> celle-ci
V = I X., . d,x, s- c,y, b',x, -i- d', y, . [ (mod. t:).
On verra comme aux n” 577-578 que si l'on n'a pas à la fois ^'^3(inod. 4) cl r. = 2,
V fera partie du groupe abélicn de degré r”, et multipliera les exposants d'échange par (— que si /)'‘ = 3 (mod. 4) et :r = a, V fera en outre
4U LIVRE QL’ATRifcME.
partie du premier ou du second groupe hvpoabélien, suivant que A,, B, auront tes formes (7) ou tes formes (8),
Kéi'lpro(|ucnicnl. soit V une suj/stitution abélienne {/lypoabélienne] de degré et qui multiplie les exposants d’échange par ( — On verra,
comme aux n'” 570-580, i\u’ il existe des substitutions de ta forme qui
ont V /mur corrélative ; et que ces substitutions sont de la forme ttC'i^i^, ï étant une substitution de la forme
et G une substitution de la forme
Oïl voit enfin, comme au n" 581, que si P contient une substitution s, f, de la forme «f, il contiendra ses deux conqiosantcs F,.
G33. Si fl' SC réduisait à l'unité, l’indicateur t, n’élant suscc|itilile que d’une seule valeur, pouiTait être supprimé sans inconvénient, cl les substitutions de la forme F se réduiraient a celles de K.
Supposons, pour plus de généralité, que fi' soit > 1 . /.c grou/ie I' contiendra des substitutions de la forme F. autres que celles de F. Nous allons prouver en effet que s’il en était autrement, F ne serait pas général.
Dans le cas que nous discutons, P résulterait de la combinaison de \V avec des substilutions de la forme S et une substitution de la forme .R'/'s'f', ou deux substitutions ayant respectivement les formes .'is'F' et «/'«'F'' (Oâl ). .Adoptons cette seconde liypotbè.se, qui complique légèrement la démonstration.
La substitution
( 'jr* s' G" )- ift «' G' )- ' If< G * . *• G' = V
appartient évidemment au groupe P et à la forme elle est, par bypotlièse, de la forme ». D’autre part, chacune des substitutions .R, >jf, F', G" tr.'insCormant les unes dans les autres les substitutions de la forme », celle siibstiliition pourra évidemment se mettre sous la forme
(‘r*F")-'(AG.')-"i'*G'.AG'.i',
2' étant encore de la forme ».
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Dune sera de la forme S; mais elle est évidem-
menl lie la forine G; c’esl donc Tune des sultsliltilions F communes aces deux formes. Les deux suhsiitulions AG' sont donc échangeables entre elles aux F près, et comme elles sont permutables au faisceau F, le groupe
Jk = (AG',
sera résoluble.
(’ela po.sé, réunissons dans-une même classe les indices pour lesquels t a la même valeur : chacune des substitutions de A se compose d’altérations pareilles, exécutées simullancment sur les indices des diverses elasscs. Considérons isolément les altérations F,, ‘1’’„g', a, g'„ qu’elles font subir aux indices de la première classe; elles forment évidemment un groupe A. résoluble, et n’altèrent pas les exposants <l’échange (ni les caractères) des substitutions correspondantes à ces indices. Mais soient I),, D', les groupes
Tes plus généraux parmi ceux dont les substitutions, opérées sur les indices de la première classe, n’altèrent pas les exposants d’échange (ni les caractères) des substitutions correspondantes; chacun d’eux contient des substitutions autres <)ue celles de F,, qui remplacent chaque indice par une fonction de ceux de la même série (022). Soient D„ celui de ces groupes qui 'contient A, ; celles de ses substitutions (|ui ne déplacent pas les sé-
ries; le groupe /*„,...) sera résoluble, et permutable aux substitutions de D„, et notamment aux substitutions <f*„ g'„, Ao g'„.
Soient maintenant i\ les substitutions de la forme G qui fout subir
aux indices de la première classe les altérations /’„ Elles forment
évidemment un groupe résoluble, permutable aux substitutions AG', </'G", on, comme les substitutions de la forme S sont échangeables ii celles de la forme G, pennulable aux substitutions .as'G', u’*«''G‘', ainsi qu’aux antres substitutions de la forme S et il \V, dont F est dérivé.
Le groupe dérivé de la combinaison de ! /', /' ,...) avec F est donc résoluble (.'>27), et plus général que F; car l'une au moins des substitutions/',,, n’appurlenant pas à F,, l’une au moins <lcs substitutions /', /",... n’apparliendrn pas à F, et par suite, ne sera pas contenue dans F.
Il reste à prouver (|ue chacune des substilulinns /', /", . . . adjointes à I', laisse invariables les exposants d’échange (et les caractères). Or /'„ n’alti're pas le.s exposants d’échange mutuels (les raractères) des substitutions correspondantes aux indices de la première classe; donc /', qui donne à ces substitutions les mêmes transformées, ne les altérera pas non plus. Par une raison de symétrie évidente, elle u’alléiAra pas les exposants d’échange mutuels (ni les caractères) des substitutions correspondantes à deux indices
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t|Ui'lc'on(|ues d’une même classe. Enfin, soirol x, deux indices appailenant à des classes difTérentes; ,r, x',... el _y, j',... les divers indices de leurs classes respeclives. I.es substitutions Cj, Cj-,... coiTespondaiitcs à x, x',.,. ont des exposants d'échange congrus a zéro avec chacune des substitutions C,., I.eurs transformées par qui sont de la forme
auront donc aussi des exposants d’échange congrus à zéro avec les Iranstorinées de C,. qui sont de la forme (IJ
l)3i. I.e groupe formé par celles des substitutions de F qui sont de la forme e est évidemment permutable à toutes les substitutions de F. On jiourra donc (.528) y déterminer un faisceau G' plus général que F, permutahle aux substilulions de F, et dont les substitutions soient échangeables entre elles, aux F prés. Raisonnant comme précédemment, on verra :
i" (}uc G' rc!s«//e (/c la combinaison de V avec une double suite .V,, If,
A', , If, dont chaque substitution est échangeable à toutes les autres, sait/ à son associée, à laquelle elle est liée par une relation de la forme
5' désignant la substitution .
où le. facteur 6' est une racine de la congruence 5"^== i (mod. p), cl n' un diviseur premier de /F — i .
a" Que les f indices qui se déduisent l'un de l'autre par la variation de e peuvent être remplacés par d'autres indices indépendants, se. partageant en n"' suites^ en réunissant ensemble ceux, en nombre fz"= que A’, , . . ..
A’,, multiplient /mr les mêmes facteurs : et (|u’cn choiiissant convenablement les nouveaux indices, et remplaçant l’indicateur unique t par cé indicateurs r,,, ■r,,,... variables de o à n' — i, et un indicateur é variable de où p." — i, on fmurra mettre les substitutions A', , B', , sous les formes suivantes :
j B', ll.î,,
à moins que l'on n'ait p' 3 (mod. 'i) et n'= a, auquel cas A', et If, ftourroni avoir, au lieu de la forme précédente, celle-ci :
(lO)
I [;• •• e'I. — vi,
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On pourra opérer, cette réduction de telle sorte que les expressions des sultstilutions F, A,, B,,..., « ne soient pas altérées, sauf le remplacement de l'indirateur unique i par les indicateurs r,,,..., é.
3“ Qu’à chaque substitution X' de F, qui transforme A’,, B’,,... m A •' B g\ A',-' B,*"' correspond une substitution
tqipnrtenant au groupe abélien {et dans certains cas à l'un des groupes hypoabéliens) de degré .
4® Que chacune des substitutions de la forme F qui entre dans l'expression des substitutions de F est le produit de deux substitutions partielles, avant les formes suivantes :
5“ Que si F contient une substitution de la forme G, d rontiendra les deu i facteurs partiels dont elle est le produit; <|uc si i , F contiendra des substitutions de la forme ( i a), autres que celles de F ; que parmi ces substitutions on pourra déterminer un second faisceau G“, analogue à G et à (F; de.
635. Supposuns, pour lixer le» idées, que pi" se réduise à l’iinilé. I.es sulfstitiitions de b forme (i a) se réduiront" il relies de F.
Soit niainlennnt X'= une .«ulislilulion quelconque de F : oii pourrit
lui déterminer deux corrélatives V, V', appartenant aux groupes aitelien» (liypoabcliens) de degrés n”. et y inullipliant les exposants d’échange par ( — i)''piP(mod. jr). (— (inod. Les deux groupes A, res- .peclivement ronnés par les substitutions V et par les substitutions V . serunt résolubles et primaires (58i).
636. Réciproquement, soient L, L' des groupes résolubles et primaires, respectivement contenus dans les groupes abéliens {hvpoabeliens) de degrés a'®.
Associons leurs substitutions de toutes les manières possibles, de telle sorte que deux substitutions associées V' multiplient les ex/>osants d'échange par des facteurs respectivement congrus suivant les modules tt et n', à une même, expression de la forme ( — i f p^. .1 chaque système de substitutions assoiiees on
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pourra faire correspondre une substilulion <), de la forme dont V, V'
soient les correlatiees. Le gmupe V foriné par les substitutions ainsi dt terminées,
jointes aux substitutions \V, K, A,, B A’,. B',,.™., sera résoluble (585),
et restera le même de quebpie manière qu'on choisisse la substitution V' (58Ü^. Son ordre est égal à p — i fois l'ordre de A , lequel sera égal à
yr; -lAié- i)’
d, d’ , tu, 'U ayant la même signification qu'aux n"* 590-501, et k étant le nombre de systèmes de valeurs de ~ (inmi. a) et de p (mod. v), tels, que ( — l ÿp"' soit congru <t une puissance de g* (niod. n) et à une puissance de g"' (mod. jt’) {,590-.501 ).
On l•l•mal■(|u^‘ra d'ailleurs qu'il faut, pour que F soit primaire, qu'il «•ontiennc une siihstiliition qui permute les deux systèmes : elle sera de la forme Il faudra donc que parmi les systèmes de valeurs ci-dessus déter-
minés pour r, 6, il y en ait un au moins pour lequel on ait T = i .
<>57. La consirtielion du groupe F qsi ainsi ramenée à celles des groupes auxiliaires I., I/, qu'on devra clioisir^liaeuii aussi général que possible dans sou espèce. Leur délerminalion conduit donc au problème C. Kn les (dioisissanl diversemenl, on obtiendra pour F autant de grouftes différents. Mais fé /'on prend successivement pour L, par exemple, une suite de groupes semblables entre eux 588), les divers groupes F ainsi obtenus seront euxmêmes semblables entre eux (589).
638. Ucmarque. -- Soit F un groupe de première catégorie construit eomine il vient d’être indiqué. Prenons [loiir imliees indépendants, à la place des indices jJ! du premier système, les fonctions réelles x',,
r'j,... dont ils dépendent; et pour imliees indépendants dans le second système, il la place des indices imaginaires (s, I,. des fonctions réelles y', , y',,... choisies de telle sorte que les exposants d'échange C,' ), '(Cj'jF.j'J, . . . soient congrus à i , et les exposants d'échange (Cv,<y,).-.. congrus à zéro. Cela sera toujours possible (293), et dans le l'as oii le groupe doit être hypoabélicn, les substitutions Cj', auront
toutes le caractère zéro. Le groupe sera donc contenu dans le groupe hypoabélien de première espèce (293). ,
Soient a-,, y,,... les indices imaginaires. Les nouveaux indices x\,y'^,... auxquels le groupe est actuellement rapporté, sont desfonclionsdea',,y
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(|ui ne sont délcrminées que par les exposants <rpcliaiigc (et les caraelèresj lies sul)stUulions comsponilanics. On pourra les choisir île diverses' manières, et obtenir ainsi divers groupes; mais eliaeun de ces groupes est semblable à celui qui correspond ii la solution évidente jt', = J',, v', = v,,... Car on l'y ramène en le translormant par la substitution
laquelle est évidemment abélienne propre (bypoabélicnne).
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639. Suit r l'un des groupes cberehés. I.es indices indépendants étant l'boisis de manière à ramener son premier faisceau F à la rurme eanoniqne, .se partageront en systèmes, contenant chacun av séries, contenant je indices; et la r''"‘ série de chaque système sera conjointe à la r-^- v''"'
On voit d’ailleurs, comme au n® 615, qu’il n’y a qu’un seul système, sans quoi r serait décomposable.
Soient a:,, »,..., les nouveaux indices;
C,.,... les substitutions correspondantes. On peut choisir ces indici-s (2i7-25l) de telle sorte qu’ils se partagent en deux espèces : i® les uns, X, y,... associés deux à deux, de manière qu’on ait
(i3) (niod. /.);
les autres, u,... tels que l’un ail
04) (r,,C.,^,)3er’,
e étant une racine, arbitrairement choisie, de la congruence
(i5) er'-*=— I {mod. />);
les autres exposants d’échange étant tous congrus à zéro. Il pourra d’ailleurs se faire qu’il n’y ait d’indices que de l’une de ces deux espi-ccs. Quant aux caractères des substitutions C^.,,... dans le cas où F est bypoabélicti, ils seront congrus à zéro (292).
Chaque substitution de F est complètement déterminée lorsque l’on connail les fonctions qu’elle fait succéder aux indices de la première série, car elle remplace les indices conjugués par des fonctions conjuguées. Nous
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poiiiTori.s donc, dans l'expression de ces substitutions, supprimer comme supernucs les indications relatives aux autres indices.
tUO. Soit / une racine arbitraire de la congruence
(iti) (mod./;).
Ullc pourra s’exprimer en fonction de l'imaginaire i de degré av qui a déjà été introduite : car clic satisfait à la relation
(inod. fi}.
, t'.ela pose, la substitution
■f = 1 x„ y, x„ y lu 1
cstabélienne propre (hypoabéliennc) ; car elle transforme
(C.,C.,«) en (C.,_, a,
qui lui est égal en vertu des relations (i/|) et(i6).
Soit maintenant une substitution de 1’, qui remplace les indices de la première série par des fonctions de ceux de la o + i"'"' par exemple; on aura évidemment <> = ^ étant une nouvelle substitution abélicnne { hypoabéliennc) qui ne déplace pas les séries: et 1’ résultera de la combinaison de celles de scs substitutions qui sont de la forme ^avec une seule substitution, de la forme (.")57).
Parmi les substitutions de la forme on doit remanpier celles de la forme
(17) 1 = 1 J., « ax„ ay„..., au,,... |.
à laquelle appartiennent les substitutions de K.
Une substitution de cette forme multiplie les exposants d'échange par Pour qu’elle soit abélienne, il faudra donc que l’on ait
(18) = m (mod.^l,
rn étant un entier réel; congruence dont les racines, satisfaisant a fortiori à la congruence
ar"~' = m r'~' æ 1 ( mod . p ),
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s'exprimeront sans nouvelle imaginaire. Uéciproquemenl, un voit, rumme au n“617, (|iie rconlicnt toutes les substitutions île la forme (17), où a satisfait à une congruence de la forme (18). Kn particulier, celles ilc ces substitutions pour lesquelles m = 1 seront abéliennes propres, et appartiendront à K.
D’autre part, soit W l'une de ces substitutions, pour laquelle on ait m = g; \V multipliera les exposants d’échange par gi donc 1' aura pour exposant l'unitc, et résultera de la combinaison de \V avec des substitutions •abéliennes propres.
Cil. Si chaque série ne contient qu'un indice, les substitutions de la forme ^sc réduisent à celles de la forme {17); adjoignant à ce faisceau la substitution <î qui lui est permutable, ifh obtiendra le groupe cberché I", qui ne pourra être déterminé que d’une seule manière, et dont l’ordre est évidemment égal h av (/»•-!- i)(/> — 1).
6i2. Passons au cas plus général où chaque série contient plusieurs indices.
TiiÉoiiéxis. — 1^. groupe T contient des substitutions de lu forme autres que celles de la forme 4’ .
Nous allons prouver en clïet que s’il en était autrement, P ne serait pas général.
Soient '1',,... les substitutions de la forme 4’, l'i,...; i.i *l’o,
;j, 4', les substitutions de la forme ^ étant égal à l’unité): la
substitution (|ui, combinée aux 4', reproduit P, par hypotbi'se. Les
groupes Po, P respectivement transformés de P par les substitutions
^ sont respectivement dérivés des 4' et des transformées de
Soient transformées. Deux cas seront à distinguer :
i*Si = ^j,, ?iîr' permutable à P. et pourra lui être adjointe, de manière à former un groupe plus général (5.â8).
2" Si au contraire les substitutions sont toutes distinctes, elles
repro<luiscnt toute la suite 5 ; l’une d’elles, par exemple, se ré-
duira donc à l’unité. On peut alors déterminer une substitution X, de forme cl permutable au groupe P,, dérivé des 4' cl île >/'4'^,. En effet, s’il existe des indices a-, v, de première espèce, on pourra poser
X = I x„ .r„. . ., Il —X,,...,
et si tous les indices sont de seconde espèce, on posera X = | «„ H,. «',... ].
I« LlVnE ül'ATHlÈME.
La li’ansfoimée de X |iar sera de (bnne ^ el permulablc il 1'. Elle |M)iirra doue lui être adjointe, cl re groupe ne sera pas général.
C.oROLi.AiHK. — r conlienl <hs subslilulions abéliennes propres de la forme ^ aiiires tpte celles Je F. Far soient 2, une suhstitulion de la fonne .^i|ui soit eonlenue dans F sans cire de la forme M': le facteur par lequel elle mul-
tiplie les exposants il'érliange ; F contiendra la substitution W i|ui est abéliennc propre, de forme .J et n’apparlienl pas à F.
(U3. Les substitutions abéliennes [iropres de forme .J, eontenues dans F, forment donc un groupe partiel, plus général que F : il est d'ailleurs évidemment permutable à toute siibi^ilulion de I'. On pourra donc y déterminer un faisceau G plus général que F, dont les substitutions soient éebangeablcs entre elles aux F pri-s, et auquel toute substiluliou de F soit permutable (328). Si ce faisceau peut être déterminé de plusieurs manières, nous le eboisirons de telle sorte que son ordre soit minimum.
Ou verra, comme aux n“* .ô5!)-3(il, que G résulte, de la combinaison de F acee une double suite de substitutions U,;...: A^, B,, telle, que chacune de ces substitutions soit échangeable à toutes les autres, sauf à son associée, à laquelle elle est liée par une des relations suivantes :
où 5 désigne la substitution
I a-„ « 0r„ Ou |,
et le facteur 5 une racine primitive d'une congruence binôme de degré premier
6‘-=i (mod./;).
La substitution 6 devant d’ailleurs faire partie de F. on* aura = i (mod./»), d’où p’-c-t^o (mod. a).
On verra ensuite, comme aux n"' 3G2-3C6, que le nombre jx des indices de chaque série est un multiple de té’, tel que fté’, et qu’o/i peut remplacer les indices actuels par d'autres indices s ^ choisis de telle sorte que les substi-
tutions .A,, B,, .Aj, Bj,... prennent la fonne
•A,= ; u,ï,...cj, a.om
DE LA Kfc«>UJT10N PAU RADICAIX. IK.1
Si n est preniier impair, cliaciin des coellicicnis a,, sera le proihiil d<' fadeurs /, 9, S. duii( cliacuii est le eoelTicienl d’une sulisliliilion de F (5ES). Ils s’exprimeront donc sans inlrodticlinn d'imaginaire, d on pourra les su/>- /mer réduits à Vunilé. (’.ar si l'on désigne par a,, b les sulislilulions
|[ï.|....£]. «, IS. I
(pii sont contenues dans F, G sera dérive" de la combinaison de F avec la double suite a~' A,, b~' U,,..., où les coefficients ont disparu.
Si fr = 2, cbaciin des coefficients a,, b,,... sera le produit de facteursyi O. par un facteur J',j étant une racine primitive de la congruence
j'^i ( müd. /i) ;
d'ailleurs, 1 étant divisilde par 2, p^'— 1 le sera par 4: on aura donc ye”-' = i (mo(l./<).
Donc y, et, par suite, a,, b,,... pourront encore s'exprimer sans introduction d’imaginaire nouvelle. Mais deux cas .seronLà distinguer : i" Si /»’' -t- I est divisible par 4, on aura
yr'+'si (inod. p);
F contiendra la substitution
et l'on pourra, comme dans le cas où a est impair, réduire à l’unité cbacuti des coefficients a,, h,
2" Si I = 2 {inod. 4). y n’appartient pas à F:niaisy'’=5 lui appartient. Cbacun des coefficients a,, b sera donc de la forme / ou de la
formcy[/', /étant le coefficient d’une des substitutions de F. Suivant (pie le coefficient considéré, a, par exemple, sera de l’une ou de l’autre de ces formes, les racines de la congruence caracléristiipie de la substitulion correspondante A| satisferont ou non à la congruence
(nlod. /i).
Or, en opérant comme au n°.570, on verra que les facteursoj.i.,... pourront être réduits à l’unité, et les facteurs tt,, b, tous deux à l’uuite, ou tous deux à y.
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645». Soieiil les substitutions correspondantes aux nouveaux iii-
iliccs [I, Leurs exposants d'échange ne sont pas altérés par les substitutions A,, B,j Aj, ■
i" Or A, multiplie l’exposant d’échange
Cr^r,....'.r*.) par (af'*'
Si O, = I, ce facteur, ne se réduit à l’unitc que pour = Donc l’exposant d’échange considéré doit s’annuler si Ç, <?,.
Si a, = y, ce qui n’a lieu que si p'‘-h i = a (mod. 4). eo facteur ne se réduit à l’unité que pour :=|, -i- i . Donc l’exposant d’échange considéré s’annulera si
2“ B, le transforme en c.r+v)- Donc si
fl, = a, = I , l’cxposaiit d’échange considéré sera indépendant de la valeur de si è, = a, = j, il changera de signe lor.sque £, variera d’une unité.
Les substitutions .X,. B-,... donnent lieu à des résultats analogues; mais rtj. se réduisant à l'unité, on n’aura pas de distinction à faire.
On peut résumer ces résultats dans l’énoncé suivant :
ikiil a, = h, = y", v étant égal à o ou à i ; l'exposant d'échange ( f-{, I,,. ,, C(' c ne différt de zéro que si l'on a
— a 3 — E,s. . .= o (mod.;:).
Il est indépendant de £,,... et se troiiee multiplié parh'^ lorsque |, croit d'une unité.
045. On peut d’ailleurs, sans altérer l'expre.ssion des substitutions F, .4,,
B prendre pour indices indépendants à la place des indices [no...o]o
’oo..., p' — i]„ des fonctions quelconques de ces mêmes indices, pourvu qu’on altère parallèlement dans la première série les autres classes d'indices correspondant aux divers systèmes de valcursdes indicateurs!,, il conviendra de faire subir en même temps aux indices <les autres séries des altérations conjuguées de celles-là. Il reste donc dans le choix des indices nu certain arbitraire dont on peut profiler pour préciser l’expression des exposants d’échange qui ne sont pas encore déterminés.
.Soit d’abord a, — h, — i. Nous avons vu (247-231 ) qu'on pourra déterminer les indices [oo...oj„,..., [oo..., p' — i j„ de telle sorte qu’ils se partagent en deux espèces : les uns, tels que [oo...o]„ ''00...1 associés
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(li'ux il (Ii'ux, (le telle sorte que l’on ail
— '»C« (mO(l./>),
les exposants (l'écliange de et de C,,...,» avec les autres sulistitulioiis
de la forme C,,,...,., étant tous congrus à zéro; les autres, „ par
exemple, tels que l'on ait
(iiiod.pj,
e élant une racine arbitrairement clioisie de la congruence (i:î).
(ilfi. Soit maintenant a, = b, = j, d'où n = a. On pourra clioisir les inilices [oo..,s^„ de telle sorte, qu’ils soient de deux espèces : les uns, [00...0],, [00... I associés en croix aux indices analogues fio...o „ 1^10... 1 1, de telle sorte que l'on ait
( L s— [ ^ I (inod.
les exposants d’échange de et dcC,„...,, avec les autres suhstilutions
de la forme C,,...,, étant tous congrus il zéro; les antres, oo.../n , par exemple, tels qu’on ait
(0»..„C„^,,) = < (nioil. p).
Supposons en effet qu’on puisse choisir les indices [00... si. de telle
sorte (|ue les substitutions C.o.-ji'-i.» correspondantes à ;i' — m
d'entre eux aient chacune des exposants d'échange congrus à zéro avec chacune des substitutions C,„...r, excepté avec sa correspondante dans la suite •im,..».'..---. mais qu'il soit impossible de les clioi.sir de telle sorte
<|ue plus de a' — m d'entre eux jouissent de la propriété ci-dessus. Posons
p' pr m*'
IV = c-; ,. C‘: ...... C*-L
On pourra choisir a„, île telle sorte que les exposants d’échange de D,„ avec soient tous congrus à zéro.
En effet, les exposantsd’échangcdeC„...,o,C.o...,o,... avecC,„.. étant égaux, au signe près, âceux de C... avec C, C,o ..,„... élevés à la puis.sancc p", sont congrus à zéro. Par#uite, les exposants d’échange de l)«. avec C, „ sont identiquement congrus à zéro; et pour que Ifs autres le
soient, il suffira que les rapports de a soient déterminés par les
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m — I congrueiK-i's résumées diins la fornuile suivante :
l.e eoetfieienl «„ sera iiéces.sairenK'Ut congru à zéro; car s'il ne l'était pa.s. lin pourrait prendre pour indices indépendants, ii la place des indices
OO...ÎJO ceux i|ui correspondent aux substitutions D„, , C,»...
...tc-i.o parmi le.s(|uelles il en est ju'— m -t-i, D„,. ('■«i, .m». --. dont les exposants d'écliange avec celles de la suite D,„ C,, soient tous con-
grus il zéro, sauf ceux-ci :
résultat i|ue nous sujiposons impossible.
Soit donc «0 = 0 : on en déduit
( l)„ I),. t rn a'-’ ( tu C..„ . -l- aÇ; _. ( D„ C = O.
Parmi les coeflicicnis « qui ne sont connus que parleurs rap-
ports, l'un au moins, sera (mod. />). On pourra prendre pour indices indépendanis ceux qui correspondent aux substitutions C„, , oo, D»o
, s'-i.n- Kl si l'on suppose que cela ail été fait d’avance, se réduira
Déterminons maintenant des substitutions
fO ,m
telles, (|ue les exposants d’échange de E«, avec C,, ,,vt soient tons congrus h zéro. Nous venons de voir que cela peut toujours se faire, et que j5, .sera congru il zéro, ainsi que (E„, E,,). Mais jS, ne le sera pas; car, s’il l'était, l’exposant d'éeliange de E„, avec C,„„ „ serait égal à
pi ( (.M . it Ci,_.,.l + . . . -l- fim—i (!.«•- ..n— I,# t-i,. .1» ),
expression dont chaque terme est congru à zéro. D'autre part, l’exposant d’échange des substitutions Cao . u, et par suite celui de avec une substitution quelconque do la forme C«T..,.tr est congru h zéro si l'on n'a pas ; nia I, »! ==o,... (mod. ir), r = v (nSd. av) (6+i). Donc E,„ aurait tous scs expo.sants d’éebangc congrus h zéro, ce qui c.sl inadmissible, l.e eociricicnl (î, n’étant pas congru ii zéro, on pourra prendre pour in-
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ilioes indé|ipii(lanls t-etix qui corrcspondenl aux sui)s(itution$E„, C„, fl si l’on suppose (|uc cela ait clé fait d’avance, E„„ sc réduira à C,,,..,»- On voit de la niéme maniéré que les indices fo<>...2],, [oo...3 „ pourrunt être cliuisis de telle sorte (|ue les exposants d’échau}?e des sulistitulions correspondantes avec, les substitutions soient tous congrus ii zéro,
sauf ceux-ci : (0„,...,„C|, (C„,...,,C,o...iv); et l’on continuera aitjsi jusqu’à ce qu’on ail épuisé le nombre des m premiers indices de la suite
qui se trouveront ainsi groupes en — couples.
047. On peut doue choisir les indices de telle sorte que tous les exposants d’échange de la forme C,o„y,) soient congrus à zéro, sauf
ccux-ci :
Il reste à prouver (|ue ces derniers exposants d’échange, que nous représenterons pour abréger par k„, k,^ k„,..., peuvent être réduits à l’unité.
Pour cela, prenons pour indice indépendant, au lieu de [oo. ..<> celui-ci : k„, [oo...n^„. I.a substitution correspondante à ce nouvel indice sera exposant d’échange avec C,,...,, sc réduira à l’unité. On peut doue supposer k„, = i . Cela posé, on aura
Les exposants d’ccliange X,,,... étant ainsi réduits à l’niiité, passons aux suivants, fels que k„. Prenons pour indices indépendants, à la place lUs indices [£, ceux-ci auxquels correspnmieiil les
substitutions On aura
(t.** ,.,of-ic , s-iï
expression qui se réiliiil à l’unité si l’on a ('<>)
Mais on a
X* ^ — ( t.,K.TC t.H -W. )" (C„. .w, )— XC,,
d’où l’on déduit
(*o) </f ■-'*3l/.S’ 'sc 1,
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relation (|ui montre que les racines de la congruence (19) sont des entiers complexes ne contenant d’autre imaginaire que celle de degré av, déjà introduite dans le calcul. On pourra donc déterminer d sans difficulté.
IÜ8. 0/1 peu! déterminer une substitution î qui remplace chaque indice par une fonction de ceux de la série suieantc, transforme A,, H,, Bj,... en A*],
B,, A'j, fiTj,..., et qui en même temps soit abélienne propre [hypoabélicnne).
Bn effet, les indices étant choisis comme il vient d’étre indiqué, soit d’a- Imrd a, =■ b, = i . La substitution
où / est une racine de la congruence (i6), satisfait aux conditions imposées à 'î. Si a, — b, = J, la substitution
y satisfait.
En général, il y aura plusieurs substitutions satisfiiisant aux conditions ci-dessus. Soit® l’une d’elles, choisie arbitniirement, et que nous nous réservons de déterminer ultérieurement avec plus de précision. Chaque substitution de r, remplaçant les indices de la première série par des fonctions de ceux d’une même série, telle que la p -t- sera de la .forme étant une nouvelle substitution abélienne propre, qui ne déplace pas les séries. En outre, I" sera dérivé de la combinaison de substitutions de la forme .gravée une seule substitution, de la forme (.'>57).
(H9, Soient maintenant = une substitution quelconque de F:
/, A"' B';-..., g, X\' B'[' les transformées de B,,... par x’L
On verra, comme aux n” 577 et 378, que la substitution
de. degré jt”, corrélatke de ’<?, a son déterminant non congru à zéro; quelle est abélienne, et multiplie par p^ les exposants d'échange mutuels des substitutions
.f.i&L. .= I X,, ar, -I- a„ y, -I- p,,. . . |.
F.nfiét, si l'on a p" -h i { mod. 4) et n = V appartiendra au premier groupe hypoabélicn si a, = b, = 1; au second, si a, = b, = j.
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050. Itccipruqucmenl, soit V uiiu substitution quelconque salisl'aisunl à CCS conditions : cherchons k délermincr une substitution abélienne (bypoabélicune] dont V soit la corrélative.
1° Soit d'abord n preinidi' impair. On aura V= P^Q, P étant la substitution qui multiplie Æ,, par/<, sans altérer /i.j,,..., et Q une substitution dérivée des substitutions L^, .M^, du n” 220. Or la substitution ‘f Pt les substitutions du n"579 ont respectivement pour corré-
latives P, L^, Mji, Np,.,. Elles sont d’ailleurs abéliennes (bypoabéliennes).
En elTet, dans le cas où il y a lieu de considérer les caractères des substitutions ces caractères sont congrus k zéro (292); et il en est évidcin-
inent de même de ceux de leurs transformées par 011^, X^,,.
Passons k la considération des exposants d'échange. multiplie
(Q.5. ...O- fif.tV ■«'/') P»'' facteur lequel se réduit k
nue puis.sance de 5'’’'^'=i, si cet exposant d'échange dilfere de zéro, autjiiel cas on a = r' ~r + v. La même observation s'applique aux substitutions X|,,. Quant aux substitutions considérons l’une d'elles, ■X, par exemple. Elle transforme
Si l'on n’a pas l", — ç, s=. . . = o (mod. n), — v==o (mod. avj, l'ex-
posant d'échange des substitutions considérées s'annule; et il en est de mêmes de celui des deux transformées; car les exposants d'échange des facteurs qui les composent, comparés deux k deux, s’annulent séparément.
Soit au contraire Ç'j — |j o (mod. rr), r' — r — v = o (mod. av) :
(Ct,t,...i,C{'^fj...er') sera encore congru k zéro, si l’on n'a pas f,-— £,; et si celte condition est satisfaite, il sera congru k (C„,, „Coo.,.«v). <|uanlilé <]ue nous désignerons par k. De même, deux facteurs quelconques pris dans I) et D' auront leur exposant d'échange congru k zéro si l’on n'a pas m = ni', et congru k dans le cas contraire : on aura donc, en remar-
quant que 9"',
(1)1)')=* ^ SU.-î',)"/.
Or si on aura
S'.L-f.Pr' —
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el celle relaliun, divisée par i donnera
^ O, Ü’où {l)llkij~«,
«r Sci
Si, au rontrairc, S, =|', , <roii 6^'“^' = i, on aura
(I»I)') = Xt:.
Donc .mi est al>éliennc, et multiplie les exposants tréeliange par n.
Cela posé, la substitution ■<?, formée avec if, 3H.^, de la même manière que V l'est avec P, L,., M^, Np,.,, aura évidemment V pour corrélative.
a" Soit a = a et /j’-t- i =o {mod. 4). La substitution r,, prendra la forme
tl,= I (îi • ■ tj. ■ «]. I.
et rien ne .sera changé au raisonnement.
V Soit K = a, /»’'-+• I = a (mod. 4). a, = />, = i . La substitution V, étant bypoabélienne de première espèce, sera dérivée des substitutions M,,. N,,.., (263), et V'' le sera des substitutions eorrélatives .tR.^,
4” Soit iT = a, /)''-+• 1 Ï5: a (mod. 4). «> = /■'i = J- Nous prendrons alternativement pour indii'es imiépendants les indices [Ç,£,...eJ, ou les imiiees
a, (} étant un système de solutions de la congruence a’-i-jî’=— 1 (mod./>).
Les substitutions R,, rapportées à ces nouveaux indices, prennent la forme
ii.-i i:
et les autres substitutions R,,... ne changent pas de forme.
Cela posé, la substitution V est dérivée de celles des substitutions .M,,, Nf,,, pour lesquelles ji, v sont > i, jointes aux substitutions L,, M,, ü du n° 278. .\ux substitutions N^,v on pourra faire correspondre, comme tout à riicurc, les substitutions Aux substitutions L,, M,, U on
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|nMirra l'aire correspondre des subslitutions oa,, ci, ajaiil la rorme iiidiipiée au n“ 579. En effet, on voit iniinédiatemeni que ee» subBliliitions uni pour eorrt'lalives L,, M,, U: et nous allons vérifier d’autre part (|u’elles sont abéliennes (hypoabéliennes).
En elTct les substitutions respectivement correspondantes aux
nouveaux indices f*, . i]',. , sont évidemment égales aux puis.sanees
'' dps substitutions üj, 5, Leurs exposants d’échange mutuels
(Ci.t, Cf r^ n ) ~ (Ct,i,..u<> î*. ,v)
sont donc congrus h zéro, si l’on n’a pas
— Ç, — I = f, — {.SS. . .so (luod. r ), »•'" r 4- > ( moil. ïv),
et si ces conditions sont satisfaites, leur valeur est indépendante de ç.
et change de signe lorsque varie d’une unité. En outre, leurs carartères (dans le cas où il y a lieu de les considérer) sont congrus à zéro.
Cela posé, t;^, transforme .riCfC, ,v e"
Ci,!. ,r , t.f,C •
elle multiplie donc leur exposant d’échange par (i 4- 4- j6’'f . Cju facteur se réduit à 2 toutes les fois que l’exposant d’échange considéré n’est pas congru à zéro; car il est alors égal à
(' 4- >&•■/{ I (mod. p).
ou, commc/>’'=i (moil. 4). d’où 6'“' 5, ii
(1 — (y6‘']‘y’ S3 2C' csa (mod. />|.
D’autre part .Te, transforme ces mêmes subslilulions en
Si f, = I,, l’exposant d’échange i des substitutions considérées est congru à zéro, et celui /' de leurs transformées est égal à
O'-/' '-(/■ 9=' ’/'*•(=< - Pjvy\ i. -.=o.
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Si Z, ~ë, I , i' csl i-gal à
Donc .'IR-, est abéliennc, ei inulliplie les exposants d’échange par 2.
De son côté, ï) Iransfornie „ en en posant pour ahia^er
cl l’on vérifie de suite (|u’ellc multiplie les exposants d’échange par
Knlin, dans le cas où il y a lieu de considérer les caractères des suhslitulions ces caractères seront congrus h zéro. Il en sera de même des
caractères de leurs transformées, chacune d’elles étant le produit de facteurs dont les caractères et les exposants d’échange mutuels sont tous congrus à zéro.
651 . ha suhstitution ■vP, que nous venons de déterminer, n’est pas la seule
siilistilulion de la forme qui ait V pour corrélative. Mais on verra comme au n® 580, que toute suhstitution 2 qui jouit de cette propriété est de la forme G étant une suhstitution de la forme
Quant à la substitution elle est égale à <fh, s étant de la forme
D’ailleUrs elle est abélienne (hypoahélienne); si donc on veut (]ue i le suit, il faudra que G le soit également.
652. Les substitutions .J,, .J,,..., dont F est détivé sont donc respectivement égales à s, G,, *,G Sa s' étant des sub-
stitutions de la forme s, et f,. G,, . .. , G' des substitutions de la forme G. Cela posé, on voit, comme au n“ 581, que F contiendra les substitutions s,, Sa, . . ., G, , Ga, ....
Si fz' SC réduisait à l’unité, les substitutions G sc réduiraient à celles de la forme *f (640). Mais nous supposerons pour plus de généralité que l’on ait /i' > I .
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053. groupe 1’ contiendra des subslilulions de la forme C, autres que relies de la forme y. (^p nous allons voir que, s'il en iHail aulrrinenl, I' ne serait pas général.
Soient 'P,, 'F,,... les substitutions sle la forme 4 ; U»'F„,
G,'Fo, e, 'F,, . celles de la forme G {g„ étant égal à i); s,, ...
•/s'G' les substitutions qui, combinées aux >F, reproduisent F, par bypotbèse. Les groupes r„, F,,..., transformés de F par G», G sont respectivement dérivés des substitutions F, Sj et des transformées de ‘X’*s'G',
lesquelles seront évidemment de la forme 'f*8'G. Soient ‘f*«'G,.'Fji., •1'*s'g^ transformées : doux cas seront à distinguer :
i"Si Ga, = G*_, la substitution G,Gr‘ sera permutable à F, et pourra lui être adjointe de manière à former un groupe plus général;
a“ Si au contraire fts substitutions G,^, G,,,... sont toutes distinctes, elles reproduiront toute la suite G,, G|,..; l'une d'elles, G,,, se réduira donc à l'unité. Or un peut déterminer une substitution X, de la forme G, qui soit
permutable au groupe F,, dérivé de F, 8,, s <1^8’ 'F'p^.
En cfl'et, soit d'abord a, = b, = i . Les indices indépendants étant supposés eboisis comme au n” 6F5, on pourra prendre pour <f la substitution (ai) (648), et pour X la substitution
lu.. ."*] [Ï.5....»»] I.
qui est échangeable à toutes les substitutions F, (g, s'.
Si tous les indices étaient de seconde espèce, la construction ci-dessus serait en défaut; on pourra alors prendre pour la substitution
ll?.ï,...4
et pour X la substitution qui échange les indices i ï, |,...o], avec les indices sans altérer les autres indices.
Soit au contraire a, = b,= j. On pourra supposer que g ait la forme (aa); et s’il existe des indices de première espèce, on pourra prendre pour X la même substitution que tout à l'heure.
S'il n’existe que des indices de seconde espèce, on prendra pour X la substitution qui multiplie par — i tous les indices pour lesquels on a t = o, sans altérer les autres.
La substitution X étant ainsi déterminée dans tous les cas, sa transformée par Gr‘ sera permutable à F et pourra lui être adjointe. Donc F ne sera pas général.
i'.U LIVRE QUATRIÈJIE.
f)5i. Le» sulistitulions de forme G conlenues dans I’ forment un grou|ic l>ennutaiile à toute substitution de P. On peut donc (528) y déterminer un faisrcau G', plus général que F, permutable aux substitutions de P, et dont les subslilulions sont éebangeables entre elles aux F près. Si ee faisceau peut être déterminé de plusieurs manières, nous le cboisirons de telle sorte c|ue son oriire soh minimu/n. Raisonnant comme précédemment, on verra : i" Que G' résulte rie la combinaison île F avec une double suite A',, H’,,.... A, , If, dont chaque substitution est échangeable à toutes les autres, sauf à son associée, à laquelle elle est liée par une relation de la forme
5' désignant la substitution de F qui multiplie les indices de la première série par 6', le facteur 6' étant une racine de la congruence* ^
5"^' = i (mod. p),
et n' un nombre premier, qui divise /<’ -t- i ;
'à" Que fl' est un multiple de si* , tel que fx"n'’ , cl «lu’e/i changeant convenablement d'indices indépendants , et remplaçant l' indicateur unique e par c' indicateurs »),, ïi,,... rariables de o an' — \, et un indicateur i variable de O il U." — I, on pourra mettre les substitutions A',, B' sous la forme sui-
vante :
sans altérer la forme des substitutions A,, B (sauf le remplacement de i
par plusieurs indicateurs):
i" Que les coefficients <i‘, , A',,... doivent être toujours supposés égaux à i , sauf les deux premiers, qui pourront être supposés égaux à j, mais seulement dans le cas où l'on aurait n' = 2, et p‘-t- i (mod. 4):
4" Que l'exposant d'échange des deux substitutions G>, 5,.. et •V f, ost congru à zéro, à moins que l'on n'ait
— 5, — . so (mod.r),
k', — », — — T„^. . O ( mod. r'),
il et 0 étant respectivement égaux à o ou à i suivant que a, et b,, a\ et //,
le sont à I ou à j-, que cet exposant d'échange, indépendant de Çj rij
est multiplié par 6' ou par 5'“' lorsque Ç, ou r,, croissent d'une unité;
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5“ Qu-i/ Mii/e dans le choix des indices un certain arbitraire, dont on peut pmjiter pour faire en sorte que chacune des substitutions ait ses exposants d'échange avec tes substitutions congrus à zéro, à l’ex-
ception d'un seul:
()“ Qui’ ta substitution peut être déterminée de telle sorte, qu'elle transforme A,, B,, B',.... en A'J, B A'/’, B',,...;
7" Qii'à chaque substitution »? de I', qui transforme A’,, B' en
/.■.Vr-Blc.., ^'.A -^Bf. correspond une substitution
appartenant au gratifie abélien (<i l'un des groupes hypoabéliens] de degré 8" Que chacune, des substitutions P,, P,,..., G' qui concourent à la formation de r est le produit de deux substitutions partielles, ayant les formes suivantes :
. . II»,... é].
9° Que si r, contient les substitutions^,, P, il contiendra les deux sub-
stitutions partielles dont chacune d'elles est le produit; que si ft" > 1 , 1' contiendra une. substitution delà forme (a4). autres que celles de la forme *{' ; que parmi ces substitutions on pourra déterminer un second faisceau G', analogue à G e/ à G'; etc.
655. Supposons, pour tixer les itiées, que fji’se rêiluise à runilé. Les substitutions de lat^rme (a4) se réduiront à eelle.s de la forme T. L’indicateur n’étant susceptible que de la valeur zéro, pourra être supprimé.
1“ Soit d'abord a, =s 5, = à, = b', = 1. Les exposants d'échange mutuels des substitutions seront tous congrus à zéro, sauf eeux-ci
{f-Ut, ■s.-rQ.î. .'. '•♦■») nui peuvent être supposés égaux à <^(251 et 645).
On pourra prendre dans ee cas
2” Soient a, = 6, = f, a', — b', — f ; l’un des entiers u, u' étant égal à I, et l'autre à zéro ou à i. Les exposants d'échange mutuels des substilii-
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lions soront tous congrus à zéro, sauf ceux-ci :
{ ïg^.Si ti+s.* f-v)»
ijui seront égaux à 5'*'$'“ k étant un facteur constant, qu’on peut supposer égal à I (647). On pourra prendre dans ce cas
636. Soient maintenant x<= *^.2^ une substitution quelconque de I'; ses deux corrélatives V, V" appartiendront respectivement aux groupes abélicns (bypoabéliens) de degrés ff*’, et y multiplieront les exposants d’écliange par Les deux groupes A, A', respectivement formés parles substitutions V et par les substitutions V, seront résolubles et primaires (584).
Réciproquement, suienl L. V deux groupes résolubles cl primaires, respeelùement contemis dans les groupes abéliens [hypoabeliens) de degrés ri‘”. Associons leurs substitutions de toutes les manières possibles, de telle sorte ipie deux substitutions associées V, V' multiplient les exposants d'échange pat des facteurs respertieement congrus à [fi, suivant les modales jt et 7t'. A chaque système de substitutions associées on pourra faire correspondre une substitution %?, de la forme dont V, V' soient les corrélatives. Ix groupe V formé
par les substitutions ainsi dé tenninées, jointes aux substitutions *l', H,
,\'i , IV, , . . . , sera résoluble ( 585 ), et restera le même, de quelque manière qu'on choisisse la substitution x'> (586y. Son ordre est égal à
av, , ,, dui.d'tù'
T'/*'- (rr-^-i)(V-0
<5, d, d', (U. !u' ayant la mime signification qu'aux n'* 590-591 .
657. La construction de P est ainsi ramenée à celles des groupes auxiliaires L, I/, qu'on devra choisir chacun aussi général que possible dans son espèce. Leur détermination conduit au problème C. En les choisissant diversement, on obtiendra pour P autant de groupes différents. Mais si l'on prend successivement pour L, par exemple, une suite de groupes semblables entre eux, les divers groupes P ainsi obtenus seront semblables entre eux ••.■>89 J.
658. Le groupe P construit par la méthode précédente est rapporté aux
indices imaginaires f?, mais on peut les remplacer par des in-
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(lices réels x’,. y,,... lels, (|ue les substi(utions correspondantes aient tous leurs exposants d’échange mutuels congrus à zéro, sauf ceux-ci :
(C/, (C,’,t„')^i, (tv,t-y,)E3— C/J e»i , . . .
Quant aux caractères des divers couples de substitutions C^;. dans
le ras où il y a lieu de les considérer, ils seront tous congrus à zéro, ou l’un d’eux sera congru à i, suivant qu’en groupant dans une même classe les indices imaginaires conjugués, le nombre N des classes qui sout leurs propres conjointes sera pair ou impair (295-299). Suivant ()ue l’un ou l’autre de ces cas se présentera, P sera nécessairement contenu dans le premier ou dans le seeond groupe bypoabélien.
Or si l’on a a, = b, = i , à, = b\ — i, on aura N = [X; et suiv.int que ce nombre sera pair ou impair, on tombera sur l’uri ou l’aulrc cas. Soit au contraire a, = b, -- j\ on aura = <>: mais dans ce cas on a a = 2; donc fji est pair. Donc, stmani que ix est pair ou impair, on aura N = o ou N = 1, et par suite P appartiendra au premier au au second groupe hypoabélien.
Soient X, les.indices originaires. Les nouveaux indicesx',, v'
auxquels le groupe est actuellement rapporté, sont desfonrtionsdex,,^',
(|ui ne Sont déterminées que par les exposants d’échange (et les caractères) des substitutions correspondantes. On pourr,a les choisir de diverses manières, et obtenir ainsi divers groupes; mais chacun de ces groupes peut
se ramener à celui qui correspond à la solution évidente x', = x,, v', =y,,
Il suffira pour cela de le transformer par la substitution
laquelle est abélienne propre (liypoabélienne).
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659. Soient P un des groupes cliercbés; F son premier faisceau. Prenons pour indices indépendants ceux qui ramènent F à la forme canoni(|ue : ils se partagent en systèmes et séries. Soient x, y,... les indices de l’une de ces séries, S une substitution de F ; a, [i les facteurs par lesquels elle multiplie respectivement les indices de la série x, y,..., et ceux de sa conjointe : on aura — t (mod. p) (241 ); mais la série x, y,... est sa propre conjointe, d’où
a’sôsi (niod. ;>).
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Donc <'li:u|uc sulisliluliun de F inulliplio cliaqiic indice par le faeteur lécl ± I. Donc cliaque svslêine ne conlieiit qu'une série. On voit d’ailleurs, eouiuic au n”6l5, (|u’il n’exisle qu'un seul svslènio : d’oü le résullal suivant ;
!^s imliees ne fnnnent qu'un seul système et une seule série ; et F ne contient que les deux suhstitulions qui mulliplient respectivement tous les indices par I ou par — i .
Si P était égal- à a, toutes les substitutions de F se réduiraient à l'unité, résultat absurde ; donc p est impair.
()60. Ola po.sé, on peut choisir les indices indépendants »i, c; é;... de telle sorte (|u’on ait
((:.C) .-;Cv(V) = 1.
les autres exposants d'échange étant tous congrus à zéro (253). Cela lait, soit ^'une racine primitive de la congruence mnd./»); la substitution‘f qui multiplie u, ii',... par g, sans altérer i>, multiplie les ex-
posants d’échange par g-, et toute substitution de r'(|ui multiplie ces exposants d'échange par un facteur tel que sera de la forme .j étant uiie substitution abélirnne propre. Entin, par un raisonnement analogue à celui du n“ 557, on voit que F résnltera de la combinaison du groupe A formé par celles de ses substitutions qui sont de la forme j avec une seule substitution de la forme
CCI. l'ilKonéMii. — Le groupe F contient des substitutions de la forme ^ autres que celles de F. Supposons en clTet qu’il en soit autrement, nous allons prouver que F ne peut être général.
Soient les deux substitutions de F; 2./,. J,/,.... celles
de la forme .J. Soit d'autre part '1'’'.^' la substitution qui, combinée à F, reproduit F. Des groupes F,. F transformés de F par J,... seront res-
(>ectivement dérivés de la combinaison de F avec les transformées >,/<). . .... de et detix cas sont à distinguer :
i“ Si l’on a une égalité telle que .J,, = J,,, on peut adjoindre à F la substitution : donc il ii’est pas général.
a" Si les substitutions Jj,.... sont toutes distinctes, l’une d'elles, par exemple, se réduira à i. Il existe une substitution abélienne X non contenue tians F,, et permutable à F,, tiar, si/» > 3, on pourra poser
\ I «. e. e',... gu, gv, gu', gv'.... \,
H .si f) ~ ^
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X I n, », «■, II, v'. II,... |,
l.« iransl'oriiire de \ par sera pcrtmilable à P, el pourra lui cire adjoinle.
()C^. Le groupe partiel A étant évidemment perniulahle aux substitutions de P, on pourra (528) y déterminer un second faisceau (î, dont les substitutions .soient échangeables entre elles aux K prés. On verra comme aux II"' ôSift-ôGI que (J résulte de la combinaison de F aire une double suite de
substitutions. A,. B A,. B, telle, que chacune de ces substitutions soit
erhanf’eablr à toutes les autres, sauf à son associée, à laquelle elle est liée par une des relations suieantes :
II. ' A, B, =5 V., B.-'A,B. = 6A
5 =. I H, V, . . . Oh, Oe, . . . |,
5 étant une substitution de F, autre que l'unité, el qui par suite multiplie tous les indices par — i . Donc le facteur 5 est égal à — i , cl é* l’est à i .
On verra ensuite, comme aux n'" 5C2-566, que le nombre p. des indices est un multiple de a’ (ici l'on a it = a), el i|u'on freut remplacer les indices actuels par d'autres indices [5, choisis de telle sorte que les substitutions A,,
B|, A„ Ba,... prennent la forme
B, .1]. i,[;.-ei,L il.|.
B- Il *.[$.. î. + e!.|.
On pourra supposer que a,, b.,,,., se réduisent- à l'unité, a,, b, se réduiront de même à l'unité , ou à j, j étant une racine de la congruence y* ^ 1 (mod. /»).
Si a, = b,= J, deux cas pourront se présenter, suivant i|ue p — i est congru à a ou à Cl ( mod. f\).
!"• Si yu — 1 == a (mod. 4), j est imaginaire, el la réduction de A,. B,. A], B],... à la forme (aj) nécessiterait l'inlroihiction d'imaginaires; mais on pourra les éviter, el choisir les indices indépéndanls de telle
sorle que .A,, B,, prennent la forme
î], -fl,; ti.
Aj, B,,... conservant la forme (a.'i) f.572-,575).
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l-'n prenant d'itilleurs |i()iir indices indépendants à la place des |£,Ç,,...e]< les fondions
on ramènera A,, K, à la forme
= -sr. +
■sans altérer l’expression de A,, Bj
2" Si p— 1=0 (inod. !i),j sera réel; et A,, B, prendront encore la forme (27). si l'on prend pour indices indépendants cenx-ei :
Il nous sera eoinmode de prendre altcrnalivenieni pour indices indépeii- 4lanis les et les [Ç, définis comme ei-dessns.
663. Soient respectivement et Ci,;, , les substitutions correspon-
dantes à ces deux systèmes d'indices inilépendanis. On voit eoinme nu 11“ 641 que leurs exposants d’échange seront en partie déterminés par la conilition que les substitutions .A,, B,, .Aj, B,,... soient abélicnnes propres.
1" Si a, = /»,= 1, l'exposant d'échange sd'a congru à 0
à moins (|u'un n'ait
— — 4-^ • • • = <> (mod. a),
auquel cas il sera indépendant de
2“ Si a, = II, z=j, j étant réel, cet exposant d'échange sera congru à o. Il moins qti’nii n'ait
ç, — ç.— — E,Œ...att) (inod.a),
auquel cas il .sera indépendant de et changera de signe lors(|ue %,
croîtra d'une imité.
3" Si A,, B, ont la forme (26), on aura le même résultat, (lar A„ Bj.... étant abélieniies propres, l'exposant d'échange considéré sera congru à o si l’on n’a pa’s|'j— |,=...= o (mod. 2), ctindépendant de E, l)ésignon.s-le.
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pour abréger, par : A, et B, étant abéliennes propres, on aura
(î8) (moJ.p),
.Mais en tenant compte de la relation (a8) et de la relation — i,
la relation (39) devient
(.+6'.*''')Ai.!'.^o:
donc A’{,f«est congru à zéro si l'on n'a pas 2', =5 -t- 1 (inod. 2); et si cette
condition est satisfaite, il cbange de signe, d'après la relation (28), lorsque é, et S, croissent d'une unité.
nemarque. — Les substitutions A,, B, ont évidcinnient pour caractéristiques des puissances du binôme (K* — 6“), u étant égal à zéro si a, = 1 ,
et à I dans les deux autres cas que nous venons d’examiner : et les résultats que nous venons d'obtenir peuvent être résumés dans l’énoncé suivant : L'exposant d’échange (I'e.j,..., tV,f,...i') congru à zéro à moins qu'on nait
f, — ï. — us — 2, = . . .so mod.i),
et si ces conditions sont satisfaites, il est indé/>endanl de £„... et se trouve multiplié f>ar S“ lorsque croit d'une unité.
I.orsque u = i, on pourra prendre pour indices indépendants les fl, tj'„, et l'on verra sans peine que \'e.rposant d'échange ,C;. )
est congru à zéro à moins qu'on n'ait
l, — ï. — I - î< = . . .5=0 (nioU.a),
auquel cas il sera indépendant de 2,,... et changera de signe lorsque |, croit d'une unité.
664. Soient maintenant V' une substitution quelconque de 1’; /, Aî'Bf'
.Af'Bf'...,... les transformées de A,, B par V). Les substitutions de la
forme Af'Bf'... seront échangeables entre elles, aux mêmes puissances prés de 6, et auront les mêmes caractéristiques que leurs transformées par X>. On en déduit, comme aux n®* 577-578, que la substitution
V = I x„y„.. . a, JT, -t- c, .)•, 4- . . . , h,x, + d,y,+. . . (,
corrélative de X’, est hypoabélienne île première espèce si u = o, bypoabélienne de seconde espèce si u = 1.
UVHE QUATRIE.VE
(><>5. Rùi'i|)i'0(|ueiiiciil, la suhsii union hypoabélieiine V étanl dunnve, on puiiiTa (létcriiiinor und substilulion <> dont elle .soit la corrélative. En cfTel, si a, = b, = t, auquel cas V est liypoabélienne de première espèce, elle dérive des substitutions Mu, du n“ 203. Or les substitutions aii^, du n“ 579 ont pour corrélatives .M^,, et l'on voit, comme au n“ 650, qu’elles multiplient respectivement les exposants d'échange par i et par a. I.ii substitution V‘ dérivée de Til^, comme V l'est de M,,, sera abéliennc, et aura V pour corrélative.
Si a, = 5, = y, y étant réel, ou si .V,, li, ont la lurine (ati), V est bypoabélienne de seconde espèce, cl dérive des substitutions M,,, N^*(oii fi, v sont > i), jointes aux substitutions L,, .M,, U dit n“ 278. Les substitutions ,m^, oii jx, V sont > i) et les substitutions 31t., o du n“ 579 inulti|)lient respectivement les exposants d'échange par a, a, 4 {voir le n" 650) et ont pour corrélatives M^. I.,, ,M,, L’. I,a substitution X>, dérivée de
ces substitutions de la même manière que V Test de M,,, N,»,,. L,, M,. l! est abélienne, et a pour corrélative V.
666. I.a substitution V’ étant ainsi déterminée, les autres substitutions abéliennes dont V est la corrélative sont (580) celles de la forme V.V’ B;'... C, g étant une substitution abélienne de la forme
Quant au facteur B)’..., rapporté aux indices indépendants [£, il sera de la forme
I lî. ^ ni;;; [u,... «!. •
Si j n'était susceptible que d’une seule valeur, les substitutions de G se réduiraient aux substitutions M’ qui multiplient tous les indices par un même facteur constant; ces substitutions, étant évidemment abéliennes et échangeables à toute substitution de F, sont contenues dans ce groupe; sans quoi elles pourraient lui être adjointes pour former un groupe plus général.
667. Supposons, pour plus de généralité, (juc le nombre fi' des valeurs
de £ soit )> I . On verra, comme au n"58l, que si F contient les substitutions s, F il contiendra les deux substitutions pwtietles F,
s,, F„; puis, comme au n® 653, que F contient des substitutions abéliennes
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propres de la forme G, autres que celles de K. Dans le groupe formé par res siihslilulions on pourra déterminer un second faisceau (î', analogue à 11. U;ii- .'(onnant comiiie précôilcmment, un vi'rra :
I “ Que G' résulte de la combinaison de Y avec une double suite A , , IV, , . . . , A', , IV,. dont chaque substitution est échangeable à toutes les autres, sauf à son associée, à laquelle elle l’est à 5 prés.
■à" Que p! est un multiple de i" , tel que p" a"', el (|u'e/i changeant convenablement d'indices indépendants et rerrqilaçant l'indicateur unique i par a' indicateurs «II, lî],... variables detsà i et un indicateur i' variable de o à p“—t ,
on pourra, sans altérer la forme des substitutions .\,, H, mettre A'j. Hj...,
sous les formes suivantes
I [ïi?.; î’|, -r., 1,
IV, = I [?i ?)• • ■ C-T,!- ■«.. lîi + i',. . . |,
Quant à .V,, B', elles auront fmur caractéristique une puissance de (K’ — 5'';, u' étant égal à o ou à t.
Si u' = O, on aura
I [£' ;>■ «•'il- • ■ î'!« le. G- ■ •
IV. [ïi î" • ■»!•«>■■ ■ *'1« ./ [î-?,- «I - £'].l
.Si’ u' = 1 et P — \ moil. 4 J, on aura
A', = I [;. 5,... T), e'], — S'. [;, ï,..., ïi. + I, ïj.... £’ , I,
3“ Üii veira ensuite i)ue ['exposant d'échange des deu.v substituions l'E,î,...r, fV.f, V, congru à zéro, à moins qu'on n'ait
f, — Si — uemi, — £, = . . . == »i', — .0. — u' £S>î', — . . îso (iiiod. '£ );
(|u'i/ est indépendant de et qu’il est multiplié pur 'j- ou par
lorsque £, ou r,, croissent d'une unité.
4“ Qu’à chaque substitution S» de I’, qui transforme A',. B' en
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/' A',*' ii\ A'|Vi |}'|*' correspond une substitution de degré
(pu sera hypnahélienne de première ou de seconde espèce suicani qu'on aura ’j' = O ou u' = I .
‘i" Que chacune des substitutions P, E, est le produit de deux substi-
tutions partielles avant les formes suivantes :
(?. Çi... m, »i,.
«■I que r contient chacune, de ces substitutions partielles; que si p" —i, les substitutions de la forme (!li) se réduisent aux M’, et sont contenues dans T. Mais si t , Y contiendra des substitutions abèlicnnes propres de la forme {i\) autres que celles de F ; parmi ces substitutions, on pourra déterminer un second faisceau (1" analogue à G e/ à G'; etc.
Poursuivant ainsi, un arrive à ce résultat : Ix nombre p des indices est une puissance de a, telle que a’*”'*”'.
tiG8. Soient maintenant V une substitution i|ueleonque de F; V, V',... ses corrélatives. I.es substitutions V runneront un jsroupe L, primaire, résoluble de degré a’“ et contenu dans le groupe bypoabélicn de première ou de seconde espèce, suivant que l’on aura u = o ou u=i. Les substitutions V' formeront un groupe analogue L', de degré a’"': etc.
G69. Réciproquement, soient L, L',... des groupes résolubles et primaires respectivement contenus dans les groupes hypoabéliens {de première ou de seconde espèce, suivant le cas) des degrés a”, a*”" Associons leurs substitu-
tions de toutes les manières possibles. A chaque système de substitutions associées tel que \, V',..,, on pourra faire correspondre une substitution ^ ayant fiour corrélatives V, V'..... Le groupe F, dérivé des substitutions K>, jointes à .Vi. B,,..., A',, B’,,... et aux *T sera résoluble, et restera le mime de quelque manière qu'on choisisse la substitution V' (586). Son ordre sera égal à [p — i) uu'..., !u, étant les ordres respectifs des groupes auxi-
liaires L, I,',....
La détermination de F se ramène ainsi à telle des groupes auxiliaires !.. L' qui devront naturellement être ebuisis aussi généraux que possible
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dans leur espèce. On reionibc ainsi sur le problème C. niais pour un de^ré fort abaissé.
070. Ilrmanfue. — Les exposants d’échange mutuels des substitutions Q.t,... 11,11,.. sont tous congrus à o (mod./;., sauf ceux de la forme
(Q,t,....i,r„... qi'i seront congrus à 5-t, /. étant
une constante. On aura donc
Si ceux des nombres u, u',... qui sont congrus à i sont en nombre pair, il vient Â-^s—k, d’où t:- o; tous les exposants d’échange seraient donc congru.s à y,éro, résultat inadmissible. Donc cru.v des nnmhres u, u',... qui sont congrus à i sont en nombre impair. La relation (32) se réduit alors à une identité, et k reste indéterminé (mais dilTérenl de zéro).
Suit 9. un entier quclcom|ue; prenons pour indices indépendants, à la place des îj... n), /j,... , les expressions fl, ï,.. . ni, «j. . . ce (|ui n’altère pas l'expression des substitutions du groupe I'; les substitutions correspondantes à ces nouveaiux indices seront respectivement égales à Q.î, . s.s, ' exposants d'échange mutuels ne différeront donc des précédents que par le changement de k en k'/.’. Cela posé, k est égal à g‘‘^ ou è g étant une racine primitive de la congruence g''~' — i (mod./>).
Posons a = g~^\ ka* se trouvera réduit à i ou à g. On peut donc, sans nuire à la généralité de la solution, sup(ioser/ = i ou k = g.
Si 2 est non résidu quadratique de p, ces deux hypothèses reviennent •
l’une à l’autre. Soit en effet k .-.i g. Si p’’ i (mod. 4), prenons pour indices
indépendants ceux-ci ,3 ■ étant une racine primitive
de la congruence /'et i (mod./r) et p un entier tel. i|ue l’on ait p’~2^'.
Lette transformation d’indices n’altère pas la forme des substitutions A,, A,.
.V,, B’ et quant à B,, elle s’exprime en fonction des nouveaux
indices de la même manière (|ueB,.\, en fonction des indices originaires.
Donc l’expression du faisceau (6, A,. B,, -\j. B,,.... .A’,, B’ ) ne sera pas
changée. D’ailleurs les substitutions correspondantes aux nou-
veaux indices forment une double suite où les exposants d’échange sont
Si ~ 3 (mod. 4), on prendra pour indices indépendants ceux-ci: i p[Ç,?,... Cj... -H J ■£, + I , Sj y,,, vjj.... ,,..., auxquels corres-
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ponHpnl respectivement les substitutions Q”j'^
ment une double suite où les exposants d’Pcbange sont égaux à i.
(i7l. Si a est résidu quadratique de p, toute substitution 'V du groupe I' étant le produit de substitutions partielles dont cbaeune multiplie les exposants d’échange par un résidu (jundratique, les multipliera elle-même par un résidu quadratique. Donc T ne eontiendra aucune substitution qui multiplie ces exposants d’échange par une puissance impaire de g: et d, l’exposant de r, sera égal à a.
Au contraire, « a est non résidu quadratique de p, V aura pour r.rposanl Vanité. Cette proposition résulte des développements qui vont suivre.
672. Soient 8,, les diverses substitutions de la forme * qui sont
permutables au faisceau G; chacune d’elles est, comme on l’a vu, le (iroduil de substitutions partielles toutes abéliennes. D’ailleurs, parmi les substitutions 8|. 8,,..., il en est qui multiplient les exposants d'échange par a, (|ui est non résidu. I.e groupe 3 formé par celles de ces substitutions qui multiplient les exposants d'échange par des résidus quadratiques contient ilonc la moitié seulement des substitutions g,, il est clair en outre
i|ti’il est permutable à toutes ces substitutions. I.e groupe I formé par les currclalives des substitutions de 3 contiendra la moitié des substitutions du groupe II hypoabélicn de degré a”, formé par les corrélatives de g,, Sj,...; et de plus il .sera permutable aux substitutions de H.
Or nous avons vu {268-27.'> et 283-200) qu’il ne peut exister qu’un seul groupe 1 contenu dans 11 et permutable à ses substitutions. .Nous trouvons ici ce groujie I, et nous constatons qu’il ne contient que la moitié des substitutions de H, ce ijui complète la démonstration de l’endroit cité.
673. Gela posé, soient comme précédemment 1,, 1,’,... les groupes auxiliaires qui concourent à la construction de T: il. H',... les groupes bypoabcliens de degrés 2'“, 2’°',... dans lesquels ils sont contenus : I, I',... les groupes contenus respectivement dans les groupes H, D',... et permutables à leurs substitutions dont l’existence vient d’étre démontrée. Si L. l.',... sont respectivement contenus dans 1, 1',..., on aura = 2. En effet, soient S,, S',,... des substitutions quelconques prises dans 1, I',...; V>, = 8,8', ... la substitution de P qui a S,, S',,... pour corrélatives. La substitution partielle 8), ayant pour corrélative S,, qui appartient à L et par suite à I, multiplie les exposants d’échange par un résidu quadratique. De même pour
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chaciin des autres fadeurs a' Au contraire, si L, |>ar exemple, con-
tient une substitution S, qui n'appartienne pas ii I, I' conlicndia une substitution s, de la forme t, dont S, est la corrélative, et qui multipliera les exposants d’échange par un non résidu. On aura donc tl—i.
Nous sommes ainsi ramenés à chercher dans quel cas un groupe L résoluble, primaire et aussi général que possible parmi ceux qui sont contenus dans le groupe hypoabélien H, de degré 2”, sera contenu dans le groupe I.
67A. Le groupe L étant supposé décomposahie pour plus de généralité, les indices s’y répartiront n à n entre \ systèmes (couples de systèmes,, et L résultera de la combinaison de deux groupes partiels : i" l'un, U, dont les substitutions permutent les systèmes (couples de systèmes) entre eux en remplaçant les uns par les autres les inilices correspondants; 2° l'autre, I',, dont les substitutions n’altèrent que les indices du premier système (couple de systèmes), (’.e dernier groupe, ayant pour ordre une puis.sancc de 2, sera de première ou de seconde catégorie (659). Supposons-le d’abord de première catégorie.
Chaque substitution de D est évidemment le produit de transpositions effectuées sur les couples de systèmes; d’ailleurs chacune de ces transpositions appartient à I. En effet, soient
X',,.... x^;...; xi‘> x^.
.r',;---; ri’’ rii”
les indices indépendants réels auxquels I. est rapporté. On peut supposer qu’ils se confondent avec les indices originaires x,, y, (638). Supposons donc x, x', ; y\ y, et x' a;' ; y, y' respectivement égaux à X y et à x,,; la trans-
position qui permute entre eux ces deux couples de systèmes est le produit des n substitutions P,,„4.|,..., P„,,„ du n“ 220, dont chacune, telle (|uc P^,,, est elle-même le produit de trois facteurs Q^,,, Q,_n, dont chacun appartient à I; car I, contenant N^.„ contiendra sa transformée Qu., par M,.
Quant aux substitutions île L’„, elles sont de la forme A’ A étant la
substitution qui remplace x',,..., x’, par y, v', et récipro<|uement, et ^
une nouvelle substitution bypoabélicnne qui remplace les indices de cbacuu de ces deux systèmes par des fonctions linéaires des indices du même système. Or chaque substitution de la forme ^ appartient à I ; en effet, .soient l'une de ces substitutions, 9,,..., f„ les fonctions qu’elle fait succéder b
X Les substitutions de la forme Q,,.,, toutes contenues dans I, étant
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coinhinét's enirv elles, fournissent une substitnlion H, (|ui remplace les inilicrs X,,..., par f,,..., f, (121): et l'on aura -îi^Ô, .J, étant une nouvelle substitution bypuabélienne, qui laisse invariables x,,..., a', et par suite V,,..,, : donc se réduira à l’unité, et 5, =fl, a|)parliendra à I.
QuanI à la substitnlion A. elle est le produit des n subslilulions M
M, qui n'appartiennent |ias à I, mais <lont les produits deux à deux appartiennent à ce groupe; elle appartiendra donc ou non à I suivant que n sera pair ou impair.
675. Supposons maintenant r„ de seconde catégorie. I.es indices étant l'boisis de manière à ramener l'o à sa forme type formeront ay séries contenant chacune ~ indices; et ti, étant un produit de facteurs premiers
qui divi.sent tous 1, sera impair.
r.baque substitution de D est le produit de transpositions cITecliiées sur les systèmes; et nous allons voir (|ue chacune de ces substitutions appartient à 1. Considérons par exemple la transposition T qui permute entre eux les deux premiers .systèmes. Nous pouvons (irendre pour indices indépendants, au lieu des indices imaginaires auxquels le premier système est actuellement rapporté, d’autres indices réels X,, Y,, X,, Y,,... tels: 1" que les exposants d'échange mutuels des substitutions corrcs|K>ndantes C^,, Cv,,... soient tous congrus à o(mod.a), sauf ceux-ci (Ci,C,,),...
qui .seront congrus à t; que leurs caractères soient congrus à o, sauf ceux de C,, et de Ct, (29i-290j. Quant au second systi'me, on pourra prendre pour indices indépendants les fonctions X’,, V',, .X',, Y’,,... par lesquelles
Trcmplace X,,Y,, .Xj, Yj Cette substitution, étant d’ordre a, remplacera
récipro(|uemcnt X',, Y',, X',, Y',,... par X,, Y,, Xj, Y,,.... Elle est d’ailleurs bypoabéliennc. Donc C»', C-C,... ont mêmes caractères et mêmes cxpo.sanls d’échange mutuels que C,,, C,,,.... Enlin, leurs exposants d’échange avec ces dernières subslilulions sont tous congrus à ïêro.
Posons maintenant
) X. = E, -f E, -c ir, , V, = H, -t- E, -t II',,
/ X’, = -V- IL -t-— ,, — |-f H,,
et prenons pour indices indépendants E,, H,, E', , H', à la place de X,, Y,, .V, , Y",. I.es substitutions correspondantes Q,, Ch,. C,', C„', étant respectivement égales H Cj,C,',, C,,(V,. IV, • O"* P'""’ caractère
7.éro, et leurs exposants d’échange avec les substitutions C,,, C,_,.... (V;>
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seront congrus à o. Quant à leurs exposants il’échangc mutuels, ils seront egalement congrus à zéro, sauf((^^C,_), {(),- C„' ) qui sont congrus à i .
On peut enfin remplacer les indices indépeiulants desX— a systèmes restants par des indices réels Z, U, Z', U',... tels, que les exposants d'échange mutuels des substitutions correspondantes soient congrus à o, sauf
et que leurs caractères soient également congrus .à o, sauf pour ti,, ti,-, qui auront pour caractère u ou i suivant que X est pair ou impair.
Uésignons maintenant par .r,, Vi„ les indices actuellement
représentés par Z, U, Z', U' H,, H,, X,, Y H',, H',, X',, V', I.a
snlistitution T. remplaçant ces indices par Z, U, Z', li',.... H, -+11',, H,, .X',, V, i.-t-H,, H',, X„ Y„... sera épie à
pro<luit dont chaque facteur appartient à I.
(17ti. Passons à l’examen du groupe F». Soient r|,ï,...], les indices imaginaires qui ramènent F, à sa forme type: F-j.ç,..., les substitutions correspondantes. Leurs caractères .sont congrus ii zéro, et leurs exposants d'échange également, .sauf ceux-ci s, qui seront congrus à i:
et les substitutions île F, seront de la forme ‘fêtant la substitution qui remplace chaque indice par l’indice correspondant de la série suivante, et une substitution hypoahélienne qui ne déplace pas les si- ri es.
Nous allons démontrer que les subsliliilions de ta forme ^ appartiennent toutes à I. Pour cela, désignons par x„, x„ y„... les indices précédemment désignés par Soit
une des substitutions de la forme Les substitutions CJl^F.^/..., Cîf CJ,''
transformées de par S doivent avoir les mêmes exposants d’é-
change mutuels que ces dernières substitutions, ce qui donne, entre autres relations de condition, la suivante
(34) a'’*‘ -t- a''"*' ^ i (inod.î).
Réciproquement, a, a',... étant des entiers complexes epielcoiuptes satisfaisant à la relation (34), I contiendra une substitution T tpii transforme en Divers cas seront à distinguer dans cette démonstration.
SIO
LIVRE QUATRIÈME
i“ Soit d'abord a’’-*'— i sa'"’'''' -H . . (mod. a) : m pourra
s’exprimer sans nouvelle imaginaire; car on aura
/nf>'*ÉV^^iVi)j’_ I = «c+i _ , = il’où .
Posons maintenant
On aura i . {C,,D,*,)s:io, (U,Ü,.n)=i: et les substitutions
dérivées de C^,, C,,.-” pourront être considérées commeidérivées de la combinaison de Cj,, D, avec d'autres subslilulions E^. E', telles, que les exposants d'écbange (C„E,*,), soient tous congrus à zéro. Soient
en effet C, = une substitution quelconque «lérivée de
les exposants d’échange de avec et D,: on aura £, — Df^, E,. étant une nouvelle substitution dérivée de C,,, D,, et telle, que l’on ait (Cj.,Er«) = (D, E,*,) = o.
Soient maintenant .t^, >jr. Çr*--- Jes indices indépendants choisis de manière à correspondre respectivement aux substitutions C,., Dr, Er,...: et soit e une racine arbitraire de la congruence
(35) e’’*' E 1 (inoil.a).
La substitution
T = I . . . , ar„ Yir, ïr o’'x, -t- e*' m'""/.,, m’'x, 1
est évidemment hypoabélienne, et transforme Cj,, en Cï^D7’’=
Enfin, T ou son carré appartiendra à I, Car soient I,, I,,... les substitutions de I; si T et T’ n’appartenaient pas à I, 11 contiendrait les substitutions I,, I],...; Tl,, TI],...; TM,, T’I,,..., qui sont évidemment distinctes; donc I contiendrait tout au plus le tiers des substitutions de H : résultat absurde, car il en contient la moitié.
Si l’ordre de T est un nombre impair aa -t- 1, on aura T = T’""’’*'. Donc I, contenant T^ contiendra T. Or, pour que cette condition soit satisfaite, il suflit évidemment que la congruence caractéristique de T n’ait pas de racine égale à l’unité; d’où la relation
• ( 36) [af— \ ){e^ a’^' — i ) — (em*'*')’ =[e(i — o’"J , — « ’ > o , (nmd. a .
inégalité qui sera satisfaite pour toutes les valeurs de e, sauf une seule.
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a” Soit 1=0, mais a'*’+'— i ^o(mo(l. a). La substitution
O7) U = I . . .. yr,x„...\
est évidemincnl bypoabéliennc; et l'on voit, comme au n° 675, qu'elle est contenue dans I. D'autre part, on vient de voir que 1 contient une substitution ï, qui transforme C,, en C"],’’ : il contiendra donc T, U, qui le transforme en
3“ Soit fl’''*''— I sa'’’"'''— I =...so etv>i. On pourra déterminer un entier complexe a différent de l'unité, et qui satisfasse à la relation
(inod.a).
Soient e et i deux racines arbitrairement choisies de la congruence (35), et posons (1 — a). On aura
a>v. ^ giVi s a» + ,
{«« -e ta'el^y'*' cii'ea)’’*'
m a (»’’+' -H -1- j a*' ttfe (in'e)’'a j j a''3 -1- P’’a [ æ 0 & o*'*' -i- o'’’*'.
D'ailleurs a et e étant fixés, on pourra déterminer e de telle sorte que la congruence
(«a -I- £«'«3)*''''' — I = (aa)''e«'cp -t- «a(tn'e^)’'so (inod. 1)
ne soit pas satisfaite. Car cette congruence ne peut avoir plus de a* racines, et £ est susceptible de a'-t-i valeurs distinctes.
Cela posé, le groupe I contiendra une substitution U qui transforme C,, en Si de plus on détermine e de telle sorte que
l'on ait
(a — i)(e« — i) — e|3'^o (mod.a),
ce qui est évidemment possible, 1 contiendra la substitution
car cette substitution est bypoabélienne et d'ordre impair. Par la même
5li UVBE quatrième
raison, il conlicndi'a la suivante
\\ -T I . . . , jr„ . . ... x„ . . |.
Cela posé. 1 eonlicndra la substitution T = UV''\V“', qui transforme en
4" Soit M -S a'’ "'' — I si: ... O et y = i . Les quantités a, a'
satisfaisant à la relation (34). seront en nombre impair. Soit i une racine de la runj{ruenre irréductible du second degré. La substitution U qui remplace a:,, v... î, par >V -1- în v,-(- x. -t- J v, -t- 1 est by-
poabélicnnc, et tran.sformc en C,, ; de plus, en remplaçant les indices indépendants imaginaires par des indices réels, un voit sans difliciillé qii’elli' appartient à I. La substitution ü et ses analogues, combinées ensenible, et a la siibslitulion
W = I .... x„ .)•„ ï, n-'xr, a’’'Xr, . . |,
lai|uelle est hypoabélienne de degré impair, et par suite appartient à 1. permettent évidemment de transfurmer c,, en c:;'c;;''(ï;’'....
677. Il est aisé maintenant de prouver, comme nous l'avons annoncé,
que toute substitution de la forme appartient à 1. Soient .J, une de ces substitutions; la transformée de par ; T la substitution de
forme ^ qui appartient à I et donne la même transformée. On aura T.
étant une nouvelle substitution liypoabélienue, de forme .J. et qui transforme Cr, en elle-même. Soit la transformée de par ^j. Son
exposant d’échange avec que transforme en elle-même, doit être
congru à rs O. Donc t = o. Cela po.sé, on voit comme tout à
l’heure que 1 coutieni une substitution T, de forme ^ qui transforme C,.^ en C^)''... sans altérer C^,; on aura étant une nouvelle substitu-
tion bypoabélienne, de forme .5, et qui transforme les substitutions en elles-mêmes, l’oursuivanl ainsi, on voit que .5, est le produit de substitutions appartenant à I par une dernière substitution qui transforme les substitutions C^,,... en elles-mêmes, et par suite se réduit à l'unité.
678. Au contraire, la subslUtuion na/iftartient pas à I. Remarquons «l'abord qu’elle est le produit de p substitutions bypuabéliennes paieilles entre elles et qui peruiutent respectivement entre eux, et d’une manière circulaire, les indices x,,..., x,,..., les indices y,,..., j',,..., etc. Le nombre p
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étant impair, il sutFira He prouver que ces substitutions partielles n'apparliennent pas à I pour prouver que ne lui appartient pas.
Soit S = I X,, I l’une de ces substitutions partielles
(nous omettons d’écrire les indices .. . que S n’altère pas). On aura eu général av .. q étant un entier impair, que nous supposerons >i_pour plus de généralité: et l'on pourra poser i—jt, / et / étant respectivement des racines de congruences imaginaires J et L, de degrés q et (21). Substituant relie valeur de i dans l’expression de jr„, et abaissant les puissances de j et de / à l’aide des congruences J et L. on obtient
"no, Zi»...., étant des fonctions qui ne contiennent d’autre imaginaire (|ue/. Soient z,p, s,p,..., les fonctions conjuguées obtenues en changeant / en P': 6 le reste de la division de r par 2“; on aura évidemment
Soit s un multiple de q, congru à 1 (mod. 2'); $ sera impair; S appartiendra donc ou non à I suivant iiue S' lui appartiendra ou non. Or cette
dernière substitution, rapportée aux indices indépendants
prend la forme
Soient C, C,.... et D„,,..., I)„p les .substitutions respectivement correspondantes aux indices x,,... et aux indices s,,,..., s„p,.... Les
exi>osants d’échange ((’.,C,/) sont congrus à o si r' v, à 1 si r' = r-\--j. D’autre part on a évidemment
les produits s'étendant à toutes les valeurs de r et de r' respectivement congrues à P et à p'(mod. a*). On aura donc
la dernière sommation s'étendant à tous les svstèines de valeurs de r et de r' qui satisfont à la relation r'_ r-f- v(mod. av). Pour qu’il existe de
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sviiiblables s\^>trnlrs dn valeurs, il faudra qu'oii ail
p'— .pBfgi»' S 7.*~* (niod. 51* ),
el si letle condition est salisfaile, on aura pour r. r , q syslènies de valeurs, repn'-scntés par les formules r =: p-h 2*X‘, r' = p‘ ■+■ i*k, k étant un entier. Il vient ainsi
fl»-,!*--.,*.— )== ^
.Mais si l'on donne successivement à k toute la suite des valeurs o,..., q— i , la quantité p -I- a*X(mod.(/J prendra une fois cliaeiine des mêmes valeurs; d'ailleurs y’* se réduit à y (niod. a) : il viendra donc
Caille expression est donc une fonction symétrique des racines y y
de la eonj'ruence J; c’est donc un entier réel, congru à o ou à i (mod. 2). De plus, elle est indépendante de p. Désignons-la pour abréger par : on aura en particulier rlj,~q _r (mod. 2). Enfin l'on aura
67fl. l’reiions pour indices indépendants, à la place des indices .... ;„p,
. . . • • • * ceux-ci ; .... î^p ^ a^p -f- f/,, a,p -t- . . . -t- "t"
a'„pS?î„p,..., auxquels correspondent respectivement les substitutions .... I)'„p=: I)„p D'^ = l);^*"D„ La substitution S‘ prendra la forme
analogue à la forme (^IH); et les substitutions D^p auront leurs exposants d'échange mutuels congrus à zéro, sauf ceux de la forme (Dl,pD'v.p»j— ■), lesquels seront des entiers réels indépendants de p et pourront être désignes par le symbole d‘„^-. On aura d'ailleurs évidemment
d'mm- ri. i</„ ». o (mod. 2).
Deux cas pourront se présenter ici :
1° Si la quantités d,^ par exemple est congrue à 1, un pourra rem-
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pUccr les indice.s .... z^^ *'„(>.••• par de nouveaux indices
• ’ *np ^0|><**** ^ I p== ^ip^" ^sp ^^ijit a«,p “t*
tels: i'*<nie la substitiUiun S' rapportée à res nouveaux indices ne rliange pa.s d’e\|ire.s.siun; a” (|ue les siihsiitiilicins correspondantes aient
leurs exposants d’éclianj{e mutuels eongrus à /.éro, sauf ceux de la forme ff^«pn!,.p.»^*)> T" seront des entiers réels indépendants île » et pourront être désignés par On aura en outre les relations
</’. .=■(/',, 3 1 . f/; , ai </;„ - = O.
Si mainlenanl l'une des i|uantités rf',, «Cm»-- - é*ail congrue à i, on
puuiTait effectuer un nouveau changement d’indices analogue aux précédents; dans le cas contraire, on ferait ce nouveau changement de la manière i|ue nous allons indiquer.
a" Soit rf", I -O. La substitution I)',p ne pouvant avoir
tous ses exposmits d'échange congrus à zéro, et d\^ — (f^^ étant congru
il zéro, l’une au moins des quantités cT, le sera à l'unité. Soit,
pour fixer les idées, rf', , rf, , = i . Prenons pour indices indépendants
.... ijp- s'jp 4 rf', , l'jp . -t- -4- I-a substitu-
tion S' rapportée à ces nouveaux indices ne changera pas d’expre.ssion. En outre, les substitutions correspondantes l)|„p ont leurs exposants d'échange congrus h zéro, saiifecux de la forme (D]„p qui seront
des entiers réels. Enfin l’on aura évidemment
,/' ,uad'.
Si l’on a f O, on fera un nouveau changement d’indices analogue à ce dernier. Sinon on opérera romnie à l’alinéa précédent. Continuant ainsi, on arrivera an rcsullul suivant ;
On peut remplacer les indices s,,,.. ., i«p, ... par de nmwcau.r indices Oi„p, • • ■ fels .
i“ (Jue la sul/slilulion S‘, rapportée à ces nouveaux indices, prenne la forme
a° Que les substitutions E,,,..., E„j correspondantes à ces indices, aient
leurs exposants d'échange mutuels congrus à zéro, sauf ceux de la forme (K»,pE„',p+,«-iJ,.9m seront des entiers réels, indépendants de p. et pourront être désignés par le symbole général e„„c- Cw quantités satisferont à la relation
.’»« UVRE OlMTRlfcME.
En outre, les quantités e„,,..., correspondantes à une
même valeur de m, seront toutes conprues à zéro, sauf une seule.
(580. Groupons les nouveaux indices en classes, en réunissant ensemble ceux qui correspondent à une même valeur de m, et (|ui sont évidemment des fonctions conjuguées. Ges classes pourront être de deux espères : i" celles pour lesquelles e„„s^i; a° celles pour lesquelles c„„,sr.o; si ces dernières classes existent, elles peuvent être associées deux à deux; car si e*„==o, on aura une relation telle (|ue e„„,< i , m' étant 5»*: on aura par suite I, d'où avec ~ si m" diffère de m et
de m'. Les deux classes qui ont pour premier indice m et rn' sont ainsi associées.
Le nombre total des classes étant égal au nombre impair q, et celles de seconde espèce étant en nombre pair, il existera un nombre impair de classes de première espèce.
Ctda posé, la substitution S' est le produit de deux espèces de substitutions partielles: i“ des substitutions altérant les imlices d'une seule cla.ssc lie première espèce; a“ des substitutions altérant à la fois les indices de deux classes associées de seconde espèce. Il est d'ailleurs évident que chacun de ces facteurs partiels est une substitution bypoabclienne. On voit en outre, comme au n" 674, que chacun des facteurs de la seconde espèce appartient à I. Si nous prouvons qu’aucun des facteurs de la première espèce ne lui appartient, notre proposition sera établie : car ces facteurs étant en nombre impair dans S', S' et par suite S n'appartiendront pas à I.
681. Soit T = j I l'un de ces facteurs (nous omettons d'écrire
les indices qu'il n'altère pas, cl dont nous n'aurons plus à nous occuper).
Remplaçons les indices imaginaires «»,,•-( par des indices
réels i’,,..., Cp,..., e,«_, choisis de manière à ramener T à sa forme canonique. La substitution T ayant pour ordre a®, et la somme u„ + ...-iétant la seule fonction des indices que T n'altère pas, celte forme canonique sera la suivante
Soient e„ S^,... les substitutions correspondantes aux nouveaux in-
dices: T les transforme en 0,,..., 0^©^,,...; elle Iransfornic donc l'exposant d'échange (SfE») en {©pCp-, .ea©a_i); et comme elle ne doit pas l'al-
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lérer, on aura la condition
1 4n ) ( Qf ) "4- ( S|— I S« ) *+“ ( Sp_( 1 ) Sï O
qui suhsiatcra pour toute valeur de p et de ? (en suppriinanl, si p ou 7 élail égal à I, les ternies où ligtireraienl des indice.s négatifs).
Par l'application réitérée de cette formule, on voit sans peine: 1“ que l'on aura toujours (£j£„)=i- o si |S 7< 2*— 1; par suite, on aura toujours I, si P -I- 7 =r: 2* — I : car sans cela le déterniinant des expo.sants d'échange serait congru à o; a“ que si p + «> 2’— i, (£(,£,) pourra s'exprimer linéairement en fonction des 2®“'— 1 quantités f£,.-i £,.-i.„, ),...,
que l'on pourra désigner par a,,..., <7^, ... et qui
restent non déterminées.
Cela posé, on pourra, tout en conservant à T sa forme canonique, choisir les indices indépendants de telle sorte que les entiers a,,..., prennent
des valeurs fixées à volonté. Suppo.sons en effet que a a^, aient dèj.'i
les valeurs voulues, mais qu'il n'en soit pas de même de a,*. Prenons pour
indices indépendants, à la place de e,,.... e^,... les indices é„,..., é, lé-
tcriiiinés par les relations
e, = e) -1- si p -e 2 _« -1- 1 <^ »*, =: e' si p -1- au -1- 1 J a*.
ha suhstitution T conservera sa forme canoiii(|ue. D'autre part, les substitutions £',i,,.... £',... correspondantes à ces nouveaux indices seront respectivement égales à £„ £p£p_»^_ Posons donc
(£',.-v> £'3.-'*)*,) : on aura
t^tte expression est la somme de quatre exposants d'échange partiels dont
le premier sera égal à «> et les autres à zéro, .si X<ft; donc a'„
seront respectivement égaux à <z„ «n-i. qui ont déjà les valeurs vou-
lues. Soit au contraire i = pi; un seul des quatre expo.sants d’échange partiels sera congru à zéro, et l’on aura
■+■ ( £,*-'+t, £,•-•_,> -I- \£,«-<_|._i Ei^-i+^,1,
expression que la relation (4») réduira à a, -t- ( £,•-'
Donc aj, aura la valeur voulue.
: a, -+-I (mod.ïi.
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I.es entiers a puuvanl ainsi être déterminés arbitrairement
les substitutions liypoabéliennes de la forme T se réduiront ii deux types seulement, correspondant aux deux valeurs ijiie peut prendre le paramètre restant a„.
682. Nous allons montrer que, quelle que soit la valeur de ce paramètre, T ne pourra appartenir à I. Pour cela, prenons pour indices inilépendaiils ceux-ci :
r prendra la forme
Réciproquement, toute substitution hypoabélienne de cette forme peut être mise sous la forme Kn effet, soit, pour fixer les idées, 2* = 8; et
soient 0' les substitutions correspondantes aux indices lo ii-,.
I,a substitution (.^i) transformera en Posons donc
£.=:lX\(0,...lO„ Si =u9,l0i(0, l0,(0„ £. = |V),U\,
£, (0,iû„ £, = <0,oJ„ £, = iA\Ci)i, £, = uO.,
et déterminons un système d'indices c„ c, respectivement correspon-
dants à ces substitutions. La substitution /|>) transforine évidemment
£„, £, £, en £„, £, S„ 3i2,: elle prendra donc la forme r3<)) si on
la rapporte aux indices e,,.... e,.
Cela posé, la substitution {!\i ) étant hypoabélienne, n’altère pas les caractères ni les exposants d’échange mutuels des substitutions lO
Donc ces caractères sont tous égaux. Kn outre elle transforme [lOjU',) en
uO,iO, ^ (0„,ô\_,l = ... = (o\iO|,_, ,
Soit 6,_p cette expression, on aura, si p > 2®"',
Donc tous les exposants d’échange s’cxprimetit au moyen des 2®"'
ijuantités i,
On doit remarquer d'ailleurs que b,.-i est eongru à 1 : car le déterminant
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lies p\j)OMints (t’échange (iDp.D.,) ne peut être congru h zéro; mais si l'on avait /i,.-i = o, les lermes qui composeni chaque ligne horizontale du délerminanl seraienl égaux deux à deux en vertu de la relation f/(2). I.a dernière eidonne verticale serait donc congrue (mod.a) à la somme des colonnes préeédenies. et, par suite, le déterminant serait congru è zéro.
La siihstitution (4<]< rapportée aux indices c, Ci*-i. appartiendra à
l’un ou à l’autre des deux types signalés ci-dessus, suivant que l’expression
(£,•-1 £,«-i+,)s (■O.oJ, ... (O,. . .(0,«-i_, .üO.iOi. . . iSl,,. . . iO,«-i_,)
sera congrue à o nu à i.
Elle appartiendra donc au premier type, si A,, A, A,.-i_, sont congrus
à zéro, au second si A, seul diffère de zéro. Dans l’un cl l’autre cas. nous allons voir qu'elle n’appartient pas à I.
683. PnrMiFn cas : A,, A, A,.-._, sont congrus à zéro. — Désignons
par l'jila sulislitulion qui permute enseinhle, d'une part les deux indices ti p,
• d’autre part les indices sans altérer les autres indices;
par V la substitution qui permute entre eux les indices »•„, (Vj.-., sans altérer les autres, (’.hacune de ces substitutions est (‘videmmeni liypoahélienne, et il est dair que la substitution "|i) est égale an |irodnil VU.U,.,.U,.-..».
Cela posé, il t;st aisé de voir que la substitution Y n'apparlienl pas à I,
taudis que chacun des autres facteurs L'„ L' appartient à ce groupe. En
effet, si les substitutions ,0 ont pour caractère zéro, on pourra di'-
signer par x x,.-.; v v,— . les indices aetuellement représentés par
Cela fait, les substitutions V. fi,, U ne seront antres i|ue
les substitutions M,, P,.,, Pj,,,... du n"220; donc V n’appartiendra pas à I (274 et 672); au contraire, chacune des substitutions P, ,, Pj,i.... appartiendra à ce groupe (674).
Su|)posons au contraire que les substitutions lO aient pour caractère 1. Soient x,,y',, x„ de nouveaux indices, déterminés par les
relations
4<'i^ “t" J‘jp-1.1 “H l'ip-f-u U'i»- * •4“
Les substitutions
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com'spunilanles à ces nouveaux indices ont ipënies
exposants d'échange nuiluel.s que (0,,..., mais leurs caractères sont
égaux à zéro; cela posé, on pourra, sans nulle dillicullé, déierininer l'expressioii de chacune des substitutions V, U, en fonction de ces nouveaux indices, et véritier i|ue V n'appartient pas à I, mais <|ue U, lui appartient. Quant aux suhsiilulions L',.... analogues à U,, elles lui appartiendront évidemment.
I»8i. Stcoxu CAS : b,~\, />, — ...==:o. — Soient U la substitution qui Iransfornie en général a'^en à l’exception des six substitutions o\, to,, i^V- qu’elle transforme en <0,, (0,üJ,(i>o, li), (Cl,, t£),...| ;0, <0,, (0,: V la substitution (jui transforme (O,, lO,, ci>j, oT,._, en tù,, (û„, rt),(jO|(Do, nV-'tE>i‘Poi cOj«-’»i<0|ii)„,
Il est clair que ces deux substitutions sont hvpoabéliennes, et que leur produit donne la substitution (4> j.
Cela posé, U lai.ssc i£t, invariable, et transforme circulairement les unes dans les autres, d’une |)art les — 3 substitutions (C>,, ®,
(0j€— I I (JD| » • * • » lOÿ» I COj*— • (Pg f ♦!* • • * •
(0,._,iO,®o, d’autre part les a”+ a"”' — 3 substitutions
tv'j <****> p— I • • • ^6 » ®2p>( ® J»— 1 -I , • . ■ ®a , • • . ,
p®a*"’+p • • • + p t . • . , ®a* — < ®a*— a • * • ^^a*~' .*■ i * » * • , ®a*— i * • • ®a«— ' ap^®a •
®a*-i- Donc la puis.sance a* t- a*~‘ — 3 de la substitution U laisse invariables les substitutions ci-dessus, ainsi que ®,; donc elle se réduit à l’unité. Donc l’ordre de U est impair; donc lî appartient à I.
D’autre part. V- n’appartient pas à I. En effet, celles des substitutions
dérivées de ®, dont les exposants d’échange avec ®« et (P, sont
congrus à zéro forment un groupe IJ, dérivé de.s substitutions suivantes; ®,®,, ®i,,..,®,—i(P,, iP,>-i.,.,,...,®,>_,®,, auxi|uelles V est échangeable. Ce groupe G peut être considéré comme dérivé d’une double suite de substitutions -t , si>, -t.', as',... dont les exposants d’échange soient tous congrus à zéro, sauf ceux-ci, == i et dont les carac-
tères soient congrus k o, sauf pour .v et ié,, dont les caractères .seront tous deux congrus h o ou k i . De même les substitutions^®,, ®, peuvent avoir pour caractère o ou i .
Supposons d’abord que -v, al. aient jiour caractère zéro. Soient x,,_y,, X,, Vj.... un système d'indices indépendants correspondant respectivement
aux substitutions ®,, <P,. ju, La substitution V, rapportée k ces in- .
dices, n’est autre que la substitution .M, du n" 220 et n’appartient pas k I.
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Si X, 0!., ont pour caracière i, et (D«, ®, pour caractère zéro, on prendra pour ,r,, y,, x,, y„... les indices qui correspondent k t, sK, ffi,. A'. Pt V = iM, n’appartiendra pas à I,
Enfin, si A, A, ®,, ®, ont pour caracière i, on rapportera V aux indices A,, J,, a-,, qui correspondent aux substitutions .t®,, si®,, ASi®,®,, A(D,®,, A', si' et l’on vérifiera immédialeineni queV n'appartient pask I.
685, Thkobkme. — Un groupe indecom/tosahle F de troisième catégorie a son exposant égal à l , 5< a est non résidu quadratique de p.
En effet, parmi les groupes auxiliaires qui concourent k la consiruction de F, il en est au moins un L de seconde categorie. Ce groupe auxiliaire étant suppose décomposable, pour plus de généralité, est formé k l’aide de deux groupes partiels D et F,. Les substitutions de ce dernier groupe sont de la forme les substitutions ^ appartenant k I, et la substitution <t' ne lui appartenant pas (678). Mais pour que l’exposant de F„ fût égal k a, il faudrait que toutes les substitutions de F, appartinssent k I (673); il fan- (Irait donc que l’exposant p fût pair dans toutes les suhsiilulinns de F,.
Or soit a’i* le degré de F,: si p— i, F, contiendra la substitution •Jf; donc le tbéoremc sera démontré. Soit au contraire p = les entiers it„.
divisant at*-!- i, seront impairs; et la construction de F, dépend de celle de grou|>es auxiliaires L,, contenus dans les groupes abéliens
de degrés Ces groupes seront respectivement formés de sub-
stitutions abéliennes propres, jointes k des substitutions S, S',... qui multiplient les exposants d'écbange par (mod. n„), (mod. , g, g',... étant des racines primitives des congruences ^''•”'=o(mod.n„), O (mod.n’„),... et d„ (f,,... des entiers égaux k i ou k a. Cela posé, pour que F, contienne une substitution de la forme il faut et il sudil (655-656) qu’on puisse satisfaire, aux relations
af^g^-'fmod.!;,) ( nioit. n',) = . . .
pour des valeurs convenables de c, e',....
(Considérons par exemple la première de ces relations. Un pourra toujoiir.s y satisfaire, quel que soit p, si ou si d, étant égal k a, a est résidu
quadratique de .Vu contraire, si l’on a </„ = a et a non résidu de n„ on ne pourra y .satisfaire que si p est pair.
Mais si d, = a, L, est de troisième catégorie; donc pour que F, ne conlicnne que des substitutions où p soit pair, il faut et il suffit que l'un L.
ÜÜ
<le.< groupes auxiliaires dont dépend sa construction suit de troisième calégorie; qu'il ail pour degré une puissance d'un nombre premier n, dont a ne snil pas résidu quadralique; enfin, que l'exposant d, de ce groupe soit égal à 3.
Supposons, pour plus de généralité, que le groupe L, suit décomposable: il se construit à l'aide de deux groupes, D,, P,; ce dernier groupe, indécomposable, de troi.sième catégorie, a pour ordre une puissance de ji,, ei pour exposant d„. Il fait donc exception au théorème.
Donc si le lliéorème était faux pour le groupe T', il serait faux pour le groupe P,, dont le degré est moindre; on verrait tle même qu'il est faux pour un groupe P,, de degré moindre i|uc I’,, el ainsi de suite à l'inlini, ce qui est absurde.
DE LA RfiSOl.mON PAR RADICArX
SM
RÉSUMÉ
liédurlion du pmhléme \.
686. Les groupes résolubles, transilifs et généraux de degré M se partagenl en classes, respectivement correspondantes aux diverses décompositions de M en un produit de facteurs qui soient tous des puissances de nombres premiers. (On considérera comme distinctes deux décompositions qui offrent les mêmes facteurs, mais dans un ordre différent.)
Soit, par exemple, M = une de ces décompositions. Les groupes de la classe correspondante s'obtiennent ainsi qu’il suit :
Désignons les M racines par le .symbole général (.Tx'ar"); x, x', x" étant des indices indépendants, variables respectivement de o à çr — i, de n b q'— I , de O à q"— i . Groupons les racines en systèmes et sous-systèmes, en réunissant dans un même système celles pour lesquelles x a la même valeur, et dans un même sous-système toutes celles pour lesquelles x et x' ont les mêmes valeurs.
Soient maintenant A' un groupe résoluble, général el prùnili/ en\re les q~ racines (oox"); U" son ordre; A' un groupe résoluble aus.si général que possible parmi ceux dont les substitutions permutent entre eux d’une manière primitive les q' sous-systèmes pour lesquels x = o, en remplaçant les unes par les autres les racines pour lesquelles x" a la même valeur, et n’altèrent pas les indices des autres systèmes; û' l’ordre de A'; A un groupe résoluble aussi général que possible parmi ceux dont les substitutions permutent les q systèmes entre eux d’une manière primitive en remplaçant les unes par les autres les racines pour lesquelles x', xt ont les mêmes valeurs; fî l’ordre de A. Les'groupes A, A', A", combinés entre eux, forment un groupe résoluble et transitif d’ordre Dtl'rû"*»'. On obtiendra réciproquement tous les groupes eberebés en eboisissant successivement de toutes les manières possibles les groupes A, A', A".
687. La question se trouve ainsi ramenée à In construction de ces der-
»*1 LIVRE OÜATRIÈME.
niers groupes. Soient à l’un d’entre eux, g =p^ son degré. Désignons .nctuelleinent les racines île ce groupe par le symbole (ary'...) où x,y... .sont des indices en nombre n, variables de o à /> — i. I.e premier faisceau de A sera formé des subslitulions
et ce groupe résultera de la combinaison des substitutions ci-dessus avec d’autres substitutions de la forme linéaire
I X, /, . . . nx -I- ft >• -I- . . . , (l'x -4- b' y -i- ...... . I ,
le groupe partiel formé par ces dernières substitutions étant résoluble, primaire et général.
Voilà donc le problème A ramené au problème B.
Réduction du problème B.
688. I.es groupes résolubles, primaires et généraux du degré />" se partagent en classes, correspondantes aux diverses décompositions de l’cx|iosant n en deux facteurs. (L'un de ces facteurs peut être égal à i , et l’oh considérera comme distinctes deux décompositions qui diffèrent par l’ordre des facteurs.)
Soit n = \m une de ces décompositions : les groupes de la classe correspondante s’obtiennent comme il suit :
Partageons les n indices donnés en ). systèmes, a;,, y,,...;...; Vj,
contenant cbacun m indices; et formons : i“ d’une part, un groupe D dont les substitutions permutent les systèmes entre eux (en remplaçant les uns par les autres les indices correspondants] de telle sorte que les déplacements d’ensemble des X systèmes forment un groupe résoluble, transitif et général; a° d’autre part, un groupe T, dont les substituti,ons lais.sunt tous les indices invariables, sauf ceux du premier système, qu’elles remplacent par des fonctions linéaires de ces mêmes indices, et par rapport auxquels elles forment un groupe résoluble primaire, général qt indécomposable.
Soient respectivement Q et O les ordres de D et de T: le groupe d’ordre ilO’, qui résulte de la combinaison de ces deux-là, sera l’un de ceux que nous cliercbons. Réciproquement, tous les groupes cherchés s'obtiemlront par cette construction, en choisissant successivement de toutes les manières possibles les groupes U et 1'.
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Or D est un groupe résoluble, transilif et général de degré X. Pour le délerminer, on se trouve donc conduit à résoudre le problème A, mais pour un degré fort inférieur à pf.
Il ne reste donc plus, pour acbever la résolution des problèmes A et B, (|u’k construire les groupes résolubles, primaires et indécomposables les plus généraux, tels que P.
689. Or, posons m = vn’ />’ étant > a, et n, n\... étant des nombres premiers égaux ou non, qui divisent p'—\, et dont l'ordre est indifférent : les groupes eberebés P se répartissent en classes correspondantes aux diverses décompositions de cette espèce, cl peuvent se construire comme nous allons l'indiquer.
.\u lieu de désigner les indices par x,, y,,..., z,, représentons-les par le symbole général (^,^,..11;,...}^: où p est un iWica/cur variable de o à v — 1; Ç,, Ç,,... des indicateurs, en nombre 1, variables de o à rr — i; n,,... des indicateurs, en nombre 5', variables de o a it'— i; etc. Posons ensuite
( étant une racine d'une congruence irréductible de degré v : et prenons pour indices indépendants les expressions Deux cas seront
à distinguer.
690. 1“ Si m = v, d'où n'’n''’'... = i, les indicateurs £j,..., r,,,... n'ont
chacun qu'une seule valeur, zéro, et l'on pourra écrire, pour abréger, u, à la place de [00. ..o...,. Cela posé, le groupe P ne pourra être construit que d'une .seule manière, et sera formé des i) substitutions de la forme
I U,,... au,,..., |,
où P varie de o à v — i (mod.y), et où a est un entier complexe formé avec l’imaginaire i.
691. a° Si m > V, supposons, pour fixer les idées, m = vît’ ft’’'. Chaque
substitution de P remplacera en général l’indice [4, ?!"■ une
fonction de la forme
la sommation s’étendant k tous les systèmes de valeurs de m,,...;
»«> UVUE QUATHIÈME.
ù élant an entier constant pour chaque substitution, et les quantités a étant (les entiers complexes formés avec i.
Ces substitutions sont complètement déterminées lorsqu'on connaît les fonctions par lesquelles elles remplacent les indices de la première série. On pourra donc, en omettant dans l'écriture ce qni concerne les autres indices, les représenter par le symbole
(<) j [Ï.Ï.- X -If |-
Le groupe F ne contient d’ailleurs qu'une partie des substitutions de la forme (i). Pour le déterminer avec plus de précision, il faut construire son premier et son second faisceau.
Son premier faisceau F est formé des substitutions
où a est un entier complexe indépendant de Ç,,
Pour le second faisceau G, divers cas sont à distinguer : i” Si I (mod.4), G résultera de la combinaison de F avec lés substitutions suivantes :
tS'> Ç'"*"' n ]»|i
••]. [ïi.ï. «.-n,...].|.
où 9, 9' sont respectivement des racines primitives des congruences '6'sei, (niod./)!.
2“ Si (mod.4J, G résulte de la combinaison de F avec certaines
substitutions A,, D,, A,, B, A',, R', ('.es substitutions auront la
même forme que précédemment si n, n' sont impairs. Mais si quelqu’un de ces nombres, n par exemple, se réduit à a, les deux premières substitutions A,, B, de la double suite correspondante A,, R,, A,, B,,,,, pourront être, soit de la forme (a), soit de celle-ci :
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a, J3 étant (leux entiers arbitraires, qui satisfassent à la relation
u' + P'Ea— I (mod.;>j.
603. Cela posé, soit L un groupe résoluble et primaire de degré n'”, aussi général que possible parmi ceux qui sont contenu.s : dans le groupe abélien, SI l'un 'n’a pas à la fois />'ü^3(mod. 4) et rc= a; dans le groupe hypoabélien de première espèce, si p" étant congru è 3[mod.4) et n égal à a. A, et B, ont la forme (a); dans le groupe hypoabélien de seconde espèce, si A,, B, ont la forme (3). Les substitutions de L seront de la forme W'.S, S étant une substitution abélienne propre, c’est-à-dire qui n’altère pas le.s exposants d’échange, W une substitution qui les multiplie par g"*, g une racine primitive de la congruence g'*"* ~i (mod.rr), et d un entier égal, suivant les cas, à i ou à a, et que nous appellerons Yexposant du groupe L.
Soit de même L' un groupe résoluble et primaire de degré n'*’', aussi général que possible parmi ceux qui sont contenus dans le groupe abélien (dans l’un des groupes hypoabéliens}; soient \V", S', g', d' les substitutions et les quantités analogues à W, S, g, d et relatives à ce groupe.
Associons inaiotenant les substitutions de L à celles de L' de toutes les manières possibles, de telle sorte que deux substitutions associées
multiplient les exposants d’échange par des facteurs respectivement congrus à une meme puissance de p. Soient /(é(tnod.n), /é‘(mod. tr') ces facteurs : on pourra déterminer des substitutions de la forme (i) qui transforment A,, B ; A',, B’,,... en/, AJ'Bf'..., ;/| .V,*'B/'...,
g\ A','" b/'..'. /,, g /I , g\,.., étant des substitutions de F. L’en-
semble de ces substitutions correspondantes aux divers systèmes de substitutions associées forme le groupe cherché F, dont la construction se trouve ainsi ramenée à celle de L et de L', laquelle constitue le problème C.
Soient u, u' les ordres respectifs de L, L'; i la moindre valeur de potir laquelle on puisse avoir
/>*sg*(mod. n)::s^*^‘'(mod.n'),
(, e', étant des entiers : i sera un diviseur de v, au plus égal à a, et l’onlrc de r sera
m d'ù.ftu/
5i« UVRE QL’ATIUÈME.
A chaque manière difTérentc de déterminer les groupes auxiliaires L, L', correspond pour r un groupe différent. Cependant on obtiendra le même groupe T, à la notation prés, en employant pour groupe auxiliaire è la place de L, par exemple, l’un quelconque des groupes qui lui sont semblables,. r’est-à-dire qui s'obtiennent en le transformant par une substitution abélienne propre (hypoabélienne).
Réduction du problème
694. Los groupes résolubles et primaires les plus généraux parmi ceux qui sont contenus dans les groupes abéliens(bypoabéliens) de degré /j’"sont drcom/tosables ou indécomf>osables .
695. Groupes décompos\rles. — Ces groupes sont de <leux espèces : Première espèce. — Ces groupes ne peuvent exister que si p est impair,
n pair, et a résidu quadratique de p. On les construit comme il suit : Supposons que nous ayons formé les groupes résolubles et primaires les plus généraux parmi ceux qui .sont contenus dans le groupe abélien de degré/7" et dont l'exposant est égal à a ('). Soient L' un de ces groupes; O' .son ordre; A' le groupe partiel formé par celles de ses substitutions qui sont abéliennes propres;
les substitutions de A', rapportées à un système quelconque d'indices indépendants x„ y,,... Écrivons à la suite des indices^,, y„,... d'autres indices en nombre égal x,,y,,.., cl supposons que les exposants d'échange des substitutions corrcsp'ondantes C,,, C,.,,... avec les substitutions Cj,, C,,,... soient congrus à zéro, et que leurs exposants d'écbange mutuels soient
égaux à ceux des substitutions C^,, C,. respectivement multipliés par g~'.
Le groupe formé des substitutions
I x„ y„... ax, -t- Py. a'x, -h y, ■+■
jointes è la suivante
X = I x„ y„ ..., x„ y,,.. . x„ y gx„ gy,, . . . | , (*)
(*) fuir ci-après (696 ei 699) U mtnière de construire ces g^ou|»e^
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.sera run cle ceux que nous cherchons. Il aura pour ordre cl pour
exposant runilê.
606. Seconde espèce. — l’osonsyi = )./«. chaque seinhiahie (lécoinposiiion correspond une classe de groupes décomposahles de seconde cspfece. qu’on pourra former ainsi qu'il’ suit.
(Choisissons les indices indépendants île telle sorte qu’ils se partagent egalenieni entre ). syslimies (*) a-o, ... tels, que les
exposants d’échange des .suhsiitulions correspondantes C„, CT,,...; . iv, salisrasseiit aux relations
si elr\ et fci^’t;/’) - (C/Uf)
(et que leurs caractères soient indépendants de r).
Soient I) un groupe résoluble aussi général que possible parmi ceux dont les substitutions permutent les systèmes entre eux d’une manière transitive, en remplaçant les uns par les autres les indices correspondants; L„ un groupe dont les substitutions laissent tous les indices invariables, sauf ceux du premier système, parrapporl auxquels elles forment un groupe aussi général que possible parmi ceux qui .sont résolubles, primaires, contenus dans le groupe abélicn dans l’un des groupes bypoabéliens) de degré /j’” et indécomposables. Le groupe L„ résulte de la combinaison d’un groupe partiel ,V,, tbrmé île substitutions ahéliennes propres, avec une subsliliilion \V, qui multiplie les exposants d’échange mutuels des substitutions (ij.,, IV,,... par g^, d étant égal à i ou a.
r.ela posé, soient W,,... les substitutions analogues à\V„, opérées sur les indices des autres systèmes. Le groupe décomposable de seconde espèce qu’il s’agit de construire .s’obtiendra par la combinaison des substitutions de D et de A, avec W„W Son exposant sera égal à d, et son ordre à
^ ‘ > 1! et O étant respectivement les ordres de 1) et del-,. Enfin
si /> = a, le groupe obtenu sera contenu dans le premier groupe bypoabélien, si X est pair et L„ contenu dans l’un quelconque des deux groupes bypoabéliens de degré ou si X est impair et L„ contenu dans le premier groupe
(•) Los 'xin indiew de chaque sysléme [ècuvent ôlre réeU, ou ima^inaireii, mais d(^|iendanl d’un nombre é;:al de fonriion« réelles qu'on puisse à chaque instant leur substiUu'f en qualité d’tndice?^ indépendant<.
s;» 1.1VRK Ol'ATHllCMK.
liYpo»l)élit>n. Il spiM. au tnnirairc, conlpnii <lans l« second gmiipc 1iv|k'alHdit'n, si ), est impair et l.„ contenu dans le seeooil groupe liypoaln*lien.
l,a détermination de D raiiiêiie au piohlêine A. Il ne reste donc plus <|u'à déterminer L„, c'est-à-dire à résouiire le irroblème II dans le cas des groupes indéromposaldes.
(i!)7. Groupks indkcomI'osvbles. — Les groupes cherchés de degré />’”• se partagent en trois catégories.
Première calé ^orie. — Les groupes de cette catégorie appartiennent au groupe ahélien, ou au premier groupe hypoahélien, et ont |ionr exposant l'unité. Pour les uiiteiiir, po.sons /?i = vü^ît'’ .... n, étant des nombres premiers égaux ou non qui divisent /é — i et ilont l'ordre est indilTérent, e!//'élani ><j. sans (]uoi l'on n'aUrait aucune solution. Les groupes cberehés T .SC partagent en classes, coiTos|)oudant aux diverses décompositions de cette espece, et SC construiseut comme il suit.
Le problème étant supposé résolu, choisissons les indices indépendants de manière h ramener le premier faisceau de I' à sa forme eanoni(pie. Les nouveaux indices formeront deux systèmes conjoints, contenant chacun V séries, contenant chacune ... indices. t>s indices pourront être représentés par le .symbole où l'indicateur /, variable de o à i,
caractérise les systèmes: r, variable rie oà v — i, caractérise les séries: en lin I,, |j,.. . variables de o à ît — i , >ji,...) variables de o à rr' — i , etc. distinguent les uns des autres les indices d'une même série. Si F est contenu dans l’iin des groupes hypoabéliens, les caractères dessubstitntionstij^t, „ - • curresponilantes à ces indice.s seront congrus à aéro; et Icu'rs exposantsd'écbange mutuels pourront être supposés congrus à zéro, sauf ceux-ci <iui seront congrusà i . Knfin les indices correspondants de deux séries conjuguées pourront être supposés conjugués.
Il sera aisé d'obtenir, par la méthode des coefficients indéterminés, un système d’indices indépendants, fonctions des inilices originaires, et satisfaisant aux conditions ci-dessus. La solution présentera même une certaine indétermination; maison n'en doit pas tenir compte, les divers groupes qu'elle permet d'obtenir étant tous semblables.
Gela posé, deux casseront à distinguer:
i" Si /« = V, d’où n'’!:’®'... I , les indicateurs £,, £j r,,,... n'auront
cbacnn iiu'nne valeur, zéro, et l'on pourra écrire, pour abréger, à la place de [oo...«...j'. Gela posé, F sera formé des i /> — ijavl/F — i) substitutions
[)K I.A RKSIIl.L"nf)N l*AK HAmCAl X.
suivantes
où « varie de o à y:; — i , p tic o à v — i ( inoil. v) et T de o à i (inod. a,, et oii a est un entier complexe formé avec riinuginaire i de degré v qui a été in- Irnduile.
a" Si m ^ V, supposons pour fixer les idées m = vcV'^. F s’obtient en rombinanl la substitution
[lit.
qui multiplie les exposants d'ecbange par avec Un groupe F', dont les substitutions sont abéliennes propres et de la forme suivante :
■•.Vl-O-i.sy,- ;; !''[/, /....m..
où la sopimation s’étend à ,
l, m, P et T étant deu
X entiers eon
stants pour une meme substitution, et où les coeflicients a.
3 sont des en
tiers complexes, liés entre eux de telle sorte que les deux substitutions
opérées respectivement sur un même système d’indices, auraient |tour prtiduit l’unité. Les coelFicients [i dépendent ainsi sans ambiguité îles coellicients «.
Un pourra représenter avec avantage la substitution (4) par le symbole plus abrégé
où l’on n'indique que les altérations subies par les indices de la première série du premier système, le reste, qui s’en déduit, restant sous-entendu.
Le groupe F' ne contient en général qu'une partie des substitutions de la forme (5/. Son premier faisceau F est formé des substitutions
livre OU.miftME
où a est un entier eomplcxc r|uelconque, el son second laist-eau G s’obtient en combinant à F des substilulions A,, B,, A,, B, A',, B',,... dont l’ex-
pression ne dilTcrera des expressions (a) et (3) (602) que par le cbaiiKement de '£,£,...>5,...', en -,
Soient mainlenant I,, 1/ des groupes auxiliaires formés comme au n" 693. -Associons leurs substilulions de toutes les manières possibles, île telle sorte que les facteurs par lesquels deux substitutions associées multiplient les exposants d’ccbangc soient congrus, suivant les modules rr el n', à une même expression, de la forme (- p^. A cbaque système V, V' de substi-
tutions associées on pourra faire correspondre, comme au 11“ 693, des .substitutions de la forme ( '1) qui aient pour corrélatives V, V. l.’ensemble des substitutions ainsi obtenues formera le groupe F'.
Les quantités g, d, g', d' étant définies comme au n" 693, soit k le nombre des systèmes de valeurs de t, p tels, que ( — .soit congru ii une puis.sance de ^(mod. ;r), et à une puissance de g"*' 'mod. jt'); soient d’autre part «, ta' les ordres de L, L' : l’ordre de F sera égal à
iluy . ii'wi
Si, parmi les systèmes de valeurs de t, p ci-dessus déterminés, il n’en existait aucun où t fût égal à 1. F ne serait pas primaire, et la solution trouvée serait à rejeter.
Le problème se trouve ainsi réduit ù la détermination des groupes [.. L'. \ cbaque manière de les construire correspond pour F un groupe dincrcni. Cependant, si Fon remplace dans la construction le groupe I., par exemple, par un autre groupe qui lui soit semblable, le nouveau groupe obtenu sera lui-méme semblable à F.
698. S,econde catégorie. — Les groupes cberchés ont pour exposant l'unité. Pour les former, posons /« = vr®k'“'..., jt, étant des nombres premiers qui divisent //-(- 1. Excluons toutes celles de ces décompositions
pour Icsijuelles ^ est impair, si le groupe cberché F doit être contenu dans le groupe liypoabélien de première espèce: toutes celles pour lesquelles ^ est pair, si F doit être contenu dans le groupe bypoabélien de seconde
espère; n’en excluons aucune si F doit simplement être contenu ilans le groupe abélien. A chacune des décompositions restantes correspond nue classe de groupes F, que l’on construira comme il suit.
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Supposons le premier fsisecaii du groupe cherché ramené à la forme canonique par un changement tl’indiccs indépendants : les nouveaux indices formeront un seul système contenant av séries, et pourront être désignés par le symbole général où rindicaleiir r, variable de o à
av — 1 (mod. ay), distingue les iliverses séries: tandis (|ue les indicateurs I,, en nombre <7 et variables de o à n — 1, les indicateurs tj,,... en
nombre a' et variables de o à n' — i, etc., distinguent les divers indices d’une même série.
Les substitutions correspondantes à ces divers indices peuvent être représentées par le symbole .,,5^..,; et l’exposant d’échange de deux quelconques d'entre elles, et sera congru à zéro, à moins
qu’on n’ait à la Ibis
t r'^r+v (mod. av),
il) l
/ -h U» — (mod.ir), y3, = yj. ■+- u',. . . (niod.r'),. .
U étant un entier constant, i|u'on peut prendre égal à o ou à 1 si l’on a n = a avec 1 (mod. f{], et nul dans tous les autres cas; v un entier constant, égal à o ou à 1 si l’on a ;t'= a avec p'—L 1 (mod. ,'i), et nul dans tous les autres cas; etc. Si les conditions (7) sont satisfaites, l’exposant d'échange eberebé sera égal à e>'\ e étant une racine arbitraire de la congruence e*’’"': - — I (mod. /?), ou simplement à l’unité, suivant que u, u',... seront ou ne seront pas tous nuis. Enfin, dans le cas où F devrait être contenu dans l’un des groupes bypoabélicns, les substitutions C,{, auront toutes l’unité pour caractère.
Il sera aisé d’obtenir, par la méthode des coellicients indéterminés, un système d'indices indépendants tels, que les substitutions correspondantes satisfassent aux relations ci-dessus, i.a solution présentera même une certaine indétermination; maison n'Ifi doit pas tenir compte, les divers groupes ipi’ellc permet d’obtenir étant tous semblables.
Les indices étant ainsi choisis, deux cas seront à distinguer :
1" Si m ■=■ av, d'où n’!:'”'... = i. les indicateurs?,, |j n’ont
chacun qu’une valeur, zéro, et l'on pourra écrire, pour abréger, à la place de [oo,,.o...],. Cela posé. F ,s<ra formé des avlp'-i- t){p— 1) substitutions de la forme
I «„..., «., ... rt/c-' «J,. af' l I,
où P est uu entier constant, et a, / des entiers complexes, satisfaisant aux
c-onpnicnces
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(HJ «(p' uj. I (iii(id./>), ' (iiiuU. /«J.
■jt" Si soil, pour fixer les idées, m □vn'^îr"^. Giacuiie des siih-
siitulions de 1’ sera de la forme
DU, OU n’éerivaiit que les indices de la première série, ce qui sullil,
j [tïi...»,...]. J::; [Ç. 5. - •»!.•••]*[■
r contient les substitutions de la forme
I [Ç. «iî. ï.. . .r„. . .j. |,
où a est une racine de la congruence (8); et son premier faisceau est formé par celles de ces substitutions pour Icsrjucllcs on a i. Son second
faisceau G s’obtient en combinant à F les substitutions
B,— l [', Ei.,.h!i...]i !,
A',== I [El /'fl'’''[E> E>-">ii-"]» I- B',^ I [E. /'[E'< Eo---. «.+'.—}•
9, 5' étant respectivement des racines primitives des congruences
S' 1 , 9'"' = I , I mod . /> ) ;
/ un facteur égal à l’unité, à moins qu’on n'ait à la fois i’(inod. .'i J et — 3, auquel cas il sera égal à j", j étant une racine de la congrueiice ' (mod./>); /' un facteur égal à i si l’on n’a pas à lit fois 1 ,mod. /() et n'= a, i y’' dans le cas contraire.
Soit maintenant L un groupe aussi général que possible parmi ceux qui sont résolubles, «primaires et contenus : i" dans le groupe abélien de degré n’", si l’on n’a pas à la fois p" - . i (mod. ,'ij, n = a; a“ dans le groupe bypoabélien de première espècci si i (mod. 4). R — a, u = o; 3“ dans le groupe hypoabélien de .seconile espèce, si p'—i f mod. 4). R = a, u = i • Soit L' un groupe analogue de degré r'”'.
OS
DE LA HESoÛrnON l'AH KAMCAÜX.
Associons leurs sul>siitu(ions de toutes les manières possibles, de telle sorte que deux sulislilutiuns associées multiplient les exposants d'échange par des fadeurs respectivement congrus à une même puissance de p, Udle. que [fi, suivant les modules r, et 7t'. A cliaijue svslèiiic de substitutions associées V, V' correspondront, eomme au n“ 693, des substitutions abelienues Miypuabélienues), ayant pour corrélatives V, V'. I, 'ensemble de ces substitutions formera le groupe eberebé I'. dont l'ordre sera égal a
- -fp’+
(r-iHr'-i)
o', d, d', ijt, m' ayant le meme sens qu'au 11“ 693.
Le problème se trouve ainsi réduit à la détermination de I,, I.'. .V chaque manière de construire ces groupes correspond pour 1’ un groupe différent, tiependant, si l'on rem|>lace dans la eonstnictinu le groupe L, par exemple, par un groupe semblable à I., le nouveau groupe obtenu sera lui-menir semblable à 1’.
699. Troisième catégorie. — Il n’existe de groupes de cette catégorie (|ue si P est impair, et ni une puis,sance de 2. Ils ont pour exposant a ou i, suivant que 2 sera ou non résidu quadratique de p. Pour les construire, posons am a’a"^. . . ; puis déterminons un système d'indices indépendant.s [£, tel : 1“ que les exposants d'échange des substitutions
correspondantes à deux d’entre eux soient toujours congrus à O si l'on n’a pas à la fois
— v ■ 1 , — . .Tfi',— c. — a' - . .:.ji O (oiod.a),
U. u',... étant des entiers égaux à o ou à 1 , et dont la somme, soit impaire; a" qu’ils soient dans le cas contraire congrus à (— ij**'**’''* b, b se réduisant.à I, si a n'est pas résiilu quadratique de />; à 1 ou a une racine primitive^ de la congruence g^' -- \ (inod. p , si 2 est résidu quadratique, licite (lélcrminalion pourra toujours se faire, cl cela de diverses manières; mais les divers grou(iesquc cette indétermination permet d'obtenir .sont semblables. On obtiendra au contraire des groupes essentiellement distincts en faisant varier ?, s',..., puisu, u',,.. cl enlin b.
Le groupe rberelie contient les substitutions de la forme
où a est un entier constant. Son premier faisceau F est formé de celles de ces substitutions pour lesquelles a se réduit à ±1. Son second faisceau
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s’obtient en combinant à F îles substitutions A,, B,, A», B A',. B',,...
iléienninées comme il suit :
i" Si U = O, on aura, en posant 5 = — r. ■
2" Si u = I et /«’i I 'mod. i),
J étant une racine de la congruence y’fs— i fmod./>_ :
'i" Si U = I et (mnd.4)>
les entiers «, ,'5 satisfaisant à In relation a^ — j3’ = — i (mod./i).
Quant à A,, Bj elles auront dans tous les cas la forme
Les substitutions .A',, B’,,... se déterminent d'une manière analogue.
Soient maintenant L un groupe auxiliaire aussi général que po.isible p.irmi ceux qui sont résolubles, primaires, de degré a’* et contenus dans le premier groupe liypuabélien si v = o, dans le second si u = 1; I.' un groupe analogue de degré a”'; etc. .Associons les substitutions de ces groupes de toutes les manières possibles. .A chaque système de substitutions associée*. V, V',... correspondront des substitutions abéliennes, ayant V, V',... pour corrélatives. L'ensemble de ce.A substitutions dounera le groupe cherebé F. dont l’ordre sera f/i — 1) muu'.. . . , u, u',... étant les ordres, respectifs de L. L',....
La détermination de F revient ainsi à adle des groupes auxiliaires L,
L' .A chaque manière de les construire correspond pour F un groupe
difl'érenl. Mais si l'on remplace dans la construction le groupe L. par exemple, par un autre groupe semblable, le nouveau groupe oblemi sera lui-inéme .semblable à F. •
Obsenatioru.
700. La méthode précédente fournit non-seulement la construction des groupes eberebés, mais encore un système complet de classification. Car
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nous avons vu cuinment ils su répartissent en classes. Chaque classe pourra êlre subdivisée en suus-classes, suivant la clas.se à laquelle appartiennent les groupes auxiliaires employés dans la construction. Chaque sous-classe pourra êlre subdivisée à son tour suivant la nature des groupes auxiliaires employés dans la construction des premiers groupes auxiliaires, etc.
On trouvera d’ailleurs iinmédialemenl, pour chaque degré donné, le nombre de classes de groupes résolubles, le nombre de sous-classes contenues dans chacune d’elles, etc.
Mais pour que cette classification et ccnc énuméralion-soient exactes, il est nécessaire (]ue tous les groupes obtenus par notre méthode soient gènéraujc, et de plus distincts (autrement que par la notation). Sans quoi ils reraient double emploi, et c'est a tort que nous les aurions considérés comme constituant deux types diHérenls, ou meme comme appartenant à deux classes dill'érenles.
Nous montrerons que les groupes fournis par notre méthode sont en effet généraux et distincts. Néanmoins celte proposition souffre quelques exceptions. Pour exclure tout double emploi, il .sera nécessaire et sunisant, en appliquant notre méthode, d’ob.server le.s précautions suivantes :
1“ Dans la réiluction du problème A (686) on rejettera toutes les décompositions de M dans lesquelles deux factetirs consécutifs seraient égaux à a.
a“ En formant les groupes prirttaircs de degré /j'" au moyen d'un groupe D de degré X et d’un groupe indécomposable F de degré //" (688), on rejettera, lorsque p" se réduit à ou 5, tous les groupes I) correspondants h des décompositions de X dans lesquelles le dernier facteur se réduirait à a.
3” En formant les groupes indécoinpo.'.ables de degré /»'"(68'Ji, on rejettera, si p-=.'i, les groupes correspondants à des décompositions rn = V . ilans lesquelles v se réduirait à a. '
/i“ En formant les groupes indécomposables de première catégorie (697), on rejettera comme non généraux, si /? = 3 ou 5, les groupes correspondants à tics décompositions m = ... où v se réduirait à a.
5" On rejettera également les groupes de cette espèce dans lesquels p'‘~ 5, si wi = I . Soit au contraire m = n’n'®'...: it, .se réduiront à a; et la construction du groupe cherché I' dépendra de celle de groupes auxiliaires I., I,',... lie degrés a’*, a’*' Chacun de ces groupes sera contenu
dans l’un des deux groupes bypoabéliens du même degré (*). Soit oc le
(*) Si I. iiiihVnmpOiiAblp do promioro calégorio, ou t^siruit à l'aido d'uit loi groupo,
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nombre de ces groupes qui sont contenus dans le second groupe brpoabélien : si îK est ]>air, T devra être rejeté comme non général.
6" Si l’on a à la fois /j’= 7, m = l'unité ou une puissance de a; telle que a®2*'.... état o (mod. a), le groupe P sera général; mais ce groupe (et les groupes décomposables qui s’en déduisent) ne devront être admis dans nos conslrnclions à litre de groupes auxiliaires que si l’une au moins de celles de leurs substitutions qui multiplient les exposants d’écbange par un non résidu quadratique de p est utilisée dans la construction, de telle sorte que le groupe obtenu contienne elléclivemcnt une snbslilulion dont elle soit la corrélative.
7" On rejettera comme non généraux (ou faisant double emploi) les groupes indécomposables de seconde catégorie dans lesquels se réduit à 2*.
8" On rejettera de même ceux où/i’'' se réduit à 3*. si m ■= 1 , ou si m > 1 et 3( O (mod. a).
9“ Oaix où p'‘ se réduit à 7’ sont généraux: mais ces groupes («l les groupes décomposables qui en sont formés) ne devront être admis dans nos constructions à titre de groupes auxiliaires que si l’une au moins de celles de leurs substitutions qui multiplient les exposants d’échange par un non résidu quadratique de p est utilisée tians la construction.
10" On évitera de faire figurer dans la même construction deux groupes auxiliaires semblables ou improprement semblables (*).
■ I i° Soit L un jtroupe auxiliaire décumpo.sablc, de seconde espece, construit à l’aide d’un groupe L) dont les substitutions permutent les systèmes d'indices, en nombre X, et il’un groupe I.„, décumposable ou non. dont les substitutions n’allëreni que les indices du premier système. Si X se réduit B 2 ou 3. on évitera de faire figurer dans la même construction le groupe 1. et un groupe I.' semblable à L,, ou deux groupes décomposables de première espwe, .M, M', respectivement formés avec L. L'.
subslitulions apparlicnnent au premier Rruiipe 1iy[ioaliélii'n; s'il est inilécompiesible de seconde estés'orie. ou construit à faido d'un tel proupc. ses sulistilutions apitarliendrunl au premier ou au second groupe liypoabClicn . suivant r|ue, dans la dCromposilion aa à la-
quelle L correa^iond, — sera pair ou im|*air.
{•) Sont considérés comme semblables (improprcmenl semblables; deu.v groupes Iranslurinables l'un dans l’autre par une sulistilution atiélienne propre (impropre).
1>E U RÉSOUTTON PAR RAmCACX.
GROUPES A EXCLURE
701 . Théoràme 1. — Un groupe résoluble de degré M et relatif à une. décomposition de M où deux facteurs successifs soient égaux n a ne peut être général.
Soienl, en cn'cl,
la iléconiposition considérée, A', A", A',... les groupes successil's qui, combinés ensemble, reproduisent le groupe considéré I. : les racines peuvent être groupées en systèmes et en liypersyslèmes choisis de telle sorte: i* que le groupe (A',...) permute entre elles les racines du premier .système sans déplacer les autres; a” que le groupe (A', A") permute entre eux les systèmes du premier hypersystènie, en remplaçant les unes par les autres les racines corre.spondantes. sans déplacer les racines des autres bypersys- ÙMiics; 3® qu'enfin le groupe A permute entre eux les bypersystèmes.
Le nombre des systèmes que contient le premier bypefsystèmo est égal à a.a=4. Désignons-les parS„,, S,,, S,o, S,, : A" se compose de la substi-^ tution I, jointe à une autre substitution qui permute So, et S,,, sans déplacer les deux autres systèmes; A' se compose de la substitution i, jointe' à une autre substitution qui remplace S», et S,, par S,, et S,,, et réciproquement. Ces substitutions, combinées entre elles, forment un groupe qui enntient évidemment huit substitutions distinctes, toutes comprises parmi les vingt-quatre substitutions que l’on obtient en permutant de toutes les manières possibles les quatre systèmes ci-des.“iis. Ces dernières substitutions forment un groupe k ré.soluble (car on sait que l’équation générale du quatrième degré est résoluble), et plus général que (A', A”). Cela posé, le groupe dérivé de A, k. A”,... est évidemment résoluble, et plus général que !..
702. Théokkmk II. -- Soient II un groupe résoluble prirnaire et décomposable de degré p""-, D et I' les deux groupes partiels, de degrés X et fé", dont
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il est formé. Si I) correspond à une décomposition de X en facteurs q, q', dans laquelle le dernier facteur q'^ se réduise à a et qu'en mime terrtps p"' se réduise à 3 ou à 5, le groupe H n'est pas général.
En effet, soient .S, A' les groupes partiels successifs dont la com-
binaison forme D.
Si l'on peut déterminer un groupe résoluble plus général que (A*', F) et
altérant les mêmes indices, ce groupe combiné à A A^~ ' fournira un
groupe résoluble plus général que H. Notre proposition sera donc démontrée si nou'S établissons que le groupe fA^ F) n’est pas général.
. Or la condition pé'='.\ ou =5 donne m=i avecy»='J ou 5. I.e groupe F ne contient donc qu’un indice x, et scs substitutions sont de la forme I X ax\. a étant un entier réel. Quant à A’’, il sera formé d’une seule substitution, permutant x avec un autre indice v. Fes substitutions de (A^, F)
sont donc toutes de l’une des deux formes 1 ^ I ou i ^ I> n, a', h, b'
étant des entiers réels.
Si^ = 3, chacun de ces entiers est égal à ±- i (mod./)), et l’on vérifie immédiatement que (A^, F) n’est pas général, car nu peut lui adjoindre la substitution \x,y x+y, x— j'I qui lui est permutable.
Si /> = 5, a, a', b, b' satisfont à la congruence X*^ i (mod./j): soit a une racine primitive de cette congruence; il est clair que toutes les substitutions de (A^, F) résultent de la combinaison des suivantes et de leurs puissances
. Kfl* ff=l •'..*• >•. ,rl.
Cela posé, on vérifie immédiatement que les substitutions
g, A=|x,_r X,. — _> |, B.C=lx,r ^ -I g(,»— .r)|. Il forment l’écbelle d’un groupe résoluble, plus général (|ue A'^, F). »
703. TnéoRÈME III. — Çn groupe résoluble primaire et indécomposable F dans lequel p" — 3’ ne peut être général.
I® Supposons d’abord que chaque série ne contienne qu’un indice. Soient
ÿ = 1 x„ X, gx„ g'x, I, 'f = I .r„ X, X., .r. |
les substitutions dont F est dérivé g étant une racine primitive de la congruence I (mod. 3)]. Elles sont écbangeabics aux puissances de g'.
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qui multiplie tous les indices par — i; g' et ‘i’^otil pour carré g\ el sont écJiaugealiles ii g' près; enfin toutes les substitutions de F sont pernmtaliles au groupe {g*. g\ ‘Ig).
Cela posé, la substitution
U = I X„ X, gx,-hx„ X, -+- g’x, I,
échangeable à 'g', transfonne g^ et en ^g-g* et g^; dlailleurs g transforme U en Le groupe [g\ g‘‘, 'îg, U, g) est donc résoluble, et plus
général que F, car il contient li.
a” Supposons maintenant que chaque série contienne = n’n’"’... indices; )t, n',..., divisant 3’— i, se réduiront à a. Soient g la substitution qui multiplie l’indice général I Ç, y},...], par^*', et dont les puissances
reproduisent le premier faisceau de F; A,, B A',, B',,...;... les doubles
suites qui, jointes g, donnent son second faisceau; L, L',... les groupes auxiliaires qui servent à sa construction. Considérons l’un de ces groupes, tel que L; il est contenu dans le groupe abélien de degré n’®; mais en outre, nous avons vu que ses substitutions seront h)"poabéliennes, si l’on suppose que les substitutions correspondantes aux indices indépendants' qui ramènent son premier et son second faisceau à la forme type ont pour caractère zéro. Soient p,, les caractères qu’auront dans cette hypothèse les
substitutions A,, us,,... correspondantes aux indiees originaires x,,/,,,..; soient enfin V' = une substitution quelconque de F, qui transforme .A,,
B en B*'..., g' A",' Bf'. Vsa corrélative du groupe L : V, étant
liypuabélienne, satisfera aux conditions
il) d, d, p,-f- c, f/', -(-... -e c\p. ■+ rt‘, q, ...a,- (/„....
Cela posé, les substitutions C, = g’^' \,, D, = g^’^‘B,,... ont pour caractéristiques des puissances de K® — 6'’;, K’ — 6’',... (5 étant égal à — i); leurs transformées A‘‘ iF,'..., B®'...,... peuvent se mettre
sous la forme ^'C",' D'J'..., g'" C‘,' D® et auront leurs caractéristiques divisibles par les facteurs
k> _ gU J.,» ■►«>. + »', V.-'- := K’ — g» fir., K> — 9f.
Ces caractéristiques devant être égaux aux précédents, /, u, ... seront dos multiples de t\, el par suite %■> .sera permutable au groupe dérivé des sub-
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htilutions g', C,, I) (ou plus siiiiplement des substituliuDS C,. D,,...,
g' êlani égal à ' Ur'C, H,).
Posons inaintcnanl V •= ‘fC'j'I)"' Tette substitution, écbangeable à g',
I',, U,,..., transforme g‘‘ en g'g*\ g la transforme en g'g*'î'-, enfin son carré est égal il ou à i. On peut le supposer égal à g'\ car dans le cas contraire, il siillirait de remplacer ilans les raisonnements qui vont suivre ■f par ^ g, dont le carré sera égal ii g*.
Soient Ç, i deux indicateurs respectivement variable.s de o à i, et de o à fl — I . On pourra remplacer les indices actuels fÇ,£,...i]r par d’autres indices f ?£ j choisis de telle sorte que ^ et 'f' prennent les formes suivantes :
A"= I [ï«i;5Hïtl I- r=\\-t]j[-+,,t]\,
j étant égal il g'. On pourra d’ailleurs déterminer une substitution U de la forme
I [ÏO V =n[‘-A .
qui transforme g^ et ‘é' en ï'ff’ et et li sera échangeable à C,, Ü,,...; car ces dernières substitutions, étant échangeables à g’ et à 'f', seront de la forme •
Oela (rosé, le grou|ie résoluble T' dérivé des substitutions g' , g^, 'i", L’. est permutable aux substitutions de T. Soit en effet une île ces substitutions; elle transforme g^ en g' ou en g*\ d’autre part, Q permute les unes dans les autres les siilislitulions dérivées de C,, D,,... Icsqurlles sont échangeables à ; donc la transformée de tf' par est échangeable à ces mêmes substitutions; donc est de la forme ‘i“S, S étant une nouvelle sub-
.slitution échangeable à C,, D et qui ne déplace plus les séries. Donc S
se réduit à une puissance de g, laquelle sera de degré pair, et ‘T'
devant avoir même caractéristique.
Soient donc ‘i’'? = ^i'g^*"', t. u, v étant égaux à o
ou à i; on aura — 'S‘T'g^'', <S> étant une nouvelle substitution, et v:'''rx'' ap|iarlicndra évidemment à T' si lui appartient. Mais V' étant permutable au groupe C,, I) ). <?' le sera; U étant d’ailleurs échangeable
aux substitutions de ce groupe, 'T~' L'iR' le sera; donc elle sera de la forme
I «^[5. ?,... T!,. ,.],-e fr'[ï, I.
i>R i.A nfisH-imoN PAU radicaux.
il la(|(icllc a|iparliennent rgalenienl rliamine dos siibslituliona de P'. Kii outre, si u = o, elle Iransformer.'i et 'A" en 'i' et elle sera donc égale à UT, T étant une nouvelle sulisiiiution de la même l’ornie, écliangeahle à ^ et à 'é', cl qui (lar suite se réduira k une |iuissanee de g'. Si H = 1, elle transformera g^ et t' en 'i' g* et g*, et sera égale à Ü’^’T, T étant encore une puissance de g' .
Les substitutions de P sont donc permutables à I"; et ces deux groupes, eumbinés ensemble, donneront un nouveau groupe résoluble (527) plus général que P, car il contient U.
704. Tiikorèmk I\'. -- Un groupe V in ilécoi/t/iosable de première calégorie, dans la construction duquel on aurait v ■= a avec p = ‘i ou 5, ne peut tire général.
Supposons d'abord que cliaque série ue eontienue qu’un indice ; on aura quatre indices, arj, xJ, x^, x[, et P dérivera des substitutions suivantes :
g étant une racine primitive de la congruence g^' ' = i (mod. p). .
P.ela posé, si p = T, g^et .<l‘f seront d’ordre 4. auront pour carré g' et seront écliangeabics entre elles à g' près. On déferuiinera aisément une substitution abélienne propre U qui les transforme respectivement en A'Sg^ et g- ; puis l’on vérifiera sans peine que P est contenu dans le groupe résoluble plus général {g', g’, Jl‘f, U, A, T).
Si p = 5, on voit de même que P est contenu dans le groupe plus général {g*, g', L',/, 4', T), U étant une substitution abélienne propre, qui
transforme g\ g’, ti<tg* en g', A'tg^g‘, g°. .
I.’extension de la démonstration au cas où clia<)ue série contient plusieurs indices, se fait comme au théorème précédent,
70,5. TitKORÈMK V. — Un groupe V indécomposable de première catégorie, et dans lequel />’= 5, n'est pas général : i® si chaque série ne contient qu'un indice; a® si chaque série contenant plusieurs indices, et L, I.',.,. étant les groupes auxiliaires de degrés a’®, a’®',... qui servent à la construction de P, le nombre Sé de ceux de ces groupes dont les substitutions sont hypoabéliennes de seconde espèce est /tair (').
(•) Soit L l'un de co» groupes, prenons-y iwur indices indi'fjcndanla reux qui le raniencnl à la
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Si chaque série ne contient qu'un indice, on n'aura en tout que deux inilicesar* etd:', et étant une racine primitive de la con(;rueDce^=i (mod. 5J, r dérivera des substitutions
S= \ it “ I -e' (-!)'*'»■ I, T= I X* g‘x> \.
Cela posé, ^ et A sont d'ordre 4. ont pour carré g', et sont échangeables entre elles à g‘‘ près : la substitution abélicnne , ,
». C=|*‘ (— i)'x* — ax' |,
les traiisl'orme eu et g\ et l'on vérifiera sans peine que le groupe ig. A, li, Tj, plus général que T, est résoluble.
Si chaque série contient indices, Jt, ît' divisant 5 — i, se ré-
duiront à a; et l'on pourra délerininer comiue au Théorème III des subsli-
tions C, = é''’'A,, D, = ^'B C, = g'’'A',, D', = ^'B' telles, que
chaque substitution '<.‘>du groupe P soit permutable aux groupes (C,, D,. ..), (C..D' ) ■
Cela posé, la substitution A' = AC}' [K,'... C';'' D'f*,.. échangeable à g‘, C,, D,,..., C,, D',,... transforme g en D’ailleurs son carré est égal à expression qui se réduit à g*, en supprimant les puissances <le g', qui se réduit à l'unité. Eu effet,/»,, q,,... étant les caractères des substitutions A,, vî,,,..., le groupe E sera contenu dans le premier ou dans le second groupe hypoabélien, suivant que la majorité des substitutions de la forme 4,'’ lü/,'... aura pour caractère o ou i. Or une substitution de cette forme a pour caractère
expression qui s'annulera ponr plus ou moins de la moitié des systèmes de
valeurs de x, -t- q,, -+-/» (ou, ce qui revient au même, de ,...),
suivant que /», q, -i-... sera pair ou impair. Mais 9C est supposé pair; donc
forme type indiquée ütini» nos construrlions. En admnUant que tes subsiitiulons corrrspondiinle» à oes indkrs aient toutes pour earacl^ro zéro, de L appartiendront au premier
j^roupe hypoabélien si L est de première catégorie; ot ei L i*st de seconde catégorie, elle» appartiendront BU premier ou au second gro«i|ic hypoabélien, t^uivant que dans la décomposilion
iT — av, à Lquetle L correspond, * sera pair ou impair (ti08 et orkH).
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«.tIIcs ilc.s sommes p,q, -4-..., p\q\ + qui sont impaires sont en
nombre pair; donc leur total est pair, ce qu'il fallaii démontrer.
Ce point établi, on verra, comme au théorème 111, qu’il existe une substitution abélienne C, éclianpeable à g', C,, D, (T,. IV,,..., et qui trans-
forme g, a' en A' g, g\ que le groupe résolulile g, A', U) est permit-' table aux substitutions de P; et que ces deux groupes, combinés ensemble, donnent un nouveau groupe résoluble, plus général que P.
700. Théorkhk A'J. — Soient P un groupe indécomposable de première calègoric, d'ordre et correspondant à la dècomposiliort m = v,t* = . . :
I., L',... les groupes auxiliaires de degrés id", qui servent à sa construc-
tion ; N le groupe formé parcelles de. ses substitutions qui sont abéliennes propres : sip'^ 7, il existera un groupe résoluble, formé de substitutions abéliennes propres, et plus général que N : 1 “ si chaque série ne contient qu'un indice, tl’où a = 1 ; 2” si n, n',... étant, tous égaux à a, auquel cas chacun des groupes !.. L',... a ses substitutions hypoabéliennes, le nombre X des groupes de la suite l„ L',. . . respectivement contenus dans les groupes In/toabéliens de seconde espèce est nul ou pair.
Supposons, pour plus de généralité, ,a > 1; et .soient g la substitution d’ordre 7 — 1, dont les puissances reproduisent le premier faisceau de P; .\,, 11,, -\j. B-,..., .A',, B',,... les doubles ^iuiles qui servent à construire ce groupe. On peut les fondre par la pensée en une seule; et les substitutions de P, qiiiétaient permutables à chacun des faisceaux f^, .V,, B,, .Aj, B-,...), (g. A',, B' ),... le sont évidemment au faisceau
A.. lt„ A„ B., .., A',, B ).
D'ailleurs .\j, Bj,... ont pour caractéristiqne une [uiissance de K-— i,et A,, B, une puissance du K“ — 1 ou de K’-t- 1, suivant que L est contenu dans le premier ou dans le second groupe livpoabélien. De même pour A’,. B',,.... Donc la double suite contient sc couples de termes ayant pour caractéristique une puissance de K’ -4- 1 : DC étant pair, on pourra grouper ces couples par paires. Mais, pour formerG, on pourra remplacer chacune de ces paires de couples telle que A,, B,; A',, If, par la suivante A, .A',, B, A',; A, B, A', B’,, A, B, B',. Donc G résulte de la combinaison de g avec une ilouble suite C,, D,, C,, Di>... dont chaque substitution a pour caractéristique une puissance de K’ — i.
P.ela posé, les indices indépendants pourront*étre choisis de telle sorte
SW UVRE OfATRlEME.
i|ue les subsiitulions g, C|, D,, C,, D,,... prennent la furine
Il, t élant des indicateurs variables de o b i.
Pusons maintenant
■ L-=|t5,S..- l*. U.4.-- T 4lï.5---]-+4[ï.5....]'. l5.5....]*+M5';---i' l.
tE,î....l*H-4[5.5.- -l'l
Ces siibslitiitions, érbangealdcs b g’', C,, D le sont entre elles, b g'
près: enfin elles sont abéliennes propres.
Les substitutions abéliennes propres contenues dans T sont toutes permutables au groupe (g^, l), V), En effet, on a vu t|Ue ces substitutions résultent de la eombinaison de I),,... avec les substitutions
et leurs analogues.
ür g transforme g', U,' V en g', g'\, VU; A les transforme en g', V. U;
enfin C,. D altérant de la même manière les indices des
deux svslèines, leur sont échangeables.
Cela po.sé, les subsiitulions g'', U, V, jointes aux substitutions abéliennes propres contenues dans 1’, rormeroni un groupe N' évidemment plus général (|ue N, et dont les subsiitulions seront abéliennes propres.
707. làiiioLi.AiHE. — Le gmupe V , el plus généralement les groupes (lécomposahles formés à l'aide de 1’, ne devront être employés dans nos eonstruclions romme groupes auxiliaires, epte si l’ufie au moins de celles de leurs substitutions qui multiplient les exposants d'échange par des non résidus quadratiques de - est utilisée dans la construction (sans i|uoi je groupe obtenu ne serait pas général J.
En effet, .soient •!., un de ces groupes; son degré. Le groupe ,M, formé par celles de ses substitutions qui multiplient les exposants d'échange par un résidu quadrali(|uc, s'obtient en combinant ensemble : i" le groupe N ; i" un groupe D^doiit les substitutions permutent les À couples de
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s_vslPine.‘i (oui d'une pièce; 3“ une suhslilulion y qui multiplie tous les indices par g. Cela posé, le f^roiipe (N', D, 7) sera résoluble, el ses sub.stilulions seront abéliennes. Soit I,,, l’un des groupes résolubles les plus généraux parmi ceux qui contiennent ce dernier groupe, et sont conienus dans le groupe abélien.
Soit maintenant F, un groupe dans la construction duquel figure le
groupe I.,, seul nu conjointement avec il’autres groupes auxiliaires 1/ ;
et supposons que les premières corrélatives des substilutiuns de F, appartiennent toutes à M,. Le groupe I’,,, construit à l'aide des gro'upes auxiliaires L,|, L'|,..., sera plus général que F,; en efTcl, L,, contenant ,M,. F,, contient évidemment toutes les substitutions de F, ; d'autre pari, L,, conlicnt la substitution abélienne propre U, que L, ne contenait pas; F,, contiendra donc une subslilulion dont la première corrélative se réduit à U, et brs autres à l'unilé, laquelle substitution n'est pas contenue dans F,.
708. TiiéoBèME VII. — Les groupes indécomposables de secondv calegorir cl dans lesquels p*" = 1* doivent être e.rclus comme non généraux {ou formant double emploi).
Soit F l'un des groupes en question; son premier faisceau est formé des puissances de la substitution g qui multiplie les indices de la r + 1''"' .^-rie par étant racine primitive de la congruence g’ ~ 1 (mod. 2). Supposons que chaque série contienne indices; n, étant premiers et
divisant 9, se réduiront à 3,'Soient B A',, B',,... les doubles suites
qui servent à former F, et la substitution qui remplace chaque indice par son correspondant de la série suivante. Les substitutions g*, ,.\J, .A'*.... .se
réduisant à l'unité, sera échangeable à g*. A,, B .V,, B' Elle le
sera en outre, à g* près, è toute substitution Vdu groupe F. En effet, x'’ étant
permutable au groupe dérivé des substitutions g’. A,, B A',, B'
auxquelles $’ est échangeable, leur est échangeable. D'ailleurs elle
est de la forme ‘l’S, S ne déplaçant pas les séries; S sera elle-même échangeable aux substitutions ci-dessus, el par suite se réduira à une puissance de g.
Soit donc 5’ <• = Of’g? : 5” ayant pour ordre 3, il en sera de même de sa transformée : mais (<f’g^;* = ï‘gff =r g”?; donc a ip 5=0 (mod. 9) ou (5 = O (mod. 3). Les substitutions g*, <f’ forment donc un fai.sceau de substitutions échangeables entre elles, auquel toutes celles de F sont permutables. Donc F est contenu dans l'un des groupes résolubles les plus généraux parmi ceux dont les substitutions sont abéliennes (hypoabéliennes) .
•;w ‘ , LIVRE QUATRIÈME.
i:t dont le premier faisceau eonlienl g* et ï’. Soit F' ce groupe qui contient F ; il .sera plus général; mais nous sommes dispensés de le démontrer : car fùt-il identique à I', il se présenterait dans le calcul sous une forme différente, son premier faisceau contenant huit substitutions au moins d'ordre .3, b savoir^, u” et leurs combinaisons, tauilis que le premier faisceau de F n’en contient que deux, et Le groupe F devrait donc être exclu comme formant double emploi.
709. Tiif.oKKME Vlll. — Un groupeY iiutéiomgosahle de seconde ralégone, et dans lequel />” = 3’, ne peut être général : i" si citaque série ne contient qu'un indice; -x" si chaque série contenant a" a'' ... indices, le nomhrc :k'. déjim comme (tu théorème F, est nui ou pair.
i“ Si chaque série ne rontieut qu'un indice, soient g une racine primitive de la congruence ^‘ = J (mod. 3), « une racine de la congruence e‘' i-- i; F sera dérivé des substitutions
Cela posé, les substitutions g' et ‘î sont d’ordre 4, ont pour carré g‘‘, et sont échangeables entre elles, b g'' près. On délerinincra aisément une substitution abélicnne U qui transforme g-, g, ‘î en g’, g'S, g; et l'on vérifiera que le groupe (g, 'JP, U, T), plus général que le proposé, est ré.soliihle.
a“ Si chaque série contient plusieurs indices, op raisonnera comme au théorème V, en remplaçant A par ‘f .
710. TnÉoiubiic IX. — Soit F un groupe indécom/tosable de seconde catégorie, dans lequel /)” se réduise à le groupe N, formé parcelles de ses substitutions qui sont abéliennes propres, sera contenu dans un autre groupe plus général et formé de substitutions abéliennes propres : i" si chaque série ne contient qu'un indice ; a" si chaque série contenant plusieurs indices, le nombre tx , défini comme au.théoréme F, est nul ou pair.
Supposons que chaque série ne coniienne qu'un indice. Soient g, e des racines primitives des congruences g*^ i , c" = — i (mod. 7); g une substitution qui multiplie l'indice de la r -1- 1'""' série par^t"^ ; 'i celle qui le remplace par son conjugué de la série suivante, multiplié parer’. |.es sulistilutioiis g’ et î ont leur carré égal b g', et sont échangeables entre elles, b g' près. Cela pn.se, on construira aisément une substitution abélicnne
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propre U qui transforme g', '£ en 'f, ‘îg'i et l’on vériticra que le groupe Ü, g), plus général (iiie N, est résoluble.
L'extension du théorème au cas où chaque série contient plusieurs indices se fait comme au théori me V.
711. GmociAiRK. — !.e giviipe F, et plus génèrakment , les groupes décomposahles formés à l'aide de 1' ne des'ront être employés dans nos construvlions que-si l'une au moins de celles de leurs subslitulions qui midtiplienl les cj posants d’échange par des non résidus quadratiques de ^ est utilisée dans la construction. •
La démonstration est identique à celle du n° 707.
712. .Soient 1., L',... des groupes primaires, résolubles, et aussi généraux que possible, parmi ceux qui sont respccliveinenl contenus dans les groupes abéliens (dans l’un des groupes hypoabéliens) de degrés rr’*, rt”^,.... .Associons leurs substitutions de toutes les manières possibles, de telle sorte que les substitutions associées multiplient les exposants d'échange |iar un même factetir. Soient
un système quelconque de subslitulions associées, multipliant les exposants d'échange par un facteur X-. On pourra lui faire correspomire la .snbstilution
qui appartient au groupe abélien (à l’un des groupes hypoal)éliens}-ile degré et qui multiplie les exposants d’échange par k.
Le groupe L,, formé par l’ciisemble des substitutions V,, sera évidemment résoluble et non primaire. .Nous l'appellerons le groupe résoluble corr^/exe équivalent aux groupes primaires L, L' .
Soient maintenant F un groupe primaire indccoinpo.sable, assujetti ou non à la condition d’être formé de substitutions abéliennes ( hyponbéliennes) ;
F sou premier faisceau; .A,, H ; .A',, B’,,...; A',, B",...;... les doubles
suites, et L, L', I.",... les groupes auxiliaires de degrés k”, rr'” , n"”',...
■V« UVIIE yUATRlK-ME.
(|ui c-olu'out’cnl il sa consti'iictioii. Supposons ipic plusieurs des nombres n, rt', r.' ,... soient égaux, et qu’on ait, par exemple s = n'. Soit L, le groupe l'omplexc éi|uivalcnl a L, L'. Assoeions de toutes les manières possibles ses substitutions à celles de L',... de telle sorte que les substitutions associées niulliplicnt les exposants d’éeliange par des facteurs respectivement congrus à une même puissance de p ''à une même expression de la forme {— l 'pp^,
si r l'St de première catégorie], suivant les modules n, n”, A chaque
svslèinc de substitutions conjointes V,, V",... correspondront celles des
substitutions de V (|ui ont pour corrélatives V, V', V" V, V' étant les
lieux substitutions dont l'association donne V,. Iléciproquemeni, soient une substitution quelconque de T, V, V', V",... ses corrélatives : corres-
[londra au système V,, V"
Nous obtenons donc le résultat suivant :
On peut remplacer, dans la construction des givupes F, les groupes auxiliaires dont le degré serait une puissance d'un même nombre premier par un groupe auxiliaire unique, mais ( omplexe, qui correspondra à la double suite conqdexe formée par la réunion des doubles suites qui correspondaient aux groupes qu'il remplace.
r,e groupe F devant être général, on devra évidemment admettre ipie ce nouveau groupe auxiliaire est lui-inëme général, autrement dit, n’est contenu dans aucun groupe analogue, primaire ou complexe.
713. TiiKOHè.Mt X. Tout givui>e F, dans la construction duquel figurent deux groii/ies auxiliaires semblables ou improprement semblables, doit être rejeté.'
Soient en effet L, L' ces deux groupes auxiliaires, de degré n”;
V=:lx„r„. . d,x,s- c,r, s- . . ., b\x, -h d\y, -t- . les substitutions de L;
y jî'.a:', -►a'./, |....
celles de l/, que la substitution abélieniic
transforme par bypotlièse en substitutions analogues à V sauf le ebange
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incnl (Je ar,, en x\,y\ Il est clair (ju’eii prenant pour indices in-
dépendants X,, Y,,... les substitutions V' prendront la furinc des substitutions V, sauf le remplacement de x,,y,,... parX,, Y,
Soit maintenant i le facteur par lequel S mulli|dic lus exposants d'échange; et formons le groupe complexe h,- équivalent à L. I/. Ce groupe est contenu dans le groupe plus général L, dérivé de la- combinaison de I., avec la substitution
Ie(|uel est évidemment résoluble, primaire, et contenu dans lo groupe alié*licn (dans l'un des gioupes hypoabéliens) de degrés".
Considérons maintenant un groupe F, dans la construction duquel tigurenl les deux groupixs auxiliaires L, L'; supposons, pour fixer les idées, i|u’un troisième groupe auxiliaire L", ayant également pour degré une pui.ssance de n, figure dans la construction. On peut remplacer ces grotquîs auxiliaires par un seul groupe complexe A, qui leur soit équivalent, et (|ue l’on pourra évidemment obtenir en cemplaçunt d’abord h, V par le groupe é(|uiAalent I,,, puis en remplaçant 1.,, I." |iar le groupe équivalent A,. Or soit Aj le groupe complexe équivalent aux deux gruupcs primaires l.j, L"; il eonlicul évidemment A, ; le groupe F-, analogue à F, construit avec A j contiendra donc F, (|ui devra être rejeté, soit comme moins général que F^, .soit comme faisant double emploi avec lui.
71 i. Tiikobkme XI. — Soit L un (;roupe di-conipotable de seconde espèce, conslruil èi l'aide d'un givupe I) dont les substitutions permutent les systèmes d'indices, en nombre et d'un groupe 1,,, dècomposable ou non, dot9 les substitutions n'allèrent que les indices du premier système. Si ). se réduit à a ou à 3, tout groupe F dans la construction duquel figureraient simultanément le groupe I, et un groupe I.' semblable à I,„, ou deux groupes dècomposables de première espèce M et M', respeetWement formes aeec L et I/, doit être rejeté.
Soit, pour fixer les idées, ). = a; cl soient x,, y”,, . . .; x, , y, , . . . les indices des deux systèmes que contient L; X,, Y,,... ceux auxquels 1/ doit être rapporté pour que ses substitutions prennent la même forme qiie.celles de l,„. Soient D., le groupe formé par les six substitutions qui permutent
d’un mouvement d’ensemble les trois .systèmes x,,j ; x\, y ; X,,
Y,,...: L, le groupe dècomposable dérivé de la combinaison de D, et de L.; -Mj nn groupe déeomposaiile de première espèce formé avec Lj. Il est clair
va LIVRF. yVATKIEMl;
i|iie La et Mj sont résolubles et primaires; (|ue leurs substitutions sont abélicnnes (hy|)oabélienncs); enfin qu’ils sont plus généraux que les groupes onniplex’es L,, M,. respectivement équivalents à L, L', et à M, .M'.
Cela posé, la démonstration s’achève comme au théorème précédent.
713. Les théorèmes qui précèdeol montrent la nécessité des précautions indiquées au u° 700 comme devant être apportées dans l’emploi de la méthode. Ces précautions étant observées, et soit qu’il s’agis.se de ré.soudre les problèmes A, B ou C. il restera un certain nombre de formes types, à l’une desquelles pourra se ramener, par une notation convenahie, chacun des groupes cherchés. Detix de ces groupes, L et seront dits fuueils, s’ils sont semblables, et si de plus ils ne sont susceptibles d’étre amenés qu’à l’une des formes types ci-dessus. (On pourrait concevoir que, par un changement de nutation, on pût mettre successivement un même groupe sous plusieurs formes types différentes.) Cela posé, pour prouver que les groupes qui restent sont tous généraux et distincts, il suflit de prouver le théorème suivant :
Thkobkme .\. — fVi gimtpeii, résoluble et transitif, construit par notre méthode, ne peut contenir un autre groupe analogue L s'il ne lui est pas pareil.
. Ce théorème est intimement lié aux deux suivants :
Tiikohkme b. — Cn groupe 1^, résoluble et primaire, ne peut contenir un groupe analogue, mais non pareil, L.
Tfikohémk C. — Soient et L deiiæ groupes résolubles, l'un primaire, l'acre primaire ou complexe, contenus dans le groupe abélien de degré p^"-, i un entier généralement égal à zéro, mais égal à un diciseur impair de p — i , dans le cas particulier où quelqu'un des groupes primaires et indécomposables qui senent à la construction de. L serait de degré y” (m étant une puissance de a), et rorresjiondrait à une décomposition m — vTé'tt"’ ,.,.'oùroncût v = i. /.c groupe J formé par celles des substitutions de L qui rnidtiplicnt les exposants d'échange par des puissances de g' ne peut être contenu dans si L et iT ne. sont pas pareils,
Si l'on a p — 3, et que et ]. eloicent être contenus dans l'an H des groupes hypoabéliens de degré p'", soit I le groupe permutable au,v substitutions de 11 et contenant la moitié de ces substitutions dont l'existence a été établie (tî72). Le théorème subsistera en prenant pourl le groupe formé par celles des substitutions de L qui appartiennent à L
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Nuus i-tiiblirons du même coup ces trois tliéorémes, en prouvant qu'uiicun il’cux no saurait être en défaut pour les groupe.s d’un cerlain degré, à moins que l’un d’eux ne fùl en défaut pour ceux d’un degré moindre. On aurait donc une infinité de groupes de degrés décroissants pourchaeun desquels l’un des tliéorémes serait faux, ce qui est absurde.
.Nous supposerons donc dans ce qui va sviivrc qu’aucun des trois lliéorcnies ne soit en défaut pour les degrés inférieurs à celui du groupe j; que l’on considère : et nous verrons alors q’u’ils sont vrais pour ce groupe liiiméme.
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CHAPITRE VII
INfH-PENOANCE OES (SROrPES RESTANTS.
§ I. — RkDCCTIOS Di: IIHUinKMF. A AD THÈORKME B.
7l(i. I.F.AUll'. — Soi/ L UH groupe lésoluhie et primitif de degré M, concspnndant à une décomposition M = ... et formé de groupes partiels A,
A'i A",.... É’n réunissant dans un premier système, d’abord toutes tes racines tfue déplace le groupe partiel 'A'. A’,..-.), puis celles-là seulement que déplace le groupe (A",...), etc., on obtient évidemment une suite de groupements des racines en q hypersyslérnrs I, contenant q'q"... racines, puis en qq' systèmes !<, S,.... ne contenant plus que q"... racines, etc. Mais il sera impossible de trouver aucun autre groupement des racines en systèmes tels, que chaque substitution de I. remplace les racines d'un système par celles d'un même système.
Supposons, i-n effet, un scmlilablc groupement effectué. Soient A, A',... les nouveaux systèmes; admettons, pour fixer les idées, que toutes les racines lie 2 appartieniijciit au même hypersyslème 1, mais que diyix d’entre elle.s, a et a,, appartiennent à deux systèmes difféients S et S,. I.es substi* tutions (A’,...), n’alléraut que le systimie S, ne déplacent pas «, : donc elles remplacent les racines de 2 les unes par les autres; mais elles font succéder à a les diverses racines de S; donc toutes les racines de S font partie de 2. De même, le groupe transformé de A",...) par celle des substitutions de A' qui remplace S par S, ne déplace pas a et fait succéder a a, les diverses r.acines de S, : donc ces racines font partie de 2. De même, si 2 contient une racine d'un autre système Kj, il les contiendra toutes. 2 contient toutes les racines de I ; car, s'il n'en était pas ainsi, I contiendrait un système S' dont les racines ne feraient pas partie de 2; mais A' contient une substitution qui remplace S par S'; elle remplacei’ait les systèmes S, S,, Sj,..., qui forment 2, par d'autres systèmes S', S',, S’j,..., dont la réunion formerait un des nouveaux systèmes 2'. De même, si S" était un autre système contenu dans I,
I contiendrait une nouvelle suite de systèmes S", S’,, S’,,... constituant un
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(les nouveaux systèmes i", etc. (Iliacunc des substitutions de A', devant reni- (daecr les racines de cliacun (Iffs systèmes 1, i', par les racines d'un
tnétne système, remplacerait les systèmes de chacune des suites S. S,, S.j....; S', S',, S', par les systèmes d’une même suite: elles ne permuteraient donc pas ces systèmes primitivement, comme cela doit être.
1 contenant ainsi tmiies les racines de 1, cl n'en contenant, par hypothèse, aucune autre, se conlond avec I; et les autres systèmes i' se'
conrondront avec 1,,... que les substitutions de A font succéder à 1. On .se trouve ainsi retoinhersur un des anciens groupements.
Hemarque. — Quel que soit celui des groupements des racines en systèmes que l’on adopte, il est clair que L résulte de la combinaison de deux groupes partiels : l’un permutant les systèmes entre eux en remplaçant les unes par les autres les racines correspondantes ; l’autre permutant entre elles les racines do premier système .sans déplaeer les autre.s.
théorème \ est vrai si est non primitif
Cette proposition est évidente si L est primitif. Car étant non primitif, ne pourra évidemment contenir un groupe primitif.
Supposons donc L non primitif: et soient qq'q’... et xx’jT-" les deux décompositions du nombre .\] auxquelles correspondent respectivement I. el.Ç^. Les racines peuvcnlctre réparties entre x systèmes S, S',... contenant ■ chacun X X”-" freines, et tels, que chaque substitution de remplace les . racines d’un même .système par celles d’un même système : <, résultera de la conihinaisun de deux groupes partiels, l’un A permutant les systèmes entre eux, l'autre (A', A",...) permutant entre elles les racines du premier système S sans déplacer les autres.
L étant contenu, par hypothèse, dans c , ses .substitutions remplacent les racines de chacun des systèmes S, S',... par celles d’un ménVe système. Donc b résulte de la combinaison de deux groupes partiels: l’un D permutant d’un mouvement d'cn.semblc les systèmes S, S',...; l'autre D' permutant . ensemble les racines de S sans déplacer celles des autres systèmes (716).
Pour que I. soit contenu dans il faut évidemment que D et D' le soient respectivement dans A et (A', A",...), ce i|ui ne pourra se faire (|ue si D est pareil à A, et D' à (A', A",...), le théorème A étant vrai, par hypothèse, pour les degrés x et X X”- • • inl^éricurs 'a, M. .Mais alors L serait pareil à contrairement h l’hypothèse.
718. Xe théorème A est. vrai si .(^ est primitif et I. non primitif
Soient .M = p" le degré commun de ces deux groupes; fè‘ le nombre dc.^
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systèmes tians I,, chacun d'eux étant choisi de manière à contenir le moins possible de l•acincs; le nombre des racines de 'chacun d'eux. Le ftroupe L contient un groupe partiel F dont les substitutions ne déplacent que les racines du premier .système; et ces racines étant caractérisées par n — « indices x, x’,..., F résultera de la combinaison des substitutions
il I X, x',. . . X jS, x'+ 3', .. . 1,
qui déplacent racines, avec des substitutions de la forme
{■/) j X, X*,. . . iix -i hx'-t-. . . , a'x ■+- b'x' + . ...... [.
tks dernières substitutions, ne déplaçant pas la racine oo..., déplaceront moins de /»" ’ racines. D'ailleurs elles ne se réduiront pas toutes à runité, à moins qu'on n’ait [/’ ’= a.
D'autre part, les (f racines étant caractérisées par n indices _v, y' les
.substitutions de < seront de la forme linéaire
I y, y',- ■■ cy+ rfy'-l- 1- y, c’y -)->y'+ . . . + y’, . . . |.
Pour qu'une substitution S de cette forme laisse immobile la racine yy'..., il faut qu’on ail
' yxzey-¥ ily'-i- . . >•'— c'y -i- y*, . . . (mod./>).
Si S ne se réduit pas à l'unité, l’une au moins des relations ci-dessus, la première, par exemple, ne sera pas identique. Si elle .se réduit à '/^o, elle devient impossible, et S déplace toutes les racines; dans le cas contraire, elle déterminera la valeur d'une des inconnues y, y',. ,. en fonction des autresi qui peuvent être choisies de manières distinctes tout au plus. Donc S ne pourra laisser immobiles plus de racines; donc chacune des substitutions de cl n fortiori chaque substitution de I, l'unité exceptée) déplace au moins/;" — /»"*' racines.
On aura donc, .si a, l’inégalité impossible
.Si />"”*= 2, on aurait l’égalité
a = = P* — yc-', d’où y=;4- ■ •
.Mais ce cas est exclu (701). _ .
nE U nÉSOLUTIOX par radicaux.
719. TitÉoHKME. — Soient i^un groupe résoluble et primitif de degré p''-; i son prçmier faisceau ; <P un groupe contenu dans et dont les substitutions soient échangeables entre elles, ['ordre 0 de ^ ne pourra dépasser jf.
Chacune tics suhstiluliuns de 4> est le produit d’une suhsliiuliuu linéaire N par une .stihsiitution P apparlcnnnl à d. Soient NP, N'P',... ces substitutions : le groupe >1 == (N, N', . . . ) , i.soinorplie à <l>, aura ses substitutions cchangealiles entre elles, et l’on aura 0 = 00,, U étant l’ordre de T, et 0, celui du groupe formé par celles des substitiition.s île 1* tpii appartiennent à d.
Supposons le groupe <t> choisi de telle sorte que 0, et subsidiairement O,, soient maxima. Nous allons voir que l'on aura <1' = •■*, 0=y»*, ce qui établira notre proposition.
720. Chaque substitution de «h a poiu ordre une piiissance de p. Car, s’il en était autrement, <t> résulterait de la combinaison de deux groupes K et K, respectivement formés par celles de ses suh.stitiitions dont l’ori^fc est premier à p, ou puissance de p (173). L’orilre de F divisera un produit tel t|ue (/>’— i) i).,.; et parmi les substitutions de d, il en existera qui sont échangeables aux substitutions de E, sans l'éirc à toutes celles lie F .'186). Ces substitutions ne peuvent faire partie de <l>; car il est clair qu'elles ne peuvent être échangeables à toutes celles des substitutions de <I> dont les premiers facteurs appartiennent à F. Mais elles le sont à celles dontles premiers facteurs appartiennent à E: et, jointes à ces dernières substitu-
tions, elles forment un Kroupe dont l’onlre ; ' , , -
à 0; résultat absurde.
sera supérieur
721. Cela posé, t’ résulte de la combinaison de avec un groupe résoluble et primaire H, lequel contiendra M'. Supposons que, le groupe H étant ramené à sa forme type, les indices s’y réparti-ssent entre / systeme.s, contenant chacun y séries, contenant chacünc jx = rr'n'^... indices.
'F ne contiendra aucune substitution qui déplace les systèmes. En effet, supposons que scs substitutions déplacent l'un d’eux. S,; soient S,,..., S„ ceux avec lesquels clics le permutent. L’ordre de q-’ sera égal à rnu, v étant l'ordre du groupe ij. formé pur celles de ses substitutions qui ne déplacent pas S,. En effet, soient T, T',... les substitutions de ij/; l’un quelconque des .systèmes S,,..., S„; U une substitution de *F qui remplace S, par Sp : q' contiendra u substitutions Tl,’, T’ü,... (|ui produisent ce même remplacement. .
Les substitutions de | ne déplacent aucun des systèmes S,,,.., S„,; car si
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l'une d’elles déplaçait S^, elle ne serait pas édiangeahle à T. Cliacune d’elles est dune de la forme V,...V„,\V, désignant une sul>|titulion qui ii’allcri; que les intlices de S^. qu'elle remplace par des fonetioDS Ihiéaires de ces mêmes indices, et \V une sulislitulion ijiii n'altére <|ue les indices des
systèmes antres que S S„, et les remplace par des fondions linéaires
de ces mêmes indices. Les siihslitulions de ayant pour ordres des puissances de p, chacun des facteurs partiels V V„, W jouira évidemment
de la même propriété.
Prenons pour indices indépendants dans chaque système, à la place tics indices imaginaires actuels, un noiiihre égal tic fonctions réelles y,, (•', e„, u-',.... On peutsupposcr les inilices e^, v\ ,,,. dioisi.s
tic telle sorte, qu'ils se partagent en un certain nombre de classes telles, ijue chacune des substitutions partielles Vj,... accroisse sjmpicment les indices de chaque clas.se île fonctions linéaires des inilices des classes précédentes (181). Soient Cp ceux de ces indices qui appartiennent à la
dernière cinssc. Celles des substitutions de qui accroissent les Àj -t-...-*- /„
indices c,,..., e',*'*'’; ...; ' de quantités constantes sans altérer les
autres indices sont étidemment échangeables aux substitutions de iji. Mais aucune d'elles, sauf l’unité, ne sera échangeable à toutes celles de T, on, ce qui revient au même, à toutes celles de ih; car si l’une d’elles altère l’indice Cp, par exemple,' elle ne pourra être échangeable h U. Ces substitutions n’appartiennent donc pas à ‘è; mais elles sont évidemment échangeables à toutes celles des substitutions de ‘h dont les premiers facteurs appartiennent à ij-, lesquelles forment évidemment la w"'"' partie du nombre total; en les combinant à res dernières ou obtiendra un groupe de substi-
tutions éebangeables entre elles, doM l’ordre sera * — O, exprc.ssiun
au moins égale à U, même dans le cas défavorable où X,,..., X„ se réduiraient à l’unité, et pour lequel O, .sera remplacé par Donc O
ou tout au moins 0, no scraicnfpas les maxinia supposés.
722. Soient T',, l'j,... les groupes partiels respertivenieni formés par celles des substilulioiis de H qui n’altèreiit que les indices des systèmes S,,
Sj....; F, le premier faisceau de 1’,: A,, B,...., A,, B,; A',, B' ;... les
doubles suites, et l„ I.',... les groupes atixiliaires correspondants, de degrés n’*, i:'’®',..., qui coneourcnl à la ronslrurtion de F,; les in-
dices indépendants auxquels il faut rapporter F, pour le ramener à sa forme type. Les substitutions de H' ne déplaçant pas les .systèmes, cliacune d’elles est un produit de substitutions partielles appartenant respectivement
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à l'i, r, Soit 'F, le groupe l'ormé par celles de ces stibslitiilitms par-
lielles qui appartiennent à 1',. (■.haciine d’elles s«‘ra de la forme 'JC étant la siilistitiition qui remplace eliaque indice de 1’, par son correspondant de la série suivante, et ^ une sulislitutiun qui ne déplace pas les séries. Kn outre, les substitutions île 'I', .seront toute.s de la forme ^ ou ré.sulteront de lu combinaison de sidisiitutions de celte forme avec les pui.ssances d'une seule substitution V, =: ‘jC*.J , dans laquelle à divise y (."iôT j.
ne contient ainune substitution de la forme lin effet, supposons qu’il en contienne une, V,; et soient ij/, le groupe foriné par celles des substitutions de 'f, qui se réduisent à la forme .J , ç, le groupe foriné par les substitutions correspondanlcs de ‘l>. 11 est clair que ces groupei^ renfer-
nieront respectivement la ^ partie des subs^tilulions de 'f, et de «I*.
Gela posé, parmi les substitutions de .f qui n’allcrcnt que les indices du premier svsicine, il en existe qui sont échangeables à toutes les snbstilulions de 4', (721). Ges substitutions, rapportées aux indices ,,
prendront la forme
les quantités ««.i;... étaift des entiers complexes (nous n'écrivons pas les indices des autres sysicmes. qui restent inaltérés). Soit T, une substitution de celle forme qui soit cciiangeablc it celles de ’G, : la substitution T,, qui s’en déduit en remplaçant par . , sera écbangeuble à celles de i,, quelque valeur qu’on donne à l’entier complexe k‘, car si l'on cherche a vérifier celle échangeabililé pour T, et pour T*, on trouvera les mêmes cnnditidns, sauf le facteur commun k. Mais V, Iransfurmcra Ti en (|ui ne SC confondra avec T* que si kf' k, ce qui n'a lieu que pour des /d .systèmes de valeurs dont k est susceptible. Soient donc respcclivemeni I cl 1' les groupes formés par celles des substitutions de la forme (3) qui sont échangeables aux substitutions de 'I', et à celles de ij/,, ou, ce qui revient au meme, il celles de 4> cl de : l’ordre de 1 étant désigne par o, celui o' de I' sera au moins égal à o/d-*. Or, soient î,, j,,... les substitutions de 1;
/j,... celles de ç, : celles de 1' seront u, s,, u, r,,...; u,s,, u,r-,.. .;....
«J,... étant des substitutions en nombre ^ qui ne satisfassent à aucune relation de la forme h,.=:u,ï[j (39). Gela posé, le groupe (!', f,) contiendra les ^ substitutions «, t,, it, i/j/,, «,/j, qui sont toutes Ji.s-
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lincte.'; car, si l’on avait on aurait u~' u^' = Ç' ; donc
apparlicnilrait h <I>: mais cetie substitution est de la forme (3), et pour tju'une substitution de cette forme appartienne à il faut qu’elle appartienne à I; on aurait donc ce qui est inadmissible.
I.’ordrc du groupe {!', f},) serait donc au moins égal ’a O, et par suite nu moiiis égal k O; et le nombre correspondant à O, et relatif à ce nouveau groupe serait égal à ^0,; il serait donc plus grand que O,; donc 0 ou tout au moins 0, ne seraient pas \esmaxinm supposés.
723. •4", ne contient aucune autre substitution que l'unité. Supposons, en etiét, qu'il en contienne une. Cette substitution ne peut appartenir au faisceau' (F,, A,, B,,..., A', , B', ,...), dont toutes les substitutions ont leur ordre premier à p (562). Donc l'une au moins de ses corrélatives, la première par exemple, différera de l'unité. Donc le groupe A, formé par les premières corrélatives des substitutions de 4',, contiendra des substitutions différentes de l’unité. Soit
lr„v,,.. <{,x, A- c,y, d’,y, -t |
la forme générale de ces substitutions. Le groupe A étant isomorphe 'a 4',, ces substitutions seront échangeables entre elles, et leurs ordres seront des puissances de p\ ils seront donc premiers à k. On pourra donc ramener simultanément toutes ces substitutions à la forme canonique monôme par an changement d’indices convenable (176). Réunissons dans unq même série ceux des nouveaux indices que chacune des sulistitutions de A multiplie par un meme facteur; des indices conjugués appartiendront à des séries conjuguées, qui seront multipliées par des facteurs conjugués. En outre, les substitutions de 4', ne déplaçant pas les séries, celles de A sont abéllenncs propres. Chaque série aura donc sa conjointe, de telle sorte que 'deux séries conjointes soient partout multipliées par des fartcur.s réciproques. Groupons les indices en clas.scs, eh réunissant ensemble ceux qui appartiennent il la même série, nu a des séries conjuguées ou conjointes. Chaque classe contiendra un nombre pair d'indices.
Soient X l'un des nouveaux indices, qui soit altéré par quelqu’une des substitutions V, V',... du groupe A; m, m',... les facteurs par lesquels ces substitutions le multiplient; ff-’ .... les ordres respectifs de ces substitu-
tions. On aura /n''*=m'e* si ... ^ i. Donc les moindres puissances de wi.
fr--
DE LA KfcSOLimON PAH nADlCACX. 3(11
nt' ([iii SC rcdiiisent ù l'unité, auront rcspccti veinent pour degrt'S des
diviseurs de /<’, et, par suite, seront des puissances de p, telles que
/(i*. p^' Soit ^ le plus grand des exposants |3, : m sera une racine
primitive de la congruence ni'*’ , i (inod. n); et m',..., qui satisfont (‘gaiement à cette congruence, seront des puissances de m, telles que mi',.... On aura donc V'= \'i'T',..., les substitutions T',... laissant invariable l’indice .X. et par suite ceux de la même classe.
72i. Soient X,... les indices de la classe considérée; Y,... ceux des autres classes; t',,....; C,,... les substitutions corrc.spoudantes. Les exposants d'écbange des substitutions Cj.... avec les substitutions C,,... seront congrus à ïéro (241). Prenons maintenant pour indices indépendants, à la place des imlices imaginaires X,..., un nombre égal d'indices réels
e «t, e„ et, à la place de Y',..., d'autres indices réels «’ Les subsli-
tions G,, (D correspondantes à u,, e étant dérivées de C, ont
des exposants d’écbange congrus à zéro avec les substitutions C,..., correspondantes à et dérivées de C,,...; et quant h leurs exposants d'écbange mutuels, on pourra faire en sorte qu’ils soient tous congrus h zéro, sauf
(G, (GpiDp) qui seront congrus à i (232-234). Enfin, s'il ya
lieu déconsidérer le caractère de ces substitutions, on pourra faire en sorte que G|, (O, aient le même caractère o on i, et que (D,,... aient pour caractère O (258).
Soient maintenant ,t,, les substitutions correspondantes aux indices originaires et soient (',,, D E,... les substitutions formées avec .\,, D de la même manière que G,, (f> le .sont avec -i,,
et, : les substitutions G,, I),,... seront échangeables à E,... et le seront
entre elles, sauf pour deux substitutions associées G.^, Dj,, (]ui satisferont à la relation C“’ D, 'Cp Dp = Ar‘ Br' A, B, = 5. De plus, si s=a et />’’e-3
(mod. 4), G,, D auront pour caractéristique une puissance de K’— i ou
de K’-(- 1 , suivant que leurs correspondantes G,, lO,,... ont pour caractère o ou I .
Gela posé, on pourra déterminer un système d’indices indépendants fS, |j...6], tels, que G,, D,,,.,, G,, D; prennent la forme
C, = |[?, ?,...£]. D, = IU, £l.l.
où les facteurs dp, 4p se réduisent tous à l'unité, sauf le cas où G,, D, auraient pour caractéristique une puissance de K’-i-i, auquel cas a, et l>, seraient égaux à y et « -(- [j^ssa^-h )5’ = — i (mod./))] (57C),
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725. Le groupe H’, rénulle évidemincDt de la combiii.iison d’une siibsliliilion .lyanl pour corrélalive V, avec le groupe i}.,, formé par le.s .«ubalitulions G',,... du groupe H', dont les eprrêlalives T',... n’allèi'14^1 pas les
indices de la classe X Les corrclalives élant écliangealdes à £p, oy l’iine
(|(u'lcoiu|ue f'i des subsiiiuiions de s}», iransforinera Dp enypl’.p, Dp,
/p, étaiil des subslitulions de F,. Pour que ces transformées aient mêmes < araelérisliques que Lp, Dp, il faudra que /p,// se rédui.sent à des puissanres de 5. Soit par exemple G', a pour ordre une puissance de p, telle
<jue //': et l’on aura Cp = f', Donc i (mod./i), d'où
e//î_o(mod.K), et enfin e = 0. Donc G', est échangeable à fp et à Dp, et par suite se réduit à la forme
les coelTiCients étant itidépendants de Ç,, {580).
D’autre part, V étant permutable au grou|ie (£,, d<, X> le sera au groupe (F,, D,,...) et sera (580) le produit d’une substitution 3, de la
forme
où les cocfllcipnts sont indépendants de «, par une substitution E, de la c
forme (.'J).
substitution V, et les substitutions de ont chacune pour ordre une puissance de p. On peut supposer qu’il en est de meme des facteurs partiels G,. Soit en effet (s, G.je’* = i : il viendra égalité
dont les deux membres sont des formes (4) et (5), et qui ne pourra subsister que si tous deux se réduisent ,*i une même substitution f du faisceau F,. Soient e l’ordre de /, lequel est premier à p\ é un entier tel, i|ue «'/>'*=— I (mod.e); V*, .sera le produit des deux facteurs qui
sont respectivement des formes (4) et (5) et dont les ordres, divisant //, seront des puissances de p.
Cela posé, soient
de nouveaux indices indépendants, les coefficients étant indépendants
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lie £ cl lie r. Les subslitutioiis G,, G', r»|iporlées ii ces nouveaHx imlires,
ne cliangcronf pas il'ex pression; quant à la subslilution s,, elle prendra la forme
[II- ■■il 5] ['•'•••■0'. |.
analogue, mais non identique à la forme (5), et il est clair qu’en clioisi.ssant convenablement les nouveaux indices, on pourra faire en sorte que », soit réduite à sa forme canonique.
Remplaçons maintenant les indices [|, |j... c]',. par de nouveaux indices
les coeflicienls étant indépendants de et de r. La substitution »,
conservera sa forme canonique; et les substitutions G,, 6',,... prendront La lorme
Ü'aillcurs, si l’on dirige le choix des nouveaux indices comme il est indiqué au n“ 184, ils seront de deux sortes; les uns, 1^,1,... el'., e-t- i J’ ,...
que G,, G* remplacent par des fonctions linéaires les uns des autres; les
autres, [S,£>...,o^' f?< c— >]!• que ces substitutions accroissent
simplement de fonctions linéaires des précédents.
D’autre part, remplaçons pour plus de simplicité les indicateurs £,, par un indicateur unique La substitution g, ayant actuellement sa forme canonique, les indices [§£,' correspondant à un même système de valeurs de e et de r formeront un certain nombre de suites [os]’ ,..., {q — i , £ ,[ :
[qi] ;... telles, que », accroisse chaque indice de l’indice précédent de la
meme .suite, et laisse invariables les premiers indices de chaque suite; et si l’on désigne par q le nombre des termes de la suite la plus longue, par p' la moindre puissance de p égale ou supérieure à q, », aura pour ordre (150).
727. Cela posé, les substitutions de S, en nombre ,Hii n'altèrent
que ceux des indices ^ii]r où K ? — i , £< e, ne peuvent appartenir à <è, car elles ne sont pas échangeables à la substitution », G,, ni par suite à la substitution ■<? du groupe f qui fait subir aux indices du premier système l'altération X>,, ni enfin à la substitution de <I> qui a x’’ pour premier facteur partiel. Mais elles sont échangeables aux substitutions G',,..., et par
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suite aux substitutions correspondantes de 4», lesquelles forment un ftroupe partiel, (|ui aura évidemment pour ordre 0/<“*. En les eomlùnant à ce groupe, on obtiendra un groupe dont l’ordre O//''" sera au moins égal à O (y — I étant au moins égal à ^), et dans lequel O, sera remplacé par O, Donc O, ou tout au moins O,, ne seraient pas les maxi/na supposés.
728. Rkmarqi'r. — 4c maximum //', trouvé pour l'ordre de <I>, ne peut être atteint que si '1> contient quelque substitution de ,f, autre que l' unité. En eflét, s’il en était autrement, on aurait O — Sî=/»". Mais, parmi les substitutions île .f, il en est d’échangeables à toutes les. substitutions ilc *T, ou, ce qui revient au même, à toutes celles de <I>. En les combinant à ‘I>, on obtiendrait un nouveau groupe analogue à <1>, mais plus général. Donc pf ne serait pas le ma.rimum possible de O, comme cela a été démontré.
729. TiiéonéMK. — 4e théorème A est vrai si er L sont primitifs, à condition que le théorème II soit vrai.
Soient en effet />" le degré des groupes L; F leurs premiers faisceaux : F, contenant p" substitutions échangeables entre elles, contiendra quelque substitution de ,f, autre que l’unité. Soit s une semblable substitution. Scs transformées par les substitniions de et en particulier par celles de L, appartiendront à i. Mais ces transformées, combinées entre clics, reproduisent F. Donc -f contient F; mais ees faisceaux ont le même ordre; tlonc ils se confondent.
Cela posé, ^ et L résultent respectivement de la combinaison de F avec deux groupes primaires 5 et I : Al contenant L, 3 contiendra I. C.ela ne peut avoir lieu, par bypotbèse, que si 3 est paieil à 1; mais alors Ji sera pareil à L; le tlieorème A sera donc vérifié.
§ II. — Dû.MO!(STnATIO.X DD THÉOnéME B.
Cas où Al est décomposahle.
780. TiiKonÉME. — Tout grou/ie F formé d'après la méthode des n"’ G89- G9.8 est primaire et indécomposable.
Supposons pour plus de généralité que chaque série contienne plusieurs indices. Si le tbéorênie n’était pas vrai, on pourrait, trouver des .systèmes
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tic fondions des indices tels, que toute substitution de I' remplaçai les fonctions d'un luèmc système par des fonctions de celles d'un même système.
l'un au moins de ces systèmes contiendrait une fonction dans lat/uclJe n'entreraient que les indices d' une sente série, lîn effet, parmi les fonctions respectivement contenues dans les ilivei’s systèmes, soit y l'une de celles dont les indices sont empruntés au nombre minimum de séries, et, parmi res dernières, l'une de celles qui contient le moins d'indices. Supposons qu’elle contienne plusieurs séries. Soient ifj,... rensemble de.s termes de f qui contiennent respectivement les inilices de la o-t-i''”' série, de la 64- etc. Soit enfin F le premier fai^-eau de F : ses substitutions, étant opérées sur la fonction 9, la transforment en d’autres fonctions f,... qui n'en difTcrcnt que parce (|ue les indices y sont multipliés par des facteurs coLstants.
Deux quelconques de ces fonctions, q', ne sauraient appartenir an même système, à moins qu’elles ne soient cquicalcntes, c'est-à-dire égales à un facteur constant près : car s'il n'en était pas ainsi, on pourrait détei'miner une fonction mp'-t-f", appartenant au même système, ne contenant que les indices de q, et où l'on pourrait profiter eu outre de l’indétermination de m pour faire évanouir un coetlicienl sans (|iie tous .s'évanouissent. I.a fonction 9 ne serait donc pas une de celles qui contiennent le moindre nombre d'indices.
Cela posé, chaque substitution de F multipliant les indices de la première série par un facteur constant m, et leurs conjugués par les facteurs conjugués, les transformées de 9 seront de la forme m'’“9„-e-r«'’*9j-l-...; et pour que deux semblables fonctions obtenues en posant succes.sivcnienl m m = km, soient équivalentes, il faut qu'on ait
Ar" SS /,!■* = .. . (niod./i), (l’où /,r' *=.. == I.
D’ailleurs, si V est le nombre des séries, on d’où enfin A''* ':si,
d étant le plus grand commun diviseur de b— a, c — a v. Cette relation
fournit, pour k, p^— 1 valeurs; les/)*— 1 transformées de 9 par les substitutions de F sont donc équivalentes — t h /)* — 1. Le nombre des transformées non équivalentes sera donc ^ | • .Appartenant à des .systèmes différents, elles seront distinctes. .Alais elles s’expriment par les fonctions 9,,, 9i dont le nombre ne peut dépasser les entiers a, b,... appartenant
tous à la suite a, a —
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a 4- ( 4 —1^ o'. On aurait donc Vo J
rclaliun al>surdc; ce qui démontre notre pro|iosilion.
731 . Cela posé, soit f une fonction ne contenant qBe les indices de la a i''"' série, et qui fasse partie d'un système Les v fonctions conjuguées qui dérivent de celle-là e^ y cliangcant l'imaginaire i en t'’, i'”,... sont distinctes, car elles contiennent des indices différents. De plus, elles font toutes partie du .syslcinc 1. Ku effet, soient X, Y,... les fonctions réelles que contient ce système : 9 est une fonction tX -a-r'Y-t-... de ecs fonctions : et ses conjuguées f'’X -t-i'^Y -t-... eu sont également des fonctions, et par suite appartiennent à 1. Le système X, et par suite chacun des autres, cnniient donc au moins y fonctions distinctes : et fiv étant le numhre total des indices, il existera au plus ji'systèmes.
TM. Soient A,, B,, A„ Bj,...; A',, B',,...;... les doubles suites qui. jointes à F, forment G, second faisceau de F. Ces substitutions permutent les systèmes transi tieement. Pour le démonlN'r, prenons pour indices indépendants ceux qui ramènent A,, Aj....; .V à la forme canonique. Soient
îL .... les transformées de par les sub.slilulions de G;
celle des fonctions dérivées de ri“lles-là où entrent le moindre nombre d'infliccs or, y,...: elle ne contiendra qu’un indice. Lu effet, supposons qu'elle en contienne plusieurs a-, y,...: la suite .V,,...;... contient une
subsliltilion T qui multiplie :r, y par deux facteurs différents q et q’ . Soient 'i'ni- ?»i< - les transformées de parT; la fonction
- «Ji., — 7fmo, 4- m'9.'„4- ...)— (mç., 4- 4-...).— — ,/'■ 3y 4- ...
contiendra moins d’indices que D'ailleurs elle est dérivée de car fai. font partie île cette suite: eu effet, soit S la substitution
qui transforme en , par exemple; , , étant la transformée de par ST: appartiendra à la suite f'.,. ..
Admettons donc que 4'„ ne contienne qu’un indice. Les substitutions B,.
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B,,...; B',,...;..., permuiant transilivemenl les indices île ta <i -h sérié, Iransforineront en p, fondions dislinotes, contenant ciiacunc un indice, et dont eliacune-sera dérivée des fondions Donc cette dernière
suite contient jn fonctions distinctes. Ces fj. fonctions appartiennent évidemment aux systèmes que les substitutions de G permutent avec celui qui contenait a„. Les fonctions conjuguées formées avec les indices des autres séries appartenant aussi à ces systèmes, ils contiendront p.v fonctions distinctes, total égal au nombre des indices. Il ne peut donc exister d’autres .systimies, formes lie nouvelles fonctions. ,
Les systèmes cherchés contiendmnt tous le même nombre de fonctions distinctes. Car si l'un d'eux, 1,, en contenait plus qu’un autre, i, il est clair que la substitution de T qui remplace par 1 aurait son déterminant congru à zéro, ce qui est absurde.
733. Cela posé, si une substitution T de G ne déplace pas le système ü, elle n’en déplacera aucun. En effet, soient un système quelconque; U une substitution de G, qui le fasse succéder à i : U“'TIJ ne dé|dacc pas le système 2'; tuais celle substitution e.st de la forme/T,/ étant une substitution de F. Or 9 étant une fonction des indices de la a -t- i''™' série, il en est de même de. la fonction 9', appartenant à i', que U lui fait succéder: donc / la mullipricra, ainsi que 9, par un simple facteur constant; donc elle ne déplace pas i'; donc T ne le déplacera pas non plus.
On voit par là que les substitutions de F laissent les systèmes immobiles. Si toutes les substitutions de G jouissaient île cette meme propriété, il n’y aurait qu’un système, et F serait indécomposable. Dans le cas contraire, les
doubles suites A,, B ; .A',, B',,...; .\\, B',...;... pourront être partagées
eu deux especes: celles dont tous les termes jouissent de cette propriété; celles pour Ic.squelles le contraire a lieu. .Admettons, pour fixer les idées, qu’il y ait trois doubles suites, dont la dernière appartienne seule à la première espèce; et soit |u = ré’n"‘'n"^ le nombre des indices de cbaque série. Les indices se partagent également entre n"’’ classe.s, en groupant ensemble ceux que les substitutions A',, A«,... multiplient par le même facteur; on en conclut, comme au numéro précédent, que des transformées de 9,, ....
par .A', A',,... combinées entre elles on peut déduire une fonction <{i„ ne
contenant que les indices d’une seule classe. Les substitutions B' , B",
permutant les classes entre elles, donneront de au moins r"’” transformées distinctes. Donc les transformées de 9^ par A', B’ ,... fournissent au moins n'"^' fonctions distinctes; leurs conjuguées sont également distinctes :
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<l»iic i, i|ui eonlk'Dl toule-t ces fondions, conlieni nu moins vk '’ indices; d le nuinhre des sYsIèines sera au pins égal à Les sulistilutions de la
forme AJ' B}'... A *' B,’’... ûlant en nombre supérieur à celui des
systèmes, deux au moins d'entre elles remplaceront le système i par un même système 2i'; en les combinant ensemble, on obtiendra une substitution T lie la forme /AJ' flj'... A*' B,’'... qui ne déplace pas le système 1, ni, par suite, aucun autre système; d'ailleurs l'un au moins des exposants a,,
jS a,, P', par exemple a,, différera de zéro. Cela posé! soient L, L',
f," les groupes auxiliaires respectivement correspondants aux doubles suites A,, B ; , B' ; A’ , B' A le groupe formé par celles des substi-
tutions de L qui sont abéliennes propres: M le groupe formé par celles des substitutions de F qui ont pour premières corrélatives les substitutions de A, et dont les autres corrélatives se réduisent à l’uuité. Ce groupe sera formé par celles des substitutions de F qui sont échangeables, aux F près, à celles de chacun des faisceaux (F, A',, B',,...),"(F, A’, B',...); mais l’une au moins IJ des substitutions de .M ne sera pas échangeable, aux F près, à yAJ'BJ'....
Fn effet, soit 4> le groupe formé par celles des substitutions du faisceau
(F, A,, B ) qui sont écliangeablcs, aux F près, à toutes les substitutions
de M. Le groupe «F', transforme de 3> par une .substitution quclcuu(|uc de F, sera formé par celles dus substitutions de (F, A,, B,,...) qui sont échangeables à celles de .M', transformé dc.M, aux substitutions près du groupe F', transformé de F. Mais les substitutions de F, étant permutables à F, ainsi qu'à (F, A',, B', ,...), (F, B’i ,...), le .seront évidemment à .M; donc F'=i F, M' = M, Pt par suite <!>' = 'F. Donc <F est permutable aux substitutions de F. .Mais il contient évidemment F. S'il contenait /AJ'Df'..., il contiendrait ses transformées par les substitutions de F, lesquelles, combinées
avec F, reproiluisenl tout, le faisceau {F, A,, B ). En eflét, soient
.V;' s!>î’... = |j?i, V X, -t-7,, y-, -t- J,,... I les substitutions respective-
ment correspondantes à celles de la forme /AJ'BÎ'.... Si les transformées de /.\J'BJ'... par les substitutions de F, jointes aux F, ne reproduisaient
pas tout le fai.sceau (F, A,, B ), les transformées de .vj'ifcJ'... par les
siikstitutions de L ne reproddiraient pas tout le fai.sccau (.L,, vi,, ,...). Le fai.sceau dérivé de çes transformées ne serait donc pas transit'if. Le groupe
(-v,, «!, L), dont les substitutions lui sont permutaldes, ne serait pas
primitif (53), et L ne serait pas primaire, contrairement à notre construction. Les substitutions de.M seraient donc échangeables, aux F près, à .\|, B et le groupe A formé par leurs premières corrélatives ne con-
tiendrait d'autre substitution que l'unité ; résultat absurde (592).
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Cria posé, la substitution T“'.l)”'TU appartiendra évidemment au faisceau (A,, B,,...) et non au faiseeau F. Or celles des substitutions de G (|ui ne déplacent pas les systèmes sont transformées par toute substitution de F en substitutions qui appartiennent à G et ne déplacent pas les systèmes; elles forment donc un groupe permutable à toute substitution de F; ce groupe, contenant ï, contiendra T ‘.U“'TII, et ses transformées par les substitutions de F. Mais ces transformées, jointes aux substitutions de F. lesquelles ne déplacent pas les systèmes, reproduisent tout le faisceau
fF, A,, B ). Donc A,, B, ne déplacent pas ces sy.stèmes. contrairement .à
notre hypothèse : absurdité d'oii résulte la vérité du théorème.
• 734. Paom.BMB. — Soit I. un groupe résoluble primaire et décom/tosable.
On demande de déterminer des systèmes de fonctions des indices ç, 9’,... tels : i" (/lie toutes les fonctions linéairement formées de celles d'un même système a/ipartiennent également à ce système, et soient cssentidlcment distinctes de. celles qui dérivent des fonctions des autres systèmes; 2" que les fonctions de chaque système dépendent linéairement d'un même nombre de fonctions distinctes ; !5“ que le nombre total de ces fonctions distinctes soit égal à celui des indices; h" que chaque substitution de 1, renqdace les fonctions d'un meme système />ar celles d'un même système.
Le groupe I. étant formé d’après notre méthode (688-693), les indices
-s’y répartissent en systèmes 2, et L résulte de la combinaison d'un
groupe D, dont les substitutions permutunt les systèmes d’un mouvement d’ensemble, avec un groupe F„ dont les substitutions n’altèrent que les indices du premier système. Cela posé, chacune des fonctions 9,... contenues dans les nouveaux systèmes cherchés s, est une fonction des indices des systèmes anciens i,, i,,....
73.'j. PaoeosiTios I. — f.'une au moins des fonctions 9,... s' exprimera au moyen des indices d'un seul des systèmes 2,,....
Soit en effet 9 une de ces fonctions, choisie de telle sorte que le nombre m des systèmes de la suite £,,... dont les indices iigurent dans son expression soit minimum. Soit 9 = 9a-i- 94-+- 9^ 9», 94, 9..... étant des fonctions partielles formées chacune avec les indices d’un seul de ces systèmes. Soient 9, 9',... les transformées de 9 par celles des substitutions de L qui altèrent une ou plusieurs des fonctions 94, 9c,... sans cependant déplacer les systèmes correspondants ^4, 2„... et sans altérer 9,: chai|ue substitution de L remplaçant les fonctions de chacun des systèmes tt',... par celles
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lie l’un (le ces systèmes, chacune des fondions y, f',... appartiendra à l'un de ces systèmes. D'ailleurs deux iransfurinces non identiques f' et 9" ne peuvent appartenir au même système S': car ce système contiendrait 9'— 9", i|ui s’exprime au moyen des indices des m—i systèmes ne
serait donc pas le minimum supposti.
Cela posé, soient F» le groupe analogue à F, formé par celles des subslilutions de L qui n’altèrcnt (|uc les indices du système F«, Gj son premier et son .second faisceau. Soient v le nomlire des séries de i», (x le nombre d'indires de cliacune d'elles. Knfin désignons par 94,, sjj,... les fonctions partielles formées par ceux des termes de 94 qui conlieniient respectivement les indices de la a-f- 1"‘”' série, de la ■+■ i''"', etc. Les diverses substitutions de G4 n’altèrcnt pas fc,..., et transforment 94, en une suite de fonctions analogues 94,, parmi lesquelles il en est p. de distinctes C732].
Lésp'* — I substitutions do K4 multipliant d’ailleurs ces fonctions par p’— i
facteurs tous diflércnts, la suite 943, 9I contiendra au moins p(/)'’— 1)
fonctirons non identiques. .1 fortiori, la suite 94 = 941 -t- 94? -t- . . . ,
f 4 = Çta Jl-s transformées de 94 par les substitutions de G4
contiendra au moins p(p''— . i) fonctions non identiques.
On voit de même que les substitutions de Gj n’altèrent pas 9*, 94,... et transforment 9, en une suite de fonctions parmi les(|uelles p(/)*~ 1) au moins ne sont pas identiques, etc. Donc la suite des transformées de 9 par les substitutions de (G4, Gj,...) contiendra au moins [pf/j” — i)]"’"'' fonctions non identiques; ces fonctions, appartenant à des systèmes différents s, s',... seront distinctes : mais elles dépendent toutes de 9* et des indices de Ü4, ic,..., fonctions dont le nombre est i -t- (m — i)pv. On aura donc l'inégalité
[pf/r— i)j— I i)pv„
laquelle est absurde si m>i, à moins (|u'on n'ait m — 2, p=i, avec P — U, V == 2, on avec p — 'i, v = i .
736. Etudions ces cas d'exception, et d'abord celui où p =2, v = a.
Soient x„, or, ely',,, y, les indices des deux systèmes X„, 1, qui figurent dans l'expression de 9, et .soit 9 — bx,-i- ejo-t- dy, ; soit enfin ^ une
racine primitive de la congruence (mod. 2): L contient les .substi-
tutions
C = \ jr„z„ )•„ y g^x„ y., y„ . . . | .
C' = I x„ a:,, y„ y„. . . x„ x„ gy„ g’y„ . . . |,
DE U RfiSOLUTinS PAK KAniCXUX.
I.es Iransfoniiùes de ç par les neur.suksiilutions dérivées de C, C' forment neuf fonctions non équivalentes, appartenant cliacunc à l’un des systèmes eliercliés s, s' Ne contenant d’ailleurs que quatre indices, elles ne peu-
vent être distinctes. Donc deux d’entre ellc.s au moins appartiennent au mémo système; et de leur comhinaison ou déduira une nouvelle fonction ij/ appartenant à ce même système, cl ne contenant plus que trois des indices J'«, ^1, y,' J'i- Soit par exemple = jSx, -I- */>'„ -(- dv,. I.es transformées de f par les six substitutions dérivées de C et de E fourniront six fonctions non équivalentes, des trois (|uanlilés a:,, a:,, t- dv,. Ce.s fonctions ne peuvent donc être distinctes; donc deux au moins d'entre elles appartiennent à un même systèmes. Leur différence appartient à ce système et ne contient que les indices de i„. Donc m = a n’était pas le minimum supposé.
737. Soit maintenant /) = 3, v=i. Soient x, y,... les divers indices; I. .s’obtiendra en combinant les substitutions
C= I — X, C' = lx,_r — r.... |... (ntod.3)
avec un groupe D, dont les substitutions permutent les indices x, y
I.a fonction ç., étant, par bypotlièse, une fonction des indices x, y de deux sysiètnes seulement, sera égale, sauf un facteur constant qui est indifférent, à x± V. Cette fonction et sa transformée parC', = xz^y, appartiendront à deux systèmes différcols de la suite 8, car si s les conte-
nait toutes deux, il contiendrait 5; — 9', qui ue renferme qu’un seul indice; m = 1 ne serait donc pas le minimum supposé.
Soit T une substitution de D qui rcniplacc x par j; elle remplacera y par X. Car supposons qu’elle remplace y par z, z par e par x; elle
permutera circulairement les fonctions x — y, J — s. z — u,..., v — x. Soient f„, s,,... ceux des systèmes de la suite s. S',... auxquels appartiennent ces fonctions; s, le premier dj^s systèmes de cette suite qui se confonde avec s,. Les systèmes S *r-i seront tous différents : car si l'on
avait 8, = 8p, les substitutions T* et T'* remplaceraient 80 par un même système s,; lais.serait donc invariable; on aurait donc *^* = 801 contre l’bypotbèse, fi — a étant <r. Il est évident d’ailleurs qu’à partir de s, on retombera périodi(|uenient sur les mêmes systèmes.
On aura nécessairement r = 1 : car dans le cas contraire, celles des fonctions de la suite x—y, y — z,... qui appartiennent à un même système, n’étant pas contiguës, sont formées d’indices diflércuts et par suite di.stinctes. D’ailleurs les fonctions de systèmes différents sont distinctes: donc
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loules ces fonctions seraient distinctes : résultat absurde, car leur somme est nulle.
I.cs fonctions x — y, y — z, z — u,... appartiennent donc au système Leurs transformées x+y, —y — z, z — it,.,. par C' appartiennent à un inéii:e système; résultat absurde; car z — u appartient h et x -hy ne lui appartient pas.
Donc T remplace / parx, comme nous l’avons annoncé.
738. Cela posé, soient x' un autre indice (|uelconi|ue, U' une substitution de D i|tii remplace x par x* et v par un autre indice/' : elle remplace x-t-y et X — V par x'-t-y’ et x'—y', lesquelles fonctions appartiendront chacune à l'un des systèmes s, »',... et non au même. Donc parmi les quatre fonctions ci-dessus deux au plus pourront appartenir au même sy.stcme, et ces deux fonctions difl'éreront au moins par un de leurs indices. Donc les quatre fonctions sont distinctes : donc /' diffère de x et de /.
Toute substitution de D qui remplace x par x' ou /' remplace v par/' ou x'. Car s’il existait une substitution V remplaçant x, y par x', /", elle remplacerait x-t- y et x — v par x'-i- y" et x'— /", qui appartiendraient k «leux systèmes différents. Comparons maintenant les quatre fonctions x'dr/', x'±y’: si deux d'entre elles appartiennent au mcinc système, elles différeront j)ar un indice au moins; ces quatre fonctions sont donc distinctes; résultat absurde, car elles ne dépendent que de trois indices.
Soient x" un autre indice, ü" une substitution qui remplace x, / par x", y";/" différera, comme on vient de le voir, de x,/, x',/'; et toute substitution de D qui remplace x par x" ou /" remplacera / par /" ou x". Continuant ainsi, on voit qu’on peut grouper les indices deux à deux en liyper- .systèmes X,/; x', /';... tels, que chaque substitution de D remplace les indices d’un bypersy.stcme par ceux d’un même bypcrsystènie. .Mais cela est inadmissible : car on a déjà /) z= 3, v = i; et cette combinaison d'hypothèses nous ferait rentrer dans l'un“des cas exclus (702^
739. Soit donc y, une fonction dont l’expression ne contienne que les
indices d’un seul des systèmes i,, 1 ceux de par exemple; et soit s
celui des systèmes cherchés qui contient y,; on aura la proposition suivante :
Phopositiok h. — Toute fonction formée avec les indices de 2, sera Tune des fonctions de $.
En effet, les fonctions communes k 2, et k a dérivent d'un certain nombre
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(le fondions' Si ccs fondions sonl en nombre égal aux indices
de 2,, la propo.silion est démontrée. Uans le cas contraire, le groupe r, étant primaire, l’une de scs substitutions T remplacerait par une fonction distincte des précédentes. I.cs fonctions 9' y', par lesquelles T
remplace y y„ sont distinctes entre elles; de plus elles appartiennent
au système »' que T fait succéder à s, lequel différé de 8 puisque y', n’appartient pas à 8. Donc les fonctions y y„, y',,.... y', sont distinctes.
D’ailleurs 8' ne contient aucune fonction dérivée des indices de sauf y',,..., y^ et leurs dérivées : car s’il en contenait une y'..,, 8, que T*' fait succéder b 8', contiendrait sa transformée par T~', laquelle serait distincte de y y,.
Si 1, contient plus de a» indices, I', contiendra une autre substitution ü
qui remplace y,,..., y„ par d’autres fonctions y", y', distinctes entre
elles, distinctes des precedentes, et appartenant b un nouveau système S". r.ontinuant ainsi, on voit que le nombre des indices de est un multiple de n, tel que mn, et qu’on peut déterminer m systèmes 8, s',... ayant cbacun n fonctions distinctes communes avec Toutes les fonctions des in- <lices de pouvant évidemment résulter de la combinaison de ces mn fonctions, aucune d’elles nu pourra appartenir b un .système autre que les m précédents.
Cela posé, soit V une substitution quelconque de F,. No déplaçant pas le système 2,, elle permutera ensemble les systèmes 8, 8',... qui ont avec lui des fonctions communes. Si elle remplace par exemple 8 par 8', elle remplacera les fonctions y, y„ communes b et b 8 par des fonctions com-
munes b et b 8', c’est-b-dire par des fonctions linéaires de y',,..., % . Le groupe F, serait donc décomposable, ce qui ne peut être (730).
740. La solution du problème proposé est maintenant facile. Soient T une substitution quelconque de D; 1, et 8' les systèmes qu’elle fait respectivement succéder b et b 8 ; les indices de 2, et leurs fonctions linéaires appartiendront b s'. Donc chacun des systèmes 8, est formé par les indices d’un ou de plusieurs des systèmes 2a, 2,,... (joints aux fonctions qui en dérivent linéairement).
Si s ne contient que les indices d’un seul système 2,, chacun des systèmes 8, s',... sera de même formé par les indices de l’un des systèmes 2,,
2 Supposons au contraire que 8 contienne les indices de plusieurs des
systèmes 2a, 2,,.... Admettons, pour fixer les idées, que le groupe D dont les substitutions permutent entre eux les X systèmes 2«, 2,,... corresponde
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à la décoinposilion ). = qq'q"..., el soient A, A', A”,... les groupes partiels (le la combinaison desquels il est formé. Supposons enfin que dans la suite des groupes (A, A', A",...), (A', A",...), (A",...),... le groupe (A', A",...) soit le dernier qui jouisse de la propriété de déplacer tous les systèmes dont les
indices sont contenus dans s. Soient A,, l'un de res systèmes; A;, 1„,
ceux que les subslilniious de (A",...) permutent avec lui; les indices de tous ces .systèmes sont contenus dans s. En elfet s contient, par hypothèse, les indices d’un système ■!' que les snbslitutions de (A",...) ne déplacent pas: donc ces substitutions ne déplacent pas S; donc les indices des systèmes A, A„, qu'elles font succéder à ceux de A,,, qui sont contenus
dans s, le seront également.
Cela posé, considérons celles des substitutions du groupe (A', A",...) qui ne déplacent pas »; elles permutent l'iiypersystème S, formé des systèmes 2,,,..., A„| avec d'autres bypcrsyslèines analogues. S,, Sj,..., S, dont tous . les indices seront contenus dans s. Si parmi les systèmes que ce groupe déplace il eu existe un A,, d(jnt les indices ne soient pas contenus dans a, la substitution T du groupe (A', A",...) (|ui le fait succéder à A,, fera succéder
à S S, des bypersystèmes S’ S’,, dilTércnts des précédents (car
leurs indices appartiennent au système a' que T fait succéder à s j. S'il existe encore quelque autre .système A,, que (A', A",...) déplace, scs indices ne pourront appartenir à a’; car ceux du système auquel T le fait succéder appartiendraient à 8, ce qui ne peut élie, cesysième n'étant pas contenu dans
la suite S S,. Cela posé, suit U la substitution de (A', A",...) (|ui fait
succéder A,, ii A,,; elle fera succéder à S S, des bypersystèmes S’ ,...,
S' dont les indices appartiennent à un nouveau système 8". Continuant ainsi, on voit (|u’on ()ent grouper les liypcmstèmcs que (A', A",...) permute entre eux en classes, formées chacune de « hypersystèmes. Les hypersysièmes * d'une même classe jouiront d’ailleurs de la propriété d’éire remplacés par ceux d’une même classe dans toutes les substitutions de A'. Car si une de ces substitutions fait succéder S',, par exemple, à S,, clic fait succéder 8' à 8, et par suite la classe d'iiypersystèmes que contient 8' à celle (|ue coutient s. Ce résultat est inadmissible. A' permutant primitivement les hypersystèmes, par construction.
Donc les hypersystèmes S,, Sj,..., S, sont les seuls que A' permuie entre eux ; donc 8 est formé par l'ensemble des fonctions linéaires des indices qu’altèrent les substitutions du groupe (A', A",..., r„).
741 . TuéoiirsiE. — Le théorème B est irai, si est décomposabk.
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Supposons en effet que L fût contenu dans Ce dernier groupe ré.sulU; <le la combinaison de deux autres; l'uii lô dont les substitutions permutent les systèmes; l'autre Ç„, dont les substitutions n’altèrent que les indices du premier système. Chaque substitution de , et par suite chaque substitution de !.. fait succéder à l'ensemble des fonctions linéaires des indices de chaque système rensemide des fonctions linéaires des indices d'un même système. Soient d'autre part l) = (A. y. A",...) et 1’, les deux groupes dont la combinaison forme L, supposé décomposnble pour plus de généralité. Nous avons vu, en ré.solvant le problème précédent, quelles sont les diverses manières de déterminer des systèmes de fonctions jouissant de la propriété cide.ssus. Quel que suit celui de ces iiioiles do détermination que l’on adopte, I. sera toujours dérivé de deux groupes partiels, dont l’un, qui sera par
exemple (A', A" P,), n’altère que les fonctions du premier système,
tandis que l'autre. A, permute les systèmes entre eux.-
II est clair que cD et Ç,, contiendront respectivement A et (A', A" r„).
.Mais cela ne peut avoir lieu que .si ces groupes sont respectivement pareils; car ils sont de degrés moindres que r , et les théorèmes A et B leur .seront applicables, par bypolbèse. .Mais alors t; et L seront eux-mêmes pareils; done le ibéorème B sera vrai. .
Cas où est indécomposable.
7-12. Dijiniiion. — Soit L un groupe résoluble décomposnble, contenu ou non dans le groupe abélien (dans l'un des groupes bypoabcliens), cl construit par notre méthode, à l’aide de deux groupes D et F,, ce dernier étant indécomposable. Soient F, le premier faisceau de F»; F„, F ses transformés par les substitutions de I). Le faisceau (F,, F ) sera dit le premier
faisceau de I,.
Si L était un groupe romplexc, résultant de la fusion de groupes primaires L', L',... (712), on considérerait son premier faisceau comme formé de la combina'ison des premiers fai.sceaux de L', L"
713. TiiKonÈMK. — Un groupe primaire L ne peut être contenu dans un groupe primaire et indécomposable que si son premier faisceau F contient .T, premier faisceau de
La démonstration est fondée sur le lemme suivant :
LfMHR L — Soient C, E deux substitutions quelconques de L; C"' E~' CE
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sera échani^eable aux substituiions de En eflel, C et E appRrtenanl à L, et par suite à seront «le la forme ‘f étant la substitution qui remplace chaque inilice de .ç^par son conjugué de la série suivante, et ^ une substitution qui UC déplace pas les séries (555); C~* E'*CE ne déplaçant pas les séries, sera échangeable aux substitutions de .■».
Si C est échangeable aux substitutions de d, Çr' et par suite E~‘ CE le seront.
7i4. Cela posé, admettons que les indices de I. forment ). systèmes, contenant chacun v séries, contenant chacune fc indices. Soient 1), F„ les deux groupes dont 1. est dérivé; Fj le premier faisceau de F,; F,, F,,..., scs transformés par les substitutions de 1); F = (F,, F,,...) le premier faisceau tie L. Soit enfin ^unc racine primitive de la congruence = i (niod./>) : F, contiendra la substitution g„ qui multiplie par g'' les indices de la r-+- 1''™' série du ! -t- système, sans altérer les indices des autres systèmes.
745. Lkmme II. — Toute subslilution ç Ofiparlenant à i remplacera chacun des indices de L par une Jonction de ceux de la même série.
Soit d’abord ). >i. I) contient une substitution d qui fait succéder le » T- .système au /-t-i'""''. Si l'on pose C = ^,, E = rf, il viendra C~' E"' CE = ^7'5’j- Celte substitution multiplie les indices de la r-H i''"' série du 5 -t- i''"' système par g"'’’, ceux «le la p h- i''"' série du /-«- i'*"' système par et laisse invariabbrs les indices des autres systèmes. La substitution y, qui lui est échangeable, remplace chaque in«lice par une fonction de ceux-là seulement que g,' gt multiplie par un même facteur. Or les facteurs des formes et g’’' different de l'unité, et sont en général dilTércnts. Car si l’on avait gt"’ {moA. p), on en déduirait i , relation absurde,
p> — p" ètml </F— I. Si d'autre part on avait g~>' g'*, on en «léduirall
I (niod./j), d'où i =o(mo«l./r'“— i). Cette relation est
impossible en général; cars et r étant <^v, i sera C^p'—i, à moins
qu’on n’ait à la fois /»= a, y = a. s — r = i , ou p = 3, y = i, p — r = o. [On a /F> a (555)]. Laissant provisoirement «le côté ces deux cas d’exception, il est donc établi en général que y remplace les indices d’une série quelconque du /-t- i*'"' syslimie par une fonction de ces seuls indices. Le lemme est donc démontré.
Il serait encore vrai, même dans les cas d’exception que nous avons signalés, si l’on avait X 7> a. Car nous avons établi que y remplace les indices
DE U RÉSOLUTION PAR RADICAUX, de chaque série du /+ i"*"' syslcine par des funclions qui uc peuvent contenir que les indices de rette série, et ceux du r-t- i""' système. On verrait de meme que ces fonctions ne peuvent contenir, avec les indices de la série considérée, (jue ceux du s' + i''"' système, s’ étant dincrent de s et de /. T)onc ces fonctions ne peuvent eonlenir que les indices de la série considérée.
746. Soit maintenant i. Ce cas se subdivise en trois autres : r° celui où v = I. dans lequel le Iciunie devient évident; 2" celui où v = 2, que nous réserverons; 3® celui où v> 2, que nous allons traiter.
Les substitutions de L sont de la forme PQ. Q étant une substitution (|ui ne déplace pas les séries, et P la substitution qui remplace chaque indice par son conjugué de la série suivante (553); d'ailleurs, parmi les substitutions de L, il en est toujours une S dans Ia(|uclle on ail p = s. En effet, si fl était égal à 1, L contiendrait la substitution P et son carre P’. Soit au contraire fr > 1 : chacun des groupes auxiliaires qui servent à construire I, contient la substitution qui multiplie tous le^ indices par p, et les exposants d’échange par p‘. Ces substitutions, associées ensemble, seront les corrélatives d’une substitution de L, laquelle sera de la forme P’Q. Posons C=
E = S; C~‘ E“' CE = sera échangeable à 9. Donc 9 rem|ilace les indices de la 1''"" série, que C^’^' multiplie par par des fonctions des
indices que cette substitution multiplie par le meme facteur. Or un indice appartenant à une autre série, telle que la p -+■ 1''"', ne peut être multiplié par le même facteur : car si l'on avait
(inod.^),
on aurait
(/)’— i)p'£3(/>’— i)pi, d'où (p’— i)(pr-'— I (inod.p’— 1),
relation absurde : car si p — r<v— 1, sera </>' — 1:
et si O — r = V — I , on aura
(/)’— i), p’ ' — 1) » —p'~‘ ~ p' -t- p + I (mod.p- — 1), congruence dont le second membre est négatif et </>’'— i . .
747. La démonstration du théorème proposé est maintenant facile. Supposons. pour plus de généralité, ;x> i, et soient A,, B,,..., A',, B’,,... les doubles suites qui, combinées à F», reproduisent G„ second faisceau de F».
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i'e (;roupe eonlient au moins une subslilution S qui ne soit pas échangeable à aux F„ près. Posons C = A,, E = S. La substitution C~' E”' CE sera de
la forme /.A*' B}'..., /étant une substitution'de F,, et a,, fi n’étant pas
tous nuis. Les transformées de cette substitution, eombinées entre elles,
fournissent une substitution de la forme /Aï'Bj' que soient y,.
o' ; car ces transformées, jointes aux substitutions de F, qui leur sont
éeliangeables, doivent reproduire tout le faisceau (F,, A,, B ) (733).
t>la posé, Ÿ le produit de substitutions partielles altérant
respectivenient les indices du premier système, du second, etc. D'ailleursç, et par suite est échangeable ii Vr' E“'CE et h ses transformées des formes
/.Xi'Bj' (T'AS). De même, sera échangeable à des substitutions de
la forme /A'/’ B',*'..., quels que soient y',, à' (733).
Supposons les indices indépendants choisis de manière à ramener .simul-
laneinent à la forme canonique les substitutions des formes /A, /A',,™.
aux()uclle.s y, est échangeable. Soie nt t, x' deux indices quelconques d’une meme série. L’une au moins des substitutions /.\ les multi-
pliera par un facteur constant dilTércnt. Donc la fonction par laquelle remplace x ne contient pasx'. Donc p, multiplie chaque indice par un facteur con.staot. Pour que soit échangeable b une substitution de chacune
des fonnes/B /B',,..., il faudra en outre que ce facteur soit le même
pour tous les indices d’une même .série. Donc p, appartiendra b F,; de iiiémc 9, appartiendra b F,; etc. Enfin çi = y, 9,... appartiendra b F = ,F.. F„,...).
7A8. Passons b l'examen des cas réservés. Soit d'abord ). = 1, v = a; et supposons I pour plus de généralité. Soient x, x',... les indices de, la première série, x,, x',,... leurs conjugués. On voit, comme au numéro précédent, que la fonction que 5 fait succéder b x ne contient aucun des autres
indices x' le la première série. On voit de même que cette fonction ne
peut contenir qu’un seul des indices de la seconde série. Soit x', cet indice: il c.st clair que la fonction par laquelle 7 remplace x', ne contiendra de meme que x et x', . On aura donc
? — ] X, . . . , x’, ,. . . tx ^ mx /'x -t- m'x',,. . . |.
La suiistitution g„ définie comme au n° 744, appartient b F, et par suite b 1^. Elle est donc permutable b .7.. La substitution appartiendra
donc h .f, et sera par suite échangeable b 9, ce qui donne les relations de
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coilditiuil
ff'-f l' l' m, d'oii ~ t)t’ m -t^o (inüd./<', '
— \)mU — m')BQ, (j»'-'— i)/'(/— m') = o (mod./i).
Mais l' P — \ )<^ P* — I ; donc i ^o; on a ilonc
f mmi mtl — — oi' ) s: o.
L’une an moins des quantités /', m est donc nulle. Soit par exemple l\. o. Si m n'était pas nul, on aurait et ^ aurait pour ordre un multiple
de p. Mais -f ne peut contenir aurune semblable substitution '562;.
Donc i ^m~o. Donc f multiplie cba(|ue indice par un facteur constant: et l'on peut aclicver la démonstration comme au numéro précédent.
7i9. Soit maintenant ), = a, avec /J = 2,^ = a ou /> = 3, y = 3. Supposons d'abord a > i . Le raisonnement du n" 745 montre t]uc ebaque indice .r du premier système doit être remplacé dans f par une fonction ne contenant que les indices x, x',... de la meme série, et ceux y, y',... d'une autre série, appartenant au second système, ün voit ensuite, comme au
n" 747, que la fonction ij» ne contiendra pas x' Enfin, les transformées
des substitutions des formes auxquelles « est échangeable,
par la substitution qui permute les deux systèmes sont écliangeablcs à ç; : d'ailleurs elles n’altèrent pas x. et multiplient j, y',..^ par-des facteurs constants. Deux indices différents de la suite seront multipliés par
un facteur différent dans l'une au moins de ces substitutions. Donc la suite Contiendra tout au plus un indice v qu'aucune de ces sulrstitutiuiis n'altère, et qui par suite puisse figurer dans la fonction iJ-, Sojt donc i = mx + ny.
Le groupe 1’, formé par les substitutions de L qui n’altèrent que les indices y, .y',... contient évidemment une substitution S qui ne muiti|)lic pas y par un simple facteur constant; soient Y, Y’’,... les fonctions qu’elle fait succéder à J, _y',...: et soity = aY' -t- «' Y''-t-.... La suJ>stitutiun S~';S remplace x par m.r -r- n(av «'y’-t- ...); mais, faisant partie de .1, elle doit remplacer x par une fonction ilc x et _y seulement. D’ailleurs Y ne se réduisant pas à y, à un facteur constant près, a',,., ne peuvent s'annuler à la fois: donc « = o. I.e lemme II se trouve ainsi vérifié, et l’on peut achever la démonstration comme précédemment.
750. Soit = 2, P = 2, V = 1, ft= I. On a quatre indices x, x,; jy< formant quatre séries et deux systèmes. D’après le n“ 745, s sera de la
;jsu
forme
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— [ X _r. Ix my m'y, |,
l'i l'on verra, tommo au n® 7i8, que m et /' s'unnuleiil.
lînliii le cas où >. =.a, /< ■= 3, v = i . /x = i est cxelu (702).
7.51 . Tiikorkme. — Le théorème B est vrai, si est indécomposable .
(3ioisissuns les indices de manière à ramener J. à la forme Ij'po, et suppusons qu’ils se réparli.ssenl entre X' systèmes, contenant cliactin v' séries, ct>ntenant chacune jx' = n’n'®'... indices; L résultera de la cumhiiiaison d’un groupe I) dont les suhsiilutiuns permutent les systèmes avec un groupe i', dont les substitutions n’altèrent que les indices du prcmicr_ système. Soient g', 5, î',... des racines primitives des congruences
g'r' 6'%£zi, 6'*' =5 1,... (mort /<),
g\< 5’g.... les substitutions qui multiplient respectivement par g'''', 5''',
6''"',... les indices de la r-t- i''"' série du premier système, en laissant invariables ceux des autres systèmes. Le premier faisceau de l'«, F,, sera forme des puissances de g\; son .second faisceau (•, s’obtiendra en combinant à F»
certaines doubles suites \,, Bj,...; .V,, B',,...;.... Soient^'„, F,, g',, F
les transformés de g\, F„ par les substitutions de D; le premier faisceau de L, F = (F„, F,,...) aura scs substitutions de la forme g'o‘’g't’‘‘---> l’ordre de ebacunc d’elles divisera /)*■ — i .
D’autre part, si l’on supposait les indices choisis de manière à ramener 4;^ à sa forme type, ils ne formeraient qu’un système; soient'/ le nombre de .ses séries, fx = o' n'*'..-. le nombre des indices de cbaipic série. Soient g, â, â',...,y des racines primitives des congruences
gr‘-'s~i, S*=i, 3'*'=i,..., 7‘æi (mod.p).
Désignons également par g, 3, S' J les substitutions qui multiplient les
indices de la r+ 1'™' série par g<^. S'’’, y' j''. Le premier faisceau de ,f, est formé des puissances de g; son second faisceau Ç s’obtiendra
en joignant h .f certaines doubles suites ,i.,, si ; .1.',, si.' ;.... Kniin les
substitutions de jaseront de la forme >f étant la substitution qui remplace chaque .série par la suivante, et ^ une substitution qui ne déplace plus les séries.
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752. PnoposiTiON 1. — 1,’orJre iT un groupe 5 contenu dans dont
les substitutions sont échangeables entre elles, ne peut dépasser p- [p'‘ — 1 ).
En elTet, supposons, pour plus de généralité, que 5 l'onliennc quelque substitution qui déplace les séries; il résultera de la combinaison d’une semblable substitution où S est un diviseur de v, avec le groupe II
l'ormé par celles de ses substitutions qui ne déplacent plus les séries (557);
et l’on aura © = ? Û, li étant l’ordre de H.
"Le groupe I formé par les premières corr^atives des substitutions de H est isomorphe à 11. Soit O son ordre; on aura li = OÛ,, ii, étant l’ordre du groupe formé par celles des substitutions de H dont les premières corrélatives se réduisent à l’unité. Ces'substitutions sont de la forme .1*’ aJ’... c, C étant une substitution qui ne déplace pas les séries, et soit échangeable
il ,v,, V!. Celles de ces substitutions, 1, c,, c„... qui se réduisent à la
forme G forment un groupe H': soit U' son ordre. Soient d’autre part IJ = ie>|'... G une substitution quelconque de H, : ce groupe contiendra
évidemment ü' substitutions, U, Ur,, ü G»,... dans lesquelles )3 ont
les mêmes valeurs que dans U. On aura donc U,= i)U', « étant le nombre des systèmes de valeurs que peuvent prendre j3,,... dans les substitutions de H,.
Soit O' l’ordre du groupe 1' formé par les secondes corrélatives des substitutions de H'; on aura de mèméû' = ü'il', , 12’, étant l’ordre du groupe H', formé par celles des substitutions de H' qui ont pour seconde corrélativè l’unité. Ces substitutions seront de la forme G', G' étant une
substitution qui ne déplace pas les séries, et soit échangeable à .1.,, «t
.t.', , a!,',,...; et l’on aura 12', = tâi'ü", u' étant le nombre de systèmes de valeurs que prennent dans les substitutions de H',, et û" l’ordre du
groupe H" formé par celles des substitutions de H’ (|tii se réduisent à la forme G’.
Poursuivant ainsi, il viendra
© = 5 Om 0'«' . . . <)ot,
0*^' étant l’ordre du groupe H" formé par celles des substitutions de II (|ui sont échangeables à ,L,, .1,',, aî.’,,...; — Ce dernier groupe est évi-
tleminent contenu dans .#; et ses substitutions, étant échangeables à se
Ùzi .(EIh!
réduiront aux puissances de gr*-'. Soit g r*-' la moindre puissance de cette
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s(il>slitulioii qui appartienne à H''’’. On aura évitleinnienl =
cl allcindra son maximum p“— i en posant </= i, <? = v. '*
D'antre part, les substitutions U,... étant échangeables 'a toutes celles de 11. I es substitutions correspondantes
le seriiiit évidemment aux substitutions de I
la?,, .)•„ ... a\x, + c\ r. , y, X, d', _v, . |
corrélatives de celles de 11. Ces deux sortes de siibstilulions réunie.* ensemble t'ormeronl un groupe de substitutions ccbangeables entre elles contenu dans le groupe résoluble et primitif de degré ts'' qui résulte de la combinaison
dessubstitutions <!,,/> avec le groupe auxiliaire qui correspond à la double
suite .1,. as. Son ordre Ow ne pourra par suite dépasser o’C On aura
de même 0’u'“c'’* , etc., d'où {/>’ — ') = — ')•
753. Si les substilutions de ,5 n étalent échangeables entre elles qu'aux .1 prés, mais quelles fussent échangeables à celles de ,f, on trouverait de même © = t)uO' 0''’5fe’(/»'- i).
75i. PaoposiTioN II. — L ne peut être décomposable.
Supposons en effet X' > i . Le groupe dérivé des substitutions F„,
A',,... et du leurs transformées par les substitutions de D a évidemment pour ordre pi'' [p'"' — i)^', et scs substitutions sont échangeables entre elles. Ktant rontenu dans L, il le sera dans d’où la relation (752)
hM/* — - 0‘'-
D'ailleurs on a X'p'v'=u.v, chacun de ces «leux nombres exprimant le nombre des inilices. D’autre part, la substitution g est contenue dans 9 et par suite dans K; donc son orilrc i divisera p''— i (751): donc y divise y’. Soit v' = Ay, d’où p = iX'p.' : il viendra '
relation évidemment absurde, sauf pour de très-petites valeurs de/', X', /«'. En faisant quelques essais cl remarquant d'ailleurs que p' — i doit cire > I (555) et divisible par tous les facteurs premiers de p, on trouvera que
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('Plie relulion n*es( possible que dans les quaire cas suivants ; •
f" Pi a" : /i sri, ou 5;
7ÔÔ. Considérons d’abord le Iroisipine cas : 1. el ont respectiveineiil pour ordre i .a.3(a.3/ el 3.3’(3’— i) (3’— 3). Donc l’ordre de L ne divise pas celui de 4^; donc L ne peut être contenu dans 4^.
Dans le quatrième cas, L a pour ordre 1.2. 3. 4(2-3)*. Quant à son ordre sera égal à 2.2* y, q étant l’ordre d’un groupe auxiliaire primaire ou complexe, de degré a*. Ce dernier groupe étant contenu dans le groupe linéaire, son ordre divisera (a‘— i)(a*— 2)(a'— a’)(a‘— a*). Ici encore l’ordre de I. ne divisant pas celui de 4^, L ne pourra être contenu dans .
736. Soit enliu ).' = 2, 4- = 1 el = 3 ou 5, d’où v = v' = i . I,es l’acteiirs premiers o. o',..., k, divisant p — 1, se réduiront à 2; ei les grotqies
auxiliaires correspondants aux doubles suites -.1,. «S,,..., .l',, W, ,•■■:■■■ pourront être fondus en un seul groupe complexe (712). Cela posé, la substitution 6, est d’ordre 2 et appartient à 4^; et sa corrélative
étant d’ordre 2, pourra par un cliangcinent d’indices convenable se melire sous une forme telle que
el sera échangeable aux substitutions dérivées des substitutions t\, l\,...,
C,. Q,... correspondantes aux indices X, Y,..., Z, U Soient a,, /<
les substitutions respectivement correspondantes ,à a-, , , el soit
(\ = «)' 4»î'..., C, =«;• Il est clair que les substitutions du groupe It
dérivé de 3 et de .Yf' s!,f‘..., a)' seront échangeables h (7, aux puis-
sances près de â. Or le nombre des indices X, Y,.... Z, U.... est au moins la moitié du nombre total. Donc le nombre des substitutions de K sera au moins égal à — Si toutes ces substitutions ne sont pas échangeables il 5o. elles dériveront de la combinaison de l’une d’elles, qui lr,insforme 5„ en avec un groupe R' de substitutions écbangeablcs à 4„. et d’ordre
égal ou supérieur il (/4 — 1). '• ■
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Si $u apparlen.-iil à Ç, sa corrélative 5C réduirait à l'unité; K cl R' auraient alors pour ordre i) et i).
Soient d'autre part i,, 2, les deux .sy.stèines d'indices de L: la substitution 9, multipliant par — i les indices de 2„ sans altérer ceux de 2,, les substitutions U,... tlu groupe R', qui lui sont échangea blés, seront chacune le produit de deux substitutions partielles C„ U,,... altérant respectivement les indices de 2o et ceux de 2,.
Soit maintenant V une substitution quelconque de F,; elle sera échangeable à U aux puissances près dé 9o- En cfl'et. V, appartenant à sera permutable à donc U~' V“‘ L'V = U;'' V~' U» V appartiendra à {?. Or chaque ■ substitution de ramenée à la formé canonique, multiplie la moitié des indices pari et l’autre par — i', ou la moitié par j et l’autre par —j, à moins qu'elle n'appartienne à i, et ne multiplie tous les indices par un même facteur. Mais L'7* V"' U„ V laisse invariables tous les indices de 2,; donc elle multiplie les autres par un même facteur ± i , et se réduit à une puissance de 6».
La substitution U,, étant échangeable aux puissances près de 5, à A,. B,,..., A',, R', ,..., appartiendra au faisceau G». Elle appartiendra à F,: sans qdoi ses transformées par les substitutions de F,, combinées avec F,, reproduiraient G» (73A]; elle ne serait donc pas échangeable à toutes les substitutions de F„ aux puissances près de 5„.
Le groupe isomorphe é R' formé par les substitutions partielles ü
' sera tlooc contenu dans F,; et son ordre a>' divisera p — i . Celui de R' sera égal il 'V'j", «" étant l'ordre du groupe R" formé par celles de ses substitutions qui laissent invariables les indices de 2„; ces substitutions, appartenant à ÿ, multiplieront les autres indices par un même factetir ±: i . Donc R" ne contiendra que la substitution i , seule ou jointe à la substitution 9, = 3 9,. Dans le premier cas, on aura
(/< — = I), d’où = = I.
Dans le second ras, R', conlcnaui â et 9,, contiendra 9,, et l’on aura
a(/) — i — i), d'où = u'=:i.
Mais en supposant p'^ = 'i ou 5, p'=i, X'=a, on tomberait sur un cas exclu (702J.
il faut donc nécessairement admettre ).'= i, ce qui établit la proposi-
DK LA RÈSOLlTlgN PAR RADICAUX. S8S
lion II. Ceki posé, nous pourrons écrire F, G, g', 6, à la place de F„, êo* ^0* ^o»****
Proposition III. — k se réduit à l’ unité
Le nombre gé divisant g., les raeleurs premiers n, n',... qui le divisent Ibnl partie de la suite des facteurs premiers tr. qui divisent ;a. Soit
par exemple jt = b. I.cs puissances de la substitution 5 se confondront avec celles de la substitution 7s. En elTel, les unes et les autres sont des substitutions d’ordre tt, contenues dans F. et par suite seront les puissances de la eliî
substitution g ' . Donc les puissances de & appartiennent à .t; de même pour les puissances de û',
Cela posé, G contient i), substitulion.s échangeables à celles
de F, et a fortiori à celles de ,T, et écliangeabics entre elles aux puissances près de 6, 5',..'., d’où la relation «
ou I — i), -
absurde si h y i, à moins (|u’on n'ait X = a, fi' Mais ce cas est exclu ( 703)., Donc X = I.
758. pRoposiTios IV. — Act faisceaux F et G se confondent respeetwement avec i et
En premiei^lieu, .f étant contenu dans F, et ayant le même oidre se confond avec F.
l^la posé, les substitutions de G, en nombre i) sont échangeables
à celles de F, et échangeables entre elles aux F près. Elles appartiendront donc toutes à la forme .j; et par suite, l'ordre de G se réduira à 0w0'u'...0''', nombre qui ne pourra être égal à — i)= ijc*f />’— i) que
si O'j, O'm',..., O"’’ atteignent leurs maxima respectifs o’S si’*'' p‘— i .
Suppo.sons, pour fixer les idées, qu’on ait simplement = o'”', d’où
® =0'dO'(o' O". Le nombre (V étant moindre que (728), OV ne pourra atteindre ce maximum que si «’> i. Donc l’une au moins T des substitutions du faisceau (.7, appartiendra à G, et sera de la forme
Bî'... B*'..., y étant une substitution de F, et les exposants a,,
h a',. U n’élanl pas tous nuis.
Supposons que l’un des exposants a, , U par exemple diffère de zéro :
L contient une substitution U, échangeable è A,, B ;... et qui ne soit
pas échangeable aux F près à .Vf'BÎ'... (733). La substitution T"'. U”' TU
ïi«i LIVRE QUATRIÈME.
appartiendra au faisceau G, = (F, A',, B',,...) sans appartenir à F ; et combinée à F et à ses transformées par les substitutions de L, elle reproduira tout le faisceau G,. D'autre part. T et ses transformées par les substitutions de et en particulier par celles de L, et par suite T“'. U~* Tl! et ses transformées, appartiendront au faisceau Ç, = (,f, .v', , s!.' Donc ce faisceau
contient G,.
Si contient des substitutions autres que celles de G,, il résultera de la combinaison de G, avec des substitutions A],.,.,, .... AV, IT,,, échan-
geables aux précédentes, et échangeables entre elles, sauf pour deux substitutions A| , ])' d'un même roupie, qui seront écbangeables à 0 près (5,")9-56l). On peut d'ailleurs choisir ces substitutions de telle .sorte que leurs caractéristiques soient des puissances de i — K"", si sr' est impair, et des pui.ssanccs de K' — i, si sr' = a, à moins qu'un tt'ait en même temps />’'=3(mod.4), auquel cas .'\V*i, BV*i pourront avoir pour caractéristique une puissance de K’-+-.i (567-570).
Ou peut admettre que la double suite A',, 11',,,.., AV, H’,. A’,^.,, BV,.
, se confond terme à terme avec la double suite .1.’,, pourvu qu'en for-
mant celte dernière double suite, on renonce à s'astreindre à la condition (ju'elle ne contienne pas plus il'un couple ayant pour caractéristique une puissance de K’ I ‘ lorsque sr' = a et />’== 3(mod. 4)|. •
' Gela posé, le groupe G, = (F, A,, B ; A’,, B’,,...;...) a pour ordre
.ti’ i) = Owü'ta'n''^’'^(/>’'— i). Or toutes les substitutions de Gj, et en particulier celles qui sont échangeables à v,, sont échan-
geables à A',, B’,,..., .-\V, BV : leurs secondes corrélatives seront donc échangeables aux substitutions
y. J-.-, yv. a., y. + li, a-e + -t Pe
elles seront donc de la forme
x.,y Jry. yv x„ y„ . . . , jr,-, yv I
a,-», , yv+. , . . . (!,'*, -t- y V+i /v+i-r,-,, (/,>+, yv+. l
et l'ordre O' du groupe qu'elles forment sera moindre que i728j.Mais
pour que OwO'u'... soit égal à — i). il faut (|ue 0'<u' soit égal à o'**’. Donc V> ' t et par suite l'une des substitutions de Gj (autre (|ue celles
de F) appartiendra h 9',. Soit /A‘‘B5‘... A)*’ B)''... celte substitution. Si a, par exemple n'est pas nul, on verra, comme tout à l'heure, que la double
ii'< AJ. . . . rt'f A*f - -
Il «' •
DE I.A RESOLUTION PAR RADICAUX, suite A', B',,... nppariiemlra à ff,, et l’on pourra supposer A’=A',.^,. B’, = B’.r^,. Poursuivant ce raisonnement, on obtiendra le résultat suivant :
Iji faisceau (F, .V.', , m,',,...) résulte de la combinaison de F acec quelquesunes des doubles, suites A,, B,,...; A',, B',,...;..., dont la réunion formera la double suite .t.', , iH.',
On peut, par raison de symétrie, énoncer un résultat analogue pour la double suite .i.,, le Par suite, le faisceau Ç se confondra avec G.
759. Supposons maintenant, pour fixer les idées, que G contienne trois doubles suites B,,...; .V,, B' ; A’ , B' dont la première soit con-
tenue dans le fai.sceau (F, -L,, lü,,,...) et les deux autres dans le fai.seeau (F.'.i.',, On aura d'où n' =n". Gela posé, la
ronslruelion de dépend évidemment de celle de deux groupes auxiliaires
<^ot <o' respectivement correspondants aux deux doubles suites -A.,, x« :
•V,',, St,' De même celle de b dépendra de celle de deux groupes auxi-
liaire.s L„, L'„, l’un primaire et correspondant ii la double .suite A,, B,,...,
l'autre complexe, et correspondant à la double suite complexe .V,, B',
Soient A, y les groupes respectivement lormés par celles des substitutions •I* 4^0» 41o* ‘lui sont les corrélatives des substitutions de I, l' les groupes formés (>ar celles des substitutions de Lo, I/„ qui sont les corrélatives des substitutions de L. Pour i|oe contienne L, il faut évidemment que 3, 3', et a fortiori et contiennent respectivement I, I'. D'ailleurs toute substitution abélietine propre S contenue dans par exemple, étant associée à la substitution t que contient L',,, on pourra déterminer une substitution de L qui ait ces deux-là pour corrélatives. Donc .S appartient à I. En outre, dans le ras particulier où qucl(|u'un des groupes primaires et indécomposables qui servent à la construction de 1,, serait de degré 7'", oii m est une puissance de 2, et correspondrait à une décomposition «1 = v, «J' où l’on eût v, = i, 1 contiendra une substitution (|ui multiplie les exposants d’écbange par un non résiiln de 7, .sans quoi on tomberait dans un cas exclu (707 et 711).
Soit donc J, le groupe qui est à l-, ce que J était à L dans l’énoncé du théorème C (715); 1 contiendra J„. I^e théorème étant vrai par hypothèse pour les groupes .^7,, L,, J, qui sont de moindre degré que ^7, E, le groupe J„, et a fortiori le groupe I, ne pourra être contenu dans que si 47» et L„ sont pareils. iJn voit de même que 47'^ et L'„ doivent être pareils. .Mais alors <7Ct I. seraient eux-méme% pareils.
I.1VRF, QUATRIÈME
g III. — Démonstratio» du tiikorkme C.
Cas où ^ est décotnposahh.
7(50. ïiiÉORÈ.ME. — Soit L=r un groufte construit par la méthode des n"* 697-C99.: le groupe i défini comme à l’énoncé du théorème C (715) sera primaire et indécomposable (et resterait tel, lors même que Von conviendrait de , fioser toujours e = o dans ledit énoncé).
Nous .liions inonlri-r en effet ((u’il nVsl pas possililc de Irouver des systèmes de fonctions des indices tels, que toute subsiilution de J remplace les lunctions de chaque système par des fondions île celles d'un même système, et que,.ces fonctions étant prises pour indices indépendants, les exposants d'écliange des substitutions correspondantes à des indices de systèmes différents scient tous congrus à zéro. I.e procédé de démonstration consistera à montrer que si le théorème était faux pour un groupe d’un certain degré, il serait faux pour un groupe d'un degré moindre; d’où cette conséquence absurde, qu'il existerait une infinité de groupes de degri>3 décroissants à partir de celui que l’on considère.
761. Premier cas. 1’ est de première catégorie. Ses indices forment' deux systèmes conjoints, contenant chacun v séries, contenant chacune fl = tC Tt”^ ... indices. (Nous supposons ;a > i , pùur jilus de. généralité.)
b’un des systèmes de fonctions cherchées contient une fonction dans laquelle n'entrent que les indices d’une seule série. Soit en elfet, parmi les fonctions cherchées, 9 = -t- f J -T- -t- Çj. -t-... une de celles dont les indices
sont empruntés au moindre nombre de séries, et qui, subsidiairement, contiennent le moindre nombre d’indices; f„, fs,... représentant respectivement l’ensemble des termes de ç qui contiennent les indices de la a-(- i*'*"', de la b+ i'*”',,... série du premier système S, et f„., fs , .. rcnscmble de ceux qui conliennenl les indices de la a’-hi'^""', de la b' -h i série du second système S'. Transformons f par les diverses substitutions de F, premier faisceau de F (lequel est contenu dans J). .-Vut.-Hit un aura de transformées non équivalentes, autant on aura de fonctions disiineies, dérivées de ?«. ?4 ?U-‘ 730).
.Si les indices qui figurent dans 9 appartenaient à un seul système, mais il plusieurs .séries, on déduirait de là, comme au 11“ 730, la relation absürde
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Supposons donc que dans fp figurent des séries de chacun des deux systèmes. I-a substitution de F qui multiplie les indices de la première série du premier système par m transformera p en
mf“ O, -f. ■ • •
Pour que deux semblables translormées obtenues en posant successivement m=m,, m = km, soient équivalentes, il faut qu'on ait
d'où
k ^ h ^ . . . = Ar* "*+■ = , I nioci./;»).
On a d’ailleurs j; ct'par suite i, & étant le plus grand com-
mun diviseur de b — a, b' — a',... et de v. Soit maintenant a' — a = râ + ti (mod.v), rf étant <o'; il viendra
Soit donc ' le plus grand commun diviseur de et + i; on aura k’’~T' SI, ce qui donne ^ valeurs distinctes po.ur k. I.es transformées
de 9 sont donc équivalentes '■ à ‘i et l’on aura g^r~- transformées
non équivalentes, toutes dérivées des fonctions 9,. pi p,., ?'j, dont le
nombre ne peut dépasser y* a, b,. . 7 appartenant à la suite a, a + à,. . a + ^ — 1^ d et a', b',... à la suite a', a'-i- â, On aura donc
relation absurde si a, d étant au plus égal à v. ,
Essayons la valeur g — 1 : p^-h t devra être divisible par p'^— 1; mais il ne peut être plus grand que //'— 1, d étant < d; on aura donc
d’où
i=p‘-i-x, ou pPifP-*— \) = i,
P — (/=i, 3 = 1, ou /> = 3, d — o, ir=t.
Posant dans la relation (6) ç=i, /> = a, d = a, il vient 5 v, , d'où
UVRE QL ATIUÈME.
v< 4; et comme v est un multiple de.ô, v = a. Posant au contraire
3=1, il viendrait - ? av, d’oü y = i ou a.
Kssayons maintenant la valeur ç = a : étant un multiple de "■ - »
et 'n’étant égal ni supérieur à /»* — i. sera égal à ^ • On en déduit
P^{P^ — a)= 3, d’oii P = ‘i, d= 1 , 3 = a, ou p = 5, d=o, 3 = i . Dans l'un et l’autre cas, la relation (6) donnera v = 3.
On a d’ailleurs /)’> 4 (616). Les seuls cas qui échappent à la démonstration sont donc les suivants: /) = 3, v = a; /> = 5, v = i , dont le premier est exclu (704). Nous examinerons l’autre tout h l’heure.
762. Soit donc f = fa une fonction des indices d’une seule série, laquelle fasse partie de l’un i des systèmes de fonctions cherchés. On verra, comme aux n“* 731-733, que 1 contiendra les fonctions conjuguées de 9: que les systèmes contiennent tous le même nombre de fonctions distinctes, et sont permutés transitivement par les substitutions de G; que les substitutions
de F laissent les systèmes immobiles, et que les doubles suites A,, B ;
A',, B',,...; A',, B',,...;... seront de deux espèces : 1“ celles dont toutes les substitutions laissent les systèmes immobiles; a“ celles qui ne jouissent pas de cette propriété.
Supposons, pour fixer les idées, (|ue toutes les doubles .suites, sauf la première, appartiennent à la première espèce. On verra, comme au n" 733, qu’il existe une substitution T de la forme / B)’..., où l’un des exposants, a, par exemple, ne .soit pas nul, et qui ne déplace pas les systèmes.
Cela posé, soient L le groupe auxiliaire correspondant à la double suite B,,...; 1
,V, = I jr„ i,y.,... I, *,= |a„y i,...j,...
les substitutions respectivement correspondantes à A,, B,,... et au faisceau desquelles ses substitutions sont permutables. Supposons, pour plus de généralité, que L soit décomposable : il résultera de la combinaison de deux groupes, dont l’un. A, permute les systèmes entre eux, l’autre, F,, n’altérant que les indices d’un seul système, par rapport auquel il est primaire et indécomposable. Soient en général «„... les indices du r''"" système; G.,,, Q,,,... les substitutions correspondantes. On peut les considérer comme dérivées d’une double suite de substitutions S,,,*!®,,,..., dont tous
DE LA RÊSOLITTION PAR RADK.AUX.
les exposants d'échange mutuels soient nuis, sauf pour deux substitutions associées dont l'exposant d'échange sera i (293-300).
Soit en général
Les substitutions du faisceau (A,, iit> ) étant dérivées de celles-là, celles
(lu faisceau (F, A,, B ) le seront de la combinaison do F avec les substitutions C,,,. = Dp, = Aj^ Bj'c lesquelles seront échan-
geables entre elles, sauf deux substitutions associées, Cp, et Dp,, qui le seront à 5 près. Kn particulier, T sera de la forme /CJ," Dî,"... CVD‘>'..., l'iin au moins des exposants, tel que a,,, n’étant pas nul.
Soit maintenant J, le groupe qui est à F, ce que J est à F. La substitution jointe à ses transformées par les substitutions de J,,
reproduira toutes les substitutions dérivées de S,,, (0,,,..., e„,, (D„,. Kn effet, s’il en était autrement, le faisceau résultant de ces transformées ne serait pas transitif. Le groupe (C,,, (D S.,,, (D„,. J,}, dont les sub-
stitutions lui sont permutables, ne serait pas primitif (53), et J, ne serait pas primaire. Ix- tbéorème serait donc faux pour le groupe F,, de degré moindre que F.
Donc J, contient une substitution w non échangeable h F contiendra une substitution abélienne propre ü qui ait pour première corrélative c> et pour ses autres corrélatives l'unité, et ne déplace pas les séries, et qui par suite appartienne à J. La substitution T“‘ ü"'TU ne déplace pas les systèmes S, S', et sera dérivée de (F.,,, D, ,,..., C„,, D„,), sans appartenir il F. Les transformées de cette substitution par celles des substitutions de J dont les premières corrélatives appartiennent à J, et dont les autres corrélatives se réduisent à l'unité, jointes aux substitutions de F, reproduisent (•videmment tout le faisceau (F, C,,, D,,,...,C„,,D„,). Donc les substitutions C,,, D C„,, D„, laissent les systèmes immobiles.
Cela posé, le système 1 contiendra les transformées de ^ par les substitutions C,,, D, ,,..., C„r. D„i, .V,, B',,..., parmi lesquelles il en est au moins de distinctes (732). il contient en outre leurs conjuguées, soit en tout au moins vr.^n"^... fonctions distinctes. Le nombre des systèmes ne peut donc dépasser Donc parmi les substitutions de la forme
moins une qui ne déplace pas les systèmes. Supposons que l'un des exposants a,„ b,,,..., par exemple, diffère de zéro. On verra, comme tout à l’heure, que C«j, D„j ne déplacent pas
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le.s systëineü, élu. Donc enfin aucune des sulislilulions Dp,, et par suite aucune dus sulistilulions de (i, ne déplace les systèmes. Donc tous les indices de S, <]ui résultent de la combinaison de ç et de ses transformées par les substitutions de G avec leurs conjuguées, appartiendront à un même système 1. De même les indices de S' appartiendront tous à un môme système 1', lequel iic peut différer île 2, les expo.sants d’échange dos substitutions correspondantes à leurs indices respectifs n’étant pas congrus h zéro.
Donc il n’existe qu’un système 2, et J est indécomposable.
703. Considérons le cas d’exception où p' = ü. On doit supposer ,a> i, sans quoi l’on tomberait dans l’un des cas exclus (705) ; d’ailleurs fi, divisant I, sera une puissance de a telle que a’ a’’.... Soit /= a une racine primitive de la congruence /*^ i (mod. 5) : F, premier fai.sceau de F, sera formé des puissances de la substitution g-=y qui multiplie par j les indices du premier .système et par j~’ ceux du second. Quant à son second faisceau G, il résultera de la combinaison de K avec certaines doubles suites C,, D,,..., C, , D', .... telles, que toutes les substitutions de F soient permutables à cbacun des faisceaux (C,, D ), (C,, D', (705).
Le nombre des systèmes de fonctions cherebés ne pouvant dépasser aa. nombre total des indices, deux au moins, T, T' des a/x’ substitutions y'Cî'Df“...C,’' D’/>... (où l’on prend s égal à o ou à i) remplaceront l’un 2 de ces systèmes par un même système 2,. La substitution T"'T' = U laissera 2 immobile. D’ailleurs elle est dérivée de y. C,, D C, , D’ et ne
se réduit évidemment pas à une puissance paire de y.
_ Si U est une puissance impaire de y, telle que y?, 2 contiendra une fonction des indices d’une- seule série. Soit en effet » = ç, -i- l’une des fonctions de 2, étant les fonctions partielles formées par ceux des indices
qui appartiennent respectivement aux deux séries de F : 2 contiendra y'fo. -t-y“*'9’„, transformée de y par U, laquelle est distincte de et qui, combinée avec f, donnera les fonctions ç,, f',. qui appartiendront à 2.
Soit au contraire U = y*'Q' DJ'... C,*' 1)’,^'..., les cxpo.sants a,, (i par
exemple n’étant pas tous nuis. Les transformées de L’ par les substitutions y, C|, D| C|, D',,... sont de la forme y”U et laissent immobiles les sys-
tèmes ([UC ces substitutions font respectivement succéder a 2. Mais y*', multipliant tous les indices par un même facteur ± i, laisse tous les systèmes immobiles : donc U laisse ces systèmes immobiles. D’ailleurs y, C,,
D, C,, D' permutent transitivement les systèmes : car, s’il n’en était
pas ainsi, les transformées de 9 par ces sulistitutiuns, combinées entre elles,
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ne rcpruiluiraicnl que des foncliuiis dérivées de celles appartenant aux systèmes que ces substitutions perniuleraient avec 1 : le nombre des fonctions distinctes dont elles dépendent serait donc inférieur à Mais ees transformées, cütnbinces entre elles, donnent qui, transformées par C,,
l)i,.,., C, , 1)',,...,... fournissent cliacune fx fonctions distinctes.
Di>nc I' ne déplace aucun système. Il en sera évidemment de même <le ses transformées par toutes les substitutions de J. Or soit V une substitution
de J échangeable à C, , IV et non éebangeable à C*’DÏ'... aux F près:
V~' üV = U, appartiendra au faisceau (C,, l) ). Ses transformées ü,.
L',,... par les substitutions de F, ou, ce qui revient au même, par les substitutions de J C), jointes aux substitutions de F, reproduiront tout le fitis-
eeau (F, C|, D ); les substitutions U,, L'»,... reproduisent donc tout le
faiseeau ((i,, D ). Cela posé, transformée par les substitutions
(F, C|. I),,'...) donne a° fonctions distinctes (733). Les substitutions de F multipliant ees fonctions par de simples facteurs constants, la transformation par l',, U',,... sullira pour obtenir ces a’ fonctions. A fortiori, on obtiendra au moins a’ fonctions distinctes en transformant ç = par l',,
Toutes ces fonctions appartiennent à i. quc U,, Ui,... ne iléplacent
pas.
Donc chaque système contient au moins a’ fonctions distinctes. Le nombre des systèmes sera donc au plus égal à a.a-’pi, et inférieur au nombre a.a“’'’p.’ des substitutions y' C,“> Raisonnant comme tout à l'beure,
on voit que i n'est pas déplacé par les substitutions (C,, D',,...) et contient une fonction ç, des indices d’une seule série, ou contient au moins a’.a'^ fonctions distinctes. Continuant ainsi, un voit que si ^ ne contient pas ^ . il ne sera déplacé par aucune des substitutions '(C,, 1),,..., C,, D',,...) et 'contiendra au moins p. fonctions. Il n'y aura donc que deux systèmes, 2, 1'.
76i. Cela posé, si J contient deux substitutions A' et F telles que l'on ait .R'C = C.fl'/'. r étant impair, il existera une puissance impaire de j qui ne déplacé pas les sy.stèmes 2, X'. En effet, s’ry les permutait entre eux, et que .<l' les permutât aus.si, A'j ne les iléplacerait pas. Donc l'une des deux substitutions ,r', .ft'y, par exemple A'j, ne les déplacerait pas. Sa transformée par G ne les déplacerait pas non plus! mais G”'y G cette transformée se réduira donc à A'J'*'. Donc (*'/)“' =y'-'*’ ne déplacera
pas les .systèmes.
(’) r résulte (Je la combinaison de J = A avec une subbtituticn \V échangratilc à c,, D,,... (GIT).
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Donc, dans ce caa, 5 conliendra une fonction f, des indices d'une seule série. Cela posé, la démonstration s'achèvera comme au ras général.
TC.'j. Il reste à établir rexistence des substitutions A', G. Chacune des doubles suites C,, D,,...; C*, , 1)', peut être modifiée de telle façon (|uç chacun de ses couples ait pour caracléristiqiie une puis.sance de K’ — i , sauf le premier, qui aura pour caractéristique une puissance de K’ — i ou de K’-f-i (,’)70). Suivant que le (iremier ou le second cas se présentera, le groupe auxiliaire L correspondant à la double suite considérée .sera contenu .dans le premier ou le second groupe hypoabélien (578).
Le nombre ac des groupes auxiliaires L, L',... contenus dans le second groupe hypoabélien est impair, sans quoi l'on loniherait dans un cas exclu (705). Donc il existe un nombre impair de doubles suites dont les premiers couples aient pour caractéristique une puissance de K’+ i. Soit C,, I),,... l'une d’elles. Les autres doubles suites pourront être fondues en une seule. (|u'on modifiera, s’il y a lieu, de manière que tous scs couples aient pour caractéristique une puissance de K’ — i. Soit C,, D’,,... cette double suite ainsi modiliée.
Cela posé, les indices indépendant.s [5,?,. peuvent être choisis de
telle sorte, que les substitutions C,. D C,, D, prennent (en n’écrivant
que les indices du premier système) la forme
Il, = I ./■ [5i-t- 1, 5.,-. V ]' I ,
et les substitutions C, , D', ,... la forme
b'. = IU'5>— 1?.. ;
(iela po.sé, la construction de T dépendra de celle de deux groupes auxiliaires L, L', l'un primaire, l’autre complexe, respectivement correspon- '
danis aux deux doubles suites C,, D ; C,, D', I.a substitution abé-
lienne propre
.ti' = A C ü, = 1 (ï, ï. . . . ,1, . . . ]' 6»-'. [ 5. -e 1 , E. . . . J-- I
a pour chacune de ses corrélatives l’unité. Ces corrélatives étant contenues respectivement dans L, L', .■a' le sera dans T, et par suite dans J.
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SuiçMl iiiainicnant F, le groupe formé par i’cnscuibic des substitutions ahéliennes propres qui sont periniilahles aux faisceaux F, (C,,
{C, , n' ). I.cur.s premières corrélatives formeront un groupe H lijpoabé-
lien de seconde espèce et de degré a”. L'une quelconque T de ces substitutions transformera ,<l' en A'j^, p étant un entier. Kn effet, .R' étant permutable à F et échangeable aux substitutions des faisceaux-(C,, D,
(tr,, D', ), T“‘ .r'T le sera, et sera «le la forme A' .j^étant une nouvelle
substitution écbangeable à ces mêmes substitutions, et «|ui ne déplace pas les séries, et «pii par suite appartienne à F.
En particulier, F, contient la substitution
qui transforme .R' en A'y'. Celles des substitutions «le F, qui sont éebangcables à a', aux pui.ssanees près de 7’, forment évidemment un groupe contenant la moitié «le F, et permutable aux substilulions de F, ..Leurs corrélatives rormeroiit 'un groupe I contenu dans H, d’oiaire moitié moin«lre, et permutable à ses substitutions.
Le groupe L u’est p.as contenu «lans I (67i-68.')). D'ailleurs chacune de ses substiluliuns, étant abélienne propre, sera la corrélative «l’une substitution «le J (car on peut l'associer à la substitution 1 contenue dans L'). Donc J contient une substitution qui transforme .A' en r étant impair.
766. SecoND CA.s. — F est de seconde catégorie. Soient ay le nombre «les séries, u, relui des indices «le chacune d’cjlcs.
L’un des svstémes de fonctions cherches contient une fonction des indices d'une seule série. Soit autrement 9 =ya-t- -<-... celle de ces fonctions dans l'expression «le laquelle figurent le moins de séries. Transformons-Ia par lus substitutions «le F, premier faisceau de F. Autant on aura de transformées non équivalentes, autant on aura «le systèmes. Or ces transformées sont de la forme mé’ m étant une racine de la congruence I (mod./>). Posant successivement m = m,, m = tm,, on aura deux transformées équivalentes si l’on a
. il r*îs. . . , d'où m . . .^ 1 avec hé'*‘ = t.
On en déduit ^ i , puis ær 1 , d étant le plus grand commun diviseur de b — a,..., av. Soit n le plus grand commun diviseur de i cl de i; on aura /"ss 1 (mod.7>),;ce qui donne n valeurs admissibles
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pour k. Lfi iiorabii- des U'an.sformées non. oquivulontcs sera donc^^^-'
Ur O, divisant av, est égal a r/ ou à hd, d étant un diviseur de v niointire (|ue V. Si d = d, p^‘ — I divise — i : n divise ilono />'— i ei/>’' + i, et par suite leur différence a. Divisant d’ailleurs />’-(- i, il se réduira à i si P = a. Si au contraire 5 — arf, p'‘ — \ — (^4- 1) {ff* - i). Or
/>•+ t = (— i) -t- 1 =o (niüd.p' 4- I),
itar d ne divisant pas v, par liypotliêse. g sera impair. D’ailleurs p‘ 4- 1 et
p*—i peuvent en outre avoir le fiicteur commun a. On aura donc n-^pf'-ÿ- 1 ou 1).
I.ps diverses transformées de f ne dépendant que des fonctions ç», fj,.... 2 y
en nomlirc au plus égal à on aura
P'4- ! _ in .
Si 0' = arf, celte relation devient
i(p* -e ly * il'
cl n’est admissible étant impair') que si p=2, v = 3, cas exclu 7(IS). Si rf = rf, on aura
I _ IV _ IV
i“<¥’ ““ /' +‘<-7 si /> = a,
ce qui n’csl possible que si l’on a rf= 1 , /< = 3, v = 1 .
t>5 cas d’exception peut se traiter par une méthode identique à celle des n"‘ 763-7G5, en remplaçant dans le raisonnement la substitution A' par la substitution 'f' ainsi définie
U'' = fC,r>.= | 5’-.[£, 4.1,5.,.. -
‘ht la substitution V par la suivante
g\ = I [5. 5, g(of,. ,.ï,,...],4- [15,... /J,...], I,
jÇ étant une racine primitKe de la congruence ÿ* = i (mod. 3) (").
(*) On doit remarquer que les grou()cs formés par les premières, secondes, etc., corréiatives
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Le lemnve t i-dessiis élanl établi, on obliemlra la déinonstralion connue an n“ 762.
767. Thoisikibe cas. — F est de tmisicme calêgorie. Il n’y a qu'une série, et l’on raisonnera comme au n" 762.
76S. Phoblkmk. — Soient L un groupe résoluble primaire ou complexe, de degré />•*, contenu dans te groupe ahetien [dans l'un des groupes hy//oabéliens]; J le groupe défini comme à l'énoncé du théorème C. On demande de déterminer des systèmes de fonctions des indices », tels : i" tjue toutes tes fonctions linéairement formées de celles d'un même système appartiennent c^alernent à ce système, et soient essentiellement distinctes de celles qui dériceni linéairement des fonctions des autres systèmes; a" qu'elles déricent d'un certain nombre de fonctions distinctes, le même dans chaque système; II® que ces fonctions distinctes, dont le nombre total sera égal à celui des indices, étant prises pour indices indépendants, les exposants d'échange des substitutions correspondantes à des indices de systèmes différents soient toujours congrus à zéro; 4® que chaque substitution de J remplace les fonctions de chaque système par celles d'un même système.
Supposons, pour fixer les idées, que L soit complexe, et résulte île la
fusion de divers groupes primaires L', L" Soient J', J",... les groupes
resjiectivcment formés par les substitutions communes à J et k L', L",
Cboisissons les indices de manière à ramener I.', I.",... à leur forme ty|)e. Ceux de L' se répartissent en général entre X' systèmes (ou couples de sy.stèmes) Z,,..., et L' sc construira à l'aide de deux groupes résolubles : l’un I)', dont les substitutions permutent les systèmes (couples de syslème.sj il’un mouvement d’ensemble; l’autre F,, dont les substitutions n’altèrent que les indices de l’un d’eux, ï.,. I.e groupe J,, dont la relation au groupe F, est celle indiquée entre L et J dans l’énoncé du tbéorème C, sera évidemment contenu dans J'.
Les indices de L",... so répartiront de même entre X",... systèmes (couplés de systèmes) ly, iiv,, qui pourront ne pas contenir le même nombre d’indices que ceux de L'.
(ieâ subslilutioas do J contieimonl toutes les substitutions des groupes formés pür tes corrétatives de ceîlcs dü r. Soit en ctTot S une eut)sUtution «[uelconquc de P; cette substitution, ou à son dé* faut la substitution laquelle a les mêmes corrélatives, sera abélienne propre, et appartiendra à J.
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769. l’iioposi riO!« I. — Vnn an moins des systèmes cherchés S contiendra nue fonction j qui s'cxt'pnme « l'aide des indices de 1,.
Eu cfTi'l, si aucune tics fondions cherchées ne contenait dans son expression les indices de i,, ces fonctions se ramèneraient, contre l'iiypothèse, à un nombre de fonctions distinctes inférieur à relui des indices. Donc l'une au moins de ces fonctions q sera de la forme cr, ts, étant une fonction des indices «le (|ui ne soit pas identiquement nulle, et / une fonction des autres indices.
Soient n, -+-)«, Po les transformées de y par les substitutions de J«:
chacune irelles app.articndra, par hypotlièsc, à l'un des systèmes s,
Si*<lcux «l'entre elles appartiennent au même système s, sans être identiques, s contiendra leur différence o» — ei'„, et notre proposition sera démontrée. Pour qu’elle fut en défaut, il faudrait donc que toutes les transformées non identiques appartinssent à des systèmes différents, et par suite fu.ssent des fonctions distinctes. -
i" Supposons d'abord F, de première caléporic. Soient F. G ses deux premiers faisceaux, v le noud)re des séries «le chaque système, fx le nombre d'indices «le chacune d'elles. Soit entin c, =
5j,... étant les fonctions partielles formées par ceux des termes de ta, qui contiennent les indices de la «r de la b-+- série du premier
système, et y',-,-., les fonctions formées par ceux de ces termes qui contiennent les diverses séries du système conjoint. Les transformées de par
les substitutions «le G donneront a fonctions distinctes i„, les
substitutions de F multiplieront chaeunc par />*— i facteurs difl'ércnts. Le nombre des transformées différentes de la fonction ç„, et a fortiori de la fonction c» -t- / par les substitutions «le F, sera donc au moins égal à ixip’— 1^. Ces transformées devraient être distinctes; «l’ailleurs elles s’expriment toutes à l’aide des arxv indices de F, et de la fonction y-, «l’oü la relation
o(p' I I -t- SflV,
laquelle est absurde,/;’' étant > .'| (616).
3" Si F, est de seconde catégorie, soient av le nondwc des séries, p. le nombre d’indices de chacune d'elles : on aura toujours, par. les mêmes considérations,
• (P'-t- «IJ « ^ Ï.Ui’,
relation absurde, à moins qu’on n'ait p = i et /J= a avec v = i ou a. Nou.s exaraineions tout à l’heure ces deux Cas «l’exception.
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3" Si T„ est de troisième catégorie, il n’y a qu’une série, contenant fA indiçcs: et l'on aura, par des considérations semblables aux précédentes.
relation absurde, car (A > 1 . ■ , ' ' '
770. PBopf)siTios II. — Toute fonction formée aire les indices de sna Tune des fonctions de 8. Celle proposition sc démontre comme au n“ 730 'en changeant F, en J„).
Revenons .à nos deux cas d’exception. Soient ç = c, -c
l'une des fonctions cherchées, dans l'expression de laquelle figurent les indices de i,; 5T„, Wa, les fonctions partielles formées par ceux dés
termes de o qui contiennent les indices des systèmes 2», 2„, 2» Suppo-
sons 'P choisie de telle sorte que le nombre k des fonctions ®,, rsa,
«oit minimum. Ce nombre ne pourra surpasser a. En elTet, supposons-lc égal à 3, et transformons la fonction ç = c.-t- Ca-t- par les substitutions de J,, pitls par celles du groupe analogue formé par celles des substilii-' lions de J qui n’altèrent que les indices de 2„. Le nombre des transformées ainsi obtenues sera égal à i).fjL„(/j''’— i), fj. (/>''■+ i}, ou
2(A„, suivant (pie le groupe F^ analogue k F, est de première, de^ seconde ou de troisième catégorie (fi„ y„ étant les noiiihrcs analogues a u,
V et relatifs au groupe F„). Ce nombre sera toujours supérieur au nombre lies fonctions distinctes dont ces transformées dépenileni, lequel est évitleinmenl égal, suivant le cas, à i -t- 2jav ■+- 2_u,v„, i + 2uy -4- ou
I -+- 2pv -+- fA„v«. Donc ces transformées ne sont pas distinctes, et deux au moins d'entre elles, = !»'„ sr[, -r- c*. f"= ro', -r- >3», appartiendront à un même système 8'. Leur dilTércncc o'„ — nr'„-é — n" appartiendra k s'. Si l’on n’a pas = celle fonction contiendra les indices de deux .systèmes seulement, dont le système 2„ : et 3 ne sera pas le minimum de k. Si ’r'jrr'Br'j, — ar’ appartiendra k 8', Donc toutes les fonctions formées avec, les indices de 2„ et notamment , appartiennent à 8' : p' — a, = -t- rr*
lui appartiendra également. Donc ici encore, 3 ne sera pas le minimum <le k.
Soit donc P = B7, Transformons celte fonction par les substitutions de J». Si l’on n’a pas k la fois p — 3, u„ = i , v„ = i ou 3, deux de ces transformées, p'= 7s'„ , p"= n,-i- c' , appartiendront k un même système 8' :
leur différence n', o* , et par suite les fonctions des indices de 2„. et nulammeni ci,, appartienilrnnt k 8'; et B!„r=p'-- lui appartiendra. La proposition 1 se trouvera ainsi démontrée. -
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Soit entin /» = 2, fir= u, = i , v = t on 2,- v„ = i on a. Supposons pal' cxi'inplf y = I , v„ = 2. ( Les trois autres rumbinuisons de valeurs de v, sc traiteraient de la niêiiie façon). Soient x,, x, et j„, j,, v, les indices de J„ el de la- I.ps substitutions de ces deux groupes contiendront respcctiveinenl les suivantes •
fi- el ga élant respectivement des racines primitives des congruences
' (n’O'l- assoit = a.r„ + hx, -(- c r. -t- dy, ■+■ ey, + /y, une des ronelions cbereliées, dans laquelle on n'ait pas a = h = o. Cette fonction, Iransfornice pâlies substitutions dérivées de F, F^. donnera 3.5 transformées différentes, qui ne peuvent être distinctes, car elles ne contiennent (|ue six indices. Donc deux au moins de ces transformées, 9', 9", appartiendront à un même système ,s'. Ce système contiendra = o' + r/iy', m étant une indéterminée dont on pourra profiter pour faire évanouir le cocilicient de l’un des six indices, celui de ,Vi par exemple, dans l'expression de 'i. Par un procédé analogue, on pourra obtenir une nouvelle fonction appartenant à l'un des systèmes cherchés et qui ne contienne plus ni r,. ni Vj, etc. On obtiendra •enfin une substitution de la forme appartenant à l’un des sys-
tèmes ebcreliés. Toutes les fonctions formées avec x„, x, appartiendront à ce système ("îTO).
774. Les deux propositions précédentes montrent que chacun des systèmes ,s, s',... est formé par les fonctions dérivées des indices d’un ou plusieurs des systèmes 2», 1
.\dmettons maintenant, pour plus de généralité, que (|uelques-iins des grou|)cs 1.', L",... soient décomposables de première espèce. Supposon.s,
pour fixer les idées, que 1/, L'' le soient, mais non 1.” Les indices de L'
^forment deux liypcrsystèmcs ll„. Il',; et l.'.se construit à l’aide d’une substitution W' qui permuU' les deux bypersystèmes, cl d’un groupe L'„ dont les substitutions n’allèrent (|uc les indices de H'„; et le grouiie J’„, qui est à L'„ ce que J est à L dans l’énoncé du ibéorème C, sera évidemment cuutenu dans I,', et par suite dans L, et enlin dans J.
Le groupe L'n est indécomposable ou décompo.sable de seconde espèce (Ô9!>). isupposons-le décomposable, pour plus de généralité. Les indices s’y répartiront en systèmes, cl L* sc construira à l’aide de deux groupes : l’uu D'„, dont les substitutions permutent transitivement les systèmes : raulro F',,.
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dont les substitulions n’aliércnt que les indices du premier de ces systèmes, 2,. Les substitutions de 1)',, appartiendront à L„, à L', et enlin à J. Soient d’ailleurs :i,, A'„. A' les groupes primitifs qui servent à la construction de l)'„; f/, leurs degrés successifs.
Les systèmes formés par les indiees de L' se partageront de même en deux liypersystèmes II',, II'. Quant aux systèmes formés par les indices de I,", nous les considérerons comme formant un seul hypersysteme H".
773. Cela posé, on voit, par les propositions 1 et 11, que chacun des systèmes cherchés s, est formé par les fonctions linéaires des indices d’un ou plusieurs des systèmes 2„, 1 ; Deux cas seront ici à distinguer par rapport à chacun des systèmes », »’,
i" Parmi ceux des systèmes 2,,... dont 8 contient les indices, il en existe plusieurs 2'„, 2^, 2”,, 2' appartenant à des hypersyslèines différents, tels que U'„, H',, H' , II'. Dans ce cas, » contiendra tous les indices de ces hypersystèmes. En cllct, les substitutions de D,, appartenant à J, remplaceront les fonctions de 8 par celles d’un meme système. Mais elles laissent invariables ceux des indices de !!'„ qui sont contenus dans 8; donc elles remplacent les unes par les autres les fonctroos de 8. Donc » contient les fonctions que les substitutions de I)', font succéder aux indices tie 2',,, c’est-à-dire tous les indices de H'„. De même 8 contiendra tous les indices des autres hypersystèmes H'„, ir, , H*.
Soient maintenant l le groupe complexe formé à l’aide des groupes primaires L'„, L', L": y le groupe qui est à l ce que J est ,i L dans l’énoncé du théorème C; l l’une de ses substitutions; t'^, l", t' les trois substitutions partielles, appartenant respectivement aux groupes L'„, L", L', dont l est le produit : J contiendra une substitution T qui fait subir aux indices de 8 l'altération t. En ellèt, si £ = o, (voir l’énoncé da théorème C), ce qui est le cas général, la substitution / est abélienue propre, et sera contenue dans J. Dans le cas exceptionnel où £ est un entier impair, on aura d = i, sans quoi le groupe L tomberait dans un cas exclu (707 et 711). Donc chacun des groupes L', L", L', L'*',... a pour expo.sant l’unité. Soit donc le facteur par lequel t multiplie les exposants d’échange des substitutions correspondantes aux indices de 8; les groupes L‘*’,... contiendront respectivement des substitutions qui multiplient les exposants d’échange par ce même facteur; et J contiendra la substitution T = où i\ est la sub-
stitution qui altère les indices de H',, comme t'„ altère ceux de H',.
a° Tous les systèmes dont 8 contient les indices appartiennent è un même
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Iivpersyslènie, tel que H'^. Soit 2, l'un de ces systèmes. On verra, comme au n” 740, que s est formé par les indices des systèmes qui sont permutés avec 2, par les substitutions de l’un des groupes successifs (A„, A'„, f4'„, A'o....), (A’„, I, par exemple par les substitutions de tiela posé, les indices do H'„ formeront qq' systèmes ê, que les substitutions (2„, Ag) permuteront entre eux.
Soient d'ailleurs / le groupe dérivé de la combinaison de (A„....) avec F"*: y le groupe qui est à / ce que J est à L : on voit, comme tout à riietire, (|ue t étant une quelconque de scs substitutions, J contiendra une substitution T qui fait subir aux indices de s l’altération t.
774. TiiéoRè.ME. — Le théorème C, est vrai si i^est dicomposable.
Parmi les diverses manières de grouper les indices de ^ en systèmes, choisissons l'une de celles où le nombre des systèmes est minimum. Le groupe ^^se construira à l’aide de deux groupes : l'un iD, permutant les systèmes d’un mouvement. d’ensemble et d’une manière primitive; l'autre I' n’altérant que les indices du premier système
Le groupe J étant supposé contenu dans chacune de scs substitutions remplacera les fonctions linéaires des indices de chacun des systèmes s, par les fonctions linéaires des indices d'un même système.
Désignons par / et y les mêmes groupes qu’au n" 773 : L étant contenu dans 1^, j le sera évidemment dans 1’. Mais les groupes /, y, F étant de degré moindre que L, J, 4^, le ibcorème C leur est applicable, par hypothèse. Donc / et F sont des groupes pareils; donc l est primaire comme F. Donc <'cux des indices de L dont s est formé appartiennent exclusivement a un seul des groupes L', L", L",....
.\insi, chacun des systèmes 8, g’,... est formé de tout ou partie des in-, dires de l’un des groupes L', L", L",... (et de leurs fonctions linéaires); et ces groupes pourront en général se partager en deux sortes : i“ceux dont tous les indices appartiennent à un seul de ces systèmes; a° ceux dont les indices forment plusieurs systèmes.
H ne peut exister plus d’un groupe de première sorte. Car s'il y en avait deux, L', L“, ces deux groupes étant pareils à F, le seraient entre eux, et l’on tomberait sur un cas exclu (713).
775. Parmi les groupes de seconde sorte, il n'en existe aucun qui soit dèconqiosable de première espèce. En efl'et, si l'un d’eux L' l'était, ses indices se partageraient en deux hypersystèmes H'„, H’,, dont chacun serait formé
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par li*s indices d'un ou plusieurs des syslëmes K, *' Soient x,, y,,... el
•v,,_y les indices do ces liypersystèuies : V se construira au moyen de
la substitution
" ' = I ar„ }■•>■■■ r> g.> » • • • I >
et d’un groupe I,'„ dont les substitutions n’altèrcut (|ue les indices de H'„. (ie groupe se construira lui-même à l'aide de deux groupes D',( = (A,, A',, A' ,...) et r„. Parmi les systèmes qui sont contenus dans H'„, il en existe un S tel. que le groupe l qui lui correspond soit dérivé de la eornbinaisun de l'y avec (A*....) par exemple.
Soient maintenant L', , D', = (A,, A',, A’, ....), T, les groupes transformés de L'd, D'„, I'',, par W' : L' pourra être considéré comme construit à l’aide de W' et de L',; et parmi les systèmes qui sont contenus dans H', , il en existe un s' tel, que le grou|>e correspondant l' soit dérivé de la combinaison de 1",
avec un des groupes (A,, A',. A' ,...), (A',, A’,....). (A* ,...) D’ailleurs s
et *' contiennent le même nombre d'indices. Donc /' dérivera de la combinaison de r, avec (A", Mais / et /' devraient être pareils, ce qui n'est pas, bien qu’ils aient la même forme: car ils ont a pour exposant et sont
rapportés respectivement aux indices x,, y et aux indices x,, j,,... qui
correspondent à des substitutions dont les exposants d'échange sont g fois plus grands.
776. Chacun des groupes de seconde sorte déplace la moitié au moins des systèmes {davantage s’il ny en a pas juste quatre). Cela est clair s’il n’y a que deux systèmes. S'il y en a davantage, le groupe <0 étant primitif, le nombre des systèmes est une puissance d’un nombre premier, telle que 0(533):
et si l'on caractérise les systèmes par n indicateurs x, y variables de o à
p — leurs déplacements par les substitutions de (D seront de la forute
|x,y,... ox -I- 6y-e. . . -I- a, «'x -f- 6'y-t-. . .-t- a',. . .
Le nombre des systèmes déplacés .par chaque substitution de (0 (l’unité exceptée^ sera au minimum pf—pT-', nombre égal à i si /»" = '|, supérieur dans tous les autres cas (718).
Soient d'autre part L' un groupe' de seconde sorte: I) — (A, A', A", . . .) et F' les groupes qui servent à le construire; S l'un des systèmes qu’il con-
( * ) Noua changrona ici le sens des lettm />, n.
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lient: (A" P') le groupe l correspondant. Les substitutions (A, A') per-
mutent entre eux les qq' systèmes que contient I/, sans déplacer les autres. D'ailleurs elles appartiennent à J et par suite à et enfin à i». Donc les systèmes qu’elles déplacent, et que colUieni L', forment au moins la moitié du nombre total (davantage, si
777. Les propositions précédentes montrent que trois hypothèses .seulement .sont possibles relativement aux groupes L"", L"
I® U existe deux groupes L', L’ de seconde sorte, contenant chacun précisément la moitié des systèmes; pé=tf. Ces groupes contiennent chacun deux systèmes : ils sont évidemment semblables entre eux, cl nous tombons ainsi sur un cas exclu (71.1).
a® Il existe un groupe de seconde sorte, L', et an de première, L". Les déplacements que L' lait sûbir aux />"— i systèmes qu'il permute entre eux forment un groupe primitif A; sans quoi l'une des substitutions de L'
déplacerait tout au plus f- systèmes, résultat absurde. On aura donc
//■ — I =n", TT étant premier; et le premier faisceau de A, ç, contiendra n™ substitutions d’ordre n, échangeables entre elles.
<Ar si l'on admet, ce qui est permis, que le système que les substitutions de 4 n’allèrent pas est celui dont les indicateurs sont tous nuis, les substitutions de 9 prendront la forme linéaire sans termes constants
(7) |j:, y,... «ar -^ 6)--h. . a'r -I- i'y +- |.
Os substitutions étant d’ordre premier h p, et échangeables entre elles, pourront être ramenées simultanément par un changement d’indices à la
forme canonique monôme. Les nouveaux indices X,, X se partageront
en systèmes contenant respectivement pv, ;a'v',... indices, respectivement répartis en v, v',... séries: et l’ordre de 9 divisera (7'’ — 1) (/'”’— !)••■• pv -t- p'v' -+-... étant égal à n (186). Pour que cet ordre soit égal à //■ — 1 , il faut évidemment qu’il n’y ait qu’un système, et qu’une série. .Mais alors lesp"— I substitutions de 9 seront les puissances d’une seule d’cnti*e elles, de la forme
A = 1X„X„... i\„ir\ I,
OÙ i est une racine primitive de la congruence if'-' — 1 (mod.p). .Mais cela UC peut avoir lieu que si m = 1 , d’où i = u. Dans ce cas, A contiendra n(n— 1) substitutions, toutes permutables è 9, et sera contenu dans le
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jçroupe K formé parcelles des suhslitutions de la forme (7) qui sont permutables à Mais en prenant pour indices indépendants Xg, X,,..., on voit immédiatement que K se réduit anx n [p' — 1) substitutions de la forme
1 X., X nX„ o'X,*,, . . .
Donc rt(n — 1) = (^— 2) divisera n{p/' — i), résultat absurde si Mais si <l’où îî<3, on tombe sur un cas exclu (714).
3® H n existe quitn groupe de seconde sorte, I.'. Le groupe A formé par les déplacements que L' fait subir aux systèmes est un groupe transitif contenu dans le groupe primitif 1». Appliquant b ecs deux groupes le tliéorème A. supposé vrai pour les degrés inférieurs b pf, on voit que ces deux groupes sont pareils; / étant d’ailleurs pareil à T, L = L' le sera b con- Irairement b l'Iiypotbèsc.
Cas où 3^est indécomposable.^
ns. TuÉoRèME. — Les groupes I., J étant définis comme au théorème (i, supposons que ^ soit indécomposable et contienne J ; 'son premier faisceau -• sera contenu dans F, premier faisceau de L.
La démonstration est fondée sur le lemine suivant :
Lf.mme 1. — Soient C, E deux substitutions quelconques de J : C“‘ K"‘ t'E sera échangeable aux substitutions de i. En effet, si est de première catégorie, par exemple, les substitutions C et E qui y sont contenues seront de la forme a et étant définies comme au n“618 et ^ étant une
substitution qui ne déplace pas les séries. La substitution C“'E''CE, se réduisant évidemment b la forme sera échangeable b celles de i.
Si donc C est écliangeable aux substitutions de ,f, E"' CE le sera.
Le groupe L étant supposé complexe, pour plus de généralité, soien( L', L",... les groupes primaires dont il est formé. Les indices de L' se répartiront en général entre systèmes (couples de systèmes) S, S et L' sera
formé au moyen de deux groupes D' et T,,, l’un permutant les systèmes, l’autre n’altérant que les indices d’nn seul système (couple de systèmes) S.
,779. Lemme II. — Toute substitution de 3 remplace les indices de S par des fonctions de ces seuls indices. En effet, ces indices se partagent en séries. Si chacune d’elles contient plusieurs indices. G,, second faisceau de r„, s’obtiendra en adjoignant b son premier faisceau F. certaines doubles suites A,,
fiOli UVRE QUATRIÈME,'
B (lonl les subslilutions, éiaiit abélicniies propres, appartiendront
à J. Prenant C = A,, E= B,, il vient C“‘ CE = 9, substitution qui altère tous les indices de S sans altérer les autres. Les substitutions de lui étant éeliangeables, remplaceront les indices de S par des Tonclions de ces iiièmes indices.
Si chaque série ne contient qu'un indice, un obtiendra le même résultal. Kt d’abord sera de première ou de seconde catégorie.
j° S’il est de première, catégorie, soit y' le nombre des séries de chaque système. Si v’> i, I”,, et par suite J, contiendront les substitutions
'f — I . . ■ , Xrf ..., ar'^, ... ..., Xr^t , ■ • • , • I»
oii est une racine primitive de la congruence es i (mod./>). Posant ('■=g, E = 'f, il vient C"‘ E“' CE = substitution qui altère tous les indices de S sans altérer les autres.
Si v'= I, d'où /> > 3 (616), r",,, et par suite J, ronliendra les substitutions abéliennes propres
ér=l-*^. A=|x, x' x', — x|.
Posant C = ^, E = âi, il vient C~'E~'CE = g'’, substitution qui altère tous les indices de S (/»'’’ étant > 3) sans altérer les autres.
3° Si r’„ est de seconde catégorie, soit 3v' le nombre des sériesa l''o contiendra les substitutions
^=|...,x„... g^'x„... 1, <l'=|..., cCx,*,,... I,
où g est une racine primitive de la congruence g^' sr i (mod./>) cl e une racine de la congruence ~ — i . Ces substitutions, étant abéliennes propres, seront contenues dans J si /<>3. Posant alors C = jç', E = 'f, il vient C"' E“‘ CE = g'’"', substitution qui altère tous les indices de S sans altérer les autres.
Si p~i, J ne contiendra pas 'f (678); mais il contiendra <f*; et l’on pourra poser (^=g, E = 'f, d’où C~' E"'CE=jç^’"', substitution qui altère tous les indices de S (sans altérer les autres), pourvu que l’on ait y’> i, Soit /» = 3, y' = I . Si ).' > I , D’ contient une substitution T qui remplace S par un autre système S,. Cette substitution appartient à J (675); posant (>=T, E=^, et désignant par y, y, les indices de S,, la substitution
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(; ■' E' ' CE iniillipliera x el v, par g~‘ =g’, v <■! x, par g, et n'allérer.i pas les autres indicc.s. Les subsliiutinns >lc qui lui sunt échangealilcs, remjilaeeronl ilone x et v, par des fonctions de ces seuls indices. Soit
f -- I x,y„. . . lx -\ m y„ l'x + m' r.,. . . |
l’une d’elles. .Sa transformée par g, appartenant à .f, lui sera échangealile, d’oii les relations
i;V msx g-'V m, {g— t)m[l -- m') = {g ' — i)V [J — m')^o
d’où l’on déduit, comme au n”7t8, /'ssmsso. Ou voit de même que/ multipliera x,, y par de simples facteurs constants.
Resterait enfin le cas oü/> = a, v' = i , X' = i . Considérons dans ce cas tes groupes L",... qui concourent avec L' à la formation de L. Si l’un d’eux I." était de seconde catégorie et que les nombres v", X” res|iectivement analogues à ■/, X' SC réduisi.ssent à i, il serait semblable à L', et l’on tomberait dans un cas exclu (713). Dans le ras contraire, l’analYse précédente montre qu’il existe une substitution qui altère les indices de l’un quelconque des systèmes (couples de systèmes) de L“, sans altérer ceux de L', et à laquelle les substitutions de i soient échangeables. Les fonctions par lesquelles ces dernières substitutions remplacent les indices de L' ne .peuvent done’conlenir les indices de L".
780. Lkmme III. — Soil X l’un quelconque des indices de S. U ne. figure qu'un seul indice de chaque série de S dans les fonctions que les siihsfilulions de ,i font succéder à X. Cela serait évident si chaque série ne contenaii qu’un
indice. Admettons donc qu’elle en contienne plusieurs; et soient .\,, Il ;
.V,, B',,...;... les doubles suites qui, combinées à K,, reproduisent G„.
I® Si r„ est de première catégorie, il contient une substitution abélicnne propre T qui ne déplace pas les séries et ne soil pas échangeable à A, aux K près (733), Cette substitution appartiendra à J; et si l’on pose C = A,, E = T, C"‘ E"'CE sera de la forme /A^'B)'...,/ étant une .“ubstitution de F,. Les substitutions de .f sont échangeables b cette substitution el b ses transformées par les substitutions abélicnnes propres T, T,,... que contient I”„. Mais les transformées de par ces dernières substitutions, étant jointes b F,, reproduiront tout le faisceau (F„ .A,, B ). DoVtc ces trans-
formées, combinées entre elles, reproduiront une substitution de la forme
/.Al'B|'.,., quels que soient les exposants y,, d, En particulier, elle.s
reproduiront des substitutions telles que f, A,,/, .\j
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Oii verra île niéinc que parmi Ic.h .substilulions auxquelles cellc.s de doivent être écliangcables. il en existe de Hiacunc des fornics/' A',...;....
Cela posé. Ic.s substitutions /,' A',,...;... multipliant tous
les indices par des facteurs constants, les substitutions de i, qui leur sont écliangcables, remplaceront ebaque indice par une fonction de ceux-là seulement que rbacune de ces substitutions multiplie par un même facteur. Deux indices quelconques [ç, .cl [l’,!',... d’une même
série sont multipliés par un facteur différent dans l'une àu moins des substitutions ci-de.ssuS; car si par exemple, diffère de f|./i A, ne les multipliera pas par le même facteur.
781. a" Si r’u est de seconde catégorie, il contiendra encore une subsli-
fulion T qui ne déplace pas les séries et ne soit pas écbangcable à A, aux F près. Si T n’élail pas abélienne propre, mais multipliait les exposants d'échange par un facteur X', r„ contiendrait la substitution '
où le facteur h est une racine de la congruence A'’'"'’' E::/-(mod,/>), et ta substitution abélienne propre hr' T, i|ui transforme K, de la même manière que T. On pourra poser C = A, E = A^'T; cl C~‘E“*CE sera..de la forme /a:b|'.... Les transformées de cette substitution par les substitutions T, T,,... du groupe r„, ou. ce qui revient au même, par les substitutions abélicnnes propres A-'T, Ar'T,,..., lesquelles appartiennent à J. combinées entre elles, reproduiront des substitutions de chacune des formes /,A,,- /jA,...,. Cela posé, on achèvera le raisonnement comme tout à l’heure.
782. 3® Si r„ est de troisième catégorie, sa construction dépend de groupes auxiliaires /, de première ou de seconde catégorie, et respectivement correspondants aux doubles suites A,, B,,...; .A',, B’,,...;.... Considérons en particulier le groupe /; et posons
J.es substitutions de /seront de la forme
. Supposons, pour plus de généralité, que / soit décomposable; il sera formé à l’aide de deux groupes: l’un, J, permutant les systèmes (couples de
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sysli’ine.s) d’un mouvement d'ensemble; l’autre, y», n'altérant que les indiees du premier système (couple de systèmes). Soient le premier faisceau de y,; a,, 6,,...; a\, b\, les doubles suites qui, jaintes à f, formeront son second faisceau. Ces subslitulions, ainsi que celles de d et de
seront les corrélatives de certaines substitutions de T„, telles que T, T
qui multiplieront les exposants d’échange par des résidus quadratiques de P (671-677). On peut admettre que ces résidus qundratiijiies se réduisent à l’unité : car, si T, par exemple, multiplie les exposants d’échange par k^, soit k la substitution de qui multiplie tous les indices parX-; contiendra la substitution k~'T, qui est abélicnne propre et a la même corrélative (|uc T.
783. Supposons maintenant en premier lieu que y, soit de première catégorie. Remplaçons les indices x,,y,, x,, _v,,... par d’autres indices indépendants, choisis de telle sorte que le groupe / prenne sa forme type; soient
ceux de ces indices qui forment respectivement le premier et te second système de y„, l^s sub-
stitutions correspondantes. Soient v le nombre des séries de chaque système. U le nombre d'indices de chacune d'elles; les pLv indices imaginaires
Q,e,... >;,... re dépendent d’un nombre égal de l'onctions réelles x\ Les
indices des premiers systèmes de chacun des autres couples dépendront >ie même de fonctions analogues et l’on peut admettre, sans nuire à la
généralité, que x', ..... x^., x',.*, .... se confondent respectivement avec .r,,..., x,,v, X|i,+ (638). Cola posé, les substitutions ,V, corres-
pondantes aux indices x,,..., x,.,, seront dérivées des substitutions Pi réciproquement.
Soit par exemple .1., = CJ , et soit h une racine pri-
mitive de la congruence /»'•”' s i (mod.^). La substitution h d’ordre a’— i
dont les puissances reproduisent 5;, transforme .u, en , «...Qjf ,, „..., laquelle diffère évidemment de .1.,. Donc x~' h~' .\.,h ne se réduit pas à l’unité. Celte substitution est d'ailleurs évidemment dérivée de ,i.,, .u,,..., •' nv: supposons-la donc égale à -i Soit maintenant H la substitution abélicnne propre contenue dans l’'„ et qui a h pour corrélative; on aura, eu posant C=.\,, E = II, G“' E”'CE =/Aî‘... A^’ (/ étant une substitution de Ko), et les substitutions de .7 seront échangeables à cette substitution, et à ses transformées par les substitutions de J.
Les transformées de la substitution .vJ'. . . par les substitutions
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{h, a,, b,,..., à^, combinées entre elles, reproduiront toutes les
.substitutions (,v Car celles qu’elles reproduisent forment évi-
(leniment un ^çroupe permutable à h, a,, b, a',, Si ce groupe
ne contenait qu’une partie des substitutions (.A. groupe
(/i, a,, b a',, serait non primaire. On pourrait donc déterminer
des fonctions réelles des'indiccs en nombre inférieur à fiv, et que chacune de ses substitutions remplacerait par des fonctions linéaires les unes des autres; résultat absurde, car d’une fonction quelconque jointe à ses transformées par b, a,, b,,..., a\, b' on déduit piy fonctions distinctes, ainsi
que nous l’avons vu.
Les substitutions (,l.,,..., ainsi dérivées de -i.*’. . ..aJ?’ et de ses transformées, étant à leur tour transformées par celles de d, fourniront toute la suite des substitutions .A, ,A|i„
Cela posé, il est clair qu’en transformant /.\î'... par les substitutions abéliennes propres qui ont pour corrélatives A, a,, b d^, b\ com-
binant ces transformées entre elles, et transformant les résultats obtenus par les substitutions abéliennes propres qui ont pour corrélatives celles de 5, un obtiendra aux F, près toutes les substitutions de la suite A,,..., A|i„ A^v.,.,,.... D’ailleurs les transformantes appartiennent à F',,, et par suite à J. Les substitutions obtenues et qui sont respectivement des formes /, A,, /i A„... seront donc échangeables à celles de -f. Cola posé, on aebèvera la démonstration comme aux deux premiers cas.
Hemarque. — En considérant les seconds systèmes de chacun des couples entre lesquels se répartissent les indices de on démontrerait, d’une manière analogue li la précédente, qu’il existe des substitutions des formes /,' B,,/j R],... échangeables aux .substitutions de .7.
784. Si y, est de seconde catégorie, la démdl)stration est la même, sauf
la simplification résultant de ce que les indices de ne forment qu’un système, ce qui permettra de démontrer du mémo coup la proposition relative aux substitutions /, A,, /,A, et celle relative aux substitutions B,,
785. Lfmme l\’. — Les fondions desTndices de S que les subslitutions de i font succéder à x ne contiennent aucun indice appartenant à une autre série que X. Trois cas sont è distinguer :
C» de première catégorie. Soient g la substitution d'ordre p'’— i dont les puissances reproduisent F„, A et <ï deux substitutions définies
• «Il
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tomme an n® 618: conlienilra une subsiitulion abélienne propre de l’une
des deux formes ne déplaçant pas les séries (*). Suivant que
l'un ou l’autre de ces cas se présentera, nous prendrons C = g, E = A^. d’où C“'E-'CE = ^-*, ou C = ^. E = A>??^. d’où C-E-'CE = Les
substitutions de .f seront étdiangeables suivant le cas à la substitution g~’ ou à la substitution elles remplaceront donc chaque indice par une
fonction de ceux-là seulement que ces substitutions (qui sont canoniques monômes) multiplient par un même facteur constant.
Soit d’abord C~' E~‘ CE = Supposons, ce qui est permis, quex soit de la première série; g~* multipliera les indices ij, Vp,... de la p-i- série du premier système par ^ et les indices ar',, y',.,..- de lu r-4- i''""" série ilu second système par g^’’ -
Pour que les fonctions que les substitutions de font succéder à .r continssent l’un des indices x^, jp,..., il faudrait qu’on eût
g-' = g-'f' (mod.^), d'où — i)“o (mod./j' — i),
ce qui est absurde, p étant <v.
Pour que ces fonctions continssent l'un des indices x'^, y\, il faudrait qu'on eût
g~' = g'^' (niod.p), d'où a i)= O (mod.p'— 1).
Posons donc
(8) a(/»'-4- I) = /^(^■— I), d'où yp(A/>—' — a) = A -l- 2;
on aura a fortiori, pf étant au moins égal à i et à a, aA— a^A-(-a, d'où A'^4'
Posant successivement i, a, 3, 4 dans la relation (8), et remarquant que (616), et ne doit pas être égal à 3’, ce qui serait un cas exclu
(704), oti ne trouvera qu'une solution, 4 = i, r = o, p’ = 5.
Cette dernière hypothèse ferait elle-même tomber dans un cas exclu si chaque série ne contenait qu'un indice, ou si le nombre 3C du n'^ 705 était
(•) En effpl, Its groupes auxiliaires qui servent à la conslruclion dol', ronliennent chacun um' sulMlilution qui multiplie chaque indice par p •. ces substitutions sont les corrélatives d'une substitution de 1',, de la forme laquelle, combinée à la substitution de forme .RÛ^^que 1',
contient nécessairement (636), donnera une substitution de la forme A^ou do la forme A'Sp .
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|>uir. &'il est impair, T, contiendra deux substitutions abéliennes propres a', F, telles que l’on ail A'~' jr'g =g’, t étant impair (765-765) (*). Les substitutions de .f étant ccbangcabics à g', qui multiplie x par g' et x', y',... par un autre facteur g~', feront succéder à x des fonctions qui ne contiennent pas x', y,....
786. Soit maintenant C"' E"' = Celte substitution multiplie x
par a*p, 7p,... par x',, par
Pour que les fonctions que les substitutions de ^ font succéder à x contiennent Xf, y,..., il faut qu'on ail
^(/n-1) = (mod.p), d'où { p + i){p> — i)^o t mod./c — i),
relation où p est au moins égal à i et moindre que v. Si p <v — i, elle est impossible, car on aurait
Soit donc p = v — i; il vient
-f- — y)— I S O (mod.p*— i), d’où
d’où enfin v= 2, p = i,pj restant arbitraire.
Pour que ces fonctions continssent les indices x), y,,..., il faudrait qu'uR eût
(i() = (mod.p), d'ôù (p-l-iHp'-t-Cso (inod.p'— i),
relatiou impossible si v>4- Car soit dans cette bypolbèse r = v — i; le reste />’'■* -h P» -4- 2 de la division de {p+ + ') pa*" p''— ' sera </>’'— i
cl >o. Soit au contraire r<v — i; on aura
ip 4- i)(p'+ I) = p'+‘ 4-p’' 4-p 4- 1 <Zp'~‘ 4- /»— ’ -h. . . + p + I <. ^ _ \ ^P‘ ~ '
Si V = t\ et /-= 3, il vient la relation absurde
OSp*4-p’4-p4-I=p’4-p4-3 (mod.p'— l).
i*) La subsliluiion g n'esi autre que la subatiliuiony de l'eodroit ciU.
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Si y = r = 2, il vient
{niod./j‘— i),
d'où p — 1.
Si y = 4, /•< 2, {p + i){pT+ i) sera <p^— i .
Si y = 3, r= 2, il vient la relation absurde
Ip + ')(/’’■•■ p' -t- P -t- 2 = o(mod.y>*— t) = o (mod./i’ + p-*- t).
Si y ='3, r*< i, la relation (9) est absurde.
Si y = 2, il vient
1^0 (mod. /J — ij, d'où 2 = 0 ( mod. /» -• I ), /> = aou3.
Si V = I , d’où r = O, il vient
2(/>4-i) = o (mod./> — I), d'où y» = 2, 3 ou 5.
Or p"" > 4 (616) et ne peut être égal à 3* (704). En outre, le cas oii/) = 5 a déjà été discuté. Il ne reste donc que deux cas d’exception : i°v = 2 cl P quelconque, mais >3; cas où les fonctions que les substitutions de .f font succéder à x peuvent contenir un indice de la série x„ 2° v = 4<
P = 2, cas où ces fonctions peuvent contenir un indice de la série x\, y\
787. Di.scutons le premier cas d’exception, .\dmettons que i conlieniic une substitution 9 qui remplace x par Ix + my, par exemple : 9 remplacera de même y, par une fonction l'x 4- m'y, des deux indices qui sont multipliés par le même facteur que v, dans toutes les substitutions que nous avons vu être échangeables à 9. La substitution g, étant abélienne propre, appartient à J, et par suite à la transformée de 9 par ^ appartiendra à 3; elle sera donc échangeable à 9, d’où les relations suivantes
g-rfm^gf-' l'm, {g'-'— — m' ) = {gf-' — i) /'(/— m' ) = o.
On en déduit, comme au n®748, /' = mso,-ce qui établit notre proposition.
Soient maintenant v = 4> /> = a, et 9 une substitution de i qui remplace 2par Ix + my'j, y, par l'x + m'y^ : sa transformée par g lui sera écban-
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$;eal>le, d'uii les relations
g’’f' l’in, d'où — i) f/ii » O,
Ig'*'’ — i) m ( / — ni' ) = O, [g-('*r'> — 1} f( / — ni') k o.
Mais a(i +p*), et a fortiori ±(i -(-/»’) ne sont pas «les multiples de/>* — i; donc I, ne se réduisent pas à zéro. On aura donc
ici encore
/'ni = ni(/ — ni') = /'(/ — m') = O, d'où /' = m ^ O (748), ce qui ilémontre notre proposition,
788. 2” r,, est de seconde catégorie. Soient 2v le nombre de séries, g la substitution d’ordre /l’-t- 1 dont les puissances reproduisent F,. Le groupe F*,, résulte de la combinaison de substitutions de la forme ^avec une substitution de la forme S étant égal à 1 ou à 2 (590). On peut la supposer abélicnne propre, car si elle multipliait les exposants d'échange par i, r„ contiendrait la substitution qui est abélicnne propre, et de la
forme 11^5^(13 substitution ^ étant définie comme au n"781).
Supposons d’abord v>i, et posons C = g, E = (î*^; la substitution C~' E“* CE = g'’*~' sera échangeable à toutes les substitutions de .7. Or cette substitution multiplie x par g^‘~' et jp,... par g"’*”'"’*. Pour que les fonctions que les substitutions de .7 font succéder à x continssent l’un des indices x^, il faudrait qu’on eût
(10) gd-; ta gie^-or*, d’où (p*— i)(^i — i) = o (mod.p'-i-i.
Dans cette relation p peut varier de 1 à 2V — i . Mais soit p = v -t- r; on a /P {mod. p' -+- 1); de sorte que la relation (10) revient à l’une des
deux suivantes : '
(11) (p*— i)(pi— i)=o (inod.p--t- 0,
(la) (p*— 1) (p'4- i)so (mod.p’T I), r= o. 1,. . ., v — 1.
Étudions les moyens de satisfaire k ces deux relations, en supposant «^=2, ce qui est évidemment le cas le plus favorable. Clommençons par la relation (1 1).
Si P < V — I , on a (p’ — i) (pC— 1) <p^'”-+- 1 < p’-i- 1. Donc la relation est impossible. Si p = v — i, elle donne
P"*' — P'-' — p’ -t- I = — pr~‘ — p’ — P I O (mod. p’ 4- i).
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Si V > 3, celle dernière relation est impossible, car — /)^' •— p est négatif, et moindre en valeur absolue que + /i -t . i
et a fortiori moindre que + i . Si y = 3, elle devient
ip*A-p^\r^o ( mod. p' -f- I
et ne sérail satisfaite que pour p — 2\ mais ce cas est exclu (708). Enlin, si y = a, elle devient
o = p' -tf tp — I ^2{p — i) (mod. i), ce qui est absurde.
Passons à la relation (i a). Elle est impossible si r< y — a; car on aurail
Soit r=v — a : il viendra
owsi[p'— -t- 1) = — p’~' 4-/»’ — 2 (mod./J’ 4- I).
Si y >3, — 4- />’ — a sera négatif, et moindre en valeur absolue que 4- a et a fortiori que yj''4- i . La relation est donc impossible. Si y — 3, on n’aurait de solution que pour p=2\ mais ce cas est exclu (708i. Si y = 2, — /!*”’ 4- />* — a se réduit à — 3, quantité positive, et inférieure à/)* 4- I. Donc la relation est impossible.
Soit enfin r = v — i : il viendra
o^{p' — i){p'~‘ 4- i) s — p—' 4- — p — I ( mod./»' 4 I .
Si y> a, —/>’■' 4- yj*—/) — I est négatif, et moindre que/»’ 4- i : la relation est donc absurde. Si v= a, il vient [p— i)’:^o(mod.//4- 1), ce qui est absurde.
789. Il reste à considérer le cas où y = i. Supposons que .7 contint une substitution 9 qui remplaçât x par une fonction telle que Ix-i-my,, où figure un indice de la seconde série. Il est clair que 9 remplacerait réciproquement _y, par une fonction de la forme l'x+ m'y,. Cela posé, la transformée de 9 par g appartiendra à ,7, et par suite sera échangeable à 9; d’oii les conditions
/'/H I® /*m, ou (iuocI./é),
— 1) m(/' — m) ^ O, I )/'{/' — Oj
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d’oil, si auquel cas 2 (/> — i )• n’est pas divisilile par p+i,
l' m^m(l — = — m'J = o, et enfin /' = ni = o (748).
Soit enfin = 3, v = 1 . Si clia(|ue série ne contient qu'un indice, ou si le nombre iX (709) est pair, on tombera dans un cas d’exclusion. Si DC est impair, il existera dans r'„ deux substitutions ‘f, c, telles que l’on ait ‘f'"‘ P“* "f* r = g’’, T étant impair (766). Les substitutions de .f étant échangeables à g', qui multiplie a; par g'‘ et les indices ar,, j,,... de la seconde série par un autre facteur g'’’, feront succéder à x des fonctions qui ne contiennent pas x,,y
790. Il résulte des propositions précédentes qu'une substitution quelconque q prise dans i multiplie chaque indice de S par un facteur constant; car la fonction par laquelle elle le remplace ne contient que cet inilice.
.S(' chaque série de S contient plusieurs indices, q les multipliera par un même facteur, (iar cela est nécessaire pour qu’elle soit échangeable b des sukstitutious de cbacune des formes f[ B,,/j Bj
D’ailleurs q est réelle et abélienne propre. Elle multipliera donc les séries conjuguées ou conjointes par des facteurs conjugués ou réciproques. Il est clair par là que q appartiendra b F.
791. CoKoi.LAiAE 1. — Si l’un des groupes I.', L", ... est de seconde catégorie, sera de seconde ou de troisième catégorie. En effet, si L', par exemple, est de seconde catégorie, soient x, x',... et_y, j',... deux séries conjointes de L'. (iliaque substitution de F' ou de F, ce qui revient au même, et a yôr- Uon chaque substitution de .T, les multipliera respectivement par des facteurs égaux ou conjugués. Donc ces deux séries feront partie d'un même système dans et ce groupe sera de seconde ou de troisième catégorie.
Corollaire II. — Si l'un des groupes 1,', I,",... est de troisième catégorie,
sera de troisième catégorie. En elTet, soit x, x',... une série de L', qui soit sa propre conjointe. Chaque substitution de F, et a fortiori chaque substitution de .f, multipliera x, x',... par ± 1. Cette série sera donc sa propre conjointe dans
792. TiiéoBÉMF.. — Le théorème C est rrai si t^esl indécomposable et de première catégorie.
Soient v le nombre des séries de chaque .système; ... le nombre
des indices de chaque série; ,i le premier faisceau de g la substitution d’ordre i dont les puissances reproduisent ,1; vs a',, les
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douilles suites qui servent ii former son second faisceau. On va voir qu’en supposant le tliéorèinc en défaut on aboutirait à une absurdité.
PiinposTTioN I. — L'ordnf^ d’un groupe ü contenu dans t^et dont les sut» sUtutions soient ahélienncs propres, échangeables à celles de ,i et échangeables entre elles aux -f prés, et ne déplacent pas les deux systèmes de 4^. ne peut dépasser {p'— 1 ) .
Proposition II. — \, est primaire et indécomftosable
Fin effet, supposons I, complexe, par exemple, et formé avec les groupes primaires L', IA.... .Admettons que les indices de L' forment /. couples de systèmes, que nou.« désignerons par 2„, 2,,..., et dans le.squels ebaque système contienne v' séries contenant chacune p' indices; V se construit à l’aide de deux groupes, dont l’un D' permute le.s couples de systèmes, l’autre n'altérant que les indices du premier couple 1, : soit K, le premier faisceau de La sub.stitution g, dont les puissances reproduisent .1, est contenue dans F. premier faisceau de L (778). Elle sera donc le produit de deux substitutions partielles, dont l’une, g'„, altère les indices de et appartient h F'n, l’autre h altérant les antres indices.
Or .séit d’abord p > a ; contient une substitution ,R'f^ ^ qui permute entre eux les deux systèmes de ï, (636). Cette substitution transformera g'„ en gu"'’^ et sera échangeable à h; elle transformera donc g=^’„/i en gu ''' h. D’ailleurs elle appartient à J, et a fortiori à 4;^: donc elle transforme g en une de scs puissances. Mais g'^ et h altérant des indices différents, il est clair que cela ne peut avoir lieu que si cette pui.s.saoce se réduit ii l’unité.
tir considérons un indice quelconque de i„-, g ou, ce qui revient au même, g', le multiplie par un facteur tel que g'"'-, g'u~'^ h le multiplie par g'’'''. On doit donc avoir l’égalité
(• r'*' ^ gé (mod./j), d'où p> -s 1=0 (mod.p'— 1), ce qui est absurde, s étant <v.
Si P = 3 \e raisonnement précédent est en defaut, car la substitution .■RU’’' .J pourra ne pas appartenir à J (67l-67.i). Mais dans ce cas on aura 4 > a, v'>3, p" et /)’’ étant >4 (616). Cela posé, l'^ contient une substitution ubélicnnc propre de la forme laquelle appartiendra h J, et par suite à 4^, et transformera g en T^i ne pourrait se réduire h une puis-
IU8 LIVRE ÜLATRliCME.
siince (le g (|u’en admellanl la relation absurde
/>’— irro (inod./)’ — i).
794. PnoeosiTiox III. — e/ L ont le même premier faisceau. En elïel» soient v' le nombre des séries de rbaeun des systèmes de L, pi = 'n'’n"'' ... le nombre d’indires de eliacun d’eux, tdiacjuc substitution de F, et a foriion eliaqup substitution de .f, multiplie ces indices par des fac'tcurs dont la puissance //— I SC réduit à l'unité. .Mais i est formé par les puissances d’une substitution g (|ui multiplie chacun d’eux par un facteur tel (|ue g>'^, g étant racine primitive de la congruence g'''~' ^ i ;mod./i). Un aura donc
if'’'*’’ ' 'niod./»)- <l'eù p'' — li^o inod./c— i).
Donc y' est un multiple de v, tel tjuc X'v. D’ailleurs le nombre des indices est égal à 2jxv et à ayL'v'. On en déduit p. = =ip'.
■ ' Soient maintenant .4,, B,,...; A',, B' ;... les doubles suites qui, jointes
à F. reproduisent G, second faisceau de I,; et posons, comme d’habitiide, 5 = ' Br'.\, B,, 5' = .V,“' lf,*'A , If, Ia*s pui.ssances de 0 appartien-
dront h .1. En effet, p' divisant p, n, n\... le diviseront; donc chacun d’eux
-sera égal à quelqu’un des facteurs ra, ta' Soit par exemple r =i c. Les
deux substitutions 5 et 3= > 7' ui, sont d’ordre n et apparticnifl'iil à F. Donc les puissances de 9 et celles de 3 sont identiques, et se confondent
avec les puis.sances de g' ’ , g' étant la substitution dont les puissances reproduisent F.
Cela posé, les p"‘{p'' — i ^ substitutions de G seront abéliennes propres et échangeables entre elles aux près et appartiendront à J. En outre, elles ne déplacent pas les deux systèmes de En effet, elles remplacent un indice quelconque x par une fonction des indices x,y,... qui appartiennent au même système, dans le groupe L; (|ui, par suite, sont multipliés par le même facteur que .r, mi par un facteur conjugué, dans chacune des .substitutions de F, et a fortiori, dans chacune des substitutions de i; qui, par suite, appartiennent au même .système dans <7. On aura donc la relation
1). ou I 1),
d’où l’on déduit, comme aux n"“ 757-758, la preuve de notre proposition.
Gela posé, le théorème se démontrera, comme aux n"’ 758-759.
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705. TuKOitKMt. — Le théorème C est vrai, si est indéeom/msahle et rie seconde catégorie.
Pnf .MiFB CAS. — I. est complexe ou décomposahle.
Supposons que le lliéorème soit en iléfaiil, cl choisissons les initiées inilépenil.'inls île manière à Mmcner c h sa forme type : soieni
M = ajiv le nombre de ces indices, av le nombre de séries entre le.squelles ils SC répariissenl, u = n*n'‘'... le nombre d'indices de chaque Eéricl ? le premier l'aisecau de 4^, g la substilution d’ordre 1 des puissances de
laquelle il est formé, .v,, «!> ; .v’,, aî>', les doubles suites qui,
jointes à .T, forment son second faisceau ff : les substitutions de jaseront de la forme <f étant la substitution
où / est suivant le ras égal à 1 ou à une racine de la congruence (mod./)). «r’-> étant lui-méme congru à — i, et s, *',... des substitutions qui ne déplacent pas les séries, et sont respectivement échangeables a toutes les doubles suites, sauf à la première, à la seconde, etc.
D’autre part, supposons I. complexe cl formé à l’aide de groupes primaires L'. 1." Si l’on choisi.ssait ces indices de manière à ramener ces
groupes à la forme type, ceux de L' par exemple se réparliraiciil entre X' systèmes (ou couples de systèmes) S„, S,,... contenant chacun av' séries, contenant chacune u.' indices; et L' .serait formé à l’aide de deux groupes, dont l'un D permute les systèmes, l’autre r„ n’altérant que les indices du premier système S#. Soieni K,, G„ les premier et second faiseeaux de 1"„.
.Nous admettrons que parmi tous les systèmes entre lesquels se répartissent ainsi les indices de L, S, est l’un de ceux qui en conlienneut le
moindre nombre N. On aura évidemment N5— •
Les substitutions de r„ se réduisent à la /orme S
Soit en effet i = ‘i’Pfi.s'.,. une quelconque de ces substitutions : elle transforme g en g'^. Mais prenons pour indices indépendants ceux qui ramènent L à sa forme type; g étant contenu dans .'f, et par suite dans F 778) conservera sa forme canonique. Soient maintenant x un indice quelconque
appartenant aux systèmes S ; g'^ le facteur par lequel la substitution
le multiplie : il est clair que Ir' gk el gt^ le multiplient respectivement par g’"' et par g'"'^\ facteurs qui ne peuvent être égaux que si p = o(mod.y).
•■fl I-IVHE QUATRIÈME.
797. Nous hIIoiis prouver maintenant ijue p.’ na aucun diviseur impair.
Si p' avait un diviseur premier impair n, l’une au moins des doubles suites
<|ui servent à eonstruirc Go serait formée de substitutions d’ordre n, ayant pour earaetéristiqiic une puissanec de i — K’'. Soit h une quelconque de ees substitutions : clic lai.ssc invariables, outre les M — N indices des systèmes autres que S,, la partie de ceux de S,. Cela posé, nous allons voir que h ne peut appartenir à e .
798. Propositios I. — La substitution h ne peut appartenir à Ç.
En effet, h lai.sse invariables plus de la moitié des indices. Soit au contraire /uu'... une substitution quelconque de (?,/ désignant une substitution de .1, V une substitution de la forme a.J' et.}'..., u' une substitution de la forme .t',®' etc. Si u, w',... se réduisaient à l'unité, /uu'... appartiendrait à .f, et par suite à F; elle, ne pourrait donc se confondre avec /i. Soit donc u^i; et supposons (|ue la première des puissances de /u qui appartient à ,i soit la a""'. Prenons pour indices indépendants ceux qui ramènent /u à sa forme canonique; et considérons spécialement ceux de ces indices qui appartiennent à une même série, la première par exemple; ils SC partagent en bt classes également nombreuses; et si /u multiplie les iuilices de l’une de ces classes par m, elle multipliera ceux des autres classes
par mi mi’^~\ i étant une racine de la congruence (mod./.i).
t'.ela posé, la substitution u'... remplace les indices de cha(|ue classe par des fonctions de ces indices, l’onetious qui ne varient pas d’une classe à l’autre. On peut lionc la ramener à la forme canonique par une transformation d’indices (|ui n’altère pas /u; et si u'... multiplie par n l’un des nouveaux indices, elle multipliera par le même facteur les indices analogues des autres classes.
Soient donc x, y,... des indices quelconques que /u et u'... multiplient par m et par n; il existera des indices en nombre égal que ces substitutions multiplient par mif et n, i|uel (|ue soit p. Si mn = i , on aura mi^n = Donc à chaque indice inaltéré par/uu'... correspondent bt — i indices
respectivement multipliés par St S"”'; et le nombre des indices de la
première série qui restent inaltérés est au plus égal au du nombre total; de même dans chacune ties autres séries. Il est donc impossible i|ue |dus de la moitié des indices restent inaltérés.
799. PiiopO.siTios II. — On peut déterminer parmi les substitutions de l'une
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lies formes fo.fv',... un faisceau plus général que .f, permulahle à h, et ilont les subslilHlions soient échangeables entre elles.
La suli8tilu(ioii h élant échangeable à celle.s de ,1, et non contenue (laii!> <■', ce dernier laiareau contient au moins une substitution T de l'une des formes u, u',..., de la forme u par exemple, à laquelle h ne suit pas échangeable aux S près. Prenons/pour indices indépendants ceux qui donnent à h sa forme canonique. Soient x, x\... les indices, en nombre P, que h n’altère pas; y,... les autres, en nombre Q, qu’elle multiplie par des facteurs constants m,.... Soit enfin
,p _ I X, a-', . . . nx 6 j'-t-. . . cj- -t- ... , X-+- i'x'-i- ... -f- (•'/-t-...,... I
1 /, ax -t- . . . -t- y/ -t- I
Soient respectivement «,... les fonctions queT”' fait succéder à' La
substitution T“' h^'Jh = T„ se réduit à
Ÿ = {m — t)cH f',... étant des fonctions des Q variables u, Ces
fonctions, en nombre P>Q, ne peuvent être toutes distinctes. Soit par exemple r5>~+-r'ç' ^-o: T„ laissera invariable la fonction rx + r’x'-t- ....
Mais h laisse cette fonction invariable; donc T,, Tj transformées de T,
par h et ses puis.sances, jouiront de la même propriété.
Le faisceau dérivé de (.f, T,, T,, Tj,...), éviilemment contenu dans le faisceau {i, n), est plus général que .f et pcrinntalde à A; de plus, ses sid«stitutions sont échangeables entre elles. Lu elTet, choisissons les indices indépendants de manière à ramoner T„ à sa forme canonique; et considérons spécialement ceux des nouveaux indices qui appartiennent à la première série. Ils se partagent en classes telles, (|ue T, multiplie les indices
des diverses classes respectivement par les facteurs S*" S”"'.
Les substitutions T sont toutes échangeables à T, aux puissances
près de Sr. Soit donc T;"‘TjT, =3®T„. On aura T, ='C, D, C étant la substitution qui remplace les indices de la classe p par ceux de la classe s --- a, et D une substitution échangeable à T, et qui par suite remplacé les indices «le chaque classe par des fonctions de ces mêmes indices. Mais T,, lais.sant invariables des indices que T„ n’allèrc pas, ne déplacera pas la classe correspondante; donc a=o, et T, sera échangeable à T,.
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800. I’roi'osition III. La suhstitulion h ne peut apparlenir à
Soit 4> un raisroflii conttuui dans ' .i, u] (|ui salisfa.sse aux conditions de la proposition |iréeédenle, et qui ne suit eontenii dans aucun fai-sccau plus général jouissant des mêmes propriétés. Il ré.sullera de la eomliinaison de -v
avec un certain nomlirc de sulistitutions £, = .t."'iii.î'.... £, = ,1;'
telles, qu'aucune d’elles nu dérive de la coinijinaison des précédentes avce.f.
On peut déterminer une substitution qui transforme z,,
en S' Z,, y'Zi e,, étant des entiers arbitraires, car il suflil pour
cela de résoudre les congruences
qui ne |M)urraient être incompatibles que si quelqu’une des substitutions z,, S,,... résultait de la combinaison des autres avec 3. Soit donc <Op une substitution qui transforme Zf en SSp, et soit échangeable à £ £f-,.
I.e faisceau (.r', u) résultera de la combinaison de £,, <P,,..., £„, iCt, avec d’autres substitutions érbangeables à celle.s-là. Si ces dernières substitutions ne se réduisent pas a celles de .i, soient l’une d’elles, qui soit de la forme u: co,*, une substitution de même forme, échangeable à £,, (O £,, (0,, et qui transforme C,*, en etc. Le faisceau {f, u) résultera du la combinaison de .i avec la double suite £,, lO £,,
801. Cela posé, A étant permutable au groupe (.f, Z £„) transforme
les substitutions €^+,, lO,.,.,,... échangeables aux substitutions de ce groupe en substitutions jouissant de la même propriété. D’ailleurs ces transformées appartiennent à (.T, u); elles prendront donc la forme suivante
étant des substitutions de ,i. Donc A est peruiutable au groupe
(.7, £ £„, £,,.,1, i0„+,,...): d’ailleurs les transformées des substitutions
de ce groupe par A, combinées ensemble, doivent reproduire tout le groupe:
il faut évidemment pour cela que le déterminant des quantités a,,»,, p,* :
y«*i. ;••• ne soit pas congru à o(mod.a).
La transformée de (.0, par A sera, aux -i près, de la forme
et l'on peut choisir tP, de telle sorte que r».,,, se réduisent à zéro.
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Hii cITul, (P, est assujuliic ii la seule conJitiun d'ètrc éeliangealtle U t-j
C„ cl de Iransfoniier C, en 5S,. La substitution C, = lO, salis-
ferail auA mêmes conditions, quels que lussent x, y D'ailleurs la trans-
rorméc de C, par A se réduira à la Ibmie /cf'C;'... si l’on a
(a.„— y.+,j--»-,..+r,.^,sso, j5.,..x-f-(i,+,— i,)/ o,.., (mod.ra;.
système de congruences dont le déterminant n'est pas rongni à o si ainsi que nous l’avons vu. Il ne l’est pas <lavantagesi *, Car s’il l’élaii, on pourrait délermincr les rapports de x, v,... de manière a satisfaire aux relations
(3t.*. — », )x 4- •/,*,/+ . . . ts O, 3„*, X 4- (à,*, —».)»• 4- ... O,. . .
Lela posé, la transformée de Siniîti,.,,.. serait dérivée de .î, C,
— Le faisceau dérivé de ces substitutions serait donc permutable à /i; d’ailleurs ses substitutions sont échangeables entre elles; il serait entiii plus général que (j, 2| C/i)i ce (|u’on suppose impossible.
On voit de même ((u’on peut choisir tO, ü0„ de telle sorte <|uc
<0,*,,.,. ne figurent pas dans l’expie.ssion de leurs transformées, (xla lait,
A sera permutable au faisceau (,i, Z,, lO, £«, (i>„) : elle le sera de même
au faisceau (J, £«*,, t0„*,,...) formé par celles des substitutions de A, a <|ui sont échangeables aux précédentes.
80i. Les résultats qui précèdent permettent d’assigner à la substitution A la forme générale qu’elle doit avoir. Trois cas seront ici a distinguer.
803. Premier cas.— a premier im/>air. Les substitutions C,, lO, t„, o',
auront pour caractéristique une pui.ssance de i — K"(ôG8), et pourront, par un choix convenable d’indices indépendants, se mettre sous la forme
£.^33|[ï,e,...»]. sl[e.e....£],i, .0, = ai (i
Soient /,£J’£Î' les transformées de £,, t.,... par //.
Pour qu’elles aient au.ssi pour caractéristique une puis.sanec de i — K'', il
laudra que yî./»,... se réduisent à des puissances de â, telles que V'. S‘‘
Posons maintenant
I [ii-.-o. I. /»
La nouvelle substitution k sera échangeable à £,, Z,
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I.ii suliSlilution tO,, (pii Iransformc ccs suhslidilions en SC,, C,.... sera tiansl'orinée par i en une siihslitiUion qui jouira des mêmes propriétés, et )|ui par suite se réduiia à la forme S'mO, CÎ' Posant
/■, sera échangeable à £,, £3...., lO,. Klle transformera donc (0, en une substitution lie la forme S*' (O, £^'...; et on pourra la décomposer de même en deux autres Substitutions, dont l’une soit de forme analogue à celle de h,,
l'autre étant éebangcable à £,, £, <0,, lO,. Poursuivant ainsi, on aura
/iz=A„/, l = /i„.../i,h, étant une substitution de la forme
/= I u,ï....e], s.[r,r....Ei. I,
où Ÿ '■“St fonction du second degré en £,, et t„ une substitution
échangeable ù £,, C3,..., to,, co ainsi qu'aux substitutions de .1, et qui
par suite se réduira à la forme
oii les coefficients a';'* sont indépendants de |,, ç,,....
I.a substitution / ne peut se réduire à l’unité. Car si cela avait lieu, h serait échangeable à S,, lO,,..., £„, cô,. .Mais elle n'est pas éebangeable aux •f prés à toutes les substitutions u (799). Donc parmi les substitutions dérivées de £„»,, (O,* il en est une T à laquelle h n’est pas échangeable
aux près. I.a substitution T ' A’ ' TA =; T# et scs transformées T,,... par les puissances de A formeront avec .1 un faisceau de substitutions échangeables
entre elles, permutable b A. D’ailleurs T„, T étant dérivées de .i, £*+,,
i0„+ sont échangeables b £ £„. l.e faisceau {.1, £,,..., £„, To. T )
aurait donc ses substitutions échangeables entre elles, cl serait permutable b A, quoique plus général que f.'i, £,,..., £„), ce que nous supposons impossible.
Quant b la substitution X-„. elle est échangeable b l, et pourra être ramenée b la forme canonique par une transformation d’indicés qui n'altère pas celte dernière. Cette forme cgnoni(|uc sera inonùmc; sans quoi X„, cl par suite A auraient leur ordre divisible par/>, ce qui est contraire b la nature
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<Ie h. Supposons celle transformation efrectuée : on aura
les facteurs ;/i; étant indépendants de?,,
804. Les indices pourront être d"e deux sortes; ceux pour Ic.squels (i3) . fjE:?,,... (mod.m),
et ceux pour lesquels ces relations ne sont pas satisfaites. Supposons d’abord que ces relations ne soient ni identiques ni incompatibles, tuais su réduiscnl à q relations distinctes; elles détermineront q indicateurs en fonction des ^ autres, qui resteront arbitraires. Le nombre des indices de la première sorte sera donc le sr»'''"' du nombre total M.
Soit maintenant [?,?,...£], un indice de seconde sorte que h remplace par elle remplacera i],. par [?' ?,... e ,.
q', ?*,, r,,... étant des fonctions construites avec comme 9,
îj,... l’élaicnt avec ?„...; /i remplace de même par un nouvel
indice f|’^|^...E]r multiplié par un facteur constant. Continuant ainsi, on retombera 5 la fin sur un indice eJ, qui se confonde avec f£,|2...E’r:
à partir de celui-là, ils se reproduiront périodiquement.
La substitution A" fait succédera l’indice [Ê, £j...e], l’indice [|S*’ Ej, multiplié par un facteur constant; mais elle se réduit à l’unité : donc n e.sl un multiple de p; et comme il est premier, n = p. •
Si donc on groupe dans une même classe ceux des indices de la .seconde sorte (|ue h permute circulairement à un facteur constant près, ils s’assembleront n à et h sera le produit d’une substitution qui multiplie par des facteurs constants les indices de la première sorte par d’autres substitutions partielles altérant cbacune les indices d'une seule cla.sse. Pour canoniser A, il suffira de canoniser séparément ces dernières substitutions.
Soit S = I a:, | une de ces dernières substitutions, en désignant
pour abréger par les indices qu’elle permute. Si on la canonise
par un changement d’indices convenable, parmi les r; nouveaux indices il ne peut en exister plus d’un qu’elle laisse invariable; car pour que S laisse invariable une fonction c,x, -h ... -I- il faut qu’on ait en général
= Les rapports des quantités c c,,,... sont donc déterminés;
et par suite la fonction le sera à un facteur constant près.
.Kn admettant donc le cas le plus favorable, où A n’altérerait aucun indice
liîti LIVRE QUATRIÈMË.
lie Is) première sorte, lo nombre des indices <]iie ht ramené à la l'urmc <'annnir|iic laissera inaltérés, ne peut dépasser ^ ^ ( i — expression dont le maximum |.M, correspond à ?:= a. 9= i. Mais d’antre
pari ce nombre est égal à M — N-t- cl comme N est an plus égal ii
il sera au moins égal à M — ^ ~ nombre évidemment supérieur au
précédent. Celte contradiclion prouve l’absurdité de l'bypotbcsc.
Si. les relations (i3) sont incompatibles, il n’y aura pas d’imliees de première sorte, et la contradiction subsistera a fortiori.
Si ces relations sont identiques, A se réduira à
llï,5,...rl. |.
(îroupons ilans une même classe les indices correspondants h un môme système de valeurs de e et de r, et considérons ceux d’une classe déterminée : fl les altérera tous si l’on n’a pas i (mod. /j). Pour qu’il y en ail •l’inaliérés, il faut donc que m, se réduise à une puissance de &. telle tpie y', et qu’on ail en outre
(i4) ç-i-(/=o (mod.io),
. Or la fonction quadratique P peut, comme on sait, se mettre sous Ut forme ftXJ Y, X|, X,,... étant des fonctions linéaires de £,, |,,... distinctes les unes des autres, et Y’ une conslaiilc ou une fonction linéaire de II, la,..., distincte des précédentes.
Supposons d’abord quu Y ne soit pas une constante. S; le nombre des
fonctions X,, X..,..., Y' est inférieur à celui n des indicateurs |,, |j
■soient Z,... de nouvelles fonctions qui, jointes à celles-là, forment un système de n fonctions distinctes. .V chaque système de valeurs de ces fonctions correspond un .système de valeurs des indicateurs, et réciproquement. <Jr la st"""' partie seulement des systèmes de valeurs que l’on peut donner à X,. X,,..., Y'. Z,..., satisfont à la relation (i/|). Car cette relation détermine Y lorsque X|, X,,..v, Z,... sont donnés. Donc A ne pourrait lai.sscr invariable que la c*'*"’ partie du nombre total des indices : résultat absurde, car elle doit en laisser plus de la moitié invariables.
Si Y’ est une constante, à chaque système de valeurs de Xj,;..., Z,... ré-
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|ii)Uilenl au plus «Iciix valeurs de X, salisfaisanl à la relation (i/|)- Donc h laisserait invariaMes tout nu ulus - M indices. On aurait dune
relation alisurde si w > i.
800. U'aulre part, si nr = 3. on aura au.«si n=3. Kn efl'et, h luulliplii' (es indices qu'elle altère par les diverses puissanres de 6, racine primitive de la congruence i (inod./<). Mais, d’autre part, elle les multiplie par des puissancc.s de S. Donc 0 est une puissance de S et a pour euhe l'unité.
Soit donc =s = 3 : les deux inemlircs de la relation{i5) seront égaux. Donc h devra laisser invariahles les deux tiers des indices. Pour que cela ait lien, il faut que la relation (i 4) donne cirectiveincnt deux solutions pour X,,
quelles que soient les valeurs qu’on assigne à X, Mais cela n’a lieu que
si l>\\ Y 4- d se réduit à a. Il faudrait donc que h se réduisit à la
forme
Mais alors /i multiplierait tous ceux des indices de la r+ i*'"”' série qu’elle altère par un même facteur Donc pour qu’elle multipliât deux indices par des facteurs dilTérents, il faudrait que ces indices appartinssent à des séries dilférentes de autrement dit, fussent multipliés par des facteurs dilférenls dans l’une au moins des substitutions de.î, et a fortiori ihns l’une au moins des substitutions de K, premier faisceau de L,' lequel contient 3; ou enfin, ce qui revient au même, dans l’une au moins dos substitutions de F,. Il lâudrail donc qu’ils appartinssent à des séries différentes; résultat absurde: car la première série de L contient des indices que A multiplie par 0 et d’autres qu’elle multiplie par 0^.
L’bypotbèsc BT > 2 est donc inadmissible.
807. Second cas. — n = 2, p" — i=so(mod.4). Soit y une racine primitive de la congruence y'E^i (mod.y;) : .3 contiendra une substitution j qni multiplie les indices de la r-f- i"’'”' série par Jf'. Les substitutions e,, (fl,,... ont chacune pour caractéristique une puissance de K’— i ou une puissance de K’-h i. On peut rejeter cette seconde bypotbèseï car si C, y
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satisfaisait, on n'aurait qu’à la remplacer dans la double suite par la snbsti* lution yS,, qui rentre dans la première hypothèse. ,
Un aura, comme tout à l'heure, h = kh,\ k étant échangeable à £,, £],... transformera (0, en une substitution de la forme Posons
k, sera érhangeahie à S, £„, cO,; continuant, un aura enfin
A= 1 '".y'SMS’.Ài-e]. 1.
jt étant une constante on une fonction linéaire de et & une fonc-
lion quadratique ne contenant pas les carrés des variables.
Si les relations (i3) ne sont pas identiques, on trouvera, comme au n“ soi, que la limite A du nombre des indices inaltérés par h est égale à
-i- ^ (’.c nombre ne peut surpasser .M — N -4- ~ Mais ici, où
ut =3 2, il peut lui devenir égal, en supposant N q— i-, .Mais pour que .
les relations (i3) reviennent à une seule as, + ...=;o(mod./r), il
faut qu’on ait identiquement
£*, sui ç, -e -I- . . . J, ^ -H A( a£, -I- 4- . . . 1, . . . (nioil.»),
d’où
D’ailleurs on ne peut uvoir h- 5so pour toutes les valeurs de
S",, f,,...: ou, ce qui revient au même, pour toutes les valeurs de £,, £j
On aura donc
(i -i- n* 4- 6j3 -t- . , s 1 , iToù 4. .4. . . . ^ a;, -f- 4- . . . ,
d'où
ï', + (i(aç, 4- ??■, + ...)=£, + 2«(a?, 4- ?>r„ 4 |
d’où >t= 2, V = V M. Ce résultat est inadmissible, n étant impair, par hy-
pothèse.
Si les relations (i 3) étaient incompatibles, A n£ pourrait laisser invariable plus de la moitié des indices; résultat absurde.
DE U RÉSOLUTION PAR RADICAUX. Cïl
808. Supposons enfin que ces relations soient identiques. Soit
et supposons qu'un des cocflicients a, A,..., a p.ir exemple, dilfère de o finod. a). Comparons deux indices qui ne different (|uc par la valeur de les fueteurs par lesquels h les multiplie diflereronl par un facteur ±j. Donc l’un au moins de ecs deux indices sera altéré. Donc h altérera au moins la moitié des indices; résultat alisurde.
.Admettons donc que s sc réduise à la constante ô. Groupons dans une même classe les indices corrc.spondanls à un même système de valeurs de t, r, et considérons ceux d'une classe déterminée : /i les altérera tous si m,j'‘ ne se réduit pas à une pui.ssance de 3, telle que S''.
La fonction y ne peut se réduire à l'unité, h n’étant pas échangeable a toutes les substitutions de la forme u. Si elle sc réduit à une fonction du premier degré. Y, A altérera la moitié au moins des indices, résujtat absurde. .Vu contraire, si ç contient un terme du second degré o|, S., on peut poser
•f' étant indépendant de Gela posé, pour chaque système de valeurs de I,,... on pourra déterminer £„ I, de telle sorte que l'on ait
«t, -4- . . . lŒ », £, + ?' + d=i (niod.i).
Donc sur les quatre indices qui ne different que par le.s valeurs de £,, |j, A en altère au moins un, qu'elle multiplie par une puissance de 3. Donc
D’autre part, la substitution A multiplie les indices qu'elle altère |iar 3 = — I. Mais elle doit les multiplier par une puissance de Ô. Soit donc 3 — 6*; on aura S* = 5’®= i . Donc rr est pair, et comme il est premier, il se réduirait à 2, contrairement à l’hypotbèse.
809. Troisième cas. — ’s = 2, p' — i = a (mod. 4)- Chacune des substitutions £,, lO On, CO» aura pour caractéristique une puissance de K’— i
ou de On peut admettre que la suite £ £„ ne contient pas plus
d’une substitution £, qui ait pour caractéristique une puissance de K*-+- t. Car s’il y en avait deux, O,, £». on pourrait, dans la formation de la suite
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remplacer £j par 2, 2,, qui a pour caraetérislique une puissance •le K- - I. Kn outre, si Cp a pour caractéristique une puissance de K’ — i, nn peut admettre qu’il en est de même de <f'p, qu’on pourrait au besoin remplacer dans la double suite par Sp'fp- Nous n'aurons donc que trois cas ù distinguer.
i“ 2,-, lO C„, iO„ onl toutes pour caractéristique une puissance de K’ — I . On raisonnera comme au second cas, sauf (|ue dans l’expression «le h, on aura c, = o. De mémo pour scs analogues Par suite, dans l'ex-
pression de /i. on aura r = o.
a” 2, et <P, onl pour caractéristique une puissance de K’ -H i . On pourra choisir les indices indépendants de telle sorte que 2, et lO, prennent les fonm's suivantes
«. fi saiisfiiisant à la congruence «’ -t- j5’=^ — i (mod./;), cl Cj, con-
servant la inéMiie forme que dans le premier cas. Cela fait, on aura
et le reste comme au premier cas; d’où
Si les relations fi3) ne sont pas identiques, on trouvera comme précédemment .V= |.M et TT = 2 (807), résultat inadmissible. Dans le cas contraire, on aura c,“o(mod.2); car s’il était congru à i, groupons ensemble les deux indices qui ne diffèrent que par la valeur dc£,. Désignons par 9, ce que devient y en y cbangeani en -t- 1 . Le rapport des facteurs par lesquels h multiplie ces deux indices sera égal à
expre.ssion qui diffère de l’unité. Donc h altérerait au moins l’un de ces deux indices ; elle altérerait donc au moins la moitié des indices, résultat ab-
surde. Soit donc c, :^o; on prouvera comme précédemment que A= ^ M,
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’i" Zi, iD, 0/1/ resiiectnrmi'nt pou/ caractérislîques des puissa/ices de K’ -P- 1
et de K’ — I. Les subslilutions (O,, £j, (D, ayant pour caraclé-
l'isliqiics lies piiissanfes de K’— i. pourront se mettre sons les formes
I [4.Ç....£l. SUl?,Ç.,..el, |. I
Posons
La sulistilulion rapportée aux nouveaux indices ainsi définis, prendra la forme
I [?.5> --et;
la forme des sulistitutions lO,, £j, n’étant pas diangée. Cela posé, /i„, h,,..., et enfin h auront les mêmes formes que tout à l'Iieure, et la dé-, monstration s'aclicvera sans diiriculté.
810. La démonstration du théorème est maintenant latile; O/i aura v'^aiPv ou (aX"* + i)v (X'' èta/it un entier), suieant que I’’,, est de première ou de seconde catégorie. En rflct, chacune des substitutions de K„ ou, ce qui revient au même, chaque substitution de F, et a /or/i'ori chaque substitution de .t y multiplie chaque indice par un facteur dont la puissance p'' ± 1 est égale à l'unité. (On prendra le signe -- ou le signe -4-, suivant que I"',, est de première ou de seconde catégorie.) ‘ ■
La substitution g dont les puissances reproduisent .f les multiplie par des facteurs tels que g'”', où g est une racine primitive de la congruence r I (mod./r). Donc est un multiple de /)' -t- 1 . Mais soit
v' = /nv-h t, t étant <v; il viendra '
/!■' ± I E2( — I (inoil.g;— I),
relation qui ne peut évidemment subsister qu’en posant e = o, ot r-.: aX' si l’on prend le signe — , t = o, m = aX'-t-- i si l’on prend le signe -f- .
Soit d'abord p ]>2; et admettons (|ue F'^ soit de première categorie. Soient A,, H, les doubles suites ipii jointes à F, forment G,. Siip'po' son.s les indices choisis de manière à ramener 1', à sa forme type. Le nombre p.' étant une puissance de 2 (797), la substitution <P, qui remplace cbaquo indice par son correspondant de la série suivante, transformera substitutions A,, Il ;... en 5^11,...., 6 étant la substitution qui
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liplic chaque indice par — i, cl a, jS,,.. élant égaux à o ou à i. snivaiil que A,, B,,...:... ont pour caractéristiques des puissances de K’ — i ou de K’+ I. I.a substitution 'f a donc i'uuitc pour chacune de scs corrélatives; elle est d’ailleurs ahélienne propre. File appartient donc à cl à J.
Cela pose, la substitution est le produit de deux substitutions partiellc.s dont l'une g„ altère les indices de S„; et l’autre /i les autres indices. La substitution <! appartenant à J, et par suite à la transformera en une de ses puissances; mais elle la transforme en g^,h, qui ne peut être une puissance de g^fi que si g^„ = g„, ce qui est absurde, l'ordre de p“+ i, élant supérieur h p.
Le raisonnement serait le même si était de seconde catégorie : désignant les indices par on prendra
/ étant choisi de telle sorte que ‘f soit ahélienne propre.
811. Soit maintenant p = 2. Si r'„ est de première catégorie, la substitution <f appartiendra encore à J (672-C7V), et le raisonnement précédent sera applicable. Si r„ est de seconde catégorie, J contiendra 'ï’, qui transforme g = gc h en gi'h, substitution qui doit être une puissance de g. Donc (ÇÎ' — go’ d'où p' — I =3 0 (mod./j’-t- i), d’où v = i, v'= ik'+ i .’ Kn outre,
est une puissance de a, et d'autre part ses facteurs premiers divisent le nombre impair p"' +i. Donc p! se réduit à i .
De plus, les indices de L ne peuvent former plus de deux systèmes (couples de systèmes). Car si cela aAail lieu, l’un au moins de ces systèmes autre que S,, contiendrait moins de la moitié des indices. Soit <t, la substitution analogue h <f cl relative aux indices de S,. Si aucune des deux substitutions *f, ‘jf, n'appartient à J, leur produit lui appartiendra Or g est ' le produit de trois substitutions g„, g,, A altérant respeclivcmenl les indices de S„, de S, et dos autres systèmes : ‘£>!, la transformera en g1,g’',fi, qui devrait se réduire à une puissance de g, résultat absurde.
Cela posé, S, ne peut contenir la moitié des indices, (air on mirait M = 2p = iv\ et P serait pair, ce qui [est absurde, car il ne peut avoir pour facteurs premiers que des diviseurs de i = 3. En outre, on aura
v' = I. En effet, v' est impair; s'il avait un facteur premier 7, J, et par
suite contiendrait la substitution A = qui, ramenée à sa forme canonique, laisse invariables tous les indices des .systèmes autres que S,, c’est-
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à-(lire plus (le la moitié, plus la partie de ceux de S«; résultat absurde (800).
812. Soit donc v'= i. Les substitutions du premier faisceau de apparlienncnt à J et n’altlTent que les indices de r„; or, d’après ce qu’on a vu plus liant, et par suite i, ne contient aucune substitution qui, ramenée à la furine canonique, déplace moins du tiers des indices. Donc les deux indices que contient l'o forment au moins le tiers du nombre total. Donc ^ contient six indices; donc ,a= 3. Les quatre indices restants devraient former un seul système (couple (Je systèmes) S, ; résultat absurde. Kn elTei, soit r, le groupe analogue à r„ et relatif h S,. Il ii’exislc aucun groupe de première catégorie et de degré a*: donc T, sera de seconde catégorie. Soit ay" le nombre de séries formées par les indices de S,, /i" le nombre d’indices de chacune d’elles. On aurait 2fA'v" = 4, résultat absurde, v" étant un nombre impair 2k"+\, ainsi que pt", dont les facteurs premiers divisent le nombre impair a”"-*- i.
813. Seco.vo cas. — L est primaire et indécomposable, i® Supposons-lc de première catégorie et soient v' = aX-y le nombre de séries de chaque système, a'=^^ le nombre d’indices de chaque série. On obtiendra, comme aux n“’ 757 et 794, la relation
(':) .«'’(/»’■— ou p>**— I ;4X>(/»--i- i).
Mais p— aXix' étant divisible par a, 1 le sera. Donc p est impair. Sous le bénelicc de cette observation, la relation (17) ne pourra subsister que si X = I, p*-='i ou 5, d’où p'^ = V ou 5’. Mais ces deux cas sont exclus (704).
a“ Si L est de seconde catégorie, on aura y'= (aX -t-i)y, fi'= et
(l8) ;*'*(/>>'-»- 1), ou A 4.
D’ailleurs aX-t- 1 divisant p, ses facteurs premiers diviseront /j’-t- 1. Sous le bénéfice de celte observation, la relation (18) ne pourra subsister (|ue si X= 1,/»''= a, d'où y»'' = a’, cas exclu (708), ou si X=o, d'où v' = v. Dans ce dernier cas, les groupes et L auront même premier faisceau; et l'on verra, comme aux n"‘ 758-759, qu’ils ont mémo second faisceau, et enfin qu’ils sont pareils.
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814. Tiiéohèmk. — Le ihéoréme C ai vrai si est indexom/Msaltlc el de troisième catégorie.
l’iiKMiER CAS. — \. complexe ou décomposable.
Siiic.nl S„. S S, les systèmes (couples de systèmes) entre le.«quds se
repsrtissenl les indices de L. Ces systèmes se réduiront à deit.r, contenant chacun la moitié des indices.
Supposons en effet qu’il en fut autrement. Chacun de ces systèmes, à l'e.xception d'un seul, S,, conlicndra moins île la moilié des indices. Soient respectivement av^ le nombre des séries entre lesquelles se répartissent les indices de Sp, (Xp le nombre d'indices do chacune d'elles.
Chacun des systèmes (couples de systèmes) .Sp contiendra au moins le quart des indices. (!ar J, et |tar suite contient des substitutions qui n'altèrent i|ue les indices de Sp et qui, élevées à une puissance convenable, donneront une substitution d’ordre premier : d’autre part, on voit, comme aux !)•" "07-809, que toute substitution d’ordre premier, contenue dans étant ramenée i» sa forme canonique, altère au moins le quart des indices. En outre, pour qu’elle en altère moins de la moilié, il faut qu’elle soit d’ordre a (le nombre sr de l’endroit cité se réduisant ici à a)..
On conclut de là jUp= i pour toute valeur de o supérieure à o. En elYel, si ftp avait un diviseur impair, soit l'p le groupe résoluble primaire et indécomposable, contenu dans le groupe ahélicn de degré qui sert à la construction de L, et correspond au .système (couple de systèmes) Sp. Si ftp avait un diviseur impair rr, l'p contiendrait dans son .second faisceau une substitution d’ordre?:, laquelle ap|)artiendrait à J, et a fortiori quoique
altérant moins de la moitié tics indices, ce qui est absurde. D’autre part, si n était une puissance de a, la construction de l'p dépendrait de celles de groupes auxiliaires Lp, I,' ,... ayant peur degré.s des pui.s.sances de a. l.e premier faisceau de Lp sera formé par les puissances d’une substitution d d’ordre impair ot. Cela posé, l'p contient une substitution d ayant pour premii-re corrélative 5 et pour ses autres corrélatives l’unité.
Soient rie facteur par lequel d multiplie les ex|>usanLs d'échange, et r^ la substitution qui multiplie tous les indices de Sp par r. La substitution r~'r/’ est abélienne propre, el api>artient à l'p-, elle appartiendra donc à J, el par suite à D’ailleurs son ordre est divisible par le nombre impair «, car pour que sa puissance /5 se réduise h l’unité, il faut a fortiori (|ue sa corrélative d’!’ .se réduise à l’unité, d’oit jS = o(mod.«). Donc, en l’élevant à une puissance convenable, on aurait une substitution d'ordre premier im-
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pair contenue dans ^;^el n’altérant que les indices de Sp, qui (brmcnl moins tic la moitié du nombre total, résultat absurde.
J-e nohtbre /jip sc réduisant à i, le groupe rasera ilc première ou 'de seconde catégorie. Son premier raisccau Fp aura ilonc pour ordre Wp=/j'‘i ± i . D’autre p.art, le second fai.seeau tie F, contient un groupe <l> de substitutions aliélicnne.s propres écliangeables entre elles, ilont l’ordre est égal à (p'"— à (/>'*+ i),u„ ou a 3ft„ suivant que r„ est de première, seconde ou troisième catégorie. Le groupe (4> Fp....), d’onlre ro,...Up...,
est contenu dans J, et a /oriiori dans (^. De plus, ses substitutions sont abélicnnes propres et éebangcables entre elles. Mais on voit, comme au n" 752, que l’ordre d’un groupe contenu dans et jouissant de cette propriété ne peut dépasser ap.’. On aura donc
(19) Sfi>5 w.. .. 61,. ± I). .. (/Cvi;.i).
Si r, est de première catégorie, on doit avoir />'*• > 4- Sous le bénéficc de cette observation, on aura toujours Substituant celte limite
dans la relation ( 19), remplaç-ant en outre p. par sa limite 8v, et supprimant les facteurs />’'• ± 1,... au second membre de celle relation, il viendra
ce qui ne peut avoir lieu que pour de petites valeurs de p et de v,. D’ailleurs V, et p"' ± I doivent être des puissances de a. En effet, parmi les substitutions de F, qui sont abéliennes propres, et par suite appartiennent à J, se trouvent une substitution d’ordre ± 1, formant le premier faisceau de F,, et une substitution d’ordre v, ou av,, permutant les séries. Si l’une ou l’autre de ces deux substitutions avait son ordre divisible par un nombre premier impair rt, il suffirait de Félever à une puis.sance convenable pour obtenir une subslilulion d’ordre n, qui serait contenue dans cl n’altérerait que les indices de S,, résultat absurde.
Ün remarquera enfin qu’on tomberait dans des cas exclus en siqiposant F, de première catégorie avec p'< = 3, 5, ou 3’, ou F, de seconde catégorie, avec p'* = 3.
En tenant compte de ces observations, on voit que la relation (20) ne pourra être satisfaite qu’en supposant p = 17 ou 3i . avec v, = 1 , d’où D’ailleurs p est une puissance de a, supérieure par bypolbèse à 4piVi; donc P = 8.
Supposons maintenant p — 17, ce qui est l’Iiypollièsc la plus défavorable :
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1 /)'f — I SC rcdui.sant chacun à i6, la relation (tg) deviendra
(ai) a.8’jM,.iû«, ,
et sera absurde si 9 > i . Soit d’autre part 9=1: le syslèinc S, contiendra six indices. ()c nombre n’étant pas une puissance de 2, F» sera de première ou de seconde catégorie, et sera égal à {17''* ± 1) (x„ 2ft„v, étant égal à 6.
La relation (21) sera encore absurde.
815. Il est donc établi qu’il ne peut exister que deux systèmes S». S,, conlenunt chacun la moitié des indices.
Cela posé, soit 6 la substitution qui multiplie tous les indices par — 1 : second faisceau de résultera de la combinaison de 6 avec certaines
doubles suites que l'on pourra fondre en une seule .1.,,
Soient F„ le premier faisceau de F,, t celle de ses substitutions qui multiplie tous les indices de S» par — i : contiendra un groupe \\ formé de 2’ sub-
stitutions au moins échangeables à t; il en contiendra même 2” si t appartient à Çi'. En effet, t appartient évidemment à J, et par suite à Si elle appartient à ff, toutes les substitutions de <? lui sont échangeables h 9 près. Donc les .substitutions deff, en nombre résulteront de la combin.aison d'une
.substitution T qui transforme t en 5/, avec des substitutions échangeables <• à t, en nombre a’®. Supposons au contraire que t n’appartienne pas h <7;
.sa corrélative
sera d’ordre 2. Ramenée à la forme canonique, elle dcviemlra donc
et sera échangeable aux substitutions dérivées des substitutions C,, C,
C7, Cl-,... correspondantes aux indices X, Y,..., Z, U, Soient a,, b,,...,
a„, b, les substitutions respectivement correspondantes a sr,,y y„,
et soit C, = a'' b]'..., C,=«j' b\' Il est clair que. les substitutions dérivées de ,v,"' 1)!,}’ et de 0 seront échangeables à t aux puissances près de 5. Or le nombre des indices X, Y' Z, U... est au moins la
moitié 5 du nombre total. Donc le groupe dérivé des substitutions ci-dessus sera au moins il'ordrc 2’*'. Si toutes scs substitutions ne sont pas écbangeable.s à /, elles dériveront de la combinaison de l’une d’elles T, qui Irans-
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lurme l en 6l, avec un groupe de »ubslitutions échangeables à / et d'onlré égal ou supérieur ît a®.
Soient U, U',... les substitutions échangeables à t dont nous venons d’établir l’existence. Elles remplaceront les indices de S,, que i altère, par des fonctions de ces mêmes indices; de même pour les indices de S,, que t n’altère pas : elles seront donc chacune le produit de deux substitutions partielles U„ U,: L"„, U',;... altérant respectivement les indices de et ceux lie S,.
81 G. Soit maintenant V une quelconque des substitutions abélienm-s propres que contient F, : elle sera échangeable à t prés à l’une quelconque
U (les substitutions U, U' En eflêl, V u|>fiarlicndra à J, et par suite à :
donc elle sera permutable à (?, cl U' ' V“‘ l,'V = Üo ' V"' Ü,V appartiendra à ce faisceau. Mais chaque substitution fle <(’> ramenée à sa forme canonique, multiplie la moitié des indices par i et l'autre par — i, ou la moitié par y et l’autre par — y, suivant qu’elle a pour caractéristique une puissance de K* — I ou de K’-t- i; à moins toutefois qu’elle ne se réduise à une puissance de 5, auquel cas elle multiplie tous les indices par le même facteur ± I . Or ü^' V"' Ü,V laisse invariables tous les indices de S, : donc elle multiplie les autres par un même facteur db i , et se réduit ainsi à une piiis-
• sance de t.
817. Supposons d'abord que F, soit dé première catégorie. Soient F,, G„ ses deux premiers faisceaux. A,, B,,..., A',, B',,...;... les doubles suites (lui, jointes à F„, reproduisent G». Los substitutions U», IJ’o,... seront permutables à F,, et par suite de la forme .fl. et <Jf étant définies
comme au n“ 018, et ne déplaçant pas les séries. D'ailleurs, les substitutions U, U',... appartenant è ç, leurs carrés se réduiront à 5 ou à i; ceux de üo, U', se réduiront donc à r ou à i . Si donc le nombre Vo des
.séries de chacun des deux systèmes de S„ est pair, on aura p = o ou = i"; si V, est impair, p = o.
Soit d le nombre des systèmes de valeurs que les expusants-r, p peuvent prendre dans les substitutions de II. L’ordre lî de ce groupe sera égal à r/Û", 12' étant l’ordre du groupe fl' formé par celles de ses substitutions dont le premier facteur se réduit à la forme car en multipliant une substitution de H dont le premier facteur soit égal à ^ par les û' substitution.s du H', on obtiendra 12' substitutions ayant leur premier facteur de la forme J _ g| ,|„j lodies appartiendront à 11
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Or soit g lit substiliition d'onlre p’’— i donl les puissances reproduisent r„; la sultstUulion la transforme en (|ui n’est égal à g aux
puissances près de / = /» ’ que si { — if p*— i est congru à un multiple de *■ ‘suivant le module /i''*— i . d’oü la condition
2 [(— I )'/»»— ijso (fho<J.p’« — l).
Le nomlire /A est >/i, et différent île 3’; s'il est >5, on ne pourra satisfaire à la congruence qu'en posant j6 = o, t = o. Soit au conirairc />''• = 5, on pourra poser /s = o et t = o ou i; donc ilans aucun cas d ne pourra dépasser 3. Soient d'autre part :^üj, ^'L', les substitutions de 11'. Les substitutions partielles étant échangeables à celles de F,, et échan-
geables à i pri's à toutes celles de Pj, a|>partiendront à F,. D’ailleurs leurs quatrièmes puissances se réduisent à l'unité. Ce sont donc des puissances ilc
y * (dey’ = t=g'’ si v„ — i est inipaircment pair) .
Soient respectivemcnty®,y*',... les substitutions
m ni' O ,
le plus grand commun diviseur île a, a',..., et de 4: a, a',... des entiers * tels que l'on ait aa -t- a'a'-t- . ..= d’. Posant (
aura = O"!!,, .j' U', = t»’"' o', o,, n’,,... étant les substitutions
de 11 dont le premier facteur se réduit à l'unité. Soient H" le groupe formé par ces dernières substitutions, 11" son ordre; on aura évidemment iï= àU". D'ailleurs les substitution.s t>,, cV, .... appartenant à ff, comme tontes les substitutions de H, et laissant la moitié des indices invariables, multi[dieronl tous les autres indices par un même facteur S: i . On aura donc D" =* i si la substitution qui multiplie par — i tous les indices de S, sans altérer ceux de So, n’appartient pas à 11; dans le cas contraire on pourra avoir ir =3.
Donc = ne pourra dépasser 8, à moins quo*<, n’apparlienne à H, auquel cas on pourra avoir D =. i6. Ces chiffres devront être réduits de moitié si l'on n’a pas/>'* = 5.
En supposant F, do seconde catégorie, on trouvera de même 11 = rfdü". (/étant égal à i dans tous les cas, sauf pour p'^'= 3, auquel cas il pourra être égal à 3, d étant au plus égal à 4> et il" égal à i ou à a si /, appartient à H, à I dans le cas contraire.
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Si r„ élail de troisième catégorie, on trouverait de même ü — dû", 5 et tr étant au plus égaux à a ; donc Û ^ 4-
818. Cela posé, si l’une des substitutions /, /, appartient à H, on peut ailmetirc à cause de la symétrie qui existe entre elles que c’est t. On aura alors û = a”, et comme Ü ne peut dépasser i6, a'’54- Si au contraire t et t, n'appartiennent pas à H, on aura a’ = û^8 si //• étant égal à 5, Fo, F, sont tous deux de première catégorie, ou si p"’ étant égal à 3, F„, F, sont de seconde catégorie. Dans tous les autres cas, on aura a® = Ü 4-
Doue t;^ne peut contenir plus de 8 indices. D’ailleurs le nombre de ces indices est une puissance de a; de plus il est le double du nombre des indices de F,, qui est pair. Donc contient précisément 8 ou 4 indices.
819. Supposons d'abord que contienne 8 indices. On aura //' = 5, et F,, F, de première catégorie, ou />’'•= 3, et F„, F, de seconde catégorie. Dans l’un et l'autre cas, F„ et F, auront pour ordre {p — i)48. et contiendront chacun 48 substitutions abéliennes propres. Ces substitutions, jointes ensemble, fermeront un groupe K d’ordre 48® qui sera contenu dans J. cl a fortiori dans et par suite dans le grou|ie A, formé par celles des substitutions de t^qui sont abéliennes propres. Cela posé, désignons en général par 0,„ l’ordre d'un groupe résoluble et général, contenu dans le groupe abélicn de degré a®" : on aura, suivant le mode île construction du groupe dont il s’agit,
O, = i.3.(a’— i), (2 -I- i)3'.i.a’.3!(î -t- 1), ou 1.2. 3[2(i -i- i)J*:
O, = 4(a’-(- 1). ou 1. 2(2(2 + i)]’î 0. = 2(2-i-i),
et suivant que dans In formation du groupe (;^il faudra employer un, deux ou trois groupes auxiliaires primaire.s, l’ordre de <^ sera égal à (/> — i)u®0,, {p — i)a*0,0, ou (/? — i) a'UjÜjO,. D’ailleurs a est non résidu quadratique de p; donc a pourexposant i , et l’ordre de A sera siinplcineiit a“U,, 2®0,0j. ou a'OjOjO,, Soit d’ailleurs u l’ordre du groupe formé par les corrélatives des substitutions de ,V: l’ordre de ,V sera égal à u, multiplié par l’ordre a' du groupe formé par celles de ses substitutions qui ont pour corrélative l'unité. De même l’ordre de K sera égal è «,«, u, étant l’ordre du groupe formé par les corrélatives des substitutions qu'il contient, lequel divise évidemment «, et o l’ordre du groupe formé par celles des substitutions de K qui appartiennent è Ç.
Or il résulte des valeurs données pour les ordres de K et de A que l'm-
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(li'c <le K c^>l divisible par a', et <)uc celui de A n'est pas divisible par une puissance de a supérieure à a"*. Donc le rapport de ces ordres, et a fortiori
cbactin des deux entiers ^ dont ce rapport est le produit, contient a à
la seconde puissance tout au plus. Donc o est au moins égal à a‘. Mais soient U = UgU,, U'= U‘„Lr,,... les substitutions de <i’ qui appartiennent à K, et dont chacune est évidemment le produit de deux substitutions partielles appartenant respectivement à F, et à F,. Nous avons vu (816-818) que le nombre o de ces substitutions ne peut dépasser iC; il ne peut donc être égal ou supérieur à 3a.
820. Supposons maintenant que contienne quatre indices. Son second faisceau se construira en ajoutant li son premier faisceau quatre substitutions formant une ou deux doubles suites. Si elles n'en forment qu'une, son premier couple aura pour caractéristique une puissance de K’-i- 1 (670); ce qui ne peut avoir lieu comme on l'a vu que si le groupe auxiliaire qui sert à couslruire .(^cst de seconde catégorie, et tel, que le nombre des indices de chaque série, multiplié par celui des systèmes, est impair. Le nombre total des indices dans ce groupe auxiliaire étant /|, ils formeront un seul système, contenant 4 séries; l'ordre ü, de ce groupe auxiliaire sera 4 (a’ -t- i) cl celui de .(^sera {p — i). 4 (a* -t- i).
Il reste à considérer le cas où ces quatre substitutions considérées formeraient deux doubles suites. Mais il est impossible. Kn effet, les deux groupes auxiliaires dont dépend étant d'ordre a’, seraient de seconde catégorie : et dans chacun d'eux, ces deux indices ne pourraient former qu'un système, contenant deux séries, contenant chacune un seul indice. Le produit du nombre des systèmes par le nombre des indices de chaque système serait donc égal pour chacun de ces groupe.^ au nombre impair i. Donc chacun des deux couples sk, : si.', qui forment les deux doubles
suites aurait pour caractéristique une puissance de K' + 1, résultat absurde; car le nombre des couples de celte espece devrait être pair (670).
821. L'ordre du groupe A formé par celles des substitutions de i;^qui sont abéliennes propres sera donc égal à 4(a’-f- i)t, t étant égal à i ou k-a suivant i|uc .Q^a pour exposant i ou a, c'est-k-<lire suivant que a sera ou non résidu quadratique de p. Or F„ contient a(/> — i) substitutions abélicnnes propres s'il est de première catégorie; a(/> -t- i) s'il est de seconde; a4r s'il est de troisième. Le groupe formé par ces substitutions est contenu
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iliiiis dgiir son ortlie iliviso cpliii du A, et ne peut être divisible pnr 'i. Dune 1', est de preiuière ou de seconde calcftorie; de même pour F,.
Or si F, est de première caléf;orip. on aura sans (|uoi on tomberait ilans un des cas exclus;, d’où — i J(î. Si F„ est de seconde catégorie, on aura par la même raison /Jj S, d'nù/> -t- 156. Les premiers faisceaux de F„ et de F, combinés ensemble donneront donc un groupe contenant au moins F>.6 substitutions abéliennes propres échangeables entre elles; lequel groupe sera contenu danst^: résultat absurde; on voit en-effet comme au u"752, (|ue l’ordre maximum d'un groupe contenu datls <^et formé de substiliiijons échangeables entre elles est aix’ = 3a.
Stcosn cas. — I, indécomposable de première catégorie
Soient v' le nombre des séries de chaque système de L, p’ le nomhre des indices de chacune d’elles. Ou aura p = ip'v', ce qui montre (|ue p.' et v’ sont des puissances de a.
Soient donc A,, B,,...; A',, B’ les doubles suites qui, jointes à F.
premier faisceau de L, reproduisent son second faisceau G; deux substitutions d’un même couple seront éciiangcablcs, à la substitution ù près, (|ui multiplie tous les indices par — 1, et dont les puissances forment premier faisceau de tl- Le groupe G d’ordre t) a ses substitutions
abéliennes propres et échangeables entre elles aux puissances près de 5, et sera évidemment contenu dans J, et par suite dans .Mais ne contient aucun groupe de ce genre dont l’ordre dépasse ap’. D’où la relation
a//’ = p'>(p’'— 1), ou -t.
D’ailleurs p’’ >4 (616); il est impair (659). et ne doit pas être supposé égal à 9 ni à 35 (70F). On aura donc p''= 7, 5 ou 3*.
823. Soit p’’=7. Supposons pour fixer les idées que second fais-
ceau de s’obtienne en combinant à la substitution 0 deux doubles suites ,A,|, ifti, ,Vj, lis,, u',, i&j,. L’ordre de G est égal a
Gp'“= Mais d’autre part il est égal à OwO'oc'.a, O, •<), ()', <a' étant
dcHnis comme au n” 752; donc l’un des nombres Oot. O'w', par e.xcniple 0'«, sera divisible par 3.
Cela posé. Ou est l’ordre d’On groupe K de substitutions échangeables entre elles, et contenu. dans un groupe résoluble et primitif de degré
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t?52) (on a ici sî a), cl O, (o sont les ordres des groupes partiels K,, K, respectivement formés par celles de ces sulistilutions qui sont linéaires sans termes constants, cl par celles qui accroissent les indices de siinj>lcs termes «onstants. Ur u divise a’S ordre du groupe formé par toutes les sulistilulioiis qui •accroissent les indices de termes constants. Donc O est divisible par 3, et K, contient une substitution S d'ordre 3.
Ramenons celte snbslitntion à sa forme canonique par un cliangemenl d’indices indépendants. *ioit .\, l’un des indices qu'elle altère; elle le multipliera jtar une racine plitnitive m de la congruence m’nï: i (mod. a ), laquelle dépend d’une congruence irréductible du second degré, a’ étant la première des puissances successives de a qui, étant diminuée de Tunité. donne un multiple de 3.
Les substitutions de K. étant échangeables à S, s'obliennetU en combinant ses puissances à des substitutions qui lai.ssent invarialjles .V, et son conjugué Y,, et dont le nombre est au plus égal à a’‘“’. Car s’il dépassait ce nombre, ces substitutions, jointes à celles qui accroissent X,, Y, de nombres constants sans altérer les autres indices, feraient un groupe de plus de a" substitutions écbangeabics entre elles, ce (|ui est absurde. Donc O'o sera au plus égal à 3.a“‘~’. D’autre part O'w' est au plus égal à a’", par
suite OwO'w'.a sera au plus égal à Gix’.a”’. Mais il est égal à on aura donc
Üw' = 7''’.
Cela posé, on voit, comme au n“ 758, i|ue ces égalités ne peuvent avoir
lieu qu'autant que les doubles suites B ; A',, B', appartiennent
à !(' : et l'on pourra considérer (j comme dérivé de la combinaison de 5,
H ; A‘|, B',,...;... avec un dernier couple .u, *.
I.a substitution g d'ordre G dont les pui.ssanees reproduisent F. appartenant il 4^, sera permutable à <)'; mais elle est échangeable à A,. Bj,...,
B',, Donc elle est permutable au faisceau (.t, *; formé par cellt“s des
substitutions de qui sont écbangeabics aux précédentes, lîlle transformera donc .t.. 1)!. en substitutions telles que [si, 1^,7, d étant
égaux à O ou à I, et sali.sfaisant h la relation a'} —fi'/ s=i (mod. a;J. (.'elte relation exige que l’un des nombres «, [i, 7. 5, soit égal à zéro. Ce ne peut être fi ni 7: car si l'on avait 7 = o, par exemple, d’où â = 1 , g* serait échangeable à .w et à u!>, et par suite sè réduirait à une puissance de 0, ces puissances étant les seules .substitutions abéliennes propres qui soient
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(■('liaiigf:ilili's il lu fois à toutes les suiistiliilions île!?. On durait donc i , irsullat absurde, ^ étant d’ordre (>.
Soit doue pour fixer les idées ^ = o : a sera égal à i, sans quoi g‘ serait encore éclinngeabic à .v et à us.. (>ia posé, les transformées S'.v* et 5',i. de V et de m. par g doivent avoir même caractéristique que ,u et il faut pour cela que .v et iib aient pour caractéristique une puissance de K’ -t- i .
Or la double suite A,, B ; .V,, B’,, .1., qui sert à la forma-
tion de ff doit contenir un nombre impair de couples qui aient pour caractéristique une puissance de K’ -4- 1 (670j. Donc le nombre 9f des couples
de la double suite A,, B A',, B' qui jouissent de cette propriété
est nul ou pair. Mais alors, pour éviter de tomber daii.s un cas exclu (707), il faut admettre ()ue J contient une substitution qui multiplie les cxpos.mts d’écbange par un non lésidu de 7. Or ^|^ne contient aucune semblable substitution, 2 étant résidu de 7 (671 Donc c ne peut contenir J.
82i. Suit entiii // = 5. Les doubles suites A,, B ; ,V,, B',,...;... peu-
vent être remplacées dans la construction de I, par d’autres doubles suites C,, D,,..,; C, , 1)',,...;... telles, que chacun des groupes (Cj, D,,,..). (C,, D', soit permutable il toutes les substitutions de L (705); et l'on pourra déterminer dans J une subslitulioii A' qui soit écliangcablc
à (.il, D ; C,. D', et qui transforme la substitution g, dont les
puissances reproduisent F, en 5g. Cette substitution, jointe .à celles de G, donne un groupe H qui contient 0 et dont les substitutions sont abéliennes propres, et échangeables entre elles à 5 prés. Or supposons, pour fixer les idées, ipic !? résulte de la combinaison de 5 avec deux doubles .suites .u,,
ui>,,..., ,1.4, ut,-; .u',, vü' ittijr. L’ordre U de H sera égal à OwO'w'.a,
O, <a, O', fu' étant défiuis comme précédemment. On a O'ta'^ a’*',
d’où aft*. Mais li = api'’(7»'' — 1) = 2g’. Donc 0« = a’*, O'u' = a'^’; relations qui ne peuvent subsister que si « et ta' sont > 1 (728). Donc runo au moins des substitutions de U, autre que les puissances de S, appartiendra au faisceau (,u’, , tis' }.
Si g appartient à l’un des faisceaux (x,, ut>, ,...), (.C,, W, ,...), un peut admettre, par raison de symétrie, que ce n’est pas au second. Cela posé, les substitutions de II sont de la forme g’Ji,"C{‘ DÎ'...C/' D',**..., s variant de o
à 3, et /, y,, d, y,, de o à 1. .Soit T une (}e ces substitutions, autre
que les puissances de 6 et qui appartienne au faisceau (.v',, ift.', ,...).. I.es exposants y,, d y,', d,,... ne peuvent être tous nuis. En effet, s’ils l’é-
taient et que t le fût également, T se réduirait à une puissance de 5 — g’,
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ronirc l’Iiypolhëse, ou à une puissance de 6 multipliée -par g‘, et le faisceau
(■<•'1'* ) cnntiendrait g, contre rhypnllièse. Si l’on avait au contraire
1=1, d’où T = g‘A', nous avons vu (764-765) que J contient une substitution P qui transforme A' en r étant impair. Comme elle transforme d’ailleurs g en 5"^, m étant égal à o ou b 1, on aura
Or C, appartenant h J et « fortiori à , sera permutable à ebacun îles deux faisceaux II et (.t,',, Donc 'T‘‘.G~'Tp, cl par suite g, sera commun
à ces deux faisceaux, contre l’Iiypotbése. ' ■ , ■ ,
Soit donc y,, par exemple, ^o. Le groupe J étant évidemment permutable aux substitutions de I., l’une au moins IJ tie scs substitutions sera écliangeable à (', , D',,...; C,, D", sans être échangeable, aux puissances près de 0, ù Cj’ (la démonstration est toute semblable à celle du n° 733, on doit seulement changer les lettres M, A, B en J, (’,, D). D’ailleurs U est permutable à II et ’a (5, .1.’,, iS.’, la substitution T”'. II~' TU = ï|, laquelle se réduit à la forme D{... sera donc commune à CCS deux faisceaux. Soit maintenant V une autre substitution <le J, qui ne soit pas échangeable à 0,0)... aux puissances près de 5. Comme elle transforme ^ en g' ou ^g, la substitution T7'V"‘T,V appartiendra au
faisceau (C,. D ). Cette substitution, et scs transformées par celles de J,
lesquelles reproduisent tout le faisceau, seront communes aux deux fai.s-
ceaux II cl(-v.',, ni' ); et l’on pourra supposer la double suite -U,, ni’,,...
choisie de telle sorte que ses c premiers couples soient C,, D,,
Poursuivant le raisonnement comme au n" 758, on voit que le faisceau (.1', , irt.', ,...) peut être considéré comme dérivé de la combinaison de 0 avec une ou plusieurs îles doubles suites de G.
825. Supposons, pour fixer les idées, que G contienne trois doubles suites, dont la dernière ap]iartieune seule au faisceau (.i', , ni', Le nombre u étant >1, l’une au moins des substitutions g"’ A''Ci' Dj'... D',*^‘... du
faisceau <è dérivé de g. A', C,, D C, , D’,,... (autre que les puissances
de 6) aura pour première corrélative l’unité; et comme elle est échangeable
à C|, D',,... = .U,, ni’,,..,, elle appartiendra au faisceau (-t.,, ni j.
Nous allons maintenant prouver <|ue cAacune des substitutions g, a', C,; D|,...,t;’, , Mi appartient au faisceau (a-,, ifti,,...). 1
I® Supposons d'abord ipie le groupe M formé par les substitutiuos com-
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■mines aux faisceaux 9 et (.v,, tii. ] conlienne une substlluliun T, où l'ex-
|insnnt i ne s'annule pas. Soit, pour fixer les idées, T =^'iR'Q‘. On voit, i.umine au n“ 82i, que parmi les substitutions de 1 qui sont échangeables à g, C, , I)',,..., il en est une au moins, U. qui n’est pas échangeable à Q' aux r pii’.s. La substitution T' = ï"'. U“' TU, apparieiianl à la fois à 'P et à (.A.,, SL,,...), appartiendra ù Y, et se réduira à une forme telle que g’’'U; I),*.... Soit de même V une substitution de J qui ne soit pas échangeable à T’ aux K près. Le groupé <l> contiendra la substitution T V = T",
et ses transformées par les substitutions de J, lesquelles reproduiront tout le faisceau (G,, D, ,...). Ge groupe, contenant T et G,, contiendra g' . D'ailleurs J contient une substitution 6 échangeable à ^et qui transforme' R' eu T étant impair (765): et <P contiendra (g’.R,')-'
Il contient d'ailleurs = GY* Dp'G, ü, : donc il contiendra g\ donc il contiendra g~‘ . g' a' ■= .
Gela posé, on peut admettre que la double suite .v,, ait été choisie
de telle sorte que ses premiers couples soient formés par les substitutions .ft', gA' 1 G,, D,,...; et l'on verra, comme au n“ 758, que le faisceau
(,V,, ci. ) contient les substitutions (',, I)’,,... qui, jointes aux préeé,-
■lentes, termineront la double suite. ,
826. a° Supposons au contraire que l’on ait t = o dans toutes les substitutions de H'. Nous allons voir que cette hypothè.se est inadmissible. Faisons correspondre aux substitutions A,, iR. -.1.5, cL, les suivantes
rt, = |a.. »- X, -I- I, y,,. . ; 1, A, = ]x„ ,r a-„ y, -t- 1,. . . J, . . .j
et soit H, le groupe auxiliaire relatif à la double suite A,, SL, cl qui
sert à la construction de ses substitutions seront hypoabéliennes, et de la forme suivante
I >•„ . . . n', X, -P c\ y, 4- ... , II', X, -(- if , y, 4- | ,
et jointes au groupe 11, dérivé des substitutions a,, 6,,..., elles formeront un groupe H résoluble et primitif.
Le groupe A, formé par les premières corrélatives des substitutions du <1>, joint au groupe A, formé par celles des substitutions du faisceau (a,, A,,..:) qui correspondent aux substitutions communes à 4> et à (a,, in>,,...) formera un groupe A d’ordre contenu dans H, et dont les substitutions sont échangeables entre elles. . . '
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Ramenons le ^ruu|ic Ilg à la forme type par un .choix convenable tl'inilices; el supposons que les nouveaux indices se ri^partissenl en X systèmes (un couples de systèmes) S,, S,,... contenant chacun av séries, contenant chacune fi indices. • .
827. groupe /i« ne cunlienl aucune substitution, qui déplace les systèmes (couples de systèmes). Supposons en elfet que ces substitutions permutent
entre eux les m systèmes (ou couples) S S„. L’ordre O de /» sera égal
à mu, U étant l’ordre du groupe h' formé par celtes des substilutious île h qui ne déplacent pas ces systèmes, et dont chacune sera de la funiie V,...V„\V, Vp étant une substitution qui n’altcre que les indices de S^, et W une substitution qui n’allèrc que les indices des systèmes autres que S
Soient k le groupe dérivé des premières substitutions partielles V,, V‘, ,...: U, son ordre. Ces substitutions, jointes à celles tie II, qui laissent invariables les indices de S,, fornrent un groupe de substitutions échangeables
entre elles. Mais le uoiiibre de ces substitutions ne peut dépasser a’' : donc 'O, est au plus égal à On a d’ailleurs évidemment = oi, étant
l’ordre du groupe J formé pur celles des substitutions de h qui laissent invai'jables les indices de S,. Ces dernières substitutions, étant échangeables à celles de qui permutent ensemble S,,..., S„, laisseront invariables les indices de tous CCS systèmes, et se réduiront à la forme \V. lin les joignant à celles des substitutions de II, (]ui u'altèrent que les indices de S,,..., S„, on ■nura un groupe de substitutions échangeables entre elles, dont l’ordre 'iij.a”"!*’' ne peut dépasser a”; done !u, < O = mfi),tuj^ma“'"*'"’'' '‘''
sera ■ ' a% contrairement à l’hypothèse.
828. Le groupe IL ne peut être de première catégorie. En effet, on aurait a' >.4. d’où v>2 (616j, et l’on verrait, par le raisonnement qui précède, i|ue A, ne contient aucune substitution qui permute les systèmes d’un même eouple. S’il contenait des substitutions permutant les séries d’un même systi'me, il existerait (722) un groupe de sulwtitutions éehangeabjes entre
elles, contenu dans H, et tlont l’ordre 2'“* ; O (3 étant un diviseur de v)
serait >0 = a’S résultat absurde. Enfin s’il contenait une substitution altérant les indices d’un système sans déplacer les séries, il existerait (723-727) un groupe de substitutions échangeables entre elles, contenu dans H, et dont l’ordre serait >0, résultat absurde.
Si 11, est de seconde catégorie, on pourra raisonner de même, en remar-
DF. U RÉSOLUTION PAU KADICAUX. LIT
(juaiil 8culmncnt que le nombre des séries de eliaque svslème n'esi plus v, mais IV : et l’on verra : i“ que A„ ne peut eontenir de sulrsliliition (autre que Tunité) qui déplace les séries (|ue si l’on a v— i; a° qu’il ne peut en aucun cas contenir de substitution qui altère les indices d’un sysièuie sans en déplacer 1rs séries.
829. Soit maintenant T une substitution de A,, dilTérenle de runilé; sou
carré, ne déplaçant plus les séries d’auenn des syslèiues S se réduira à
l’unité. Soient d’ailleurs S, l’un des sy.slèmcs dont T déplace les séries: jr, ■v',... les indices de la première série de S,; y',... les fonctions des in-
dices de la seconde série que T leur fait succéder : T remplace réciproquement y, y'.... par T, x',...; et pour qu’une fonction des indices de S, reste inaltérée par celte substitution, il faut évidemment qu’elle soit de la fornn^ n(a:-t-y) -t- «'(x'-t- r') -l-.... Donc les fonctions qui jouissent de celle propriété SC ramènent à a fonctions distinctes.
Cela posé, la sub.stiluliun T e.st le produit de deux subslituliuus parliellcs, ilont l'une, T,', altère les imliecs de S,, l’aulrc f ujléranl lesanircs indices. Remplaçons les indices de S, par d’autres indices indépendants .\, V, X', Y',... choisis de manière à ramener T, à sa forme canoni<|ue
et soient z, z’,... les indices des autres .systèmes. La substitulion T prendra une forme telle que
Ia“s substitutions de /i, rcsullent de la combinaison de T avec des substitutions ([ui lais-sent invariables les indices de .S,. Car .soit U rnne d’elles; l’une des deux substitutions l), T"' U, ne déplaçant pas les séries de S,, n’altérera pas les indices de ce système. Il résulte de là qUe les substitutions de fl résultent de la combinaison de T avec des substitutions qui accroisscnl simplement X, Y, X', Y”,... de termes constani.s. Ces dernières snbsliiiitions, étant échangeables à T, se réduiront à la forme
I X. V, X'. Y' Z. Z'.... X - sr, \ . X'-^ /(î, î',...). / (I, î'... I,
et les coefficients a, a',... étant en nombre jx, l’ordre () de A sera an pins égal à a.afli, 12 étant l’ordre du groupe formé par celles de ses substitutions qui n'allèrcnt pas les indices de S,. Or ces dernières .substitutions, jointes à
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rellfï de II, ijui u'allerejil que les indices de S,, dmiiieiil uii gruupe de sul>siitutions êcliangealdcs cnlre elles, cl d'ordre a’*" il. (À‘l ordre ne puuvani êire supérieur k O, on aura ijt = i .
C.haeun des sysli'ines S,, Sj,... contiendra doue deux indices. On pourra reui|daccr dans cliacun d'eux les indices imaginaires par deux indices réels tels, que les exposants d'échange mutuels des substitutions correspondantes soient congrus k i ainsi que leurs caractères, et l'on peut admettre que ces nouveaux indices se confondent respectivement avec x,, j,; ar„ v,;... (0.58 .
830 . I .es substitutions de A, résultant, d'après ce qui précède. île la combinaison de T avec le gtoupe-A'„ formé par celles de ses substitutions qui n'altèrent pas les indices de S,, son ordre w sera égal k au', u' étant l'ordre de A'„. Soit Sj un système dont les substitutions de /i’^ permutent les séries; on aura de même ù' = au", u" étant l'ordre du groujie A', formé par les >ubstilulions de ho qui n'altèrent pas les indices de S, ni de S,. Continuant ainsi, on voit que u i*st au plus égal k a' = a*= a’”'*’*'. Or les substitutions de la forme §■'. -R '' C;' DÎ’... C,^> D', où i est égal k o ou k i, sont en nombre Donc parmi ces substitutions, il en est au moins a®"®'*’,
i. 1',... ayant une même corrélative; les substitutions i, 2^' 1'
qui sont de la même forme, auront pour corrélative l'unité; donc, par bypitibè.se, l'exposant i y sera nul (826).
lies substitutions seront de la forme en posant pour abréger
v>, = -vJ’ a!,?', ■C'a = .1 ;■ St-Î' Soient donc Si’y», v',- ■<:'', ces
.-nbstitutions. Chacune des substilutions partielles V,. ly',,. ......
sera dérieie de g, C,, D,,..., C, , D', Ko effet, ces substitutions partielles,
éiaiil échangeables entre elles k 5 près, forment avec 6 un groupe résoluble K. De plus, ce groupe est permutable aux substitutions de J. En elTel, soit V) l'une quelconque de ces dernières substitutions : clic est permutable,
d'une part au faisceau {.t,, i«. ) (car elle appartient k .(^),’d'autre part
au faisceau {g, C,, D,,..., C, , D',,...). Elle transforme donc les unes dans
les autres les substitutions 9^ y)', communes k ces deux
faisceaux. Soit par exemple
I l est échangeable k 5; d'ailleurs, soit S, le système auquel sa première corrélative L' fait succéder le système S, ; o transformera évidemment les substitutions dérivées de.v,., is.,. en substitutions dérivées de .c„ iis,. Supposons
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PD particulier que U fasse sucréiler S, ii S, : la relation (al) dounera
D— . . . V'-' vr'... V'.
relation dont le premier inenibre est dérivé de -t,, sb,. et le second menilin*
de .A,, s!>,, .1,,, «ib, Ils ne peuvent donc être égaux que s’ils se réduisent
tous deux à une puissance de On aura donc une égalité telle que
V',‘ ' A'~' A''. A’ =• 5'. «l’où A’-' A*. VI - 5' é'',.
Donc la transformée de l’une quelconque V, des substitutions de K par vi appartient à K.
î^‘ groupe :k dérivé de la combinaison de K aver- J sera résoluble (')27,. Son premier faisceau j contient F. En clïet, F a scs substitutions écbangcabics entre elles, et il est permutable aux substitutions de J. Il l’est de plus à celles de K. Soit en effet ti une substitution de F; elle ne déplace aucun des systèmes S,, S,,...: de plus, elle est échangeable à SfX'.V'j.... On en déduit, par le raisonnement t|ui précède.
XJ7're‘\:', V) = V'.... v>-\V--vi— i'.
Donc Vi est échangeable à V' aux puissances près do 0. De même V:,....
Cela posé, soit A un groupe résoluble et général parmi ceux dont tes substitutions sont abélicnnes, qui contiennent .•K cl dont le piemier faisceau contient f. Il sera de première ou de seconde catégorie, et coutienilra J; <lonc il'Se réduit à 1,(760-813): et ne, ayant ses substitutions abélicnnes
propres, sera contenu dansi. Donc J contient xi,, X), X'',, Xi’,... ...... Ces
substitutions font partie de son second faisceau. En effet, nous avons vu qu’elles sont échangeables aux puissances près de 0 aux subÿilulions de F.
On verrait de môme qu’elles le sont à C,, D C, , D', Quant à (7,.
D'i ,...= *’ elles leur sont échangeables. Donex',, par exemple, est
delà forme g'.R"C,'' DÎ'.,. D',**.... D’ailleurs /=o, par hypothèse ^826 .
831. L’un au moins des exposants •/,, J 7,, d', ,... diffère de ïéro
dans l’une X*, des substitutions (autres que les puissances de 6) communes aux faisceaux (.V.,, y»i. ) cl (^, C,, D,,..., C,, D, ,...); car ces substitutions sont en nombre supérieur à celui a’ des substitutions de la
forme g‘. Soit par exemple 7, <o. On voit, comme aux n"’ 733 ou 824, que parmi les substitutions de J qui sont échangeables à g, C,, D',,..., il en .existe une au moins U qui ne soit pas échangeable è C(’D,‘'.... La substitu-
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lion U apparliendra à la fois aux deux faisceaux (.L,, el
(C,, D, et scs (ransfunnccs par les subsliiuliuiis de J appartieiidrunl
|'•^aleIHenl à (.1.,, «! ), et d’autre part elles reproduiront tout le faisceau
D, Donc les substitutions de ce faisceau sont contenues dans le
(;ruupe M’ = (5, x">,, v', , V’', ); et ec groupe contiendra au moins
une substitution D, qui ne soit pas ecbangeable à t?,. Celles des substitutions de ce groupe qui sont échangeables à loutes les autres se réduisent donc à lies puissances de g, et seront des puissances d’une seule d’entre elles.
8.32, Cela po.sé, supposons que les substitutions par exemple,
UC se réduisent pas toutes à l'unité, p étant un entier constant arbitraire. Klles sont de la forme Si elles ne sont pas loutes identiques à lÿp,
leur combinaison reproduira le faisceau (.1^, ifcf), lequel se trouvera par suite contenu dans 8 . Dans le cas contraire, \‘>p sera éeliangeable à toutes les substitutions de M et se réduira il une puissance de g. Soit maintenant r un entier autre que p. Si \\ diffère de l’unité, X'p el \\, n’étant pas les puissances d’une même substitution, ne peuvent être échangeables à la fois aux substitutions de 4 . Donc l'une nu moins des substitutions v;>', ,... dilTere de V',; et par suite 4' contiendra i ,, ai,,. Donc les substitutions de 4' résultent dans tous les cas d’un certain nombre de couples ,i„ A,,... de la double suite -v., , »ï,,; -L„ vv,;..., seuls, ou joints à une puissance de g, telle que V'p. Cela posé, 4' contiendra toutes les substitutions des deux doubles suites C,, D, C, , D' Supposons en effet qu’il contint seulement celles de la double suite C,, D Le groupe 4' s'obtient d’une part
en combinant une puissance de ^avec les substitutions C,, D ; d’autre
part en combinant celte même puissance de g avec certains couples .tv*,, «■••y*».-..; -V;. 4^. Donc les substitutions dérivées de ces couples reproduisent,
aux puissances près de g, cbacunc des substitutions C, , D Soient
g''^';t ^*'D,,... les substitutions qui résultent ainsi de la combinaison de VV+» aVs, et qui réciproijuemcnl, combinées entre elles, re-
produiront ces dernières substitutions.
Soit ‘P' le faisceau dérivé des substitutions g, C, , D’, ,..., Jl'Cîf' Df'...: ses substitutions, en nombre a”"'*’, sont échangeables entre elles, et aux
substitutions ,Vy+,, ia>y+j -ij. as.,. Leurs premières corrélatives seront
ilonc échangeables entre elles, et laisseront invariables les indices xy.,,,
Vy+j X,, jj. L’ordrp du groupe qu’elles forment est au plus égal è a®'"’’'
(830j. Donc V a 2"'*' substitutions au moins contenues dans le faisceau (.1,, A,,..., .v.y.n , iRy*,). Ccs substitutions sont toutes de la forme.
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1)',^' ... D',®'..., ou comnic t=o, [uir liypu-
tliéM', (le la loniie I)', *■.... Dans l'une au moins d’enlre elles, un
(les exposants y,, 5,,... .sera ‘'I le faisceau (a.,, \fi. e,-*,)
eonliemlra toute la doulde suite C, , D', contrairement à l'iiypolhi'se.
S33. Cela. posé, on voit, eoiiMiic au numéro préc('“(lcnt : i“ que tous les
couples .t,,, L,, «S-, sauf le premier, sont dérivés de sulistitulions
de.s formes c,, D,,..., gi"' C, , g''’ I)',,...; a" ([ue le groupe ‘t’" d’ordre
3*, dérivé de g et de A' = .’il'C7‘ Df'...C,’' D', a a* sulisiitutiuns communes avec le faisceau (a,, «!,,]. Ces substitutions se réduiront aux puissances de g\ réciproquement g et ses puissances, au nombre de (juatre, appartiendront à T.
Ce point établi, le groupe {.v,, Di.,,...) ré.sulte de la combinaison de,
C,,, D C'|, D' avecune nouvelle substitution écbangcable'à C,, I)
a,, D' et qui transforme en Og. Cette substitution est égale à S'.ii',
s étant une substitution abélienne propre, échangeable à g, C,, D (T,,
D‘, ,..., et par suite se réduisant à une puissance de g, telle (|Ue g^. Donc f contiendra contre rhypoibè.se (826) la substitution g^A'.
8,3i. Faisons maintenant correspondre aux substitutions g, A', C,, D,
C|, D',,... dont le faisceau (a,, »b,,...) est dérivé, les suivantes :
puis à cbaque substitution de t;, qui transforme g, si',... en (i*g“'A‘'‘- .., donnons pour corrélative la suivante : •
1,'ensemble de ees corrélatives formera un groupe, que nous désignerons
En particulier, les substitutions de L étant permutables au faisceau
(C|, D, C, , D' ) et échangeables à g, leurs corrélatives .se rédiiironl
à la forme
Elles forment d'ailleurs un groupe I., contenu dans tl». Si dans rexpres.sion
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>li:s sulistituliuns (le Lg on effaçait le prcniier couple «l’indiees x„, on • obliendrail un iiuiivuaii groupe L'„, d’ordre 2'’**, le(|uel sc eonlbiidrait évidemment avec le groupe complexe (|ui résulte du la fusion en un seul des deux groupes auxiliaires primaires /, /' qui servent à la conslrurlion de I., et currospondent respectivement aux deux doubles suites C|, D ; b',,
Soit J'„ le groupe qui est à L'„ ce (|ue J est à I. dans la lin de répom^é du ibéorème C (715). Ce groupe est contenu dans le groupe analogue au groupe I du n“ 765. (xlles des substitutions de J qui correspondent à celles de J'„, seront donc ccbangeables à A', aux puissances près de ’ = S (765). Clics ont donc pour corrélatives dans 4^, des substitutions pour lesquelles r„ = O, cl ([iii formeroni un groupe, que nous appellerons Jg.
835. Cela- posé, admettons pour plus de généralité, que 1^, soit décoiupos;iblo. Si l'on changeait d'indices de manière à ramener à sa Ibrme type, les n'Ouveaux indices se partageraient en sysièmes (coujdes de systèmes) tels, que les fonctions linéaires des indices de l’un (|uclconque d’entre eux fussent remplacées par les fonctions linéaires des indices de 1‘un d’eux dans ' cbacune des substilutions de et a fortiori dans cbacunc de celles de J,.
Nous allons maintenant établir que l'un du systi'mcs .s, s',... de fomtions
linéaires dont il s'agit est formé des indices x,,. v,, seuls, ou joints ô .r,,y
Xk à X,*, , x,*„-, y,„. ou à tous ces indices à ta fois.
Uemplaçons les indices x,, y, x„ y, par d’autres indices indépen-
dants, choisis de manière à ramener / à sa forme type. Ces nouveaux indices se répartissent en général entre X syslèmes*tcou pies de systèmes)
2) _|, contenant chacun a y séries, contenant chacune /i indices, ).p.v étant
égal à O. On |^éut de même remplacer les indices x,.,,, y,n,... par d’autres indices choisis de manière à ramener /' ’a sa forme type, et qui se répartissent entre sysièmes (couples de systèmes), üj, contenant
chacun av' séries, contenant chacune fi' indices. Ces préliminaires posés, ou voit, comme aux n"’76!)-771, que l’un au moins des systimics s, «',... contient une function ç qui s’exprime à l’aide des indices Xo.y», cl des indices d’un seul système tel que 2,, .'irbilraircmcnt choisi parmi ceux dé la suite I*
Soit ? = -4- y, (Bj étant une fonction des indices de et y_ une fonc-
tion de x„, y,. Transformons f par celles des substitutions de J„ qui ne déplacent pa.s le système 2„. On obtiendra fi(2''— i) ou fi(a''-f-i) transfonnées 'differentes (76!)), suivant que l .sera do première ou de seconde
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calégoric. Oporant onsuUc sur ccs iransfonnées les substitutions «le «|ui
perniiitcnt 1rs systèmes 2 2x-it o" obtiendra un total do )fji(a''±:i)
transformées difTérenlcs, dont cliacune appartiendra à l’un des systèmes do fonctions eberebés. Or ces fonctions dépendent de / et des aX/xv indires «le 2,,..., 2i_,, dont le nombre est inférieur au leur (à moins qu’on n’ait ). = ;x = I et V = I ou a, cas d’exception sur lequel nous reviendrons tout à l'béure) : donc clics ne peuvent être distinctes. Donc deux au moins d’entre elles appartiennent à un meme système S; ce système contiemlra leur différence, laquelle ne contient plus que les iniliees «le 2,.
836. {'.cia posé, on verra comme aux n“* 739-740 «[uc les indices de cba-
cun des systèmes 2 2i_, apparticndrx)nt à l’un des systèmes s,
Supposons, pour fixer les idées, qu’ils appartiennent tous à l'un des deux systèmes s, Il pourra sc faire qu’étant combinés ensemble, ils fournissent la totalité des fonctions de ces .systèmes. .Vdmettons l’Iiypotlièse contraire, et supposons que S contienne une fonction de la forme n -t- if, n étant une fonction des indices de 2o,..., et une fonction des autres indices. Supposons que c ne se réduise pas k zéro, mais contienne les indices d’un système 2,. Soit s, le système qui contient ces indices (lequel sera égal à s ou à s') : J, contient une substitution (|ui ne déplace pas 2„, et qui cbange nr en une fonction dilTcreiite n'. Soit 8" le système qu’elle fait succéder k 8. La fonction sr'-i- ij«. qui appartient au système .s", serait la somme «les deux fonctions ts + ts' — c, appartenant k S et ,s, : résultat ab.sunle, si le.s trois .systèmes 8, »,, 8" ne se confondent pas en un seul.
Donc tous tes indices que contient la fonction a appartiennent k 8. Donc lui appartient. .Vdmettons que i}« contienne quel(|ii’un des indices des systèmes 2},..., 2).„v_,. Celles des sub.stitntions «le J, i|ui n’altèrent pas cette fonction ne déplacent pas le système 8; mais elles permutent entre eux tous
les systèmes 2« 2)i_,. Donc tous cc.s systèmes appartiennent k 8. De
plus les substitutions de J», rompinçant «'es systèmes les uns par les autres, laisseront le système 8 immobile. Les fonctions «(«, qu’elles font sui;céder k «{« appartiennent donc k S; 8 contiemlra donc lcs«lifférences «j» — et leurs transformées par les substitutions «le Jo. lesquelles reproduisent par ' leur combinaison tous les indices de 2),..., 2>,..x''-i,
Donc si 8 contient une fonction où figurent ces iniliees, il les contiemlra tous. Enfin il peut contenir une fonction 9 où figurent les indices Il
contiendra dans ce cas la fonction formée par ceux des termes de 9 qui contiennent ces deux indices. Mais il contient un nombre pair de fonctions
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(lisiiiicles : (loue il conliciidra une autre fonclion de a„. 3',,. el |wr siiile ces deux indices eux-mênies. , ' ■ ‘
Si R eonlient j'», y„ notre proposition est ftablie. Dans le cas eonlraire, il conlicmira tous les indiecs de 2,,..., Il existe un autre svstèmc,
Ri, contenant une fonction 9 .dans laquelle figurent les indices x,, y,. Soit 9 = 5T -4- ÿf. y étant une fonction de ces doux indiccs, et n une fonction des indiccs de s. Si b dilférail de zéro, J, contiendrait une substitution qui l’altère; soit b' -t- y la transformée de 9 par eetlc substitution, »j le systcine auquel elle appartient. La fonction b' -H y serait la somme des deux fonctions 9 cl b’ — B, qui appartiennent respectivement à ; résultat absurile, les trois systèmes », »,, ne se réduisant pas à un seul. Donc 9 ne peut contenir que x„, y„: el comme », contient au moins deux fonctions distinctes 9, 9', il contiendra x„, y„.
Supposons maintenant que les indices de Sx-o combinés
cn.semble, reproduisent en entier un ou plusieurs des systèmes de fonctions », »' Soient »,, les autres systèmes de fonctions, 9 = b -t-
une des fonctions de t» étant une fonction des indiccs de ü).,,
etij/une fonction des autres indices. Si b ne se réduisait pas à zéro, elle contiendrait par exemple dans son expression les indices de 1„, appartenant • pour lixer les idées au système ». Parmi celles des substitutions de J, qui n’altèrent que les indices de il en est une au moins qui altère b en la ' transformant en une autre fonction cr'. La différence u’—tz, étant entièrement formée avec les indiccs de appartiendra à ». D'autre part, la
transformée de 9, o' -4- appartiendra à un système »,, et sera la- somme des deux fonctions 9 et b' — b, qui appartiennent respectivement à », et à s, résultat absurde, », »,, »,, n'étant pas identiques. Donc b = o.
Cela posé, l’un au moins des systèmes »,, »,,,.. contiendra une fonction 9 de la forme bj -t- /_, b> étant une fonction des indices de et / une l'onclioii de Xo, y„. Transformons 9 par celles des substitutions de J. qui n’allèrent pas les indices de »; on obtiendra a”' ± 1) transformées différentes. Ces fonctions, dépendant de 1 -4- aVju'v' fonctions distinctes seulement, ne pourront être distinctes, à moins qu’on n’ait i, et v' = 1
ou a. Donc deux d’entre elles appartiendront à un même système de la
suite »,, » On obtient le même résultat en supposant i, v'= 1
ou a. Car chacun de ces systèmes contenant au moins deux fonctions distinctes, leur nombre sera au plus égal à la moitié v'-4- 1 du nombre des indices avec lesquels ces fonctions sont formées. Il sera donc inférieur à a''-4- 1 ,
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nombre Hcs Iransforniées de ç. Ce point établi, on l'.onlinuerp le raisonnement comme précédemment.
838. Reprenons maintenant le cas où l’on aurait ).ji = i et v = i ou a. Il faut supposer en outre X'^'=i et v' = i ou a. car tout est symétrique ilans nos raisonnements par rapport à X, ix, v, et X', fi', v'. En outre, on ne peut avoir y = v'; car les, deux groupes /, /' seraient semblables, et l'on tomberait ainsi sur un cas exclu. On peut donc supposer v=a, v' = i. Cela posé, la l'onclion 9 = Ha ^ **'*''“ 0=5 transformées différentes:
quant aux nombre des .systèmes s, .s',..., il ne peut dépasser v -t- v' -I- 1 = 4, moitié du nombre total des indices. Donc deux transformées appartiendront nécessairement h un même système, et l’on pourra continuer le raisonnement commi' tout à l'heure.
83'J. .Notre propo.sition étant ainsi établie, supposons, pour lixer les ^ idées, que le système !t qui contient les indices contienne en outre
.r,, v,,..., mais ne contienne pas Soient C et y les
groupes respectivement formés par celles des substitutions de et de J„ qui n’altèrent que les imiiees de s; I' devra contenir y. ^ •
Supposons d’abord Xv >• 1 . On verra comme au n“ 7711 que cliacjue substitution de <l>, premier faisceau de T, remplace les indices <le chaque système de / par des fonctions de ces seuls indices, et les in<lices -r,, v, par des functinns a, a-, -t- e, y,, -i- (/oV, de ces seuls indices.
810. La démonstration ne .serait plus applicable au cas où, X et' v se réduisant tous deux à l’unité, -s ne contiendrait que quatre indices x„,y„, f,, y,. Mais soit dans ce cas
ix:., y, tt,x, -y c,r, i a,x. •>- c,r,, b,x.-t il, y, \-b.x, c </,y, I
x„ y, n,x, ■+■ c',j, -y a\x, ~h c, r„ b',x, -r- if.y, -1- b',x, -e </',y, |
une substitution de il>. J, contient la substitution ■ .
• A = 1 .r„ y„ x„ y, x„ y„ A.r„ A'.Vi |,
où h est une racine primitive de la congruence 1 ^'niod. a). Celte substitution, appartenant à sera permutable à 4>; donc A*' i>A appartiendra à <t>, et- par suite sera échangeable à S, ce qui fournira les iti conditions
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.silivani)'» (a[ircs suppression de fadeurs eouslanis)
« , — Cl A',^- II, n, -+ c, 6, — II, II] SL- II, c, — c, d',’^ a, c, t- c, d, — c, d\ o,
d,d',-~ h,c\---^d,d, .!• b,c', ~ d, d\s^ d,l>\ — h,n',^, d, b, -i- h, n, — h,a\--o, n, r, —c\d\^a\it, I- c\h, — a\ d, s^d,a, -i- c\h, — <•', A', n',c, + c,d, — a', c',se.o,
d\ b\ — b\d,~ «/',</, 4 h',c, — d',d\^d',d, 4- h\c, — A', a, ~ rf’.A, -t- A', a, — d\ b',in o.
lût «litre, S csl abélicnne propre, et d’ordre' premier à a. H est aisé de véritier que ce système de conditions ne peut être satisfait que si b,, r,, d,. à„, A'„, c„', r/'„ sont tous nuis. On simplifiera cette vérification en remarquant que l'on peut profiter de l'arbitraire (|ui reste dans le choix des deux indices x,, y, pour faire en sorte que l’on ait a priori = o.
8 11 . Dune chaque substitution S de 4> transformera les substitutions l]^,,
correspondantes à x, et h/, en lï'.C^;, transforniées qui devront
avoir le même caractëi'e que les substitutions t'.^_. Or la substitution g ayant pour carré 9, sa correspondante (’.j., a pour caractère i. D'ailleurs le cas où rpn a at i=~o(mod. a) est exclu (705;. Soit donc :k=^ i . Les deux sub- Slitgtions et g.^' ont pour carré l’nnitê; les substitutions correspondantes t;,,. Gj.,Cy, ont donc zéro pour caractère. Donc pour que (’,;;G*;ait le même caractère que Cj., il faudra qu'on ail t,A,r— o, d'oùrf„~i mod.a), le
déterminant «, (/„ — é,c„, qui divise le déterminant de S, ne pouvant s’annuler. Donc les substitutions de 4> I, lisseront invariable l’indice i ,. Donc I' ne pourra être primaire; car ses substitutions remplaceront évidemment les indices tels que y,, que les substitutions de <I> n'altèrent pas, par des fonctions de ces seuls indices. .
I.’absurdité de ce résultat démontre notre théorème
812. Kn dernier lieu, soil// = ’V. Soient ,L,, * la double suite
simple ou complexe dont <7 est dérivé,
n, - I jr„ . jr, 4-i, y., A. = lj:„y *„.K, -t-
les substitutions correspondantes, dont le faisceau est permutable au groupe auxiliaire -.A , formé par les corrélatives des substitutions de Soient d'autre part g la substitution d'ordre 8o dont les puis.sances reproduisent F, premier faisceau de L; A,, B,...., .A„ B,; A',, b,,...;,., les doubles suites qui, jointes à g, forment son .second faisceau U. Les substitutions de G seront de la forme A’/ B'/'...; et si l’une de ces «tibsli-
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tutions, da7i$ laquelle l'un exposunis y, , S,,... par exemple ne soit pas nul, appartient à üi’, nn verra, par un raisonnement que nous avons déjà reproduit plusieurs t'ois, que les siibsliliilions du faisceau (A',, B',,...) appartiendront toutes à fî.
Supposons, pour lixer les idées, que A,, H, A„ B, n’apparliennent
pas à Ç. mais que les substitutions des autres doubles suites A',, B',,...;... appartiennent à ce faisceau. On pourra admettre que la double suite .u,, S!) ail été formé» de telle sorte, que st,*,.... se confondent respectivement avec .V,, B',,...;
Cela po.sé, les substitutions A,, B étant échangeables à A',,
B', et ayant pour ordre une puissance de a, les substitutions de A qui sont leurs corrélatives .seront échangeables à a,*,, 6,*, Étant d’ail-
leurs abéliennes, elles se réduiront b la forme
I X,,.,, yv+j y,*, f .r,, y*i, . . . , X, ( Xt, y*, , . . . , x,+3, yv^i ) I*
Enlin elles ont pour ordre une puissance de a. Donc il existe une substitution i = a'‘b['... dérivée de a,, b,,..., a,*,, 6,*,, qui leur soit échangeable à toutes (I86j.
La substitution iT= .1*' tiij'... sera évidemment échangeable à chacune
des substitutions g*. A,, B aux puissances près de 5; et l’on aura
T = T, Ai'’B|'..., T, étant échangeable à A,, B et transformant g' en
ou en Og' =g“.
Cela posé, L. et par suite J, contient la substitution ‘f (|ui remplacc'cbaqiie indice de I, par son correspondant de la série suivante, laquelle est abé-
lienne propre et échangeable à A,, B et transforme g en g'. Si T,
transforme g* en on aura T, T, étant abélienne propre et
échangeable à g^, .A,, B et, par suite, se réduisant à une puissance de^.
Cela posé, T apparlcnanl à ff, auquel les substitutions.de et en particulier g, sont permutables, il en sera de même de g~'Tg = g~'. résultat absurde, car g^' est d'ordre lo, tandis (|ue les substitutions de ç ont pour ordres de^ diviseurs de ,'|.
Donc T, est échangeable à g', et par suite se réduit à une puissance de g, telle que g^. On aura donc T = BÎ'...; mais T appartenant à f?, cette
<Ï>H r.lVRE OÜATRiftME
[claiion ne peut avoir lieu, par liypolhèse, que si y, = J, = ... = o, d’ot T = D’ailleurs T a pour oi*di'e un (liviseur de et ne se réduit pas à uni puissanee de donc T = ^'*“ ou g'"', et <?, contenant les deux sub
stitutions T et ÛT, contiendra
On peut évidemment supposer que la double suite A.,, st...... ait én
choisie de telle sorte que la première de ses substitutions, ,i.,, ne soit autn queg’““. I.es substitutions^*, .V,, B lui étant écliangcables, leurs corrélatives seront de la forme •
WIes ont d’ailleurs pour ordres des pui.s.sanecs de a. A fortiori, les substitutions qu’on en déduirait en supprimant les fonctions/', {j, ■ï'io»». V,o<.».
dont elles accrois.sent x, jouiront de cette propriété. Donc parmi lessubsti tutions dérivées de b,,..., il en existe une au moins u échangeable à ces dernières substitutions. Les corrélatives de g*. B,,...
seront évideniinent échangeables à u aux puissances près de a,. Soit C la
substitution formée avec comme u l’est avec h ; g'. A,, B,,..
seront échangeables à U, aux puissances près de x,=g^°. D’ailleurr. L'~'g^‘ L' = U“' A, U = .X, . doivent avoir même caractéris-
tiques que A,,...: ce qui exige que e, e',... soient pairs. Donc U csi échangeable à g*, ,\,, B aux puissances près de g'’ — $.
Lé point établi, on verra que U, connue tout à l’heure T, doit se rediiiri
à une puissance de g'" : résultat absurde, car U, dérivée de is. ne peu
être une pui.ssance de g'° = -v,.
8i3. Troisikme cas. — L indèiom/iosab/r dr secondr catégorie.
Soient a-/' le nombre des séries de L, f le nouihre d’imlices de ehactim d'elles. On iditiendra comme a'ü u° 822 la relation
• I ) ou 8-y’’“ I ,
laquelle n’est possible, étant impair et fi',—/ des puissances dé a, qu'en posant 3’, 3, ~y‘, '» ou 7. Nous allons examiniT successivement ces
cjis d'exception, • ■
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844. Soit d'abord p'' = V. Ou raisonnera comme au ii“ 823. Ici l’ordre de G est divisible par/)!. Donr K, cifnliendra une subslilulion S d’ordre 4'*
Ramenons la it la forme canuni(|iir. Soit X, l’un des intliees qu’elle allfere. Elle le multiplie par un facteur m, racine primïlive de la congruence #n*'^ I (mod.a), lequel dépendra d’une congruence irréductible de degié 20; car 20 est la moindre valeur de q telle que l’on ait 2* — 1 = 0 (mod. 40* Gela posé, K résullç de la combinaison de S avec des substitutions d'ordre 2, qui lui sont écbangeables, et qui, par suite, n'altéreront ni X, ni ses conjugués. On en conclut, comme au n" 823, que l’ordre de G ne peut dépasser 4i fi’. 2“”, ce qui est absurde, car il est égal à
845. Si />'’= 5’, on trouverait de même que l’ordre de G ne peut dépasser i3p.’.2~'’, résultat absurde.
846. Soit p'^ — 3''. Raisonnant encore comme au n° 823, on voit que les
doubles suites A,, B,,...; .A',, H',,...;..,, (|ui servent à former G, sont contenues dans S'. La double suite simple ou com|)lexe .L,, dont ce der-
nier groupe est ilérivé, peut donc être considérée oomnie formée des .substitutions .A,, B ; .A',, B',,...;... jointes à deux autres couples .t,, vl., et
U,, VS J
La substitution g est écbangeable à .A,, B,,...; .A',, B',,...;.... Donc sa corrélative y .sera échangeable aux substitutions
iiyfry. . . = I x„7„ . . x,.y„ /i-e ?3. • L
respectivement correspondantes à rtw substitutions; donc cette corrélative laisse invariables x,, y,,... et remplace les indices x,, y,, x,, y, par des fonctions de ces mêmes indices. D’ailleurs g e.st d’ordre 10 et g* = 6 est la première de ses puissances qui a|>partienne k Ç\ donc y est d’ordre 5. Remplaçons x,, y,, x„ j, par de nouveaux indices .X, Y, Z, li, qui ramènent y à sa forme canonique; on aura
, y = I X. V, Z, ü, a:,,. . . mX, m'V. m'Z, m‘li, Xj.. . .
m étant une racine primitive de la congruence m’ = 1 (mod. 2), laquelle dépend d’une congruence irréductible de degré 4.
Cela posé, soit ‘î la substitution (|ui remplace cba<|iic indice de la r -s- 1''’"' .série de I, par son conjugué de la série suivante, multiplié par la puissance f/ d’un facteur constant e, choisi de telle sorte que 'f soit abelienne propre.
i-liO LIVHK yi’ATHlÊME.
Celti; stibsliliition A*^ra l'■('haDg<■alll<‘ à A,, B,,...; A'j. B',,...;..., aux puissancps près de 5, el transformera g on'^*. Cette siibstiliitioii appartient évidemment à I, (elle a pour eorrélative l'unité dans rhaciin des groupes auxiliaires qui servent à ronstruire L ; étant abélienno propre, elle appartiendra à J, el a fortiori à et sa eorrélative II transformera 7 en 7’. On aura ilonc. Il =R’S. R étant la substitution qui permute rireulairemcnt les indiens X. Y, Z, U, et S une substitution abélieune (jiii les multiplie par des farteurs ronstants.
Cela posé, les substitutions dont R est la eorrélative multiplient les exposants d’écbange par des non résidus quadratiques de If ((i78-684) et celles dont S est l'a corrélative les multiplient par des résidus (676-677). Donc la substitution ‘f les multiplierait par un non résidu, re qui est absurde, car elle est abélienne propre.
Soit Le premier faisceau de 1. est formé des puissances
d'une substitution g d'ordre 8. Soient B,,...; A',, B' ;... les doubles
suites qui, jointes à g, forment son second faisceau (i. Posons C, =: g‘‘^'\,, I), D', B', . On voit, comme au
n” 703. que les exposants p,, p\, y,,...:... pourront être choisis de
telle sorte, que les substitutions de I. soient toutes permutables aux faisceaux (C,, D, (C,, ü',,...) Soit en outre ‘f la substitution qui reni--
plare les indices de la /•-+- série par ceux tie la suivante, multipliés par la puis.sance jf de la racine e. de la cougriieuce i :mod.7). La sub-
.stitution •Jf' = <£Cj''D{''. .. C,^' D’, , qui transforme ^ en g', sera échangeable à C,, D : C,, D' ;...; de plus elle est abélieune |)ropre; donc
elle appartient à L, et par suite à J.
Le faisceau (‘Jf', g'*, C,, D, C, , D', ,...) a son ordre égal à 8pi'*, et ses
substitutions .sont échangeables entre elles aux puissances près de la substitution $ qui multiplie tous les indices par — i . Et si l'on raisonne coiiime aux n'“ 824-841 (en changeant g, a', e en g^, •f', ^), on verra que ce faisceau se confond avec {,’, el que si = <1 (mod. 2), on aboutira a une absurdité en suppo.sant que contienne J.
Suit au contraire ocsi. Le groupe J renfermant, par définition, une substitution qui multiplie les exposants d’écbange par un non ré.sidu de 7, ne peut être contenu dans qui n’en renferme point.
848. Si = 3, on appliquera encore li-s raisonnements des ir* 824-841, en remplaçant ;(l' par <f .
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849. Soit enfin p'^ = 5. On élahlirn, cumnie au n“ 823, que ff esl Curmé (k-s (Inuble.s suUcs A,, B,,...;... jointes k un dernier couple il!..
delà posé, L, et par suite J, contient la substitution <f qui remplace cliaqiie indice de la r-4- i*'"” série par son conjugué, multiplié par e’' , e étant une racine de la congruence c* = — i (mod.5). Cette substitution <f, appartenant à .(^et étant échangeable à A,, B,,...;... transformera -t., si. en substitutions de la forme S'.i.’ss.f', fi'.!.''*®, s, t, et, jS, y, S étant des entiers égaux k O ou à t et satisfaisant k la relation «5 — (3y = i (mod. a). D’ailleurs <i’*, se réduisant k ô, est éebangejble k ,t. et k cl.. Il faut pour cela qu’on ait <7 = 5.
Supposons que l’on n’ait pas k la fois a = <f— i, ^ = y = o. Les indices indépendants étant supposés choisis de manière k ramener .t, «!,: .i,.
B !... k leur forme type, il sera facile de déterminer les substitutions
échangeables -à A,, B,,...;... qui transforment ,l, i»!. en S'A*!».'*, 9'.l.its!,® (elles .sont le produit d’une seule d’entre elles, que nous savons construire, par les substitutions qui multiplient tous les indices par un même facteur); et l’on voit qu'elles multiplient toutes les exposants d’échange par des non ré.sidus de 5 : donc aucune d’elles n’est abelienne propre, comme <t' devrait l’étre.
■Soit enfin « = d= i, ^ = y=o : <jf sera dérivée de t, «t. Or la substitution g, dont les puis.sances reproduisent le premier faisceau de L, est
échangeable k .A,, B,,...; D’autre part, elle est contenue dans elle est
donc permutable au faisceau (-t, us: A,, B ;...). Elle sera donc permu-
tableau faisceau („c, «.). Donc 'f' g~'<tg = g* appartiendra k ce faisceau; résultat absurde, car oette substitution est d’ordre 3, tandis que celles du faisceau ( t-, i<I>) ont pour ordre un diviseur de 4-
Donc ici encore il est absurde de supposer que contienne J.
850. QiJATBièMK CAS. — L indécomposable de troisième catégorie.
Soient comme précédemment .1.,, et. ; -t’,, ;... les double.^ suites
qui forment le second faisceau de .A,, B,,...; .A’,, B', celles qui forment le second faisceau de L. On verra comme au n“758 que chacun deS
fai.sceaiix (.u,, us ), (.1.’,, ut.’,,. ..),... est formé par les substitutions d’un
ou plusieurs îles faisceaux‘(A,, B,,...), (.A’,, B',..*.)
Supposons, par exemple, que (.V.,, ut, ) soit formé par les substitutions
du faisceau (A,, B,,...). Soient le groupe auxiliaire correspondant k (-1.,, lU.,,..,) dans la construction de L, le groupe auxiliaire correspondant k (.A,, B,,...) dans la construction de L; A le groupe formé par celles
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des sul>!(tilulions de L, dont les corrélatives appartiennent à J. Il est clair que si r contient J, contient A.. Or soit J, le groupe qui est à L„ ce qiloJ est à L : A contiendra J„. En elTei. chaque substitutiop de J„ est la corrélative d'une suhstilution S de L, qui multiplie les exposants d'échange par un résidu quadratique, tel que Multipliants par la substitution qui multiplie tous, les indices par r~', on. obtiendra une nou\ellc substitution appartenant à J et ayant la même corrélative que S.
la; ihéorcme C étant vrai, par hypothèse, pour les groupes I,,, J,, le groupe sera pareil à I,,. Donc et I. sont construits à l’aide de groupes auxiliaires pareils. Donc ils sont eux-niémes pareils.
Le théorème est donc établi dans tous les cas. '
NOTES
NOTE A
OOIR LE LIVRE II, TEAPITRE l-, § IV.)
Soit G un grouf# quolronque : on |>ourra déicrminer une ^uito üo groupes G, H, I, K.. i telâ, que chacun d>u& soit contenu dans le précédont, et {>ermutable aux substitutions de G, mats ne soit contenu dans aucun autre groupe plus général jouissant de cette double pmpnéié.
Soient N, -» — » JL, . . . , i |cs ordres resiMviifa de ces groupœ.
P PU PU^ I . r
La suite G« H. I, K,. . i pourra iiarfois so deierminer de plusieurs manières r mais tte ffttfUfutmanière ifuc Porrapère, tes facteurs r,... resteront tes mêmes, à Pontre près.
Soient en eïïet G, U, I, K,..., i et G, T, K',..., i deux maniérés dilTérentes de déterminer celte suite; p, 7, r,... et //, tf\ r',... les facteurs correspondants : nous allons montrer qu’il * existe une troisième décomposition G, IL, i, où le groupe G soit suivi du gruu|>e 11',
et où les farteur» soient à l’ordre près égaux à /^, 7, r,. . . .
Le grou|M* II* est contenu dans G, jiar lu'poth^ , sans l’étre dans II. D'autre f«rl, en descendant la série des groupes G, H. 1, K,*.., 1, on arrivera nécessairement ï un groupe K qui soit contenu «lans H*. f>ésignrms comme au n" S5 les diverses substitutions de K par le symbole celles de I par le symtxile relies de H par colles de G par les indu^ a,
7, $ ayant tiveincnl r, 7, p valeurs distinctes. * ^ ,
Dans les substitutions do II', les indices y prendront tous k*s 8y.<^témes de valeurs possible»; sans quoi te gruupo (IL, I) serait plus ^néral que U’, moins général que G et {>ermutablo à se» substitutions, résultat contraire à l'hypothèse. D'aftlre |>ar(, à chaque svstème de valeurs de 0, y correspondra un seul système de valeur» de p : car ’»i H' contenait deux substitutions telles que S =r et T rs il contiendrait ST*', qui appartient à I sans ap|»arlenir à K. Le
groupe formé [tar les suttsiitiilion» communes à. H' cl à I, lequeù est évidemment permutable aux substitutions de G, serait donc plus gi^néral que K et moins général que 1. résultat inadmiti^ible.
Enlin. H' contenant K, l'indice a y prendra (oütes le» valeurs possibles pour chaque système
' , ÎS’
de valeurs des autres indicos. L’ordre de IL sera donc égal au produit ~ des nombre» de valeirr» des indice» <f, 7, x; et l'ordre du groupe ^ formé |Mr le» sobsliiutions communes à H' et è 11,
. Ie»e]ueltcs co^^e^}M>^dent é la valeur J ^ 0. sera égal è — *
Cela posé, il est clair que chacun des groupe» G, H’, A, 1 est contenu dans le précédent,
et permu(.d>le aux substitutions de G. Cliacun deux est en outre aussi générai que possible parmi . ceux qui jouissent de i'élle propriété; car s’il extslaiC, (»ar exemple, un groupe SC. plu» général que K. qui fût contenu dans d et permutable aux substitution» de G, le groupe (oc» ij serait plu»
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général qac 1, contenu <kns H. et permutable aux suli^ilutlons <ie G, contrairement à -
thèse. Enfin lee facienrs r, /i, 7, • • . qui correspondent à cette suite sont égaux à l'ordre prés à f*y ff. r,. . ce qu'il fallait démontrer. • •
On pourra de mémo, sans altérer autre cho^ que l’ordre des facteurs p, 7, r,. passer de la suite G, ir, A, K,. . I à une nouvelle suiU' G, H', I', 1.. . et enfin à la suite G, H',
C)iac4in des facteurs p, 7, r,. . . est une puissance exacte de l’un des facteurs de composition deG(5!>).
VOIR LE N
Soient (t uu gruu(>c quelconque; (] un de ses isomorplieë; b,, . . les facteurs de coRiftosilion de (p pf» ceux du grou(>e K formé par celtes dc« substitutions de G auxquelles conv>}»ond dan?> IJ ta substitution 1. Lr grou/u- G aura pfwr fartrurs de fomftosUion /», A, . . a,
Soient en effet ‘ &mte de groupes dont chacun soit contenu dans le précédent, .
et aussi général que pc»sible parmi ceux qui sont pt^rmulables è ses substitutions : aé..., é..,,..., I les ordres respectifs do ces grou|»es; <>, H,..., K les grou|>cs formés par celles des substitutions de G qui cortes|Kmdent resperlivement à celles de (j, 1 : K, L«. . . une suite
de groupes dont chacun soit contenu dans le prcnVIent. et aussi générai que possible parmi ceux qui sont permutable» à ses substitutions; 1 les ordres rtsprH'tifs do ces grmqtes.
On u*na sans difficulté que les groupes G, II,..., K, L,..., 1 ont (tour ordr^ respuctifs a/;. . 6. . . 1 cl forment une suite telle, que chacun d'eux
soit contenu dans le précédent, ef. aussi généra) que (lossible parmi ceux qui sont permutable^ à sus substitutions. t>onr u, é,. ... a, . seront bien les facieuis de com|K>sition de G.
NOTE
(VOIR LE Vm.|
Si l’équalion K est pnmitive. l'énoncé du n" 3t)8 peut être remplacé par le suivant , qui est plus général. •
,SV ie groufjie G eontiettf une <«é<r</«/nwi eircukàre d'ortire premier //, i7 %eea r — p -^\ ftù\ trunsHii.
Soient, en effet, S, T, U,. . . les substitutions circulaires d'ordre p que contimt G. Les substitutions «le G les lran.sformenl les un«>s dans l«*s autres; ell«^ sont donc |>ermuU)bies au grou(N* II .U (S, T, U,...). Le grouf^ie G étant primitif, H sera (tansilir(b3).
Soient donc a les racines que S permute; s'il existe d’autres racineis que i^lles-la.
l'une il'eilos au moins é, sera permutée avec l’une des précédentes, telle que o,, dans Tune des substitutions T, H,. . (elle que T.
Oda {losé, suieol p — *i le nombre des racines «|ui figurent à la fois dans S et dans T ; 7 « elui de» racines 4,, é,,... qui ne figurent que daq-s T. Les »ubstjlutions S et T, combinées ensemble, donneront un groupe l de degré /> i- 7 < '^p^ et dont l'ordre est divisible par p \ ce grouf-e sera donc 7-»- 1 foU tratLsitif
NOTES. Wiîi
Si l oi» avait // -h 7 rt /r, le groupe ü, qui conlient I, serait n fortiori 7 + 1 = « — 1 fois
transitif, et lo théorème serait démontré. Soit au contraire />-4'7<n, l'une au moins des V/ ^ — 7 racines qui ne flgnrenl pas dans S et T sera (mtriuI^ arec l'une des préi'édentes, telle que dans Tune des substitutions U,..m (k'Ia. soit 7' le nombre des racines qui figurent dans Ü sans figurer dans S; r celui des* racines r„ r„. qui figurent dans U sans figurer dans S ni dans T. Les substitutions S, 13 déplacent i> « 7' racines, et forment un groupe K qui sera 7' ^ 1 fois transitir, et a fortiori r 1 fuis transitif.
fada iHiM', le groupe L =3 (S, T, Ub dont les substitutions déplacent f» + 7 4- r racines, sera 7 ^ r -i-i fois transitif. El d'aboni il est transitif : car les subsliliitiofis T, U permettent de remplacer r, i^ar l'une quelconque des racines r,, c,,. . ou par </„ queips substitutions de 1 permettront de remplacer à son tour par lune quelconque de?* racines roslantes 6,,.... Cela
posé, 1. M^ra deux fuis transitif : car celles des subatilutions de K qui laissent r, immobile, permettent do romidticer |iar l'une quelconque des racines c„. . c^, ou par /?,, que les substitulion'i de 1 (lermeUonl de remplacer k son tour par l'une quelconque des racines restantes , A,,.... On verra de même que L est 3 fois,..., 7 -v r-i- 1 fois transitif.
Si /» as -f 7 r. ü, qui contient L, sera n fortiori y-i-c-i-ias/i — ^;-+- 1 fois transitif. Si « > // -i- 7 -+- r, on recommencera un raisonnement semblable au précédent.
Coruifmre. — Si lè grou)»e G no contient |>as le groupe alterné, il ne peut être plus de /// fois transitif, /;/ étant un «mtier auquel nous avons assigné des limites (83 et fl3). Si donc on a />—/>» i> ni, d'où ne pourra contenir aucune substitution circulaire
d'onlre f*. Soit donc r le groupe formé par les puissances d'une telle substitution. Los groupes G cl r n'ayant aucune sul^litution semblable, le produit de leurs ordres /^N divisera 1 .a... // (iO).
iKmc * *^‘ — sera divisible par chacun de» nombres premiers inférieurs à m — m h- 1; il le sera
donc {iar leur produit.
Ce résultat permet do simplifier la démon:>lralion du théorème du n* 88. En cflet, considéron:« une fonction de n lettres dont le groupe G soit transitif. Si ce grûu(ie n'ffil paa primitif, soit u te nombre des systèmes entre lesquels se (lartagent k« n lettres c l'ordre N de G sera un diviscut
de I ,a. . ._if . .a. . . y fil Ifi nombre 7(fl)= dca valeurs dislincU'S do la fum-tiuu
^era un tnulliple de '-‘y-- ” Si au contraire G est primitif, ÿ(«) sera un multiple
du pn>duil des iiumhres piemiers inferieurs à w + 1^ — — ■ -• j^On »
Soient maintenant u un entier fini quelconque, et v un entier moindre <}ue n : il est clair qu en prenant A yupérieur ù une certaine limite; facile à déterminer, on aura
y( < — >) > I ,a. . .v(/ —»)(<( — V -• 1). . .(X — fl -t- 1),
inégalité dont la démonstration faisait l'objet des n"*
LIVRE III, CHAPITRE IV, § III
L èiuativn X dont (li-pcnd la division dos (loriodos paf un nombre, premier impair n dans . les loni'tiona hfiieralliptiiiucs à périodes est do degri n” — i, et l’ordro U de son groupe G est dgal à (« — i)(n” — i)«“ •.. .(/!•— i)/t (ÜI9-ÜI). liais si l'on groupe dans un mAme système celles lie ses racines pour lesquelles les indices />„ />„ y, ont le même rapport, on obtiendra
une nVlintc Y du degré — — Ceile-ci résolue, X deviendra abélienne, aen groupe se réduisant aux aulTslitulions qui inuUfplient chaque indice par un même facteur constant.
Soit m = J Qn diviï«ur quelconque deX (égal ou non à l’unilê) : partageons le» indices f/,, 7,,...
1*0 / iy^temes de am indices. Celles des substitutions de G qui reropiacent les indices de chaque ^y»teme par des fOTiclions des indices d’un mêinc système sont évidemment en nombre
0 = l.aa..f(iv-l)l(«‘*—
iitio fonction' de» racines de X invariable i>ar ces substitutions dépendra Jonc d’une équation de degré
telles des subsUlutions de cf qui remplacent les indices par des funclions de ceS
nu-fhej indices forment un grou|ic H, dont l'ordre P Osl égal à («* — «*-*)(/» — *
Kn rtT«*l, la substitution
et sus analogues permettent de remplacer par des fonctions linéaires quelconque»
des mêmes indices dont le déterminant ne soit pas nul, fonctions c(ui peuvent étro choi»ies de manières distinctes. Dautro part, les substitutions de G qui lai^^sent «nva* riables p^, sont dérivées des suivantes :
I P.. 7,. -- ft. «ï.. - - I
ot de leurs analogues, et sont en nombre (yi— 1) /i ■ .
Une fonction des racines, invariable par les substitutions de 11, dépendra d’une 6|uatiou de
ilcgréy =(n*-M)...(/i-i-i)".
• D»ns le cas parliculiiT où X 3, c« degré sera égal I ” ■* ■ L'équalion X aura donr deux ré-
diiilea dialincles de ce degré.
<>Ue propoaition ae vérifie dans le ras particulier de la trisection, où l'on a une réiluite du •le' degré, analogue à l'équatiun qui donne les ternes de doubles triètlres do Sloiner dans les surfaces du Iruisiéme ordra.
'• . NOTES
en général, l omme pour le cas (tarliciiliur de la iiüttH'tion de> l'onitions u quaire pè-
iioiJes. des rédtiiti*s d’un dfuré inférieur à ■* l-a né}jalive n>st i^uére douteuse, nuiis elfe*
s4>tiible diilioile ù dunionlrer généralement, el nous ne l avtms établie jusiju à préa4>nl en toute ri^nieur. que pour la quinlisection des fonctions à qualr<* (Périodes. Celle démonstration sVfTectue |«r proCtVJés que nous avons appliqués à l'i^iialinn aux %ingl*sept droites | Mais ici
la l'ompliealion «Ht Iteaueuup phis grande.
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