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Traité descriptif et raisonné des constructions hydrauliques à la mer et dans les eaux courantes, avec applications aux travaux militaires
11 nexisle acluellemciit aucun traité d'hydraulique qui réuuisse les qualités indispensables à un ouvrage didactique, c'est-à-dire, fexacti* lude théorique et expérimentale jointe à la simplicité et à la concision de la méthode.
Le traité de D'Aubuisson, recherché encore aujourd'hui, a serw de guide aux ingénieurs pendant de longues années. Pour la plupart, sou principal mérite consiste en ce que Téminent hydraulicien procède généralement de Texpérience à la théorie : « Mon ouvrage, dit-il « lui-même dans son avertissement, est, par sa nature, bien plus du « domaine des sciences d'observation, des sciences physiques, que « des. sciences mathématiques; c'est un traité d'hydraulique expéri-
« mentale et appliquée, et non d'hydraulique rationnelle De là
« vient que je ne me suis pas servi.du principe des forces vives ; priii-
« cipe isi fécond el devenu aujourd'hui presque Tuirique inslrumenl « uvec lequel les géomètres attsiquent les questions relatives à Thy- « draulique et aux machines.... Ce livre, cette sorte de manuel d1iy- « draulique à Tusage des ingénieurs, n'est point un ouvrage de « mathématiques, ni même de mathématiques appliquées »
Ainsi, d'après D'Aubuisson, l'observation est le principe, la révélation : les formules en découlent. Il en résulte l'empirisme.
Malheureusement, il nous parait impossible d'admettre l'existence séparée d'une hydraulique expérimentale et d'une hydraulique rationnelle. Dans cette science, les expériences ont sans doute une part Irès-large; mais, j>ar suite, elles doivent êlre sévèrement contrôlées. Kt quels résultats donnerait l'observation sans l'aide de la théorie? Les faits seraient-ils compris, distingués, classés, avec autant de lucidité, si l'on ne possédait, à priori, quelques notions empruntées aux phénomènes du monde réel, ou même à la philosophie naturelle? Parviendrait-on, avec quelque certitude, à saisir les lois qui régisseni lies résultats d'expérience souvent innombrables et variés entre eux? l/hydraulique ayant pour but la connaissance de phénomènes qui se lient à la constitution intime des corps, l'observation est nécessaire pour trouver les données dans la nature, et la théorie, pour en faciliter les recherches et en déduire des conséquences. Tous les homme^ de génie auxquels on doit de grandes découvertes, étaient à la fois de.s praticiens et des théoriciens; seulement praticiens, ils n'auraient rien vu au delà de ce que leur indiquait l'expérience; sans l'observation, ils n'auraient créé que des systèmes.
Depuis un demi-siècle, les plus illustres mathématiciens ont cherché à imprimer à l'hydraulique une marche progressive en rapport avec celle des autres sciences. Avant eux, cette branche si importante ctail considérée généralemcnl comme purement expérimenlale ; à pari
quelques priocipes foiidameutaux , dus en grande parlie^ux BeriiQuilli, les rares hypothèses émises à priori n étaient guère basées sur la réalité des phénomènes de la nature. Ce n'est pas que Ion manquai (le moyens de comparaison : Ton disposait, au contraire, d'un nombre incalculable d'expériences, qui se présentaient sous le patronage d emiiients physiciens, et qui servaient à donner une sanction, plus ou moins légitime, à des formules empiriques. Mais une partie de cei» observations avaient été faites dans des conditions peu méthodiques ci en dehors des circonstances ordinaires de la pratique; ou bien encore, Ton eu tirait des conclusions trop hasardées, en posant des assimilalions que des expériences spéciales auraient seules pu sanctionner. C est ainsi que Ion concluait la vitesse moyenne des grands canaux naturels au moyen des résultats présenlés dans vingt-lrois expériences, faites par Dubuat, sur des canaux artificiels n'ayant pas 1'" de périmètre ni 0**10 de section.
Parfois aussi, Ton perdait de vue que tout progrès s*appuie sur hi méthode; qu'il ne s'agit donc nullement d'entasser expérience sur expérience, sans ordre et sans principes arrêtés, pour faire sortir de ce mélange une série de chiffres, qui n'ont d'autre particularité que d'être différents. « Des expériences, si nombreuses qu'elles soient, dit « M. Dupttit,loin d'être un avantage, sont un inconvénient lorsqu'elles « ne sont pas guidées par une saine théorie ; elles ne font alors que « donner l'apparence de la vérité à des erreurs graves. » Cette juste appréciation, due à un ingénieur aussi logique que profond, s'applique parfaitement à l'erreur admise il y a peu d'années encore, par Génieys, Bélanger, etc,, et même par l'Académie des sciences, au sujet des prétendus progrès apportés parËylelwein dans la théorie des eaux courantes. Le degcé de précision d'un coefficient empirique n'est pas forcé* ment une fonction du nombre d'expériences (|uc l'auteur peut aligner }
partir d'tfti tel principe pour corriger une formule, c'est s'exposer, comme Eylelwein, à obtenir un résultat aussi inexact que le premier.
Les recherches théoriques et expérimentales les plus remarquables se trouvent spécialement dans les mémoires d'hydraulique présentés, depuis un demi-siècle environ, à TAcadémie des sciences de Paris. Il existe, en outre, plusieurs ouvrages importants, qui ont imprifné à cette science des progrès réels, et parmi lesquels on peut citer en première ligne les Etudes de M. Dupuit, sur le mouvement des eaux courantes et sur leur régime.
Mais il est à remarquer que les mémoires de MM. Lesbros, Poncelet, Vaulhier, Coriolis, Sonnet, Dupuit, D'Arcy, etc., ne traitent (|ue certaines questions spéciales. Quant aux autres ouvrages et aux cours de MM. Génieys, Navier, Bélanger, Bresse, etc., ils sont plutôt remarquables par les développements analytiques de quelques théories que par des qualités réellement didactiques; la partie rationnelle y est longuement traitée, et ce n'est pas enlever de leur mérite que de les considérer comme trop transcendants pour la généralitédes praticiens.
Dans notre traité^ une part limitée a été faite aux calculs d'analyse, ainsi qu'aux théories spéculatives, que Ton a toujours le loisir d'étudier plus tard dans les écrits d'où elles sont extraites. Cependant il renferme, sous le moindre volume et le moindre prix, tous les principes importants, ainsi que des notions suffisantes pour apprécier et discuter les mémoires ou autres ouvrages qui ont paru sur l'hydraulique. Il faut en excepter la question des turbines et roues mo- Irices; nous ne l'avons point exposée, d'abord, parce qu'elle ne se rapporte pas au but de l'ouvrage dont ce traité d'hydriiulique n'est que la première partie; en second lieu, parce que ce chapitre a été développé d'une façon complète et remarquable par MM. Poncelel, Bélanger, etc. Du reste, c'est là un sujet d'application toute spéciale, et
bien peu d'hydrauliciens sont appelés à le mettre en pratique. Noire allention s'est portée principalement sur les grandes questions générales, susceptibles d'applications fréquentes pour Tingénieur, tant civil que militaire; telles que la question du mouvement, uniforme ou varié, des eaux dans les conduites et les canaux découverts ; celle des résistances produites par les fluides et les solides dans leur mouvement relatif, ainsi que les méthodes théoriques et expérimentales de jaugeage.
Sans entrer dans des développements qui nuiraient à la concision de Touvrage, il nous a paru indispensable de faire connaître, à l'occasion, l'histoire des progrès successifs de l'hydraulique, ainsi que les noms des savants qui l'ont guidée dans le chemin de la vérité. Rapporter à chacun la part qui lui revient, rappeler, en quelques lignes, les admirables découvertes des Galilée, des Huygens, des Mau pertuis, des d'Alembert, et de tant d'autres pères de la science, c'est non-seuJement faire acte de justice et adoucir l'aridité de l'étude, mais c'est augmenter encore l'amour du travail chez l'homme vraiment studieux; c'est lui inspirer peut-être le désir de connaître, d'une manière plus intime, les liens philosophiques qui relient entre elles toutes les connaissances humaines et qui les rattachent aux lois du monde métaphysique ou réel.
Mais, s'il faut accorder un juste tribut d'admiration aux véritables génies de la science, s'il faut rappeler les noms de ces éminents ingénieurs dont lès travaux ont imprimé de notables progrès à l'hydraulique, il nous paraît aussi de toute nécessité de détruire quelques erreurs, admises trop souvent par des savants recommandables, et de faire connaître, d'une façon concise, l'origine et la marche de certaines théories inexactes, afin d'en dévoiler logiquement la fragilité et de mettre l'ingénieur en garde contre ces égarements ou ces sophismes scientifiques.
I. Béflnltloiiff
L'hydrafilique est la science qui a pour objet la connaissance des lois de l'équilibre el du mouvement des fluides.
L'hydraulique ne se compose pas uniquement d'abstractions mathématiques ou mécaniques. Pour soumettre au calcul les lois de la nature, il s'agit moins, le plus souvent, d'établir des théories analytiques rigoureuses que de rechercher par des procédés quelconques, soit théoriquement, soit par les indications de la physique expérimentale, les phénomènes et les lois des fluides dans le monde réel. De la nécessité de tenir compte de la constitution intime des corps ressorl naturellement l'obligation de faire certaines hypothèses, plus ou moins incertaines à priori, et dont l'expérience doit être la sanction nécessaire.
La partie rationnelle de l'hydraulique se divise en hydrostatique el hydrodynamique. La première esl consacrée aux conditions d'éqnili-
hre des fluides; dans In seconde, il est question des lois de leur mouvement.
Les gaz et les liquides sont désignés collectivement sous le nom de fluides. Les gaz sont Irès-compressibles sous une pression extérieure, c'est-à-dire que, sous celle action, leur volume est très-variable. Ils présentent le même phénomène par Faction de la chaleur. Les liquides, au contraire, sont très-peu compressibles, mais ils lé sont. Il esl donc inexact de désigner ces deux états des corps par la^ dénomination de fluides élasiiques^e\ de fluides incompressibles. L'on admet cependant, en théorie, cette dernière hypothèse.
Quand la pression, et partant la densité des gaz, varie très-peu, il est permis de les considérer, à leur tour, comme sensiblement incompressibles, et de leur appliquer les mêmes raisonnements qu'aux liquides. Aussi, Ton comprend en général dans Thydrostatique l'équilibre des gaz, ou aérostatique. Il n'y a, pour ces fluides soumis à l'action de la pesanteur, qu'une seule condition d'équilibre, c'est que leur force élastique soit la même dans toute l'étendue d'une couche de niveau. c'est-à-dire parallèle à la surfiice du sphéroïde terrestre.
Cette force élastique, ou tension, est la mesure de la pression que le gaz éprouve en chaque point. Elle provient de la propriété fondamentale des corps gazeux, dont les molécules tendent à s'éloigner sans cesse les unes des autres; et elle donne une idée très-claire du principe de mécanique que : « la réaction est toujours égale à l'action. »
L'hydrodynamique comprend aussi la recherche des lois du mouvement des fluides gazeux, ou aérodynamique.
Des expériences faites par MM, Girard et D'Aubuisson, en France, (»l par M. Langerhjelm, en Suède, confirment l'analogie qui existe entre l'écoulement des liquides et celui des gaz, lorsque, la température restant constante, les pressions intérieure et extérieure sont peu difi*érentes. L'on comprend, en eflet, que, si un corps gazeux, enfermé dans un réservoir percé d'un petit orifice, est soumis à une pression peu diflérente de celle du gaz ou du fluide extérieur dans lequel il doit s'écouler, sa vitesse d'écoulement devient faible, et le mouvement presque insensible dans le réservoir; il en résulte une (liflërence néglifi;eable entre les vitesses de deux tranchés successives
de la masse fluide, qui pourra, par suite, élie considérée comme incompressible.
Nous indiquerons sommairement ce qui est du domaine de Vaérométrie. Notre but, dans cet ouvrage, est de traiter spécialement les queslions d'équilibre ou de mouvement des liquides, proprement dits, qui se rapportent aux divers travaux hydrauliques.
Établissons d'abord quelques notions prélinrinaires , et fixons U\ valeur de certaines quantités qui se présentent fréquemment dans les calculs du mouvement des fluides. '
l/air atmosphérique, comme les autres fluides élastiques, exerce des pressions provenant de la pesanteur el variables avec les hauteurs des points que Ton considère.
Galilée, le premier, prouva par Texpérience que Tair est pesant; son disciple, Toricellt, mesura la valeur de celle pression par le principe du baromètre. A Paris, la hauteur barométrique du mercure varie de 0»72 à 0"78; sa valeur moyenne y est 0™756. Au niveau des mers, la hauteur moyenne paraît êlre partout 0'"7629. I/on adopte généralement 0'"76 pour pression normale.
Le poids d'un mètre cube de mercure à 0" étant de 13586^ c'est-
à-dire 13 fois plus grand que celui de l'eau, il suffît de multi-
plier par 13 — ~ ou 13,586 la hauleur normale 0'"76, pour avoir la
hauteur de la colonne d'eau qui ferait équilibre à la pression atmosphérique. L'on a donc 10"33 pour cetle hauleur; et la pression, par cenlimèlre carré, a pour valeur 1^033 ; en eff*el :
iOOOO
L'on adople généralement, dans l'induslrie, une hauteur de 10"*00 au lieu de 10"33; ce qui correspondrait ù une colonne barométrique de 0'«736 supérieure encore à 0'"713, limite inférieure des colonnes barométriques observées à Paris. La pression, par cenlimèlre carré, est alors :
ei Ton obtient l'espèce d'unité appelée almosphère, dont on se serl
pour mesurer les hautes pressions.
D'après les expériences de MM. Biot et Arngo, un mètre cube d'air
sec à 0* et sous la pression 0™76, pèse 1*^299. Sous Faction de la
chaleur, Tair se dilate de — — ou des 0,00375 de son volume, pour
chaque degré du ihermomèlre centigrade, à partir du zéro de ce
ihermomètre. Par suile, si le volume d'une masse d'air à 0" esl repré-
sente par ! , ce volume à /" sera I + 0,0037S t,
Cette valeur ^^, pour le coefficient de dilataiior\ des eaz, est 267, ' ^
â;énéralemenl adoptée. Elle est due à Gay-Lussac, dont les expériences ont constaté que tous les gaz, simples ou composés, se dilatent de la même quantité pour des augmentations égales de température; et cela, quelles que soient les pressions, égales ou différentes, auxquelles ils sont soumis, pourvu que la force élastique de chaque gaz reste constante, pendant toute la durée de l'épreuve.
Il résulte cependant des remarquables expériences de M. fiegnault. que celte belle loi n'est vraie que d'une manière approchée, et que le coefficient peut varier de 0,00366 à 0,00368.j du volume primitif, pris à 0" sous la pression 0'"76.
D'après Rudberg, le coefficient se rapproche de la valeur précédente, et peut être représenté par 0,003646.
Nous avons donc :
Gay-Lussac 0,0057^» ou Kegiiaiilt 0,00566 mi Rudberg 0,005646 ou
Adoptant le coefficient-^:^-- , nous concluons des observations pré- - zo7
cédentes, que le poids d'un mètre cube d'air, à ^ et sous la pression P,
est représenté par :
Mais Tair est toujours chargé plus on moins de vapeur aqueuse ; celle-ci, en s'y mêlant, tend à diminuer le poids du mèlre cube réel. Or, comme celle quantité de vapeur croît avec la température, Ton en lient compte approximativement en augmentant le dénominateur proporlionnellemeni à /; à cel effet, Ton pose comme valeur générale :
Poids du mètre vuhe à r et sous O^H] r~ 1,709
Si S est le poids spécifique de Tair, et «î' celui d'un gaz quelconque, le poids du mèlre cube de ce dernier sera ;
Nous avons adopté 1000*^ pour le poids du mèlre cubé d'eau ; cette valeur suppose Teau parfaitement pure ou distillée, prise à 4**, c'esl-àilire à son maximum de densité. En dessous de 4"" sa densité décroît, lentement d'abord, puis rapidement vers la congélation; c'est ainsi (|ue le mètre cube de glace ne pèse plus que 930^ A 50** la densilé de l'eau est 0,1)87K8; à 100" ce n'est plus que 0,9^)670. Mais Ton fait abstraction des erreurs négligeables provenant du plus ou moins de pureté de I eau, de la température, ainsi que de la perle du poids provenant de l'air, conformément au principe d Arcbimède.
Il nous reste à lixer la valeur de la quantité \ariable,9 <iui exprime
Taccélération due à la pesanteur, et qui représente, par conséquent,
rintensité de celle force accélératrice dans un lieu donné. Si l'on fait
1 = i" dans les formules
\ V ^^ gi et e=^ gt^
du mouvement uniformément varie. Ton peut énoncer aussi quç q représente la vitesse acquise, au bout d'une seconde, par Tinfluence de la pesanteur; ou bien encore, le double de l'espace parcouru dans le même temps.
D'après les lois remarquables trouvées par Huygens, la détermination du mouvement rectiligne des graves peut être ramenée à la mesure de la longueur du pendule simple qui bat les secondes. La formule suivante donne, en secondes, la durée / des oscillations très-
petites d'un pendule circulaire (ou cycloïdal) simple, d une longueur / exprimée en mètres
Or, la mesure du pendule simple peut être opérée avec une»lrêsgrande précision; elle donne 0"99385r> à TObservaloire de Paris. D'où l'on conclut :
(fi^ = 7r2 /
Ou hien :
« =3 JL . 0™9958S5 = 4'»9044
c'est-à-dire que, dans ce lieu, un corps graN'e descend de 4"'904i durant là première seconde de sa chute. Si au bout de ce temps la gravité cessait d'agir sur lui, il continuerait à descendre, mais d'un mouvement uniforme et en parcourant un espace double ou 9™8088 par seconde. Kn effet, si nous faisons t = \ la formule donne :
gi' = nV g=^7rn== 9,8088
Ce nombre, cfui exprime la vitesse imprimée par la gravité dans l'unité de temps, représente, pour Paris, l'intensité de cette force accélératrice.
La quantité g est donc variable. Elle augmente avec la latitude et elle diminue avec l'élévation au-dessus du niveau de la mer. L'on a généralement :
g = 9"'805i (1 — 0,00284 cos, 2L) [i - ^]
L étant la latitude du lieu, h son élévation au-dessus du niveau de la mer et U le rayon du sphéroïde terrestre, à ce niveau et dans ce lieu : la valeur de R est donnée par la relation :
Nous prendrons néanmoins pour vs^leur constante de g la quantité 9'"8088; l'erreur n'étant au maximum que d'un demi-millième pour notre pays.
II. me ta «uldlté
Les fluides, avons-nous dit, se diviseiil eu deux classes, les liquides et les gaz ; leur propriété spéciale consiste en ce que leurs molécules jouissent d'une très-grande mobilité les unes par rapport aux autres. La fluidité parfaite n'est rien siutre que celle mobilité portée à la pcrfoction; on peut la définir par les conditions suivantes : l^^la résistance opposée par les actions moléculaires au glissement relatif, soit de deux tranches ou parties contiguës d'un même fluide, soit d'un fluide sur une paroi ou surface solide ; cette résistance, disons-nous, est nulle; ^'^ tout changement de forme qui laisserait le volume constant et qui, par conséquent, ne produirait aucuue variation de dislance entre les molécules, s'effectue sans qu'il se produise le moindre Iravail de la part des réactions moléculaires.
Il n'existe pas, en réalité, de fluide parfait tel que nous venons de le définir. Tous les gaz se rapprochent beaucoup de la perfection comme mobilité; il en est de même de la plupart des liquides employés en pratique. Cependant ils possèdent une viscosité qui produit la cohésion entre les molécules ainsi que Vadhérence de celles-ci aux parois en contact; cette propriété, facile à démontrer par les expériences les plus simples, s'oppose plus ou moins aux disjonctions et déformations provenant du mouvement, et il est indispensable d'en tenir compte dans l'étude de quelques phénomènes et lois de l'hydraulique. Cette nécessité n'existe pas dans l'hydrostatique; toutes les expériences lendentà prouver que les forces produites par la viscosité, c'est-à-dire la cohésion et I adhérence, deviennent approximativement nulles lorsqu'il est question de fluides à l'état de repos, absolu ou relatif.
Nous traiterons donc, dans l'hydrodynamique, de l'influence de la >iscosité et de la possibilité d'en tenir compte.
B. HYDROSTATIQUE
a. Action des forces extérieures. Premier principe.
Toutes les propriétés des liquides en équilibre reposent sur le principe fondamental de la transmission d'égale pression, II consiste
eu ce que les liquides Irausuielleul éj;aleiueut, daus lous les sens, les pressions que Ton exerce eu Tun quelconque des points de leur surface.
Ce principe, que nous admettons comme un fait d'expérience, peut se démontrer en s'appuyant sur la propriété inhérente aux liquides qui résulte de leur fluidité, c'esl-à-dire, sur ce que leurs molécules cèdent sans résistance sensible aux efforts qui tendent à leur faire changer de place les unes par rapport aux autres.
D'après le principe de la transmission d'égale pression, si, à la surface d'un liquide censé incompressible, l'on exerce une pression p' par centimètre carré, au moyen d'un piston qui glisse hermétiquement, cet effort se transmettra à travers toute la masse fluide et suivant toutes les directions; de sorte que la pression directe p\ supportée par une molécule située à l'ouverture, sera supportée aussi, dans tous les sens, par toute autre molécule fluide égale ; et cela, à l'intérieur du vjise ou sur une de ses parois, ou bien sur tout corps à faces planes qui y serait plongé. /
Action de la |K>««uleur. Deuxième prluclpe
L'action provenant de la pesanteur, c'est-à-dire le poids du liquide, conduit à un deuxième principe relatif aux pressions.
Il résulte de celte action une pression variable d'un endroit à l'autre du liquide ; elle est plus grande vers le fond que dans le haut, puisque les molécules inférieures constituent des obstacles qui s'opposent à la chute des molécules supérieures. Il suit de là que cette pression varie proportionnellement à la hauteur du liquide au-dessus du point que l'on considère. Elle est constante pour les points d'un même plan horizontal ou sur une même couche de niveau; mais d une couche à une autre immédiatement inférieure, elle augmente, sur la même surface, du poids de la première couche; de sorte que les pressions exercées en deux points placés sur une même verticale diffèrent entre elles d'une quantité égale au poids d'une colonne de liquide qui aurait pour base Tunité de surface et pour hauteur la distance entre ces deux points.
Concluons, d'après ce qui précède, que la pression P, résultant do l'action de la gravité sur une masse liquide, est indépendanle de la
forme du vase qui ia coulieiil et lie dépeud que de la profondeur Z de Teau en dessous de sa surface libre.
Il faut donc bien distinguer,, dans un liquide en équilibre, la pression résultant d'une action exercée à sa surface et qui se transmet également à toute la masse, de celle qui est occasionnée par la pesan< teur et qui est différente pour des masses partielles situées à différentes hauteurs. La variation de cette dernière pressioii est nécessairemeiU accompagnée d'un changement dans Tintervalle des molécules; et celle inégalité de densité, très-insignifiante quand la masse liquide a peu d étendue, peut être constatée dans Teau des mers et des lacs d'une certaibe profondeur.
c. felurface libre de» liquider peaMintM.
C'est en vertu des principes de Végalilé des pressions que la résultante des forces Ip' et P, qui sollicitent une molécule de la surface d*un liquide, doit être normale à cette surface. En effet, si elle était oblique on pourrait la décomposer en une force normale, qui se transmettrait dans la masse, et une force tangentielle qui ferait glisser les molécules et qui troublerait le repos. Donc, quand ce repos ou cet équilibre existe, la résultante est perpendiculaire au plan de la surface. Réciproquement, nous voyous que la surface des eaux tranquilles es(, dans chaque lieu de la terre, sensiblement plane et perpendiculaire à la direction de la gravité, soit dans le même vase, soit dans des vase^ communiquant entre eux.
d. l*re«Ml«»ii «ur le rond du v««««
La pression sur le fond est, comme nous l'avons dit, indcpendanlo de la forme du vase. Si donc l'on met sur un même plan liorizontal plusieurs vases de formes différentes, abcd.mncd, rscd (fig. 1), mais dont les fonds cd soient égaux en surface, un même liquide, placé dans ces vases et s'élevant a une hauteur commune h, exercera sur leurs fonds des pressions égales entre elles.
La pression p due à l'action de la pesanteur, c'est-à-dire au poids du liquide en équilibre dans un Vase, est proportionnelle à l'intensité g
de celte force, a la densité à de ce liquide, et à la hauteur h qui sépare du niveau supérieur le plan horizontal (en projection si la fac^' est inclinée) où se trouve Vuniiè de surface sur laquelle s'exerce cette pression. D'où :
sur Tunilé de surface; si le vase a un fond horizoïjlal (ou en projection) tel que sa surface soit exprimée par a unités, la pression totale P du liquide, sur ce fond, sera :
p = g^ha
expression dans laquelle ^ =tt- ou le rapport de la masse au volume.
Représentant par A le poids du mètre cube du liquide, nous aurons :
P = Afca
Il ne faut pas confondre ici la pression exercée par le liquide sur le fond du vase avec celle que le vase, ainsi chargé, exerce sur le plan horizontal d'appui ou sur son support.
La loi que nous venons de poser présente, pour certains cas, deî< résultats en apparence contradictoires, et par cela même très-remarquables. En effet, si nous considérons le vase tronconique abcd (lig. 1) nous avons, d'une part, pour le poids total Q d'un liquide qui le remplirait, l'expression :
Q - AV
où V représente le volume du tronc; d'autre part, la pression P exercée sur le fond par le même liquide est :
p == Ao/i = aV
où V représente le volume du cylindre mmd. Or, comme V est plus grand que V, le poids Q du liquide exerce sur le fond une pression résultant uniquement de son poids et cependant supérieure à ce dernier! Le phénomène est cependant facile à constater par expérience, lin tonneau étant rempli d'eau entièrement, on adapte et on lute à la bonde un tube cylindrique de quelques centimètres de diamètre, dans lequel on verse ensuite de l'eau. Lorsque le niveau supérieur du liquide dans ce tube a atteint quelques mètres, le tonneau crève, absolumenl comme s'il était surmonté d'un cylindre d'un diamètre égal au sien.
PreMilon d'un v««e Mur «on support.
Cette pression est égale, dans tous les eas, au poids de la matière solide qui compose le vase augmenté de celui du liquide qu'il contient.
/*. KéMnltenle des preMil«n« «nr le vn«e.
I^a masse liquide étant en équilibre dans le vase» il faut en conclure qu elle éprouve de la part de ce dernier une résistance totale égale et contraire à son poids; or, cette résistance est directement développée par les pressions que le liquide exerce sur les parois ; la résultante de ces pressions a donc la même valeur et la même direction que le poids de la masse liquide.
Nous allons démontrer ci-après cette dernière conclusion , comme une conséquence nécessaire des lois énoncées plus haut sur les pre:»sionsdes liquides pesants; ce qui viendra encore corroborer la vérité de ces lois.
g. PreMiien mmr les pnrelii.
Démontrons d'abord que la pression exercée par le poids du liquide en équilibre sur un élément quelconque 6^ d'une paroi plane du vase est égale au poids d'une colonne liquide qui aurait cet élément superficiel 0) pour base, et pour hauteur la distance h de son centre de gravité au niveau supérieur du liquide dans le vase.
Soit donc (ù un élément de la paroi inclinée, assez petit pour être considéré comme plan quoiqu'il puisse appartenir à une surfiice courbe; soit aussi h la distance verticale qui sépare un de ses points de la surface plane supérieure du liquide; cette distance est supposée la même pour tous ces points, la surface co étant infiniment petite.
La pression P que l'élément considéré éprouvera de dedans en dehors aura pour valeur :
p = g^uh
Représentons par a, (5, y, les angles que la direction de cette pression, ou la normale à la (taroi à l'endroit de l'élément G», fait avec trois
axes reelaugulaires, dont l'un Z est dirigé dans le seus de la gravite et les deux autres sont pris dans le plau horizoulal supérieur ou la surface libre. La pression p peut être remplacée par trois composantes parallèles aux axes des coordonnées, dont les valeurs sont :
gâbih cas; ol ' '
g^tah C09, ^
0ftih COS. 7
et si Ion désigne par a, 6, c, les projections de Télémenl (ù sur les plans coordonnés des ys, des zx et ées xy, avec lesquels son plan prolongé formerait des angles dièdres égaux à a, (3 et 7, Ton aura, d'après un théorème relatiC aux projections des aires planes :
a = w cos, OL
b = ffi CQS. p
c =^ M cos, 7 Il en résulte que les trois composantes de la pression exercée sur rélémenl w deviennent :
gâah
gâch
Si Ton conçoit que pareille décomposition soit faile pour les pressions exercées sur toutes les parties du vase en contact avec le liquide, l'on aura à considérer trois groupés de forces respectivement parallèles aux trois axes et qui sollicitent Tenveloppe solide.
Or la résultante des forces parallèles à Taxe X est nulle; il en est de même pour la résultante du groupe de forces horizontales parallèles à Y (fig. 2).
En tîflet, si nous considérons le cylindre horizontal qui, projette
I élément m sur le plan des zy, nous voyons qu'il découpe sur la paroi opposée du vase un autre élément co', de même profondeur h en dessous de la surface libre du liquide, et de même projection A que &).
II s ensuit que la composante, parallèle à X, de la pression exercée sur u' a aussi pour valeur gêak; mais, comme elle est dirigée en sens contraire de la composante semblable venant de u, ces deux forces s'entre-détruisent. Appliquant ce résultat à tous leâ éléments des parois du vase, Ion en conclut que la sommation de la résultante du groupe considéré se (i*ouve composée d'un nombre pair de termes,
— ts —
égaux deux à^eux et de signe contraire; que cette somme ou résultante est donc nulle.
Pareil raisonnement s'applique au groupe en Y .
Le groupe en Z des forces verticales subsiste donc seul ; sa résultante sera par conséquent celle des pressions que le liquide exerce sur les parois de lenveloppe. Pour la déterminer, considérons le cylindre vertical qui projette Télément u sur le pian tnn de la surface du liquide; ce cylindre découpe, sur la partie supérieure de la paroi, un autre éléments" situé à une profondeur k' ; la composante verticale de la pression exercée sur w" a pour valeur g$ch' ; et, comme elle est dirigée en sens contraire de la composante gSch correspondant à M, ces deux forces réunies donnent^ dans lexpression de la résultante totale un terme de la forme g de (A — h'). Or, ce ternie doit être regardé comme égal au poids de la colonne liquide comprise dans le cylindre vertical dont (ù et u'' seraient les bases; il suit delà que h résultante cherchée, qui doit contenir autant de termes semblab^ies à g$c (h — h') que Ton peut imaginer de cylindres verticaux analogues au précédent dans Tintérieur du vase, est égale au poids total de la masse liquide et qu'elle est dirigée dans le sens de la |)esunteur.
Une partie des cylindres liquides aboutissant a la surface libre donneraient des termes de la forme gSch, h h' étant nul; ce (|ui ne changerait rien aux raisonnements ni aux résultats obtenus.
Les principes e et / sont une conséquence logique de la démonstration précédente.
L'expérience vérifie parfaitement les lois que nous venons de développer. En effet, si les composantes horizontales doivent s entredétruire miituellement, il faut conclure qu'en pratiquant sur une paroi une ouverture » par laquelle le liquide puisse s'échapper, la pression horizontale uX en ca n'existera plus et ne fera donc plus équilibre à la même force u'X, due aussi à la pression du liquide; cette composante u'X tendra, par suite, à pousser le système entier dans le sens uo^'. C'est ce qu'on vérifie par l'appareil appelé roue à réaction.
Ce dernier principe explique aussi le mouvement des fusées de guerre.
Clierchons uiaiulenant quelle est la pression exercée par un liquide
sur une étendue (iuie et déterminée d'une paroi plane^ verticale ou inclinée.
Supposons deux parties EnpF et EstF (fig. 3) dune paroi plane rectangulaire; P' et P'' les pressions totales qu'elles supportent sous Taction du liquide dont le niveau est en GDEF; soit sE = h"H nE = h'; soit aussi np=^st = b.
La pression p sur une bande élémentaire n'p' est, comme nous Tavons vu : •
iNous aurons en intégrant :
^^-^g^b. *'« == gm^ X Y (r)
De même pour l'p ou P" :
D'où Ton tire ;
Concluons : l"" la pression sur une portion de paroi plane est égale au poids de la colonne liquide qui aurait cette portion pour base, et pour hauteur la distance desop centre de gravité au niveau du liquide.
Ce résultat est donné par la relation (r) ou (s).
^ Les pressions sur des portions d'une même paroi sont entre elles comme les carrés des hauteurs respectives du niveau au-<iessus de Ihorizontaie inférieure dans chaque portion considérée.
Cette loi ressort de Téquation (/).
Si'Ma paroi était inclinée, comme en AF' (fig: 4), les mêmes conclusions subsisteraient.
En effet, supposons encore une bande élémentaire mn, de largeur 6 et de hauteur c/Z, ce Z étant égal à aF' pour Télément mn.
Si nous remarquons que aF = = nous pourrons poser :
COSOL COSOL ' '
p = g^b Xdl X h = 9^bX (il X Z coiv.
— ?:> — D'où :
rAF'ouH al ZdZ=-i-^
P = g^b COS. a I Zdl ^-^g^b cos, a X H«
De même Ton anraif :
los A' et A" étant les projections sur AF des hauteurs H' et H" de AF'. Ces résultats, du reste, ont été démontrés en g, les éléments (ù et on' ayant été censés quelconques et inégaux.
h. Prlnelpe d'Arelilaiètfe. €*r|Ni plongea.
Lorsqu'on plonge un corps dans un liquide pesant, il éprouve sur s:) surface des pressions que Ton pourrait évaluer analytiquement, ainsi que nous Tavons fait dans le théorème g; en effet, il n'y a que des différences de signe entre ces pressions et celles qui s'exercent sur les parois mêmes du vase. L'on trouverait encore que toutes les composantes horizontales des pressions exercées sur le corps s'entredétruisent; que, par suite, la somme des composantes verticales a pour valeur le poids d'un volume de liquide égal à celui d!u corps plongé, et que la direction de cette résultante s'exerce de bas en haut.
Concluons que : tin corps plongé perd de son poids le ,poids du vohwe d'eau qu'il dépince,
k. C!eBtre de presalM d'me «nrtoee plane.
Le centre de pression d'une paroi ou d'une surface plane est le point d'application de la résultante des pressions exercées par le liquide sur cette paroi ou cette surface plane.
Le centre de pression d'une surface est toujours plus bas que son centre de figure ou de gravité. Gela se conçoit, les pressions allant en
croissant du haut vers le bas proportionnellement aux carrés des bpuleurs. Ces centres ne coïncident que pour le cas d'une paroi horizontale.
Pour déterminer la position du centre de pression, il faut chercher la pression totale Ip sur la paroi; comme celle-ci est plane, toutes les pressions différentielles p sont parallèles entre elles; j>ar suite, il suffit d'égaler le moment de la résultante Ip à la somme des moments des composantes, par rapport au plan horizontal supérieur qui contient le niveau du liquide ; Ton en tii^ra la distance du centre de pression à ce plan.
Pour un parallélogramme ou un rectangle dont le côté supérieur
est à fleur d'eau, le centre de pression se trouve aux -— de la base
supérieure, sur la ligne qui joint les milieux des deux bases horizontales.
Supposons, en efi*et, une paroi rectangulaire ABCD (Kg. 5) pour laquelle BC représente le niveau du liquide, et telle que BA = H et AD = 6. Nous avons trouvé en g :
P=bdhXhX9^
\ hdh^L
Zp = g^b \ hdh -=y5f^^H«
soit x^ le bras de 2p, c'est-à-dire la distance verticale du centre de prei^sion, par rapport au plan horizontal BC ; nous aurons :
X X, =gSh I h
Y gSVa* Xxt=gSb \ ferffc X fc = -^ g^bW
D'où :
Dans le triangle dont la base coïncide avec BC, le centre de pression se trouve au milieu de la ligne qui joint le milieu de la bsise au sommet du triangle.
Si le sommet est en haut, c'est aux trois quarts de celte dernière ligne.
/. ifc^iiltllire de* etppm U^Ut
Quelques auteurs désignent aussi sous le nom de centre de pression le centre de gravité du volume de fluide déplacé par un corps, plongé on flottant, et non homogène. C'est, en effet, par ce point que passe la résultante des pressions exercées, du has vers le haut, p»r le fluide.
Il y a deux conditions d'équilibre instable pour les corps flottants, comme pour ceux qui sont plongés : 1"* Le poids du corps doit être égal au poids du fluide déplacé; ^'^ Le centre de gravité du corps et celui du fluide déplacé doivent se trouver sur une même verticale.
Pour obtenir un équilibre stable, il faut une troisième condition, qui est la suivante, pour les corps plongés : S** Le centre de gravité du corps plongé doit être en dessous de celui du fluide déplacé, c'est-àdire, du centre de pression, et sur la même verticale.
Cette troisième condition détermine bien aussi la stabilité d'équilibre pour les corps flottants; seulement, elle n'est pas absolument nécessaire.
En effet, considérons un ellipsoïde de révolution, ou tout autre corps de forme convexe, tel, que deux plans, rectangulaires entre eux et passant par le centre de gravité du solide, le coupent chacun en deux parties symétriques. Si l'axe d'intersection de ces deux plans est vertical, il contient à la fois le centre de gravité et le centre de pression, et le corps flotte en équilibre. Mais, pour que cet équilibre soît stMe, il faut, et il suffit que. Tune des sections restant verticale et l'autre s'incliuant un peu, la ligne verticale passant par le centre de pression déplacé vienne rencontrer l'axe, maintenant incliné, en un point situé au-dessus du centre de gravité qu'il contient toujours; en effet, cet axe se trouve alors soumis a l'action d'un couple qui tend à le ramener dans son ancienne position. Or, cette condition de stabilité peut être remplie, lors même que le centre de pression serait en dessous du centre de gravité.
Pour exprimer cette condition autrement, nous pouvons dire avec quelques auteurs, qu'il suffit que le centre de gravité du corps flottant soit eu dessous du métaeentre. point situé à la rencontre de la ligne
passant par les deux cenlies de gravilé dans la position d équilibre, avec la verticale menée parle centre de gravité du nouveau volume de fluide déplacé lorsque Ton vient à écarter un peu le solide de sa première position d'équilibre.
C. HYDRODYNAMIQUE
L'hydrodynamique, ou science du mouvement des fluides, repose spécialement sur Tappréciation exacte des résistances provenant de la viscosité y c'est-à-dire V adhérence et la cohésion. Si ces résistances étaient bien connues, les principes de mécanique et les procédés ordinaires de l'analyse sufliraient pour résoudre complètement tous les problèmes de l'hydrodynamique. Malheureusement, l'élat de la science et l'incertitude des données d'expériences dont on dispose, ne permettent pas de regarder le grand problème général de la viscosité comme résolu d'une manière tout-à-fait rigoureuse.
Dans les raisonnements qui vont suivre, ainsi que dans l'exposé des propriétés des liquides, nous admettrons provisoirement que ceux-ci sont doués d'une fluidité parfaite.
a'. PreiMil^n deii fliiMe«i em ■■■•■veiiient.
Lorsqu'un fluide est en mouvement, il n'en exerce pas moins une certaine pression contre les* parois du vase ou réservoir qui le contient. Si l'on désigne par p la pression ou la force que supporte un
élément superficiel dont l'aire est u, le rapport -^ sera la pression par
unité de surface, en un point de la paroi, ou sur l'élément de paroi (a, qui est quelconque. Mais, par suite de l'adhérence produite par la viscosité^ cette pression ne sera pas normale.
Si Ton considère ensuite un point intérieur m de la masse fluide, et si l'on imagine que le volume de ce point soit limité par une surface quelconque de dimensions infiniment petites, il arrivera que chaque
~ f 9 — éiéiiietit Aiperficiel de la petite surface pré<*itée subira, par unitc;, la même pression — Ce fait résulte du principe fondamental deVégnlité de pression, Tinfluence de la viscosité étant négligée.
b'. ■■•nvement penn»nen« et ■«•Hireiiieiit varié.
L'on désigne sous le nom de mouvemeni permanent d'un fluide celui dans lequel la vitesse en chaque point reste constante, en grandeur et en direction, pendant le temps où Ton considère le fluide.
Le mmivement varié est celui où la vitesse du fluide change à tout instant, de grandeur el de direction, pour chacun de ses points.
Le mouvement permanent a lieu dans presque tous les cas de la pratique; ce sont les phénomènes et les lois de ce mouvement que nous allons rechercher. Les problèmes du mouvement varié rentrent spécialement dans le domaine de la mécanique rationnelle. t
e'. Pamlléllsne deii Imneliefi.
Lliypothèse du parallélisme des tranches consiste à admettre que, lorsqu'un fluide renfermé dans un vase en sort par un orifice horizon lai, placé au fond ou vers la partie inférieure d'une des parois latérales, ce fluide du réservoir peut être considéré comme composé de tranches horizontales infiniment minces qiii descendent en demeurant parallèles dans leurs positions successives. Ceci revient à regarder ( haque tranche comme composée constamment des mêmes molécules fluides, et à leur supposer une vitesse verticale commune.
Cette hypothèse se rapproche beaucoup de l'observation, pour cerhiins problèmes de l'écoulement des fluides; par exemple, pour les cas d'orifices d'écoulement Irès-petUs pratiqués dans une paroi.
Mais elle entraine encore, dans quelques circonstances, la nécessité d admettre que la pression, dans le sens du mouvement, est la même pour tous les éléments superficiels d'une même tranche.
Prenons pour exemple particulier le cas de l'écoulement d'un liquide par un orifice placé au fond du vase qui le contient (fig. 6). Si l'on suppose le vase transparent et que Ton rende apparent le mouve-
ment des molécules du fluide en y tnéianl un corps pulvétiiteiil, de densité à peu près ^gale, ou mieuj^, en y produisant de légers précipités chimiques^ Ton voit, à Tintérieur et non. loiii de Torifu^, une convergence notablQ des fdets fluides qui se dirigenl vers la sortie, eb décrivant des lignes plus ou moins courbes, et qui s'y précipitent d'un mouvement très-aceéléré eomme sur un centre d'attraetion. Par suite de cette accélération de vitesse, la*seclion de la veine se rétrécit depuis Tofifice jusqu'à une petite distance en dehors du réservoir. La veine forme ainsi un tronc de cône ou de pyramide renversé, dont la petite section mnse trouve à Tendroit de la plus grande contraction, et que Ton nomme, par suite, section contractée.
Après le passage de cette dernière, les points matériels liquides décrivent à peu près les mêmes courbes inverses jusqu'à ce que par reflfet de leur action réciproque et des mouvements imprimés, elles prennent une direction parallèle ou d'autres directions; dans le premier cas la convergence cesse, et le mouvement se fait à très-pe^i près par filets parallèles, et, comme la vitesse, en vertu de l'adhérence mutuelle des molécules, lend à devenir la même dans l'étendue de la section normale au filet moyen, l'on est conduit à admettre que le mouvement se fait par tranches vers les sections a çib.
Un cas particulier se présente dans les orifices circulaires; au delà de la section contractée mn (fiff. 6-2^), la veine forme non pas un tronc de cône renversé, mais un cylindre dont la section mn serait la base; récoulement a lieu comme si, à l'orifice réel, Ton en eut substitué un autre de diafnètre mn, et qu'il n'y eut pas eu de contraction. L'hypothèse du parallélisme des tranches peut alors être admise, et les molécules arrivées en mn ont des vitesses-seiisiblement parallèles et normales au plan de ladite section.
Mais il n'est pas permis de poser l'hypothèse précitée entre les limites a et b, lorsque la convergence et la divergence des filets fluides s'étendenjt jusqu^à une certaine distance en dedans et en dehors du vase.
Pour les cas de parois minces, la divergence est simplement extérieure.
fl'. rmmiîmmUé «en ««Mes.
fl est lin autre principe qui semble conforme à robservalion, dans (es cas ordinaires de la pratique, et qui consiste à admettre que les molécules des fluides restent eontîguës les unes aux autres, de façon à former toujours; un ensemble sans lacune, sans interruption. Ce principe est celui de la continuité des fluides; il est exact pour les liquides proprement dits et pour des gaz soumis h des variations de^ pression peu sensibles.
Il résulte de ce principe et de celui de Tincompressibilité, ainsi que de b permanence du mouvement, que, dans un temps donné, il passera par toutes les sections d*un vase le mênrie volume de fluide.
Par suite, si le vase n'est pas d'une section uniforme, les vitesses des différentes sections, ou des tranchées seront en raison inverse des «surfaces de ces tranches. Notons, en effet, que dans le mouvement permanent, la vitesse Kesl mesurée par Tespace A parcouru, donc, par les hauteurs des troncs partiels de cône ou de pyramide liquides ; ainsi, par exemple, le volume d'un tronc ou d'une tranche de hauteur dh étant hdh, ou bdV, pour avoir, en un lieu quelconque
WV = constante = b'dV = b"dS" etc.
il fiuit que Ton ait :
ft: 6'=rfV': dv = p'; p8=v' : V
Ainsi, pour un vase qui s'élargirait de la base vers le haut (fig. 7), et dont le niveau resterait constant, les vitesses d'une tranche vont en rroissant a mesure que cette tranche se rapproche de Torifice.
Nous pouvons conclure de là que, dans un vase à sections horizontales égales, la pression, en un point quelconque de la masse liquide qui y est contenue, doit être la même que si ce liquide était en repos, e est-à-dire qu'elle varie suivant la loi hydrostatique (voir b). En effet, la vitesse relative de deux éléments superposés d'un même filet fluide étant nulle, ces éléments doivent se comporter comme dans l'état d'équilibre. Nous poserons donc :
Première règle. — Lorsque, dans un fluide parfait, chaque molécule possède un mouvement rectiligne et uniforme, la pression varie d'un point à l'autre suivant la loi hydrostatique.
Lorsque le vase est à seclions horizonlales décroissanl uniforinrmenl du haut vers le bas, la vitesse va en augmentant, par des accroissements infiniment petits, d'une tranche a celle qui lui est immédiatement inférieure ; cette dernière tend donc à se soustraire à raction de la précédente avec Ténergie due à Taccélération différentielle, et la rapidité de cette tendance sera évidemment d'autant plus importante ou plus négligeable que le mouvement du liquide dans le réservoir sera plus accéléré«ou plus ralenti. Ainsi, dans ce cas, la pression supportée par un point quelconque de la masse fluide ou des parois sera moindre dans Tétat de mouvement qu'à celui du repos.
L'inverse a évidemment lieu dans le mouvement d'un fluide quand le vase a la forme d'un tronc droit de cône ou de pyramide.
Nous pouvons déduire de ce qui précède :
Deuxième règle, — Lorsqy'un fluide parfait est animé de mouvements quelconques, mais très-lents, l'on peut admettre encore que la pression varie suivant la loi hydrostatique.
Cette lenteur est, en effet, une preuve que les forces sont très-près de satisfaire aux équations d'équilibre ; l'évaluation de la pression, par la règle précédente, sera donc une approximation d'autant plus rigoureuse que le mouvement sera plus lent.
Avant d'évaluer la grandeur des diverses pressions dans les fluides en mouvement, nous croyons devoir poser encore les deux règles suivantes :
Troisième règle. — Lorsque les molécules d'un fluide parfait ont des mouvements identiques à ceux qu'elles prendraient sous la seule action des forces extérieures, la pression, dans toute l'étendue du liquide, est constante d'une façon absolue si le mouvement est permanent; elle est constante, à un instant déterminé, dans toute la masse, si le mouvement varie avec le temps.
Cetle règle peut s'appliquer, avec une grande approximation,, au cas d'un liquide pesant homogène, qui s'écoulerait d'un vase, entretenu à niveau constant, par un orifice latéral dé dimensions médiocres par rapport à celles du vase, ce liquidé obéissant aux lois de la pesanteur. L'on observe alors un jet, dont la forme parabolique ne diffère pas sensiblement (dans une certaine étendue) de la Ircijectoire que suivrait une molécule isolée.
Quatrième règle. — Lorsqu'il existe daus^uu fluide nalurel en mouvement une section S rencontrée normalement par toutes les trajectoires, et que celles-ci sont sensiblement reclifignes aux environs du plan dont il s'agit, la pression varie suivant la loi hydrostatique, pour un déplacement de direction quelconque, tracé dans la section S.
Nous reviendrons, du reste, sur ces dernières règles.
e'. R«cherelic de la preMiUn d«nii le« li^uMe» en «•■vement.
La recherche analytique des lois qui régissent les pressions et Técoulement des fluides s'appuie essentiellement sur deux grands principes de mécanique rationnelle : le principe des forces vives et celui de d'Alembert.
II. ne nous parait pas hors d'un sujet aussi important d'entrer dans quelques développements sur les principes qui conduisent à la solution de tous les problèmes de dynamique. Rappelons, à cet effet, certaines notions élémentaires, afin d'établir d'une manière claire et précise l'expression et la portée des principes en question.
^'' Mesure des forces motrices.
Si Ton désigne par P le poids d'un corps, par V son volume, par M sa masse, l'on a les identités :
M = (?V P =- M^ = âg\ = AV
où A est la pesanteur spécifique ou le poids du mètre cube du corps considéré; g est l'accélération due à la pesanteur, ou 9, 8098.
Soit F une force dinlensité constante ; dv la vitesse qu'elle imprime en un temps dt et v celle qu'elle imprime pendant le temps /; la vitesse produite par la force F sur une masse M en Vunité de temps
tin
est —j-^ et la quantité du mouvement qu'elle imprime, pendant cette ai
dv unité de temps, est représentée par M -j-.
Comme une force constante se mesure par la quantité de mouvement qu'elle imprime en Tunité de temps, et que les quantités de mouvement engendrées pendant des intervalles queicouques, comptés dès
loriginc du mouvemciU, sont proportioaneiles à ces intervalles, il en fésulfc qu>n désignant par Mv \ù quantité de mouvement produite par F pendant le temps /, I on pourra poser :
t dt
dv étant désigné sous le nom d'accélération instantanée, engendrée pendant la durée dt, infiniment petite.
Une force F' variablede grandeur et de direction peutétre considérée comme constante quant à sa valeur numérique et aux quantités qui en fixent la direction, mais seulement pendant un instant élémentaire quelconque dt de son action. Si donc cette force F' imprime une quantité de mouvement infiniment petite Mdv' pendant Finstant dt qui succède à un temps quelconque de son action, nou3 aurons hi mesure ou l'expression de sa valeur par Fidenlité :
dv . *
L'on peut donc tirer la conclusion suivante : une force motrice quelconque, constante ou variable, se mesure, à un moment quelconque de son action sur un corps, par le rapport de la quantité de mouvement qu'elle lui imprime, pendant cet instant, à la durée actuelle et infiniment petite de son action.
Ce résultat s'applique aussi bien aux forces passives ou relatives qu'aux forces actives (d'après Poncelet) ou absolues (d'après Euler). L'on peut donc conclure en particulier, poui- la force dlnertie, que : dans le mouvement varié d'une manière quelconque sous l'action d'une force motrice F, la force d'inertie, ou la réaction de l'inertie, est constamment égale et contraire à l'action de F, et doit, par suite, se me-
dv surer comme celle-ci par M-^.
Celle dernière conclusion n'est rien autre que l'expression du principe fondamental de l'égalité entre Vaction et la réaction.
S** Principe de vitesses virtuelles.
C'est le plus général des trois principes au moyen desquels Ton est successivement arrivé à résoudre les problèmes de la stafiquê.
Comme I on peut ramener tontes les questions de la dynamiques des considérations d*équilibre, c*est-à-dire à la statique, rutîlité du principe précité est sans limites. L*on peut dire que tous les principes géuél'aux que Ton découvrira peut-être encore, dans cette dernière science, ne seront que des expressions différentes pour la forme, mais identiques au fond, avec le principe des vitesses virtuelles.
Lagrange a exposé dans toute son étendue, et démontré à priori, la formule qui est la conséquence de ce principe généralisé, et qui renferme tous les problèmes de Téquilibre. Combinant aussi le prmcipe des vitesses virtuelles avec celui de d'Alembeti, il a réduit toute la dynamique à une formule générale, de laquelle il a déduit les principes des forces vives, des aires ou de la conservation des moments de rotation, de la moindre action ou du repos, de la conservation du mouvement du centre de gravité, etc.
L'on entend par vitesse virluetle 4,'elle qu'un corps eu équilibre prendrait, pendant le premier instant dl, du mouvement qui succéderait à cet état d'équilibre censé subitement rompu.
L'énoncé le plus simple et le plus particulier du principe des vitesses virtuelles, peut s'énoncer comme suit :
Lorsqu'un corps est sollicité par différentes forces F, F', F"..., etc., il y aura équilibre entre F, F', F"..., etc., quand elles seront en raison inverse de leurs vitesses virtuelles, estimées suivant les directions de ces forces.
Cet aperçu particulier du principe des vitesses virtuelles remonte à lo77; Guido Ubaldi le reconnut dans le levier et dans les poulies mobiles; Ton voit, en effet, directement dans ces machines que, pour les états d'équilibre, la puissance et la résistance sont toujours en raison inverse des espaces parcourus par les points d'application, dans le même temps. Galilée, en 1634 (mécaniques), Wallis, en 1669 (mécanique), appliquèrent cette loi au plan incliné, puis aux principales machines. Elle fut ensuite présentée sous d'autres aspects par Descartes et Toricelli.
En 1717, Jean Bernouilli généralisa le principe et l'employa dans la résolution de tous les problèmes de la statique.
C'est aussi la loi des vitesses virtuelles qui produisit le principe de la moindre action, présenté par MaupertuiSy en 1740, sous le nom
de loi du repos, ei qui, au point de vue de la uiélaphyijique des causes finales, est Texpression symbolique de rharmonie universelle, c est-àdire de la Providence divine. Attaqué par Lngrange et défendu par Euler, le principe de Maupertuis a été viclorieusenient démontré, de nos jours, par Tillustre géomètre /aoobt de Kœnigsberg.
La généralisation du principe des vitesses virtuelles par Jean Bernouilli, conduit à Ténoncé suivant :
Si un système quelconque de corps ou de points matériels, sollicités chacun par un nombre quelconque de forces F, F', F''..., etc., est en équilibre, et si Ton imprime alors à ce système un petit mouvement quelconque, en vertu duquel chaque point décrive un chemin infiniment petit qui exprimera sa vitesse virtuelle, la somme des puissances multipliées, chacune, par le chemin que parcourt son point d'application, suivant sa direction, est toujours égale à séro, en regardant comme positifs les espaces infiniment petits parcourus dans le sens de ces puissances, et comme négatifs ceux qui sont décrits en sens opposés.
Ce sont les conséquences de ce principe ainsi étendu qui ont été développées par Lagrange dans sa formule générale.
3" Principe des forces vives, ou de la cotiservation des forces, ou principe dea quantités d'action finies.
Supposons qu un corps de masse m soit sollicité par un certain nombre de forces quelconques F, F', F"..., etc., dont la résultante soit représentée par R.
Si Ton considère Taclion de R pendant un instant quelconque^ nuiis infiniment petit, dt, qui succède au temps t du mouvemenl, varié ou permanent, Ton peut poser, ainsi qu'il a été dit :
dt de == vdt
Rde = m. — -— • vdt == mvdv dt
OÙ dv est Taçcélération instantanée produite par R, et de le chemin parcouru dans le sens de celle résultante ou h\ vitesse virtuelle du corps.
UeprésenUml par dp, dq.,., etc., les projections du chemin élémenlaire de sur les directions de F, F% F''..., l'on aura aussi :
Frfp-f- F'dflf+ etc. = Rrfe = m»(l» (m)
et par suite :
iFdp + lF'dq + etc. =lRdc= -j
ce qui signifie :
l"" (Équation m). La somme des quantités d'acliou instantanées de plusieurs forces accélératrices est égale à l'accroissement de force vive symbolique correspondant.
2® (Équation n). La quantité d'action finie fournie par plusieurs forces accélératrices, en un temps donné (pour vaincre Tinertie de la matière et accélérer le mouvement), est égale à la moitié du produit de là masse du corps sollicité par le carré de la vitesse totale imprimée pendant ce temps, ou bien, à la moitié de la force vive gagnée.
L'on a supposé plus haut que les quantités d'action étaient comptées à partir de Tinstant où le corps commençait à se mouvoir, c'est-àdire dès l'origine du mouvement. Mais si Ton suppose que le corps avait déjà une vitesse v\ il faudrait intégrer entre les limites v' et v" au lieu de o eiv; de là l'équation :
I Fdp + I rdq
+ etc. = --- m{tt"«-— v'»)
Cette loi des forces vives s'applique aussi au cas des mobiles qui, au lieu de pouvoir céder librement à l'action simultanée des forces sollicitantes, sont assujettis à un point fixe, à une ligne, à un canal matériel, d'où ils ne puissent s'échapper. Eï\§ est donc vraie pour le mouvement de rotation. Ai^i, doit-elle son origine à la recherche de ce fameux problème du centre d'oscillation, c'est-à-dire d^un point pris sur un pendule composé, et tel que sa distance à l'axe de suspension soit ta longueur du pendule simple correspondant.
Huygens, le premier, a déterminé ce point en se fondant sur ce principe que : si plusieurs poids, attachés indifféremmait à un pendule, descendent par la seule action de la pesanteur, et si, à un mo-
inent quelconque, ils soot détachés et séparés loui a coup les uns des autres, chacun d'eux, en verlu de la vitesse acquise pendant sa chute, remontera à une hauteur telle que le centre de gravité général se trouvera relevé à la même hauteur que celle de laquelle il est descendu. Autrement dit : la somme des produits des masses par les carrés des vitesses est la même, à un instant quelconque, soit que les masses se meuvent conjointement, soit qu elles parcourent librement les mêmes hauteurs verticales ; de là le nom de principe de la conservaiion des forces vives.
Ce principe, tel que Huygens Tavait trouvé et appliqué, fut longtemps employé seul pour la solution des problèmes de dynamique. Mais, comme il ne donne qu'une équation. Ton cherchait à établir les autres relations nécessaires, par certaines hypothèses plus ou moins exactes, sur la valeur et Faction de i'orces inconnues avec lesquelles Ion concevait que les corps devaient se pousser ou se tirer; de là des solutions souvent très-difficiles et parfois peu rigoureuses.
Adoptant le système de Descartes, qui proposa le premier de mesurer les forces par leur quantité de mouvement mv, Jacques Beraouilli donna, en 1691 d'abord, puis, beaucoup plus complètement en 1703, la solution du problème du centre d'oscillation ; il était parti de ringénieuse idée suivante.
Dans un corps soumis au mouvement varié, le produit mdv de la masse par Taccélération exprime ou mesure la force motrice nécessaire pour imprimer la vitesse élémentaire que le corps a prise ou qu'il tend à prendre. Des forces motrices ou des quantités de mouvement se détruiront ou se feront équilibre si elles sont égales et directement opposées, ou bien si, étant appliquées à un système quelconque matériel en équilibre, elles suivent les lois de l'équilibre de ce système. ^
Par suite, si Ion considère les mouvements que la pesanteur imprime à tout instant aux molécules d'un pendule composé, comme ces molécules, en verlu de leur liaison ou cohésion, ne peuvent suivre ces mouvements, Ton peut concevoir les mouvements qu'elles prendront comme résultant des mouvements imprimés et d'autres mouvements ajoutés ou retranchés qui doivent se faire équilibre au moyen des liai- !>ons Aw système.
Ici encore le problème du luouvemeul se trouve ramène à une question de statique.
4» Principe de d'Alembert,
La méthode de d'Alembert, pour mettre en équation tous les problèmes de dynamique, n'est que l'extension de Tidée de Jacques Bernouilli indiquée plus haut.
Si ton suppose qu'un système quelconque de corps ou de points matériels, solidaires entre eux, sont en mouvement sous l'action d'un certain nombre de forces sollicitantes extérieures, il est évident que chaque point du système prendra, à chaque instant, un accroissement de vitesse différent en grandeur et en direction de celui qu'il prendrait s'il était libre, c'est-à-dire dégagé de toute liaison avec le restant du système, et qu'il pût céder entièrement à l'action médiate ou immédiate de la pression totale qui lui est transmise en réalité pendant chaque instant. Il y a donc, pendant chaq*ue élément dt du temps, une certaine quantité de mouvement mdv, m'dv'..,, etc., perdue par chacune des parties; par conséquent, les mouvements détruits doivent être tels que les corps animés de ces seuls mouvements se fassent éqiiilibre. De là le principe de d'Alembert :
Si l'on imprime à un système de corps une série de mouvenienis que ces corps soient forcés de modifier à cause de leur action ou liaison mutuelle, il y a équilibre entre les forces qui correspondent aux quantités de mouvement perdues pendant chaque élément de temps.
Mais la quantité de mouvement instantanée, imprimée à l'un des points matériel du système, n'étant rien autre que la résultante de la quantité de mouvement effective de ce point et de la quantité de mouvement perdue, il est évident que cette dernière peut, à son tour, être considérée comme la résultante de la première et de la deuxième qui serait prise en sens contraire de sa direction. L'on peut donc énoncer comme suit le principe :
Quand un système de corps ou de points matériels est en mouvement sous l'action de plusieurs forces sollicitantes quelconques, il y a, en tout instant, équilibre entre les quantités de mouvement imprimées réellement, ou plutôt, entre les forces réellement appliquées au
système el celles qui produiraient les moliveiheDtls engendrés effeeiivement dans le cas où tous les points du systènoé seraient libres; seulement ces dernières doivent être prises en sens contraire.
Il est aisé de prouver que le principe de d*Alembert n'est qu*une extension donnée à Fançien principe de l'équilibre entre l'action et la réaction: Quoi qu'il en soit, le traité de dynamique de d'Alembert, qui parut en 1745, fournit une méthode générale pour mettre en équations tous les problèmes du mouvement; et, comme nous Favons dit, c'est en combinant le principe de d'Alembert avec celui des vitesses virtuelles que Lagrange a réduit toute la dynamique à une formule générale.
Recherelie de la premiloii ^ Ihéorènie de Daniel Dernantlll.
Supposons un fluide pesant et homogène en mouvement dans un vase (fig. 7) à niveau constant AB et à sections horizontales qui décroissent du haut vers le bas. Considérons une portion ABGD de la masse fluide telle que la section CD soit au-dessus de la limite du parallélisme des tranches (voir en C')- Supposons aussi que Forifice d'écoulement soit pratiqué en K, à la partie inférieure, et que la per^ manence du mouvement soit établie.
Soit S la surface de la section AB; S' celle de CD;
& celle de ab;
la section ab étant prise à Tendroit où la veine cesse d'être contractée et où le parallélisme des filets peut s'admettre comme rétabli.
Soient encore : V, Y, U, les vitesses moyennes des sections AB, CDeta6.
H et H' les hauteurs verticales de ces sections au-dessus d'un plian horizontal ef.
(î la densité du fluide = — le rapport de la masse au volume.
A le poids $g de l'unité de volume du fluide. MlamasseABCD=V(î.
P la pression, en kilogrammes, sur Tunité de surface de S ou AB (soit par Pair soit par toute autre force).
p la pression, en kilogrammes, sur Tuniié de surface, exercée sur c ou ab, par une force extérieure verticale, agissant de bas en haut (l'air ou toute autre force).
P' la pression, en kilogrammes, par unité de surface, supportée par un point quelconque d'une des parois ou de la masse fluide en mouvement.
^ l'augmentation ou la diminution (ici c'est une diminution) de pression d'une tranche à une autre, provenant du mouvement du fluide dans un vase à sections inégales.
D'après ce que nous avons vu en hydrostatique, la pression P' en un point quelconque situé dans le plan horizontal CD, soit de la paroi, soit de la tranche fluide, doit être représentée par l'expression suivante :
Supposons que la masse ABGD descende en A'B'G'D' pendant l'instant dt; la section AB aura fait le chemin élémentaire AA' ou rfH = \dt, et CD aura décrit dW = \'dt. Si nous désignons par rfM, dii\ rfM"..., etc., la masse des diverses tranches, elles auront pour valeur, soit : dM = dSdH ^ iSVdt; ou bien dM' = SS'dH = dS'V'dt; ou encore dW = d(Tl]dt. Mais comme les mêmes masses doivent passer en un même temps, l'on ne peut pas attribuer aux tranches des épaisseurs élémentaires arbitraires : il faut les prendre proportionnelles à leurs vitesses ou en raison inverse de leur section ; par suite :
dM = dW = dM" == (TSYdï = ^'Ydt = â<rl}dt
et -^ exprimera la masse parlielle ayant l'unité de surface pour base
et dW pour hauteur, et appartenant à la tranche (CD, CD') ou a celle qui se trouve immédiatement en dessous ou au-dessus. Appelons momentanément d^jL la masse élémentaire de la tranche
située au-dessus de (CD, CD') et d^i' la masse de (CD, CD) ; ces dénominations ne devant servir que pour mieux distinguer la différence de position de ces deux masses. La dernière d/ descend avec une vitesse V pendant l'instant dt, et a, sur la première dis. un excédant de vitesse rfV' ; la quantité de mouvement élémentaire due à cet excé-
(liint est da'.dy, e( la force élémeotaire dt)/ capable d'engendrer celle ((uantité du.'.d\' pendant le temps dt, a pour mesure :
d-^ = rff. -^
nous disons : du et non dM, toutes les notations se rapportant à riinilé de surface ou de volume.
Ainsi :
L intégration donne :
]/==-— <3'V'«+ C on constante («')
Pour déterminer la constante, remarquons qu'à la surface du fluide la variation de pression due au mouvement peut être considérée comme nulle; en efl'et, Ton peut concevoir que le liquide affluent qui maintient le niveau y arrive avec une vitesse V égale à celle de AB; Ton aura donc ^ = zéro pour V = V, d'où :
Et, par suite, la pression P' sur Tunité de surface :
P'=-P+ A(H— H')- 4- ^ (^'* — ^') - P Si Ton suppose le vase à Tair libre, alors P = pet Téquation devient :
Il suffit d'une légère transformation de l'équation (o) pour avoir l'expression du théorème de Daniel Bernouilli. Posons à cet effet : V» = 2^H et V'« = ^gW i.^(V2 _ V2) _ ^^ (H _ H') = A (H - H')
D'où nous concluons :
Théorème. Lorsqu'une masse fluide est en mouvement dans, un
vase placé dans u» milieu homogène, la pression sur une tranche quelconcpie est égale à celle qui aurait lieu à Tétat d'équilibre, dimi^ nuée ou augmentée de la pression que produirait une colonne du fluide d'une hauteur due à Taccroissement de vitesse qui a lieu de la tranche supérieure à celle que Ton considère.
Il est facile de voir, d'après l'équation (o), que, si le mouvement est très-lent dans le vase, ainsi que cela se présente toujours quand l'orifice d'écoulement est trhs^eiit, par rapport aux sections horizontales du réservoir, l'on peut négliger le terme ^^ c'est-à-dire Texcédant de pression dû au mouvement dans un vase de forme tronconique ou plus généralement de forme irrégulière. Dans ce cas, comme pour celui d'un vase a section constante, cet excédant devient nul ; seulement, dans le vase à section constante, le terme disparait toujours quelle que soit la vitesse absolue et commune des tranches fluides.
Nous aurons donc, comme cas particulier :
Ou bien, appelant h la différence H — H' :
P' = Afc
ce qui n'est autre que la loi hydrostatique développée en b, et qui est due à la pesanteur.
Le théorème de D. Bernouilli se rapporte au cas d'un fluide pesant et homogène; l'équation qui en résulte est donc particulière. L'on peut, en effet, la déduire du cas le plus général en introduisant quelques hypothèses dans cette dernière (1).
f'.lÊiiaattoiis iréaér»leii da mevTeniciit d'an flaMe iMrfalt.
Si nous rapportons le mouvement à trois axes rectangulaires des coordonnées en x, y ei z, il sera complètement déterminé lorsqu'on connaîtra, à tout instant, pour un point quelconque : l*" les trois composantes w, t?, IV, parallèles aux axes des coordonnées, de la vitesse V propre à la molécule de ce point; 2® la pression p et la densité 5 du fluide.
(4) Lagrange, Mécanique analytique, seconde partie/section X.
Les quantités ti, v, w, p, $ sont d«s foiïctions ée x, y, z, du point auquel elles se rapportent ainsi que du temps (; car, d'un cdté, à une même époque elles changent d'un point à un autre ; d'autre part^ pour le même point de Tespace, elles varient avec le temps. La résohition du problème exige donc cinq équations en u, v, w, peiS.
Représentant par dm un élément de masse, et par X, Y, Z des fonctions connues de x, y, z, t, Ton pourra désigner par Xdm, Ydm, Zdm, Tensemble des composantes parallèles aux: axes des coordonnées et pro venant de la décomposition des forces qui produisent le mouvement.
La masse d'un point quelconque du fluide étant ddœdydz, si l'on cherche la valeur de l'accélération iniprimée à ce point par les forces sollicitantes, Ton trouve que les trois composantes de cette accélération ou les projections de celle-ci sur les axes dés coordonnées sont :
(? dx
(? dy y i dp '
' ^ dz
Remarquant ensuite, qu'après un temps dt, les coordonnées x, y, z, du point ou de la molécule sont devenues x -h «d', y + vd/, y-^-wdt ; comme u est une fonction de x, y, z, t, son accroissement ou sa dérivée répondant aux accroissements udt, vdt, wdi, dt, des quatre variables indépendantes, aura pour expression :
du , , du , , du , , du
. udt -f- -— . vd(-f -j- . wdt + -j^ . dt
dx ' dy dz ' dt
Or, cette quantité est Taccroissement de la vitesse ti projetée sur Taxe des x, après un temps dt, la molécule suivant sa trajectoire. Divisant cette quantité par dt l'on aura la projection sur l'axe des œ de Taccélération de cette molécule. Égalant les deux expressions de cette composante, l'on obtient une première équation :
\ dp ' dtt du du du
^ dx dx ^ dy ^ dz * dt ^ '
L on aurait de même pour les composantes en y et en z :
^ i dp àv . dv , dv , dv
„ I rfp dw dw . dw . dw .,.
^-7 ifc- = «-Âr + '^ +"'-^+-5r- (*>
Ces trois équations entre les cinq inconnues u, v, w, p, à et leurs ilérivées partielles sont les mêmes pour les fluides compressibles et pour les fluides qui ne le sont pas.
Reste à établir deux autres équations entre ces inconnues.
L on détermine la quatrième équation par la condition qu*il ne se forme pas de vide dans le liquide en mouvement, c'est-à-dire qu'il y ait continuité, de façon que la masse contenue dans un volume soit toujours égale au produit du volume par la densité ; aussi Fa-t-on désignée sous le nom d'équation de continuité. Égalant encore les deux expressions de l-accélération de vitesse d'une masse élémentaire, Ton obtient :
Ou bien :
d, ^u . d. ^p . d. âw , rfeT ,,,
dx dy * d% dt
Cette équation est encore applicable aux liquides comme aux gaz.
Quand il s'agit des liquides, elle se dédouble en deux autres relations, par rhypothèse d'une incompressibilité théorique absolue; dans ce cas 3 ne varie pas pour une molécule le long de sa trajectoire, c'est-à-dire dd est nul ; et l'on obtient , entre les inconnues et leurs dérivées, deux équations supplémentaires :
= (4 bis)
di dx
di dy
di
di dt
du dx
de dt,
dw dz
Lorsqu'il s'agit de fluides gazeux. Ton ajoute aux équations (1) (2) (3) (4) une cinquième équation de condition entre la densité, la pression et la température, conformément aux lois de Mariette et de
Gay-Lussac. Celle rélaiioii, pour un gaz à température conston/e, est
^ = Kp ou — = constante (5 bis)
la densité est proportionnelle à la pression.
Pour un gaz à température variable, elle devient :
où K et K' sont des constantes; a le coefficient de dilatation, et 6 la température.
Mais ici une sixième équation deviendrait nécessaire, à cause de la nouvelle variable G.
Malheureusement, Ton n'est parvenu que pour des cas très-limités à intégrer les équations différentielles précitées; il a été impossible jusqu'à présent de déterminer, d'une façon générale, les fonctions arbitraires introduites par intégration.
Par suite, il devient nécessaire d'admettre quelques hypothèses restrictives au moyen desquelles Tinlégration soit possibie. L'on arrive ainsi aux deux théorèmes suivants :
I. Équation du mouvement permanent dun fluide
La première hypothèse que nous poserons sera celle d'un mouvement permanent; c'est-à-dire, qu'en un lieu déterminé de l'espace, le fluide présente toujours le même phénomène ; ou bien que u,v, w, p, â, tout en variant, à un même moment, avec les coordonnées x, y, z, du point auquel elles se rapportent, soient cependant constantes quand le temps t varie, x, j/, z ne variant pas.
D'où :
du
dv
dw
dp
dt
dt
dt
dt
dt
Par une seconde hypothèse, nous admettons que Xdx ^ Yy d + TLdz soit la différentielle exacte d'une certaine fonction (p de x, y, z; ou bien :
\dX+\d^-\'7A%r=^df
Ces deux coudilious admises, eu ^gulanl encore dfifx expressions de raccélération, Ton arrive à Téquation suivante :
rf?--^ =VdV (m)
les différentielles dtf, dp, d\ étant celles qni i*épondent à un déplace^ ment élémentaire ds sur la trajectoire de la molécule.
Pour intégrer facilement Téquation (m), nous admettrons une troisième hypothèse : c'est que le fluide soit un liquide homoghne ou bien un gaz à température constante.
Dans ces deux cas, â est un nombre invariable; par suite, I-Qn obtient en intégrant :
^ ^ — V« = C oa constante (m*)
Pour le cas d'un gaz à température constante, il sutBra de poser = mpoùm est une constante ; Ton aura donc Téquation :
y log. hyp. p — -r- V* = C ou constante (m")
Il faut bien remarquer que les équations (m') et (m'') ne sont démontrées que par une suite de points par lesquels doit passer une même molécule, prise du reste arbitrairement. Elles peuvent donc être très<utiles pour le cas où la forme des trajectoires serait connue d'avance.
II. Équation du mouvement permanent dans le cas d'un fluide homôgine et pesant. Théorème de D. Bernouilli.
C'est admettre que la pesanteur seule reste en jeu, et qi^e les composantes X et Y soient nulles. D'où :
La fonction (f(pcyz) se réduit à (p(s) = gs. Soit A le poids de l'unité de volume du fluide ou dg; l'équation (m') devient :
z ^ ^ ~- =C (it)
C'est dans la propriété exprimée par l'équation (n) que réside le
Ihéorème de D. Beruouilli ; la %forme seule en est ehdngée et peut s'énoncer comme suit :
Si, pour divers points d'un fluide en mouvement permanent, tous situés sur la trajectoire d'une même molécule, Ton preifd la hauteur en dessous d*uQ plan horizontal fixe, d'une part, et la hauteur représentative de la pression, plus la hauteur due à la vitesse, d'autre part, la différence sera une quantité con&tanle.
Pour un gaz à température constante, l'on doit faire (f=gz dans réquation (m'').
III. Équation du mouvement permanent d'un fluide quelconque en y introduisant l'action de la viscosité)
Appelons ^' l'accélération de vitesse imprimée à une molécule par les forces inconnues qui proviennent de la viscosité. Soit (ù l'angle que fait la résultante de ces forces avec l'élément ds parcouru sur la trajectoire; le travail de ^' dans le déplacement ds sera ^' cos w. ds.
L'équation (m) devient ici :
YdV = d^ - i dp 4- ^' co$ «. ds ./. (m'")
Intégrant entre deux positions quelconques d'une même molécule :
L'équation (n') peut être considérée comme l'expression du théorème deD. Bernouilli, généralisé par l'introduction de ^' et par une hypothèse plus étendue quant à la nature des forces extérieures qui solli citent le fluide en mouvement.
Si l'on introduit de même l'action de la viscosité dans l'équation (a) que nous avons établie, page 42, pour la démonstration à priori du (héorème précité, l'on obtient :
d^ = df*' -^ + ¥co$, r... ds (a")
qui devient par intégration :
^=1. eTV» + I Y COS «. ds
+ C (an
L eqaalîon {a'") représente alors le théorème de D. Bernouilli, rendu plus complet par Tintroduction d'une nouvelle force, la viscosité, dont Taction, variable avec la nature des liquides, n'en est pas moins réelle. L'on pourra se servir des équations (n') et (a'") lorsque, par un procédé quelconque, Ton parviendra à évaluer le terme !'>{/' co$ &>. ds
représentant le travail fait par les forces provenant de la viscosité, pendant le déplacement fini d'une molécule.
Pour le cas du théorème actuel, c'est-à-dire d'un liquide pesant et homogène, l'équation (n') devient :
^- ■f-+-7 H'«»<.«.^*- ir = c (p)
et pour un gaz à température constante
iog. hyp. p. -Img
il V»
— I +' CM. ft>. (h -— =
^'. Be la v|«e««ité 5 aperf « erltl^ve de ^veliiaes tltémH^m.
Un grand nombre d'auteurs se sont occupés de la question isi complexe de la viscosité; tels sont : Newton, Coulomb, Dubuat, Girard, De Prony, D'Aubuisson, Ëytelwein, Poncetet, Navier, Sonnet, Dupuit, Génieys, Bélanger et D'Arey. Diverses idées émises ou expé* riences faites par les savants précités ont servi de point de départ aux théories remarquables de Navier, De Prony, Sonnet, Dupuit, D'Arey, etc.
Newton posa en principe que la viscosité développe entre deux molécules une force mutuelle f proportionnelle à la vitesse avec laquelle ces deux molécules s'écartent Tune de l'autre.
Partant de là, il fut admis que, vu la distance excessivement petite a laquelle deux molécules fluides agissent l'une sur l'autre, en vertu de la loi de continuité, ces deux molécules ont nécessairement des vitesses très-peu différentes; que, par sui(e, la vitesse avec laquelle elles se séparent est encore plus faible et qu'elle est due à la différence des deux précédentes. Appelant v la vitesse, censée finie, avec laquelle se séparent deux molécules fluides, l'on peut représenter f par F (v)
une certaine foucliou où v est considérée comme la variable. Mais, ôtttre cette hypothèse de t) = à une quantité finie, Ton- admit, comme force de même nature et de même origine, celle qui est développée par la viscosité entre une molécule fluide et la molécule solide de la paroi du vase ou du conduit; et Ton représenta par une fonction cp {v) la force complète produite par les deux résistances. Développant 9 (v) en série, suivant les puissances de sa variable v, Ton obtint : (p(t,) = A + B« + Ci;«+Dt>' + v""
Comme les expériences tendent à prouver que (f (v) est presque nul quand v = 0, Ton posa plus simplement :
ff{v)=Bv + Cv* (0)
négligeant aussi les termes où le degré de la variable est supérieur à 2.
Afin de légitimer Thypothèse par laquelle Texpression (0) doit représenter Tensemble des 2 résistances produites par la viscosité, Ion admit en principe qu'il existe une couche d'eau, inhérente aux parois, d'une vitesse nulle, et sur laquelle glisserait la couche suivante, avec une vitesse finie; ces dernières formeraient alors la vitesse réelle du fond dans les canaux découverts ou celle de la circonférence SttR dans un tuyau de rayon R.
Ces hypothèses, toutes gratuites et inadmissibles, conduisirent fatalement à la nécessité d'admettre une conséquence qui est loin d'être démontrée : c'est que Teau éprouve la même résistance de la part d'une paroi i[uelconque, puisqu'elle ae glisse jamais que sur de l'eau et non sur les aspérités d'un solide.
Cependant, de tels principes servirent de guides à plusieurs savants dans leurs études sur les lois de l'hydrodynamique. Ainsi, Dubuat n'aynDl trouvé aucune variation dans le frottement, pour les différents cas où l'eau coulait sur du verre, du bois, du fer, du plomb, de l'étain et diverses espèces de terres, ce fait est expliqué, de la part du classique D'Aubuisson, par l'observation que, dans tous les cas, le frottement n'a lieu que sur la couche aqueuse qui revêt la paroi du lit. Autre part encore, ce dernier auteur considère les masses fluides comme s'écoulant contre un revêtement ou enduit aqueux fixé contre les pfirois des tuyaux ou des canaux découverts.
S'ftppuyaut sur des idées émises par Coulomb, un autre savant,
iM. Girard, admit d*abord, comme tant d'autres, que l'eau glisse sur la paroi mouillée, ou plutôt sur la couche d'eau adhérente; coasidérafit alors que le mouvement de cette eau est d'abord retardé par la viscosité qui tend à la retenir sur celte couche liquide (c'est notre cohésion)^ il en conclut une première force retardatrice proportionnelle à la vitesse. Mais, outre I9 viscosité, dont l'effet, disait-il, est indépendant des aspérités de la paroi, il faut encore tenir compte d'une autre force retardatrice, produite par ces aspérités , et qui est analogue à celle du frottement dû à la nature de la paroi et variable avec elle, mais différente cependant des forces de frottement en général en ce que la deuxième résistance en question n'est pas, comme ces dernières forces, variable avec la pression. Cette résistance ou ce frottemeut suivrait, d'après M. Girard, pendant un temps donné, la raison compoisée de la force et du nombre des impulsions que reçoivent les aspérités, ce qui la rendrait proportionnelle au carré de la vitesse.
La première hypothèse de M. Girard est fausse ; la seconde ne seloigfie guère de la vérité, mais pour sa conclusion seulement.
D'après ces notions, bien arbitraires, posées par Dubuat, Girard, Coulomb, D'Aubuisson, etc., l'on a admis que la formule (0) :
y(ç) = Bv + C««
était une loi naturelle, que le terme en Bv représetitait la résistance engendrée par la cohésion, et Cv celle qui est produite par l'adhérence à la paroi solide. (Voir D'Aubuisson.) Dès lors on considéra les deux coefficients B et G comme deux quantités constantes, variables avec la nature du fluide, mais indépendantes de celle des parois et faciles à déteroiiner par des expériences .
L'un des savants qui ont imprimé le plus de progrès à la science de rhydraulique,'M. De Prony, a supposé que les deux résistances croissent avec la vitesse relative. Cette hypothèse semble logique pour autant qu'il s'agisse de l'adhérence; en effet, les vitesses le long des parois, soit du fond soit des côtés, sont des quantités finies, car si Ton ne voit pas toujours au fond des courants d'eaux. Ion voit fort bien que la vitesse sur les rives est appréciable, donc finie; par suite, l'on conçoit à la rigueur qu'une certaine fonction de cette vitesse à la paroi puisse faire équilibre au poids du liquide. Mais il n'en est plus
de même de la cohésion, ou plutôt sa valeur doit s'exprimer autrement : la vitesse relative de deux couches contiguës du liquide e^st un infinimeut petit, et une fonction d'infiniment petit ne peut pas égaler une quantité finie ; il suffirait , comme nous le prouverons au chapitre IV, d'une vitesse excessivement petite du liquide, glissant, sur lui-même, pour produire une résistance égale à celle qui est causée par une vitesse finie du liquide, glissant sur la paroi, et égale à la force accélératrice imprimée par la pesanteur à toute la masse supérieure.
La cohésion étant en outre infiniment plus grande que Tadhérence et que la force de la pesanteur, si Ton représeatait, avec De Prony, I adhérence par f (v') + F (v')^ on v' serait la vitesse au fond d'un canal ou conduit découvert, et par f{v"—v') la force retardatrice (qui proviendrait aussi, dit De Prony, da glissement du filet contigu sur une couche liquide adhérente à la paroi ^ et par conséquent de'méme nature que l'adhérence) proportionnelle à v'- — v'^=^v, qui est due à la cohésion, il arriverait nécessairement, eu développant f{dv) et f{v') + F(t;') ou simplement /"(t?') que la première ne saurait être égale à la seconde qu'à la condition d^avoir des coefficients infiniment grands tandis que f{v') n'en a que de finis*
Développons ((dv) suivant les puissances ascendantes de la variable dv :
^^ii„) = Md» -f- Nd»« + Pd»« .........
Comme dv est très-petit, l'on peut poser :
f(dv) = mv
Nous démontrerons au chapitre IV que ce coefficient M est néces-
sairement de la forme C -^r— où z exprime la profondeur variable du
filet liquide, et C une constante que l'on peut déterminer dan$ chaqjie
expérience spéciale. Dès lors, la résistance fournie par la cohésion
doit être représentée, non plus par Cdv, comme l'admettait De Pron} , j„
mais par C --j— ainsi que l'ont prouvé Navier et Dupuit, du moins aZf
approximativement. Il n'est pas hors de propos de faire remarqfiei!
dv que cette expression C -jr- de la résistance due à la cohésion des
fluides, offre ane analogie complète avec celle que Ton emploie, en mécanique, pour mesurer celle des solides; en effet, lorsqu'on écarte deux molécules solides, Ténergie de la cohésion qui tend à les rapprocher n'est pas mesurée simplement par leur distance, mais par le rapport de leur distance actuelle à leur distance primitive.
Ajoutons ici que lorsqu'on substitue N --7— j k f (dv) il n'est plus
permis de supprimer les termes en dt)>, cft?^, etc., attendu que
verrons plus loin que, s'il n'est pas exact d'exprimer par C-r- l'éner-
dz
gie de la cohésion, c'est parfois une valeur assez approchée dans fa
pratique; et que, pour représenter rigoureusement cette résistance, il
fdvV fdvy
( -7— 1 f -T- 1 , etc., deviennent des quantités finies. Cependant, nous
faut employer l'expression C f-j— )
Navier (1) le premier a cherché à résoudre le problème du mouvement des fli^ides, en introduisant dans l'équation générale les forces produites par la viscosité. S'appuyant sur les idées de Newton, il pose en principe que, « par l'effet du mouvement du fluide, les actions « répulsives des molécules sont augmentées ou diminuées d'une quan- « tité proportionnelle à la vitesse avec laquelle les molécules s'éloi- « gnent ou se rapprochent entre elles. Il s'établit, même dans l'étal « d'équilibre (en hydrosta^que, par conséquent), des actions répul- « sives entre les molécules du fluide et celles des parois solides dans « lesquelles il est contenu. Ces actions doivent être également modi- « fiées ou diminuées de quantités proportionnelles aux vitesses avec « lesquelles chaque molécule fluide s'approche ou s'éloigne de chaque « molécule immobile appartenant à la paroi. »
L'on peut conclure de cette définition, que Navier place ces deux forces sur la même ligne; une seule et même hypothèse sert de base à la formule qui les représente, c'est celle d'une résistance proportionnelle à la vitesse avec laquelle les molécules s'éloignent ou se rapprochent.
(4) Mémoires de l* Académie des sciences de Paris, tome VI.
Si, avec Navier, l'on désigne par a la vitesse, très-petite d'ailleurs, avec laquelle deux molécules fluides se séparent, et par7'(a) une fonction de a qui représente la cohésion, c'est-à-dire Taction mutuelle ou force mutuelle développée par la viscosité proportionnellement à a, Ton obtiendra, par le développement de /"(a) en série :
/(a) = A -f- Ba -f Co« + Do» +
comme les expériences tendent à prouver que f(a) devient insensible quand a est nul, Navier pose : A = o. En outre, à cause de la petite
valeur de a, il admet que lés termes Ca*, Da' , sont négligeables
par rapport à Ba, et que, par suite, la force f{à) est proportionnelle à la vitesse a.
L'hypothèse de A = o n'est pas rigoureusement vraie; il y a nécessairement un terme constant dans le développement de /'(a), car un plan incliné reste mouillé après Técoulèment; et ce fait résulte, non pas de l'existence d'un revêtement aqueux (D'Aubuisson), mais de ce que l'écoulement s'y est terminé au moment où la hauteur h de l'eau sur cette paroi était sensiblement nulle; en effet, la nature des choses s'oppose à ce qu'un écoulement d'une hauteur finie puisse être interrompu brusquement.
Quant à la deuxième hypothèse de Navier, elle est complètement
en opposition avec la réalité. Pour que Ca*, Da' , disparaissent
devant Ba, il faut que a soit infiniment petit et que B ne soit pas nul ; or, rien n'établit à priori qiïe B soit nul, et comme a est une quantité finie quand il s'agit des molécules en contact avec la paroi, le raiisonnement de Navier n'est plus du tout applicable.
Partant de la relation /"(a)==Ba, Navier arrive, après bien des calculs, à remplacer les trois équations (1) (2) (3), relatives au mouvement d'un fluide parfait, par trois nouvelles relations plus compliquées et, par conséquent, plus difficiles à résoudre ; les équations (4 bis) et (S) restent les mêmes pour les liquides naturels comme pour ceux d'une fluidité parfaite.
Les cinq équations différentielles, du second ordre, ainsi modifiées partiellement, s'appliquent seulement aux points pris dans l'intérieur de la masse liquide. Pour celles qui sont situées à la surface libre ou pour les molécules adhérentes aux parois» Navier a
posé d'autres équations dififéreutielles spéciales et du premier ordre. Il est donc probable que Ton serait arrivé à des résultats tout à fait vicieux si Ton avait fait à la pratique rapplication des généralités théoriques et des formules de Navier. Ajoutons cependant que le mémoire de cet éminent mathématicien présente un progrès réel sur les théories des auteurs qui Font précédé ; et que, le premier, il a donné à la résistance due à la cohésion la véritable forme de sa valeur :
C --r— , ainsi que nous I avons établi
M. Sonnet a repris le travail de Navier. Dans un mémoire présenté par lui^ en 1845, à TAcadémie des sciences de Paris, il a fait voir le parti pratique que Ton pouvait retirer des tentatives stériles de Navier. Abandonnant le cas général traité ^.ar ce dernier, il a appliqué la considération de la différence des vitesses à quelques cas pratiques et en a déduit des formules très-importantes.
D'après Navier, les résistances dues à la viscosité, c'est-à-dire la cohésion et Tadhérence, sont toutes deux proportionnelles à la vitesse relative, soit des molécules fluides entre elles, soit des molécules fluides en contact avec celles de la paroi. M. Sonnet a modifié cette hypothèse en élargissant le principe. Se bornant au cas du mouvement permanent rectiligne, il représente aussi la résistance totale due à la viscosité par une fonction de la vitesse relative a, développable suivant les puissances entières de la variable, mais dont il conserve tantôt un terme, tantôt deux termes, suivant l'application. Il a obtenu ainsi plusieurs résultats analytiques très-simples, faciles à vérifier par expérience.
M. Sonnet déduit de son hypothèse les mêmes équations que Navier pour les filets intérieurs (la cohésion) ; mais celles qu'il pose pour les filets à la surface ou près des parois, ne sont plus du premier ordre. Il établit ces équations à Taide de deux méthodes distinctes, dues à Navier et à Poncelet, et conduisant toutes deux aux mêmes résultats (1).
D'après M. Sonnet, la résistance des parois , c'est-à-dire l'adhérence, ne peut être représentée que par une formule d'interpolation
(4) Sonnet, Mémoire sur le mouvement rectiligne et uniforme des ecMX, en ayant égard aux différences de vitesse des fUets,
de la forme A + Ba + Ca« + Da' , jusqu a ce que des obser-
vatioDs spéciales aient fait découvrir la loi naturelle. Considérant comme telle la formule ordinaire (o) :
tf (v) = B» -h C«»
il pose en principe que la résistance des parois doit être représentée par une fonction impaire de la vitesse.
Ce principe ne nous semble pas plus rigoureux que celui de Navier ; c'est là une question que Texpérience seule peut décider, et nous verrons, au chapitre IV, qu'elle pourrait bien en avoir décidé autrement.
Ajoutons que M, Sonnet, loin de faire ressortir la distinction* capitale qui existe entre la cohésion et Tadhérence, nous semble aussi avoir confondu la nature tout à fait différente de ces deux forces.
Nous avons basé quelques-unes des considérations précédentes sur les remarquables idées de M. J. Dupuit, Tun des plus logiques et des plus profonds hydrauliciens modernes. En traitant la question des eaux courantes, nous développerons la théorie de cet éminent ingénieur; nous ferons connaître aussi les méthodes de MM, Sonnet et D'Arcy, ainsi que les modifications importantes, résultant des recherches expérimentales de ce dernier, et qui tendent à modifier sérieusement les hypothèses et les formules généralement admises.
h\ Des plésomètres.
Avant de terminer ce chapitre, disons quelques mots sur une certaine catégorie d'instruments appelés piézomhtres, destinés, ainsi que leur nom l'indique, à mesurer les pressions aux différents points de la trajectoire d'une molécule ou d'une masse liquide en mouvement.
Si l'on appelle p la pression, par unité de surface, exercée soit à la partie supérieure soit à l'intérieur même d'une masse fluide, l'on peut se représenter cette action comme exercée par une certaine colonne d'un liquide pesant quelconque, mais d'une hauteur h telle que son poids, sur l'unité de surface pressée, soit égal à p.
Soit A le poids, par unité de volume, du liquide pesant en question, est-à-dire le poids qui correspond à la ma par unité de volume. Nous devrons poser :
c'est-à-dire le poids qui correspond à la masse S = — = h masse
p=Afcd'oùfc= JL
A sera constant si le liquide est homogène.
Cela posé, rappelons aussi Féquation (p) s'appliquant aux liquides pesants et homogènes, et trouvée en g' § III.
ff'
-4- + i- If COI. «. d« - -J^ = C a ^ g y Ig
Supposons maintenant une masse liquide XY (fig. 7), pesante et homogène, en mouvement permanent, et a'a" une portion de la trajectoire décrite par une même molécule. Appliquant aux points a' et a" Téquation (p) et désignant par s' et s" les portions Xa' et Xa'' de la trajectoire. Ton obtient :
a'--i--f-— Ifcos. «.ds s— ==C
Ainsi que nous Tavons vu, la pression en a' peut être censée produile par une colonne liquide dont la hauteur verticale soit -^ ; de
p" même pour a", où l'on aurait-^ . Soient a'n' et a"n" ces deux colonnes; z' et z'^ les distances verticales des points a' et a" à un plan horizontal de comparaison AB. La différence du niveau n"m ou H, entre les deux points considérés sera :
n"m ou
Substituant, dans Téquation plus haut, cette expression de H, il en résulte
H -I- -1. [y COS. «. d»
TJr-
2ff
Lorsqu'on néglige l'action de la viscosité, il reste :
ce qui. est Téquation des variations de la vitesse d*un point matériel qui glisserait, sans frottement, le long de la trajectoire XY.
Mais si Ton tient compte de la viscosité et que Ton représente par 9 le travail négatif fait par cette force, de a' en a'\ Ton obtient :
^Ir
co«. w, d« = -
et la variation réelle de hauteur due à la vitesse ne sera plus que H — 0, comme si Ton avait retranché la quantité 6 de la différence de niveau H = n"m, qui existerait en réalité si la viscosité ne produisait aucune résistance.
Supposons, comme application de Thypothèse précédente, un cylindre liquide XY s'écoulant par un tuyau de conduite, horizontal ou incliné (fig. 8), adapté à un réservoir qui est constamment rempli.
Lorsqu*on fermera l'extrémité Y, le liquide viendra exercer en chaque point du tuyau une pression due à la charge AO; de sorte que si Ton adapte en o\ o", o"', des tubes verticaux o'E, ô"D, o"'C, le liquide s'y élèvera jusqu'à ce que le poids des colonnes liquides fasse équilibre à la pression en ces points, c'est-à-dire jusqu'au niveau A6 ; c'est, du reste, la loi des tubes communiquants et le principe du niveau d'eau.
L'extrémité Y étant débouchée, le liquide prendra un mouvement dû à la pression exercée en X par la charge ; et, si l'on suppose une contraction nulle et une viscosité négligeable, il sortira en Y avec une vitesse due à la charge AO. Le fluide des tubes o'E, o^'D, o'"C, bais-
sera jusqu'au niveau Oo"\ puisque toute la force de la charge agit parallèlement à Taxe XY, sans produire de pression à la suface supérieure.
Supposons enfin que Y ne soit débouché qu'en partie» ou hien que Ton y ménage un orifice de sortie plus petit que la section du tuyau de conduite, censé encore très-court et disposé en X de façon à détruire la contraction. Le liquide sortira toujours en Y avec la vitesse V due à AO (ou plutôt à j/G), mais la vitesse v dans le tuyau sera plus petite dans le rapport inverse des sections. Représentant AO (ou j/C) par H, et par h la hauteur de charge capable de produire ^, il existera,
dans la conduite, une vitesse l/2gfA parallèle à Taxe et ne produisant aucune pression supérieure; il s'y trouvera, en outre, une deuxième
action capable d'engendrer la vitesse l/2gf (H — h) et agissant sur toutes les molécules, dans tous les sens, et qui, par suite, pressera le liquide de bas en haut, aux points o\ o", &" ; celui-ci montera dans les tubes et s'arrêtera à un certain niveau mn, tel que
Am=/i = |l=0,OSl vK 2flf '
De là, le grand principe établi par D. Bernouilli, au moyen du calcul d'abord, et ensuite par l'expérience, principe dont il a fait la base de son hydraulicchstatique : la pression que l'eau en mouvement dans un tuyau exerce contre un point quelconque de ses parois est égale à la charge (effective) sur ce point, moins la hauteur due à la vitesse dans ce tuyau.
Nous avons vu que ce principe n'est rigoureux qu'à la condition de négliger certaines résistances.
L'on désigne sous le nom de colonnes piézométri(fues, les colonnes fictives a'n', a"n" (fig. 7) et l'on appelle piézomèlres, des tubes réels o'E, o"D, o'"C, (fig. 8) implantés dans un liquide, et suffisamment déliés pour ne pas gêner le mouvement. Ces tubes seraient d'un immense secours en hydraulique, si la dernière condition pouvait être réalisée à l'intérieur même des liquides; quant à leur emploi, à la surface des tuyaux, il est permis d'admettre qu'il ne peut produire aucune modification apparente ou probable, surtout si l'on a égard aux perfectionnements apportés à ce genre d'instruments. Nous citerons, entre autres, le piézomhtre différentiel de M. Bélanger, composé de
deax tubes, analogues à o'E et o''D, et destiné à donner directement la différence des niveaux piézométriques ou la différence de pression entre deux sections ou deux points peu éloignés. Nous y reviendrons dans le chapitre suivant.
L*on appelle niveau piézométrique, le niveau du liquide dans le piézomètre; quelquefois il représentée celui du liquide diminué de lO'^SS qui est la hauteur d'eau représentant la pression atmosphérique; c'est, du reste, indifférent en pratique, puisqu'il s'agit toujours de prendre des différences, par suite desquelles le t«rme constant ajouté lO^'SS doit disparaître dans la soustraction.
La charge entihre est celle qui correspond à la hauteur totale Cy == H entre le niveau du réservoir et l'orifice de sortie y. Par suite de la viscosité et de la contraction, le liquide sort, en i/, avec une vitesse moindre que celle qui serait due à H, et égale, d'après les notations admises, à H — 6, que Ton désigne sous le nom de charge effective.
Par analogie, pour tout autre point a\ a'\ etc., de la conduite, sa charge entière sera la hauteur AX = H du réservoir, au-des^s de ce point; et sa charge effective sera H diminuée de la résistance éprouvée par le liquide depuis l'origine X de la conduite.
Si l'on désigne par charge l'abaissement du niveau piézométrique entre deux points a' et a" (fig. 7) ou le relèvement de ce niveau en l'affectant du signe — , et par perte de charge la quantité 6, qui, en réalité est une perte puisqu'elle se retranche de H dans la formule V" — V = 2 (H - 6)
qui donne l'accroissement ou la perte de force vive, le théorème de D. Bernouilli, dans le cas des liquides pesants et homogènes, pçut s'énoncer comme suit : l'accroissement de la hauteur due à la vitesse est égal à la différence entre la charge et la perte de charge.
A. PAR UN ORIFICE PERCÉ DANS LE RÉSERVOIR
La vitesse d'écoulemeot d*un liquide, par un orifice percé dans un réservoir à niveau constant, peut se déterminer au moyen du théorème de D. Bernouilli et du principe des forces vives.
Adoptant les désignations employées au chapitre premier, dans la démonstration du théorème de D. Bernouilli , nous supposerons que le mouvement est assez faihie dans le vase pour permettre de négliger ij^ ou — J (V* — V*); c'est, en d autres termes, admettre que
forifice d'écoulement soit très-petit par rapport à la section horizontale minima du réservoir. La pression F, par unité de surface, devient donc :
Nous ferons aussi abstraction de l'adhérence du liquide contre les parois, et de la cohésion dont Teflet est insensible à cause de la lenteur du mouvement.
Les forces actives qui font descendre la masse ABCD (fig. 9) en A'B'G'D', pendant l'instant dt, sont : la pesanteur et la résultante dz (P — p) des forces extérieures. D'après le principe des forces vives, il faut : chercher le travail élémentaire développé par ces forces ; puis, l'accroissement de force vive résultant de ce travail. Cela fait,
en égalant la seconde quantité au double de la première, Ton obtient une relation qui conduit à la valeur de U, vitesse d'écoulement/Suivons cette marche.
Dans le transport de la masse ABCD, ou M, de la position primitive ABGD jusqu'en A'B'G'D', la pesanteur, d'abord , produit une quantité de travail instantanée (c*est*à^ire en un temps dt) égale au produit du poids de celle masse par Tespace, ou chemin virtuel décrii par son centre de gravité. Or, d'après la théorie des forces parallèles,
celte quantité est exprimée par A (AB, A"B") (H— H') où AB, A"B" est le volume d'une tranche infiniment petile de ABCD. Ceci se ramène à la forme gdîA (H — H') si Ton remarque que A = (îgf et que
le volume dV = —T- •
Mais cherchons directement la quantité de travail instantanée, c'esl-à-dire pendant dt.
Évidemment, le travail instantané d*une tranche mince ABB^'A" de la masse M est gdiA, et son moment virtuel est gdMdz, en appelant z le chemin virtuel' variable entre H et H'. Le moment virtuel de la masse M est donc :
gm I d% = gdyi (H - H')
De même, la quantité de travail instantanée produite par P — p est gdM ( — T-^j ; en effet c'est :
PS. dz - p<r. dz' =« P. Sd« — p. vdz' Or, Sdz = (Tdz\ car les volumes liquides écoulés en temps égaux sont égaux (par suite, aussi, l'épaisseur des tranches est en raison des vitesses) ; de là :
P. Sd* - p. ddz' = PdM. ^ - pdM -^
P. Sd« - p. (rd«' = -i- (P - p) SfdM A
La quantité d'action instantanée totale est donc :
Soit raainteiiaiit idM. V* ta force vive totale de la masse M, dans sa
position primitive ABCD (elle a une vitesse Y en arrivant en AB d'une façon continue, et Ton admet que cette vitesse reste constante). Soit
idM. V* celle qu'a atteinte la masse M arrivée en A'B'C'D'. L'accroissement total est dM (V* — V*); en effet, voyons d'abord quelle est la somme des forces vives que possédaient toutes les tranches de la masse M, dans sa première position ABCD :
!'• tranche AB dM. V«
2« • , dM.v*
Z* • dM. »'« etc.
la dernière tranche précédant celle où la vitesse est V.
Arrivée en A'B'G'D', censée momentanément à tin dz en dessous (afin d'éviter des A"B"C"D", etc., en notations), la 1" tranche de A'B'C'D' a atteint la vitesse v de la 2« tranche de ABCD, etc., et la dernière est W Retranchant les premières des secondes, l'on obtient : rfM(V'* — V«).
L'on en conclut, en supprimant le facteur commun dM :
Pour appliquer cette relation à la section ab, où la veine a repris le parallélisme, l'on fera V = U et H — H' = H" la hauteur du niveau AB au-dessus de ab, puisque H' est ici égal à K (Og. 7). En
d'où :
outre, comme l'on sait que V : U = a : S, il suit que : V* = -g; . U*;
ou généralement :
qui est la formule donnant la vitesse d'écoulement pour un orifice quelconque.
Cherchons les transformations de cette formule (m) pour quelques cas particuliers.
Si Ton fait <j = S, alors U = -j ou Tabsurde, c'est-à-dire que la formule n'est plus applicable. En effet, le liquide tombant alors librement par la gravité, le mouvement permanent et par tranches parallèles n'est pas applicable non plus.
Dans le cas ordinaire, où l'orifice est très-petit par rapport à la
section du réservoir, le terme ^ est négligeable; de là :
qui est la formule de la vitesse pour un orifice très-petit.
Enfin, si le liquide s'écoule dans un même milieu que celui du réservoir, par exemple à l'air libre, alors P = p el les formules (m) et (n) deviennent :
D'après Navier, il est prouvé par expérience que l'on peut suppri-
mer le terme ^ lorsque le rapport ^ ne dépasse pas—. Ce rapport
peut s'élever à yk suivant Poncelet {i).
. iU
Toricelli irovi\B la formule U = V/2gfH en 1643, par l'observation de la hauteur des jets d'eau et par les lois de la chute des graves récemment découvertes par son maître Galilée. L'expression de cette formule est connue sous le nom de théorhme de Toricelli; faisant abstraction de toute erreur d'approximation , on peut la traduire comme suit :
Théorème de Toricelli. La vitesse d'un fluide, à la sortie d'un orifice percé dans un réservoir, est celle qu'aurait acquise un corps grave en tombant librement de la hauteur comprise entre le niveau de la surface fluide et le centre de cet orifice.
Nous avons déjà vu combien cette conclusion est peu générale,
(4) Poncelet, Archives hydrauliques, page 250.
puisqu'elle exige cerlaioes conditions essentielles tant pQur la grandeur que pour la forme de Torifice d'écoulement.
Si Ton considère deux fluides, de nature différente, sortant chacun d'un réservoir particulier par des orifices identiques, Ton aura, en supposant des charges différentes sur ces orifices :
c'est-à-dire : les vitesses sont entre elles comme les racines carrées des charges.
Il faudrait en conclure, avec D'Aubuisson, que la vitesse d'un fluide à sa sortie d'un orifice est indépendante de sa nature et de sa densité, et qu'elle ne dépend que de la charge (1). C'est là une conclusion que Ton ne peut admettre en général ; l'influence de la viscosité se fera évidemment sentir d'une manière notable dans l'huile tandis qu*elle sera presque nulle pour l'eau.
En 1695, Varignon démontra la formule U = V/SgÏH d'une manière rationnelle et générale, en se basant sur l'hypothèse que la tranche liquide située à l'orifice d'écoulement éprouve une pression égale au poids de la colonne liquide qui la charge. Mais celte hypothèse est loin d'être applicable à tous les cas ; nous avons déjà vu, en effet, qu'elle présuppose un mouvement très-lent dans le réservoir, c'est-àdire un orifice fort petit, qui permette de considérer comme négligea-
ble le terme ^ ; en outre, ici encore, cet orifice est soumis à certaines
conditions particulières.
Lorsque l'écoulement, au lieu de se faire à l'air libre, se fait d'un réservoir dans un autre (fig. 10) dont le niveau soit à une hauteur h au-dessus du centre de la section ab de la veine contractée, la pression sur l'orifice ne sera plus p, mais p augmenté du poids de la colonne liquide de hauteur h; si donc p représente, ainsi que P, la pression atmosphérique, et que le liquide soit de l'eau, comme dès lors la
(4) D'Aubuisson, Traité d'hydraulique, chap. I, ^ 48.
pression suppléioeataire sur l'unité de surface est A'A >= h pour ce
genre de liquide, l'on aura :
- A'fc = ■
D'où
El, dans le deuxième cas considéré plus haut :
U = l/2i?(H-fc) (n")
Telles sont les formules applicables à l'écoulement de l'eau, d'un réservoir dans un autre ; la première se rapporte à un orifice quelconque ; la seconde convient au cas d'un orifice très-petit.
F^roie de I» ¥eliie flalde
1*» L'orifice étant circulaire et en mince paroi.
Nous avons déjà vu que, pour des orifices circulaires, le parallélisme des tranches peut être admis à Tendroit de la section contractée mn (fig. 6, 2**), et qu'à partir de cet endroit la veine affecte la forme d'un cylindre dont mn serait la section droite.
Comme tout est symétrique sur le cercle d'orifice, direction et vitesse, la veine contractée doit aussi avoir une forme symétrique, et être, par suite, un solide de révolution, un conoïde. Ce résultat est confirmé par rexpérience, et l'on peut admettre approximativement, avec Michelotti, que les courbes m'm et n^n (fig. 6, S"") se rapportent à une cycloïde.
Quelques auteurs ont cherché à déterminer directement le rapport des diamètres mn et mV; d'autres ont aussi mesuré la forme et la surface de la section mn de plus grande contraction.
Newton, qui le premier avait reconnu le phénomène, tenta aussi de mesurer physiquement le diamètre mn. Après lui, divers hydrau* liciens s'occupèrent de cette question ; tels sont : Poleny, Borda^ les Michelotti, Bossut, Eytelwein, Venturi, Brunaci, etc. Appelant D le diamètre m'n' et d le diamètre mn^ la valeur moyenne des résultats
trouvés est environ 0.80. Nous verrons plus loin que cette quantité est légèrement supérieure à la réalité ; le fait n'a rien de surprenant lorsqu'on songe aux chances d'inexactitude résultant d'une opération faite au compas d épaisseur.
Quanta la mesure directe de la forme et de la surface t/ de la section mn^ voici comment les expériences ont été faites :
Ayant disposé, à l'intérieur d'un bâti, une série d'aiguilles métaltiques, toutes dans un même plan, l'on a fait passer la veine à travers le vide intérieur limité par les pointes de ces tiges, et de façon que leur plan fût celui de la surface or' à mesurer. Cela fait, l'on enfonçait avec précaution les aiguilles jusqu'à ce qu'elles vinssent aiBeurer la veine sai\s y pénétrer. L'écoulement étant arrêté, les pointes métalliques dessinaient exactement la section cherchée.
La recherche du plan mn de la section minima se faisait par tàtonuemeni.
Connaissant a', Ton mesurait q sur le .réservoir, et Ion en concluait le rapport — = n le coefficient de contraction.
L'on voit déjà ici combien ce moyen expérimental est imparfait.
Les expériences, telles que nous venons de les détailler, ont été exécutées d'abord sur des orifices circulaires dont les diamètres variaient de O^'OS à O^'IG. Il a été constaté :
l"" Que la section minima se trouve à une distance de Torifice égale,
à peu près, au rayon r = — de l'aire q\ et que celle-ci est aussi un cercle comme a.
2*» Que le rapport— ou-=r «x0,79; d'où il résulterait ;
c'est-à-dire que le coefficient de contraction aurait, pour de tels orifices,
{j une valeur très -rapprochée de— .
Cette valeur du rapport — «= 0,79 avait déjà été trouvée par Michelotti, le fils, dans des expériences de précision faites avec de gros
jets et de fortes charges. Le rapport moyen obtenu par lui, à la suite d'un grand nombre d'opérations, a pour valeur 0,787; les diamètres tn'n' de Torifice ayant varié entre 0°'0812 et 0'"1624, et la hauteur des charges entre 2"10 et 6"76 (1).
D'après le même hydraulicien, la longueur de la veine contractée serait environ la moitié du diamètre d^ ou les 0,39 de D; et les trois dimensions principales m'ft! ou D, mn ou d, et ao (fig. 6 ^) seraient entre elles comme les nombres 100, 79 et 39.
Eytelwein adopte les nombres 10, 8, 5; ces rapports, ainsi que les précédents, peuvent éire considérés comme une approximation suffisante dans les cas précités.
L'on obtiendrait, d'après Michelotti :
Comparant ces deux valeurs 0,624 et 0,619, l'on peut admettre, pour conclusion, la valeur moyenne
L'on conçoit que celle valeur ne saurait être qu'une approximation plus ou moins satisfaisante si on voulait l'appliquer à un orifice circulaire quelconque; il doit paraître peu probable que le rap-
port — = n soit constant d'une façon absolue, et ne varie ni avec le
rayon R ni avec la position de l'orifice par rapport à la surface du niveau dans le réservoir.
Nous verrons, en effet, que le rapport n éprouve de légères variations suivant les dimensions respectives de l'orifice frin! de sortie, et que, dans plusieurs circonstances, il subit l'influence de la hauteur de charge.
2"* L'orifice étant quelconque.
L'on s'exposerait à des erreurs plus fortes encore si Ton admettait que n = 0,62 put s'appliquer à des orifices non circulaires. Dans ce cas, l'aire <t de la section m'n' a une grande action sur la variation du
(4) Mémoireê de l'Académie des sciences de Turin, 4784-4785.
coefficient. Dans des expériences faîtes sur des orifices carrés, de 0»2a de côté, M. Lesbros a remarqué que, pour des charges supérieures a l^TO, le coefficient n n'éprouve guère de variations sensibles. pour de mêmes valeurs de a. Cependant , Ton s'accorde à reconnaître que n décroit progressivement des plus faibles chaires aux plus fortes, depuis 10 jusqu'à 300 fois le diamètre de Torifice. Cette bypo^ thèse n'est nullement vérifiée par les nombreuses expériences de M. Lesbros. (Voir les tables.)
Les orifices, dont le pourtour est un polygone, donnent lieu à un phénomène connu sous le nom de renversemtnt ou d'inversion de la veine fluide (1). Ce phénomène est simplement curieux; il n'a été, jusqu'à présent, d'aucune utilité en hydraulique.
c. Be 1» déi^Mae lhé«rl««e el de I» dépense réelle penr des erlllce* en MlBce paroi.
!• Dépense théorique.
La dépense, étant la quantité d'eau écoulée en l'unité de temps, se représente théoriquement par le prodifit de l'aire <t' appartenant à la section contractée et de la vitesse U observée ou calculée pour celle
section. Elle est donc égale à Uo-' = fidl/SjH, d'après la formule (n').
Si l'on admet que la formule (n') donne avec une exactitude suffisante la vitesse en tous les points de la section contractée, et que celle-ci soit définie parfaitement quant à sa forme et à ses dimensions, le calcul de la dépense d'un orifice en mince paroi, sauf le cas d'une faible charge, se réduira à multiplier l'aire 0,62 a par la vitesse du filet central, ou approximativement, par celle de l'orifice, en prenant pour H l'ordonnée du centre de ce dernier.
Si l'on se rappelle la méthode employée pour mesurer la forme de la section minima de la veine, l'on peut déjà prévoir le peu de garanties d'exactitude présentées par le calcul théorique de la dépense.
Quant à la vérification expérimentale de la formule {n% l'on peut employer deux moyens de mesurer la vitesse avec laquelle les filets traversent la section contractée.
(I) 6. Bidone, Expériences sur la forme et la direction des veines et courarUs d'eau. Turin, 4829. — Poncelet et Lesbros, Expériences hydrauliques, etc. 4832.
Le premier moyen consiste à relever exactement Taire ^ y puis à mesiirer le cube d'eau Q écoulé ou dépensé dans l'unité de temps; de là on. pourra poser et conclure :
Le second moyen consiste à observer rampKtude du jet dans la portion où les molécules décrivent approximativement des paraboles. L'on sait» en effet, que lorsqu'un corps est lancé dans une direction quelconque oy (fig. 9) avec une certaine vitesse» par suite de cette impulsion donnée et de la force uniformément accélérée due à la gra* vite» le corps décrira une parabole dans le vide, ou une courbe qui s'en rapproche si le milieu est peu résistant ; et le paramètre de cette courbe sera égal à quatre fois la hauteur due à la vitesse de projection.
Si donc, pour un point quelconque n du filet central, l'on désigne par y la longueur mn parcourue dans le sens oy de la vitesse initiale U ; par 07 l'abaissement vertical om correspondant en dessous de oy; et par t le temps employé pour parcourir on, l'on obtiendra pour formules du mouvement uniformément varié :
y=^\}t et x= — gt*
Prenant dans la première 'équation la valeur de t et la substituant dans la seconde, il vient :
aï = Y" ^ "tr ^" bien y* = — - x
Appelant h la hauteur op telle que U* = 3igh, d'où A =» — , il en ré-
2g suite :
kx
Il suiBt donc de mesurer les deux longueurs y ei x pour connaître la hauteur h qui produit la vitesse U, et par suite, pour trouver celte vitesse par l'équation :
En appelant vitesse théorique celle que l'on obtient par l'équa^
tion U=l/2jfA et vitesse réelle celle qui est fournie par Téquation {p)y Bossut a trouvé, dans deux expériences, 0,974 et 0,980 pour le rapport K de la seconde à la première. Plusieurs observations faites par Michelotti fils, sur des orifices circulaires de 0,0271 de diamètre, avec des charges variables depuis 2"'29 jusqu'à 7"'19, ont donné 0,993 à 0,983 pour valeur du rapport K. L'on voit, d'après les résultats précédents, que pour de petits orifices circulaires, en
mince paroi, la vitesse réelle nV^^gh diflîère très-peu de la vitesse
théorique U == V^gh.
Quelque négligeable que soit cette difl'érence, elle existe, et jusqu'ici elle n'a pu être rigoureusement expliquée. Dans le calcul fait
pour arriver à l'équation finale (n') ou U =l/2gfA, l'on a certainement négligé certaines forces, telles que l'accélération ^, la viscosité, le frottement; mais le fait suivant prouve, à l'évidence, qu'il existe d'autres causes d'inexactitude dont on ne sait encore tenir compte. A la suite d'expériences faites sur des veines sortant par un orifice carré de O^'SO de côté, et pour lesquelles avait lieu le phénomène de l'inversion, M. Lesbros reconnut que le rapport K n'était plus une fraction, mais un nombre fractionnaire dépassant l'unité de 0,04 environ. Or, comme la viscosité ou le frottement tendent à diminuer la vitesse et non à produire un travail positif, il faut admettre que la perte de charge causée par ces forces retardatrices est compensée, dans certaines circonstances, par d'autres effets que la théorie n'introduit pas dans le calcul : telle serait, par exemple, l'existence dans le réservoir d'une vitesse sensible qui troublerait la loi hydraulique des pressions; ou le défaut de permanence du mouvement; enfin, la possibilité d'une certaine raréfaction de Tair, ou du milieu gazeux, autour de la veine, ce qui tendrait à augmenter la diflFérence P — p. Quoi qu'il en soit, l'erreur à craindre sur la vitesse dans le cas de charges modérées, étant limitée à 3 ou 4 centièmes par l'emploi de la
formule (n') ou U = V^gh, l'on peut regarder le problème comme résolu d'une manière satisfaisante, et l'on est fondé à conclure que : dans l'écoulement par des orifices en mince paroi, la vitesse de sortie est, à très-peu près, due à la hauteur du liquide dans le réservoir, et qu'elle n'est pas diminuée sensiblement par la contraction.
Quant aux vitesses qui se produiraient avec des charges de beaucoup supérieures à 7 mètres, aucune observation n'a été faite jusqu'à ce jour, dans ces conditions.
Lorsque la hauteur verticale d de la section contractée n'est pas petite en comparaison de la charge h sur son centre de gravité, les vitesses des différents filets liquides ne sont plus rapprochées de l'égalité, et il pourrait sembler nécessaire de chercher l'intégrale définie du produit de chaque élément superficiel ou de chaque tranche élémentaire par la vitesse qui lui est propre. Mais Ton peut prouver théoriquement que, pour des orifices circulaires ou rectangulaires, l'erreur relative ne s'élèverait aussi qu'à 3 ou 4 centièmes, même pour des valeurs de h inférieures à d.
De§ considérations précédentes il est aisé de conclure que le calcul de la dépense, par des procédés pratiques combinés avec l'emploi de la formule (n'), présenterait des incertitudes plus ou moins graves suivant les charges et les orifices. L'on serait exposé à commettre de petites erreurs : l*» sur l'aire c' de la section contractée miuima ; 2* sur la hauteur h du filet central ; 3*» sur la vitesse de ce dernier; i*» sur les forces dues à la cohésion, au frottement, etc. La somme de toutes ces erreurs produirait parfois un résultat peu satisfaisant comme approximation.
Remarquons, en outre, que l'hypothèse du parallélisme des tranches, applicable aux orifices circulaires, n*est que très-approximative quand il s'agit d'orifices rectangulaires ou carrés, et qu'elle est inexacte pour le cas de polygones ou de sections composées. L'on peut dire, en effet, que, pour des orifices rectangulaires, il n'existe pas de section contractée minima ; car le plus grand rétrécissement de la veine dans le sens des longs côtés n'est pas à la même distance de l'orifice que le plus grand rétrécissement dans le sens des petits ; les filets y conservent toujours un mouvement inégal, divergent ou convergent suivant les circonstances.
S*» Dépense réelle, ou expérimentale.
Pour arriver à la valeur réelle de la dépense, corrigée de l'influence de la contraction et de toutes les autres forcés positives ou négatives,
connues ou inconnues, les hydrauUciens préfèrent employer le procédé suivant, dû à D. Bernouilli, dans lequel on n*emprunte aux considérations théoriques que la forme seule de l'expression de la dépense, sauf à déterminer par Texpérience un coefficient qui corrige en bloc toutes les inexactitudes précitées.
Nous avons vu que la dépense théorique Q s'exprime par la relation :
Ou, plus approximativement, par :
Q=m[/1gh
Appelant Q' la dépense effective et m' son rapport à la dépense théorique, Ton aura :
Ou bien, en faisant m'n==m :
Q' = m(rV/2^ (q)
L'on détermine, pour les différents cas de la pratique, les valeurs de m, en mesurant directement les volumes de Q'; appelant, par exemple, V, V, V"..., etc., les divers volumes connus correspondant aux différents cas observés. Ton obtient, pour m, les valeurs :
fn=: _ m' = m^^ = :.. etc.
"^VlglT ""V^gh ''V<igh
L'on inscrit ces valeurs m, m\ m'\.., etc., dans des tables qui fournissent ainsi le moyen d'évaluer Q\ pour les cas analogues à ceux dans lesquels ces valeurs m, m', w"..., etc., ont été déterminées par expérience.
De toutes les considérations précédentes il résulte d'abord, que le coefficient m de la formule {q) est variable , même pour un seul orifice d'aire a^ et cela, suivant des circonstances secondaires très-imparfaitement connues, telles que les dimensions respectives des côtés de l'aire a, et la position de l'orifice relativement au fond ou aux faces latérales du réservoir. Par conséquent, lorsqu'on ne voudra pas se contenter de l'approximation donnée par les coefficients moyens n de
dépense de la formule Q = naV SgA, il faudra rechercher, dans les recueils d'expériences, celles qui se rapprochent le plus du cas que
Ton veut déterminer, pour en déduire le coeffident applicable à ce cas. Parmi les recueils les plus étendus, et qui paraissent mériter le plus de confiance, Ton peut citer celui de M. Lesbros, qui comprend plus de deux mille expériences, dans les cas les plus variés et les plus utiles de la pratique. Nous y reviendrons plus loin.
H faut remarquer, en second lieu, que le coeflBcient m est implicitement composé de deux éléments par rapport à la correction de la
formule Q = no- V^igh ; l'un d'eux, M peut être considéré comme destiné à corriger les erreurs qui peuvent être contenues dans la valeur ncT de Faire mesurée </ ; l'autre, M', serait affecté à la correction de
la vitesse théorique X/'igh. C'est donc à tort que l'on désigne parfois ce coefficient m=M.M' sous le nom de coefficient de la contraction; cette dénomination s'applique tout au plus à n, et le véritable nom à donner à n», dans la formule (ç), est celui de coefficient de la dépense.
d. Calcul pratique ée la dépense.
I. Orifice percé dans une paroi mince et plane; la contraction étant
complète,
La plupart des expériences qui ont été faites pour déterminer le facteur m, par la méthode de D. Bernouilli, concernent spécialement les orifices carrés et circulaires en dessous de O'^IO de côté ou de diamètre. Nous citerons les résultats suivants :
!• Orifices circulaires, dont le diamètre varie de 0"001 à ©"OIS; (Orifices très-petits.)
D'après les expériences deD. Bernouilli, Mariette, Hachette, etc., le coefficient m n'a varié que de 0,68 à 0,78, même sous les plus fortes charges.
Pour un diamètre de 0-013, et sous des charges qui ont varié de 96 à 280 fois ce diamètre, Bossut a trouvé 0,622.
Avec de faibles charges, et un diamètre variable entre 0,01 et 0,015, Castel est arrivé à une moyenne de 0,65 environ; la valeur de m allant en décroissant à mesure que l'on augmentait le diamètre ou la charge.
2** Orifices circulaires, carrés ou rectangulaires, de 0»02 à 0"16 de
diamètre 9 ou de 0»0S à 0^08 de edté. (Orifices petits ou moyens.) Des expériences nombreuses ont été faites par Eytelwein, Bossut, Michelotti, Borda, Hachette, D'Aubuisson, Castel, etc., et la plupart, sous des charges relativement très-considérables. Le coeflScientmy a varié de 0,60 à 63, et sa moyenne générale se rapproche de 0.615, sans que Ton puisse apercevoir une loi de variation positive.
Cependant Ton est d*accord généralement pour admettre Tinfluenee contraire des fortes charges, ainsi que nous Ta vous déjà dit; le pouce d'eau des fontainiers semble en fournir une preuve convaincante. Pour cet instrument où Torifice a O'^ÔST ou un pouce de diamètre et une charge de 7 lignes sur le centre, Mariette a trouvé fn=0,665; Bossut, m=0,65, et Hachette, in=0,69. La moyenne m=0,668 due à une si petite charge est donc bien supérieure à celle que Ton a obtenue sur des orifices analogues, mais avec des charges relativement considérables ; quoi qu*il en soit, cette hypothèse est en contradiction avec les résultats donnés aux tables de M. Lesbros.
Dans des expériences sur des orifices rectangulaires, de hauteur constante 0,0092, mais de largeur variable, pour des charges d'envi* ron 36 fois la hauteur, Bidone a trouvé (1) :
0,620 pour 0,0485 de base
Ce n'est donc que lorsque la base était 16 fois plus grande que la hauteur, que le coefficient a sensiblement augmenté.
Dans des expériences plus récentes (2) sur des orifices de 0*01 de hauteur, D'Aubuisson est arrivé à 0,66 pour valeur du coefficient correspondant au carré, et à 0,72, lorsque la base était 0"10, c'està-dire dix fois plus grande ; les charges, dans les deux cas , variant de , 24 à 40 fois la hauteur. Il semblait donc à ce savant physicien que le périmètre de l'orifi'ce doit avoir une action sur le coefficient de la dépense. Cependant, frappé des résultats concluants obtenus par d'autres hydrauliciens, il s'inclina devant leur opinion et admit avec eux que,
(4) Mémoires de l'Académie de Turin. 4823.
(2) Annales de chimie et de physique, tonje XLIV,
dans les orifices rectangulaires, le coefficient est indépendanê de la bMB de l'orifice. ■ * . .
La contradiction apparente qui semble résulter des expériences précédentes doit être attribuée évidemment à une différence dans le dispositif des appareils; elle résulte surtout de ce que, dans celles de D'Aubuisson, la largeur horizontale des oriGces aurait été, en second lieu, fort comparable a celle du réservoir; ce qui tend à diminuer la contraction et à augmenter la dépense, ainsi que nous le verrons quand nous traiterons des cas de contraction incomplète.
La même cause explique aussi pourquoi les orifices accolés, soumis à rexpérience par D'Aubuisson, ont donné des dépenses plus grandes (donc des coefficients plus forts) que les orifices simples de même largeur totale, contrairement aux résultats d^autres expériences importantes dont il sera question.
Depuis 1827, MM. Poncelet et Lesbros, officiers du génie français, ont entrepris ensemble, et le dernier a continué plus tard seul, des expériences très-multipliées sur les écoulements d'eau par des orifices rectangulaires débouchant à Tair libre.
Déjà en 1829 de nombreux et utiles résultats étaient consignés dans un mémoire lu par M. Poncelet à TAcadémie des sciences; en 1832, paraissait un recueil complet (1) d'expériences relatives à des orifices verticaux rectangulaires, en parois minces, de 0"'20 de base, débouchant à Tair libre avec contraction complète, et dont la hauteur variait de 0»01 à 0"»20 ; la charge était comprise entre 0"»005 et l'"70 sur le côté supérieur de Forifice ; cette dernière, ainsi que nous Tavons déjà dit, étant la limite au delà de laquelle le coefficient de la dépense ne parait plus éprouver de variations sensibles.
En 1850, M. Lesbros présenta à l'Académie des sciences un mémoire plus complet (2), qui s'applique encore à d'autres cas d'écoulement que nous examinerons, et au sujet desquels nous reviendrons sur l'important travail de cet ingénieur.
(4) PoDcelet et Lesbros, capitaines du génie. Expériences hydrauliques sur les lais de l'écoulement des eaux à travers les orifices rectangulaires, verticaux et à gremdes dimensions.
{%) Mémoires présentés à V Académie des sciences de Paris, t. XIII. Prix de mécanique de 4 8K0.
Noos DOtts bornerons, pour le moment, à examiner les résultats d'expériences cités au recueil de 1833, et rappelés dans le mémoire de 1850. La table B, qui se trouve à la fin de notre ouvrage, est un abrégé des tables plus étendues, publiées par M. Lesbros dans le mémoire précité, et auxquelles nous avons emprunté les coefficients de dépense qui se présentent le plus fréquemment dans la pratique.
Ces coefficients se rapportent tous aux orifices rectangulaires à bords horizontaux et verticaux, de 0'°20 de largeur, sur des hauteurs variables; mais on doit les considérer comme encore bons, lorsque la plus petite dimension du rectangle est une des six hauteurs indiquées aux tableaux, c'est-à-dire un des nombres 0"*20 — 0"10— 0"'05 — 0"05 -T- 0"*02 — 0»01, pourvu que la plus grande n'excède pas 20 fois celle-là. Ceci s'appuie sur une conclusion, posée par MM. Poncelet et Lesbros, et résultant de leurs nombreuses expériences, d'après laquelle le coefficient de la dépense dépend uniquement du plus petit côté de l'orifice^ et reste le même, toutes choses égales d'ailleurs, quelle que soit l'autre dimension, pourvu que celle-ci n'excède pas 20 fois la première. Ainsi, en appelant a la hauteur et b la largeur, le coefficient m reste constant entre les limites suivantes :
i *> De 6 = a jusqu'à 6 = 20 o, dans la formule :
Q' = m. ab V "igh
2'' De a =: 6 jusqu'à a = 20 6, dans ladite formule.
L'application des nombres de la table B peut s'étendre à des orifices plus petits ou plus grands que ceux qu'elle renferme, si l'on remarque, relativement à ces derniers, que les coefficients, pour des ouvertures supérieures à O'^SO de dimension minima, doivent différer peu de ceux que donne la table, pour cette ouverture de 0»20, à en juger par la faible différence de ceux-ci avec ceux de l'orifice de 0-10.
Si l'on avait besoin de coefficient relatif à une dimension minima comprise entre les nombres 0«01 — 0-02 — 0»03 — 0-05 — 0»10 etO-20, l'on procéderait par interpolation, de la manière suivante.
Supposons qu'il s'agisse de trouver la dépense d'un orifice rectangulaire, en mince paroi, débouchant librement dans l'air, de O'^IB de hauteur sur 1 mètre de largeur, le bord supérieur étant à O'^t^iO sous
le niveau du réservoir; nous supposons aussi que la contraclion soit complète.
L'interpolation successive donnera :
Charge de 0'"40 sur le bord supérieur.
Hauteur dVifice de 0"10 0,617
Id. de 0"»20 ....••• 0,602
ïd. de O^IS (par interpolation) . 0,6095
Charge de 0"»60 sur le bord supérieur.
Hauteur d'orifice de 0»10 ....... 0,617
ïd. de 0«20 0,604
Id. de 0"»15 (par interpolation) . 0,6105
La moyenne des nombres 0,6095 et 0,6105 donne la valeur cherchée m =0,610.
Par suite :
Q' = 0,610 X 0»15 X l^OO 1/19,6176 X0"575 Q' = 0,610 X 0H5 X l^OO X 5"»56 Q' = 0»507
La dépense cherchée serait d*environ 307 litres par seconde.
La table A facilite le calcul en donnant, pour la plupart des cas de
la pratique, la valeur du radical V/2^, c'est-à-dire la vitesse due à une hauteur connue. Toute vitesse en dehors des limites de la table peut y être ramenée au moyen d'une multiplication par 10**, n étant un exposant entier, positif ou négatif. La hauteur donnée par la table, en regard de la vitesse ainsi modifiée, doit alors être divisée par 10*° pour obtenir la hauteur qui correspond à la hauteur primitive.
Supposons, par exemple, que Ton demande la hauteur due à une vitesse de 0"175 par seconde.
Le nombre 0,175 étant multiplié par 10 donne 1,75, en regard duquel on trouve dans la table 0,15611 ; le résultat demandé sera
donc : i +0,15611, ou bien 0,0015611.
Si Ton compare les résultats donnés au tableau B avec ceux qui
résultent des expériences Tailes par les différents auteurs cités précéderament, Ton est amené à conclure :
!• Que, pour tous les orifices en mince paroi, circulaires, carrés ou rectangulaires, avec des charges sur le sommet supérieures à 1"30, le coefficient m de la dépense demeure sensiblement le même, et parait être indépendant dé la forme et des dimensions de l*orifîce, pourvu qu'elles soient toujours très-petites par rapport à celles du réservoir, et que la contraction soit complète. D'après le tableau B, la valeur nmyenne de m serait :
Ce qui est conforme au résultat obtenu par les divers observateurs qui ont opéré sur de fortes charges.
2" Que le coefficient m dépend du plus petit côté de lorifice, et demeure le même, la charge et les autres circonstances restant égales d'ailleurs, quel que soit l'autre côté, pourvu qu'il n'excède pas 20 fois le premier. Ainsi, l'orifice circulaire de 0"03 de diamètre et l'orifice carré de même côté ont, sous les mêmes charges, des coefficients sensiblement égaux à ceux d'un orifice rectangulaire de O^'OS de largeur ou de hauteur, quelle que soit l'autre dimension, censée toujours assez petite par rapport à la largeur correspondante du réservoir pour que la contraction soit complète.
Z"* Que les orifices pratiqués dans une paroi épaisse donnent, toutes choses égales, les mêmes résultats que ceux en mince paroi, lorsque la contraction est complète (c'est-à-dire sur tout le périmètre intérieur)^ et que \eplan de l'orifice est vertical. Quelques auteurs donnent pour limite à cette épaisseur une fois et demie la longueur du plus petit côté de l'orifice.
La condition d'un seul plan vertical est essentielle. En effet, dans un cas où le bord supérieur de l'orifice était formé par l'épaisseur d'une vanne faisant saillie de O'^OS seulement sur le plan des 3 autres côtés, M. Lesbros a constaté des augmentations variables de 0,02 à 0,06 sur les coefficients correspondants trouvés dans le cas d'un seul plan vertical.
4"* Que la disposition des parois et du fond du réservoir n'a aucune influence appréciabfe sur la dépense, quand l'orifice en est convenablement éloigné ; mais que cette influence commence à se faire sentir
quand la distance des parois ab ou cd (fîg. 10), ou celle du fond bc, au bord correspondant a'b' ou c'd' ou b'c^ de Torifice est réduite à 2, 7 fois la largeur 6'c' de ce dernier.
II. Orifices percés dans des parois planes épaisses
1"" Supposons, d'abord, que rorifice soit parfaitement évasé en dedans. (Fig. 13.)
Si le conduit A'ABB' est entaillé de façon à avoir approximative* ment la forme et les dimensions de la veine contractée (fig. 13 1"), le résultat sera le même que pour le cas indiqué en ^"^ (fig. 13), c'està-dire, comme si A'B' était un orifice en mince paroi, et précédé d'un conduit très-court, dont l'influence retardatrice est plus ou moins insignifiante. Alors, la section extérreure AB de l'orifice devient la section contractée minima, et la dépense Q' est approximativement :
OÙ d' représente la surface de l'orifice AB.
Il résulte de plusieurs expériences assez importantes de Michelotti et de D'Aubuisson, que l'erreur commise, en prenant pour dépense réelle Q' celle qui est donnée par la formule (/), n'est que d'environ
2 centièmes, c'est-à-dire que le rapport-^ = 0,98 = m. Cependant^ comme il est difficile, en pratique, de réaliser exactement la forme d'une veine fluide contractée, il est prudent de prendre :
2^ L'orifice étant imparfaitement évasé.
La dépense, ici, tout en étant inférieure à celle du cas précédent, serait toujours plus forte que celle de Torifice en mince paroi, de section AB, bien entendu, parce que, des deux côtés, l'on mesure c' à lextérieur. Le coefficient m variera donc de 0,615 à 0,96.
m. Orifices percés dans des parois non planes.
La forme des parois du réservoir, aux environs de l'orifice, a une grande influence sur la valeur de m, ou de la dépense. Il est facile de
s'en rendre compte. En effet, remarquons, d'abord, que la dépense réelle serait égale à la dépense théorique, si les filets fluides arrivaient à Torifice parallèlement entre eux; la première n*éprouve une diminution que par la perte de mouvement produite par les rencontres obliques de ces filets vers lorifice de sortie. Si donc, autour du centre de ce dernier, Ton imagine une portion de surface sphérique, d'un rayon égal à celui de la sphère qui limite les mouvements obli-ques ou de la sphère d'activité de Torifice, et qui soit limitée par les parois du réservoir (fig. 1 4), elle sera traversée, en tous ses points, et dans une direction presque perpendiculaire, par les filets en mouvement ; plus est étendue la portion de surface sphérique, plus les directions sont obliques et même opposées ; par suite, plus il y a de mouvement détruit à la sortie, et de perte sur la dépense.
Lorsque la paroi est plane (fig 1 1) la surface est une demi-sphère, et Ton se trouve dans les circonstances auxquelles conviennent les coefficients de la table B. Si elle est plus ou moins concave vers Fintérieur, la calotte sphérique est plus petite, et la dépense est plus considérable; le contraire a lieu pour une paroi convexe. Le cas de la fig. 14 est encore plus défavorable que ce dernier ; et Ton arriverait à un minimum de dépense pour une calotte égale à une sphère complète ; ce qui se présenterait s'il était possible de transporter un orifice en mince paroi au milieu de la masse fluide. Borda est parvenu à réaliser ce cas d'une façon très-approchée. Il a introduit dans un vase un tube de O'^iSS de longueur (fig. 15); sous une charge de 0"'25 il a produit Técoulement de façon que l'eau efiloente ne touchât pas les parois du tube. La dépense obtenue n'a été que les 0,515 de la dépense théorique. Cependant, il résulte de quelques expériences de Venluri, et de diverses considérations théoriques émises par Borda que l'aire de la section contractée doit se réduire à la moitié de celle de l'orifice. L'on peut donc admettre que le coefficient de la contraction effective se trouve compris, dans tous les cas possibles, entre les limites 0,50 et 1,00 ; limites dont il pourra approcher de trèsprès, mais qu'il n'atteindra jamais.
Le cas où m atteindrait son maximum serait celui des fig. 13 et 16, dans lesquelles la paroi qui porte l'orifice aurait la forme que tend à prendre la veine fluide; l'écoulement a lieu à plein tuyau, mais il n'est
pas prudent, ainsi que noa^ lavons déjà dit, de prendre pour m une valeur supérieure à 0,96.
IV. L'orifice étant trèS'-grand
La conduite et la distribution des eaux dans les écluses, les usines,, etc., présentent un grand nombre de dispositions qui diffèrent notablement de celles que nous avons examinées jusqu'ici ; leurs orifices, entre autres, débitant des quantités d*eau considérables par rapport à celles qui correspondent aux expériences de MM. Lesbros et Poncelet, il a été nécessaire d'apprécier la vitesse d'écoulement et de constater directement le coefficient de la dépense.
Quelles que soient les dispositions adoptées, les circonstanciés du mouvement s'éloignent plus ou moins des hypothèses sur lesquelles est fondée la théorie adoptée précédemment ; cependant, si Ton en compare les résultats avec ceux de Texpérience, Ton peut encore arriver à des règles d'une approximation suffisante pour les applications ordinaires de la pratique.
Mous traiterons spécialement la question dans le chapitre suivant, lorsqu'il s'agira de l'appliquer aux écluses.
V. La contraction de la veine étant incomplète
11 arrive parfois que la contraction de la veine fkide n'a lieu que sur une partie du périmètre de l'ouverture ; ce phénomène tend évidemment à augmenter la dépense, puisqull étend la section minim|. Par exemple, si un orifice AB, en mince paroi (fig. 17), a l'un de ses côtés prolongé vers l'intérieur par une plaque BC, les filets liquides glissant sur ce plan arriveront à la sortie avec des vitesses normales à AB ; ce qui diminuera la contraction.
Avant les remarquables travaux entrepris par MM. Poncelet et Lesbros, Ion ne possédait que fort peu d'expériences sur les cas d'écoulements où la veitie est imparfaitement contractée. Les principales étaient dues à M. Bidone qui a opéré sur de très-petits orifices, ayant 0"015îi de côté en carré, et sous une charge moyenne de 0"42, c'est-à-dire très^grande par rapport aux dimensions de l'ouverture.
— SS- II a ohitùu les résultats saivauls, où m est le coefficient de la dépense en mioce paroi avec contraction complète, relatif à Porifiee et à la charge que Ton considère; Bidone Ta supposé égal à 0,619.
Contraction sur 3 côtés m (1 -f- 0,032)
Id. sur 2 côtés opposés . . . *. m (I 4- 0,052)
Id. sur 2 côtés contigus .... m (I + 0,070)
Id. sur 1 côté m (1 + 0,121)
D'après D'Aubuisson, Ton aurait :
pour le cas où Torifice serait garni sur les 4 côtés d'une plaque analogue à BG (fig. 17), c'esl-à-dire lorsque la coutraction serait entièrement supprimée. Mais alors, remarquons-le, ce sérail tomber dans le cas d'un ajutage rentrant; par suite, les phénomènes changent suivant que le tube est plus ou moins long. C'est ce que nous verrons plus loin.
D'après Bidone, lorsque l'orifice est rectangulaire, l'on peut aussi exprimer généralement la valeur de m par la formule :
dans laquelle C exprime le périmètre de l'orifice et L la longueur BC
de la partie intérieure; mais le rapport — ne peut pas trop se rappro-
cher de l'unité, sinon l'on arriverait à une autre catégorie de faits relatifs aux ajutages. Du reste, celle formule, déduite de quelques observations, ne mérite qu'une médiocre confiance.
Les tables B, C et D sont extraites de celles de M. Lesbros, et relatives aux cas de coutraction incomplète, pour les orifices rectangulaires. D'après les résultats qui y sont consignés. Ton peut s'assurer du peu d'exactitude de la formule de Bidone.
M. Lesbros n'a point donné de formule générale pour les divers cas que nous considérons. Il s'est borné à conclure le principe suivant :
Lorsque la contraction est incomplète, le coefficient de la dépense augmente, non pas en raison du nombre des côtés sur lesquels la contraetioû est supprimée, mais en raison de la fraction du périmètre total sur laquelle c^tte suppressiou a lieu. L'augmentation de valeur
est plus noiahie lorsque, toutçs choses égales d'ailleurs, la base est le côté ou Ton des côtés où la contraction est nulle.
Les tables E, F, dues aussi à M. Lesbros, s-appliquent à des cas particuliers de contraction incomplète, ceux de la fig. 19, où Fécoulement se fait par un oriflce rectangulaire, en mince paroi, de 0"*20 de largeur, sur diverses hauteurs^ et prolongé à Textérieur par un canal rectangulaire horizontal et découvert, de même largeur que cet orifice. Dans ces circonstances, les filets peuvent, en vertu de la contraction , se détacher du fond , ou même des deux côtés latéraux, et cela sur une certaine longueur après leur sortie ; de là augmentation dans la dépense. If suffit donc, pour les cas analogues à ceux de la fig. 2i , de calculer d'abord la dépense théorique, en multipliant la section de Torifice par la vitesse due à la charge sur son centre de gravité ; puis, de multiplier ce résultat par le coefficient de la table, pour obtenir ta dépense réelle.
Si Torifice n'était plus en mince paroi, mais percé sur une certaine épaisseur et évasé intérieurement. Ton pourrait admettre que la section AB (fig. 22) de Torifice est en même temps la section contractée de la veine ; la dépense réelle s'obtiendrait alors d'une manière trèsapprochée par la formule (n) de Bernouilli, donnée en a au chapitre deuxième :
ou mieux
et l'on tiendra compte de l'action du canal en prenant pour H la hauteur de la charge sur le bord supérieur A, au lieu de la mesurer sur le centre de gravité de l'orifice.
Selon que l'orifice est plus ou moins évasé, le coefficient doit varier entre 0,96 et 0,615. (Voir en IL)
VI. Écoulement sous de faibles charges
Ainsi que nous l'avons déjà dit, les tables de M. Lesbros sont généralement en désaccord avec l'hypothèse admise quant à l'influence
des charges sur la valeur des coefficients de la dépense. Coaime les résultats présentés par M. Lesbros s'appuient sur plus de deux raille expérienees fiiites avec les moyens d'observaiion les plus exacts et garaolies par des vérifications nombreuses, nous acceptons les tables de^ savant officier comme TexpresakHi la fàm apfNrofiliée des jihéoomènes ordÎMires de la pratique.
Nous ne ferons ici qu'une remarque.
Lorsque la charge est Mble, il se produit, pendant récoulemeut par m orifice iuférieor, un rafiéebisBement de la surface du fluide, contenu dans le réservoir, vers la paroi dans laqueMe Torifice est jMnyt* D'après D'Aubuisson, il faut avoir soin de mesurer ta hauteur deeli«if;e en ptoin réservoir, c'est- à-dire en amont de la partie infléchie,, le contraire pouvant produire sur la dépense une diminution sensible, s'élevant, dit-il, pour les grands orifices, jusqu'à un dixième; il cite, entre autres, le fait d'une dépression de cinq centimètres environ contre les portes d'écluse du canal de Languedoc, lorsque les deux pertuis étaient ouverts.
Il paraîtrait cependant, d'après des expériences de Poucelet et Lesbros, que de telles erreurs diminuent à mesure que les charges augmentent, et même qu'elles sont insignifiantes lorsque celles-ci excèdent 0"15 à 0»aO.
Vil. Écoulement d'un réservoir dans un autre. 1"* Le ntteaa éUml eamtoni dan$ Us tfevâc réêeneirê.
Cette cîrconstaMe se présente fréquemment en pratique ; entre auti'es, dans les canaux artificiels ou les rivières canalisées, lorsqu'un bief fournit l'eau au bief suivant par un pertuis ménagé dans la porte d'écluse en dessous du niveau d'aval, tandis que cette porte retient l'eau dus le bief supérieur. Il s'agit de déterminer la quantité d'eau qui sortira par le pertuis, en l'unité de temps ; par conséquent ta vitesse d'écoubHMnt.
Nous traiterons le cas général au chapitre suivant, en nous occupant des écluses, et nous démontrerons que la formule est la même que celle qui a été donnée en (n") au § a du chapitre deuxième.
i^ Le niveau étant variable dam le réservoir inférieur.
Le réservoir supérieur élaot censé incMiai^ ou bien, entrele&u à on iiiv^u coiislaul, Ton suppose que le réservoir iofériéur n'a qu'u&e certaine capacité^ et (|tte le nivédu du liquide y monte successiveti»s&t lorsqu'on ouvre Torifice de séparation. C*est le cas d'un sas d'écluse.
La vitesse à lorifice sera ici use quantité variable, à tout in^iit, piûfiqu'elle est due à la dilèrenee de niveau H — ft> dans laquelle h vasen croissant avec le temps^ La seule question importante à traiter^ dans de telles con^tions, est celle de la détermination du temps nécessaire pour remplir un bassin donné, ou bien pour le vider, car les considérations seraiait, dans ce dernier cas, inversement tes mêmes. Nous rexaminerons plus loin.
y Le niveau étant variable dam les deux réservoirs.
Ces conditions s'appliquent au cas de deux sas contigus dans une double écluse. Nous traiterons la question à la suitedes hypothèses précédentes.
B. INFLUENCES D*UN RÉTRÉCISSEMENT OU D'UN ÉLÂROfSMSIIflNT BRUSQUE, DANS L'INTÉRIEUR D'UN RÉSERVOIR OU D'UN TUYAU.
a. F«riniiles de 1»'AiiIiiiImmb.
Supposons qu'un liquide , s'écoulanl d'un bassin de section AB = S, en surface (fig , 33), débouche tout à coup dans un réser^ voir cylindrique, ou à peu près, d'une section. transversale CD = A'B' = S' plus petite que AB, et parcoure ce deuxième biMsia, sur une certaine longueur, avant de s'écouler définitivement par un oriûseCD'. Admettons provisoirement que l'on ait fermé l'ouverture A'B' par un diaphragme, ou mince plaque, percé d'un orifiee a'b'. Lorsque le liquide du grand bassin arrivera en A'B', la vei»e A'B^ se contraetera, et elle passera par Touverture a'b' avec wm vitesse^d'àHlant plii9 grande que cette ouverture sera plus petite ; par o^nséquent cette vitesse sera toujours supérieure à celle qui aurait m lieu, dMa cet endroit A'B', sans le diaphragme, c'est-à-^lire à l'entrée de l'étranglement. L'excès de force nécessaire pour produire l'excès de vitesse
sera évidemment Teffet de Tétrauglemeul ; ce sera la résistance qu'il aura opposée.
Soient d' et D' les diamètres des sections a'V et CD, et m' le coefficient de contraction, tel que :
m'. — r — = secuon a!'V' « —7—
Les vitesses étant dans le rapport inverse des sections, si Ton représente par U' celle de a'V et par u celle de C3) (prise au delà de la sphère d'action de la veine), Ton obtient :
et la hauteur H correspondante est égale à :
U* ly*
Or la hauteur h de la vitesse u dans la conduite B'CD'A' est donnée par Texpresâion :
L'excès de hauteur onde force, provenant de Tétranglement, sera donc :
D'*(;j;4-- -ij
Cherchons à exprimer cette perte produite par Tétranglenient AB — A'B', en fonction de la dépense Q' qui a lieu dans la conduite B'D'C'A', et qui résulte de ce que la vitesse primitive V est devenue
égale à u. Comme la dépense Q' s'exprime par : m X tr -r— ou bien :
0,785 u D'S il en résulte :
Q'« = 0,785 tt« D'*
tt«D'* =
Remplaçant u^D'^ par sa valeur en fonctîm de Q', Ton eu conclut, pour Texcès z de hauteur provenant de I étranglement :
Il suffit d'y faire d' == D' pour le cas de la (ig. 23, c'est-à-dire d'uu seid rétrécissement sans diaphragme.
D'après D'Aubuissoii, Teffet, dans ce (leruier cas, est de fort peu
d'imporlance ; il cile même des expériences qu'il a faites, à Taide de
robinets-vannes établis sur les conduites de Toulouse ; ayant dimi-
uué la section de Tune d elles (AB) des j^ de sa surface primi-
tive (soit : surface a'6' = -jrrr S), il n'a obtenu que -jrr^ de dimi-
nution sur la dépense.
Supposons maintenant qu'au lieu de laisser écouler le liquide avec une vitesse u, l'on produise un deuxième étranglement, en fermant CD', et en n'y laissant qu'une ouverture circulaire, ou à peu près, ab, de diamètre d et de surface a.
D'après D'Aubuisson, il suffit de déterminer les résistances z, z\ z'\.., etc., dues à des étranglements successifs, et de les ajouter ensemble pour avoir la hauteur correspondant à la résistance totale. Mais il a soin d'ajouter que les orifices a'b\ ab, etc., doivent être assez éloignés les uns des autres pour que les résistances partielles n'aient aucune influence l'une sur l'autre; c'est-à-dire, pour que l'on puisse admettre le parallélisme des tranches comme suffisamment rétabli aux endroits où l'on représente les vitesses par u,u',u", etc. Sinon, ajoute-t-il, la veine fluide, après sa sortie du premier étranglement a'6', conserverait, en tout ou en partie, l'excès de vitesse U' — u qui lui a été imprimé pour y passer, et il faudrait un effort moindre pour lui faire traverser le suivant.
D'Aubuisson cite, à ce sujet, d'autres expériences faites par Eytelwein, et qui semblent confirmer l'hypothèse précédente; voici l'une des plus remarquables.
Ayant placé dans un tube, de 0"*0262 de diamètre, et à O'^OOôS l'une de l'autre, quatre petites plaques percées d'un orifice ayant également O^'OOGS de diamètre, Eytelwein observa une dépense de 0,623 par rapport à la dépense théorique correspondant à un seul orifice de même dimension, ou à un tuyau uniforme. Ayant ensuite reporté les plaques à 0"*3 14 les unes des autres, il remarqua une diminution énorme dans la dépense, le coefficient s'étant réduit à 0,331 .
D'Aubuisson cite encore l'expérience suivante, due à Veniuri, qui pi'ouve que les effets des étranglements produits par des conduites
irès-courtes et d'un diamètre plus petit que le réservoir sont analc^oes à ceux qui sont causés par de minces platines percées de petits orifices. L'appareil se composait de deux sortes de tubes (fig. 34) alter* nant entre eux ; les uns AA avaient O'^OSOS de diamètre et une même longueur O-'OiS; le diamètre des autres BB était de 0">054.U et leur longueur avait, tantôt O-^OgS, tantôt 0">172. Venturi ne fit d'abord usage que d'un seul tube B; puis, de deux, trois, quatre et enfin cinq tubes; il adapta successivement ces divers assemblages à un réservoir, en produisant l'écoulement avec une charge de O^'SS. Voici quelques-unes des dépenses obtenues :
Avec le tube A seul 0,001258 m. cube
Avec un tube B 0,000935 »
Avec trois tubes B 0,000714 »
Avec cinq tubes B. , 0,000572 »
D'Aubuisson convient du peu de concordance existant entre ces résultats et ceux que l'on obtiendrait par la formule :
Que les erreurs proviennent de l'une ou l'autre cause, ces expériences de Venturi n'en sont pas moins remarquables en ce qu'elles font ressortir aussi l'effet nuisible des élargissements brusques qui est analogue au précédent. En eflet, l'on peut considérer l'appareil à cinq tubes comme un tuyau de 0^0205 de diamètre, portant les cinq renflements B. Or, il a donné pour dépense :
Avec un tube, de la même longueur que l'appareil complet en question, mais d'un diamètre uniforme de 0"0203, Venturi a obtenu :
Les renflements avaient donc diminué la dépense dans le rapport de là 0,62, oudei00à62.
Méékode par le prtMefpe des forces Tires
Ainsi que nous l'avons fait remarquer, la formule de D'Aubuisson ne mérite qu'une confiance limitée. Nous allons considérer la question à son véritable point de vue, en ayant égard à la perte de
force vive qui se produit quand il existe, dans rinlériéur du réservoir, un rétrécissement ou un élargissement quelconque, qui oblige le fluide à s'y mouvoir avec une vitesse plus grande ou plus petite que celle qu'il possède un peu au delà de la section contractée ou élargie rda* live à cet étranglement ou élargissement, et à Tendroit où il reprend sa vitesse de régime uniforme et où le parallélisme des tranches se rétablit.
Supposons d'abord le cas où il se présente un rétrécissement (fig. 33), c'est-à-dire, où la section AB =^ S circulaire, rectangulaire, ou à peu près telle, se réduise brusquement à la section A'B' = S'.
Représentons par S, S', o-, </ les surfaces des sections AB, CD, ab et a'6'; par V, ll\ ti, U les vitesses en ces endroits ; par m et m' les coefficients de la contraction, ou plutôt de la dépense, en ab et a^b\ Appelant encore H'' la charge sur ab, ainsi que nous l'avons fait au eommenceinent de ce chapitre, an §A. a, et appliquant le principe des forces vives, de la même façon, il est facile de prouver que la quantité de travail élémentaire développée par la pesanteur sur la masse dM^ qui s'écoule en ab pendant rinstanl dt, est représentée par gdfA. H" ; que celle qui est produite par les pressions P et p, en BB" et ab, est
égale à^cIM l — — ^ j où A exprime le poids du liquide sous Tunîté
de volume ; enfin, que l'accroissement de force vive de la masse c(M, en passant de AB en ab, est dM (U* — V); de sorte que, s'il n'y avait pas de force vive perdue, l'on devrait avwr :
Mais la masse écoulée, pendant l'instant dt par l'orifice a'b', est aussi <My et elle a une vitesse U' plus grande que u ; elle vient donc rencontrer une masse finie A'B'D'C; ce qui, avec l'aide de la viscosité, détruit presque instantanément le surcroit de vitesse de dili pour ne lui laisser que sa propre vit^e u, de même direction que U'; donc la force vive perdue, par l'effet du choc et de la viscosité, est cIM (U' — uy pendant l'instant dt. Pour un temps fini t, cette perte
serait idM (U' — ti)* = M (U' — ti)*, où M désigne la masse écoulée
pendant le temps r.
D(f* là réqiialion des forces vives :
(M (ÎJ« - V«) + JM (11' - tt)« = 2^n"(/M + Ig f ^ "^ ^ ] ^/M
Or, d'après la loi de continuité des fluides, les vitesses &09I en raison inverse des sections ; ainsi :
v. = o« !^ "' = u-;^ «=u -f- Remplaçant plos haut, Ton obtient :
L'on a généralement m' =s m, les orifices étant dans des conditions très-peu différentes.
La foTAïule (1) que nous venons d^oblenir est relative au cas par- |}ctt/*«r 4>ù:rétraDglenient serait remplacé par le diaphragme fictif dont nous avons parlé précédemment. Quant à celle qui convient pour un rétrécissement ordinaire simple (fig. 25), il est aisé de la déduire de la précédente ; il suffit d'y introduire les hypothèses :
ff = S' et er' = ^ = S'
La formule générale d'un étranglemeni est donc, en exprim«nnl H" par H :
Si Torifice a'V est en mince paroi, m' = 0,615 à 0,62, et Ton arrive à Téquation :
Nous^ verrons, à propos des ajutages, que Ton peut considérer ce résultat comme l'expression presque rigoureuse de la réalité pratique.
Le même prtnôipe des forces vives conduit aussi faeiteB»ent à l'expression de la vitesse, lorsque le liquide passe brusquement d'un résearvoir à un autre de section plus étendue.
Supposons, en ^et/ qu'une colonne liquide aCDb animée d'une vite^e y (fig. 2i), reneontre la masse A'ABB', qui possède une vitesse ti, plus laible que la précédente^ et s'y mêle après Tavoir heurlée.
Après quelques tourbilionnements, prodytits par le ehoc, les divers filets prendront la vitesse u, uniforme, du nouveau conduit. De là encore une certaine perte de force vive, facile à évaluer.
Désignant par S et S' les sections ab et AH, si Ton remarque qu'il n'y a pas de contraction çn ab, Ton obtient, pour valeur de la perte précitée :
dU (V - «)» == dM.V« U ^\
et réquation (1) s'établirait par les mêmes raisonnements, sauf à y remplacer le terme cM (U' — «)«, dû au cas de la fig. 23, par dM (V — uy correspondant à celui de la fig. 36. S'il y avait contraction en nb, ce terme deviendrait :
dM(V-tt)«=:dM.V»(l- ^]
S'il y avait, en outre, une cloison m A'W avec orifice, ainsi qu'à la fig. 33, il faudrait agir daprèa les mêmes priacipes, comme à l'équation (1).
La méthode que nous venons ^e poser a été aéiuise et enseignée, pendant bien des années, par M. Sfeichen, professeur de mécanique à I école militaire de Belgique. Depuis peu, cependant, il a cru devoir corriger le terme rfM (L' — uf de l'équation des forces vives. Comme cet honorable savant choisit pour vérification expérimentale de ses formules un fait qui est relatif aux ajutages, nous remettrons au paragraphe suivant l'examen de sa nouvelle théorie.
e. Méthode de M. Belanser.
Malgré l'exactitude des formules précédentes, il nous parait utile de donner un aperçu rapide de la méthode, à la fois théorique et expérimentale, due à M. Bélanger, et ba^ée sur l'emploi de sou piézomitre différentiel.
I. Repreaaut l'hypothèse d'une veine ab, débouchant tout à cmip dans un espace à seeUon plus grande et à peu près circulaire, rempli aussi de liquide (fig. 27), nous admettrons d'abord, avec M. Bélanger, qse, d'après la i« règle donnée en d' §C du chapitre I, les molécules traversent les sections ab et 6H avec des vitesses sensiblement rectilignes et nonnales ; qu'es second lieu, comme il y a dans Tespaee
aftimlaire sotinits à raclion de l'éiargissème ni une poKion de fhitde animé de monvements lents, on peut supposer que la pression sur la partie de la section AB, non occupée par la veine varie suivant la loi hydrostatique, conformément à la 3' règle du même pan^^raphe d\
Par conséquent si Ton élève un tube piézométrique fictif, en un point quelconque de ah ou de AafrB, le niveau du liquide dans ce tube sera indépendant de son point de départ inférieur ; le même fait se produira pour une section GH. De plus, ajoute M. Bélanger, les pressions moyennes sur les surfaces AB, GH, s'exerceront en leurs centres de gravité respectifs ; nous avons déjà prouvé, en /c § B du chapitre I, Tinexactitude de cette dernière hypothèse. Soient maintenant :
h la différence des niveaux piézoméiriques en AB et en GH;
6 la charge perdue, à déterminer;
U et ti les vitesses moyennes du liquide en oh et GH ;
A le poids du liquide par mètre cube;
S' la section droite du cylindre ABB'A'.
Si, comme le représente la fig. 26, le niveau piésiométrique en GH
dépasse de la quantité h celui qui répond à l'entrée de rélargissen^nt,
rabaissement qui a eu lieu dans le passage de U à u sera — A. L'on
aura donc, d'après le théorème de Bernouilli (% C. g\ IH. Chap. P') :
d'où Ton pourra tirer 6, si Ton sait évaluer h. Employons, à cet effet, le théorème général de l'égalité entre les quantités de mouvement développées par les forces moléculaires, la pesanteur et les pressions; le cx|indre ABB'A' est rensé ici suffisamment court pour qu on puisse négliger l'action de rndhérence.
De là Téquation :
— S'vdt (ti - U) = - AS'/M/e
Ou bien, en divisant par — AS'dt :
Si l'on élimine h entre les équations (a) et (b), l'on obtient :
C'esl-à-dire que : la perte de charge produite par un éfnrgissement brusque de section est égale à là hauteur représentative de la perte de vitesse moyenne.
Celte démonstration, reposant sur l'hypothèse du parai télisime de$ filets dans les sections où sont mesurées les vitesses u et U, pourra élre considérée comme assez rigoureuse, si Ton admet, en sus, que rextrémité D6aC soit évasée de manière à détruire la contraction. Dans le cas contraire, Ton ne pourrait admettre le paraHélisme en ab, mais bien en «'6', c'est-à-dire a Tendrort où la section est minima et où lès filets reprennent à peu près leur direction primitive ; il suflSrait donc, dans ce cas, de mesurer la vitesse U en a^b' et non enab.
Au lieu des vitesses U et u, difficiles à mesurer, l'auteur introduit, dans la formule, la dépense Q, dans l'unité de temps, et les sections S' de ABB'A' et o- de ah (ou de a'6'). Il obtient, pour le cas de la fig.27:
El pour celui où la contraction n'est pas nulle :
Q = S'm == m (<tU)
Ou bien encore :
Si l'on pouvait mesurer directement la riifrérénce h des niveaux piézométriques dans les sections ab et GH, il suiffiraît de s'assurer que la hauteur observée satisfait à l'équation (6), pour avoir le droit de conclure l'exactitude de la théorie précédente; ou bien, après avoir conclu la valeur de 9, en fonction de cette hauteur h mesurée, dans l'équation (a), et avoir exprimé m et U en fonction de Q, S' et a, il suffirait de constater si l'on a réellement :
(U - tt)^ _ uy
2i? ^9 2flf
L'instrument que M. Bélanger a nommé piézomïtre différentiel a
pour but de RMwurer eelle hauteur h, et jt pe«t être employé pour coDStater, par expérience, la différence de pression entre deux points A et B (fig. 98), pourvu qu'ils soient peu éloignés.
Ce piézomètre est formé de deux tuyaux fleiiUea, en plomb, dont Tune des extrémités s'adapte, pour chacun d'eux, au point sur lequel on opère; à Tautre extrémité ils sont réunis par un tube en verre mCn, recourbé, et percé en C d'un trou capillaire qu'on peut à volonté ouvrir ou fermer hermétiquement.
Les robinets A et B étant fermés et les tubes remplis d'air, si l'on ouvre ces robinets après avoir au préalable fermé C, le liquide s*élè* vera dans les tubes, mais ne les remplira pas, à cause de la résistance de Fair comprimé. Afin de permettre au liquide de monter jusque dans la branche courbe en verre, l'on ouvre peu à pou le robîfiet C jusqu'à ce qu'on aperçoive les niveaux en tii et n ; la pression de l'air étant la même évidemment des deux côtés, la valeur de sa force expansive ne présente aucun intérêt, et la différence des deux niveaux liquides est la valeur de l'inconnue h à déterminer.
IL Établissons la formule de M. Bélanger pour l'écoulement d'un liquide par un tuyau court, présentant une série d'élargissements brusques.
Supposons (fig. 99) que l'on adapte à un réservoir A une suite de tuyaux de faible longueur, séparés par des diaphragmes percés d'iine ouverture en mince paroi b et c, tandis que deux orifices analogues a et d donnent au liquide l'entrée et la sortie. Quelle sera la vitesse à la sortie, et par suite, la dépense par l'ouverture rf?
Soient :
S', S", S'" les sections des tuyaux partiels ;
L-6xpres8ion de la charge, entre un point du réservoir et le
cenire de la veine contractée en d, est, comme nous Favons vu :
et comme Ton suppose 4aDS ce réservoir une vitesse très-faible, Ton aura par le théorème de Pernouilli :
Admettant alors que FelTel de la viscosité puisse être négligé vu la petite longueur des tuyaux, les pertes de charge seront uniquement produites par les élargissements brusques; par suite, ou pourra poser :
L'on aura aussi :
Q=-m<rU (I)
El les trois équations (r) (s) (/) entre les inconnues U, et Q, suffiront pour les déterminer. C'est ainsi que Ton en conclurait les formules suivantes :
io Q' = 2.^-
m' la somme 1 étant étendue à tous les élargissements brusques :
Si Ton compare les valeurs données par ces formules avec celles qu'Eylelwein a obtenues dans les expériences précédemment citées. Pou remarque un rapprochement très-notable entre les deux résultats. Ainsi, en donnant, dans la première formule, aux quantités w, cr, (j\ S', S"..., etc., les valeurs propres correspondant à celles
d'Eytelwein, Ion obtient, avec m = 0,62, et des aires S', S", S"'
égales : '
Q =0,349 S V/ 25F tandis que Texpérience a donné :
Q = 0,35i S 1/2^ Il est fàeheyx que ce rapprochement n'ait qu'une médiocre valeur,
par suite des irrégularités nombreuses qui existent, et que D'Aubuissou constate, dans les expériences faites par Eylelwein sur les résistances des réirécissemenls brusques.
C. DES AJUTAGES
Lorsqu'on adapte à un orifice, en minCe paroi plane, un tuyau extérieur d'une longueur convenable, les phénomènes de Técoulement changent, et avec eux la valeur de la dépense. L'on remarque, pour certaines dimensions du tuyau additionnel, que la veine ne se contracte pas à sa sortie CD (fig. 30), mais qu'après s'être contractée, en a'b\ à l'entrée du tube, elle se dilate de façon à le remplir entièrement, et que l'écoulement se fait alors à plein tuyau, ou à gueule-bée.
Ces tubes additionnels portent le nom d'ajutages.
I. Ajutages cylindriques
L'écoulement a lieu à gueule-bée dans les ajutages cylindriques, lorsque leur longueur varie de 1 1 /S à 2 fois le diamètre ab = CD. Si elle était moindre, la veine contractée ne s'élargirait plus de façon à remplir le conduit, et l'écoulement aurait lieu comme en mince paroi.
L'ajutage cylindrique de longueur BG = 1 1/3 à 2 fois CD, modifie le coefficient de la dépense ; il l'élève à 0,82 dans les mêmes cas où l'orifice en mince paroi correspondant n'aurait donné que 0,615 à 0.62.
Nous avons vu en a §A. Ch. II que l'équation (n) qui exprime, à quelques centièmes près, la vitesse d'écoulement, pour un petit orifice en mince paroi, est de la forme :
C'esl4-€ttre <|u'on la suppose égale à la vitesse ttféorique. Dans le cas d'ua ajutage cylindriqiie Goovtaable, l'oa obtint :
0« bien :
^.ôX«'(«+-!V)-».""(" + -^')
Et approximativement :
Ainsi, la hauteur correspondant à la vitesse de sortie n'est que
tes-=- de la charge; c'est-à-dire» d'après Bernouilli, la cbarge per-
due e est -= de la charge totale. Il en résulte aussi que ia perte de o
charge 6 est la moitié de-^ .
II. Ajutages coniques convergents
Ces ajutages, qui se composent d'un tronc de cône ou de pyramide, dont la petite base est en dehors, augmentent, pour certaines dimensions, la dépense dans une plus forte proportion que les précédents. Aussi sont-ils presque exclusivement employés dans la pratique.
Les effets produits sont très-variés, et dépendent de Fangle de con- ^vergence. I| résulte des expériences de D'Aubuisson que l'ajutage conique convergent le plus avantageux est celui dont les côtés convergent sous un angle de 13'', et tel que sa longueur soit un peu plus grande que le double du diamètre de sortie CD. Avant et après l^"* la dépense diminue, même avec la longueur précédente; le même fait se produit si la longueur varie, l'angle de convergence restant de 12°.
Dans ces ajutages, c'est la section de l'orifice extérieur qu'il faut introduire dans l'expression de la dépense.
III. Ajutages coniques divergents
Ce genre d'ajutages est peu employé ; cependant c'est celui qui donne la plus forte cUpeuse. Ba'npuilli sosnit leurs effiits au calcul, et fit mène plusieurs vérificatioiis expérimenlales. Dafts l'une d'elles il trouva la vitesse réelle à l'entrée ab de l'ajutage plus forte que la vitesse théorique dans le rapport de 1 à 1,06. Les observations les
plus iai|K)riaA(eâ^ sont dues à Venluri. Il employa <}es luyaux ayaat à peu fM*ès la forme (m'CDb'b (fig. 31) de la veiue contractée, et conclut : que Tajutage divergent de plus grande dépense doit avoir, en longueur 9 fois le diamètre de la petite base ab des troncs de cône formant le tuyau, et un évasement de 5"" 6'; il donnerait, d'après Tauleur, une dépense â,4 fois plus forte que Torifice en mince paroi ab, et 1 ,46 fois plus grande que la vitesse théorique. Venturi ajoute cependant que les dimensions doivent changer avec la charge pour conserver le maximum ; celle qu'il employa dans ses expériences fut con* stanle et égale à 0»88.
IV. Oe l'action des ajutages
L'on a expliqué de diverses manières Teffet produit par les ajutages sur la dépense. D'Aubuisson suppose qu après s'être contractée
en a'6' (fig. 30) à une distance égale au rayon -^ , si le tuyau est
cylindrique, la veine ne conserve plus la forme cylindrique ordinaire à partir de a'b', mais que, soit par une direction divergente, qu'il n'explique pas, soit par une action attractive des parois, quelques filets sont portés vers celles-ci et s'y rattachent, entraînant avec eux les filets voisins.
L'on a attribué longtemps l'action des ajutages à une diminution de contraction, c'est-à-dire à un accroissement du diamètre a'b\ par suite de l'attraction des parois. Mais il résulte d'une expérience de Venturi que la contraction, soit avec un ajutage tronconique (fig. 31), soit avec un tube cylindrique de même longueur, est, à très-peu près, égale à celle des orifices en mince paroi ; seulement, par l'effet de l'ajutage, la vitesse du fluide eu a'b' serait augmentée dans le rapport de 41 à 31 environ; de là l'augmentation dans la dépense. Venturi expliquait cette accélération de vitesse par une plus forte valeur
de — —^ résultant d'une certaine dilatation de l'air autour de la
veine fluide, vers l'endroit de la contraction.
Cette hypothèse est encore admise aujourd'hui par la plupart des physiciens; et nous l'admettons jusqu'à preuve du contraire.
Nous avons vu que, d'après les expériences de Castet, Eytelwetn, Venluri et Mîehetotti, la dépense, par un ajutage cylindrique convenable, esi donnée par la formule :
Q = 0,82 S y/îflf (h + -^^)
Ou, pour P=p :
dans laquelle S est la section normale de Tajulage.
Puisque le jet liquide sort à plein |uyati, en filets parallèles, il suit de là que le coefficient m = 0,83, ne peut affecter que la vitesse; par
suite, le rapport m de la dépense réelle m S 1/ ^gU à la dépense théorique S l^SgfH sera aussi celui de la vitesse réelle à la vitesse théorique. Ainsi, Ton peut admettre que la vitesse d'un jet (vertical ou autre) à la sortie d'un ajutage cylindrique n'est que les 0,82 de celle qui est due à la hauteur du niveau dans le réservoir.
La valeur m = 0,82, obtenue par les divers savants précités, va nous servir à démontrer l'exactitude des formules du SB. a du chapitre II ; il en résultera que la théorie dont elles dérivent est basée sur une hypothèse, celle du parallélisme des tranches, qui doit être l'expression à peu près rigoureuse de la réalité.
Reprenons la formule :
qui se rapporte au cas (fig. 25) d'un seul rétréissement brusque, dans un cylindre assez court. Nous avons vu que, pour un orifice en mince paroi, m' = 0,615 à 0,62; d'où :
Cette formule est donc l'expression de la vitesse théorique par un tuyau court cylindrique, c'est-à-dire par un ajutage de même section ; et la différence avec la vitesse réelle donnée par expérience
n'est que de j^ .
M. Navier, et la plupart des auteurs contemporains, attribuent
cette faible différence à ce qu'on a négligé de tenir compte de la viscosité, qui agit toujours, plus ou moins, quelle que soit la longueur du tuyau, chaque fois qu'il y a étranglement. C'est ce que Thonorable M. Steichen a perdu de vue en voulant corriger les formules en question.
Après avoir posé Téq nation :
il continue comme suit :
« La masse dM, écoulée, pendant Tinstant dt par la section a'b\ a une vitesse U' plus grande que celle u des tranches qu'elle vient choquer; et, comme ces dernières constituent une masse finie, par rapporta cIM, il s'ensuit que celle-ci, après le choc, ne possède plus que la vitesse commune u ; elle a donc perdu une vitesse (U' — u), car U' et u ont même direction.
Or, en passant de la section contractée mV à la section S', partant, de la vitesse U' à u, la masse dM perd une force vive dM (U'* — tt*) ; et, comme, en chaque instant dt, la section mV laisse passer une masse dM, tout a lieu de la même manière que si une telle masse passait de la vitesse U ku; cette masse perd donc une vitesse
(U' — tt), et exerce par conséquent un effort d'inertie k dM — -r — ,
k marquant un nombre compris entre et 1 dont la valeur moyenne doit être 0,70 environ; mais pendant l'instant dt le point d'application de cette force, inhérent à dM, décrit un chemin dû à la moyenne
5^ — -^— des deux vitesses extrêmes et le moment virtuel utile de
cet effort a par conséquent la valeur :
ou bien
K j^ ^ .dt
4 KrfM(U'2 — tt*)
C'est l'effet utile communiqué par le choc, tandis que Teffel u(ile
perdu est — dM(U'2 — w2).
— <02 — La perte momentanée et toiaie d'effet utile est donc :
_*.(!_ K)(tJ'»-u»)dM
et I équation générale des forces vives doit être posée ainsi : m (U« - >•*)•+ (1 - K) (U'« - u») dM =2jH"«iM +% f-^^) rfM
Celle-ci donne, quand on y exprime toutes les vitesses en fonction de U' :
Telle esl Téquation géoérale, d'après M. Steichen.
(X* . p . 'lin
Faisant ensuite : -^ = zéro, comme quantité insensible; P = p;
(t' = S'; (7 == S' et m.==:l, Técoulement se faisant alors à plein tuyau, il obtient pour la vitesse de sortie en ab (fîg. 25) :
{/ 2gW'
Or, en prenant :
m' = 0,61 et K = 0,70
Ion arrive à Téquation :
tt = 0,814 1/ %gW'
« Ainsi, ajoute Tauteur, Ton reproduit, à quelques millièmes près, la valeur du coefficient de la dépense par les ajutages cylindriques, valeur comprise entre 0,81 et 0,82. >•
C'est vrai, mais à quel prix ! Loin de prouver, par ce résultat, la supériorité de sa méthode, M. Steichen aurait dû y voir Tinexactitude de son point de départ, c'est-à-dire l'appréciation erronée des forces auxquelles il faut attribuer la perte de vitesse €' — u.
En effet, si Ton examine ce qui se passe en réalité, l'on trouve d'abord qu'une certaine vitesse est perdue par la rencontre de la masse liquide venant de a'b' avec celle qui se trouve dans le réservoir B'D'G'A' (fig S3). Cette perte a-t-elle lieu instantanément? Non, évidemment; les tourbillons le prouvent; en outre, il faut remarquer que I on a soin de ne mesurer la vitesse restante qu'à une certaine
distance de l'orifice d'amonU L'on ne peul doue admetlie Facliou de cette première force comme analogue à celle qui serait produite par le choc de deux corps durs. En second lieu, ce n'est pas à celte force seule qu'il faut attribuer la perte totale U' — u; la viscosité joue ici un rôle aussi important par son adhérence que par sa cohésion, à cause même de Tétranglement qui bouleverse les molécules liquides.
Cela posé, voyons quelles causes d'inexactitudes, ou au moins d'erreurs, se trouvent implicitement renfermées dans la théorie corrective de M. Steichen.
I" La perte de vitesse U' — u n'est pas due uniquement à la rencontre des masses fluides.
2® Cette perte totale U' — u n'a pas lieu instantanément (quoique nous l'ayons admis plus ou moins dans notre méthode, ce qui contribue logiquement à apporter une différence avec la pratique) ; par suite, il n'y a pas lieu de représenter l'effort d'inertie par une expression de la forme K —j- — , bonne, tout au plus, si l'on ad-
ut
mettait un choc brusque.
3° La valeur moyenne — - — n'est pas plus orthodoxe quand
ou l'applique aux deux résistances en jeu.
i"" Il n'est pas jusqu'au coefficient k qui ne soit sujet à caution. D'après M. Steichen, sa valeur doit être 0,70 environ ; cela se voit
bien, s'il doit satisfaire au résultat final U' =0,814 V^gH, Mais tant qu'il n'est pas bien prouvé que k doit forcément être égal à 0,70 la formule précédente mérite simplement le nom de formule empirique. Elle en possède, en effet, toutes les qualités : ainsi, quoiqu'elle néglige l'action d'une force réellement en jeu, elle donne exactement les résultats de l'expérience ; et pour que les conditions ordinaires soient toutes remplies, il ne lui maiH|ue même pas l'indispensable coefficient de correction.
CHAPITRE TROISIÈME
A. DES DEVERSOIRS.
Nous avons vu, au chapitre précédent^ que la formule deladépeuse théorique, pour un orifice assez petit et en mince paroi, est la suivante :
Si l'orifice est rectangulaire, la section S peut se représenter |)ar L^, où L est la largeur et z la hauteur ; de là :
Pour appliquer à cette formule les notations de la fig. 52, il suflit d'y faire s = H — A et H' = AB= — ; Ton ohtient alors :
Quant à la dépense réelle Q, c'est lexpression qui précède multipliée par le coefficient de correction m, dont la valeur moyenne est 0,61 à 0,62, d'après MM. Poncelel et Lesbros ;
Ou bien
Soit
Q = mL(H«/i)Y/%(-^— ) Q = Y/ imL(H^/i) \//^g{H+li)
Q=m'L(H-/i)l/2flf(H-f-/0 (i)
Ceci posé, si, au lieu d'un orifice mnj'an pratique une échanerure reclanguiairc découverte à sa partie supérieure A, et telle que le côté inférieur n soit une horizontale, la formule (i) devient, en y faisant h = :
Q=m'LHl/"2^ (2)
Or, les circonstances que nous venons de supposer sont celles d'un déversoir, c'est-à-dire, d'un orifice découvert à sa partie supérieure, eldont le bord inférieur est une droite horizontale appelée seuil.
Il nous reste à prouver que la formule (2) exprime rigoureusement la dépense réelle; que, par conséquent, elle a été légalement déduife. Il faut avoir soin de remarquer néanmoins que nous avons négligé la vitesse v que le liquide pourrait avoir à Tamont du déversoir, ou plutôt en amont du point C (fig. 55) où la surface comntence à s'infléchir vers le seuil. Le plus souvent, il est impossible d'admettre que le fluide soit en repos à son arrivée au point G; il faut alors remplacer H par H + A', la valeur de A' étant donnée par l'équation : v^ = ^gh\
L'on admettait primitivement que les filets liquides, après avoir parcouru la courbe parabolique Cm (fig. 33), avaient acquis, en m, la vitesse due à une hauteur Am = h; que, par suite, l'écoulement se faisait comme par un orifice rectangulaire mn (fig. 52); c'est-à-dire que la dépense s'exprimait par la formule (1), légèrement modifiée quant à la valeur de m' : Ton augmentait un peu ce dernier par le motif que la veine ne se contracte pas, en réalité, sur le bord supérieur m.
Mais l'expérience a fait voir qu'il n'en est pas ainsi, et que l'on se rapproche bien plus de la réalité en calculant la dépense comme s'il n'y avait pas d'inflexion, et que, par exemple, l'orifice fut reculé en CD sur toute la hauteur H.
C'est, en d'autres termes, introduire h =o dans la formule (1), ainsi que nous l'avons fait.
Quant au coefficient m', cherchons quelle doit être sa valeur, logiquement calculée ; nous verrons ensuite celle qui a été donnée par expérience.
Si, dans la rebition :
»'=»Vt
Nous remplaçons m par sa valeur 0,615 qui correspond aux orifices rectangulaires/il arrive :
Or, il résulte de nombreuses observations faites par Dubuat, Brindiey, Smealon, Eylelwein, D'Aubuisson et Bidone, que le coefficient m' varie de 0,40 à 0,47 suivant les charges, et que sa moyenne est d'environ 0,42.
MM. Poucelet et Lesbros ont fait aussi plusieurs séries d'expériences, à Taide du grand appareil avec lequel ils avaient déjà fait celles que nous avons rapportées pour les orifices en mince paroi (voir les tables). Nous rapportons, à la table F, un extrait des nombreux résultats qu'ils ont obtenus. La largeur du déversoir était constante, et égale à O'^SO.
Cette table présente une conclusion remarquable, c'est que le coefficient diminue notablement à mesure que la charge augmente. Ce fait est en opposition complète avec les phénomènes observés par Ëytelweiu, Bidone, D'Aubuisson, etc. Mais il est à remarquer qu'Eytelwein et Bidone, dans leur manière de déterminer les coefficients,
n'ont point su tenir compte exactement de la vitesse v ^=V ^gk' qu'avait le liquide à son arrivée en m (fig. 53); Eytelwein l'a complètement écartée, et s'est servi simplement de la formule :
Q == m'LH l/lsiS" et les valeurs qu'il a trouvées pour m' n'offrent aucune continuité dans la variation. D'Aubuisson a introduit Taction de v dans les différents cas examinés par Eytelwein. A cet effet, il s'est servi de la formule :
Q = m"LH y/2i^(H + -^)
Pour déterminer v, vitesse à la surface, il a cherché, par expérience, la vitesse moyenne U en divisant la dépense par la section U (H-f-np) où V est la largeur du canal. Il en a cooelu v par la formule de De Prony : U = 0,80 v. Comparant alors les données d'expérience avec les valeurs de Q tirées de l'équation (3) il a recueilli
une série de valeurs m'\ aussi peu régulière que celle d'Eyielweiii, mais dont la tendance générale se rapproche davantage des conclusions de MM. Poncelet et Lesbros.
Bidone, dans ses expériences, a distingué les deux cas, de t> = o
ou à peu près, et de t; = 1/ 2gfA', c'est-à-dire, le cas où la section de la niasse fluide au-dessus du seuil est assez petite, et celui où elle est grande par rapport à la section du canal, un peu avant d'atteindre le seuil.
Le canal employé avait 55 mètres de longueur, et une largeur de O'^GiS. L'eau était reçue, pendant quelques minutes, dans un bassin de jaugeage, et la dépense Q était ainsi connue.
Pour réaliser d'abord les conditions d'une vitesse v très-faible, il fut établi, à l'extrémité du canal, trois déversoirs tels que leur section respective LH fût 22, 17 et 15 fois plus petite que celle du prisme liquide en amont, abstraction faite de toute contraction ou inflexion. Bidone trouva, en moyenne :
m' = 0,403 calculé sur la formule :
Q = m'LHl/25ir (2)
Dans le second cas, le même canal fut barré sur toute sa largeur, et sur une hauteur constante de QU'ISS? au-dessus de son radier. Bidone fit six expériences, en modifiant successivement le niveau GA de façon à porter la section du courant de 3,18 à 1,80 fois celle au déversoir, c'est-à-dire LH étant 1 . Si l'on calcule, d'après ces expériences, les valeurs correspondantes de m', par la formule (2) d'une part, et celles de m", par la formule (3) d'autre part, l'on obtient, en moyenne :
m' = 0,400 et m" = 0,580
Ici encore les valeurs de m', quoique d'une variation irrégulière, semblent croître avec les charges ; le contraire se produit pour m" ,
Bidone a calculé les coefficients de la dépense de la même façon, dans les deux cas précités, c'est-à-dire, au moyen de la formule (2). Il en est arrivé à conclure que ces valeurs sont presque identiques,
soit pour une vilesse primitive v presque nulle ( 55 ')> soit pour v
— 108 ^ égal à -^ , et même davantage, de celle avec laquelle le liquide fran*
chîl le seuil. L'on s'explique faeilemenl Torigine de celte erreur par cette circonstance que, dans les résultats de Bidone, Il est donné comme étant la hauteur à laquelle Teau s'élevait dans la branche verticale d'un tube recourbé, dont la branche horizontale, plongée dans le liquide qui arrivait au déversoir, en recevait le choc; or cette hauteur n'est plus H, dans l'acception de nos formules, c>st-à-dire la différence de niveau entre le seuil m et le niveau CA, censé non in-
fléchi : une teHe hauteur est H + -^ . Cependant comme Bidone dit
formellement (1) dans son mémoire que la hauteur de l'eau dans te tube a toujours été la différence de niveau précitée, ou H, U est impossible de tirer la moindre conclusion sérieuse d'expériences qui eussent été très-importantes si H y eût été déterminé d'une façon claire, et non avec la double incertitude d'un instrument inexact et d une vitesse additionnelle imparfaitement indiquée.
Quelques observations faites par D'Aubuisson, sur un déversoir de O'^SO de largeur, ne présentent rien de remarquable; sa moyenne a été : m' =^ 0,41, et le coefficient paraissait encore croître avec la charge.
Si l'on considère les résultats de la colonne 1 de la table F, colonne qui correspond à une contraction complète, c'est-à-dire à un déversoir en mince paroi dont le seuil est assez éloigné du fond et des parois latérales du canal d'amont, l'on remarque que m' n'a pas une valeur constante, mais qu'elle suit une série décroissante continue, sans ctro progressive, depuis la plus faible charge jusqu'à la plus forte employée; qu'en second lieu, elle a varié de 0,371 à 0,424, dans les limites des expériences ; la moyenne serait donc environ :
Mais, notons-le bien, cette valeur doit varier suivant la charge, ou
plutôt suivant le rapport -r- , car, d'après la colonne 3 de la table F,
In contraction latérale a une influence notable ; et, comme les plus
(4) Mémoires de V Académie des sciences de Turin, 4824, t. XXVIIl ; Expériences fiyr îa dépense des réversoirs, par Georges Bidone.
Tories valeurs dem' correspondeni aux plus petilos charges, Tinfluence de la conlracljon esi d'autant plus forte que la charge devient une fraction plus grande de la longueur L.
La moyenne m'=0,40D se rapproche beaucoup de celle de Bidone; Ton pourra donc, dans la pratique, adopter la formule de cet émiiient hydraulicien, pour calculer la dépense :
Q = 0,405 LH l/l^ (a)
pourvu que la section du réservoir soit fort grande relativement à celle de Torifice. Si la contraction élait supprimée latéralement, c'està-dire, si le déversoir était établi sur toute la largeur du barrage, Ton prendrait ;
Q = 0,45 LH l/l^
conformément à la moyenne des résultats de la colonne 3. Quant à rinfluence d'une contraction nulle sur le fond, elle est trop peu importance j)our en tenir conapte , à moins que la charge ne devienne très-forte, ainsi que semble l'indiquer la colonne 2 de la même table.
Concluant d'expériences déjà mentionnées, Bidone a trouvé que le coefficient m' rest.e à peu près constant et égal à 0,405 environ, que les bords verticaux de J'orifice fussent ou non dans le prolongement des faces latérales et parallèles du réservoir, le fond de ce dernier restant à une certaine distance du seuil. Nous avons fait remarquer combien ces expériences de Bidone présentent d'incertitudes.
M. Sfeichen (1) explique le peu d'infltience soi-disant produite par la suppression de la contraction latérale des orifices en déversoirs par l'augmentation sensible des résistances dues aux parois verticales du canal d'amont, résistances dont l'effet serait de détruire une certaine partie de la charge génératrice ou de la vitesse d'écoulement au sortir de l'orifice.
Les résultats des expériences de MM. Poncelet et Lesbros rendent cette explication complètement inutile, en réduisant à néant le principe.
(\ ) CouTH de mécanique appliquée donné à Vtcole militaire de Belgique.
La formule pratique (a) est donnée par D'Aubuisson sous une autre forme, au moyen des transformations suivantes :
Q = m'LH 1/2^ = m' l/ îgfTLH l/Tr= 0,405 {/If. LH l/ ÏÏ" Q = i,80LHl/ir (h)
Le multiplicateur 1,80 correspond à une valeur de m' = 0,40S, et par suite, à une valeur de m = 0,367 au lieu de 0,615, coefficient moyen des orifices en mince paroi. L'expérience a donc tenu compte de la différence qui existe entre un orifice ordinaire et un déversoir.
Les formules (à) ou (b) servent à résoudre toutes les questions où Tune des trois quantités Q, H, L est inconnue. En voici deux exemples.
L Étant supposé un bassin entretenu par un cours d'eau qui fournit 5""' par seconde, à quelle profondeur, en dessous du niveau, faut-il établir le seuil d'un déversoir, de 3™ de largeur, pour que ce niveau reste constant?
L'on posera : Q == 3, L =2 dans la formule (fc), par exemple, après y avoir exprimé H en fonction de Q et L :
H. Ce deuxième problème est emprunté à D'Aubuisson : étant donné un étang, alimenté par un ruisseau et se vidant par un déversoir de l'"30 de largeur, l'on suppose qu'à certaines époques il arrive des crues, telles que les eaux s'élèvent à l'^SS au-dessus du seuil, et qu'il se produise des inondations en amont. Afin d'éviter cet inconvénient on veut baisser de 0™65 le niveau de ces grandes eaux, et en mémç temps s^arranger de façon qu'elles ne s'élèvent pas à plus de 0'"60 au-dessus du seuil ; quelle sera la largeur à donner au déversoir pour réaliser cette combinaison ?
La dépense Q est donnée ici implicitement, par l'hypothèse que le niveau s'élève de 1"»25 quand L = l'^SO; l'on en conclut :
Q = |"80 X 1"30 X i"25 X l/l»25 = Z^Hl
Le problème revient à eeliii-ci : étant donné une dépense Q = Z"^ et une charge H =»= O'^BO que Ton veut avoir au-dessus du seuil, déterminer la largeur L. De là :
1,80X0601/1^60" II peut arriver que Ton n'ait pas à sa disposition les moyens de nivellement nécessaires pour déterminer directement H. Comme il est toujours facile de mesurer mn (fig. 35) ou Tépaisseur H — A = H' de la lame d>au sur le seuil (en mince paroi), plusieurs savants ont cherché la relation qui pourrait relier entre elles ces deux qoantités.
Dubuat admettait que le rapport -jr- fût constant et égal à 0,50.
Dans la seconde des expériences d'Eytelwein, citées plus haut, ce rapport a varié d'une observation à Tautre, et il s'est rapproché d'autant plus de l'unité que le déversoir était plus étroit et la charge pins forte. Guidé par de hautes considérations théoriques, Navier le porta
à 0,725 ; Robisson le trouva égal à 0,714 ou — , à la suite de mesures effectives opérées directement.
D'après quelques observations faites sur de larges barrages, D'Aubuisson admit d'abord cette dernière valeur; mais d'autres expé-
riences vinrent lui démontrer que le rapport — est variable, et
qu'il croit en raison inverse du rapport — où L est la largeur du
déversoir et U celle du bassin d'amont.
Depuis, MM. Ponceiet et Lesbros ont reconnu en outre que H' croit avec la charge H. Comparant leurs observations aux résultats des mesures prises par Bidone et Eytelwein, ils ont établi la relation
suivante entre H et H\ pour tous les cas où — est inférieur à 0,40,
c'est-à-dire pour ceux où la largeur V du bassin d'arrivée est au moins 3 fois celle du déversoir :
H -= H' H- 0,0009 -)- 1/ KH' -h 0,00000081 (c)
dans laquelle :
K = 0,0000196 ho X i^^^ - ^5,50J* 1
Cette formule d'iiUerpolation (c) peut se représenter comme sull, en exprimant le tout en millinuUres :
H = H' + 0,90 + [/ KW + 0,81
Nous avons vu, dans le chapitre II, que si un orifice en mince paroi esl suivi d'un canal découvert de faible pente, le coeflicienl de correction de ta dépense théorique Q = (tI/ 29H (où H esl la charge sur le centre) est généralement plus faible que celui qui convient aux cas analogues d'un orifice simple sans canal supplémentaire. (Voir les tables B', C, D', E' de Lesbros.) Linfluencedu canal additionnel esl cependant presque nulle quand la charge devient forte.
Le même phénomène se présente pour un déversoir lorsque le seuil w (fig. 34) est prolongé par un canal ou coursier découvert de même largeur et de faible pente. Le coefTicient m" y est inférieur au
coefficient m' de la formule Q = mXIlV/ S^H correspondant aux cas analogues, mais sans coursier dans le prolongement, et sa valeur est susceptible de varier notablement d'un réservoir à un autre.
♦Ml'
D'après les expériences de M. Christian ^ le rapport —77 serait
égal à 0,96 ; de sorle que, pour m' = 0,405 l'on aurait m" = 0,40.') X 0,96 = 0,39. Mais celte valeur est un peu trop forte; elle correspond d'ailleurs à l'hypothèse de L = L', c'est-à-dire d'une conlraetion nulle sur les faces latérales. Il résulte dès observations de MM. Castel et Lesbros que l'on peut prendre moifennemenl pour m" la
valeur - m, et pour formule :
Q = 0,55 LH 1/ 2^H
en admettant toutefois que le seuil soit raccordé au canal d'amont par des courbes destinées à diminuer la contracl ion vers Torilice.
Si la vitesse d'arrivée v eu C est assez sensible, il faut eu teuir compte; la formule devient alors :
Q = 0,35 LH \/2i?(h+-~-)
Du reste, nous le répélous, ce coefficient m" varie- d'un déversoir à Taulre, ainsi qu'on peut s'en assurer par les résultats de la table G, due, comme les autres, à M. Lesbros.
I. L'éGOuleinent étant permanent, et à nimau constant
Dans toutes les circonstances de Técoulement des Jiquides par un oriflce percé dans un réservoir, nous avons pris pour vitesse moyenne de la veine celle qui correspondait à la charge sur le centre de cet orifice. Nous avons admis en outre Thypothèse du parallélisme des tranches ou de l'égalité des vitesses en tous les points de la section desortie.
Lorsque les ouvertures d'écoulement ont des dimensions assez grandes, ou bien encore lorsque l'orifice n'est pas petit par rapport à la charge H, comme cela se présente ordinairement pour les vannes, les suppositions admises plus haut ne sont plus tout à fait exactes, au point de vue de la théorie. Il devient alors plus rigoureux de limiter l'hypothèse des vitesses égales aux filets fluides qui se trouvent à une même distance en dessous du niveau du réservoir; divisant ensuite l'orifice en tranches horizontales fictives d'épaisseur infiniment petite, l'on calcule, par intégration, la dépense qui se fait par Tensemble de ces tranches, c'est-à-dire par l'orifice d'écoulement.
Adoptant les uotartions de la fig. 3â, l'on obtient pour la dépense théorique :
Car la dépense par une tranche élémentaire est L d^ \/ igz, où z est la charge, c'est-à-dire la profondeur de cette tranche en dessous du niveau AC.
— fl4 — Delà:
Ou bien :
Q = 2,866 l|h« -fc^J (m)
Nous avous vu que, pour uu orifice assez petit, la formule daus les mêmes circonstances serait :
Q' = L(H-fc)Y/2flf(-!^:^) (n)
Or, dans un mémoire sur le jaugeage des eaux courantes, M. De Prony a prouvé que les équations (m) et (n) ne diffèrent entre elles que par un coefficient variable, s'éloignant fort peu de funité ; ce résultat est confirmé par les expériences de M. Lesbros qui a déterminé les coefficients de correction dans Tune et l'autre formule. L'on peut en conclure que les résultats des expériences sur l'écoulement des liquides sont représentés avec autant de continuité et de régularité par la relation (n) qui est la plus simple ; les coefficients de correction à employer ne sont pas plus constants pour Tune que pour l'autre de ces formules, et, sauf le cas d'une charge excessivement petite, ils ne diffèrent presque pas entre eux.
Nous prendrons donc, pour tout orifice, la relation :
Q^fn'L{n^h)y^^gf^^^^
comme expression de la dépense effective.
Généralement, lorsqu'on ouvre une vanne, la masse liquide ne s'écoule pas directement à l'air libre en décrivant sa parabole; le pertuis est souvent prolongé par un canal découvert d'une faible longueur et d'une pente plus ou moins rapide ; dans le cas le plus ordinaire le fond et les côtés du coursier sont dans le prolongement des bords intérieurs de l'orifice. (Fig. 35.)
D'après Bossut, la dépense serait la même que si te pertuis n'était pas prolongé ; et Dubuat a admis cette hypothèse pour tous les cas où il n'y a pas remous, c'est-à-dh*e pour ceux où l'eau du coursier ne vient pas refluer vers l'orifice» et modifier ainsi la veine et la vitesse.
Celte dernière coiiditioD implique la uécessité d'uae forte charge et d'uoe grande ouverture d'écoulement, ce qui se présente le plus fréquemment dans la pratique.
Quoique les expériences de Lesbros, indiquées aux tables B'CD'E', se rapportent à un coursier horizontal. Ton peut eu conclure que Tinfluence d'un canal additionnel découvert est nulle pour de fortes charges, et qu'elle va en croissant à mesure que celles-ci diminuent, contrairement à ce qui se passe dans les orifices en mince paroi, assez pe/tV^ et débouchant librement dans Fair.
Faute des tables précitées, Ton peut admettre que la vitesse est altérée par le coursier dans le même rapport que par l'existence d'un étranglement brusque. Ainsi, appelant encore m'' le coefficient m'
modifié par l'action du conduit supplémentaire, le rapport — ^ , ou
des vitesses, serait donné par 1 expression :
daprès la formule (2) donnée en 6 au chapitre 11 § B. Faisant m = 0,615, l'on en tire :
m Mais cette règle n'est pas tout à fait exacte, car le liquide du coursier est libre à la surface, et n'y éprouve pas de perturbation dans son mouvement, comme cela a lieu dans les tuyaux.
Dubuat considérait la question comme celle d'un orifice noyé dans l'eau d'un réservoir inférieur, censé très-grand par rapport à la section (7 de sortie (fig. 10). Par suite, il prenait pour formule :
« = 0,85 (7 1/ 2flf (H ~ h) Le principe des forces vives conduit à une formule plus générale et plus sûre que cette dernière. Représentons par :
(T et S' l'aire des sections de forifice et du canal, en un point où
le régime est à peu près uniforme, u et U les vitesses respectives dans ces sectionSi H — h h différence du niveau d'eau entre te réservoir d'amont et le canal additionueh
D'après ce que nous avons trouvé en 6 chapitre H $ B, nous pouvons poser : '
-sT-
gy(H-ft)
El, pai' suite :
2sr(H-fc)
formules auxquelles il n'esl pas nécessaire d'appliquer le coeflicient de correclion, el qui, d'après M. Poncelet, concordent assez bien avec les résultats des expériences qu'il a faites de concert avec JVf. Lesbros. L'on aurait de même :
mv y/ mM / m<T \*
Q = mon = ..... etc.
Si, dans celle expression de u, Ton suppose a très-petit par rapport à S', l'on tombe sur le cas de la lîg. 10, c'est-à-dire sur celui où Torifice est noyé dans Teau d'un bassin inférieur Irès-étendu ; l'on obtient alors :
tt = 1/ 2^ (H - fe)
L'on arriverait encore à ce résultat en posant : S'= nw; mais dans ce cas M == U. Cette hypothèse est impossible avec l'idée d'un remous qui modifierait la vitesse; elle ne convient donc, tout au plus, qu'aux écoulements sous de fortes charges et par de grands orifices.
H. Le niveau du réservoir d'amont étant variable.
Si un réservoir reçoit moins d'eau qu'il n'en dépense par un orifice ouvert dans une de ses parois, le niveau baisse graduellement et la vitesse U du liquide, à l'orifice, diminue proportionnellement aux
racines carrées des hauteurs de charge; en effet, les vitesses de sortie sont données par la formule :
et, comme la loi des racines carrées des hauteurs est le caractère distinctif du mouvement uniformément retardé, Técoulement se fera ici avec ce mouvement, et il jouira des propriétés de ce dernier. Or, d après les lois du mouvement uniformément retardé, si une masse m, lancée avec une vitesse initiale v, parcourt un espace e en perdant sa vitesse suivant les racines carrées des hauteurs, jusqu a ce que v = o, cette même masse m, lancée avec la même vitesse v, décrirait un espace 2e, dans le même temps, si elle conservait toujours sa vitesse de départ.
L on peut en conclure le principe suivant : Le volume d'eau sorti par un orifice percé dans un réservoir prismatique qui se vide, nest que la moitié de celui que l'on aurait obtenu si le réservoir avait conservé la charge initiale et que la dépense eût été mesurée pendant un temps égal à celui que le réservoir emploie pour se vider.
Soit donc H la charge primitive, S la section du réservoir,. T le temps qu'il met à se vider. Le volume Q d'eau écoulé pendant cette durée T est SH (fig. 32). Le volume qui se fût écoulé, dans le même temps T, sous la charge H, eût été 2SH d'après le principe précédent, et comme ce même volume, ou la dépense Q' pendant le temps T, est représenté aussi par :
(y = m'L (H - /i) ^%g {^^^) X T Ton peut poser :
2SH = m'L (H - h) W^g [^^) X T
d'où :
Celle formule (o) convient aux grauds pertuis ; elle peut s'exprimer
sous une forme plus simple si Torifice est assez petit par rapport à la section du réservoir; Ton posera alors, avec Toricelli :
et, par suite :
2SH ^^g ^"_ - ^ .S^"
mtr V 2^H mrt V ^g V'ig
_S ma
Si Ton représente par T' le temps que le volume SH eût employé pour s'écouler entièrement, sous la charge H demeurant constante, Ton eût encore obtenu :
SH == mtsV Vl^ _ SH J^
cest-à-dire que le temps qu'un bassin prismatique emploie à se vider est double de celui qui lui serait nécessaire si la charge initiale fût restée la même pendant Técoulement.
L on peut encore avoir à résoudre la question suivante : chercher le temps t nécessaire pour que le niveau d'un réservoir descende d'une quantité donnée A.
Il suffit de calculer, d'abord, le temps T qui s'écoulerait depuis l'origine jusqu'à ce que le réservoir soit vidé, et qui est approximativement :
T = 0,45— l/TT me
puis, le temps T' qu'il mettrait à se vider à partir du niveau
H — A = H' ; ce sera :
T' = 0,45 — VW mu
La soustraction T — T' donnera t :
Si les sections 8 étaient variables d'une façon régulière ou au moins
bien déterminée, il serait facile d en tenir compte. Il faut aussi employer la formule (o) si les pertuis ont des dimensions assez notables.
De lequation (q) Ton peut conclure rabaissement h, en fonction du temps et de H; il suffit d'y chercher H' pour Tintroduire dans H — W = h. L'on en peut tirer aussi le volume d'eau Q" écoulé en un temps donné t : c'est évidemment SA, si l'on suppose toujours que les sections S du bassin soient égales.
L'on obtient donc, au moyen de l'équation (q) :
D'où :
2 mfTt
(^^-ms)
Q' = Sfc =
2 m<rt /, y—r m<n
(''«-Ws)
Toutes les considérations précédentes seraient applicables encore si une vanne formait déversoir par sa traverse supérieure; seulement,
au lieu de la formule Q = ma T 1/ 2gH, il faudrait employer ici celle
qui correspond aux déversoirs, c'est-à-dire : Q^m'LHT 1/ 2gfH; et^ la limite d'abaissement se trouverait au seuil ; alors A := H.
IIL Le réservoir (Tamont étant alimenié pendant qu'il se vide.
Désignant par q le volume d'eau fourni au bassin, en une seconde, par le ruisseau qui l'alimente, et par h la grandeur de l'abaissement dans le temps t, dh sera la quantité dont le liquide baissera pendant l'instant infiniment petit dt, qui suit t. Le volume d'eau sorti en une seconde sera ici %dh -|- qdt, et Ion aura l'idenlilé :
Sd* + ^( »= fii<rdl l/âg (H -^ k)
— ^«0 — Soit H — A = H'; alors — dh = dH'
qdt - SdW = m^dt \/Tg VW
— SdH'
dt =
Pour faciliter Tinlégration, posons : ma l/^l/lT — q = f dont riutégrale est :
ReinplaçaDt cp par sa valeur, et déterminant la constante C pour Torigine du mouvenjent où f = o, A = o et H' = H, Ton obtient Téquation :
Ou bien, en passant des logarithmes hyperboliques aux logarithmes ordinaires :
(m<r\/29)* L m<r\/^gW - g
iSi Ton y fait 9= o Ton retombe sur Téquation (9) trouvée plus haut.
Pour déterminer la valeur de rabaissement h eu un temps donné (, Ton cherchera quelle serait la charge H' à la fin de ce temps : à cet effet l'on essaiera successivement diverses valeurs de H' dans Féquation (r) jusqu'à ce qu'elle soit satisfaite. Ayant H% Ton déduira A = H — H'.
b. Vannes iBClInéefl. — 9y«lèiiie €h«ab«ri«
Il arrive parfois que certains cours d'eau sont exposés à des crues subites, capables de produire des dégâts considérables si Ton n'avait soin d'ouvrir à temps les retenues. Afin de prévenir la négligence d'un éclusier, l'on emploie alors des retenues mobiles dont l'ouverture augmente avec la pression de l'eau. Telles sont les vannes horizontales (fig. 36), qui tournent autour d'un axe O, placé à une hauteur
convenable pour que la pression de Teau, dès que celle-ci aUeint une certaine hauteur, agisse sur le panneau supérieur de la vanne et le fasse basculer en avant pour Tamener dans la position horizontale. Dans ce but, Ton échancre les bajoyers suivant la courbe que la vanne doit décrire en s*abattant; Ton donne aussi un surcroit de pesanteur à son panneau inférieur, afin qu^elle tende à se redresser dès que le liquide est suffisamment écoulé. Il suffit de rendre dor* manie une partie de la cloison pour être en même temps assuré de conserver en amont des vannes une profondeur d'eau suffisante.
Supposons qtt*une vanne mobile autorégulatrice ait basculé de façon à prendre la position AC, s'appuyant donc par son panneau supérieur sur des rainures inclinées AO, pratiquées dans les bajoyers ; rinclinaison de ÂO étant déterminée d'après les crues et par la condition de conserver toujours une certaine hauteur d'eau en amont de la retenue. Si Ton admet que le mouvement soit permanent. Ion pourra calculer la dépense, du moins à Torigine, par les formules :
Q = i,80LHl/ir qui concerne le cube écoulé par-dessus la vanne, H étant la distance entre l'aréle supérieure A et le niveau du bassin ; et
Q' = 0,615 LH' V/l^ = 2,75 LH' V/IF"
s'appliquant à la dépense inférieure; H' étant la distance verticale entre Taréte C et le sommet D du heurtoir, H" la distance du niveau du bassin au centre de gravité de la section inférieure d'écoulement.
M. Chaubart, par l'invention de ses vannes à bascule, semble avoir résolu d'une façon complète les deux problèmes principaux relatifs au régime des canaux de navigation, d'irrigation, etc., et au règlement des niveaux dans les biefs d'usines.
Premier système. Le premier problème à résoudre était de construire une vanne mobile, mise en mouvement par la pression de l'eau du bief d'amont, et assurant l'écoulement du superflu provenant de ce bief, de façon néanmoins qu'il conserve un niveau constant. Voici brièvement la disposition du système Ghaubart, tel qu'il fut appliqué à l'origine (1854) ; depuis, il a subi quelques corrections de détail.
La vanne AB (fig. 37), occupant toute la largeur du canul, est inclinée sur la verticale d'un angle de 10** vers l'aval et porte, au tiers
de sa hauteur, deux courbes en foute C6D invariablement liées avec elle ; ces courbes sont assujetties a rouler sur une règle en fer EP, horizontale, ou à peu près telle, car son inclinaison peut être réglée par une vis e, la règle étant mobile autour du boulon f. Une chaîne à la Vaucanson reliée par des boulons, d*une part au coussinet fixe h, de l'autre à Texlrémiié de la courbe, rattache la vanne à la traverse longitudinale fixe c, et force la courbe à rouler sur la règle EF.
Dans la position initiale AB de la vanne, lorsque Teau affleure son sommet, le système doit être réglé de façon que la résultante des actions exercées sur Tappareil par la pesanteur et par les pressions de Teau vienne passer en 6, point actuel de contact de CD avec EP, et origine de la courbe de rotation. Dans la première vanne Ghaubart, ce point G correspond au centre de pression du liquide ; nous avons vu, en effet, que : pour un parallélogramme ou un rectangle, dont le côté supérieur est à fleur d eau , le centre de pression se trouve
aux ^ de la base supérieure et sur la ligne des milieux des bases
horizontales.
Lorsque Talimentation augmente, l'équilibre cesse d'exister ; le centre de pression se relève avec le niveau du bief; le mouvement de bascule se produit, et la résultante des pressions vient passer en avant de 6, en G', par exemple, c'est-à-dire par le nouveau point de contact. Alors l'eau s'échappe à la fois par-dessus et par-dessous la vanne, qui s'incline plus ou moins suivant la quantité d'eau affluente à débiter.
Des taquets empêchent la vanne de descendre en dessous d'un angle de 10° avec Thorizon.
Restait à déterminer la forme et la position de la courbe CD pour que, dans toutes les positions du système, la résultante des forces qui agissent sur la' vanne passe toujours par le point de contact, la pression de l'eau étant calculée d'après l'hypothèse d'un niveau XA invariable. M. Ghaubart a résolu la question par des tâtonnements qui l'ont conduit à adopter, pour GD, un arc de cercle dont il détermine le rayon au moyen d'une formule empirique ; la règle EF doit alors être horizontale.
Ce résultat peut être obtenu théoriquement ; nous développerons
d'une Taçon complète la description et les calculs relatifs aux vannes Chaubart, lorsque nous traiterons des constructions hydrauliques dans la Deuxihne Partie de notre ouvrage.
Second système. L'appareil précédent a pour but d'obtenir dans un bief un niveau constant malgré une alimentation variable; dans le second système, M. Chaubart a résolu le problème inverse^ consistant à débiter un volume d'eau constant par un pertuis rectangulaire ouvert dans un bief dont le niveau varie.
A l'origine la vanne AB (fig. 38) est verticale; le niveau XA, qui est alors à son maximum de hauteur, vient affleurer à peu près l'arête supérieure A. L'orifice Bn est déterminé convenablement pour qu'il se débite, dans l'unité de temps, un volume d'eau constant et déterminé Q. La vanne s'appuie encore ici contre une courbe CCC", et puisqu'elle est en équilibre dans la position AB, cette courbe doit être telle, que la résultante des forces passe par le point C. Lorsque le niveau descend en X'A', la vanne bascule en A'B', et le point B' se relevant, l'orifice d'écoulement augmente. Dès lors, si la courbe est convenablement tracée, il peut se faire que cette augmentation dans la hauteur de la section d'écoulement compense précisément la perte résultant de l'abaissement du niveau, et que la dépense Q reste la même dans les deux positions. Cette dépense est d'ailleurs représentée par la formule :
Q = ma l^^^ = ifiLfc \/^g (h — "a M = constante
où L = la largeur du pertuis; h la hauteur variable B'n' et H la distance, variable aussi, entre le niveau et le fond du canal. De cette équation l'on déduit les valeurs de H correspondantes à celles de h et réciproquement. Le niveau étant en X'A' et le point B étant venu en B', de façon que l'équation précédente soit satisfaite, l'on peut énoncer comme suit le problème : Quelle doit être la courbe CC'C" pour que la résultante des pressions de l'eau et du poids de la vanne passe au point de contact de la nouvelle position A'B' avec cette courbe.
Si l'on cherche à résoudre théoriquement la question, l'on arrive à une équation différentielle indéterminée, à trois inconnues, qu'il est fort difficile de simplifier. Aussi l'on se borne à un procédé graphique
approximatif, dans lequel on trace la courbe par interpolation. Nous avons vu que la dépense constante Q ^^ C serait représentée ici par la formule :
Q=mUiy/25r(H.-AJ
dans laquelle Ton serait disposé à donner au coefficient m une des valeurs comprises dans le tableau G', attendu que, d'après Thypolbëse , admise jusqu'ici, les vannes mobiles seraient établies à partir du fond de la conduite ou du coursier Mais, suivant un Mémoire de M. Poncelet (1), l'inclinaison de la vanne A'B' (fig. 38) vers l'aval peut augmenter sensiblement la valeur du coefficient de correction. Ainsi, d'après les expériences de ce savant sur la dépense d'un coursier raccordé, par des courbes analogues à celles de la fig. Si, avec le bassin d'alimentation, de façon que la contraction fût détruite, il résulte que le coefficient atteint les valeurs suivantes :
i** La vanne mince étant verticale (fig. 55) . . . 0,70 â'' Idem inclinée à i de base sur î
de hauteur .... 0,74
5» Idem à 45» 0,80
Les vannes autorégulatrices sont employées géiiéralement dans les dérivations d'écluses de canaux navigables ; dès lors les circonstances de l'écoulement ne sont plus les mêmes que dans l'hypothèse précédente.
La différence des niveaux X'A' et X"A" (fig. 39) de deux biefs consécutifs est toujours assez forte, et la hauteur totale mY' d'amont est trop considérable pour employer le système de la fig. 36. L'on divise alors cette hauteur en deux parties ; la plus grande mn est dormante; la partie supérieure nA est destinée à 1^ vanne mobile; celle-ci est déterminée de hauteur et de longueur suivant le régime du canal et les conditions de niveaux que l'on veut obtenir.
L'on voit ici que les lois de l'écoulement sont simples; ainsi, pour le deuxième système Chaubart, le coefficient m est donné par la table B de M. Lesbros,.sauf à le majorer légèrement d'après les conclusions de M. Poncelet.
(4) Mémoire sur les roues hydrauliques à aubes courbes. Metz, 4827.
L'iovenUoD du bateau-vanne est due à M. Sarioris; son but est de maintenir un niveau XA constant, ou à peu près tel, malgré une alimentation variable par le bassin d'amont.
La section transversale du bateau est rectangulaire (fig. iO) ; il s'appuie contre deux piles en maçonnerie dont Fintervalle est fermé par un déversoir ; le radier nC de celui-ci se trouve à une certaine hauteur nB du fond.
Désignons par H la différence de hauteur mm' entre le point m et le niveau AX; par p et U la pression (atmosphérique) et la vitesse en ce point m; par p' et U' la pression qu'éprouve le liquide en Dm ainsi que sa vitesse sous le bateau. Posons aussi : mn = a et mnB »=> Â T^a pression p' est évidemment la force qui fait équilibre au poids du bateau , convenablement calculé d'après le principe d'Archimède et augmenté du frottement contre les piles ainsi que de la pression p.
Il est facile de concevoir qu'en descendant convenablement le bateau, par du lest ou autrement, il viendra occuper une position d'équilibre telle que, pour un niveau connu AX il se débite par mn un volume d'eau déterminé ; l'on comprend aussi qu'il soit possible de régler l'écoulement de façon qu'il s'échappe toujours par mn une masse liquide qui irait en croissant par quantités égales aux. accroissements successifs dus à des surélévations de niveau AX. Le bateau, équilibré pour la hauteur mtn' = H, s'élèverait de lui-même à mesure que AX monterait, puisqu'il ne saurait plus faire équilibre à p\ cette dernière force croissant avec H.
L'on se trouve ici dans le cas d'un orifice mn plus ou moins évasé intérieurement, et prolongé par un canal nC de même section. L'on posera donc :
H = -gl^^" simplement = — (1)
Admettant approximativement que tous les filets sont parallèles et d égale vitesse dans une même section DD', ou D''D''', etc., Ion aura aussi, pour un bassin rectangulaire :
aU=AU' (2)
Enfin, le théorème de Bernouilli donnera pour 3' équation de condition :
L*on déduira des trois précédentes :
Quoique les hypothèses admises dans ce calcul ne soient pas rigou> reuses, il est permis d'en conclure que p' doit être supérieur à p, et que Texcès p' — p va ein croissant avec H. Il suffit d'introduire dans le bateau plus ou moins d'eau, destinée à le lester, pour obtenir son équilibre dans la position qu'il doit occuper; la force verticale produite
par l'excès p' — p = AA ( 1 — — ] est alors équilibrée par le poids
du bateau et son frottement contre les piles.
C. DES ÉCLUSES
En traitant la question des vannes, nous avons supposé que l'écoulement se faisait librement dans l'air; nous avons aussi admis que les coefficients des tables de M. ,Lesbros leur fussent applicables, quel que puisse être l'orifice.
Pour les écluses, les circonstances sont différentes : l'écoulement se fait généralement, d'un bref dans l'autre, au moyen depertuis ouverts dans la partie inférieure des portes de retenue; par suite, le problème consiste à rechercher les lois du mouvement d'un fluide qui passe d'un réservoir dans un autre, l'orifice de sortie étant complètement noyé.
Quant au coefficient de correction m, nous verrons qu'il peut être donné par les tables de M. Lesbros, quelque grand que soit l'orifice, et qu'il soit noyé ou découvert.
a. ÉeonlemeBt d'un réaerroir danii un autre, le Blveaii demenrant eoantaat pour chaeim d^enx.
Si l'on représente par U la vitesse des filets liquides pendant qu'ils traversent l'ouverture mn, et par U' celle que ces filets conservent dans
une section MIV située hors du rayon d'action de la veine, la perte de charge subie par le liquide au delà de la section mn doit élre représenlée par :
Supposons le cas parliculier où la masse liquide, dans les deux biefs, soit assez considérable pour qu'on puisse la regarder comme à peu près stagnante; le niveau A'X' est alors horizontal, c'est-à-dire que le niveau piézoméirique devient le même en mn et en MN, et la perle de charge demnen MNest représentée par :
Mais il est essentiel de remarquer que cette valeur serait inexacte : 1" si la vitesse II n'était pas excessivement faible ; 2** si le niveau piézométrique variait de mn en MN, ce qui pourrait arriver pour de petites valeurs de mW
Cela admis, si une molécule a venue en b possède une vitesse presque nulle dans ces deux positions extrêmes, il faut, d'après le théorème de Bernouilli, que la perte de charge éprouvée dans le trajet de a en b soit égale à la charge, c'est-à-dire à la différence de niveau des colonnes piézométriques élevées aux points a et b. Or, la charge est due à la hauteur AA' = OA — OA' == H — H' = A, et à la différence f) — p' des pressions en A et A' ; la perte de charge peut donc s'exprimer aussi par :
Égalant les deux valeurs de la perte, l'on obtient :
u-y/2jr(*+^-2^)
Ou bien, si p = f)' :
U=l/2sf(H-H') (4)
qui est la formule du § a, chapitre II, et que Ton peut exprimercomme suit : Lorsqu'un fluide passe d'un réservoir dans un autre, par un orifice noyé, la charge effective sur cet orifice, ou la hauteur due à la
vitesse de sorlie, en un instant quelconque, est la différence de niveau des deux réservoirs, à ce même instant
La vitesse étant ainsi déterminée, la dépense Q sera donnée par l'expression :
Cependant l'on pourrait se demander si le coefficient de correction m a la même valeur ici que dans le cas où Técoulement aurait lieu librement dans Tatmosphère; c'est-à-dire, si la veine fluide se contracte également dans l'air ou dans l'eau. Or, il résulte de plusieurs expériences faites sur des pertuis d'écluse que la dépense est à peu près égale dans les deu\ cas. Le fait a été démontré aussi jadis par Daniel Bernouilli, au moyen d'un vase cylindrique, percé d'un oriflce à la partie inférieure et rempli d'eau; Bernouilli remarqua qu'il se vidait dans un même temps, soit que l'orifice fût en plein air, soit qu'il plongeât légèrement dans l'eau dormante (1).
Lorsque l'orifice ne se trouve qu'imparfaitement noyé, le niveau A'X' n'est plus sensiblement horizontal, et la formule (4) devient incertaine, quant à l'approximation. II faut alors diviser l'orifice en deux parties, et considérer l'une a-', comme débouchant dans l'air, l'autre a", comme couverte par l'eau du bief inférieur. Mesurant respectivement, sur les centres, les hauteurs H" et H'" (fig. 42) sous le niveau XA, l'on obtiendra la dépense par la relation suivante :
Q = m [(/ l/'l^-H <r" 1/ ^9 (H'" - H') ] Q = m v/^ [ c,'l/ipr-^. er" I/h'"- H' ]
b. I<e Blveaii étont constont dan* le réaerYOlr miiiérleiir et Y«rlaMe
dan* r«iitre.
Pour réaliser ces circonstances nous supposerons que le réservoir inférieur ait des dimensions limitées, et que le bassin d'amont soit indéfini, autrement dit, qu'il demeure à un niveau constant. Tel serait le cas par exemple pour un sas d écluse que l'on remplit au moyen de Teau du bief supérieur. La question à traiter consiste dans la recherche du temps nécessaire pour que le niveau du sas atteigne une hau-
(1) D. BerDOuilIi, Hydrodynamique.
leur donoée ; c'est le problème inverse de celui que nous avons développé au § B.de ce chapitre.
Soit donc A'X' (fig. 41) le niveau primitif, et A'A" = A = H' - H".
A mesure que le niveau A'X' s élève, la hauteur AA' diminue, et comme AA' représente le H — H' de la formule (4), c'est-à-dire, exprime la hauteur due à la vitesse en mn, variable à tout instant depuis H' = H' jusqu'à H' = H", il s'ensuit que la surface fluide A'X' est poussée de bas en haut par une force décroissante suivant les racines carrées des hauteurs AA', et que, dans ce cas-ci, comme dans celui du $ B, nous trouvons encore le caractère du mouvement uniformément retardé. La valeur du temps t, nécessaire pour faire monter en A"X" le niveau primitif A'X', sera donnée par la formule :
i = — ^(V/lF-l/H") et pour le temps du remplissage entier, jusqu'en AX :
Des expériences faites par Kypke, sur une écluse du canal de Bromberg, en Allemagne, et rapportées par Eytelwein (1), ont produit des résultats qui concordent assez bien avec ceux que l'on obtiendrait par les formules précédentes, en y donnant à m la valeur 0,615. D'Aur buisson, dans son traité d'hydraulique, prend, pour coefficient constant des dépenses par les pertuis, là quantité 0,62K ; aussi, en appliquant le calcul aux expériences du canal de Bromberg, arrive-t-il généralement à des valeurs de t supérieures à celles qui ont été mesurées.
c. l/e nlvéan des deux ré«enrotni élMii varbilile.
Soient deux bassins M et N (fig. 10) dont les niveaux AX et A'X' se trouvent à des hauteurs H et A respectives, au-dessus du sommet de l'orifice k par lequel s'opère l'écoulement du liquide vers le réservoir N. Supposons les deux bassins limités , de façon que le niveau AX baisse pendant que A'X' s'élève; il s'agit de trouver l'équation qui dé-
H) Eytelwein, ffandbuçh, $ 420.
termine le rapport entre les deux élévations, en fonction du temps t et des sections S en M, et S' en N ; ou qui donne réciproquement le temps t qu a duré Técoulement en fonction de ce rapport et de S et S'. Prenons deux tranches élémentaires mn et m'n'y d'épaisseur respective dx et dy ; d'où nA = a? et tn'B == y. Lorsque le liquide sera descendu de dx en M, pendant Tinstant dt, il se sera élevé dans le même temps, en N, de dy^ et ces deux quantités dx et dy seront liées par l'expression :
Sdx = fy'dy ou plutôt = — S'dy (5)
Mais la dépense par l'orifice k s'exprime aussi par la formule :
Qdt = lïiff l/2gf(a; — y), dt
D'où :
Scto = — mer 1/ a^r (a; — y), dt
mtr V SLg V X -— y
L'intégration de l'équation (5) donne :
Sac -|- S'y = C ou constante
et, comme j/ = A pour a? = H, il résulte :
Sx + S'î^ = SH + S'fe
SH -t- S'fc — Sa; y = ^;
Remplaçant y par cette valeur dans l'équation (6), et intégrant ensuite, en observant que x^H pour t = o, l'on obtient définitivement :
e« — ^ I/S' (H-fc)~V/(S+SOa;~SH-S'fc i^)
Si l'on veut connaître le temps nécessaire au liquide pour que les deux niveaux AX et A'X' arrivent dans un même plan, il suffira de
faire x = y= ^ 7" g/ ; remplaçant x par cette valeur dans l'équa-
tiou (7), l'on en conclut :
«= ^SSVH-h ^^^
m<rl/2^(S-f S')
Cette dernière formule peut s'appliquer au cas suivant, qui se présente fréquemment dans une écluse à deux sas contigus, ou bien en-
core dans uue double écluse dont les deux sas sont séparés par un bassin d attente intermédiaire. Lorsqu'un bateau qui remonte le canal est entré dans le sas inférieur, Ton ferme la porte d*aval qui vient de lui en ouvrir Tentrée. Ensuite, la porte d^amont du sas supérieur étant bien fermée, Ton manœuvre les vannes de sa porte d'aval^ c'està-dire de celle qui sépare les deux sas; Feau s'écoule de Fun dans l'autre jusqu'à ce que le niveau soit commun. Dès lors l'on ouvre la séparation et le bateau peut passer dans le sas supérieur. La question à résoudre serait donc celle-ci : Chercher le temps qui s'écoulera depuis le moment de la levée des vannes jusqu'à celui où le niveau se trouve le même dans les deux sas.
D'Aubuisson rapporte une expérience de ce genre qu'il a faite dans le canal du Midi, sur la double écluse de Bayard, dont les portes avaient deux pertuis. D'après ses conclusions, l'expérience aurait donné 2'29", tandis que la formule (8) ne produisait que 2'17". L'auteur attribue cette différence à ce que les vannes n'étaient pas encore entièrement levées, lorsque l'eau du sas inférieur atteignait déjà leur centre d'ouverture, tandis qu'il avait supposé cette condition dans sa formule, en comptant le temps t à partir du moment où le niveau inférieur serait à cette hauteur.
Il nous semble qu'il existe deux autres causes d'erreur dans le calcul de D'Aubuisson : la première, c'est qu'il a employé une formule applicable à un orifice noyé, ce qui ne se présentait pas avec les conditions choisies ; la seconde, c'est que, se réglant d'après les expériences (1) faites par l'ingénieur Pin sur les écluses du canal du Midi, il a pris pour m la valeur :
qui est la moyenne obtenue par Pin, lorsque deux pertuis sont ouverts à la fois dans une porte de rétenue. Nous avons déjà fait mention de cette anomalie qui, du reste, ne s'est nullement confirmée dans la série d'observations faites avec le plus grand soin par Gastel et D'Aubuisson lui-même.
Quant à la véritable valeur à donner au coefficient de correction m, Ion admet, depuis les expériences de Lespinasse (1783), de Pin
(i) Histoire du canal du Midi ou de Languedoc, par le géméral Andréoisy, 1. 1.
(1792), de Kypke, de Lapeyre, que sa valeur moyenne est m ==0,625, et que, par conséquent, la formule générale, pour les grands orifices ou les pertuis d'écluses, est la suivante :
Q= 0,625 (tI/2^H ou bien :
Q = 0,645(Tl/îf5f(B-H')
Remarquons d'abord que, dans la plupart des expériences précitées, la charpente qui formait Tencadrement des pertuis avait des épaisseurs trop notables pour pouvoir admettre l'hypothèse de la mince paroi. C'est déjà là un motif de variations, suivant les épaisseurs et les détails de construction ; les observations mêmes de Lespinasse le prouvent. En effet, lorsque la vanne n'a été levée que d'une petite quantité, la contraction a cessé sur les quatre côtés ; pour une ouverture de O'^iG de hauteur le coefficient a été 0,641 , tandis que la même vanne a donné 0,805, lorsque la levée n'a atteint que 0'"12.
Les expériences sur les écluses ont été faites généralement sans méthode et sans juste appréciation des circonstances accidentelles; leurs conséquences ne peuvent être admises sérieusement, et c'est à tort que M. Sleichen déclare (1) que l'on peut accepter avec confiance le coefficient moyen m = 0,625 pour l'appliquer aux pertuis des portes d'écluses, sous le prétexte qu'ils sont ordinairement très-rapprochés des radiers.
En réalité, il faut conclure des observations si précises de MM. Ponceletet Lesbros, que, lorsque la contraction est supprimée sur le côté inférieur, le coefficient varie (table G) :
l"" Avec le rapport -r de la largeur à la hauteur dé l'orifice; il
augmente avec ce rapport à partir du carré.
2"" Qu'il diminue avec la charge, lorsque -r- est assez considérable, et qu'il atteint son maximum pour des charges de 0,50 à 0,60, lorsque -T- est inférieur à 20.
Il y a donc loin de là à une valeur constante. Gomme les circon-
(4) Stoichen, Précis de mécanique appliquée.
stances peuvent varier sous plusieurs points de vue, le moyen le plus sur de se rapprocher de la réalité, c'est de bien examiner, d'après ce que nous avons exposé jusqu'ici, quel est le genre de cas qui se présente, et de choisir ensuite avec lucidité la table de Lesbros qui s'applique aux circonstances de la question ; Ton y trouvera la valeur à donner au coefficient m, en ayant soin de s'assurer que la charge et
le rapport -j- ^^^^ 1^^ mêmes dans la table e( dans le problème qu'il s'agit de résoudre.
DES BARRAGES A POUTRELLES
a. r^wlrelles li«ria*Bt«lcs.
Toutes les questions qui se rattachent à ce genre de barrage sont impliêitement comprises dans le § A de ce chapitre. La formule générale de la dépense sera donc encore :
Q » m LH \/lgH = 0,405 LH i/"ï^ On bien :
Q«l,«OLHl/T
Le barrage précédent étant inapplicable à réclusement des ponts à larges ouvertures, il a été employé fréquemment, dans ces derniers temps, un système de fermeture au moyen d'aiguilles ou poutrelles verticales. Tels sont les barrages établis sur l'Yonne, la Seine, l'Oise, la Moselle, etc., et qui consistent généralement en une suite d'aiguilles jointives, en sapin, de 0,11 à 0,12 d'épaisseur, appuyées par le bas contre un ressaut ou heurtoir ménagé dans le radier, et par le haut contre une charpente en poutres solidaires ; celle-ci est établie un peu au-dessus du niveau de la retenue et forme en même temps pont de service (fig. 43). Parfois, le coffrage Supérieur ABCD est fixe ; l'écoulement y est alors intercepté par un remplissage en terre M, qui présente certains avantages, sur lesquels nous reviendrons dans la deuxième partie du Traité.
Dans ce nouveau système le barrage se fait par aiguilles ou par
panneaux ; ces derniers se composent de plusieurs poutrelles réunies par quelques pointes à des liteaux en sapin, d'environ 0,10 de laideur sur 0,037 d'épaisseur. Comme il est possible de débarrer partiellement le pertuis, la seule question à examiner ici est celle qui consiste à trouver la dépense par une rainure verticale d'une largeur variable, ou par une série de rainures analogues, plus ou moins accolées. Nous admettrons d abord Thypothèse d'un coffrage supérieur fixe. Différents cas peuvent se présenter; par exemple :
1^ Le niveau d* amont n'étant pas supérieur à l'arête C du coffrage fixe (fi|;. 43).
Si le niveau du bief inférieur ne dépasse pas YCT6, le liquide sortira de l'ouverture C6 en décrivant un segment parabolique CGTG dont l'épaisseur sera la largeur L de l'ouverture ménagée dans le barrage.
Or, d'après une propriété de la parabole, ce segment est les deux
tiers du rectangle CD'G'G, il est donc égal à-^ XGG X GG' ou
à TT H K 29H ; et la dépense résultante sera :
Q = -| iwLH 1/ W
qui devient, pour m = 0,615 :
Q = 0,405 LHV/i^ C'est-à-dire, la formule des déversoirs.
L'on serait arrivé au même résultat en procédant, com^me pour la question de la fig. 32, par tranches infiniment minces depuis G jusqu'en C; de là l'expression :
Q« ImLfHl/^^-fcl/^l (k)
dans laquelle A = si le niveau est en C.
Dans le cas où le niveau serait inférieur à CX, par exemple en mn, il faudrait, dans la formule (k) remplacer H par CG et h par Cm.
Pour un niveau en aval supérieur à YC'FG, l'ouverture CG devrait être divisée en deux parties dont l'une suivrait la loi des déversoirs, et dont l'antre serait noyée.
2« Le nivtau d'amont étant supérieur à Varête inférieure du coffrage fixe.
L'on retombe ici dans la question, développée au chapitre II, des orifices en mince paroi pour lesquels la contraction est plus ou moins nulle sur le côté inférieur.
S** Le coffrage étant mobile.
l\ faut alors tenir compte de la dépense supplémentaire qui se fait à travers le coffrage. L'on voit, d'après ce qui est indiqué à la fig. 43, que ce volume proviendra de la différence entre deux segments paraboliques faciles à calculer.
CHAPITRE QUATRIÈME
ÉCOULEMENT PERMANENT DE L'EAU DANS LES TUYAUX DE CONDUITE ET DANS LES CANAUX DÉCOUVERTS.
A. CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES, a. De* espèce* de monvemeBt.
Dans l*écouleinent d'un liquide pesant et homogène, soit par un tuyau de conduite, soit dans un canal découvert, le mouvement est permanent ou non; il peut être permanent et uniforme, ou bien permanent et varié. Nous en examinerons les phénomènes et les lois dans ces deux dernières circonstances.
Le mouvement est permanent lorsque la vitesse et la pression, en Un même point du courant, sont constantes relativement au temps ; il est varié, quand la vitesse et la pression varient, à un instant donné, tant d'une molécule liquide à une autre, que d'un point à l'autre de la trajectoire d'une même molécule. Dans le mouvement uniforme, au contraire, chaque molécule possède une vitesse constante, et toutes les sections normales aux trajectoires présentent des phénomènes identiques.
Preprtétéfl de la vlseosllé
La gravité est la seule force qui produise le mouvement dans les cours d'eau naturels comme dans les canaux et les tuyaux d'écoulement inclinés. Lorsque cette force agit sur une masse liquide abandonnée à elle-même dans un réservoir ou dans un vase solide, sou action sur chaque molécule est détruite, il y a égalité de pression eu
tout sens; le fluide est en équilibre, en repos, et sa surface supérieure est horizontale, quelle que soit la forme et rinclinaison du fond du vase qui ie contient. Réciproquement si la surface liquide est horizontale, il ne saurait se produire de mouvement, malgré la pente que pourrait avoir le lit. Il n'en est plus ainsi quand la surface liquide est inclinée ; alors même que le fond du lit est horizontal ou en contrepente (sur une petite étendue), Tégalité de pression en tous sens n'existe plus ; une molécule quelconque de la surface se trouve dans le même cas qu'un solide glissant sur un plan incline* ; la pesanteur, c est-à-dire la force accélératrice due à la gravité, agit sur cette molécule, comme sur ce solide avec une intensité proportionnelle à son poids gdM et au sinus de Tangle d'iuclinaison t. Cette action s'exerce avec la même intensité sur toutes les molécules placées verticalement eu dessous de celle que nous avons considérée; et, si Ton suppose que % est constant, elle agit de la même façon, avec la même force, sur une molécule quelconque de la masse en mouvement. De là ce principe que : le mouvement des molécules duu cours d'eau ne doit son origine qu'à la pente de sa surface,
La pesanteur, qui engeadre le mouvement, étant une force accélératrice constante, si aucune autre force n'agissait en sens contraire, le liquide descendrait d'un mouvement uniformément accéléré et sa vitesse n*atteindrait jamais l'uniformité. Or, l'existence de cette force retardatrice nous est révélée par un phénomène que nous avons sous les yeux constamment : la vitesse des cours d'eau naturels, des ruisseaux et rivières, quelle que soit leur pente, est sensiblement uniforme, et n'est, par conséquent, jamais en rapport avec la hauteur de chute
théorique ^ = ^ , depuis la source jusqu'au point considéré. Il
faut donc que, dans I écoulement, se développe une force retardatrice, qui croisse avec la vitesse, ou plutôt avec une fonction de la vitesse, de façon à faire équilibre à la force accéléra:rice de la pesanteur, à lui être égale. Bossut (I) ayant fait couler de l'eau dans un canal en bois, de 200 mètres de longueur, avec une pente de I/IO, et ayant marqué, sur ce conduit, des longueurs de 53 mètres, trouva que,
(t) Bossut, Hydrodynamique, ^797.
cbacane d'elles, la première exceptée, était parcottrue dans un même nombre de secondes. /
Quand le liqukte s'écoule par on tuyau ineliné, les phénomènes précédents se représentent de la même manière; il suffit, pour te cm* stater, d'adapter à un orifice, percé dans un réservoir, un tuyau, de diamètre constant mais de longueur variable, dont rexlrémité libre déboucherait dans Tatmosphère toujours au même niveau. Si le niveau du réservoir est en outre maintenu à une hauteur et à une pression constantes, et si la pression atmosphérique ne change pas non plus. Ton voit alors la dépense diminuer en même temps que la longueur du tuyau va en augmentant. Il faut en conclure que la viscosité produit une force retardatrice, et que celle-ci est une fonction croissante de la longueur L du tuyau; elle est donc de même nature que celle qui s'oppose à Taccélération du inouvement des canaut ; seulement, dans ce dernier cas, elle produit l'uniformité, parce qu'il y a équilibre entre deux forces de même espèce, accélératrices toutes deux, l'une positive et l'autre négative; dans le second cas, elle diminue la dépense d'une manière croissante, parce que, d'un côté se tit)uve une force constante, due à A, produisant la vitesse théorique 1/ 2gfA, de l'autre une résistance dont rien ne vient détruire tes accélérations négatives ou retards successifs, qui se développent au fur et à mesure que (i augmente.
En appliquant à un tuyau l'expérience de Bossut, l'on prouverait de même, par l'uniformité, la nature négativement accélératrice de la viscosité.
Soit, maintenant, une molécule M (fig. 16), prise sur le filet supérieur d'un liquide en mouvement dans un canal ; elle éprouve en a, du côté d'amont, une pression suivant mn, supérieure à la pression contraire qui existe en 6, vers l'aval ; la molécule tend donc à se mouvoir et à descendre sous l'aption de la différence, infiniment petite il est vrai, entre les pressions en a et en b. Or, l'on se trouve ici dans leicas des corps pesants qui descendent sur un plan incliné, en vertu de ta com|H)saute P sin. i de leur poids P == gU, ou M est la masse et g l'accélération due à la gravité ; si donc l'on représente par ab la valeur du poids gdni de la molécule M, la différence des pressions dues à la pesanteur et exercées en a et 6, doit s'exprimer par cb; en
d*âtttres termes, l'action exercée par la pesanteur sur une molécule M étant gdm. sin. t, en vertu des lois du plan incliné, si Ion fait ab^^^gdm ToD en conclut, dans le triangle abc :
ae = ah sin. i = gdm, sin. i Faisant ac = dz, Ton obtient :
dz = gdm, i
attendu que l'angle t est toujours assez petit dans les cours d*eau naturels, pour pouvoir être confondu avec Tare ou la tangente.
QC
Ou bien, comme tg, • = — = p', la penle de la surface : dz = flfrfM. ^ = gdJA, p'
CD
Ainsi la force motrice, qui est ici la composante de la pesanteur, est égale à gdM, p' ; et Taccéléralion correspondant à cette force motrice sera gp\ puisque c'est la force motrice sous Tunité de masse.
Lorsque le canal est long et régulier, le mouvement y est uniforme, ainsi que nous Tavons vu, par suite de faction de la viscosité; dès lors, il passe un même volume d'eau par chaque section de la masse liquide en mouvement; si, donc la largeur du canal est constante, ou à peu près, la profondeur d'eau z devra rester sensiblement invariable, et la surface liquide y sera parallèle à celle du fond. Par suite, l'on aura :
Af
dz = gdM. p' == flfJM. — = flfdM. p
OÙ p est la pente du fond du canal.
Dans- un long (uyau incliné, l'eau se meut, comme dans un canal, en vertu de son poids, ou plutôt de la partîe gM. sin /, rendue active par la pente du tuyau ; la force accélératrice est encore gip. Il en résulte, qu'en adaptant à la partie supérieure AA' d'un réservoir N (fig. 17), soit un canal, soit une suite de tuyaux AB, le liquide sortirait en BB' avec une vitesse théorique due à la hauteur LB, dans le cas où la viscosité serait nulle (ainsi que la contraction).
Dans les canaux naturels il n'existe pas de pression sur le fluide qui y entre; le contraire se présente, d'ordinaire, en tête des tuyaux de conduite. Par exemple, si le luyau AB, se trouvait en CD (fig. 17), il existerait en CC une pression, en vertu de laquelle l'eau entrerait
— uo —
dana le tuyau CD avec une vitesse due à la hauteur EL. D'après les principes du mouvement accéléré, celte vitesse doit s'ajouter à celle que le liquide acquiert de C en D, par Teffel de la pente; de sorte que, dans le cas d'une viscosité nulle, le liquide sortirait en DD' avec une vitesse due à LD. Ce dernier cas peut être ramené à celui des canaux découverts, en supposant que le luyau CD soit remplacé par un canal imaginaire KCD, puisque dans les deux cas la vitesse de sorlie en DD' serait la même.
Ainsi, dans les tuyaux, Ton a même force accélératrice et même force retardatrice que dans les canaux; le mouvement y est de même nature, sans pour cela être tout à fait identique, et Ton pourrait presque dire que, dans les tuyaux, le mouvement n'est qu'un cas particulier de celui des canaux, la partie supérieure du canal étant censée couverte. Ajoutons, toutefois, qu'il existe en réalité, quelques différences dont nous tiendrons compte.
Des considérations précédentes, l'on peut conclure :
1** Que, lorsque l'eau se meut uniformément dans un canal ou un tuyau, la résistance qu'elle y éprouve, c'est-à-dire les forces développées par la viscosité sont égales à la force accèléralrice résultant de la gravité, puisqu elles lui font équilibre.
C'est là le principe fondamental des eaux courantes.
2** Que. les forces développées par la viscosité, devant équilibrer successivement toutes les accélérations de vitesse que la gravité tend à engendrer, la viscosité est proportionnelle à la vitesse, ou plutôt doit s'exprimer par une certaine fonction de la vitesse qu'il s'agit de rcchercher*
Tel est le deuxième principe qui conduit à la solution mathématique des problèmes les plus importants de l'hydraulique.
Il nous reste à conclure le troisième :
3*" Les résistances engendrées par la viscosité sont, dans certaines limites, indépendantes de la pression du fluide, au point où ces résistances s'exercent.
Dubuat s'est assuré de cette propriété par rexpérience suivante. Ayant établi, au moyen d'un tuyau, la communication entre deux bassins, il reconnut que la quantité d'eau qui s'écoulait de l'un dans l'autre restait constante, pourvu que leur différence H — H' de niveau
et la différeoce des pressions» à la surface de chacun d*eu^, tie changeassent pas, et cela, quoique la pression dans un point quelconque du tuyau fût variable d*une expérience à Taulre par suite des variations de H et de H' dans TéquatiOn H -r- ir ^^^r C, ou constante.
Les expériences récentes faites par M. D'Arcy (1) sont venues confirmer le principe précédent; cetémiuent ingénieur, enlevé trop tôt à la science, a généralisé les résultats de Dubual en faisant varier les p^essions absolues entre de plus grandes limites.
e. YartoitoBs ém la yreMtoM.
D après la quatrième règle citée au § d' de T hydrodynamique (chapitre premier. G), la pression, dans une section transversale d'un tuyau cylindrique» variera suivant la loi hydrostatique, pourvu que le liquide y ait un mouvement permanent rectiligne, chaque molécule ayant une vitesse parallèle à l'axe et aux génératrices censées droites. En effet, cela entraine comme conséquence que la vitesse de chaque molécule est constante, c'est-à-dire que le mouvement est uniforme.
La même propriété appartient à un liquide coulant, en ligne droite et d'un mouvement uniforme, dans un canal découvert. Il suit de là que les lignes d'égale pression doivent être des horizontales, pour une même section, s'il s'agit d'un liquide pesant; que la.surfaee libre de ce dernier doit être aussi une horizontale dans la section considérée (voir le §r, chapitre premier. B) ; qu'enfin, le niveau piézométrique est constant pour tous les points d'une même section; les colonnes^ débouchant dans lair, se termineraient toutes à l'horizontale supérieure du liquide, dans le profil.
Dans les cours d'eau naturels, le mouvement n'est jamais rigoureusement uniforme et rectiligne. Sans doute, il existe des circonstances où les propriétés précédentes peuvent être approximativement acceptées; mais il en est d'autres où il serait inexact d'admettre, pour un mouvement varié, et même pour un mouvement permanent mais non uniforme, que les vitesses des filets, qui traversent une section quelconque, varient d'un filet à l'autre dans cette section, suivant ta
(<) Mémaifcs présentés à l* Académie des sciences de Paris, loine XV.
même loi que lorsque le mouveoienl est uniforme. Quoi qu'eu »it supposé M. Belangtr, dans ses leçons litfaographiées, cette hypothèse est contraire aux lois de la mécanique; le mouvement varié change complètement la distribution des vitesses dans les filets. Nous reviendront sur ce sujet en traitant de Téquation différentielle du mouvement permanent varié dans les eaux courantes.
Il est facile de constater, par expérience, les différences de vitesse qui existent, dans une même section, soit pour un tuyau de conduite à section circulaire, soit pour un canal découvert, entre les différents iilets liquides qui coupent cette sectimi. Dans le premier cas, en mesurant, au moyen A'hydrometres, les vitesses à diverses profondeurs, Ton remarque que, pour un même cylindre liquide infininient mince, concentrique au tuyau, les vitesses des filets ou des génératrices sont égales; et que les vitesses vont en croissant d'une couche cylindrique liquide à Tautre, lorsqu'on s'avance de la circonférence vers le centre.
De même, il a été constaté depuis longtemps que les vitesses aux différents points d'une même section, dans un canal découvert ou un cours d'eau naturel, ne sont pas les mêmes; que la vitesse maxima V se trouve à la surface, vers le point qui correspond à la plus grande profondeur du profil, et que la vitesse minima se rencontre en quelque point du fond, dans les circonstances normales de Técoulement. Nous représenterons par W la vitesse au point du fond correspondant à la verticale de la plus grande profondeur.
L'on conçoit, à priori, que l'influence exercée sur la vitesse, par la paroi solide du fond, doit se remarquer aussi pour le restant du lit, et que, par suite, les divers filets d'un liquide en mouvement, dans un canal, ont une vitesse d'autant plus grande qu'ils sont plus éloignés des parois. Il est aisé d'en conclure que, plus ces parois auront d'étendue, c'est-à-dire, plus, sur l'unité de longueur, le périmètre mouillé y sera grand, plus la résistance, due à l'adhérence, sera considérable.
d. Courbe des wliemttem.
Si, dans la section normale AB (fig. 18), l'on désigne par V,
V, t', v" W les vitesses des tranches horizontales, d'épaisseur d^,
en A, a, a', a''..... B, l'on conçoit la possibilité d exprimer, par une
au
courbe» les variations qui existent de la surface au fond. Il suffit de porter, dans on plan parallèle au courant, des ordonnées Am = V ; ab = v; a'h' = »' ; etc., et Bn == W, c'est-à-dire des longueurs proportionnelles aux vitesses en A, a, a\ etc., el de faire passer une courbe par leurs extrémités m, b, b\ etc. Dans tous les calculs ultérieurs nous désignerons par U la vitesse moyenne.
Nous verrons plus loin que, dans le mouvement uniforme, Ton peut approximativement admettre, avec DupwX que cette courbe est une parabole du second degré, dont la ligne AmX de la surface naturelle du oaurant serait Taxe. Cette hypothèse n'est pas tout à fait rigoureuse, les observations de M. D'Arcy ayant suffisamment prouvé que
/ iin \'
la résistance due à la cohésion doit être représentée par s [ — J ,
lieu de e — comme Ta admis Dupuit, dans les calculs de la courbe.
L'expérience est d accord avec la théorie, quant à Tindieation générale du sens de la courbe des vitesses. De nombreux essais ont été tentés pour déterminei* exactement la loi de variation; mais les hydromètres n'élant pas arrivés au degré de précision nécessaire, la loi exacte n'a pu être formulée. Les premières tentatives datent de la seconde moitié du xvni'' siècle; elles furent exécutées en Italie. Peu après, en 1789 et 1790, Brûnings fit un grand nombre d expériences, au moyen de son tachomhire, sur les divers bras du Rhin qui traversent la Hollande. De ses observations. Ton conclut que la vitesse diminue graduellement à partir de la surface, ou plutôt, à partir d'une f)etile distance prise en dessous de celle-ci ; et que la diminution, faible d'abord, augmente de plus en plus à mesure que l'on approche du fond. Dans les expériences faites sur l'Arno, par XiménèSy les différences entre la vitesse à la surface V et la vitesse moyenne U ne s'élevaient pas à 1 /l de la valeur de V {Diibvat a trouvé 2/1 en moyenne) ;
en outre, le rapport — variait suivant les endroits ; il allait en décroissant, à mesure que la profondeur atigmentait, depuis 0,934 jusqu'à 0,919 ; cependant celte dernière conclusion est faite aux dépens de plusieurs anomalies.
D'après IVoltmann, la courbe dcb vitesses est une parabole{tig. 18).
Concluant de nombreuses mesures faites dans TElbe, le Weser, la Saaie, etc., Funk adopta la logarithmique, cesi-h-dire une courbe telle que, pour des profondeurs croissant en progression arithmétique la vitesse décroisse en progression géométrique.
Eytehveiv, ne reconnaissant pas les expériences antérieures comme suffisamment normales entre elles, admit, pour la meilleure approximation, une décroissance de vitesse en progression arithmétique et
une diminution de -yr- de V par chaque mètre d'enfoncemenl. Mais
ces hypothèses sont loin d'être d'accord avec les expériences de BrUnitigs.
D'Aubuisson résume de la manière suivante les essais des savants précités ainsi que ceux de MMf. Ràucourt et Defontaine : « La seule « conséquence que Ton puisse tirer des observations connues, et en « particulier de celles que M. Defontaine a faites sur le Rhin, à Taide « du moulinet de Woltmann, c'est que, en général, et à mesure que « Ton s'enfonce en dessous de la surface, dans une rivière, la vitesse « de l'eau diminue graduellement, d'une manière insensible, puis de « plus en plus prononcée, qui croit assez rapidement aux approches « du fond où la vitesse W est encore, presque toujours, plus que la « moitié de la vitesse V à la surface. »
Dans le mémoire que nous avons déjà cité. M, Sonnet, ainsi que Woltmann et Dupuit, admet que la vitesse des différentes couches, dans un tuyau cylindrique circulaire, va en décroissant de l'axe à la paroi, comme les ordonnées d'une parabole. La vitesse moyenne serait, d'après lui, «une moyenne arithmétique entre la vitesse centrale V et celle à la paroi, ou W, conformément à ce qui a été trouvé par Du-
buat; il en résulte que le rapport — , entre la vitesse moyenne et la
vitesse la plus grande, serait compris entre -^ et I. Nous reviendrons sur ce mémoire.
e. Vitesse moyenne.
Si Ton connaissait exactement la courbe réelle des vitesses, il serait facile de calculer immédiatement la vitesse moyenne dans une
section donnée AB (fig. 18). En eftei\ eu admettant que mn soit une
branche de parabole, il suffit d'avoir recours à cette propriété bien
connue : que le segment tmnl est les ■•^^ du rectangle construit sur les
coordonnées tm et n/. Si mn était une ligne droite, Ton aurait évidemment pour U la moyenne entre V et W. (Formule de Dubuat.)
La recherche de la vitesse moyenne est d'une haute importance ; en effet, dans Testimation de la dépense d'un canal ou d'un cours d'eau quelconque, l'on peut admettre que la masse en mouvement est douée d'une vitesse moyenne ; ce sera alors celle qui, étant multipliée par la section du volume liquide, donne la quantité écoulée en une seconde, ou la dépense,
B. DES TUYAUX DE CONDUITE
I. Le mouvement étant rectiligne et uniforme. Tuyaux cylindriques simples, circulaires et à débit constant.
L'on désigne généralement sous le nom de conduites cylindriques celles dont la section transversale est constante ; elles seront des conduites cylindriques circulaires s\ leur section est un cercle. Le profil longitudinal d'une conduite peut d'ailleurs présenter des accidents, pourvu que les lignes qui le composent se raccordent par des courbes adoucies.
Une conduite est simple si aucune autre ne s'embranche sur elle, entre les points extrêmes. Elle est à débit constant lorsqu'il n'y a pas d'orifice percé sur son parcours.
a. Reeherehc de la viienne moyeuMe.
i\ous avons déjà vu que, dans le mouvement rectiligne et uniforme, les forces développées par la pesanteur et la viscosité sont parallèles à Taxe du cylindre ; qu'en outre, pour u«e même couche, concentrique au tuyau, les vitesses des molécules sont égales, et qu'elles vont en croissant d'une couche à l'autre en procédant de la circonférence au centre. Nous savons aussi que, dans une même section transversale la pression varie suivant la loi hydrostatique ; que, par suite, le niveau
piézométrique y est le même pour tous les poiats, puisque la différeuce de bduteur des colonnes doit égaler la différence de niveau de leurs bases, e'est-a-dire que ces colonnes débouchant librement dans Tatmosphère, se termineraient toutes à une parallèle aux génératrices du cylindre.
Supposons qu'une molécule a (fig. 44), prise dans la section droite AB, ait parcouru la distance ab avec une vitesse uniforme; appelant encore 6 la charge PC de cette molécule entre les deux positions a et bf nous aurons une expression de la forme :
COS. ads
ainsi que nous l'avons démontré en généralisant le problème de D. Bernouilli.
Comme Tangle « est, dans ce cas-ci, égal à 180% et que ^' est constante sur tout le trajet ab, attendu qu'elle dépend uniquement de la loi de variation des vitesses d'une couche cylindrique à Tautre, il eo résulte :
.-il ,.)
expression dans laquelle L représente la longueur ab.
D'après la relation précédente, il est facile de s'assurer que ^', ne dépendant que de g, L et 6, c'est-à-dire de quantités constantes, est elle-même invariable pour toutes les molécules comprises dans le volume ABDC ; il suit de là que sa valeur peut s'obtenir aussi en recherchant la force totale produite par la viscosité sur le volume en question, et en divisant ensuite celle résultante par la masse de ce volume.
Or, rinflnence de la viscosité se réduit, pour un cylindre liquide en
raouvenent, à l'action de Vmlhérence seule, attendu que les réactions
mutuelles des tuyaux idéals liquides se résument en une série de forces
/ dv Y élémentaires ^[ '-f ] égales deux à deux et de sens contraire ; Ton
voit en effet que, dans le demi-cylindre inférieur, l'action d'une couche
sur une au4re e^l accélératrice, tandis que le contraire arrive pour la partie sapérieure, où les vitesses vont en décroissant de Taxe à la paroi. La valeur de Tadhérence, rapportée à Tunité de surface, est représentée par une certaine fonction f de la vitesse W à la paroi ; et si R est le rayon du tuyau, et L sa longueur, son intensité totale sera égale à 3 ir. RL. /'(W). Quant à la masse ABDG, elle a pour valeur le volume ir R^L, multiplié par le poids A du mètre cube de Teau ou du liquide, et divisé par g. L*on a donc Téquation :
2irRL. /tW). 9
9rR<LA
+'==is-«w) («)
Égalant les deux valeurs de ^' tirées des équations (m) et (n), Ton en lire :
^ = T-rt^' (»>
Relation qui donne W si Ton connaît la fonction /*.
La vitesse W étant ainsi déterminée, nous allons chercher une relation entre V et W, afin de connaître la vitesse à Taxe, c'est-à-dire celle du filet central. Nous exprimerons alors, en fonction de Y, la vitesse t; d'un filet quelconque, ou la loi de variation des vitesses d'une couche cylindrique à l'autre.
Supposons, à cet effet, que les deux sections normales AB et CD soient infiniment rapprochées, de façon que ah = dL. Dans la section AB (fig. 45), formons le quadrilatère infinitésimal mpqn, dans lequel :
Om = r. On == r -|- dr, Angle pOm = dw, mp = rditi
Ce quadrilatère est la base d'un prisme de longueur dL, dont le volume a pour expression rdwdrrfL, et la masse — rd<ùdrdL, La cohésion exerce sou action sur les faces projetées en mp et en nq ; elle tend, sur nq, à retarder la vitesse des filets, et l'action contraire a lieu entre la face inférieure mp du prisme et la face supérieure mp (lu cylindre liquide intérieur qui lui est accolé. Il suit de là que, des deux composantes de la cohésion totale, l'une est négative et l'autre positive.
— U8 - L*intensilé de la cohésion étant représentée par e 1 — | sur I*unité de surface, elle sera, sur la face mp, égale à
dv Mais comme v décroit quand r augmente, la dérivée — est négative; la composante sur mp sera donc :
En nq la composante sera égale à la précédente augmentée de sa différentielle par rapport à r, ou bien :
La somme des deux composantes représentant Tiptensité totale de la cohésion, celle-ci aura pour valeur absolue :
ti par suite
— rdtadhdr
Égalant les deux valeurs de ^' extraites des équations (m) et (p), Ton obtient :
L*intégration donne
2cL
/ dv \« dA / dv \*
La coDstanle y est nulle puisque r = o donne zéro dans le deuxième membre. D'où :
dr .\^A.p
Pour déterminer C, faisons encore r = o, ce qui correspond à la vitesse V du filet dans Taxe ; il en résulte :
-V = C ou C = -V
et par conséquent :
_m / OA \
Equation générale qui exprime la vitesse d'un filet quelconque en fonction de Y. Pour déterminer cette vitesse centrale Y en fonction d'une quantité connue, faisons r = R dans Téquation précédente; à cette condition répond celle de t? = W vitesse à la paroi :
m-f-i\2eL/
La combinaison des expressions (q) et (r) donne Téquation suivante, qui exprime, pour une même section transversale, la relation ou la loi entre les vitesses aux différents points de la section :
Pour connaître la véritable valeur de m, c'est-à-dire celle qui fasse
de réquation (s) Texpression rigoureuse de ce qui se passe dans la
réalité, il faut d'abord constater avec précision les valeurs de Y, W,
et celles de v correspondant à différents points de la section ; ayant
conclu chaque fois la valeur du rapport -rr — — , il reste à chercher
celle qu'il faut donner à m, dans l'expression ( -n- ) " > poQi* que
l'égalité (s) soit satisfaite.
Nous reviendrons plus loin sur celle question, eu examinant les ihcorres et les formules émises successivement par les hydrauliciens.
iO
Chei'choDs mainleiiaul à exprimer la vitesse moyenne U, d'une section quelconque, c'est-à-dire, celle qui, multipliée par Taire de cette section, donnerait la dépense réelle.
D'après les notations déjà employées, le débit par l'élément mpqn (fig. 45) de surface doit être représenté par vrdfsidr; la dépense totale sera donc :
vrdrùdr
où V est une fonction de la \ariable r, et des quantités W, 6, L, R, si on l'exprime d'après l'équation (^), après avoir remplacé V par sa valeur prise dans la relation (r).
(]omme la dépense Q se représente aussi par ttR'U, Ton obtiendra :
TrR'U = U vrdodr I/inlégration étant faite, par rapport à (o entre zéro et Stt, il viendra -
Ttvrdr
<ît, après avoir remplacé v par sa valeur tirée de l'équation (s) :
^■=^^---îxi^^-^^) «
I/on voit que la vitesse moyenne s'exprime aussi en fonction
de W, R, et L, ou bien de W, R et — .
Si l'on voulait déterminer, par expérience, le coellicient de la cohésioD &, il faudrait mesurer une série de valeurs de V et W eorrespon-
dantes à des valeurs données de R et y considérées comme variables;
remplaçant V et W dans (r) par leurs valeurs précitées, obtenues
espériaÈentsl^BomU l'on obtiendrait des séries de relations ne contenant plus qae les inconnues m et s, et au moyen desquelles ces incomues seraient déterminées et contrôlées par la répétition.
Quant à la détermination de là fenetiiHi f (W) correapM&ot à Fadliérenee, après Tavoir représentée par dn dévetoppement de la forlne :
/(W) = A + BW + CW» + DW» + W- =r ^ AR -^
40 Là
ainsi que nous Tavoiis trouvé eu (o), Ton donnerait, dans la relation
précédente, à W une série de valeurs, mesurées expérimeiiftàlement,
et à R et — les valeurs correspondant à ces expériences ; il eu ré-
sulterait un certain nombre d'équations au moyen desquelles il serait possible de déterminer les constantes inconnues A, B, C, D, etc.
Telle serait la marche rationnelle à adopter pour résoudre rigoU'reusemeîit le problème de Técoulement uniforme d'un liquide dans les tuyaux cylindriques rectilignes ou* convenablement raccordés. Malheureusement les formules trouvées sont loin de résoudre la question sous le rappoit pratique; en effet, ce qu'il importe d'avoir, c'est l'expression de la résistance due à la viscosité, qui se borne ici à l'adhérence, d'après (n), non pas eu fonction de la vitesse W du fond, mais bien de la vitesse moyenne U. Celle-ci, ou la dépense Q, oe qui revient au même, est ordiuairemlent la donifée ou l'inconnue principale des problèmes d'hydrodynamique, tandis que W n'a guère d'iuiportance pratique et ne peut être connue que par des expériences spéciales et très-difficiles
b. TUéM^m el forMiiles de •«biiAt, €««toai^ OlraWi, me PMBy, BytrlweHi, l»^Aiikii|s««B9 Makirlery Pnpiili, SelaBcer, Tadlnl, Ae flalni-Temiiit, «•■■et el »'Arcy. — iSsAmen erlU<|ue de l« fermiile v {m)=:cc V + ^D*.
1" Dubuaiy Coulomb, Girard, etc.
La théorie de Dubuat, pour l'écoulement des liquides, repose essentieU^ient sur une fausse conclusion qu'il a tirée de quelques-unes de ses expériences par laquelle il admettait que la vitesse moyenne l c^l uue fonction de M vitesse W à la paroi,, ou au fond, indépeiMlanle
de la figure, de la grandeur et de la pente du eaaal cru du conduit. Ce qui est complètement inexact.
Outre cette prémisse, Dubuat admettait Texistence d'une couche liquide adhérente à la paroi et dont la vitesse serait nulle. Cette hy* potfaèse, parfaitement inutile du reste, servait en même temps à justi^ fier d'autres expériences aussi peu rigoureuses que les premières, et d'après lesquelles raclion de l'adhérence (du frottement, suivant Dubuat, Girard, etc.) serait indépendante de la nature des parois.
Ainsi que nous l'avons déjà exposé au chapitre I, $ g\ ces divers principes n'en ont pas moins servi plus ou moins de guides à un grand nombre d'hydranliciens distingués, tels que Coulomb, Bossut, Girard, De Prony, D'Aubuisson, etc. Il en résulte que l'on trouve, chez tous ces auteurs, une appréciation inexacte des résistances dues à la viscosité. D'après eux, le filet qui glisse immédiatement sur la paroi éprouve deux espèces de résistances : l'une, particulière à cette paroi, et l'autre qui proviendrait du glissement de ce filet sur le revêtement aqueux hypothétique dont nous avons parlé. Supposant la seconde, proportioauelle à la vitesse W, à la paroi, et la première, proportionnelle au carré de cette même vitesse, ils en sont arrivés à représenter la résistance totale par une certaine fonction de W de la forme :
F (W) == MW + NW» (x)
Mais l'hypothèse d'une résistance indépendante de la forme, de- la section et de la pente des tuyaux, entraîne nécessairement avec elle la condition d'un rapport constant :
— = constante = A .
quel que soit le tuyau et son inclinaison ; il suit de là que l'équation (x) peut être remplacée par la suivante :
F(U) = aU + (5U» \tf)
dans laquelle « = Mfe et (3 = Nfe.
Telle est la formule générale présentée encore de nos jours, non pas comme une simple formule d'interpolation, mais comme une loi naturelle, une expression rigoureuse des phénomènes de la viscosité, dans laquelle le terme en aU exprimerait la résistance due à la
cohésion, et ^U' la crnnposante provemint de radhérence aux parois. Par suite, les deux coeiBcients « et |3 fnreot considérés comme deux quantités, constantes dans tous les cas, et que Texpérience pouvait <tttermiuer.
2* De Prany.
C'est en s*appuyant sur les principes de Dubuat que M. De Prony a établi les équations d'équilibre d'une masse liquide coulant dans un tuyau, avec une vitesse quelconque. Il est juste d'ajouter cependant que cet illustre mathématicien n'ignorait nullement la fragilité et l'incertitude des principes en question. Ainsi, pour le cas d'un canal rectangulaire, lorsque, à l'exemple de ses prédécesseurs, îl substitue la vitesse moyenne à la vitesse du fond ou des parois, c'est-à-dire, l'équation (y) à l'équation (a?), il ne peut s'empêcher d'exprimer ses doutes sur la légalité mathématique de cette transformation. « Il est « difficile, dit-il (i), de se persuader que ces divers éléments (la « figure, la section et la pente) n'aient aucune influence sur les rela- « tions entre la vitesse du fond, la vitesse moyenne, et la vitesse à la « surface. Mais il fallait pourvoir aux besoins de la pratique par des « règles suffisamment exactes pour les cas qu'elle peut avoir à traiter, « et les recherches des lois générales et rigoureuses auxquelles les « phénomènes sont assujettis offrent encore un problème où les géo- « mètres et les physiciens trouveront à s'exercer sur des sujets dignes « de leur attention et de leur intérêt. »
Posons, avec De Prony, les notations suivantes ; soient : t le sinus de l'angle du fond d'un canal ou d'un tuyau rectangulaire, d'une largeur indéfinie et dont les parois latérales soient censées n'opposer aucune résistance. (Cette quantité se confond avec l'arc ou la tangente dans les cas ordinaires de la pratique) (fig. 30).
H la hauteur de l'eau sur le fond CD.
s une partie de la hauteur, comptée i partir de la surface AX.
(4) De Prony. Recherchée phygico-mathémaUques sur la théorie des eaux cùuran" tei, p. 79.
I», »"' « , v'\ v'ies vitesses des « diverses eoacbes, depuis
eeUe dé la surface, ou Vy j«is4]u'à celiedn fond» ou t>'. â la densité du fluide; D'après Fauteur, le filet de la surface dont Tépaisseur est dx et don^ la vitesse uniforme est t?", se trouve dans le même cas qu'un solide glissant le long d'un ptaaincibi^t ^^ son équation d'équilibre est la même. Ce point de départ étant admis, voyons comment De Prony estime les forces sollicitantes.
I.e filet liquide est soumis, d'une part, à l'action de la composante de son poids parallèlç au fond, et qui est égale à ce po^ds multiplié par sin. f; c est donc, par unité de masse :
^g, dz. stn. t ou bien ^g. dz, i
le poids du filet par unité de longueur étant ,' — ^ ; nous sup-
posons ici l'angle » très-petit.
D'autre part, la force retardatrice qui fait équilibre à lia pesanteur, et qui n'est autre que la cohésion, dépend évidemment, d'après De Prony, de la vitesse relative t?" — v" "" ', du filet supérieur par rapport au filet immédiatement inférieur, et croit avec elle pour que le mouvement puisse se maintenir unifornae sous une inclinaison quelconque. L'on aura donc, suivant l'auteur, l'équation d'équilibre :
iff. tdz^^fif^-^tf-*) Ou bien :
Aidz =/•(»» — »"-"<)
td*= i/(tF»-.V-*)
que l'on peut encore exprimer comme suit, en supposant les coefficients de la fonction divisés par A, qui ne varie guère que d'un
fluide à l'autre :
,dz = /(»» — r»-«) (A)
la fonction f étant indéterminée, mais de nature à croître avec sa variable.
Quant au filet immédiatement inférieur au précédent» il reçoit de la pesanteur une force accélératrice proportionnelle à idz, et, de son glissement sur le filet inférieur qui va moins vite, une force retardatrice proportionnelle à f(ff-* — t?" - *) ; mais, en outre, le filet supé-
rieur, qui glisse sur lui, renlriutic avec uiie force acccicralrîcc pr^cisémeol égale à la précédeo(e. Ainsi Téquation d'équilibre du filel qui se trouve immédialeinent contre celui de la surface, sera représentée par :
idz = f{v^-^ — »»-2) _ |-(,,„ — f"-») (A')
1/on agirait dé même :
el pour le deuxième filet, à partir du fond :
idz = /•(»" — »') — /•(»'" — O (A»*-»)
Pour le filel du fond, De Prony admet avec Dubual, Girard, D\Aubuisson, elc, Texisience d'une couche liquide adhérence à la paroi; il en conclut, sur ce filet,. Faction de deux résistances : lune, particulière à la paroi, qu1l exprime par F (t?') ; Tautre, qui proviendrait du glissement du filet sur le revêtement aqueux, et par conséquent de la même nature que la précédente, et qui peut se représenter
par /■(«').
L'équation serait donc, pour la couche du fond :
idz = F (»') + /•(»') - f(v'' — tf) (A")
La somme de toutes les équations précédentes donnera donc :
f. »rf2 = F Vj + /'(»') Ou bien :
Ht = y (»')
où v' exprime la vitesse à la paroi, représentée antérieurement par W. Donc :
ni = y(W) (2)
Telle est Téquation fondamentale^ démontrée par De Prony, comme nous venons de Tindiquer succinctement, et dans laquelle il a substitué à W la vitesse moyenne U, pour satisfaire aux besoins de la pratique.
La théorie précédente est entachée de nombreiises erreurs, qui proviennent essentiellement d'une fausse appréciation de la nature des résistances, ainsi que d'une représentation inexacte de leur valeur. Nous en avons déjà donné un aperçu dans le premier chapitre; il nous parait indi^ensable de le compléter afin de bien établir Torii^ine de forniuies si peu rigoureuses et si longtemps acceptées.
Remarquons d*abord que dans Téquation (3) la résistance totale (p (W) peut s'exprimer par F (v') 4- f («'), c'est-à-dire par la somme des résistances dues respectivement à Tadhérence ou F {v'), et à la cohésion, ou f{v')f celle-ci étant, d'après De Prony, de même nature que la première.
Or, rhypothëse d'un revêtement aqueux n'est pas plus admissible qu'elle n'est utile à la théorie; en outre, nous l'avons déjà dit, la cohésion est d'une nature toute différente de l'adhérence, et ne peut nullement se représenter par une fonction de même genre. C'est ce que nous allons démontrer, d'après Dupult*
Si, au lieu de faire la somme des n équations d'équilibre A, A' A" A", nous ne faisons que la somme des n — 1 premières, nous aurons :
Admellant que H — dz ne diffère •pas sensiblement de H, nous poserons :
m = /'(»"- to (3)
Or, nous avons déjà irouvé, avec De Prony :
«H=F(»')+W D'où il résulte :
rK'-«^')==F(«,')+/(t,') (4)
Que représente ici t?" — v' dans la fonction du premier membre ? Évidemment une quantité infiniment petite, puisque c'est la vitesse relative de deux filets contigus ou infiniment rapprochés; et comme les vitesses vont en décroissant vers le fond, l'on peut poser :
où V exprime la vitesse variable; développant f { — dv) suivant les puissances ascendantes de sa variable — dv, l'on obtient :
fH = ^ {sdv + s'dv^ + «"rf»» + )
et, comme l'on peut négliger les puissances de dv supérieures à la première, il résulte :
,H=— 2rftj (5)
Ainsi, en admettant même toutes les hypothèses de De Prony, il faudrait au moins remplacer la fonction indéterminée f (t>" — «0 ou f( — dv) par Texpression — sdv. Il est vrai que cette première
correction ne rendrait pas Téquation (5) plus rigoureuse, au point de vue de i analyse et de la mécanique. Il est impossible d'admettre une équation aussi peu homogène, dans laquelle un seul membre est affecté d'un facteur infiniment petit, tandis que l'autre est fini. Cette anomalie provient de la condition toute naturelle que De Prony a omise, et qui consiste à mesurer la valeur d'une force par son action sur l'unité de masse , de vitesse ou de temps. Dès que l'on admet que la cohésion est proportionnelle à la différence infiniment petite do des vitesses de deux couches contiguës, il faut, pour exprimer cette résistance, prendre une mesure de dv, en employant pour unité une quantité infiniment petite de même nature, telle que la distance de deux couches quelconques. L'on arrive donc logiquement à représenter la valeur de la cohésion par une expression de la forme :
dv I dv \"
comme nous Pavons déjà vu antérieurement, au chapitre I. %g\ où la constante e était provisoirement représentée par C.
Il nous sera facile de démontrer maintenant que Thypothèse d'un revêtement aqueux sur les parois était si peu nécessaire à to théorie de M. De Prony et de ses imitateurs, qu'elle conduit l'illustre hydraulicien à une conclusion mathématique absurde.
Soit en effet la relation :
Si l'on suppose que v" — v' soit infiniment petit, et que v' soit une quantité finie; si Ton admet aussi que la fonction /croisse avec sa variable, il est impossible de poser la relation précédente, à moins de
considérer, comme infiniment grands tous les coefficients A', B', C
du développement :
/•(»" — v) ou f{dv) = \'dv + B'rf»* 4- C'dv^ + , etc.
tandis que lous ceux de la série correspondant à f(v') ou f {v) resteraient finis.
De ce qu'il est inexact de poser :
résulte, à plus forte raison, l'inexuctitude de l'équation (4) :
Comme le terme /".(«') provient de Thypollièse d'une couche fixe sur laquelle glisserait la seconde avec une vitesse finie, il en résulte que rhypothèse est aussi inutile et aussi inadmissible que les équations qu*elle provoque ou qui en découlent.
Sans vouloir insister davantage sur les erreurs mathématiques et mécaniques de la théorie de M De Prony, nous croyons encore nécessaire de prouver une anomalie qui a déjà été indiquée au ch. I. % g'.
Les équations précédemment posées nous donnent Tégalilé suivante entre Tadhérence et la cohésion :
f(t,"-r') = y(t') = Hî (6)
Comme Ht est un produit fini, que & est en réalité une vitesse finie, tandis que v'' — v' est un infiniment petit, il arriverait qu'en développant la fonction / (v'' — v'), elle devrait avoir des coefficients infiniment grands, tandis que la fonction (p (v') n*en a que de finis. II faudrait donc, pour que les équations (6) pussent subsister que les fonctions (f ei f fussent de nature tout à fait différente.
La formule générale trouvée par De Prony, pour exprimer la valeur totale de la viscosité, est présentée sous la forme suivante :
F (U) =^ A (aU -f plP) ■
dans laquelle A représente le poids du mètre cuhe du h'quide exprimé en kilogrammes.
De Prony a déterminé les constantes a et ^ au moyen de 51 expériences de Dubuat, Bossu t et Couplet. Parmi ces dernrères, 44 avaient été faites sur des tuyaux en fec-blanc de O'^O^T à 0"'054 de diamètre; les 7 autres provenaient d observations de Couplet sur deux conduites très-longues et de 0"'13o et 0™49 de diamètre respectif. Il en conclut :
S*' Eytelwein.
Ainsi que nous Tavons déjà fait remarquer, les formules d'EytelweiUy calquées sur celles de M. De Prony, ne* sont guère plus exactes que ces dernières, malgré^*énorme quantité dobsenrations diverses que le premier a mises en usage.
Nous ne pouvons cependant passer outre, devant la confiance exagérée qui est accordée à ces formules, depuis 1816, même par d'éminents physiciens ou professeurs. C'est ainsi qu'elles constituent encore, dans certains cours de mécanique, la dernière expression de Texactitude pratique, pour Técoulement de Teau dans des conduites d'une grande longueur.
Nous en donnerons, pour ce motif, un exposé succinct, d'après les leçons de mécanique appliquée (1) données actuellement à l'école militaire de Bruxelles.
Représentons par :
A le poids du liquide sous l'unité de volume; X '^ contour du périmètre mouillé de la conduite; L la longueur de cette dernière ; Q, la surface de sa section normale.
Si C exprime encore la vitesse moyenne, la résistance des parois, c'est-à^lire V adhérence^ sera donnée par l'expression :
le chemin parcouru par une tranche quelconque, dans le sens de cette résistance, et pour l'élément de temps, étant Hdt, la quantité de travail élémentaire qu'eHe développe le sera par :
~ . X. L («U + pu'). Urf^ •
A et, comme l'élément de masse rfJW = — . Û. IJd/, lexpression de
cette quantité de travail deviendra :
dM^(«U + |3U«)
dont le double devra être retranché du second membre de l'équation des forces viyes, concernant les quantités de travail des forces motrices. (Voir ch. L % c', 3*^ et ch. II. % a.) €es considérations étant appliquées au cas de la iig. 46, avec des
(4) Steichen, Leçom auiographiéeg de mécanique appliquée.
notalioDS analogues à celles de la (ig. 23, Ton arrive à Téquation des forces vives :
„.[,_^+.v(^_l)-_(._~)']_^<H-., les vitesses U et ti étant liées par la relation :
flKT. U = ûtt
En effet, la force vive acquise par une tranche éiémenlaire dM, dans son passage du réservoir M au bassin inférieur N, se compose de celle qui lui a été imprimée de M en a6, ou :
[(Ut-VS)+dM.U«.mv(-J^-l)
diminuée de celle qu'elle perd en débouchant dans le réservoir N, c'est-à-dire :
rfM (U - VO* == dM /u-U-^ J*
Ou bien :
rfM.U«(i-^)' (7)
V et V étant les vitesses en M et N.
Si Ton suppose que les sections S et S' des deux bassins soient trèsconsidérables par rapport à <t; que Ton fasse, en outre, o-' = û et P = f), la formule se simpliOe, et devient :
Supposant ensuite û == cr, Ton obtient :
qui donne la vitesse U dans la conduite, lorsque H — A est connu.
Lorsque Técoulement se fait à Tair libre par Torifice ab, |
alors h = o puisque le bassin inférieur disparaît. Dès lors aussi le |
terme UM 1 — ^ ) dM, donné plus haut (7), doit être supprimé, et réquation devient :
dans laquelle, P = p; a = û; m = 1 ; et u = U. Ou bien aussi :
Considérant qu*en général L est très-considérable par rapport à û, ou au diamètre D du tuyau, le deuxième terme du second membre peut être négligé par rapport à la valeur du premier, c*est-à*dire de celui qui exprime Taclion de Tadhérence. II en résulte :
Eytelwein a tenu compte du terme U* Il + f — j — 1 j J, et la représenté par — en prenant pour fx la valeur :
la contraction en a'b' étant censée complète; prenant le mètre comme unité linéaire, il a trouvé :
a = 0,0002193 et p =- 0,0027496 (m)
— L + y/ L> + (860776L + 586i75SD) DH 25,0754L-f i726,82D
Admellant le terme en D' négligeable par rapport à L', sous le radical, et divisant haut et bas par 25,0754 L, l'expression devient :
D'après MM. £} telweia et Steiehen, Ton peut obtenir une formule plus simple quoique suffisamment exacte, en négligeant le terme ail;
mais, pour la mettre d'accord avec lexpérieûtse, il faudrait faire, avec
Eytelwein :
p = 0,00349987 = 0,0055 environ
et la vitesse U dans le tuyau devient alors :
U = 26,Uy/j
DU
Ici s'arrêtent les considérations et les calculs de M. Sleichen sur récoulement de Feau dans les conduites.
Quant aux coefficients a et |3 indiqués par Eytelwein pour être substitués à ceux de M. De Prony dans la formule :
F (U) = A (aU + pu»)
ils sont en réalité les suivants :
a = 0,0000222 et p = 0,000280
et correspondent très-bien à ceux qui ont été indiqués en (m), lorsqu'on divise ceux-ci par g = 9,8088.
Quoique le système que nous venons d'examiner soit déjà plus rigoureux que celui de Dubuat, Girard ou Dé Prony, il n'en est pas moins entaché d'importantes inexactitudes, qui étent aux formules finales toute garantie de vérité.
Si Texpression a U -f (3 U* n'est plus considérée ici «comme une loi naturelle représentant l'action totale de la viscosité, elle suppose encore implicitement la possibilité de substituer U à W sans erreur sensible. Quant à la cohésion, il n'en est pas tenu compte; et Tinflueuce de la viscosité semble se réduire à une sorte de frottement, indépendant de la pression, et d'une nature particulière. Voici en effet à quoi se bornent les considérations de M. Steichen sur cette importante résistance :
« Nous avons jusqu'ici fait abstraction d!une force retardatrice « qui n'a qu'une influence négligeable dans tous les cas où la vitesse tr du fluide est très-petite et les sections très-grandes, mais dont il « faut tenir compte lorsqu'il s'agit de tuyaux d'une grande longueur « par rapport à leur diamètre ; cette résistance est celle que les parois « opposent au mouvement du fluide, par suite de l'adhérence que « contractent avec elles les molécules immédiatement en contact. On « conçoit en ell'el facilement que, par siiite de la vi.scosiliV plus ou
« moins grande du fluide, le retard éprouvé par ces molécules doit se « iransmeitre de proèhe en proche à toute la masse, et finalement « altérer le mouvement général. C'est ce que Texpérience vérifie pour « les liquides conune pour les fluides élastiques. »
Ainsi, pas la moindre notion sur la nature et la valeur de la cohé* sion. Or, bien que les composantes élémentaires de cette force s'entre* détruisent dans Técoulement par les conduites, il n'en est pas moins indispensable de la connaître pour établir rigoureusement la loi des vitesses. Il est vrai que M. Steichen, comme Ëytelwein, peut se dispenser d'y avoir égard, du moment où il admet, pour vitesse moyenne, l'expression empirique de Dubuat ou de De Prony, ainsi que nous le verrons plus loin.
4'' D'Aubuisson.
Cet auteur, considéré encore comme classique, n a absolument rien compris à la nature des deux résistances qui constituent la viscosité. S'il avait employé à cette étude un peu plus de la théorie qu'il tenait en si maigre estime, .il serait arrivé peut-être, comme Dupuit et Navier, à distinguer l'essence de chacune d'elles, et il ne serait pas tombé, à la suite des expériences de Coulomb, dans Terreur grossière de Dubuat, De Prony, etc., qui ont posé comme loi naturelle la formule d'interpolation correspondant à l'adhérence.
Voici, du reste, sa façon d'estimer les deux composantes de la viscosité.
Puisque la résistance qui détruit Taecélération de la pesanteur est un efiët de l'action des parois, elle sera d'aulant plus considérable que ces parois auront plus de développemeul , ou que le périmètre mouillé X sera plus grand.
Mais cette résistance du périmètre se répartira entre toutes les molécules de la section, puisque leurs mouvements sont liés par une adhérence (D'Aubuisson confond l'adhérence avec la cohésion) mutuelle; ainsi, plus elles seront nombreuses, ou bien plus la section sera grande, moins la vitesse de chacune d'elles, et par suite la vitesse moyenne, en sera altérée. L'action de la viscosité varie donc en raison inverse de la surface de la section.
D'un autre côté, plus la vitesse sera grande et plus il faudra, dans UQ même temps, arracher de molécules à Tadhérence des parois; plus il faudra, en outre, les arracher promptement, et par conséquent consommer plus de force ; de sorte que la résistance sera en raison doublée de la vitesse. Tel est le raisonnement singulier qui a servi à conclure que Tune des composantes est une fonction de v^.
Quant à la deuxième composante (due sans doute au glissement du liquide sur le revét&nent aqueux de D'Aubuisson), elle serait une fraction très-faible de la vitesse, qui disparaîtrait quand celle-ci serait grande. Diaprés l'auteur (1), cette force est inférieure à celle d'adhérence tant que la vitesse excède O'vO? ; mais, en dessous de cette limite, elle devient prépondérante. Il ajoute la phrase suivante, qui est bien faite pour justifier notre avant-propos, et suggérer de légitimes défiances au sujet des expériences faites par les plus habiles hydrauliciens, et des conclusions qu'ils ont pu en tirer : « Cette résistance, « due à la viscosité (évidemment; mais à quelle partie?), devient ' « d'autant plus sensible, comparativement à la première, que la vi- « tesse est plus petite : Dubuat avait déjà remarqué ce fait important, « et Coulomb, par une série d'expériences faites avec l'intelligence « et l'exactitude qui le caractérisent, a trouvé qu'elle est simplement « proportionnelle à la vitesse. »
C'est eu s'appuyant sur les considérations précédentes que D'Anbuisson arrive à représenter la résistance provenant de la viscosité, sur une longueur L, par une expression de la forme :
dans laquelle v est la vitesse à la paroi, A et B deux coefficients constants.
Admettant alors, d'après Dubuat et De Prony, que l'on puisse remplacer une fonction F (v) de la vitesse à la paroi par une fonction de même espèce F (U), dans laquelle U serait la vitesse moyeâne, il en conclut :
Restait à déterminer l'équation d'équilibre. Apf>elajit H la charge
(i) D*Aubui88on, Traité ^hydraulique. 4834, p. MO.
de la conduite, ou LD (fig. 19), la vitesse de sortie en DD' serait V^ 2gfH si la résistance des parois, dit Tauteur, ne venait opposer une résistance au mouvement. La perte de charge, produite par cette
résistance, est donc H — —, et doit représenter la force retardatrice. De là, par extension :
Pour la détermination de A' et B', D'Aubuissou se sert des observations de Couplet, déjà citées, et adopte Téquation :
H ~ ^ = 0,0003425 -^ (U« + 0,055 U) trouvant très-inutile de tenir compte du terme U*| 1 + [ — 7— t ] J
ou— ^ d'après Eytelwein, puisque Teffet de la contraction est impli-
citement compris dans la valeur de A' donnée par Texpérience. Si le tuyau est à section circulaire, Téquation précédente devient :
El comme la dépense Q est généralement Tinconnue ou la donnée principale, Ton obtient, en remplaçant U par 1 ,273 -^ :
H - 0,08264 ^ = 0,002221 p(Q« + 0,0432 QD*)
Telle est Téquation générale présentée par D'Aubuisson pour résoudre tous les problèmes de Técoulement de Teau dans les conduites.
Il est juste d'ajouter cependant que Tauteur déclare n'avoir qu'une médiocre confiance relative dans Texactilude des résultats que l'on obtiendrait en employant d'une manière absolue la formule précédente. Il allègue, avec beaucoup de raison et de perspicacité, les motifs suivants comme suffisants pour légitimer ses doutes :
1" Les ex|)cricnces qui ont seivi à lu détermination des con-
stantes A' et B' ont été faites génépalemeiU sur des tuyaux de faible diamètre, de petite longueur, bien calibrés, bien unis entre eux, bien nets à l'inlérieuri
2« Les tuyaux employés dans la pratique sont toujours plus ou moins déformés par le moulage, la cuisson ou la coulée; leur section n'est pas rigoureusement circulaire, leur réunion ne se fait jamais correctement dans un même axe, et leur surface intérieure n'est ni régulière ni bien unie.
3« L'air a une action sur Técoulemenl, lorsque les conduites sont sinueuses dans leur plan vertical, car en se portant vers les parties supérieures, d'où il ne peut s'échapper, il produit par sa résistance des étranglements plus ou moins sensibles.
4» Enfin, comme les eaux charrient toujours des molécules terreuses, et qu'elles contiennent des sels qui se précipitent sur les parois, il ai-rive que la section finit par s'allérer d'une façon irrégulière, par diminuer de surface, et la dépense en est modifiée.
Par suite des motifs précités, D Aubuisson recommande de diminuer de 1/5 à 1/2 le coefficient numérique de la dépense; et il avoue avoir adopté pour système d'augmeniei idéalement de moitié la quantité d'eau que doit mener une conduite à établir, c'est-à-dire qu'il remplace, dans la formule, la dépense Q par '^- Q, s'il s'agit de calculer le
diamètre, la longueur ou la charge de la conduite.
L'expérience a légitimé les doutes de D'Aubuisson ; néanmoins il nous a semblé nécessaire d'insister sur le triste mérite d'une théorie et d'une formule employées si longteriips pour régler les lois des phé- * nomènes les plus importants de l'hydrodynamique.
3" Navièr.
Quoique M. Navier se soil leuù dans des géuéialitcs théoriques el qu'il ail adopté riiypolhèse inexacte de ses prédécesseurs, quant à la ualure des composantes de la viscosité, il n'en a pas moins rendu de grands services à la théorie du mouvemenl des eaux courantes. C'est ainsi que, reconnaissant l'impossibilité mathématique d'estimer de la même manière deux forces d'ordre différent, il n'a accepté l'exprès-
siou F (U) = aU 4- (3U' que comme une simple formule d'interpolétion» et comme expression de la résistance provenant uniquement de Tadhérence. Appréciant, d un autre côté, la différence infiniment petite t" ■"' — r" des vitesses de deux filets contigus, et mesurant cette nouvelle force suivant les lois de la mécanique, il est arrivé, pour la
valeur de la cohésion, à lexpression e -r- , qui, sans être tout à fait
satisfaisante, est déjà un notable progrès sur les mesures arbitraires et les notations inexactes de M. De Prony.
II est à regretter que Navier ait pris pour principe que les actions répulsives des molécules doivent, pour la cohésion comme pour Tadhérence, être également modifiées ou dipninuées de quantités proportionnelles aux vitesses avec lesquelles ces molécules s'éloignent ou se rapprochent les unes des autres ou des molécules immobiles appartenant à la paroi.
Après les considérations précédentes et celles qui Ont été présentées au premier chapitre, nous n'entrerons pas dans de plus amples détails sur la théorie et les calculs de Fillustre mathématicien moderne. Cependant, avant de passer outre, il n'est pas hors de propos de chercher quels seraient les résultats produits par la conception hypothétique de Tauteur, si on Fintroduisait dans les formules de la théorie générale exposée au chapitre IV, B, § a, d'après les ouvrages les plus récents de MM. Dupuit, Bresse, D'Arcy, etc.
Faisant donc m «=: 1 dans l'équation («), Ton obtient :
ou bien :
De laquelle il résulterait, suivant Navier, que les vitesses décroissent à partir du filet central comme les ordonnées d'un paraboloïde de révolution ayant même axe que le tuyau.
L'hypothèse de m = 1 introduite dans l'équation (t) :
donnerait :
qui est la formule de Dubuat.
Déterminons encore à quelle distance R' du centre se trouverait le tuyau liquide infiniment mince possédant la vitesse moyenne. L*on pourrait arriver directement à cette valeur au moyen de Téquation (u) qui donne la parabole des vitesses ; mais il est aisé de l'obtenir par les équations déjà citées (s) et {t) ; en effet, la première donne pour résultat :
- U / RM • ^-W \R/
lorsqu'on y fait t? = U et r == R'.
Comme la seconde peut se mettre sous la forujc : V — U 2m
l'on en conclut
2m fW_\ -TT
Si m = I , le rapport — = ^ ^ ou 0,707. Nous verrons que la
valeur de ce rapport change très-peu, quelle que soit celle que Fou donne à m ; Tinfluence de Texposant se fait donc sentir spécialement sur la grandeur de la vitesse moyenne.
6° Dupuif.
Cet éminent ingénieur a exposé le premier, d'une taçon claire et rationnelle, la différence radicale qui existe entre les composatates de la viscosité, autant pour ce qui concerne la nature que pour ce qui se rapporte à la détermination mathématique et mécanique de la mesure de ces deux forces. Aussi profond que logique dans ses critiques et >cs l'onclusions, M. Dupuit a rendu d'importants services à Hij-
draulique, par son admirable ouvrage sur le mouvemeoi des eaux courantes. S'il n'est pas arrivé» dans sa méthode, à l'expression rigoureuse des phénomènes de la nature, il faut lui rendre le juste hom* mage que mérite une théorie logiquement déduite de l'expérience et des lois mathématiques et mécaniques qui régissent les forces de quelque nature qu'elles soient. Du reste, les formules de Dupuit donnent déjà des approximations qui sont en général très-suffisantes pour la pratique ; et quant à la confiance que l'auteur leur accorde, elle se résume tout entière dans ces quelques lignes, extraites de son avantpropos (1), et bien faites pour légitimer encore, si cela était nécessaire, l'admiration et l'estime respectueuse que mérite cet illustre ingénieur.
« L'on a commis une étrange confusion, dit-il, en cherchant, « comme l'a fait Eytelvsrein , à déterminer la valeur des coeffi- « cients a et (3 au moyen d'expériences variées, dans lesquelles ils « devaient avoir des valeurs très-différentes. Il suit de là que la plus « grande incertitude règne sur la valeur des coefficients qu'on em- « ploie, et qu'il ne faut accorder aux résultats de la formule de « M, De Prony qu'une confiance très-limitée. Toute cette partie de
n l'hydraulique est donc à refondre sous le rapport expérimental
« En attendant qu'un pareil travail ait été fait (3), les formules ra- « tionnelles que j'ai établies, pour le mouvement uniforme, peuvent « servir à apprécier les circonstances ou les anciennes formules sont « plus ou moins exactes, et indiquer les limites des erreurs pos- « sibles
« Dans le mouvement varié, comme il est impossible, même pour « un canal régulier, de déterminer la vitesse de chacun des filets, fc seulement d'une manière approximative, toute solution qui repo- « sera sur la différence de force vive de deux sections sera nécessai- « rement erronée. Il ne faut donc s'attendre à quelque exactitude « dans l'application de la formule du mouvement varié que dans le « cas où les sections seront assez éloignées
« Quant aux phénomènes du mouvement varié dans un canal irré-
(4) J. Dupuit, ingéDîeur en chef, Études théoriques et pratiques sur le mouvement des eaux courantes. Paris, 48i8.
(2) Les précieuses expériences récentes de M. D*Arcy semblent avoir réalisé le programme de M. Dupuit.
« gulier, c'est-ànlire, aux remous produits par des étranglements et « élargissements naturels ou artificiels, la science est encore si incer- « taine en ce qui concerne la connaissance des forces retardatrices « qui se manifestent dans les canaux réguliers, qu'il faut bien avouer m son impuissance absolue à révéler ce qui se passe dans le péle-méle « confus de tous les filets, au passage d'un étranglement brusque. « Cette question est d'autant plus en arrière qu'on la croyait complé- « tement résolue.
« Il ne faudrait pas conclure des nombreuses lacunes que nous < avons signalées, dans nos études sur le mouvement des eaux cou- « rantes, que les notions vagues qu'on possède maintenant, que les « nouvelles formules proposées pour les compléter ne peuvent être « d'aucune utilité pour la pratique, et, qu'à cause de l'incertitude des « données, on peut demander aux caprices de l'imagination, ou à une « routine aveugle, des résultats que le calcul ne peut fournir avec « exactitude. La pratique n'a presque jamais besoin d'un résultat « précis; il suffit ordinairement de savoir que le produit de tel cours « d'eau est au moins ou au plus de tel volume, que le tirant que peut « espérer la navigation sera au moins de telle hauteur, que les crues c ne dépasseront pas telle limite, que la vitesse ne sera pas telle « qu'elle puisse entraîner tel terrain, tel ouvrage. Dans ces circon- « stances, les considérations que nous avons exposées, les données « expérimentales que nous avons rappelées peuvent fournir une solu- « tion suffisante et même servir à apprécier la distance qui les se- « pare de la solution exacte. Enfin, dans d'autres circonstances, « l'homme pratique n'y trouvera peut-être que la conviction de son « ignorance, et cela suffira pour éviter ces grandes erreurs, ces fautes « irréparables qui n'ont jamais pour cause ce qu'on ignore d'une « science, mais bien ce qu'on croit en savoir. »
Suivant Dupuit, les deux composantes de la viscosité ont pour propriétés communes l"" d'être proportionnelles aux surfaces en contact; 3® d'être indépendantes de la pression; 3* de croître, pour l'adhérence, avec la vitesse absolue ; et, pour la cohésion, avec le rapport entre la vitesse relative des couches et leur épaisseur.
Il en résulte que ces résistances se distinguent complètement du . frottement des solides les uns sur les autres, qui ne dépend ni de la
vitesse, ni de la superficie du contact, et crott au contraire avec la pression. Cependant, ajoute Fauteur, l'adhérence du liquide au solide est une force de même ordre et comparable au frottement ordinaire. Quant à la cohésion des molécules entre elles, c'est une espèce d'aflinité chimique d'un ordre complètement différent et qui agit avec une intensité incomparablement plus grande que Tadhérence. Celle-ci peut être expérimentée sous une vitesse finie quelconque; Teifort nécessaire au glissement est, il est vrai, très-faible pour Teau, puisque, pour une vitesse de l"" par seconde, il n'atteindrait que 360 grammes par mètre carré de contact, et avec une hauteur de couche indéterminée ; mais, quelque minime que soit cet effort, il est cependant appréciable, et on peut le comparer, soit avec la pression, soit avec le frottement des solides. Au bout d'une seconde, l'adhérence aura décrit un espace fini, la couche liquide aura parcouru 1 mètre sur la paroi, et l'on aura, comme quantité de travail nécessaire> celle qui serait produite par un poids de 360 grammes tombant d'un mètre de hautear. Mais la résistance engendrée par la cohésion est une force d'un ordre bien différent ; elle ne peut être expérimentée que sous une vitesse infiniment petite. Si Ton suppose, en effet, que l'on fasse glisser sur une surface d'eau immobile, et avec la même vitesse de 1*", la colonne liquide dont il vient d'être question, la couche d'eau mobile n'aura parcouru, sur la surface au repos, que quelques distances moléculaires, dont les longueurs cumulées, si nombreuses qu'elles soient, ne pourront produire une longueur finie, comme un mètre, la vitesse relative étant toujours infiniment faible et ne pouvant être mesurée que par des unités infiniment petites. L'émînent ingénieur conclut, avec raison, que l'adhérence et la cohésion n'étant ni de même ordre ni comparables entre elles, il est impossible de les supposer dans des conditions telles, qu'on puisse leur appliquer une mesure commune. DéjàNavier avait admis cette différence mathématique; mais, ainsi que nous Tavons vu, une seule et même hypothèse sert chez lui de base aux formules qui les représentent : celle de la proportionnalité des deux résistances aux vitesses avec lesquelles les molécules s'éloignent ou se rapprochent.
Pupuit adopte l'expression s — trouvée par Navier pour la cohé-
sioQ. Pour l'adhérence, il pose en principe que, dans les limites de la
pratique, elle est à peu près proportionnelle au carré de la vitesse ;
que, cependant, elle est représentée plus exactement par la relation
suivante :
Hf = aW + W2-(-
Ou bien :
-^,- = aW-|-tW*-f-
Ou, plus rigourensement encore :
~ , = C + flW + W« +
Car, dit-il, si Texpérience prouve que Hi est sensiblement nul quand W est très-petit, il n'est pas rigoureusement vrai d'en conclure que Ton a le droit absolu de supprimer le terme constant dans le' développement de la fonction de W, puisqu'un plan incliné reste mouillé aprh l'écoulement.
Nous sommes d'accord avec l'auteur, quant à l'influence insignifiante du terme constant G; mais son explication nous parait d'autant moins admissible qu'il ajoute autre part : a Si une paroi sur laquelle « l'eau a coulé reste mouillée, cela tient à ce que nécessairement « l'écoulement s'y est terminé dans un moment où l'épaisseur H était « sensiblement nulle, car la nature des choses s'oppose à ce qu'un « écoulement d'une hauteur finie puisse être interrompu brusque- « ment. » Il y a là implicitement une contradiction évidente.
Les signes employés par Dupuit ont les mêmes significations que
celles qui leur ont été attribuées jusqu'ici; ainsi H, L, i sont encore
liés par la relation :
c'est-à-dire que l'angle dinclinaison t représente aussi la charge ou la différence de niveau entre les bassins , divisée par la longueur du tuyau, en vertu de laquelle le mouvement uniforme est établi.
C'est en partant des considérations précédentes que Dupuit a tenté de remplacer les formules empiriques de ses prédécesseurs par des formules rationnelles fondées sur les propriétés réelles des deux résistances si distinctes produites par la viscosité.
Admettons d'abord avec lui, momentanément, que la section d'écou-
leinenl soil un rcclangle de largeur indéfinie, on de parois latérales sans frottement, tel que l'avait supposé De Prony. La vitesse W représentera donc celle du fond seulement. Voici comment le savant et logique mathématicien établit sa théorie et ses formules :
Équation de la courbe des vitesses (1).
La relation entre la vitesse v d'un filet el sa profondeur s peut s'exprimer de deux manières.
Si ion considère un plan quelconque, situé à une profondeur s, Ton trouve qu'il doit y avoir équilibre, sur ce plan, entre la pesanteur qui agit sur toutes les couches supérieures avec une intensité proportionnelle à iz, et la résistance sur ce plan qui est — ^—r^ ; ce qui
dz
donne :
dv
Si Ton considère, d'un autre côté, une seule couche d'épaisseur dz, l'on trouve qu'il y a équilibre entre :
1"* La pesanteur, qui agit avec une intensité proportionnelle à idz
^"^ La cohésion avec le filet supérieur qui agit dans le même sens que la pesanteur, avec une intensité proportionnelle à — z -j—
3** La cohésion avec le filet inférieur, qui agit en sens contraire de la pesanteur, avec une intensité proportionnelle à ç ^^ ' ^^
dz
Et par suite, l'on peut poser :
dv d (v 4- dv)
tdz — e -r- = — s p —
dz dz
d^v dz^
qui n'est rien autre que la dérivée de la relation (m'). (1) .T. Dupuit, Études sur tes eaux courantes. 4848, chap. I, p. 35 et suivantes.
Prenant ensuite, dans le plan ZAX, parallèle au courant (fig. 90), des ordonnées v, proportionnelles aux vitesses, leurs extrémités m, b, V, n, détermineront une courbe qui sera représentée par les équations différentielles précédentes.
L*intégration donne :
v=C-~»« (nO
La constante s'obtient par la condition que t? = W vitesse du fond, pour z == H ; d où :
W étant donné par Téquation :
Hi = aW + 6W»+
Si Ton connaît, au contraire, V la vitesse à la surface, Téquation (n') devient :
t^»=V~-^z« (if)
Lorsqu'on connaît V et W, Ton obtient, par l'élimination de s entre (n') et (p') :
Cette équation est analogue à celle que nous avons obtenue en (ti), lorsque nous avons fait m = 1 dans l'équation (s), La courbe qu'elle représente est encore une parabole du second degré, dont la ligne de la surface naturelle du courant serai t. l'axe.
Voici maintenant comment les résultats que nous venons d'obtenir se modifient dans une autre section.
Dans un tuyau cylindrique, un des cylindres liquides concentriques quelconque, dont le rayon est r, a pour équation d'équilibre :
dv dr
car il éprouve de la part de la pesanteur une force accélératrice proportionnelle à irr% et de la part de la couche contiguë extérieurement, ou de la cohésion, une force retardatrice proportionnelle à son contour et à sa vitesse relative. L'on en conclut :
dv i !.. ». dv
— r- = — -^r-^ ou bien : ir == — 2e -r-
dr 2c dr
équation tout à fait semblable h celle que nous avons obtenue en (m')
pour un rectangle indéfini , sauf à changer e en -^ e, ou i en — t.
Si West encore la vitesse à la paroi, V celle dans Taxe, et R le rayon du tuyau cylindrique, les équations (p'), (7') et (r') deviennent ici :
l'^V-Ar» (p'O
et chacune d'elles peut servir à déterminer la courbe des vitesses.
L'on peut déduire de ces relations que, lorsque le diamètre 3R change, la courbe ne change pas et ne fait que se prolonger jusqu'à la nouvelle paroi du tuyau ; quant à Finfluence de Tangle d'inclinaison t
ou des rapports — , elle se borne à modifier le paramètre.
Recherche de la vitesse moyenne.
De ce qu'il y a similitude dans les courbes de vitesses du rectangle et du cercle, il serait inexact de conclure que la vitesse moyenne est donnée par une même formule pour les deux sections. L'on conçoit, en effet, que les couches cylindriques d'épaisseur dr n'étant pas égales en surface, comme cela se présente pour le rectangle, il doit en résulter que la couche animée de la vitesse moyenne se trouve plus près de la paroi dans le tuyau cylindrique que dans le canal rectangulaire.
Par suite, pour déterminer la vitesse moyenne de la section, l'on posera :
ûU = I » X 27rr(/r ou bien :
et, en intégrant
jj'
„R»U= I (V- "^ ^^^ A%irrdf
Relation qui n'est rien autre que la formule de Dubuat, ou celle que Ton obtient en faisant m = 1 dans Féquation (i). Quant à la distance de cette couche cylindrique à Taxe, il suffit,
pour l'obtenir, de faire v = dans Téqualion (r") de la
courbe ; de là :
r = iRV/T^0,707R
comme nous Tavons déjà trouvé en traitant de la théorie de Navier.
Équations générales pour les tuyaux cylindriques ou quelconques.
Les équations qui doivent servir à déterminer les quantités W, V, U, R et f, en fonction de deux d'entre elles, sont les suivantes :
1 R, = |,W + fcW«
Ces équations étant applicables, d'après Dupuit, au demi-cylindre comme à la conduite entière, Ton pourrait observer dès lors, à la surface du demi-cylindre liquide, la forme de la courbe des vitesses, c'està-dire mesurer V, ce qui serait bien plus facile que de le chercher à Tintérieur. Remarquons ici que, d'après la deuxième équation, le coefficient e, qui représente Ténergie de la cohésion, est proportionnel au carré du rayon, ou à la section.
Lorsque la section est quelconque, les équations précédentes subissent des modifications. Désignant par W la vitesse moyenne à la paroi, et par ju. Tangle, ordinairement très-petit, de la verticale de profondeur maxima avec la normale sur le fond, Dupuit arrive aux équations générales :
^j^aW'-f-fcW^-f-
dans lesquelles P exprime la profondeur. Ces relations donneraient les formules des conduites cylindriques si Ion y faisait û=7rR*el X = 2irR, car pour un cercle R cos. fx = R puisque (jl devient nul.
Si Ton élimine V entre les trois équations générales ci-dessus, il reste les deux formules :
ii, = flW' + w ($')
qui doivent, d'après Dupuit, remplacer la formule unique suivante, de D'Aubujsson, De Prony, Eytelwein, etc.
— i = aU + |3U» (0
A ce sujet, Féminent géomètre démontre, avec sa logique ordinaire, l'impossibilité mathématique de remplacer F (W) par F (U), ou (s') par ((').
Pour que cette substitution fût permise, dit-il, il faudrait que le
rapport -rrr- fut constant. En effet, Téquation exacte (s*) peut s'écrire
sous la forme :
et si Ton admet que -jr- soit constant, Ton en conclut :
ce qui ferait retomber sur la relation (f). Mais en réalité, le rap-
W port -TT- est donné par la première équation rigoureuse :
D'où :
Si dans celle expression Ion remplace— i par sa valeur appro-
chée bW (au lieu de aW -t- 6W'») dans laquelle b == 0,0003855 comme compensalioo, Ion obtient :
Adoptant, d'après De Prony iui-mémé, la valeur :
et —^^ 3200 ou au moins == 3200, comme Ta proposé M. Sonnet,
d'après quelques expériences de Couplet que De Prony a rapportées dans ses tables, Ton arrive au résultat définitif:
U i + 0,28PW' ^^^
Nous reviendrons sur ce rapport au § G, en développant les diverses théories appliquées à Fécoulement dans les canaux découverts.
7*» Barré de St-Venant, Sonnet.
Au lieu de représenter, comme De Prony, par un binôme les résultats des 51 expériences de Dubuat, Bossut et Couplet, expériences dont nous avons indiqué les défauts et les conclusions exagérées, M. Barré de St- Venant a cru pouvoir exprimer par le monôme CU" les phénomènes réels qui se sont produits dans ces diverses observa* tions. Il a proposé, pour m et C, les valeurs :
Dans son Mémoire déjà cité (1), M. Sonnet s'est proposé de modi^ fier les hypothèses et l'analyse de Navier, de façon à pouvoir, sans prétendre expliquer les phénomènes moléculaires de la viscosité, en présenter au moins les résultats avec plus d'exactitude. Ainsi que nous l'avons déjà vu, M. Sonnet élargit le principe général de Navier, en prenant, pour représenter l'action mutuelle de l'adhérence ou de la cohésion, une fonction de la vitesse relative développable suivant les
(4 ) Mémoire sur le mouvement rectiligne et uniforme des eaux couratUes en ayant égard aitœ différences de vitesse des filets. 4846.
puissances enliëres de sa variable, et dont il conserve, suivant Tapplicalion, tantôt un seul, tantôt deux termes. De même que Navier, Fauteur déduit de son hypothèse, pour la cohésion, des équations aux différences partielles, qui se réduisent à une seule pour le mouvement permanent rectiligne considéré dans le mémoire; mais, pour Tadhérence, il obtient des équations différentes et qui ne sont plus linéaires; d'après lui, la relation ordinaire av + bv^ ne serait qu'une formule d'interpolation, et l'adhérence serait représentée par une fonction impaire de la vitesse.
Appliquant ses principes à un courant rectiligne, de section circulaire, dans lequel les filets également éloignés de l'axe sont censés animés de la même vitesse, M. Sonnet trouve, par l'intégration, les mêmes résultats que Dupuit ; c'est-à-dire que la courbe des vitesses est une parabole ayant pour axe celui du tuyau, et dont la convexité serait tournée dans le sens du courant. Quant à la vitesse moyenne,
elle est encore une moyenne arithmétique entre V et W, distante de
Taxe d'environ les — du rayon R.
Afin de déterminer la vitesse moyenne en fonction de W seulement, Fauteur adopte deux termes àW + 6W* pour la fonction qui représente l'adhérence; en se servant des équations intégrales données par son analyse, il obtient les deux formules :
flW + 6W* = 4 I^' et U-:W + -^
qui contiennent trois coeflicients constants a, b,-— , dont les valeurs
doivent être spécialement déterminées pour chaque série d'expériences en faisant usage de la méthode des moindres carrés.
Ayant appliqué les formules précédentes aux expériences de Couplet sur les conduites de Versailles, M. Sonnet a trouvé qu'elles y
satisfont mieux que celles d'Eytelwein. Ainsi, prenant a=0,0000194;
b = 0,00037 ; et -- = 5,200, les erreurs proportionnelles données
par les formules en question n'atteignent pas -^ , tandis que par
celles d'Eytelv^ein, elles s'élèvent à plus de -r^ .
L auteur a essayé aussi de représenter par ses formules les résultats des 44 expériences de Bossut et de Dubuat. Il a trouvé qu'il suffisait d'y faire :
a = 0,000024 et 6 = 0,000286
valeurs trouvées encore par la méthode des moindres carrés.
Nous n'insisterons pas davantage sur la théorie de M. Sonnet; quant à ses conclusions, nous venons de voir qu'elles concordent- généralement avec celles de Dupuit. Avant de terminer, nous croyons utile de faire connaître, eu peu de mots, la méthode dite des moindres carrés, dont on a si souvent fait usage.
Après avoir fait un certain nombre d'expériences auxquelles Ton est censé accorder une confiance égale, il s'agit de satisfaire le mieux possible à leurs résultats, au moyen d'un trinôme de la forme jcU + pU*. Tel serait le cas pour la formule :
1 Ri = aW + bW
Les valeurs de a et de 6 ne pouvant probablement pas satisfaire rigoureusement à toutes les expériences, Terreur absolue sera pour l'une d'elles :
et l'erreur relative :
^ Ri - (ûW -f- bW)
2 (aW -f- ^W«) 1 — • -
Rt
Or, il résulte d'une démonstration de Laplace que, pour réduire au minimum l'erreur relative moyenne à craindre, il faut donner à 6 et a des valeurs telles que la somme des carrés des erreurs relatives soit la plus petite possible.
Par suite, si l'on fait :
2(aW-f 6W«)-
les conditions du minimum seront données en posant :
dl dl
da db
ou bien
ou bien encore
H* Rî — ^JrT"'
r _ 2(aW+6W«) lW» _ L Ri JW"^
al 4- bl ^ — z —
R«i*^ RV 2 Rt
Rit» ^ "* R«t^ 2 Rt
éf aations du premier degré, à 8 ineonnues a et b, dont les six sommes sont parfois assez longues à calculer quand le nombre d'expériences est considérable. Du reste, ce procédé n'est pas très-rigoureux, car il s'appuie sur Thypothèse d'une égale exactitude dans toutes les observations de la série.
8« B'Arcy.
Avant que M. D'Arcy eût fait connaître ses importantes et précieuses recherches expérimentales sur l'écoulement de l'eau dans les tuyaux, quelques savants, tels que Dupuit, Tadini, etc., avaient déjà proposé de représenter l'adhésion par un monôme de la forme CU*; mais cette simplification n'était point généralement admise à cause du doute provenant de la pénurie d'expériences comparatives. Aujourd'hui, cette importante question semble tranchée par les observations de M. D'Arcy, quoique ces dernières n'aient pas toujours rigoureu* sèment autorisé les déductions qu'on en a tirées.
Ainsi que nous l'avons vu, cet éminent ingénieur a reconnu, par expérience, que la cohésion, rapportée à l'unité de surface, pour chaque élément de surface commun à deux couches liquides contiguës,
est proportionnelle à l'expression ^ ( ^ ) • Il paraîtrait, d'après ses
observations, que le coefiicient e de proportionnalité, qui mesure l'énergie de la cohésion, serait variable d'un liquide à l'autre, ce qui est tout naturel, et qu'en outre il varierait suivant le rayon R de la conduite de façon à croître avec la deuxième puissance de ce dernier. Contrairement i l'opinion de M. Bresse, cette influence de R*, ou
de la section û = ttR^ n'a rien qui doive surprendre. En effet , Ion conçoit tout d'abord que la valeur de la cohésion croit plus rapidement que Tadhérence lorsque le calibre augmente, la première se produisant sur le volume et la seconde sur la surface. D'un autre côté^ si Ton se reporte à la deuxième des 3 équations générales posées par Dupuit, pour les tuyaux cylindriques, Ton en tire :
qui donne la même proportionnalité. L'on peut donc en conclure que les observations de M. D'Arcy n'ont fait que confirmer un fait que Dupuit avait déjà théoriquement démontré.
Voici, en résumé, les conclusions expérimentales de l'auteur, sur l'écoulement de l'eau dans les conduites cylindriques simples, à débit constant et rectilignes :
l*" Lorsque s'agit de tuyaux neufs, le frottement (notre adhérence) de Teau contre les parois varie considérablement avec la nature et le poli des surfaces.
2^ La nature de la surface tend à perdre son influence à mesure que les tuyaux se recouvrent d'une couche de dépôts' amenés par Peau elle-même; et, cette circonstance, pour la fonte, engendre un frottement deux fois plus grand que lorsque le tuyau était neuf.
Nous croyons devoir faire remarquer ici, avec M. Bresse, le peu de rigueur de cette conclusion (1). En réalité, M. D'Arcy a déterminé ses coefficients a et 6 au moyen de tuyaux en fonte neuve ; il a ensuite admis que l'existence de dépôts dans les conduites d'une nature quelconque doit simplement faire doubler ces coefficients.
Il ajoute, comme développements :
3*» Le frottement (ou plutôt l'adhérence), par unité de surface, peut
éti'e représenté par :
U étant la vitesse moyenne; mais, pour les tuyaux qui ont quelque temps d'usage, l'on peut se contenter du monôme :
Afc,U« = F (U) le nombre b^, variant seulement avec le rayon R du tuyau; tandis que
(4) M; Bresse, Cours de m4caniqu$ impliquée. {Hydrauli^,) 48M, p. 423.
a et b, tout eu étaul variables avec R, dépeudraienl encore de la nature des surfeces pour les conduites neuves.
Ce troisième principe de M. D'Arcy^ admis ultérieurement par M. Bresse, laisse aussi à désirer sous le rapport de rexactitude, en ce qu*il suppose implicitement que Ton puisse représenter par une fonction F de la vitesse moyenne U la force retardatrice de radhérencci qui est réellement F (W), par unité de surface. Cette hypothèse, nous le répétons, ne deviendrait légitime que si U était déterminé pour une certaine valeur de W; mais il n'en est pas ainsi : à une seule valeur de W peuvent correspondre diverses valeurs de U suivant la grandeur
des autres variables R et — , ainsi que Ton peut s'en assurer plus
haut, par Télimination de V entre les équations (r) et (t).
i"" Pour les conduites déjà vieilles ou chargées de dépôts, les con* slanles a, 6, 6„ doivent élre calculées comme suit ;
Pour des tuyaux en fonte neuve les nombres a cib devraient élre diminués de moitié.
Il est encore une observation importante à faire sur ce quatrième principe de la théorie de M. D'Arcy : c'est que 6„ et par suite la résistance due à l'adhérence aux parois est plus considérable dans les petits tuyaux que dans ceux d'un calibre supérieur; les variations sont, il est vrai, très-faibles, puisque la valeur moyenne de fe, est 0,000625 pour des diamètres compris entre 0"06 et 1"00.
c. Réa«lattoM d'é^vattoMs séMérales et 4e cas lyirtIcvlleM.
Si, dans léquation (o) trouvée au § B. a, Ton remplace R par — , Ton obtient :
Tï»l-=f^(«) (A)
dans laquelle 6 représente la charge entre les sections extrêmes, ou bien encore la perte de charge dans cet intervalle, puisque la vitesse de chaque molécule est constante.
Soit aussi : Q le débit qui a lieu, en une seconde, par une section transversale quelconque; U la vitesse moyenne, également invariable pour toutes les sections puisqu'elle est donnée par le quotient coa-
stant i • tiré de Tideutité :
Q = jirD*U (B)
ËnHuy soit s I le rapport — , c'est-à-dire la charge ou perte de
charge par mètre courant de conduite.
L équation (A) devient^
lDi = ^F(U) (C)
qui n est rien autre que la première des 3 équations générales de Dupuil, pour les sections circulaires, ou :
La formule (C) permet de résoudre tous les problèmes de Técoulemenl, lorsque deux des quantités D, U, Q et i sont connues, car il n y a, en réalité, que trois indéterminées, les quantités U, Q, D étant, en outre, liées par la relation (B). L'on peut classer ces problèmes comme suit :
1* Étant donné D, t, trouver U, Q.
Le plus souvent, en pratique, U n'est qu une inconnue auxiliaire; lorsqu'on a la dépense Q, l'on n'a guère besoin de calculer la vitesse moyenne.
Des six problèmes précités, les deux premiers sont les seuls inté-
ressauts, parce qu'ils se présentent à tout instant. Les quatre derniers
sont, du reste, les plus faciles à résoudre, la relation (B) réduisant le
calcul à celui d'une seule inconnue qui est donnée alprs directement
par la formule (C).
Lorsque les problèmes se rapportent à des conduites déterminées de
position, et qu'il s'agisse, par exemple^ de l'un des deux premiers cas,
t'en peut connaître i expérimentalement au moyen de piézomèlres,
placés en divers points, qui donneront la charge totale 9 entre ceux-ei,
et, par suite, la charge — par mètre courant; V sera mesuré en fai*
sant écouler le liquide pendant un temps t, ce qui donnera Qt, donc
aussi la dépense Q par seconde, et en prenant alors la relation :
Quant à F (U), nous adopterons, suivant KL D^Arcy, la relation générale :
Quoique les calculs n'offrent aucune difficulté, nous croyons devoir traiter l'un des six problèmes, aQn de faire comprendre l'utilité que peuvent présenter certaines tables, fréquemment employées pour faciliter et réduire les opérations.
Prenons le premier; il peut s'exprimer ainsi t Connaissant le diamètre d'une conduite, ainsi que la charge par tnhtre courant, trouver la vitesse U et la dépense.
La formule (C) donne :
D'où:
Dt
"=««.*o«»vÇ^
Si l'on planait pour 6, la moyenne 0,000625 = (0,025)*, Ton obliendraît :
Introduisant la valeur calculée de U daps la relation (B)» Ton en conclut Q ou la dépense.
La moyenne 6| = 0,000625 correspond à une conduite de diamè.-
tre D' == 0"H ; pour D <^D' ou <^0"»1 1 , Ton a : U <^20 1/"D^ L'erreur relative sur U est d'environ 7 pour cent lorsque D = 0,06, et 9 pour cent lorsqu'il atteint {""OO, dans Thypothèse où Ton adopterait toujours pour 6^ la moyenne en question.
La résistance -- F (U) étant, d'après De Prony et Eylelwein, une
fonction de U seulement, ces auteurs ont établi des tables, dites à
simple entrée, indiquant les valeurs de — F (U) pour une sérié de
valeurs de U considérée comme la variable. Dès lors le calcul de U, que Ton devrait faire comme plus haut, sauf à remplacer F(U) par «U -f ^U', ne serait plus du tout nécessaire : il suffirait de faire le
produit -y Dt, et de chercher le nombre égal à ce produit dans la co-
lonne — F (U); en regard se trouverait la valeur de U.
Comme F (U) est, d'après nos conclusions, une fonction de U et de D, il faudrait, pour suivre une marche analogue, posséder une table à double entrée, c'est-à-dire à deux arguments ou variables ; ou bien, une série de tables simples, comme celles de De Prony, dont ehacuneserait relative à un diamètre particulier; et Ton prendrait alors, pour chaque problème, celle qui conviendrait au diamètre D donné.
Une table de ce genre a été construite par M. Bresse, d'après les données expérimentales de M. D'Arcy que nous avons développées. Elle est rapportée à la fin du Cours remarquable d'hydraulique professé par ce savant ingénieur à l'École des ponts et chaussées de France. En regard du diamètre D, il a inscrit les valeurs correspondantes de l'aire -r- tt D*, du coefficient 6, du rapport -jr-; etdu loga- 4 . y"
rilhme de — ; il a formé ainsi une table à simple entrée, les quantités
précédentes n'étant réellement fonction que de la seule variable D; en effet, si Ton élimine U entre les relations :
1 Di = 1 F (U) e. 1 Di = (0.000507 + ^^52^) 0.
Ton obtient :
Ainsi, lorsque D et t seront les données du problème. Ton trouvera d*abordpar la table -^, soit directement, soit par son logarithme.
Ayant la valeur de-rr- == N par exemple, Ton déduira Q de la rela-
tiôn :
^-Nd'oùQ
-Vt
Si Ton voulait connaître aussi la vitesse U, Ton emploierait la relation (B).
M. D'Arcy a également construit une table à double entrée, qui fait connaître t et Q en fonction des arguments D et U. Mais elle est incomplète en ce qu'elle ne fournit que par tâtonnement les quantités D et U, lorsque t et Q sont les données immédiates du problème.
II. Mouvement permanent varié ; conduites simples, à diamètre ou à débit variable,
a. I<e(i varlattoBS ûe tftoMètre et die ûéhH M^étoMt pas eeatlMiiea.
Nous avons vu que, dans le mouvement uniforme, la vitesse d'une molécule quelconque est constante sur tout le parcours de la conduite, et que toutes les sections présentent la même courbe de vitesses. Or, ces faits ne se réaliseront plus si la section transversale du tuyau varie d'un point à l'autre du profil eu long; ou bien si, à une section constante, correspondent des pentes variables. Enfin, le mouvement cessera encore d'être uniforme quand il se produira un débit variable, par le fait d'orifices, ou de tuyaux secondaires, existant en certains points du parcours de la conduite principale.
Supposons qu'une conduite^ recevant Téau d'un bassin M(fig, 47), soit composée d*une série de parties AD, DH, HL, etc., de diamètres différents, et percées d*orifices ou de tuyaux secondaires en des points B, C, E, F, 6, K. Admettons d*abord que les portions AB, DE, HK, soient assez courtes pour que Ton ne puisse négliger Taction produite par le rétrécissement ou l'élargissement brusque de la conduite ; exprimons par :
D, D^, D,, les diamètres des tuyaux AD^ DH, HL ;
hy h^, h^, h^, les distances verticales mesurées en descendant,
entre le plan de niveau du bassin et les sommets des colonnes
piézométriques élevées en B, C, E, F ces sommets
étant soumis, comme le niveau du bassin, à la pression atmosphérique; d'où p ^=^p' ;
U, U4, U,, Ug, les vitesses moyennes dans les parties AB,
BC, CD, DE, etc. ;
L, Lf, L„ Ls, les longueurs AB, BC, CD, DE, etc.
Il s'agit d'établir Téquatiou générale. de Técoulement, c'est-à-dire
une relation entre les niveaut piézométriques h, h^, h^. A,, aux
points B, C, E, etc.; les vitesses U, U|, U,; les longueurs L,
L|, L„ et les diamètres D, D^, D,
Rappelons d'abord certains résultats déjà démontrés, au moyen desquels la question sera très-facile à résoudre.
D'après la conclusion trouvée eu c, au § B du chapitre II, la perte de charge produite par un rétrécissement ou un élargissement brusque de section est égale à la hauteur représentative de la perte de vitesse moyenne. Mais il est important de se rappeler que la démonstration correspondante reposait sur l'hypothèse du parallélisme des filets dans les sections ab et 6H (fig. 27) où étaient mesurées les vitesses. Cette hypothèse est très-admissible ici pour le calcul de la perte de charge que l'eau éprouve à son entrée A dans la conduite, les variations dans le mouvement ne commençant à se produire qu'aux approches du point B.
Désignant par 6 cette première perte éprouvée, nous poserons donc, d'après le résultat du § B. c^ du chapitre II :
u étant la vitesse par un orifice a, percé dans un diaphragme imaginaire (fig. 99).
Désignant par a^ i'aire de cet orifice, et par S' la surface tt --7-
d'une section droite du tuyau AB, nous aurons :
U mv' ma'
Par suite :
Supprimant le diaphragme fictif, pour ramener le cas de la fig. 29 à celui de la question actuelle, c'est-à-dire, posant S ^= c, nous obtiendrons, en définitive :
-fi^'f ^
ou bien, aatrement :
S'*' ig \m I ig\mSr S' )
Si donc nous représentons par H la charge AX, correspondant à .l'hypothèse d'une perte de vitesse nnlle, ou à peu près, nous aurons :
et par conséquent
o = Hx-
Si, dans cette expression, nous faisons : m = 0,615, ce qui correspond en moyenne aux orifices circulaires, nous trouvons :
valeur qui difière un peu de celle qui est donnée expérimentalement
d«ns leSt ajutages cylindriques, pour lesquels nous avons obtenu :
D'où:
La charge perdue est -=- de la charge totale ou la moitié de là charge
restante.
Nous adopterons pour 9, celte dernière valeur; il est toujours préférable, pour éviter des mécomptes, d'augmenter légèrement les résistances qui tendent à diminuer la dépense.
Lorsque la longueur L ne peut être considérée comme très-courte, il faut tenir compte d'une autre perte de charge provenant de Faction
de la viscosité, entre A et B, et qui se représente par --r=r . F (U), au
mètre carré, ainsi qu'il a été démontré. Admettant toujours une vitesse nulle dans le réservoir, nous aurons, d'après le théorème de Bernouilli :
La viscosité étant la seule force retardatrice de B en C, nous aurons, d'après l'équation (C) du paragraphe c § B, la valeur de son action :
D'où :
De G à E, nous aurons d'abord une perte de charge analogue à la précédente, et représentée par :
puis une deuxième perle produite en E par l'élargissemenl brusque de
section, et qui s'exprime ici, d'après le § B. c du chapitre II, par la relation :
et le théorème de Bernouilli étant appliqué encore de G à E, nous obtiendrons :
II serait facile d'exprimer ainsi, successivement, la perte de charge ou rabaissement piézométrique A, — A„ etc., en passant d'un orifice à Pautreen fonction des vitesses moyennes respectives.
Différenls problèmes peuvent se présenter dans des circonstances analogues à celles que nous venons d'examiner. Supposons, par exenu pie, que les diamètres étant donnés, il s'agisse d'obtenir une certaine dépense déterminée Q, par l'orifice H, avant toute perle ultérieure, c'est-à-dire, posons :
Y'^DsU, =-Q d'où: U, = .i^=N
Il en résultera les équations suivantes :
Ainsi de suite, jusqu'en A, en tenant compte, comme dans l'équation générale, des diverses résistances ; nous aurons ainsi une série d'équations qui détermineront les niveaux piézométriques aux points B, C, E, etc., et par conséquent i, i\ i", etc.
Très-souvent les pentes sont données, par suite les niveaux piézométriques ; l'on se propose, dans ce cas, de calculer les diamètres de façon à ne dépenser qu'une charge déterminée A„ — An -«- 1 » avec un volume d'eau connu Q», sur chaque portion de la conduite.
Toute la théorie précédente étant basée sur l'hypothèse du parallélisme des tranches n'est qu'une approximation des phénomènes réels
du mouTement varié. Cependant elle donne des résultats suffisamment rigoureux dans la plupart des cas de la pratique, parce que, généralement, les portions de tuyaux AB, BC, CD, etc., sont assez longues pour que les pertes de charge, occasionnées par les étranglements ou les accroissements brusques de section, ainsi que les différences des hauteurs dues aux vitesses, soient négligeables devant les charges engendrées par Tadhérence, proportionnellement aux longueurs L, L^, L«
En outre, comme d*ordinaire le diamètre est constant entre deux orifices consécutifs, le problème rentrera alors dans les circonstances de celui que nous avons résolu plus haut par Téquation (D) ou (E).
La question, telle que nous Favons envisagée par la fig. 47, n*est pas tout à fait générale : ainsi, il peut arriver que les diamètres des parties AD, DH, .... varient par degrés insensibles, et qu'il en soit de même du débit, par le rapprochement excessif des orifices m, m^, m,; correspondant aux points B, C, E Nous supposons toujours que le mouvement soit permanent, c'est-à-dire que, dans une même section, les phénomènes ne changent pas avec le temps.
b, É^nallon ffénérale du monTénienl perawaeiil varié f Imi varlatlMM
élAnt eontliiae*.
Dans de telles conditions, il est impossible, avec les connaissances actuelles, de résoudre le problème d'une façon suffisamment approximative. Quelques auteurs, il est vrai, ont admis que, dans le mouvement varié permanent par filets sensiblement parallèles, les vitesses des filets qui traversent une section quelconque varient d'un filet à l'autre, suivant les mêmes lois que lorsque le mouvement est uniforme. Nous sommes loin de partager, à cet égard, l'opinion de MM. Navier, Bélanger, Bresse, etc. L'hypothèse précédente nous parait incompatible avec les véritables phénomènes du mouvement varié; il y a même implicitement contradiction ou cercle vicieux à la formuler.
Dans le mouvement uniforme, chaque filel peut être considéré isolément; le chemin qu'il décrit est parallèle à l'axe, et il n*y a jamais mélange des molécules d'un filet avec celles des filets voisins. Il n'en
est pas ainsi dans le mouvement varié où la vitesse est différente d'une molécule à Taulre d*un même filet, soit par le fait d'un diamètre ou d'un débit variable, soit par les deux réunis. Dès lors, la vitesse variant dans un rapport quelconque, les molécules d'un même filet s'éloignent ou se rapprocbent, suivant que la vitesse augmente ou diminue, et les molécules des filets voisins s'en rapprochent ou s'en éloignent dans les mêmes circonstances, le même mouvement s'opé* rant aussi bien dans le sens vertical que dans celui du mouvement. Il en résulte une certaine pénétration des filets entre eux, pénétration variable aussi dans une même section puisque, par la définition même du mouvement, les vitesses changent dans un rapport quelconque très-différent sur tous les points de la section. Le mouvement varié cause donc, par ces pénétrations, une perle de travail qui ne se produit pas dans le mouvement uniforme, et qui ne peut plus se mesurer par l'inclinaison des tangentes de la courbe des vitesses.
Les formules du mouvement uniforme ont été obtenues au moyen de procédés analytiques dans lesquels il n'a été tenu compte que du déplacement moléculaire qui se fait dans le sens du mouvement ; les appliquer aux phénomènes du mouvement varié, c'est faire abstraction d'un deuxième déplacement qui s'opère dans un sens perpendiculaire au premier, et par conséquent aboutir à un résultat inexact.
Malheureusement, il est impossible, dans l'état actuçl de la science, d'introduire dans le calcul celte perte de travail engendrée par la pénétration. Outre la difficulté de l'évaluer, même approximativement, et de la représenter, il en résulterait, pour la pratique, des formules certainement trop compliquées. Mais cet obstacle actuel, momentané peut-être, n'exclut pas la nécessité de faire bien apprécier l'influence notable du mouvement varié sur la distribution des vitesses des filets; s'il n'est pas possible aujourd'hui de calculer exactement celte influence, il est important de s'en rendre compte afin de l'introduire approximativement dans la probabilité d'exactitude du résultat que Ton cherche. D'ailleurs, la considération bien entendue de la résistance due à la pénétration ou à la division des filets empêchera de commettre de graves erreurs, par une fausse application des formules pratiques ordinaires du mouvement varié, ou par une confiance exagérée dans l'exactitude de leurs résultats.
Nous u'exposerQus que succioctemeDl les calculs de Tanalyse adoptée par MM. Genieys, Navîer, Bélanger, Bresse, etc., pour établir réquation générale du mouvement varié dans les conduites. Si Ion désigne par ds la distance qui sépare deux sections infiniment rapprochées, et par M rabaissement du niveau piézométrique entre ces deux sections, le théorème de Bernouilli étant censé applicable dans ces limites. Ton obtient :
vdv 1
= d9 xL COS. w. d«,
vdv 1
= dô---^|;.d« (G)
I/intégralion donne :
Telle est Téquation admise pour le mouvemenl varié, et démontrée dans un grand nombre de traités d*hydraulique.
Revenons à Téquation différentielle (G). Le premier terme est
la valeur moyenne de raccroissement que prend -^ pour chacune des
molécules comprises entre les sections considérées. Dans Timpossibilité de l'évaluer exactement, la théorie ordinaire admet une nouvelle
approximation; elle remplace par la différentielle de la hauteur
due à la vitesse moyenne U ; de là :
= dô ^.d$
et ensuite :
9 àù ^ '
Enfin, remplaçant F (W) du mouvement varié par F (U), et adoptant pour cette dernière la même fonction que celle du mouvement uniforme, ce que nous avons reconnu tout à fait impossible, Ton obtient :
9 Au ' ' rfÔ==i^-l--^F(U)d* ...(H)
Pour les iuyauxcirculaireSy celte tHfaaitioli peut se mettre sous ia forme :
d9=-M. + 4,*.CV, (L)
en remplaçant F (U) par Afe, U*, d'après D'Arey. Si Ton pose en outre :
Q = |7rD«U (M)
Ton obtient deux relations (L) et (M) entre les quantités Ô, U, D, et Q, qui sont toutes fonctions de la seule variable s. L'on pourra donc, comme plus haut, en a, trouver deux de ces quantités lorsque les deux autres seront données.
c. €«Bdiilles slmi^lMi à dtomèlre varlalile et à ééhH c«b«UibI.
C est une particularité du cas précédent. Soit L la longueur AB (fig. 48) de la conduite; U et l}| les vitesses moyennes en A et eu B, pour s = ei 8 = L. Si Ton suppose que le débit soit constant, et égal à Q, réquation (L) devient par l'intégration :
Afin de simplifier cette relation, Ton admet une nouvelle série dliy-
pothèses; ainsi, Ion néglige le terme — *—^ parce que, dans les
grandes conduites, ce terme n'est qu'une petite fraction de la charge totale G ; en second lieu les variations de b^ étant insignifiantes quand D est > O'^OG, l'on remplace cette variable par une constante 6j représentant la moyenne trouvée (0,025)>. L'on donne généralement, comme excuse plausible à cette licence, l'incertitude et le défaut de précision qui régnent déjà dans l'ensemble de l'analyse employée; ce singulier argument doit contribuer à diminuer encore la faible confiance que mérite celte théorie.
— «96 — Quoi qu'il en soit, nous poserons avec les auteurs précilés:
et, comme Q est constant quand s varie
r ds
Remarquons que Tintégrale I -;--- ne dépend que des dimensions
de la conduite; ainsi, quels que soient le débit et la charge (ou la pente) la valeur de cette intégrale restera constante pourvu que le
rapport -rr- ne varie pas, c'est-à-dire que Ton ait :
De là, celte loi remarquable indiquée par Dupuit : Deux conduites simples, à débit constant, mais à diamètre variable suivant des lois quelconques, débiteront le même volume d'eau sous la même charge, et seront alors dites équivalentes, lorsque la somme des produits des longueurs élémentaires qui composent chaque conduite, multipliées chacune par la cinquième puissance de Nnverse du diamhtre correspondant, conserve la même valeur dans les deux conduites.
Cas particuliers >
l"" D'après l'énoncé du problème précédent, le diamètre pouvait varier suivant une loi quelconque; cette condition comprend donc aussi le cas ou le diamètre serait constant sur de certaines longueurs L|, L,, L„ c'est-à-dire celui de la fig. 47, sauf Tincon-
stancedu débit; Ton conçoit dès lors qu'il suffirait de poser :
çt rii ri-t ri%
L on peitt encore -conclure de ce qui précède que, si la conduite a uji pelil diamètre sur une fraction notable de sa longueur, et un diamètre plus fort sur la longueur restante, la dépense sous une charge déterminée sera peu supérieure à celle que Ton obtiendrait si le petit diamètre s'étendait sur toute la conduite.
Soit, en effet, un tuyau de longueur. L et de diamètre constant D produisant une dépense Q; supposons que, pour augmenter ce débit,
on double le diamètre sur une longueur -^ L; l'intégrale | -^r devient
ulors
^L;rintégrale| -i-(
Il il.
)— 4-1 -^ = 1 JL4.I _
Or, si dans Téquation (N) Ion remplace successivemetil Tintégrale par ^ et par — . _ , | on obtient :
U, ^ 64 X 65XL
Si le diamètre avait été doublé sur toute la longueur, le débit Q" eut élé donné par la relation : •
1 A de
64 6, en supposant J«.' == ; et eulin :
Q" = V/^Q==5,66tt 2« Supposons une loi de variation telle que le diamètre varie uniformément sur toute la longueur.
Représentant par D, et D, les diamètres en A el B (fîg. 48), les
géuératrices ab et a'b' étant des droile» syiuêtrfqties sur Taxe AB, Ion aura, par hypothèse :
OÙ D exprime le diaDiètre en tin point quelconf|ue m, tel f|iie Am = s; il suit de là, en différeutiant :
"•-dT^-"
et réquation (Nj devient :
« • D, - D, I D* ~ 7r« * D, - D, • \ De* D,* /
au moyen de laquelle on peut calculer Q en fonction de 8 ou réciproquement, les dianiètres et la longueur étant donnés.
III. Des coudes el embranchements
Lorsqu'une conduite simple u*esl pas ea ligne droite, il faut tenir compte des perles de charge que le liquide éprouve, à chaque coude, par le changement de direction qui lui est imposé.
D'après un principe de mécanique^ lorsqu'un mobile change brusquement de direction, il perd une partie de sa vitesse représentée par le sinus-verse de Tangle que forme sa noutelle direction avec la trajectoire primitive. Par conséquent, si un mobkie suit une ligne courbe, comme il change de direction à tout instant, il doit perdre, à tout instant aussi, une portion de sa vitesse. Mais ici la perte, à chaque changement de direction élémentaire, n'est qu'un infiniment petit du second ordre, et, quoique le nombre de pertes soit infini, la perte totale ne sera jamais qu'un infiniment petit du premier ordre, c'està-dire une quantité négligeable. Ceci revient à conclure que tout mobile qui arrive tangentiellement à une courbe, et qui la suit sur une longueur quelconque, jouit en la quittant de la même vitesse que celle dont il était doué à. son arrivée.
11 oe faudrait pas déduire de ce qui précède qu'un liquide en mou* vement dans une conduite n'éprouverait aucune perte de vitesse en suivant un coude parfaitement arrondi, quelque grand que fût le rayon de courbure. En eifet, les molécules liquides étant indépen-^ dames les unes des autres, il arrivera bien qu'une portion d'entre elles, en contact avec les parois, suivra la courbe d'une façon ana^ logue à celle d(i mobile précité, mais les autres seront réfléchies par ces parois, ou par les molécules interposées, sous un angle très^variable : ainsi, le filet central aC (fig. 49) tend à aller rencontrer en C la paroi ACB et à se réfléchir suivant CB ; ce phénomène ne se produira pas en réalité à cause du choc de aC contre les molécules intérieures dans le voisinage du coude, mais de ces chocs mêmes des molécules entre elles résultera dans la masse liquide une perte de vitesse variable avec la courbure.
Cette diminution de vitesse, et par conséquent de dépense, est toujours faible lorsque les coudes sont arrondis. Bossut cite une expérience qu'il a faite (4) sur un tuyau de O'^OST de diamètre et de 16'"24 de longueur, avec une charge de O^'SSS : lorsque le tuyau était en ligne droite, il donnait un débit de 0"'H)2084 en une minute; disposé en serpentin avec six coudes arrondis, il a fourni un débit de0"*02040, c'est-à-dire, une diflërence insignifiante.
Quant aux lois que suit la résistance des coudes, et à sa mesure, il résulte de 35 expériences faites par Dubuat qu'elle est sensiblement proportionnelle au carré de la vitesse et au carré du sinus de l'angle de réflexion, le coefficient de proportionnalité étant égal à 0,0123 environ. Il en résulte que, dans une conduite où ces angleis seraient représentés par a, «1, a,. . . . , la résistance R engendrée par les coudes devrait avoir pour expression :,
R = 0,0125 Ù« (sin. »« -f- sln. *a, + sin. *«t + • •)
U étant la vitesse moyenne générale. Ou bien encore :
R = 0,02 ~- (sin. ^a + sin. «a, + sin. ««^+ )
Si reflet des coudes bien arrondis est insensible, il n'en est pas de
(f ) fioflsut, Hydrodynamique, $ 659.
même de celui des angles proprement dits; Texpérience suivante de Venturi le prouve d'une manière remarquable. Après avoir disposé trois tubes, de 0'"38 de longueur et ()'"033 de diamètre» dont Tun fût en ligue droite, le deuxième coudé sous un angle yif de 90*" et le Iroisième arrondi légèrement sous ce même angle, Venturi observa le temps nécessaire pour remplir un vase d'une capacité de O*"'!??, au moyen d'une charge de 0*^88, en employant successivement les tuyaux en question; il obtint les résultats suivants :
Tuyau rectiligne . 45'
» coude à OO*» 70'
» arrondi à 90- 50'
b. Des emlinmclienieBtii.
Dans les conduites à débit variable, des orifices ou des tuyaux secondaires déterminent des prises d'eau ou érogalions dont l'influBoce se fait sentir sur la vitesse du liquide dans la conduite principale. D'un autre côté, lorsque l'eau passe de celle-ci dans un embranchement secondaire, plus ou moins incliné, elle éprouve une perte de charge qui est parfois considérable. La question présente donc deux problèmes à résoudre : l'un, qui concerne la vitesse dans le tronc gé* nérateur ; Tautre, qui se rapporte à la détermination de la vitesse dans une prise d'eau secondaire ou érogation. Examinons d'abord ce dernier.
Il résulte des considérations précédentes que, si un tuyau xy (fig. 50) s'embranche sur une conduite XY qui l'alimente, il y a une variation de niveau entre les sections AB et ab, tant à cause du changement entre les vitesses U et u respectives, que de la perte de charge qui a lieu dans l'intervalle. La théorie n'est pas encore parvenue à déterminer cette dernière; l'on admet cependant qu'elle est principalement due à ce que la veine liquide qui entre dans la dérivation s'y contracte d'abord et produit un phénomène analogue à celui des ajutages. Les tentatives théoriques de MM. Genieys et Bélanger, ainsi que Texpérience suivante de MM. Mallet et Genieys, tendent à prouver que cette perte, à l'entrée x et un peu au delà, serait le double de la hauteur due à la vitesse n eu ab; le troisième tiers de la perte totale proiliiisanl celte \iledse u de sortie.
SOI
i.a conduite principale, de 0*35 de diamètre AB, alimentait une érogation de 0°'081 ==aby et deux piëzomètres étaient placés, Tun en amont vers AB, fautre près de i*origine de la dérivation, sur rembranchement même, vers ab. L'angle des deux conduites était de 90®.
Lorsque la dépense par le tuyau secondaire xy était de O'^'OOiSS, ce qui correspondait à une vitesse u de 0'"847, le piézomètre placé en ab se tenait à O'^IS plus bas que Tautre. La hauteur due étant de 0"0366, d'après le calcul théorique, il en résulte que rabaissement réel du piézomètre était le triple ou plutôt 3, 3 fois plus fort que celui qui aurait produit la vitesse u de sortie.
Un résultat analogue se produisit dans une deuxième expérience où la vitesse s'élevait à l'^OOS. Dans ce cas, comme dans Taulre, la
vitesse U était assez faible pour pouvoir négliger la hauteur — .
,^ L'on peut donc conclure, avec Genieys, que : la perte de charge
qui se produit dans un embranchement, par le fait de Tétrauglement
et de la vitesse u restante, est égale à trois fois la hauteur due à la
vitesse u, dans ce tuyau secondaire ; le tiers de cette perte étant la
charge nécessaire pour produire la vitesse u de sortie, les deux autres
tiers seront considérés comme le fait de Térogation (1).
Outre la perte produite par Tétranglement, l'eau éprouve encore, à son entrée, une petite perte de charge provenant de l'obliquité du tuyau xy de l'emprise.
Soit H' la charge effective en AB, c'est-à-dire la force qui pousse le liquide suivant XY; elle comprend implicitement la hauteur due à la vitesse U dans la conduite. Remarquons, à ce sujet, qu'en général la hauteur due à la vitesse de Peau, en un point quelconque d'une conduite, est la différence entre la charge effective, ou charge proprement dite, et la pression sur ce point. Il y a donc erreur à prendre l'une pour l'autre ; mais, dans les grandes conduites, où la hauteur due à la vitesse n'est que de quelques centimètres. Terreur est presque toujours sans conséquence. Rappelons aussi que l'on appelle charge effective en un point la différence entre la hauteur du réservoir, ou
(4) Genieys, Essai mr les moyens de conduire, d'élever et de distribuer les eaux, page 145.
charge entière, ei celle qui est engendrée par les. réaistanees éprouvées depuis Torigine jusqu*au point en question.
Si rembranehemenl se trouvait sur le prolongement de Taxe XY, dans le sens du mouvement» Peau y entrerait en vertu de la vitesse
acquise U, et la hauteur — employée à la lui doniier aurait son entier effet. Mais celui-ci serait nul si Tangle a était dé 90"" ; le liquide n'entrerait dans le tuyau secondaire qu'en vertu de la seule pression
piézométrique H' — — . Dans toute autre inclinaison, pour obtenir
la force d'impulsion XY, il faut ajouter à cette pression une partie de la hauteur due à U d'autant plus grande que a sei^ plus petit. D'apm le principe de la décomposition des forces, celte portion utilisée
sera — • cos. a; par conséquent, la perte de charge provenant de
l'obliquité sera égale à — (1 *— cos. «).
Il résulte de ce qui précède que, si l'on représente par : H la hauteur du liquide en tête du système général ; 2R la somme des résistances, ou pertes de charge, sur la conduite, depuis l'origine jusqu'en AB; 1K^ la somme des résistances sur le tuyau secondaire depuis ai
jusqu'à la sortie ; ti la vitesse moyenne dans ce dernier ; la charge effective. A, celle qui agit à la sortie de xy, aura pour espression :
fc = H-2R-2R,-2x-^-^(l-cos.a)
dans laquelle H — 2R = H' .
La charge h est la hauteur due à la vitesse u avec laquelle l'eau
sort du tuyau d'emprise, hauteur dont la valeur est — » ^^ >
d étant le diamètre ab, et d^ ainsi que m se rapportant à l'orifice de sortie. L'on aura donc, pour Véquation du mouvement dans un enybranchement quelconque :
Ou bieo, en représenlaai par Q^ le débit par le tuyau xy; par Q celui de la conduite, correspondant à U, et par D le diamètre de cette dernière :
H - 2R - 0,0826 ^(l~co8. «)«2R, + 0,165 ~ + 0,08«6^^
Si Toriflce de sortie est tout à fait ouvert, les deux derniers termes
se réunij^sent en un seul qui devient OySiS -—- .
Le premier membre de Téquation précédente peut élre considéré comme représentant la charge eiïeclive en tète de rembranchemeni.
Examinons maintenant Tinfluenco d*une érogation sur Técoulemeui en aval. Plaçons, a cet effet, un piézomèlre en AB et un second en A'B'. S'il n'y avait aucune perte de charge dans le passage du liquide de AB en A'B', le ni\eau piézométrique devrait se relever en A'B' d'une quantité égale à la diminution de la hauteur due à la vitesse; celle-ci est, en réalité, plus Taible en A'B', puisque, la section restant constante, la dépense a diminué de tout le volume ^ui s'écoule par remprise. Mais, comme il y a toujoui*s une perte de charge, et qu'ici surtout il est difficile d'admettre que l'embranchement ne cause aucun trouble dans l'écoulement en aval, on pourra supposer que le niveau piézométrique est sensiblement le même qu'en AB. Ce résultat est, du reste, pleinement confirmé par des expériences de D'Aubuisson (1). L'on peut donc poser en principe que : une prise d'eau faite sur une conduite ne diminue pas sensiblement la charge des points de cette conduite qui sont immédiatement en aval de l'endroit où elle ^st ouverte.
I. Mouvement rectiligne et uniforme
Les considérations que nous avons exposées au gB. I. de ce chapitre ^'appliquent en grande partie à l'importante question du mouvement de l'eau dans les canaux découverts. Aussi, les calculs d'analyse qui déterminent les lois des vitesses seront, pour les canaux,
(4) D*Aubuisson, Traité d'hydraulique, chap. III, art. S.
analogues à ceux qui ont élé développés pour les conduites; et la cri> tique des diverses théories de Dubuat, De Prony, D*Aubuisson, Bélanger, Dupuit, etc., reposera sur les principes énoncés déjà au même paragraphe.
a. I«ol et e«arke 4e« vitesse*.
Afin de rendre plus simple et plus compréhensible notre méthode analytique, nous supposerons momentanément, comme De Prony, que la section du canal soit un rectangle d'une largeur indéfinie dont les parois latérales n'opposent aucune résistance. Dès lors, tous les filets situés dans une couche parallèle au fond ont une vitesse égale, et il suffit, comme nous Tavons déjà vu, de considérer ce qui se passe dans une section veriicale parallèle à la vitesse. Nous admettrons aussi que le fond du canal constitue un plan incliné, dont Tintersection avec une section normale quelconque soit une horizontale perpendiculaire au fil de Teau; sur ce plan, et suivant la ligne de la plus grande pente, glisse une couche infiniment mince, qui supporte à son tour le glissement parallèle d'une deuxième couche liquide analogue, ce phénomène se produisant jusqu'à la surface.
Les différents points d'une même couche étant animés de la même' vitesse, parallèlement à la ligne de plus grande pente du fond, à cause de l'uniformité du mouvement, cherchons la loi de variation de cette vitesse d'une couche à une autre qui lui serait contiguë.
Représentons par :
Y h force retardatrice, rapportée à l'unité de masse, supportée à
un instant quelconque par une molécule, sous l'influence de
la viscosité; la pente superficielle totale entre deux sections transversales
distantes entre elles d'une longueur L; il la profondeur totale du cours deau ; Z la distance d'une molécule quelconque au niveau supérieur ;
V la vitesse à la surface; W celle du fond ;
U ta vitesse moyenne ;
F (W) une fonction exprimant la résistance du fond par mètre carré. .
l^s raisonnements présentés en a § B donneront encore la relation :
qui prouve que ^ est constaul pour toutes les molécules ; I ou peut donc obtenir aussi sa valeur en divisant L.F (W) par la niasse to*
laie — LH, sur laquelle celle adhérence réagil ; de là :
équation par laquelle W est déterminé.
L'on arrivera encore à une troisième expression de ^ en faisant entrer en ligne la résistance de la cohésion. Nous savons que cette
force, rapportée au mètre carré, se représente par e f — — J , pour
deux couches contiguës dont les vitesses sont veiv+ -.- dz ; ta con-
dz
stante s se rapportant à un même cours d*eau déterminé, et m étant
égal à 2 d'après D'Arcy. Or, comme la couche d'épaisseur dz et de
profondeur z supporte par mètre carré de sa surface supérieure une
f dv \^ f dv \'"
action e (. — -7- j , donc L. g ( — — I 3ur la longueur (-; qu'en
outre, elle reçoit par sa surface inférieure une action en sens contraire
égaie à la somme de la précédente et de sa différentielle en z, la résul-
• A tante de ces deux forces, divisée par la masse — Ldz représentera la
troisième valeur de ^ cherchée ; d'où :
— Ldz
Ou bien
L "~ A • dz Ll (h ) J
— aSOT — -
Celle équation devient^ par une première int^nilion
où h conslante C représente ce que devient f — — 1 , c'est-à-dire
Taclion de la cohésion, lorsque s '=^o,kh surface. Si cette constante n'était pas nulle, dans ce cas, Ton aurait :
c'est-à-dire que ia couche supérieure devrait sou équilibre, d'un côté à une résistance finie LsC provenant de la couche inférieure contiguë, de l'autre à l'action de la pesanteur ou ^Lds qui est infiniment petite. Comme cet équilibre est impossible et que, par suite, le mouvement uniforme n'aurait pas lieu en celte partie, il faut poser : C = o ; de ll| :
d% [sLl Une deuxième intégration donnera :
relation analogue à celle que nous avons trouvée en (9) au % B. Et, pour déterminer V en fonction de la quantité W connue, comme dans l'équation (r), il suffira de faire j? == H dans la relation (6); l'on obtiendra ainsi :
et par conséquent :
v:rw==iH) " ••• ^^^
Cherchons maintenant l'expression de la vitesse moyenne. A cet effet, égalons les deux valeurs de la dépense, en les divisant au préalable par la largeur du canal. Il viendra :
vdz==m
D'où il résulte* :
Si, daos cette relation. Ton remplace v par sa valeur tirée de TéquatioB (d)» l*on obtient définitivement pour la vitesse moyenne ;
2m +1 Ou bien, encore :
o=|(V4-w)+-^^gi^(v_w) in
les vitesses W et V sont déterminées par les équations (à) et (c), dans
lesquelles entrent les variables — et H.
Les résultats de l'analyse précédente sont basés sur Thypothèse d'une section rectangulaire toute spéciale, dans laquelle raetion des parois latérales est complètement négligée.
M. Sonnet, dans un mémoire déjà cité, a abordé la question d*ttne section rectangulaire/ de largeur finie, dans laquelle les parois latérales exercent sur le liquide une résistance analogue à celle du fond. Nous examinerons ce problème en traitant de la théorie et des résultats présentés par cet ingénieur. Ces derniers sont infiniment plus exacts et plus conformes à Texpérience que ceux que Ton obtiendrait par les formules empiriques de D'Aubuisson, De Prony ou Eytelwein ; mais^ contrairement à la conclusion de T Académie {!), nous ne pouvons admettre que les formules de M. Sonnet méritent d'être considérées comme Fexpression analytique de la loi naturelle du mouvement dans les canaux découverts.
(4) Comptes rendut des eéances de l'Académie dés tciences, 4845, tome XX, pag. 786.
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i« Dubuat.
Les principes et les formules de Dabuat reposent sur 38 expériences qu'il a exécutées sur deux canaux en bois qui, parleur section, se trouvaient dans les plus mauvaises conditions pour révéler la loi des vitesses. L'un d'eux, de forme rectangulaire, avait O'^iS? de largeur; la section de Tautre était un trapèze dont la petite base avait 0°'156, et dont les côtés avaient une inclinaison de SB^'^O' sur Thorizon. La profondeur d'eau y a varié de 0™034 à 0"'273 seulement, et la vitesse, de 0"*16 à 1»30.
C'est d'après ces expériences que Dubuat a conclu les lois du mouvement de l'eau dans les canaux en général ; il eu a déduit les principes suivants qui ont servi de guides à De Prony, D'Aubuisson, etc., et qui ne sont remarquables que par leur inexactitude radicale.
1** Le rapport -rrr- , dans des canaux différents, est d'autant plus
grand que la vitesse U est plus petite.
^ Le rapport -^ est indépendant de la profondeur H de l'eau.
3" La vitesse moyenne est une moyenne proportionnelle entre V et W, c'est-à-dire :
indépendante du périmètre x mouillé, de la section Q et de la pente /
du canal.
' 4° La relation entre V et W est donnée par la formule suivante :
W = (l/v"- 0,I65)« Ou bien : ^
5"" La vitesse moyenne est aussi une fonction de W indépendante de X, û et î, et peut se représenter par :
V + W _ W-Kl/W-f 0,165)»
C est en s'appuyaiU sur cet axbnie compléleinent faux que M. De Prony a cru pouvoir substituer, dans sa formule, la vitesse moyenne U à celte du fond W.
6'' La vitesse moyenne peut s'exprimer comme suit en fonction
de V :
Les équations qui précèdent, et'Ies conclusions de Dnbuat, en général, ne possèdent aticune valeur scientifique.. Nous les avons exposées afin de prouver que Texpérience seule peut égarer les plus habiles praticiens, et produire des erreurs d*autant plus désastreuses qu^elles sont patronées par des savants plus recommandables.
2^ De Prony,
Ainsi que nous Tavons exposé en 6 § B, les calculs analytiques qui servent de point de départ à M. De Prony se rapportent au mouvement de Teau dans un canal rectangulaire de largeur indéfinie. Il en a conclu Téquation générale :
nf = /r(U)
qui s'applique à la fois aux canaux découverts et aux tuyaux de conduite, sauf une différence dans les valeurs des constantes de F (U). D'après De Prony, si Ton représente F (U) par Texpression :
00 A exprime encore le poids du mètre cube d'eau, il faut donner aux coefficients a et fc les valeurs expérimentales :
«==0,00004445 et t = 0,000309514.
Pour déterminer ces coefficients il s'est servi de 31 expériences dans lesqiielles :
La vitesse U maxima avait été de O^SS par seconde; Le périmètre mouillé x • • • 16"00 courants ;
La section Û 29"00 carrés.
Sur ceâ 31 expériences, vingt-trois avaient été faites dans des canaux artificiels n'ayant pas 0"10 carré de section ni 1"00 de périmètre mouillé; la vitesse moyenne U s'y obtenait facilement» pw ob-
sérvaHion, au moyen de la dépense Q == 12U. Quant aux huit autres, elles avaient été observées sur des canaux naturels, mais de petites dimensions, d'après ce qu'on a vu. Pour connaître, dans celles-ci, la valeur de U, qui, dans les cours d*eau ne peut guère être connue que par le calcul, De Prony employa d'abord la formule de Dubuat :
Mais il trouva, pour cinq des Huit expériences, des valeurs de U
tout à fait différentes des vingt-trois valeurs données par observation «
Il jug^ alors nécessaire de remplacer la formule de Dubuat par une
autre relation empirique, au moyen de laquelle il y eut concordance
dans les 31 expériences citées ; il crut avoir posé ainsi une formule
générale représentant également les lois naturelles du /nouvement
dans les petits canaux et dans les grandes sections des rivières. Cette
formule est la suivante :
Pour des valeurs de V variant entre Q™oO et 2*"00, le rappoK — se
rapproche beaucoup de 0™80. De Prony en conclut que, dans la pratique. Ton peut poser la relation :
Tels sont, encore aujourd'hui, les singuliers principes religieusement acceptés par la généralité des ingénieurs. Plus d'un demi-siècle s'est écoulé (1 ) dans celte hérésie, et malgré les remarquables ouvrages des Navier, des Dupuit, etc., nous voyons s'étaler, dans la plupart des traités en usage et des cours de mécanique appliquée, la formule d'hydraulique la plus illégalement déduite et la plus en opposition aux lois de la nature !
Une dernière remarque sur ce sujet. Établissons ce que devient,
dans cette formule, le rapport ~ , pour quelques valeurs de V : Pour V = 0,25 . ; -^ = 0,77
(0 09fpoby, Jaugeage des eaux courantes. JSÙi.
l>ourV=^0,50 ; . . ^ =0,79
Ainsi, dans un même cours d'eau, la différence entre la vttêsse à la surface V et la vitesse moyenne U sera d'autant plus faible que V sera plus notable. Comme le mouvement est uniforme, la dépense Q = ÛU doit rester constante ; par suite, les plus grandes valeurs de (J correspondront aux plus petites profondeurs de Teau, et la formule de M. De Prony conduit nécessairement à cette conclusion : que la vitesse moyenne est variable avec ta profondeur du canal, et
que le rapport -=r- augmente quand cette profondeur diminue.
Or, cette dernière conclusion parait sanctionnée par les expériences de Brùnings, Ximénès, etc. Elle est acceptée par D'Aubuisson, et démontrée par Dupuit, ainsi que par la méthode analytique que nous avons exposée en a § C.
Mais, d'un autre côté, il est facile de démontrer, soit avec Dupuit, soit avec notre formule rationnelle (/*) du paragraphe précité, que la
loi d'accroissement du rapport— est précisément en sens contraire
de la formule empirique. Nous reviendrons sur cette anomalie dans l'exposé de la théorie de Dupuit, et nous expliquerons par quelles circonstances il peut arriver que les formules de De Prony satisfassent à rexpérience.
5" Eylelwein,
l>a seule modification apportée par Ëytelwein à la théorie précé^ dente consiste dans les nouvelles valeurs qu'il a données aux coefliqients a et 6 de F (U)* Afin de généraliser davantage l'emploi des formules de Dubuat et De Prony^ il les appliqua a 91 expél*ieHGeS) recueillies dans divers ouvrages d'hydraulique^ et s'étendaiH eiitre de»
limites beaucoup plus larges que celles des auteurs en question ; c'est ainsi qu'il mêla indistinctement les résultats obtenus sur de petits canaux avec ceux queFunck, Briinings, Ximénès et Woltmann avaient observés sur des fleuves très-rapides, tels que le Wahal, TArno et le Rhin.
Il en conclut pour a ei 6 les valeurs suivantes :
a == 0,000024265 et ft == 0,000565543 La vitesse moyenne avait été calculée, pour chaque expérience, par la formule :
Nous allons examiner les conséquences de celle manière de procéder. Si Ton représenle par R le quotient — , que Dubuat appelle rayon moyen de la section, Téquation générale de De Prony :
peut se inetlrc sous la forme :
R,'=aU + ^U* (m)
Ou bien encore, avec M. Steichen :
g. Ri^a'U + p'D»
qui revient à la précédente en posant : a = — cl p = — . D'après
if II
ce que nous verrons plus loin, la plupart des hydrauliciens modernes, entre autres, De Saint-Venant, Tadini, Dupuit, D'Arcy et Bresse, admettent, par expérience, que Téquation (m) peut se réduire. ainsi :
Ri = ^U«
cette formule étant d'autant plus rigoureuse que les vitesses sont plus fortes. Il en résulte qu'Eytelwein a trouvé pour F (U) une valeur plus grande que celle qui serait donnée par la formule de De Prony : F (U) » A (0,00004445 U + 0,000309314 I}<) Or, c'est rinverse qui aurait du se présenter, en admellanl comme exactes les données des expériences considérées, ainsi que la formnle employée, pour calculer la vitesse moyenne. En appliquant la formule
de De Prouy à de grandes sections comme l'a fail Sytelwein, Ton aurait dû évidemment- trouver des vitesses trop faibles, puisque cette formule ne tient pas compte de la vitesse relative que prennent les molécules en s'éloignant de la paroi. Si Tinverse est arrivé, c'est que, dans les fleuves précités, les sections ne sont pas régulières comme dans un petit tuyau ou un canal microscopique ; de là production de mouvement varié, et pertes de forces vives par les irrégularités, circonstances dont les formules ne pouvaient tenir compte. C'est spécialement à cette dernière cause qu'il faut attribuer l'exagération des expériences calculées par Eytelwein. Il est, du reste, facile de démontrer, par l'analyse de Dupuit, que ces derniers eussent été plus faibles que ceux de De Prony, si les données des nombreuses expériences et les formules qui leur furent appliquées pour déterminer la vitesse moyenne eussent mérité quelque confiance.
Tel est cependant le modeste bagage scientifique qui a servi, depuis 1816, à calculer les lois du mouvement dans les rivières et les canaux découverts ! Vainement Dupuit à sapé par la base ces formules creuses et ces expériences incohérentes; vainement il est parvenu à intégrer la véritable équation différentielle du mouvement varié. La confiance apathique a subsisté ; et lorsque, après ce profond et méthodique mathématicien, d'autres illustres ingénieurs sont venus compléter, par leurs lumières ou leurs expériences, la théorie rationnelle et rigoureuse du mouven^ent des liquides dans les conduites et les cours d'eau, la science si importante de l'hydraulique est restée en Belgique, pour la généralité des praticiens, des ingénieurs et des professeurs de mécanique appliquée, au niveau où elle se trouvait il y a environ un demi-siècle !
Les sciences, il est vrai, ne s'avancent que par degrés dans la voie de la vérité ; souvent, les progrès apportés à une seule branche sont disséminés dans un grand nombre de traités ou de mémoires, desquels il est indispensable de faire, au préalable, une étude approfondie. L'hydraulique spécialement se trouvait jusqu'ici dans cette catégorie ; trouvant plus facile de nier l'évidence, trop obstinés peut-être aussi dans leur doctrine routinière, la plupart des savants chargés de l'instruction publique ont renoncé au pénible labeur que nous nous sommes imposé en écrivant le présent ouvrage. Désormais la déplo-
raMe lacune n^aura plus de raison d'exister dans l^enseiguemenl de notre pays, et le but de notre travail sera atteint *si nous parvenons, par la publication de ce traité d'hydraulique, à substituer la vérité à Terreur, les équations rigoureuses du mouvement réel des liquides aux formules empiriques et inexactes de Dubuat, De Prony, Eytelwein et D'Aubuisson.
Nous n'entrerons pas dans de longs détails sur la méthode de M. Steichen. Ses idées sur le mouvement de Téau dans les canaux découverts, à régime constant, remontent à 181 6, et se résument dans les trois formules suivantes, d'Eytelwein et De Prony, que nous ne connaissons que trop :
Rï= aU + pu* == 0,00004445 U + 0,000509514 U^ (1)
Quant à la confiance qu'il leur accorde, l'on en aura un aperçu suffisant par ces quelques lignes extraites de son cours autographié (1) :
« En comparant entre eux les résultats de ces deux formules (1) « et (2), M. De Prony a trouvé qu'elles représentent avec un degré * d exactitude à peu près égal les résultats des expériences tant an- « ciennes que nouvelles. De plUs, il a remarqué que ces résultats « sont également bien représentés par la formule des tuyaux de con- « duite, et même avec un degré d'exactitude comparable à celui de la « formule de M. Eytelwein, quoique celle-ci soit déduite d'une plus « grande variété d'expériences. Cette remarque peut être importante < pour beaucoup de cas. »
Ainsi, d'après M. Steichen, les phénoniéhes'du mouvement de l'eau sont tout à fait identiques dans un petit tuyau de conduite et dans un fleuve comme le Rhin ; les formules qui les représentent peuvent donc être confondues. Cette conclusion est très-claire; elle ne présente pas même les sages restrictions et les doutes prévoyants de MM. De Prony et D'Aubuisson, sur la légitimité de leurs bizarres formules.
(1) Sleicheu, Cours de mécanique appliquée, section VI.
lyAubuisson
Nous avons vu que D'Aubuisson admet une similitude complète entre le mouvement de Feau dans les conduites et celui des cours d'eau naturels. Partant de là, il pose, comme expression générale de la résistance, sur Tunité de longueur :
et comme elle doit faire équilibre à la force accélératrice gp engendrée par la pesanteur (a § A), il en conclut léqualion générale :
Pour une longueur U de canal, dont la pente absolue serait /,
ou -yr j 'on aurait /) = — , et par suite :
Si Ton considère le canal dans son entier, depuis la prise d eau, il faut retrancher de la pente la hauteur H due à la vitesse v du mouvement uniforme ; de là :
Quant aux constantes A et B', D'Aubuisson adopte, mais à regret, les valeurs trouvées par Eytelwein. Il accepte de la même façon la formule :
en ajoutant ces réflexions : « Quelque confiance que méritent les ob- « servations deDubuat, elles ont été faites sur de si petites profondeurs « qu'il m'est bien diflicile d'admettre, avec lui, que la vitesse du fond, « et par suite la vitesse moyenne, est indépendante de la profondeur ;
« d autant plus que les observations faites sur les grands fleuves « semblent indiquer qu'elle diminue quand la profondeur augmente. « Quoi qu'il en soit, me bornant uniquement à ce qui concerne les « canaux peu profonds, j'adopterai, mais seulement comme mode « d'approximation, le résultat des expériences de Dubuat, tel qu'il a « été présenté par la formule de M. De Prony. »
5** Navier-Sonnet,
Les principes et les conclusions de la théorie de Navier ont été suffisamment développés aux § G. g' du chapitre I et § B. I. 6 du chapitre IV.
Nous savons aussi que M. Sonnet a modifié l'hypothèse de Navier en prenant, pour représenter les résistances de la viscosité, une même fonction de la vitesse relative développable suivant les puissances entières de sa variable, dont il conserve un monôme ou un binôme, suivant l'application. Il en résulte que, dans l'opinion de M. Sonnet, la cohésion et l'adhérence sont considérées comme des forces de même nature ; que, par suite, elles peuvent être représentées par une formule d'interpolation d'un nombre variable de termes, suivant que l'expérience l'exige. Il est inutile de prouver encore l'inexactitude d'un tel principe. Pour ce qui concerne la cohésion,
/ dv \"* I expression ^ ( ~r- ) «e Navier, qui a supposé m = 1 , représente
parfaitement une loi naturelle, si l'on évalue convenablement l'exposant m ; par conséquent, M. Sonnet a modifié, et non pas corrigé, l'hypothèse de son illustre prédécesseur. Du reste, cette modification était inutile ; en effet, les résultats analytiques obtenus par M. Sonnet^ dans les cas particuliers qu'il a traités, concordent généralement avec ceux que l'on obtiendrait par les formules de Dupuit, Bresse, D'Arcy, et de la théorie rationnelle que nous avons exposée, formules qui s'appuient toutes sur le principe altéré par l'auteur.
Nous avons fait connaître au § B. I. 6 de ce chapitre, l'application que M. Sonnet a faite de sa méthode au cas d'un courant rectiligne à section circulaire. La seconde application se rapporte à l'écoulement dans un canal découvert et rectiligne, de section rectangulaire.
L'auteur suppose d'abord que les parois latérales n'apportent aucune résistance au mouvement du liquide ; c'est le cas, traité par Dupuit et par notre théorie, la largeur de la section étant censée indéfinie. Il trouve alors que la vitesse ne dépend que de sa profondeur z en dessous de la surface de niveau, et qu'elle diminue de cette surface au fond comme les ordonnées d'une parabole qui aurait pour axe le filet supérieur, le plan vertical et la convexité de cette courbe étant tournés dans le sens du courant. La vitesse moyenne serait une moyenne arithmétique entre trois quantités dont deux égales à la vitesse V du filet principal et la troisième représentant la vitesse W du fond, à proximité des rives.
Les formules précédentes correspondent à celles de Dupuit et de notre théorie, lorsque nous y faisons avec Navier, m = 1 .
M. Sonnet étend ensuite le problème en donnant à la base une largeur finie, de façon que l'action des parois latérales produise sur le liquide une résistance analogue à celle du fond.
Dans le but de simplifier les équations différentielles qui se rapportent aux filets voisins des parois de rive, l'auteur profite de ce que la vitesse toujours très-petite en cet endroit y varie entre des limites peu étendues; par suite, il substitue à la fonction qui exprime la résistance un simple binôme du premier degré, ce qui revient à remplacer approximativement un arc de faible courbure par une ligne droite. L'auteur arrive à une expression différentielle dans laquelle les deux coefficients du binôme se déterminent par la méthode des moindres carrés ou autrement, et qui rentre par conséquent dans les formules d'interpolation.
Ainsi modifiées, les équations différentielles en question deviennent faciles à intégrer complètement (1). La vitesse du liquide dans un canal à section rectangulaire est alors exprimée par une fonction composée d'une partie algébrique et d'une partie transcendante. D'après cette expression y les vitesses sur une même verticale décroissent de la surface au fond comme les ordonnées d'une courbe qui diffère d'autant plus d'une parabole que la verticale considérée est plus rappro-
(-1) Extraits du t. XX des Comptes-rendus des séances de l'Académie des sciences. Paris, ^845.
cliée des parois latérales. Les \il,es$es des filets situés à une même profondeur sont représentés par le^ ordonnées d'une chatnette qui tourne sa convexité dans le sens du courant. Ces résultats sont analogues à ceux que Ton est parvenu à connaître approximativement par les expériences déjà citées de Brûnings, Woltmann, Funk, Ximénès, Defontaine, etc.
Afin de faciliter Tusage de Féquation qui exprime la vitesse v en un point quelconque, dont les coordonnées sont œ et y, M. Sonnet en altère la généralité en ne conservant que les deux premiers termes de la partie transcendante; la vitesse v est alors donnée par Téquation :
» = V-ax«— Pî^* (k)
dans laquelle V, a et |3 sont des constantes. L'axe des y est censé passer par le milieu du lit.
Cette équation ainsi simplifiée indique que la loi des vitesses, soit dans une même verticale, soit à une même profondeur, peut être représentée par une parabole, et que les molécules animées des mêmes vitesses sont sur des ellipses concentriques et semblables.
La formule (k) représente très-bien quatre séries d'expérienees faites par M. Defontaine, sur le Rhin, en un lieu où la section du fleuve s'éloignait peu d'un rectangle de 1*"50 de profondeur sur 30 mètres environ de largeur.
D'après cette formule approximative, la vitesse moyenne est égale à la moyenne arithmétique entre la vitesse du filet principal V, la vitesse du fond W au milieu du courant, et la vitesse V à la surface près de la paroi. Les filets d'égale vitesse forment des cylindres à base elliptique semblables entre eux, et ayant pour axe de similitude le filet principal.
Le cylindre qui se meut avec la vitesse moyenne contient deux filets symétriquement placés, qui conservent les mêmes positions quelles que soient la pente et la résistance du lit (adhérence), pourvu que les dimensions de la section restent les mêmes ; les plans des coordonnées étant, d'une part, le plan vertical qui passe au milieu, d*autre part celui de la surface libre, les valeurs de a? et de y pour ces filets particuliers sont respectivement égales à la demi-largeur du courant et à sa profondeur, toutes deux divisées par V/sT
Si l'on considère que V est peu différent de V, Ton peut approximativement conclure avec M. Sonnet :
qui est la formule de Dupuit. Au lieu de mesurer W au milieu, Fauteur prend la vitesse du fond près des rives; Ton conçoit qu'il doit
en résulter une bien faible différence. Il ajoute, du reste, que le rap-
IJ
port — , toujours compris évidemment entre ■=- ^^ * » donne des
valeurs moyennes qui s*éIoignent peu de 0,80, adopté par De Prony. Ce résultat suffirait pour enlever aux formules de M. Sonnet leur cachet de généralité, si on Tacceptait à la lettre; mais nous expliquerons plus loin par quelles circonstances les formules de Dubuat et de De Prony peuvent satisfaire à certains cas particuliers d'observation, malgré leur nullité complète comme exactitude d'origine et de généralité.
D'après ce que nous avons vu, à propos des tuyaux de conduite, M. Sonnet a adopté, comme Navier, la valeur m = 1 ; se basant ensuite sur quelques expériences extraites des tables de De Prony, il a trouvé que e est un coefficient indépendant de la forme et des dimensions du courant, et égal à -j^^ . Enfin il a proposé, pour formule empirique du mouvement dans les conduites :
F (W) = 0,019 W + 0,371 W le mètre carré et le kilogramme étant pris pour unités, et la vitesse étant exprimée en mètres par seconde sexagésimale.
D'après cette expression, la résistance serait indépendante de Ja nature des parois; les expériences de M. D'Arcy ont prouvé l'inexactitude de cette hypothèse.
M. Sonnet admet pour e la même valeur — , lorsqu'il s'agit de
I écoulement dans les canaux découverts. En outre, d'après lui, la
formule empirique :
s'appliquerait encore aux lits demi-circulaires.
6" Dupuit,
L'équation générale de la courbe des vitesses trouvée par DupuiC, est la suivante :
^-y hT^*' ('')
ainsi que nous Tavons trouvée en (r') au § B. I. 6. Si Ton prend pour axe des z la tangente à Torigine m (fig. 20), et si Ton appelle x les abscisses égales à V — v, Téquation (q') donne d'abord :
TT
et Téquation (r') de son côté :
Ainsi :
Ou bien encore :
Cette équation, qui représente la parabole des vitesses , prouve que, si la pente i reste constante, la courbe ne changera pas , quelle que soit la profondeur H, et que Taccroissement de cette profondeur n'a pour effet que d'augmenter toutes les vitesses d'une quantité égale, autrement dit de reporter en arrière la ligne AB. Ainsi, lorsque le fond descend de Bn (fig. 20) en B'n', la parabole mbb'nn' représentera l'extrémité des vitesses, non plus par rapport à AZ, mais par rapport à A'B' situé en arrière à une dislance Wn'^^ Bn, attendu que B'n' et Bn expriment les vitesses du fond qui croissent avec la profondeur, d'après la relation :
Ou bien aussi :
t et b^ étant ici des constantes.
Lorsque i est variable et H constant, le paramètre de la courbe change. Ainsi, la parabole mn (fig. 51) appartient à un canal dont la pente est plus petite que celle du canal qui donne mn' d'un paramètre inférieur.
La vitesse moyenne est donnée par cette propriété de la parabole
que le segment mtn (fig. 20) est les ~ du rectangle construit sur les
coordonnées tm et tn. Dès lors :
UH = -|h(V-W) + WH
Nous allons expliquer, par cette expression, comment dans certains cas, la formule empirique de De Prony el celle de Dubuat ont pu correspondre aux résultats de Texpérience.
La formule (L), qui est exactement noire relation (/*)dans laquelle
on ferait m = 1, fait voir que le rapport — est toujours compris
entre 0,67 et 1,00. Mais, contrairement à ce que donne la formule de De Prony, ce rapport diminue quand la vitesse augmente. En effet, si dans Téquation (L) on remplace Y par sa valeur tirée de la relation (H), il vient :
*"2sW
Mais, d'après Dupuit, Tod peut poser, comme il a été dit déjà
L'on obtient donc, en remplaçant W ou Ht
Hi+eH5|ij
ou C est une constante égale a - ■ ; de même :
V '"^ 5 li+CHW/ ""
OÙ c représente -^ •
Ainsi, d'après les équations (M) et (N) le rapport ^ diminue à
mesure que W et H augmentent, et il est constant lorsque le produit H * t ^ ou H W est lui-même comtaut. Ceci explique comment, dans certaines circonstances tout exceptionnelles, Texpérience a pu vérifier la loi empirique de Diibuat et De Prony ; en effet, il est presque toujours arrivé que, dans les expériences sur des canaux artificiels. Ton a été forcé de diminuer U loraqu'on augmentait t ou V, parce qu'on ne pouvait disposer que d'une faible quantité d'eau qui, autrement, se serait trop vite écoulée. Du reste, il n^y a coïncidence de résultats que lorsque le rapport est égal à 0,80, c'est-à-dire, quand W est environ la moitié de la vitesse V à la surface.
L'on arriverait aisément à la conclusion précédente par la seule inspection des figures 20 et 51 ; elles indiquent clairement l'influence
de H, t, V et W, sur le rapport — .
Pour obtenir maintenant la position du filet liquide qui est animé
de la vitesse moyenne U, il suffit de remplacer v par '^ dans
réquadon (O àe la courbe :
Il en résulte :
Hl/T
Veupérimce îi prouvé en effet que le filel moyen se trouVe d'ordinaire un peu en dessous de la moitié, vers les 3/5 de la profondeur.
Voiei donc les équations générales posées par Dupuit pour résoudre tous les problèmes d'une façon complète pour la pratique. Hi = aW + ftW* = ^W« (1)
Nous avons vu que, pour les conduites, Dupuit donne à &| la valeur 0,0003855 qu'il considère comme très-large ; on prend généralement une valeur un peu moindre, lorsque au lieu d'un tuyau on considère un canal découvert.
Les formules (2) et (3) donneraient aussi la valeur de U en fonction de V et W, ou :
Lorsque la section du canal est un demi-cylindre, Tauteur applique les formules des tuyaux de conduite. Nous avons vu que le même principe a été admis par M. Sonnet.
Ainsi que ce dernier, Dupuit traite la question pour une section rectangulaire à base finie, et il obtient des résultats analogues quoique partant d'une autre expression de la résistance due à la cohésion. Soit, par exemple, un rectangle ABCD (fig. 52), dans lequel on représente par :
/ la demi-largeur AO = OB ;
H la hauteur AD = BC;
V la vitesse centrale, en ;
W la vitesse du fond en E ;
Vi et W, les vitesses à la paroi en B et en C ;
w la vitesse variable des filets contigus à la paroi horizontale EC;
Wi la vitesse variable des filets contigus à la paroi verticale BC.
Prenons pour axes rectangulaires dés x et des y la ligne AOX,
suivant laquelle la surface libre est coupée par le plan de la section,
et la verticale OY par le milieu. Un filet quelconque, dont abcd serait
la section droite, éprouve sur ses quatre faces les effets de la cohésion
des couches voisines; d'après les notations admises par Dupuit, il est entraîné par le filet supérieur et retardé par le filet inférieur avec une intensité proportionnelle à sa largeur dx et à sa vitesse relative (Fauteur supposant que m = 1) ; la résultante de ces deux forces est donc :
dy Notons ici que, pour satisfaire aux expériences de M. D'Arcy, cette expression devrait être :
Le filet abcd est entraîné de même, suivant* Dupuit, par le filet de , droite et retardé par le filet de gauche, et la résultante est proportionnelle à :
dh ^
Quant à la pesanteur, elle agit avec une intensité accélératrice égale à :
Par suite, la surface des vitesses est représentée par Téquation aux
difl'érences partielles :
dh d^v
Celte équation est identique avec celle de Navier qui en a donné une solution complète dans le cas général du mouvement varié; mais les résultats qu'il a obtenus sont inexacts, d'après ce que nous avons déjà pu apprécier, la résistance à la paroi, ou l'adhérence étant censée proportionnelle à Bt\
Quoi qu'il en soit, l'auteur conclut ici, comme M. Sonnet, qu'une équation quelconque du second degré en x ai y résout l'équation aux différences partielles (J), et qu'elle est de la forme : « = C — Aî/*-Ba;2 (K)
OÙ C, A et B sont encore des constantes.
Si l'on y remplace C, A et B par V, W et V^ en faisant y = o et jsp = 0, puis î/ = H et J5 = 0, et enfin x = l ei y = o, l'équation devient :
Pour déterminer les trois vitesses inconnues V, W et V4, Dupuit pose trois équations de condition qui expriment que les forces qui agissent sur le système se font équilibre. La première correspond à réquation (J), et s'obtient en exprimant que chaque filet est en équilibre par rapport aux forces qui proviennent de la cohésion avec les quatre filets contigus :
L'auteur obtient les deux autres en posant : l"" que Tadhérence le long de la paroi verticale retient la tranche qui se meut le long de cette paroi avec la même énergie qu elle est entraînée par la cohésion ; ^ que Tadhérence le long de la paroi du fond est égale à Ténergie de la cohésion sur la couche inférieure :
(aw + 6w«) dx = 2e — / (c)
(ai(;,-|-K')df/ = 2e-^-y-^H (rf)
Les variables W et W^ s'expriment en a; et en t/ au moyen de l'équation (a) en y faisant : y = H et a? = /; de là ;
W = W ir-^^^ et w^ = V, ^n—y
Ainsi, les trois inconnues Y, W et V, de Téquatiou (a) sont déterminées par les relations (6), (c) et (d).
L'équation (a) fait dès lors connaître la courbe des vitesses, ou plutôt la loi de leurs variations dans une section transversale quelconque. Si Ton y donne, par exemple, kxeiy les valeurs x= l et 2/=H, Ton obtient, pour la vitesse W^ correspondant à ces coordonnées :
Ou bien :
W, + V = W-hV, (e)
C'est-à-dire que la somme des vitesses situées à l'extrémité des deux diagonales DO et EA du demi-rectangle est la même.
La vitesse moyenne est donnée par réquafion :
Qou/HU = | \(y-l^y*-l-^à^dxdy
qui devient par TintégratioD :
L on peut déduire de cette relation deux autres Tormules : ^_ îOr. + «)-w,
en y rempIaçant.Vi ou V par leur valeur tirée de la relation (c). €es vitesses V, W et V, sont faciles à déterminer par le calcul. Soit, par exemple, H = /, hypothèse qui, d'après Tauteur, se rapporte aussi bien au cas d'un tuyau que d'un canal découvert spécial ; il en résulte V, = W, et, par suite, Téquation (6) devient :
qui est identique avec la relation :
que nous avons posée, d'après Dupuit, pour les tuyaux de conduite. Il est important de remarquer, néanmoins, que la vitesse moyenne donnée par l'auteur pour les conduites n'est pas la même que celle des canaux découverts correspondants. En effet, pour les premières Ton a obtenu :
tandis que si l'on fait \\ = W dans 1 équation (/) des canaux rectangulaires, l'on arrive à une valeur dé U plus petite que la précédente, et qui est représentée par la relation :
^ v + gw
L'on obtiendrait y par le caleul, la vitesse maxiiua W à la paroi au moyen de Téquation :
f=fV-^
*^) + fr(W-^«2)Ttia;
Si Ton remarque que, dans le canal où H=l, la courbe des vitesses sur la surface est la même que dans une tranche verticale, puisque V, = W, Ton en déduira qu'il est possible de déterminer cette courbe par l'observation de V et de V, = W. En effet, il suffit alors de remplacer V et W dans l'équation (t) par les valeurs observées, et cette équation sera celle de la courbe des vitesses. Reste à donner à e sa véritable valeur.
Ainsi que nous l'avons déjà vu, M. Sonnet a proposé, d'après les expériences de Couplet sur les conduites de Versailles, de prendre
pour —, quand il s'agit de Peau, la valeur 5,200 ou 3200 selon qu'on
introduit ou qu'on supprime A dans les formules. Si Ton applique
cette valeur de - aux rivières, elle est, suivant Dupuit, de beaucoup
inférieure à celle qui correspond aux résultats de l'expérience ; aussi donnerait-elle alors, pour 13, des vitesses beaucoup plus considérables, même en l'appliquant à la formule de M. Sonnet :
Dupuit attribue cette erreur à la nature des expériences dont on l'a déduite ; celles-ci, en effet, ont été faites sur des tuyaux de petit diamètre pour lesquels la vitesse moyenne U était à peine d'un demi-mil" limetre plus grande que la vitesse W à la paroi. Il est vrai que, dans les conduites, l'influence de e est moins importante que dans les canaux à grandes sections et à fortes pentes ; mais c'est, dès lors, ajoute l'auteur, un motif concluant pour déterminer e par des observations faites sur ce genre de cours d'eaux et en employant la relation :
(Y — W)i*-1-(V-V,)H* extraite de l'équation (6), et qui convient à un canal rectangulaire quelconque.
D'après Dupuit, Ton pourrait, à la rigueur, calculer e, ou Téuergie de la cohésion, par la formule :
au moyen d un canal à section rectangulaire telle que / = H. Il suffirait d'observer V et W à la surface ; et pour obtenir une plus grande précision, il faudrait exécuter une série d'observations dans lesquelles on ferait varier Tinclinaison et les dimensions de la section transversale.
Nous ne suivrons pas Tillustre ingénieur dans ses considérations sur les canaux à section quelconque ; les résultats qu'il en déduit ne sont que des approximations analogues à celles de MM. Sonnet, Bélanger, etc. Elles se résument dans les trois équations générales que nous avons citées en traitant, d'après Tauteur, la question des tuyaux de| conduite. Il nous parait cependant à propos d'en tirer une remarque très-intéressante au sujet de la substitution illicite que Dubuat, De Prony, D'Aubuisson, Eytelwein, etc., se sont permise en remplaçant F (W) par F(U) dans l'équation :
^=F(V^) = aW + 6W« + '
Reprenons, à cet effet, la relation {v') qui donne la valeur du
rapport — pp pour les tuyaux de conduite ; mais au lieu d'y faire
b = 0,000348 remplaçons 6 par sa valeur 0,00051 , donnée par De Prony pour le cas de canaux découverts :
U "~ 1 -f 0,25 PW
Il résulte de cette équation que, dans un même cours d'eau, ce rapport varie peu, car la vitesse W diminue quand la profondeur P(ou H) augmente, puisque le débit est constant; qu'eu outre, dans les cours d'eau à faible vitesse ou très-peu profonds, comme ceux que Dubuat a employés, ce rapport est peu variable; que, par conséquent, en réunissant ces circonstances et en prenant pour a et (3 des valeurs moyennes dans l'équation :
^ = F (U) = aU + pC« +
les résallais da calcul pourront se rapprocher plus ou moins de Texpérience.
« C'est ainsi, ajoute le logique mathématicien (1), que M. De Prony « a pu être conduit à conclure la généralité de sa formule de la con- « cordance des valeurs données par l'expérience pour les coefficients a . « et (3. Il avait proposé :
a = 0,00004444999 ^ » 0,000309313 « Eytelwein y substitua :
a = 0,0000242051 |3 ^ 0,000365543 « et ces dernières valeurs ont été adoptées par tous les hydrauliciens. « Il suffit de jeter un coup d'œil sur ces chiffres pour voir combien « on est loin d'un résultat précis, et nous ne concevons pas comment, « avec de pareilles différences, on peut avoir la patience inutile d'em- « ployer dans les calculs des nombres qui contiennent autant de « chiffres significatifs. Puisque Ton ne sait pas si a = 24 ou 44, si « P == 30 ou 36, il est évident que les décimales que Ton ajoute à « ces nombres n'ajoutent rien à leur exactitude. A ce qu'il nous sem- « ble, on a complètement méconnu la signification et la portée de ces « coefficients. »
7* De St'Venant-Tadini.
Barré de St-Venant a proposé, pour les canaux, la formule déjà
citée :
F (U) = ACU-
mais les valeurs de C et de m deviennent alors :
Tadini et les ingénieurs italiens ont adopté une formule analogue mais plus simple et qui pourrait bien se rapprocher de la réalité. C'est la suivante :
Notons que b^ est une constante, que Tadini suppose indépendante de la forme et des dimensions de la section transversale.
(t> J. Dupuit, Études théoriques et pratiques sur le mouvement des eaux courantes, chap. I,§ 34.
Remplaçant F (U) par cette valeur dans l'équation d'équilibre :
f^i = F(U) ou bien ici :
Il oblienl :
Représentant par R le quotient — , dit rayon moyen de la section,
parce que dans le cas où elle devient demi-circulaire R est la moitié
du rayon du cercle ou—- , c'est-à-dire la moyenne entre les rayons
extrêmes des couches concentriques, Tauteur met sa formule sous la
forme :
Ri = 0,0004 U»
U=:50»/Rr (X)
expression bien simple, connue sous le nom de formule de Tadini.
8® Darcy-Bresse.
Outre les résultats importants obtenus par M. Darcy pour le mouvement de Teau dans les tuyaux de conduite, il existe de cet éminent ingénieur un grand nombre d'expériences encore inédites, dont la connaissance ne nous est parvenue que partiellement par M. Bresse, et qui se rapportent à Técoulement dans les canaux découverts.
D'après M. Bresse, il est probable que, dans ce dernier cas comme pour les tuyaux, la résistance F (U) peut être représentée par le monôme AbiU', dans lequel bi serait une quantité constante pour un même cours d'eau, maia variable probablement avec la surface et le périmètre de la section transversale. Si, approximativement, l'on assimile le lit d'un canal à un tuyau de grand diamètre, il faut poser :
ou simplement :
Cepeadanty ajoute M. Bresse (1), comme nous ignorons encore la valeur déduite par M. Darcy, et que généralement Ton attribue à &| une valeur moindre, nous prendrons seulement 6| = 0,0004 comme les ingénieurs italiens. Remplaçant 6i par cette valeur dans Téquation :
il aiTive à la formule de Tadini déjà citée :
U = 50\/Rr
qu'il emploie pour résoudre les problèmes relatifs au mouven^ent uniforme de Teau dans les canaux découverts.
Nous ne reviendrons pas sur les causes d'inexactitude de cette formule; la principale provient de ce que la résistance à la paroi a été représentée par F (U), alors que la relation qui lie W et U contient d'autres variables.
Nous avons vu que, pour l'écoulement par des tuyaux cylindriques,
M. Darcy a évité cette manière de procéder en représentant direo^
tement la valeur de 6^11' en fonction de la variable R; cependant il
faut remarquer qu'il ne tient pas compte de — ou de la pente » par
mètre courant, qui se trouve dans l'équation (o) :
U nous reste à faire connaître une dernière conclusion résultant des expériences iqédites de M. Darcy sur les canaux. En développant la théorie de Dupuit, nous avons considéré l'action de la viscosité sur un filet quelconque dont abcd (fig. 53) serait la section droite, et nous avons posé l'expression suivante pour la résultante des actions sur les faces ab ei de :
L'on aurait de même, pour la résultante sur ad et bc :
^-^ui-m
(4) M. Bresse, Cours de mécanique appliquée, seconde partie (hydraulique)^ cha^ pitre IV, S 69. Paris, 4860.
Suivant M. Sonnet, le coeflScient e, représentant l'énergie de la cohésion, possède une valeur constante qui ne dépendrait ni de Q, ni
de X ou H, et qui serait toujours égale à . M. Dupuit trouve
que cette valeur de e est généralement trop faible quand on l'applique à des cours d'eau naturels, et qu'elle peut se déterminer, pour un canal rectangulaire quelconque, par la relation :
ra«î
dans laquelle Vi exprime la vitesse à la surface contre la rive, comme dans la question relative à la fig. 53. Il admet, du reste, avec MM. Navier et Sonnet que e = £'.
Mais, d'après M. Darcy, il paraîtrait que i' est différent de e, et que ces deux quantités varient d'un canal à l'autre. Dans les canaux de largeur indéfinie et de profondeur constante H, le coefficient e serait proportionnel à H'; pour le cas d'une base finie, dans une section rectangulaire, e' serait proportionnel au carré de la demi-largeur /, et e au carré de la profondeur H.
Il est impossible d'apprécier convenablement la valeur de ces principes avant d'avoir pu juger les expériences sur lesquelles M. Darcy s'est basé pour les conclure. Nous ferons remarquer, en attendant, la coïncidence de ces observationsavec la relation générale (Z), qui donne la valeur de s dans la théorie de Dupuit, et que nous venons de citer.
c. Vhé^rle rAiloimelle du uMiivenieMÉ ■■Iforme ékmmm les «amamx trè«torses et à fond peu aeeldeiilé.
Ainsi que nous l'avons vu en 6 § B. I, du présent chapitre, l'hypothèse d'une largeur indéfinie a servi de point de départ à De Prony, pour établir l'équation générale de sa théorie :
£.,• = y (W)= y (U) =aU + pu*
dans laquelle on peut approximativement faire — = H, vu la grande largeur supposée du lit.
Afin de faciliter les comparaisons, nous avons développé, en a § B. Il, nos calculs analytiques rationnels dans la même hypothèse ; ils nous serviront à résoudre ce problème considéré comme un simple cas particulier..
Soit donc, dans le canal hypothétique en question, une partie de longueur L, telle que la vitesse y soit constante, c'est-à-dire que H, Qf Xy ^ ^y subissent pas de variation sensible. Conformément à la relation (a) de la théorie rationnelle précitée, Téquation rigoureuse d'équilibre, entre la pesanteur et la résistance à la paroi, est la suivante :
Adoptant avec MM. Dupuit, Darcy et Bresse la valeur BW* pour ¥{\J)9 nous aurons la formule :
^ H = BW«
ou bien :
Ht = BWV (A)
qui peut être mise sous la forme :
L'on voit que, si le rapport -=^ était constant, Ton aurait
— = C, et B X C = 6, ; partant : BW'= 6, U* où 6, serait égal à
B X C, et non pas à B, remarquons-le bien. Mais le rapport -rrp ou
— est loin d'être constant; nous avons vu qu'il varie avec la pente »
et la profondeur H. Cherchons d'après quelles lois ces quantités sont liées entre elles.
A cet effet, si, dans les relations (c) et (e), nous faisons m = 2, d'après M. Darcy, nous obtenons , par l'élimination de V :
et, par suite :
ou bien encore :
2 / AQ \« Ht "" 5 [ehj W
Le mètre étant Tunité de mesure employée jusqu'ici et la densité de l'eau variant très-peu dans les circonstances ordinaires, nous pouvons conclure :
Quelle que soit la valeur de B, nous voyons par les relations suivantes :
WL^C et ^-C — -__C et — ~C
que B est toujours plus grand que 6^ ; en second lieu, comme C est
variable avec H et t, le rapport -^ Test aussi. Donc, puisqu'il est
admis que Ton peut exprimer Ht par un monôme BW, tel que B soit une constante, il est de toute impossibilité que Téquation Ht = *,U* (D)
satisfasse aux phénomènes réels de la nature, lorsque 6« y est censé constant, ainsi que l'admettent les auteurs précités.
Quelle que soit la loi qui détermine les vitesses des filets dans une ' section ÂB normale au courant, la courbe mnn', au moyen de laquelle cette loi est géométriquement représentée , sera d'une forme analogue à celle de la fig. 20, c'est-à-dire conDéxe du côté d'aval, et telle que Bn ou W soit < Am ou V. L'on voit donc, de prime abord, que, pour une augmentation BZ' en profondeur, l'accroissement correspondant de W est moindre que celui de V, attendu que la courbe mn rentre vers la base AZ ou A'B', à partir de laquelle sont appliquées
les distances, telles que Am = V; Bn = W; KK' «= U; etc. Par
suite, à mesure que H augmente , les rapports -rp et yr- doivent
diminuer.
La même action se produit à mesure que t s'accroit; Ton peut en avoir une idée par la fig. 51 . Cependant Tinfluence de la pente est beaucoup moindre que celle de la hauteur ou profondeur d'eau ; en effet, réquation (C) peut se mettre sous la forme :
^ ou»/c"=. *
U . . 2 / Mi HÎ
Ainsi, C est une variable qui décroit sensiblement à mesure que H
augmente, et comme C =»^ , la différence B — 6| augmente aussi
avec cette hauteur.
De cette dernière observation, Ton peut conclure que Terreur commise en remplaçant BW par 6^11* s'accroit avec l'étendue des limites de H entre lesquelles on applique la formule ; si donc ces limites sont
faibles, le rapport -rr n'éprouvera que des variations insignifiantes et^
négligeables.
Ces considérations sont de nature à faire saisir comment, dans certains cas, la formule pratique (D) satisfait aux résultats d'expérience.
Établissons maintenant la formule générale d'équilibre d'après les conditions rationnelles et rigoureuses de l'écoulement. Nous avons vu que les équations :
Hî = BW> et Hî=:t,U« ne peuvent être satisfaites qu'à la condition que B et bi satisfassent à la relation :
D'où il vient, après avoir remplacé -tt- par sa valeur tirée de (C") : B=*|-7 * . .-X, (E)
Le coefficient B étant constant, il suffirait, pour le déterminer, de connaître la valeur de &i et la valeur correspondante de H qui satisfassent, dans une même expérience, aux équations précédentes.
Or, d'après les observations faites par M. Darcy sur des canaux découverts, il a été prouvé que, pour les valeurs de H et de » qu'il a employées, Téquation :
m = ^u« a été satisfaite par une certaine valeur constante N du coefficient b^. Il en résulte que, si Ton désigne respectivement par h! et h' + A", par t' et t' + i'', les limites de H et de % dans lesquelles Tobservateur est resté, Téquation (E) doit être satisfaite en y remplaçant 6^ par N
et H par ^ - = 5 ; 1 on obtient ainsi la relation :
Cependant, par mesure de prudence, il faudrait poser : B = N j— -p (F)
attendu qull est toujours préférable d'augmenter la valeur de B, par suite de la résistance due à la viscosité, ainsi que des légères pertes de force vive engendrées par les pierres, les plantes et autres obstacles qui tapissent le lit des cours d eau.
Il est à regretter que les expériences en question soient encore inédites; nous ne pouvons par conséquent substituer ici à N et à W + A" les valeurs trouvées par Téminent ingénieur. Notre formule ne mérite en cela que le reproche d'arriver trop tôt. En attendant, si nous faisons avec Dubuat et De Prony :
^'+^^" = 0,27 et &4 = 0,0003!
la relation (F) devient :
B = 0,0003125 L'on obtient donc pour Téquation rationnelle d'équilibre :
Hî ou — 1 = 0,0003125. -prr . U*
et en remplaçant — par sa valeur tirée de (C") :
Hî = 0,0003125 U».
m ou^i = 0,0003m. ^,^J,,,„^, (G)
Remarquons bien qu'en attribuant à bi ainsi qu'à h' + h" des valeurs empruntées à Dubuat nous sommes loin d'encourir le moindre 'reproche d'inexactitude ou d'inconséquence. Nous n'avons, en effet, jamais nié l'aptitude de cet érainent physicien comme observateur ; nous avons même fait connaître dans quelles circonstances sa formulepeut satisfaire aux phénomènes du mouvement réel. Mais ce que nous avons prouvé être complètement inexact, c'est l'extension illégitime donnée à ses formules et aux résultats de ses observations.
d. Formules el applleallons.
La plupart des problèmes du mouvement uniforme de l'eau dans les canaux peuvent se résoudre au moyen de la formule (G) et de la relation :
Q=ûU (H)
dans laquelle Q représente la dépense.
Parfois la vitesse moyenne Udoit être calculée, soit en fonction de la vitesse V à la surface, soit en fonction de celle-ci et de la vitesse W du fond. L'on emploiera alors l'équation (/*) trouvée en C, § a du présent chapitre :
en y faisant, d'après M. Darcy, m = 2 ; d'où
Quant aux vitesses V et W, elles sont déterminées par les relations (a) et (c) du même paragraphe :
H— ou Hi = BW* = 0.0003125 W* (a)
et
Cetle dernière devient, en y faisant m = 2
Ces formules sont applicables aux cas de canaux très-larges et à fond peu accidenté, pour lesquels l'action des parois latérales est considérée comme négligeable.
Lorsque la section du courant, sera un demi-cylindre ou un rectangle à base finie, l'on admettra les principes et les formules que nous avons exposés en C. § 6 dans l'examen des théories de Sonnet et Dupuit.
Si la base du lit, quoique très-grande, était assez accidentée pour que les vitesses W des filets fussent très-différentes entre elles, il faudrait décomposer la section du courant en plusieurs parties, que l'on calculerait, chacune séparément. Tel serait le cas indiqué à la fig. 53 ; l'on diviserait la section totale ABGDEFGaA en deux autres surfaces partielles, ABGDaA et aDËFGa, par une cloison verticale Da imaginaire.
Parmi les problèmes qui peuvent se résoudre par la formule (G) du mouvement uniforme , nous exposerons les suivants, dont l'énoncé est, pour quelques-uns, emprunté à M. Bresse, et qui sont assez remarquables.
I. Connaissant la section transversale d'un lit prismatique, (c'està-dire la longueur de la base et l'inclinaison des talus) à pente con-
stante, la dépense Qy et la pente i otf y par mètre courant, trouver
la hauteur H à laquelle s'élève l'eau dans chaque section, quand le mouvement est supposé uniforme.
Soit MBJN la section transversale donnée (fig. 54) ; nous supposerons d'abord que la largeur soit assez grande par rapport à la profondeur moyenne. Menons, par le point B, Thorizontale BC, et construisons le rectangle B&cCB équivalent à la surface mixtiligne BdCB, Si AaD est censé représenter le niveau de Teau, aBb sera la hauteur moyenne H cherchée ; comme la longueur BC = /, connue par construction, diffère peu de la largeur moyenne du trapèze AaDGBA, nous aurons approximativement :
et réquation (G) deviendra
Hi = 0,0003i25- — — (M)
Si Ton employait, au lieu de Téquation (G), la formule : Hi= 0,0004 U« adoptée par Tadini, Bresse, etc.. Ton obtiendrait:
et, par suite ;
Si la hauteur H était assez grande et les talus latéraux peu inclinés sur rhorizon, il faudrait résoudre le problème par tâtonnement. Après avoir remplacé, s'il y a lieu, la surface BdCB (fig. 54) du fond par le rectangle équivalent BGc6B, Ton donnerait à H iine certaine valeur H' = n == ba\ par exemple, au moyen de laquelle Ton calculerait : là surface A'B&cCD'a'A' = i2', le périmètre mouillé A'BdCD' = /,
et la vitesse U' =-^ . Remplaçant H ou — et 13 de Féquation (G)
£2' par H' ou —7- et U', il resterait à vérifier si, avec ces dernières valeurs,
réquation est satisfaite ; sinon, Ton ferait de nouvelles hypothèses sur la position du niveau de Teau.
II. Réciproquement, la section du canal et la ligne d'eau éHint donnéeSy ainsi que la pente i, trouver la dépense Q.
L'on peut ici calculer iramédiateraent û et H ; Téquation (G) fournira la valeur correspondante de II, et Ton obtiendra la dépense Q par la relation (H).
Dans le cas d'un canal très-large Ton pourra chercher Q directement au moyen de Téquation (M).
III. Connaissant la dépense Q et la section transversale du courant, calculer la pente i.
Ayant déterminé U par la relation (H), et mesuré H ou x> 'on
ù remplacera U et H ou — , dans Téqualion (G).
Pour les canaux très-larges Ton pourra encore employer la formule (H).
IV. Étant données la section transversale du courant et la vitesseY à la surface, chercher la pente i et la dépense Q.
Après avoir calculé — ou H d'après les données du problème, l'on
déterminera U en fonction de V au moyen des équations (/) et (L). Remplaçant U par sa valeur dans la formule (G) l'on obtiendra t. Quant à la dépense, elle sera calculée par l'une des relations (H)
ou (M), selon la valeur du rapport -j- .
V. Connaissant la pente i et la dépense Q, chercher la section transversale du courant capable de produire cette dépense, c'es^-àdire ce volume d'eau en une seconde.
Si, dans la formule (G), l'on remplace U par -^ , l'on obtient
I équation :
U -1-0,0126 — 1* ft«
OU bien :
Comme il n'existe pas d'autre équation que cette dernière entre les inconnues û et x, le problème est indéterminé.
. M ouvement varié permanent.
a. DoT moaTemeiil varié.
Dans le mouvement uniforme, chaque molécule possède une vitesse constante, et toutes les sections présentent des phénomènes identiques quant à la loi de variation de leurs vitesses respectives. Cette définition implique la nécessité d'une section transversale et d'une pente invariables; il en résulte que les filets liquides ont des directions parallèles entre elles et au courant, et que ces directions sont rectilignes.
Le mouvement est varié lorsque la vitesse d'une molécule liquide change d'un point à un autre de sa trajectoire, et que la loi de variation des vitesses dans une section transversale quelconque n'est pas la même que dans les sections voisines. Ce mouvement a lieu si la pente ou la section du lit n'est pas invariable sur toute la longueur du canal considéré. Dès lors les divers filets du courant n'ont plus des vitesses parallèles et rectilignes ; comme dans les tuyaux à section variable, il se produit des remous, des lourbillons qui absorbent une partie de la force vive que possède le liquide.
Le mouvement varié peut être permanent; dans ce cas, la vitesse et la pression sont supposées constantes par rapport au temps en un même point du cours d'eau.
b. Tkéorle ordinaire du mouTemeiit varié permanent.
Les considérations que nous avons émises en B. § IL b du présent chapitre, pour les tuyaux de conduite, peuvent s'appliquer entièrement à la question du mouvement analogue dans les canaux découverts. Ici encore la plupart des hydrauliciens modernes, tels que Navier, Bélanger, Bresse, etc., admettent que, dans toute section, les filets liquides sont sensiblement parallèles entre eux et à l'axe du courant. Il suit de là, que les forces engendrées par la viscosité ont encore, en chaque point, la direction de la vitesse ; que, par conséquent, la pression varie suivant la loi hydrostatique, d'un point à un autre situé dans la même section, de façon que tous les points situés dans une section donnée ont le même niveau piézométrique ; pour les ca-
naux découverts, ce niveau sera celui de la ligne d'eau dans le profil considéré si les colonnes piézométriques débouchent dans Tatmosphère, puisque la surface du courant est soumise à la pression atmosphérique.
Si donc Ton substitue au moUvement réel par filets d'inégale vitesse le mouvement par tranches de filets d'égale vitesse, Féquation différentielle du mouvement varié, dans les canaux découverts, sera représentée, comme au § IL b, par la relation :
vdv i 9 9
qui devient, par approximation, suivant la théorie ordinaire :
9 ^ a ^ ' puis, par une nouvelle approximation, non moins illicite :
dô = M+l.AF(U)t/, ^ ^ A a ^ '
et enfin, par une dernière inexactitude :
d9 =-ML^il . i^i]^i (P)
eu remplaçant la fonction de U du mouvement varié par celle du mouvement uniforme.
Si Ton désigne par U, et Ui les vitesses moyennes pour s = o et s = L, l'équation (P) devient par Tintégration :
U^rf* (Q)
Cette dernière peut se mettre sous une autre forme en y expriinfint les vitesses en fonction de la dépense par les relations :
I on obtient ainsi :
Pour intégrer exactement l'expression 1 ^ ds, l'on devrait pou-
voir exprimer x et 12 en fonction de la variable s ; mais il sera généralement impossible d'établir de telles relations pour les lits des fleuves ou de certaines rivières dans lesquels x ^^ ^ présentent des variations irrégulières qu'on ne saurait exprimer analytiquement. Il faudra alors se contenter d'une nouvelle approximation. L'on peut,
par exemple, considérer ^, comme l'ordonnée d'une courbe dont
l'abscisse serait s ; dès lors l'intégrale I ~- ds représentera l'aire
comprise entre cette courbe, l'axe des s et les deux ordonnées limites correspondant à s = o et s = L; la question sera réduite au calcul approximatif de Taire ainsi déterminée.
c. BKMMen erlllqne de la fformule ordinaire eu ineaTeBieiit peroMUieiit ▼arlé; aperça eemparé des théerlee de Belanser, nravler, CerlelU^ IMipall, ele.
Si, dans la formule (P), l'on suppose U constant, ce qui est le caractère du mouvement uniforme, l'on en conclut : UdU = o, et, par suite :
de = -^ bi\]^ds a
^ ou l = |6.U«=l*,U'
Ainsi, d'après la théorie ordinaire, la formule (P), qui représente le mouvement varié, nediffère de celle du mouvement uniforme que par Taddition d'un terme proportionnel à l'augmentation de la force vive' du produit du cours d'eau, depuis l'origine où s = o jusqu'au point où s = L.
Nous avons vu, au § B. II. b, que, dans l'état actuel de la science, il est impossible d'évaluer exactement l'accroissement de force vive ^ que prend une molécule, de masse m, entre deux sections distantes entre elles d'une longueur infiniment petite ds; ou bien, l'accroisse-
meftt que prend — pour chacune des molécules comprises entre
— 244 ~ les sections considérées ; que, par suite, la théorie oMinaire admet comme approximation le remplacement de par la différentielle de
la hauteur due à la vitesse moyenne, c'est-à-dire par . Celte
hypothèse, suffisamment exacte pour le mouvement uniforme, est tout à fait inadmissible lorsqu'il s'agit du mouvement varié; celui-ci change d'une manière radicale la loi de distribution des vitesses entre les filets qui traversent une section. L'exemple suivant, donné par Dupuit, présentera un aperçu des variations que peut subir cette distribution dans les diverses sections comprises sur une longueur déterminée.
Supposons que dans la section transversale AB (fig. 55) d'un canal découvert, la courbe des vitesses soit représentée par mn, et que, de A en A', la pente superficielle A'C, ou la chute qui s'opère à la surface liquide, soit égale à 9 ; cette chute a pour effet, ici, d'augmenter sensiblement la vitesse dans la section rétrécie A'B'. Désignant aussi par V et v' la vitesse respective d'une molécule dans les sections AB et A'B', proposons-nous de construire la courbe m'n' des vitesses dans cette dernière. Comme la pente t n'est jamais notable dans les cours d'eau naturels, les sections normales en A et A/ s'écarteront généralement très-peu des plans verticaux menés par ces points.
Démontrons d'abord que le travail de la pesanteur et de la pression sur une molécule liquide quelconque en mouvement est proportionnel à la chute G de la surface; c'est-à-dire que, si aucune force retardatrice n'était engendrée dans ce mouvement, la force vive de chaque molécule s'augmenterait de celle qui est due à 9. Soit 9' la chute d'une molécule dans son passage de a en a'; (fig. 55) ht et hi les distances a'A et a' A' à la surface pour ces deux positions. Le travail de la pesanteur étant proportionnel à 9', et celui de la pression à ht — A|', le travail de ces deux forces sera proportionnel à 9' + ht — A/ = N; mais comme l'on a par construction :
il en résulte :
Si donc l'on désigne par v, et V| les vitesses de la molécule, la conclusion précédente permettra de poser :
v^ = [/'WTTj' {à)
A la rigueur, cette relation donne pour Vi des valeurs un peu trop fortes, parce qu'une partie de la chute est employée à vaincre la résistance éprouvée par chaque filet. Mais, suivant Dupuil, celte résistance est insignifiante lorsque les sections sont assez rapprochées puisque, dans les. cours d'eau naturels, elle n'absorbe que quelques
centimètres de la chute par kilomètre; c'est 'ainsi qu'en les supposant
distantes de 10*" il faudrait implicitement admettre une pente de
ou 1™ par kilomètre pour que la hauteur de chute, qui sert à augmenter
la force vive, puisse être diminuée de 0,™01 par les résistances dues à
la viscosité; or cette pente est supérieure à celle des grands fleuves.
Supposons, avec l'auteur, que G soit égal à 0'",16 et que la perte
produite par la cohésion et l'adhérence soit précisément 0'",01 ; la
relation (a) deviendra :
Désignons par V^ et V, les vitesses à la surface, dans les sections AB et A'B'; par Wa et Wi celles du fond; admettons aussi approxi-
mativementque Wj soit égal à -^ . Il résultera de la formule précédente ;
Pour y, = 1'" V, = i^^gs
Pour W« = 0"'o0 Wi = 1™78
Ainsi, pendant que la vitesse à la surface aurait à peine doublé, celle du fond aurait presque quadruplé ; leur différence V« — W« était de 0,50, tandis ^ue dans la section A'B' elle n'est plus que
de 0,20; enfin le rapport -rrr- égal à 2 s'est réduit à l pour-rrrT-.
Par suite de ces différences de vitesse des filets, la force vive du produit d'un cours d eau, entre deux sections, est plus grande que le produit de la masse par le carré de la vitesse moyenne. 11 en résulte,
d'après M. Coriolis, (|ue le premier terme de 1 équation dû mouvement varié doit ètr^ multiplié par un coeflScienL a' > 1 , dont la valeur peut alleindre i ,47.
Tout en reconnaissant la nécessité de cette correction, M. Vauthier a proposé de limiter i 1,10 la valeur de a', se basant, dans ses calculs, sur la loi de Dubuat qui restreint la différence des vitesses à mesme que la vilesse* moyeiuie augmente. Le coefficient a' = 1,10 est admis aujourd'hui par la généralité des hydrauliciens.
D'aprèi) Dupuit, qui, du reste, considère la loi de Dubuat comme entièrement fausse, la correction opérée en multipliant le premier terme par un coefficient constant a ne pourrait être acceptée comme suffî^^ammenf exacte que dans Thypothèse où la courbe des vitesses changerait suivant les mêmes lois que la vitesse elle-même ; mais, comme une augmentation de vitesse eniraine une diminution dans la difl'érence des vitesses, ainsi que nous venons de le prouver, il s'ensuit que le système de correction employé actuellement est tout à fait vicieux, et que le coefficient <x' doit être exprimé, en général, .par une fonction des vitesses à la surface, au fond et sur les rives.
En supposant un canal d une grande largeur, Dupuit trouve, pour a\ Texpression suivante :
Admettant ensuite la relation :
U.lli!ï_„,«V+» ,L,
obtenue en faisant m = 1 dans notre formule (/), il en conclut :
dette relation prouve donc que a ne sauraifèlre constant que dans
, V le cas où-7~'c serait; mais, comme cette condition n'est nullement
remplie lorsqu'il s'agit de calculer, dans le mouvement varié, la force vive du produit d'un cours d'eau entre deux sections rapprochées, il faut changer la valeur de a' pour les deux sections, en substituait,
dans la relation (T), la valeur du rapport — qui est relatif à chaipune
d'elles.
L'hypothèse de — constant peut convenir approximativement dans
le calcul de la force vive pour le mouvement uniforme; si Ton suppose alors pour ce rapport la valeur constante 0,80, Ton obtient par la formule (T) :
qui se rapproche beaucoup du coefficient généralement admis.
De l'exemple cité plus haut et dés considérations qui raccompagnent il résulte que la différence entre les forces vives dans deux sections voisines doit être multipliée par un coefficient spécial cxf\ tout a fait indépendant et différent de a. Suivant Dupqit, la valeur de ce coefficient spécial est donnée par Téquation :
Or, d'après la formule (L) du même auteur, la valeur du rapport —
est comprise entre 0,67 et 1 ; celle de — varie donc de 1,50 à 1.
Par suite, la valeur de a', tirée de la formule (T), est limitée
/ Vî — Ws y
entre l,5&et 1 ; et le terme ( — ^y j de 1 équation .(V) a pour
limite supérieure 0,36.
Ainsi, la valeur de a" reste comprise entre 0,44 et 1, lorsqu'il y a pente de Famont à l'aval, c'est-à-dire, quand la vitesse Ui de la section d'aval est plus grande que la vitesse Us de celle d'amont; elle peut descendre en dessous de 0,44 pour U^ > Uj , sans toutefois devenir nulle.
En résumé, des considérations que nous venons de développer, Ton peut tirer les conclusions suivar^es relativement à l'application des formules du mouvement varié aux phénomènes des cours d'eau naturels.
1^ Il e^t impossible de déterminer la variation qui se présente dans la distribution des vitesses pour deux sections trèsrapprocl\ées; l'expression de la force vive dans chacune d'elles ne saurait donc être cal-
culées que plus ou moins approximativement; et, comme une légère erreur dans Tévaluation de deux quantités peut en donner une trèsgrande dans leur différence, il serait illusoire de songer à évaluer cette différence avec un degré d'approximation convenable.
2** Les sections des grands cours d'eau naturels étant, en général, fort irrégulières, il est indispensable d'établir les calculs sur des sections très-rapprochées ; force est donc de tomber dans les dilHcultés précitées.
S** Lorsque les sections sont assez régulières pour qu on puisse conserver entre celles que Ton considère une certaine dislance finie L, Ion peut, au moyen de la formule (Q), convenablement corrigée, résoudre avec une exactitude suffisante les problèmes en rapport avec cette hypothèse. En^effet, dans cette formule mise sous la forme :
le premier terme a une valeur limitée par les valeurs extrêmes que peuvent prendre U< et Uj; et, comme la différence entre Uj et U« n'est jamais considérable, ce terme ne dépassera guère quelques centimètres; son influ%oce sera donc très-insignifiante par rapport à la valeur
de\^ ds, qui peut atteindre une limite quelconque lorsque les sec-
tions sont éloignées.
df DtacuMiou de la eoarbe affectée |iar la surface des eours d'ean $ courbes el tailles de remons.
I**. Considérations générales et définitions.
Dans les rivières comme dans, lesScanaux, la masse liquide se meut sans solution de continuité; il suit de là qne, par chacune des sections faites perpendiculairement au conranyt, il passe un même volume d'eau dans un même temps; par conséquent, la vitesse des molécules^ à leur passage par les diverses sections, est en raison inverse de Taire de ces dernières.
Pour les canaux, où la section et la pente sont d'ordinaire constantes, le mouvement est uniforme et la courbe longitudinale de la
surface liquide se réduit à une ligne droite parallèle au fond du lit; on lui donne généralement la dénomination de : ligne du régime untforme.
Dans les cours d'eau naturels» cette courbe est sujette à de grandes variations suivant les pentes et les sections de la masse liquide. Supposons, par exemple, que la pente d'une rivière, après s'être maintenue constante sur une certaine longueur, vienne à augmenter sans que la largeur du lit change; la hauteur de la section liquide diminuera, en vertu du principe que nous venons de tirer de la continuité des fluides. Mais , comme cette diminution de hauteur ne pourra se faire d'une manière brusque, la surface du courant présentera, dans cette partie, une forme convexe, et le mouvement y sera accéléré. L'inverse aura lieu évidemment pour une diminution dans la pente ; la courbe sera concave et le mouvement retardé. L'on pourra même parfois obtenir une contre-pente à la surface, sur une petite étendue, c'est-à-dire une inclinaison opposée à celle du lit.
Les variations dans la largeur des sections produisent des résultats analogues à ceux qui résultent de modifications dans la pente.
L'on peut conclure de ce qui précède : l** que la coupe longitudinale de la surface d'un cours d'eau présente une suite de lignes droites, plus ou moins courtes, réunies par des portions de courbes, plus courtes encore, et tantôt concaves tantôt convexes ; ^ qu'un mouvement retardé correspond aux premières courbes, et un mouvement accéléré aux secondes; 3» que les inégalités de cette coupe correspondent à celles du lit, mais qu'elles sont moins fortes que ces dernières.
L'on désigne sous le nom de courbes de remous, les parties convexes ou concaves qui, dans les cours d'eau naturels, sont produites soit par des élargissements ou des rétrécissements du lit, soit par des accroissements ou des diminutions de la peote, et qui se raccordent, ainsi que nous venons de le dire, à une suite de lignes droites correspondant au régime uniforme. Dans le premier cas il y a remous d'abaissement ; il y a remous de gonflement dans le second. Les problèmes ordinaires que Ton est appelé à résoudre se rapportent à ce dernier; aussi l'on appelle vulgairement remous tout exhaussement de la surface du courant au-dessus de la ligne du régime uniforme; ex-
haussement qui est produit la plupart du temps par un obstacle et qui, en se propageant vers Tamont, semble accompagné d'un rebroussement du liquide contre la direction de la rivière. L'on désigne par hauteur du remous Texhaussement maximum mn ou mn' (fig. 56) audessus de la ligne ABC du régime uniforme ; son amplitude nA ou mA est la distance à laquelle il se propage. L'on désigne aussi sous le nom d*amplitude hydrostatique la longueur nB ou mB obtenue en menant une horizontale par le point culminant m.
En général, le remous d'exhaussement ou de gonflement est produit soit par une digue ou un déversoir qui barre entièrement le cours d'eau, soit par un obstacle partiel, tel qu'une jetée ou les piles d'un pont. En traitant la question des remous, nous examinerons spécialement les variations de la courbe dans l'hypothèse d'un obstacle continu.
11^ Discussion de la courbe du courant, pour le mouvement varié permanent et dans un canal régulier.
Nous supposerons dans nos calculs que la section du canal soit un rectangle prismatique invariable mais de largeur finie, et que la pente t soit constante.
Soient :
i le sinus de la pente du fond, comptée positivement lorsque
celui-ci monte et négativement lorsqu'il descend ; L la demi-largeur du cours d'eau; q le produit ou la dépense du cours d'eau par mètre de lar-
h la hauteur variable comptée au-dessus du fond ;
s la distance de la section considérée à une autre prise pour origine. Cette origine est supposée en amont; par conséquent les distances s sont comptées positivement de l'amont à l'aval.
Reprenons Téquation (P) généralisée du mouvement varié :
En supposant que AB el GB' soient deux sections infiniment rapprochées (fig. 57), les notations de la figure donnent la relation :
h, = fc 4- B'6 -f (/G = fc + ids 4- de D'où :
f/9 = fc, — h — ids ^ — (Ih — ids
Reniplaçant dans Téqualion (P') dB par cetle valeur el u par-^ , nous obtiendrons :
dk
as = rVr— ' (^)
Celte équation représenteja courbe de la surface de Teau dans un courant pernoanent régulier quelconque, quelle que soit Tinclinaison i\ et les dimensions de la section liquide. II serait inexact d'en conclure que, dans tous les cas, la courbe qu'elle représenle reste la même; celle-ci varie au contraire dans sa forme suivant la valeur numérique des coefficients, tout aussi bien que les sections coniques qui sont aussi représentées par une équation générale du second' degré.
Si, dans la relation (X), l'on remplace q par sa valeur approximative UA, il en résulte :
d,= Li l
Posant en outre : «U -|- pU* = 6ill*, l'on en conclut :
dh
d«= , ■ ■ ou bien ,.. , ', „, „ , ,. 0)
Là
Nous allons disculer l'équation différentielle sous celle dernière forme.
1® Soit t = 0, c'est-à-dire un fond horizontal.
L'inclinaison de la tangenle à la courbe est représonlée, dans ce cas, par :
dh _ b,\}^{L + h}
Ainsi, la tangente est positive, c'est-à-dire inclinée de Taval vers Tamont, pour h <:^ — ; elle est infinie pour h = — , qui corres-
pond à î = 90°; et négative pour h ^ . En outre, pour des va-
leurs de h supérieures à — , valeurs qui rendent négatif le rap-
port-;— , rinclinaison de la tangente diminue de plus en plus, de sorte
que vers Tamont la courbe (fig. 58) se rapproche de Thorizontale. Sa
tangente verticale, en m, est déterminée par A== — ; et celle du point
*j m' où la courbe rencontre le fond, est égale à 6igf, valeur que Ton
dh obtient en faisant A = dans l'expression de --r- . La courbe aurait
donc en mm'. une partie concave pour laquelle les tangentes seraient positives, et qui reviendrait en sens coniraire du courant. Ce phénomène est évidemment impossible ; arrivée en m Teau ne peut que tomber verticalement ; il n'y a donc pas lieu de considérer la branche qui correspond à celte solution du problème. i
L'intégration de l'équation différentielle (Z), donnera tous les points de la coufbemCA. A cet effet, décomposons, avec Dupuit, le dénominateur de dh en deux fractions du premier degré, après avoir fait t = dan^ l'équation (X); nous aurons :
àh
(o^qh + W
{h + h){aqh-\-pq^) ^q (h --^ q]\ h + -tq h + hJ
Le facteur aqh + (3g^ se compose de deux termes, dont l'un varie avec h et dont l'autre est constant. Mais comme a. est beaucoup plus petit que j3, les diverses valeurs que pourra prendre le terme aqh, par suite des variations de h, ne donneront chaque fois que des différences insignifiantes dans les valeurs correspondantes du facteur aqh + ^q^. Si donc, l'on appelle h' une valeur moyenne de h dans la partie du cours d'eau considérée, l'on peut remplacer approximativement
aqh -f- jSç' par le facteur constant a.qK + ^q^ = C. L on obtrenl alors en intégrant :
L'on déterminera la constante G' en faisan t, dans cette équation , s = et A = Al dans l'hypothèse où h\ représente la hauteur du cours d'eau au point de l'amont où l'on commence à compter les distances. L'on aura ainsi :
+ L(?^*)-L«(fc-fc,)] ...(a)
Si, dans la valeur de Ç, l'on remplace q par Uh\ où U' désigne la vitesse moyenne correspondant à A', l'on en tire :
C = afc' X U'fe' + pu'*^'» = fc'» («U' + pu") et, par suite :
+ L (**~^'* ) - L^ (ft - h,)] (i)
OU bien encore :
+ L(-^îl^)-LMfe--fe,)] (c)
Ces équations se simplifient beaucoup lorsque le ^ours d'eau est
assez large pour qu'on puisse considérer le rapport — —y- comme
Là "i~ il
sensiblement égal à l'unité.
Ainsi la relation (X) devient, pour i== et ' , — = 1 :
aqh + pf
el l'équation (à) de la courbe se réduit à
qui représente une parabole du 4« degré.
2® Supposons quel soil positif, ce qui correspond à un fond incliné en sens inverse du courant.'
Les équations (X) el (Y) donnent pour Tinclinaison de la tangente les expressions :
dh '*'**+ ^T^H'^+P^*)
et :
dh _ Ui+>4U«(L + A) ds "■
L'une et l'autre présentent, pour la courbe, les mêmes caractères généraux que dans le cas où i = 0, c'est-à-dire pour un fond horizontal : la grande branche ACm (fig. 58) reste concave jusqu'en wi,
où A= — , et sa tangente se rapproche de Thorizonlale vers l'amont. y m
Ainsi, quand le fond du lit est horizontal ou en contre-pente, l'eau
présente toujours une surface convexe qui se termine par une croupe
brusquement arrondie.
S"" Soit enfin i négatif; rinclinai3on du lit est alors dans le sens du courant.
Ce cas est celui des cours d'equ naturels; leur fond étant généralement peu accidenté, l'on peut, entre deux points quelconques pour lesquels la vitesse moyenne U est la même, substituer à ce fond réel une droite fictive donnant la même résistance par mètre courant, et ayant, entre ces deux points, la pente de la surface. Dès lors, le mouvement étant uniforme, la profondeur H du cours d'eau, dont la section est supposée rectangulaire, sera donnée par l'équation :
C'est pour un pareil lit que nous traiterons plus loin la question des remous; nous supposerons qlie, par reffet de travaux quelconques, Teau y soit soulevée ou abaissée par rapport à la hauteur H du régime uniforme, et nous déterminerons la courbe de la nouvelle surface.
[[p. Problèmes.
i** Étant donné, pour la section liquide, un trapèze ayant l'",20 au fond et 1,40 à la surface; et pour dépense du courant une quantité Q = 0,60, trouver la distance entre Ai = 1"',60 et /i = 0,60. Le fond du lit est censé horizontal.
Pour résoudre ce problème, l'on prendra Téquation (r), et Ton y remplacera L, h, h^y q et bi par leur valeur :
^ Étant donné pour 9 et L les mêmes valeurs que précédemment, ainsi que la hauteur h == 0,50 d'un point C de la courbe (fig. 58),' trouver la hauteur h^ de celle-ci à 4000*" en amont du point précédent. Le fond du lit est encore censé horizontal.
Le moyen le plus simple est d'opérer par tâtonnement; au lieu de résoudre l'équation (c) par rapport à A, il suffit d'y substituer une valeur arbitraire pour cette inconnue et de voir si la valeur résultante de s se rapproche de 4000"*.
Supposons, par exemple, qu'en donnant à A la valeur arbitraire 1,80 Ton obtienne 4300 environ, tandis que A = 1,70 ne donnerait que 3800; comme ces deux ordonnées appartiennent aussi à la courbe, on peut considérer celle-ci comme à peu près droite entre elles, puis rechercher par' proportion la hauteur A qui correspond à $ = 4000"" ; celte hauteur sera ici compriîîïe entre 1.70 et 1.80.
IV**. Courbes et tables de remous.
Reprenons le cas de la fig. 56, pour lequel i est négatif, et qui se rapporte à un cours d'eau naturel barré entièrement par une digue ou un déversoir dD.
Par suite de cet obstacle, Teau qui coulait d'abord d'une manière uniforme, et dont la ligne de surface ABC était parallèle au fond, s'élève à partir d'un certain point d'origine en amont, et sa courbe de surface s'éloigne de plus en plus de la droite du régime uniforme, jusqu'à un point culminant m du gonflement situé à une très-petite distance de la digue dD ; le liquide se déverse alors au-dessus de celte dernière.
Si l'on désigne par h la hauteur ^eTdu point m au-dessus du déversoir, par H la profondeur nn" ou approximativement 6D du régime uniforme, et par A' la hauteur dD de l'obstacle, la hauteur mn ou mn' ou ab du remous sera représentée par h +h' — H, expression dans laquelle h correspond à la quantité H tirée de la formule (a) des déversoirs :
Q = 0,405 LH V/'â^
Dubuat est le premier auteur qui se soit occupé de la forme et de l'étendue des remous*; ses observations le portèrent à conclure que la courbe de leur surface est concave vers TextérieUr, et qu'elle diffère très-peu d'un arc de cercle. Après avoir prouvé que la théorie de Dubuat péchait par excès, Funck admit gratuitement que les courbes des remous' de gonflement sont des arcs de paraboles dant le sommet serait sur la surface du courant à une distance du barrage égale a deux fois Y amplitude hydrostatique, et dont le paramètre
serait-^ (A + /i'- H) t.
Sans admettre ces conclusions, les hydrauliciens regardaient cependant la surface d'un remous de gonflement comme concave vers l'extérieur, et ils la supposaient généralement plus longue que l'amplitude hydrostatique. Mais en 1820, un savant piémontais,M. Bidom, prouva par des expériences qu'il peut se produire des remous à surface presque plane et horiîçontale ou faiblement convexe, plus courte
que I amplitude hydrostatique, et qui se réunit à la surface du courant par une courbe convexe brusque formant re^sati^ à la superficie du liquide. Voici entre autres un cas particulier, très^intéressant^ décrit par cet auteur.
Après avoir disposé un canal en maçonnerie, à section rectangulaire, dont le fond avait une inclinaison de 0,"*0!23 par mètre,-et dont les parois verticales étaient distantes de 0,"'32S, il y fit couler de Teau de façon à obtenir une dépense de 0,"''0351 par seconde. A ce débit correspondait une hauteur H constante, de régime uniforme, égale à 0"',064. Ces dispositions prises, Bidone établit dans le cours d'eau un barrage continu tel que la profondeur s'élevât à 0",28 en un point situé à 1"',00 en arrière (fig. 59); il en advint le résultat suivant : le régime uniforme subsistait encore jusqu'à 4"',50 en amont du barrage; puis, la hauteur prenant un accroissement brusque s'élevait à environ 0™,18, le triple de sa valeur primitive ; l'eau continuait ensuite à couler sans agitation et avec une surface légèrement convexe«jusqu'au barrage, par dessus lequel elle se déversait.
L'accroissement brusque de hauteur AB — ab, ainsi produit, sans inégalité du fond, dans un canal prismatique, porte le nom de ressaut superficiel, ou simplement de ressaut.
D'après MM. Bélanger et Bresse, le phénomène du ressaut serait un cas exceptionnel de la formule fondamentale du mouvement permanent varié, attendu que les conditions analytiques de son existence sont incompatibles avec l'hypothèse des filets parallèles, sur laquelle cette formule repose. De là l'impossibilité d'appliquer, dans ce cas, la théorie ordinaire à la courbe du remous. Les premières recherches sur cette question sont dues à M. i^élanger. Déjà, en 1827, dans son Essai^sur le mouvemeni des eaux courantes, il avait proposé, pour le^ calcul des courbes à ressaut, une formule basée sur l'hypothèse que l'on peut, dans l'examen de ce phénomène, négliger les pertes de charge. En 1838 il exposa une nouvelle théorie en partant du principe des quantités de mouvement projetées. Celte théorie, que M. Bresse considère comme plus rationnelle que la première, et qu'il reproduit dans son Cours'de mécanique appliquée, ne nous semble mériter aucune confiance, par suite de l'appréciation inexacte de la différence des forces vives dans deux tranches irès-rapprochées. Nous renvoyoïis,
pour ce sujet, à ce que nous avons déjà exposé au § B. II. 6 et au § C. II. 0,
Dans son ouvrage sur le Mouvement des eaux courantes, publié en 1848, M, Dupuil établit que les remous à ressaut dépendent de la pente i du cours d'eau ; qu'ils ne se produisent que dans les cas fort rares où i est supérieur à S'^ySO par kilomètre, et qu'enfin ils ne peuvent jamais se présenter dans les rivières ou les fleuves, même les plus impétueux, puisque la penfe de ceux-ci se trouve bien en dessous de cette limite. C'est ce que nous allons développer.
Reprenons le troisième cas du § d. IP, pour lequel t est négatif; c'est-à-dire Tinclinaison du lit parallèle au courant. Changeons t en — t dans Téqualion différentielle :
ds
dh
dh rinclinaison--^de la tangente à la courbe résultante sur la ligne du
régime uniforme sera donc :
dh '•'*'— ^H'^^ M
Afin de simplifier ceftc relation, négligeons a par rapport à (3 et -r-
par rapport à i. Il serait facile de prouver que ces hypothèses ne modifient pas les propriétés de la courbe; du reste, il ne s'agit ici que d'étudierja foi*me générale de cette^ dernière. Nous aurons don« :
dh as
ift» - pq*
Pour éliminer
de -celle équation,
posons
les deux relations di|
régime uniforme
= UH
et Ht=aU
+ pu» =
= pu* ,
Il en résulte :
= UW et H»i =
PU»H
et 1 equaliou (2) devient ;
dh . H»
"^°' -£-iL ^^ ■
H» gti Ayant tracé la ligne AaA' parallèle à XY et à une distance H de celle-ci, donnons à h, dans l'équation (3), des valeurs inférieures à H, ce qui correspondra au remous d'abaissement.
Dans ce cas, remarquons' que -^ , tout en restant négatif, devient
d'aulaiU*i)lus petit que h se rapproche davantage de H, et qu'il devient nul pour A = H ; il suit de là que la courbe vers Tamont se rapproche de plus en plus de la surface naturelle du courant, et que ces deux lignes sont asymptotes entre elles. Si Ton fait décroître peu à peu Tordoiinre variable A^-rinclinaison de la tangente sur le foiid i^a en
^h ^ . . . . ^ . . . . , m VÏPFF" croissant, el — finit par devenir infini pour la relation A = 1/ ,
*/ valeur que nous supposerons inférieure à H. La courbe â donc quelque
part, en m, une tangente perpendiculaire au fond, et telle que sa dis-
. . , , J/ U*H* lance vtn soil égale a V/ •
A partir du poiut m la courbure change et devient concave vers l'extérieur, comme pour* le cas de i = et de i > 0, produisant ainsi une branche dont il est inutile de s'occuper.
La courbe Ubni représente donc le remous d'abaissement, c'est-àdire que, si, par TelTet d une modification quelconque du lit, la surface naturelle du régime uniforme estabaissée de a en b à Pun de ses points, la partie n\ de cette surface sera abaissée en B6.
Cherchons maintenant la courbe du remous de gonflement; à cet
effet, donnons a h des valeurs plus grandes que H dans Téquation (3).
dh Dès lors— 7-- devient positif; la courbe est donc convexe vers le fond. as
A mesure que h diminue et se rapproche de H, la branche vers Tamont
tend à se raccorder avec la ligne du régime uniforme; elle lui est
dh encore asymptote puisque — =0 pour A == H. Vers Taval, Tincli-
naison de la tangente sur le fond va en croissant avec h, et elle tend indéfiniment vers une valeur limite égale à i, c'est-à-dire vers un point de la courbe tel que la tangente y soit horizontale.
La courbe CcC s'appelle le remous de gonflement ou d'exhaussement; elle représente en cC ce que deviendrait par exemple la partie aX de la surface naturelle d'un cours d'eau lorsque, celle-ci est soulevée de a en c, à un point quelconque a de sa ligne primitive.
Il est important de remarquer que, pour un cours d'eau déterminé par sa pente i et sa hauteur H, il n'existe qu'une seule courbe de remous; celle-ci, une fois connue, détermine tous l^s remous qp'onpeut avoir à considérer sur ce courant. Supposons, par exemple, qu'un barrage ait soulevé de 1"»,00 en c' les eaux qui primitivement suivaient la ligne Aa"aa' du régime uniforme, et qu'aux points c et c" les ordonnéo^ ca et c'^a'^ de l'exhaussement soient égales respectivement à 0",80 et à 0"*,60. Si l'on demandait de construire la courbe d'exhaussement produite par un barrage «tabli en a'\ et tel qu'en ce point a" le niveau soit relevé de 0,60, l'on obtiendrait évidemment la portion c"C dé la grande branche Cc"cc'C' ; cette partie de courbe en amont du remous 0™,60 appartient donc non-seulement à ce remous spécial mais encore à celui de 0™,80 comme à celui de 1™,00, qui ne sont tous que l'amont (Tun remous plus grand. Ainsi c'est à tort que, dans presque tous les traités d'hydraulique, l'on a considéré la courbe des remous comme ayant son origine au point où lès travaux avaient occasionné le plus fort exhaussement. Quoiqu'on^ne cherche généralement que le remous en amont des barrages, l'analyse donne là forme de la courbe entière jusqu'à la limite asymplotique de Taval.
Dans Texamen qui précède, nous avons admis l'hypothèse de
ÏPÏP" u» •
< H, ce qui revient a supposer -^^ < 1. Cette condition
peut encore s'exprimer autrement : en efl'et, si Ton pose avec Dupuil
l'équation
l'on en tire :
et la conditioD ci-dessus devient i <g^; ou bien, en remplaçant ^ par
Ainsi, d'après Dapuit, Ton peut tirer les conclusions suivantes : i"" Dans tous les cours d'eau dont la pente est inférieure à 0"',003K par mètre, les courbes de remous ont la forme trouvée plus haut, et leur raccordement vers Tamout se fait d'une manière asymptotique avec la ligne du régime uniforme. Quant au raccordement vers l'aval, il a lieu, pour le remous de dépression, par une partie verticale d'autant plus grande que t est plus considérable; dans le remous de gonflement la courbe s'éloigne au contraire de la ligne du régime uniforme, et tend à devenir horizontale à l'infini. S*" Lorsque t = 0'°,0035, la courbe du remous de gonflement est une horizontale ; celle du remous d'abaissement n'offre plus de courte de raccordement vers l'aval ; celui-ci s'opère par une chute brusque. 3® Au-dessus de i = 0,0035 le calcul donne pour la courbe de dépression une forme qui ne peut se produire dans la réalité; quant à la surface du remous d'exhaussement elle devient alors convexe vers l'extérieur, et se raccorde avec la ligne du régime uniforme par une croupe qui forme ressaut.
Si dans la condition i < g^ l'on substitue 6i à (3, en donnant à b^ la valeur 0,0004 adoptée par Tadini, Bresse, etc., l'on ne modifie en rien l'ensemble des conclusions de Dupuit attendu qu'une pente de 0'",004 par mètre est encore de beaucoup supérieure à celle des cours d'eau navigables.
Il nous reste à établir l'équation générale de la courbe des remous par l'intégration de la relation différentielle (1). Ainsi que nous l'avons dit, Dupuit est le premier qui ait opéré l'intégration de l'équation différentielle du mouvement permanent varié, et qui en ait déduit, pour un grand nombre de cas pratiques, des formules simples faciles à calculer. Nous suivrons ici sa méthode. A cet effet, remplaçons dans
l'équation (i)— par et ^q^ par — a gH ; nous aurons :
îd. = . ^ ^ '
<'-"'{'■+»(• -4) +-(rTr-#))
Il est plus commode, pour la pratique, de compter les ordonnées des courbes d'exhaussement et de dépression à partir de la ligne du régime uniforme; pour introduire cette hypothèse dans Téquation précédente il suffit d'y remplacer respectivement A par H + j/ ou par H — y; Ton substitue ainsi à la variable h une nouvelle variable y.
Supposons qu'il s'agisse du remous d'exhaussement; nous aurons par la substitution deH + ykh :
. ds
H»(l-^)+îl» + 3H!,« + 5H»î,
Pour simplifier les calculs, négligeons la quantité -^-r-r qui est tou-
«^ o Lt
jours très-petite, même dans les canaux étroits ; posons ensuite :
Or, il est facile de s'assurer que le dernier terme !, „, . de
5 HLt
la valeur de n peut aussi être négligé dans la pratique : il suffit d*y remplacer H t par a U + |3 U*, et de considérer alors comme négligeable l'expression a U en comparaison de |3 U^. L'on voit du resle
que la valeur de n est toujours comprise entre -^eil, pour toutes les
valeurs de L, depuis zéro jusqu'à l'infini. Cela admis, nous aurons,
en décomposant en facteurs la fraction rationnelle :
qui représente Téquation diflérentielle de la courbe de gonflement rap-
portée à la surface naturelle ou du régioie uniforme. Il vient par Tintégration :
is + C = y
5 ^ (ni^n) 2 m
X arc tang,
Hy/sn-i;)
La condition de s = pour y == Y quantité connue, déterminerait
la constante C. Par suite Ton obtiendrait une équation en s eiy qui
serait celle du remous de gonflement. Mais, pour éviter la recherche
des arcs tangentes dans les tables trigonométriques , remplaçons Tare
par son développement en série ; nous aurons, en désignant ;/ + -^ ^
par X et H V/ 3 n — — par A :
Arc(tang.=^)=-^-+^ ........
Gomme cette série sera presque toujours assez convergente pour qu'on puisse en négliger le deuxième terme, Tintégrale deviendra :
Telle est Téquation générale de la courbe du remous de gonflement. Mais dans les cours d'eau naturels, Ton peut exprimer cette équation sous une forme beaucoup plus simple, attendu que Ton peut y
supposer généralement = 1 . Dès lors, en introduisant cette
hypothèse dans la relation (3) et en négligeant le terme — =r , Ton
obtient :
Si l'on remplace \_ /_ „^ par la série de termes qui forment le quotient de la division de (H + y)', ou «», par (H + y)» — H», ou a» — 1, Ton obtient par Tintégration :
dans laquelle C est encore déterminé par la condition 5 =0 et j/ = Y. Le deuxième membre présente, comme tantôt, yue série convergente; elle offre, en oulre, ainsi que sa dérivée, une propriété très-remarquable, c'est que :
Il eu résulte que, si Ton construit la courbe que cette équation représente, dans l'hypothèse de H =^ 1, c'est-à-dire en posant :
ses abscisses s et ses ordonnées y seront dans un rapport «constant avec celles du remous sur un cours d'eau quelconque ; il suffirait donc de connaître les premières pour en déduire les autres par une simple proportion. M. Dupuit a utilisé cette propriété dans la construction d'une table de remous destinée à éviter l'emploi de l'équation (6) pour la solution des divers problèmes. Cette table ne fait que reproduire les valeurs de la série du deuxième membre, dans l'hypothèse d'une hauteur de l*» pour le régime uniforme. Ainsi, quel que soit le problème à résoudre, qu'il s'agisse de trouver s en fonction de 1/ ou t/ en fonction de s, dans un cours d'eau de hauteur H' différente de 1"", il suffit de chercher la solution dans la table et de multiplier le résultat par H'. L'une des colonnes contient une série de valeurs de y, depuis O^yOl jusqu'à 3",00; l'autre colonne présente en regard les valeurs correspondantes de is. L'aujteur a construit une table analogue pour les remous d'abaissement.
Lorsque la hauteur y du remous est très-petite par rapport à celle du régime uniforme, l'équation de la courbe peut se mettre , d*après Dupuit, sous la forme suivante d'une extrême simplicité :
relation dans laquelle Y et y représentent deux ordonnées, y étant toujours la plus petite, et les distances étant comptées à partir de cette dernière ; Tun des deux remous Y ou y est censé connu dans tous les problèmes. L'exemple suivant fera mieux saisir Tapplication de cette formule.
L'on suppose qu'un remous de 0",50 se soit produit en un point d'un cours d'eau naturel très-large et tres-profond ; chercher à quelle distance de ce point le remous sera réduit à O^j^S.
La formule donnera, dans ce cas :
« = -— ■ iog. 2 = 0,231 —
La question sera donc résolue lorsqu'on donnera la pente i, ainsi que la profondeur P = H -h Y -f y, ou approximativement la profondeur du cours d'eau dans l'étendue du remous.
CHAPITRE CINQUIÈME
PRESSION RECIPROQUE EXERCEE PAR LES SOLIDES ET LES FLUIDES DANS LEUR MOUVEMENT RELATIF.
A. NOTIONS GENERALES
Lorsqu'un corps solide en mouvement est plongé dans un fluide indéfini quelconque, liquide ou gazeux, et relativement en repos, il éprouve une série de pressions dont la résultante est généralement opposée à son mouvement relatif par rapport à ce fluide. Cette action contraire constitue donc une véritable résistance; par suite les auteurs lui ont donné le nom de résistance des fluides, ou résistance des milieux. L'on est convenu aussi de dire qu'un fluide est indéfini, dans les phénomènes que nous considérons, lorsque les dimensions du canal ou du réservoir qui le contient sont très-considérables par rapport au solide en mouvement, c'est-à-dire lorsque l'espace compris entre les parois du lit et celles du corps est assez grand pour qu'il n'y ait pas lieu de tenir compte de la réaction des premières sur le liquide.
D'un autre côté, si l'on suppose que le corps solide précédent soit fixé d'une façon relative par rapport à la masse fluide et que celle-ci seule ait une certaine vitesse, la résistance qbe le solide en question va opposer au mouvement de cette masse constitue une action analogue à celle du cas précédent, mais qui, d'après certains auteurs, lui serait supérieure pour de mêmes éléments et une même vitesse relative.
Enfin, il ne faut confondre aucune des deux pressions considérées avec l'efi'ort produit par le choc continu d'une veine fluide finie contre un corps solide d'une certaine surface. Dans ce dernier cas seulement
Ion est parvenu à exprimer analytiquement Tintensité de la résistance en fonction des quantités qui la déterminent.
Plusieurs causes ont empêché jusqu à présent d'arriver à une solu (ion satisfaisante des deux premiers problèmes. L'une d'elles consiste dans rinfluence de la viscosité ; ainsi que nous Tavons vu» il est difii* cile en général d'en tenir compte exactement, et cette difficulté devient souvent ici insurmontable. D'un autre côté, le mouvement des filets liquides étant dérangé par la présence d'un obstacle solide, il serait nécessaire, pour connaître la résultante des pressions, de chercher en quoi consiste ce dérangement ; c'est ce que Ion n'a pu établir par l'analyse. Aussi n'a-t-on que des connaissances très-imparfaites sur la pression réciproque des fluides et des solides pendant' leurs mouvements relatifs ; et les résultats d'expérience, dus en grande partie à Dubuat, sont trop incertains pour qu'on puisse les appliquer en toute sécurité.
Il nous suffira donc de faire connaître quelques remarques générales et d'examiner succinctement les indications de l'expérience sur les pressions réciproques d'un solide et d'un fluide indéfini dans le mouvement rectiligne uniforme.
B. RÉSISTANCE DTN PRISME FIXE AU MOUVEMENT RECTILIGNE ET UNIFORME DUN FLUIDE INDÉFINI QUI LE RENCONTRE NORMALEMENT.
Supposons, avec Dubuat, qu'un prisme droit soit plongé dans un fluide indéfini de façon que son axe se trouve dans la direction du mouvement, et par suite sensiblement horizontal. Si le fluide était en repos, chacun des points de la surface du solide éprouverait une pression hydrostatique représentée par l'abaissement de ce point en dessous du niveau de la ma^se choquante ; les bases d'amont et d'aval étant égales et également abaissées, les pressions qu'elles recevraient seraient égales et contraires, par suite il n'y aurait aucune tendance au ntouvemeut dans le sens de l'axe. Cela posé, admettons qu'il y ait courant, et qu'il soit composé de filets primitivement parallèles et à peu près rectilignes : il se présente alors des phénomènes tout differcals. Du côté de Tamonl les filets fluides sont déviés et forment des
courbes qui présentent leur convexité à la base antérieure du prisme ; longeant alors les faces de celui-ci avec un certain accroissement accéléré de vitesse, ils tendent à reprendre vers la base d*aval leur direction primitive; les courbes décrites tournent ici leur <;onca vite vers cette base, et les filets vont se réunir derrière elle tout en conservant une partie de Texcès de vitesse acquise, partie qui sera d^autant plus grande que leur trajet le long du prisme aura été plus court.
D'après Dubuat, Taugmentation de vitesse des filets fluides le long des faces du prisme proviendrait de ce qu ils seraient alors resserrés dans un espace moindre, attendu, dit-il, que la masse fluide entre le prisme et les berges du lit fait, jusqu'à un certain point, TofiSce d'un corps résistant.
Continuant ensuite son analyse. Fauteur explique comment il se fait que les divers mouvements des filets tendent à augmenter la pression sur la base antérieure du prisme et à la rendre supérieure à la pression hydrostatique ; tandis qu'à la baâe postérieure ou d'aval il se produit une diminution par suite de l'accélération de vitesse produite par l'obstacle, et par conséquent la pression hydrostatique y est plus forte que la pression réelle.
Il n'y a pas lieu de tenir compte de l'action des composantes sur les faces latérales, car élant toujours égales et opposées elles s'entre-détruisentet ne produisent aucun mouvement.
Ces considérations admises, déterminons Tintensilé totale de la pression sur le prisme plongé. Désignons par :
R' la résuUantedes actions positives, dues à l'obstacle, qui se produisent sur la base d'amont;
R" la résultante des actions négatives qui se présentent à l'aval ;
R la résultante des forces R' et R".
Les forces R' et R" sont nommées respectivement par Dubuat pression vive et non^ression. Dans les cas ordinaires, ces résultantes, ainsi que les actions hydrostatiques correspondantes sur les deux bases, ont une direction commune, parallèle au courant ; il en résulte que leur résultante totale R est égale à leur somme arithmétique R' + R".
Supposons encore approximativement que la vitesse soit constante et égale à V^ "igh pour tous les filets, et que la figure de ceux-ci ne
change pas pour un même corps plongé dans des courants d'inégale rapidité.
Soit H la pression hydrostatique moyenne, ou rabaissement de Taxe du prisme en dessous de la surface du liquide ; M' et M'' deux constantes, à déterminer par expérience, qui dépendent de la forme du corps, de sa position dans le courant, ainsi que de la section S de la base d'amont ou, plus généralement, de la surface de la section du solide perpendiculaire à la résultante totale. Le liquide employé par Dubuat, dans ses expériences, étant deTeau, nous admettrons avec lui que le poids A du mètre cube est sensiblement égal à Tunité.
Les pressions hydrauliques étant proportionnelles à la hauteur h, nous pouvons représenter la pression vive, sur Tunité de surface, par Wh, et la non-pression par Wh. La pression totale sur la base d'amont sera donc H + M' h ; elle sera H — M"A sur la base d'aval. Ces deux forces étant supposées parallèles au courant, elles agissent en sens contraire, et leur résultante ou la force qui pousse le prisme est égale à leur différence arithmétique. L'expression de cette résultante, ou plutôt la hauteur de la colonne qui la mesure, sera donc, par unité de surface :
H + M'fc — (H - M"fc) = (M'-h M") ft = R
La pression totale serait représentée par RS. L'expérience montre en effet que lorsque deux corps solides semblables sont semblablement placés dans un courant indéfini, les filets liquides déviés ont des figures semblables; Ton en conclut qu'aux points homologues des deux corps la pression reste la même par unité de surface. Par suite, les pressions R' et R'' sont, pour ces solides, proportionnelles au carré des côtés homologues, c'est-à-dire aux aires S' et S" d'une section occupant dans les deux corps une position semblable.
Il résulte de ce qui précède que les forces R' et R" sont proportionnelles :
l"* Au carré de la vitesse U du courant, puisque h = -^ ;
^ Au poids A du mètre cube du liquide; S"" A l'aire S de la section perpendiculaire. • Quelques expériences cependant semblent prouver que le troisième principe n'est pas exact quand il s'agit, au lieu de solides prisma-
tiques, de plaques ou paleltes très-minces. Ainsi ifarto^^e ayant exposé à l'action (i*UD courant de la Seine une plaque carrée, plus petite dans le rapport de.2S à 100 que celle qu'avait employée Dubuat, a trouvé que la pression totale R croit dans un rapport plus grand que celui des surfaces choquées, sans toutefois pouvoirs déterminer la loi de Taccroissement.
Voici Tune des expériences faites par Dubuat pour déterminer les valeurs des constances M- et M".
Les solides plongés consistaient en trois parallélipipèdes rectangles dont la base était un carré de O'^SSS de côté; Tun d'eux consistait en une simple plaque, sa hauteur n'étant que de O'^OOO ; le deuxième formait cube, et le troisième avait 0"»975 de hauteur, c est-à-dire le triple du côté de la base. La vitesse U du courant était de O'^OTK par seconde.
L'appareil employé par Dubuat était muni d'un piézomètre qui lui permettait d'observer, sur les différents points des bases carrées, les pressions hydrauliques, c'est-à-dire les hauteurs des colonnes piézométriques au-dessus ou en dessous de la surface du courant, suivant qu'il mesurait la pression vive ou la non-pression. Ayant mesuré cette pression hydraulique sur 625 points de la base d'amont de chacun des trois prismes, il l'a trouvée constante, quelle que fût la longueur de ces derniers, et égale à 1,19A. Ainsi le coefficient M' de la pression vive a pour valeur constante :
Mais il n'en a pas été ainsi de la non-pression mesurée par l'abaissement de la colonne piézométrique en dessous du niveau du courant : le coefficient M" a varié, et sa valeur a été :
Pour la plaque 0,67
Pour le cube 0,27
Pour le prisme long 0,13
Les non-pressions ont diminué avec la cause qui les produisait, la vitesse des filets liquides à l'aval, vitesse qui diminue à mesure que la longueur des obstacles augmente. Le coefficient M = M' -(- M", entrant dans l'action totale du courant, aurait donc les valeurs respectives 1 ,86, 1 ,46 et i ,34; el la pression totale, ou l'effort de ce courant sur les trois prismes, serait représentée par l ,86 h, 1,46 h et 1,34 h.
D'après d'autres exfiériences de Dubuat, le coefficient M de la nonpression ne diniinuerait pas d'une manière indéfinie à mesure que la longueur du corps augmente, mais jusqu'à une certaine limite seulement au delà de laquelle il se produirait des accroissements.
C. RÉSISTANCE ÉPROUVÉE PAR UN SOLIDE QUI SE MEUT D'UN MOUVEMENT UNIFORME ET RECTILIGNE DANS UN LIQUIDE INDÉFINI RELATIVEMENT EN REPOS.
1" Solides entièrement plongés.
Depuis Newton jusqu'à Dubuat, tous les hydrauliciens avaient admis que la pression résultante exercée sur un solide fixe par un liquide animé d'une vitesse U était égale à celle que supporterait ce solide doué de la même vitesse U, et semblablement placé dans le fluide eu repos. Mais il semblerait résulter d'expériences faites par ce dernier observateur que, à égalité de vitesse relative et avec un même solide, la pression totale est plus forte dans le premier cas que dans le second,.
Ayant repris la plaque carrée de 0",328 de côté et 0",009 d'épaisseur qui avait donné les valeurs M' = 1,19 et M"= 0,67, il la fit mouvoir, avec la même vitesse de O'^jQTS, dans une eau immobile, et il obtint pour résultat :
M'=l et M" = 0,45
Admettant ensuite que cette valeur M" doit varier pour le cube et le prisme allongé d'une façon analogue à celle du cas précédent, il a
adopté :
Pour le cube M" -- 0,43.-^-^-= 0,17.
Pour le prisme long M" = 0,43. -^41 = 0»10-
Il en résulte pour M ou M' + M" les valeurs 1,43, 1,17 et 1,10, au lieu des quantités 1,86, 1,46 et 1,34 qui se rapportent aux mêmes solides immobiles dans un courant.
Dubuat a expliqué le résultat précédent en supposant que, dans
rétat de repos, Teau se laisse plus facilemeni diviser que lorsqu'elle est en mouvement. Cette explication n*est guère admissible ;^ elle est même opposée aux principes ordinaires de la mécanique. En effet , il est généralement admis que Faction mutuelle de deux molécules dépend uniquement de leurs masses et de leur distance, lorsque la température et Tétat électrique sont censés constants ; or, dans des mouvements relatifs identiques, les masses et les distances restent les mêmes; et, comme Ton ne peut guère supposer qu'il se produise dans le deuxième cas un changement de chaleur ou d'électricité, il est difficile d'y admettre une action mutuelle différente. Il nous parait plus logique de supposer que, dans les diverses expériences de Dubuat, les mouvements relatifs n'étaient pas identiques; que, par suite, le solide produisant un plus grand trouble dans un courant que dans un liquide immobile, il doit exercer dans le premier cas une réaction plus grande, et par conséquent éprouver plus de résistance. Du reste , plusieurs expériences d'autres hydrauliciens n'ont pas abouti aux conclusions de Dubuat; les- différences trouvées par ces auteurs ont été généralement moindres que les précédentes.
Quant aux lois que suit la résistance dans le deuxième cas, elles paraissent être les mêmes que dans le premier. Ainsi, les observations de Borda, Bossut, Dubuat, Vince, Smeaton, etc., constatent que, pour les vitesses ordinaires de 0™,60 à 4*", 00, la résistance est encore sensiblement proportionnelle au carré U' de la vitesse du solide. En dessous de 0"",60 elle diminue dans un rapport inférieur à celui du carré. Gomme précédemment aussi, elle est proportionnelle à la surface S de la base ou de la section qui pousse le fluide, sauf pour les plaques minces, où elle croit dans un rapport plus considérable. L'expression générale de la résistance R est donc encore :
R = MASfe ou bien : R = MAS~—
2flf
Si le liquide employé est l'eau :
R = MSfc ou bien: R = MS-^
expression dans laquelle M désigne un coefficient numérique variable avec la forme et les dimensions du corps en mouvement.
â"* Solides prismatiques flottants.
Les considérations et les résultats relatifs aux solides entièrement plongés s'appliquent aux corps flottants, si Ton a soin de donner pour valeur à S, dans la formule générale, Taire de la partie plongée de la section perpendiculaire à la résultante.
En résumé, dans les solides prismatiques, dont la longueur excède V^S, le coefficient M varie de 1 ,2 à 1 , et ne descend pas en dessous de cette dernière limite.
Si la longueur du prisme est le triple du côté de la base, ou plutôt 4e V^Vqû peut prendre, d'après Dubual, ainsi que nous Tavons vu :
M=i,lO
et, pour une longueur égale à 6 fois l/S, ce coefficient se rapproche de Tunité Mais, si (a longueur augmente encore, M croit de nouveau; Ton conçoit en eflet que dès lors les résistances dues à la viscosité engendrent des frottements qui font plus que compenser Teflet favorable de la diminution dans la non-pression.
L'emploi de poupes et de proues diminue très-notablement la ré sistance, en agissant respectivement sur la non -pression et sur la pression vive.
En ajoutant a un corps prismatique, dont la longueur serait d'environ 5 à 6 fois la largeur, une poupe suffisamment aiguë, l'on diminue beaucoup la non-pression; l'action totale tend d'autant plus à se réduire à la pression vive que la poupe est plus aiguë et plus longue, et l'on obtient approximativement dans ce cas :
Si le prisme est garni, comme dans les bateaux et certaines piles de ponts, d'une proue destinée à fendre le liquide en amont, la résistance diminue selon la forme et la saillie de cette partie extrême. Ainsi, quand la proue est formée de deux plans verticaux se coupant sous un angle voisin de GO*", la pression vive est réduite de moitié; et, si le prisme possède en outre une proue aiguë telle que M" = 0, il en résulte :
L'on arrive au même résultai avec une poupe allongée el une proue composée d'un demi - cylindre vertical de même largeur que le prisme.
Quand la base de la proue est un triangle d'une saillie égale au double de la largeur du prisme, la pression vive se réduit aux 2/5 de ce qu'elle serait sans proue.
Si les deux côtés se composent d'arcs de cercle au lieu de lignes droites, la résistance devient moindre, à saillie égale, que dans les autres cas.
Lorsqu'une proue est formée par le prolongement des faces latérales du prisme coupées en dessous par un plan incliné de SO""- environ sous l'horizon, la pression vive n'est plus que le tiers de ce qu elle serait si le solide se terminait carrément.
Les vaisseaux sont généralement construits de façon que leur forme se rapproche de celle qui présente la moindre résistance à l'action de l'eau* Si l'on suppose une coupe horizontale moyenne correspondant au milieu de la partie de la carène qui est plongée, la longueur de la proue mesurée sur cette coupe doit être égale à 5 ou 6 fois sa largeur maxima; et cette dernière doit se trouver un peu en deçà du milieu de la longueur, à compter du saillant. D'après des expériences de Bossut, un prisme droit terminé carrément, dont la section avait la forme du maitre-couple ou section maxima d'un vaisseau et dont la longueur était de 5 à 6 fois la largeur, a donné M, ou M' + M", un peu supérieur à l'unité ; tandis que le même prisme terminé par une proue et une poupe, comme un vaisseau, et égale-
ment plongé, a présenté pour M environ — de la valeur précédente, ou
bien :
Il n'y a évidemment rien d'absolu dans les différentes valeurs du coefficient de la résistance ; elles peuvent même varier quelquefois par suite de circonstances secondaires dont il serait difficile de tenir compte. En général, quand il s'agit de calculer la résistance qu'éprouve un corps flottant, il faut prendre pour S la surface de la plus grande section transversale de la partie plongée, puis donner au coefficient M ou M' + M" la valeur qui soit le plus en rapport avec la forme des extré-
mités d'amoDl et d'aval en se guidant sur les différents cas que nous venons d'examiner.
Il faut remarquer que les résultats précédents ne peuvent être appliqués lorsque la largeur du canal ou du cours d'eau n'excède pas 5 à 6 fois celle du co: ns flottant ou plongé en mouvement.
D. PRESSION EXËRCËIr PAR LE CHOC CONTINU D UNE VEINE FLUIDE CONTRE UN PLAN FIXE OU MOBILE.
Supposons d'abord que le plan mn soit fixe et que la veine fluide vienne le frapper suivant une direction normale.AG(fig. 61). Désignons par :
R la réaction totale exercée normalement par le plan ;
U la vitesse du fluide ;
A son poids spécifique, et — sa densité;
*/ Q l'aire de la section transversale de la veine;
dM la quantité constante de fluide qui afflue pendant chaque instant dt.
Comme la quantité de mouvement de l'aciion, en l'unité de temps,
dM „
est — r— U, nous aurons ; al
dt
ou bien, en remplaçant dM par sa valeur — û Xidt :
Nous avons supposé ici que la masse fluide dM perdait instantanément toute sa vitesse normale ; mais cette hypothèse n'est pas confirmée par l'expérience. Comme la vitesse perdue U' ne saurait être cependant que proportionnelle à celle d'arrivée U, nous poserons :
N désignant un coefficient qui est toujours inférieur à l'unité, mais dont la valeur en est d'autant plus rapprochée que la planchette a des
dimensions plus considérables par rapport à Q. Ainsi, ce coeffident devant dépendre du rapport de l'aire de la planchette à celle de la section de la veine, il ne saurait y avoir d'assimilation entre N et le coefficient M de la résistance des fluides.
Si la veine vient choquer le plan suivant une direction oblique BA qui forme un angle a avec la normale AG, la composante normale de la vitesse, ou U sin. a est seule détruite d'une manière continue par la réaction de la planchette, et la formule devient :
R = N. -^ .û.U^cos. a
ou bien, lorsque le fluide est de Teau :
R = N.û. U*cos. a
Supposons maintenant que la planchette soit douée aussi dun mouvement de translation dans Tun ou l'autre sens ; admettons, par exemple, qu'elle se déplace, avec une vitesse u dont la direction DA fasse un angle p avec la normale. La vitesse détruite normalement sera U cos. a — u cos. (3, et l'effort exercé sera exprimé par :
D JM ^ ^^^' « — « cos. p
K = uai» '
dt
A R = — . û. U (U COS. a — M cos. 6) 9 ^
OU, plus généralement, si les dimensions de la planchette ne sont pas
grandes :
A R ^ N. — . û. U (U cos. a — tt cos. ô)
D^ns les calculs qui précèdent nous n'avons pas eu égard à la présence d'une force qui contribue à augmenter la pression sur la planchette, et dont l'action varie avec l'angle d'incidence et la section de la veine : nous voulons parler du poids du liquide.
Supposons qu'une veine d'un liquide quelconque, tombant dans j'air, vienne heurter d'une manière continue un plan fixe, mn, fig. 62. L'expérience prouve que, dans ces circonstances, la veine se gonfle depuis sa rencontre avec le plan jusqu'à une certaine section, AB par exemple, où l'action de l'obstacle cesse de se faire sentir ; en dessous de AB les filets s'infléchissent et les molécules liquides tendent à se mouvoir suivant des parallèles à mn.
Désignéat par P le poids de la partie ABEFDC du liquide qui réagit sur le plan, par y Taugle de ce deruier avec rhorizoD, et appliquant entre AB et le cylindre liquide CDFE le théorème général des quantités de mouvement projetées, nous obtiendrons :
A R = P C08. 7 + N. — . û. U» COS. a
Quant à la pression atmosphérique, comme elle s'exerce sur tout le contour du système liquide qui agit contre le pian, sa résultante et son impulsion sont nulles.
Pour le cas d'un plan vertical choqué horizontalement, Ton obtient }^ = 90« et a = ; par suite, la résistance R devient égale à la seule pression vive :
R = N.— au»
expression dans laquelle -- . û. U' représente le poids d*un cylindre
d'eau ayant pour base la section verticale ù de la veine et pour longueur le double de la hauteur due à la vitesse U ; Ton peut poser en effet :
— . û. U« « A . û. 2 gffc = 2 A. a. fc 9 9
Lorsque la veine fluide rencontre une surface concave, ou un plan muni de rebords suffisamment rapprochés pour rencontrer et relever les tilets de façon à les empêcher de devenir parallèles à ce plan, la résistance due à la pression vive et au poids P se trouve augmentée, d'après des expériences de M. Christian, de 1/6 à 1/5 de ce qu'elle aurait pour une surface plane.
Un'résultat contraire se produirait si le liquide rencontrait une surface convexe ou un plan trop peu étendu pour le dévier entièrement.
E. CALCUL THÉORIQUE DE LA RÉSISTANCE D'UN OBSTACLE FIXE AU MOUVEMENT RECTILIGNE ET UNIFORME D'UN FLUIDE INDÉFINI QUI LE RENCONTRE D'UNE MANIÈRE QUELCONQUE.
Nous avons établi au § B les formules empyriques trouvées par Dubuat pour ce qui concerne les prismes et les pressions normales. Il s'agit maintenant de rechercher par l'analyse la résultante des près-
la
sions lorsque TobsUcle est quelconque» el, que le courant liquide ou gazeux dans lequel il est plongé le frappe obliquement.
La pression supportée par Tun des éléments du solide fiïe peut toujours être considérée comme composée de la pression hydrostatique et de celle qui est due à la vitesse relative du fluide. Comme la résultante des pressions hydrostatiques élémentaires est connue d*avance, et qu'il est par suite facile d'en tenir compte, il reste seulement à calculer ici la résultante des pressions produites par la vitesse. Dans ce but, nous ferons usage d'une hypothèse généralement admise par laquelle chaque filet fluide est censé aller isolément rencontrer un élément correspondant de la surface du solide, en y exerçant une pression analogue à celle du § D. Dès lors la partie de cette pression due spécialement à la vitesse sera proportionnelle : l"" à la section transversale du filet; ^ au carré de sa vitesse relative; S"" au cosinus de Tangle a que cette vitesse fait avec la normale à l'élément de surface.
Pour le cas général où le corps a une forme quelconque, l'angle a varie naturellement d'un élément à un autre ; la qqestion ne saurait donc être résolue que d'une manière approximative, en rapportant le mieux possible le corps en question à un solide géométrique; les calculs deviennent alors assez simples : supposons, par exemple, les trois cas suivants.
!• Surface plane. (Fig. 6S.)
Soit S Taire de cette surface mn ; U la vitesse du courant dans lequel elle est plongée et a l'angle de celte vitesse avec la normale. Do filet de section u produira une pression ncd U'cbs. a, expression dans laquelle n est une constante; la résultante sera la somme de quantités analogues pour tous les filets qui rencontrent Taire mn^ et comme n, U et a ne varient pas de l'un à Tautre, celte somme sera le produit de n U* COS. a par Taire de la section droite An; de là :
R =rr nU* COS. a X S COS. a
R = nU*S cos.'a ou bien :
R = nU»S sin.n*
La pression totale due à la vitesse varierait donc comme le carré du sinus de Tangle formé par le plan et la direction du courant.
2* Cylindre à section circulaire.
Soit : R le rayon et L la longueur du cylindre. Si Ton désigne par 7 Tangle que fait un plan diamétral quelconque avec le plan diamétral perpendiculaire au courant, la pression exercée sur une bande élémentaire de surface Kdy et de longueur L aura pour valeur nLKd y. U* sin.' 7, et pourra se décomposer en deux autres forces : tiLRU' sio. >7 dy et nLRU' sin.^ cos. ydy
La somme de ces dernières composantes s'exprimera par :
fir iiLRU*! 8in.^C08.7d7
quantité identiquement nulle, les composantes élémentaires se détruisant deux à deux. La somme des premières^ sur le pourtour du demicylindre, ou 180'', rencontré par le courant, aura pour vpleur :
nLRO» \ sin.Vv = »LRO« ( \ sin. ydy — \ sîn. y cos.» ydyj
ou bien
iiLBU» /«-.|)«:-inLRU»
Ainsi la pression totale exercée par le courant se réduit à une
force -=- nLRU* dirigée dans le sens de la vitesse U. o
Si, au lieu de la surface cylindrique, l'on opposait au choc du fluide le plan diamétral, de surface RL, perpendiculaire à la vitesse, la pression serait plus forte de moitié, c'est-à-dire égale à :
4 nLRU» + J nLRU« « «. 2 LR- U*
3^ Solide sphérique.
En agissant comme dans le cas précédent. Ton trouve pour valeur de la pression totale :
Si l'on exposait à l'action du fluide le plan diamétral , de surface irR*, perpendiculaire à la vitesse U, Ton obtiendrait :
II. nKK U
c'est-à-dire une pression totale double de la précédente.
Conclusions.
Pour effectuer les calculs qui précèdent nous avons été forcés d'admettre, avec la généralité des auteurs, une hypothèse qui est loin d'être conforme à la réalité; les divers filets n'agissent nullement comme s'ils étaient isolés, et la moindre déviation de l'un d'eux se fait sentir sur le filet voisin en le forçant également à se détourner et à presser obliquement l'élément de la surface solide. Il faut remarquer en outre que nous n'avons pas tenu compte de la non-pression ; celleci a cependant une certaine influence, spécialement pour le cylindre et la sphère. Aussi les faits ne sont guère d'accord avec les résultats de la théorie. Nous avons trouvé que la pression exercée sur un cylindre
n'est que les -=- de celle qui serait supportée par son plan diamétral
\ perpendiculaire à U, et que, pour la sphère, ce rapport est de -^ . Dans
plusieurs expériences faites par Borda sur l'action des courants d'air, ces rapports ont été trouvés égaux respectivement à 0,57 et 0,41 au lieu de 0,66 et 0,S0, comme l'indiquent nos calculs. Pour d'autres surfaces, le rapport expérimental a été quelquefois plus grand que le rapport calculé théoriquement; du reste, l'écart dans l'un ou l'autre sens peut atteindre des valeurs assez notables.
Il est encore une loi qui n'est pas d'accord avec la réalité, et que nous avons admise pour les surfaces planes exposées à l'action d'un courant sous diverses inclinaisons, et qui est exprimée par la formule:
R = nU«S sin.*t
D'après Hutton, l'exposant du sinus ne serait pas constant et égal i 2, mais variable avec l'inclinaison i. Suivant cet auteur, la formule empyrique deviendrait, lorsqu'il s'agit de courants d'air :
R==nU«Ssiû. i***"' '
Cette fonctioo sin. i *«•* *••• • peut être remplacée avantageusement, pour la facilité des calculs, par Tune des expressions plus simples :
. ,. , ^a^ sin.'î» ,, . „ 2,80 — i, 80 sin. «i
' i + cos.«i 2 — sin.*i
Les valeurs données par ces trois fonctions sont presque identiques
cuire les limites t = et i = -tt- .
JAUGEAGE DBS COURS D'EAU
A. NOTIONS GÉNÉRALES
Ainsi que nous Favons vu au chapitre IV, la détermination de la vitesse en un point quelconque d'un courant est une opération indispensable pour résoudre la plupart des problèmes d'hydrodynamique relatifs aux cours d'eau naturels.
Cette recherche a généralement pour but la connaissance de la vitesse moyenne U, en fonction des vitesses en d'autres points d'une même section transversale, telles que celles à la surface, au fond et près des rives. Elle peut aussi être parfois nécessaire pour permettre d'apprécier l'action d'un courant sur son lit.
La vitesse moyenne U peut s'obtenir de plusieurs manières, ainsi que nous le verrons plus loin. La recherche de la vitesse en un point quelconque exige l'emploi de mesures directes que l'on effectue au moyen d'instruments plus pu moins précis appelés hydromhtres.
I. Vitesse à la surface d'un courant
a. Flolteara.
Le moyen le plus simple et le plus en usage pour mesurer directement la vitesse V maxima à la surface d'un cours d'eau consiste dans l'emploi de flotteurs. Ce sont des corps légers, d'une densité un peu inférieure à celle de Teau, tels que le liège ou-le bois, et convenable-
ment lestés pour ne pas s'élever sensiblement au-dessus de la surface liquide. L'on emploie aussi à cet usage dés sphères métalliques creuses, qu'on leste avec de la grenaille de plomb jusqu'à ce qu'elles soient plongées presque complètement. Les flotteurs ne peuvent servir à me^ surer une vitesse autre que V, c'estrà-dire celle du filet le plus rapide, car ils ne sauraient se maintenir dans la direction nécessaire si on les plaçait entre ce filet et la rive. Voici comment on peut opérer avec ce genre d'hydromètres.
Après avoir choisi une portion du cours d eau assez régulière pour présenter un mouvement uniforme et^ de préférence, le plus droite possible, on détermine sur une rive deux points A et B distants entre eux de N mètres, parallèlement à la ligne de plus grande vitesse de la surface du courant. Un premier observateur, muni de n flotteurs, se tient à la hauteur du point A situé en amont ; uii second, placé en B, est chargé d'observer la mesure du temps T, depuis le moment où le premier flotteur quitte le point A jusqu'à ce que le n"^* passe devant le point B. Notons que l'observateur d'amont ne lâche le second flotteur qu'au moment où celui d'aval lui indique par un signe que le premier flotteur est arrivé à sa hauteur, en B; ainsi de suite pour les suivants jusqu'au n"»«. De cette opération l'on conclut :
Comme il se pourrait qu'il n'y eût pas toujours coïncidence complète entre l'instant où un flotteur achève sa course et celui où le suivant la commence, il faut donner à AB une longueur sufiisamment grande pour que cette circonstance ne produise quune erreur en temps
de peu d'importance par rapport à — . D'un autre côté, il faut limiter
convenablement la distance, sinon la vitesse pourrait varier d'autant plus sur ce parcours que la régularité du lit serait moins constante.
b. irolMil à «nbes.
Dubuat a employé avec succès, pour la mesure de V, une roue en sspin, de O'^JZ de diamètre, et garnie de 8 aubes ou palettes carrées de O^jOS de côté. Elle était montée sur un arbre de même bois, tour-
nant au moyeo de petits tourillons en fer dans des crapaudines en cuivre. Le poids de tout Tinstrument n'atteignait guère 0'',70. ' Si Ton établit une roue analogue sur un courant de façon qu'une palette plonge dans le liquide, en admettant que la résistance à la rotation de la roue soit sensiblement nulle, la vitesse de Teau sera égale à celle du centre de percussion de la palette, vitesse que Ton déduit aisément du nombre de tours, en ayant soin de.mesurer les longueurs parcourues sur la circonférence décrite par les centres de percussion. L'on pourrait, pour plus d'exactitude, équilibrer d'avance les frottements au moyen d'un poids suspendu à l'arbre par une corde qui se déroulerait pendant la rotation.
c. JPcBdnlo hydr^aiélii^ne.
Le pendule hydrométrique se compose d'une boule d'ivoire ou de métal creux, suspendue par un fil dont l'extrémité est fixée au centre d'un quart de cercle gradué. Le poids P de la sphère doit être supérieur à celui d'un égal volume d'eau, et elle doit rester complètement immergée pendant toute la durée de l'opération.
L'instrument étant établi au-dessus du point dont on veut mesurer la vitesse, la pression Q du courant contre la sphère fera prendre au fil de suspension une certaine inclinaison a sur la verticale; il-y aura dès lors équilibre entre cette pression et la composante horizontale CD (fig. 64) ou P tang. a; d'où :
Q = P tang. a
Or, nous avons vu au chapitre V que la pression Q exercée par un liquide contre un obstacle fixe est égale au produit du carré delà vitesse relative V de ce liquide par un coefiicient C, constant pour des corps de même forme et de mêmes dimensions ; l'on peut donc poser :
Q = CV« et, comme conclusion :
TT tang. a
Pour tarer un pendule hydrométrique donné c'est-à-dire pour déterminer la valeur de la constante C qui correspond aux dimensions
de sa sphère, il suffira d'opérer sur lin courant de vitesse connue V; Ton aura encore : '
et, de là :
y/^iang../
P tang. OL
V == v \ / ^°^- "" Le quart de cercle gradué donne directement les angles a et cl\
II. Vitesse en un point quelconque, d. Tnbe de PItot
Le tube de Pitot, qui porte le nom de son inventeur, est le plus simple des hydromètres de lu seconde catégorie. C'est au moyen de cet instrument que Pitot découvrit le fait de la diminution des vitesses à partir de la surface, et qu il renversa ainsi la théorie, généralement admise à cette époque, d'après laquelle la vitesse des filets d'une même section dépendrait uniquement de la pression du liquide supérieur, c'est-à-dire qu'elle irait en croissant de la surface au fond.
L'instrument employé par l'inventeur élail un simple tube en verre recourbé à l'extrémité inférieure et ouvert aux deux bouts. Pour mesurer la vitesse v d'un filet , ou plutôt d'une veine liquide située à une profondeur H (fig. 65), le tube était plongé dans le courant, le bout recourbé tourné vers l'amont et le centre A de son orifice à hauteur de cette veine. Le liquide entrait alors dans le cylindre creux et s'y élevait d'une certaine quantité A au-dessus du niveau supérieurMN, en vertu de la pression duc à sa vitesse v. D'après Pitot cette hauteur h serait celle qui correspondrait à la relation :
c'est-à-dire qui serait capable de produire la vitesse v cherchée.
Mais, par suite des expériences citées au chapitre V, Dubuat fit remai^quer Tinexaetitude de l'hypothèse précédente. La hauteur h mesure bien la pression exercée sur Torifice inférieur, mais celle-ci n'est pas proportionnelle à la vitesse; nous avons vu que la pression moyenne/)
par unité de surface sur cet orifice dépasse la pression liydrostaiique d'une quantité proportionnelle au carré de la vitesse d, et à un coefficient C variable avec la forme et les dimensions de Tobstacle. Nous poserons donc les deux relations suivantes :
P^H+h et p = H + C':|l
qui donnent par soustraction :
formule dans laquelle C est constant pour un (ube de forme et de dimensions déterminées.
Dubuat fit ses premiers essais avec un tube en fer-blanc, de 0'",04 de diamètre extérieur, dont la branche inférieure avait environ O^jSo de longueur. Pour larer cet instrument, c'est-à-dire, pour délerminor la valeur de C qui lui est propre, il le fit mouvoir dans une eau tranquille en lui imprimant diverses vitesses uniformes connues; la moyenne des résultats obtenus donna pour C la valeur :
Dubuat modifia ensuite l'instrument de Taçon à le rendre plus sensible en isolant le filet central de la veine liquide; à cet effet il donna à la branche horizontale la forme d'un entonnoir, et en ferma l'orifice par une plaque percée d'un petit trou vers le centre A. I| arriva que celte modification eut pour effet de rendre plus forte la pression qui faisait monter l'eau dans le tube; c'est-à-dire que, à vitesge égale, la hauteur h devint plus grande et plus facile à observer. Par suite aussi la valeur du coefficient C Tut différente : elle atteignit en moyenne 1,50
ou^ . Ainsi la hauteur due à là vitesse v était représentée par
les -=- de l'élévation h du flotteur dans le tube vertical ; il en résulte la
relation ;
'=y/|f?fc =5,621/ /i
Le lube de Pilot fut encore modifié ultérieurement par d'autres hydrauliciens, tels que Miehelotti, Mallet, etc. Mais on ne parvint guère à lui donner une exactitude suffisante, surtout pour la mesure des petites vitesses. Le seul perfectionnement réel qui ait t-té apporté à cet hydromètre est dé à MM. Darcy et Baumgarten.
Tube Ile PItol |^crffecll«B«é par Barey et BaiiaicarleB (fig. 66).
L'instrument suivant, conçu par Darcy, a été modifié dans quelques détails par Baumgarten. Il se compose d'un tube en verre, à deux branches AB et CD, fixées sur une plaque graduée, et garnies à leur extrémité de deux tiges creuses en cuivre, Ba et Db, d'un très-petit diamètre.
Pendant l'opération les branches verticales se placent dans un plan parallèle au courant; Tune des deux tiges horizontales est dirigée, comme dans les tubes déjà cités, en sens opposé à la direction du liquide auquel elle présente normalement son orifice; la seconde tige 6D est ouverte aussi à son extrémité, mais celle-ci est destinée à recevoir un ajutage qne l'on oriente dans le courant de façon qu'il se présente une non-pression sur son entrée. L'ajutage indiqué à la fig. 66 est celui du modèle que possède l'école des ponts et chaussées; il est disposé horizontalement et son orifice b' est placé à la partie iuf^ieure.
Cherchons ta formule des vitesses pour cet instrument. Soient : h la hauteur représentative de la pression en a ; h' la hauteur représentative de la non-pression en b'. C et C" deux coefficients constants pour des appareils de même forme et de mêmes dimensions.
Nous durons :
D'où il résulte :
:C'^ et E^a^^
ig C -f C"
fc-f H C + C''
Le tarage de l'instrument se fera encore, soit en le plaçant dans un courant de vitesse connue, soit plus généralement en lui imprimant certaines vitesses dans une eau tranquille. Remarquons à ce sujet que, dans toutes les opérations analogues, il est indispensable de déterminer le coefficient constant au moyen d'une série d'observations faites sur des vitesses différentes; Ton donnera alors pour valeur à ce coefficient la moyenne des résultats trouvés. FI résulte, en effet, des expériences de Dubuat, que les valeurs de C, de C et de C", des formules précédentes ne sont pas constantes d'une manière absolue pour un même instrument, mais qu'elles varient plus ou moins suivant la grandeur de la vitesse que l'on emploie dans le tarage. Il est évident d'autre part
que le coefficient de tarage ^ ^^ doit varier suivant l'espèce d'aju-
tage dç la tige inférieure.
f. Balances hydrométrliiueit ; tachamètre de BrUnlngs.
Les balances ou romaines liydromélriques se composent généralement d'une plaque ou planchette exposée au choc normal du liquide, et maintenue dans sa position primitive au moyen d'un conlrcrpoids. Le tachomèlre de Brîinings appartient à celte catégorie d'hydromètres.
Cet instrument consiste en une plaque A (fig. 67) fixée à l'extrémité d'une tige AB qui se meut à frottement doux dans la douille C, perpendiculairement à la barre verticale OD. A l'extrémité B de la tige est fixé un cordon qui, au moyen d'une poulie de renvoi E, va s'attacher au petit bras d'une balance romaine GOF.
La pièce OD étant fixée verticalement, et l'instrument étant arrêté sur cette barre à la profondeur où l'on veut prendre la vitesse v, la plaque A reçoit du courant une pression normale dont la valeur, par unité de surface, est représentée par Ci?* et qui tend à pousser horizontalement la tige AB , par conséquent à faire descendre le bras OF. L'on fait mouvoir alors le poids P sur l'autre branche jusqu'à ce que le levier GOF, équilibré par lui-mêpae, soit horizontal, c'est-à-dire qu'il y ait équilibre entre ce contre-poids et la pression du liquide.
Supposons donc que le levier GF soit équilibré par lui-même, et
qu'où néglige Tacliou des frollemeuts qui oui cepeodaut uoe ioflueace variable suivant le fini et le iravail de Tinslrument. Soit a;, la distanjce du poids P à Taxe d'appui 0, et a la longueur constante OF. L'on aura Téqualion d'équilibre :
Px = aC»«
Les vitesses seraient donc proportionnelles à la racine carrée des valeurs correspondantes de x.
Pour déterminer C Ton ferait comme précédemment, en donnant à v des vilesses connues v\ v", r'", etc. ; Ton remplacerait, dans la relation (m), V par ces valeurs successives, et x par celles qui leur répondraient, et qu'il suffirait d'observer chaque fois sur la branche graduée GO. La moyenne des quantités C, C", C", etc., résultantes serait la valeur du coefficient constant propre à l'instrument employé.
g. Moulinet ilo Woltmanii (fig. 68).
La pièce principale du moulinet de Woltmann est un arbre AB, tournant sur des points fixes, et portant deux ou quatre petites ailes disposées obliquement à Taxe AB, comme celles des moulins à vent. Cet arbre engrène à volonté avec un système de roues dentées qui communiquent avec un compteur destiné à indiquer le nombre de tours IN que fait l'arbre en un temps connu T. Les roues sont montées sur un châssis CD, mobile autour d'une de ses extrémités G, et portant à l'autre bout un cordon DE. Dans lëtat ordinaire le châssis GD est maintenu à dislance de l'arbre par un ressort à boudin m ; pendant l'opération l'on lire de bas en haut le cordon DE ; le ressort cède à cette pression, et les roues viennent s'engrener dans l'hélice n de l'arbre tournant.
M. Baumgarten a modifié le moulinet de Woltmann en substituant aux bras à ailettes des ailes hélicoïdales se prolongeant jusqu'à l'arbre. Cette disposition a rendu l'instrument beaucoup plus sensible attendu qu'il fail plus de tours que le précédent en un temps donné sous l'action d*un même courant.
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C. EXAMEN CRITIQUE D£S FORMULES; APERÇU DBS THÉORIES ET EXPÉRIENCES DE D*AUBUISSON, BAUMGARTEN, CHASLES, LATER- RADE, COHEN, BOILEAU, ETC.
Plusieurs formules ont été proposées pour exprimer la vitesse au moyen du moulioet.
D'après D'Aubuisson, si ou néglige la faible résistance due au frottement de Tarbre sur ses supports, la vitesse d'un courant est proportionnelle à celle des ailettes, et celle-ci Test au nombre n de rota-
N tions décrites dans Tunité de temps, ou bien au quotient -=- , dans
lequel N exprime le nombre de tours correspondant au temps T. Désignant encore par C un coefficient constant pour un même moulinet, D'Aubuis$;on en conclut la relation :
»=Cn .^... (f)
Dans un mémoire publié en 1847 (*) M. Baumgarten a proposé la formule suivante :
r = Cn + l/CV + C" (5)
trouvée à Taide de considérations analytiques plus ou moins exactes, et dans laquelle C, G' et C sont encore des coefficients constants poui' un instrument déterminé.
M. Chasles, dans son cours de Técole polytechnique, a donné une théorie plus simple mais moins complète que la précédente, de laquelle il a déduit pour la relation des vitesses :
» = CfiH-C' (2)
Cette formule peut se déduire de celle de Baumgarten, ainsi que le prouve M. Bresse dans son traité d'hydraulique; d'après lui, la différence entre les relations (2) et (3) résulte : l"" de ce que M. Ghasles a supposé les actions et les réactions de l'eau concentrées au centre des ailettes ; c'est-à-dire qu'il a .admis que celles-ci fussent assez petites pour pouvoir être assimilées à un simple élément plan ; S^ de ce que l'équation (2) n'a pas de terme particulier pour représenter la résistance
(*) Annales des ponts et chaussées. Novembre-décembre 4947, p. 349.
exercée pur 1 eau sur les bras du mouUnei, résislance que M. Chastes a négligée.
Dans le mémoire précité. M. Baumgarten rapporte une série d'expériences qu'il a failes pour déterminer les valeurs des constantes C, C et C; les vitesses imprimées ayant varié de O'^Sl? à S'^SiG par seconde, c'est-é*dtre comprenant les vitesses que Ion peut rencontrer dans la pratique. Ces expériences apparlienneni à deux catégories distinctes : les unes ont été faites en promenant le moulinet en ligne droite dans une eau bien tranquille; les autres, en lui imprimant un mouvement circulaire, sauf à ramener le mouvement circulaire au mouvement rectiligne à l'aide d'un coefficient indiqué par Tauleur.
En 1858, M. Lalerradey ingénieur des ponts et chaussées, a publié (^) un mémoire dans lequel il a cherché à prouver, par la discussion des expériences de Baumgarten :
l"" Que la formule (1) conduit à des résultats moins satisfaisants que les deux autres ;
2"* Que les résultats fournis par les relations (2) et (3) présentent à peu près le même degré d'exactitude ;
3" Que la formule (2) doit être employée de préférence à celle de Baumgarten, puisque, à exactitude égale, elle offre lavantage d'une plus grande simplicité.
Ces conclusions ne peuvent être admises d'une manière absolue. Il résulte en effet d'expériences récentes faites par M. Cohen, dans le but de déterminer les coefficients C et C du moulinet hélicoïdal Baumgarten, que la formule (2) satisfait bien aux résultats de l'expérience, pour des vitesses ordinaires; mais que, lorsque celles-ci sont très-faible^, la formule de Chasles ne parvient pas à donner la forme réelle du lieu géométrique des vitesses exprimé par lequalion v = / (n).
En effet, soient (fig. 69) OX et OY deux axes de coordonnées rectangulaires ; supposons que les nombres n', n'\ n!", etc., de tours exécutés en une seconde par le moulinet et donnant des vitesses t?', v" y «'", etc., servent d'abscisses à la courbe t? = /" (n); les
(*) AnwUes des ponU et ehauseéeê, Jtavier-fé?rler 485S.
vitesses v\ v'\ v'^\eic., correspondaules servant d'ordonnées verticales.
Si Ton (construit le lieu géométrique représenté par Téquation de
Ghasies :
r = /'(n)=Cn + C'
Ton obtiendra une ligne droite AB qui vient couper Taxe des y en un point A tel que OA == G^ et dont Tinclinaison de la tangente sur Taxe des X est exprimée par C.
Or, la construction graphique des données de Texpérience a prouvé que, dans les basses vitesses, le lieu géométrique cesse d'être linéaire. Pour construire un point quelconque de la courbe, correspondant à une vitesse v\ il suffisait de porter celle vitesse connue sur un axe OY, et le nombre correspondant n' de tours de Tinslrument sur un axe perpendiculaire OX. La courbe ainsi obtenue par M. Cohen a présenté les caraclères suivants :
1^ Avec des vitesses répondant à plus de deux tours par seconde, le moulinet hélicoïdal de M. Baumgarten place tous les points du lieu géométrique sur une ligne droite, dont Tinclinaison est constante pour un même inslrument, quelles que soient les dispositions du système pendant l'opération.
2** En dessous de deux révolutions par seconde, la loi cesse d'èlre constante. Ainsi, enlre deux tours et un tour, le lieu géométrique est une courbe légèrement convexe du côté de Taxe des abscisses ; et il paraîtrait que cette partie curviligne devient concave vers cet axe, à
partir du point correspondant à n = — • .
l/équation (3) proposée par Baumgarten rend compte de ces résultats de Texpérience. En effet, si Ton prend sa différentielle après ravoir mise sous la forme :
» = Cn + v/ c'2„j ^ c'/
Ton obtient, pour valeur de la tangente aux divers points du lieu géométrique représenté par la relation (3) :
Faisant n =» 0, il vient daas réquatioo (3), et :
dn
Ainsi, ie lieu géométrique coupe Taxe des y, ou des vitesses, en un point A' situé à une distance de rorigîne égale à i/C\ terme qui représente en effet, dans la formule de Baumgarten, les résistances dues au frottement. L'on voit aussi que ce point A' appartient à une courbe,
/in
puisque celle-ci y a déjà une certaine inclinaison -r~ = C, sur Taxe
an
des X ou des tours.
Pour des valeurs de n croissant de zéro à Tinfini, v et -j- vont lou-
dn
jours en croissant ; la courbe a donc la forme indiquée en A'B'(fig. 66),
c'est-à-dire qu'elle reste convexe du côté de Taxe des x; sa tan-
gente en A' a pour inclinaison ~r—= C, et en B', censé à l'infini,
an
dv
-T- = C + C, obtenue en faisant n = a dans la relation (4).
I^ formule de Baumgarten n'indique pas de changement de courbure verslepointm, ainsi qu'il résulterait des expériences de M.Goheu; mais ce fait n'est peut-être qu'une anomalie que des expériences ultérieures viendront modifier. D'un autre côté, cette formule précise très-bien les circonstances dans lesquelles on pourra considérer la courbe comme sensiblem^t reetiligne. En effet, si l'on remarque que le terme C", correspondant au frottement, est toujours très-faible, et que Texpression CHi* prend une valeur d'autant plus grande que le nombre de tours est plus considérable. Ton en conclura qu'à partir
d'une certaine valeur de n, le terme ^r^j-j devient négligeable par
rapport à l'unité, dans la relation (4); la tangente -^ tend à atteindre
par degrés insensibles la valeur C + G', c'est-à-dire, devient asymptote à une droite B'A'' partant de l'infini et faisant avec l'axe des x un angle B'A"X' = C + C. Nous avons vu par les expériences de M. Cohen qu'en se servant du moulinet hélicoïdal de Baumgarten qui
a 0"',02 de hauteur et 0™,08 de diamètre, la forme de la courbe peut être confondue avec celle de la ligue droite, pour des valeurs de n supérieures à 2, et même à 1 ,75. Dans les expériences faites avec des vitesses inférieures à 0^30 par seconde, le moulinet a marché d'une façon irrégulière et par saccades, tantôt s arrêtant complètement, tantôt marchant très-vite.
L'on peut déduire de ce qui précède que les conclusions de M. Laterrade sont trop absolues; qu'en outre, la formule (3) de Baumgarten répond seule aux phénomènes de la pratique pour certaines valeurs de la vitesse.
L'erreur de M. Laterrade est due, eu partie, à ce que les expériences qu'il a discutées ne se sont pas étendues à des vitesses assez faibles, et en partie, à ce qu'elles ont été faites par Baumgarten à 1 aide du moulinet de Woltmann, moins sensible que celui qu'a employé M. Cohen ; car la théorie et l'expérience tendent à prouver que la courbure est d'autant plus sensible que l'instrumeut l'est plus luimême.
il est facile d'établir la supériorité du moulinet hélicoïdal de O'^yOS sur celui de Woltmann parles formuler mêmes qui appartiennent à ces instruments. L'équation du moulinet de Woltmann (1) est la suivante :
V = 0,3595 n + 1/ 0,0007 i n^-j- 0,0018 Celle du moulinet hélicoïdal de 0"',08 :
Les coefficients C et C'^ sont donc beaucoup plus forts dans la première formule, tandis que C" y est plus petit.
Or, d'après les relations (3) et (4), les augmentations de C et de €' ont pour résultat de diminuer le nombre de tours correspondant à une vitesse donnée, fait qui n'est que faiblement combattu par la diminution de C". Comme la sensibilité d'un moulinet croit avec le nombre de tours correspondant à uue vitesse donnée, il faut conclure de ce qui précède que le moulinet Baumgarten de 0'",08 doit être préféré au moulinet de Woltmann ordinaire.
L'on doit à M. le capitaine d'artillerie Boileau, auteur d'un Traité
(1) Annales des ponts et chaussées, V série, t. XIV.
sur la mesure des eaux courantes, un inslruinent plus sensible encore que celui de Baumgarten^ ainsi, pour une vitesse d'environ O'^ySOpar seconde, le moulinet de M. Boîleau donne 9^50, tandis que le moulinet hélicoïdal de 0",08 n'en fait que 7,79.
D. TARAGE DU MOULINET.
Quelques précautions sont nécessaires dans les opérations du tarage; Ton peut généralement adopter la marche suivante :
1*» Placer le moulinet à Tavant de la barque, en saillie d'environ 1 mètre, et le plonger de 0",60 à O^'jSO dans Teau afin d'éviter l'action de la barque sur le liquide à proximité de l'instrument.
S"" Disposer le système de traction, et manœuvrer le bateau de ma-, nière que la direction de celui-ci reste bien rectiligne et soustraite à l'influence du vent. Nous citerons, comme exemple, les dispositions employées par M. Cohen dans les expériences mentionnées plus haut.
Le mouvement était donné, au début, par deux hommes marchant sur les rives, et qui balaient le bateau en le tirant chacun par deux cordes attachées l'une à l'avant, l'autre à l'arrière. L'un de ces hommes, muni d'un compteur, donnait le pas à l'autre de façon à avoir la même vitesse.
L'on reconnut bientôt l'insuffisance de ce dispositif pour lutter contre les effets du vent. Lorsque celui-ci prenait le bateau par le travers il le faisait dévier de la ligne droite malgré l'action directrice des quatre cordes; parfois aussi, lorsqu'il enfilait le canal, la vitesse du bateau était sensiblement accélérée ou retardée.
Pour éviter ces inconvénients, l'on ajouta aux quatre cordes deux longues perches, fixées chacune par un bout aux flancs du batelet, et poussées à l'autre bout par les haleurs; les cordes étaient réunies deux à deux à l'extrémité libre des perches.
3** Coupler chaque expérience, c'est-à-dire faire parcourir au bateau le même chemin deux fois pour une vitesse déterminée, mais dans des directions opposées; avoir bien soin de suivre chaque fois la même piste, et de maintenir la vitesse au5isi constante que possible. Admettre alors qu'à la demi-somme des vitesses par seconde déduites de ces deux observations correspond la demi-somme des nombres moyens de tours exécutés pendant le même temps.
Ë. JAUGEAGE THÉORIQUE ET PRATIQUE MIS GOUIfô D EAU-
Le jaugeage d'un cours d'eau est ropération par laquelle ou déterniine le volume liquide qu'il est susceptible de fournir en une seconde, autrement dit, sa dépense ; celle-cS a été représentée antérieurement par Q, et' sa valeur a été exprimée par la relation :
Q=FûU
Pour connaître U, la vitesse moyenne, Ton aura recours à Tun des moyens suivants.
l^" L'observation par les hydromètres, en y joignant l'emploi d'une »de5 formules indiquées au ehap. IV et qui donnent U en fonction des viiesseis en d'autres points.
Lorsqu'on n'a pas besoin d'une grande précision, un procédé trèssimple consiste à mesurer, au moyen de flotteurs, la vitesse V maxima à la surface du courant, et à en déduire approximativement la vitesse moyenne U par la formule U == 0,80 V.
2'' Les formules du chap. IV qui donnent directement U en fonction de quantités connues; telle est, par exemple, la formule :
Hi ou — i=^^,U2
Mais il est préférable généralement d'employer les moyens d'observation directe, à cause de l'incertitude qui subsiste encore sur la valeur du coefficient 6i.
Lorsque le cours d'eau est de faible importance, on peut employer un autre procédé pour la détermination de Q. Il consiste à faire passer tout le débit sur un déversoir ou sous une vanne, et à la rigueur sur un barrage provisoire en planches. L'on en déduit la dépense par les formules correspondantes données au chap. III.
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