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AVANT-PROPOS
Les travaux de Viète et de Descartes, qui avaient déjà fait faire d'immenses progrès aux Mathématiques, avaient préparé la voie aux grandes découvertes de Newton et de Leibniz. D'autres, tels que Cavaliéri, Fermat, Roberval, Barrow, Wallis, ete., y avaient aussi puissamment contribué. C’est vers 1665 que Newton inventa la méthode des Fluxions. I1la communiqua à plusieurs autres mathématiciens, mais sans la leur découvrir d’une manière explicite. Dans une de ses lettres, qui fut transmise à Leibniz, cette méthode était exposée sous la forme de l’anagramme suivante :
SI
4 2 20 2 a 53 220 ANS
Ga ce d'æ 13e ff 76 3Ù On Lo Ag rr 459 120 x. La phrase cachée sous cette énigme était celle-ci : “ Datà æquatione, quotcunque fluentes quantilates involvente, fluxiones invenire, et vice versa” — Ce ne fut qu’en 1704 que Newton exposa formellement sa méthode dans un ouvrage sur la Quadruture des Courbes.
Leibniz, de son côté, publia son premier écrit sur le Calcul différentiel en 1684, dans les Actes de Leipzig (1.)
Vers 1691, les Bernouilli commencèrent aussi à s'occuper de ce sujet, et en 1696 le marquis de l'Hôpital publia le premier traité sur cette branche des mathématiques. Ils suivaient en tout la mcthode de Leïbniz.
Depuis, plusieurs autres méthodes ont été imaginées : les plus remarquables sont celle des Fractions évanouissantes de Landen, celle des Limites de D’Alembert, et celle de Dérivation de Lagrange, exposée par lui-même dans sa Théorie des fonctions analytiques.
Ces diverses méthodes conduisent toutes aux mêmes résultats ; elles les expriment à peu près de la même manière. La différence, qui existe entre elles, est plutôt métaphysique que mathématique. Il est donc indifférent quelle est celle que l'élève étudie d’abord, pourvu qu’il ait ensuite le soin de les éomparer ensemble.
(1) Leibniz ayant été accusé d’avoir emprunté sa méthode à Newton, en appela, en 1711, à la Société Royale de Londres, qui, après un long examen de la question, décida que Newton était le premier inventeur. La postérité plus impartialc à regardé ces deux illustres mathématiciens comme les inventeurs, indépendants lun de Pautre, des méthodes qui portent leurs noms,
“ Quelle que soit celle qu'il choisisse, disent les rédacteurs distingués d’une Encyclopédie publiée récemment à Londres (2), nous croyons que l'élève devrait s’'accoutumer à traduire chaque résultat dans le langage du calcul infinitésimal, et à le démontrer par la même méthode. Car dès que l’on aura bien saisi les principes de ce calcul, on comprendra et l’on retiendra beaucoup plus aisément tout ce qui s'ensuit, et l’on en fera bien plus facilement l’application, que par aucune des autres méthodes. ”
On ne saurait énumérer, dit Biot en parlant du Caleul différentiel, tout ce que ce genre de calcul a fait faire de découvertes dans l'analyse mathématique et dans la philosophie naturelle : il nous suffira ici de dire qu’il n’est presque pas une question un peu élevée de mathématiques pures ou appliquées qui n’en dépende, ct qui puisse être résolue sans lui, ”
nn nee (2) The Penny Cyclopedia of the Society for the diffusion of useful knowledge : Arlicle, DIFFERENTIAL CaLcurus,
CALCUL DIRFERENTIEL.
PRINCIPES
ARTICLE PREMIER.—DÉÈFINITIONS.
1. Les quontités variables sont celles dont la valeur change ou peut changer dans le cours d'une même opération ; les constantes sont celles dont la valeur est fixe. Les constantes se désignent par les premières lettres de l'alphabet, et les variables par les dernières. Aïnsi dans l'équation du cercle, ÿ = 2ax--x?, l'ordonnée y et l’abscisse + sont des variables ; 4, le rayon, est une constante.
%. La différentielle d'une variable est la différence entre la valeur primitive de cette variable, et sa valeur après qu’elle a reçu une altération infiniment petite : c’est-à-dire que la différentielle d'une variable est une quantité infiniment petite dont cette variable a été augmentée ou diminuée.
Roms ei
Re
3. Le Calcul différentiel est l’art de trouver les différentielles des variables, et les rapports qui peuvent exister entre ces différentielles.
&. Newton appelle Calcul des fluxions, ce que Leibniz appelle Calcul différentiel, parce qu’il considère laccroissement, que reçoit une quantité, comme produit par mouvement. Il désigne la fluxion de +, par un point placé au-dessus de cette
lettre ; ainsi, +.
Leibniz désigne la différentielle de +, par la
minuscule d (*) placée devant cette quantité ; ainsi, d x.
&. Lorsqu'on veut indiquer la différentielle de plusieurs termes, on doit les mettre entre parenthèses ; par exemple : d (x + y).
Quand la lettre d est suivie d’un point, elle affecte alors tout ce qui la suit immédiatement : ainsi la différentielle de uv est d. uv ; celle de 2”, …. d, zx? ou d (xt).
6. Les constantes n’ont évidemment pas de différentielles, d’après leur définition même. Aïnsi la " différentielle de + + a est la même que celle de x, c’est-à-dire dx.
A CN EN
ÿ. De même que la variable æ a une différentielle dx, ainsi cette différentielle première a-t-elle
(*] d, première lettre de ce mot différentielle.
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aussi à son tour une différienticlle dx, qu’on appelle différentielle seconde ; et celle-ci, une différentielle dx, qu’on nomme différentielle troisième, ct ainsi de suite.—Newton désigne ces quantités comme suit :
{] ne faut pas confondre ces trois expressions... dr? da? dx. La première est le carré de la différentielle de + ; la seconde est la différentielle du carré de æ ; et la troisième, la différentielle seconde de x.
8. On appelle jonction dune variable, une expression qui contient cette variable d’une manière quelconque.
Aïnsi aa? + bx, log. ax, V2ax—x?, &c. sont autant de fonctions de +.
Quand on parle ex général d'une fonction de æ, on l’indique de cette manière : f(x), F'(x), f (x).
ARTICLE DEUXIÈME
QUANTITÉ COMPOSÉE
10. Soit cette quantité &. On ajoute à chaque variable sa propre différentielle. Alors soit la quantité 4 devenue par là T. On prend la difiérence T—+, qui est évidemment la différentielle cherchée.
Exemple. Soit proposé de différenticr (« + x}. Icit= (a+ x)? =? + 2 ax + x?.
T=(a+x + dx} = a? + 2 ax + x? + 2 adx + 2 rdx + dx?.
Donc T— 1 =2 aux + 2 xdx + dr?,
Mais dr? étant le carré d’une d'fférentielle dx, est infiniment plus petit que dx, et peut par conséquent se négliger sans erreur sensible. Donc le différentielle cherchée est (2 « + 2 x) dx.
11. RÈGLE POUR DIFFÉRENTIER UNE QUANTITÉ DANS LAQUELLE LES VARIABLES NE PASSENT PAS LE 1er. DEGRÉ.—On efface les termes constants, et on substitue aux variables leurs propres différentielles.
En effet, soit à différentier l'équation b+ x= ay — c.
D'après larègle générale (10), ({) … b+z= ay—c … Donc (7) … b + x + dx = ay + ady — c … Donc (T°'—1).. dx = ady … Ce qui revient à ef: facer les constantes à et — c, et à remplacer x et y par dx et dy; ce. q. f. d.
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Exemples. 1°. d (bx + cy —a+ —2+f)
nm = bdx + cdy + — d2.
RÈGLE POUR DIFFÉRENTIER UN PRODUIT
— On multiplie successivement la différentielle de chaque facteur, par le produit de tous les autres facteurs, et lon prend la somme de tous ces produits.
En effet, soit à différentier le produitzy, D'après la règle générale (10), … (4) = … zy ..(T) = (x + dx) (y+ dy) = xy + xdy+ ydx+ dxdy. Donc (T — t) = xdy + ydx… (en négligeant drdy, infiniment petit du second ordre) : ce. q. f. d.
Exemples. 1°: …., d(ax) = xda + adx = 0 + adx = adx, puisque «&, étant une constante, n’a point de différentielle. Donc, quand l'un des facteurs est constant, on peut le regarder comme un coefficient fixe, sans en prendre la différentielle.
RÈGLE POUR DIFFÉRENTIER UNE PUISSANCE
— On multiplie la fonction donnée par son exposant ; on diminue ensuile cet exposant d’une unité, ct l’on multiplie enfin le résultat par lu différentielle de la racine. :
în effet, soit à différentier æ# ... Alors (4) =. æm :
ot … (T) = (æ + dem £ am + mm xm—1 dx + m (m—-1)
am—? dx? + &e…. Donc (T — t) =
2 mn (me —1) mn 2m dt + rm? d2+ &e. Mais le
dernier terme s’évanouit, à cause de dx? qu’il renferme ; et il en serait de même de tous les suivants, qui contiendraient dx, dx, $&c. Donc d (æm) — mam—1 dx ©. q. f. d.
Exemples. 10. dal= 19 xll dr.
d(aTa)t = 4 («+ x)3dx = &e. en développant
n n 1 n 30 dd Va=dax =—x dx... ñn
n ñn p — n ——] 40 dd Van =d, xp = —xp dx.
14. RÈGLE POUR DIFFÉRENTIER UN RADICAL DU 9nd. DEGRÉ.— Comme on a souvent besoin, dit Lacroix, (*) de différentier des radicaux du second degré, on a formé, pour ces fonetions, une règle à part ; la voici :—On divise la différentielle de lu quantité sous le signe, par le double du radical.
(#) Traité élémentaire de Calcul différentiel, par S. F. Lacroix, 5e. Ed. p. 18.
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RÈGLE POUR DIFFÉRENTIER UNE FRACTION
— On prend le produit dudénominateur par la différentielle du numérateur, moins le produit du numérateur par la différentielle du dénominateur, et on divise Le tout par lecarré du dénominateur.
T En effet soit à différentier la fraction —.., y æ d—=d. 2y-1=y1 dx + œd, y—1 y de —xy—24y = y dx xdy
——— = (en réduisant au même dénominateur) ] y2
y dx — x dy ——mms$ 0 Q. É d, y?
Exemples. 1°. d
y y X d(a +x) — (a+ x) dy ydx — ady — tdy.
ee SU VE y?
at Ty (b—2) (adr + dy) — (ax + y)
ms
mt
M Se
(— de) abdx + bdy — azdx — dy + axdz+ yds
RP —92b2+2
«d 30 … d—. Ici le numérateur étant’ constant, le A
premier terme du numérateur de la différentielle
a adx.
se réduit à 0 ; par conséquent .. d— = — x a?
ARTICLE TROISIÈME
LA
c ddr cdx
| Solution— … d (a + Vx ——)=—— — —, _ ô T 2 ÿx X* % puisque le terme constant a n’a pas de différentielle. À
| Le 24: terme se différentie parla règle du n°: 14, et le troisième par celle du n°: 15.
\ vp . DCR NSP RER” | PROBLÈME 2nd. Différentier Va + bx + cx*.
| Solution.—Cette quantité étant un radical du
second degré, on aura (14) … d Va+ bx + cx? = |
ydz ; d'(a + bx + cx?) bdx + 2 cxdr j 2 Vatir+o 9 VaFbx + ça , le Le second terme du numérateur se trouve par la règle du no. 18.
lle
PROBLÈME 8e. Différentier Va F= | Solution. —On fait vasser le radical au numéra. | teur et l’on différentie alors par la règle du no: 18.
ï On a donc
ï —+} —$ : L = d. =d, (a+ x) Euh (@ + æ) dz=
dx
c nappes 3° ; 2 (a + x) " PROBLÈME de. Différentier zm y".
| Solution.—Suivantles règles des nos. 19 et13,ona j 1? da Ye pal nd + pa y 1 dy.
4 ê | b c e : ' PROBLÈME 5e. Différentier @ + ——— +—, |, 3 3 x?
Var LV
Solution.—On fait passer au numérateur les dif: férents dénominateurs, et l’on a alors
b C e a (a+ —— —) = d (a + bag — 7 1 j 3 8 x? H V'e3 x Ve
ASP EE —
+ ex?) = — 3bz-i dx + 4 cn dx — 2 bdx Acdx 2edx 2 bdz 2 SET ee < ER À SE : 32 Vs:
4 cdx 2 edx CERN ES "
PROBLÈME 6e. Différentier (« + bxm)?,
Solution. — D'après la règle du n°: 13, on a d, (a+ ban = n (a + bam)n-1 d(a+ bamÿi = n (a + bann—1l mbrm—1 dx.
PROBLÈME 7e. Différentier V75+ x.
Solution—Par la règle dun°:. 14, d Vn5+a— pdz + 2 r&
2 Vpr+ 2° PROBLÈME 8e. Différentier x (a2 + x?) yar x.
Solution —EÆEn suivant la règle du n°+ 12, on ob- | tient d. [z(a2+2?) Va —x]=(a +22) Var 27% dx | 2 xdx
Fa Va x 2 adx+a(+a) | — |, à ll L 2Vatx ) À
ns or a AR TETE
| | Mettant dr en évidence, et réduisant le tout en | une seule fraction, on a
ll et en effectuant les multiplications indiquées, et enfin en réduisant,
et
Hi É
QÙ — nl 4 9 Q2 2 — 9 24 — 0272 — pt
_ ms dx = Vu — 7?
at+ 2 x2— 4 14 — dx.
Var x a? — 2
PROBLÈME 9. Différentier £ at + «2 22 + 24
Solution.—Pax la règle du no. 15, pour la différentiation des fractions, on a
a — 72 (at+ a? 22 + 4) (— 9 ædxr) —
(at + a2 22 (a2— 22) (2 2 xdx + 4 æ3dx)
eten effectuant les multiplications indiquées,
— 2 afxdr — 2 o2x3dr — 2 a5dx — 92 atrdx
— D pannes
means
(at + a? 22
— 4 2x8 dr + 9 o2239x +4 a5dr
2 25dx — 4 2 x3dr — 4 afxdx Étant, um de à (at + 2 2 + x4ÿ2
puis en réduisant, =
et enfin, en mettant 2x7 en évidence,
= —— 9 pd.
(at + a222+ 14,2
RD
PROBLÈME 10e Différenticr
Ve-—
Solution.—Selon la règle du n°: 13, on a
+ VOTE Ps.
b 3 dV La——+ Ve = Vs
dfe——+ ver À Je
LE b 3 4 La——+ vor lt x ) V3 d {a — bai + (02 — #3)= en différentiant, b 3 4 La——+ Ve JT x NEA
(3 dx —i dx + 4 (c2— x?) 8 2 ædx) ) =
ARTICLE QUATRIÈME. DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES
$ 1. Fonctions logarithmiques.
19. RÈGLE POUR DIFFÉRENTIER UNE FONCTION LOGARITHMIQUE.—Pour avoir la différentielle du logarithme d’une quantité, on divise la différentielle de cette quantité, par cette quantité elle-même.
En effet, soit à différentier log. x. Soit log x =2. Ajoutant à chaque variable sa propre différentielle, on a log (æ+ dr) =2+dz, d'où l’on tire de — log (x + dr) — 2, ou d logæ=log (x + dr) —log x —
æ + dr dx log =log |1 +—|,encffectuant la di- T T ,
vision des quantités, indiquée par la différence de leurs logarithmes. Donc (*)
dx dr? dx3 dx dlogx = ÀA|———+ -—+&c|-=A—, en æ 2242 8x æ
négligeant les termes affectés de dx?, dx3, &c. infiniment petits du 24, du 3€ ordre, &c.
[*] Voyez note B.
Danslesystémenépérien, ou celui deslogarithmes hyperboliques, le module A étant 1, on a dlog x
= —; donc, &ec.
dan nan—ldx
Exemples, 10... dlog, an =] = an an ndz z ady + yde dy dx 20... d'log. xy = —_—=—+—, ry Y à x dx dy 30. … dlog.— = d(log x — log y) = ——— = y SE | ydz — 2dy ry | 40. … dlog = d (log zx — log (1+ 2) = T4 23 dx 2 xdx d'log x — +} d.log(1 +a2?)= —— ————œ 2 (1 + x?) de + x?2dx — x?dx dx e(l+e) æ(l+e)
MP dues: D 50e … log. V(a+ ban)P= — d log (a + ban) — m
pnban—1 dx
m (a + bxn)
am
Pr
Go. d, (log a" = m (log apn—T d. log x = dx m(logæ)}n—l— , æ 70. … dam (log jt =mam-1 (log x)" dx + nm dx (log æjn-1 — = man] (log x) dx + nam-l x
(log nl de = am-1l (log x)n—1 dx (m log x + n).
dx dlogæ 7x dz 80. … d. log (log &) = —=—7= log.æ Jlogz æxlogr a+z :
go. … d, log -——=dlog (a+zx) — d.log (a— x) a— 2x dx dx adax — vdx+ adx + xdx 9 adx = + _ ER —| à atz a—x a? — x? a? — 1?
| $ 2. Fonctions exponentielles.
18. RÈGLE POUR DIFFÉRENTIER UNE FONCTION EXPONENTIELLE.—On multiplie cette fonction par la différentielle du produit de son exposant et du logarithme de la racine.
En effet, soit à différentierxy. Soit 47 = z. Prenant les logarithmes de chaque membre, on a … i
dz log.+7= log 2, et en différentiant (17),d. log x =—:
donc d2 = 2 d. log. 2Ÿ; et en substituant à zet à de leurs valeurs, on à
d. ay = xY d. log. x = xy d'(ylog tj): e. q. f. d.
#9. Remarque. La base du système népérien étant e = 2, 7182818, dont le logarithme hyperbolique est 1, on aura en différentiant, … d.es = et d'(tlog.e)= efdx, c’est-à-dire que cette exponentielle particulière a pour différentielle l’exponentielle même multipliée par la différentielle de son cxposant.
$ 3. Fonctions trigonometriques.
20. DirrÉRENTIELLE D'UN SINUS.—La différentielle du sinus d'un arc est égale au produit du cosinus par la différentielle de cet arc.
En effet, soit y =sinx. Ajoutant à chaque variable sa différentielle, on a y + dy =sin (x + dx) = sin &, cos dt + sin dx cost. Ordxr étantun arc infiniment petit, on aura 10 cos dx = 1; … 2 sin dt =dx (puisque un arc infiniment petit est sensiblement égal à son sinus). Donc y + dy=sin t+ cos ædx : etmettant les valeurs de y et de y, sin æ +d.sinx= sin æ+ cos tdx. Enfin, effaçant le terme commun sin 7, on a d. sin 7=cos Tdx : donc, etc.
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®1. DIFFÉRENTIELLE D'UN COSINUS.—La différentielle du cosinus d’un arc est égale au produit négatif du sinus par la différentielle de cet arc.
En effet, sin2r +cos2x = 1. Cette équation différentiée donne 2 sin x d. sinr+2 cos x d. cos x = 0. Divisant par 2, et transposant, cos & d. cos & = —- sin d. sin tr.
sin æ d. sin t Douc d cos x = — — . Mettant (20) cos T |
sin 2 cos t'dr la valeur de d. sin x, on a d. cos x =— -——— cos T
= — gin tdr. Donc, &c.
22. DirrFéRENTIELLE D'UNE TANGENTE.—La différentielle de la tangente d'un arc est égale à la différentielle de cet arc, divisée par le carré de son cosinus.
sin t En effet, tan x — . Différentiant cette COS æ
équation (15), ontrouve
cos t d'sinr — sin + d. cos x d.tan x =-- ——— — — —; cos æ
et, mettant les valeurs de d. sin et de d. cos x, trouvées aux n%. 20 et 21, on obtient
cos? xdx + sin zdx (cos? x + sin? x) dx d.tanx— = .
cos? v cos? x
Puisque cos? x + sin2x = 1, on a enfin dx
d.tan x = ———- ; donc, &c.
cos? x
23. DIFFÉRENTIELLE D'UNE COTANGENTE.—ZLa ll différentielle de la cotangente d’un arc est égale au
quotient négatif de la différentielle de cet arc par le carré, de son sinus.
En effet, cot x = . Différentiant (15, ex. 4e),
tan x
d. tan x on trouve d. cotz=— ————, Mettantla valeur tan? x
| dx (il de d. tan x (22), on obtient d. cotxz =—————--,
cos? x tan? x sin æ
Mais tan x = ; d'oùl'ontirecosrtanæ=sinx.
| cos æ | dx (fl Donc enfin d. cot x =—
Donc, etc.
sin? x
24. DIFFÉRENTIELLE D'UNE SÉCANTE.—La différentielle de la sécante d'un arc est égale au produit continu de la tangente, de la sécante, et de la différentielle de cet arc.
Il En effet séc x — Différentiant, on a | cos æ
d cos x
| d,sécx= — . Remplaçant d cos æ par sa il cos?
NS j Û + (Are MT ë RENE + Pas 1
À sinvdx ' valeur — sin xdx (23), on obtient d. séc x =
i cos?x î = (en décomposant) La sin © 1 le au COS T COS #à ar Li Ê sin æ 1 Mais— = tan r, et—— = sécx. Donc enfin … cos æ Cos æ c. de), d. séc x = tan x. séc x. dx. Donc, &c.
ï 25. DIFFÉRENTIELLE D'UNE COSÉCANTE.— La différentielle de la cosécante d'un arc est égale au
leur produit continu: négatif de la cotangente, de la cosécante, et de la différentielle de cet arc.
ns En effet, coséc x = —, Différentiant,on trouve Are sin x ; ; _d.sin x cos tdr Inx. d. coséc x = — (0) rs 2 sin? © sin? æ cos? 1] cos æ pe dr. Et puisque —— = cot x, ct que sin æ sin x sin æ À dif 1 | mé ‘ = coséc x, on a enfin PME sin æ da
d, coséc x = — cot x. coséc +. dr. Donc, etc.
DÉMONSTRATION DE LA FORMULE DE NEWTON
| | Li ®7. Soit (1 + rm = À + B x + C a+ Dr3+ Re. Al | À, B, C, D, &c. étant des coefficients dans lesquels | n'entre point r. Cette équation devant avoir lieu, | quelle que soit la valeur de x, soit x= 0 : elle se réduit alors à 1 = A.
sccrareneee peer PL ro
ù || I Substituant donc cette valeur de À, on a (l+aÿ = 1+8B + Cz+ Dr + &e.
Différentiant ies deux membres de cette équa- | ll tion, on trouve
| qu! m (1 +a)n-ldr=Bdxt+2C xdx +3D 2° dr +&c. | Supprimant le facteur commun dx, on a il m(it+an-1=B+90Cx+8Dzx?+ ke.
Soit x = 0, comme précédemment: il vient”m=B.
Substituant cette valeur de B, on trouve m{(1+ xml = m +2 Cax+8 Dr +ke.
dl Différentiant de nouveau, et effaçant dx, on obtient m (m—1) (1+xM2=9C +2, 8 D r + &c.
: Faisant x = 0, on a » (m—1) = 2 C : donc
" es.
m (nm—1)
Continuant ainsi, on trouverait
m (in—1) (—2) ! , &c. ° ‘ 2, 3 DE ï ‘ Substituant ces différentes valeurs dans la première équation, on a
&c. ! m mn (m—1) els $ (ll +aM = 1 + — v+ — a + eu, 1 ne ré- A m (m—1) (r—2) jee ——— 103 + Ge.
1,:9:9 b Soit maintenant x =— ; on aura Ë : a : b\n a+b)\m ! A+am=|1+—| — = ' (a + bjm mb m(m—1) = = l + — — + Su
| am la 1.2 a?
Chassant enfin le dénominateur am, on obtient
nm am m (m—1) am (a + }n = am+ ——D+ ——— + À l a L2 «a À
m (m—1) (m—-2) am ———— —Ù + &c.
et réduisant,
- UD) m. (m—1) | (a + bym = an + — an—1 b + —— n—2 2 + î | 1 1.2 k
m (s2—1) (m—2) —————— «ame 3 + Re.
formule de Newton. (*)
ARTICLE DEUXIÈME
SOUS-TANGENTES
il. 28. PROBLÈME.—Trouver l'expression générale
| de la sous-tangente dans une courbe algébrique quel- À LU conque. (Fig. 1ère.) All Soit la courbe An. Menons l’ordounée pn in- î
| | | finiment proche de l’ordonnée Pm», et mR parallèle | à l'axe AP des abscisses: alors 2R sera la | différentielle de l'ordonnée »P ; et mR = Pp,
[*] Voyez note A.
Voyez aussi 111, note C.
nt
RM ner
OM
celle de l’abscisse AP: de même l'arc infiniment petit »#n, qui est censé se confondre avec la partie correspondante de la tangente, sera la différen. tielle de l'arc Am. Soit AP =zx,mP =. y; donc mR=dr, et nR = dy: soit enfin la sous-tangente
TP=;s.
Cela posé, à cause des triangles »2R, TmP, semblables puisqu'ils ont leurs côtés parallèles, on a la proportion nR: mR::mP: TP, où dy: dzx:: y: S= ydx Fu expression générale de la sous-tangente.
ec rres
Applications de cette formule,
29. PARABOLE.—L’équation de cette courbe est ÿ = pa. En la différentiant, on a 2 ydy = pdr. Multipliant chaque membre par Vs... 2 ÿdy=pydr.
ydt 2%$ÿ Donc = ._ Mettant la valeur de y, on dy p obtient ydx 2 px ou $ = =? 4%, c’est-à-dire que la sousdy P
tangente est égale au double de l’abscisse.
b2 30. Ezzirse.—L'équation est y? =— (a? — x?), d°
pe À En différentiant, on obtient 2 ydy = — — 2 xdx : &
divisart par 2 et multipliant par y, … Y°dy — b° ydx y?
— — xydr. Done --- = — . Substituant à ÿ
sa valeur, on a
ydx
OU S
dy
34. COURBE DONT L'ÉQUATION EST æ? +- 2 br — ÿ? — 2 cy =m".—Diflérentiant cette équation, on a || 2 xdx + 2 bdxz — 2 ydy — 2 cdy =0. Divisant par | 2 et transposant, … ædx + bdx = ydy + cdy: multipliant par y, «ydx + bydx =? dy + cydy, ou h | ydzx y2+cy h | (x + D) ydx = (y? + cy) dy. Donc ou s$ = : dy z+b
32. CoURBE DONT L'ÉQUATION EST M°+ nt = | | 2 cy + yÿ2.—Différentiant, on a ndx = 2 cdy + 2ydy. Multipliant par y, … nydr = (2cy + 2 y?) dy.
PERTE eS
L | ydx 2cy +2 ÿ | Donc —- ou s = - k dy n
Re
i 83. Cercze.—L’'équation decette courbe est ÿ = a —x. Différentiant, on a donc 2 ydy =—2xdx; donc ÿdy=—zxydx. Donc aussi
ydx y2 he OUS=——, dy x
nd
ARTICLE TROISIÈME
SOUS-NCORMALES.
34. PROBLÈME.—Trouver l'expression générale de la sous-normale dans une courbe algébrique.
(Fig. 1ère.)
Soit toujours #P =7y, AP =x; donc 2R= dy etmR= dx : soit encore la sous-normale PB = x.
Cela posé, les deux triangles rectangles #»R, mPB sont semblables, parce qu'ils ont leurs côtés correspondants respectivement perpendiculaires. Donc on a la proportion #R : #R:: mP: PB, ou
ydy ox: dy:: y: u=
, expression générale de la ‘1 dx À sous-normale.
Applications de cette formule.
85. ParaBore.—En diflérentiant l'équation y2 = pr, on obtient 2 yd} = pdx.
ydy P Donc —- ou # =—: donc la sous-normale de la dx 2
parabole est égale à la moitié du paramètre.
Hyrersore.—L'équationde cette courbe est
ne) d
ÿ = — (x2— @?). En la différentiant, on a 2 ydy = «2
b? ydy Ex
—2xdx. Donc ou w =
d& dx &
37. COURBE DONT L'ÉQUATION EST M? + nx = 2 cy + ÿ2.—Différentiant on a ndr = 2 cdy +2 ydy. Multipliant par 7, … nydx = (2c +2 y) ydy. Donc ydy ny —- OÙ &# = dx 2c+2y
38. COURBE DONT L'ÉQUATION EST 2? + 9 bx — ÿ? — 2 cy = m?.—Différentiant cette équation, on obtient 2 xd + 2 bdr — 2ydy —2 cdy=0. Divisant par 2, multipliant par y et transposant, on a
æydzx + bydzx = ye dy Ÿ cydy, ou (cy + by) dx = (y +c) ydy. Donc
ydy zy + by ——- OÙ & — .
dx y+e 39 Cercze.—Différentiant l'équation ÿ = & — a?, on a 2 ydy = — 2 xdx.
ydy
Donc —- où # = —- 7.
dx
nc
EE
An RE
ARTICLE QUATRIÈME
MAXIMA ET MINIMA
40. La valeur d’une fonction est un maximum ou un minimum, lorsqu'elle est plus grande ou plus petite, que les valeurs qui la précèdent, et que celles qui la suivent immédiatement.
Ainsi dans la courbe BMND, l'ordonnée PM est un »maxzimum, et l’ordonnée pN, un minimum. (Fig. 2e.)
- Îl est évident que, dans le cas de maximum ou de minimum, la différentielle est égale à 0, puisque si la quantité pouvait encore croître ou décroître, elle ne serait pas un maximum ou un minimum.
41. PROBLÈME 1%—Trouver la plus grande ordonnée dans un cercle, en comptant les abscisses de l’origine du diamètre.
Solution.—L'équation est alors y = 2 ax — r2. La différentiant, on a 2 ydy = 2 adx — 2 xdx.
Mais l’ordonnée y devant être un maximum, dy = 0. Donc 2 adx — 2 xdx =0: donc xdx = adx; donc æ—=a; donc y est un maximum, quand x = a, c’està-dire que la plus grande ordonnée correspond à une
abscisse égale au rayon.—Substituant cette valeur
de + dans celle de y, on trouve 2 = 2 «2 — «4°? = 4, | ouy=4a4 Donc la plus grande ordonnée est ellemême égule au rayon, ou est celle qui passe par le centre.
4®. ProuLiMEe 2%— Trouver la plus grande ordonnée dans un cercle, en comptant les abscisses du centre.
Solution.—Dans ce cas, y? = «? — x?; donc, en | différentiant, 2 ydy =— 2 xdz. Mais dy étant = 0, | puisque y doit être un maximum, — 2 xdz = 0 ; | | donc x = 0 aussi. Substituant cette valeur de x | | dans celle de y, on a y* =a?, ou y = a, même ré-
l sultat que dans le problème précédent.
438. PROBLÈME 3°—Couper une ligne en deux parties telles que leur produit soit le plus grand possible.
pe SE
Solution.—Soit a cette ligne : soit x l’une des parties; l’autre sera donc «a — x. Le produit | ax — x? devant être un maximum, on aura, en dif- | ll férentiant, adx — 2 xdx =0. Donc 2 xdx = ad ; ÿ
a LIN donc2x=a; doncz=—. Doncalors
ll 4 qi 2 à fl A NO Ê 1 il a a fl
|} a æ=a——=—;: cest-à-dire que le produit
| il 2 9
% sera un #avimum, lorsque la ligne sera divisée en deux parties égales.
Meur 44. PROBLÈME 4e.—Trouver la fraction qui ex-
= @2, cède son carré de la plus grande quantité possible.
elle-
1 le Solution.—Soit x cette fraction. Donc la différentielle de x — æ?, où dx — 2 ædx =0. Divisant par dx, on a 1—2x=0: donc 2r=1; donc
Lédi æ=h..Etxæ—x2=}—+}=+X}, Donc } est la
_—. plus grande quantité dont une fraction puisse ex-
céder son carré.
en 45. PROBLÈME 5e.—Trouver le plus grand rec- = 0, 3 tangle qui puisse être inscrit dans un triangle don-
LE | né. (Fig. 3%)
ré- l Solution.—Les deux triangles bac et bgf étant J semblables, parce que leurs côtés sont parallèles, leurs bases sont entre elles corame leurs hauteurs : dot donc bd : be:: ac: gf. Soit la hauteur bd du 08" he triangle = X ; et sa base ac = b: soit la hauteur ed i du rectangle /ypr = x ; bk=h—x. Doncona N es db —bx hit | h:h—x:: b: gf=———, base du rectangle.
f- à h En la multipliant par sa hauteur x, on aura pour ; | | P » P k. bhx Lu. ba É k sa surface S = ————, En différentiant, … : k j bhdx — 2 brdx t : =0: multipliant par 4, et divisant k h k par bdz …. h—2x=0; donc 2x= k; donc æ=—; D)
c’est-à-dire que le plus grand rectangle, qu’on puisse inscrire dans un triangle donné, est celui qui a pour hauteur la moitié de celle du triangle. bR? bl?
2 4 bh
Sa surface sera S =
Æ6. PROBLÈME 6e-— Déterminer le plus grand (| triangle rectangle que lon puisse construire sur une | hypoténuse donnée.
| Solution.—Soit l’hypoténuse donnée = X: l’un ll des côtés de l'angle droit = x ; l’autre = y= 4
Vh?-— 2x2, La surface du triangle sera égale à
ay Lohhonsté Ni rte k —=%+ Yh2— 2x2, En différentiant ce produit; o
d’après les n°: 12 et 14, ona
| À lil | 4 ji] 1 2«x?2dx ) | HU — | V2 72 x dx — | = (0. 4
[ail Divisant par à dx, … Vh?— »2 — = 0. |
ŒTn 2 | {ll Il hi x
Lt fill 2 : ne :
ll Faisant disparaîtrele diviseur, … 4? —2?—22=0 ; \ nl “| HE . | R kh {ll donc 22° =}?; doncz = — =.
ll 2 V2
Substituant cette valeur de + dans celle de y, on a
NM ÉUMUNE LA MAVT F Ces PUS mr LU
7 es — qu'on h2 r celui ; Y= NV rt= RP—— EN —=—: cest-à- ' 9 6 nmgle. 5 2 V2
dire que la surface du triangle est un maximum,
quand les deux côtés de l'angle droit sont égaux.
Cette surface alors = — |
4, rand
‘bp ÿ 4%. PROBLÈME 7e.—_ Trouver la plus courte ligne que l’on puisse tirer paï un point donné. entre deux à
Fe autres lignes à angle droit. (EF ig. 4e.) ’un |
Solution —Soient BT et BV les deux droites indéfinies données, et P le point aussi donné: soit ) de plus MB=a, MP = 4, TM=— æ, et la droite cherchée TV =. Les deux triangles rectangles semblables TMP, TBV donnent la proportion i TM: TB: MP: BV, ouc: a+x:: b: BV = b (a+ x) cu Mais TV =VTB? + BVZ
PAR ES er er
Ut»
Pr TRE
ba + à)
\= (a + 2)? +82 {a F 272 Ÿ CHE
ns ae moe
Mais # doit être un MMM :
donc, en différentiant, on aura xdr—adx—xdx (a + x) (2 vxdx)
amuse 758 (). i x? 9 x Va? + D? LE
il Va? + L?
adzx axdx + ro dx + ne 0.
x? æ Va? + b2
Donc Var? +02 x —
Réduisant les deux termes du premier membre au mème dénominateur, ….
\f (2? + 82) (—adx) + x {axdx + a?dx)
= 0. Chassant a? Va? + 0?
le diviseur, et effectuant les multiplications indi- | quées au numérateur, …. — at?dx —al°dx + ax?dx LL +aèdx =0. Réduisant, divisant par dx, et trans- | | 3 posant, on à x3 = al? ; donc x = Vab?.
Les deux points T et P, étant alors connus, dé-
ji terminceront la direction de la ligne TV.
il s
LU 48. PROBLÈME 8e—Trouver le plus grand trapèze qui puisse être inscrit dans un demi-cercle donné. (Fig. 5e.)
Solution.—Soit le rayon ac ou cd du cercle donné =a; soit la hauteur 6c du trapèze = x. Alors 4 1 ab = Va? — x?, Orla surface de ce trapèze est égale î A au produit de sa hauteur bc par la demi-somme (ll de ses bases, c’est-à-dire par cd + ab. Donc ( S= a(a+ Va — x) = ax +x Var x, En différentiant cette équation, on a
sant
ndidx
ans-
es à
REA
æodx ad + Na — 02 XX — 2 2 0, Otant le Va? — 7x2
diviseur Va? — 2? et divisant par dr, on obtient
RS À 0 2 2 — AV — RE + — 22 72 0: … donc a? —-2 x? =
— a Va2— x, Et en élevant les deux membres au carré,
P £ 2 ° n; ms 12 ‘ 2 du 22. 9 y2:.
Donc, en réduisant, 4 21=3 «? 2? : donc 4 22 =3 a2:
donc & = 5 «7; donc x = a Vä=— V3: c’est-à-
dire que le plus grand trapèze, qui puisse être inserit dans un demi-cerele donné, est celui qui a pour hauteur le demi-rayon du cercle, multiplié par V3.
49. PROBLÈME 9— Déterminer les dimensions d'un vase cylindrique, tel qu'il ait une capacité donnée, el que sa surface intérieure soit la plus petite possible.
Solution.—Soit + le diamètre intérieur de ce vase. Soit Il la circonférence d’un cercle dont le diamètre = 1. On aura la circonférence du vase en disantl: T::z: C=Ta. En multipliant par
IT x?
le quart du diamètre +, on aura
pour l’expres-
sion de la surface de la base. (1) F
PAPETERIE
Soit maintenant la capacité donnée = cs: cetie capacité étant égale au produit de la hauteur 2 par
c° 4 «3 la surface de la base, on aura 2 = = , Ha Max
Donc la surface latérale intérieure, qui est égale au produit de la hauteur par la circonférence de la
4 c3 Allxe 46 base, égalera x Tax =——— (2) TI 2 Ta x
La surface intérieure totale sera donc égale à (1) + (2), ou
Ta? À + . En différentiant, on aura 4 æ
2TIxdx 4 ct dx ——— —————=0. Muiltipliant parzx?et di-
à rè IT ,3 visant par dx, … — 4c3=0,; donc [2]
8 c3 2 c I aæ=8c; donc «= : donc x =——-- VTT 4 c 4 c? c
Donc À = —, Donc la sur-
ee _ .
Me:
PR no D ÉD AEs | rr :
cetie A par
le à
di-
MS ae Pe
face intérieure sera un #éxémum, quand la hauteur sera la moitié du diamètre intérieur de la base.
GO. PROBLÈME 10€-— De tous les cylindres inscrèts dans un cône droit, déterminer celui qui a le plus grand volume. (Fig. 6°)
Solution.—Soit la hauteur SC du cône = x ; le rayon AC de sa base = 4; soit encore SD = ; donc DC = a — +. Les deux triangles semblables SCA, SDE donnent la proportion SC: AC :: SD:
ba
DE, ou «a: b:: x: —.
Soit 1 : [le rapport du diamètre à la circonférence : on aura la circonférence de la base supé-
2 dx rieure du cylindre, en disant 1: T::——: C = a
2 11 bx bx . La multipliant par la moitié du rayon —, œ a
TI D? x° on a la surface de cette base = ——, Multipliant cette surface par la hauteur CD du cylindre = & — x ) IT 2
on a enfin pour la solidité S = (ax? — 3).
Différentiant cette équation, on obtient
[IT p2 —— (2 atdx — 3 x*dx)= 0. Divisant par a I 2 dx, … 2 ax — 32? = 0 ; donc 2 « =3 x ; donc d?
24 24 «a æœ=—, Donc DC=a—x=«4— —-——:0cest- 3 3 8
à-dire que de tous les cylindres inscrits dans un cône droit, celui qui a le plus grand volume a pour hauteur le tiers de celle du cône.
G. Remarque.—Pour s'assurer qu'une quantité y est un maximum où un »inimum, lorsque la
quantité >, dont elle est une fonction, à une : certaine valeur, on augmente ou l’on diminue x d’une quantité très petite, & par exemple, et l’on voit alors si par là y est augmentée ou diminuée.
Ainsi dans le 1° Problème, n°: 41, on a trouvé que y est un m#avimum, quand x = a, et qu'alors ÿ? = a. Pour s'en assurer, soitz= at 4. Alors p=2ar— 2 = +2 ab—@ F2 ab— =
a? — b?, quantité plus petite que a? ; par conséquent 7 = « est un maxümum.
Se Te LR red
0060 mme
| RnB D , ; c'est- |
CHAPITRE I
S un pour PRINCIPES,
SOS e la cer- ARTICLE PREMIER—DÉFINITIONS.
une Jors 8%. Le Calcul intégral est l'art de trouver la
fonction de laquelle dérive une différentielle don-
: née.
uvé ors Par cette définition, on voit que ce Calcul est À ors l'inverse du Calcul différentiel. Newton le nomme À Rss Calcul des fluentes.
sé-
On indique l'irtégrale d’une quantité diffé
rentielle par la lettre f » que l’on place devant cette
quantité, et l’on prononce somme de, où intégrale
de. (70) 54. Quand on différentie une quantité quel- f L conque, les termes constants ne passent pas dans € 1 la différentielle (6) ; de la quand on intègre, on doit Fi
ajouter à l'intégrale une constante arbitraire, que
la nature du problème détermine. Nous la dési-
ll gnerons toujours par la lettre C: |
A UNE SEULE
$ 1, Diffcrenticlles menomes.
&6. RÈGLE FONDAMENTALE POUR INTÉGRER UNE DIFFÉRENTIELE MONOME —On augmente d'une unité, l'exposant de la vuriable et lon divise ensuite la différentieule proposée, ainsi aliérée, par le produit de Pexposant ainsi augmenté d'une unité, et de la différentielle de la variable.
En effet, cette règle d'intégration n’est que linverse de la règle de différeatiation d’une puissance,
donnée au n° 13.
bl ma de L] ] Z'remples mn 10... / pont de nn = qi, | , mdr | (13) "| N- } > x“ RA , ‘) _ F | D LR J 2 ar = > =; + C (54) LE ÿ . D] dx | î a“ dx nd 3 , j Fr SAT / dx = =—+(C ! : 2dz 9 ; L4 î 3 4 ax dx $ je ù Di . 5 _ î à ee Aer f« V2 dx = / ax dx = = ar — L : : 5 dx ! 3 2 a Vas + C!
adx ax? dx ” » SE nt) es go. ‘** = at dx = ES J xt —2 dx a é 92 x° | {
PR SL PT
$ % Différentielles polynomes qui peuvent s'intégrer par la règle fondamentale d'intégration.
À 7. [. On peut encore intégrer par la règle pré- À 1 cédente toute quantité dans laquelle il n'entre
point de puissances de polynomes, ni de diviseurs s
AU
polynomes, à moins que ces derniers ne soient des quantités constantes.
bx?dx
Exvemples …. 1°: f'ux%dr +
(en intégrant chaque terme séparément)...
ax bx3 a pc ac + C
( bdx 7 ; à 20... flaxidr +— | =f{{ax dx + br dx) = J { xt | J
ax? br—3 ax b
A Re + C = ae ME GA + C
4 3 | 3 La
58. II. Quand méme il entrerait, dans la différentielle proposée, des puissances de polynomes, on pourrait encore intégrer par la règle fondamentale, pourvu que ces puissances eussent un exposant entier positif, et qu’elles ne se trouvassent pas au dénominateur.
Exemple … fe + be?) dx. I] faut développer (æ + bæ?)#, ce qui donne aë + 3 a202? + 3 ab *xt + b%6, On a donc alors f(a+ bx?)3 dx —
f (ad +3 a°br?dx + 3 ab?xdx + WBaÿdx) = d'abtre -. i x + AD + ———— + — + C.
hr
les
69. Remarque.—T] 3 à un cas qui échappe à la règle fondamentale d'intégration; c’est celui où l'exposant de la puissance est —1.
æ—l+ldx :)
(—l1+1)dx 0
Ainsi, f al dx =
dx Mais comme æ—1 dx =— ,ona æ
d Tv mi
fe dx pal C. (17)
$ 8 Différentielles qui s’intégrent l'ar arcs de cercle,
Sixus.—Appelons z un arc de cercle quel
conque, et soit x son sinus. On a donc x = sin 2, Î Différentiant, on obtient dr = d. sin += cos 2 de.
dx (20) Donc dz = + Orcos 2 =V] sin z =
cos 2
dx 2 = nt V1— x. Donc d=———, Et, en intégrant, VI —x2
dx
on trouvera f — CN ee CA ks V1 — 792
Pour déterminer cette constante C', supposons r, le sinus, — 0 ; alors l’arc 2 est aussi égal à 0 : donc
4 i] C'se réduit à 0. Donc 2, ou l’arc dont le sinus | nl est r, ce qu'on exprime ainsi … | 1 arc (sin = x) = S ms (4) |A NT — 2
61. TANGENTE.—Soit z = un arc quelconque, et z=sa tangente. Donc x =tan z. Différentiant
ge Rs £ en AR ne athée
d2 cette équation, on a dr = (22). Mais cos? 2 1 1 cos 2 = ; donc cos? 2= ————, Or séc 2 séc? z 1 |
séc2=1-+tan?z Donc cos?2+=— l+tan?z l1+2
| il
| \ tint dz |
fl
Cependant l'équation dr = donnedz = cos? zdx
cos? z ds de = . Donc z ou arc (tan = x) = f .(b) L.| 1 +2? ” l+e À Énsonise à Î L ji j EN $ 4. Intégration par les séries. | dx k
PROBLÈME ler. —Intégrer par série
ns , donc inus
e,et jant
EE
Solution. —f— (1— x*) -j dx, Déve- VI»
loppant (1 — x?)—à par le Binome de Newton (#),
on trouve 1 +322+ 4, yat+4,4. 4 + Re.
Donc — = V1— 2 J'az + adx +1. Euldr+ 3.3.4 aëdx + Re.) = T3 x5 a?
C'H+Hi—+i. 4 — +4,48. —+&c = 3 Hs) 7
arc (sin = x) … (60, form. (a)».
63. Cette série peut servir à faire trouver une valeur approximative de la circonférence. En ef.
fet, le rayon étant supposé = 1, le sinus de 300= 4. Remplaçant donc + par #, on aura
arc (sin=}) = arc 30° =4+3,1.3+34.3.1.4 + 3445.44 +kRc.
En s'en tenant aux dix premiers termes de cette série, on trouve … arc 80° = 0,52359877. Donc la demi-circonférence = 6 x 0,52359877 — =3,14159262, valeur dans laquelle l'erreur ne porte que sur la dernière décimale, qui devrait être 5.
dx
64. PROBLÈME 20d.—_Tntégrer par série , \ 1 + 22 RE PR (*) Voyez IV, note A,
PROBLÈME 8ème—Trouver le logarithme a+ax
de —.
Solution.—D'après la règle du n°: 17,
dx d. log (a +2)=—={(a+x)-ldr. Or (a+æ)-1 a+x
- 1 x a? a = (KE) ——— + ——— + &c. Donc log] (a+ x) = a & a at
dx dx axdx x°dx axdx N sarrniese À — — + — — —+ Rec.
a+x a d a af
z a? a at Intégrant, log (a+ x) = —— a een sis‘ ame a 2@ 3@ Aat
(*) Voyez II, note A.
C*#) Voyez I, note A.
+ &e, … Mettant — x au lieu de 2,
Le logarithme du quotient étant égal au logarithme du dividende moins celui du diviseur, on aura donc enfin
log. = — + + + &e.
Aa—x a 3 5 a
x a 5 = 9 — + + &e. | …. (c) a 3a3 5 a GG. PRroBLÈME Aème— Trouver le logarithme ordinaire de 2.
Solution.—On peut pour cela se servir de la formule (c)n°- 65, en multipliant la série qu’elle contient par le module » = 0,4312944819 &e. des logarithmes ordinaires; de sorte que lon aura
a+x [ æ a x x log = 2m |—+—+ de mn cf a—x a 3 5 Ta
+ + + &e. 9a@ Ilall 13af
On voit que chaque terme de cette série est égal
à celui qui le précède multiplié rar — , pourvu «=
qu'on divise successivement chaque terme respectif par 1, 3, 5,7,9, 11,13, &e.
a+x Soit donc =9, Ona….a+z=2a—2r; a—x æ 1 me À donc 3æ=a,et—=—;donc—=—, Mais il est «a 3 & 9
évident qu’il suffit de multiplier 2 »# =
æ. 1 2X0,4342944819 &ec. = 0,868588964 &c. par — =—, a 3 a? ]!
et ensuite successivement par — =—en divisant, se- &
lon leur ordre, les termes respectifs par les nombres impairs 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, &c. qui se trouvent aux dénominateurs des termes de la série, ainsi:
ns
Dans les tables à sept décim:les, cn le trouve = 0,3010300.
ARTICLE TROISIÈME
à ns
st Ë INTÉGRATION DES QUANTITÉS DIFFÉ- dl | RENTIELLES A PLUSIEURS VARI- jh,
è ABLES.
Si l’on se rappelle la règle pour différentier
€- ! les quantités à plusieurs variables (11, 12), on ver- de ; ra, dit Bezr:it. (*) que pourintégrer les différen-
>s tielles à pl! :.: variables (lorsque cela est pos-
x sible), il fuuc rassembler tous les termes affectés de
la différentielle d'une même variable, et les irté- * grer comme si toutes les autres quantités étaient ua constantes. Alors si l’on différentie cette intégrale, en faisant varier successivement toutes les vari- ni ables, et si l’on retranche le résultat de la différentielle proposée, l'intégrale qu'on a trouvée (augmentée d’une constante) est la véritable inté-
grale, s’il ne reste rien. S’il y a un reste, on sui- { vra à l'égard de ce reste le même procédé que l’on a suivi d'abord, et ainsi de suite.
Par exemple, si l’on avait à intégrer
3 a2ydx + 23dy + 5 xy4dy + ySdx …. (f),
(*) Cours de Mathématiques, Nlle Ed. 4e. partie, page 178.
on prendrait les deux termes affectés de dx, savoir:
3 x°ydx + y°dx, et on les intègrerait comme si y était constant (57). L’'intégraleesta#y + xy5.—Différentiant cette qnantité par rapport à æ et à y successivemcut (12), on aurait 3 x?ydx + x%dy + 5 xydy + y5dx, et retranchant ce résultat de la différentiell: proposée (f), il ne reste rien. Donc l'intégrale demandée est a3y + ay5 + C!
6%. Si l’on avait à intégrer rs
ay + 8 a°yde + x°de + 2 xzdx + xdx + yÿ?dy … (g),
+ Sens
en rassemblant tous les termes affectés de dx, savoir: 8 x’ydx + 2 xzdx + xdx, ÿ et intégrant en regardant y & z comme des conpe
stantes, on aurait … 2%7y + 222 + — …, Différentiant
cette quantité en faisant varier successivement
x, Yet 2, on aurait … 3 a2yde + x°dy + 2 redx + a?dz +xdx. Retranchant ce résultat de la différentielle proposée (g), il reste ÿ?dy; on prend done
ÿ l'intégrale de y dy, qui est — , et l’ajoutant à celle
que l’on a déjà trouvée, on à pour intégrale totale
x? Y3 1 jf Dy +ar+—+—+ C |
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ARTICLE PREMIER
QUADRATURI DES COURBES.
69. PROBLÈME.—Cüarrer une courbe algébrique quelconque (Fig. 1ère),
Solution —Soit l'abscisse AP — 2, l'ordonnée MP = y: donc xR =dy, et mR = Pp = dx.—1T1 est évident que l’on peut prendre pour différentielle de l'espace AimP, le trapèze #npP, si l’on suppose les deux ordonnées #P ct »p infiniment proches lune de l'autre. Or le rectangle #RpP ne diffère du trapèze #2pP que du triangle #nR; il peut donc aussi êt'e pris pour différentielle de l'espace AimP, puisque la surfce de ce triangle #nR est égale au produit de sa hauteur #R= dy, par la moitié de sa base mR= dr, et par conséquent est un infiniment
dxdy petit du second ordre
ue l’on peut néglige:’ , sug
re mt PE
sans erreur sensible par rapport au trapèze #npP, infiniment petit du premier ordre. Mais le rectangle #RpP est égal au proc rit de »P par >R, ou
à ydæ. Donc en intégrant on aura l’espace AimP = S, c'est-à-dire $S = f° ydx.
90. Remarque —On voit ici que l’on peut regarder cet espace AÿnP comme formé d’une infinité de ces trapèzes #npP : donc ces trapèzes peuvent être considérés comme les é/éments de cet espace, et cet espace lui-même est égal à la somme de ces éléments. (53)
Pour intégrer l'expression précédente, il suffit de substituer à y, sa valeur tirée de l'équation de la courbe.
Apyolications de cette formule,
71. PARABOLE. Ï. Espace intérieur.—1° En supposant x variable. (Fig. 1ère.)
L'équation de cette courbe est ÿ = px; donc
3 4 3 4 y=NVpr =p à. La surface S= f'yde =frx dx =
3 3 à 3 2 px—&azpaæ—zxy. Donc l'espace pa
rabolique intérieur AëP est égal aux deux tiers du rectangle formé par ‘’a::scisse et l’ordonnée.
92%. … —2°En supposant y variable.
En différentiant l'équation y? = px, on a 2 ydy
2 ydy =pdx ; donc dt =—-—, DoncsS ir à bis P
2ÿdy 2ÿ3 2ÿy pxy
= $xy, même rép 3 p 3 p p
sultat que celui du n°: précédent.
Quant à la constance C, lorsque y = 0, on voit, par la seule inspection de la figure, que S devient
aussi0. Donc alors S = f ydx = # xy + C, devient
0=0+C: donc C'=0.
#3. IL Espace extérieur.—L'équation de la parabole par rapport à sa convexité étant x2 — Py; a? a2dx on a doncy=—. DoncS =f ydx = f = P 3 œ°x pay
=—-=}—=#zy Donc l'espace para- 3pP D P
bolique extérieur Aomé est égal au tiers du rectangle formé par l’abscisse et l’ordonnée.
#4. III. Espace compris entre deux ordonnées.
Soit cet espace mnpP ; soit AP= a, Pp= »,
mP =b, np=y; alors Apouxz=a+v Donc
y = Vpx=Vpa+ pr. La différentielle de cet es-
pace étant ydv, on aura sa surface S' = f ydv =
J: Vpa+pox dv. Soit pa+pr= 2; différentiant
de ona pdv= dz; donc dv,=—.…, Donc D?
f V2 dz S =$f ydv = f'Vpa +pv X dv = f ——= J e
2 2 Vz | pa + pv ip p p
% (a +0) \pa + pv + C, Pour déterminer cette constante C, soit x = 0.
Alors l’espace #npP, représenté par S = ff ydv
devient aussi 0. … Donc alors 0=2 a Vpa+C'; done C=—?%?avVpa Donc enfin
S = 2 (a +v)Vpa + pv — # a Vpa,
ou 2x Vpxæ— 2? a Vpa, ou ? xy— 2 ab.
Et effectivement ? xy représente l’espace AënpA, et ? ab, l'espace AëmPA; mais AirpA— AimPA — l’espace mnpP, compris entre les deux ordonnées mP et np.
#3. Triancrz,-—La meme formule peut servir
à faire trouver ia surface d'un triangle, quoique ce soit une figure rectiligne.
Soit en effet le triangle ABC (Fig. 1ère), rectangle en À. On a la proportion 1 : tan, C':: AC: AB; d'où AB=tan CxAC, Soit AC = x, AB =,
y tan C= Doncy=br, etb =—. , La surface LA ba?
S = J ydx = à bxdx = — : et substituantla va- : 2
x?y ty
leur de b, .… S=—=—, c’est-à-dire que la sur- 2x. 9
face est égale au demi-produit de la base par la
hauteur, comme on le démontre dans la géométrie élémentaire.
26. CERCLE.—L. Lx comptant les abscisses de l'o« rigine du diamètre.—Soit le diamètre = 1, Alors
6 à , . . 2 l'équation devient y? = x — æ; donc y= (x — x).
* 4 Donc la surface S — f ydx = f (x — x?) de = (+)
Lo]
4 x a? x f* 1 — — — — Ge.
ee
(®) Voyez V, note A,
t n zx dx xdx zxdx
——— — ——— ec.) =
——. mé mt mé mnt mens
En supposant x = le diamètre 1, on aura la sur-
face du demi-cercle = 3 —}—!— 1 — &c., et en
doublant, celle du cercle entier.
99—II. En comptant les abscisses du centre.—
Soit alors le rayon = 1. On a donc l'équation y2=1—2, ety=(1—2?),. Donc la surface S, correspondante à l’abscisse +, =f ydx = f (1— 2) dx =(*)
Demers = S 2 8 16 128 256
— &c.) dr =
a?dx a4dx aSdx 5aëdx 7 «dx À
PE ——— 2 8 16 128 256 23 x5 x? 5x? 7zxll D SERRE :
Supposant + = le rayon 1, on a pour la surface du
(*) Voyez ITI, note À.
1 l 1 ü quart de cercle, S = 1 —— — — 6 40 112 1152
— — &ec., et, en quadruplant, celle du cercle
entier, 28. Erztrse—En comptant les abscisses de-
Le
uis le centre, l'équation est Y2 = — (a2 — x?), P , :
b 3 d'où y = — (a2— x?) … Donc la surface S=fydr= a
b à 3 b a? x — (a — 22) de (+) 4 ( | — vom mu JT F
2 æ 8 at
5 «8 — &c.) dx =
atdr 5 xêdx ét — — &c.)= Bat 1645 1928 8 5 x9 — — &c.).
112 aÿ 1152 «8
En remplaçant x par & dans cette série, on aura la
(®) Voyez VII, notc A.
surface du quart de l'ellipse, et, en quadruplant, celle de l'ellipse entière.
#9. Hyrernozr.—ÆEspaces asymptotiques. — (Fig. 7e.) Soit'AB= 9, BP =; donc AP=g+x.
Dans l’hyperbole équilatère, les asymptotes sont perpendieulaires l'une à l'autre. TL'équation ordinaire de l’hyperbole par rapport aux asymptotes stay =g. Icixou AP =y+x; donc l'équation
devient … (g9+x)y=g : donc y ou MP =
g+x Donc la surface de l’espace BC MP, ou S= f ydæ=
dx f? — = $ log (y +) +C. … Quand BP =x gtx devient 0, l’espace BCMP ou S=0 aussi. Donc
0 = g? log. g + C': done C=— 4° log. g… Donc S = g° log. (g + x) — g* log. g.
Soit maintenant AB ou y=1: alors …
S=log (1+ 2) — log, 1= log (1 + x) —0 = log (1 +x). Done l'espace BCMP = log. AP. On aura de même BCMP =ijog. AP’, &e Donc BCMP: BCM/P/:: log. AP: log. AP/; c’est-àdire que les aires asymptotiquesBCMP, BCM'P’, dans une hyperbole équilatère, sont proportionnelles aux logarithmes népériens des abscisses correspondantes AP, AP; d'où il suit que si les abscisses
ps RAT mr M hr
sont en progression par quotient, les aires correspondantes sont en progression par différence.
80. On peut de même en variant l'angle des asymptotes obtenir une infinité d’autres systèmes de logarithmes. En effet, soit UMV (Fig. 8) une hyperbole quelconque. Soittoujours AB =1. La différentielle de l’espace BCMP est le petit trapèze PMmp, ou le petit parallélogramme PM»p.
Menant po perpendiculaire sur PM, dans le triangle rectangle poP, on aura la proportion
1: Pp:: sin oPp: po = Pp.sin XAY = dx. sin 4, appelant 7 l'angle des asymptotes. Donc le parallélogramme PMnp = PM * po — ydæ. sin A.
Mais y=——. Donc l'espace BCMP, ou S = 1+x ‘
dx f sin Z = log (1 +x)sin {= log. AP. sin 7 l+x
On peut regarder sin 72 comme module.
Dans le système des logarithmes ordinaires, le Ù | module ou sin = 0,434294419 : l'angle qui a ce nombre pour sinus, le rayon étant 1, est de 25 44‘ 25,1 47: tel est l'angle que doivent former ;4: asymptotes d’une hyperbole pour que chaque airë asymptotique soit le logarithme tabulaire de l’abscisse correspondante.
S1. Cycroïipz.—Soit l'axe BR de la cycloïde,
(Fig. 9°) ou le diamètre du cercle générateur= 1;
a ae EE
soit BP=x; mP= vx — x; soit fP y: fn = | dæ et In = dy. Les deux cerdes jt et Bm sont égales è et parallèles, et l'arc infiniment petit f peut être regardé comme le prolongement de la tangente ft. Donc les deux triangles Yfn, mBP ont leurs côtés correspondants parallèles ; donc ils sont |
semblables. Donc on a la proportion BP: Pm::/n:1n, où x: Vx— x:: dx: dy =
Vx— «2 X dx ———————— . Or, par rapport à l’espace extérieur T ADBA, l’abscisse BZ ou x’ = fP ou y, et l’ordonnée hf ou y! = Bp cu x. Donc l’espace B Af ou
S = [y'dx) devient S=fxdy = LÉ — 2) dx
= par conséquent l’espace circulaire BmP (76). Donc de même l'espace extérieur ABDA tout entier = le demi-cercle générateur B#RB.
BR cr Or ce demi-cercle = BmkR X*———-——: donc 4 4
l'espace cycloïdal extérieur ABDA = aussi cr
— , Mais lerectang.c entier BDAR = AR x BR 4 Ë
= BmR x BR = —x27r=cr. Donc l’espace
nl
intérieur BARB=3%cr. Doncilesttriple du decr
mi-cercle BmRB =—. Donc l’espace cycloïdal
ABCA tout entier est triple de la surface dn cercle générateur.
CS
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ARTICLE DEUXIÈME
RECTIFICATION DES COURBES
S2. Rectifier une ligne courbe, c’est déterminer sa longueur, ou assigner une ligne droite qui lui soit égale, ou qui soit égale à un arc proposé de cette courbe.
S3. ProBLÈèME.— Rectifier une courbe algébrique quelconque.
Solution.—Soit l'arc Am —s (Fig. lère) La différentielle est mn — ds. Le triangle rectangle wnR donne l'équation mn = VmR?+nR? ou
ds = Vdx? + dy?
Il suffit de substituer dans cette formule la valeur
de dæ, ou celle de dy, tirée de l'équation de 12 courbe, ei d'intégrer, pour avoir la valeur de l'arc s.
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Applications de cette formule.
S4. ParaBoze.—L’équation de cette courbe étant y? = px, on aura, en la différentiant,
2ydy 4 ÿdyÿ?
2 ydy =pdx ; donc Dr — ; donc de? =——.
Donc ds= Vdr? + di = NE
\? Pdf +4pdf . dy ——— "= — (p?+4 P) En réduisant
p° p è (p2 + 4 y?) en série, par la formule de Newton (*),
2yÿ 2yi “. f$ 10% on obtient p+— —— + — —— +&c.
dy Multipliant chaque terme de cette série par —— , on P
(*) Voyez VIII, note A,
DL
Dee SES
be
it
2%dy 2 yidy 4 y°dy ——— +
trouve ds = dy +
p° p{ pÿ 10 y8dy
+ &e. … Donc, en intégrant,
S5. CErcLE.—I. En comptant les abscisses de l'origine du diamètre; —Soit le diamètre — 1. L’é-
quation est alors ÿ=x— 12; d'où y =Vx—x?,
dr — 2 xdx .
donc dy = +. Donc ds= Var? + gp = Nr — x dé — 4 xd + 4 aide ds es =
LR 4 xdx? — 4 r2dx? + da? — 4 xdx? + 4 22dr?2
mm Pc.
Te rar n T—r 9
dx (+ )— at (1 + ga + Ê 2 a+ af + &e.) —
(*) Voyez VI, note A.
à 5 À H(r—idx+kæ ds vd +à a +5 x dr+&c. ;
Donc on aura, en intégrant cette série,
i 3 ; à x BA Ô x 89 x Ê D 3 20 5C 576
En supposant x égale au diamètre 1, eten dou-
blant, on aura
Circonférence = 2 + + Ë + £ Pr + à 5 à + &c. 1
S6G.—II. En comptant les abscisses du centre. Soit alors le rayon =1. L’équation sera pp =l—2?; … différentiant,
‘ tdx tdx 2 ydy =— 2 xdx; donc us cu y 1— 7°
Donc ds = Vuxt+ dy N dr? + ne
7 dr? nd? F ad [de
Lo pu = dax (1 — 1°) —} — (*)
(*) Voyez IV, note A.
aode Saxdr 5 «dr 39 æedx dx + + + + — + &c.
En intégrant cette série, on aura donc
28 Sax Bat 3549 S=T+r—+ + eh GC, 6 40 112 1152
En supposant + égale au rayon 1, on aura
Circonf. tn 2 à ; ds =l+i ++ = +2 + &e. et en dou- 8" 40 © oz Ÿ It ?
Le 1 3 5 35 ‘ blant, 3 Circonf. — 2 + 2 To taetamt ke.
comme dans le problème précédent (85).
PT D Pme
ARTICLE TROISIÈME
QUADRATURE DE L’AIRE DES SOLIDES DE RÉVOLUTION
87. Un solide de révolution est un solide engendré par la révolution d’une courbe, tracée sur un plan, autour de sonaxe.
SS. PROBLÈME.— Trouver l'expression générale d'une suvface de révolution. (Fig. 1ère.)
PR Po dent dc on mtun mn ND RC A teur 41 ad 2 «56
Solution. —Supposons que la courbe Amn fasse une révolution autour de son axe AB : elle engendrera dans ce mouvement une surface de révolution, dont l'élément ou la différentielle sera la zône décrite par l’arc infiniment petit #27. Or cet arc se confond sensiblement avec la partie correspondante de la tangente. Donc cette zône peut être considérée comme la surface letrale d’un cône tronqué, engendré par la rotation du trapèze Pinnp autour de Pp. Mais la surface latérale de ce
Circonf. Pm+ Circonf. pn CON ONQUÉ = —— © —— X mn.
Soit l'arc Am =5s; sn == ds; soit AP =7x, d’où Pp= dx: soit Pm—y: n7R= dy, et pn = y + dy.
Soit encore S la surface de révolution ; sa différentielle dS sera la surface latérale du cône tronqué, Donc dS =ri(2y+ dy) ds = 2 T1 yds + 11 dyds.
Or o: peut négliger IT dyds, infiniment petit du second ordre. … Donc dS = 2 It yds = 2 rt » Vdx? + dy? (83). En intégrant, on aura la surface de révolution S.
Applications de cette formule,
Srnère.—L'équation du cercle étant
y? =9 az — :?, on aura, en la différentiant, ….
2736 0h Perte
adx — xdx 2 ydy = 2 adx — 2 xdx; d'où dy — _— , y
Donc d S=271y V dax? + dy? =
4 4 ddr? — 2 axdx? + x2dx2 211y dx? + =
\ V4 da? + dr? — 2 axdr? + dr?
2Ily
ns ne
2112 V2 + a? — 9 ax + a? 9 ptdr Va = 9 TN adr. Donc en intégrant, S = 2 11 ax + C.
Soit = 0 ; alors S —0; donc 0 —=0+ C; donc C= 0. Donc S=92rtax.—Soit maintenant x = 2 «4 ; alors S=ATT a, surface de la sphère.
En effet, le iamétre étant 2, la circonférence d'un grand cercle se trouvera par la proportion 1: JT:: 2a:2Ta; la multipliant par le diamètre 2 &, on aura $ = 4 TT «2.
90. Cxyzinpre.-—Sa surface étant engendrée par la révolution d’un rectangle ABCD autour de l'axe AB (Fig. 10°), soit AB = a, AC =D; jl'ordonnée sera Constante, et égale à AC, ou y=b; doncdy=0.
Donc dS=2 ny Vdr+ dyÿ* =2 ITbix ; donc … S=2lTbr+C Quand x — 0, C' aussi 0.
Soit maintenant x = a ; alors = 9 IL Ua, c’est-àdire =2 116, la'circonférence de la base, par «&, la hauteur.
91. Cône.—Ce solide étant engendré par la rotation d’un triangle rectangle ABC (Fig. 11°) autour de l’axe AB, soit AB = 4, BC =6, AP =x, et PM= y; on aura la propoï.‘on
AB: BC:: AP: PM, oua. b::z: 7; b b ‘
donc y=—x: donc dÿy=—dx. Donc a a
à b b2 dS=2r1y Vdx?+dy?=9 11 — x da? +— dr? = 3 a a? î
b “ddr? + Ddx? b 211 — x =97r1— vdx Va? + b2.
Donc;en intégrant, S= 711 & — Va?+ 0? + C. Quand | &
æ=0, S=0; donc C=0.—Mais Va? + = l'hyue poténuse AC. Donc S = 7716 — x AC.—Soit à
présent x = a ; alors S= r1 b x AC, c’est-à-dire=rt b, la demi-circonférence de la base, par le côté AC du cône.
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ARTICLE QUATRIÈME
CUBATURE DES SOLIDES DE RÉ- VOLUTION
92. PROBLÈME.—Cuber un solide quelconque de révolution. (Fig. 12)
Solution.—$i la figure mixtiligne abo tourne autour de son axe ab, elle engendrera, dans ce mouvement de rotation, la solidité d’un corps, dont l'élément ou la différentielle sera le cylindre infiniment petit oemdino ; or ce cylindre est égal au produit de la surface du cercle décrit par ce, par son épaisseur bc. Soit ac =x, ce=y; bc= donc dx. Onala circonférence décrite par ce, en disant L'Tl:: 2y;: Cire. =211y. En multipliant cette
y circonférence par la moitié du rayon ou par—,ona
Il y2 pour expression de l'aire du cercle décrit par ce. Donc le cylindre élémentaire, ou (ex appelant S le solide de révolution) dS= II y2 dx.
Applications de cette formule,
98. ParasoLoïne.—[L'équation de la parabole étant y? = px, on a, en substituant cette valeur de y? dans la formule précédente, dS =IIprdx. Donc,
IIpr2 Il xy? | en intégrant, S =. = , c’est-a-dire =lly, À 9 9
FA l'aire du cercle de la base, par -—, la moitié de la
hauteur du paraboloïde.
Donc la solidité d’un paraboloïde est la moitié de celle du cylindre circonscrit, qui serait égale à IT œp. :
94. SPrHÈRE —L'équation du cercle est y? = 2ax — x2. Done dS = II ÿdx = II (2 ax — 22?) dx. [ r° En intégrant, onaS= II | a —— | +C.
Mais C'= 0, lorsque x = 0.
Soit maintenant x = 2 a; alors $ =
Du Cr
8 a3 12 8 4 Il 4Aai—— | =II a - 3 | =— IT ai, U 3 8 3 ] 3
Lo
ee’
nn ee
c’est-à-dire que la solidité est égale an produit de
4 11 a?, la surface de la sphère (89), par—., le tiers à
de son rayon.
Cependant le volume du cylindre circonscrit serait égal au produit de la surface de sa base, c’està-dire de II «?, par sa hauteur 2 a; donc il serait égal à 2 ITa%, Donc la sphère est au cylindre
circonscrit, comme — : 2%, ou comme 4: 6, ou
comme 2 : 3.
Erzrsoïine.—Dans l’ellipse
B2 Yÿ=— (2 ax —72), … Donc dS=Il y"dx = œ
IT — (2ax— x?) dr. Donc, en intégrant, a?
b° æ3 S=II— | ax? —— | +0. Orquandæ=0,S=0, a? 3
et C'=aussi0. ……. Maintenant soit x =92 &; alors
b? 4 4 S =1I— X — 08 = — II ab2.
ad ÿ 3
D'ailleurs, le cylindre circonserit à l’ellipsoïde, engendrée par la révolution d’une ellipse autour de son grand axe, est égal au produit de la surface du cerele de sa base (c’est-à-dire du cercle décrit par
le demi-petitaxe b), par sa hauteur (c'est-à-dire par le grand axe 2 a de l'ellipse) ; donc ce cylindre circonscrit = II 4° x 2 a = 2 II ab?,
Donc l’ellipsoïde est au cylindre circonscrit ?
comme — : 2, ou:: 4: 6, ou:: 2: 8.
MÉTHODE INVERSE DES TANGENTES
96. On appelle ainsi la méthode qui sert à faire trouver la nature d’une courbe, lorsqu'on connaît sa sous-tangente, sa sous-normale, sa surface, &ec. Elle consiste à comparer l'expression particulière de cette sous-tangente, de cette sous-normale, &c., avec l'expression générale de la sous-tangente, de la sous-normale, &c.
PROBLÈME 19. —7rouver la courbe dout la
sous-langente = p
Solution.—L'expression générale de la sous-tan-
ydx ydx 2% gente étant s =—- (28), on a — =——. Donc | dy dy p
pydx = 2 yÿ?dy ; donc pdx = 2 ydy. Intégrant, .
pt =%*, équation de la parabole ordinaire.
O8. PROBLÈME 200 Trouver la courbe dont la
sous-langente =— , »° 3Y3 ydx Solution.—Ici on a = . … Donc P° dy 3dy= p’ydr, et 3 ÿdy =pdr. Intégrant,
Y$= p?x, équation de la première parabole cubique. O9. PROBLÈME 3e— Trouver la courbe dont la 227 — 372
SOuS-normale =
Solution. —L'expression générale de la sous-nor-
ydy 2x—3a? ydy male (34) étant U=—,0na Es
dx 3y dx Donc 2 xdx — 3 x°dx =3 y°dy.
grant, 22 — 23 — y3
Donc en inté-
» équation du premier cercle du second genre.
PROBLÈME 4°— Trouver la courbe dont la
2 px sous-normale =
Réjean Olivier
Ex-Libris
Selution.—On à 1c1
ydy ?2px —— — Tu Donc dx 3 y
3y°dy =2prdx. Enintégrant, y8 = px?, équation de la seconde parabole du premier genre.
ÉO1. PROBLÈME 5%-— Trouver la courbe dont
D la sous-normale = —.
Ydy p Solution..—Alors —- = — dx 2
; donc 2 ydy = pdx ;
donc en intégrant, y? = px, équation de la parabole ordinaire.
1O®%. PROBLÈME 6e.— Trouver la courbe dont
1—4x:+3 x la sous-normale =
ydy 1—4xTt3zx Solution.—Ici —- =—— . … Don dx 3 Y
3 y? dy = dx — 4 xdx + 3 r°dx. Intégrant cette équation, … Yÿ=x— 9 x2+40%— x (1 — 2 x + «?) =æ(l1—:", équation du second cercle du prenier genre.
METHODE DES LAMITES.
ARTICLE PREMIER.—PRINCIPES
103. Soit l'équation y = ar: comme y prend des valeurs différentes selon la valeur que l’on donne à +, cette quantité s'appelle la principale variable, ou la rariable indépendante, et y, la variable secondaire où dépendante.
1024. Si, dans cette équation y= «x, on suppose que æ reçoive un accroissement quelconque x, de manière à devenir + + X, ctsi l'on désigne par y? la nouvelle valeur qui en résultera pour y, on auri yf=a(c+k)= ax+ ah. Retranchant la première équation de la seconde, il reste y? — Yy= ak; et di-
y —Y visant les deux membres par 4, il vient" =.
c’est-à-dire que le rapport de l'accroissement y’ — y de la fonction à celui 4 de la variable est constant.
et indépendant de leurs valeurs particulières.
205. Si l’on avait la fonction un peu plus compliquée y = ax? : en y mettant x + 4 à la place de x, on obtiendrait y/=a(x + XL}? = «x? +2 axh + ak. Soustrayant la première équation de la euxième, y! — y=2axh + ak?: et divisant chaque membre
Yl— y par À, —— =9 ax + ah.—On voit ici que le rapport de l'accroissement de la fonction à celui de la variable est formé de deux termes : l’un est indépendant de la valeur particulière de Paccroissement 4, l'autre en est aflecté. Ce rapport diminue d'autant plns que 2 diminue, et lorsqne + devient nul, ce rapport se réduit à 2 ax …. Ce terme 2 ax f—Y est donc la mn 'te du rapport——— , puisque c’est h
vers ce terme que tend ce rapport à mesure que diminue.
La différence y! — y S'anéantit elle-même lorsque h=0; cependant leur rapport ne s'anéantit pas, puisque dans ce cas il est égal à 2 «x.
106. De même si l'on à l'équation y = ax, yl=a(x+h) = ar +8 ax°h +38 axl2 + al : donc Y'— y
= Bax? + 3axh + al ; et quand Z = 0,
c’est-à-dire quand on passe à la limite, ee rapport se réduit à 3 «æ?.
107, Cette quantité k est done la différence entre la valeur actuelle de la variable x, et sa valeur primitive; de même y? — y est la différence entre la valeur actuelle y/ de la fonction, et sa valeur primitive y. Quand on passe à la limite, ces deux quantités, qui deviennentnulles, se désignent respectivement par dx et dy; ainsi l'expression Psy
———— = 3 ax? + Sax + ak? devient alors k
C: dy
— =3 ax... (N). Le rapport — s'appelle Le dx dx
coefficient différentiel de la fonction y.
Dans l'équation (W), Giant le diviseur dr, on a
dy = 3 ax/dx. Cette quantité 3 ax?dx est ce qu’on appelle la différentielle de la fonction y.
108. Soit y = (x? — 9 a?) (x? — 3 &@). En cffectuant la multiplication, on a y= rt — 5 a x? + G af. Mettant æ + 4 à la place de >, … yl=a4+ 4 23% +6 2202 +4 xh3-+ M GA à — 10 xh— 5 al? +6 at, … Donc P— y= 4h + 6 CIE +4 2h38 + M— 10 rh — 54}; eten ordonnant par rapport à 4, Yÿ—Y= (423 — 10 «2 x) R + (6 2 — 5 2) 2 + { al8 +}, Donc
+ 4%, Passant à la limite, le coefficient différentiel
dy — = 4 x3— 10 x: ct la différentielle de la foncdx
tion y, ou dy =(4 23 — 104? x) dx.
109. Différentielles successives.—Soit y une fonction de z: en la différentiant, on obtient un résultat de la forme pdx. Si p contient æ, on trouvera, en différentiant p, un résultat représenté par gdx : en différentiant g à son tour, il viendra un résultat de la forme dx, et ainsi de suite. Ces quantités pdx, qdx, rdx, &c. s'appellent les différentielles successives de la fonction 7,
Par exemple, soit l'équation y = ax. Différentiant, on a dy = 8 ax°dx. Donc le coefhicient dif-
dy férentiel — ou p = 3 ax?. Le différentiant à son dx dp rouf, il vient dp = 6 axdx. Donc — ou 4 = 6 ax. dx
Différentiant de nouveau, dy = 6 adx ;
dq et — our 64
dx
dy Comme on obtient 9 en dficrentiant p ou — , dx
dy
et en divisant ensuite par dx, on fait g = b dx?
dy de même > =-— , et ainsi de suite.
dx
THÉORÈMES DE MAC-LAURIN ET DE TAYLOR
240. Taéorèue De Mac-LaAURIN.—Soit y uue fonction de x. Faisons y=A+Bz+Ca+Da+Eat+ke. (*) (K)
Différentiant, ct divisant par dx, ona (109)
dy —=B+2Cr+ 3 Da? + 4 Ex3 + &ec.
dx y — =, 2C +2, 3 Drz+ 3. 4 Er? + Rec.
(#) Voyez note C.
dy = cocnasoneesnnsne 2. B | D + 2, 3, 4 Ex + &c. dx3
Désignant
par (y) cequedevient y, quandx=0;
"d dy — | ce que devient —, quand x=0;
par
d'y | dy par | --- | ceque MA , quand x =0, &e.; U J LT
où ::, j 1 les équations précédentes,
{ dy} () Y=A…. |—|[=hB... | — | =2C (7 L dx?
dy
Pie = 2, 3 D .. &cC. ;
Las f dy 1 ( dy ! d'où A = (y) … B= [ — | ….C=— ns D 4
U dx 2 | dx?
1 (dy) D-— | me nm ÀC.
2, 3 | des
Substituant ces valeurs dans l‘quation (Æ), elle devient
1 dy \ — | a3 + &e. (G); 2, 3 À dx
telle est la formule de Mac-Laurin, ou selon d'autres, de Stirling.
PPT PPT
Applications de cette formule,
T. Soit proposée l'équation y = a
dx
Différentiant (15), dy = — us ŒOù
dy 1 — =— ; … différentiant éncore, dx (a+ x}?
dy 2(a+x) 2
……… De même,
dx? (a+z)t (a+ x)
dy 2, 3 (a + x)? 2,3 Dé Es =— , … et ainsi de dx (a + x)5 (a+zx)t
suite.—Faisant x = 0 dans toutes ces'équations, on
1 [ dy 1 (dy 2
trouve (y)=—.. | —|=-—., | — [=
a dx a? dx? a
mil |=— » &e. Substituant ces va- dx° at :
SU
leurs et celle dey, dans la formule(@), on obtient
+ — — — + Ke.
«+ at 2 «3 a
LL —II Soity=log. («+x)… Différentiani
dx dy 1 (17), … dy= ; d'où —= . … Donc … a+zx dx d+x dy 1 dy 2 dy 2, 3 = ——————, dx? (a+x)? dx (a+x)? dx (a + x)1 &e. Faisant x =0, ….…. alors { dy} 1 ( dy] 1 (y) = log « … | — | =—.… —— | = — — U dx a | dr? a ( By) 2 ( dy) 2,3 — | =—., — | =——, ce. ; U dus J a | drt J af et en substituant dans la formule (G) æ a? a 1 log (a + x) = log à + — — + —— + &e a 24? 34 4 al a Si a = 1, alors on a (*) log (1 + x) = æ — — + D)
_— ee = ge
(*) Voyez note B, Problème
S1 , vs 4 —— — + ke.
III. Soit y=sin (x +a). Différentiant
dy (20), dy = cos (tv + a) dx ; donc — = cos (t + a) … dx
d-y 4 / 9 ——. 1 Conséquemment (21), — = —sin (x + 4) dx
dy d'y ,e——=—— C08 (2 + a). —= sin (rt +4) dx dx
d5y — = cos {T + a) … &ec.
das
Soit maintenant x = 0 : alors (y) = sin à ….
y) COS 4 — | =— sin 4.
.dzx dr?
. | Z=cost nn &C.
Donc, d’après la formule (G',
y nt : j
sin {æ& + 4) = sin a+ cos à — — sin à — — 1 1.2 hs
rm
as
cos a + sin a + COS 4
Faisons à présent a = 0; alors sin au=0;etcosa= l;
x 13 a5 donc sin x = -— — + 1 1, 2, 8 1, 2. 3. 4. 5
1124—IV. Soity=— (a + x)n …, Onentire …
dy dy =m (a+ x)n-1 dx ; d'où — = m (a+ xml; dx dy — =m(m— 1) (a+a)}n-2 os d'y —=m(m—1l){(m—2) (a+r)n-s….. &e dxÿ 1. ( dy} Donc six =0, (y) = am... | — | =m ami | dx) dy 7 — | =mim—1) an Uar? ) | By :
| — | =on(m— 1) {(m—Q) ans . &ec.
dx
La formule (G) donne alors
Rad ee tn
(*) Voyez note C, IV, Problème ler.
m (oi — 1) (a + DJ = OM Æ RAM x + meme NE à 1. 2
m (me — 1) (me — 2) an—3 a + &c. F
formule du binome de Mewton (27).
115. LEMME.—Si, dans une fonction la variable x se change en x +, on a coeflicient différentiel lorsque x est vari constant, que lorsque kest variable et x constant.
En effet si dansl’équation y =/f x (8), on fait x — æ+ k, et si l’on a alorsy/=f(x+ x), parla différentiation on obtient dy'=f (x +h) d(x+k) (D). Si dans cette équation on suppose x variable et hk constant, on aura
dy’ dyl=f(r+h) dx ; Loù —= f(x +) (EF, dx
Ni au contraire on suppose # variable et x constant,
dy dy =f (x+h) dh; doù—=f(x+4) (PF).
de
De la comparaison des deux équations (E) et (F) dy! dy!
on doit conclure que -—=-—, c'est-à-dire que dx dh
ces coefficients différentiels sont égaux: c. q. f. d.—
(a é &" 4 PAR {4 D 4 IMAGE EVALUATION K TEST TARGET (MT-3) }] LO le ls — :,, le JL cu [2 EE IL.
IL2 IL us :
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pv Ÿ. 4 y Leo 7
» Ve Ve N2 — y,
d'y: dy De même —— =— … &e.
dx? di?
116. TuHéorèME DE TayLor.—Soit y une fonction de x ; etsoit y/une fonction dexæ+ 4. En examinant les fonctions de x + . contenues dans les n®% 104,105,106 et 108, «on verra que l’on peut supposer
y/=y+Ah+ BR +C7+ Daft + &c. (H),
À, B, C, &ec. étant des fonctions inconnues de x qu’il s’agit de déterminer.
Différentiant donc par rapport à k, et divisant par dk,
dy!
—=A+2BA+3CX+4D/3+ &c. (1);
dh différentiant de même l’équation (4) parrapportà x, et divisant par dx, on aura
dy' dy dA dB dc.
_—_=—+—h+— +R + ke (J).
dx dx dx dx
Les premiers membres de ces deux équations étant égaux (115), les seconds membres doivent l'être aussi: égalant donc (*) entre eux les coefficients des mêmes puissances de , on trouvera
(*) Voyez note C.
1 d'y dB 1 dy er te les 2 dx? 8 dx 2.3 dxs
… &c. Mettant ces valeurs dans l'équation (H),on a
dy dy 12 dy à
Yp=y+—ht——+— + &e. (T),
dx dx?1.2 dxs1.2.3 ce qui est la formule de Taylor.
11%. C’est sur ce théorème que Lagrange a basé sa méthode, maisil y parvient par des considérations purement algébriques, et sans recourir aux limites, ou aux infiniment petits.
Applications de cette formule,
. &c. Substituant ces valeurs dans la formule (T),
on à
: lo 1 42 1 45 nr nn Que 2 Vx B8Vas 16 Vars
119.—IT. Soit y = cos æ …. et y = cos (x + h).... Donc (20, 21)
dy d°y dy
— = — SIN L.. — = — COS d . -—ZSINt dx dx? ; dx
dy d5y
— = COS TO, — = — Hi D . &C.
dx dxÿ
Substituant dans la formule de Taylor, on obtient
h L° cos (x + 4) = cos T— sin ? — — cos x + l 1, 2 h3 h4 5 Sin L ——— + cos x — — sin t 1.2.3 1. 2.3.4 1. 2.3.4.5
— &e...—Soitx = 0... alors sin x = 0,ct cosx = 1
Lk° li Donc cos = 1—-— + 1.2 1.92.38.4
III. Soit y=sinx …cety/=sin (+4). Done
dy dy d'y
— = COS Lu — = — SIN -— = — COS à dx dx° da
d'y dy
— = sine = cos d'.. Re, … En substituant, dx dx
l l° sin (2 +4) = sin © + cos à — —- sin à — — ] 1.9 l5 h l° COS © ——— + sin © ——— + cos x 1.2.8 1.2.3. 4 1.2.3.4,5
— &ec. … (U),
ou, en mettant sin x et cos x en évidence,
2 Li sin {x + X) =sin æ (1 —
li 25 +————— — &e) (P).
+ cos? (4 —
Soit maintenant x =0 ; l'équation (U) devient
l° h5 SIN 4 = 4 — ———— + — — &c. (113) 1.2. 3 1.2.8. 4.5
Substituant dans l'équation ( V ), onadone (119) sin (æ + }) =sin æ& cos L + sin 2 cos «.
121. Pour l'application de la Méthode des Limites à la détermination des points singuliers des courbes, à celle des courbes osculatrices, &e., on peut consulter les Traités de Lacroix, Boucharlat,
Hind, &e.
ES
m (in — 1) (m — 2) am n (ne — 1) (me — 2) (in —3) b5 +
1, 2. 3 ai 1. 2. 3. 4
am on (on — 1) (on — 2) (on — 3) (on — 4) am me Dh 4 mmemnnreme ammmmtmmmemenmmnce me DO Ge. at 1, 2, 3, 4,5 aÿ
ou mb m(m—1)
(a + by" = d" (1 ER l'a. 1, 9 2
om (m —-1) (or —2) 03 on (ne — 1) (m0 — 2) (on — 3} + +
om (on — 1) (me — 2) (nm — 3) (me -— 4) L5 a nDE, EDR Sn ps on NU à (P).
Applications de cette formule,
DES DIVERS SYSTÈMES DE LOGARITHMES
On sait que les logarithmes en général sont des cxposants en progression par différence (ou arithmétique) de termes en progression par quotient (ou géométrique).
Il suit de cette définition qu’il y a une infinité de systèmes de logarithmes. On emploie plus particulièrement les logarithmes ordinaires, et les logarithmes naturels.
Le système des logarithmes ordinaires ou de Briggs est celui dans lequel 10 a 1 pourlogarithme, ct dont 0,4342944819 &c. estle #odule. Ce sont ceux des tables de Lalande.
Le système des logarithmes naturels ou de Néper (Napicr) est celui dans lequel 10 a 2,30258509- 2994 &c. pour logarithme, et dont le module est 1. On appelle communément ces logarithmes Ayperboliques, à cause de lanalogie qu’ils ont avec les espaces compris, dans une hyperbole équilatère, entre l’asymptote et la courbe. (Voyez n°: 79).
Le module est le rapport qui existe entre les dif-
férents systèmes de logarithmes Le système que
l'on prend}: terme de comparaison est celui des logarithmes hyperboliques, qui a 1 pour module, Ainsi on trouvera le module de tout autre système en divisant le logarithme de 10 dans ce système, par 2,302585092994 &e., logarithme hyperbolique de 10. Par excmple, le module 0,4312914819 &c. des logarithmc® ordinaires s'obtient en divisant 1, logarithme tabulaire de 10, par 2,302585 &c.
On voit par là qu'ayant le logarithme hyperbolique d’un nombre, on doit, pour en avoir le logarithme ordinaire, multiplier le logarithme donné par 0,43429 &c., module des logarithmestabulaires.
PROBLÈME.— Trouver le logarithme de 1 + x.
(#) Soit log (1 +x) = Az + Bx?+ Ca + &e. … (1) SO CL DR Lan manne (2) Soit log (1 + +) = Az + B22+ C3 + &e. (3)
Mettant les logarithmes dans l’équation (2), on a log. (1+x)% ou m» log (1+x)=log(1+z) … (4) Donc, d’après les équations (1) et (3),
m Az +mBz? + m Cas + &e. — Az + Bz? + C2 + &ec. .. (b) Mais de l’équation (2)ontire encore 2 =(1 +x)*—1, eten développant (1 + x}* par le binome deNewton,
m (me — 1) m (me — 1) (m2 — 2) 2= MT + — 2 + —— 234 &e.
Substituant cette valeur de z dans l'équation (5), on a enfin
np pement tel este me pce à (*#) Voyez note C.
m Ar + m Br? + m Cri + &e. — m (nm — 1) mnm—1)(n--2) | m Az+ —— Ake2 + — - - Akr3 + &e.
Divisant tous les termes par #,
Ax + Ba? + Cri + &c. = m — 1 (on — 1) (7 — 2) Az + Az? + ——— Ah + &e.
2 2. 3 FA m B| + m(m—1)Bl + &c.
m— 1 Donc À = À … A+mB=B;.… donc.
— (m — 1) — ; donc b)
… On trouvera demmême
C =—.. Substituant ces valeurs dans l'équation (1),
Rue EE SG otre
Az? Ax log (1+ x) = Ar — — + — &c. = 2 3 a? x A(XT ——+— — &e).
A estle module. Si on le suppose égal à 1, onaura les logarithmes hyperboliques; si on le fait égal a 0,43429 &c., on aura les logarithmes ordinaires.
MÉTHODE DES COEFFICIENTS INDÉTERMINÉS
On sait qu’une série ou une suite est un assemblage de termes qui vont en augmentant ou en di-
_minuant de valeur, selon une certaine loi.
e } La série dont les termes vont en augmentant de valeur se nomme divergente, et celle dont les termes à décroissent s'appelle convergente. Une suite diverge ou converge d'autant plus rapidement, que chaque terme croît ou décroît plus sensiblement à l'égard decelui qui le précède.
La Méthode des Cocffcients indéterminés a pour but de réduire certaines fonctions algébrique: en séries.
1 Exemple.—Soit proposé de trouver en série la
valeur de ———.
Faisons = À + Br + Cr?+ Das + &c. (0); 1— x
À, B, C, D, &ec. étant des coefficients dont la valeur soit indéterminée, et tels qu'ils ne renferment pas t.
Otons le dénominateur du premier membre; alors
1=A+B|x+Cla+D|:$+ ke.
Transposons 1 ; ….
O0 = A+Blz+Claæ +D | 23+ ke.
(x est sous-entendu après A; +2, après ——B, &c.)
Puisque tout le second membre se réduit à 0, éga-
lons chaque colonne de coefficients à0; nousaurons A--1=0; doncA=l; B--A=0; don B=A=l;
C — B=0; donc C=B=l; D—C=-0; donc D=C=1; et ainsi de suite.
Substituons ces valeurs dans l'équation (0):
= l+r+ a+ us + &c
Let
Remarque.—Voici comment on peut démontrer que dans l'équation 0 = A + Bx + Cr?+ Dx3+ &e. chacun des coefficients À, B, C, D, &c. est nul.
En effet, cette équation devant avoir lieu, quelle que soit la valeur de x, supposons æ =0. Elle se réduit alors à 0 = A: et comme À est indépendant de +, ce terme sera donc encore nul, lorsque x rn’égalera pas 0. L’équation ‘se réduit donc à
0=Bxr + Ca? + Das + &ec.
Maintenant supprimons le facteur commun x ;
il reste 0= B + Cr + Da? + &c.
Appliquant à cette équation le raisonnement précédent, nous trouverons B —0 ; et ainsi de suite. and. Exemple.— Réduire en série V1 + x, Soit V1 + x = À + Br + Cr2+ Das + Ext + &e.
Elevant les deux membres au carré, l+æ=A+2ABz+ Biz +2BOirs+ Cat +2AC| +2AD| +220 +2 AE! + &c.
Egalant les coeflicients des mêmes puissances de
x dans les deux membres, … A?2= 1; donc A= 1.
2 AB = 1; donc B = jé 2 A
2 AC + B2=0; donc C =
BC 1 2 AD +2BC=0; donc D=———=—, A 16
2 AE +2BD+C2=0; donc2 AE= —2 BD —
a +9 ax — x?
I. Décomposition des fractions
PROBLÈME. — Soit proposé de décomposer la
fraction
en la somme de deux autres (&@— a) (x —b)
fractions telles que chacune ait pour dénominateur lun des farteurs du dénominateur de la fraction donnée.
Faisons
en réduisant au même dénominateur,
Az — Ab+ Br — Ba
= ———— —: etôtant le dénominateur (æ — a) (x — 5)
commun,
2 = Az — Ab + Br — Ba= (A+ B) z — A6 — Pa.
Donc A +B=3z; … et — Ab— Ba = 0. De la première équation, on tire À =æ— B 3 substituant dans la seconde, — &x + BB — Ba — 0; donc
ba BB (b—a)=bx; donc B = .
bx LT — ax —bx Donc À =2 — B=1— RER ” b— a b— a
ax bx
a—b b—a = — + (@——a)(t—Ù0) v—a zx—Ù
ax bx
On peut s'assurer de l'exactitude de ce résultat, en réduisant le tout au même dénominateur.
Problèmes à& résoudre.—Décomposer les fractions
IE. J'Iéthode inverse des séries ou retour des suites.
Quand la valeur d’une quantité æ est exprimée en une série des puissances d’une autre y, il est sou-
vent nécessaire de trouver la valeur de la seconde quantité y en une série des puissances de la première , et c’est ce que l’on appelle Retour des Séres.
On peut pour cela employer la Méthode des Coefficients indéterminés. Voici la manière d'opérer.
Supposons que l'on ait une série exprimant la valeur de x en puissances de y.
1°: On égale y à une série des puissances de x, multipliées par des coefficients indéterminés.
20. On substitue cette valeur de æ&, et celle de ses différentes puissances dans la série proposée.
3° On en déduit la valeur des divers coefficients indéterminés, et on substitue cette valeur dans l’équation exprimant y en puissances de +.
Exemple.—Soit x = ay + by? + cy3 + dyt + &e:
(R), trouver y en une série des puissances de +. e
Solution.—Faisons y = Ar + Blz? + Cix3 + Dix! + &e. On aura donc y = A‘ +2AB + B°
+2 AC| + &e.
ÿ = Ai] + &ec.
Substituant ces valeurs dans l'équation proposée, on à
x=uAx+ aBlxt+ aClrs + a Dis' + &ec.
+ b A1 +2bAB| + b B:
+2 bAC| + ke.
+ cA! +3 cA'B) + &e.
_+_d_A"_+ ke.
ee
D'où a A =1.... A
b a B+b A7=0....aB=——,.., B =
2 D? © 202? — ac = nn — me mage
at & . af
a C=—92 6 AB —c A3
aD=—bhB?—92pAC—3c A2B — d A4= Bi 4B3— 9 abc 3 be d
E D — 9 abc — 3 abc + ad
aÿ
5 D — 5 abc + «2d D=—
at
Substituant enfin ces valeurs de À, B, C, D, dans l'équation (R),
1 b 203 — ac Yu — Te DD + mn LS — a ai a 5 3 — 5 abc + a?d ad + &e, a?
Problèmes à résoudre.--Supposint
LL. t=y— 9 +9 — ÿt + &e
yÀ
trouver y en puissances de x.
LIT, Démonstration générale du Binome de Newton.
n Soit (14+ 2x) = 1 + Ax+ Bz2 + Crs + Dau+ &e. (1)
n et(1+y) =1 + Ay + By? + Cf + Dyf + &ec. (2) 1 ] n n Soit encore (1 + x) = …et (1+y) = »
m n Doncun=(1+x) =1+Az:+Br2+ Czr3+Dzri+&c.(4) Mm ete (1+7) =1+Ay+By2+Cy3+ Dyi+&e.(5) Donc um — et = À (x — y) + B (x? — y) + C{a3 — ÿS)+D (rt — yt) + &c. (6)
n Deplus(3)..ut=(1+x) =1+z..etet=1+7;(7) donc Ut — D = D —Y nn nr ere (8) Donc, en divisant l'équation (6) par l'équation (8),
QU mm UN
= A+B(:+7) +C (22 + xy + y) +
un — Un
D (23 + 227 + 29? + y3) + Re. (9) Divisant les deux termes de la fraction par # —+, on à un Lun-2 » + um 2 …. Lu vm—2 LE om—l
url + un—2 y + uns 02 . + uw vn—2 + vn-1l
(#) En divisant u° — v? par u — vw, on trouve u + v pour quotient 3 .... 3 — y3,paru — v, on à d? + uv + u? ;
= A+B(Tc+y)+C (x? + œy +?) +
D (28 + 22y + 292 + y5) + Re. nr, (10) Dans les égalités (3), soit æ = y, alorsu=v. Dans cette supposition, l'équation (10) devient
mu] | mum = A +9 Br +3 Cr2+14 Das + &e.= nun—l nur
(en multipliant par « les deux termes de la fraction
mum-1l \
nun—1
——————————2——_— mm
U+ — vi
= I Hu? o L uv? + vs,
Chaque quotient contient autant de termes qu’il y a d’unités dans le degré du dividende ; de plus l’exposant de , dans chaque terme du quotient, est égal à ce degré du dividende, moins le rang du terme ; et celuide vest égal à ce rang diminué d’une unité.
Mm M Donc sil’on divise uw —v paruwu—v, on aura un nombre m de EL
termes ; l’avant dernier, ou leterme m — ], sera donc
Mm—mMm+]1 m—1—1 m—2 MM Mm—]1 u () = uv , et le dernier m sera u v = m—1
v . Donc enfin
On a encore, en faisant disparaître le facteur un du dénominateur de la dernière fraction (11),
m — un zur (A +2 Bz +38 Cr + 4 Dr + &e.) … (12) ñ
Substituant les valeurs de w" et de un, tirées des équations (4) et (7), on obtient
m M m m —+—A z+—B 2+—0C 23+&c. = ñn n n n A+2Blx+3C|22+4D | 23+ &c.
m D'où A =—.
m \ mm ter == (= h L 2 n n mm 1 m{m, n | B'= ———
m m | 8C+2B=—B..3C=—-B—-2B—- À n ñn
—— 9 pt rm ñn 2 m (2 \ (» | mnt che NE Code n Ln (7 J C = —— .
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Substituant enfin ces valeurs des coefficients … À, B, C, D, dans l'équation (1),
n mn (A+) =1+—2+
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EV. Problèmes de Trigonométrie.
PROBLÈME 1er— Trouver la valeur du sinus d'un arc en fonction de cet arc.
Solution.—Soit larc da =s; (Fig. 5e) soit le sinus ap =zx, alors ai = ds, et io= dx : soit encore le rayon = 1. Les deux triangles acp, aio, semblables parce que leurs côtés correspondants sont perpendiculaires, donnent la proportion ca: ai:: cp: io, oul: ds:: cos s: dx = cos s. ds.
Or cos s = VI — sin? s— VT —%2. Donc dx = V1 x2 x ds, et da? = (1 — 22) ds? … (R)
Soit maintenant
z=As+Bs +Cs3i + Dst +Es5+ F6+ Gs7 + &ec.
Différentiant, dr = (A+ 2 Bs+3Cs2+4Ds3+ 5 Est+6 F5 +7 GS + Re.) ds.
2e n _ nl où — = = SD us er a À ne > — D 4 A al S ee) _— he] > Mo] © © Es = = < _ _ .— &æ = p= = n
(R), et divisant chaque membre par ds?, on
quation
obtient
membre.
1er.
Q9nd. membre.
Ter
[A2+9 ABs +3 AC) 4 4 ADI + 5 AElst+ 6 AFS + 7 AG64 &c.
+2 AB L4 À + 6BC| +8BD | +3 AC +6BC +9 ce
BE +12CD +12CD +I10BE + 6 AF
AD!IsS BC BC AD
+12 BF) + &c.
+15 CE] + &c.
+15 CE + &c.
+12 BF) + &e.
+ 7 AG + &e.
AE s5 —&c.
BD. —&e.
BD! — &e.
Donc AÂ2=1..…A=1. 4AB=0...B 6 AC+4 B?=— A2... 6 AC=—1...C=——.
8 AD + 12 BC = — 2 AB =0 … D=0 10 AE + 16 BD + 9C2= — 9 AC— B2....10 AE = 9 1 3 1 1
Cr DAC Sub ee
12 AL + 20 BE +21CD=—2AD—2BC=0 ds. F= 0
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N. B. Par suite de la difficulté que l’on éprouve ici à se procurer les caractères convenables à ce genre d'ouvrages, plusieurs exposants et plusieurs signes se trouvent un peu déplacés : mais il sera
facile au lecteur de s’en apercevoir et d'y suppléer.
Fautes à corriger.
Page 52, ligne 15e, au lieu de x = 0. lisez v = 0.
56, dern. AP, AP; AP,AP/;
63, dern. suvface surface Fig. 3°, à droite de”, e c
8, à gauche de +, P 9e, audessus de P, R 12°, au-dessus de ? b
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