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AVERTISSEMENT DE L'AUTEUR
L'ensemble de ce traité n'exige strictement d'autres connaissances préalables que celles qu'on peut aisément acquérir en une première année d'études mathématiques convenablement dirigées, comprenant successivement : l"" quinze leçons environ sur l'arithmétiqtie proprement dite; '2° trente leçons suf là partie vraiment usuelle de ra|gèbre , composée de l'examen complet deà deux pretniers degrés , de la formule du binôme , du calcul deà fadicaux , de la théorie des deux progressions les plus simples, et de la théorie des logarithmes, complétée par la résolution des équations exponentielles correspondantes ; S^" trente leçons sur la géométrie élémentaire , judicieuse* nient assistée du calcul algébrique dans les cas qui le réclament naturellement^, h^ quinze leçons sur la trigonométrie complète , sans excepter la résolution des triangles sphériques; 5"^ dix leçons sur les éléments de la géométrie descriptive; 6^ enfin , vingt leçons sur la statique élémentaire. Ces deux dernières parties ne sont même ici qu'accessoirement supposées : l'une, soit pour certaines formules de langage qui m'ont paru propres à éclaircir le discours , soit, surtout, par Taptitûde qu'elle développe à spéculer nettement dans l'espace; l'autre , envers quelques notions accessoires, encore moins indispensable^. Une très-active pratique journalière de l'ensemble de l'enseignement mathématique, individuel ou collectif, continuée sans interruption depuis l'année 1816, m'autorise à prononcer qu'un tel préambule suffit pleinement à une élude satisfaisante de la géométrie analytique, quand on s'y borne aux théories vraiment accessibles à lanalyse ordinaire. Chaque nouvelle année d'expérience me confirme davantage dans la conviction qu'il y a beaucoup plus d'utilité didactique à retirer d'une lumineuse application de cette étude géomé-
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trique à celle de l'algèbre supérieure , que de la réaction secondaire de celle-ci sur certaines parties de la première, réaction qui doit d'ailleurs finalement résulter d'une judidense révision générale , dont aucun mode d'enseignement ne saurait dispenser. Non -seulement , les intelligences ordinaires n'ont pas , à mes yeux , besoin d'une prépara* tion plus étendue quenelle ci*dessus définie , afin de suivre avec fruit les leçons des professeurs qui me feraient l'honneur de prendre ce traité pour guide ; mais j'ose même assurer que cette initiation suffirait aussi aux esprits heureusement organisés qui voudraient isolément étudier ici la géométrie analytique , sans aucun secours étranger. Ce petit ouvrage résulte d'une sorte de loisir très-passager dû à l'intermittence philosophique qui devait naturellement avoir lieu chez moi entre la récente terminaison de mon système fondamental de philosophie positive et te prochain début des grands travaux dont j'y ai posé les bases. Tous ceux qui savent combien je me suis activement occupé , pendant un quart de siècle , à régénérer l'ensemble de l'enseignement mathématique » en connexité spontanée avec l'élaboration générale à laquelle j'ai consacré ma vie, m'avaient depuis longtemps sollicité de publier au moins la partie de mes leçons qui se rapporte aux éléments de la géométrie analytique , comme relative au degré le plus important , le plus difficile, et le plus imparfait de l'initiation mathématique , où l'on peut dire , en eflet , sans aucune exagération , que , après deux siècles entiers, l'admirable conception de Descartes n'a pasencore suffisamment pénétré , puisqu'il semble toujours destiné essentiellement à l'étude spéciale des sections coniques. Mais, quelque honorable que dût me sembler un tel vœu , les exigences supérieures de ma grande entreprise philosophique m'avaient constamment interdit jusqu'ici la possibilité d'y satisfaire. Je viens de profiter , à cet effet, d'un premier intervalle disponible, qui peut-être ne se reproduira jamais, pour écrire ce traité élémentaire pendant les trois mois que dure annuellement mon cours oral de géométrie analytique dans l'un des principaux établissements destinés
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à la préparation polytechnique, i'institation spéciale fondée à Paris par M. Laville.
Outre d'inévitables communications partielles, spon* tanées ou provoquées , qui , depuis plusieurs années , ont fait indirectement pénétrer , dans renseignement ordinaire de la géométrie analytique , quelques-unes de mes innovations, et indépendamment des indications formelles que contient , à ce sujet', le tome premier de ma Philosophie positive , publié en 18â0 , le plan et même Tesprit de mon système didactique ont été directement caractérisés, en 1836, par un programme spécial de l'ensemble de mes leçons annuelles, alors lithographie pour l'usage journalier de mes élèves , et dont j'ai toujours facilité la propagation extérieure. La première moitié de ce programme est naturellement devenue , avec quelques améliorations secondaires , la table raisonnée des matières de ce traité , où elle peut utilement diriger une rapide révision générale , puisque la filiation de toutes les idées s'y trouve suffisamment indiquée , ainsi que l'objet propre de chacun des 168 paragraphes dont ce volume est composé. J'ai pensé qu'il ne serait point inutile , même pour ceux qui ne connaissent pas mon enseignement oral , de joindre à cette table la seconde moitié d'un tel programme , relative à des leçons que je n'aurai peut-être jamais la faculté de publier. Cette indication caractéristique peut surtout acquérir une véritable importance envers l'enseignement du calcul difl&rentiel, qui constitue certainement , après la géométrie analytique, la partie la plus décisive et jusqu'ici la plus imparfaite de l'initiation mathématique : le plan et l'esprit dés leçons que je fis, sur ce sujet , à lÉcole polytechnique, en 1836 , se trouvent ainsi suffisamment appréciables. Qn peut , en un mot , regarder Tensemble de ce programme comme donnant une juste idée générale de la destination propre à chacune des cent vingt leçons que je fais annuellement, du 1^^ novembre au l^'^ mai, dans l'établissement ci-dessus désigné.
La publication actuelle comportera , j'espère , une certaine efficacité individuelle , soit pour offrir une direction
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systématique à la tendance instinctive de quelques jeunes, intelligences à se dégager suffisamment d'une désastreuse, routine scoia^tique, soit aussi pour seconder les efforts spontanés de quelques judicieux professeurs qui sentent dignement la nécessité de régénérer un ordre d'études où , malgré tous ses inconvénients naturels et ses vices accidentels y il faut certainement voir y sous le double aspect logique et scientifique, le premier degré indispensable de toute initiation graduelle à une saine philosophie générale. MaiSj à cela prés , mon appréciation approfondie de notre situation intellectuelle ne me permet aucunement de penser que cette tentative partielle et isolée puisse aujourd'hui suffire à neutraliser les déplorables influences didactiques inhérentes à tout notre régime scientifique , dont les dangers se trouvent naturellement plus prononcés en mathématique que partout ailleurs, en vertu de l'indépendance plus complète qui caractérise ces spéculations préliminaires, où l'empirisme dispersif et Taversion des vues d'ensemble devaient, en ce siècle, plus spécialement prévaloir, comme je l'ai pleinement établi dans mon grand ouvrage. Quelque nécessaire que soit donc devenue déjà , aux yeux d'un grand nombre de bons esprits, surtout en France, la rénovation radicale de cette phase initiale de l'éducation positive, qui réalise si rarement jusqu'ici son éminento aptitude logique , je connais mieux que personne Tintîmc solidarité qui rattache dë^rmais une telle régénération à tous les autres besoins essentiels de la raison humaine . de manière à ne pouvoir être suffisamment accomplie que sous l'ascendant ultérieur d'une nouvelle philosophie générale, émanée enfin de la science elle-même , conformément au but invariable de tous mes travaux quelconques. C'est seulement ainsi que pourra graduellement prévaloir le véritable esprit d'ensemble, sans lequel aucun enlseignement ne saurait être convenablement dirigé ^
Fautes essentklles à corriger.
Page 22 \ ligne 22 , au Heu de : trës-aigu , lisez : très-obtus. Page A|2, ligne IQ, au lieu de ; trçis Intersections, lisez : une aeule intiersection.
GÉOMÉTIlIE ANALYTIQUE
CHAPITRE PREMIER
Notions fondamentales.
I. La géométrie analytique^ telle qae Descartes Ta fondée, est esseotienement destinée à généraliser le pins possible les diverses théories géométriqaes , d'après leur intime subordination à des conceptions analytiques, en soumettant les différentes questions à autant de méthodes uniformes, nécessairement applicables k toutes les figures convenablement définies -, soit 4iu'on se borne à la géométrie plane , qui doit ici constituer notre première et principale étude , soit que Ton considère, comme nous le ferons ensuite , des surfaces quelconques. Pour mieux apprécier cette destination caractéristique, il faut d'abcNrd reconnattre que la plupart des recherches géométriques, et surtout les plus importantes, quoique le plus souvent limitées primitivement à certaines figures , conviennent également , par leur nature , à toutes les f(Mrmes imaginables de ligne ou de surface. Telle est évidemment , par exemple , la détermination des tangentes , pareillement essentielle envers
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toutes les cqQri)e8 , comme servant lie base à leur iH^mpivaiion avec un système convenable de droites. II en est certainement de même à Végard des questions directement relatives à la mesure de l'étendue, et qui constituent l'objet Gual des spéculations géométriques -, soit qu'il s'agisse d'estimer la longueur d'une courbe, ou l'aire qu'elle termine» ou le TidniaeiGpi'âBgfiQdi^ sa rotation , etc., il n'y a pas de forme qui ne doive donner lieu à une semblable recherche. Les questions vraiment limitées à certaines figures , et qui ne compcx'tent pa« de généralisation réelle, n'offrent presque jamais qu'an intérêt très-secondaire, à moins qu'elles ne constituent, comme il arrive souvent, de simples modifications particulières d'une considération pleinement générale (*). Cette généralité spontanée des principales recherches géométriques étai|t aipsi pettetiaent reconnue , elle doit naturellement faire désirer une équivalente généralité dans les méthodes correspondantes. Or, telle est surtout l'inimeme supériorité de la géométrie rpoderae, constituée à l'état analytique par la cpnceptioa foodaipentale de De$,cartes. Avant celte rénovation décisive , les questions géométrique^ ne comportaient, çfx effet, que des solutions sjpéciales , où le méfue problème devait être résolu 4eiliouveau dans tous les ca9 connus, sans qu'on fùl utiliser ep aucune manière, faute d'une appréciation directe et abstraite, ce qioilpiir était nécjenssairement commun. Par exemple, les moyens qu'employait la géométrie ancienne pour mener les tangentes aux sections coniques
(*) Dans l'état présent de la géométrie, cette remarque ne rencontre peaU être d'exception importante qu'envers la seule théorie desfpyers, que i^ou^ reconnaîtrons être vraiment bornée aux sections coniques , sàn^ admettre , à l'égard de toute autre courbe , aucun équivalent effectif. Mais , même en ce cas, malgré la.spéciaUté naturelle d'un tel sujet, son extension directe ji ftrois courbes d'ailleurs fort distinctes y doit faire attacher presque autant de prix à une convenable généralité de méthode , que si cette recherche pouvait s^étendre à des lignes quelconques.
PEEWÉ&B tf>Aintt, ^HAntlII PRBtflBR. t
M taHitail anUoneiit, fi ce n'est comme exercice logiqae, k fidlftMP cette rechevche envcrt la cissoSde^ la ipirale, la rfcM4#, cÉC, dont cbaeuie a nltériciireniéBl exigé, à cet égard, de iMNiTeanx eSorla toBJonrs partieaUers, jvsqu'à ce ^ftAwmljne. carléMime «il esia élevé te tyslème desspéevte* ^tboe gêmmbùUfÊe^h wa yérif^te état ^iteeophiqae , en y ioititUHt mae kMMMie dmrabte entie Téteiidiie desméifaodei et citt0 de» qmtton»
Ortte ginnde conbafiioftayant jiyi'ici tiop'pen pénétrédbms l%MeigaJiMAtOfdiaaire , la gécnébie aoriytiqae a'y est eoi»* a|ipiréciéefM eomne propre à présenter Fétode dea sen mm noufdle forme , dont la mpégiatHé efntîte^ si 011 def«ic sebemer à m tel cas, serait assurément Ma^coHteaUMe. Mais , fh^lqiirtieiease ^e soit ooe expesilioa eà te» BÉéthodee géométriques aili^at trop étroitemeat a»x easpntiaalei» qtfoû y a eus trop éxclosii^meat en Tue, elte ne saimil altÉr« VeUtère généralité qni earactérise sponta- ■ément te^tMorîea aoaiytlqoefr, et que je m'eibreerat ici de IMra dtrectWiWit fessortir, comme constituant leiff principate ^eur, à Itf tetesdentnqiseet logique. Dan» Tancienne géomé^ Me, anenne' qneafion^ne ponyaft jamaià être Traiment épuisée, p«te|<rV resMI fëujours^ ë y traiter une inanité de nouveaux e^yBtàfseM^ souvent d^nssi grande efforts que pour FinstitutilBwd^nir nouvel ordre de redierclies. La géométrie cartésienne, aai contraiîpe , instRuant me meillenre économie de nos forces sfrtcÉhtiveS'^ ne vegairde^ comme Traînent importante que la urtatimt es nowcnes- méthodes générales, applicables à des 8a]^<neoi«'iitfacts^, et dont fii spécialisation envers certaines Onnes'ae pent plas^ ollrip que des difficultés secondaires.
91 SMvaat une t^lhf appréciation, ce système final de la saienee géométrique dèvrail? être rationnellement désigné par l»dftiemiaatlon de^ géeméirie générah, comme je Tai proposé.
depuis longtemps , dans le tome premier éd monSf/sième êe philosophie positive. Mais , vu la haute importance qu'on doit toujours attacha, surtout pour l'enseignement élémentaire , à conserver, autant que possible , les expressions consacrées , à moins qu'elles ne soient radicalement impropres, je 'crms devoir ici employer habituellement la qualification ordinaire de ^ géométrie analytique , en écartant toutefois avec soin le titre trop imparfait , et malheureusement encore plus usité , &appU^. cation de Vaigèhre à la géométrie. En expliquant cenvraablement cette dénomination Sanalytiqube, on y peut voiif en eAct, le résumé de l'ensemble des attributs qui caractérisent la now* velle géométrie , quoique une telle désignation ne se rapporte spontanément qu'à la uature des moyens employés , sans rappeler sujBBsamment l'appréciation du but , qui n'est ainsi indiqué que d'une manière indirecte , d'après son harmonie intiaie et nécessaire avec la marche annoncée. L'espèce d'équivoque qui s'attache naturellement au mot analyse et à ses divers dérivés, suivant qu'on l'envisage dans sa spéciale acception mathématique ou dans son universelle signification logique, tie sau^^ rait même empêcher une semblable destination ; car il est aisé de reconnaître, en principe, comme le développement de la science nous le fera de plus en plus sentir, que les méthodes propres à cette généralisation finale des théories géométriques doivent être éminemment analytiques^ selon les deux sens de ce twme. En considérant d'abord le sens spécial , qui s'étend à l'ensemble de la mathématique abstraite , il est certain que les théories géométriques ne peuvent être con valablement généralisées que d'après des conceptions analytiques, puisque la partie abstraite de chaque question est, au fond, la seule qui soit susceptible, à l'aide d'un judicieux isolement, d'une solution vraiment uniforme , en tant que seule rédlement commune à toutes les ligures imaginables* Soit qu'on envisage la détermi-
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Dation des tangentes ou celle des qoadratQres , etc. , on reconnatt aisément que , les résultats devant nécessairement difKrer dans les diverses courbes, aucune autre voie que celle de l'analyse ne -pourrait suiBsamment sé]parer et convenablement traiter ce que le sujet oflre d'essentiellement uniforme au milieu d'une ioévitable diversité. Cette aptitude naturelle des conceptions analytiques peut même s'étendre jusqu'à indiquer de prédeux rapprochements entre des questions générales vraiment distindes ; ce qui constitue assurément la plus haute généralisatûm possible , que nulle autre marche ne saurait permettre. Les géomètres ont ainsi découvert , par exemple , dès l'origine dé ' la géométrie analytique, comme je l'expliquerai en son liett,' l'identité fondamentale des diverses recherches relatives à la mesure de l'étendue , et qui peuvent désormais se transforme)^ ■ les unes dans les autres, soit qu'il s'agisse de rectificëtiiottS' Otk ' de quadratores , ou même de cnbatures ; c'est d'après une ebmmune. appréciation analytique que pouvaient sefnleitietaf étt^' S9i«e8 des relations aussi remarquables , très-pro)^li[eâ M perftRv^ tionnement mutuel de ces différentes études. ^Sélis éé '^reMêr^' aspect fondamental, la géométrie générale 0si dondrés-justo- ' ment qnaUfiée d'analytique. ' "'
Mais il ne faut pas que, suivaol nue- teiklAUce ti^dp colit-^ ' mune , cet usage pleinement légitikne n^OUdlBse; en jpnKënafat la: forme pour le fond , à ineorporsti * vièiéifecÉkèÉt à la VMe %hb- ' métrie analytique des spéculatioits^qtif ncf'satirtiteRt Mappât- ' tenir, parce qu'elles n'otnsoC'^inl la généralité qui seule la caractérise essaitielleamal, «KuelqtKi^itenfdu et même itidc^pên^saUe que pnissey 4^4PlBiliettr8l'emilioi'au calcid àlgébrilqtiè. C'est ainsi que tatttrdaigtomètres oât 13 vainement cotitestéi' D(Bsetrta Vmigfaillté<idks sagir^ éôHs J^rètetfe'
que, longte«#iiivanll luf^^ ViAgMi^^âtt^déift fêful'ni certaines solutions géMiètnqnes; O» ydl ansisi; d'a^rèH la ihiéme mé-
pfige, annexer trop soaT^t eooope à la géoméitki miAftitpm la simple trîgoii(»nétrie , malgré le jadicieax exMiple i» Legeodre, qui, soivant ime irréensable Htdiesrtim Nutofi^pHi» Tavait li^iasée à la suite delà géométrie élémentftlre , dmit ell* ooostitue évidemment rinséperable comi^ém^nt* en tani qiHr pareillement relative à un problème purement spémal, quoique d'ailleurs d'une importance capitale. Une teUe confùsio»» qui semble dogmatiquement consacarée encore d'aptél vam vicieuse division scolasUque entre les problèmes déterminéa et ks pnH blêmes indéterminés (comme si toutes les questions géométrie qiies n'étaient pes, chacune selon son ginwe, néeessavemÉSI dètefjipnées, soit qii'<m y cberche un point, anoHgwon nteeime sHf f^ ) , s'oppose radicalement à toute saine appréeiation te vér^Mii^>Ç^H de la géométrie analytique. Il seraM mâoieimpeafir» b)/|,dfeyj|^^i^|inguer ainsi de l'andenTO géomélrie, où Ton erapbM aiif^^ Pfi^quf» dès les premiers pas, lecdoiil algébrique , qwl^ qf^§o%i^S^y^^(Âi cKrdînairemeDt moins étendu, et qu'il y soit so||mlf^fVl^NH^>tOÙa des fiormes beaucoup meîns convenaÉisf , â^sn>#i)p 4^ég!fîf^.dQs proportions, qui y constitue, ooranM pro«céi^(}pgili99)«;lI6qmi^^ot très^impardit de imtve a^èbre actuelle. Nous aurons fréquemment occasion de recounaitte, oo»tc^H^Wtrfi c^ttf grosse opinion, que de» théories gdemélriqW9.iW^WV<^^)éfObimniffilt f^^ malgré quelecstail
y ij^i^pchfQf limi»4M4i4^(m9<d'a(u4re»spéettftitte oà fl a be^MK^ff^tte; Vffk sAf^n^it^t^nuUelnent um teUe quattficttlfaih ,61 \:m m^:Vfm)fi^^t èi(to «e^onAs acceptiovarienlieqne du,jQ[Haif^tyï^im^i4<^rl#^fiéw#^ veirfi^4A4)'^l34IWtiwf^Aj^^ encore.
^TQfimàmm^tm^yfmim^^ à «s nounreau
tii9^9^^[éQm^tri|ihg<ili^Alft d^fcfétfeféminftKtiwnti analytique, c'e^lfMî^f »mi#<l9i;hIW^ 4^^^ ft» AeafeqMBrtions n'y
étaiirif pmPWerjai«i«fk/l)(M0âfléQ8o^ Màhn
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(TéiéiDeiito anlfbriiK», dont les diverse» oomMnâlsoi» e&etdreg sont, dircontrairef, eit^ômemènt nndtîpliées, la généralité ées ndtiÉùom ne pesf j être obtenue que d'après la séparation àbstm^ det diO^réiftes cùndilions élémentaires , seules sosoeptiUesd^étre traitées, chaccme à part, sons on point de yne général. Au contraire, l'esprit de la géométrie ancienne était tonloora essentiellement syntbétiqnc, et par snite spéeial , pois-' qne les diverses conditionsr de èhaqne probl^ne y restaient en-visi^ées sortotot dans lenr ensemble, malgré l'nsage accessoire deee qu'on aYtfitnomiiié Va^ah/se géamêirique ^ qni totttefoi» doit é^ bistoriqnement envisagée coorme nn premier acbemi-» nemetÉi logique Yersr le i^stèttie modènie, quoique Fai»enoe des oMioqptions algétrriqnes , qui sentes pef^mettent de IBxer nne' tdle réparation et d'en ponrsnivre les conséquences, dât pri-< ver o^le nmrdie , pins prftnée que pratiquée chez les géométrea grecs, de sa principale eflbsacité.
Gette Aul^le a|qnéciatloQ conduit à sentir que la nouvelle méthode' géométriqae instituée par Bescartes a pour caaractèré cssenlid , en isolant ch»iue condition d'un problème , de l'assn. jettir à une solution pleinement générale, d'après une convenable réductiou du concret à l'abstrait. La qualification d'amriy^que a^snrtout le mérite de rappeter, à ceux du moinsr qdi ^eif forment une juste idée , un tel esprit fondamental, que je féref) soigittusemoit ressortir en toute occasion opportune.
d. D'après les înfications précédeAteS , la révolution radicale opérée dans le système des études géométriques par Tavéne-^ ment' de la géométrie analytique doit être regardée comme Fépoque la plus décisive pour le dévelc^pement total de cette science, dont la constitulion philosophique étaft jus<fu'al<»*s ^ insuffisante et si précaire , malgré d'adnvirablesdécouvertesf spé^ ciales. Mais , en outre , il y faut même reconnaître le pas le jUni dédstf que pût jamais faire l'ensenMe des spéculations mathé*-
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matiqoes, anisi bien abstraites qae oonerètes. Car, sshrantane réaction nécessaire, ce rapprochement fondamental entre les notions géométriques et les conceptions algébriques , quoique n'ayant été d'abord institué qu'en vue de perfectionner la géométrie, qui a fait ainsi, depuis deux siècles, plus de {H'ogrès réels que pendant la longue suite de tous les siècles antérieurs, a été peut-être encore plus favorable au perfectionnement de l'analyse mathématique» dont les plus puissantes créations sont, en effet, dues à cette heureuse influence logique. Nonseulement les recherches analytiques ont ainsi trouvé spontanément à la fois une alimentation inépuisable et une intéressante destination, sans lesquelles la répugnance naturelle de l'esprit humain pour les abstractions trop indéterminées en eût rendu le progrès extrêmement lent et d'ailleurs presque stérile ; mais, de plus , suivant une influence plus spéciale et plus profcmde , l'intervention des considérations géométriques parmi les spéculations analytiques y a souvent suggéré directement d'heureuses inspirations fondamentales , comme l'ensemble des saines études mathématiques le constate si hautement aujourd'hui. Une telle réaction scientifique est essentiellement propre à la géométrie, qui , à ce titre , ne cessera jamais de constiluer la principale partie de la science mathématique. La mécanique rationnelle , quoique aussi éminenHuent analytique que la géométrie, est d'une nature trop compliquée pour comporter une semblable influence. Elle a, sans doute, pareillement fourni à l'analyse on nouveau champ et une nouvelle destination , mais non pas de nouvelles lumières. Bien que les équations abstraites puissent être conçues, sans doute, comme représentées par des mouvemens tout autant que par des figures , cette interprétation tn^ pénible ne saurait devenir la source d'aucune véritable indication analytique.
Conformément à la similitude nécessaire qui , pour l'esprit
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bomain, doit éTidenuneiit exister, ea tons genres, entre la marche essentielle de l'éducation indiyidnelle et celle de Tévolatîon coUeetive , l'étude de la gé^nnétrie analytique doit aussi constituer naturell^nent la phase la plus décisive, et par suite la plus difiBcile , de dhaque initiation mathématique. Les notions âémentaires de la géométrie et les conceptions rudi« mentaires de l'algèbre, qui jusqu'alors avaient dû sembler tout à fait indépendantes les unes des autres , et même radicalouent hétérogènes^, malgré quelques relations spéciales , contractent , dès ce moment , une aUianoe intime et indissoluble , . première base de leur commune extension, et qui tend de plus en {Ans à faire concevoir l'ensemble , autrement incohérent , des spéculations fnaihématiques comme susceptible d'une véri* table unité. Aucune autre partie de renseignement mathématique ne saurait donc mériter autant la sollicitude rationnelle des professeurs et l'active attention des âèves.
4. Pour procéder convenablement à Texposition directe de la conception fondamentale d'après laquelle Descartes a oonsti-: lue la géométrie analytique, il faut d'abord exi^iqua* une méthode préliminaire , où ce grand philosophe n'a eu essentieUement qu'à systématiser les inspirations spontanées de la rakon oonunone , et sans laquelle la transformation radicale des considérations géométriques en considérations analytiques n'eût jamais été possible.
L'analyse mathématique ne peut spéculer que sur des idées de grandeur ; cependant il existe, en outre , dans la géométrie , deux autres catégories logiques , non moins naturelles que la première, l'une relative à la forme, l'antre à la position : il est donc pvéalal)lement indispensable, en géométrie analytique, de nmener les pensées de forme et de situation à de simples notions de grandeur, seules immédiatement susceptibles de devemr numériques* Or, la solution générale de cette difiBculté
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préliminaire exige d'abord qa'oti là réduise autant qaé possible, en ne s'y occuj^nt que des idées de sftnalion, dans lesquelles on pent éridemment faire foUfjôtirs rentrer lés Mèe» déforme; puisque M forme d'un corps quelconque, poirvant réstiltej* constamment de là disposition àratttelle dé seâ ^rties» sera nécessairement définie d'afprés la situation de tous ses points. C'est ainsi que , dans notre système de géométrie analytique, la position est seule immédiatement formulée phf nos équations, d'où la forme peut ensuite ressortir indirectement, à l'aide des combinaisons convenables. Une telle marché doit , sans doute, oSHr, comme nous le reconnaîtrons bieintôt» quelques véritables inconvénients , puisque la formé fvin objet est, en elle-même, indépendante de sa situation; mais cette manière de procéder n'enf est pas moins inévitable en géométrie analytique, Sous l'indispensable réserve des ttioyenîs générait destinés à permettre, suivant nos explications ultérieures, de dégager les diverses indications relatives à la forme des circonstances étrangères propres à la seule sHuation.
Toutes les idées élémentaires de situation étant naturelle^ ment réductibles à la simple position d'un ipditkî , il suffit donc d'expliquer, à ce sujet , comment ce ietûkt ca)» penf èti« ramené à de pures considérations de grandeur. On y parvient aisément, sous beaucoup de modes divers, d'après ce qti'on appelle des systèmes de coordonnées ,- c'est-à-dire à l'aide des deux grandeui^ géoméffiqueil, soit linéaires, soit afngnlaires, etc., qui, sur un plan, déterminent, par leuf combfnaisoB, le point correspondant, relativement à certains repères txes et communs.
Afin de mieux apprécier cet indispensable artifice MéÉientaire , il y faut voir la simple généralisatibn pbilô^e»piiiqne du procédé sj^lMfaihénkeM suggéré à font bon esprit par lar Mcessité de définir Ift situatiOQ d'an pdnf sans pouv<rfr le moÉtitâr,
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léeetiité i|al cminii toojounià TiÉétitaHe emploi d60 mmAgamusf^ mménqBW. 8i le {POMt^proposé d^t appartoair i ue ligne cfwue d'Araooe des deax ialelUgeBoea ealre lesquelles s'opère une teUe eommoniGatioD, «a seul de ces ren*^ mgommA^ suffit éYidenOBeBl à remplir cette indiealion, par exemple en assigoeat la distance plos on moins grande da poisi TariaUe à on poiitf foe dto la même ligne. Ge cas est nécessairement le plos simple de tous cenx ^e pent offrir la rédQCtkm des idéee de position anx idées de grandeur: mais il impor^ de le concevoir distinctement,- car il ei^ la base dn tons les antiies pfos cenkpKqnés. Qnand le point dierché doit seniemeni CÉbre partie d'une surface donnée, ce qui arrif e toqoucs en géouKtrie plane ^ la combinaison de deux rensisi-gnem^t» de œ yemre devient atos iwyqpensahfe ^ l'un pour ÎQ^fiquer la ligneqni doit le contenir» et l'antre pomr l'y dislingoer de tout le reste d0 sa dveentoence : la dénrannation de csantotitte rappelle beiareuseaMnt Vinsuffisanee isolée de chacun des deux élément^ de dàtenBinidion> qui ne deviéNient eficaoe» qi^ par leur eoncours. Ettin^ dans le ceale^pina éteadaet le pins ^ficile, kmqne le point peut indifféremment appartenir à tontes les régidne de l'espace, sa situation ne pent être ainsi eauaelénsée qu'^n cumbhiant trois de ces conditions de girandaor^ eemne noua le reconnaltronB spécialement en géûsnéMatà trois dteansicms.
&es eoqihn de eeondannées eaipleyéS', à oet eflfet, peur la géeméirie planer, peuvent Mre tirés d'une foule de conslt uetionn difltesDlea , donb il iaq>^pte ici de comevonr nettement ks prineifades. GéU& de^toniaa qui, sans être» sons divers aspects, la ptaa natnreUQ^, mMte oertamemoit, à toua égarés , la préfév)am»u^verseile'fâ'elleHa empiriquement (Menue dèa Tori* giae de. In géoméÉiin. analytiqaa, oonsisie à déiseminer la position! d'nnf^ neiU p«( seSidirtanoas à deux deeites fixes , le
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plus souvent fectangalaireà. Si le point M {fig. 1) doit être 8or on plan , à des distances données a et h des deox axes OX, OY, il sera évidemment placé à Fnm'cpie rencontre des deux parallâes menées à ces axes selon ces distances respectives , et dont chacune le contiendrait indifféremment diaprés la considération isolée de la condition correspondante. L'nne de ces coordonnées^ MP, qu'on peut utilement supposer verticale, porte habituellement le nom A*ordonnée, tandis que l'autre, MQ, qu'on se fignr^ait alors horizontale, est communient qualifiée d'abscisse, sans que cette diversité soit d'ailleurs aucunement motivée entre des éléments homogènes. On facilitera beaucoup ta comparaison de ces dislances variables selon les diverses positions du point, en comptant chacune, en OQ ou OP , sur l'axe correspondant , toujours à partir de Tinitersection fixe O, ainsi justement nommée V origine commune des deux coordonnées. Enfin, quant am discours a^ébrique, un usage très-convenable fait désigner constamm^t chacune d'elles par la petite lettre aimlogùe à la grande qui marque l'extrémité de son axe, lequel réciproquement prend souvent, à ce titre, le nom familier d'axe dos x ou des y , selon la coordonnée variable qui s'y rapporte. Si , comme il arrive quelquefois , les dteux droites fixes n'étaient pas rectangulaires , les deux distances resteraient toujours mesurées , pour chaque axe, parallèlement à l'autre, et dèflT lorssous une obliquité égale à leur iaclinaisc»! mutudle , sans que l'opératioii subit d'ailleurs aucune autre modification. A. la vérité, d'apré» ce premier système de coordonnées, les idées de grandeur semblent d'abord ne pouvoir pas suffire entièrement à remplacer les idées de situation. Car , si le point proposé peut se trouver, suivant le cas le plus ordinaire, indifféremment placé , sur le plan , dans les quatre régions que séparent les deux axes , il pourra certainement , avec les mêmes coordonnées , occuper , outre la poritimi primitive M , les trois
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attires positions syméttiqa€S M', W^ou BP,qaerieB«e panHtt pouvoir ramériquemait en dislioguer. Mais , comme l'me o« raalre de ces coordonnées se tronye alors comptée, smr son axe j à l'inverse du sens prinuMrdial , cette diflteolté préddik, qui eût radicalement entravé Fessor de la géométrie analy tifoe, en oldigeimt , pour évitar une inextricable cotfnslon , à y re* Hooeer an système le pins favorable , a été ocmij^tement sainmontée , par rincomparable fondateur de b nouvdle ccmstitntion géométrique, d'après un heureux usage général de sa grande déconrerte en philosophie mathématique sur la i«pié* sentation spontanée de Topposition de sens pmr Topposition des signes -4^ et — dans toute relation de rabstrait au ooueret, pour chaque grandeur qui, comptée suivant une direction &se, œmp<Hrte une invarston nettement caractérisée. J'aurai cintes^ sons l'ocoeffiion d'indiquer expressément le véritable eqprit de cette notion fondamratale, presque toujours vicieusement euseignée. Eu se bornant idà l'ap|diqufer ccmvenablement, €ile fait aussitôt disparaître notre ambiguïté élémentaire : pourvu qu'on ait toujours égard au signe + oa — de chaque ooor* donnée aussi bien qu'à sa valeur , il n'y aura jamais la moindre iacertitude sur la région correspondante au point proposé ; elle sera dès lœ's distinguée des trois autres par une conaMoaisoB propre des deux ^gnes simultanés.
Le seul système de coordonnées qui soit qudkpiefois usité , à définit du précédent, en géométrie analytique, est peitihâre, quoique beaueoup moins convenaUe que eelni-ci , le (dus na- . turd de tons , comme offrant la plus simple onabinaison des deux idées primordiales de longueur et de direction. C'est celui que Ton qualifie habituellement iepokUre, par contraste au premier , communément appelé reetiligne , en spécifiant ainsi désormais deux dénominations trop vagues en elles-mêmes. Il consiste à déterminer la position d'un point sur un plan d'après
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ML difttttM» à vm pof irt fixe et l'angle fa'elle j forme avée une dpoitfifixa rla coordonnée linéaire porte ordinairement^ sni* >vant l'usage i^tMmomiqne , le nom éê reyeti veekm ; la eoordtinnéa aiignlaive n'a pas reço de titte spécial. Bsiprcmtèà la géométrie cMeste, ee sjfstéme tetane primitiTemeil #nne taoH danee unîTcraelie, dans les pins rimples eonsléétatièiis géograpfaiqaes, àoompaver spontanènMnt les divers Henx terrestres d'après la oomUnaison de leors distaneee a^ee lenrs dlrectioDS. Un pointM {fif. â) y est détemiBé par Fiaterseetleii dhm cerde Tariable, ayapt pour centre fixe le pùh O, et d^toe irtA^B mobile aBtQQr de ce pôfe: lescoOTdonnéeseortespoiiisale», que pOQS aoteions baUinelkmeaÉ « et ? , déHermlneni, peur chaqne poailieB, l'une le rajOD de ee omcLe, l'antre ftnéKnidson dé eetle dioile mr l'axe O #. On doit remarqner qne fo sénBe" graadm» des donx eeordoBnées «dit id à l'eatidrediStermiioatfa» da pmnt, sans qii'il finOe \mt atMbner auena Mgne, même pomr di^iiigwr sidlsamment la position M de son op^ posée M'j où Fanglef , toujours compté <m pareil sens, eeimnie «a Hrigonométrie, a e@rtainemeii^ ciiangèAeTalenr, par un aecrdmement de i9%\ Mais nous recomiaitrons bientôt que, loin de constituer un motif de préférence , cette propriété du système potaire^ devient au coniraire très-défavorablé à sa destination analytique.
Oa tf e ces deux q^tèmes^ seuls usités, il eir exiiste éridemment une inftiité c^utres, mais dont l'office est purement priyvisoire ou accidentel. Leur considération n'a dimportance fogitpie cpi'afin d'éviter de trop restreindre, suivant la tendance sce*lasti<tue, cette première notion Tondamentale. e*est ainsi que, par exemple , on déterminerait b position d'un pobit sur un plan d'après ses distances à dieux points fixes , par l'intarseetion à^ deux cercles à centrés fixes , dont les rayons variables constitueraient tes coordonnées cenespeiidantes. Be même, on y
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fm^U 9^tiVWV 1^ (tirecUons Goq4>iQto 4es droites qçi, de depf nPW)j| jBx^, al^lir^ji^t w pQir{t lofierché, alors résullé 4'ui>e inf^rii^Mpii l?^fli»nie, mmnt itomt fxwrdoaqées aog^^ Uif^, mgsmmf; la^ «qgles d$ c)iaewie de ces lign« ippbiles avec l'axe qi» jôjat |^ depx pôles. Eu w ^ot, il p'y a Bre§qu^ ^ip0|iM cQpsitraçtipii plan^ qni , coEYenableiiienl e^visa- 8^) wpt^fise dMAsr Upuàqpdque sjipème de ooordonnéeSi et soayent k plpsipurs , ea y fCQQsidéraot les divers élémeatf linéaires, aqgalairf^, ou mévu^ sqperficiela, qu'elle peut rattadier à Jn po$itiQp ^'pQ point, et dont toute combinaison bin^ 4^t irécipproquemenl 9iiscf|)tible de le déterminer.
Dans m Sfstèqie qaelfiopqne, le point mobile est toujours nécessairement plaoé i Ja rencontre ^ deux lign^ , droites on conriw, dont tontes les eonditions déterminantes sont Os^es, excepté ^ne «nde ii» , en variant , indique la cn^ donnée eovr respondante. Ainsi, les divers systèmes doivent d'abord être distingpés entre eux par la natnte de^ lignes qu'ils emploient. Mais cette appréciatiop ne saurait suiBre, puisque des systà? mes Ms-diC^^nts peuvent souvent introduire des lignes pa^ rmlles : il 7 aurait, p|ir exemple, une infinité de systèmes méT ritant d'être appfMs rectiliçtm , si Ton donnait ce nom k tous cen^oann point résulte de rintersection de deux droites i comme l'indique , entre autres, ouUre le système rectiligoe or* dinaire, décrit en premier lieu, le système, doublement angulaire, qui a terminé notre énumération sommaire. 0^ doit donc, en outre , soigneusement considérer le mode de variation de chacune des dçux lignes élémentaires , et ne regarder comme vraiment identiques que les systèmes coïK'données qui , employant les mêmes lignes , les font aussi varier suivant la ipéme loi , en sorte que toutes les conditions fixes de détermination scnent exactement communes aux deux cas comparés.
Cet indispensable préambule, sans lequel les idées géomè
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IriqaeA ne daubaient derenir réductibles à des idées numériques, nous permet de procéder maintenant à l'exposition directe de la conception fondamentale d'après laquelle Descartes a constitué la géométrie analytique, en établissant une intime barmonie mutuelle entre les lignes et les équations.
Quand un point se déplace arbitrairement sur un plan, ses deux ^coordonnées changent indépendamment l'une de l'autre. Mais si , dans son mouvement , il suit un trajet rigoureusement déterminé, de forme d'ailleurs quelconque , ces deux Yàriables ne sauraient plus être envisagées OHume indépendantes entre elles. L'une d'elles, en effet, suffit alors pour déterminer le pmnt, à l'égard duquel la ligne proposée tient lieu de celle qui correspondrait à l'autre cordonnée. Gelle-ci ne peut donc prendre , en ce cas , que des valeurs subordonnées à celles de la première , dont elle devient ainsi analytiquement , suivant le langage des géomètres, une véritable fanciionj d'ailleurs assignable ou inassignable, caractérisée par une équation convenable entre ces deux variables. Or , comme cette équation traduit exactement la condition d'un tel trajet , elle est justement nommée éguatùm de la ligne correspondante, puisqu'elle en constitue une rigoureuse définition analytique , qui ne sau* rait convenir à aucune autre figure , où , la même valeur de l'abscisse devant procurer une valeur différente à l'ordonnée , leur relation doit nécessairement changer aussi. Cette inévitable correspondance entre la ligne et l'équation est même , à certains égards , trop intime , en tant qu'affectée par la situatiom comme par la forme : car, d'après ce prindpe, l'équation doit évidemment subir un changement quelconque quand la ligne ne fait que se déplacer sans changer de forme ni de grandeur $ d'où résulte la nécessité de règles analytiques expressément destinées ci-dessous à dissiper une telle confusion, d'ailleurs nécessairement résultée de ce que les idées dé position sont seules
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immédiateiiient susceptibles d'expression algéiHîqne. Ainsi, Téqaation d^une ligne , en tout système , n'est autre chose que la relation constante qui existe nécessairement entre les coordonnées variables du point décrivant, par cela seul que la ligne est rigoureusement déinie d'après une propriété onnmune à tous seapdnAs.
Le principe général d'une telle correspondance ne saurait tire conyenablement apprécié, si on n'envisage les idées d'équaHon ou de fùw^ion de la manière la plus étendue, et si on n'évite smgneusement de confondre la conception, toujours possiUle , de diaque équation avec sa formation efiective , souvent très-difficile , et quelquefois inaccessible. Il existe, sous ce dernier aspect, une très-grande dilfoence entre les diverses définitions dont une même ligne est susceptible. Par exanple , la d^nition élémentaire du cercle, comme lien des points équidistants d'un point fixe , se traduit aussitôt , d'après le dmplé théorème de Pythagore , en l'équation y*-|~â?'ssr% entre les coordonnées rectilignes de l'un quelconque de ses points , relativement à deux axes rectangulaires menés de son centre.
Au contraire, la définition transcendante de cette même courbe, comme étant celle qui , sous le même contour, renferme la plus grande aire, exige l'intervention de la plus haute analyse pour fahre obtenir l'équation. L'ensemble de la géométrie présente, même aujourd'hui, beaucoup d'exemples de courbes dont l'équation proprement dite n'a pu encore être formée , et à Végàrd desquelles on peut , en outre , quelquefois assurer que cette formation exigerait nécessairement l'introduction de nouvelles fonctions analytiques.
Il importe de remarquer déjà que cette correspondance fondamentale entre les lignes et les équations ne saurait , par sa nature, offrir aucun caractère absolu , qui affectât exclusivement, dans tous les cas, certaines relations analytiques à cer-
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taiqes formas gépiiiétriqi;ies. Car, nw telle barmonie eft én^ demment subordoni^ée aa système d^ coordonnées qqe Von ^ cbpipi. Si donc une habitude io?étérée coi^uit, par çxen^Jis, à lier iotimement entre elles les idéa 4e ligne droite et 4'éqoation da premier defrè on de section coniqnç et d'éqoatim dd second degré , cela tient nniqaement à l'emploi trop ex|3l9$if 4n sjrstjtoe rectiligpe , auquel se ri^ppftc^t c^ Uaisoffs, Ji^ps d'autres systèmes , ces mêmes lignes prendraient évidemment de nouvelles équations , dont la composition analf tiqap semblerait souvent dépourvue de toute analogie avec les premières , quoiqu'il dût pourtant exister ep^re elles , malgré tqut^ le» variations possibles , une certaine affinité algébrique plu^ ou n^ins difficile à discerner, d'après leur commune sonrce géométrique.
Nous devons enfin soigneusement signaler ici « en principe , comme propriété essentielle de cette cçrrespondanipe de l'équation à la ligne , pour chaque système de coordonnées , son indépendance nécessaire de la diversité des définitions propres ii une niéme figure. Quoique l'équation résulte inévitablement de la définition , elle n'est cependant pas susceptible de varier avec elle , si la ligne n'éprouve aucun changement réel ; puisque les méme^ abscisses 4^vront toqjours correspondre au^ mêmes ordonnées ^ tant que la sncces^n d^ pointa n'aida f^ effecti venant changé, sou9 quelque nouvel aspect qu'elle puisse être envisagée^ Rien n'est plus propre que ce remarquable privilège à faire dignement ressortir combien l'équatiw caractérise jarofondément la vraie nature invariable de la ligne correspondante , au milieu de la variété presque indéfinie de ses attributs géométriques. En même tmips, cette identité nécessaire de l'équation^ de quelque définition qu'elle proviçnQ®» doit présenter, en géométrie analytique, une importante destination habituelle, en y permettaut de r^nnattre ainsi , fi'une
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qww^iftre «t mifor^ie , réqaiy^epce efifective des définitions q^i «uroat conduit à la même écjuation , et qni , sans cet benrenxwtermédiaire, aaraie^t sopvent offert beaucoup d'obstacles à un nt|q[»'OchemeDt dédsif .
&iif<|pi^o|raii)9«caracléfifé,eosen^ direct, la conceptîoafiqiiMneatale de la géométrie aualy ticpie,tt faut maintenant, pour «diiTer 4e «:en {aire une juste idée générale , l'apprécier aussi en sois inverse , quant à la représentation des équatioua. à itm variaU«4 par les lignes plaues oorrefi|Kindant^.
CkttepiiBtare des éqtetJMS réMate de la oo&stroetiw faoul-^ tatitia dir cteeuM de leurs solsliiiiis. Que, dMS une équatioii qQA»9w,Téioi«awMii résoltte, y=?(aî) ûu/(aï,»)«o,
on considère cbaque couple capable d'y satisfaire } ^^^ \
r=:6'l' 1 —6" I ' ^^*' comme exprimant les coordonnées
dfuB pcttnt dans un système quelconque , par exemple rectiligoe : ces diverses solutions pourront dès lors être géométriqusmeat représentées par autant de poUits M» M', M", etc. (^. a), d^ la succession resterait arbitraire si ces couples n'avaîeGit aucun caractère commun , mais quf , au cont^^aire , formeront une ligne nettement déterminée en vertu de leur amfovmeprcvriété de convenir à une même équation , qui coustitaura spctti^nteient la défiaiUcHi algébrique de cette ligne , da«amàpe à la distinguer rig;oureuse]|ient d'avec toute autre. Ennmagée qiwit à l'équation d'<m elle provient, unç telle ligne eueenatitasia cequ'w nomnacle/îmgâameïr^ue , dont l'étude uJlMeate fer» otoessairement découvrir d'autres propriétés spésides^MSfaptiliiqs^lni fourQir.divers modie&de génération, pli» ou iMms étuigViés 4e cette source analytique. La phipafldis oa»li9s ^wiurdf Iwi pc^idérées n'ont paseffecti- ?sttsM4'àvybpeiirigiw; aussi souMU^ babituellement nom*
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mées par leurs équatioDs mêmes , sauf le très-petit nombre de celles que divers motifs ont conduit à désigner sous des dénominations'particulières. On conçoit, en effet, avec quelle extréme facilité on a pu dès lors imaginer une infinité de courbes nouvelles, assujetties à des défisitions rigoureuses, tandis <^e Tancien régime géométrique ne comportait , à cet égard , que des ressources fort limitées ; même pour la plus féconde imagination.
Sous ce second aspect général, encore plus évidemmratqne sons le premier, la correspondance fbnd^neiitale deslifoei aux équations est nécessairement relative à la nature du «jatème de coordonnées adopté. De la même équation , on pott|rraît.oeriaînement tirer une inJSnifé de lignes différentes^ en se bornant à changer convenablement ce système. Ainsi , par exemple , Téquation y = 007^ qui, en coordonnées rectilignes, représente une ligne droite , produirait , au contraire , en coordonnées polaires, une spirale compostée d'une infinité de circonvolutions croissantes , comme le lecteur peut le constater aisément. Toutefois, quelque variées que puissent être de telles peintures , il faut sans doute que ces diverses figures conservent entre elles une certaine analogie intime , jusqu'ici peu appréciée , d'après leur commune origine algébrique.
Quant à l'indépendance , ci-dessus signalée , de chaque équation relativement à la diversité des définitions propres à la ligne correspondante, elle est ici remplacée, en quelque sorte, par l'indépendance équivalente de chaque lieu géométrique envers les différentes formes, souvent très-distinctes et fort multipliées, que comporte son équation. Cette seconde {nropriété générale , quoique moins sentie que la première , n'a pas » au fond, moins d'impcHrtanoi^, Elle devient surtout la base essentidie de la haute destination logique dont la géométrie analytique est susceptible pour le perfectionnement des spéculations algébriques. La courbe
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d'une équation présente , en effet , rineatinuible avantage de constituer spontanément an résumé trés-*expressif de l'ensemble des comparaiscms auxquelles peut donner lieu la marche générale des solutions de cette équation : or, cette marche , qui caractérise essentiellaneut Téquation correspondante, au milieu des innombrables transformations dont elle est susceptible , ne saurait être indiquée par aucun signe analytique, et se trouverait même , sans cette lumineuse peinture , profondément dissimulée sous les détsjls algébriques que rappelle directement la composition de Téquation. Telle est la source élémentaire des indications fondamentales d'après lesquelles l'heureux emploi des considérations géométriques a tant concouru , depuis deux siècles, à perfectionner les conceptions analytiques.
7. Cette double explication générale de Tintime harmonie naturelle que la grande conception de Descartes a définitivement organisée entre les idées de ligne et les idé^ d'équation , caractérise déjà le véritable esprit et la principale difficulté de la géométrie analytique. Toutes les lignes qui peuvent être le sujet des recherches de la géométrie plane étant ainsi représentées, dans un système convenable , par autant d'équations, chaque phépomène géométrique qui s'y rapporte devint dés lors susceptible d'expression analytique , soit qu'il concerne les affections isolées de diacune des lignes proposées ou leurs relations mutuelles. Sous ce premier aspect, il s'agit surtout, en géométrie analytique , de découvrir l'équivalent analytique de chaque considération géométrique. Réciproquement, toute équation abstraite , du moins à deux variables, étant aussi représentée de la même manière par une courbe correspondante, il n'y a pftf de modificaticm algébrique qui ne doive comporter une certaine interprétation géométrique , dont la découverte consUtuera habituellement, sous ce second aspect, la difficulté essentielle de k géométrie analytique. Qn voit donc que tous
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les efforts y doivent principalement consister à développer et* perfectionner sans cesse celte double relation alternative entre Fabstrait et le concret, dont la pensée cartésienne constitue le principe fondamental.
8. Quels que soient les émînents avantages , à la fois logiques et scientifiques , propres à cette admirable conception , dont ce traité fera de plus en plus ressortir la puissance et la fécondité , il importe maintenant, pour en avoir pleinetnent ébauché Tapprécialion générale , de signaler ici sommairetnent ses imperfections essentielles, mais sans nous occuper d'y remédier, en évitant toutefois de les concevoir comme nécessairement ti*répâtables.
Sous le premier des deux aspects fondamentaux d-deÉsuis expliqués, la représentation analytique des ligues est actuellement imparfaite , en ce sens que Téquation, excédant quelquefois la stricte définition, confient à tout l'ensemble de chaqUb ligne, lors même que la génération proposée est resttcihte k une portion déterminée. En cherchant , par exempte, Véquatioti rectiligne ou. polaire du lieu du sommet d'un angle invariable dont chaque côté passe en un point fixe , elle se trôurera vicieusement convenir à la totalité du cercle correspondant , quoique là définition ne convienne cependant qu'à un arc limité, qui pourra même être fort petit , si l'angle est très-aigu : la plupai't des solutions de l'équation né se rapporteraient (Joint abrs à Taogle proposé, mais à son supplément. De même, pour citcV un cas encore plus sensible , en considérant le lieu dU sommet d'un tï^iangle rectangle dont l'hypoténuse glisse eUtre deux axes rectangulaires, l'équation indiquera deux droites indéfiniment prolongées , tandis que cette génération ttfe Saurait évidemment s'appliquer qu'à une portion déterminée de chacune d'elles. Cette altération par excès est, sans doute^ beaucoup moins vicieuse que ne le serait une altération par défaut , laquelle est nécessairement impossible ici ; mais elle n*en consti-
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tae pas moins un grave incoliTénient de notre système actuel de géométrie analytique, puisque certaines déCnitions géomë* triques n'y sont pas algébriquement traduites avec une scrupuleuse Gdélîté, faute de savoir prendre en considération analytique les restrictions qui leur sont inhérentes. C'est surtout dans l'application de l'analyse aux phénomènes thermologiqaes que cette imperfection a dû se faire sentir, en y entravant Tétude spéciale des lois de réchauffement et du refroidissement pour les cas linéaires où, comme il arrive très-souvent, on ne doit considérer qu'une partie limitée de chaque ligne. Aussi est-ce à l'immortel fondateur de cette nouvelle théorie , principale créa* tion mathématique propre au siècle actuel , que la géométrie doit la solution effective de cette difiSculté fondamentale , qu'on avait jusqu'alors jugée insurmontable. Mais, quoique Fourier ait ainsi introduit des équations qui ne représentent réellement que des parties assignables de chaque ligne, cette importante modification a exigé des complications analytiques qui doivent empêcher jusqu'ici, et peut-être toujours, de la rendre vraiment usuelle et surtout élémentaire. Nous devons donc nous résigner finalement à l'acceptation actuelle d'une telle imperfection, sans nous enquérir ici du remède, sauf les précautions spéciales qui , en chaque cas opportun , pourront nous garantir des fausses indications qu'elle susciterait.
Une de ses conséquences générales consiste à ne savoir pas non plus représenter analytiquement un contour discontinu, par exemple, le périmètre d'un triangle ou d'un autre polygone. En géométrie analytique , la composition des lieux se traduit naturellement par la multiplication de leurs équations, pourvu qu'où ait d'abord pris la précaution indispensable d'y tout réunir en nn seul membre, sous la forme usitée f(a:,y)=0 ; car un produit étant nul par cela même qu'un de ses facteurs l'est, à moins que Vautre ne devint accidentellen^ent infini , et ne pouvant
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d'ailleurs être autrement annulé , Il est évident qne le lieu géométrique de l'équation H^, y)X?(^9y)=0 consiste dans l'assemblage des deux lignes séparément issues des équations f{x^ y)=0, 7 (j?, y )=:0. D'après cela, si des équations repré* sentaient des portions de ligne , on pourrait , par leur produit , représenter le contour discontinu qui résulterait de leur juxtaposition. Mais, dans le système actuel , on ne pourrait, au cou* traire , en multipliant ensemble, par exemple, les équations des trois côtés d'un triangle , nullement former une équation qui fût restreinte à son périmètre ; elle conyiendrait aussi à tous les points situés sur les prolongements indéfinis des divers côtés. Ainsi la lacune de notre géométrie analytique , relativement aux parties de ligne, s'aggrave beaucoup d'après ses suites nécessaires envers les contours composés , dont la considération doit naturellement s'offrir en divers cas importants , surtout en thermologie mathématique. La conception analytique de Fourier a remédié au second inconvénient de la même manière qu'au premier, et d'ailleurs indépendamment du principe de la multiplication , mais toujours par des procédés trop pénibles pour être admis dans l'enseignement élémentaire de la géométrie générale , que nous continuerons à concevoir grevée de cette double imperfecti(m naturelle.
Sous le second aspect fondamental, la représentation des équations par les lignes correspondantes doit être jugée habituellement imparfaite , en ce sens qu'on n'y tient compte que des seules solutions réelles, sans aucun égard aux solutions imaginaires, qui néanmoins en restent abstraitement inséparables, et qui souvent sont bien plus nombreuses , au point de constituer quelquefois l'unique réponse que comporte l'équation, même en n'attribuant que des valeurs réelles à la variable indépendante, suivant un usage d'ailleurs déjà contraire à l'entière généralité analytique^ Il ne faut pas croire cependant que
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riqsaginarité de ces 80iati<ms doire, en prinoipe , leur interdire nécessdremeat toute interprétation géométriqoe , puisqu'elles ont entre elles des relations très-appréciables , aussi bien géométriquement qu'algébriquement ; sauf la précaution très-facile de tracer différemment la partie du tableau total qui les concerne , par exemple en la ponctuant. C'est ainsi que Téquation ap*+y'=lqui, dans le mode ordinaire, n'est représentée qu'entre j:=— 1 et 5?;=+ 1 , par le cercle 0 A (/îjf. 4) , produirait, en outre, l'bfperbde BCKC, si l'on convenait de ooQsImire , abstraction faite du factenr commun 1^ — f, les ordonnées imaginaires q/tà correspondent à toutes les autres abscbses réelles. Mais une semMable peinture des solutions imaginaires ne saurait convenir jusqu'id qu'à un petit nombre de a» suffisamment simples, en dehors desquels l'imperfection nécessaire de l'analyse mathématique empêchera {nrobablement toujours de compléter conyenablement la représentation géométrique des équations C)^ Nous regarderons donc aussi cette seconde lacune générale comme inhérente à notre système actuel de géométrie analytique , et nous en sidiirom les consèqu^ices naturelles , sans nous occuper ici du remède.
Celle de ces conséquences qu'il importe le plus de préroir dqà consiste dans Valtératicm que reçoit ainsi , en certain cas > le principe fondamental posé d-dessus sur la représentation nécessaire de toute équation par une ligne. En effet , si l'équation n'admet qu'une seule solution réelle , comme par exemple, ac'+y«=0, qui n'est satisfaite que par a; =sO, y =3 0, ou si elle
(*) Un jeune géomètre, M. Marie, ancien élève de l'Ëcole polytechnique, vient de concevoir cette pdnture des solutions imaginsires d'une manière plus profonde et pins générale que dans aucune des tentatives antérieures , de façon k obtenir quelquefois d*heureux rapprochements inattendus, et sans se faire d'ailleurs aucune grave illusion sur la réalisation usuelle d*un tel perfectionnencnt
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n'en comporte qu'un itombre limité , elle ne pt*oduira géométriquement qu'un pareil nombre de points , qui pourraient même provenir aussi d'une infinité d'autres équations , en sorte que la figure sera loin dès lors de caractériser efièctirement Têquation correspondante. Quand l'équation ne comportera aucune solution réelle , elle n'aura plus aucune sorte de lieu géométrique, et cette commune fin de non-rècevoîr, jnèlatiré tlon à la nécessité ttiais à notre impuissance , envelopjpera contasémënt une foule d'équations qui , analy tiquement , sont très-dËstinetës entre elles, comme 0?*-)-^*+ 1=0, a?*+y*+l=^5 à?*-{-y*-j-l=sO, y*^e^==0, ete. D'après une telle lacâne, certaines modificatfons analytiques ne comporteront aucune interprélation géométrique; Ê^est ainsi qu'on ne changerait nnllement le Iteu d'une équation en la multipliant par l'une quelconque éôs précédentes, quoiqu'elle fftt alors algébriquement dénatul^e.
9. Pour achever d'édaircir autant que possible cette exposition élémentaire de la conception fondamentale propre à VestsemMe de la géométrie analytique , il reste maintenant à iodiifuèr une importante considération générale ^ trop mécoasiie jusqu'ici, qui mettra dans un jj^its grand jour la eorreapoii^ dance nécessaire entre les idées de lignes et les idées d'équation, en faisant sentir tpie non-seideweilt diaqiàe A^finiliKm rigourense d'une courbe doit pouvoir donner lieu à une éqoatioiî tiorreipondante t^tre telles conrdonnéc» qu'on tondra > mais qu'6lle-n»ftme oanstitue éèjk m&e ptiioiidns éqiiattiWi de fe courbe , relativement à nu certain système de coordîmnéea , en harmonie convenable avec cette définition. Toutefois, afin d'éviter, à cet égard, toute confusion et toute exagération, il faut d'abord restreindre une telle remarque aux seules définitions qai indiquent unte génération de la ligne proposée , de manière à fournir aussitôt une description par points ou par un mouvement continu , restriction qui n'altère point la fféné-
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ralité intrinsëqne d'ane telle okerrâlioii , palK^n'atie oovrbe queloonciae comporte néeessairetnettt de seœlilableB dAfinitioiitf , lors même qu'elle ne serait d^iabord définie qae d'âiNrèi une propriété' caractéiristique qoi ne serait point explieatiTe, comme, par exemple, la propriété Isopérimètre da eercle, ci-dessos rappelée. Sauf cette unique réserve , H est aisé de comprendre qu^oh tee peut spécifier la génération d'uw courte que suivant quelque relation immédiate, ordinairaneiit trèêsimple ,' entré certaine^ coordonnées uattirdl^^ qui s'y ra]^ portât : les difficultés qu'on éprouverait d'alH>rd à leiltir celte évidente nécessité ne pourraient teiiir esséblteflement qu'A une manière trop étroite d'envisager la notion générale des systèmes de coordonnées , et cesseraient dès qu'on attribuerait communément à cette conception préliminaire toute rextensioii pliilosoidiiique que nous lui avons donnée précédëmmi^t. Pmt exemple , la définition élémentaire du ccMte censUtue èpoiil*nément Inéquation polaire de cette courbe u == t*, en pMiant le pôle au centre ; sa définition comme lieu du sommet d'i^ angle invariable v dont chaque côté passe par un point fixe, se traduit Immédiatement par l'équation <p — -sp = o , entre les coordottnées Molaires qui mesurent les inclinaisons variables dés tôtés mobtieà sur Taxe fixe ; la définition de l'ellipse ou de l'byiiÉrbi^^e comme lieux d'un point dont la somme ou la diffli^ rence des distancés 4 deux points fixes demeure oom^lante , donne 'aussitôt l'équation te =h ^ = c ^ dans le système de coordonnées qui détermine la position d'un point d'après ses Stances aux deux points fixes proposés ; la génération com^ mune des trois sections coniques par le mouvement d'un point âont léÈ distances à un point fixe et à une droite fixe sont constamment proportionnelles, fournit sur-le- champ l'équation ti = fnty dans le système, moitié rectiligne, moitié polaire, qui Cdtte^$pond à cette définition : il eii|est de même envers les
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eoorbes transcendantes, aiosi 91e noas aurons lieu de le constater spécialemmt sar b défioitioii ordinaire de la cjcloïde^ et ca plnsieQrs aofires cas. Il serait inalatenant soperfla de multiplier davantage de telles Tériflcations , que j'aurai soin de signaler
ensoite ea chaque cas opportun. On oonçalt aisément, en prion eipe, que la génération d'une ligne ne saurait être définie qu'en q^édfiaat la loi du mouvement du point décrivant ; or, cetteloi ne eonipoi^te 4e définition précise que d'a|Hrés une certaine vehCicHi mtre les deux mouvenienls quelconques, soit de tramiIatîoQ, soit de rotation, dans lesquels on décompose le monv^ieat inroposé j cette relation , envisagée sous un autre aspect, constituera donc Téquation naturelle de la ligne considérée , par rapport au système de coordonnées correspondant , qui V/sriera avec la ligne, et surtout avec la définition. Cette considération générale, inconnue avant moi, rend plus évidente l'harmonie fondamentale entre ks lignes et les équations, en dégageant spontanément sa notion philosophique de tonte difficulté relative à la formation elEfective de chaque équaUofi cherchée : car, si, d'après ce principe, toute courbe a directement une équation en un certain système de coordonnées , on ne saurait plus douter qu'elle ne doive également ea craiporter d'équiralentes en tous les autres systèmes, sauf les obstacles que pourra présenter l'accomplissement de la transition.
En même temps, on apprécie ainsi en quoi consiste essentiellement l'embarras qu'ofire souvent l'établissement des équations. Il ne pourrait jamais susciter aucune grave difficulté, ai l'on avait toujours le dioix du système de coordonnées, puisque l'équation s'obtiendrait aussitôt en adoptant celui qui conviendrait à la définition proposée. Mais , par des motifs qui vont être ci-dessous indiqués, on doit communément s'astreindre i un système uniforme prescrit d'avance, et surtout au système ireçtiligne proprement dit, qui n'e^t pas constamment, ni même
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babitnelléineiit , le miûVix adapté à la fonaatioD des éqpMkms. On voit €k>nc qae la priDdpale diiBcoIlé qui soit propre à cette formation dûit consister, en général, dans le passage dn qrstème primitif et naturel à ce système définitif et artificiel. Cette appréciation comporte une grande nlDité pratique dans tonte la géométrie analytique, en fonndssant Tm^e conseil efficace que puisse admettre cet inétitaUe préunbnle , qni, de sa luiture, ne saurait être assujetti à au<mne métliode sjstématlipie. n faut, en dfet, d'après eeh, toujours partir de cette éqnation spontanée iidi^ente à diaque défi^iion , et diriger ensmie tons les ^orts spédanx vers Télimination deceseoordonnées prittitiTes, à l'aide des deux relations que Feu déoou« yrira entre dks et les eocardonnées définitives; en em|4ojant d'aîllears ipielquefôts , à. titre d'anxiUaire , suivant l'esprit wdiaaire des recherches mathteatiqaes, un syalème intmnédiaire, on même |dnsieurs, n'ayant alors d'autre destination ^e de faciliter cette indispensd^le transition. Une judideuse application de ce conseil gén^M, sans dissiper la diiBculté , souvent trèa^ande , que |Hrésente la formation des équations , tendra du moins à prévenir la vicieuse déperdition de fioroes qni résulte si fréquemment , à cet égiaû , de tentatives empiriqoes et désordonnées , dont le succès serait presque impoo* sibk.
10. La coomdératicm précédante nous conduit natm'èyenient à comj^léler «fin notre exposition fondamenlsle » par raiq[Hréciaticm gteérale des motifs qni ont mérité , en géométrie analytique, an système reGtil%ne |^<^remrat dit, la préféreiuse universelle qpe lui a justement i^cordée jusqu'ici un usage essentiellement spontané, mais qni doit désormais résulter d'une ccànparaison rationnelle.
Pour que cette discussion aoH lumlnease et' décisive , fl importe d'y séparer d'abord les deijff aspects élémentaires dent la
noQvellB géwlétfte pféiûDtd la eombiiiatoQB pem^^iv^ im le choix profiqsé doit être fort diflércat selw qu'on enr^fP la r(^éiaEitatien aaaiylicpie des lignes ou la peiatprQ géoiaétrique des éqnatkiBS.
Sons le psMpter aspect» proYîsoiremMt isolé, i^ucw système de eaop&iqiiées ne -saurait , éTidemmeiit, inériter «ne fi^itAronce ipyaiiaUe, smt quant à la fecSité de fonti^ rôfnation de chaque %ne , soit quant à la simpHeité de l'éqwtiou fMe^ nue : puisque , d'aprèt te nsméro précédent , c^est laitfèt dana un système et tmitèt dans un antre que chaque dèfiuitiaa fo«r^ nit aussitôt une équation très-siinpie. L'usag« prépâudéraut du système rectilîgne ne saurait donc résulter nullemoiit de œ' pn«i|i^ ordre de motifs , qui conduirait à choi^ suoceasirsi^ ment chaeùn des antres systèmes tmaginaidea, pcHir les eas aux^Giels leur nature les adiipteiuit.
Mais il n'en est pins ainsi sous le second aspeet, qui manî^ feste clairement nne snpéiiovilé cointante et nécessite ée eu système eiivers lo«t auÊPs , en ce qui concerne la reffrésenta-* tiott géométrique des équations, quant à la facilité et à lu netteté d'nne telle peinture, et , par suite, quant à sa prioripaie eifieaeité logique. Cet avantage résnlte d'abord de la natoFe des lignes employées , puisque les points y sont évidem^ ment déterminés par Tiaterseclion des plus simples lignes possibles. Toutefois', cette première expfication sarait iasirflsanté; car il existe, comme nous Tarons déjà reconnu , une infinité d'antres systèmes de coordonnées où Ton n'introdutt également que des lignes droi^. Il faut donc, pour préciac^r convenablement une telle discussion, avoir aussi égard au mode de variation de ces ligues -, ce qui achève du mettre en évidence cette supériorité générale du système ortiusire: en effet , le déplacement d^nne droite , par une pure translation , parallèlement à un axe ûxt, constitue c^ainement to plus ,
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gmflh ^mtlidUfi poisible dans mie image géométrique qui » Wf ^ destination, doit toqjonr^ contenir quelque élément Tariis\^, Oll peut donc regarder çc système comme étant nécessai|:^ei|9ent cdiû où Toq s^ représente le mieux la corrç^HHidupoe ^émentaire entre le mouvement du point et la Tariation nmpéf ique de ses coordonnées ; d'où Ton doit couclive son 4f titnde fupérienre à l'interprétation géométrique de tOQtps les con^dérations analytiqnes.
£n pf(dQ|igW)t daTftntage cette appréciation, on peut même expliquer la préférence habituellement accordée, dans Tusage dn WtéPie r#f^gme« i remploi d'axes rectangulaires. €e cboqi ]^ ii^Ht fpint e4SwtieUe«ient à la notion plus familière d'une tellf» indinaifpit , ni d'ailleurs aux simplifications analytiqoip gu'eUe comporte pouvent, iQ^is qui, en certains cas, appartien^riûei^, au contraire, à d'autres angles. Suivant un mo^f à l|i foii plus omstant et plus profond , cette disposition des. ^e» doit ^tre, envisagée commç la plus convenable à la représ^fitf^tiQi^g^métriqpiie* qnl ne pourrait autrement s'accompUr cpr4ii|a^repient d'une manière aussi fidèle. En eQçt ^^ des axe» raçbMpg^laires partagent le plan en quatre régions exactement îd^tîqnes, entre lesquelles le lieu géométrique, qm prfuqii^ toq|onrs qn occupe plusieurs , ne pourra, présenter de diwilîtés f^Wbiqnes que celles qui proviendront des solufi<M^ qnrviiwmdtn^s de l'équation proposée. Au contraire, avec 4w HfPf ^t^liqnes , c^ciuie de ces régions n'est égale q^'à ^'^ Wf^fl^ ^ diffère de son a^iacente , où la p^nture de l'équation sera altérée par l'emploi d'une nouvelle obliquité, indépip(|{iin9iieQt de toute source analytique. Si l'on cqnsidère » par epiicypiie, une éqim^tion où le cbangement de signe de l'^biqi^ n'influe point sur l'ordonnée , comme a^ + y* =^ ^ s •^^ 4- y* ^ i f ^t)^9 Ift coi^be , alors étendue dans les. quatre régiipft^ devff^it naturellement,, pour peindre fidèlement
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réqaation, y offrir quatre parties sy métriqaes , snsceptibled d'une parfaite coïncidence : or, cette condition , apontanément remplie avec des axes rectangulairea, ne saurait l'être soffisamment avec des axes obliques , qui , n'égalant ces quatre portions que deux à deux , indiqueront une Ticieuse diversité là où réquation prescrit une entière identité; un tel tableau serait alors peu propre à faciliter les spéculations analytiques , suivant sa principale destination logique, puisqu'on ne pourrait l'employer qu'en s'y tenant sans cesse en garde contre une semblable discordance.
L'ensemble de l'appréciation précédente explique suflbam* ment l'usage qui s'est conservé, depuis l'origine de la géométrie analytique, de préférer habituellement , à tout autre système de coordonnées, le système rectiligne et rectangulaire, le seul dans lequel seront id construites nos diverses théories gêné* raies. Mais on conçoit aussi que, malgré sa supériorité con-stante pour la discussion géométrique des équations, il doive être quelquefois abandonné envers certaines courbes , afin d'é-viter la trop grande conq>lication des équations correspondantes. Dans les applications concrètes de la géométrie abstraite, on peut d'ailleurs employer spécialement d*autres coordonnées sans avoir même en vue la simplification des équations , et uniquement comme susceptibles d'une meilleure interprétation physique : c'est ainsi que les astronomes ont été conduits à préférer habituellement les équations polaires , h l'égard de courbes dont les équations rectilignes seraient pourtant plus simples.
11. Le système polaire étant jusqu'ici le seul réellement usité quand on renonce au système rectiligne « il importe de spécifier envers lui la comparaison générale que nous venons d'établir , en £aiisant ressortir les imperfections élémentaires qui le rendent très-peu propre à une convenable peinlure des
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éqaafioDS , outre la moiadre facilité , et par suite la moindre netteté que présente , à cet égard , sa naUire opposée à celle de Tantre système , d*après les motifs ci-dessus indiqués. On doit reconnaître, en effet, que, sous deux aspects essentiels, il ne comporte pas même une entière fidélité , ea ce sens que des solutions analytiquement distinctes y sont quelquefois repré* sentées par un même point , sans que le tableau géométrique puisse alors tenir aucun compte de leurs différences numériques. Cette confusion élémentaire a d'abord lieu quand une même valeur de l'ordonnée linéaire correspond à deux valeurs de l'ordonnée angulaire qui diffèrent entre elles de quatre an* gles droits , ou de tout multiple entier de 360*, ce qui peut souvent survenir , et , par exemple , toutes les fois que l'équation proposée contient seulement des fonctions trigonométriques de l'angle : en de tels cas , la nature du système polaire empêche certainement la représentation géométrique de ces diversités numériques ; ce qui ne peut jamais exister avec des coordonnées rectilignes , ni même d'après beaucoup d'autres systèmes. Aussi le système polaire est-il justement réservé , d'ordinaire^ pour les équations qui contiennent l'angle algébriquement, comme celles des spirales, et d(nt-il être spécialement évité envers celles qui n'en renferment que des fonctions périodiques. Mais une semblable confusion se manifeste, d'une manière encore plus grave, sous un autre aspect plus universel, d'après l'impuissance nécessaire du système polaire pour représenter géométriquement les différences de signe 4* ou — , quand eUes n'affectent que le rayon vecteur. Le besoin , propre au système rectiligne , d'attribuer des signes' aux coordonnées, afin d'y compléter les déterminations élémentaires , a été heureusement converti, par Descartes, en une précieuse aptitude à peindre géométriquement ce genre important de diversités analytiques. Au contraire , l'indépendance même d'une telle
94 WPWlTmE
(d>ligation, qui semMe d'abord devmr fxmsUtuer, m ^irnnt^fe du système pcdaîre , y est réeiproqpement deyenoe ta source néeessaire d'une imperfeetian capitale , eo y empécbaot essea-^ tiellement mie telle représentation. Toutefois , h vraie nature de cette grande loi de Deseartes y permet encore ta peinture du signe envers eelle des deux yariabtas que l'angle représente , puisqu'il suffit alors de compter l'angle en sens conirnire de celui qu'on a affecté à ses valeurs positives. Afais si le change* ment de signe se rapporte au rayon Tecteur , la construction polaire n'en pourra certainement tenir aucun compte, nne tnlte longueur, dont la direction change continuellement, n'étant pas sqsc^ptible d'une véritable opposition de sens. C'est k tort que Ton croit quelquefois l'avoir représenté , ep portant tas valeurs négatives de chaque rayon vecteur à l'opposé de la di-^ reçtioB qu'on leur eut attribuée , d'après l'angta correspcm- ^antj si elles eussent été positives , comme OM' çomperé k DM {fig,'2). Il est clair, en effet, que OiVr ne correspond paa réellement à l'angle <;», mais à la valeur ISO*" -f- 9, qui , suiviint ce mode , ne pourrait plus trouver, sur la figure , aucune ptacç distincte. Une telle #rreur provient sans doqte de l'habitude trop ei^elusive d'équations potaires où cette opposition de va* leurs n'est point assex marquée, h cause de fonctions purement trîgonoinétriques de f. Mais il suçait de considérer» piyr exemide, les équations d^ spirales uaco^, ^^ss^af^uf==:a^ u^0l^, etc., pour sentir aussitôt l'ineonvenenee génmle d'uw telle interprétation.
Comme cette dernière explication , quelque rationnelle qu'elta soit spontanément, se trouve néanmoins directement contraire à un psage sppta§tiqiie devenu très-cGonmun, il importe d# mppeler incidemment, ^ ce sujet, ta véritable esprit , auj^oufd'hui trop méf^uu, ^ ta griinde tai 4éP(mv^ta per Descartes sur ta destinaiiun concrète du ligne + ou -^ dips tas
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rdatidfis anâly tiqœs. Il feat d'abord reoonoattre qat cette proh position capitale de philosophie mathématiqae n'est réellemen détnontrée encore que d'après de simples vérifications spéciales, sans aucune appréciation directe et générale : seulement ces vériflcations sont maint^ant beaucoup plus multipliées , et sur* tout plus variées , qu'elles ne pouvaient Tétre pour Desoartes , dont le génie analogique fit surgir cette admirable induction de l'henreux rapprochement d'un très-petit nombre de cas. Les géomètres actuels se montrent même quelquefois^ il faut l'avouer, moins avancés , à certains égards ^ sous ce rapport, que ceux du dix-septième siècle ; en ce que , répugnant trop à una logique purement inducti Ve , ils prennent souvent , à ce sujet , des vérifications très-bornées pour de vraies démonstrations. Peut-être faut-il penser d'ailleurs qu'une telle proposition ne comporte pas d'explication à priori , et dk)it toujours rester fondée sur de pures Inductions, sans que sa certitude en soit toutefois affectée : du moins l'impuissance radicale des efforts tentés , à cette fin , depuis deux siècles , et quelquefois par des esprits supérieurs, autorise beaucoup une sanUaUe opinion. Quoique la science mathématique soit celle de toutes où rex"* tréme simplicité du sujet comporte le plus l'emploi prépondérant des déductions , il n'y saurait pourtant être tout à fait exclusif, et quelques notions capitales y doivent sans doute demeurer, comme celle-ci, purement inducti ves. En acceptant, du moins quant à présent , cette irrécusable nécessité, il faut s'attacher surtout à bien reconnaître le vrai sens général , ordinairement très-confus, de cette grande Ira cartésienne , qui consiste en ce que toute véritable inversion, dans les grandeurs concrètes qui en sont susceptibles , se traduit .analytiquement par le changement de signe des valeurs abstraites correspond dantes : c'est à dire que, l'équation d'un phénomène quelconque ayant été formée pour un seul état de ces diverses grandeurs.,
toutes les autres dispositions, souvent très-Diulti|Âiées ( sdon U puissance de 2 qu'indique leur nombre) , qui pourront résidter de leurs inversions combinées, se trouveront exactement correspondre à des équations déduites delà première d'après les seuls changements de signe convenables, en sotie que l'une d'elles, suJBSsamment interprétée , pourra condenser toutes les autres. Sans insister ici sur les avantages , aussi évidents qu'éminents , de cette découverte fondamentale , surtout entièrement indispensable à l'existence de la géométrie analytique, on doit sentir que cette loi interdit l'interprétation concrète du signe envers les grandeurs qui, comptées suivant des directions variables, ne sauraient comporter une véritable opposition de sens ; car , dès que le changement de signe est reconnu exprimer l'inversion , il ne peut plus comporter aucune autre attribution , sous peine de n'avoir qu'une destination vague et même arbitraire. Que signifie, par exemple, b prétendue différence de signe entre les rayons vecteurs OM , OM', appliquée à l'ensemble des directions? Elle revient évidemment à supposer positifs les rayons au-dessus de Taxe 0?, et négatifs ceux au-dessous t or , la distinction ainsi établie entre ces deux dasses est factice et illusoire , comme ne tenant qu'à l'interposition de cet axe ,* concevons supprimée cette vaine séparation, et il n'y aura certainement pas plus de difierence réelle entre OM et ON, qu'on affecte alors de signes contraires, qu'entre OM etOK , auxquels ou donne pourtant le même signe j ce qui fait aussitôt ressortir combien un tel usage est radicalement contraire à toute judicieuse interprétation de la loi du signe concret.
12. Après avdr entièrement exposé la conception fondamentale propre à Tensemble de la géométrie analytique, il reste à compléter ce chapitre préliminaire par deux explications indispensables, d'ailleurs spontanément corelatives, d'abord sur la vraie théorie de Thomogénéité géométrique, et ensuite
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sar la constroctîon élémentaire des fonuules algébriqaes. La grande loi de l'homogénéité , la plus étendue de tontes celles qoe comporte jusqu'ici la philosophie mathématique , puisqu'elle s'applique nécessairement à toute relation quelcon* que de l'abstrait au concret, reste encore très-mal conçue ordinaireraent, quoique j'en aie suffisamment établi, il y a treize ans , dans le tome premier de ma Philosophie positive, le Téritable esprit général. Pour expliquer ce fait remarquable que toute équation ayant un sens géométrique , et spé^* dalement linéaire , est constamment homogènej c'est-à-dire , dans le cas le plus usuel, que tous les termes j sont naturellement du même degré algébrique , on se borne presque toujours à remarquer cette circonstance éYidente envers les relations initiales que l'on rq^arde avec raison comme la source , plus on moins éloignée , de toutes les relations possibles entre lignes^ et qui sont essentiellement réductibles au théorème de Pythagore 9ur le triangle rectangle et à celui de Thaïes sur la proportionnalité des côtés entre deux triangles éqniangles, propo. sition qui , d'ailleurs , comprend logiquement l'autre. Diaprés cette remarque incontestable sur Fhomogénéité des équations primitives, et en admettant que ni les transf(^mations uL térieures dé chacune d'elles ni leurs combinaisons mutuelles ne peuvent jamais altérer un tel caractère , on aurait suffisamment démontré qu'il doit s'étendre aussi aux déductions les plus lointaines. Mais cette supposition très-gratuite est certainement vicieuse, sinon quant aux transformations , du moins quant à certaines combinaisons; par exemple^ lorsqu'on ajoatedeux équations homogènes de degrés différents, leur somme ne constitue nullement une équation homogène. Il resterait donc à expliquer pourquoi les déductions géométriques ne conduisent jamais à de tels assemblages ; ce qui serait assurément plus difficile que d'établir directement la loi générale de
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Fhomogénéité. Ceux qui oot se&U oe vice radical de l'expUcation la plas umtée , mais sans tcmonter pourtant jasqu'au Trai principe philosophique de toute cette ttéorie, oui été oondwta à altérer essentiellement la loi elle-même ^ pour l'adapter à l'insuflSsance de leur démonstration, en y introduisant nne alternative qui , au fond , détruirait radicalement le sens effectif de la proposition. On fait ainsi consister maintenant le théorème de l'homogénéité en ce que toute équation géométrique est nécessairement homogène , ou , du moins , la somme de plusieurs équations homogènes. Avec un pareil énoncé yla p|t>position devient évidemment insignifiante : car, quelle est l'équation, écrite au hasard par un algébriste, qui ne puisse être conçue décomposée en équations homogènes , d'après la seule précaution d'y grouper convenablement les termes ? Il est c^tainement impossible que ceux qui entendent ainsi la loi de l'homogénéité fassent aucun usage réel des précieux moyens de vérification continue qu'elle est surtout destinée à fournir spontanément dans toutes les applications possibles de l'analyse mathématique.
13. Sans nous arrêter davantage à cette vicieuse doctrine, procédons directement à la véritable explication. Elle repose tout entière sur cet unique principe, aussi général qu'évident : Texactitude de toute relation concrète, soit géométrique^ soit même mécanique , ou physique , etc>, étant nécessairement indépendante de la grandeur de l'unité ou des unités qu'on a introduitespourl'évaluationnumMque^l'équation correspondante doit rester inaltéraUe quand on y fait subir, à chacune des quantités élémentaires > la variation résultée du changement d'unité, et qui consiste aies multiplier toutes par un même facteur arbitraire. Afin de mieux apprécier les conséquences analytiques d'une telle propriété envers les équations algébriques proprement dites, où il faut surtout la spécifier, il importe de
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distiBgiier deux cm généraux^ selon qoela reltUoD ne conlieRt. qae des grandeim d'une seule espèce , oa qu'elle eu renfermie à la fc^ de lAusieurs sortes distinctes.
Dans le premier cas, le plus cooimun en géométrie analjti* qœ, en supposant, pour fixer les idées , qu'il s'agisse, par exemfde, d'une relation entre lignes , tout se réduit à bien ap* précier Feflet isolé du cbangement proposé sut chaque terme de réquati<»i. Or, en rendant m fois plus grands tous les facteurs qui expriment les lignes considérées , il est aisé de reconnaître d'abord que tout terme du premier degré se trouvera aussi multiplié par m, quelle que soit sa forme algébrique, noa*^culement
quand il est rationnel et entier, comme 3a ,- a,na , etc. , nkafs aussi lorsqu'il est fractionnaire ^ comme — , —^r- « etc. . ou
c efg
même irrationnel , comme
V/^, \/^. i/^. ^'15^, etc.
en estimant toujours le degré suîTant les régies ordinaires de l'aigébre ; sauf riddispcnsàble précaution de n'y jamais compter que les fadeurs vraiment linéaires ) sans aucune participation de ceux qui , àdivers titres, ne sont pas altérables par le changement d'unité. Gela posé) chacun des termes de degré supérieur dsrieiidraainsi^ avec une forme quclcottque, m'^m^^m^ etc., fois plus grand, selon qu'il sera du 2^^'i 3™<^, ^^^^ etc. degré, en tant que produit d'tin pareil nombre do facteurs du premier degré. £n résumé, tous les termes d'un même degré, quelle que soit leur dissemblance algébrique , varieront alors en même raison, et tous œux de degrés diflérents , quelque similitude que puisse eOHr leur composition ^ se IrouverDUt inégalement multipliés. On voit par là quel'équation ne pourra supputer sans altération k tnodiScatfod proposée, que d'après une exacte parité de degré
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eoire tous sea termes : ce qui coosiîtne la partie la plas usuelle de la loi d'homogénéité, eucequi concerneleséquaticmsalgébrîqaes proprement dites. Quant aux équations dites transcendantes, c'est-à-dire exponentielles, logarithmiques, etc., le même principe fondamental y fournirait d'équivalentes conditions analytiques, sous des formes variables avec la nature des fonctions, et qu'il serait superflu , surtout en ce traité, de spécifier d'avance. £n considérant maintenant le second cas général , il peut offrir deux modes très-distincts^ selon que les diverses unités hétérogènes sont indépendantes entre eUes on sub(»rdonnées Tune à l'autre. Si elles n'ont aucune liaison nécessaire, comme il ar« rive, en géométrie , pour les relations à la fois linéaires et angulaires , la loi d'homogénéité conserveraévidemment le même sens fondamental , mais. avec une plus grande variété de pres« criptioos que dans le premier cas, puisque tous les termes devront alors présenter le même degré , soit qu'on y compte uniquement les facteurs linéaires , ou seulement les facteurs angulaires, ou simultanément les deux sortes , en vertu du changement correspondant de chacune ou de plusieurs de ces unités indépendantes. Mais quand , au contraire , les unités doivent , quoique hétérogènes , conserver une subordinationdéterminée , la loi se trouve nécessairement modifiée , en ce que l'on n'y peut plus estimer le degré de chaque terme, suivant l'usage purement algébrique, d'après la. simple énumération uniforme des facteurs convenables : il faut alors apprécier ces divers facteurs , selon leurs sources respectives, en leur appliquant une certaine pondération analytique, dérivée de la liaison primitive des unités. Pour formuler cette pondération dans les équations géométriques, où peuvent coexister des longueurs» des aires, et des volumes, il suffit de reconnaitre que l'enchaînement des trois unités s'y trouve nécessairement tel que , la première devenant m fois plus petite , la seconde le devint m^
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fois , et Taotre m^ fois. D'après cela , rhomogéiiéité doit alors exister en comptant chaque facteur snperficiel comme denx , et diaque facteur solide comme trois, facteurs linéaires. Quoique ce mode diffère essentiellement du précédent , sa nature également déterminée le rend tout aussi propre à fournir spontanément, en géométrie, d'utiles Yértfications algébriques.
Dans le cas le plus usuel , celui des relations entre li^es , il reste à comprendre comment rhomogénéité peut qudquefois cesser effectivement, ainsi que les formules trigonométriques euoflErent beaucoup d'exemples. Or, cette cessation ne provient jamais, comme en trigonométrie, que d'avoir choisi pour unité l'une même des lignes à considérer, qui, dès lors exprimée par le nombre 1 , ne compte plus parmi les facteurs qui participent à l'estimation du degré, d'après l'usage naturel de négliger toujours numériquement le facteur 1 , soit en multiplicateur, soit en diviseur. Le degré de chaque terme qui renferme cette ligne se trouvant ainsi altéré, tandis que cdui des termes où elle n'entre pas n'a point changé , on conçoit que t'hom<^[énéilé algébrique n'existera plus. Elle continuerait à subsister, si on tenait compte convenablement du facteur I ; mais alors on perdrait évidemment tout l'avantage analytique que comporte un tel choix de Inanité , toujours destiné à simplifier les formules, et il serait préférable d'adopter une unité nettement distincte des lignes en relation.
Suivant une telle appréciation, il est aisé de sentir, réciproqu^nent, que si, en partant d'une équation ainsi altérée, on désire la rétablir dans son état primitif , il suffit , d'après la loi d'homogénéité , d'user du droit numérique d'introduire à volonté le multiplicateur ou le diviseur 1, de manière à ramener tous les termes , en comptant ces facteurs 1 , à tel degré commun qu'on voudra : en y remplaçant ensuite , pour plus de clarté, ce signe I par une lettre indéterminée , l'équation sera
Qécessairemeiit reYenae à la foraie qu'elle aorait «ne d'abord % rolativement à use unité indépendante des Hgnes oonsidéréasi L'iuage ordinaire éqniTaot, sans donte^ à la règte précédente^ mais sorehargée d'an circnit iràs-snperfla et souvent pénible ^ tenant à la notion trop imparfaite qu'on se forme communément de la loi d'homogénéité. En général, je ne crains pas d'assurer que toute difficulté relative , soit à la conception de cette loi , soit à son applicati<m , sera spontanément dissipée ^ par tout lecteur intelligent, en remontant convenablement jusqu'au principe fondamental qui4ominerensemble de cette théorie, sans qu'il faille ici insister davantage sur de semblables explications.
14. Après avoir suffisamment établi la loi d'homc^énâté^ il faut terminer enfin cet indispensable préambule général , en indiquant sommairement les règles élémentaires de la eoniirue^ tion des formules algébriques , rendues préalablement homogènes, suivant le mode précédent.
La construction d'une formule consiste à remplacer les opéra^ tions numériques qu'elle prescrit i poar l'évaluation de l'inconnue correspondante , par un système équivalent d'opérations graphiques, qui, en assemblant convenablement les lignes proportionnelles aux nombres donnés, fasse sortir de cette figure une ligne proportionnelle au nombre cherché. Il importe, dès ce moment, d'éviter de confondre cette construction des formules avec la construction di;s équations, qui constitue une question beaucoup plus difficile et plus importante, laquelle serait actuellement prématurée, et se trouvera soigneusement traitée à la fin de notre étude. Dans la construction des équations, il s'agirait , en elTet, de substituer des équivalents graphiques, non- seulement aux évaluations numériques, mais aussi et surtout aux transformations algébriques, souvent impossibl( s, qu'exigerait la résolution analytique des équations correspondantes : tandis que nous regardons ici toutes les
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équations possiMe§ oomme résolaes, et ne laissant pins a aecoBi^îr qu'âne simple détermination arithmétique, que naos Yonlons remplacer par une détermination géométrique. Une teHe sabstitntioB , quand elle n'exige pas des figures trop com pUquées , doit être, sans doute , trés-ooDTenable , en géométrie «Mdytiqne, pour y faciliter et y perfectionner l'interprétation finale dés résultats algébriques. Mais , envers les formules un peu composées , elle exigerait un tel assemblage de lignes que la solution s'en trouverait plutôt obscurcie qu'éclaircie : aussi se dispenÉe-ton souvait d'exécuter ces constructions , mém^ quand elles seraient strictement possibles , et se borne-t-on à concevoir, en général , la ligne cherchée d'après Tévaluatlon numérique , accomplie ou même seulement projetée , de la formule correspondante. Néanmoins , il est indispensable de connaître les règles , d'ailleurs très-simples , de cette opération élémentaire, sauf à en diriger toujours l'usage d'après une judicieuse appréciation des convenances de chaque cas.
15. Si, dans ces figures artificielles, on pouvait admettre iQdiffin*emment toutes les lignes , il ne saurait exister aucune formule qui ne fût évidemment susceptible d'une construction quelconque, soit avec les lignes déjà usitées, soit à l'aide de ligues nouvelles, expressément imaginées à cette seule fin, comme les anciens l'ont souvent fait. Mais, suivant un antique usage, qui mérite d'être soigneusement respecté, on ne juge, d'ordinaire , pleinement satisfaisantes que les constructions où entrent seulement des lignes droites et des cercles; aucune autre courbe n'étant, en efiet, assez facile à décrire pour y devenir vraiment usuelle , excepté en quelques occasions spéciales ^ dont la plupart appartiennent même davantage à la construetion des équations qu'à celle des formules proprement dilesi suivant nos esplications ultérieures. Or, ainsi conçue, la constmctidn des formules est nécessairement restreinte , par
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cette obligation géomélriqae, à des cas peu variés , tous relatifs aux fonctions purement algébriques, qui oiéaiey quand elles sont irrationnelles, ne doivent pas contenir de radicaux antres que ceux du second degré ou leurs dérivés. Le point de vue général où nous place la géométrie analytique explique aussitôt une telle nécessité, dont les anciens avaient péniblemeat senti le poids naturel , sans pouvoir en comprendre la source rationnelle. Elle résulte , en effet, de ce que, par la nature des équations propres à la ligne droite et au cerde , commie on le verra ci-après , la combinaison de ces deux sortes de lignes ne peut jamais correspondre à d'autres fonctions que celles-là.
Conformément à une telle condition générale , examinons maintenant les modes élémentaires de construction propres aux divers cas algébriques de cette dernière espèce, et d'abord en ce qui concerne les formules rationnelles.
Quand elles sont entières, et, par conséquent, du i»-emier
degré, leurs termes étant de la forme 2a, 5a, - a, na^ ^ a, etc.,
peuvent être aisément construits, soit immédiatement, soit par répétition , soit d'après le théorème des lignes proportionnelles : ensuite leur addition et leur soustraction se transformeront facilement en juxtaposition et superposition des longueurs correspondantes.
S'il s'agit de formules fractionnaires , et que le numérateur comme le dénominateur en soient d'abord monômes, la construction élémentaire d'une quatrième proportionnelle suffira
/f/i spontanément pour le cas le plus simple, œ= — , où l'as-
semblage convenable des lignes c, a, fr, suivant la règle connue, déterminera aussitôt la ligne x {fig 5). Or ^ toute autre fraction de ce genre est réductible à celle-là, à Taide de quantités auxiliaires , susceptibles chacune d'une semblable con-
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4 4. r» • ^^ ab ^^ ed
straction. Car si a? = —7-, on pourra poser ^r = — X 7- ;
W ^ fg
éès lors , une quatrième propcMrtionnelle permettanl de substi-
4ib
tuer au premier facteur — une ligne auxiliaire e\ la formule
(fcd deyieudra x = -z-, avec diminution d'une unité dans le
fg
nombre des facteurs, de part et d'autre. Dès lors, la répétition convenable de cette rédaction produira un nouvel abaissement de degré, et ainsi de suite, jusqu'à ce que le dénominatcor soit ramené au premier degré, comme dans le cas élémentaire , sans jamais exiger d'autres constructions que celles de quatrièmes proportionnelles, en nombre total égal au degré primitif du dénominateur.
Quand le numérateur et le dénominateur sont polynômes, il faut les rendre monômes à l'aide de certaines lignes auxiliaires, destinées à donner à toutes les parties du numérateur les mômes facteurs qu'à l'une d'entre elles, sauf un seul convenablement dioisi, et pareillement envers le dénominateur; d'après quoi, leur composition géométrique ne dépendra finalement que de juxtapositions ou superpositions. Soit, par exemple,
abcd+fghik — Imnpq {u= — zJJl —-O; on posera
rstu — noch
îghXk = abcdé, Imnpq = aftcdfc", niu = ahcd\ noch = oftcd",
chacune des lignes anxiliauures e', é'j d\ d\ étant évidemment déterminable par une suite de quatrièmes proportionnelles : dès
lors , écartant les facteurs conununs, on aura a:= — IFZIJ' — '
dont la constraction ne présente {dus aucune di£Bculté. Le nombre tptad des quatrième proportionnelles dépendra tout à la fois du nombre des ternies et du degré de cbaque polynôme, de
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manière à devenir très-considérable dans les cas un peu compliqués.
Passant maintenant aux formides îrratioaneUes du seoood
degré, on doit regarder la formule a? = Vab comme seule susceptible de construction immédiate, d'après la figure élémentaire destinée à tracer une moyenne proportionnelle; on remplacera ainsti la multiplication et l'extraction indiquées par des équivalents graphiques , d'où résultera {fig. 6) la ligne x. Or, tous les autres cas de ce genre , quelque compliqués qu'ils puissent être , sont nécessairement réductibles à celui-ci , à l'aide des deux sortes de transformations qui viennent d'être expliquées , soit quant à rabaissement du degré dans les fractions , soit pour la composition des polynômes. Joutes les formules irl*ationne11es du second degré pourraient ainsi être construites finalement d'après des quatrièmes proportionnelles relatives à la fonction placée sous chaque radical , en les faisant suivre d'une moyenne proportionnelle relative au radical lui-même. L'emploi du théorème de Pythagore serait donc, à la rigueur , constamment évitable. Cependant son judicieux usage conduira quelquefois, pour la composition des polynômes, à des constructions plus simples.
Afin de condenser sur un seul exemple l'application des diverses règles ainsi relatives à la construction élémentaire des
formules algébriques , soit à construire a: = \/ zi.
On commencera par rétablir l'homogénéité, d'où
•^ — 1/ T- — > * désignant l'upité. (Construisant ensuite
les deux radicaux partiels \/W , \/ài par autant de moyennes proportionnelles h^ihy et remarquant qu'ici les termes du numérateur ont déjà naturellement deux facteurs coounuAs,
PABMiluaB p^ns, eBAnvftB djbuxiéme. VI
OD aura a: = y/ i X - — -, , Dès lors, après avoir formé a+ft
par JQxtapositioD et e— i par rapeppositîoD, pois tracé ose qna* trième ppoportionnelle m à e^k , i, et o+A , a? résultera finalement d'one moyenne (M'oportionnelle entre t et m.
J'engage les commençants à s'exercer spontanément sur d'antres exemples, sans toutefois y perdre trop de temps.
CHAPITRE IL
Prineipaax exemples préliminaires de U formation des équations de diverses lignes d'après lear génération, et première ébauche de la discussion géométrique de ces équations.
16. la conception &m4amentale de la géométrie analytique , quoique directement établie dans le chapitre {décèdent , ne se>» rait pas suffisamment comprise , si , après cette indispensable expositiim générale , nous ne consacrions pas soigneusement le diapitre actuel i rendre spécialemratfamilitoe cette intime hw^ nonie mutuelle entre les lignes et les*éqaations, par une eon-» feoaUe gradation d'exemples caractéristiques. Ils seront d'ailkors choisis de manière a faire déjà connaître au lecteur les principales courbes auxquelles nous devrons ensuite appliquer kl théories essentielles de la géométrie analytique.
Ayant tout, il importe d'établir une formule élémentaire extrêmement usuelle pour détermmer la distance de deux points d'après leurs coordonnées , d'abord et surtout rectilignes , puis même aussi polaires. Une telle considération doit naturellemeid; être si fréquente dans la plupart des opérations de géométrie analytique , que , en la formulant ici isolément , on évitera «nsnite de aomlnreuses et fostidieuses répétitions incidentes.
Eiieaordewiées reeliUgqes, il suffira de mener , par le peint
]e plos bas M' {fig. 7) , une parallèle à Vsme de» x josqu'à ht rencontre N de Tordonnée du point le plus élevé M", pour concevoir aussitôt la distance cherchée d comme le troisième côté d'un triangle M' NM", dont les denx autres M' N , M'N, sont respectivement égaux aux différences, y" — y', a?" — ^', des coordonnées correspondantes, et forment un angle N sii|i{démentaire de celui des axes. Dès lors, si les axes sont rectangu* laires, ce qui est le seul cas vraiment usuel , le théorème de Pythagore fournira aussitôt cette formule : la distance de deux points équivatU à la racine quarrée de la somme des qtiarrés des différences de leurs coordwinées respectives, ou, en style algébrique,
Quand les axes sont obliques , il faut évidemment , d'après la règle trigonométrique convenaUe , ajouter sous le radical le double produit des deux différences par le cosinus de Tangle des axes, ou 2 (y"— j' ix" — x') cos 0.
Au sujet de cette formule indispensable , le lecteur devra soigneusement vérifier , mais seulement pour les axes rectangulaires , comment la loi du signe permet de condenser en une expression unique les quatre cas qui résulteraient naturellement, comme l'indique la figure, des trois autres dispositions que pourraient offrir les deux points. Puisque cette grande loi générale ne repose vraiment jusqu'ici que sur de simples vérifications spéciales , il importe de ne point les négliger dans tous les cas caractéristiques et très-usuels , quoiqu'il ne convienne pas cependant de les trop multiplier, ce qui finirait par altérer notablement Futilité réelle d'une telle règle. . En coordonnées polaires, on voit aussitôt (fig. 8) que la distance cherchée constitue le troisième côté d'un triangle, où les deux autres côtés sont naturellement les deux rayona veo* teurs u", u\ et comprennent un angle égal à la différence des
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ooordomiéQS asgiilaifes f", f' : d'<m féMdte immëdiatemeiil la fbnmile
où le sens de la sonstractibn angulaire est éyidemment indifférent, d'après la natnre des cosinus, tont comme ponr les soostraclions linéaires propres à la formulé rectiligne, quoiqne par nn autre motif analytique.
Cette double formule préliminaire étant maintenant établie, procédons d'abord k la |dns simple formation des équations , sdt rectilignes , soit polaires , qui conviennent aux deux seules I^nes déjà étudiées en géométrie élémentaire, et dont la discussiiMi devra , en conséquence , nous arrêter peu.
17. 1* ExmpLB. Équaiions de la Kgne droite. Les coordonnées rectflignes doivent être , par leur nature , éminemment favorables à la recb^che de réqaation générale de la ligne droite. Il suffit dhors d'envisager cette ligne comme le lieu des points dont les distances à deux axes fixes sont en raison constante , soit que ces distances se mesurent perpendiculaire* flwnt ou sous toute autre inclinaison commune. Une telle propriété donne aussitôt l'èquatimi rectiligne de toute droite passant à l'origine. Quand elle n'y passe pas, comme Diy (fig. 9), ipi coupe l'axe desy en B, à la distance b de l'origine, il est aisé de ramener ce cas général au précédent, en comptant les ordonnées à partir de l'horizontale BK , ce qui revient à les lostes de ft. Alors, pour un point quelconque M de
la droite, le rapp<Krt^^^ est constant. En le nonunant a, et
résolvant l'équation par rapport à y, l'équation générale de la ligne droite sera
qui coïncide évidemment avec Téquation complète du premier degré à deux variables. La cmstante a^ égale au rapport de
MQ à BQ, d^iieiidttt 4e la direetion de ta dioMe, dTafirte
Fangle a qu'elle forme avec Taxe des x. Elle sera, saittt&t le
principe foadaaieetal de la réflohrtioii des triangles , égale à la
tangente trigQQQioétvîiiae de cet ao^ , dans le cas le ploa
uaael, où les axes sont rectangdUires. Mais, s'ils sont
oUk|ttes y le aaéoie principe mdi^piera a coaune exprimant «
en général, le rapport des sinus des deox angles fonnés par la
sin 0( ' droite avec les denx axes des ar et des y, on -, — .
8in(ft— «)
Le lecteur devra se rendre extrémemenl fiumlière » par im exercice fréquent et varié, la signification géométrique dia toutes les #ireonslances algébfiqiies propres i oette éQuatioa fondamentale 9 qui représentera socoessivenieiit toutes les droites du plan, en y attribuant aux constantes arbitiaifftis a et 6 les valeurs conv^aïaUes. D'abord , h aonibray nmlie^ ment accidentel, de ces constantes correspond géométrique^ ment an nombre de points par où doit passer «ne droite que son cours entier soit déterminé. Ensuite» la loi de V généité indiqaerait seule , iodépendimBient de la figmre ^ qae la constante b doit être linéaire et a angulaire O*
Réciproquement, si l'on examine, en cooréonnéas red»-' lignes , abalractîûD Mte des notions précédmleB , le Men
(*> Si a était tuvisagé oonmc UnéoÉP»! «a taai qi^^tme tasgrole togimoiBé* trique Test en effet , Téquatiou ne serait plus homogène ; mais cela proviendrait éviaaaiaieBt cTaTOir pris pour uaité le rayoa trigonomiitrfQiis. Il faudrait alors rétablir l'homogénéité , en écrivant , suivant la règle «
On doit donc préférer habituellement de eoncevoir a comme une simple fonction abstraite deranglea;.c*est pourquoi je lui ai, depuis longtemps , appliqué ht dénomination caractérlsUque de eoe/IMêni angulaire , qal com« meiKe malnteaaol 4 Uaveak spaataoémout d'un usas^ universel.
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géomiétrifto do rdfuidiaii générale dâ premier degré à deux Tariables , on eo fera aisément surgir la ligne droite. En y dégageant y, sous la forme y ^ Oâ? «j- b, cette éqnation indique d'abord , par sa composition , une ligne illimitée à Aroite et à gatiehe , eontinne , et d'nne seule branche ; puisque tuntd valeur, positive ou négative , de la variable indépeiH dânte x fournit constamment une valeur réelle, finie, et unique, pour la variable dépendante y. Mais ces caractères, évidemment trc^ vagues , ne sauraient constater soflSsamment la nature rectiligne C) àa lieu. On dissipe rationnellement toute incertttude à cet égard en concevant Téquation sous la
forme ^ = a, qui indique les ordonnées, préalablement
diminuées de b, par le transport de Taxe OX en BK, comme proportionnelles aux absciasea : ce qui caractérise aussitôt la ligne droite. La constante b étant la valeur de y pour â? == 0 , représente donc nécessairement la distance de l'origine au point ou la droite rencontre l'axe vertical. Quant à la constante a , éfideumaent angulaire, elle détermine aussitôt l'aigle du lieu avec l'axe hoi^izontal , suivant la loi tang a = a , si les axes sont rectangulaires: en les supposant obliques, on aurait
— :-— -. = a , d'où , en dégageant trigonométriquement
sin (ô — a)
Tangle « d'après la formule qui développe sin (d — a) , il est
Mb*.
(*) Quand a et 6 sont spécifiés en nombres, cette appréciation finale ressortirait matériellement de la construction correcte d'un grand nombre de soiu* tîQQs parlkuliërefl exactement évaluées : les commençants ne doivent pas dédai* gner , soit pour la ligne droite y soit pour le cercle , ou même pour quelques , autres cas bien choisis, Tusage provisoire de ces vérifications grossières , qui , iDfelgré leur évidente insuffisance mathématique , ont Theureux privilège de mieux fiimiliariser d'abord avec le sentiment élémentaire de rharmoaie fonda-* mentale entre les lignes et les équations , ainsi réduit à une simple intuition piiysique, constituant le plus haut degré possible de clarté«
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aisé de déduire la loi , pliu générale, mais plos eomplkpiée,
âsinO
qai comprend la précédente , lorsqu'on y fait 0 = W*.
Si maintenant on demande l'équation générale de la ligne droite en coordonnées polaires, il est facile de sentir que la nature de ce second système est presque aussi faY(Nrable à une telle recherche que celle du premier. Car, on aurait aussitôt Téquation évidente 7 = « , pour une droite qui passerait aa pôle. Or, quand elle en passe à une distance d sur Faxe Of (fig. 10), le caractère géométrique est toujours le môme , c'està-dire que la corde tirée d'un point quelconque M du lieu au point donné D , où ce lieu coupe Taxe , forme ici avec cet axe un angle constant a, tandis qu'elle aurait, en toute autre ligne, une inclinaison variable. Seulement cette définition se formule alors plus péniblement que dans le premier cas. Mais on l'exprime aisément d'après le principe de la résolution des triangles, qui traduit immédiatement cette propriété par Féquation
polaire
^sina
tt =
sin («p — a) '
Elle contient, comme Féquation rectiligne, deux constantes arbitraires , à raison du nombre de points qu'exige la détermination de la ligne ; on sent que cette circonstance analytique se reproduirait nécessairement en tout autre système de coordonnées. Ces deux constantes sont encore ici, l'une linéaire, Fautre angulaire ; parce que Fidée générale d'une ligne droite comprend , par sa nature , à la fois une idée de distance et une idée de direction. Quelquefois, à la constante linéaire d , on substitue la plus courte distance i? de la droite au pôle; ce qui donne à Féquation la forme , un peu plus simple ,
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sin(?— a)
Oatre Tinfériorité générale du système polaire sous Taspect géométrique, on voit qae réqnation de la ligne droite y est analytiquement beaucoup moins convenable, comme étant transcendante envers Tune des variables, quoique algébrique à regard de l'autre. Aussi cette équation est-elle très-peu usitée.
18. 2* KXBMPLB. Équations du cercle. La déOnition élémentaire dn cercle, comme lien des points éqnidistants d'un point fixe, fournit aussitôt son équation, soit rectiligne, soit polaire , d'après notre formule préliminaire pour la distance de d«ix points quelconques. On a ainsi, en coordonnées rectilignes , et avec des axes rectangulaires , l'équation générale
ou, en développant, ordonnant et transposant,
a et 6 désignant l'abscisse et l'ordonnée du centre, r le rayon. Le nombre de ces constantes , pareillement linéaires , conformànenl à la loi d'homogénéité , se trouve encore ici spontanément conforme au nombre de points qu'exige la détwmination d'un cercle.
Sous chacune de ces formes, et surtout sous la seconde, cette équation constitue un type extrêmement usuel pour reconnaître le cercle , dans un tel système de coordonnées , quelle que puisse être sa source géométrique , conformément à l'esprit fondamental de la géométrie analytique. On reconnaît ainsi , en sens inverse , que , afin qu'une équation représente un cercle , il ne suffit pas qu'elle soit du second degré. Il faut , en outre , ces deux ccûiditions , indispensables et suffisantes :
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l*" qae le terme où les deax variables sont mêlées y manque; Si" que les deux autres termes du second degré y aient le même coefficient. Moyennant cette double obligation, T^quittioii, qoî ne contiendra plus que trois coefficients arbitraires, deyiendra toujours exactement assimilable an type précédent ; et le développement de cette comparaison déterminera les éléments algébriques du cercle correspondant.
Quand les axes sont obliques , la fonnule desdistances fournit aussitôt réquation plus compliquée
ou
^"+Jr'+2cos0.a2r— 2(ft+tfcos0)j/-— 2(^ï+6cosÔ)j:-f
+ (b^+a*-^ 2ab cos 0— r') = 0.
La première des deux conditions ci-dessus formulées ponr qu'une équation du second degré soit circulaire , est alors seule modifiée , sans toutefois changer de nature. Elle consiste toujours en ce que le terme en xy doit avoir un coefficient déterminé : seulement sa valeur fixe , au lieu d'être 0 , correspond maintenant , en général, au double du cosinus de l'angle des axes, quand on a préalablement ramené à l'unité le coefficient commun des deux termes en y et a:\ Suivant cette relation , pri^e en sens inverse, une équation du second degré» où les deux carrés auraient des coefficients égaux , pourrait représenter un cercle , quoique les variables n'y fussent pas séparées. Mais cela n- arriverait que pour des axes dont rinclinaison aurait un cosinus égal à la moitié du coefficient du terme où les variables sont mêlées. Sous toute autre obliquité, le lieu géométrique serait une autre courbe fermée, ultérieurement appréciée , qpî naturellement devrait ainsi comprendre le cercle comme GS^ particulier.
En revenant aux axes rectangulaires, seuls vraiment usuals» il convient de remarquer deux formes spéciales qii*y prend Té-
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fDatfon rtcUHgm da corde* QMiid le oantre tit sar Taiedes a^^ i éteftt nul, Téipiation devieiit
Si on SDppose, en oatre, qae le cercle passe à l'origine, on aora a=r, et le terme constant disparaîtra; comme cela doit avoir liea, en pareil cas» pour qne courbe quelconque, afin qne ion équation puisse être satisfaite par les coordonnées do Torigine jc =^0, y:s^O^ dont la substitution n'y laisse subsister qne le terme indépendant des deux variables. £n ayant égard à œtte nouvelle simplification, l'équation prend finalement la forme repiaïquable
dont l'inter prétation géométrique se vérifie directement , puisque Tordonoée MPifig. il) devient ainsi une moyenne propor* tionnelle ' entre Tabscisse OP et le reste AP du diamètre ir^ loivant une propriété bien connue du cercle*
Bans le cas ou le oentre serait k Torigine . a et ^ s'annule» raient A la fois , et Véquation set ait alors
conformément à l'indication immédiate de la figure. Celte dernière forme est, à tous égards, la plus convenable ordinairement , lorsqu'on a le libre cboix des axes.
Quant à l'équation polaire du cercle , elle est évidenunent ^ d'après la formale des distances ,
en nommant a et « les coordonnées , linéaire et angolaire , du centre. Le seul cas particuli^ qu'il importe d'y signaler est cdai où le cercle passe au pOle ; alors a == r, et le terme indépendant de u disparaît, ce qui doit, à priori, arriver, en pareil çasià toute açtre équation polaire , afin qae ¥=0 y satisfasset
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qael que soil ?. Oa peal alors abaisser toajoars d'iine unité le degré en u de cette équation , par la sappresston da faclear conunun superflu. A l'égard du cercle, si Ton fait, en outre , passar l'axe an centre , Féquation derient finalement
u=2rcos7
forme très-simple , dont la vérification géométrique peut aisément'se faire directement, en considérant que, d'après un théorème connu, le triangle OMA {fig. 12) est ainsi constamment rectangle.
19.3* EXBMPLB. ÉquatMm du lieu éTun point dont la somme au la différence des distances à deux points fixes demeure constante. Quoique cette définition comprenne deux cas distincts , leur grande analogie analytique doit ici les faire traiter simultanément, sauf la juste appréciation de leurs différences nécessaires» soit géométriques , soit algébriques.
Discutons d'abord sommairement , autant qu'il convient à la nature du système, l'équation spontanée ti±l = fn, entre les coordonnées primitives du point décrivant M par rapport aux deux pôles F et F(/ii/. 13). Il faut, avant tout , considérer que, dans un tel système, chaque solution de l'équation fournit nécessaj|9ement deux points M et M', symétriquement placés relativement à l'axe FF', d'après la double intersection des deux cercles correspondants. Ainsi, toute équation relative à ce système indiquera naturellement un lieu symétrique par rapport à cet axe. En outre, l'équation actuelle ne changeant point après l'échange mutuel des deux coordonnées , il est aisé d'en conclure que la courbe sera pareillement symétrique O) autour de la perpendiculaire Gti' menée au milieu de FF.
{*) n peut être utile, pour abréger le discours, d'avertir, dès ce moment, qu# cette symétrie d'une courbe autour d'une droite, s'exprime souvent en
PBEMIÈRE PAUTIB , GHAPIIHB DEUXIÈIIB. ST
Toute discossion relative à ce système doit être soigneusement sabordoDDée à une restriction élémentaire qui lui est (ffopre, et dont ni le système rectiligne, ni le système polaire ne sauraient nullement ofirir l'équivalent. Elle consiste évidemment en ce que toutesles solutions réelles de l'équation n'y sauraient être géométriquement représentées, puisque les deux eerdes ne se couperaient pas si leurs rayons étaient ou trop petits ou trop différents, comparativement à l'intervalle fixe de leurs centres : en le nommant d, la figure ne pourra admettre que les solutions conformes aux deux^ inégalités u -{- ^ >- ^^i u— «Cd, ce qui constituerait d'ailleurs une grave imperfection spéciale de ce système , si sa nature ne le rendait déjà radicalement impropre à une heureuse peinture des équations. L'appréciation effective de cette double restriction permanente détermine, en chaque cas , les limites finales entre lesquelles doivent être comprises les valeurs admissibles des deux coordonnées.
Après ces notions générales, que j'appliquerai désormais sans les reproduire , examinons d'abord l'équation U'{-t=m. Ici, la condition i«-f/> d, sera spontanément satisfaite, à moins que m n'eût été pris inférieur à d, ce qui constituerait une définition contradictoire. On doit donc seulementconsidérer la restriction m— l<(î , qui, en y rapportant u k t, assigne
--(1»— d) pour limite inférieure de r , et , par suite , -^ (m -f d)
pour limite supérieure de u. En vertu de la symétrie algébrique, chacune de ces limites convient aussi à l'autre coordonnée. Comtne, entre ces limites, toutes les solutions seront évidemment admissibles > la courbe sera certainement fermée et continue. Les points N et N', où elle coupera l'axe GG', et dont
nommant la droite €UM géométrique^ ou ax9 de figure^ ou même simplement axe de la courbe.
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les coordonnées seront Imites deux égales à - m, setrottTeroni
nécessairement les plas éloignés de Taxe FF'. Qaant aax points A et A', où elle rencontrera ce dernier axe , ils seront , l'un le plus près , Fautre le plus loin , de chacun des pôles F et F'. En lui attribuant , suivant une règle logique (*) qu'il importe de se rendre déjà familière , la figure la plus simple qui puisse satisfaire à Tensemble des renseignements obtenus , on aura la courbe ANA'N', sauf confirmation ou infirmation ultérieure . elle porte habituellement le nom d'ellipse.
Quanta l'équation U'-t = m^ dont le lieu se nomme hyperbole , la condition u — l<d s'y trouvera , au contraire , spontanément satisfaite, à moins de contradiction entre les données. C'est donc de la restriction u-\-t>d que proviendront ici les limites de w et de ^ , lesquelles , par conséquent , seront seu-
leraent inférieures. Leurs valeurs ^{rf— w), - (rf+w»), délep-
mineront les points A , A, où la courbe rencontrera l'axe FF, et qui seront alors placés entre les deux pôles F, F (/î^. 14 ). Au-dessus de ces limites, les deux variables pouvant croître indéfiniment et à la fois, la courbe sera nécessairement illimitée.
(*; Cette maxime, directement conforme au véritable çsprit philosophique , est fort importante pour la discussion géométrique des équations , o(i fl convient de former , aussitôt que les documents analytiques le permettent , une * première hypothèse sur la figure générale du lieu con*espondant , afin d'accélérer 9a détermination rigoureuse , eo dirigeant plus nettement les comparaisons ultérieures ; pourvu toutefois que l'on se tienne toujours dis|posé à modifier cette supposition initiale autant que le progrès de la discussion pourra Fexiger, Jusqu'à ce quMl ne reste plui aucune incortitade réelle aur la figure finale. Lors même que celle-ci devra être beaucoup plus compliquée que celle supposée d'abord , la simplicité de l'hypothèse provisoire n'en sera pas moins propre à mieux conduire l'ensemble de la discussion ; tant que les motifs de complication n'auront pas été suffisamment dévoilés, il serait peu Judicieux d'introduire uoe autre figure, dOt-elIç être accldeutellemeot plus rapprocb^e de la véritable.
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enUmseBt, àdroitede A et i gauche de A!. Maiselie nepoorra lias couper son second axe GGS u ne pouvant jamais deyenir égala i i eif afin que cea variables puissent conserver entre elles la différence oHistante m , il est clair aussi que le lieu ne rencontrera pas non plus les parallèles à cet axe qui s'en écarteraient trop peu, jusqu'à une distance qu'il serait superflu de fixer ici , et que l'équation rectiligne indiquera spontanément. En même temps qu'indéfinie , cette courbe sera donc discontinue , de manière à contraster totalement avec la forme proprg au premier cas.
Pour procéder maintenant à la formation de l'équation rectiligne , il snfBt évidemment d'employer nptre formule préliminaire des distances, qui remplacera aussitôt les coordonnées primitives par les coordonnées définitives, à quelques axes qu'on veuille rapporter l'une ou l'autre courbe. C'est ici le lieu de remarquer que l'ébauche de discussion qui vient de résulter de l'équation naturelle indique d'avance les axes les plus propres à simplifier l'équation cbercbée, d'après l'influence analytique de la double symétrie du lieu autour dea droites FF' et GG'. , Si, en effet, on les prend pour axes, cette propriété géométrique obligera l'équation h supporter sans altération le changement de signe de y quant à la première , ou de j? quant à la seconde : ce qui exige évidemment l'absence des puissances impaires de la variable correspondante \ tandis que , envers des axes dirigés au hasard , les exposants impairs se seraient mêlés aux pairs. On a donc déjà la certitude d'obtenir, avec de tels axes, une importante simplification de l'équation demandée. C'est , autant que possible , en vue d'une semblable réduction peru^nente que les axes doivent être , en général , choisis , et non d'aprè§ tes motifs secoudaires relatifs à l'abréviation passagère des calculs qu'exige la formation de l'éqnation -, ou , du moins , ces derniers ne doivent être pris , à cet égard , en con-
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sidératioa décisive que sealemmit à défaut des mtres, <pi » en effet , ne sont pas tonjoars suffisamment sensibles.
En exécutant, envers ces axes FF' et GG' {fig. 13 et 14) , diaprés la formule des distances , le passage des coordonnées primitives aux coordonnées déGnitives, on obtient Téquation rectiiigoe
qui, par la suppression des radicaux, suivant le mode ordinaire , sans aucun vain artifice algâ>riquè , devient enfin
Les deux courbes y paraissent confondues , puisque la dispa* rition des radicaux semble avoir ôté toute trace de la distinction des deux cas. Mais , au fond , malgré leur inévitable analogie analytique, la diflërence des deux définitions est tout aussi marquée dans cette équation rectiligne que dans l'équation naturelle. Car nous avons déjà reconnu que, pour Féllipse, m " surpasse nécessairement d, tandis que l'inverse a lieu pour l'byperbole. Ainsi , le coefficient de x'^ passe du positif au négatif, en substituant la seconde définition à la première. Il est aisé de reconnaître qu'un tel changement , parfaitement semblable à celui qu'éprouve alors l'équation naturelle, représente fidèlement le contraste géométrique des deux courbes.
En eflet, s'il s'agit de l'ellipse , on aura ainsi
Or, le facteur constant sous le radical étant positif ,j^ ne sera
réel qu'autant que le facteur variable conservera ce même si-
gne , ce qui exige que x ne surpasse pas ~ m , à droite on à
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gàaciie; ensorteqaelaooorbe^ithorizoïilaleiiieiitooi^^ tre ce et DIX (fig. 13). Gomme y varie d'ailleurs ea sens inrenede jT, ileit dairque les points M , N' où la ooorbe coa* pera l'axe des j^ sermt les plos ékûgnés de l'axe des a;, à la
hantenr ^K m*— ^jP. L'ellipse sera donc renfermée dans le rectangle GDiyC, et da reste continue entre ces limites , puisque les râleurs de^ et de x pourront diminuer autant qu'on voudra. Dans le cas de l'hyperbole, il conviendra d'écrire
afin que le facteur constant soit positif, ce qui, obligeant
l'autre à l'être aussi , assignera à a? la limite inférieure --^m,
sans aucune limite supérieure : y o-oitra dés lors avec x. Ainsi , h courbe , disccmtinue ratre les verticales CD, CD' {/î^. 14 ) , so'a d'ailleurs indéBnie au delà de chacune d'elles , dans le sens des deux axes à la fois.
On voit comment l'équation rectiligne confirme et p^ec* tienne les indications déjà fournies par l'équation naturelle sur la figure générale de ces deux courbes. Mais elle est surtout propre à compléter une telle détermination , en dissipant l'in* certitude qui nous reste encore au sujet du sens effectif de la courbure. Rien jusqu'ici ne décide, en effet , si les quatre parties égales dont l'ellipse est composée sont , suivant notre hypothèse, concaves vers l'axe dés ar, ou convexes, ou même tortueuses. Les documents déjà recueillis pourraient convenir également à ces diverses figures , et pareillement pour Thy* perbole. A la vérité, une considération préjudicielle tirée du degré de l'équation rectiligne trancherait spécialement cette difficnlté , en indiquant que le lieu actuel ne saurait être coupé
Il «toHÉniR nâii&
en plti9 de den poitito par aocane droite t car, l'évnlkNidete ligne droite étant toujonra du (minier degré, sa combinaison avec cdle d'une coorbe quelconque fournira néeetfaireaienl ^ en général, pour le§ absdsiee det poinU communs , une équation de même degré que celle-ci ; ce qui indiquera une limite supérieure, mais souvent trop grande, comme on le reconnaîtra bientôt, du nombre dlntersections. Une telle notk>a dissiperait ici toute incertitude , en excluant évidemment toute autre figure que celle déjà siqiposée. Mais il serait peu oonforme à Fesprit éminemment général de la géométrie analytique , d'éluder ainsi la difficulté actuelle d'après une considération spéciale, qui deviendrait presque toujours insuflisante envers d'autres courbes , quoiqu'il convienne , au reste , de Tatiliser dans les cas qui le comportent. Nous devons donc , pour caractériser déjà la discussion géométrique des équations, écarter ce document accidentel , et décider la question proposée par une méthode plus ou moins applicable à une courbe quel** conque , malgré qu'eUe ne poisse guère être maintenant aussi simple que les moyens ultérieurement résultés d'une étude plus approfondie.
Afin de transformer ces considérations géométriques parement relatives à la forme en de simfdes considérations de grandeur, seules directement accessiUes aux œmparaisonft analytiques, il faut ici, comme i tout autre égard, faire iuter-* venir les considérations de position, toujours naturellement destinées à ménager de telles transitions. Il suffit de remarquer» en effet, que, si le quart d'ellipse AMN (/îgr. 13) est concave vers l'origine , il sera placé au-dessus de sa corde AN , tandis que, s'il doit être convexe, il se trouvara, au contraire, audessous ; et enfin, altermlivement d'un c6té et de l'autre, en cas de sinuosité. Or , cette distinction du dessus au dessous devient aisément réductible à de simples idées de grandeur , en compa-
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Rint, à «bsdsse égale , Tordoimée Mip ou j^ de la courbe avec Tordoonée KP oa z 4e la corde $ la questioa proposée reviendra fiDalemeot à discerner laquelle de ces deux variables surpasse raâlfe. Bu edMlant m d'ifria les deux IriangieB semblables APK et AON, OQ IrouTe
«fou
Il sidGit de décoiqposcr -^ —«a?' en {{nh^jc) (irtp^je)^ pour
constater aussitôt que y surpasse z dans toute l'étendue de la comparaison proposée. La courbe est donc certainement con- GODcave vers ses axes.
Envers lliyperbole , cette méthode a besoin d'une importante modification , qui en complique nécessairement Tusd^e , puisqu'une corde unique semble ne pouvoir plus suflire à l'appré- (Mon du quart de courbe , alors indéfini « Mais on surmonte kmjours cette nouvelle difficulté en attrftuant à la corde AH {ftg. 14) une extrémité indéterminée H , dont l'abscisse af doit H»ter arbitraire , ce qui ne fera que surcharger l'expression de Fordonnée auxiliaire SP ou Jir; U comparaison, d'aillenra restreinte à une abscisse ji moindre que x\ décidera la question tout aussi sûrement, quoique plus péniblement, que dans la prenûer cas , la corde AH ponvant ainsi, d'après l'indétcarminatiott de af^ représenter à la fois toutes les cordes possibles me* nées de A. La similitude des triangles AKP,AHQ assigne à z ta fermée
d'où
Or, » simpIiOaiit ce rapport autant qae ponriUe, od recon^naîtra facitement qae y surpasse z tant qae x reste moindre qoe afj tandis qae ce serait l'inverse pour x>x\ ce qui oonstitue une donble confirmation décisive da sens d'abord supposé a la Goorbare de Tbyperbole.
A regard d'ane courbe qaelconqae, fermée ou indéfinie , la méthode précédente pourra toujours , sous l'un ou l'autre de ses deux modes, dissiper irrévocablement une pareille incertitude. Mais > quoique le principe en soit , sans doute, pleine^ ment général, l'exécution en devient souvent imiH*aticable envers les équations un peu compliquées ; ce qui fera bientôt sentir le prix des procédés plus perfectionnés que nous trouverons ensuite. On ne doit pas mpins hautement apprécier déjà cette remarquable transformation d'une question de forme en une pure question de grandeur.
20. 4® EXEMPLE. ÉqtMtion du lieu d^un paifU toujourséquidis-' tant d'un point fixe et d'une droite fixe. Cette courbe, appdée parabole y compose, avec les deux précédentes , le genre de figures si célèbre, depuis les Grecs, sous le nom de eecOong coniques , et qui constituera , dans la dernière partie de noire étude , la principale spécialisation des théories générales de la géométrie plane.
L'équation naturelle, moitié polaire, moitié rectiligne, est ici u = ty entre les distances variables du point décrivant au p6Ie F et à l'axe BG (fig. 15). D'après la nature d'un tel système, où chaque point est déterminé par la rencontre d'un cerde ayant toujours son centre en F avec une droite MM' toujours parallèle à BG, toute équation y représentera nécessairement un lieu symétrique autour de la perpendiculaire DL menée de
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Fsnr BG. Eo outre, cette intersection n'étant pas constamment possible, ce système impose aussi, comme le précédent, des conditions restrictives , puisque le rayon variable de ce cercle doit surpasser la distance variable de son centre à cette droite. Afin de mieux apprécier Tinfluence actuelle de cette obligation générale , il faut d'abord remarquer que , d'après l'équation u=<, elle sera toujours satisfaite à droite du point F, et ne pourra jamais l'être à gaucbe de BC , ou môme du milieu A de FB, qui constituera donc la limite de notre courbe à gaucbe de F. Mais, à partir de ce point Â , la parabole s'étendra indéfiniment vers la droite, en s'éloignant également de F et de BC, sans aucune discontinuité , puisque la condition de rencontre sera dès lors spontanément remplie.
D'après cette discussion préliminaire, il convient, évidem* ment, en passant à Téquatton rectiligne , de prendre la droite DL pour l'un des axes rectangulaires , en vertu de la symétrie déjà appréciée analytiquement au numéro précédent. Quant au second axe » il n'existe pas de semblable motif , et les documents les plus immédiats ne semblent d'abord indiquer aucun point de DL comme une origine spécialement susceptible de simplifier l'équation dierchée. En faisant donc ce choix, d'ailleurs peu important , d'après des considérations de moindre pends , relatives à la seule formation de cette équation , nous prendrons la droite BC elle-même pour l'axe des j^. Le passage do système primitif au système définitif devient ainsi très-facile, puisque Tune des coordonnées naturelles t est conservée , avec un simple changement de nom , et que l'autre u s'exprime aussitôt en coordonnées rectilignes , suivant la formule des distances. On obtient ainsi l'équation rectiligne
où rf désigné Vint^rvalle FD du point fixe à la droite fixe. Il
est mé de constater que la discwioii générale de fettp àpar tioD , ou la Tariat^le x ne peut jamais être n^pUive nf inférieiire
à 'd^ mais sansètreassnjettie à auconeantreconditioDy confirme
ex^ictement lesindications géométriques de Téquatioa naturelle. En outre , son degré seul suffirait , conmie au numéro précédent, pour démontrer spécialement la concaTité constance de la courbe vers son axe AL. Mais on peut aussidécider aisément cette question d'après la méthode générale déjà appliquée k Tellipse et à l'hyperbole. Car, en considérant la corde indéterminée AM, dont l'extrémité M aurait une abscisse arbitraire x\ son ordonnée KP ou z, correspondante à une abscisse quelconque X moindre que af^ se calculera facilement h l'aide des triangles semblables A KP, AMH, d'où il résultera
Or, il s'ensuit évidemment , en simplifiant le rapport , qœ y surpassera % tant que x restera Inférieur à a/, et an oontniira en sens inverse : ee qui démontre pleinement la justesse da notre figure.
Au sujet de cette équatîM , (» peut remarquer, en l'écrirant sous la forme
y = ^{a:-ld^.
que le binôme or — ^dj deyiendrait monôme si on transportait
l'ongine en A. D'après un tel choix , l'équation devient finale-
pient
y=z2dx,
qui constitue nécessairement l'état le plus convenable de l'équation de la parabole. Ce motif de préférence eût été facile à |Nrévoir, en considérant qm, l'origine A étant sur la courbe , 1'^-
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mmtm J ^t perdre soq t^riR^ CQastwt , sniyant uoe r^mar^ 99e àéjk sign^léie i mais j'a| cra 4eToirf n^ur 1^ con^meogantaf écarter d'abord cefte réflexion , comme trop minatieuse ea égard à sa faible importance.
Qaokpie la loiniii générale 4e la parabolts doive iMd^ id fort analogue à eelle d^nne denii-liyperbole, je doia pourtant «Tertir ici qae Ton déconrwa bientét , entr§ Mi imx figurât, 4iB& ^USéanmsm d'aapisct trèa-appréciablea «n (ont traoi jodilâ6pi^,Biénie gracier.
^i,b^$jiwmhE. Éqwtit^n riif ii^i 4'^n pmfU igulmmi éelmré ptirdeux h$imére$ fkmnées^ donl h eUfr-fé HçrùH vimrfimmU m carré de la distance» Si a et 6 désignent les intensitéa connues des deux lamière$i , cette définition fournit aossitôt Téqua-
^ b tion naturelle -7 r= - , entre les distances varliaUes du point
ut '
décriyant M aniç deux foyers lumineux A et B (^^.16). Il en
fésnlte u=iitf, en nommant m le rapport constant V-.. Les
conditions restrictives propres à ce système (uoy. le n* 19) assi-
gn^ati Mes limites, supérieure et inférieure , et — r~
^ • *- ■ fn — f m-{-l
d'où féaaltant ccUes de u , et çntre lesquelles toutes les yaleurs sont évidemment admissibles. Ainsi , la courbe est fermée et continue , d'ailleurs symétrique autour de AB, par la nature da système.
En prenimt e^e dioite pour axe des ^ , d'après les motifs déjà ap^ièdés , et plaçant l'origine en A , sans prétendre que celte positiOQ soit la plus propre à amplifier l'équation rectiligne^ (m trouve aussitôt
(^a—b)y^'\-[a^b)x*—''2.adx-\-ad^ = 0.
À l'imsij^ctioQ d'une telle équation » on reconnaît imffiédiatoiQent le cercle, d'après le double caractère établi au n« |^.
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En adievant de la comparer au type correspondant , on voit que le centre est sur Taxe des x, comme la symétrie Texigeait,
à une distance a= — r;lerayonr=— rj/aè. On peut dès
lors constater aisément que la plus faible des deux lumières est toujours intérieure au cercle , et la plus forte toujours extérieure. Je crois deToir fiiire \d remarquer, en s^is inverse, que deux lamiëres quelconques pourraient élre constamment placées, Tune en dedans , Tautre au dehors , d'un cerde donné au hasard, de manière k réclahrer également ; car, dé ces formules, on déduirait, réciproquement, si r était connu, d'ab(Nrd
rf= r7= r, et par suite, a:=2r\/ 7 ; ce qui permettrait,
quel que fût r, de pos^ les deux lumières conf or mémmt à la condition proposée.
Dans le cas de az=^b , les valeurs de « et de r deviendraient infinies ; ce qui, au fond, indiquerait la disconvaumce spéciale du type adopté. Si, en effet, on remonte alors à l'équation du lieu, on y voit disparaître les terines du second degré, et la ligne change réellement de nature, suivant Téquation du premier degré — »2a<2a7'4'^^=^0, ou .r= \ d, qui indique la droite CD , éqaidistante des deux lumières , comme le cas l'exigeait.
Quoique cette question nous offre un premier exemple intéressant des resscHirces générales que fournissent nécessairement les équations pour reconnaître les courbes malgré la diversité de leurs définitions, il convient pourtant de remarquer id que l'étude spédale de la définition actuelle aurait aisément p^mis de discerner la vraie nature du lieu. Car, en marquant, sur l'axe AB, les deux points F et F où il doit ooupar la coorbe cherchée , et considérant qac la propriété donnée se réduit , en écartant toute circonstance physique , à la proportionnalité
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constante des distances varmUes MA et MB, on aurait les émx
MA:MB::FA:FB, MA:MB::FA:F'B,
qui, d'après un théorème conna, condaisent à envisager les deux droites MF , MF comme les bissectrices continues des deux angles supplémentaires AMB , NMB ; d'où il résulte que l'angle FMF est constamment droit, ce qui Tait aussitôt reconnaître le cercle > en indiquant d'ailleurs sa plus simple consfraction*
Lec^icle précédent convenant indistinctement à tous les plans menés par les deux p^nts lumineux , sans jamais changer de centre ni de rayon, il peut être utile de noter enfin que, si on demandait, en général, le lieu de tous les points de l'espace qni seraient également éclairés , on trouverait aussitôt une surfatce sphérique , ayant le même centre et le même rayon qae notre lieu plan. Dès lors, l'intersection de cette sphère par un plan quelconque, ou par toute autre surface donnée, déter'» minerait la courbe d'égale clarté sur la surface correspondante, de manière à' résoudre la question proposée dans toutes les vmétéfl qu'dk compile.
22. 6* ExurLE. Équ(Uiùn du lieu éPunpdfU imt le produit des iiskmees à dmoo pùinU fixes demeure constant. Dans le système naturel , identique à celui des n''' 19 et 21 , l'équation est ut:=m*. La nature du système indique, comme en tout autre cas , un fou symétrique autour de la droite qui joint les deux pôles A 6t B [fig, 17). En outre , l'équation ne changeant point par l'échange mutuel des variables , la courbe doit être pareillement symétrique airtonr de la perpendiculaire CD au milieu de AB. On conçoit aussi que les restrictions propres à ce système indi* quent ici un courbe fermée , en assujettissant chaque variable à deux limites déternînées, dont l'exacte appréciation ressortira
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toaiefoi^ beaiiccÂip plîis tiettëment éd Yè^ûAiWm m;tillghë. La forme la plus simple qui paisse correspondre à l'etiietiiMe ÛB ces premiers renseignements ofire une grossière ressemblance avec l'ellipse, au point d'avoir été même systématiquement prise pour elle dans îitie célèbre aberration astrotiomiti|tié.
En î)assant ati système reetili^ne , d'après les axe^ ÂB et GD, dont la àupérîoHtê analytique est déjà inotitèe , ott itonyé aisément^ par là formule des distâtices, l'équation
où d désigne la demi-distance des deux points fixes* Quoique
du qitatri^e degré , cette équation peut être facileinmt rélo*^ lue, et dcRine la formule
dont la discussion , plus compliquée qu'en aucun cas atatérieur^ ooBstitue lé seule difSculté et le principal intérêt d'un tel éxeiD'pie ! J'y ai d'alUeur écarté le second signe du radical partiel , comme ne pouTant jaBBais fournir d'ordonnées rédles.
Il est d'abord aisé de sentir que bu portion négati te de la fonction placée sous le radical général finira par l'emi^i'ter de i^Ius en piud sur l'autre, à partir d'oïke abscisse suffisamment grande, pour laqudle , le terme constant de cbacube d'elles deTenanl sensiblement négligeable tis^tis du terme variable, la pre^ nrière tend à varier proporttonndlement à a?' et la seconde à 3t seulement. La cDuibé est donc toujours lioruée dans le sens ho* ricontal, et par suite aussi dans le sens vertical, raccroiésement ûey étdtit subordcAâé & celui de œk Pour trOuVer la limite »->' pêrieure dé or, il fatit égaler les deux parties Opposées de la fotmule, ce qui déterminera ^ de chaque côté , l'intersection , K ou K' , de la courbe avec son axe hc»rlzon(al , d'ain-és l'équation
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Mrfs , ei^lté éqUàtiott étant do i}aitHèâi)e degré , èa résolution féifmli, bnti^ë le couple cherché or' = it V/^+rf* ^ t^ui ne préselité âttbune diffitolté et fae comporte aucune distinction, on sM^nd couplé Ar"=±i/rf*—- m*, Ju^b*alot*s éntiêretfaettt
îiii|)révu, et dont rappréciation indique aussitôt que la courbe ne saurait oflHr toujours la même forme suivant les diverses relations demkd. Car, si m surpasse îf, ce couple devra être rejeté comme imaginaire , et la fonction sous le radical général, ne ponratat ft'antittleir qu'une seule fois pour x positif, ror< donnée sera coiistamment t'édite dépti!^ :r =^ 0 , qui donne , en éM,y^±:\/m*^iP^ jiisqu'à la limite supérieure de ^, conformément à la figure 17. Mâis^ quand, au contraire, m eA inférieuir à d , cette fonction , s'annulant deux fois de chaque côté, ne peiit être positive que dans Tintervàlle entre ^ et ^', en mte que lé lieu, qui coupe alors qdatre fois son axe horizontal, et né f enconti'e plus son ate vertical , devient discontinn , et se compose ttéeessairement de deux ovales égales et séparées (/ff.l8),sansrienpréjugerd'ailleurssurleurformeprécfse.Entre m deux tés nettement trAtichés, ^ place naturellement rbypdttièse teéyéUnl^ M=id, qui ^ suivant uhe règle logiqUé uUiveraélla, ffiilM importante que méconnue , ne doit être conçue que d'âj^ tes détat ettrémes qu'elle doit lier, et Surtout ici d'april k fieedild ,m y supposant diminué gradtl^leihent Tetcés de d mt m ) rétartemeilt des deux ovales décroît simultanément, et, à la limite,. elles deviennent enfin contigu^ (/fgf. 19). Telles sont les trtis format distinctes qu^ comporte le lieu actUel : le ecntre O i% la eOurtie s'y trouve placé tantôt en dedans ^ tantôt en dehors , oH enfin sur sa circonf^enee.
Bras les dwx dani«rs cas , la considération du degré sniBmit à désHNiitrer spécialement que le sens de la conrbure est conforme à nos suppositions , sans lesquelles le lieu pourrait oAir pltts de itualré points en ligne droite. Mais ee motif de-
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viendrait insuffisant iKNir le iM'emier cas , où le degré ne seraitpas incompatible ayec une forme inverse da quart de courbe KL. Qaoiqne l'analogie analytique doive alors nata* rellement disposer à y étendre la disposition reconnue envers les deox autres , cette présomption légitime n'y saurait di^ien-* ser d'une rigoureuse appréciation. En y appliquant la méthode générale qui nous a jusqu'ici réussi facilement, on confirmera la figure supposée, mais avec des embarras algébriques tenant à la complication de l'équation actuelle ^ et très-propres i faire déjà sentir le besoin de moyens plus perfectionnés.
Afin quer l'image de ces trois courbes soit, dès ce moment» aussi nette que possible , je crois devoir indiquer id , à leur égard , par une utile anticipation, une propriété qui en éclair-* cira beaucoup la notion , quoique la démonstration en doive être renvoyée à la géométrie à trois dimensions. Elle consiste à envisagar ces courbes comme les diverses sections planes d'un tore, surface facile à concevoir, et fréquemment employée» d'après sa génération par un cercle tournant autour d'un axe extérieur. Si le plan coupant , contenant d'abord l'axe , s'en éloigne padrallèlement , il déterminera, en premier lien, la section tracée fig. 18 , jusqu'à ce qu'il vienne à toucher la parfle intérieure du tore, ce qui donnera la courbe fig. 19, après quoi la section , devenant continue, prendra la forme indiquée fig, 17. Ces trois courbes pourront donc être oonunodément qualifiées de sectiom toriques.
â3. 7"" EXEMPLE. Équation du lieu d'un point doni les distances à un point fixe et à une droite fixe soni toujours proportionnelles. Quand le rapport constant n est l'unité , cette défi* nition coïncide avec celle do n"* âO, en sotie que la parabcde doit ici constituer un cas particulier, sur lequel il serait super* fin d'insister.
L'équation spontanée u :=znt^ entre les distances varia*»
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bks MF et MQ (/{j^. âO)» indifiifini d'aixitfd , oomme an n» 90 , fu la nalore da système » un liea toujours symétrique autour de la perpendieulaire FD Kenée du point fixe F à la drdte tze BC. Pour atoir conTenablement égard aux oonditk»s resirictites, eonsidwons A*iboid les valeurs de i supérieures kd, ipH4»rrespondent à des parallèles tèUes que MM' à droite de F :atos leur distance au centre F des cardes de eoustruetkm étamti — d, la condition d'intersections — d < u, déjà in&tkicteKient satisfaite , quelque grand que soit /, si le rapport donné n est égal à Funité, le sara, à plus forte raison ,
pour n > 1. Mais, si » est inférieur à i , cette inégalité assi-
d' gnera , au contraire , à / une limite supérieure t^ , qui marquera, sur Taxe du lieu^ le point A' le plus éloigné de F et de BG. Dans ce cas, la courbe sera donc limitée à droite de F. Entre ce point et BC , la distance de la parallèle au t^ntre
devient d — I, et la condition de rencontre, d — t <^ u , in«-
d dique pour t une limite inférieure r>-r- , évidemment commune à toutes les hypothèses , et qui déterminera en A l'intersection nécessaire du lieu proposé , quelle qu'en soit la forme , avec son axe naturel FD. Enfin, de l'autre c6té de BC, la courbe, qui ne pourrait y pénétrer si n était égal à 1 , en sera encore pins évidemment exclue pour /» < 1 ; mais elle pourra' ij étendre , et même indéfiniment , dans le cas de n >> 1 , qui » jusqu'alors confondu avec celui de la parabole , commence ainsi à s'en distinguer nettement. Afin dé mieux apprécier cette diversité , considérons une de ces dernières parallèles NN' : sa distance au centre des cercles sera exprimée par s -f if , et la condition d'intersection /-f-^ < u imposera, k ce genre de
d valeurs de s , la limite inférieure -—- , eorrespondante à une
seconde rmoontre A" du Heu avec son axe , et à partir de
lactUGlte tft amrbe , iaterrompue entre A et A" y ft'eingMta h ri&fliKi;
D'âpréft Tensemble de cette disrassiètt pfèliiiiiteiref la d6ft* nithm aetdelto comprend donc, cevnme k précéditete, trois courbes nettemâit distinctes : d'abord , ponr n a» i , la parabole, limitée à gauche de F et illimitée à droite; ensnite, pour n <C 1 ^ une courbe fermée et contiboe» cemÉiençaiit en A et fluissant en A' $ enfin , pour n > 4, une eomrbe iUimi^ imiée et discontinue', dont les deux parties s'étendront iBdéfinî- . ment , Tune à droite de A , l'autre à gaucbe de A".
Le passage à Téquaticm . rectiUgne ne présente pas plus de. difficulté ici Qu'au n*" 20. En adoptant, par les mêmes motifs» les mêmes axés FD et BG, on aura Téqoation
j^V+ (i — n})x* — fàdx + d* = 0.
Sa discussion ne ferait que confirmer la distinction ei^dessos établie. Mais , eh écartant le cAs de n = 1 , déjà exaniiné , soii appréciation peut nous Offrir un nouvel intérêt, comme exemple très-remarquable de reconnaissance analytique d'une courbe. En eÔet, onlre que les cas de » < î et « > 1 nous ont indiqué dés âgùlrés générales évideaiment analogues à celles des Courbes dé ihêmé degré considérées au n"" 19 sous les noms d'ellipse et d'hyperbole , la compai^aison algébrique des équations correspondantes vient constater l'équivalence fondaiiientale des définitions qui les ont fournies , thalgré leur graiide diversité géométrique. Car, Inéquation trouvée au ri* 19 étant écrite sous la forme
sa confrontation avec la précédente montre qu'elles ne diffèrent esseiilieUemeht que |)ar la présence dans cellé-ci d'un tëm&é du premier degré en jc qui man^e à l'autre. Or, comme nous
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savons, en principe ^ qne l'é^oatite d'une ligne peot changer
par suite de son simple déplacement » sans aucune variation de
forme ou de grahâtîilr, il reste à décider si une telle diversité
algébrique ne prdUéndrait pas uniquement d'une différence
de sifuétkih OU» aités envers la courbe commune. Cette diffé-
rabce né sfttirâit porter fenr l'axe dès x, autour duquel le lieu
et, dans l«s denpt cas, pardllemeut symétrique : mais l'autre
axe ne présente point la même parité ; puisque la syniétrie qui
esisteâtiM autour de lui d'a[^rèfl la seronde équatfon est cer-
tftjâement incompatible avec la première. Il faut donc examiner
finalement si eeUe^^i ne pourrait pas perdre son terme distinct-
tif — âifx en dé|daçatit eoUveiiablemenl Twigitie le long
de FD. Un lel dépkicement équivaudra algébriquement à y
duin|er xena/ -\^hytà h désigne l'avancement indéterminé
de F(»igine actuelle D dans le sens OA\ En opérant cette
trinsformatioii , il est aisé de voir que les deux termes du pre-
nfcr degré en x' se détruiront mutuellement , pourvu qu'on
d prenne h = ; , ce qui place cette nouvelle origine à droite
oa à gttuehe de BG , sdon que n est inférieur ou supérieur à 1 > eft 0 ou <y , tottjoiffs au milieu de AA' ou de AA", L'équation ainsi modifiée
devient rigoureusement assimilable à celle du n^ 19, comme ayant évidemment la même forme , et offrant d'ailleurs une éqoi^slente généralité^ puisqu'elle contient un pareil nombre de constantes arbitrairies. On ne peut donc plus douter de l'identité des lieux, et, en achevant la confrontation algébrique f de manière à passer indifféremment d'un système de constantes à l'autre, on établira, entre ces deux définitions^ «no exacte transition iratuelle^ soit que l'on prenne
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OU y en sens inverse ,
2dn ^ . 2n^d m= ^ r et a= . -.
Le mode de distinction entre Tellipse et l'I^perbole qui , aa n"" i9, consistait en m > <f on m< if , est id maintemi, sous une forme évidenmient équivalente, en supposant n <C i oun > 1.
Pour utiliser autant que possible ce rapprodiement remarquable , il convient de le poursuivre , en particulier, jusqu'à décider si le pdnt fixe de la définition actuelle coïncide avec Tun de ceux relatifs à l'ancienne. Or, il suffit , à cet effet , de les rapporter tous à une origine qui doive être nécessairement oom^ mune aux deux systèmes , telle que le centre O, où se croisent les axes géométriques du lien , droites dont l'idcsitité ne saurait être douteuse. La difficulté se réduit donc à comparer OF ou h *— «{avec { d''^ ce qui démontre pleinement la coïncidence des deux sortes de points fixes. Dès lors , la duplidté propre à celui du n^" 19 se trouve devoir aussi convenir au point actuel , et 9 par suite , à la droite correspondante ; comme l'indiquaiC d'ailleurs la symétrie du lieu autour du second axe GG' mené du centre 0.
Cet exemple de comparaison algébrique entre deux définitions a plus d'importance que celai du n^" 21 relatif au cercle, soit par la difficulté beaucoup plus grande de saisir géométriquement l'équivalence des deux générations, soit d'après la modification algébrique qu'il a fallu apporta à Tune des équations avant de les assimiler , suivant une marche qui sera bientôt systématisée.
La nature , moitié rectiligne, moitié polaire, du système de coordonnées inhérent à cette définition , y rend le passage à l'équation polaire tout aussi facile que la formation de Téqua-
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(ion rectiligne. Gomme celte équation polaire des trois sections amiqnes est utile à connaître , je crois devoir la déduire ici de l'équation naturelle tt=nr, en plaçant le pôle au point fixe F et comptant les angles à partir de FA'. L'une des coordonnées primitives u est alors conservée : quant à l'autre t , il suffit de h concevoir en DP pour reconnaître aussitôt qu'elle équivaut à d-^-uooê f; ce qui conduit finalement à l'éqaation polaire
nd
1 — n cosy
EDe indiquera un lieu illimité ou fermé , selon que la valeur
f du tt y pourra ou non devenir infinie , ce qui exige oos ?= ~ ;
hypothèse inadmissible pour n <i , mais acceptable «n tout antre cas , conformément à la distinction déjà établie.
24. 8* Exemple. Équation de la canchoïde. On appelle ainsi , depuis les Grecs, le lieu d'un point dont la distance a une droite fixe BG demeure constante, en l'estimant selon des rayons convergents vers un point fixe A {fig. 21). Son équation naturelle est donc MN ou z=c. Elle indique d'abord que la courbe est évidemment symétrique autour delà perpendiculaire KK' menée du point fixe à la droite fixe. Nous voyons ensuite que la plus courte distance MP du point décrivant M ou M' à la droite BG devra sans cesse diminuer, d'après l'invariabilité de l'bypoténuse MN, à mesure que l'angle N deviendra plus aigu , et proportionnellement à son sinus, qui équivaudrait toujours i MP si la constante c était prise pour rayon trigonométrique. Ainsi , d'one part, le maximum de MP devant se trouver en K et K' sur l'axe AO , les deux branches , supérieure et inrérieurc , de la courbe seront constamment renfermées entre les horizontales correspondantes. D'une autre part, et c'est ici la plus remarqua* Ide singularité d'une telle définition , chacune de ces branches , dans son cours horizontal indéfini , se rapprochera continuelle-
18 <|i|9I^T|ii£ wy^f-
meiild^ BC, à tel degré qa'oii voadraf maU saos pppvpjr pepefidant ratteindre j^i^ais, car MP ne saurait s'aniifilei: r4g;aare)iaement, quelque aigu que devienne Tangle N ; en sorte qiie ^G i^e pourra être censé rencontrer la (X)urbe qu'à rinfipi. C^tte noa- Telle relation géométrique , d'après laquelle la droite est or<}i-* nairement qualifiée d'asymptote de la courbe , nous fournir^ bientôt le sujet d'une importante théorie générale , cpmpci^ très-propre à mieux caractériser la forme des lignes qui en sont susceptibles. On sent, en effet, dès ce moment , que toute courbe doit finir par être convexe vers son asymptote , sans quoi elle la couperait nécessairement.
Cette discussion préliminaire indique aussitèt les aKes rei> tangulaires les plus favorables à la simplifîcatjoii d^ Téquatipa rectiligne. Un motif de symétrie, dont T^ppréciation algébrique nous est déjà familière , conduit d'abord à prendre 'AKW pour l'un des axes. Quant à l'autre , l'asymptotisme de BC ne saurait permettre aucune hésitation. Sans doute, l'influence algébrique de cette nouvelle relation géométrique n'est pi aussi facile à prévoir ni môme aussi considérable que celle de la première. Mais on conçoit pourtant, sauf à mieux préciser ultérieurement un tel aperçu, que, en prenant cette asymptote BC pour axe desx, l'équation, devant ainsi donner jr=x pour^=0, devra manquer, à cet effet, ou de tous les termes eux seul, ou, au moins, de ceux du plus haut degré,* de manière h devenir nécessairement plus simple qu'avec un axe quelconque.
D'après ce choix des axes, le passage de l'équation naturelle à l'équation rectiligne résulte aussitôt de la comparaisop des triangles AON et MPN, qui conduit, en nommant d la distance AQ , seconde donnée de la définition , à l'équation
que la suppression du radical élèverait au quatrième degré. On
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«MfW, 9^011 nfi$ dm))l6s pi^vifiioBS, x n'y eii^e point à de^ fmm$am Jniwifffi m iéparé de^. Ea y ^égtg^nt -^9 sons k
on retrouve immédiatement les limites verticales de la courbe, son cours horizontal indéflni, et son asymptotisme envers Taxe 4es j;. Le seul document nouveau que nous offre cette équation résulte de ce que la valeur de jt, déjà annulée pour j^ = ±c, peut l'être aussi pour^= d^ quel que soit c; ce qui indique le point A comme appartenant au lieu. Dans la figure actuelle, où d surpasse c, ce point se trouve isolé du reste de la courbe, puisque les valeurs de y intermédiaires entre c et ^ ne sont pas admissibles : c'est un accident géomé* trique qui n'a réellement d'étrange que sa nouveauté, et qui pcat d'ailleurs être aisément conçu, soit algébriquement, soit même graphiquement. Quand, au contraire, d est inférieur à c^ ces ordonnées de c à ^ donnent des abscisses réelles, d'abord croissantes, puis décroissantes, en tant que nulles aux deux extrémités de cet intervalle : la partie supérieure de la courbe est donc modifiée, et prend alors la forme indiquée pg, 22 j l'autre partie n'éprouvant d'ailleurs aucun grave changement. Enfin , si £? = c , cette portion fermée additionnelle AHKH', après un rétrécissement continu , s'efifocera totalement, conformément à la fig. 23. C'est ainsi que l'équation rectiligne dévoile spontanément une distinction nécessaire, que la définition primitive était peu propre à indiquer. 11 existe donc, en réalité , trois sortes de conchoïdes, comme trois sortes de sections toriques et de sections coniques.
Quoique cette équation dût susciter beaucoup d'embarras algébriques à la seule méthode générale que nous connaissions déjà pour déterminer analy tiquement le sens de la courbure ,
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le lecteur pourra constater aisément ^ à cet égard , r^cactîtade des suppositions ici figurées, d'après une suffisante oondrintifloa de la définition , et surtout de l'asymptotisme qui en dérive , avec la considération du degré obtenu : il sera même facile de déterminer spécialement , en chacun des trois cas , la vraie direction de la tangente en K , ainsi qu'en K'; ce qui achèTcra de dissiper^ à cet égard , toute incertitude.
25. 9* sxBHPLE. Éguation du lieu du sommet d'un angle invariable dont chaque côté passe toujours par un poini fixe. L'équation naturelle est ici ? — a)* = ^, entre les inclinaisons variables des deux côtés de l'angle donné p sur la droite qui joint les deux points fixes A et B{fig.2^). Elle indique aussitôt un lieu limité, puisque, les deux coordonnées angulaires ne pouvant ainsi devenir jamais égales , les deux droites mobiles ne seront^ en aucun cas, parallèles, et par suite le point décrivant M ne pourra point s'éloigner indéfiniment de AB. La courbe doit d'ailleurs être symétrique autour de la perpendiculaire GK menée au milieu de ÀB ; car, Téquation ne change pas en substituant à chaque inclinaison le supplément de l'autre, de manière à passer de M en M'. L'équation étant satisfaite par 4^=0 et ?= i', le lieu passe en Â , et pareillement en B : il est aisé de sentir que cette valeur de ? y marque la direction de la tangente correspondante ; puisque l'angle MAX tend vers cette limite i^ , à mesure que le point M se rapproche indéfiniment du point A, conformément à la définition générale des tangentes.
Pour passer à l'équation rectiligne, d'après les axes AB ot G£ , spontanément indiqués par cette discussion préalable , il convint de mettre d'abord l'équation naturelle sous la forme trigonométrique, surtout en y prenant les tangentes des deux membres y ce qui donne
lang? — tang^!' __ l4-tang<}>taDg'> "~
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tfe tes , le» trimgtes rectangles MAP el M^P coaduisent ai^
sèment à exprînoier ces deux tangentes par et , ,, dAè*
âgnant la demi-distance des deux points fixes A et B , et m la
tangente de l'angle donné v. On obtient ainsi l'équation recti*
ligne
OÙ Von reconnaît aussitôt^ conformément à Pindication géométrique, un cercle dont le centre est sur l'axe des ^, en un point C tel que l'angle AGO y soit égal à l'angle donné, le rayon étant d'ffllleurs égal à GA.
26. 10* EXEMPLE. Équation de la ciss&ide. On nomme ainsi, depuis les Grecs , une courbe dérivée du cercle en y tirant , d'un point fixe A (fig, 25) de la circonférence, une sécante quelconque , prolongée jusqu'à sa rencontre en G avec la tangente opposée BK, et portant, sur cette sécante, à partir de ce point fixe , une distance AM constamment égale à sa partie extérieure W, comprise entre la tangente et le cercle. L'équation naturelle est donc AM = GN, entre ces deux longueurs variables. Elle indique d'abord un lieu évidemment symétrique autour de AB. Déplus, la courbe commence en A, où sa tangente est nécessairement AB^ limite irrécusable de la direction MA, à mesure que le point décrivant M se rapprocherait de A. Intérieure d'abord au cercle donné, elle le coupera vis-à-vis son centre, en D et D', et s^en dégagera ensuite de plus en plus, quand Tangle variable MAB surpassera 45^. Mais, en s'éloignant du cercle , elle s'approchera continuellement de la tangente B£, d'après l'équation MG = AN, qui indique la distance oblique MG , et à plus forte raison la distance perpendiculaire MH , comme pouvant diminuer autant qu'on voudra , sans pourtant devenir jamais rigoureusement jiulle. La droite BK ^t A)nc une asymptote de la courbe , qui d'ailleurs ne saurait
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la d^Kisser. Cette discussion eo»4iiit évidaament I la tmm tracée sur la Ggiire , sauf les chances accoutumées de sinuosité entre le pôle A'et l'asymptote BK.
Le passage de l'équation naturelle à Téquation rectiligne présente, dans cet exemple , une circonstance nouvelle, qu'il importe de remarquer, d'après l'utilité notable qu'on y trouvera à introduire, comme intermédiaire , l'équation polaire autour du point A , qui résulte presque immédiatement de la première, et qui conduit également à la seconde. D'abord , l'aue des coordonnées naturelles MA , est précisément le rayon vecteur u du point M ; quant à l'autre , MG , elle constitue , rdativement à l'angle c^, une sorte de ligne trigouométriqne inusitée , égale à l'excès de sa sécante AG sur son cosintt& AN , ea égard à l'apgle droit ANB, et en prenant AB pour rayon tri* gonométrique.On forme ainsi l'équation polaire
u= 2rcosv=2r i,
cos<p oos^
où r désigne le rayon du cercle donné. Dès lors le passage à l'équation rectiligne se fera sans difficulté, d'après le triangle rectangle AMP, relativement aux axes, déjà motivés, AB et AY. Cette équation sera finalement
Il est aisé d'y retrouver les indications géométriques déjà obtenues. Quant au sens de la courbure , encore indécis pour les parties moyennes, le degré seul de l'équation confirmerait sufsamment notre hypothèse , en indiquant l'absence de toute in* flexion , afin que la courbe ne puisse jamais offrir plus de trois points en ligne droite. Mais , d'ailleurs , on peut ici appliquer aisément la méthode générale employée jusqu'à présent, en considérant la corde indéterminée AM', dont l'extrémité a aœ
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atodM «rbil^ire x\ L'ordonnée LQ ou % de cette cordé , dé* dmte de la comparaison des triangles ALQ et ÂM'F, sera ex«
IHriméepair^ y/ -, ,en sorte que
d'où il résulte, oonformément à la forme sa^Kisée ^ que y sera moiiidre qne z , tant que jc restera inférieur k£,
A cette définition primitive de la cissoïde , il convient de joindre ici, d'après Newton, une génération remarquable par aa mouvement continu. Elle consiste, après avoir {nrolongé le dismètre AB lfig.26) d'une longueur AF égale au rayon, à faire moavoir un angle droit, dont un côté est delà longueur AB, de telle manière que , son côte indéfini passant toujours en F , Feitrémité Lde son côté défini IL doive décrire la perpendiculare DOD' : alors le milieu M de ce côté décrit nécessairement la cissoïde. Car, l'égalité des triangles rectangles FLI etFLO, oà, par construction, FO=sIL, donne FI =^=£0^ ce qui con* doit à reconnaître l'égalité des triangles FEI et LEO , d'où il régTilte FE» LE, et, par suite AEsEM, puisque AF et ML soQt tous deux égaux au rayon du cercle. Dès lors , la droite AM devenant parallèle à FL » les triangles AGB et FIX) seront égSQx , d'où BG» OL, et, par suite, LG égal et parallde à OB OQ AO. On recoimalt ainsi l'égalité constante des triangles isocèles AON et GLM, et, en ccfiséquence, des longueurs AN et GM, ce qui équivaut à AM stt:€N, caractère primordial de la cissoïde.
Cette seconde définition pourrait fournir un utile exercice de géométrie analytique ^ qne je recoimnande aux eonanençants, quand ils seront asse2 avancés pour surmonter ks, difficultés qa'dle ofiire à la reprodnetion difeotn de l'équation reetiligne, . ce qoi deviendra suttsamment poiaiblo dès k fin du ehafiire suivant.
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â7. II serait maintenant saperfla.de prolonger davantage la série d'exemples préliminaires qae j'ai jugée indispensable pour rendre déjà convenablement familière la conception fondamentale de la géométrie analytique. Toute la suite de notre étude ofirira d'ailleurs beaucoup d'occasions naturelles d'en indiauer d'autres de plus en plus difficiles. Du reste, le lecteur peut ici les multiplier spontanément , avec d'autant moins d'embarras que \dL plupart des définitions ci -dessus considérées peuvent en suggérer aisément de nouvelles ; c'est ainsi , par exemple, que celles delà conchoïde et de la cissoîde pourraient être facilement généralisées en y substituant, pour l'une à b ligne droite, pour l'autre au cercle, telle courbe qu'on voudrait. Je crois seulement devoir encore signaler ici, mais sans aucun examen , quelques définitions propres à fournir d'utiles exercices.
On doit surtout remarquer la double suite de courbes que Descartes a tirées du cercle. Les unes , fermées , se forment d'abord en projetant sur un rayon quelconque la projection de sou extrémité sur un diamètre fixe ; en redoublant la même construction envers la courbe ainsi obtenue on en déduit une nouvelle, et pareillement à l'infini. Quant aux autres, qui 8<»it illimitées, on forme la première en prenant , sur chaque rayon, le point dont la projection sur le diamètre fixe appartient à la perpendiculaire menée à ce rayon de son extrémité ,- chacune des autres courbes de cette suite se déduit de la précédente selon le même mode graphique, indéfiniment applicable. Ces deux séries delignesfournissent des exemples intéressants d'équations rectilignes de tous les degrés pairs, les uns simplement, les autres doublement. En y substituant au cercle primitif une courbe quelconque^ on pourra saisir, en générai, le mode analytique invariable suivant lequel son équation polaire produira celles des deux suites oorreq[Kuidantes : la subordination des équations rectilignes en résultera facilement.
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Je signalerai eacore le lieu des pointe dont la somme des earrés des distances à divers points fixes da plan demeore constante. Le lectenr y reconnaîtra aisément un cercle dont le centre coïncide avec le centre de gravité du système des points donnés , supposés tous de même poids.
Enfin, j'indiquerai l'espèce la plus simple d'épicyclùUde plane, c'est-à-dire » le lien d'un point de la circonférence d'an cercle invariable qui roule sur an cercle fixe , de pareil rayon, et qui, en même temps, tourne autour de son centre avec une égale vitesse. Suivant que les deux mouvements sont contraires ou conformes, le lieu est ou un cercle aisé à vérifier, oa ane courbe remarquable du quatrième degré. Cette équation se formera facilement en introduisant, comme variable auxiliaire, la direction de la ligne des centres. On pourra constater ainsi , sans traiter formellement le cas général , trop compliqué, où les deux cercles seraient inégaux , que le degré de l'équation y dépendrait du rapport de leurs rayons.
CHAPITRE III
Théories préliminairefl relatiïes •* lo à la ligne droite ; 20 è la transposition
des axes.
28. Pour compléter cette indispensable introduction à l'ensemble de la géométrie analytique , il ne nous reste plus qu'à exposer deux théories préliminaires extrêmement usuelles, sans lesquelles l'explication des méthodes générales qui doivent constituer, notre principal objet se trouverait fréquemment interrompue par des considérations incidentes, dont la reproduction superflue y deviendrait bientôt aussi gênante que fastidieuse.
Théorie analytique de la ligne droite. Elle consiste essentiellement à trouver les deux coefiicients, linéaire et angulaire,
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propres à Féquation de chaque droite , quiiiid , au Heu d'être immédiatenient donnés , ila doiyent résulter de tout autre mode élémentaire relatif à la détermination de la droite cherchée , d'après des conditions purement rectilignes. Judicieusement réduite à ce qui concerne sa vraie destination pour l'ensemble de la géométrie analytique, cette théorie préliminaire se compose seulement de trois questions essentielles , dont les combinaisons pourraient ensuite se multiplier beaucoup, maïs sans offrir presque jamais aucune utilité réelle.
l"" Équation d'une droite passant par deux points donnés. Spécialement envisagée , cette question ne constitue , au fond , qu'un simple problème de trigonométrie , où il s'agit , d'après les distances de deux points M' et M" ( fig* 27) aux deux axes OX et OY, d'obtenir Fangle « formé avec OX par la droite qui les joint , et la distance b où elle coupe OY. En nou9 bornant , pour caractériser une telle solution , à y considérer ici le coefficient angulaire, qui représente tang ex, si les axes sont rec-
tangulaires, le triangle M'iWN Texprimera aussitôt par —^^ — -^;
formule qui convient également au cas des axes obliques , en considérant la signification trigonométrique que prend al(»rs ce coefficient.
Mais, sans insister davantage sur ce mode spécial, il faut surtout envisager la question proposée comme un simple cas particulier du problème général qui consiste à faire passer une ligne d'espèce déterminée par un nombre suffisant de points donnés. Quoique cette recherche ne doive pas encore être formellement examinée , il convient néanmoins de sentir déjà que la marche analytique qui va maintenant l'accomplir envers la seule ligne droite , comporterait nécessairement la même efficacité si , au lieu de l'appliquer à l'équation ^ =:aj: + 6, on considérait toute antre équation générale.
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€e principe évident oomiate en ce que , lorsqu'une ligne pesée en un point donné, les constentes arbitraires de son éqaatton d<MTent satisfaire à la relation fournie par la substita* lion des coordonnées propres à ce point. Ainsi , la condition relative au powt M' aisiqettirait déjà les constantes inconnues a et & à la relation
qui , insnflSsante à les déterminer, permet de les subordonner VunekTautre. On y rapporte communément le coeiBcient linéaire au coefficient angulaire, demeuré seul arbitraire dans réquation de la droite, qui devient alors
formule très-usuelle, et fort expressive , qu'il impwte de retenir. En considérant maintenant le second point M'', on aura, antre a et A, une seconde relation y as ax^'^b^ qui , combinée atec la précédente , les déterminera complètement , suivant la
natare géométifique du problème. On trouve ainsi a s= "i--— ^.
Le coefficient angulaire d'une droite passant par deux points donnés est donc égal au rapport entre la différence de leurs ordonnées et celle de leurs abscisses, coiiformément à la solution trigoiiométrique. Il en résulte l'équation
dont la seule composition indique clairement le passage de la droite aux deux points. Dans le cas particulier où ces deux points seraient simplement ses intersections avec les deux axes, on aurait, par exemple, j/=:a,y=0, et j:"=0, y==6; Tèqnation prendrait la Terme
qa'il peut être utile de remarquer.
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Un troMème pdnt étaat évidemment saperiu , son introdaction ferait nattre une relation emiditionnelle entre seâ coordonnées al'\y'\ etcellesdesdeux pruniers, afin que l'éqnatiOD déterminée d'après ceux-ci put lai convenir aussi. On aurait ainsi , pour chaque nouveau point, la condition analytique
ou , en langue vulgaire , pour que plusieurs points soient en ligne droite il faut que les différences de leurs ordonnées soient proportionnelles à celles de leurs abscisses.
2» Jngle de deux droites^ d'après leurs équcUions. Gomme cette seconde question est, par sa nature, particnli^re à la ligne droite , elle ne saurait comporter aucune solution vraiment analytique , comparable à la précédente. En n'y voyant donc qu'un simple problème de trigonométrie, on peut d'abord le résoudre aisément dans le cas, seal usuel, des axes rectangulaires, d'après ce principe évident que l'angle de deux droites équivaut à la différence de leurs inclinaisons snr une > ligne commune. Alors , en effet , les coefficients angulaires propres aux deux équations données ,
représentant les tangentes des angles « et od {fig* 28), cette relation générale v = <% — « , donne aussitôt
Si les deux droites doivent être rectangulaires , tang v devra
devenir infinie, ce qui exige la relation très-usuelle aa'4-l=0,
d'où a! s= : en sorte que. dans ce cas. les deux coeffi-
cients angulaires sont réciproques et de signe contraire ; con- ^ formément à l'évidente indication spéciale de la figure , m
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l'an des angles devient ainsi le sapplément do compUdient de l'autre.
Avec des axes obliques , on n'aurait plus lang a ss <x , mais
tangot = '-| (n° 17), et le résultat prendrait la forme
plos compliquée
{a — a') sin Q
* "^ "^ l4-a/ï'+(a+a')cos0-'
dont il faut éviter de se surcharger la mémcrire , comme n'offrant aucune utilité réelle.
3° Intersection de deux droites données. Ce problème consistant à trouver, d'après les constantes propres aux équations de deux droites données ,
les coordonnées de leur point commun , on peut certainement l'envisager comme une question trigonomètrique , relative k la résolution de la figure rectiligne qui résulte de l'assemblage spontané des diverses grandeurs connues. Mais, outre cette voie spédale, quMl suflBt ici dindiquer, cette troisième question comporte évidemment , comme la première , une entière généralisation envers des lignes quelconques, et c'est seulemeiit ainsi que la recherche devient vraiment analytique. Les coordonnées des points tf intersection se distinguant algébriquement de celles des points particuliers de chaque lieu par leur aptitade exclusive à vérifier simultanément les deux équations , leur détermination résulte donc , en général , de l'opération analytique qui assigne les solutions communes à ces équations simultanées. Dans le cas actuel , ce travail algébrique ne présente aucune difficulté, et fournît
A'— ^ ab'—a'b
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pour les coordonnées da point diercbé. Mais, aa liea de rete* nir CCS formules , il sera plus conunode ordinairement d'en reproduire l'équivalent envers chaque système de droites i le principe est seul important. On conçoit, en outre, que cette opération conduira à formuler la condition analytique du con* cours de trois droites en un même point, puisqu'il faudra alors exprimer que les coordimnées du point d'intersection de deux d'entre elles conviennent à la troisième.
Tels sont les seuls éléments essentiels qu'il faille admettre dans la théorie analytique de la ligne droite , communément surchargée de questions superflues, qui n'offrent qu'une combinaison, rarement utile, de ces trois problèmes fondamentaux. J'y joindrai seulemept celle de ces questions composées» qui , soit comme type, soit à raison de son utilité ultérieure , mérite une soigneuse appréciation.
V Distance d'un point donné à une droite donnée. Cette déter* mination exige évidemment que Ton forme l'équation de la perpendiculaire indéfinie menée du point M' {fig, 28) , dont les coordonnées sont jc',y, à la droite NA, ayant pour équation y == ax-\-fif ei qu'on en déduise les coordonnées de leur intersection K : la formule des distances conduira dès lors à Tex* pression de la longueur cherchée M'K ou p. D'après la première de nos trois questions élémentaires, l'équation de la droite M'K , en tant que passant par VL\ est
En tant que perpendiculaire à la droite donnée, on a , suivant
le second problème , a' = . Si dès lors , conformément à la
troisième questioti , on calcule , sans aucun vain artifice aigé* brique, les coordonnées du point de renomtreN, on en déduira finalement, pour la distance demandée , la formule, utile à retenir.
PBEHIÈRE FARfIBi ÇBAHnE TROISIÈME. 91
La solution trigonométrique y conduirait directement avec facilité, d'après le triangle rectangle NKM' , où Tangle N est égala celui dont a est la tangente; car, l'hypoténuse de ce triangle peut être regardée comme la différence entre l'ordonnée y du point donné et l'ordonnée correspondante ax^-^-b de la droite proposée.
Outre cette question composée, seule importante à men* tionner, le lecteur peut s'exercer utilement sur quelques autres combinaisons plus ou moins complexes. Je citerai surtout la formule remarquable qui exprime l'aire d'un triangle d'après les coordonnées rectilignes de ses sommets. En partant de la règle géométrique ordinaire, on pourra déduire de ces coordonnées, par des calculs peu compliqués si les axes sont rectangulaires, la base et la hauteur du triangle, d'où résultera finalement
€onf(Mniiément à rindioation géométrique directe, en concevant le triaogte M'M"M''' {fig. 29) comme la somme des deux trâpèses M'FM' F' et M"F'M'"F" diminuée da Irapèro M'FM'P'". Les commençants pourront aussi s'exercer , avec quelque utilité, sur la tl^éorie analytique de la ligne droite , en y vérifiant algébriqoement plusieurs théorèmes , déjà vidgaires géométriquement , sur les coavOTgences des trois droites qui peuvent résulta des trois c6tés d'un triangle de diverses manières : l» comme perpendiculaires menées des sommets opposés ; S» (xn&me joignant leurs milieux à ces sommets j â*" comme leurs perpendiculaires en' ces milieux ; V* enfin , comme bissectrices des trois angles. Tout Je mérite de ces exercices élémentaires Gonsist^a dans l'heureux choix des axes, qui simplifiera beaucoup des eakuls autrement, fastidieux. Au reste, après
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avoir calculé, envers des axes oommunsy les ooordoimées, en général fort distinctes, de ces quatre intersections , on pourra compléter cette opération en reconnaissant ainsi que trois d'entre elles sont toujours en ligne droite j proposition géométrique dont la démonstration directe serait embarrassante, mais qui d'ailleurs est fort oiseuse.
29. Théorie de la transposition des axes. Cette seconde théorie préliminaire, plus importante que la précédente , a pour objet propre de déterminer les modifications qpe comporte l'équation rectiligne d'une figure quelconque par suite du changement des axes correspondants. Il suflBt, à cet effet, d'exprimer, en général, les coordonnées d'un point arbitraire relativement aux anciens axes d'après ses coordonnées par rapport aux nouveaux axes. La subtitution ultérieure de ces formules invariables dans chaque équation considérée y spécifiera l'influence analytique d'une telle transposition , qui , en elle-même , se rapporte à un point isolé, à quelque ligne qu'il puisse ensuite appartenir. Or, l'établissement de ces formules ne constitue directement qn^na «impie problème trigonométrique, dont la solution n'offre aucune diflBcnlté essentielle. Mais, avant de s'en occuper, il im* porte de caractériser nettement la double destination générale de cette théorie indispensaUe , très-imparfaitement appréciée d'ordinaire. Il faut , pour cela, considérer séparément ses deux relations nécessaires avecla conception fondamentale delà géométrie analytique, soit en ce qui concerne la comparaison des lignes d'après leurs équations, soit quant à la simplification algébrique de chaque équation isolée.
Sous le premier aspect , la théorie de la transposition des axes est directement destinée à décider si la diversité actuelle de deux équations indique une véritable distinction entre les
lignes correspondantes , ou si seulement elle tient à une simple dîffi^ence de situation : ce qui doit radicalement dissiper uiie
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source fréquente de confufiion que dues avons reconnue , dès rc»igine, naturellement inhérente à notre système de géométrie analytique, où les idées de position sont seules immédiatement exprimables. Car , en Taisant subir à Tun des deux feux comparés une transposition d'axes indéterminée, on rén-
mra, dans un même type algébrique, toutes les modifications que le déplacement de cette ligne pourrait apporter à son éqnation. Si donc les deux lieux coïncident réellement, il faudra que cette équation, ainsi généralisée, puisse comprendre Tautre OQmme cas particulier, en disposant convenablement des constantes arbitraires relatives à la situation des nouveaux axes pour identifier les termes par lesquds ces deux équations différaient d'abord. Quand, au contraire, aucun système de valeurs réelles de ces diverses constantes ne pourra suffire à une telle identification, on aura pareillement constaté que les deux lieux sont réellement distinets. Les constantes ainsi introduites seront, en général , au nombre de quatre , deux linéaires , relatives au déplacement de l'origine, et deux angulaires, indiquant la direction des nouveaux axes : mais, comme, dans cette comparaison , rinclinaison des axes ne doit pas changer, ces deux dernières ne seront pas alors simultanément arbitraires ; en sorte que les formules de tranpositicm ne renfermeront ici que trois données Traiment disponibles.
fielativementàlasimplificationspéciale'd'une équation isolée, nous avons eu, au chapitre précédent , plusieurs occasions de reconnaître l'influence notable que peut exercer , à cet égard , le choix des axes. Or, d'un autre côté, les définitions géométriques sont souvent impropres à indiquer directement les axes les [Ans favorables : les cas que nous avons examinés feraient concevoir , à cet égard , des espérances fort exagérées , si on ne les jugeait pas, sous ce rapport, comme de véritables exceptions. Il faut donc, en général, penser que Téquation rectiligne
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d'une courbe pourra fréquemment ne pas avoir d'abord la forme la plus simple dont elle soit susceptible à raison du dioix des axes. Gela posé , la théorie actuelle fournit un moyen certain de déoouTrir toujours les axes les plus convenables, quelque compliquée que puisse élre l'équation primitive. En effet » il suffit d'y opéfer une transpositioa totalement indéterminée poisr découvrir aussitôt la situation des axes propres à y faire disparaître certains termes dont les coefficients contiendront les constantes arbitraires ainsi introduites. Ces quatre constantes seront ici pleinement disponibles , puisque rien n'oblige alors à maintenir l'ancienne inclinaison des axes , qui peut bien n'être pas toujours la plus propre à simplifier l'équation. Néanmoins , l'avantage de conserver des axes rectangulaires ayant ordinairement plus de prix que la faculté d'enlever un terme de plus en déposant de leur obliquité , les formules de transposition ne contiendront le plus souvent que trois constantes arbitraires , comme dans leur première destination.
Quoique ce second but de la théorie actuelle soit, par sa nature , aussi général que Tautre , il a réellement une moindre importance dans l'ensemble de la géométrie analytique Car, la découverte de l'identité des courbes, malgré la diversité des équations, est également précieuse envers toutes les lignes pos-* sibles. Au contraire , la simplification de chaque équation d'à-* près un choix convenable des axes ne saurait offrir le même intérêt pour tous les cas ; puisque la faculté qu'on acquiert ainsi d'ôter au plus quatre termes à toute équation devient nécessairement moins efficace à mesure que le nombre total des termes augmente par l'accroissement du degré. L'appréciation commune repose trop exclusivement, à cet égard, sur la considération des courbes du second degré, dont les équations peuvent perdre par là jusqu'au deux tiers de leurs termes , ou la moitié en maintenant la rectangularité des axes ; tandis que , dés le
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fnftrième degpré , ou même le troisième , la simpliflcation correspondaDte n'a plus qa'ane faible importance , da moins par rapport à l'ensemble des cas , quoique chaque dc^é ultérieur ftésenie d'ailleurs certaines occasions d'utilisar notablement une telle faculté analytique.
Après ces explicatious générales , relatiyes à la seuledifflculté essentielle de la théorie actuelle , il est aisé de procéder à Vé^ tabHssement direct des formules de transposition. Il convient toutefob d'y distinguer le déplacement de l'origine et le changement de direction des aies ; quand ces deux cas auront été formulés séparément, le cas général en découlera spontanément , si l'on conçoit les deux transpositions comme successives an lieu d*étre simultanées. Cette décomposition est d'ailleurs très-conforme à la nature du sujet, en ce qu'elle permet d'apprécier distinctement les motffications analytiques relatives & k simple translation des lieux et celles, plus profondes , qui résultent de leur rotation.
Snppoaona donc qu'il s^agiase d'abord de passer des axes OX etOT (/Sjf. 30) à un système parallèle ayant son origine en 0'. L'iospectiou de la figure indique aussitôt les formules
où a et 6 désignent les anciennes coordonnées de la nouvelle origine, en ayant soin de leur attribuer, en chaque cas^ les signes convenables, sans lesquels ces formules ne sauraient être suffisamment générales. On voit, parleur composition^ que non-seulement ledegré d'une équation ne pourra jamais éprouver ainsi aucun changement, comme il était aisé de le prévoir, mais, en outre, que les modifications analytiques correspondantes ne pourront jamais affecter les termes déplus haut exposant.
Considérons, en second lieu, le passage des axes OX et OY ( fy. 31) à d'autres axes OX' et 0¥', différemment dirigés au-
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tour de la même origine. Pour rapporter les coordonnées anciennes MP et OP aux nouvelles MF et OF, à laide des données angulaires, la difficulté trigonoméirique consiste à résoudre le quadrilatère OPMP', d'après deux côtés et les angles. Tout l'artifice de cette solution réside en une heureuse décomposition des côtés inconnus MP et OP en deux parties plus aisément appréciables , par les paraUèles FR et P'Q qui leur sont menées deF, artifice dautant moins difficile à retenir qu'il est essentiellement analogue à celui qu'on emploie commune* ment pour établir les formules de s\n{a±b) et cos(a±: b). On a
ainsi
a:=OR+FQ, ^=FR+MQ,
et dès lors on est assuré de la solution , puisque ces quatre inconnues auxiliaires appartiennent à deux triangles OP'R ei P'MQ , dans chacun desquels on connaît directement un o6té et les angles. En exécutant l'opération trigonométrique , on trouve les formules
ysinr+ysiuY^ _ a/sin (Y~X04-a:'sin (Y— YQ "^ SnY ' ^^ sinY '
où les grandes lettres désignent les angles formés par les axes correspondants avec Tancicai axe des j:; Cette notation expressive , émanée de celle de Carnot pour la géométrie à trois dimensions, dérive, au fond, de l'universelle notation géométriipie des angles , en y supprimant , comme inutiles , d'abord la lettre relative au sommet identique de tous les angles considérés, et ensuite celle qui indique leur côté commun.
La composition de ces nouvelles formules montre que le changement de direction des axes ne peut pas non plus altérer le degré d'une équation, suivant une appréciation naturelle qui dispose à regarder^ en général , ce degré comme constituant un caractère essentiel de chaque courbe : mais on voit
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id que h rotation d'ane courbe poarra modiier tous les termes de son équation, sans excepter ceux du plus haut exposant, que la «mple translation ne pouvait atteindre. -
I Pour changer à la fois Vorigine et la direction des axes , il suffit d'introduire un système auxiliaire, ayant même origine qae Tun des deux systèmes comparés et même direction que Tautre. En combinant ainsi les deux sortes de formules , on obtient aussitôt les formules de transposition les plus complètes
j/sînX'4;r'8ÎnY , . a:'sin(Y--X')+ysin(Y— ï') ,
smY * smY '
qai circonscrivent exactement l'influence générale que le sim« pie déplacement d'une ligne quelconque peut exercer sur son équation.
Comme les axes primitifs sont presque toujours rectangulaires , il importe de remarquer la simplification qu'éprouvent alors ces formules. £n y supposant Y = 90'', elles prennent la forme très-symétrique ,
r^jCsinX'+ysinY', ^ = jc' ces X' +y cos Y',
sil'cHrigine n'est pas changée. Les nouveaux axes étant aussi le plus souvent rectangulaires, on aura^ fSï outre, Y' — X' = 90», d'où ï' = 90<'-4-^'î et y par conséquent, les formules deviennent
^==a/sinX'+ycosX', a:=x'cosX'--ysinX'.
On retient aisément l'opposition de signes qui altère la symétrie de ces dernières formules, d'après la considération évldcaite ^n la fonction y-|~^* doit alors demeurer invariaUe, comme relative à la distance du point à la commune origine, pareille* ment exprimable dans les deux systèmes rectangulaires : car, on ccmçoit ainsi la nécessité d'un tel contraste algébrique, dont le sens effectif peut enraite se spécifier nettensent, en ayant
•8 cirioiaiTfiic f%Axm.
égaré ^ BUT la igmre, à rbypotUie panicoUère a:'=sO. Ces remarfaes otft d'anUiit plas d'intérêt qoe ces iomuiles àBivemt être 9 au fond , les pins nsadies.
Afin de mîesx caractériser déjà la ]iriBciffile destiiuitioii générale des £oraiiiles ]iréeédeBles, appUquons-les à la reeonaaissanee de l'identité des courbes représemées |Mr les émx. équations
dont la diffi^ence affecte méose les termes du plos haut degré. Le calcul prescrit peut ici s'abréger beaucoup , en remarquant que Torigine est alors le centre commun des deux courbes, évidemment symétriques Tune etTautre autour des deux axes. Si donc les deux courbes coïncident réellement, leurs équations doivent être identifiables par une simple rotation des axes, sans déplacer aucunement Forigine. On substituera, par conséquent, dans la première, les formules
jE'=x'cos — ysinX', j^=x'sinX'-f-ycosX',
ce qui lui iéra prendre là faune
+c<»*K'| +co»*K'
4 YM «.'*-i.4a>b.>vi/w>.> vr
+ 4sin3X'cosK' — 4cos3X'sinX'
i^'y+icesX'sin'X' —isinX'cos'X'
jtfy^:^u
En la comparant à la seconde , après avoir rendu le premier eo^bâent égal à Tuniié , po^ éviter toute ooBdititti snperflne, fm voit âpie leur idenlificalioii exige d'^Kird la diaparitien des ésn demimrs termes j d'où résoUe ia relation «mqne
4 sinrcosX' (sinT — cos' X') = 0.
Lss facteurs sinX' et cosX' n'y fajQvaal être annulés^ pmaqut tes axas neserwiit pas eiwhi^és,4a valaur d0 X' résnlIoBa dm
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tMam^ foi 4ome X' »: 45<'. (te s'assarera aisément ^ue lelte hypotfaàse satislût aux antres eofiditions iTidentifioatiôtt. àSm la aeowde courbe nfest rédleme&tqM la prettière q«i MJNttt tojwrné 4'«n dQmiwBtngle droit.
10. Qooiqne le passage du système rectiligne an système fdaÉreeoDSiftne, par sa nature, en géométrie analytique , mie ^ratimi Irès^diférente de edle dont nous Tenons d'établir fci Ms , padsqo^l s'y agit é'fm Trai ehangement de système , et non é^nne simple modification de constantes , c'est ici néan- «oiasfBil convient le mienx de poser les formules, indispensMas à «annaltre, ^'exigc «ne telle transformation, qui f^IlleiiM aordinaireme^ besoin d'être précédée d'une transpo- «Won tf'^^ss , destinée à la faeUit» autant que possible. Nous êippsseMns, en effet, que les axes du système rectltigne sont feâtangidaires, que l'un d'eux coSncMe avec Taxe polaire, et qae leur origioa eat placée au pôle. Quand ces conditions préalables ma aeroot pas rempUes , elles constitueront une difficulté p^Iiminaire , aisément lerée , en chaque cas , d'après les foriDides précédentes. Ce préambule simplifie beaucoup , et même «vaetérise miens , Foptoition propre an yrai changement de ifatèaie. Les andennes et les noatdles coordonnées d'un point qneleonqfie appartiennent alors à un même triangle rectangle, qui fûnrnit aussitôt, pour passer du système rectiligne au système polaire , les formules très-simples
xssucos?) ^=:iisin7,
u=Vy+j(f, tangf=î^.
B'après ieitr nature , on toit que les équations qui seront algikHqoes dans l'un des systèmes deviendront nécessairement teanaeendttites dans l'autre , et que l'influence réciproque aura
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liea quelquefois , ce qui définit nettement le contraste analytique de ces deux systèmes , et caractérise Taptitude spéciale de dbacnn d'eux euTers certaines courbes , quoique beaucoup d'équations doiventd'aiUeursyétreiHresqneégalementcompliquées. 31 . La première partie de notre étude étant maintenant cobf plétée , le lecteur peut désormais en saisir ccmyenablemeDit le plan systématique , qui n'eût pas été d'abord suffisamment appréciable. Ge préambule indispensable constitue une introduction fondamentale à l'ensemble total de la géométrie plane : quelque extension analytique qu'elle puisse ultérieurement recevoir, toutes les notions s'y rapporteront toujours à la conception générale que nous ayons ici directement établie, pois éclaircie par des exemples su£Bsants, et enfin appuyée des moyens préliminaires convenables. Dès lors, la formation des méthodes générales qui constituent l'objet essentiel de la géométrie analytique se trouve maintenant assez préparée pour que nous devions y procéder immédiatement , sans nous préoccuper encore d'aucune application spéciale : teUe sera la destination de la seconde partie. Mais, après avoir ainsi appris à résoudre , envers une courbe quelconque , chacune des questions analy tiquement accessibles ,. il restera à combiner, dans la troisième partie , ces diverses conceptions d'aI)ord isolées , afin d'apprécier, en général , comment leur connexité mutuelle peut faire surgir graduellement des diverses équations l'ensemble des figures correspondantes. Ainsi, la seconde partie se rapportera surtout à la géométrie générale; la troisième sera essentiellement relative à la géométrie comparée. Enfin , pour achever de préciser autant que possible l'harmonie fondamentale entre les lignes et les équations, constituée dans la première partie , et développée dans I^ deux autres, il faudra réserver une quatrième et dernière partie à l'application spé* cialQ de ces méthodes uuivers^es envers certaines courbes
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choisies, oùridéemère de la géométrie analytique devra recevoir ane élaboration complémentaire , destinée à caractériser sa modification finale d^prés les convenances de chaque cas. Td est le noaveau plan didactique que j'ai trouvé le plus propre à faire dignement ressortir l'unité philosophique que doit ofrir désormais l'ensemble de la géométrie plane , en manifestant la participation distincte de chacune de ses parties essentielles à l'essor continu de la grande pensée que Descartes lui a donnée pour base invariable.
Il importe de sentir que ce plan rationnel n'est, par sa nature 9 aucunement restreint à la branche élémentaire de h géométrie analytique , quoique nous devions ici la considérer exdnsivement. La première partie est nécessairement aussi complète maintenant qu'elle doive jamais l'être , quel que soit le progrès ultérieur de la géométrie plane. Quant à la seconde, et par suite à la troisième , elles seront actuellement limitées par l'imperfection de nos connaissances analytiques, qui ne permettent pas d'aborder suffisamment plusieurs importantes recherches géométriques : mais elles ne feront plus tard que s'étendre davantage, quand une analyse supérieure rendra graduellement accessibles des questions qu'il faut écarter ici. n en sera de même essentiellement pour la quatrième partie , oà, faute des procédés analytiques convenables, nous ne pourrions immédiatement entreprendre l'étude spéciale de plusieurs courbes intéressantes , auxquelles on pourra ultérieurement appliquer les diverses méthodes générales. Notre plan ne devra donc jamais subir aucune altération essentielle, quelle que paisse être ensuite l'extension réelle des moyens analytiques , d'où résultera seulement son développement continu. Ainsi , pour convertir cette étude élémentaire de la géométrie analytique, en un système complet de géométrie, qui n'a jamais été institué ni m^e conçu jusqu'ici , il suffirait d'y joindre couve-
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SECONDE PARTIE
THÉORIES GÉNÉRALES DE GÉOMÉTRIE PLANE, SUFFISAMMENT ACCESSIBLES A L'ANALYSE ORDINAIRE,
3d. Ceftlhéories sont a» oomtareée scyA, savoir :
i*' htt ihèorwàu nombre ie point» néMsmire à h éotevmimâm de dnqiie espèee de eonrfees ;
2^ La tMfMie des tangente»;
3b La Aéorie des asjmplalea;
4^ La théorie des diamètres ;
5^ La (iiéorie des centres ;
^ La tMorie de k simffitode dea conrbes ;
7* La théorie des quadratures, et , par soHe, dea rectlflcatiOBs et dM eiAatorea.
A rexoepHon delà seconde, de- la troisième, et de la septiêae, elles penrent être comptétement établies par Fanalyse ordimlre , sans qu'one andyae sop^ietne dotye réellement f ajeater jstmaiB rien d'ess^tiel. Quant à ces trois théories, lluiadf» transcendante est vraiment indispensable ponr leur ppwtufCT une entière généradité. Ce n'est qn^à Faide du calcul diflérenUel qfoe la théorie des tang^entes , et par suite celle des asymptotes, qui en constitue, au fond, un appendice naturel , peivvenl Mrc étendoês à toutes les courbes actuellement exprimables par nos équations. De même, la théorie des quadra* tmea eirig^, eBCÔre plus fréquemment , fempioi du calcul întcgnL liaia,^ fnatque ees ^truîft tbécries ne puissent, en effet.
recevoir ici toute la {Aémtiide doot elles sont raaoqilibles, il n'en reste pas moins indispensable de les y traiter soas un point de vne général , sans les rendre vicieasement adhérentes & ancnn des cas particuliers qu'elles pourront actaéUement embrasser. Outre Favantage philosophique d'une telle exposition, seule oonrorme au véritable esprit de la géométrie analytique , il est certain que, même envers la dernière théorie, la moins accessible , par sa nature , à l'analyse ordinaire , on s'exagère communément l'office de l'analyse transcendante , qai n'a pu réellement que perfectionner des recherches antérieures à sa formation, et iqui Font même historiquement déterminée. Notre théorie des tangmtes , sans rien exigor au delà des plus simples éléments d'algèbre , s'étendra immédiatement à tontes leB équations algébriques proprement dites , du moins après certaines préparations , à la vérité quelquef<MS gênantes. Sans comporter une telle extension directe , notre théorie des qna* dratures embrassera pourtant des cas assez variés pour qu'il convienne beaucoup de les ramener ici a une mardie commune, à laquelle l'analyse transcendante n'aurait ultérieurement, qu'à fournir des moyens de formulation et de dévdoppement mieux adaptés à la nature du sujet. Â l'un et à l'autre titre , ce pre- Hiier état didactique de la géométrie générale se trouve historiquement représenté par la phase géométrique, très-mémo* rable quoique peu prolongée , qui s'est accomplie entre DeS"* cartes et Leibnitz, sous les efforts convergents de F^mat, de Wallis, et d'Uuyghens. Du reste, autant il importe d'attribuer ainsi à l'analyse ordinaire toute la portée géométrique dont elle est vraiment susoe|»tible , autant il faut éviter de l'exagérer puérilement par une imitation f^s ou moins d^isée des. méthodes essentiellement infinitésimales.
Tontes les théories d-dessus énnmérées conviennent évidemment à des courbes quelconques, sans aucun mélMige de théor
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ries purement q[)éGiales. J'^ renvoyé à la quatrième partie une thème souvent qualifiée ifidûment de générale, celle des foyers, qui est nécessairement particulière aux courbes du second degré.
Quant à l'ordre que j'ai établi entre ces diverses théories , j'y ai d'ab(M*d considéré leur dépendance, et ensuite la facilité ainsi que la perfection respectives. Tous ceux qui s'exerceront à changer cet arrangement didactique reconnaîtront aisément, j'espère, qu'il ne comportç réell^nent aucune modification essentielle» ni même utile. Dans un traité directement relatif an système total de la géométrie générale, tant élémentaire que tcanscenduite , il importerait beaucoup de suivre rigoureusement l'ordre rationnel, que j'ai depuis longtemps établi au tome I" de ma Philosophie positive, et qui résulte naturellement des diverses sortes de moyens analytiques propres à l'entiëre appréciation de chaque théorie géométrique, suivant qu'elle dépend çeul^n^t de l'analyse ordinaire, ou qu'elle exige l'un des trois principaux degrés de complication succêssi?e de l'analyse transcendante , bornée d'abord à l'emploi du calcul différentiel , poussée ensuite , envers d'autres questions , jusqu'aux différentes branches du calcul intégral, et enfin, quant aux plus difBciles recherches , étendue même jusqu'au calcul des variations. Mais , ici , où nous ne considérons que les études géométriques plus ou moins accessibles à la simple algcère , il ne peut exister aucun semblable motif d'assujettir cet arrangement provisràre à une règle invariable, dont la discussioii ofirirait maintenant aussi peu de consistance que d'utilité.
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Tbi^Be 4» iNmbM d» ip»iplt Bée eMMfe. à Vwrtiéfe 4élmrinlaalii<iiL#ft ^haq|»
espèce de coarbes.
39. Qtioii|iie le prindpe général #ttiie fèUe r^le éoire éCife anssi ancien qoeFidëe mère de la géométrie analjrlifiie, ^pnfa^ assm-er qne , quanti j'entrepri», fl y a Thigt*ehiq ans , de réfênérer Fense^nemenf maHiématftpie, cette théorie n'étaft encore ni formnlée, ni même conçue, dàna son ensemble, en sorte que je dus alors la censtruire directement. Afaligré sa grande simplicité , cet important sujet élémentaire continue aujourd'hui à être habituellement enveloppé de confusion et dlnc^titude, au point que des géomètres, d^ailleurs habiles^ y commettent quelquefois de graves erreurs , fkute d'en avoir convenablement systématisé l'étude fondamentale.
Logiquement envisagée, cette première fiiéorie est éminemment propre à fournir le type spontané de la perfection que comportent Tes méthodes de la géométrie analytique , soit quant à leur généralité , qui s'étendra ici à toutes les équations possibfcsr, soft quant à leur facilité , le plus souvent poussée, à cet égard, jusqu'à dfspenser presque dé tout calcul effectif. Néaih moins , un tel modèle donnerait une idée exagérée de ce qui est communément réalisable, si on espérait mal à propos pouvoir obtenir des règles aussi satisfaisantes envers des sujets plus difBcites.
Pour déduire , de l'équation d'une courbe d'espèce donnée , le nombre de points qu'exige sa détermination totale, à la fois de position et de grandeur, il faut, avant tout, établir soignen* sèment un0 distinction fondamentale , ordinairement très-mal
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eoBpie, ealre lé cas où ¥oa a directeBim Yèqpttinm kr ph» fMràk e^rrespondàiito à la ^finitio» propasée et cdai oà Ton ne oonnait d'abord qu'une équation plus ou moitts parHculiière^^ GttéNa dénominations sont id destinées à iadicfoer qâel'éqfoatisii coDTient à tontes les âtuatiOns possibles de la eowbe, oa qrfeBè e^ nsireiate à eertatees situations, faelqpietois méM» à me seide. Amst les équations y-Hjr'^S^^â»jr+ (fr'-fa^ -^)»d^ ^y:siiax^by aoiftt ks plusgéaérries da casde et de>la* ligne èreite^ tandis qne les éqoatioiis j^4a?*3s/^, s^^^^^f s^^^^v^ anenfNBJvd, pertkcdijres esrers les ménMfitligsesi On c0«k fond encore trop souvent l'équation la plus générale de dwcfMr espèce de courbes avec l'équation lir {Ais étendue du degré corraq^ndftnl ; ce qui est prescfue toujours erroné, mena» pouv leseeoBd degré, où l'éfuatlm la plus génàrale da cercle, aussi bien fae celle plus coa^pUquée de la (mrabole, sont loin de^ coïncider avec le tjpe analytique le plas complet : à mesure que le degré s'âèTe,.ees eas- se multiplient davantage, comme on le sentira bientôt , comparativement aux autres.
D'après l'explication précédente , l'équation la plus générale de disque espèce de courbes est , en tout système de coordimnées, néèesssdf emenf unique. Mais, an contraire, l'éqtiatiott pfiiit éM pMs ou moins particcliètiè, selon qfnftBe é^tespmtf àrdiessitmtioBfl pins on moins détefmtaées' : c'est s^i qefe',.pap eieD»|ile, y-+-jc»— â^x+tf»— r'=0, constitue évM^nment une' é^mllMléa cerdfe qui ifest ni lis {dus générâe ni fc plc«» parfi(Bnlièf«. Le diegré de particularité s'est^era analytiquemeivl diaprés le noinibre de constantes arbitraires que perd alors réqualioo la plus générale : en sorte que les deux équation» au cercfc j^^-i-ap'a&r^j^asârjr— 0?% quoique distinctes, sont également perttcidières, en tant que relatives à des posftfons aiHsf Mlreint«gé Cto aura Heu de reconnaftue ei-des»)iis que cette doiÉMiÛM faHiMeda M)iidire é» cMstanates arUlnÉM couf*-
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porte nécessairement une limite Gommune à toutes les courbes, dont réquation la plus étendue ne peut jamais perdre ainsi plus de trois constantes.
34. Cela posé, considérons d'abord le cas où Ton connaît l'équation la plus générale de la courbe proposée : c'est le seul auquel doive se rapporter directement une telle détermination ; puisque cette équation est ici censée, en chaque occasion, immédiatement donnée , le problème consistant alors à trouver, pour les constantes arbitraires qu'elle contient , on système de valeurs propre à faire passer la courbe par les points indiqués. Soit donc
cette équation, où les inconnue sont les constantes, quelquefois nommées géométriquement /^aram^^re;^ d'ailleurs linéaires ou angulaires etc., qui doivent distinguer la courbe demandée d'avec toute autre de la même espèce. Tout point M' par où cette courbe devra passer assujettira ces constantes à la relation
f{ ^y y y <^^ ^, ^> df ....) = 0,
résultée de la substitution de ses coordonnées spféciales Jt^ ety au lieu des coordonnées variables jc et y. Ainsi le problème ne sera déterminé qu'autant que le nombre de ces conditions, ou des points qui les fournissent , se trouvera exactement égal à celui des constantes cherchées. Néanmoins, en se hâtant de rédiger, sous cette forme spontanée, notre règle fondamentale, on risquerait souvent de commettre de graves erreurs, en exagérant, quelquefois beaucoup, le nombre de points déterminant. Car, il peut arriver que les constantes arbitraires reafermées dans l'équation la plus générale soient plus nombreuses que les termes distincts qui les contiennent. Outre qu'une telle circonstance peut fréquemment résulter des transformations algébriques, elle peut aussi provenir de la nature même des
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définitions. Si , par exemple » on considère le cerde oonune la courbe également éclairée par deux lumières , et qu'on place au hasard les axes rectangulaires, son équation générale contiendra certainement cinq constantes arbitraires , qui n'entreroot pourtant que dans trois termes. De même , et à un plus haut degré, l'équation générale du cercle pourrait renfermer un nombre quelconque de constantes , en cherchant le lieu d'an point dont la somme des carrés des distances à divers points fixes , aussi multiplies qu'on voudra , demeure invariable. Or, en tous cas de ce genre , il est évident que le nombre des constantes arbitraires indiquerait mal celui des pointa déterminants , parce que les valeurs partielles de ces constantes ne sont alors nullement nécessaires pour que la courbe soit pleinement individualisée , pourvu que l'on connaisse seulemimt les valeurs collectives des divers groupes 'algébriques suivant lesquels elles constituent les coeflBcients vraiment différents , et dont le nombre effectif doit ici indiquer la véritable solution du problème proposé. Sans cette indispensable restric* tien, les diverses transformations, soit analytiques, soit géo-» métriques, 'pourraient faire indéfiniment varier un caractère qui doit être essentiellement fixe. La règle fondamentale que nous cherchions doit donc finalement consister à opérer^ sur Téqaation générale donnée , une double énumération , en y comptant séparément et le nombre de ses constantes arbitraires et le nombre des termes distincts qui les contiennent : le moindre de ces deux nombres sera toujours celui des points qu'exige la détermination de la courbe correspondante ; s'ils étaient égaux, onr adopterait leur valeur commune. C'est ainsi, par exemple , que le cercle sera analy tiquement reconnu déterminable d'après trois points , de quelque définition que procède son équation générale. Il importe d'ailleurs de remarquer, en principe , au sujet de cette règle , que , par la nature de la
^ontmi , die çooTf eat également à tons les s jstèAies poisflââes 4e coordemiées. C'est la seule tbé(»rie géoérak de géométrie foi oomparte mt tel priviléige, émioettineiit propre à ea faefliier Tapfilicatioii.
35. San^osoBS maiiitâBaBt qae , suivant le cas le plus fré- -^liiieot^ la omrbe proinsée ne soit d'abord earactérisée aoalytifaement qae par une éipalion plus ou moins particulière en jooordoanées rectilignes , eomn» la plupart des courbes introduites dans la première partie de ce traité. Le seul moyen universel deeonnaitre alors le nombre de points déterminant eon- Wte à en déduire Téquation la plus générale, en y opérant nue transposition d'axes indéterminée, par la substitution des formaies
jcsfjtf cos.X'— :x sin.X'+<ï, ^=x* sin,X'+y cos. X'+^,
si les axes sont rectangulaires. Quelque particulière que puisse ^Irc l'équation primitiTe , et quand même elle ne eonviendrait qu'à une seule situation , une telle transformation l'aura toujours assez généralisée, puisque la position de la courbe à l'égard des axes y sera deraïue tout à fait quelconque, pourvu que l'on compte a^ b^ et X', comme trois nouvelles constantes en^èrement arbitraires. Ce second cas étant dès lors rentré dans k premier, il suffira d'appliquer convenablement la règle fondamentale , de la même manière que si l'équation la plus générale eAt été doctement donnée.
La stricte exécution d'une telle opération exigerait souvent de longs calculs pour le développement algébrique de la substitution prescrite , quand les exposants seraient un peu considéraUes. Mais il importe de reconnaître que Ton pourra fréquemment se dispenser d'accomplir cette substitution , en se bornant à llndiquer, ou même à la concevoir. Car, on n'a réellement besoin ici de l'effectuer que pour la double énumération qu^exige notre règle envers l'équation généralisée. Or^
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4e 0QS dnuL 4éiiotriMf«»ieiit$ j le premio*, œln des iCMUtaotos tEbitaims» peut 4ndtfiMttc»t toujaim 4tce fait d'a^Aoce , p«ûh fn'ilse i!éd«iet nécessweMaat à aigiiMBtor de Irotole nombre ■diqiié fAr l'éqnalion particalière domiée. Quant 4Hi déMBiteaneift dea tenues djatincte , il ne aerak oertaiROHieèt prati- 4ieable sans i&cerfit«de iiue d'après raccomfdisseBient effectif •dîme idle i^énènlisaticm analytique; mais aons aayons, en prindfe» -qu'il ne defieal 2*éeUement iodispensaUe qu'autant fne œ sombre de termes se trourera infàrieur a« nombre total des constantes. Ainsi , la première énnmération., temjours iamédi^teaMnt facile» iadiqutfa d'abord, en un cas qnet- «M^oei wwliBMie snpérieni?e<du nombre de points demandé, mifù déjà pent Atre qoelquefrâ fort préeienx : mais ^en outre , astte imKeation deviendra souvent défloiiiye* lorsque, sans ssanaltre «xaotement la nomlme effectif des termes propres à féqnalion dgénéraUsée, «n premier aperçu de l'ensemUe du €ikul au» proouffé la certitude que ce nombre ne swait pas maindre fne oefcn.des oenstantesi tant primitives qu'iiKtro-
£n iippUqnant cette ex|dication à la plupart des exemples «Ués dans notre prenuère partie , il sera aisé d'y découvrir le nombre de points déternunant des eoorbes correspmdantesi «K)iqae oonniws seulement par des équnlions particulières et ntee uniques, qu'il sere pourUnt superflu de généraliser foraMDfmant. C'est ainsi que l'équation du n* 19
cy + {c'-(P) x'^Ç {c'^iP)
Mque évidemment une courbe exigeant an plus dnq pomts pour sa détermination , et avec la certitude que ce nombre n'est pas trop considérable , puisque^ sans exécuter la subslitation, on reconnaît aussitôt que les constantes c, (f , et a, 6, X' entreraient effectivement dans cinq termes distincts. On doit
toatefob remarqaer, sur ce premier exemple , qœ le câs da tetde d=Oj fait exception à la justesse de cet aperça; car. Fane des constantes étrat alors donnée, il en réitérait eacore qoatre, ce qni excède le yrai nombre des points. L'anonu^ tiendrait ici algébriquement à ce qne, par une réduction spéciale , que manifesterait seule l'exécution dû calcul , les trois termes autres que ceux du second degré contiendraient exclasivement les quatre constantes arbitraires; géométrkiuemait , l'exception proviendrait de ce que l'équation particulière ne manque alors de généralité que relativement à r<Higine, et non quant à la direction des axes rectangulaires qui, en ce cas^ y pourrait être quelconque , en sorte que cette équation serait suffisamment généralisée par un simple déplacement indéterminé de l'origine, qui n'élèverait qu'à trois le nombre total des constantes arbitraires. Quelque satisfaisante que soit assurément cette explication exceptionnelle, la nécessité d'y recourir et l'usage qu'on y fait des lumières déjà acquises sur une courbe tant étudiée , doivent faire sentir avec quelle circonspection il faut appliquer l'abréviation indiquée , et combien il imp(H*te , en général, de se résigner à l'exécution du calcul prescrit, quand les motifs de dispense ne présentent pas une parfaite évidence. On conçoit d'ailleurs que , envers un grand nombre de courbes , certaines définitions peuvent quelquefois donner des équations particulières trop surchargées de constantes arbitraires. Mais ces diverses sortes de restrictions propres à notre considération abréviative n'empêchent nullement qu'elle né soit , en beaucoup d'autres cas , aussi certaine que commode.
Par exemple , l'équation commune des trois sections coniques , trouvée au n"" 33 >
indique aussitôt , et sans aucune incertitude , que le nombre de
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pcÛBts déterminant est cinq poar l'ellipse et hyperbole, mais sealement qoatrc pour la parabole, poisqa -alors n ^ 1 .
On tronTera pareillement, et avec encore plus d'assurance, va le degré supérieur, d'après l'équation des sections toriques (Qo 2â) , que ces courbes sont déterminables par cinq points , sauf celle que caractérise l'égalité des deux données linéaires^ et qui , à ce titre , n'en doit exiger que quatre. Pour la conchoide (n^" 24) , le nombre de points déterminant sera également 5, avec la même réduction dans le cas analogue d'égalité. Enfin , l'équation de la cissoïde (n'' 26)
montrera, sans plus d'embarras , que cette courl^) est déterminée par quatre points.
n serait également facile de constater, sur de nouveaux exemples , comprenant une infinité de courbes distinctes , que les équations de la forme
y"^ = ax^'y ou ^** = ax"" -{- ^j
indiquent toujours des courbes exigeant, les unes quatre points, les autres cinq, pour leur détermination : le motif de dispense algébrique sera d'autant plus évident que les exposants m et ;i seront plus élevés. On conçoit d'ailleurs que la théorie actuelle est déjà aussi complètement applicable aux équations dites transcendantes qu'à celles qualifiées spécialement ^ d'algébriqnes, sauf les difficultés analytiques correspondantes. C'est ainsi que la même méthode, pareillement simplifiée, démontrerait, d'après les équations particulières
yssba",y=asiabxy
<iue le nomlu'e des points déterminant y est encore égal à 5. Sans multiplier davantage ici de tels exemples, lerapproche-*
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ment , à la fois analytique et g<H>niétrique , de tous les cas eiléa suggère aussitôt ceUe réflexion générale que le nombre de points nécessaire à la détermination d'une courbe ne dépend point essentiellement du degré, ni même de la nature, de son équation , et pas davanlage de sa figure essentielle. Nous trouvons surtout une exacte parité, à cet égard , entre des courbes qui , sous tout autre aspect, ne semblent offrir aucun caractère commun. Cependant une identité aussi importante ne doit pas, sans doute , rester isolée. L'ensemble de mes méditations sur la ^'éométrie comparée , dont l'étude, à peine ébauchée, est encore si mal conçue, m'a depuis longtemps conduit à penser que les courbes qui exigent le même nombre de points pour leur détermination présentent, par cela même, beaucoup d'autres propriétés communes. Mais l'état présent de la science n'a manifesté jusqu'ici , à cet égard, que l'exacte parité ainsi assurée à ces diverses courbes quelconques , dans la géométrie transcendante, quant aux degrés de contact ou d'osculalion qu'elles comportent envers toute autre figure: encore même cette analogie nécessaire est-elle, communément très-mal appréciée.
36. Afin de compléter notre règle fondamentale, il reste à y caractériser Tindispensable modification qu'elle doit éprouver lorsque, parmi les points que l'on fait concourir à la détermination delà courbe, on introduit quelque point smg'M/i«r,- c'està-dire, suivant Taccepliori géométrique la plus étendue, un point distinct de tous les autres par une propriété précise, d'ailleurs quelconque , à laquelle on a égard; soit que ce point appartienne, en effet, à la circonférence de la courbe, comme un point d'inflexion ou de rebroussement, etc., soit même';' en général , qu'il y adhère, intérieurement ou extérieurement, comme lin centre, ou un foyer , etc. De quelque manière que s'opère la singularisation , chaque point de ce genre devra toujours compter pour deux points ordinaires , parce qu'il don-
SECONDE PARTIE, CHAPITRE PREMIER
liera lieu à deux équations ^e condition. S'il est sur la courbe, il faudra, outre la condition commune
/(j/y, a^ 6, c, ^....) = 0, considérer aussi la relation quelconque
qui formulera sa propriété caractéristique. Quoique cette seconde équation puisse être fort diflërente de la première, elle participera tout autant à la détermination des inconnues a, b^ c^ d, etc., qui se trouveront ainsi tout aussi liées que d'après deax points ordinaires. Lorsque le point singulier n'appartient pas à la circonférence de la courbe , il faut concevoir , en général, que, par cela même qu'il est unique, ses propres coordonnées a, €, doivent dépendre , d'une manière déterminée, des constantes qui spécifient la courbe , suivant deux fonctions ,
dont la forme sera , dans chaque cas , exactement assignable , d'afvès réqimtion de la courbe, el le caractère du point. Donc, réciproquement , l^indication de ces deux coordonnées assujettît ces constantes, quand elles sont inconnues, à deux conditions distinctes, qu'on peut envisager comme tenant lieu, pour leur détermination , de deux points quelconques de la eourbe.
On peut aisément vérifier cette loi uniforme sur toutes les lignes introduites dans la première partie, et dont les définitions contiennent des points évidemment singuliers. Si, d'après la décoQverte , déjà accomplie, de leur nombre ordinaire de points déterminant, on examine, par contraste , k réduction spéciale qu'il éprouve spontanément quand on y môle ces points excei>tionnels, 0 sera facile de constater successivement, suivant les <MfimtiottS respectrves , que le centre du cercle » que chacun
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des points fixes inhérents à l'ane on à l'autre génération des sections coniques , que chaque point analogue propre à la notion des sections toriques, ou delà conchoïde, ou de la cissoïde, équivaut toujours effectivement, pour la détermination de la courbe, à Tobligation de passer en deux points arbitraires. La seule dérogation apparente à l'uniformité de cette loi additionndle, semble devoir résulter d'abord de l'inégale pluralité des propriétés des divers points singuliers. Ainsi , par exemple, un même point peut quelquefois élre un centre et on point d'inflexion : les sommets de Tellipse, primitivement définis par sa rencontre avec ses axes , sont aussi caractérisés par une tangente perpendiculaire au rayon correspondant, et ils se distinguent également comme points de plus grande ou de moindre courbure. En tous ces cas, on peut croire que l'introduction de tels points singuliers fournira de nouvelles équations de condition, à mesure qu'on formulera leurs diverses propriétés , en sorte qu'ils tiendraient ainsi lieu, dans la détermination de la courbe cherchée , tantôt de deux , tantôt de trois , ou de quatre , etc. points ordinaires. Mais il est aisé de sentir que cette objection générale est purement spécieuse. On peut d'abord l'écarter par une considération préjudicielle tirée de l'évidente absurdité qu'ofiBrirait ainsi la variation continue du nombre de points déterminant propre à chaque courbe par la découverte, toujours possible, de nouvelles particularités envers les points déjà singularisés, j à mesure que l'étude spéciale de la courbe serait plus avancée. Un examen direct fait ensuite sentir, en principe, que, par quelque caractère précis qu'un point singulier ait été primitivement défini et formulé, toute autre propriété quelconque qu'on en découvrirait ultérieurement ne saurait fournir aucune condition vraiment distincte; d'après l'enchaînement, sensible ou inaperçu, général ou spécial, qui existerait nécessairement entre les deux attributs géométriques , les relations analytiques
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oorreq|K>ndantes se trouveraient » en chaque cas, essentiellement équiyalentes -, en sorte que la multiplicité de ces conséquences ne contribuerait pas davantage à déterminer les constantes cherdiées que l'équation initiale d'où elles pourraient toutes dériver, plus ou moins péniblement.
37. Pour procurer toujours à la théorie actuelle toute la perfection effective dont elle est susceptible, il faut enfin expliquer comment le principe analytique sur lequel elle repose uniformément devient souvent applicable sans connaître encore aocone équation rectiligne ^ même particulière , de la courbe proposée, et en consultant uniquement sa définition géométrique. On en concevra la possibilité si Ton considère que 1-équation ne sert ici que comme base d'un dénombrement qui peut quelquefois être suffisamment accompli d'après la seule définition. Car, si le nombre total des constantes arbitraires propres à l'équation générale se détermine toujours aisément par une équation particulière, il se déduit encore mieux de la définition même. Il suffit, pour cela, d'y analyser exactement les diverses données géométriques qu'elle indique comme indispensables à l'entière détermination de la courbe : chaque point fixe qu'elle contiendra introduirait certainement, par ses coordonnées, deux constantes arbitraires dans l'équation la plus générale , à laquelle il faut sans cesse se reporter mentalement ; il en sera de même pour chaque droite fixe , à cause de ses deux coefficients angulaire et linéaire ; chaque cercle entièrement donné qui s'y trouverait ferait naître ainsi trois con^ stantes ; chaque longueur ou chaque angle une seule, etc. Cette nouvelle abréviation de la règle fondamentale aura la même légitimité et offrira aussi la même chance d'erreur que celle précédemment appréciée, puisqu'elle repose sur le même motif analytique. On trouvera donc toujours ainsi une limite supérieure du nombre de points déterminant. Quand elle ne sera pas
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trop élevée , ce qui correspond an cas analytiqve oà le nom* bre effectif des termes de l'équation générale ne se troiiT6rdt point inférieur à celui des constantes , on le reooiinaldra géo*métriquement si la définition proposée est assez simple pour qu'on puisse s'y assurer que les changements simaltanés des diverses données ne pourraient jamais se compenser de manière à ne faire aucunement*yarier la courbe. GeUe ooûdUion est facile à vérifier envers les définitions déjà citées du cercle, des sections coniques ^ des sections toriques, de la concboïde , et de la cissoïde, ou l'on connaîtrait ainsi le nombre de points déterminant indépendamment de toute équation, en parfaite conformité avec le résultat analytique. Pour la signaler id envers une définition nouvelle^ où l'équation ne nous est réellement pas connue encore, j'indiquerai la cyeliUde ordinaire, engendrée par un point de la circonf^ence d'un cercle roulant sur une droite fixe , à partir d'une certaine position , et tournant simultanément autour de son centre avec la même vitesse : la méthode précédente conduit aussitôt à reconnaître, sans la moindre incertitude, qu'une telle courbe est déterminabie d'après quatre points. Afin de mieux apprécier cet extrême perfectionnement de la théorie actuelle , il faut d'ailleurs sentir que la définition proposée pourrait n'être pas mêoM purement géométrique . pourvu qu'elle soit, précise , et que , dn reste y elle se prête suffisamment à l'annlyse prescrite, elle conviendra pareillement à une semblable distinction. Qu'il s'agisse, par exemple , de la ligne suivant laquelle un poids doit descendre pour arriver le plus promptement possible d'un point donné à un autre point donné : quoique cette définition transcendante soit uniquement dynamique et très-difScile à mettre en équation, notre méthode subsidiaire y indique déjà clairement quatre points déterminants; ce qui sera ultérieurement confirmé quand on y aura reconnu la cycloïde.
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La grande facilité propre à ce perfectionnement final de notre règle fondamentale , doit ici faire insister davantage sur le danger, ci-dessus caractérisé en principe, qu'offrirait, en beaucoup de cas , son intempestive application , quand le nombre effectif des termes de Téqualion générale se trouverait inférieur aa nornlve ainsi prévu des constantes introduites. Cette circonstance anal j tique correspondrait géométriquement ' à la possibilité de faire yarier à la fois plusieurs des données inhérentes à la définition proposée, sans que la courbe en éprou-ykl ancun changement réel , soft de forme , soit même de situation. Or, de tels cas, quoique fréquents , sont difficiles à constater clairement d'après la seule définition , surtout envers des courbes peu étudiées ou très-compliquées $ et , quand une fois on les a reconnus, il est presque toujours impossible d'y réduire convenablement la limite supérieure d*abord obtenue ainsi pour le nombre de points déterminant, il est aisé d'en citer quelques exemples caractéristiquos , même envers le cercle, la courbe la plus simple et la mieux connue : telle est sa définition comme courbe également éclairée par deux Inmië^, qui indiquerait aussitôt cinq points déterminants, parce que les deux points fixes, et le rapport donné, pourraient varier conjointement , comme je l'ai montré au n** 21 , sans que la courbe changeât aucunement ; telle est aussi sa déinition comme segment capable , où les deux points fixes et l'angle donné pourraient certainement changer de manière à ne pas affecter du tout le cercle correspondant ; telle est, enfin, éminemment sa définition, déjà citée, comme lieu d'un point dont la somme des carrés des distances à divers points fixes demeure constante. On peut ainsi juger des difficultés souvent insurmontables que susciteraient de semblables inconvénients envers des courbes plus compliquées et moins connues ; surtout en considérant que la recherche du nombre de points détermi-
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nant doit être natarellement , à raison de sa simplicité supérieure , le premier sujet d'études envers la plupart dés lignes. La règle analytique do n"* 34 est donc finalement la seule qai . comporte une universelle efficacité , et rien ne saurait dispaiser d'y recourir en général. Mais les inconvénients irrécusables que présente, en beaucoup d'occasions, l'abréviation subsidiaire que je viens d'expliquer n'altèrent nullement son heureuse aptitude envers les cas très-nombreux oùles conditions nécessaires de sa légitime application se trouvent étresuffisammentremplies. En terminant ici l'exposition de cette première théorie générale, il importe de remarquer que, quoique nous n'y ayons considéré d'autres conditions de détermination des courbes que celles de passer par des points donnés, comme étant maintenant les seules que nous sachions uniformément formuler, cependant l'ensemble des règles précédentes s'appliquera nécessairement à tonte autre sorte de conditions géométriques , exprimables chacune par une seule équation , à mesure que nous en apprendrons ultérieurement la représentation analytique ; ce qui devra beaucoup augmenter la portée et l'utilité des divers principes que nous venons d'établir.
CHAPITRE IL
Théorie des tangentes.
38. Cette importante théorie, base nécessaire du rapprochement fondamental entre les figures curvilignes et les figures rectilignes, repose tout entière sur nue convenable, définition de la tangente. Dans sa première acception géométrique, ce terme a été longtemps limité au cercle , où il désigne simple-
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' ment une droite qui n'a avec la courbe qu'un seul point cornmon. Il y aurait alors un vrai pléonasme à ajouter que tous les autres pointa de la droite doivent être extérieurs à la courbe, puisque cette circonstance résulte évidemment de la condition primitive, non-seulement envers le cercle, mais aussi quant à toute autre courbe fermée et non sinueuse. Toutefois, ce caractère additionnel deviendrait, en d^autres cas, indispensable , afin de distinguer suffisamment la tangente de certaines droites ne rencon^trant , comme elle , la courbe qu'en un seul point ; ainsi qu'on le voit, par exemple, dans la parabole, pour les parallèles à l'axe. Quoiqu'un tel complément rende la notion initiale susceptible d'une assez grande extensioà, en permettant de l'appliquer à toutes les courbes, bien plus nombreuses qu'on n'a coutume de le supposer, qu'aucune droite ne saurait couper en plus de deux points , il est néanhkâds aisé de reconnaître que ce caractère primitif ne peut nullement devenir la base d'une définition vraiment générale. Car, en beaucoup de cas, cette unité d'intersection ne constitue point une condition , soit nécessaire , soit suffisante , tendante à déterminer la tangente. Dans la cissoïde, par exemple {fig. 32), la tangente en un point quelconque M coupera la courbe en un second point N ; tandis que , au contraire , on pourra mener de M une infinité de droites difierentes , qui n'auraient que ce 8^1 point commun avec la courbe , sans qu'aucune d'elles assurément fût tangente : on voit même que cette condition ne saurait alors donner lieu à aucune question précise ; c'est ce <pi'offriraient presque toujomrs les courbes ayant plus de deux points en ligne droite. Mais, malgré cette évidente impossibilité de conserver, en général , l'acception initiale du mot ^ente^ les lois du langage et de la pensée imposent l'obligation de ne la changer que par une judicieuse extension, qui produise spontanément le caractère primitif pour les cas
particuliers anxqnete on l'avâit destiné d'Aord î cette importante prescription philosophique doit être wigneiwenient respectée envers toutes les conceptions scientifique» qai dérivent de notions vulgaires , afin de maintenir toujours la GontiDuité et l'harmonie logiques, qui seraient gravement troublées par une arbitraire altération technique des expressions eonooiunds. La définition générale de la tangente, telle qu'on la conçoit miintenant, satisfait pleinement à cette condilicm indispensable. Elle consiste à considérer la tangente comme la liante ren laquelle tend une sécante dont l'un des points d'intersection supposé mobile se rapproche indéfiniment de l'autre supposé fixe , jusqu'à ce qu'ils se confondent exactement. Si l'on continuait ensuite la rotation , l'intersection mobile passerait au delà de r intersection fixe; en sorte que, en chaque point d'aae courbe quelconque , la direction tangentrelle sert de ligne de démarcation entre les directions qui coupent d'un côté de ce point et celles qui coupent de l'autre côté. Quelque multipliées que puissent être les intersections, on n'en doit ici combiner que deux , puisque deux points suffisent pour déterminer une droite -. la confusion finale des deux premières ne décide rien envers les autres , dont la coïncidence avec elles ne Bammt être falcaltative , et constituera, en effet, dans la suite 9 le caractère propre de certains points exceptionnds.
On peut maintenant apprécier ce qu'une telle définition générale conserve spontanément de la notion initiale t car, envers une courbe quelconque, la tangente, ainsi conens, aura nécessairement un point commun de moins queles^drcilss qui en ont le plus; par conséquent, pour toutes les courbes qui ne sauraient offrir plus de deux points en ligne droite , la tangente se trouvera caractérisée , en effet, par l'unité d'intersection, suivant la conception primitive, dont tout le vice consistait donc en une trop grande restriction. Cette généralisa-
SECONDEE PARTIE, CHAPITRE DEUXIÈME. ItS
f ioB s'accomplU d'ailleurs d'nne manière parfaitement conforma % h destination fondamentale de la théorie des tangentes dans le système total de la géométrie ; puisque Tindispcnsable rap* prochement entre les figures curvilignes et les figures recti« lignes, base naturelle des principales spéculations géométrieques , suppose toujours qu'on ait d'abord déterminé la loi sui^^ tant laquelle varient les directions des côtés du polygone que Fûtt substitue mentalement à la courbe , ce qui résulte évidem* tfiebt d'une semblable considération des tangentes.
Afin de prévenir toute incertitude sur une notion aussi capt^ taie, il importe enfin d'y apprécier spécialement la nécessité d'opérer la coïncidence caractéristique des deux inlerst^ctions par la rotation de l'une autour de l'autre, et non d'après leur commune translation parallèlement à la position primitive. Ces deux modes seraient y sans doute , le plus souvent équivàleots; mais ils oe sauraient l'être toujours : ce qui suffit pour que leur diatinction doive être soigneusement introduite dans la définition générale. La cissoïde en offre un exemple très-sensible, si Ton considère en particulier le point de rebroussément O, où la tangente OB résulte de la rotation de OK jusqu'à ce que K et O se confondent; tandis que les perpendiculaires à QB 9 en se rapprochant de plus en plus de O, y produiraient aussi la coïncidence de leurs deux Intersections , sans y être mflleiDent tangentes : on voit même que cette coïncidence provenue de la translation ne déterminerait, au point de rebroussèment, aucnne direction précise; puisqu'un tel attribut y appartiendrait indifféremment à une infinité de directions obliques.
St. La définition fondamentale étant suffisamment établie, il faut maintenant concevoir la théorie des tangentes comme eomposée d'abord d'une question {»*incipa}e, consistant à déter- ■ûner, en chaque point d'une courbe , la direction de sa tan-
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gente , et ensuite de plusieurs questions accessoires qui , quoique également générales, ne constituent, au fond, que de^ conséquences ou des transformations de la première. C'est sur celle-ci exclusivement que portera ici le défaut actuel de généralité de notre théorie analytique , bornée aux ressources de l'algélnre élémentaire : mais la manière dont toutes les autres s'y sobordonnent sera déjà traitée aussi complètement que possible ; en sorte que l'extension ultérieure de la méthode des tangentes, à l'aide d'une analyse plus élevée, pourra être réduite à la question principale , sans qu'il soit nécessaire d'y considérer spécialement les questions accessoires.
D'après notre définition, si l'on conçoit d'abord, parle point donné (:r', y), une droite qui coupe la courbe, en un second
point (x", y), son coefficient angulaire sera -p — -j- : la recherche proposée consiste donc à trouver la limite rers laqueUe tend ce rappibrtà mesure que les coordonnées variables a/^ ely" se rapprochent indéfiniment des coordonnées fixes a/ et y. Si l'on y posait aussitôt l'hypothèse extrême, jc"=j:', y ==/, il deviendrait indéterminé, parce qu'on n'y a eu encore aucun égard aux conditions qui ôtent l'équivoque naturellement inhérente à cette coïncidence, et qui résultent de la situation continuelle des deux points sur la courbe donnée f ( j:,y )= 0. Ainsi, la difficulté du problème se réduit essentiellement à cette question purement algébrique : utiliser les deux équations de condition , f{ x\y ) = 0 et f(x'\ /' ) = 0, de manière à trans-
former la fraction -—, — . en une autre équivalente qui ne
puisse plus devenir indéterminée, quand on y supposera a:" = x' et y'=y. Cette transformation une fois accomplie, l'évaluation de ce rapport , pour cette hypothèse finale, déterminera immédiatement l'expression générale du coeffi-
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dent angulaire de la tangente , propre à la courbe proposée. On sarmoate cette difficulté algébrique, en retranchant les deux relations l'une de l'autre , aGn de mettre en évidence, dans chaque partie de cette relation composée,
ou le facteur y -^-y ou le facteur a:" — a/, de manière à dégager ensuite aisément le rapport cherché. Mais, pour expliquer convenablement cette opération , naturellement fondée sur la divisibilité connue de cC^ — IT par a — ^^ il faut maintenant spécifier la composition de l'équation proposée , que nous supposons algébrique , rationnelle , et entière , d'ailleurs d'un degré quelconque. En n'y mentionnant qu'un seul terme général de chaque espèce, son type sera :
Ay~ + Bx" +C a:^^ + D =0, en sorte que notre relation composée devient
La transformation proposée , n'y ofire quelque difficulté que relativement au dernier terme, qui n'est spontanément divisible ni par y — y ni par j:" — j/. Or, la nature algébrique dfe ce terme, où les deux variables sont mêlées, suggère aussitôt l'artifice préparatoire d'sq[)rès lequel il devient aussi convenable que les autres, en portant à le regarder comme tenant lieu de Tensemble de deux termes distincts, F un analogue à ceux en ^, Taatre à ceux en x^ suivant la décomposition évidente
qui transforme la relation primitive en
Tons les termes y étant maintenant divisibles ou par y —y on
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par x"—£, on en déduit aiusildt, d'après les riglei cooihim,
y— y _ B (■x-'^+x'^j^+jr-v...+.r'^) + cy (j/^...4-jr
La transformation proposée étant ainsi accomplie, il suffit de poser maintenant j^"=y et a/' = j:'poiir que cette fraction détermine immédiatement le coefficient angulaire de la tangente ,
Au lieu de retenir cette formule, ou d'en renouveler la reeberche spéciale sur chaciy exemple, il convient d'y saiMr algébriquement le mode de dérivation de ses termes envers ceux de réquation primitive. Un premier aperçu comparatif montre d'abord que les termes en x de cette équation ont seuls influé sur le numérateur de ce résultat, et les termes en^ sur le dénominateur : quant aux termes en \ ey^ ils ont influé des deux parts , mais toujours comme uniquement relatifs tantôt à JT et tantôt à^. On voit ensuite que la dérivation a consisté à multiplier, en chaque terme de Tune ou l'autre espèce, le coefficient par l'exposant et à diminuer cet exposant d'une unité. Telle est donc la loi générale suivant laquelle le coefficient angulaire de la tangente résulte de l'équation rectiligne de la courbe correspondante, dans tous les cas ci-dessus carac* risés.
On en simplifie beaucoup l'énoncé et la notation par l'usage élémentaire d'une grande notion analytique, dont la haute importance géométrique va être bientôt appréciée directement, outre son immédiate efficacité comme moyen d'expression : c'est celle des dérivées proprement dites. Ce nom, devenu spécial depuis Lagrange , désigne, envers chaque fonction quelconque d'une seule vanaUe , le coefficient de la première puissance de
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raoeroiiMiiieiit de la variable dans le déyeloppement de Taceroissement de la fonction selon les puissances de celui de la variable. Qnand la fcmction contient deux variables , elle comporte naturellement deux dérivées distinctes , suivant que Ton eonsid^« le changement exclusif de chacune d'elles» en traitant fantre oonune une simple constante. D'après ces explications , il «6t aisé de constater que la loi précédente peut s'énoncer ainsi : le coefficient angulaire de la tangente est égal au rapport, changé de signe, entre les deux dérivées du premier membre de f équation proposée, relatives, l'une à r abscisse^ Vautre à Vor^ donnée, du point de contact. Car, chacune des parties de notre formule de tang a constitue évidemment , d'après la définition précédente, la fonction dérivée de la partie correspondante de féquation primitive. La dérivée d'une somme étant d'ailleurs nécessairement équivalente à la somme des dérivées de ses parties, il est clair que la même loi de formation conviendrait aussi an cas où Féquation eût renfermé plusieurs termes de diaque espèce, chacun d'eux ayant séparément participé au résultat comme son type unique. Nous allons bientôt reconnaître que cette énonciation définitive de la règle des tangentes ae constitue pas seulement une commode abréviation usuelle dé la loi algébrique ci-dessus obtenue , mais qu'elle exprime déjà le mode le plus général pour la formation du coefficient angulaire de la tangente envers une courbe quelconque , sauf la difficulté de trouver les dérivées de l'équation correspondante. Qaant à la notation analytique de cette même règle , il suffit d'y appliquer aussi le mode éminemment simple et lumineux yie Lagrange a introduit pour les fonctions dérivées , en modifiant seulement par un accent les caractéristiques des fonctions primitives ; en sorte que/'lx), y'(j:), iJ»'(jc), etc., désignent suffiaamment les dérivées respectives de/(^), f{x),^{x)j etc. Envers tes imptions à deux vwiables , il convient d'y distinguer les
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deux dérivées, non d'après le mode trop incertain que Lagrange avait déduit du déplacement de Faccent, mais à l'aide d'une sorte d'adjectif analytique, consistant à placer, en indice, au bas de la caractéristique , le nom de la variable considérée : ainsi ,/', (^,^) et/'j. {jc^y) indiqueront les deux dérivées de /(•^%r)» relatives, Tune à j:, Tautre à y. De cette manière , notre loi des tangentes pourra être analy tiquement formulée par cette expression , très-concise et pourtant fort claire ,
où aucune des indications essentielles n'est réellement omise. On pourra même , . après une suflSsante habitude , augmenter familièrement son laconisme sans altérer nullement sa netteté, en faisant seulement porter sur l'indice adjectif la mention spéciale du point de contact , ce qui permettra de supprimer les parenthèses, où il est trop lourdement indiqué. Aussi écrironsnous souvent cette loi sous la forme rapide
y*' tang.a = — —
où rien ne pourrait être supprimé sans introduire aussitôt une confusion radicale.
40. A ce mode éminemment élémentaire d'établir la règle des tangentes , je crois devoir en joindre un second qui , sans excéder d'avantage, au fond, les premières notions algébriques , permet déjà de démontrer suffisamment l'entière généralité de cette loi géométrique, sous la seule réserve des difficultés analytiques que nous offirirait actuellement son application effective au delà des cas que nous venons de considérer. Il repose sur la convenable appréciation d'un artifice envisagé d'ordinaire comme purement spécial, mais qui, mieux jugé» peut aisément devenir la base d'une véritable méthode générale.
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Cest celui par lequel on trouve commodément la yaleur du coefficient angulaire de la tangente quand le point de contact est sitaé à l'origine des coordonnées , en évaluant , dans Téqua-
tion delà courbe donnée , le rapport — pour j:=:a, ce qui est
le plus souvent très-facile. Si, par exemple, d'après l'équation de la cissoïde
00 veut connaître la direction de sa tangente à l'origine , on
aura
ainsi la limite du rapport de l'ordonnée à Fabscisse indéfiniment décroissante est ici 0, en substituant x se 0 , ce qui montre la tangente al(Hrs confondue avec Taxe de la courbe , conformé- * ment au résultat fourni déjà (n"" 26) par la définition.
Une telle considération peut évidemment conduire à trouver la loi générale du coefficient angulaire de la tangente en un point quelconque d'une courbe : car, il suffit de transporter l'origine en ce point (J:^ y), sans changer d'ailleurs la direction des axes ; ce qui oblige à changer x en jà-^x ety eay-^jr dans l'équation proposéey^j:, y) = 0, qui devient alors
/•(a/+x,y-hr)=o.
Toute la difficulté, afin de retrouver ainsi la règle des (an- Sfentes, consiste à bien discerner les seuls termes de cette nouvelle équation qui doivent être pris en considération quand on
éTalue ^ pour x ss 0, ^ = 0, en écartant avec soin ceux qui, ne
pouvant exercer à cet égard aucune influence, compliqueraient inutilement cette appréciation analytique. Or, il est évident
que , si on développe Féquation selop les puissances cirqi^pt?^ de X et de jr » sous la forme
A+Ba:+qr-|-ÏXr'-f-iUjr+Fy+, etc., =0,
le terme A indépendant de jc et de jr, coïncidaat sponlf^pépient avecy (j:', y), se trouvera annulé suivant Thypothèse indiquée, et que, après avoir ensuite tout divisé par j:, dans la vue d'introduire le rapport cherché , l'équation , devenue
B+C ^ +D^+^+F g) jr+, etc., =0,
ne conservera , lorsqu'on y posera j: = 0, j^ = 0,^ que ses deux premiers termes : en sorte que, à la limite voulue , le rapport
*^ sera exprimée par — -k*, sans dépendre aucunement des
termes d'un degré supérieur au premier. Si maintenant on rapproche ce résultat de la définition précédente des' dérivées , on reconnaitra aisément , avec un peu d'attention ,' surtout en ayant soin, pour plus de clarté, de n'opérer que l'une après Tautre les deux substitutions primordiales x'-\'Jc ety+j^, que ces coefficients B et C des preùiières puissances de a: et de ^ constituent précisément les dérivées respectives du premier membre de l'équation primitive relativement à J^et^, où l'on aurait, bien entendu, remplacé les coordonnées générales j:,^ par les coordonnées spéciales a/, y du point de contact. Ainsi se trouve directement établie la loi fondamentale des tangenteif, qpA ci-dessus u'était eqcore qu'un simple résultat de çakid, alors liçiiifé aux seuls cas considérés, mais désorms^^ étendu, d^ moius en principe, à toutes les équations possit^les, s^qf la difficulté purement analytique de trouver les dérivées convenables.
41. D'après les seules connaissances algébriques qu'exige ç^ ^aité , çeis dérivées ne pou|*ront être inuoQédiateqient (çfUfé^
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fae pour des fonctions algébriques proprement dites, qui soient en outre rationnelles, et même entières, ou, en d'autres termes, exclusivement composées 4e simples puissances des variables. La dériyation y consistera donc toujours à multiplier chaque cpefiScient par rexpo3ant correspondant , et à diminuer celui-ci d'une unité ; ce qui reproduira textuellement la formule obtenue spécialen^ent au n"" précédent. Mais , quoique ces cas soient les seuls où nous puissions ici déterminer immédiatement les tangentes, la loi fondamentale de cette théorie géométrique n'en est pas moins déjà complètement établie , en ne laissant plus à désirer que l'extension ultérieure des notions analytiques nirla formation efiective des dérivées.
Quand les équations données, quoique alg' briques, seront irfationpelles ou fractionnaires, notre règle des tangentes poqrra, même dans son état actuel, y devenir finalement applicablç 9 luais seulement après les préparations plus ou moins p^ible? destinées à enlever les dénominateurs et les radicaux. Si }'o!i 9 , par exemple , réqaatioa
OQ Otçfa d'abord le dénominateur en écrivant
xj^==l±x\/x,
et pois le radical en isolant et ciarant, co qui donnera , après avdr développé et transposé , l'équation
xY—a^^ ^y+X =0.
Cest uniquement alors que nous pourrons immédiatement appliquer la règle des tangentes, d'où il résultera ici
où l'on pourra , d'après l'équation primitive , mettre y en x de manière à obtenir finalement
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Dans les cas semblables, rimperfection actuelle de nos connabsances analytiques sur l'application eflective de la règle des tangentes consiste à ne poayoir obtenir directement cette expression définitive, à laquelle nous n'aboutissons que par un circuit algébrique plus ou moins laborieux , faute de savoir prendre immédiatement les dérivées des fonctions proposées. Il convient que le lecteur sente déjà , d'après quelques exercices spontanés 9 ces divers embarras algébriques, qui caractérisèreQt , à cet égard , l'état de la géométrie analytique entre Descartes et Leibnitz, etdont l'appréciation croissante constitua l'un des principaux stimulants qui poussèrent à l'invention de l'analyse transcendante. Les difficultés relatives aux dénominateurs sont toujours bientôt surmontées : mais il n'en est nullement ainsi pour celles que suscitent les radicaux. Si on pouvait partout , comme dans l'exemple précédent , éter ceux-ci en les isolant successivement afin d'élever ensuite aux puissamces correspondantes, une telle préparation ne serait pas très-génante. Mais cette marche n'est pleinement efficace qu'envers un radical unique, et ne s'applique aux radicaux simultanés qu'autant qu'ils sont du second degré seulement; encore faut-il , même alors , qu'il n'en coexiste pas plus de ciiiq : en tout autre cas, la suppression des radicaux exige, l'intervention des pénibles méthodes d'élimination propres aux équations algébriques d'un degré quelconque , dont Tusage devient presque toujours impraticable.
Pour faciliter, en beaucoup d'occasions, l'application de notre règle des tangentes , il convient enfin d'y remarquer qae si l'équation proposée est résolue par rapport à^, sous la forme
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h loi générale se simplifie , et devient tang. « = «p' (x) , la dérivée relative à^ étant ici 1. Ainsi le coe£Bcient angulaire de la tangente est toajonrs exprimable par la dérivée de la fonction qui représente l'ordonnée; ce qui nous permettra, dés ce moment, de le former plus aisément, quand cette fonction sera de l'espèce de celles dont nous savons actuellement trouver les dérivées.
Au sujet de ce principal problème ,, ainsi qu'envers les recherches secondaires qui vont s'y rattacher, il est presque superflu d'avertir expressément que toutes les solutions relatives aox tangentes conduisent aisément à celles qui concernent les normales y c'est-à-dire les perpendiculaires qui leur sont menées des points de contact ; quoique cette nouvelle forme d'une telle étude puisse d'ailleurs en augmenter souvent, sons l'aspect algébrique , les difficultés spéciales , elle ne saurait exiger jamais aucun nouveau principe géométrique.
42. La question fondamentale de la théorie des tangentes étant désormais suffisamment traitée, considérons maintenant la manière générale d'y rattacher successivement, selon leur complication croissante, les diverses questions accessoires qai peuvent en être envisagées ou comme des oonséquences ou comme des transformations.
Il faut d'abord examiner le cas où Ton demande une tangente parallèle à une droite donnée. On connaît alors la valeur spéciale du coefficient angulaire de la tangente, et il s'agit d'en déduire réciproquement les coordontiées correspondantes du point de contact. Notre règle fondamentale, qu'il faut seulement ici appliquer à une destination inverse, fournit aussitôt le moyen de mettre le problème en équation. Si f{x^y) =0 est l'équation de la courbe donnée , et^ = ax^h celle de la droite proposée , on aura donc ainsi , entre les coordonnées inconnues ^1 y da point du contact cherché, la relation
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qui, combinée avec la condition nécessaire /"(i:', y) =0 , déterminera ces inconnues, sans que la question puisse jainaib ofirir d'autres difficultés que celles de Fexécutiou algebi^iqae. Qu'il s'agissse , par exemple , de la courbe y^=x\ et qd'oa veuille lui mener une tangente parallèle à la droite j^=a:, les équations seront, en supprimantles accents inutiles,
d'où il résultera jc = - et j^ = — - pour le point oii la tangente
est inclinée à 45''. Quand le problème sera impossible , on le reconnaîtra ainsi ^ comme de coutume, en trouvant des co(m> données imaginaires, ou tout au moins infinies si la direction donnée appartenait à la limite des tangentes d'une courbe indéfinie.
Supposons , en second lien , qu'on demande une tanf^enid passant par un point extérieur donné. En renversant encore M proMëme foodamental, on introduira les coordonnées fncDfi>^ nues du point de contact , d'après lesquelles Téqûatibii de Ift tangente serait
où il faudra exprimer la condition de passer au point donne (6, a) , ce qui fotirnira la relation
pour déterminer, conjointetbent avee la èôffffitidtt ^p<!r&tftbéè f{x\ /) = 0, les dbux incônnufis ^ ei y. Btî» Ml edurïto
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/ts j*3, oa trouverait ainsi ar'» et par datte y^ d'à^rèi réqoation
o/^— 6flur'" + 9aV — 4ê' = 0,
qui ne peut plos présenter que des difiScultés d'algèbre.
43. ConsidéroDs maintenant une troisième question f énérale qoi, quoique semblant purement préparatoire^ mérite d'être soigneusement séparée, soit à raison de son importance propre, soit en yertu du nouvel aspect sous lequel elle conduit à envisager l'ensemble de la théorie des tangentes : c'est celle où Ton se prppose de trouver la relation constante entre le coefficient angulaire et le eofficient linéaire de toute droite ^ = aar+6 tangente à «ne courbe donnée, indépendamment de la position particulière du point de contact. Une fois obtenue, cette rela-^ lioa caractéristique pourra indifféremment concourir à déterminer, suivant les cas , ou là droite ou la courbe.
On peut d'abord envisager cette nouvelle, recberfifae oomoie une simple conséq^^ou^e de la question fondamentale. Car, en introduisant encore , à titre d'auxiliaires provisoires, Ifs ooor^ données j/ et y du point de contact indéterminé , on eii^rimera la coïncidence de la droite proposée avec l'une 4ea tangoit^ de la cmabe/{a:,y) =z 0, d'après les déni fcwfluiles d'ideiiti«fication
il hë â'agira plus que d'élimther x! et y éiltré ces deux équations cl la condition spontanée/ {^^i/) == O, ce qui fournira la relation demandée etitre d et h. Soil, par exemple, la courbé y=ar3: on aura
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et r^lkniimttoD donnera aiaéme&t * = --— ; en scwle que Téqoation
représimtera Fensemble des tangentes de cette courbe, si aj reste arbitraire, et saccessiyement chacune d'elles snivant les yalenrs spéciales de ce coefficient angulaire.
Cette manière de découvrir la condition cherchée est , par sa nature , aussi générale que la méthode des tangentes d'où elle dérive, et offrira même le plus souvent, outre cette pleine généralité intrinsèque, une moindre difficulté d'exécution qu'aucune autre. Mais il n'en importe pas moins de caflictériser ici soigneusement un second mode, non moins général en principe, quoique d'une application ordinairement plus pénible et moins étendue. Indépendant de la règle primitire , cet autre mode pourra, réciproquement, d'après l'intime connexitc naturdie des deux questions , en reproduise finalement l'équi*valent essentid. C'est même sous une telle forme que la théorie des tangentes fut analytiqnement créée par Descartes. Bien que l'usage ait ensuite justement conduit à préférer la forme mieux exprimable que nous avons expliquée d^abord , cet ancien mode conserve encore, en certains cas, une haute utilité scientifique, indépendamment de son importance historique.
Il repose sur le principe des racines égales , immédiatemeat dérivé de la définition des tangentes. Si une droite^ zszax-\-b touche une courbe/ (x, ^) ^ 0 , l'équation
f[x,ax+h) = 0
qui détermine les abscisses des points communs doit alors offrir, entre deux de ses racines, une égalité caractéristique, qui,
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algébriquement formiilée , fourninn la relation àeahb propre à distinguer toute tangente d'avec une simple sécante. L'obligation de n'envisager que deux racines égales résulte évidemment de la vraie notion des tangentes, où deox points doivent seub être combinés; on conçoit, au reste, algébriquement, qu'un plus haut degré de multiplicité établirait, entre aetb^ plusieurs relations ; ce qui est manifestement contraire à l'esprit de la question, où ces constantes, quoique liées, doivent rester diacnne indéterminée. Quand l'égalité de deux racines entraînera ceDe d'un plus grand nombre, cette circonstance, nécessairement exceptionnelle , constituera naturellement le caractère aufiilytique de certains points singuliers.
Toute la difficulté étant ainsi réduite à exprimer, dans l'équa tion précédente , une telle égalité , cette question analytique est facile à résoudre , indépendamment de toute théorie spéciale d'algèbre, en déterminant, à la manière de Descartes, la condition de divisibilité du premier membre de cette équation en x par un facteur du second degré carré {x — A)', comme on le faisait avant la naissance de la théorie des racines égales proprement dite, dont l'intervention ultérieure sera d'ailleurs wdinairement beaucoup moins favorable qu'on n'a coutume de le supposer à la simplification effective des calculs. Le moyen le plus naturel , et presque toujours le plus commode , de formuler cette divisibilité caractéristique, consiste, comme on sait, à accomplir la division, pour annuler identiquement le reste du premier degré. On obtiendra ainsi deux équations , entre lesquelles il faudra éliminer l'indéterminée auxiliaire h , <[ni représente ici l'abscisse du point de contact; le résultat de cette élimination constituera la relation cherchée. En opérant ainsi sur la courbe;^' = or^, on retrouvera , mais plus péniblement , la condition ci-dessus obtenue.
Quoique le principe de cette seconde méthode comporte évi-
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demmeat une entière généralité, son expression analytique eàî essentiellement bornée aux équatiohs algébriques propretneiit dites , rendues même préalablement rationnelles et entièlrdf . Car, dans une équation transcendante, ou simplement irratiottnelle, on ne saurait aujourd'hui comment découvrir directement la condition dé l'égalité de deux racines. Ainsi, la pté-^ mière méihode , ultérieurement âpplicableà tontes les équatiotjî^ est , en général , préférable , bien que le lecteur ne puisée aë^ tuellement remployer qu'avec les mêmes restrictions que pOW la seconde. Toutefois , celle-ci mérite d'être soigneusemèèii étudiée, outre Fimportànce générale du priticipe correspondant^ à cause des facilités analytiques qu'elle présente quèlquefbis ; quoiqu'elle soit, tout compensé, habituellement pliis péniide. Elle offre surtout un ^rand avantage envers les courbée du second degré, puisque la condition d'égalité s'y expritnet^ immédiatement d'après une formule très-élémentaire, saiià exiger ni la division, ni surtout réliminatioù subséquente, qui constituent les plus grands embarras algébriques de cette tbé^ thode.
De quelque manière que soit traitée cette importante qtiestioA du contact indéterminé, ellefburnit aussitôt le moyen de mettre en équation le problème général de géométrie (j[ui consiste à mener une tangente commune à deux cotirbes données : pdisque, en formulant ainsi chacune des conditions du problème , bii établira les deux équations propres à déterminer le coefficient angulaire et le coefficient linéaire de la droite cherchée. Qu'au demande, par exemple, la tangente commune aux deux cdûrbes,
on aura d'abord, pour la première, là condition de Cdntàêt déjà cdïtenue&^rT^vqtt^^À l'autre, il oonvieni évidemment de
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plréHirer la ^ecoùdé méthode, qui donnera ànalemcnt la conditiOll &• = a*+l : telles sont donc alors les deux équations du îâfi^léme ; en y éliminant b , totlt dépendra enfin de l'équation
MAoclAleau troisième degré, et qui ne eotoportera, eonfor* ttémemt à la figure, qu'un seul eouple de râleurs réelles de a.
44. Paltotis maintenant à la plus vaste et la p\m difficile de tjes «^estîdiîs accessoires , en cherchant d'abord , par la gênétalMlfon du problème précédent , la condition analytique d'un cèiitkct indéterminé entre deux courbes quelconques. Mais ici tt'fimi, ayaût tout , et c'est en cela que consiste, en principe , îâ toile difficulté jpropre à cette nouvelle recherche , il faut , dis-je , caractériser soigneusement ce qui constitue le contact ite deux courbes.
Rien tt'empéchè , sans doute , d'étendre immédiatement à une ligne quelconque la définition du lar 38 relative à la tangente proprement dite, en concevant , par exemple, un cercle passant en deux points distincts de la courbe donnée , et considérant la tksAtè vers laquelle il tend quand le point mobile se rapproche fndéfiniment du point fixe. Mais il existe évideniment , entre lésdeitxcas, cette différence radicaleque, toute ttgtife droite étant dêteHninée d'après deux points, tandis qu'un cei'clene l'est pas, itae telle limite sera essentiellement précise envers la première ligne, et au contraire vague, sans être arbitraire, quanta la Seconde : on pourrait, par exemple, choisit* à volonté le rayon du cercle, et alors seulement sa situation extrême deviendrait aussi déterminée que celle de la droite. Si , au lieu d'un cercle, (m ëonridéirait une parabole , dont la détermination exige un point de plus, la limite d'une telle relation serait éAcore plilD indéterminée, et ainsi progressivement à l'égard de courbes 1$B K flMMbbre dé points déterminant eroltrait peu à peu. (k
140 GÉOMÉTRIB PLANE.
mode primordial de définir le contact de deux courbes » d'après une servile imitation de ce qoi convient à la ligne droite 9 constitue dope une notion géométrique nécessairement imparfaite et même confuse , pour tout autre cas que celui qui en a. fourni le type spontané. Le seul moyen général de compléter convenablement une telle notion , en lui imprimant toajoars un caractère pareillement déterminé , consiste y suivant la grande conception de Lagrange , à imiter plus judicieusement la définition initiale, en y remplaçant, dans chaque cas, le nomt)re deux des points coïncidents par celui qui correspond k rentière détermination delà ligne introduite, trois quant au cercle , quatre envers la parabole , etc. C'est ainsi que , comme toutes les autres idées scientifiques , l'idée de contact , d'abord absolue, parce qu'on n'en avait apprécié qu'un seul cas, devient essentiellement relative , et comporte divers degrés de plénitude 9 ordinairement qualifiés aujourd'hui d'ùsculatUms, Mais cette manière, seule vraiment philosophique, de concevoir, d'après Lagrange , la théorie générale des contacts des courbes, ne peut être convenablement suivie que par l'analyse transcen- * dante„ sauf Tindication ci-dessous du mode selon lequel l'analyse ordinaire pourrait, en certains cas, l'ébaucher. Nous devons donc, après en avoir posé ici le principe géométrique , en renvoyer la constitution analytique à la géométrie transcendante, et nous borner maintenant à considérer envers les courbes ce degré élémentaire de contact déjà familier à l'égard de la ligne droite» et seul pleinement accessible à la préparation analytique que ce traité exige du lecteur.
Ainsi conçue, la recherche de la relation, alors aussi unique que dans le n*" précédent, entre les constantes arbitraires de deux courbes ,
par suite d'un contact indéterminé , devient aussitôt une consé-
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çaence naturelle de notre question fondamentale. Car , il résolte éfvidemment des déGnitions respectives, que les deux eoarbes ont dès lors en un même point une même tangente. Introduisant donc, comme auxiliaires, les coordonnées jceiy (ta point de contact, elles devront vérifier, outre les deux éqfuations proposées, la condition
qui exprime , d'après cela» la coïncidence des deux tangentes. Si donc, entre ces trois équations, on élimine ces coordonnées, on obtiendra finalemrat la relation demandée. Qu'on cherche, {Kir exemple , la liaison ieahb propre à rendre la courbe indéterminée
tangente à la courbe déterminée
il faudra donc éliminer x eiy entre ces deux équations et Té-
qoation
CeUe-<;i donne aussitôt ccs^b-^-^ay — ^% qui, substitué dans ^»= J7, fera trouver aisément ^, et par suite j:, en a et ^ .•
00 n'aura donc qu^à porter ces expressions dans la première
équation, et l'on trouvera finalement la relation 6 s^— - â^
là , comme au n** précédent , la question comporte évidemment un second mode de solation , d'après le principe des . radnes égales. Une fois;^ éliminé entre les deux équations proposées, il suffira defcHrmuIer, de la même manière que ci-dessus, l'^alité de deux rddnes dans cette équation finale propre aux ducissea des points communs. Pour les courbes qui viennent
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d'être cQxisfdérées , on aurai| , spivant la première, jr= ■ vy et Véquation finale serait
qui reproduit aisémept )a relation déjà obtenue par Vwtm méthode. L'application habituelle de ce second mode dpanei^t lieu à une simple extension des réflexions snflSsamment indi-* quées au m précédent envers les contacts rectilignes.
La principale propriété théorique de cette dernière méthode consisterait à nous permettre déjà de caractériser analytiquement, dans les cas où elle est applicable , les divers degrés de contact , dont j'ai tout à l'heure établi l'appréciation géométrique. Car, le principe des racines égales n'a besoin , pour cela, que d'une suffisante extension , en considérant alors Tégalité y non plus seulement entre deux* racines de l'équation finale, mais entre trois , on entre quatre, etc., d'après la divisibilité par (j:— A)^ ou (x — ^A)*, etc., selon qu'on chercherait le cercle , ou la parabole, etc., susceptible du plus intime coatact possible avec la courbe donnée. Il est aisé de sentir que l'on obtiendrait ainsi toujours autant d'équations qu'il en faudrait pour déterminer la courbe osççlatrice, sauf une seule constante arbitraire qui servirait à la faire passer ensuite, $i on le jugeait convenable, par un point particulier. Mais l'analyse transcendante fournira ultérieurement , à cette fin, des moyens bien plus comnj^odes^ même envers les courbes algébriques , auxquelles convient exclusivement le mode que je viens dindiquer.
jEïi revenant au «impie contact ordinaire fçff mjilé par une seule relation , on conçoit qpç les conditions de qe genre poop^p* ront désormais contribuer à 1^ détermination de» courbes, con^ joiotement avec leur passage qu certains points > unique pWnq-^ mène géoméUiqaç ^\ l'expression a94|y t|«u^ nous était loi^
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Bûlivement possible : cette participation sera ^ ail|çuf> tou|Qi|rs assujettie à la théorie fondamentale da chapitre précédent, qui lient de recevoir ainsi sa première extension géjpiéf^le. Il sera maintenant facile, quand le nombre des contacts, reçtilignes oa conrilignes, sera par là jugé suffisant, 4e mettrq en équation ce pro))lème gédmétrique très-étendu et fort difficile , résultat ^finitîf de notre théorie des tangentes : déterminer ifne courbe d'espèce donnée tangente à certaines courbes entièrement don^ n^. Quoique le$ relations ainsi obtenues pour çalcqler lesi (gram^tres iuçonuqs de la courbe cherchée doivent étte &out Tftill inextricables , même dans le cas d'un cercle tangent à troi^ o^bespeuconipliquées, une telle considératiop n'en est pas i^^s éminemment propre à faire dignement apprécier l'ad-
i(iirai)le généralité qu'ont acquise les spéculatioi^s géométriques
sous un judicieux ascendant des conceptions analytiques , d'à- (Tés la grande rénovatiou cartésienne.
45. Après avoir suffisamment expliqué la théorie des tangentes, fi nous reste à considérer un exemple caractéristique aa'elle nous offre spontanément de l'aptitude naturelle des conceptions géométriques à perfectionner , à leur tour, les spéculations analytiques, en y facilitant, par une lumineuse représentation, la découverte des principes essentiels, comme je l'ai indiquée, en général, au début de ce traité. Il s'agit de rimportante détermination des maxima et minima pour les fonctions d'une seule variable , dont nous aurons d'ailleurs besoin bientôt à divers égards , et que celte heureuse intervention va déjà nous permettre d'étendre à des cas beaucoup plus variés et plus difficiles que ne semblent le comporter les connaissances analytiques purement élémentaires exigées ici du lecteur. Mais, avant tout, il faut caractériser soigneusement la nature générale de cette recherche, et même ensuite résumer sommairement les moyens préalablement fournis, à ce sujet, par Tanaïjse ordinaire.
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Les dénominations usitées sont très-propres à bien rappeler en quoi consiste ce genre de questions, car elles indiquent une idée de plus grande ou moindre yaleur qui, convenablement définie, distingue, en effet, ces états remarquables. Une fonction ne comporterait réellement ni maximum ni minimum si elle était toujours croissante ou toujours décroissante à mesure que sa rariable augmente, même quand elle tendrait indé<finiment vers une limite assignable. Mais si , comme dans la plupart des cas réels, la fonction est tantôt croissante et tantôt décroissante, chaque passage de l'un à l'autre sens sera marqué par un état maaimum quand la fonction cessera d'augmenter pour conmiencer à diminuer, ou par un minimum au cas contraire. Ces états critiques sont donc nécessairement alternatifs , en sorte que tout maximum tombe entre deux minima, et tout minimum entre deux maxima. On voit ainsi que la valeur maximum d'une fonction est en effet la plus grande, non de toutes absolument, ce qui est fort rare, mais seulement depuis le minimum précédent jusqu'au minimum suivant, et de même pour la valeur minimum .: c'est pourquoi l'usage a consacré ici l'emploi des dénominations latines , dont la traduction littérale indiquerait une vicieuse définition.
Dès l'origine des spéculations mathématiques abstraites ou concrètes, de telles recherches se présentent fréquemment. Mais l'analyse ordinaire ne fournit, à ce sujets que des ressources peu étendues. Sa marche propre consiste alors à traiter la question du maximum ou minimum de chaque fonction /(a:) comme un cas particulier de la question qui. consisterait à lui faire acquérir une valeur quelconque n : dès lors, si l'on peut résoudre algébriquement l'équation/ (x) = 71, la discussion de la formule j? = cp (n) indiquera les limites de n en deçà ou en delà desquelles x cesserait d'être réel, et par suite on aura aussi les valeurs correspondantes de x. Quoique ce principe
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soit 9 sans doate, pleinem^t général , l'extrême imperfoctioQ de la résolution algébrique des équations en borne infiniment Fosage, quand Téquation proposée dépasse les quatre premiers degrés; ce moyen élémentail*e n'est même vraiment usud qa'autant qu'elle n'excède pas le second degré , auquel cas ce procédé est ordinairement le plus commode.
A la yérité, l'algèbre supérieure perfectionne beaucoup cette méthode primitive , en assignant un caractère direct et spécial pour les valeurs de n qm séparent ainsi , qnant à a:, la réalité de l'imaginarité. Ce caractère, d'abord indiqué spcmtanément par les formules du second degré , consiste dans l'égalité néce»^ saire des deux valeurs de x susceptibles de devenir tantôt réelles et tantôt imaginaires. On peut, en effet, concevoir géné* ralement , d'après la nature de la question , que Tétat d'^alité correspondant au maximum ou minimum distingue toujours ce passage de la réalité à Timaginarité. Il suffit , pour cela , de remarquer que ta fonction reprend nécessairement, après le maximum ou le minimum, les mémps valeurs qu'auparavant, avec ou sans symétrie : ainsi , tant que la valeur n n'est pas le maximum ou le minimum, il lui correspond deux valeurs distinctes de j: si elle est possible^ et ce couple^ devient imagi*naire si elle est hors de la limite ; à la limite même , ces deux valeurs coïncident , parce que l'état de n est alors unique* D'après cette considération fondamentale, le maximum ou te minimum de n se trouve donc caractérisé directement par la propriété de faire acquérir deux racines ^alçs à l'équatiim J{pc) — n £= 0 : ce qui permet à l'analyse ordinaire de détermi*ner ces valeurs principales sans avoir nullement besoin de résoudre cette équation , en se bornant à y formuler, comme je l'ai ci'dessus indiqué, l'égalité de deux racines. On divisera donc son premier memtare par (x — kf, et le reste ^ identique^ ment annulé , foumim deux équations tendant à d^tfirminer n
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HUi en ttiëmé teiMps % , 4oi , Mn A'étM iei nti àuilU&b*e Miperihi , tottstilne précisémeAt la tsléur ehmshée de x.
Mais , quelque prédeuiL qtie soit eh lui-^nétné oti fel pmgt*ès 'de la méthode prfnritite foisrnie pat l'analyïie offfnàfre pôitir là détermination des ttnaidina él iftinima , il se Inmre tiàtoretté^ ment borné aux foneKtons algébriques à là fois iralMlilliâlëè tt entières. Or, rinterYéKJItMn des oottrt^ ta ncfOS pèrttu^ttre ^'aDer déjà beaucoup (Mus Idin , outre Httb c'M d'elle qU'éttiaâè Mstoriquement là preanidi^ notion géuértile du j^Mtaidpe ^tëté^ idcnt, quoiqu'on puisse te MfeeVoIr atOouM'hUi tf^adé mani^^ fynremefift abstraite.
Imagrtnons donc la fdÉfetiot/(i:) représentée pàAM^orAMitfêejr d'une courbe dont x est l'abscisse (fig. SS). La seule inspectioa générale d'un tel t2d)leau fait aussit^ saisir un caractère proplhè à déterminer directement les points M", M\ RT", etc. loA la 'Courbé, ateparavant ascendante V défient descendààte , ourè<9- ))rôqaefnent , en (Considérant la n^rcbe corr€»poàflaàte 4èà tangentes. Tant que la {^nrbe monte , la taùgente fa?t à Vec i^^aite un amgle aigu ; cèl angle ^t, au contraire , obtus quand lu 'Courbe descend : or, dans le passage de Tun à TafAtrè cours , à l^iMtffnt ^écis du màxfmctm oti dti mfninitim, i'amgle «st 9 ou 180% et la tangente se trouve parallèle à Taxie. Ainsi là *redîerciie de ces points rentre dàtis la question , oMtessus tc9^ 'fée (n^* 4i), 0611 s'agit de ttien^, à tftte Courbe donnée ^ uÉë tthn^ente parallèle à une droite doiméè. On obtiendra 'donc les Tàlenrs de x propres au ifiaxfinuin ou au lÉriniitiQrin en anuM* iant lé coëlBBctent angulaire de 4a tangente , qui est ici/' [x). ^s noticàis d'^algèbre supposées dans ce traité ne permettront ta 'formation directe flè ^tie éq^êftion caraMéHstique/' {x)T^n t|n'miant i^e la fonction proposée ^a, ^'abord idgdbfiqiie> eft aussi ratimmelle et entière. Mail, outre que la régie fondanentule eM ainsi oômplAtement ddtmhrarte, amif les oonuoiff-
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saoces analytiques qu'exigerait son application totale, nons pourrons déjà Tutiliser, comme la loi des tangentes d'où elle dériye , envers les fonctions fractionnaires ou même irrationnelles , d'après les préparations plus ou moins pénibles dont nous y avons reconnu la nécessité provisoire.
Un tel caractère est, philosophiquement, d'autant plus convenable qu'il constitue l'expression directe d'une remarque générale fréquemment suggérée par les divers phénomènes naturels qui présentent des exemples familiers de maximum ou de minimum , tels que les changements de la hauteur du soleil dans le cours de la jonrnée, Vinégale durée des jours ou des naits aux différentes saisons , etc. En tous cas semblables , les observateurs judicieux ont toujours senti que l'état de maximum ou de minimum se trouve spontanément distingué des états antérieurs ou postérieurs par une sorte de station spéciale, (jae rappellent quelquefois les dénominations consacrées, surtout quant aux saisons. Or, cette disposition stationnaire est heureusement exprimée d'après notre méthode géométrique, qui indique alors la direction de la courbe comme parallèle à Taxe.
Quoique ce caractère fondamental, et la règle analytique correspondante, doivent également convenir au maximum et au minimum, il ne faut gnètê craindre que l'on soit ainâi exposé à confondre ces deux cas extrêmes, qu'on séparera presque toujoufs sans difficulté, soit d'après les indications suggérées par la nature de la question , soit au plus par une sommaire discussion des valeurs voisines : en sorte que cette inévitable coexistence ne constitue ,' en réalité , aucun grave inconvénient de la méthode précédente. Toutefois , en prolongéant davantage l'appréciation géométrique , on découvrirait aisément un caractère secondaire propre à distinguer le maximum du minimum. Nous avons déjà noté que la marche de
la tangente est inverse de Ton à l'antre cas; pniaqneson inclinaison passe , dans le premier , de l'aign i l'obtus , et au contraire dans le second ; par suite » son coeflBcient angulaire passe du positifau négatif, et puis réciproquement. Si donc l'on imagine la courbe auxiliaire ^=/(x), dont ce coefficient deviendrait l'ordonnée, elle traversera l'axe aux divers points cherchés, mais en descendant pour le maximum , et en montant pour le minimum , comme l'indique la partie ponctuée de la fi|ure« La distinction demandée consistera, par conséquent, en ce que la tangente à cette seconde courbe devra faire avec l'axe un angle obtus lors du maximum et aigu lors du minimum : ainsi son propre coefficient angulaire , naturellement exprimé par la seconde dérivée de la fonction proposée, sera négati f dansle premi^cas et positif dans le second. On pourrait même , en redoublant l'emploi de cet artifice géométrique, apprécier aussi l'hypothèse intermédiaire y on/" (x) s'annulerait, s'il ne convenait pas de restreindre ici cette théorie à ce qu'elle ofire de vraiment essentiel. 46. Enfin, pour mieux sentir , à ce sujet, combien la géométrie y peut éclairer l'analyse , il faut remarquer que la considération des courbes nous indique spontanément la double imperfection radicale que présente nécessairement la méthode précédente » et qui d'ailleurs n'altère aucunement son importaiÉce,aux yeux des bons esprits qui , suivant une tendance aujourd'hui trop rare , reconnaissent TimpossibQité nécessaire de faire jamais acquérir à nos règles quelconques , même analytiques , une perfection absolue. D'abord , le caractère ainsi indiqué par l'équation fondamentale , tang. a = 0 , f{x) s= o , n'appartient pas exclusivement aux points où l'ordonnée est maximum ou minimum : il pourrait convenir aussi à des points d'inflexion tels que M',M'' {fig. 34} , si la courbe y était convenablement tournée. Ce cas est d'autant plus possible que, comme l'indique )a fig, 33 , il existe toujours quelque inflexion entre
SECONDS PAHTIE, CHAPITRE DEUXIEME. li|.9
chaque maximum ou minimam et les minima ou maxima qui le comprennent , et rien n'empêche que l'axe ne puisse ôlre placé parallèlement à la tangente correspondante, quoique cette coïncidence doive être exceptionnelle. Sous cet aspect, l'équation J\x) = 0 peut donc contenir des racines étrangères à la question proposée, et dont le mélange exigera, en chaque cas semblable, une discussion spéciale] plus ou moins pénible. Mais un inconvénient beaucoup plus grave de ce caractère fondamental consiste à pécher aussi par défaut , comme la considération géométrique le dévoile nettement, en supposant une courflë susceptible de rebroussement, sans que l'ordonnée y soit pour* tant multiple. Dans les points N' et N" {fig. 34), l'ordonnée est certainement maximum ou minimun , tout aussi bien qu'en K' et R", et cependant la tangente, au lieu d'y être paraUèle à l'axe, comme en ceux-ci , lui est perpendiculaire. C'est en vain que , pour garantir aux méthodes analytiques une perfection absolue , nécessairement interdite à nos conceptions quelconques, on a imaginé des distinctions sophistiques , d'après lesquelles il n'y aurait pas maximum ou minimum en N' et N" *. il est clair que la définition abstraite de ces deux états convient tout aussi litté- Paiement à ces deux ordonnées qu'à celles de K' ou K'^; sans la figure il serait impossible de faire sentir la diversité des deux cas. Il est plus judicieux , en reconnaissant avec franchise que la méthode établie est, à cet égard ^ imparfaite , de remarquer que les courbes de ce genre, spéculativement aussi admissibles que d'autres , doivent toutefois s'offrir très-rarement dans
l'expression géométrique des lois naturelles^ parce que les chan-
gements brusques, géométriquement représentés par les rebroussements , y sont, quoique possibles, éminemment exceptionnels, envers tous les ordres réels de phénomènes ; ce qui doit rendre, au fond, peu regrettable une telle imperfection. 47. Avant d'abandonner l'étude des tangentes, je crois devoir
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caractériser sommairemeat la méthode , histprignement rer marquable, par laquelle Rober?al, tootencombattanti avec une aveugle obstmation, la grande rénovation cartésienne ^ rendit , à sa manière , un témoignage involontaire du besoin de génè^ ralii^tion qui préoccupait alors Tesprit mathématique, en teatant un effort , plus estimable qu'heureux , pour constituer , sans le secours des conceptions analytiques, une théorie générale des tangentes.
Cette méthode consiste à concevoir le mouvement du point (pi décrit la courbe proposée comme continuellement décomposable en deux autres , dont les directions et les vitesses relatives soient exactement assignables : la tangente devient alors ^ suivant la loi des mouvements composés, la diagonale du parallélogramme construit, selon ces deux directions , avec des côtés proportionnels à ces deux vitesses. Par exemple , la première définition de Tellipse (n"" 19) montre que le point décrivant s'y éloigne autant de Tun des points fixes qu'il se rapproche de l'autre :| on le concevra donc attiré par l'un d'eux et repoussé par l'autre avec des forces égales , et la règle de Roberval assignera aussitôt , pour la tangente , la bissectrice de l'angle quQ fait l'une des droites avec le prolongement de l'autre ; ce que nous trouverons plus tard exactement conforme aux résultat» analytiques. S'il s'agissait de Thyperbole , cette considération indiquerait la bissectrice même de l'angle des deux distances, puisque celles-ci augmenteraient alors ou diminueraient à la fois, et d'ailleurs toujours également. Quant à la parabole, la méthode de Roberval y conduirait aisément, d'après la définition du n"" 20, à la bissectrice de l'angle formé par les deux distances constamment égales. Enfin, pour citer aussi une
courbe transcendante, à laquelle on doit d'ailleurs s*étonner historiquement que Roberval n'ait pu appliquer convenablement sa règle , considérons la cycloïde ordinaire {fig, 35) , où,
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fpfïl^qi^t anifué de 4ftii^ flf«)iHYemept3 , Vm ^ transl^t^pp^ BWHeteniP!?^ 4 ]t bwe AB, V^iiJre dp rotation , é{^\is le §^^9 4a ia tWiÇRte Ml^ f ^ çerçlp çQf rp^jIftAdaM : pujsqup |'^rc MN est gQo^tnq^neiit ^^1 ^ te 4^i»PÇ^ Aî*î le» de^J; mQuveçiputf eJwWfttWrgp p»t eqpof^ îp} 1^ ï^i^we vites^jj j la tangente dqif ^fic «WP'dPr jyeç ^T, bl^spcjnpe pvideqtp de V^^i^le KML.
^^ |ipijr^j}je$ flipplip^tippjs qi|Q çQDQpprtp q^e^uefois cettç flfl^^lp^ llfl (toiyppt dire awcftp? illu§iq^ sur sa çpnpralité
W«Wj W'W BP PPW»!t F^"W gi^'ep recourbât qiux con- «WMa»|ai»lFttïues,^e ^fçop ^ Reproduire , sou^ upe autfp tffWt W^P*^^ jriRijtive dps |pï}^eflte§i s^nf gue rintefl^iu^ dç ç^ fiQflSiWrf tiftïJS dy^awisiueç ea eût 4'aiUe.urs auqffimml ^MffiïWrP 1^ IPFfpM?»- Ç^r, en jmaginant aii^si le Tgs^t djéçff xY^pt 9WW^ » en général , de deux mouYements , l'un ]^f\ff^\i^ , V^ulire yprtiçal , la difficulté d'estimer le rapport ^ yllPSSP? QPU$j||$^er^ toujours à déterminer abstraitement la li^lite 4ja r^raort entre ^'^croissement de Fordonnée et celui de r^hspisse, ^ WWpe que la sec^onde position du mobile se rapgrot^e wdéfiçjmept de l^ prewi*?'® • pï^isque, si le mouvement |i^^ étfp SJtJipo^ iiolforipe d^n3 up sens , horizontalement par ^mAp} U^^ *W^^ l'ôJr^SRSsi verticalement, ^ moiçs ^ue le trajet ne fût recti%pp ; çç f0 Q}aigerft ^ ffftff ffiRspr^Sf ^^ Yitesse correspondante , à considérer Télévation verticale d'un point qui tende à se confondre avec le point donné. On revient donc rinri néeoBMtiromeBt , el A'afrts «ne eûnception fiu& ^nible parce qu'elle est moins directe, à ce problème analytique qui constituera toujoifi^ Ja d}%;ifJ^ fo/i^Oîentale de la théorie générale des tangentes : évaluer la limite vers laquelle tend le rapport de la différence de^ or^noâss à celle des abscisses , entre-deux points d'une courbe donnée dont l'un se rapproche indéfiniment dell'autre.
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Il ne faat point, an reste , mentionner cette méthode de Roberyal sans signala* soigneusement les graYes erreors qae pourrait déterminer son application irréfléchie. En considérant , par exemple , la définition dn cerde (n<* 21) comme lieu d'nn point dont les distances à deux points fixes sont en raison constante, une telle règle semblerait assigner, pour la tangente, tout aussi clairement que dans les cas déjà cités ^ la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux distances : et cependant il est aisé de reconnaître que cette construction serait entièrement fausse. De même , la définition commune aux trois sections coniques (n"" 23) paraîtrait aussi indiquer une tangente dirigée suivant la diagonale du parallélogramme déterminé par les deux distances constamment proportionnelles : or, ce résultat, exaet pour la parabole, serait certainement erroné pour l'ellipse ou l'hyperbole. Ces exemples montrent suffisamment que la méthode de Roberyal , outre son inaptitude éyidente à une vraie généralisation, ne deviendrait même rigoureuse que d'après certaines précautions , à l'égard desquelles ceux qui désireraient une plus complète appréciation pourront utilement consulter le travail spécial de M. Duhamel , où ce sujet accessoire est essentiellement épuisé. Il serait ici superflu d'insister davantage sur une conception qui n'oflBre réellement aujourd'hui qu'un simple intérêt historique.
CHAPITRE III
Théorie des asymptotes.
48. Ge terme est naturellement destiné à qualifier deux lignes quelconques qui tendent continuellement l'une vers
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Faitre , de manière à se rapprodier aotant qu'on voudra, sans cependant pouvoir jamais s'atteindre. Mais on l'emploie presque toujoars oomme substantif, pour désigner surtout les droites qui présentent enva*s certaines courbes une teBe relation. Les asymptotes rectillgnes sont , en effet , les seules dont la détermination puisse contribuer beaucoup à Cadre mieux connaître les courbes correspondantes. Elles sont directement propres à dissiper toute incertitude sur le sens de la courbure d'une (ourbe dans la majeure partie de son cours , puisque la courbe doit nécessair^nent être toujours convexe vers son asym[^ote , à partir du point où la tendance se caractérise, c'est-à-dire dès la dernière sinuosité : une courbe qui se rapprocherait indéfiniment d'une droite en lui tournant sa ocmcavité, ne saurait éviter de la traverser.
Outre ce motif fcmdamental de restreindre ainsi la recherche des asymptotes, il faut d'ailleurs reconnaître que cette question, si on Fenvisageait dans toute son étendue , serait d'une natinre beaucoup trop vague pour comporter jamais aucune solution vraiment générale. Car, denx lignes asymptotes d'une troisième pouYant toujours l'être aussi l'une de l'autre, toutes les courbes: sosceptibles d'asymptotes rectilignes peuvent , par cela même , être disposées de telle manière que chacune d'elles soit asymptote des autres, en faisant convenablement coïncider leurs asymptotes respectives. Il ne saurait donc exister aucun type f équation assez général pour embrasser réellement toutes les asymptotes curvilignes d'une courbe donnée» puisqu'il s'en trouve nécessairement parmi les courbes algébriques de tous les degrés possibles, et pareillement parmi les courbes transcendantes de toute espèce. Si on a cru quelquefois posséder des méthodes analytiques propres à une telle destination, c'est certainement faute d'avoir assez Compris l'étendue nécessaire de cette question. La recherche ne peut devenir sufflsamm^t prér
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cise qa'aiitant que Ton spécifie dans quelle ioHe de coQtbes oa dans quelle forme d'équations on cboiajt les asymptotes. Or , ainsi conçue, ladétwmination des asymptotes curvilignes résiste naturdlement , au moins en ce qu'elle peut offrir de yrainieiit utile, delà théorie des asymptotes rectUignes, eonmm on le reconnaîtra à la fin de ce chapitre.
Cette dernière théorie étant donc , à ce doiAle titre , la senle qui dolYe essentirilement nous occupa, il fout maintenant expliquer les deux méthodes très^istittcteB > qnoiqM nécasaai^ rement équivalentes» que comporte son institntioni soit d'après la théorie des taogentes > mt mdépendamment. Mais , av«nl tout, pour éviter des diseusaîons superflues, il eMvient 4ei remarquer que les asymptotes parallèles eux axes cooi4oniiéii peuvent d'abord être spécialement obtenues sans diffil^ultay comoM la prenne partie de ce traité noue en a oQmrt quddfws exemples spontanés , en reconneissant » presque à rinspeetîcNi 4s l'équation proposée, ^pie l'une des variabi^s y devient infini^ d'après une certaine valeur finie de l'autre î sons la réserve toutefois des explications qfi^ j'aprai natuffsUement U^u d'UnUr quer cirdessous sur le vrai sens général d'uQe Mie cppditioil analytique.
49. £n rapprochant eonveuahlement la dé(iiii|iot 4fi9 asjropf totes de oelle des tangentes, il est aisé da seiUir que loata asymptote constitue la limite néce^aiine d'wa m^ cf9fWfWv dante de tangentes, ou, en d'aiUres termes, peut étee Ofkjmfim comme une tangente dont le point de contact s'est éloigné jk rinfini : car, en même temps que ce point s'appro^ ai^si 4^ ra^rmptote , la direction de la tangente , déUm^wéa par I4 coïncidence finale qui la caractérise • te^ évidfPMpant é S0 confondre aussi avec celle de l'asymptote $ pourvu d'aiJUe^ra qu'on n'applique jamais une telle comparaison qu'é partir de la dwnière sjmosité, <A l'aiympMviqp çs^n/msm^ ):i^lkifmi4
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sçsmifiest^. Tel ^ le principe , émioemmeni simple et gé^é- 13} ,. de la prewèfe wéibode dep asymptote» ^ la seule pleiaement universelle, parce qu'elle comporte naturellement la même extension que la méthode des tangentes , dont elle oBre seoteoifiQt une Qoavçlle application. On voit ainsi qi^ , pour dôtmnioer le coe^ient angulaire et le.çoefficjmt linéaire Birppres à Tasymptate , il suffit de supposer ingnùsit les coordfHWM ^^ point d(9 contiaçt dans les deuj: formules rdatives k xmt^pwnh^ iffi/^nnw^ confor«i4ment au chaiHlr^ précédât, .
11» TâletNTs con^espoodantea da a el 6 feront flonnalfare Texisteiifte, te Dovbre» et la situatipu des ssyvqilDtef durckées. Qnanl tH cai dlrapofisibilité , il faut bien distingser, sutyant Tesprit é» h question, ttiti« les courbes iermées et les eourbes indéfinies. Pour les premières , si , par inadvertance , on y poursirîvait une recherche évidemment contraire à leur nature, ce calcul SQ avertirait maebkialement ^i attribuant \ a^Khèi^ valeurs imagiBaôres ^ puisque k supposition de Tune des variables infi« nie y rendrait Vautre imaginaire. Mais, epvers les courbes indéfinies, qui s^les compoirtent ralsonnad>lement une tette êtade, la valeur extrême de ^ ne saurait être imaginaire, ni , pir SQÎle, celle de Zr ; car, soit que la courbe ait ou n'ait pas f aqmqptotes > il existe a^rs une limite ftéoessaire de la direo^ lion des tangentes, d'ailleurs toujours utile à connaître. L'exis* ieace ou l'absence des asymptotes sera donc annoncée par la cohérenœ ou l'indompatibllité entre ces valeurs réelles de ^s et de 6: eu termes plus précis, les ai^mptotes obliges seront ainsi indiquées ou interdites suivant que Ton trouvera b fini ou infini.
Si, dansTusage de cette méthode, les commençants éprouvaient d'abord quelque diffieulté à calculer direoteaient les
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hypothèses x= oo , ^= oo , ils pourraient en éhider aisément rembarras, d'après la précaution algébrique de transformer
préalablement :r et^ en- et -, afin de supposer ensuite ^ = 0 ,
u=0, quand la formule aurait été ainsi convenablement préparée. L'habitude d'un tel expédient finira d'ailleurs par indiquer spontanément le moyen de s'en dispenser, en faisant bientôt ressortir les principes relatifs à la substitution directe de l'infini , laquelle , quoique moins simple que celle de zéro , consiste essentiellement à ne cœiseryer , dans chaque formule algébrique, que le terme du plus haut degré.
Cette première méthode des asymptotes n'offre yraiment d'autre grave inconvénient analytique que la diflBculté très-fréquente de discerner ainsi les valeurs extrêmes de ^ et de 6 , qui s'y présenteront souvent sous une f(Mrme d'abord indéterminée,
0 oo
soit-, ou^, ou tout autre symbole équivalent. Ala vérité, l'a-
nalyse transcendante fournit ensuite des procédés propres à compléter une telle solution, en dissipant presque toujours une semblable équivoque. Mais, outre que l'obligation d'y recourir complique alors la détermination, les faibles connaissances al* gébriqu^ que j'exige ici du lecteur nous en interdisent l'usage ; en sorte que cette imperfection naturelle doit actuellement esa-
traver beaucoup Tapplication d'une Jelle méthode , d'après le peu de portée des artifices que fournit , à cet égard, l'algèbre élémentaire. Sans doute^ il serait vicieux de regarder cet inconvénient comme strictement propre à la question in*ésente ; car, il est inhérent à toute évaluation qudconque des formules analytiques, et pourrait aussi survenir pour une situation finie du point de contact. Toutefois, il faut reconnaître que, surtout envars les équations algébriques proprement dites, que nous considénms ici principalement, des coordonnées infinies occa-
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rioDneront plus fréquemment que d'antres ce graye embarras, le senl conseil général qui^ sous ce rapport, convienne maintenant an lecteur, consiste à réduire d'abord» dans cbaque formule à évaluer , les deux variables x et^ à une seule, d'après réquation proposée, et à préparer ensuite Texpressicm de manière que la variable indépendante n'y entre que d'une seule manière , ce qui ne sera possible que dans les cas sulfisaounent simples : quand cette dernière condition aura été remplie, Tindètenmnation cessera nécessairement.
Soit, par exemple, l'équation commune des trois sections coniques (n** 23)
On aura ici
a^ss, — : eto=^^
Rapportant tout à a: , il vient
\/{n^—i)x' + 2dx—d' \/(rî'—i)x'+2dx'^d\
n sufiBt de diviser par x les deux termes de chaque fraction pour que cette unique variable n'y entre plus que d'une seule manière, de façon à dissiper toute indétermination ; car, alors
-+n'-l rf-rfff^
^ ^ , \xJ
d comme -devient nul quand x est inflni , on trouve enfin , sans
équivoque
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Saitant notre appréciation générale, ces taletifS ne sont imaginaires qne dans Tellipse , où n est infériear à 1 . Pour l'hyperbole , oô /i> 1 , elles indiquent deux asymptotes syntétriquement placées envers Taxe de la courbe et s'y croisant sta centre , ainsi qoe le lecteur peut aisément le constater. Quant à la parabole , où /z =s 1 , la valeur de a est nulle, ce qui assigne Taxe comme la limite unique de la direction des tangentes ; mais b devient infini , ce qui constate l'absence d'asymptotes.
Considérons encore l'équation On y trouve
d'où
<3g= , . et fc'sr — .
La seconde formule ne présente aucune équivoque , et donne 6=0 pour ^ = 00 . Quant à là première, il suffît encore d*y tout diviser par x" , en écrivant
VW^'
X n'entrant alors qu'une seule fois, on trouvera aussitôt» d'après ar=oo, ^z= — 1. Ainsi, l'équation de l'asymptote est finalement^ = — j:, qui indique ta bissectrice du second angle des a^es.
Quoique ces exemples pussent faire illusion sur la hcilité de surmonter les inconvénients algébriques propres à cette première méthode des asymptotes , il serait superflu de les multik plier ici davantage , puisque nos réflexions générales ont déjà suffisamment caractérisé de tels embarras , dont la troisième
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iMHife fle ce fraité noiis fournira de fréquentëé ocif^aàf otis de seti- Hf qnécraleBielit la gratité.
50. Ge»i sni^totit comme sjyontanément dégagée d^utie telle ilk|iélfectioii pratiqâe^ qae se recommande , envers le^ courbes UgâbH^aes prof^-ement dites , la seoonde méthode des asymp- WOA, qtill faut maitttéttatit expli^elr. Diteetemeiit indépen- Mît fc ta théorie des tangentes, Te principe de cette méthode iMIHMe i mAr^ dans tonte asymptote , ane droite dont deux intéTicciollÉ avec ta courbe se sont éloignées à ri&flni. Pour Mèit apiMciet eettte iôotitoeption , iï fant enti^ager séparément riHÉfiRMe d'nne teBe hypothèse enterè dià(}ne ilitct^eeiion. St, MM la eôlitée BG {fig. 9%), dont AD e^t Tasymptoie, on consièète mie ^élsante quelcdiiqne M'M'', tonrtiant autour dé M', de Mte manière que M'' s'ett éloigâe indéfiniment j il est clair que, t la Hmite M'N, au ddft de laquelle lé second point M'' réparâttraft sur l'autre parHe Ae la courbe , la droite sera devenue pâr^èlé à Tasymptote : quand le point M'' sera à l'infini , il appartiendra, en effet, indifi&remmcnt à la coarbe et à l'asymptote. <3e ipfrèmiér mouvement , exactement inverse de celui qui produit les tangentes , détermine donc , en chaque point quelconque de la courbe , une direction fixe , parallèle à Fasymptote , ou , fAuls généralement , à la limite de la direction des tangentes. Or, si maintenant on fait aussi varier )e point M', en opérant une pareille rotation en un point de plus en plus éloighé ^ur la courbe, et par suilb de plus en plus rapproché de l'asymptote, il en résultera une droite qui , toujours parallèle à fcSle-ci , tendra à se eonfondrè avec elle , comme d'après utte tHiflslatfon directe. Ainsi , Tasymptote constituera natureBe- Iftent la Ifmritë finale dès sécantes dont deux intersections otit ^Dsparu à Tlnfinl. La niécèssité de se borner à deux intersecliod», ttns rien préjuger sur les autres quelconques, résulte ici, "ISbmilie dates la théorie des tangentes , du nombre de points
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propre à déterminer une ligne droite. Un seul point à Tii commun avec la courbe ne caractériserait pas sufifisamment Tasymptote , en tant que pouvant également convenir à toutes ses parallèles; mais trois points seraient superflus, et ne sauraient môme être facultatifs , pas plus qu'envers la tangente : la disparition ou la persistance du troisième point après Téloignement des deux premiers dépendra de ce que , suivant les cas , la droite ainsi obtenue serait également asymptote ou simi^ement sécante envers une autre partie de la courbe proposée.
II suffit de rapprocher une telle conception de celle qui sert de base à la première méthode , pour sentir aussitôt TéquivaleDoe nécessaire des deux principes : puisque, d'après la coïncideiice finale qui définit les tangentes, une tangente dont le point de contact s'éloigne indéfiniment constitue naturellementunedroite ayant à l'infini deux points communs avec la courbe. Mais, afin de mieux apprécier ce rapprochement fondamental , il importe de partir d'abord du contraste préliminaire ci-^dessus caractérisé , quand la première intersection a seule disparu , et en édaircissant d'ailleurs le discours par l'exdusive mention des courbes qui ne comportent pas plus de deux points en ligne droite. Nous avons ainsi reconnu que, en chaque point d'une courbe indéfinie, il existe nécessairement deux directions trèsdistinctes selon lesquelles une droite ne coupe qu'une seule fois la courbe : l'une, celle de la tangente^ variable d'un point à un autre , laisse toute la courbe adjacente d'un même côté ; l'autre y parallèle à l'asymptote, ou à la limite de direction des tangentes, est toujours la même en tous les points , et pénètre dans la concavité de la courbe : la première résulte d'une rotation qui rapproche indéfiniment l'intersection mobile de l'intersection fixe; la seconde provient d'une rotation inverse, qui, au contraire, écarte indéfiniment l'une de l'autre. Or, ces deux modes si différents d'établir l'unité d'intersection tendent à se
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confondre , à mesure que le centre commun de ces deux rotations opposées s'éloigne de pins en plus : et les deux liniilcs partielles coïncident nécessairement quand ce point est à Tinfini. Telle est l'explication générale de l'équivalence fondamentale de deux conceptions qui , sous un certain aspect , semblent d'abord contradictoires.
Quoique cette nouvelle manière d'envisager les asymptotes coïncide géométriquement avec la précédente, la forme qui lui est propre conduit à une métbode analytique très-différente de la jM'emière, et ordinairement bien plus commode, mais seulement envers les courbes algébriques. II suffit ainsi , en effet , pour déterminer les deux coeflBcients de l'asymptote chercbée /=£«:-}-&, d'éliminer^ entre cette équation et celle de la courbe donnée/ (x, ^) =3 0, afin de constituer l'équation finale^
de façon que deux de ses racines deviennent infinies ; ce qui fournira deux relations , d'après lesquelles on calculera a et b. Hais , quoique ce principe soit pleinement général , on ne saurait prescrire aucune règle fixe quant à la manière de formuler une telle condition analytique, soit à l'égard des équations transcendantes, soit même envers les équations algébriques surcbargées de fonctions fractionnaires et surtout irrationnelles. C'est seulement pour les équations rationnelles et entières^ d'un d^é quelconque d'ailleurs , et de la forme ,
Ax--}-Rr~-' + Cx"-'+etc... + Kx+L=0,
([ne l'on peut nettement caractériser d'avance l'existence de
deux racines infinies , en y concevant x remplacé par - , afin
de ramener ce cas à celui des racines nulles. Le lecteur le
moins exercé aux spéculations algébriques pourra ainsi consta -
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ter aisément qu'une première racine infinie suppose annulé le coefficient du plus haut degré, et que chacune des autres exigerait l'annulation de l'un des coefficients suivant;» d'après l'ordre naturel des exposants. En développant de cette manière l'équation/ (X , ax-}- ^) = 0 , on obtiendra donc les deux ooq^
dilions
propres à déterminer a et 6 Si leur accomplissement entratne exceptionnellement l'annulatiou d'un ou plusieurs des coefficients suivants G, D, etc., l'asymptote obtenue se trouyera convenir aussi à autant de nouvelles parties de la courbe.
L'entière appréciation de cette méthode et sa judicieuse appli-< cation exigent' également que l'on s'attache à bien interpréter chacune de ces deux conditions algébriques. D'après sa formation, la première, A =0, sera naturellement indépendante de 6, tandis que l'autre le contiendra avec a; ce qui pourra faciliter beaucoup l'évaluation successive des deux inconnues. On voit que cette circonstance algébrique correspond à l'importante remarque géométrique ci-dessus expliquée, que la disparition de l'une des intersections , en laissant làubsister Tatilre , détermine la direction fixe de la droite , quel que puisse être son coeiBcient linéaire; en sorte que l'indépendance nécessaire du coefficient angulaire envers celui-ci se trouve ainsi confirmée analytiquement, outre son évidence directe. Cette sépararation spontanée des deux parties de l'opération est donc pleinement conforme à la nature de la question , et constitue l'un des principaux avantages de la méthode actuelle. Judicieusement utilisée, elle tend à simplifier extrêmement les calculs dans un grand nombre de cas. Si, en efiet, on procède d'abord à l'évaluation propre du coefficient angulaire de l'asymptote, suivant l'esprit d'une telle recherche^ on pourra former l'équatioa correspondante , A = 0 , en substituant seule-
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ment jr s= a:r , puisque , b n'y deyant pas entrer, elle sera la même que pour ^=0. Or, cette substitution monôme*, très-* facile à pratiquer, et d'après laquelle on déterminera a par Vannulation des termes du plus haut degré, équivaut réellement à ce que renferme d'utile une métliode mal à propos qua-
lifiée de nouvelle , où Ton cherche la limite du rapport - pour
X et X infinis, sauf à calculer ensuite, quant au coefficient linéaire , la limite correspondante de ^ — ax ^ il est aisé de sentir que cette prétendue innovation ne constitue qu'un simple changement de forme dans Tancienne méthode ; et que cette récente transformation, très-défavorable envers le coefficient linéaire , n'offire véritablement , à F^ard même du coefficient angulaire , aucune utilité qui mérite une mention plus spéciale. 11 importe d'autant plus de séparer ainsi habituellement les deux parties de la recherche des asymptotes, que la détermination propre du coefficient angulaire correspondant constitue, par sa nature , une question commune à toutes les courbes indéfinies, avec ou sans asymptotes, indiquant, pour chacnnç d'elles , la limite , toujours utile à connaître , de la direction des tangentes. Enfin , il faut aos» remarquer que cette première notion offrira «eiile^ en beaMoap de cas, ime véritable difficulté; parce qu'une judicieuse discussion préalable de Té- ^ntion, ett même de la simjde défiaîtioii , imposera souvent aux asymptotes possibles des restrictions spontanées relativement à ienr coeffident linéaire , dont il sera 4é8 lors superflu de s'occuper distinctement. C'est ainsi, par exemple, que la dodde symétrie de Thyperlx^ nous avertit aussitôt que , si ceUe courbe a des asymptotes , elles doivent se croiser symétriquement an centre; en s(»*te qu'il suffira de déterminer leur oorifident angulaire j par la simple sobstitotion de ax an lieu if dans l'équation ci-^hssw conridérée, ce (f^ reproduiFa trèsdsénail le résultat déjà oblena.
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En appliquant rensemble de cette seconde méthode des asymptotes à l'équation
on aura l'équation finale
(a'+l) jç^+Za'bx' + Zab'x+ib^—i) =0, d'où
a3+l=0,et3a'6 = 0;
ce qui conduit ka= — 1, et 6=0, conformément à la première méthode. On voit ici que l'autre terme en x s'annule simultanément, en sorte que la troisième racine ne peut alors éviter d'être pareillement infinie; ce que] nous reconnaîtrons plus tard spécialement conforme à la nature de cette courbe, où l'asymptote s'adapte également aux deux parties^
Soit encore l'équation
on y trouve les deux conditions
qui donnent a ^*—l , ^sI; et, par suite, l'asymptote est j^-}-x=l: on reconnaîtra semblablement qu'elle convient aussi à toute l'étendue de la courbe.
51. Quoique les deux méthodes générales que nous avons successivement établies soient les seules vraiment usuelles que nous devions appliquer habituellement dxOL courbes algébriques, il ne sera pas inutile à l'instruction logique du lectear déconsidérer sommairement une autre méthode qui semble d'abord très-distincte des deux. précédentes, et qui, mieux appréciée , ne constitue , au fond , qu'une transformation, d'ailleurs nullement avantageuse, de notre seconde méthode. Cet exemple caractéristique pourra couU*ibuer à foire éviter cette déplorable fécondité, qui, portant essentiellement sur le style
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aiuilf tfqae sans atteindre réellement la pensée géométriqae, encombre trop souvent les ouvrages mathématiqaes d'une vaine répétition de }a même notion sous des formes diverses j dont la plapart doivent être écartées.
Le principe de cette troisième méthode reposerait sur Tinflnence algébrique de la coïncidence de Tasymptote cherchée avec l'un des axes des coordonnées. Si Taxe des x est asymp tote , l'équation, devant fournir deux valeurs infinies de a: pour ^=0, devra manquer des deux termes en a: du plus haut exposant. Quand cette condition ne sera pas spontanément remplie , elle indiquera que Taxe actuel n'est point une asymptote de h courbe proposée : mais on conçoit qu'un tel effet analytique résulterait du choix de l'asymptote pour axe. Donc, en opérant, dans l'équation donnée, / (j:, y) = 0, une transposition d'axes totalement indéterminée, cett Substitution,
/(je/ cofl X'+y cos Y'+a, x' sin X' +/ sin Y' + 6) = 0 ,
permettra de discerner les valeurs des constantes introduites a, €, X\ Y', propres à l'accomplissement de cette condition , d'après l'annulation des ooeiBciénts totaux des deux plus hautes puissances de x seul ; et l'asymptote cherchée se trouvera détermittée.
En considérant l'ensemble de cette opération analytique, on sent d'abord qu'elle contient d'inutiles complications, puisqu'eUe ne fournit que deux équations pour calculer des incon* mes qui semblent y être au nombre de quatre. Gela tient à ce que le caractère adopté exige seulement que Fasymptote soit prise pour axe des x^ sans rien prescrire envers l'autre axe, ce qui permet et même prescrit de ne point changer celui-ci , en sorte que l'on peut et doit supposer Y'x= 90"*, et a =s 0 ; la disponibilité de ces deux constantes ne saurait faciliter en rien* l'accomplissement effectif des conditions convenables , et snrchar-
gcraii Inatilement les calcals. L'équation précédente se rédait donc , an fond , à
/(o/cos.X', :c'sinX'+/+6)-=0, '
Or, comme op n'y doit Qpfileppept c(mi4<ifor qw )M ferRies en 3d saul ^ on pourrait wcpra facilita l^or fonmUoii w pwm( d'ii?9Dceyx=:0| ee gai donnmi, w d^mi^ Uep, l'^WiliP^
/(jc' cos X', jt/sinX'+Q =0,
où il s'agit d'annuler les coefficients des iRxa^ terpies prépondérants y afin de déterminer |es inconnues X' et 6, ^ni rpprésepr tept le coefficient angulaire et le coefficient linéaire c|e l'asjfrpiptote cherchée. Ainsi dégagée dg toute sppeffl^ité algébriijn^, cette opération équiyaut évidemment à former les 4eux équations propres à la s^nde méthode ^ avec cette unique innovation, nullement favorable^ que l'angle X' y entrera maintenant par son sinus et soa cosinus, au lieu de sâ seula tangepte.
Cette appréciation finale d'une méthode gn'nn v^ip ^ppar^il an^Iytiqn^ présente d'a))prd très-spécieusem^t compie distincta^, peut suggérer anx élèves et aux prof^seurs d'utiles rapprochements semblables fuyeir; plusijsiuni ^u^res gpe$tiops, qu'il ne convient pas de mentionner ici.
52. Aucune de nos jdeux niéUiodes n'étant arrêtée p^r ('indé^jDrmination des coefficients dans les ^qpa^pnçi p^K^sées, pourvu que les exposants soient spécifiés , cjiaçpp^ d'elles , appliquée en seps inverse , oopdpit aisépjient à fo^mpler les conditions analytiques de l'a^ymptotisme entre une copr]i)e, donnée seulement d'espèce , mais incppnue de grapdeur pp djç position , et une droite entièren^ent donnée, Il suffira d/e ^chercher, d'après l'équation proposée ,
les coefficients angulaire et linéaire de l'asymptote correspon-
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dante, saiVant celle des dcnx méthodes qne Ton croira devoir préférer, et d'en égaler l'expression aux valeurs respectivement indiquées par la droite donnée. On formera ainsi deux relations tendant à déterminer les constantes inconnues de la courbe a, 6, 7, etc. , conjointement avec d'autres conditions déjà formu-« lées y comme des passages ou des contacts : on vérifie ici que * foute asymptote équivaut à deux points pour la détermination d'une courbe quelcbnque, selon f esprit de notre première fliéorie , qui reçoit maintenant une nouvelle extension générale. L'opération est donc la même que lorsqu'il s'agissait de trouver Tasymptote : il n'y a maintenant de changé que la destination altérieure des deux conditions obtenues , où il n'est plus indispensable alors , si l'on emploie la seconde méthode , de dégager ks eoefficients de l'asymptote.
Cette question conduit naturellement à la recherche des asymptotes curvilignes d'espèce donnée, dans le cas, seul vraiment usuel , où les courbes proposées seraient toutes deux susceptibles d'asymptotes rectilignes , en y constituant alors la coïncidence de ces a^ymptpt^s. |1 est d'ajbord évident que , si la courbe donnée a une asymptote , la courbe cherchée en devra admettre aussi , sans quoi leur asymptotisme mutuel serait cou* tradictoire. Gda posé, un tel asymptotisme pourra toujours être conçu comme consistant en ce que les deux courbes comportent une asymptote commune y et par conséquent cette question rentrera dans la précédente , après avoir d'abord' déterminé l'asymptote de la courbe donnée. Si f(x ^y)=0 désigne son équation , ^ (x, ^, a , €, 7, etc.) = 0 celle de la courbe cherchée, en adoptant la deuxième méthode , on substituera préala- Ueme&t^=ax4-& dans la première, afin de calculer, à l'ordinaire, les valeurs de a et 6 propres à l'asymptote ; quand eDes seront obtenues, on fera la substitution déterminée y^^ax-^b dans la seconde équation > et l'annulation des deux
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plos haates puissances y formulera les conditions nécessaires de Tasymptotisme proposé, qui , ainsi conçu, ne contribuera jamais que comme deux points à la détermination de la courbe cherchée. L'introduction de l'asymptote commune , ultérieurement
^éliminée , aura finalement servi à faciliter beaucoup la forma-
* tion de ces deux relations.
53. Il ne reste plus maintenant qu'à considérer les conditions d'asymptotisme entre des courbes qui ne comportât pas d'asymptote rectiligne , et qui cependant peuvent être souvent asymptotes Tune de l'autre , conune il est aisé de le faire sentir par quelques exemples. C'est ainri que deux paraboles égales , placées sur le môme axe, sont nécessairement asymptotes l'une de l'autre , d'après leur seule définition : la comparaison de leurs équations le confirme d'ailleurs très-clairement en montrant qu'il existe alors une différence constante entre les carrés de leurs ordonnées , et, par suite , une différence indéfiniment décroissante entre ces ordonnées eUe-mémes. On trouverait pareillement que les deux courbes
sont nécessairement asymptotes l'une de l'autre ; ce qui comprend une infinité d'exemples distincts quoique analogues^ d'après l'indétermination des exposants p et q.
Le principe fondamental de notre seconde méthode s'adapte également à la recherche directe des asymptotes curvilignes , pourvu qu'on y définisse convenablement l'asymptotisme. Cette affection géométrique doit, en effet, autant que celle du contact, dont elle offre , an fond , une pure modification générale , être regardée comme susceptible de degré , suivant les explications du n"* 44 , où il suffit ici de remplacer la coïncidence des intersections par leur éloignement à l'infini. Une droite , toujours déterminable d'après deux points , ne comporte envers une
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courbe quelconque , que le moindre asymptotisme , oorrespondant à deux intersections infinies. Mais une parabole , dé* terminée seulement par quatre points , serait susceptible , à regard des mêmes courbes , d'un asymptotisme plus prononcé , où quatre intersections disparaitraient. Ainsi le mode ordinaire suivant lequel est posé le problème des asymptotes ne saurait être sufiSsamment précis qu'envers la seule ligne droite , et constituera , pour tout autre genre d'asymptotes , une recherche nécessairement indéterminée. En s'y bornant , il suffira donc d'éliminer j^ entre les équations des deux courbes considatées,
A^'i ^)=0, f(:r, y^ a, €, 7, etc.)=0,
et d'annuler les deux premiers coefficients de l'équation finale ; ce qni fournira deux relations entre les constantes inconnues a, 6, y, etc. de la seconde courbe. Un tel asymptotisme ne contribuera encore que comme deux points ordinaires à la dé-termination ultérieure de cette courbe.
Quoique ce procédé soit généralement applicable aux courbes algébriques, on conçoit que son usage deviendra souvent impraticable, à cause des difficultés analytiques que suscite réiimination . fondamentale , quand les deux équations sont assez compliquées pour qu'on ne puisse l'accomplir par substitution; ce qui oblige de recourir aux méthodes, spéculativement suffisantes , mais habituellement impraticables , que fournit, à cet égard, l'alg^re supérieure. Tel est le principal motif qui doit faire sentir l'importance de la solution ci-dessus expliquée envers les courbes susceptibles d'asymptotes rectilignes ; et où cet utile intermédiaire permet d'éluder heureusement ces graves embarras algébriques.
Pour que la recherche des asymptotes curvilignes devint , en chaque cas, aussi précise que celle des asymptotes rectilignes , il faudrait y pou^r toujours l'asymptotisme jusqu'au
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d^gré inanlué par le nQmbre de points déterminant, comme ie Ta! expliqué, au no 44, à Tégard du contact. Alors, par e](emple , la parabole asymptote serait celle dont les quatre intersections avec la courbe donnée s'éloigneraient simultanépoient à l'infini ; ce qui fournirait quatre conditions nécessaires, ^'après l'annulation des quatre premiers coefficients de l' équation finale correspondante, où quatre racines devraient àla fois dey.epir infinies. En rapprochant conyenablement ces ie^x. graqjtjes questions géométriques ^ on reconnaît aue la iiiéai(3 équation permet de formuler , tantôt chaque degré de contact . tantôt chaqfie ^egfé d'asyn^pto^ism^ , eo y j^xprip^ant qu'an certain nombre de racines deviennent tantôt égales , tantôt infinies , la seconde relation y étant d'ailleurs bien plus facile à constituer que la première.
54. Afin de ne rien omettre d'usuel relativement & cette troisième théorie générale, il nous reste à y considérer sommairement , à titre de méthode subsidiaire propre à certains cas, un artifice analytique assez étendu ; quoique son importance ait été vicieusement exagérée , son judicieux emploi comportera quelquefois une véritable utilité^ pour trouver commodément diverses asymptotes , tantôt rectilignes , tantôt curvilignes. Il repose sur la décomposition de la fonction , algébrique ou transcendante, qui exprime l'ordonnée d'après l'abscisse , eii deux parties dont l'une s'anéantisse quand Tabscisse y devient infinie ; l'autre partie représente dès lors l'ordonnée d'une ligne nécessairement asymptote de la proposée. Si , en effet , on a
et qu'on suppose (j> ( oo) = 0 , il est clair que la différence de
cette ordonnée à celle de la ligne z = y (x) ne peut s'annuler
pour jc infini sans devoir finir par décroître indéfiniment pour des valeurs croissantes de x. On conçoit qu'il en serait ainsi , à
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plos forte raison , si les équations, an lieu de contenir j^ et s à la llemière puissance, en renfermaient d'égales puissances quelconques ; puisque l'asymptotisme existerait alors , d'après une remarque antérieure , quand même la différence des seconds membres , au lieu de diminuer , resterait constante : ce qui ppnrra augmenter un peu la portée de cet artifice, en n'obligeant pas à dégager totalepient j^. Il faut d'ailleurs reconnaître que, si la fonction f (x) est composée de plusieurs termes , on en pourra joindre telle partie qu'on voudra à la fonctiony*(^), sans altérer aucunement la remarque fondamentale, et de
inaQiëre à cAtenir de nouTelks asymptotes. Mais il est éTÎdemr ment indispensable de ne laisser dans la fonction «p {x) aucun terme autre que ceux qui s'annulent pour a: infini.
A l'égard des équations algébriques , que nous devons id avoir essentiellement en vue , cette fonction 7 (jc) se composera de puissances négatives, soit entières, soit même fractionnaires. Il n'en pourra point existeff quand rordoDoèesisra uiue fonction fatioBiidIe et entière de Tabseisse. En tout aytre ^as, leur inlrodoctioB s^a spontanée où deviendra facultative , en iévéLof^ pant convenablement les quotients ou l^s nc^icaux , suivant les règles de division ou d'extraction. Quoique ces dévdopper nenll doivent ordinairanent faire naître joac suite infinie de pireya tennes, cette circonstance ne saurait, évidemment, opposer aucun (4)^acl0 à la détermination des jaisjmptotes cor? respondantes ; pourvu qn-on n'y omette ^ueun des termes A exposants postttfis, on y poorra comprendre autant et aussi pe« qu'on voudra des anlita. Par ^:emple , envers l-éqnatioii
^•^ jc^=zi^ considérée ci-dessus, on aurait^ =— y^x^ — 1 , et l'extraction de la racine ne donnerait que le terme ^ affecté d'exposant positif; ce qui reproduirait aussitôt l'asymptote y = — X , d^à obtenue.
Outre sa restriction évidente , cet expédient analytique est
surtout imparfait en ce que la nature des asymptotes n'y saurait être facultative, eu sorte que le plus souvent il indiquerait des courbes fort oiseuses , sans déterminer les asymptotes rectilignes , qui seules peuvent habituellement offrir un véritable intérêt. Mais il importe néanmoins de connaître un tel artifice^ pour en faire un judicieux emploi dans les cas qui le permettront , comme nous aurons lieu d'en citer ultérieurement quel— ques exemples remarquables, au delà même des équations du second degré , trop exclusivement considérées à cet égard.
CHAPITRE IV
Théorie des diamètres.
55. Longtemps borné an cercle, pour y désigner toute droite passant au centre, ce nom indique maintenant, envers une courbe quelconque, la ligne, quelquefois droite, mais ordinairement courbe, qui y réunit les milieux d'une suite de cardes parallèles; définition qui, dans le cas du cercle, reproduit spontanément la notion primitive. A Tégard des courbes susceptibles d'offrir plus de deux points en ligne droite, chaque corde ne joindra jamais que deux points ; seulement elle présentera aknrs autant de milieux qu'il existm*a de combinaisons binaires entre toutes ses intersections : ce qui pourra souvent faire prévoir une limite inférieure du d^é de l'équation du diamètre, alors habituellement supérieur à celui de l'équation donnée.
Quoique les divers diamètres relatifs aux différents systèmes de cordes d'une même courbe ne soient pas toujours d'une même espèce géométrique , au point que les uns peuvent être de simples droites , tapdis que les autres sont 4^ courbes plus
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compliquées que la première , ils comportent néanmoins une commune équation , où le coefficient angulaire de ces cordes reste indéterminé, en sorte que ses valeurs spéciales y produisent tous les diamètres particuliers , quelque distincts qu'ils poissent être, d'après l'influence analytique plus ou moins intime de cette constante caractéristique. C'est une telle équation générale qu'il s'agit maiatenaut de déduire de celle de la courbe proposée. .
Bien qu'il convienne de traiter ici cette nouvelle théorie géométrique avec toute la généralité possible, il faut cependant reconnaître que , par sa nature , elle ne saurait offrir, comme les théories précédentes , et aussi comme les suivantes, un égal intérêt envers toutes les courbes. En effet, l'étude des diamètres ne contribue réellement à faire mieux connaître chaque courbe que quand ces lignes sont beaucoup plus simples que celle qui les engendre , et surtout lorsqu'elles sont droites. Or, au contraire , les diamètres constituent presque toujours , comme on le sentira ci-dessous , des courbes plus compliquées que celle d'où ils proviennent ; et c'est seulement envers les coarbes du second degré qu'ils deviennent indistinctement rectilignes. Cette théorie n'a donc pas , en général , autant d'importance géométrique que les six autres traitées dans cette seconde partie.
On peut l'instituer d'après deux méthodes analytiques bien distinctes 9 quoique également générales, au moins envers les courbes algébriques, l'une très-naturelle et fort directe, mais d'une application trop pénible, l'autre trop artificielle et trop détournée , mais finalement plus usuelle.
56. La première méthode , facile à concevoir, consiste à formuler spontanément chacune des conditions de la définition , en introduisant, comme variables auxiliaires, sauf leur élimination ultérieure , les coordonnées x\y\ et 3d\ y, des deux
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extrémités d'ane quelconque des cordes considérées. En nommant r et u les coordonnées indéterminées d'an point da diamètre, et m le coefficient angulaire des cordes correspondantes, on aura d'abord ainsi les trois équations fixes
auxqadles se ji^dront mtardkaMBt , ea chaque cas , les éenx éqaations spéciales
exprimant que les points introduits appartiennent à la courbe donnée /(x, ^) = 0. Il suffira donc d'éliminer , entre ces deux groupes d'équations, les quatre variables auxiliaires :i/,y , J^^^^y^ pour obtenir aussitôt l'équation finale f (£, u, m)=0^ propre à l'ensemble des diamètres considérés. Quoique le. premier groupe ne se compose que d'équations du premier de^ré , la double élimination à laquelle devra présider le second groope deviendra souvent presque impraticable,, quand la courbe donnée sera d'un degré un peu élevé , môme avec un petit nonlirei de termes. On sait d'ailleurs que l'extrême imperfectioa de l'analyse mathématique ne permettrait presque jamais une pareille opération envers les courbes transcendantes, si une semblable recherche y pouvait offrir un véritable intérêt.
Un seul exemple caractérisera sufiisamment ceUe méthode , sauf ses embarras analytiques, qu'il est aisé de concevoir en général , et que le lecteur devra i^écial^neut sentir par quelques exercices spontanés. Soit la courbe ^=x^; les deux équations variables seront ici y = x^^ y" =sx'^^ i en y ayant ^ard , les équations fixes deviendront
entre lesquelles il reste à éliminer x* et a:'^ Or cette élimina-
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tioD s'accomplira aisément par sabstitution , d'après la Gombi- Daisoa des dcat équaticos extrêmes , qui adonne
flen résidtôinalement, poxir Teiisemble des diamètres, Téquatton
en t^prenant là holàtion habituelle des GoordObnées , quand elle ne comporte plus d'équivoque.
Si Toi) voulait seulement exécuter tlâ semblable calcul envers les conrbe8y=±x*o\if*=zJi^, tcutt peu différentes de la précédente, oti éprouverait des difflcaltés algébriques trèsoonsidérabfes.
57. Tout Tartidce de la secobde tnétbode repose sur cette observation évidente que les deux extrémités de chaque corde acquièi^tit nécessairement des coordonnées égales au signe près quand on place Torigitte des axes au point correspondaiit du diamètre. Ainsi les points du diamètre peuvent être réciproquement caractérisés par cette aptitude analytique, qui ne saurait convenir à d'autres. Si donc on opère, dans l'équation donnée /(j:, ^) = d, un déplacement d'origine indéterminé, {Mir la substitution aocoatûmée à^ t'-\^xei u-\-y au lieu de jc et j^ , il faudra chercher la relation entre têtu propre à rendre la nouvelle équation J'it-^-x^u 4-^) = 0 susceptible de fournir pour X , et dès lors pour ^, deux valeurs égales au signe près 9 quand on y supposera y^=imx, équation de la corde coirespotidànte. En conséquence , la question consistera finalement, après avoir changé , d'abord x en^-f*-^ ^ y ^^^ tt-f mor , à découvrir la condition d'une telle opposition algébrique entre demc ràdùes de l'équation
OÙ < et li figuroront , à titre de constantei arbitraires , parmi
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les divers coefficients. Or pour résoudre ce problème d'algèbre , il suffira de constituer la divisibilité du premier meaibre de celte équation par un binôme du second degré x^ — a^. L'élimination de Tindéterminée auxiliaire a , qui désigne ici Fabscisse spéciale du couple de points considérés, autre les deux équations que fournira' l'annulation accoutumée du reste du premier degré, conduira à la relation charcliée f (r, tt, /n)=:0, qui, géométriquement envisagée, constitue Féquation générale des diamètres de la courbe [Nroposée.
Cette méthode, quoique souvent pénible , sera beaucoup moins laborieuse que la précédente , comme n'exigeant qu'une seule élimination , au lieu de deux, entre des équations de degré supérieur, malgré que leur composition doive y être plus compliquée qu'auparavant.
Soit, par exemple , la courbe j^=x^. En y substituant t-^x et u-\'mx , au lieu de x eiy , on a finalement l'équation
a:*+*fa:3+6^»a:'-f-(4f3— m)ar+(f4_tt)=0,
où il s'agit d'exprimer la divisibilité par x^ — a% ce qui donne , en accomplissant la division , les deux équations
L'élimination de a* y conduit aisément à l'équation générale des diamètres
1 ^xy = m» 4- 1 ^mx^ — 64:c^,
beaucoup plus compliquée , comme on voit , que odle de la courbe primitive.
Envers les courbes du second degré» cette seconde méthode comporte spontanément une extrême simplification que nous devons remarquer déjà. On y est alors dispensé, en effet, de la division , et surtout de l'élimination consécutive , qui en constitue le inrincipal embarras algébrique. L'équation en x étant
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seulement da second degré , la condition analytique fondamentale y devra directement consister dans l'absence des termes da premier degré. Tout le calcul se réduira donc, en ce cas , à la simple snbstitulion préalable det-^x et u-^mx au lien de x eiy, l'équation générale des diamètres résultera aussitôt de Tannulation du coefficient total de la première puissance de jc. 58. Pour procurer convenablement à Tétude effective des diamètres tonte l'utilité qu'elle ccMnporterait dans la géométrie comparée, il importerait beaucoup de pouvoir suffisamment oonslituer la théorie inverse qui nous permettrait de ne
poursuivre une telle appréciation géométrique qu'envers les courbes dont les diamètres qffriraient une assez grande simplicité, qui maintenant ne saurait être facultative. Ce retour de l'équation commune des diamètres à celle de la courbe primitive constituerait donc, en général, une question plus intéressante que la recherche directe. Mais , dans l'état présent de la science, nos ressources sont, à cet égard, comme je vais l'expliquer, extrêmement bornées, par suite d'une grave lacane analytique , d'ailleurs très-fâcheuse en plusieurs autres
occasions.
La nature éminemment simple et directe de la première méthode, la rend seule propre à une telle inversion, qui semble devoir s'y borner à substituer les forftnles fixes dans l'équation donnée 9(^, u» /n]:=0 pour l'ensemble des diamètres. Mais, quoiqu'ayant ainsi éliminé les coordonnées du diamètre , et introduit celles de la courbe, on ne saurait envisager ce résultat
comme constituant réellement l'équation de la courbe primitive , parce qu'il s'y trouve à la fois deux points indéterminés de cette courbe, au lieu d'un seul. Néanmoins, on en déduirait
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aisément l'équation cherdiée, si Ton y pouvait séparer ces points 9 en sorte que chaque membre se rapportât à un couple unique de coordonnées : car, les deux couples y d^ant toa* jours entrer spontanément de la même manière y cette équation prendrait la forme
/(^sy)=/(Ay'),
qui indiquerait qu'une certaine fcHiciion des coordonnées conserve une valeur invariable en passant d'un point quelconque de la eonrbe demandée à un autre point quelconque ; l'équation de cette courbe sérail donc fiaal^nent
la constante c y devant resfbr naturellement arbitraire , puisque chaque système de diamètres peut correspondre à une infinité de courbes distinctes, quoique analogues.
Toute la difficulté réelle de la théorie inverse des diamètres se réduit donc finalement à ce problème purement analytique : deux groupes de variables entrant identiquement dans une équation donnée , transformer cette équation afin que chaque membre n'y contienne qu'un seul groupe. Maïs l'analyse actuelle ne présente réellement aucun principe propre à instituer ce calcul de séparation. On ne sait jusqu'ici séparer les groupes qu'autant qu'ils ne coexistent pas dans les mêmes termes : il suffit alors de transposer convenablement d'un membre à l'autre , suivant la règle analytique la plus élémentaire. II est. aisé de sentir combien rarement pourront suffire des ressources aussi étroites.
Pour en citer un. seul exemple caractéristique , proposonsnous de trouver la courbe dont tous les diamètres sont des lignes droites, perpendiculaires aux cordes correspondantes, et convergeant en un même point, où nous placerons l'origine. L'éqvi^tion des diamètres sera ici
^-|-/»tt=0.
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qiti tbaf ni t ^ miré deux points qnelamqQes de la eoUrbe cherehée, la relation,
Qr, comme les termes où les points seraient mêlés s'y détruisent spontanément, une facile transposition l'amène aussitôt à la forme
ce qui donné finalement , f^ur la courbe déMaàdée , l'équaiiott
ot l'on reconnaît, conformément à la natore du cas , ui cerd^ de rayon arbitraire.
59. La grande complication habituelle des calcids relatifs k h formation de l'équation générale des diamètres , même en saivant la meilleure marche , et l'évidente inutilité d'une telle recherche envers la plupart des courbes , doivent faire attacher • beaucoup de j^Kx à une comâiode détermination spëdale des diamètre^ rectilfgnes, seuls ordtnalreitfèttt susceptibles d'un Véri^dHle intérêt , sans être obligé de tes déduire de cette équaflbfi eoMfjkJtbhé, oft Hs liraient d'ailleurs néoebaifëmeftt colnpiris. Or, il est facile d'ihsiituet' cette importante méthode sub^ Claire , d'après les formulei^ relatives à là transposition des axes , eh se ftmdant sur l'influence analytique des diamètres r^ctilfgnes, quand on prend chacun d'eux pour axe des abscisses avec des ordonnées parallèles aux cordes correspondantes. L& seule définition des diamètres conduit aisément à reconnattre , comme j'ai eu plusieurs occasiohsde l'indiquer dëns la preihiére iiartie de ce traité , que Féquation doit alors renfermer seulement les puissances paires de l'ordonnée» à&i que lés valeurs de céUe-d polluent être deux à deux égales au sigiie i^rès potir chaque Valeur de l'àbseissé , suivant un cal'âctêre ei^entiëRe^
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ment analogue à celui qui forme la base de la seconde méthode générale. Une telle aptitude analytique pouvant donc suffire à caractériser les diamètres rectilignes , on les obtiendra , par une transposition d'axes indéterminée , d'après les formules
.r = a:'cosX'+ycosY'+^ï, j^=a:'sinX'+ysînY'-f-&,
si les atf ciens> axes sont rectangulaires, en cherchant à disposer des constantes angulaires ou linéaires ainsi introduites pour anéantir, dans l'équation proposée, tous les termes distincts relatifs aux puissances impaires de y résultées de cette substitution. Quand des valeurs réelles et finies de ces diverses constantes auront pu remplir toutes ces conditions, la courbe proposée admettra des diamètres rectilignes, envers chacun desquels on connaîtra ainsi un point , sa direction , et celle des cordes correspondantes. Au cas contraire , F absence de tels diamètres sera pareillement constatée.
Gomme ce caractère analytique ne dépend aucunement de la position de l'origine, pourvu qu'elle reste sur le diamètre, on ^ pourra, pour abréger les calculs, supprimer l'une des constantes linéaires a ou 6, sans diminuer réellement la faculté de satisfaire aux conditions proposées, puisque cela revient à placer l'origine à l'intersection du diamètre cherché avec l'un des axes actuels. Ainsi , les constantes arbitraires introduites sont toujours seulement au nombre de trois, et ne permettront par conséquent d'annuler à volonté que trois des puissances impaires de la nouvelle ordonnée. Si donc l'équation donnée en contient davantage, le problème sera ordinairement impossible. C'est ce qui a lieu dès le troisième degré, où les conditions seraient déjà au nombre de quatre , à cause des termes en y, j/y^ y«2:'% ety^; cette disproportion se prononce ensuite de plus en plus, à mesure que le degré s'élève. En considérant, à cet égard, l'ensemble des courbes algébriques, ou
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Toit donc qae rexistence des diamètres rectilignes, sans jamais être impossible en aucun degré , devient de pins en pins exceptionnelle au delà du second. Mais, pour celui-ci, les conditions y étant seulement au nombre de deux, le problème est, au contraire, indéterminé, et il existe une infinité de diamètres rectiligneSy ou plutôt ils le sont tous; puisque, la direction des cordes restant arbitraire , on pourra encore suffire aux conditions convenables d'après la seule disponibilité des deux constantes 9 angulaire et linéaire, propres au diamètre correspondant.
Une telle méthode de détermination spéciale des diamètres rectilignes conduit aussitôt , d'après une légère modification , à déterminer aussi les noces géométriques proprement dits , c'està-dire, les droites autour desquelles une courbe est symétrique; car ces droites constituent évidemment de simples diamètres rectilignes , qui ne se distinguent des autres que par leur perpendicularité aux cordes correspondantes. On aura suffisamment égard à cette circonstance caractéristique,* en employant , dans la substitution fondamentale, les formules
x= a/ cos X'— y sin X' +^, y=x' sin X'+y cos X'+ô,
où l'on a exprimé la rectangularité des nouveaux axes. Les œndîtions ordinaires ne pourront donc ici éire remplies qu'à l'aide des deux constantes arbitraires relatives à l'axe cherché : en sorte que l'existence de tels axes sera, en général^ encore pins exceptionnelle que celle des autres diamètres rectilignes ; leur situation deviendra même déterminée pour le second degré , sauf le seul cas du cercle , où cette anomalie analytique est aisément explicable.
Quand l'axe d'une courbe a été trouvé , et qu'il est placé de manière à la rencontrer, cette intersection constitue une espèce remarquable de points singuliers , dont la vraie nature dépend
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ensuite de la direction correspondante de la tangente. D'après la symétrie supposée, cette direction ne peut être, évidemment, que celle de f axe ou sa perpendiculaire , à moins qu'il n'y ait deux tangentes symétriquement placées autour de l'axe. Le point cherché sera dona un point de rebroussement dans le premier cas , ao nœud dans le dernier, et e» qu'on iioniaie im iommet dans l'autre cas.
CHAPITRE V
60. Pour étendre convenablement cette dénomination géométrique , longtemps bornée au cercle, il suffit de restreindre à la seule comparaison binaire des points directement opposés la notion d^équidistance, d'abord absolue, qui en constitue le caractère essentiel ; en sorte que le centre d'une courbe est , en général , le mjlieii de toutes les cordes qui y passept , quelles que soient d'ailleurs leurs longueurs relatives. Un tel point est nécessairement unique dans les courbes algébriques proprement dites, que nous devons ici avoir principalement en vue , puisqu'elles ne peuvent offrir qu'un nombre limité de points en ligne droite. Mais^ au contraire, celles des courbes transcendantes qu'une droite peut couper en une infinité de points présenteront quelquefois une infinité de centres, comme nous aurons lieu, par exemple , de le constater ci-dessous envers les courbes jrsssinx^yzzz taiigj:.
Il serait superflu d'insister ici sur l'importance évidente d'une telle recherche, puisque la détermination du centre d'une courbe y ou même la certitude qu'elle n'en comporte pas , doi-
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vent certainement œntribuer beaucoup à mieux indiquer sa figure générale.
Cette question admet , en général, deux méthodes très-distinctes : Tûne très-naturelle , mais trop compliquée, qui la rattache à l'étude des diamètres; Vautre plus indirecte , mais bien plus simple, et seule vraiment usuelle, qui lui est spécialement propre.
€1. Le principe delà première méthode consiste à regarder le centre d'une courbe comme le point de concours nécessaire de tous ses diamèttes quelconques : car, en rapprochant les denx définitions, on conçoit aussitôt que, !si une cotirbe a uh centre, diacun de ses diaihètres y devra passer; et, réciproquement , si tous les diamètres d'une courbe ont un point commun, ce point sera, par cela méhie , lé centre de la courbe. Soiis cet aspect, la théorie analytique des centres consisterait à juger, d'après l'équation générale des diamètres de la courbe proposée, formée suivant les règles du chapitre précédent, si ces <)ivèrs dlaihètres convergent ihdistinctemeiit en ùù point unique. Quand cette oonvergence se fait à l'origiiie des coordonnées, la seule inspection de Téquation des diamètres l'indique aussitôt, par l'absence constante du terme indépendant des deux variables. C'est ainsi, par exemple, qae, podr la courbe ^=:t3, l'éqnation généraledes diamètres , obtenue au chapitre précédent, yz=iZmx — 8j:\ montre que son centre est à l'origine^ puisque, quel que soit m, le diamètre y passera toujours. Mais, lorsque ' ce concours s'opère en un point quelconque du plaii, un calcul spécial, et souvent pénible^ devient indispensable à sa manifestation, n faut alors attribuer au paramètre angulaire m qui, dans l'équation générale, dislingue les divers diamètres, deux différentes valeurs indéterminées ni et m", et chercher ensuite les coordonnées du point commun à ces deux diamètres quelconques , qui peuvent représenter toutes les combinaisons binaires
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des diamètres proposés. Si les valeurs de ces coordonnées oom* munes, simplifiées aatant que possible , deviennent finalement indépendantes de ni et în!\ la courbe aura un centre , dont ces valeurs détermineront la position , puisque Tuniverselle convergence des diamètres y sera ainsi constatée. Quand , au contraire, on aura reconnu que ces valeurs ne peuvent être rendues indépendantes de ni et ni\ comme il arrivera le plus souvent , chaque couple de diamètres ayant alors son intersection propre, il sera certain que la courbe manque de centre.
Soit, par exemple, la courba ^" — xy^x^^. En y appliquant la seconde méthode des diamètres, on trouvera aisément
que leur équation générale est j^= — - • Or, si Ton y fait
successivement m^=.ni^ m:=ni\ on trouve d'abord que Tab-
scisse commune est — ;; p , fraction indépendante de m"
et m\ et toujours égale à 2 : mais il faut , en outre , s'assurer
d'un pareil caractère envers l'ordonnée correspondante, que
Ton trouve, en effet, exprimée dès lors par— -^ — -. La
courbe a donc un centre, dont l'abscisse est 2 et l'ordonnée i. Considérons encore la courbe y — 2xy -\-x* — x = 0.
L'équation générale des diamètres est my^^x-^ -. Sa
seule inspection montre que tous les diamètres sont des droites parallèles; d'où il suit aussitôt que la courbe manque de centre.
Une telle méthode deviendra souvent presque impraticable au delà du second degré ^ puisque, outre la' formation, fréquemment pénible, de l'équation générale des diamètres, qui n'a d'ailleurs, en elle-même, aucune autre utile destination géométrique , elle exige une élimination ordinairement très-
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laboriease , entre des équations qui sont toujours plus compliqoées que celle de la courbe donnée. Je n'ai donc mentionné ce premier moyen que comme conséquence naturelle de la théorie établie au chapitre précédent. C'est uniquement d'après la seconde méthode qu'on devra procéder habituellement à la détermination des centres.
62. Delà seule définition du centre, il résulte aussitôt que, si on prend ce point pour origine des coordonnées , quelle que soit d'ailleurs la direction ou l'inclinaison des axes , tous les points de la courbe auront deux à deux des coordonnées égales et de signe contraire ; en sorte que l'équation ne devra pas changer quand on j changera simultanément les signes des deux variables : il est pareillement évident , en sens inverse , cpie la vérification d'un tel caractère analytique permet d'assurer que l'origine correspondante est le centre de la courbe. Tel est le principe général sur lequel repose la méthode la plus propre à la recherche des centres. C'est aiosi que, à la simple inspection des équations j^ = x', ^ = sinj:, j^ = tangue, on reconnaît que ces courbes ont pour centre l'origine des coordonnées. Quand le changement de x en — j: et^ en — y altère l'équation proposée , cola peut tenir ou bien à ce que la courbe manque réellement de centre, ou bien à ce qu'il est^placé ailleurs qu'à Torigine. Mais , comme une telle propriété analytique est toujours possible envers une certaine origine si la courbe a effectivement un centre , on dissipera totalement cette incertitude d'après un déplacement d'origine indéterminé, en substituant j:+^ï et^+6 au lieu de j: et^, afin de disposer des constantes arbitraires a et b ainsi introduites pour que l'équation supporte sans altération le changement simultané du signe des deux variables. Lorsqu'une telle condition sera convenablement satisfaite, la courbe aura un centre, dont les valeurs correspondantes de a et è détermineront la position :
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qnand , an contraire , ancun système de valenrs réelles et Soies de ces deux constantes ne rendra réqnation snseeptible <f nne telle aptitude, on sera pareillement assuré que la courbe manque de centre.
Cette méthode , aussi simple que générale , ne convient pas moins aux équations transcendantes qu'aux équations algébriques. On peut ainsi constater, par exemple, envers les courbes j^ = sîn ^ , ^ = tang a:, que tous les points, en nombre infini, où elles coupent Taxe des a?, constituent autant de véritables centres; puisque, en y plaçant l'origine, par la substitution de or+^j 07-1- 27r, ...x + wT, au lieu de x, chacune de ces équations continuera à joujr de la propriété analytique qui caractérise le centre : ces courbes étant, en efièt, composées d'une infinité de parties identiques , d'après la périodicité des fonctions correspondantes , il serait géométriquement impossible de trouver, à cet égard , aucun motif de préférer une quelconque de ces intersections à toutes les autres.
En considérant spécialement les courbes algébriques , on y peut formuler davantage la méthode des centres, si l'on apprécie d'avance l'influence générale du changement de signe des deux variables sur les quatre sortes de termes qu'elles peuvent contenir, suivant les types Ajc**, B^*, Cx^ , D. Les deux premiers changeront de signe ou resteront inaltérables selon qtte. l'exposant de leur unique variable sera impair ou pair. Qtiaût aux termes où les variables coexistent , la règle sera encore la même, en estimant le degré , comme de coutume , par la somme des deux exposants : car, si ce degré est impair, l'un des facteurs n'aura pas varié, et le changement de signe de l'autre entraînera celui du produit ; si , au contraire , le degré est pair, ou aucun des facteurs n'aura varié , ou ils auront à la fois changé de signe , en sorte que le produit ne sera jamais altéré. Il résulte de cette appréciation que l'équation ne pourra sup-
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porter sans altération le chaogemeat élémentaire qui caractérise le centre qu'autant que ses divers termes seront tons de degré ioi|Mur ou tous de degré pair, en comprenant le terme constant parmi ceux de degré pair. C'est donc à faire disparaître les termes de degré impair^ si l'équation est de degré pair, ou les termes de degré pair, si son degré est impair, qu'il faudra destin Der le déplacement d'origine propre à déterminer le centre , paisque d'ailleurs le degré de l'équaticm ne saurait variar.
Si Ton envisage l'ensemble des cas , cette méthode indiqua aossitét que l'existence d'un centre est normale dans les courbes da second degré , où il faudra enlever ainsi seulement les deux termes du premier degré, ce qui sera ordinairement possible en tiepesant convenablement des deux constantes arbitrairesa et b x œ ne sera que par excepli(m que la courbe manquera de centre^ qoand les valeurs de ces constantes deviendront infinies. Mais, aa oontraire, dés le troisième degré, et ensuite toujours davantage, les courbes pourvues de centre constituent nécessairement une exception de pins en plus rare à mesure que le degré s'éiëve, parce que le nombre croissant des conditions à remplir y eioède progressivement le nombre fixe des quantités dispor nibles.
Quant h la situation générale du centre, il résulte de cette méthode que, dans toutes les courbes de degré impair, le centre est inévitablement placé sur la courbe, puisque, en y transpor* tant l'origine, le terme indépendant des deux coordonnées figarc alors parmi ceux qui doivent disparaître. La suppression^ de ce terme n'étant pas obligatoire lorsque le degré est pair, le centre pourra donc, en ce cas , ne plas appartenir à la circoni^ence de la courbe, sans qu'une telle position y soit d'ailleurs impossible.
63. Tons les calculs qu'exige la méthode précédente pouvant égalem^it s'accomplir malgré l'indétermination , non des ex-
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posants, mais des coefficients, on ponrra l'appliquer , en sens inverse, à formoler les conditions nécessaires pour qu'âne courbe, connue seulement d'espèce , ait son centre en un point donné. Si a et b désignent les coordonnées de ce point, il suffira d'opérer, dans Téquation proposée/(x,j^,a,6,7,^,...)=0, la substitution alors déterminée de x-f-^ et ^ 4~^ ^^ lî^^ ^^ a: et^, afin d'annuler ensuite le coefficient total de chacun des termes qui doivent ainsi disparaître \ ce qui fournira autant de relations propres à spécifier , conjointement avec d'autres conditions quelconques, les constantes inconnues a, 69 7> ^9 e^c. Ces relations seront, par exemple , au nombre de quatre dans une équation du troisième degré , où il faudra supprimer les trois termes du second degré et le terme constant ; elles deviendront de plus en plus nombreuses à mesure que le degré s'élèvera.
Au sujet d'un tel accroissement, il importe de dissiper l'objection très-naturelle qu'il semble d'abord présenter contre le principe général , établi au premier chapitre de cette seconde partie, sur la manière dont les points singuliers, quelle que smt leur nature, contribuent nécessairement à la détermination des courbes. Selon ce principe , le centre d'une courbe , en tant que point singulier , ne devrait jamais compter que pour deux conditions déterminantes ; tandis que, suivant notre appréciation spéciale, il parait devoir en fournir quatre dans le troisième degré , six dans le quatrième , etc. Mais cette apparente contradiction ne résulte que d'un jugement trop confus, oîiron attribue à la situation donnée du centre ce qui provient uniquement de sa simple existence, alors plus ou moins exceptionnelle. Dans le troisième degré, par exemple, l'existence da centre, en quelque lieu qu'il se trouve, exige deux relations entre lès coefficients de l'équation générale ; ces relaèions, qui complètent la définition de la courbe , doivent y être toujours
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prises en considération, quand même son centre ne serait pas connu; de même que, en sens inverse, l'absence de centre fournirait une condition déterminante envers une courbe du second degré, Si donc la courbe du troisième degré que Ton considère est, en effet, du petit nombre de celles qui ont un centre^ comme cela doit être pour qu'une telle question soit raisonnablement posée, ces deux conditions se trouveront identiquement satisfaites, et la position du centre donné ne fournira véritablement quedeux relations entre les paramètres inconnus. Mais, si, au contraire , on n'avait pas ainsi spécifié la courbe [HToposée , et qu'on se fût borné à indiquer son degré , tout en lai imposant un centre, ces deux premières conditions, indépendantes de la situation spéciale de ce centre, quoiqu'alors elles ne fussent plus identiques, ne représenteraient qu'un simple complément de définition , indispensable à la nature dû problème, et servant à développer suffisamment une circonstance trop implicitement supposée dans l'énoncé. £n un cas quelconque, la position particulière assignée au centre ne fournira jamais, par elle-même , que deux relations déterminantes , conformément à la théorie fondamentale du chapitre premier.
CHAPITRE VI
Théorie de la similitude des courbes.
64. La notion de similitude convient évidemment , par sa nature , à toutes les figures possibles , envers lesquelles les observateurs les plus étrangers à la géométrie rationnelle emploient journellement les qualifications de semblables ou dissemblables, en y attachant un sens, vague et confus peut-
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être j mais aa tond esseitlieUement juste. Qoand IM géomètres se sont spécialement emparés de cette conception universelle et spontanée pour la systématiser conyenablement après l'avoir nettement analysée, ils ont dû considérer premièrement les figures purement rectilignes^ dont les déments sont directement appréciables , ainsi qne les lois de leur assemblage. C'est là que la similitude se montre avec une pleine évidence comme ccmsittant dans l'égaUtè des angles respectifs et la proportionnalité des c6lés homolognes : tonte l'élaboration sétentiûqm n^a pu consister , à cet égard , qu^à réduire au moiiNtre nombre possible les conditions d'une telle définition ou appréciation , d'abord envers les triangles , et ensuite pour les polygones quelconques, suivant les explications de la géométrie élémentaire. Mais il s'agit maintenant d'étendre convenablement auic diverses courbes planes ces notions primordiales, afin de découvrir, en chaque cas, les conditions précises de la similitude, ou de constater que l'identité d'espèce n'exige auculie l*elation particulière ; question dont il serait stqierflu de faire ici ressortir expressément la haute importance.
Au , premier aspect , une telle extension semble ne potivoir s'opérer , en général, que d'après l'analyse transcendante, qui, en considérant les courbes comme des polygones' d'une inûnité de côtés infiniment petits, permettrait cPy exprimer distinctement l'égalité directe des angles et la proportionnalité des côtés , sans être alors arrêté par la natore infinitésimale des uns et des autres. Mais un examen pins approfondi de cette importante théotie géométrique conduit à reconnaître que l'analyse ordinaire suiBt réellement à l'institaer d'une manière tout aussi générale et beaucoup plus commode. Il faut seulement, pour cela, choisir convenablement, parmi les propriétés essentielles des polygones semblables , ceUes qui sont suseepti- Ues de devenir immédiatement appréciables envers les courbes,
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ttM ex%cr la cowiéèration de côtés iofiniment ^tits et d'au^ gles infiniment (Mas , et en réduisant l'inévitaUe notion de riiibii à n'infloer que sur le nombre des sommets^ à l'égard desquels Taniiormité de leur caractère analytique permet aisé^ ment de sormonter une telle difficnlté ^ d'après le simple eiamen d'un point indéterminé , profHre à les représenter tons^r soiTaot un artifice logique déjà familier , à beaucoup d'autres titres , en géométrie analytique.
On ne peut d'abord employer à cet indispensable office la proposition fondamentale , trop exclusivement mentionnée dans renseignement habituel de la géométrie élémentaire , sur la décomposition des polygones semblables en triangles semblables* Car, en Tétoidant aux courbes , cette décomposition offrirait , comme la déinilion primitive elle-même , quoiqu'à un moindre degré, ^inconvénient capital d'obliger à considérer des angles et des cOtés infinitésimaux. Mais , la théorie de la similitude des figures rectiltgnes fait aussi connaître , à leur égard , deux aatres propriétés générales, dont chacune est , par sa nature , éminemment propre à s'étendre aux courbes , comme spontanément exempte d'un tel vice ; de manière à pouvoir fourinv ensuite y [Aus ou moins commodément , un fondement suffisant à la théorie analytique que nous voulons constituer ici.
65« I^après la première de ces propriétés , les contours semblables ont leurs divers sommets déterminés par des triangles respectivement semblables ayant tous, dans chaque figure, une Inseoommn&ei et réciproquement, deux figuresainsi construites seront nécessairement semblables , quel que soit le rapport de oes deux bases homologues. Les côtés et les angles de ces triangle» artificiels, indépendants de la figmre proposée, restant natn* refienient finis qnand le polygone devient infinitésimal , rien a^empéehed'éttndtoanx oowrbes un tel caract^, avec la seule obligation de l'y vériftevenvera \m point iodéterminé , comme le
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permet toujours runiformiic de la définition , géométrique on aoaly tiqae , afin d'éviter l'embarras direct d'an nombre infini de pointa. C'est ainsi , par exemple , qu'on démontrent aisément la similitude constante de deux cercles , surtout en y prc* nant pour bases deux diamètres respectifs ; puisque les triangles, dés lors ccmstammcnt rectangles , se trouveraient spontanément semblables, en ne comparant entré eux , suivant l'esprit de ce théorème » que des points pour lesquels un des angles à la base offrirait , de part et d'autre, la même grandeur.
Il ne sera pas difficile de formuler analytiquement cette première théorie , quand on aura d'abord convenablement adopté des bases homologues , dont le choix pourra presque toujours influer beaucoup sur la simplification des calculs. Soient f^{x^ .r)=Oj yiC-^) .r)=^î les équations des deux courbes données , de même espèce , AAIBN, A'M'B'N', {fig, 37), dont il faut apprécier la similitude. Après y avoir choisi deux bases homologues, AB, A'B', par exemple, on mènera, par une extrémité A de la première base , une droite AM formant avec elle un angle arbitraire , ayant une tangente indéterminée m 9 ce qui n'offre aucun embarras , suivant la théorie analytique de la ligne droite. Calculant ensuite les coordonnées du point M où elle coupe la courbe ^ on en déduira , conformément à la même théorie préliminaire , la tangente de l'inclinaison de la base AB sur la droite BM qui joint son autre extrémité B à cette intersection : cette tangente sera finalement une fonction déterminée de la constante arbitrdre m. Une seconde fonction analogue de la même constante résultera d'un pareil calcul envers l'autre courbe. Dès lors , les angles en A et A' ayant été pris égaux , la siQiilitude exigera la coïncidence de ces deux fonctions , quel que soit m , afin d'exprimer l'égalité nécessaire des angles en B et B', et par suite la similitude continuelle des triangles MAB, M'A'B', envers un point, quelconque de chaque
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courbe comparé k son bomologue de Tautre. Ainsi , les relations qoe pourra exiger une telle identîGcalion entre les constantes des deux équations proposées constitueront aussitôt les conditions de similitude propres aux courbes correspondantes : et, si celles-ci devaient être toujours semblables , par ceb seul qu'elles appartiendraient à l'espèce donnée , on le reconnaîtrait aussi , en constatant alors Videnlité spontanée des deux fouctions obtenues.
Supposons j par exemple , qu'il s'agisse de deux ellipses ou de deux hyperboles, d'après la définition du n^ 19. En prenant pour bases respectives des deux séries de triangles les lignes , Oky OA', ifig. 38), évidemment homologues, qui joignent chaque point fixe A ou A' au centre correspondant , et concevant ces lignes superposées , les équations des deux courbes , relalivement aux axes accoutumés , seront
et leur parfaite analogie permettra de n'exécuter qu'envers Vaae seulement le calcul prescrit. Menant donc de O une droite arbitrairement inclinée sur la base OA , son équation sera^=/njr, elles coordonnées de son intersection M avec la courbe seront
_ c % / c* — d* me / â — d*
La tangente de l'inclinaison de la base sur la droite qui joint ce point M à sa seconde extrémité A , ne sera ici que le coefficient angulaire de cette ligne MA ; et , par suite , on aura finalement
tang.7=
nic\/& — d^
la
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D'après un pareil résultat envers Fantre courbe , il faudra , pour la similitode, qn'on ait identiquement
QV7:::^—d l/m'c^+C^dT^c/ V^^'^—à! VnCd^+d^—d^'
quel que (soit m « or il est aisé de eonstat^ qu'une tdle iden^
c d tilé exige la condition -j = ~. Il n'y a donc d'ellipses ou
d'hyperboles semblables que celles où les deux dimensions mentionnées dans cette définition sont respectivement proportiponelles. .
Considteons encore l'exemple de la parabcde^ d'après la définition dn Qo âO. En prenant poiUr bases les droites OF , OF (/»</. 39) qui joignent chaque point fixe an sommet, et faisant d'ailleurs coïncider les axes et les sommets des deux paraboles, on mènera encore, de l'origine O, une droite arbitraire^ = m^r, dont l'intersection M avec la première parabole y^ ss ^idx don<^
2^ 2^ ncra :c= — ^ , ^ = — . En joignant ce point M à l'autre extré-
mitéFdelabase,onauraUkng. 9=s r-^ Or. et résultat ne
saurait changer en y remplaçant d par d pour l'autre parabole , puisqu'il est évidemment indépendant de d. Bono , deux paraboles sont toujours semblables entre elles, comttie deux cercleis. Il serait aisé de constater aussi, d'après l'éqaation
y as <Q choisissant convenablement les bases , qu'il en
est encore de même de deux cissoïdes. Au reste , en rapprochant ces trois cas de similitude spontanée , on conçoit, à priori, qu'une telle relation est inévitable en toute espèce de courbe dont l'équation pourra être jréduite à ne (caatenir qu'une seule
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constante arbitraire : car, s'il y pouvait exister une condition quelconque de similitude, elle tendrait alors à déterminer cette aniqae constante ; en sorte que la courbe semblable à la pro-> posée se trouverait ainsi individualisée, ce qui serait évidern^ ment absurde.
Une telle institution analytique de la théorie générale de la similitude des courbes planes, n'c^re d'autre défaut essentiel ({ae la trop grande complication des calculs qu'elle exige» quand il s'agit d'équations peu simples , et lorsqu'on ne peut choisir assez commodément les bases homologues. Aussi adopterons-* fions finalement , à ce sujet , un autre mode , fondé sur une propriété plus aisément formulable.
66. Cette seconde propriété générale des contours semblables se rapporte à la situation parallèle dans laquelle ib peuvent toujours être placés , d'après légalité nécessaire des indinaisons respectives ; puisqu'il suffit de tourner un seul côté parallèle* ment à sOn homologue , pour que tous les autres se dirigent d'eux-mêmes parallèlement aux leurs. Or, ainsi disposées, on sait que , vu la proportionnalité des côlés ^ les deux figures offrent aussitôt l'universelle convergence des droites qui y joi*gaent tous les points homol(^es en un point unique, quelquefois appelle centre de similitude , quoiqu'il fût mieux nommé cenire ^homotogie. Enfin , les longueurs de ces droites comptées de»pais ce point jusqu'à Tune et à l'autre figure sont alors entre elles dans un rapport constant , égal au rapport linéaire des éenx contours. Réciproquement, deux figures ainsi eonstrakes, à partir d'un point quelconque , seront nécessairement sémr Uables, soit qu'on ait placé les points homologues en partageant proportionnellement tous les rayons, soit qu'on les ait déterminés successivement d'après le parallélisme des cordes correspondantes. La condition fondamentale pear l'exfeMioo spouiMiéeâux figures eurvfligmes estenoM^ ioi évMemmxmt ramj^ie,
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puisqu'on é^ite aiusi directement toute considération infinitési* maie, autre que celle relative au ncmibre des points à comparer, qui ne constitue , par sa nature, aucune difficulté essentielle. On reconnaît^ par exemple, aussitôt, d'après ce second mode, la similitude constante de deux cercles, comme une suite nécessaire de la définition ordinaire : il suffit de les concevoir concen* triques.
Géométriquement envisagée, une telle propriété offre le grave inconvénient de mêler les relations de situation aux notions de similitude y qui^ en elles-mêmes, n'en sauraient dépendre. Mais ce mélange n'est, au contraire, nullement vicieux sous l'aspect attal3rtiqae. Gomme les idées de situation sont seules immédiatement exprimables par nos équations, suivant les explications initiales de ce traité , c'est à raison même d'une telle réduction des conditions de forme aux relations de position que cette seconde théorie de la similitude s'adapte plus commodément que la première à l'institution analytique.
Il suffit pour cela de concevoir les deux courbes semblables AMBN, A'M'ffN', (fig. 40), disposées parallèlement, comme le constaterait, par exemple , le parallélisme de deux lignes homologues AB, A'B', et de supposer l'origine des coordonnées placées au centre de similitude ou plutôt d'homologie correspondant à cette situation. On voit alors que les coordonnées MP, M'F, et OP, O^F de deux points homologues quelconques M et M' seront nécessairement en raison constante. Si donc xeijr satisfont à l'une des équations, mjc et mj- devront , par cela même, satisfaire à l'autre, en prenant convenablement la constante/». Les deux équations proposées /',(^,j^)=0,/^(a7,j^)=:0 devront ainsi coïncider, en changeant dans l'une d'elles x en mjc et^ en my. Tel est le principe éminemment simple de la meilleure théorie analytique de la similitude des courbes. A la vérité , si la vérification d'un pareil caractère analytique
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constate évidemment la simili tade des courbes corres|K)adantes, on ne saarait toajoars assurer, en sens inverse , que sa non- Térification démontre leur dissemblance effective; car cela pourrait anssi provenir de ce que les deux figures ne seraient pas actuellement parallèles , ou même seulement de ce que la présente origine des coordonnées ne se trouverait pas au centre convenable. Mais , quoique ce mélange primordial entre les re- i
latioos déposition et celles de forme doive exiger, en général , \
comme je vais l'expliquer, de nouvelles opérations analytiques pour dissiper une telle incertitude , il n*en faut pas moins reconnaître que, dansr beaucoup de cas, le principe précédent pourra immédiatement suffire , lorsque Tétude préalable de Tespèce de courbes proposée aura déjà garanti Taccomplissèment de cette double condition préliminaire relative à la seule situation ; ce qui sera presque toujours facile quand cette question arrivera en temps opportun.
Si , par exemple , il s'agit de deux ellipses ou hyperboles , d'après la définition du n"* 19, il est évident que les deux équations
se rapportent à deux axes semblablement placés envers les deux courbes , dont chacune est symétrique autour de chacun d'eux j en sorte que , en cas de similitude, les deux courbes sont certainement déjà dans la disposition parallèle, et l'origine au centre d'homologie correspondant. Changeant donc , pour la première , x en mx et y en m^, et disposant les équations de manière à éviter tonte condition superflue , il faut identifier les deux équations
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d'après ane valeur eôirreBable de la eonsiante m. Or, oii ffft
coïncider leurs seconds membres en preoapt i»== y/ ^ ,^<
ce qui détermine le rapport linéaire des deux courbes. Mais ta comparaison des premiers membres montre clairement que la
d a relation - = -7 est nécessaire et suffisante pour la similitude, c c
comme l'avait ci-dessus indiqué la première méthode.
Diins le cas de la parabole , en prenant les équations j^'=:2rfjr, y=2^£txy ouest évidemment assuré encore que les deux cotiditionâ préliminaires relatives à la situation sont suffisamment remplies , d'après la coïncidence spontanée de deux lignes caractéristiques , Taxe et la tangente au sommet , avec leurs homologues. Il devient alors facile de constater ainsi, plus commodément que par Tautre méthode, que les deux courbes sont toujours semblables. L'opération ne serait pas plus pénible envers deux cissoïdes
67. Il reste maintcmant à compléter analytiquement cette théorie définitive de la similitude des courbes envers les caa > possibles mais peu usuels , ou, faute de renseignements préalables, les deux équations données ne seraient pas de nature à supposer raccomplifisement des conditions préliminaires relsitives à la situation. On conçoit , en général , que l'usage conve-> nable des forpiules propres à la transposition des axes devra suiSre pour ramener ces cas aux précédents.
Supposons d'abord > afin de simplifier cette extension graduelle , que les courbes soient encore disposées parallèlement , mais que l'origine des coordqnnées ne soit plus placée au centre de similitude correspondant , comme d^ns la figure 41. Il suffit de remarquer ici que la propriété analytique fondamentale , établie au n"" précédent, u'exige pas que les deux courbes soient rapportées à la même origine, et qu'elle aurait néces-
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Httocflwot liea, de la même Hmière , envept depx etigloes MQletnetit homologQes. Par oonséqEent , il existera nne wr-* Wne <H4|^ne O/^ aisée i détermitier géemétriquemeoit y pour la^ quelle la selsonde équation^ (^, r)=^0 derra oûiQcider a^ec la première, d'après le changement caradéristiqne de x en fnx et y en my. Au lieo de calimler d'arance , suivant la eonsiroetioo Di^tarelle , la pos^ion ^e çc point placé envers la seconde courbç comme l'origine primitive 0 envers la première, il vaut mieux qu'elle ressorte finalement de Topération analytique ellenénie. On se bornera donc à opérer, pour Tune des courbes « HA déplacement d'origine indéterminé, et on tentera ensuite d# ftiîfe coïncider les deux équations /, {mx , my) c» 0, /, ( x + a , y-^-h) =3 0 , d'après des valeurs convenables des trois constantea arbitraires m , a , et &, qui représentent , d'une part , le rap- |wrt linéaire des deux courbes , d'une autre part , les coordonnées du point homologue, envers la seconde, à la position de l'origine actuelle dans la première. Les rdations nécessaireê à cette identification constitueront les conditions de sii^iilitude dMTchées ^ si toutefois on est d'avance sqiBsamment assuré du paralMisme efiteotif des deux courbes proposées,
Ckmsidérons enfin le cas le plus général , gb les deux courbes ne seraient pas même parallMes , comme dans la flgnre 4i. En- GODstrufeant sur A'B^» homologue de AB , tti) triante semblable an triangle OAB , il déterminerait d'abord nn point O' plaéé eftvers la seconde courbe de la même manière que l'oHgine ae^ tneHe O envers la première. Si , en ce point , on place des axes (yX', OTT', faisant avec A'B' les mêmes angles que les axes primitifs OX, OY font avec AB , il est clair, en généralisant , autant que possible , la conception de la propriété fondamentale du fk^ précédent , que Téqaation de la seconde courbe relativement à ce nouveau système d'axes ne devra , en cas de simi-^ litnde, différer de celle de la première que par le changement,
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toQJoan également caractéristique, it xenmjc et^ en my. Ainsi , sans chercher d'avance la situation de ce aystème , on opérera , dans l'une des équations , une transpoaition d'axes indéterminée , portant à la fois sur la direction et l'origine , mais en conseryant la même inclinaison , et on examinera s'il devient possible d'identifier les deux équations
f,ix' cosT— y siuX'+a^ y8inX'+ycosX'+i)=0, flm::ç,my)=:0,
en disposant convenablement des quatre constantes arbitraires m^ay by et X', dont les valeurs, nullement étrangères à la question , détermineront le rapport linéaire des deux courbes, et feront en même temps connaître exactement en quoi consiste la diversité eJSective de leurs situations actuelles. Toutes les relations indispensables à une telle coïncidence constitueront ici des conditions nécessaires polir la similitude des deux courbes proposées, dont la disposition mutuelle est maintenant tout à fait quelconque.
68. Quelque théorie analytique, ou même géométrique, que l'on croie devoir employer relativement à la similitude des courbes, il importe de sentir, en général, qu'on devra surtout la diriger, en chaque cas , vers la détermination du nombre nécessaire des conditions distinctes ; car, c'est en. cela que con* siste réellement la principale diiBculté d'une telle étude. Aussitôt que ce nombre est connu, il ne faut plus attacher qu'une importance secondaire k la forme actuelle sous laquelle se présente ainsi chacune de ces conditions de similitude, qui, parla nature du sujet , comporte nécessairement beaucoup de transformations ultérieures y toujours assujetties d'avance à un principe commun. Ce principe, résumé final de toutes les propriétés relatives aux figures semblables , consiste dans l'universelle proportionnalité et dans l'^ale inclinaison des diverses droites homologues qu'on y peut respectivement considérer î ce
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qui cottslitae une simple extension de la défii^tion étémenti^re, dès lors indistinctement appliquée à tontes les droites qaeloonqnes, transversales on latérales, inhérentes à cbaqne figure. Toute condition de similitude pourra prendre ainsi deux sortes de formes, l'une linéaire, l'autre angulaire, suivant qu'on la concevra comme relative à une proportion de longueurs ou à une égalité d'angles, chacun de ces modes comportant d'ailr leurs autant d'énoncés distincts que Ton pourra instituer de oombinaisotts binaires entre des droites caractéristiques. Mais œs diverses expressions, de Tune ou l'antre espèce, seront, par leor nature^ essentiellement équivalentes, quoique pinson moins convenables, et il faut s'habituer à les échanger directement, sdon les convenances propres à chaque cas , sans jamais se préoccuper, à cet égard , d'aucune rédaction exclusive. Si donc lanéthode analytique ne présente pas d'abord les conditions de similitude sous une forme suffisamment nette, comme il devra arriver le plus souvent , il faudra peu s'en inquiéter, puisque la nature des courbes proposées fournira immédiatement des énoncés presque toujours préférables , pour peu qu'elles aient été préalablement étudiées. Or, cette réflexion générale est éminenunent propre à simplifier beaucoup, dans la plupart des cas, l'application effective de la théorie de la similitude. Car, en se hxrnant ainsi à en déduire surtout le nombre des conditions, on pourra souvent se contenter du simple aperçu des calculs prescrits , sans avoir besoin de les accomplir strictement. Par exemple, d'après la théorie générale du n" précédent, il est aisé de sentir, envers deux équations complètes du second degré , contenant cinq termes variables, que les courbes correspondantes exigeront seulement une condition de similitude, puisque le nombre de termes à identifier n'excède alors que d'une unité le nombre universel des constantes disponibles pouricette coïncidence. Quant à la nature de cette unique condition, l'en-
lière eiécatioil éa calcol M fcrtil «pie la fNréiailgr êom vm forme pénible, qu'il est itiatile de ooQiiattn : noDsettmiiieMii plus tard les divers énoncés spédaux, linéaires oa angnlaifes, qu'il conTiendra d'y appliquer dif^ectementi
€9. Afin de perfectionner davantage la tiiéorie générale de la similitude des courbes planes , il y faut maioteDant joindre une importante considération subsidiaire , qui , judicieusement appliquée, dispensera souvent de toute opération analytique, en permettant de déduire immédiatement la solution de la seule définition des lignes proposées. Gette méthode auxiliaire repose sur rheureux aperçu , indiqué par Glairaut dans ses éléments de géométrie , et suivant lequel deux figures semblables ne ait* fèrent que d'après l'échelle sur laquelle elles sont construites^ en sorte qu'un simple changement d'échelle pourrait toujours les rendre superposables. Quoique Clairaut n'y eût en vue que les figures rectilignes, ce judicieux énoncé convient également, sans aucune préparation spéciale , aux diverses figtu^es curvi* lignes. On doit le regarder comme Fexpression la plus concise de tous les rapprochements géométriques auxquéb la similitude peut donner lieu.
D'après un tel principe , le travail à accomplir soi* chaque définition proposée d*ttne espèce de courbe , afin d'y découvrir les conditions de similitude, consistera à y bien séparer d'abord les données, linéaires ou angulaires, indispensables à la gran*^ dcur de la courbe d'avec celles qui n'aflecteraient que sa situation, et ensuite à réduire les premières au moindre nombre possible. Cette double préparation présente quelquefois, surtout sous le second aspect, des difficultés insurmontables, ponr certaines définitions , envers lesquelles on ne pourra éviter , à ce sujet, l'emploi ultérieur delà méthode analytique, qui conserve donc nécessairement son privilège exclusif d'nrie entière généralité. Mais, quand ces deux conditions préliminaires auront
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étér sttlBsàbaiDtet rémpliedy 1« {ffinèipè ie Gteirait ftnsmira anssitôt la solùtkm demaÉdée. Car, ûï la grâtidëur dé la courbe est ainsi déterminable d'après ane seule diaiension^ toutes les ooatbes de cette espèce sont nécessairement semblables entre eHes, pnisqne le simple changement d'échelle pourrait les faire oeinciâer , en Identifiant leurs dimensions respectives. Quand il faiidra plusieurs données distinctes et indépendantes ,Ua similitode exigera autant de qonditions qu'il eidstera de ceà éléments moins un , et chacune d'elles consistera naturellement dëns la proportionnalité des lignes considérées, ou dans l'éga- ]Hé de^ angles introduits, sauf à lui attribuer ensuite toute Autre forme, linéaire ou angulaire , que Ton jugerait préftrable, sfilfant la faculté de transformation expliquée au n*" {Hrécédent. Alors , en effet , le changement d'échelle ne pourra identifier qti'^anè seule dimension respectite, et les courbes ne serotit sentblaUes que si cette preinière coïncidence entraîne celle de toos le^ autres éléments , ce qiU suppose évidemment l'uHivet^ selle ptoportionnaliié des longueurs proposées ou l'égalité mutuelle des angles considérés. On voit qu'une telle mareb^ revient , en d'àUtres termes, à déduire les conditions de la similitude dé celles de l'identité^ en côtisidérant, d'une pBft, que te nombre dés unes d<rit toujours être inférieur d'une unité ft e&bii des butred , et , d'une autre part , que lès diverses égalités linéaires simultanément prescrites par celles-ci doiveiit se changer en simples proportionnalités pour celle-là.
Cette méthode subsidiaire ferait aussitôt découvrir la simili^ ttide constante, déjà constatée aUalytiqUement , dans les divers cas du cet'cle, de la parabole , de la cissoïde, etc. : elle nous apprend, en outre, que la même relation s'étendra aux courbes qni dériveraient de ces premières d'une manière déterminée, d'ailleurs quelconque, comme , à l'égard du cercle , la cycloïde, répicycloïde, les courbes de Descartes (n<> 26), etc. Au contraire.
les ellipses oa hyperboles , d'afHfès la définitioii da n* 19, ne se* ront semblables qa'aatant qa'ii y aara proportkmDalité «lire les deux longaears, éyidemmeDt indépendantes et irrédocti-» blés , qai y déteripinent la grandear de la courbe , abstraction faite de la situation. La déCnition commune des trois sections coniques (n** 23) exigera ainsi, poor la similitude, réalité du rapport spécifique corre^ndant. Envers les définitions de la coadioïde ou des sections toriques, on trouvera, sans plus d'embarras , des résultats analogues.
Les conditions préliminaires propres à garantir le succès de cette méthode subsidiaire sont de la même nature que celles relatives à la méthode correspondante que compcnrle aussi la théorie du nombre de points déterminant : seulement, ce préambule indispensable est id plus difficQe et plus incertain envers quelques définitions , pareillement antipathiques à ces deux procédés supplémentaires; puisqu'il faut maintenant opérer, en outre, une séparation , souvent délicate, et quelquefois impossible , entre les idées de grandeur et les idées de po* sition. C'est ainsi , par exemple, que les définitions du cercle, soit comme segment capable, soit oonune lieu des points dont les distances à deux pôles sont constamment proportionnelles , ne permettraient nullement de constater, par ce moy^n, la stmilitode nécessaire de tons les cercles, puisqu'elles semblent exiger deux données distinctes pour déterminer la grandeur de la courbe , quoiqu'une appréciation ultérieure , que l'équation peut seule, en général, diriger sûrement, doive montrer qu'il n'y a d'indispensable, à cet égard, qu'une certaine combinaison unique de ces deux éléments en apparence irréductibles. Mais l'irrécusable évidence des erreurs que pourrait produire , envers des courbes peu étudiées ou trop compliquées , Tapplication irréfléchie de cette méthode subsidiaire ne saurait altérer son incontestable efficacité dans les cas qui s'y adaptent suffisamment.
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CHAPITRE VII
Théorie des quadratares.
70. Il serait ici saperfla de faire expressément ressortir la baateimportance générale d'une telle théorie , directement relative aux questions snr la mesure de l'étendue , où réside sur« toot la destination finale de l'ensemble des études géométriques, dont tontes les antres parties né constituent , à cet égard, que des préambules indispensables , soit pour préparer la solution effective , soit pour diriger Vapplication ultérieure. Outre la mesure des aires planes curvilignes, cette théorie comprend , en général, les trois ordres 4e questions fondamentales désigoées sous les dénominations caractéristiques de quadratures, rectifications, et cubatures, expressions très-propres à rappeller la transformation définitive de l'aire proposée en un carré, de la circonférence donnée en une droite., et du volume considéré e& un cube, résultat naturel de toute mesure géométrique. Une judicieuse prépondérance du point de yue analytique a conduit les géomètres modernes , ainsi que ce chapitre l'expliquera , à concevœr ces diverses recherches générales comme essentiellement équivalentes , au point de pouvoir rentrer à volonté les mies dans les autres , tandis que la géométrie ancienne n'avait pa saisir entre elles qu'une vague et insuffisante analogie. Mais le titre de cette grande théorie doit cependant rester toujours tiré du problème des quadratures, qui constitue la forme sous laquelle oette commune question est le plus simplement accessible aux procédés analytiques.
les ellipses on hyperboles , d'après la définition dn n** 19, ne se* ront semblables qu'autant qu'il y aura proportionnalité oitre les deux longueurs, évidemmient indépendantes et irréductibles , qui y déteripinent la grandeur de la courbe , abstraction faite de la situation. La définition commune des trois sections coniques (n** 23) exigera ainsi, pour la similitude, l'^^alité du rapport spécifique corre^ndant. Envers les définitions de la condioïde ou des sections toriques, on trouvera ^ sans plus d'embarras , des résultats analogues.
Les conditions préliminaires propres à garantir le succès de cette méthode subsidiaire sont de la même nature que celles relatives à la méthode correspondante que oompcurte aussi la théorie du nombre de points déterminant : seulement, ce préambule indispensable est ici plus difficile et plus incertain envers quelques définitions , pareillement antipathiques à ces deux procédés supplémentaires; puisqu'il faut maintenant opérer, en outre, une séparation , souvent délicate, et quelquefois impossible , entre les idées de grandeur et les idées de po* sition. C'est ainsi , par exemple, que les définitions du cercle, soit comme segment capable, soit comme lieu des points dont les distances à deux pôles sont constamment proportionnelles, ne permettraient nullement de constater, par ce moyen, la similitude nécessaire de tous les cercles, puisqu'elles semblent exiger deux données distinctes pour déterminer la grandeur de la courbe, quoiqu'une appréciation ultérieure, que Téquation peut seule, en général , diriger sûrement , doive montrer qu'il n'y a d'indispensable, à cet égard, qu'une certaine combinaison unique de ces deux éléments en apparence irréductibles. Mais l'irrécusable évidence des erreurs que pourrait produire , envers des courbes peu étudiées ou trop compliquées , Tapplicalion irréfléchie de cette méthode subsidiaire ne saurait altérer son incontestable efficacité dans les cas qui s'y adaptent suffisamment.
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CHAPITRE VIL
Théorie des qaadratares.
70. Il serait id saperfla de faire expressément ressortir la iuiote importance générale d'une telle théorie , directement relative aux questions sur la mesure de retendue , où réside sur* toat la destination finale de l'ensemble des études géométriques, do&t tontes les antres parties né constituent , à cet égard, que des préambules indispensables , soit pour préparer la solution effective , soit pour diriger Vapplication ultérieure. Outre la mesure des aires planes curvilignes, cette théorie comprend , en général, les trois ordres 4e questions fondamentales désignées sous les dénominations caractéristiques de quadratures , rectifications, et cubatures, expressions très-propres à rappeller h transformation définitive de l'aire proposée en un carré , de h circonférence donnée en une droite., et du volume considéré en un cube, résultat naturel de toute mesure géométrique. Une JQdideuse prépondérance du point de yue analytique a conduit les géomètres modernes , ainsi que ce chapitre l'expliquera , à coDceTCHT ces diverses recherches générales comme essentiellement équivalentes , au point de pouvoir rentrer à volonté les unes dans les autres , tandis que la géométrie ancienne n'avait pa saisir entre elles qu'une vague et insuffisante analogie. Mais le titre de cette grande théorie doit cependant rester toujours tiré du problème des quadratures, qui constitue la forme sous laqoeUe oette commune question est le plus simplement accesttble aux procédés analytiques.
De tels problèmes sont aujourd'hui conçus , d'une manière trop exclusive, comme ne pouvant être jamais traités que par l'analyse transcendante. Quoique cette analyse soit, sans doute, indispensable à leur solution dans les cas un peu compliqués, ce n'est point d'elle que dérive réellement l'ébauche , même analytique , de cette théorie générale. On a maintenant trop oublié la phase rapide, mais impérissable , que présente l'histoire de la géométrie moderne depuis la fondation de la géo* métrie analytique par Descarted jusqu'à la découverte de l'analyse infinitésimale par Leibniti. Dms ce mémorable intervalle , plusieurs gécMBètres > et surtout Wallis , ont heu^ reusenicnt concouru à développer et à aystématiser de piaf en plus la théorie générale des quadratures par les aeuto ressources de l'analyse ordinaire; el c'est priocipalemeat pour perfectionner ces premiers efforts que le calcul inté gral a été ensuite créé, tandis que le progrès de la théorie des tangentes conduisait au calcul différentiel. Il importe beaucoup que la marche individuelle de l'initiation géonuè»- ^ique reste toujours coofonne à cette gradation spontanée du développement historique , en caradérîsaBt ici avec soitt les moyens que comporte , à cet égard , l'analyse éiémeu* taire ^ et qtti » quoique plus bornés qu'envers toutes les questioea antéri^ireS) sent, cependant bien ploa étendus qu'on ne le suppose maintenant y sans altérer d'ailleurs cette indispensable exposition par aucune vaine introduction déguisée de l'analyse transcendante.
Pour poser le problème des quadratures sms la forme la mieux accessible à toute analyse , il faut réduire les aires à mesurer au simple trapèze curviligtie MPM'P' (^gr. 4S) , coinpris entre deux ordonnées quelconques MP, M!f et les parties interceptées PF^ MM', tant de Faxie, que de la courbe prefo^ sée. La quadrature d'un tel espace eondoini atsément à eelle éê,
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segment proprement dit, renferfné entre un arc de la courbe et sa corde, en procédant par soostraction envers le trapèze rec^ tiligne correspondant. Ce segment une fois mesnré , on pcmrra évaloer, en général , l'aire de tcmt polygone formé arbitraira*a^ent d'arcs de courbes , analogues ou hétérogènes : car^ après avoir estimé le polygone rectiligne qui résulterait des cordes de tons ces arcs quelconques, il suffira évidemment d'y ajouter les segments concaves et d'en ôter les segments convexes. Nous pourrons même le plus souvent simplifier encore an peu k totme en problème fondamental , en nous bornant à y carrer le triangle rectangle curviligne AMP ^ qui conduira au trapèze M'P'MP , en retranchant l'un de l'autre les deux espaces triaa*gnlaires relatifs aux deux ordonnées extrêmes.
Cela posé, l'esprit général delà méthode des quadratures , spontanément manifesté par le grand Architnède envers quelques cas caractéristiques , dès le premier essor des hautes spécnlatiûiia géométriques ^ consiste à concevoir l'aire curviligne demandée comme la limite vers laquelle tend une certaine aire rectiligne, inscrite ou circonscrite, à mesure que ses parties deviennent indéfiniment plus nombreuses et plus petites; puisque les figures rectilignes sont seules immédiatement appré< dables. Si , par exemple , on divise , pour plus de facilité , la base âF oû PF du segmekit proposé en n parties égales , et que Ton élève les ordonnées correspondantes^,, y^^ys^ etc., en menant ensuite de l'extrémité supérieure de chacune déciles une parallèle à l'axe prolongée jusqu^àla suivante, on substituera à Taire AM'F ou M'FMP la somme d'un pareil nombre de rectangles ainsi formés, et la limite de cette somme
■" (^i+^.+J^3"+J^)> qnand n augmentée l'infini, détermi-
nera l'aire dierchèè. lV)ute In dittbttlté d'ime telle recherche coniisli doue è éèeouvrir, ^ ehftqiM cas ^ l'expression 4le««4te
limite, pour laquelle les anciens n'ont possédé que des ressources purem^t spéciales, toujours très-bornées, comme envers leurs autres spéculations géométriques. Du point de vue analytique, on conçoit en général , que cette limite commence constamment par se présenter sous une forme entière-
ment indéterminée, 0X« , — , ou tout autre symbole équi va-
lent , lorsqu'on introduit brusquement l'hypothèse de n infini , sans avoir eu suffisamment égard à l'équation proposée. Ainsi , sous cet aspect , la question fondamenlale des quadratures est toujours réductible finalement à un simple problème d'analyse, consistant à transformer, d'après la loi des ordonnées envers
les abscisses, la fraction ^'^ ^^''^^' "'"^^ en une autre équi va-
lente, qui ne devienne pas indéterminée pour n infini : de même que nous avons vu la recherche des tangentes se réduire
à un problème analogue sur la fraction '-p ; î seulement la
transformation|actuelle présente, par sa nature , beaucoup plus d'embarras que Fautre.
L'analyse ordinaire ne peut immédiatement surmonter celte difficulté caractéristique qu'à l'égard des seules courbes , dites paraboliqiies , où une puissance quelconque dej'ordonnée est proportionnelle à une autre puissance quelconque de l'abscisse. Nous supposerons même d'abord que l'une des coordonnées ne se trouve qu'à la première puissance , en sorte que l'équation soit X = ax'^. Toutefois , d'après ce cas primordial , l'heureux principe d'extension posé par Wallis nous permettra de procéder ensuite à l'entière solution du problème envers beaucoup d'autres courbes.
Ce cas fondamental peut être traité suivant deux modes tréck différents , qu'il faut ici successivement expliquer, l'un plus
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simple, mais plus borné au fond, l'autre plus diJSRcile^ mais beaucoup plus éleodu, et seul fioalemeut susceptible d'une vraie généralité.
71. Dans le premier mode , la forme de la solution consiste à chercher le rapport entre les deux segments complémentaires OMP et OMQ {fig. 44), reposant sur les deux axes. La connaissance de ce rapport conduira aussitôt à la détermination du segment proposé OMP, puisque la somme des deux segments éqaivaut iau rectangle connu OMPQ, formé par les deux coordonnées extrêmes.
Pour trouver ce rapport, concevons substituée à chaque serment une suite convenable de rectangles , selon la construction ci-dessus indiquée ,. mais sans ÏQxer encore le mode de succession des sommets intermédiaires M', M", M"', etc., dont le nombre doit seulement toujours rester indéfini. L'esprit de cetle première méthode consiste surtout à profiter d'une telle faculté afin de simplifier l'expression du rapport des deux suites , de telle manière que sa limite devienne distinctement appréciable. En nommant x^ et y, x" et y, etc., les coordonnées intermédiaires , R et r, R' et r, etc., les deux sortes de rectangles partiels, le premier rapport élémentaire sera évidemment
H y ix x^)
exprimé par la formule -=~p- y. Si, d'après l'équation
proposée y ==■ ax^^ on y élimine les ordonnées , elle devient
d'abord -== ;;; n^'^ . Or, la nature de la question exige
évidemment la suppression du facteur commun x — j/, qui , s'annulant à la limite, laisserait indéterminé le rapport partiel, et par suite le rapport total. Après Tavoir ùté, on a
ik
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Les autres rapports partiels -j, -jr^ etc., seraient exprimés par
des formules anal(^es, procédant pareillement selon les paisr-
a/ a/' sances de^, -^, etc. Pour en déduire le rapport total
R + R'+R"+etc. ,. ^ , , , , , __
— , r ,' ' >r , ) tt faïtt remarquer, et o est en cela que
r-f- ^ -j'^ 'j- etc.
consiste Fartifice fondamental de cette première méthode , que sa formation deviendrait très-simple si ces divers rapports élémentaires pouvaient devenir égaux entre eux , puisque le rapport des sommes coïnciderait alors avec celui des parties. Or, cette égalité est ici pleinement facultative, comme exigeant
seulement la relation -, =i -?/ "^ -Tf/'.ete. i oe qui revient à
or oc' or" distribuer tellement les points intermédiaires M', M", M'", etc., que leurs abscisses, et par suite leurs ordonnées aussi, décroissent en progression géométrique, s^ns fixer d'ailleprs la raison q cle cette progression , de manière à pouvoir multiplier indéfiniment ces sommets, ea rapprochant q de l'unité, qui constitue sa limite. Bans cette hypothèse , on a donc
R+BNf-R^etc. _ i
En passant à la limite, où 5^ = 1, il en résulte aussitôt, pour le rap^rt cherché des deux segments OMP et (»iQ, la fcr-
Si , ^,
^ « —, qui , d'après teur somme évidente , conduft fina-
Icment à la loi géométrique S = x^, d'où dériverait
immédiatement la quadrature graphique , et ensuite h îa loi analytique S = , sur laquelle il importe davantage d'ar-
rêter notre attention. On y voit que, pour déduire, de la fonction
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j^Bim à ror4piiQ^9 celle quj exprime Taire, il suffit ici d'auge pii^Dter d'uHe vmi^ Fexpo^siQt de la première et de la diviser par cet exposant ainsi apgmentQ. C^tte qpér^tioa algébrique étant précisén^ent l'inverse de celle qu'ei^igerait la formation de la fonction dérivée proprement dite , on peut donc finalement rédiger celte loi analytique des quadratures sous celte forme^)lus concise : la fonction relative à l'ordonnée est la dérivée de celle relative à l'aire. L'analyse transcendante montre d'ailleurs qu'uq tel énoncé ne constitue pas seulement, comme noDs devons le penser d'abord, un mode plus succinct d'exprimer le résultat algébrique de la solution actuelle , mais qu'il renferme directement l'expression la plus générale delà loi fondamentale des quadratures , qui , dans une courbe quelconque , consiste, en effet, en ce que l'ordonnée est toujours la dérivée de l'aire.
Tout lecteur judicieux a sans doute déjà senti spontanément, dans l'exposition précédente , l'analogie remarquable que présente cette première métbode élémentaire des quadratures avec la première métbode élémentaire des tangentes, de manière à saisir une véritable affinité analytique entre les deux principales de nos théories générales , qui, en effet , ne peuvent l'une etl'%9tr#â^rf cwveoaUefiSiifit f^nésaliaées que d'a|Hrès une intervention, essentiellement équivalente, quoique très-^dtstiaele , del'analyse infinitésimale. Ofitre la conforinité fondamentale, cidessus indiqi]^e , entre les deuf prot^lènes analytiques corres-* pondants , on voit que l'élaboration algébrique repose pareillement sur la division de a^ — i** par a— 6, et que les deux résultats s'accordent naturellement k introduire en géométrie , solvant deux voies différentas, la grande considération des dérivées.
Afin d'étendre, autant qwe possible, cetjte premjère méthode, il faut maintenant expliquer lambdific^tiop algébrique d'après
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laquelle le même artifice géométrique permet d'aborder avec autant de succès le cas pl6s général deréquation^*"= ^or*", les deux exposants y étant entiers et positifs, mais d'ailleurs quelconques. En y dégageant l'ordonnée , le rapport élémentaire
— devient alors r
R a"^ x' "" {x — af)
La seule difficulté nouvelle consiste ici dans l'impossibilité immédiate d'enlever le facteur qui, à la limite , annule simultanément les deux termes de cette fraction. Or, un tel embarras se dissipe aisément d'après une simple préparation algébrique, qui consiste à se défaire des exposants fractionnaires, suivant l'expédient ordinaire, en posant x=/**, 0:'=^'"*, sans qu'il faille d'ailleurs se préoccuper du sens géométrique des variables auxiliaires r et /', qui vont prochainement disparaître. Cette transformation donne aussitôt la formule
où l'on peut dès lors enlever, comme ci-dessus, le facteur vicieux r — ^, d'où
Cette expression ne dépend, au fond, ainsi que dans le premier cas 5 que du rapport -, suivant la loi
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D'après nne telle préparation, les rapports partiels dcvicudront
^ é' t'" encore égaax, si Ton suppose— = -,- = y,, etc., ce qui re-
fr V C
Tient, de même qu'auparavant, à faire décroître les coordonnées intermédiaires en progression géométrique. On aura donc, pour le rapport total, l'expression
R4-R^+R^^+, etc. g^^j^g"^^ -fi
r+r'+/'+, etc. ^ ^'^'+î'-='+.... + 1 '
qni, à la limite , donne- = —, d'où il résulte , géométrique-
m ment, S = jc^, ce qui conduit aussi commodément que
ci-dessus à la quadrature graphique , et ensuite analytique
ment S = . Ce dernier résultat montre clairement que
la loi de formation algébrique d'abord établie sur l'équation y^ax"^^ pour y passer de l'ordonnée à l'aîre, s'étend exactement à l'équation y"^ = ax'*, en mettant celle-ci sous la même forme à l'aide des exposants fractionnaires, envers lesquels on opérerait comme s'ils étaient entiers. Ainsi les deux cas de quadrature auxquels cette première méthode est immédiatement applicable aboutissent finalement à un même énoncé analytique.
7â. La seconde méthode consiste à traiter directement la question analytique qu'introduit naturellement le problème des
quadratures, suivant la formule générale S==j:( -^ — ' ^"* ^ J
(n° 70), en cherchant l'expression de la somme des valeurs que prend la fonction relative à l'ordonnée pour une suite de valeurs—, 2 —, 3 — , »-,delavariaMe: ce qui équivaudra,
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dans chaque cas, à la sommation (fane certaine suite de nombres. Sous cet aspect, la sommatioQ des suites «aptiert anMîtôl une haute importance géométrique, puisque, dès qu'on e$t oar- Tenu à sommer une suite quelconque , on en peut déduire immédiatement la quadrature d'une certaine courbe. Malheureusement nos connaissances à ce sujet sont, même aujoardliui, et seront nécessairement toujours fort imparfaites, d'après la grande difficulté que présente ce genre de spéculations analytiques, quand on s'écarte des plus simples progressions«.Au^si le principal Tice de cette marche, éminemment naturelle et pleioement générale ^ qui fut essentiellement celle de Wallis et de ses contemporains , consiste-t-il à exiger inutilement la recherche complète d'une telle sommation , quoique son expression totale ne doive pas influer sur le résultat demandé, puisque la plupart des termes disparattroât à la limite , sans que néanmoins nous puissions actuellement dégager les seuls qui doivent réell^metit affecter cette Kmite, qui constitue pourtant Tâo^ue objet du problème des quadratures. Le privilège essentiel de l'analyse transcendante, consiste» à cet égard, à abcMrder direc** tement la détermination exclusive d'une telle limite, abstrae-* tion faite de la sommation effective , qui présente beaucoup plus de difficultés 5 et qui n'est vraiment accessible qu'en un bien plus petit 'nombre de cas. Maîë ici nous devons accepter la question avec toutes les complications superflues qu'elle pressente naturellemeiit , et apprécier ainsi les ressources que comporte, à cet égard , Tanalyse la plus élémentaire envers les courbes de l'espèce j^=^zj:"*, où //i est entier et positif; sauf toutefois à écarter, dans l'exposition , l'inutile développement ' des termes de la formule sommatoire qui se montreraient évidemment dépourvus de toute influence sur la limite cherchée.
Dans ce cas, on a S=:ax^^ l — î ! ^^ ! — J,
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et la qoMtton coiièfs'të à sMuttiet' les ni^^^ paîs^àncés de^ bbtn-
bres naturels 1, % 3 n; afln de coi&paret' cette sdmme à
n*^, pour j^réhdre là valew de ce irapport quand h est infini. Quoique cette recfaerthe algébrique n'etige rééllemeht rien au delà des premiers éléuients d'algèbre , on ti'a pas coutume eUcoPB de Ty traiter ; en sorte que, si je ne Texpliquais ici succinctement, je craindrais de n'être pointasses compris du lecteur qui a'âHrait strictement reçu que le degré précis de préparation analytique proclamé d'abord indispensable à l'étude de ce traité. Poor déterminer, en général, là somme des fn^'^'^ puissances
d'one suite de /t. nombres û^h^ùy A, /, en progression arîth-
métiqtïB , dont la raison est /" , il suffit d'èleter â la puissance in-f 1 diaeunedes relations caractéristiques
qui définissent la progression, et d^ajouter ensuite tous ces dé- TdloppemeQts. Câr^ en désignant par S^+i , S». , Sw^i....S„ 9. , la somme des termes proposés élevés chacun à la puissance que marque nudité , on aUra ainsi, dprlès aVôir ôté ^m^\ commun aux deux membres, une relation fondaii^entale
entre là sompie cbercbée et toutes las somme» «naloyues relarti?es aux puissances antérieures. Si doua pu part 4e Sit déjà connu , ou même de S« , dont la valeur est immédiate ^ ou pQprru^ former ainsi successivement les expressions deS,^ â„ f tc^ ÎUsqi^'A telle puissance qu'on voudra. Dans la progression considérée ici 1, 2, 3, 4 w, cette relation se simplifie et devient
„"+•__„= ifn + 1) (S™ - n*) + i^!±^ (S„_, - «"-') +^=±^^£^(S«-.-n»-) + etc.
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Quoique ce moyen pùl certainement condoireà sommer des paissances spéciales même très-élevées , il serait difficile d'en 1
induire la loi générale propre à un exposant m indéterminé. Mais , en réfléchissant à la destination actuelle d'une telle som* mation, nous y pouvons aisément saisir la seule partie qui puisse influer sur la quadrature proposée. Car , soit par la nature de la question y soit même d'après la relation précédente, il est d'abord i'acile de sentir que Sm sera une fonction de n du degré m-{-\. Or , comme nous devons la comparer à w**^' , il est clair que le seul terme de cette formule qui doive réellement affecter la limite cherchée est celui du plus haut degré, puisque toutes les autres parties du rapport s'annuleront pour n infini , en tant que contenant finalement n eu^ dénominateur. La question algébrique étant ainsi réduite à la recherche de ce terme unique, la relation précédente le montre évidemment
égal à ■ ; en sorte que la limite du rapport -74^. s^^a cer-
tainement : d'où il résulte, rdativemeot à notre quadra-
ture, la formule S= — r-r , conformément à la première mé-
thode n.
7^. Après avoir établi, par F une ou l'autre des deux méthodes précédentes, la quadrature des courbes paraboliques , l'analyse ordinaire peut déduire, de ce cas fondamental , beaucoup d'autres quadratures, à l'aide du lumineux principe dû à Wallis sur la réduction des polynômes aux monômes. Ce principe évident consiste en ce que, si l'ordonnée de la courbe proposée
C) Quelque élémentaire que soit réellement une telle exposition, les commençants auxquels elle offrirait quelques difficultés, pourront utilement l'érlahcir en se bornant à y considérer d'abord les cas particuliers les plus simples m =2, m=3, pour revenir ensi|ite au cas de l'exposant quelconque.
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eit <iéconiposabIe eo plosieun autres, suivant la loi constante ,
OD aura , envers les aires correspondantes aux ordonnées partielles, la même relation à Taire totale S=S'+S"— S"', pourvn que tous ces segments soient d'ailleurs estimés entre les mêmes limites latérales : en sorte que quand ces ordonnées auxiliaires appartiendront à des courbes déjà quarrables , il en résultera aussitôt, sans aucun effort, la quadrature de la courbe proposée. En effet, les rectangles de même base étant proportionnels à leurs hauteurs , on conçoit que cette subordination existe d'abord entre les rectangles élémentaires , par suite entre les sommes respectives d'un pareil nombre quelconque de ces divers éléments , et enfin entre les limites correspondantes à ces sommes. On pourrait dire , plus généralement, que si la relation de la courbe composée aux courbes simples contenait aussi des coeflScients constants, comme y=ay-{-by — cy^\ la même dépendance existerait encore entre les aires convenables
D'ajnrte cet important principe , évidemment applicable à un nombre quelconque de parties , la quadrature des courbes paraboliques condvût aussitôt à celle de toutes les courbes où l'ordonnée serait composée d'une somme de puissances de l'abscisse, sans excepter d'ailleurs le cas des exposants fractionnaires, auxquels la règle primitive a été étendue au n*" 71. £n attribuant à ce principe toute son extension logique, jusqu'à l'appliquer à une infinité de termes, nous pourrions même en déduire déjà , sous une certaine forme , à la vérité très-imparfaite, la quadrature de toutes les courbes algébriques, au moins quand l'ordonnée y peut être dégagée. Car, à quelque fonction algébrique qu'une telle résolution ait donné lieu, on pourra toujours , soit par division ou par extraction , suivant
q\x*ëaè séfst ftftctioftinaire oa irratioiiiielte, la trmtftiniiél^ im
une série indéfinie plu^ on moins rég«Kère , procédant selon les puissaoQes positive3 , et même entières , de l'abscisse ^ <1q f^çon à pouvoir eosoite, d'après le principe de Wallis, e^ dé^liir^, suivant la quadrature primordiale, une autre $éric^ irelatÎTe à l'aire cherchée. Les moyens plus.perfectionnés qqe ^q plus complètes connaissances algébriques fournissent pour cette traosCormation analytique pourront d'ailleurs faciliter beancoup une telle opération , en faisant mieux saisir la loi de chaque série. Enfin » si Fou considère que les fonctions transcendantes ellcs-niénies sont aussi susceptibles d'un pareil déyeloppement^ on concevra que l'usage convenable dp principe de Wallis peut conduire, à cet égard, l'analyse ordinaire jusqu'à exprimer en série l'aire d'une courbe quelconque. Quoiqu'une telle expression soit sans doute peu satisfaisante, il faut s'accoutumer dès ce moment à regarder cet expédient comme souvent indispen^ sable , Don^senlement à l'analyse ordinaire , mais encore à l'analyse transcendante , qui , en multipliant beaucoup les cas où la loi de quadrature est assignable en termes finis, ne pourra cependant jamais aborder que d'après les séries la |^Q|«ft des questions de ce genre.
Le plus heureux usage que puis^ comporter <[$ette introdac-» tlon des séries , consiste à n'y voir qu'un sini(^e intermédiaire pour mieux découvrir la forfnnle finie, lorsque la série obtenue ne présente que le développement d'une fonctlM déjà oouBtle. Bien que ces cas doivent être fort rarëd , nous en pouvons dtéif ici un exemple important , qui va procurer une nouvelle extension à notre règle primordiale de quadrature, et, par ^ite aussi , ouvrir de nouvelles voies à l'emploi ultérieui' des séries, en y permettant l'admission des . exposants négatifs. Soit à quarrer la courbe y = ax"^^ envers laquelle il convient de modifier un peu la position antérieure de la question , en è\i^
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tant dé ébtopfèi^ Taîre a partr de rr = 0 , qui t^hd éWrt y infltit : nous snpposerotiê dotic qae le segknent commedde , par ctemple, à a: = i. Toutefois, afin de n& pas thangerks ïiàbU ttides afitériearés , où les règled algébriques de quadrature se i^pportent toujoui^ à une aîre partait de Taxe des x 9 U tûMta traDspoi*(èr i;et aie à là position eorrespôudante à cette abscisisè iiiiUafô ; ce qui se réduit à changer , dans ré^natioti proposée , a: ed 1 + X. On à alôrs^ := ^ (1 -{- xy^ ; et , en développant suivant la loi du binôme ,
y:s2ali^mx-\ — -~ — x' 123~^ — a:^+eic Y
£q opérant la quadrature , d'après tç principe de Wallis , oi| trouve la série
Or, en la considérant avec attention > il est aisé d'y reconnaître le développement de (i+ar)"*^'*", où Ton aurait ôtô le premier terme 1, et ensuite le facteur — /n -f- i. Il en ré&tilte doûc Une expressfoii finie de Taire cherchée , qui , en revenant à Fanderme origine des abscisses , se trouve enfin représentée par la formule
aix-^^—i)
Ea égard à f origine actuelle des aires, ce résultat consiste évidemment à étendre aux exposants négatifs la règle de quadrature précédemment démontrée envers Téquation y^szax"^^
quand m était supposé positif.
74. Telles sont Içs ressources essentielles que présente réellement l'analyse ordinaire pour aborder, à un certain degré, la théorie des quadratures proprement dites, en évitant d'y exa* gérer puérilement sa portée effective par une vaine imitation ,
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pluB oa moins dissimulée , des procédés yraimenl émanés de l'analyse transcendante. Il faut maintenant expliquer saccessivement les divers rapprochements fondamentaux qui étendent beaucoup Futilité géométrique des moyens analytiques quelconques relatifs à la mesure des aires , en permettant d'y ramener aussi la mesure des longueurs et celle des volumes.
La manifestation définitive de ces relations nécessaires constitua, vers le milieu de l'avant-dernier siècle, Tun des premiers résultats naturels de l'heureuse révolution que Descartes venait d'opérer dans le système des spéculations géométriques, en y faisant convenablement prévaloir les conceptions analytiques, qui ont permis une généralisation auparavant impossible. Aussi ces importantes relations vont-elles ici s'établir avec toute la généralité désirable , sans exiger aucunement Tanalysc transcendante , qu'on y croit mal à propos indispensable aujourd'hui ^ quoique sa création ait été historiquement très«postérieure à leur découverte.
Considérons d'abord la rectiflcation des courbes planes. La marche générale de la solution s'y présente aussitôt comme évidemment analogue à celle du problème des quadratures , puis* que la difficulté consistera ici à discerner la limite de la somme des éléments rectilignes, tels que mm'{fig. 45;, composant le polygone inscrit que l'on substitue à l'arc proposé , M^VI , compris eiitre les ordonnées MT' et MP. Mais un examen plus approfondi montre aisément que l'on peut établir, sous le rapport analytique , une véritable identité entre les deux recherches , en ramenant la rectification d'une courbe quelconque à la quadrature d'une autre , liée à la première suivant une loi constante. Il sufStpour cela de chercher l'expression générale de l'élément curviligne d'après l'élément//?' .ou mn de l'abscisse. En nommant a l'angle m'mn , qui , à la limite , devient évidemment l'inclinaison de la tangente en m sur Taxe , on aura
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tnni'=:h séc a. Or, cette formule permet d'env]S3ger rélément linéaire proposé comme numériqueiTient équivalent à l'élément superficiel d'une certaine courbe auxiliaire K'K dont rordonnée serait représentée par la fonction qui , envers la oonrbe donnée , indique la sécante de l'inclinaison de la tangente , en sorte que l'on pourra déduire son équation , d*aprcs la règle des tangentes , de celle de la courbe proposée , suivant
laloij^= \/ 1 + (/'(j:) )% si^=/(x) est Téquation primitive. Une telle assimilation élémentaire détermine la même relation entre les sommes d'un pareil nombre d'éléments respectifs , et par suite entre les limites de ces sommes. Ainsi l'arc cherché M'M équivaudra numériquement au segment KT'KP. Si donc la quadrature de la courbe auxiliaire est accessible aux méthodes connues , elle fournira aussitôt la rectification de la courbe proposée.
Qu'il s'agisse , par exemple, de rectifier le cercle j^'-fx'ssr*.
On aura ici tans a = , et dés lors la courbe auxiliaire, sui-
vantla loi précédente z=séc<x , aura pour équation z=-
Cette courbe du quatrième degré n'étant pas actuellement qnarrable par nos méthodes , si ce n'est en série , la question proposée ne comporte maintenant qu'une pareille solution.
L'extrême imperfection où nous avons dû laisser ci-dessus la théorie des quadratures proprement dites nous permettrait rarement d'accomplir ainsi les rectifications , vu la trop grande complication que la nature de cette loi de transformation devra communément introduire dans l'équation de la courbe auxiliaire , même d'après une très-simple équation primitive. Mais le problème des rectifications doit être , en général y réputé plus difficile que celui des quadratures , et beaucoup nQKHDS souvent susceptible d'une solution satisfaisante ,
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avec quelques moyens analytiques qu'on puisse l'aborder. Je dois pourtant citer ici uu exemple remarquable, où, par une compensation analytique éminemment exoeptionnelle , la courbe auxiliaire devient réeUement plus simide que la courbe proposée : e'est celui delacoiurbe^'«=âr\ où l'on tcoave^ pour
la courbe auxiliaire , Téquatiou 2;=\/ l+-a:, qui, mise
5ous la forme ^^'^if^^+q) indique évidemment une parabole aisément quarrable d'pprès la règle élémei^aire 4a n' 71, assignant au segment tes v de Taire du rectangle des coordonnées extrêmes. On doit seulement remarquer^ à ce sujet, qi^e la parabole actuelle a sou sommet i | en arriére de Faxie des y, à partir duquel cette ri^le estime l'airf , et d'où ncms vpuljoiis aussi compter l'arc cherché : il faudra donc , de ^expr^ssion habituelle du aegnsieiit variable» retrancber maintenajut cjelle da segment fixe qui s'étend de ce sommet à cet axe,* cequi donnera finalement pour la rectification proposée , la formule
75. EupasMût fliainteiiant h lia nesnrie des vn^mMS» W» devoBS id, pour ne *paa sortir réeUement de la géométrie plane, ooosidérer seulement les corps ^gendres par la ré«<duj|oii d'une courbe plane antour d'un axe situé daj»s$oii plan* Aprèf les corps cylindriques et «^niques , dont la mesure ràsnUe 'wt nédiatement de celle des prismes et des pyramides , ces Q9iy9 ronds constituent le cas le plus simple et aussi le i^ lisQi»l % sa juste appréciation générale suffit d'ailleyrs i caractériser nettement le véritable esprit de la méijiode. fondamentale d^ eiibatures y quoiqu'en puisse s'y botvier , eottime ^"^^n i^ queémlufes et ks rectifieations , ji «ne seule déccnnposlti^
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éiémentaire ; tandis que lei Tdaves les plus couq^Uqués exigeraient dens: décompositions ooBsécmives afin de se résoudra en cléments directement éyalnables.
Proposons-nons donc de mesnrer le yolame prodoit par le segment curviligne quelconque M'MPF [fig. 40), tournant aatonr de l'axe des jc. Les éléments naturels de ce corps seraient d'abord le^ (ronç^ de côp§ résultés des trapèzes élémentaires dont l'aire génératrice est immédiatement formée. Mais de même que, à chacun de ces trapèzes mm'p^p^ on peut substituer le rectangle correspondant mnp'p^ un motif semblable autorise également à remplacer ces éléments coniques par les simples cylindres qu'engendreraient ces rectangles; puisque chaque teono de cône est éfidemmeot compris énlre denx cylindres , un extérieur et l'autre intérieur , qui ^ à la limite, coïncident exactement , comme les rectangles générateurs rr!qpp' et mnp'p. D*après cela, l'élément du volume AenM aura pour mesure ir^^À. Qr, en ooiettant te facteoi* constant ?r, cette expression peut être attribuée àFélément superficiel d'une courbe auxiliaire G'G dont l'ordonnée correspondrait au carré de la fonction de l'abscisse qui représente l'ordonnée de la courbe donnée. Ainsi, en raisonnant comme au n*" précédent, on reconnaîtra, sans aucune difficulté, que la qnadlrature de cette nouvelle courbe , entre le^ liqiites proposées, représentera' numériquement la cvbature demandée « pourvu qao le résultat en soit finalement multiplié par le rapport connu de la circonférence au diamètre. La loi z =^y\ suivant laquelle la courbe auxiliaire dérive ici de la courbe donnée , montre clairement que cette seconde extension fondamentale de la théorie des quadratures est plus favorable que h prteédente ; puisque la quadrature finale doit être alors bien j^ussouvenl a^essible à nos méthodes actudles, d'qprès la skhpHoilé «empafatire de la notzveUe é^ialien.
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Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'obtenir ainsi la mesure du segment sphérique, en partant deréquation^'+^*='"* du cercle générateur. Dans ce cas, la courbe auxiliaire est une simple parabole z^i^-^-x''^ aisément quarrable suivant noire
x^ règle élémentaire , et qui donne S =r*x — — , d'où il résulte,
pour le volume cherché , la formule V=7r \r^x— -j Y où le
segment est naturellement compté du centre, et qui conduirait aisément à l'expression du segment compté de la surface. Au reste, celui-ci s'obtiendrait directement en représentant le cercle générateur par l'équation ^'=2rj:— x', d'où la même méthode
déduirait, sans plus d'embarras, la formule V=irj:Y r — -x Y
Chacune de ces formules, d'après l'hypothèse j:=r, d'éterminerait l'hémisphère, de manière à reproduire spontanément,
pour la sphère totale , l'expression élém^taire - wr^, dont la
démonstration pourrait logiquement être ajournée jusqu'à ce degré actuel de Tinitialion mathématique , quoiqu'il convienne d'ailleurs, à tous égards, de maintenir l'usage de faire connaître beaucoup plus tôt un tel résultat géométrique.
Considérons encore le cas du tore , engendré par la révolution du cercle ABDE (/îgf. 47), dont le centre C est sur l'axe des^, autour de Taxe des x. L'équation du cercle est alors {y — 0)*+-^*=^% c* ^^^ résulte, pour la courbe auxiliaire, l'équation
OÙ le double signe correspond à la duplicité actuelle des ordonnées MP et M'P relatives à une mtoe abscisse. Il importe ici de sentir que, si on appliquait aveuglément la règle ordinaire à l'une ou à l'autre de ces deux fonctions, on n'obtien-
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drait pas, ea étendant le résultat aux limites horizontales du corps proposé, la vraie mesure du tore , mais celle seulement ou du corps produit par l'espace circulaire concave H ADBK , d'après la première, ou de celui que produirait Faire convexe HAEBK : nn instant de réflexion directe sur l'origine de la relation fondamentale sufSra pour le faire bien comprendre au lecteur. Or, le tore étant évidemment équivalent à la différence de ces deux volumes , on voit qu'il faut maintenant quarrer séparément les deux courbes aoxQiaires , et ensuite retrancher le second résultat du premier. Dans cette soustraction , les termes communs, d'ailleurs aisément quarrables, devraient disparaître, en sorte qu'il serait superflu de s'en occuper: au contraire, les termes distincts se doubleront , d'après l'opposition des signes , et tout se réduira finalement, selon le principe de Wallis, à quarrer la courbe s= k r'— jf% sauf à multiplier le résultat par 42^, outre le facteur habituel tt en dernier lieu. Nous ne pourrions maintenant opérer qu'en série cette quadrature définitive , qui est évidemment celle du cercle générateur, s'il s'agissait d'un segment torique quelconque. Mais , envers le tore entier, le résultat en est déjà connu, suivant la règle élémentaire relative à Taire du cercle , et qu'il faudra ici appliquer au demi-cercle. On trouvera ainsi la formule finale V=27r*i^r*, parfaitement conforme à la loi générale de Guldin sur la mesure de tout corps rond par le produit de l'aire génératrice et de la circonférence que décrit son centre de gravité.
Un tel exemple méritait ici une appréciation spéciale, comme propre à caractériser la manière dont il faudra modifier la méthode fondamentale quand la figure proposée, au lieu de s'étendre inférieurement jusqu'à l'axe , suivant notre hypothèse ordinaire , sera circonscrite entre les deux parties d'une
mém^ courbe , ou d'ailleurs entre deux courbes distinctes^ dont
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les ord<HKiiée9 , dififéreraieut d'après an mode analytique quelconque, au lieu de n'être (Ëstin^ées q^e par le signa d'un radical.
70. Procédons enfin à la dernière extension générale de notre théorie des quadratures , en l'appliquant à la mesure de la sarface courbe qui entoure les corps ronds que nous venons de cuber. On est alors obligé de conserver les éléments coniques engendrés par les côtés élémentaires mmS {fig. 46) de la courbe donoée, sans pouvoir aucunement leur substituer les éléments cylindriques correspondants aux parallèles m'n ou m'^ , entre lesquelles l'élément naturel n'est plus compris. Un élément quelconque de l'aire cherchée sera donc ici mesuré par 2nhy sécœ , en ayant égard à l'expression du n*" 74 pour le côté mm\ a désignant toujours Tinclinaison de la tangente sur l'axe. D'après une telle formule ^ une marche semblable à celle déjà employée envers les deux autres extensions fondamentales , conduit aisément à reconnaître que la quadrature de la surfâice courbe proposée se réduit à celle de l'aire plane correspondante à une courbe auxiliaire dont Téquation se déduirait de celle de la courbe donnée suivant la loi s =:^ séc « : ^1 faudra seulement multiplier cette aire par le facteur con« stant 2 TT.
I^a loi de transformation générale est ici plus compliquée qu'en aucun autre cas ; par suite , cette troisième classe de Recherches doit être finalement regardée comme la moins accessible à nos méthodes actuelles , et môme aux moyens plus parfaits que fournit l'analyse transcendante. Je ne puis guère citer ici d'autre cas intéressant où elle devienne complètement applicable que celui de la sphère , où , par une compensation éminemment exceptionnelle, les radicaux propres aux deux facteurs j^ et séc a , au lieu de se combiner^ comme de coutume^ $e détrui$çnt mutuellement ; en sorte que , contre l'usage
SECONDE VABJV^y m^^ltBM SEPTIÈME. S37
noniial , la ligne auxiliaire se trouve alor» plps simi^e que la ligne dcmnée. En partant de Téquation ^*ç= 2ra: — x^^ afia d'obtenir naturellemept la zone à uœ seule base , ou trouve
fiée a = ~ : ainsi la ligne auxiliaire est ici z ^ r, c'est-à-^dire
une ûmjle parallèle à Taxe s il eq résul^f), suivait nos règles , la formule S = 2 ir rx , parfaitement conforme à la loi connue.
Danslecas &atoTe(fig. 47), on trouverait aisément,d'après la toéme équation qu'au numéro précédent , la courbe auxiliaire
V^r"— or»
En étendant sa quadrature jusqu'aux limites horizontales du
tore entier , le signe supérieur correspondrait à l'aire résultée
delà demi-circonférence concave ADB , et le signe inférieur à
celle qu'engendrerait la demi-circonférence convexe AËB. L'aire
cherchée dépendra donc de la somme des deux quadratures ,
sur laquelle le terme distinct ± r ne saurait influer, en sorte
que tout se réduit à doubler le résultat correspondant à l'équa-
br tionz = — . Or, quoiqu'elle échappe directement à nos
méthodes élémentaires, sauf le recours aux séries, il est aisé de sentir que , en y omettant le facteur b , cette quadrature coïocide avec celle qu'a exigée, an n"" 74, la rectification du cercle , laquelle nous est déjà connue envers la circonférence totale , qui se rapporte ici à l'ensemble du tore. D'après cet utile rapprochement , on trouve aisément la formule fin^Je S = 4 7r*6r; conformément à la seconde partie de la loi de Guldin sur la quadrature de tout corps rond suivant le produit du contour générateur par la circonférence que décrit son centre de gravité. Il ne faut pas négliger d'ailleurs de remar-
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quer , au sujet d'une teUe solution , cet exemple évident de l'efficacité naturelle , même spéciale , du point de vue analytique pour le perfectionnement des diverses notions géométriques à Taide des nouvelles liaisons abstraites qu'il établit entre elles j et qui permettent de faire souvent rentrer les unes dans les autres des questions qui devaient d'abord sembler hétérogènes.
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CHAPITRE PREMIER
Considérations générales.
77. A la manière dont josqa'ici on s'est borné à concevoir cette partie essentieUe de la géométrie plane, elle constitoe seulement l'application générale de Tensemble des méthodes <{ae nous venons d'établir à la détermination caractéristique de la vraie figure d'une courbe d'après son équation. Sans exiger * proprement aucun nouveau principe , cette partie ne se distinguera ainsi de la précédente que par la combinaison spontanée et continue des diverses théories qui ont été cr-dessus consi^ dérées séparément , et qu'il faut maintenant faire concourir à l'appréciation progressive des formes correspondantes aux différentes équations , en* apprenant surtout à perfectionner les unes par les autres ces indications distinctes , qui pourront souvent se suppléer mutuellement. C'est dans le sentiment familier d'une telle solidarité générale que consiste la principale utilité de cette nouvelle étude ^ cooununément très-imparfaite 9 et à défaut de laquelle on ne saurait pourtant obtenir qu'une insuffisante manifestation du véritable esprit de la géométrie «palytique*
Pour caractériser d'abord convenablement la marche fondamentale que doit toujours suivre la discussion géométrique des équations, il y faut distinguer ici deux degrés essentiels nécessairement consécutifs , l'un relatif à ^ordonnée , l'autre à la tangente. Le prvmîer degré , base indispensable de l'ensemble de la discussion , consiste surtout , non à examiner minutieusement quelques points particuliers , comme on a coutume de le faire presque au hasard , ttiais à Saisir nettement le mode général de variation de l'ordonnée d'après l'abscisse. Cette appréciation se compose essentiellement de deux parties successives, l'une où l'on détermine d'abord entre quels intervalles l'ordonnée sera réelle , l'autre où l'on discute ensuite en quel sens *et avec quel signe varie sa grandeur pour chaque intervalle de réalité, sans plus s'occuper de ceux où elle devient imaginaire. Db connaît ainsi , en Jofremierlîett, si la courbe est limitée ou llimitéc , continue ou discontinue ; en second lieu , si elle est ascendante où descendante , et si elle traverse ou hou les axes coordonnés. Chacune de ces deux parties de la discussion fondamentale de l'ordonnée donne lieu d'ailleurs le plus souvent à lin complément naturel , consistant à déterminer, autant que possible , les points particuliers où s'opèrent ces différents pBSsages de la réalité à Fimaginarlté , de l'ascension à la. descente, d'un côté de Taxe à Tautre côté. Il convient alors de résumer l'ensemble de cette première appréciation par la figure la plus simple qui puisse convenablement satisfaire aux divers réniseigneiheilts ainsi obtenus ; suivant L'important précepte logique^ mentionné dans la première pattie de ce traité , sur la nécessité d'introduire le plus promptement possible une hypothèse propre à lier tous les documents déjà recueillis , sauf à la modifier ensuite d'après de nouvelle^ inf(^mations.
Quor(}ae cette discussion- de l'ôrdotinée puisse quelquefois suffire à caractériser nettement la vraie figure générale d'tiné
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courbe, cependatit elle laissera presque touJourÀ, mr le sens ettefdit de sa eotirbtiré , une incertitade radicale, qui nesaiiralt ôtir^ dissipée qae par itn second degré de discussioti , rdatif au mode de variation de la tangente dans les diverses parties de la ligne. La ntéthode naturelle que nous avons d'abord employée pour décider siuiie courbe est concave ou conveie vers nn axe, ea comparant son ordonnée à celle d'une corde convenablement dioisle , conduirait le plus souveift à des calculs beaucoup trop coiiipllqués. Or, cette comparaison spontanée entre deux fonctioDS distinctes peut être maintenant remplacée par une comparaison équivalente , non moihs générale ^ mais bien jplns facile, entre les valeurs successives d'une même fonction, celle qui exprime , en chaque point , le coefficient angulaii'e de la tangente correspondante. Car, en supposant, pour mieux fixer les iéée& , que l'ordonnée croisse avec l'abscisse, il est clair que, si la courbe est concave vers l'axe , l'inclinaison de la tangente diminuera toujours , avec ou i^ns limite d'ailleurs , à mesure que la courbe s'élèvera ^ tandis que , si la courbe est convexe , cet angle ira ^ au contraire , en augmentant. Quand la courbe descend , le symptôme se trouve inverse , mais pareillement décisif i l'angle , dès lors obtus , que fait la tangente avec l'axe se rapproche ou s'éloigne de l'angle droit à mesure que l'abscisse augmente , suivant que la courbe est concave 6tl convexe. Ainsi, le mode général de variation du coefficient angulaire de la tangente est toujours propre à déterminer le vrai sens de la courber^ , sans qu'il convienne d'ailleurs d'arrêter d'avance , à oet égard , aucune formule spéciale , qui ne saurait également s'adapter aux diverses applications.
Ce Second degré général de la discussion géométrique deâ équations indique d'abord certains points Remarquables, qtii complètent naturellement la discussion de l'ordonnée , en faisant connaître les maxima ou minima des deux Variables siniulta-
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nées , d'après les tangentes parallèles aux axes, comme je l'ai expliqué , en principe , en exposant l'application de la théorie des tangentes à cette importante recherche analytique. Mais, oatre ces points, qoi appartiennent proprem^t aa premier degré de discussion , la marche des tangentes introduira spontanément la détermination d'nne autre sorte de points , qui s'y rapporte spécialement « ceux où la courbure change de sens. Quaod une courbe est sinueuse, chacune de ses m flexions se trouye, en effet, caractérisée, d'après l'explication précédente, par un état maximum ou minimum de la fonction qui mesure l'inclinaison de la tangente sur Taxe ; puisque c'est alors que cette fonction passe de l'accroissement au décroissement , ou en sens inverse selon la position de la flgnre. On pourra donc découvrir ces points d'inflexion en appliquant au coefficient angulaire de la tangente les méthodes que l'on jugera conve*nabies pour en déterminer les maxima ou minima. Suivant les principes que nous avons établis à ce sujet , on pourrait considérer le caractère analytique de ces points comme consistant, en général , dans l'annulation de la seconde dérivée de la fonction relative à l'ordonnée, sous la réserve habituelle des exceptions propres à cette théorie. Mais, soit que nous puissions immédiatement appliquer un tel caractère, soit que, comme il arrivera le plus souvent, nous soyons forcés de. suivre, à cet égard, les détours algébriques , déjà expliqués, qu'impose la faible instruction analytique exigée dans ce traité , ce sera toujours d'après une semblable considération géométrique que nous procéderons ici à la recherche de ces p(»[nts remarquables.
A ces deux degrés essentiels de la discussion géométrique seule accessible à l'analyse ordinaire , l'analyse transcendante en joindra ultérieurement un troisième , destiné à compléter le second , comme celui-ci aura déjà complété le premier , en
tav««i.
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a^irécianC le mode général de varialioo de la courbure, considérée, non plus seulement dans sa direction concave ou convexe, mais aussi dans son intensité plus ou moins grande, ISoos ne pourrons ici instituer, à cet égard , qu'une première ébauche, nécessairement vague et imparfaite, en examinant les changements plus ou moins rapides qu'éprouve l'indinaison de la tangente. Là où cet angle variera beaucoup dans un petit intervalle , nous jugerons la courbure très-prononcée en général ; quand^ au contraire, il changera peu entre deux sinuosités fort écartées , nous conclurons à une faible courbure. Mais ces insoflBsantes indications, les seules que fournisse , à ce sujet, l'analyse ordinaire, ne sauraient d'ailleurs nous permettre nullement ni de mesurer ces inégalités de courbure, ni de distinguer ce qui s'y rapporte aux divers points de chaque branche. C'est l'unique aspect sous lequel nos figures devront ici rester ordinairement indécises , jusqu'à ce que l'analyse transcendante ait mis le lecteur en état d'aborder une telle appréciation, où elle est essentiellement indispensable.
Les diverses indications géométriques relatives à nos différentes théories générales viendront d'ailleurs se grouper spontanément, selon leur nature, autour de l'un ou de Vautre de ces deux degrés nécessaires que nous venons de distinguer dans' la discussion des équations. A la discussion fondamentale de l'ordonnée , se rattachera naturellement, quand il y aura lieu , la considération des diamètres ainsi que celle des centres. De même la discussion complémentaire de la tangente conduira habituellement à la détermination des asymptotes, quand l'examen de l'ordonnée ne les aura pas directement indiquées.
Suivant ces explications générales sur la marche nécessaire de la saine discussion géométrique des équations, cette troisième partie essentielle de notre étude doit surtout consister en une suite d'exemples convenablement choisis , propres à bien
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caractériser Tapplication familière de ces principes incdDtésk tables, qui, comme tous les préceptes logiques, malgré leur immédiate évidence , ne sauraient être suffisamment apprécies que d'après un judicieux exercice. Toutefois, afin d'éviter d'inutiles développements , je me bornerai ici aux exemples susceptibles de faire nettement ressortir les diverses diflicnltës d'un tel travail, en les coordonnant d'ailleurs de manière à permettre aisément la formation de nouveaux cas , dont je réserverai ensuite au lecteur Fexamen spontané. Rien n'est plus propre que de pareils exercices , bien conçus et bien dirigés, non-seulement à faire profondément sentir le vrai génie de la géométrie analytique, mais aussi à réaliser directement cette universelle préparation logique qui constitue ^ au fond , là principale utilité finale de l'initiation matbématique. Car, une telle élaboration tend spécialement au développement rudimentaire de l'esprit d'ensemble , jusqu'ici trop rare chez les géomètres , en habituant à faire exactement converger toutes les diverses déterminations analytiques vers un môme résultat synthétique , d'abord confusément entrevu , et ensuite graduellement ébauché , ;à mesure que les i^enseignements s'acciimulent , en ne compliquant jamais l'hypothèse primitive qu'atitant que l'exige la nécessité de satisfaire à toutes les informations recueillies.
78. Pour diriger le choix rationnel des exemples successif* qui doivent ici caractériser la discussion géométrique des équations algébriques , il serait nécessaire d'établir des principes généraux sur la classification naturelle des courbes correspondantes. Or, c'est là que se manifeste, chez les espritt convenablement préparés , l'extrême imperfection actuelle de cette troisième partie essentielle de la géométrie analytique , qui , sous ce rapport , n'est pas encore sortie de l'enfance ,• â tel point que la plupart des géomètres , môme éminents , n'ont
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pas scnlcment compris jusqu'à présent quels sont , à cctégnrd, les Trais besoins delà science, faute d'une disposition pliilosb-
phîque qui ne peut être , à ce sujet , suffisamment développée que sous des inspirations logiques émanées des plus hautes parties de Fétude des corps vivants, unique source spontanée des véritables principes relatifs à la théorie universelle des classiGcations quelconques.
Dès l'origine de la géométrie analytique, les habitudes algébriques ont involontairement conduite classer les courbes planes d'après les degrés de leurs équations rectilignes, sans qu'on ait jamais examiné directement si ce classement empirique peut aucunement satisfaire aux conditions essentielles que la raison impose en une telle opération. Il est néanmoins évident, en principe, que les motifs qui , en algèbre, ont inspiré et maintenu une telle classification ne sauraient nullement suffire pour la transporter en géométrie. Car , ils se rapportent essentiellement à la difficulté croissante que doit nécessairement offrir y à mesure que le degré s'élève, la résolution des équations, objet final des spéculations algébriques. Or, cette distinction ne comporte, par sa nature, aucune importance géométrique, puisque le lieu d'une équation est, comme nous l'avons reconnu au début de ce traité , radicalement indépendant de sa forme actuelle : en géométrie , l'équation est habituellement conçue résolue, sans qu'il faille s'y enquérir aucunement de l'embarras, parement analytique , que peut susciter la réalisation d'un tel projet. Le degré d*une équation n'a, par lui-même, d'autre influence géométrique que d'indiquer une limite supérieure dû nombre de points en ligne droite que comporte la courbe correspondante. Mais cette considération, qui pourrait acquérir une véritable importance, en signalant le nombre des sinuosités^ si une telle indication était plus précise, ne peut nullement devenir un principe de classement^ vu son incertitude radicale.
^6 GÉOMÉTRIE PLANB,
Il existe, par exemple, dans tous les degrés pairs, des courbes que, comme les sections coniques , aucune droite ne saurait couper en plus de deux points.
Cette insuffisance nécessaire du classement empirique adopté spontanément par les géomètres pour les courbes algébriques est aisément vérifiable en plusieurs cas décisifs, quoique Tétude comparative de ces diverses figures ne soit pas encore convenablement instituée , ni même judicieusement conçue dans son ensemble. On peut, en effet, constater souvent qu'un tel classement rompt directemeut toutes les analogies essentielles, et qu'il conduit aussi à de vicieux rapprochements. Dans tous les degrés, et sans même excepter le second, les vrais analogues géométriques de chaque courbe se trouvent fréquemment parmi des lignes de beaucoup d'autres degrés, tandis que celles du degré correspondant en diffèrent, au contraire , essentiellement : double confirmation , spontanément développée dans toute cette troisième partie , de l'inanité radicale d'un tel classement. Malgré l'habitude invétérée, transmise, sous de nouvelles formes , des anciens aux modernes , qui rapproche essentiellement l'ellipse, d'une part de la parabole, et d'une autre part de l'hyperbole , nous allons spécialement recqnnaître , au chapitre suivant , que , si l'on considère l'ensemble des rapports , sans se préoccuper d'aucun rapprochement exclusif, les véritables afiinités géométriques de la parabole ou de l'hyperbole existent surtout envers certaines courbes dispersées parmi tous les degrés algébriques , bien davantage qu'envers les courbes du second degré. Plus on méditera sur ce graod sujet de philosophie géométrique, à peine entrevu jusqu'ici, mieux on sentira que la classification des courbes planes, d'après les degrés de leurs équations n'est pas plus rationnelle, au fond, que ne le serait une classification zoologique fondée sur la couleur ou sur la taille , etc., indépendamment de toute profonde comparaison Qrgani<)ue.
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Malheureasement , Tétat présent de la géométrie oe permet pas de remplacer encore ce vain classement empirique par une conception vraiment rationnelle. Depuis Descartes, on a dû s'occuper exclusivement de constituer, sous son inspiration fondamentale , la géométrie générale proprement dite , en établissant les méthodes analytiques , élémentaires ou transcendantes 9 propres aux différentes recherches auxquelles toute figure géométrique peut donner lieu. Quant à ce qu'on doit nommer la géométrie comparée , qui ne peut résulter que d'une application comparative de l'ensemble de ces méthodes aux diverses formes possibles , l'existence n'en est pas même soupçonnée encore : elle ne pourra d'ailleurs être conçue que lorsqu'une plus forte éducation philosophique aura sufiSsamment introduit chez' les géomètres le sentiment , développé jusqu'ici par les seuls naturalistes, du véritable esprit de la théorie logique des classifications quelconques ; comme je l'ai établi en divers lieux de mon Sy$téme de philosophie positive. J'explique* rai soigneusement, dans la dernière partie de ce traité, comment la grande conception de Monge sur les familles de surfaces a commencé spontanément à ébaucher la constitution directe de la géométrie comparée. Mais ce germe fondamental , d'ailleurs si mal apprécié jusqu'ici, et dont Lagrange seul a dignement pressenti l'importance, ne convient réellement qu'aux surfaces, et ne saurait fournir aucune indication relative aux courbes. Ainsi, sous cet aspect capital, je ne puis ici que signaler , dans la géométrie actuelle , une immense lacune gêné* raie, habituellement inaperçue. L'ordre fondamental de conceptions géométriques qui est naturellement propre à cette troisième partie essentielle de notre étude, et qui pourrait lui procurer à la fois tant d'intérêt philosophique et tant d'exten^ sion scientifique , nous manque donc encore totalement.
Dans une telle situation , l'impossibilité évidente d'adopter
ici le classement empiriqae des coarbes algébriques saivani les degrés de leurs équations rectilîgnes, nous impose l'inévitable obligation de recourir à on expédient provisoire , pour coordonner nos divers exemples de discussion géométrique d'après un principe analytique qui , sans pouvoir réellement suffire , puisse toutefois , judicieusement employé, nous mieux gaider que cette vaine considération primitive. J'ai cru^ devoir adopter, à cet effet , la distinction fondée sur le nombre des termes , mais sans l'étendre au delà de quatre, nombre total des diverses sortes de termes propres aux équations algébriques. Nous discuterons donc d'abord les équations binômes , ensuite les équations trinômes, et enGn, sons le nom d'équa* tions polynômes, toutes celles qui contiennent plus de trois termes , quel que soit d'ailleurs leur nombre , qui dès lors n'a plus, en général, aucune haute importance géométrique. Mais, en utilisant une telle distinction, le lecteur ne devra jamais oublier qu'eUe repose sur un principe radicalement insuffisant, qui ne peut aucunement dispenser de l'élaboralion ultérieure d'un sujet aussi difficile qu'important, dont je voudrais surtout rappeler ainsi la destination caractéristique. Cette classification provisoire ne sera vraiment satisfaisante que pour notre premier ordre 9 où nous allons, en effet, reconnaître les seuls exemples bien constatés jusqu'ici de l'existence des familles pleinement naturelles parmi les courbes planes.
CHAPITRE IL
Courbes binômes.
79. Cette première classe comprend nécessairement deux sortes d'équations : les unes, de la forme ^**-=ajc'*, composées d'un terme en j^ et d'un terme en x ; les autres, de la forme /V*=a, contenant un terme en 07 et y avec un terme constant. Quoique le second type puisse algébriquement rentrer dans le premier, en supposant négatif l'un des exposants, la distinction, sous quelque forme analytique qu'on la conçoive, n'en est pas moins indispensable sous Taspect géométrique. Il en résulte denx familles de courbes essentiellement différentes, qu'on désigne communément par les dénominations de paraboles et ^hyperboles ^ empruntés aux genres les plus simples et les
mieux connus.
Étudions d'abord la première famille , où la courbe est engendrée par un point dont les distances à deux axes rectangulaires varient de telle manière que deux de leurs puissances soient constamment proportionnelles. De toutes les définitions de courbes, c'est assurément celle qui diffère le moins de la définition analy ticjue de la ligne droite , qui s'y trouverait même comprise en cas d'égalité entre les deux exposants. Aussi , en considérant l'ensemble des aspects géométriques, pourra-t-on reconnaître que ce groupe de courbes planes est, au fond, le plus simple et le mieux connu. Pour l'apprécier convenablement, il faut distinguer deux cas essentiels , selon que les exposants sont tous deux impairs, ou Fun pair et l'autre impair ; ibufii peuvent d'9dleur« étare simultan^iment pairs.
Dans le premier cas, représenté par le type y***+' = aa:'''^\ d'où j^ = % Xaj:""+', la discussion fondamentale de Fordonnée montre aussitôt que la courbe est toujours illimitée en tous sens et continue, puisque les racines impaires ne sont jamais susceptibles d'imaginarité. En même temps , ces racines ne comportant qu'une seule valeur réelle , de même signe que la puissance correspondante, la courbe se composera de deux branches opposées, situées dans les deux régions impaires du plan ou dans les deux régions paires , selon que le paramètre a sera positif ou négatif. Ces deux parties seront, du reste, parfaitement identiques, puisque le changement simultané du signe des deux coordonnées n'altère nullement l'équation , en sorte que la courbe aura pour centre l'origine, qui sera d'ailleurs un point d'inflexion : la langue géométrique manque ici d'un* terme propre à qualifier cette identité entre deux branches opposées , qui coïncideraient d'après un double repli de la flgure successivement selon chaque axe ; tandis que le mot symétrie y est depuis longtemps consacré à désigner l'identité entre deux branches adjacentes, susceptibles de coïncidence par un seul pli. Enfin, chacune de ces deux moitiés de la courbe s'éloignera continuellement des deux axes à la fois, quoiqu'avec nne inégale rapidité, suivant la grandeur relative des deux exposants. Mais, conformément aux réflexions générales du chapitre précédent , on voit que cette première discussion laisse entièrement indécis le sens de la courbure dans* l'une on l'autre branche, qui pourrait être indifféremment concave ou convexe vers l'axe des x, ou même très-sinueuse, sans cesser de satisfaire à l'ensemble des documents ainsi directement émanés de l'ordonnée. On ne peut dissiper cette incertitude que d'après l'examen de la tangente. En appliquant la règle ordinaire, on
trouve ICI tang (X ;=: ■ ^^^ ^^-^ mais, comme x et y va-
TROISIÈME PARTIS, CHAPITRR DEUXIÈME
rient en même sens» on ne pent juger la marche d'ane telle fonction sansy tout ra[^xMrter à la variable indépendante^ ce qui
donne tang a = a *"^* a: ""^*. Cette fonction sera évi-
demment toujours croissante ou toujours décroissante, selon que n sera supérieur ou inférieur à m. Ainsi y la courbe est constamment convexe vers l'axe correspondant au plus haut exposant, et qui constitue sa première tangente : elle n'a jamais d'autre sinuosité que celle relative à son centre , conformément à la figure 48 , où l'on a supposé /i >> m. La valeur extrême de taïqpaétant ainsi nulle ou infinie, on conçoit d'ailleurs que cette courbe ne saurait avoir aucune asymptote rectiligne ; car, elle n'en pourrait dès lors admettre que de parallèles à l'un des deux axes , ce qui ne peut s'accorder avec son extension indéfinie suivant chacun d'eux. Une telle courbe , quel que soit son degré y ne pourra jamais être coupée qu'en un ou trois points par aucune droite, sauf ses tangentes qui auront avec die deux points communs, l'un de contact, l'autre d'intersec* lion. Les valeurs des deux exposants m et n ne sauraient évidemment exercer qu'une influence secondaire sur sa forme générale , en sorte que toutes les courbes ainsi obtenues , d'après tous les exposants possibles , constitueront certainement tm même gewrt pleinement naturel. On ne pourra point cependant les concevoir de même e^'pèce^ si, comme la raison l'exige, on définit l'espèce, en géométrie comparée, d'après la similitude rigoureuse des figures correspondantes. Il n'y aura donc une véritable identité d'espèce, entre deux courbes de ce genre, qu'autant que les deux exposants y présenteront les mêmes valeurs qudconques , sans aucune autre diversité que celle du paramètre a.
Considérons , maintenant , le cas où l'un des exposants est
pair et l'antre impair , suivant le type y^ = oj:**^', d'où
te
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j^ = ± iX^j:^"**". L'ordonnée d^ient alors SQScepUbled'imagioarité , et ne peut être réelle qa'antant que jet a le raéine signe que a : ainsi la courbe est iimitéo dans un sens et illimitée dans Vautre. En même temps, chaque ordonnée réelle a nécessairement deux valeurs égales au signe près $ en sorte que la courbe se compose enccnre ds deux branches , mais placées dans les deux régions adjaoantfis , et tf ailleurs parfaitement symétriques autour de l'axe qui les s^are, chacune d'elles s'éloignant , du reste , coiitiauellemeBt des deux axes à la fois. Telles sont les indications fondamentales que fournira toujours ici la marche générale de l'ordonnée , queUes que soient les valeurs des ddux ^posants m et n. Mais la discussion de la tangente va dévoiler la nécessité de distinguer , dans ce cas qui parait unique , deux genres vraiment différents, selon que le degré de l'équation sera pair ou impair« Car, on obtient alors, pour le coefficient angul^^re de la tan-
gente , l'expression finale tang a = — — a^ jc^ .Si
donc l'éqoation est de degré pair , c'est-à-dire si âm surpasse ân+l f l'exposant total de x y étant négatif, œtte fonctkm sera indéfiniment décroissante , et la courbe tournera oonstamment sa concavité vers son axe, qui constituera sa première normale, comme dans la parabole proprement dite, qui appartient évidemment à ce genre. Quand , au contraire, le degré de l'équation sera impair, la fonction croîtra continuellement et sans limite, en sorte que la courbe deviendra toujours convexe vers son axe qui lui sera tangent. L'origine sera un sommet pro« prement dit dans le premier cas, et un point de rebroussemenl dans le second. Du reste , ces deux sortes de courbes ne sauraient comporter davantage que celles du genre primitif, l'existence d'aucune asymptote rectfligne : cttes scmt d'aiUears évidemmeirt dépourvues de eoitre. On aura donc lei ûwx
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formés géaérales iddiqaées par les figures 49 et 50, sdoQ qof Teuposant pair sera supérieur ou inférieur à Texposaot impair La première, quel que soit son degré, ne peut être toqpée eo plus de deio: poiots par aucune droite, en sœrte que les laa-? génies n^ rencontrent qu'une seule fois la courbe; dans là seconde, toute droite coupera en un ou trois points, et chaque tangente en deux poi|Bits : ces diversités géométriques sont en pleine harmonie avec la notion algébrique relatiTe au- nombre constamment pair des racines imaginaires.
Tels sont les trois genres parfaitement nature qui composent la famille des paraboles , où chaque courtie ressemble certainement davantage , sous les divers aspects essenti^ , à tontes celles du même groupe qu'à aucune de celles d'un autre groupe, sans nul égard au degré, dont la faiUe influence géométrique est réellement bornée à la seule détermination des espèces, conformément aux réflexions générales du chapitre précédent*
80. La seconde famille des courbes binômes ne diffère de la première qu'en ce que la raison directe des deux puissances constamment proportionnelles s'y trouve changée en raison in^ verse. Mais ce simple changement analytique détermine , sous l'aspect géométrique , une diversité très-prononcée entre les hyperboles et les paraboles. Supposons d'abord , comme dans l'autre cas , que les deux exposants soient impairs , ce qui correspond ici aux hyperboles de degré pair, suivant le type
^-V^ = û, d'où r=Y/^-
La discussion fondamentale de l'ordonnée sera la même qu'au»paravant , quant à la réalité et au signe $ en sorte que la couvbe se composera encore de deux branches opposées et identiques , ayant toujours l'origine pour centre. Mais , en ce qui concerne la grandeur 5 la marche sera évidempneut inverse^ {misque
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rordoMite décroît ici lorsque Tabscisse augmente , et rédpro* qaenmt » mos que ces Tariations admetteot d'ailleurs aocane limite : diacon des axes est donc alors nne asymptote de la ooorbe. Qoant ao sens delà coorbare, déjà indiqué par ce double asymptotisme pour la majeure partie du cours , il est irisé de reconnaître quMl ne changera jamais : car, on a
tanga ss ^\ Z. et. par suite, ce coeiBcient angulaire
diminue continuellement si x augmente ; ce qui exclut toute sinuosité , conformément à la figure 51 .
Ce premier genre comprend évidemment Fbyperbole proprement dite , quand les deux exposants sont égaux , en sorte que l'équation soit réductible à la forme 0:^=^9 qoi serait nécessairement celle de l'hyperbole ordinaire , définie au n"" 19, si on prenait pour axes les deux asymptotes que nous lui avons déjà reconnues , conmie nous l'expliquerons d'ailleurs spécialement en son lieu. Dans cette espèce primordiale , l'équation présente une prq)riété très-remarquable , qui ne saurait autrement exister, en vertu de sa symétrie parfaite entre les deux yariables. Il importe de remarquer ici , à cette occasion, qu'un tel caractère analytique indique , en général , la symétrie géométrique de la courbe correspondante autour de la bissectrice du premier angle des axes : car, tous les points étant ainsi susceptibles deux à deux de coordonnées réciproques , on en conclut aisément que leurs distances à l'origine sont deux à deui égales et d'ailleurs pareillement inclinées sur cette bissectrice , envers laquelle ib se trouvent donc symétriquement disposés. Gomme » en outre , l'équation actuelle ne change pas non plos en changeant^ en— a:- et a: en — ^, un semblable raisonnement prouve que la courbe est aussi symétrique autour de la seconde bissectrice , conformément à l'idratité générale des deux braxiches. On ne peut doutar que cette double symétrie
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ne soit particulière à l'hyperbole da second degré : car, d'après la parité nécessaire qui doit toujours exister entre les deux asymptotes, ces deux bissectrices sont é?ideniinent les seub axes que puisse comporter aucune hyperbole de degré pafar ; or, die ne saurait certainement les^admettre qu'en cas d'égalité des deux exposants. Ainsi , les idées de symétrie que rappelle spontanément cette espèce primitive doivent être entièrement écartées pour s'élever convenablement à la vraie notion géométrique du genre correspondant (*).
Examinons maintenant le second genre d'hyperboles , où les dcox exposants sont l'un pair et l'autre impair, en sorte que l'équation est alors de degré toujours impair, suivant le
type y"j:"^=a, qui donne ^=±: y/ -^ï^. Comme
dans le second cas des équations paraboliques, la courbe se composera de deux brandies égales et adjacentes , symétriquement disposées autour de Taxe des x. De même que d-dessns , chacune d'elles aura encore pour asymptotes les deux axes. Quant à la marche des tangentes, elle n'offrira évidenament aucune diversité essentielle , d'après la formule
(*) Au sujet de cette espèce excqttlonneUe, Il conYlent d'édaireir id une contradiction apparente, relative au nombre de points déterminant, qut, d'après l'équation jv* y"»= a, doit toujours se bornera quatre dans toutes les courbes hyperboliques, comme dans les courbes paraboQques, conformément h notre théorie fondamentale ; tandis que, d'une autre part, nous TaTons spécialement reconnu égal à dnq pour l'hyperbole ordinaire. Mais ce défaut d'accord tient uniquement à ce que nous ne considérons id que des hyperboles à asymptotes rectangulaires; et, si les axes étaient obliques, l'angle des asymptotes n'en serait pas moins donné : ce qui doit naturellement diminuer d'une unité le nombre des conditions déterminantes, qui s'élèverait, en effet, à cinq, enyers toutes les hyberboles , si l'on regardait comme Indéterminée rindînaison de leurs asymptotes*
La même explication dissiperait aussi la contradiction analogue que semblerait oflHr Ici la théorie de la similitude*
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tang a = -^— - , qui contlnae à exdnre toute sintiosité ,
confonnéneDl ^ la figure 53. Telles sont les seules diOereuces foudameutoles qui puissent avoir lieu entre les hyperboles de dqgfé impair et celles df df^gré pair : leur distinction peut se résumer par l'absence au Vexisteoce d'nu centre.
Nous deyous remeriiuer ici que ce second cas des courbeis hyperboliques ne comporte nullement la division qu'a exigée le cas analogue des courbes paraboliques , d'après Tordre de grandeur des deux exposants. Car, cette distinction , sans aucune inflaence sur la marche générale de Tordonnée , ne se rapportait qu'à la tangente , dont le coefficient angulaire devient ici toujours décroissant , quel que soit celui des deux exposante , pair ou impair, qui surpasse l'autre. Ainsi , la f»mille des hyperboles ne comprend réellement que deux genres , quoique celle des paraboles en contienne trois. Dans le premier genre, de degré pair quelconque, aucune droite ne peut couper l'hyperbole en plus de deux points ; dans le second^ de degré impair, l'hyperbole admet trois points en ligne droite : il faut d'ailleurs, en chaque cas, avoir égard aux restrictions nécessaires relatives , d'une part , aux tangentes , de l'autre , aiix parallèles aux asymptotes.
Ennrers oes deux genres d'hyperboles % il oonvieut , pour en mletlx concevoir la forme , de déterminer le point le plus rapproché de l'origine actuelle» où se croisent toujours les deux asymptotes. Maïs , au Heu d'appliquer à la fonction ^*-f^*, qui exprime le carré de cette distance , la méthode générale des miuima , après y avoir réduit les deux variables à une seule conformément à l'équation donnée , on obtiendra une solution beaucoup plus simple en employant îd un principe géométrique de minimum qui, quoique particulier à ce genre de questions, n'en mérite pas moins d'être soigneusement ap-
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Iirécié , à caoM de son utilité pronoiicée en bmusoap d'oecarioos. C'est le principe évident que le pltls ooart chemin d'an point à one lig^ne quelconque , d'abord droite et pois courbe , loi est toujours perpendiculaire ; ce qui ne saurait certainement offrir aucune difficulté quand le point appartiâit ^ comme dans le cas actuel ^ à la oonrexité de la courbe. B'après cela , le caractère analytiqne du point cherehé eonstotera simplement en ce que le coefficient angulaire de la tangente et celui du rayon y soient réciproques et de signe contraire , suivant laJoî ordinaire (n"" 28). Si donc x'^y^^a désigne, en général , l'équation d'une hyperbole quelconque , du premier ou du second genre , le point le plus rapproché de l'intarsection
des asyinptotes y sera déterminé par réquation — ~ = -, d'où
ce qui indique aussitôt la direction du rayon
ccNTespoodant , et dès lors les coordonnées spéciales du point cherché. On voit ainsi que ce point remarquable ne peut jamais être équidistant des deux asymptotes , sauf dans l'hyperbole du second degré y ov in=s<» s il sera toujours plus rapproché de l'asymptote rehitive au plus fort exposant; ce qui egt pleinement conforme & nos réflexions antérieures sur la symétrie.
Toutes les courbes de la famille des hyperboles sont^ comme celles de la famille des paraboles, exactement quarraUes d'après nos méthodes actuelles. £n partant de l'équation pré-
-Vj: lit — ly cédente x^y^^a^ on trouve ainsi ^^cT ^ '^^ pour
Taire comptée à partir de x==1. Il est digne de remarque que cette aire, étendue jusqu à chacune des deux asymptotes , est toujours finie d'un côté et infinie de l'autre. Car, en faisant ,
3M GÉOMÉTRIE PLAKB.
dans cette formdle , les deox hypothèses o^sO, xss œ , qai correspondent i ces limites , le terme variable y devient d'abord nnl et pois infini , on réciproquement , selon que son exposant est positif ou négatif, c'est-à-dire , suivant que m est supérieur ou inférieur à n : d'où il résulte que Taire indéfiniment prolongée a constamment une valeur finie vers l'asymptote relative au plus haiit exposant , tandis que sa valeur totale est , au contraire , infinie vers l'asymptote à laquelle se rapporte le moindre exposant. Pour Fhyperbole ordinaire , où les deux exposants sont égaux , la formule devient indéterminée , ce qui tient à un changement de nature de la fonction correspondante, comme je l'expliquerai spécialement en son lien : nous reconnaîtrons alors que ces deux segments sont pareillement infinis. Cette première classe de courbes, paraboliques et hyperboliques, la seule jusqu'ici où les conditions nécessaires d'une classification vraiment rationnelle se trouvent soflBsamment i^mj^ès , doit être envisagée comme offrant le type le pins satisfaisant de la discussion géométrique des équations. On voit ainsi comment la nature des termes d^une équation binôme range aussitôt la courbe correspondante dans la famille des paraboles on dans celle des hyperboles , et comment ensuite l'appréciation comparative des deux exposants détermine aisément auquel des trois genres de la première oudes deux genres de la seconde appartient le lieu proposé. Une telle â>aache spontanée , quoique bornée au cas le plus simple , peut déjà indiquer au lecteur intelligent ce que deviendra sans doute un jour la géométrie comparée , quand cette nouvelle face universelle de la science géométrique, si méconnue maintenant, aura été réellement constituée d'après les conceptions générales qui lui sont propres.
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CHAPITRE III
Courbes trinômes.
81. Le principe provisœre qui, à défaut de toat autre fina* leme&t conyenable , nous sert ici à classer géométriquement les équations algébriques, d'après le nomlnre et la nature de leurs termes, cesse déjà 4'offrir une suffisante rationalité à partir même des équations trinômes, où Ton n'a plus la certitude qall conduise à instituer des groupes pleinement naturels, comme dans le chapitre, précédent. Néanmoins, sa judicieuse application y est encore très-utile pour coordonner et varier les diyers exemples qui doivent y caractériser les principales difficnllés relatives, en général, à la discussion géométrique des équations. Trop peu prononcées envers les courbes binômes, ces difficultés doivent être surtout étudiées dans cette seconde classe , dontrexamen complet suffira certainemei^ au lecteur pour apprendre convenablement à bien discuter les équations à deux variables j ce qui constitue maintenant le but essentiel de cette troisième partie de la géométrie plane , puisque l'imperfection actuelle de la science nous oblige d'ailleurs à y renoncer encore aux spéculations supérieures de géométrie comparée que j'ai dû me boruCT à y faire entrevoir.
Comme les diverses catégories géométriques sont ici à la fois plus nonîbreases et plus étendues qu'à l'égard des équations à denx termes, il ne nous sera pas possible d'épuiser, aussi pleinement qu'au chapitre précédent , l'appréciation détaillée de chacune d'elles. Je me bornerai à compléter cet examen pour la j^us simple catégorie, comprenant un terme relatif à chaque
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variable et an terme constant. Quant anx antres pins comidiquées, où les cas se multiplieraient davantage, j'indiquerai seulement un petit nombre d'exemples caractéristiques, laissant an lecteur à poursuivre spontanément , d'après les mêmes distinctions, de telles séries d'études, dont les déyeloppements propres nous entraîneraient beaucoup trop loin , sans comporter d'ailleurs aucune sufl^nte utilité, soit scientifique, soit logique. An reste , tous les exemples «sonsidérés en ce chapitre^ quoique relatifs à des exposants déterminés, afin de mieux fixer les idées en facilitant les calculs , seront toujours traités de manière à constituer autant de types des cas analogues qtie produiraient d'autres exposants quelconques assujettis aux mêmes conditions.
Dans la première classe des équations trinômes, sous k forme y^ -f « j:* :^b;ies deux exposants peuvent d'abord être simultanément impairs,et*alors égaux ou inégaux: considérons un exemple de chaque sorte.
Premier exemple. Soiti'éqaatîonj^3+*^==^- Pour rendre cet exemple plus intéressant , j'y ai supposé , outre Tégalité des exposants, celle des coefficients , en sorte que la courbe devient ainsi symétrique autour de la première bissectrice ; mais j'engage d'avance le lecteur à ne pas attacher trop d'importance à cette particularité, dont l'absence maintiendrait essentiellement, à cette seule symétrie près , la figure générale que nous allons reconnaître; comme on pourra d'ailleurs le constater aisément d'après un autre exemple comparatif où cet accident n'ait pas lieu.
La formule j^=: V^l — a:^ montre d'abord que, l'ordonnée étant toujours réelle et unique, la courbe sera illimitée en tons sens et continue. Quand a: est positif i l'ordonnée reste positive et décroissante de 1 à 0 , tant que a: ne dépasse pas la valear
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1, tpvfei laquelle l'ordonnée détient négttive^ et dto lov9 tedéfinifldeiit arfrissante : a? négatif la rond oodstamment positive et la bit orottre sané limite. Ainsi la forme la plui aimple coiii<pafiUe arec rensèmble de la disGosaioti de l'ardoniiée perait hcpiDtie pooettiée de la figure 58*
i)'aprés le coe£Bcient angulaire de là iàhgëdte, tàngasz '^,
les tangentes en ▲ et B aont certainement perpendiculaires aux axes cQFrespoQdanta i en sorte qu'il y a sinuosité *. en C , sur h i^issectrice qui sert d'ai:e à la çourbô , on a tang »&=— 1 , et ce point est par conséquent un sommet. La courbe est d'ailleors toi^omrs ooneaye vers l'origine depuis A jusqu'à B, puisque cette fonction continue évidemment à croître entre ces limites. Att delà , on n'en peut plus apprécier la marche qae par sa réduction à une seule variable « fK)us la form^
tang a = -5 . Or, en divisant lés deui termeâ pàt x\
i/(^— ir
on a tanffa =
, et l'on IrecOnnalt aussitôt <|ue
cette fonction , nécessairement d'abord dédpolssante) à partir db xi=ii , qui la rendait infinie, ne cesse jamais de diminuer, en tendant vers la limite — 1 , qui in^qUe la direction de la se^ oonde bissectrice. Il en est de même , en sens inverse, pour x négatif, en sorte que cette limite est ooounuiie aux de»x par**ties, qui, après les inflexions A et B, sont dés lors indéfiniment convexes vers cette seconde bissectrice, où il est aisé de reconnaître l'asymptote de la courbe y comme j'ai déjà eu Toccasion de Texpliquer. Ainsi comprise entre une tangente et une asymptote parallèles, cette coutbe à double inflexion est maintenant assez caractérisée, outre sa symétrie autour de OG. Sa courbure est évidemment beaucoup plus prononcée entre les
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deux sinuosités, qae dans toot le reste de scmi cours ; puisque ce faible interyalle fait varier de 90 degrés la direction de la tangente, que le prdongement indéfim de la courbe change ensuite seulement de 45o. En y cherchant, d'après le principe spécial employé au chapitre inrécédent, le point le plus rapproché de l'origine, d'où partent déjà les trois normales OA, OC, OB, il est clair que les deux extrêmes doivent correspondre à un minimum puisqu'au delà il y a accroissement , et celle du milieu à un maximum , comme le confirment leurs grandeurs respectives. Cet exemple nous offire l'occasion naturelle decom«pléter cet utile principe géométrique, en y remarquant que le chemin normal , toujours minimum quand il part de la convexité, est, au contraire, tantôt minimum et tantôt maximum, en partant de la concavité , suivant la position du point de départ sur la normale correspondante : cette distinctiœi , dÊrecte* ment évidente envers le cercle, prés^te d'ailleurs, à l'égard d'une courbe quelconque, de véritables difficultés que l'analyse ordinaire est peu propre à surmonter , et dont le lecteur doit ici ajourner la solution générale.
Il serait superflu d'établir expressément que l'ensemble de la discussion précédente convient essentiellement à toutes les court)es du genrey"^+x'~+'=l, avec de simples nuances secondaires résultées du degré.
Deuxième exemple. Supposons maintenant l'équation jr^'j-x9=s 1 , OÙ les deux exposants impairs sont inégaux. Cette différence ne saurait influer sur la marche générale de l'or-
donnée. Quant à la tangente , on a tang a = . , et de A à
Bifig. 54), la fonction procède comme ci-dessus, avec les mêmes inflexions , sauf la position de la normale intermédiaire. Mais, au delà de B, on a ici
taDga =
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cette fonction s'annnlant pour x infini, la courbe, constamment ooBcave vers Taxe desx, ne eomporte pins d'asymptote de ce côté. En changeant le sigoe de :r , on obtient la même yaleur extrême : ainsi , après l'inflexion A , où la tangente est parallèle à cet axe, la courbe, d'abord conyexe» finit aossi par deyenir ooocaye, et sans asymptote possible. Il existe donc à gauche une nouyelle inflexion, correspondante au minimum de la
^ ^«a 4- 4x9 4. 6x64-4x34-1 fonction ' — ^ — ■ '— : si Ton y applique la méthode que nous ayons établie, on trouyera sans difficulté
j:= 1/5 , pour l'abscisse de ce point remarquable. Cette troisième inflexion et l'absence d asymptotes distinguent profondément cette courbe d'ayec la précédente , en caractérisant Tinflaencc irrécusable de l'inégalité des deux exposants.
Au sujet de cette première comparaison , je dois en général, recommander au lecteur de ne pas se borner , comme on l'a toujours fait jusqu'ici» à discuter isolément chacune des équations qui lui serviront successivement d'exercices, mais de comparer ensuite judicieusement les résultats de chaque discussion ayec ceux des cas antérieurs qui seront suffisamment analogues. Cette appréciation comparative augmentera beaucoup l'utilité logique d'une telle étude géométrique , qui, ainsi conduite , pourra , d'après un petit nombre d'exemples bien choisis, faire profondément sentir le yéritable esprit de cette partie essentielle de la géométrie plane. Pour garantir la pleine efficacité de semblables comparaisons, il faut toujours les tendre parfaitement nettes , en s'y assujettissant, comme dans les expériences physiques bien instituées , à ne jamais compa-
rer entre eax que des cas géométriques diflérant sous un seul aspect analytique , dont l'influence finale sera ainsi distinctement caractérisée.
Troisième exemple. Considérons maintenant le cas des deux exposants pairs, en les supposant d'abord égaux, suiyant l'exemple^* + •^* = *» où Tégalité simultanée des deux coefllcients entraîne d'ailleurs accidentellement la double symétrie de la courbe autour des deux bissectrices. D'après la formule
Xss±y^i — x^, la courbe, déjà symétrique autour de» deux axes coordonnés, est évidemment fermée et continue, entre les limites -)- 1 ^t — 1 suivant cbaque axe ; de manière à ^!lre conteBue dans le carré ABA'fi' (Jig. 55). Quant à la tan-
gente , son coeflBcient angulaire -montre clairement que
diacun des octants identiques dont la courbe est composée est toujours concave vers son centre , et que les huit points où elle rencontre ses quatre axes géométriques constituent autant de sommets; en sorte qu'elle est finalement inscrite dans un octogone quasi-r^ulier. Aux deux extrémités de chaque octant, )a distance au centre est évidemment , d'après le principe des normales, maximum suivant OC et minimum suivant OB, puisque d'ailleurs on peut reconnaître aisément que OC surpasse OB.
Outre la comparaison de cet exemple avec le premier, afin de bien saisir la grande influence géométrique de la substitution des exposants pairs aux exposants impairs , il est naturel de comparer la courbe actuelle avec le cercle j^*+j:*5=1> dont il semble d'abord difficile de la bien distinguer géométriquement. Quant à l'ordonnée , on reconnaît ainsi sans incertitude que la courbe est circonscrite au cercle , puisque la fonction Kl — x4 surpasse toujours, entre 0 et 1 , la foactîoii V^i — o:^ ; le asuimiim d'écartement est sur les bissectrices.
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La marche des tangentes confirme cette diversité^ en montrant que les huit sommais sont les seuls points de notre courbe où se reproduise le caractère constant de la tangente an cercle , d'être partoqt perpendiculaire au rayon correspondant. On pourrait donc se figurer grossièrement cette conrbe, et les diverses coorbes analogues y^-\^x^=^ij y^-^-x^zssl^ etc. comme provenues d'une sorte d'uniforme dilatation thermomètrique d'un cercle métallique encastré dans an châssis i|on-dilatabl6 ABà'B'y qui, empêchant l'éloignement des sommets correspond danis , produirait un écartement croissant jusqu'au milieu Aê chaque intaryalle.
Quatrième exemple. Pour avoir complètement apprécié 1% cas des deux exposants pairs égaux entre eux , il faut y considérer, comme nouvel exemple, Téquation j^^ — j:4=i, où l'opposition des signes détermine une profonde diflerence géométrique y qui ne pouvait exister envers des puissances impaires, susceptibles de changer ainsi par suite d'une simple transposition d'un côté à l'autre de l'un des axes coordonnés. Ce contraste doit être essentiellement analogue à celui que nous nom vu , dans la première partie de ce traité , résulter d'un pareil motif algébrique entre l'ellipse et l'hyperbole. Il consiste surtout en ce que la courbe, au lieu d'être fermée et continue , devient illimitée et discontinue ; l^ deux bissectrices , au liea d'être des axes , deviennent des asymptotes : la courbure de l'ensemble de la courbe est donc, à tous égards, beaucoup moins prononcée que ci-dessus.
Cinquième exemph. Supposons maintenant que les deux exposanta pairs soient inégaux, comme daos l'équation ^'+x^=:l, qtfil faudra naturellement comparer à^^+J:''^! et ày+x^=l. L'ordonnée , dont la marche générale y sera essentiellement conforme. à celle de ces deux cas, y aura d'ailleurs une valeur
fiMstaounent ini^médiaire, en aorte qoa la courbe ae trony^ra
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cireoQScritc au cercle et poartant inscrite à celle de la figwre 55. Quant à la tangente , elle ne comporte ici d'aaCre rcmarqae essentielle que celle relative à la normale moyenne entre OA et OB, qui cessera dès lors de coïncider ayec la bissectrice, confcHrmément au défaut de symétrie selon OG.
Sixième exemple. G)nsidérons encore , à ce sujet , l'équation y — ar4=l, qui devra être géométriquement comparée, d'une part à la précédente , d'autre part à ^* — j?* = 1 . Envers celle-ci, la différence consistera surtout dans l'absence d'asymptotes rectilignes, d'où résultera une courbure totale plus prononcée. Il serait aisé de constater ici l'asymptotisme avec les deux paraboles j^ = + j:' ; mais il contribuerait peu à éclaircir la figure générale de la courbe.
Septième exemple. Passons enfin au cas où les deux exposants sont l'un pair et Fautre impair, en supposant d'abord que celui-ci l'emporte, comme dans l'exemple ^* + «^^ = * ? ^^^ faudrasartout comparer à^3+a:^=l . La formule jr=±V/ 1 — J^ indique la limitation de la courbe à droite en A {fig, 56) , où :r = 1 , et son extension indéfinie à gaucbe,.en restant d'ailleurs toujours symétrique autour de OX . D'après le coefiicient
angulaire de la tangente — — ^ , la courbe est évidemment
toujours concave vers l'origine entre A et B ou B' : le principe
des normales apprendra aisément que le point de cette partie le
plus éloigné de l'origine a» pour abscisse -,* cette distance
maximum excède si peu les minima égaux OA et OB, que de B en B' la courbe diffère à peine d'un demi-cercle. Mais, an
delà , tang a = , . = , ' ; or, celte fonc-
tion, d'abord nulle aux inflexions B et B', augmente continad-
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lement et sans limite à mesure que x croit négativement. Ainsi, la partie gauche indéfinie, beaucoup moins courbée que )a partie droite , quoique dépourvue d'asymptote , est toujours convexe vers Taxe des abscisses.
Huitième exemple. Il ne reste plus , pour avoir rapidement apprécié tous les cas essentiels de cette première catégorie d'équations trinômes , qu'à y supposer un exposant pair supérieur à un exposant impair, suivant rexemple^*+jc3__ ^^ q,ji
devra surtout être comparé au précédent et au premier. La marcbe générale de l'ordonnée y est évidemment la même que d-dessus. Quant à la tangente , elle n'offrira non plus aucune différence importante du côté des x positifs. Mais , dans la partie gauche indéfinie , on aura
tanga =
4>>-(î+Pr 4\/.+» + »+l' .:
Or, la fonction sous le radical, d'abord infinie pour ar=0, le • devient encore pour or = oo ; en sorte que , dans l'intervalle , l'angle a commence par augmenter, mais finit bientôt par diminuer continuellement jusqu'à zéro. Ainsi la courbe , primitivement convexe à gauche , comme dans le cas précédent , ne tarde pas à devenir toujours concave^ et enfin parallèle à l'axe, ^ sans comporter d'ailleurs d'asymptote. Outre le couple d'inflexions B et B', il en existe donc un secouji , peu éloigné da premier, et provenu du degré actuellement pair. Pour trouver sa position précise , il faut obtenir le minimum de la fonction
-^ — ^ ^. En l'égalant à une ordonnée auxiliaire z ,
il faudra , suivant notre méthode , chercher une tangente parallèle à l'axe des x dans la courbe correspondante; 08 qui fournira , d'après la règfle (ordinaire , la condition
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9x»'{- iSx^+ 9x* ^ Sx'z. Ayant ôté la solution a:=0 déjà connue , il vient , en substituant la définition de z , 9x6+ iar3 +9 = S{a^+3x'-\-3x^ + i) ^^^ équation finale
est très-facile à résoudre , si l'on remarque qu'elle peut être
g (x3+ 1)^ mise sous la forme 9(j:^+1)*=' "T : car, en suppri-
mant le facteur commun inutile à la question , elle devient
9= ■ y ; d'où résulte aussitôt x=2, et, par suite,
jrsz V^3 ^ a = 150% pour le point cherché.
82. La seconde catégorie des équations trinômes comprend celles où, les deux variables restant encore séparées , l'une d'elles entre à la fois dans deux termes et l'autre dans un seul. Cette coexistence de trois exposants doit évidemment y multiplier bien davantage les distinctions géométriques qu'envers le groupe précédent , borné à la comparaison de deux exposants. Aussi me rédairai-je ici à caractériser, par quelques exemples choisis , un petit nombre de ces cas , laissant au lecteur à discuter spontanément tous les autres ; ce qu'il pourra maintenant exécuter sans guide , d'après l'ensemble des habitudes déjà contractées sur la discussion géométrique des équations.
Premier exemple. Considérons d'abord la courbe ^^=0:^ — a:^ où les trois exposants sont ipipairs. Par cela même , l'ordonnée y étant toujours réelle et unique , le lieu sera illimité et continu : ses deux branches auront d'ailleurs l'origine à la fois pour centre et point d'inflexion, et chacune d'elles coupera l'axe de a: , à droite ou à gauche, à la distance 1. Entre 0 et 1, l'ordonnée , nulle aux deux extrémités de cet intervalle , sera d'abord croissagate et puis décroissante , son maximum corres^
pondant i x=A/ -, suivant la règle des dérivées, ici inmié-
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diatement applicable sans diflSculté : au delà, rordonnée change de signe , et croit dès lors indéfiniment dé part et d'antre, conformément à la figure 57. L'examen du coefficient angulaire de la tangente, tan g a =3jr* — 1 , ne laisse aucun doute sur le sens ainsi assigné partout à }a courbure , ni sur Tabsence totale d'asymptotes : la tangente au centre se confond éyidemment avec la seconde bissectrice AA'.
Une c(»Dparaison peu approfondie pourrait disposer à confondre une telle forme avec celle qui couTient au premier genre des ^aboies. Mais un examen plus attentif fera clairement ressortir la différence essentielle des deux cas , d'abord analytiqueÉient , puis géométriquement. Il suffît , pour cela , de rapporter la courbe actuelle aux deux bissectrices , qui s'y trouvent éîidemment placées , d'après l'ensemble de la discussion précédente , comme les axes propres à ce genre. Les formules de
transposition seront alors x=^ — î— — , .r = — tit- > ce qui
donnera Véqualion j^'^+S^y+Sj/y'^+y^—^y = 0, dont la
différence très-prononcée ayec celles du chapitre précédent
interdit aussitôt tout pareil rapprochement.
Outre cet exemple , où l'exposant impair de l'ordonnée est égal au moindre exposant de l'abscisse , il faudrait , pour avoir vraiment apprécié tous les cas à triple exposant impair, en considérer quatre nouveaux ou le premier exposant serait suc* cessivement égal au plus grand des deux autres , puis supérieur à celui-ci , ensuite compris entre les deux , et enfin inférieor au plus petit.
Deuxième exemple. Supposons maintenant que, l'unique exposant de l'ordonnée demeurant impair, les deux exposants de l'abscisse deviennent pairs., en prenant, comme seul exemple , parmi tous les cas divers que comporterait cette condition , l'équation très«simple yz^x^-^x''. Après avoir di-
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rectement reconnu rillimitation et la contintiité du lieu , ainsi que sa symétrie autour de l'axe des^, il est aisé de constater que l'ordonnée , nulle pour x=0 et j:=1, et positive dans l'in-
tervalle, y atteint son maximum f pour x = V/ - : quand elle
a traversé Taxe des abscisses , la courbe s'en éloigne indéfiniment. Mais sa vraie figure est plus compliquée que ne l'indique d'abord cette discussion fondamentale. Car, en examinant la marche des tangentes , diaprés la loi tang a=2a: — 4^:^ on aperçoit que , outre le maximum , la tangente est aussi di* rigée suivant l'axe à l'origine, qui est donc un sommet, et non un point de rebroussement : par snite , il doit existe^ une inflexion dans l'intervalle. On la déterminera en cherchant le maximum de tanga, ce qui donne immédiatement l'équation
d'où x=Hz\/g, ^=1, et tang«=?Y
La courbure éprouve ainsi de fortes variations dans l'intervalle ÂGBOB'G'A' (fig. 58), au delà duquel la direction de la tangente ne subit pas jusqu'à l'infini un changement total de 30°, puisque , en À et A', on a tanga=:q=2 : il n'existe d'ailleurs , évidemment , aucune asymptote.
Troisième exemple. Comme exemple unique du cas où les trois exposants sont pairs , discutons l'équation y = j:'— j:*. L'ordonnée, réelle seulement de 0 à i, atteint son maximam '^ pour la même abscisse que ci-dessus ; en sorte que la courbe, symétrique autour des deux axes , et ayant son centre à l'origine, est contenue dans le rectangle ÂBB'A'C'G (/^. 59).
Quant à la tangente, d'après la loi tang a = — , il est
clair que tous les côtés de ce rectangle touchent la courbe , les uns une fois, les autres deux fois. Il faut surtout remarquer, à cet égard, ce qui concerne le centre , où tanga=d=l indique
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deux tangentes distinctes , dirigées suivant les bissectrices f oonune le confirmerait d'ailleurs la considération spéciale du
rapport -. Cette nouvelle propriété a fait donner le nom de
nœud à ce point exceptionnel , déjà doublement remarquable ici , à titre de centre et de point d'inflexion. L'ensemble d'une telle discussion ne peut laisser aucun doute sur la figure générale de cette courbe , que sa forme a fait appeler letnniscate. Sa courbure est évidemment beaucoup moins prononcée , en général, du nceud 0 au maximum B que de là au sonunet Â ; pm'sque le premier intervalle , quoique supérieur au second , produit une variation totale moitié moindre dans la direction de la tangente.
En substituant y à cette équation , l'équation inverse y=:x* — :r% il faudrait surtout remarquer, outre le changement accoutumé d'un lieu fermé et continu en un autre illimité et interrompu , le nouveau caractère qu'y prendrait le centre, toujours placé à l'origine. On voit que ce point , loin de réunir plusieurs branches distinctes , se trouverait isolé de tout le reste de la courbe , dont il continuerait cepen4ant à faire partie, conmie le point conjugué de la conchoïde. Si Ton généralise davantage un tel contraste géométrique , il est aisé de sentir que , en toute équation de la forme
tes abscisses proinres à confondre les deux valeurs de y^ non par l'annulation de la fonction placée sous le radical , mais par celle du facteur qui le précède , indiqueront des nœuds ou des points isolés selon qu'elles rendront positive ou négative la première fonction/ (x) , puisque les ordonnées voisines seront dès lors tantôt réelles «t ta^itôt imaginaires, Ainsi , quelque
opposées qne soient géométriquement ces deux sortes de points, le même caractère analytique pourra leur convenir, ayec une simple nuance relative seulement an sens d'mte certaine inég«lité. Leur différence , quant à la tangente , consistera en ce que son coefficient angulaire , toujours double en Tun et l'autre cas , restera réel pour le premier et deviendra imaginaire pour le second ; comme le confirme aisément l'exemple précédent. Quoique le type analytique que je viens de formuler soit loin d'ofrir, à cet égard , toute la généralité convenable , il est pourtant propre à étendre déjà les idées du lecteur sur l'opposition de ces deux points singuliers , autant que le comporte 6t l'exige ici notre initiation géométrique.
Quatrième exemple. Pour signaler les cas où , l'exposant de l'ordonnée restant pair, l'un de ceux de Fabscisse devient impair, considérons enfin la seule équation y^^x^ — :c*. La courbe , tout entière à droite , ne s'y étend que de l'origine jusqu'à ar=l, symétriquement autour de l'axe, au-dessus duquel sa plus grande hauteur correspond , suivant la règle des
dérivées , à ^s= ; , d'où ^=— V^Sj ce quila renferme dans
le rectanrie OBAF(^sf.60). On a ki tanga= . en aorte
que les trois côtés BC , B^C, et GC\ touchent la courbe : mais, quant au quatrième, en O la direction de la tangente semble d'abord indéterminée. En la cherchant , soit par la substitution de
l'erdonnée , qui donne tang «= -II — t/ ^ , soit d'à-
près la considération spéciale du rapport *^, il est aisé de recon-
nattre que la tangente initiale coïncide avec l'axe des abscisses. Si donc, des deux points où cet axe coupe la courbe, l'un A est un sommet proprement dit , l'autre 0 constitue un point de re-
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hronssement. Ainsi , entre 0 et B ou B', il doit exister an double point d'inflexion , dont l'abscisse nnique correspondra
su maximam de tang « , ou à cdoi de la foHction ' ■ .
soîTant l'esprit des transformations propres à la théorie deg maxima , où l'on a toujours le droit de modifier, pour plus de simplicité , les fonctions proposées , pourvu que les maxima ou ttinima ne cessent point de correspondre aux mêmes yaledrs de la variable indépendante.
83. En introduisant , dans les équations trinômes , un terme oà les deux variables soient mâée& , on y forme une troisième catégorie générale , qui , pouvant comporter jusqn^à quatre exposants simultanés , doit nécessairement oBrir encore plus de diversité que la précédente. J'en examinerai seulement deux exemples très-simples , l'un de degré impair, l'autre de degré pair.
Premier exemple. Soit d'abord la courbe x^ — jy^'=i.
D'tprès la formule ^ =±: \/ x' , elle s'étend indéfiniment à droite , depuis cr = 1 , en s'éloignant sans cesse de son axe : à gauche , l'ordonnée , infinie pour j? = 0, ce qui indique Tasymptotisme de Taxe desj^, doit premièrement décroître; mais elle ne tarde pas à augmenter, puisque les accroissements du terme or' l'emporteront bientôt sur les diminutions du terme
*-, ti eàstAiB elle erolt juisqti'à Tinâtti. £n ecmsidérant é6 pM
près la marche générale de cette fonction , on aperçoit aisément^ suivanl la méthode subsidiaire des asymptotes , que les
deux bissectrices j^=: ±\^x'' constituent deux autres asymptotes , placées au-dessous de la partie droite de la courbe et au-dessus de sa partie gauche. L'ensend)Ie de ces documents ne laisse ici, vu le degré, aucune incertitude sur Tabsence
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totale de sinuosités et de rebroussements , sans qu'il soit réellement nécessaire de consulter la tangente, sauf pour le
maximum d>-, ainsi déterminé par Téquation 3^=» r'=0, qui
le place sous un angle de 120» autour de l'origine , au pomt
^= V 2 î y= V |- Si Ton cherche les pointsles plus rapprochés de l'origine, où concourent les trois asymptotes , a est aisé de constater, d'après le principe des normales, et en écartantla solution ^=0 correspondante au sommet A , qu'ils se trouvent sur les rayons dont le coefficient angulaire est \/5, un peu au-dessus des minima B et F de l'ordonnée. Ainsi , la figure 61 caractérise exactement la forme générale de la courbe.
Dmx%èm% exemple. Considérons , en second lieu , la courbe y — xy=rj:% oixy=±:-—~^, Évidemment comprise entre
les asymptotes j:=1, et x=-v, efle est inimitée dans le sens vertical, d'aiflems continue, et symétrique autour des deux
axes. Au centre, cette formule indique, d'après le rapport^ ,
l'existence d'un nœud , où la courbe touche les deux bissectrices ; en sorte qu'il serait encore superflu ici d'examiner la marche des tangentes pour constater la justesse de la figure 62. Quant à la courbure, d'abord croissante, puis décroissante, de chaque quart de tourbe, elle doit être , en général , peu prononcée , d'après la faible variation totale qu'y éprouve la direction des taqgentes.
84. La dernière catégorie des courbes trinômes, celle dont la discussion complète exigerait la plus grande diversité de cas, comprend les équations les plus compliquées, ou les variables sont mêlées dans deux termes , le troisième étant dès lors constant. Je m'y bornerai , comme envers la précédente,
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à deux exemples choisis, Faii de degré impair, l'antre de degré pair.
Premier exemple. Soit Féqaation j:y-|-.r-^*=i» où la symétrie des deux variables indique déjà nne conrbe symétrique autour de la première bissectrice. La discussion de l'ordonnée
=-y-Vy+ï.
offre ici une nouvelle circonstance préliminaire qu'il importe de remarquer, en ce que la partie rationnelle — ^«a:, qui précède le double radical, appartient à une droite qui, à raison d'une telle relation algébrique , doit couper en leur milieu toutes les cordes verticales du lieu ; puisque^ pour obtenir les deux points correspondants à chaque abscisse , il faudra égal^ ment porter, de part et d'autre de cette droite , la valeur du radical commun* Ainsi , outre sa symétrie suivant BOB' qui la
Vï
eoape en G où a:= y ^, la courbe aura pour diamètre la
droite 0 A , qu'elle rencontre en A où j: =•> — \/4 , et dont la considération permettra de réduire la discussion essentielle de rordonnéeà celle du seul radical. Or, ce radical , infini d'abord, de manière à indiquer l'asymptotisme de l'axe vertical , ne tarde pas à devenir croissant , et dès lors sans limites^ puisque
l'augmentation du terme -• x* doit bientôt y surpasser le décrois-
sèment du terme — , qui influe de moins en moins sur la valeur
totale. En négligeant ce dernier terme , suivant l'esprit de la méthode subsidiaû*e des asymptotes, on trouve, autour de
1 1 Torigine, deux nouvelles asymptotes j^=— -xdz -x, dont Tune
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coïncide avec l'axe des abscisses , et l'autre avec la seconde bissectrice. A gaache, le radical devieût y/ -x^ ^ et la courbe
se trouve interrompue entre l'asymptote OY et la verticale en A, au delà de laquelle elle s'étend indéflniment et sans discontinuité : mais les deux valeurii de l'ordonnée sont alors également positives , en sorte que le lieu ne pénètre pas dans la troisième région du plan , et se trouve d'ailleurs au-dessonsde l'asymptote oblique, dont ^ordonnée y surpasse la sienne, qui, à droite , l'emportait. Quoique cet exemple soit l'un des plâS diJDSciles que puisse offrir la discussion géométrique des équations peu compliquées , le lecteur judicieux ne tardera pas i sentir que la figure 63 indique la seule forme générale propre à satisfaire à l'ensemble de ces renseignements divers. L'examen de la tangente» suivant l«i formule tang wa:^^^ \ \ ' \
n'est indispensable ici qu'envers quelques points remarquables. En G , sur l'axe du lieu , on a tang a :^— 1, ce qui confirme que ce point est un sommet; en A, sur l'autre diamètre rectîligne, la tangente est verticale. Pour trouver le minimum de^ dans la partie droite et inférieure , il faut poser ^-4-2«r=0) d'oà résulte aussitôt la direction du rayon correspondant ^ et ensuite
, en sorte que ce point 1) est sur la même verticale
que le sommet G de l'autre branche. Quant au point le plus rapproché de l'origine, le princij^e des normales fournit aisément l'équation
relativement au coei&dent angulaire de son rayon. Qtiotqae dti troisième degré , cette équation est facile à résoudre , en utilisant la connaissance antérieure de l'une des trois normales ch^chées , la bissectrice OG, qui y indique la racine m^if
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dont la yérification algébrique est d'ailleurs éyidente , en écrivant {m^—i) +2w(/»— 1)=0. Après l'avoir ôtée, il reste réquation m'+3w+l=0, qui détermine sans diflBculté les deux autres directions , OE et OF.
Deuxième exemple. Considérons enfin , coniine dernière coarbe trinôme , celle qui résulte de Téquation jcy*'--xy=^l^
oiiy=± Adroite, le lieu commence à l'asymptote
l/^c-Cor— 1) x=zi , au delà de laquelle il s'étend indéfiniment , en se rappro chant toujours de l'axe des abscisses , qui lui constitue une seconde asymptote, auâsi bien qu'un axe. Vers la gauche , il n'y a aucune interruption , et! les deux axes sont asymptotes. L'ensemble de la courbe est donc nécessairement conforme à la fi^re 64 , puisque lé degré empédie d'ailleurs toute sinuosité entre les asymptotes*
Une telle discussion conduit naturellement à sbnpçonnelr
l'entière identité des quatre parties de la cotu'be. Pour s'en as*-
sorer^ il suiBt évidemment d'examiner si le point G, situé au
milieu de rintervalle où l'axe coupe les deux autres asymptotes^
est réellement le centre du lieu ; ce qui se réduit à y trattS-*
porter Torigine , afin de" voir s'il en résulte la disparition
spontanée du terme de degré impair ; ce qui arrive effectivement. L'éqœtioa devient ainsi
de manière à rentrer dans la catégorie précédente. Cette nou- Telle équation serait donc préférable pour l'étude ultérieure de la courbe. En l'appliquant à la rediertfae du point le plus rapproché du centre , le principe des normales y donne la cou-
XY X
dition - ,_ = •-, d'où , açrès avoir 6té [le facteur sQperflo ,
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a résulte y=z a:*— j, et , par suite, (jv'^ -Y =1 î ainsi, en ce
point, on a x= î \/5, j^= 1 , et tanga= — - V^S. On confirmerait aisément ce résultat par la recherche directe da minimum de x*+yj d'après la méthode algébrique la plus élémentaire , qui serait ici très-praticable.
CHAPITRE I,V
Goarbes polynômes
85. Dans l'état d'enfance où se trouve aujourd'hui la géométrie comparée , le principe proyisoire qui nous a précédemment servi à classer les courbes algébriques , et qui ne pouvait être pleinement satisfaisant qu'envers les seules équations binômes , cesse d'offrir aucune véritable importance géométrique, quand les équations contiennent plus de trois termes. Aussi , pour ces équations plus compliquées , faut-il nous borner ici à quelques exemples choisis indépendanmient de tout classement, et uniquement destinés à faire sentir comment le mode de discussion géométrique caractérisé par les chapitres précédents peut s'étendre à toutes les autres équations algébriques.
Premier exemple. Gonsidéronsd'abordla courbe^ =x*r r^^
D'après la formule ^=±j:\/ j-i — , le lieu, symétrique
autour de l'axe des abscisses, est limité à droite par l'asymptote x=zi, et ne dépasse pas à gauche son intersection avec
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Taxe, à la distance 1 de rorigpine. Il se compose donc de deux parties qni se réunissent à Torîgine , l'une à gauche , fermée de toute» parts , l'autre à droite illimitée , verticalement. Le coefficient angulaire de la tangente y est finalement
tangoes: ; il dévient infini pour x = ±:i , et
prend, à l'origine , la double valeur ±: 1 , d'ailleurs indiquée
d'ayance par le rapport— : ainsi, des deux points A et O (Jig. 65),
où la courbe rencontre son axe , le premier est un sommet, le second un norad , où elle touche les deux bissectrices , audessus desquelles s'élève ensuite de plus en plus son cours indéfini. Quant au point culminant de la partie gauche , il
correspond à l'équation 1-f j:=x% qui donne x= — ^^(V/5— 1)>
après avoir écarté la racine positive, comme excédant les limites horizontales du lieu. On ne peut donc plus conserver aucun *doute sur la forme générale de la courbe. Sa courbure , très-prononcée dans la portion BAB', l'est beaucoup moins dans le reste de la partie fermée, et diminue encore davantage dans la partie indéfinie. Gomme le centre devrait être sur la courbe, en vertu du degré impair, et en même temps sur l'axe des abscisses , à cause de la symétrie , il est clair que cette courbe n'en comporte pas , puisqu'il devrait être placé en O ou en A, contrairement à l'ensemble de la discussion.
Deuxième exemple. Soit maintenant l'équation ^•= — — r-,
% / ^ (2 jc)
d'où y=i± \/ ^^ 7-7- ; cette décomposition en fac-
^ {x — 1) (jf-j-*)
tenrs est ici destinée à mieux caractériser la marche générale de l'ordonnée. A droite , chaque terme delà fraction renferme on facteur positif, en sorte que ^ ne sera réel qu'autant que
on
les autres facteurs 2 — x et j: — 1 auront le même signe, ce qui restreint x entre i et 2 , puisque ces facteurs ne sauraient d'ailleurs devenir simultanément négatifs. Cette partie de la courbe ne commence donc qu'à l'asymptote CC {f.g. 66) , et se termine à son intersection B avec son axe. Vers la gauche ,
aurait ^= \/ Tr-; — -7: -, et, par eonséquent, la
courbe ne s'étendrait qne de l'origine jusqu'à l'asymptote x = — 1. D'après le coefficient angulaire de la tangente,
tang a = . — , il est aisé de constater
2(1— j;') V(2x—x') {x'-^i) que les points B et O sont des sommets : ainsi , depuis chacun d'eux jusqu'à l'asymptote correspondante, chaque partie de la courbe doit ofirir une inflexion , dont le calcul serait ici tréslaborieux. La courbe ne saurait d'ailleurs avoir de centre, puisqu'il ne pourrait être qu'en A, milieu entre ces deux sommets, ce qui est évidemment contraire à la discussion. Toutefois les deux parties , droite et gauche , du lieu semblent jusqu'à présent fort analogues. Pour en mieux saisir la vraie relation, il faut y comparer deux ordonnées placées, sur chaque portion, à la même distance du sommet correspondant, en faisant successivement j;=2 — t^ x= — t; d'où il résulte d'à-
2-J-f traction Faite des facteurs communs , la seconde fraction r~p
surpasse évidemment la première, comme ayant à la fois, poor
/<1, un plus grand numérateur et un moindre dénominateur:
donc la partie gauche s'élève davantage que la partie droite.
Troisième exemple. Considérons encore la courbe jr = xdz
\/5x*—6x—x^. Le terme rationnel, placé devant le radical carré, y indique, comme au n"* précédent, pour les cordes ver-
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ticales, un diamètre rectiligoe, coïncidant ici avec la première bissectrice , qui coupe le lieu aux trois points jt = 0 , jt = 2 , x=3. Eu décomposant la fonction irrationnelle, afin d'en
mienx juger la marche , on a^=j:±V/jc(j:— 2)(3 — x). Dès lors 9 la courbe ne peut s'étendre à droite que de la seconde à la troisième intersection avec son diamètre, de A en B (fig» 67). Mais à gaucbe, les deux premiers facteurs étant toujours négatifs , et le dernier toujours positif, la valeur du radical sera constamment réelle et croîtra sans limites. Ainsi la courbe se compose de deux parties, l'une à droite fei:mée, l'autre à gaache indéfinie, séparées par un interyalle vide, de O à A. Le maximum d'écartement de la première envers son diamètre se déterminera aisément en annulant la dérivée de 5x* — 6x — x^j
ce qui donnera x=!^ • .■' , l'autre racine se rapportant à
nne ordonnée imaginaire : en construisant la valeur corres* pondante du radical, on renfermera cette portion du lieu entre
deux parallèles au diamètre. Quant à la tangente, on trouve
IOjc— 6 — ^x" finalement, d'après nos règles, tang «= 1 -| ;
l/Sx^—6x—x^ œqui confirme la position de ces deux tangentes, et la verticalité de celles en O, A et B* Cette fonction devenant infinie pour a: = 00 , comme le montre la division des deux termes par X*, on reconnaît ainsi tout à la fois l'absence d'asymptote et l'existence d'une double inflexion à gauche, dont la position précise exigerait un trop long calcul , aussi bien que celle du maximum ou minimum de l'ordonnée à droite. Pour que cm sinuosités soient conciliables avecltidegré, qui interdit ici plus de trois points en ligne droite , il suffit que la tangente s'y trouve dirigée de manière à ne pas couper la partie fermée du lieu.
Quatrième exemple. Sdt, en dernier liea, Téquatioii
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j'*— 2^y— ir^4-l=0, dont la forme indiqae aussitôt nue courbe symétrique autour des deux axes , avec l'origine pour
centre. D'après la formule ^=d= Kj:'dzV/âr»— 1, il faudra d'abord s'assurer de la réalité du radical partiel , ce qui exige
VI
seulement x> V ^ ' '^^ on voit ensuite que , si le premier
signe de ce radical donne toujours une ordonnée réelle et indéfiniment croissante , il n'en saurait être de môme du signe inférieur, qui rendra bientôt^ imaginaire , à partir de la valeur j:=1 , correspondante à ^=0. Ainsi , le très-petit intervalle
horizontal de V — à 1 exige ici une appréciation spéciale, pais-
que l'ordonnée s'y trouve quadruple , tandis qu'elle est seulement double dans tout le reste indéfini de la courbe. En considérant 9 pour plus de clarté , cette courbe comme naissant en A, à sa rencontre avec son axe , il faudra donc concevoir .le point décrivant s'avançant d'abord vers l'axe vertical jusqu'en B, d'^où il s'en éloigne ensuite à l'infini , conformément à la figure 68. A mesure que x augmente , la valeur du radical partiel
tend à se confondre avec x^ \/^ ; ce qui indique , autour du centre , deux asymptotes rectilignes , dont le coefiSdent angulaire est ±r \'\-V2. Quoique leur existence décide suflBsamment du sens de la courbure dans la majeure partie du lieu, l'examen de la tangente est pourtant indispensable, surtout
envers lapartieBAB'.Or,onaicitanga=-7-r-^^: donc la tan-
gente est verticale en A où.>'^=0 et en B où^= x ; en sorte que, dans l'intervalle , il existe une inflexion , dont le calcul serait d'ailleurs trop pénible. En rapportant tout à a:, il vient
xi^x'+V^x'^^i) ^. „ ^. . , ^
tang a =r ' - . Si l'on divise les deux
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termes par o:^, afin de supposer x infini , cette formule devient
tanga =
sa valeur extrême est , ce qui reproduit, sous
V/2l^l + V/2 une autre forme , la direction déjà trouvée pour l'asymptote , dont le coefficient linéaire serait d'ailleurs reconnu nul en comfdétant l'opératiou , quand môme la symétrie ne Teût pas in* diqaé d'avance. Quant au point le plus rapproché du centre, le
principedes normales donneraici la condition ~( ^ \, )^^""'
qui n'admet évidemment d'autre solution que y^O , ou le sommet A , à partir duquel la courbe s'éloigne donc continuellement de son centre , même dans la partie AB , où elle s'avance vers l'axe vertical : il est aisé de vérifier, en effet, que la distance OB surpasse un peu OA.
Cet exemple extrême est propre à faire sentir la nécessité d'accorder quelquefois une attention spéciale à de petits intervalles pour discuter convenablement certaines équations : les principaux accidents géométriques se passent ici entre A et B; aa delà , la courbure est évidemment très-faible , puisque la direction de la tangente ne varie pas de 45'* dans tout le reste indéfini de la courbe. On sent toutefois que l'existence de tels intervalles est toujours indiquée par une judicieuse appréciation de la formule qui exprime l'ordonnée ; en sorte que de pareils cas n'autorisent nullement à contracter, en général , ces habitudes aveuglément minutieuses qui s'opposent trop souvent aujourd'hui à toute saine discussion des courbes algébriques.
3nk GÉOMÉTaip PM^E.
II serait ici superflu d'examiaer géomélriqaement i^u fins grand nombre d'éqaations polynômes : je laisse au lecteur à en multiplier spontanément les exemples , auxquels chacun pourra maintenant appliquer sans difficulté les principes que nous ayons désormais assez caractérisés. Afin d'éviter les embarras algébriques trop supérieurs à Fiustruction analytique exigée dans ce traité , j'ai considéré exclusivement des équations faciles à résoudre , au moins quant à Tune des variables. Mais , après avoir assez étudié la haute algè))re , il conviendra de poursuivre , sur quelques exemples biei^ choisis , la disc9Ssion géométrique des équations algébriques , sans y dégager aucune coordonnée. Je recommande];ai spécialement, à cet égard, la courbe remarquable qpe Descaries tira de Féquation j^^+3 x^ -j- j:'=0. Un très-petit nombre de cas analogues dans les degrés supérieurs caractérisera suffisamment les nouvelles difficultés géométriques qui résultent alors de notre impuissance algébrique , en évitant d'ailleurs avec soin de susciter, k ce sujet , des calculs trop compliqués , dont la fastidieuse influence altérerait beaucoup la principale utilité logique de tels exercices.
86. Quand la géométrie comparée , jusqu'ici à peine entrevue ' par quelques esprits philosophiques , aura été rationnellement constituée d'après ses véritables principes , on pourra rendre bien plus profitable la discussion géométrique des équations en y introduisant habituellement les questions inverses , aujourd'hui trop peu accessibles , qui consistent à composer des équations correspondantes à des formes générales arbitrairement données. Ces nouveaux problèmes , toujours profondément indéterminés , ne peuvent être maintenant abordés avec quelque succès que dans les cas les plus simples. Je crois pourtant devoir ici en indiquer un exemple , afin de signaler au lecteur intelligent le genre d'exercices le plus propre, sans doute, à faire promptement approfondir Tens^inble de h géométrie
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analytique. Supposons qu'il faille composer une équation algébrique dont le lieu puisse ressembler à la courbe de la figure 69. En concevant l'origine placée au sommet O et Taxe des abscisses confondu avec Taxe de ^a courbe, il sera facile de former Téquation de manière à satisfaire aux conditions de symétrie et
d'a^ymptotisme, en lui donnant la forme j^^="-^ pourvu
que le numérateur s'annule avec jc el que le dénominateur, devenant infini pour x= oo , soit d'un plus haut degré, la fraction devant d'ailleurs conserver toujours le signe de i'abscisse. Tontes ces indications seraient simultanément remplies , par exemple , d'après la formule
■ la
OÙ les trois coeflBcients , supposés toutefois positifs , demeurent encore indéterminés. Une telle fonction assurera , du reste , l'existence d'un point culminant , analogue à B , et dès lors aussi celle d'une inflexion entre B et l'asymptote. Ainsi , les diverses conditions essentielles de la figure sont simultanément satisfaites par cette équation , où la disponibilité des constantes a, b^ c, permettra maintenant de remplir les indications numé-riqnes relatives à la position et à la hauteur du point culminant. Car, l'indétermination de ces coefficients n'empêche pas d'appliquer complètement ici la règle des tangentes , qui don-
a(c — bjc*)
aéra tang «= rrz— rr:!= , où 1 on voit d'ailleurs
2 (bx^+c) Vax {bx^-^c)
que l'origine est , en effet , un sommet , suivant l'exigence de la figure , et comme l'indiquait déjà le i%pport ^. On trouve
ainsi 0?= V 7 , r= V tt- , pour les coordonnées du
b kbc
point culminant Après l'avoir convenablement placé, on
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pourra disposer encore d'une constante , en faveur d'une seule condition relative au double point d'inflexion. Si l'on adoptait l'équation plus compliquée
^ ax^
on pourrait , outre les prescriptions précédentes , remplir aussi toutes les indications propres à l'inflexion B , B', soit quant à ses coordonnées, soit quant à la tangente correspondante : Tune de' ces nouyelles constantes resterait môme disponible pour quelque autre intention géométrique.
CHAPITRE V
Discussion spéciale des équations du second degré.
87. Après avoir suffisamment caractérisé ^ dans les chapitres précédents , la discussion générale des équations algébriques, il faut maintenant compléter cette étude en indiquant spécialement, par un exemple convenable, la manière d'apprécier tous les cas géométriques que peut offrir un genre particulier d'équations , suivant les diverses hypothèses relatives aux coetficients indéterminés qui s'y trouvent. Tel est ici le principal objet de la discussion spéciale à laquelle nous allons soumettre les équations du second degré , et qui d'ailleurs formera , pour l'ensemble de ce traiié , une transition ns^turelle de cette troi*sième partie à la quatrième , où nous devons étudier particulièrement les courbes de ce degré. Quoiqu'une pareille analyse ait été aussi opérée par Newton envers le troisième degré , et même par Ealer à l'égard du quatrième, ces deux cas condoi*
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sent à des distinctions tellement compliquées, et surtout sinom^ breases, qu'il ne convient point de les introduire, à cette fin , dans l'enseignement élémentaire , où le second degré constitue, sons ce rapport , un type très-sulBsant et complètement appréciable, qui n'aurait d'autre inconvénient que de donner une trop faible idée des diflGicultés propres à cet examen complémentaire, si sa facilité exceptionnelle n'était pas d'ayanoe aisément explicable.
Cette appréciation spéciale serait, par sa nature, ^très-peu propre à manifester, suivant un vicieux usage scolastiqne , les vrais principes généraux de la discussion géométrique des équations; car, les particularités relatives à ce degré y aplanissent spontanément furesque tous les obstacles essentiels que nous ont offerts ci-dessusles autres équations algébriques. Mais, ayant déjà appris , sur des exemples convenables , à surmonter ces difficultés fondamentales, nous pourrons maintenant utiliser pleinement, sans aucun scrupule, ces simplifications exceptionnelles, dont la judicieuse introduction, loin de compromettre une étude générale désormais assez caractérisée , doit ainsi réagir, au contraire , sur son perfectionnement total , en y indiquant l'heureux emploi des circonstances particulières qui avaient dû être précédemment écartées.
88. Afin que le n(»nbre des coefficients de l'équation gêné raie du second degré se trouve exactement conforme aux con ditions de la détermination , je supposerai toujours l'un d'eux égala l'unité, en faisant toutefois tomber cette particularité sur le terme le moins important , pour diminuer autant que possible l'inconvénient de ne pouvoir ainsi représenter immédiatement le cas où ce terme manque , inconvénient d'ailleurs bien moins grave qu'une fausse insinuation habituelle sur le ncMnbre de points déterminant. L'équation étant donc
Texpression de l'ordonnée y est
On Toit d'abord ici , comme en plusieurs cas antérieurs, que la partie rationnelle indique un diamètre rectiligne pour les cordes parallèles à Taxe des j^. Mais cette indication prëUèainaire acquiert maintenant beaucoup plus d'importance qu'en aucun autre exemple , si l'on réfléchit qu'elle correspond à l'é^ quation la plus générale de ce degré , tandis que jusqu'ici elle ne s'était manifestée qu'envers des types algébriques très*particuliers relativement aux degrés respectifs. Une telle équation ne pouvant éprouver aucun changement de forme d'après un déplacement quelconque du lieu , qui n'y produirait que de nouveaux co^cients , il s'ensuit que cette propriété géométrique doit, au fond, convenir alors à tous les systèmes de cordes 9 puisque les ordonnées pourront toujours leur être supposées parallèles en tournant suffisamment les axes. On découvre ainsi , dès le début, indépendamment de toute théorie des diamètres , le caractère peut-être le plus remarquable qui, dans l'ensemble de la géométrie comparée , doive distinguer Ici courbes du second degré, comme ayant , en tout sens , dès dia« mètres rectilignes. Par un raisonnement inverse convenablement approfondi , on pourrait d'ailleurs se convaincre qu'une telle prqf^riété est , en effet, pleinement caractéristique, en tant qu'exclusivement relative à ces courbes.
La discussion générale de l'ordonnée, encore plus fondamentale ici qu'envers tout autre cas ^ étant ainsi réduite au seul examen du radical , qui indique la distance verticale de la courbe au diamètre, on est aussitôt conduit à y distinguer deux hypothèses nécessairement différentes, d'abord analytiquement, puis géométriquement , selon que ce radical ailecte une fonction
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de degré impair ou de degré pair, c'est-à-dire suivant que la» constante composée b^—iac est on n'est pas nulle. Dans la première supposition , la courbe ne rencontrera qu'une seule fois ce diamètre, et par suite tous les autres; puisque, comme ci-dessus, cette remarqne doit 9 au fond, convenir, d'après la généralité de l'équation actuelle , à un diamètre quelconque : flàns la seconde , au contraire , le diamètre rencontrera deux foià la courbe où pas du tout. Il est clair, à priori, que la marche gèDerale de l'ordonnée ne saurait être la même en ces deux cas. Considérons d'abord le premier, où l'on a
Le seul terme variable du radical devant alors changer de signe en même temps que j:, cette fonction sera toujours réelle d'un côté du point de rencontre de la courbe avec son diamètre , et toujours imaginaire de l'autre côté , suivant le signe du coeflScienl bd — 2ae : dans la partie réelle , sa valeur croîtra indéfiniment en s'éloignant de ce point. Ainsi, ce premier cas correspond à un lieu limité horizontalement d'un côté et illimité de l'autre , sans aucune limite parallèle au diamètre. Nous le désignerons brièvement sous le nom ieparabole, déjà employé, àès le deuxième chapitre de cet ouvrage, envers une courbe qui appartient évidemment à ce type ; sauf à démontrer bientôt par la voie ordinaire de la coïncidence des équations, que, réciproquement , toute courbe du second degré bornée dans un sens et indéfinie dans l'autre constitue effectivement une para-
bole proprement dite , engendrée par un point toujours équidistant d'un point fixe et d'une droite fixe.
Supposons maintenant que la fonction souis le radical soit du second degré, et imaginons que, pour faciliter la discussio^^ on l'ait décomposée, comme en divers cas antérieurs, en deux facteurs du premier degré. On aura alors
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x' et x" désignant les racines correspondantes à rannidation du radical , et , par soite , caractérisant les deux intersections de la courbe avec son dianoiètre. Ici surgit évidemment la nécessité d'une nouvelle distinction, selon que le facteur constant 6' — 4âc est négatif ou positif, ce qui, obligeant les deux facteurs variables à être tantôt contraires, tantôt conformes de signe , doit nécessairement affecter beaucoup la marche générale de l'ordonnée. Dans le premier de ces deux nouveaux cas , la courbe sera certainement comprise entre les ordonnées des points où elle rencontre le diamètre , et d'ailleurs continue ^ puisque toute valeur de x inférieure à x" et supéoienre à x' rendra j^ réel. Son écartement du diamètre sera, en outre, inévitablement limité; et le maximum du produit (jc — x^) {x' — or), qui le détermine, correspondra au milieu de ces deux intersections, d'après un théorème familier d'algèbre élémentaire, relatif aux produits dont la somme des facteurs est constante. Ainsi, la courbe est alors renfermée dans un parallélogramme, formé par deux ordonnées et deux parallèles au diamètre : nous la qualifierons d'ellipse , sauf à justifier ci- dessous la parfaite convenance de cette dénomination, en ramenant l'équation actuelle au type qu'elle rappelle.
Enfin, quand fr"" — 4acest positif, la marche générale du radical devient essentiellement inverse de la précédente $ puisque Tordonnée ne sera jamais réelle entre x = x'etx= a/', et le deviendra toujours, au contraire, en deçà de l'une des intersections ou au delà de l'autre : la courbe pourra d'ailleurs maintenant s'écarter à l'infini de son diamètre. Ce lieu sera donc à la fois illimité en tous sens et discontinu , comme 1'%perbole proprement dite , dont nous lui appliquerons déjà le nom, que nous reconnaîtrons bientôt rigoureusement convenable.
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Telles sont les distinctions successives d'après lesquelles la ^ discussion fondamentale de l'ordonnée démontre naturellement que toute équation du second degré représente géométriquequement une parabole, une ellipse, on une hyperbole, selon que la constante composée b" — ^ac est nulle , négative , ou positive. Ce caractère analytique doit donc toujours persister quand la courbe se déplace arbitrairement , quoique les coefficients a^ 6, c puissent alors changer. Il importe de remarquer, dès l'origine , que le premier cas s'ofire spontanément comme plus distinct des deux autres que ceux-ci ne le sont entre eux : cette comparaison sera confirmée , dans la quatrième partie de ce traité , par l'ensemble des propriétés de ces trois courbes.
La seule considération du degré suffit ici , indépendamment de tout examen de la tangente , pour déterminer le sens de la courbure, en indiquant que le lieu doit toujours être concave vers son diamètre , afin de ne jamais présenter plus de deux points en ligne droite.
89. Complétons maintenant cette appréciation fondam^tale, en considérant successivement les équations du second degré sous les divers aspects généraux propres aux théories géoipé* triques que nous avons établies.
Quant au nombre de points déterminant , notre distinction principale se soutient évidemment en indiquant que la détermination de l'ellipse ou de l'hyperbole exige cinq points , tandis que quatre suffisent envers la parabole , puisque l'une des constantes arbitraires a^b^c^ peut alors disparaître de l'équa* ti<Mi , d'après sa subordination spéciale aux deux autres.
Relativement aux tangentes , on a ici mis la discussion de cette formule, actuellement inutile pour
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discerner le sens de la courbure , ne présente quelque intérêt qu'envers les points propres à annuler son numérateur ou son dénominateur, en indiquant les tangentes parallèles aux axes. Encore le résultat pourrait-il même en être aisément préya ? car, les tangentes verticales, par exemple, correspondent à 2ay'\' bx-{-d = 0, ce qui constitue précisément l'équation du diamètre relatif à des cordes verticales ; il s'ensuit donc que, à sa rencontre avec la Courbe, la tangente est parallèle à ses cordes. Cette remarque, également convenable au numérateur, peut être facilement étendue à un diamètre quelconque, d'après la considération Idmiàeuse que nous avons déjà employée sur la généralité gëotnélrique de l'équation actuelle. Or, ainsi agrandie, celte relation constante des tangentes aux cordes constitue, sous un autre aspect, une suite nécessaire de la direction de la courbure, indiquée par le degré; puisque, là où le lieu cou|)e un diamètre , la tangente ne pourrait cesser d'être parallèle aux cordes correspondantes , qu'autant qu'il y aurait rebrodssement , ce qui e^t évidemment impossible.
En appliquant ici Tune quelconque de nos deux méthodes générales pour la détermination des asymptotes rectilignes , ou même la méthode subsidiaire, d'après l'extraction de la racine , on trouvera , sans difiSculté , la double équation
Les deux coefficients y sont imaginaires quand V — 4 ac est négatif y comme le cas Teligeait géométriquement. Ils sont réels , mais incompatibles , si îf — %ac = 0 ; eri sorte que là parabole n'a pas non plus d'asymptote : toutefois , la courbe étant alors indéfinie, la valeur du coefficient angulaire y indique , suivant nos principes généraux , la limite constante de la direction des tangentes. L'unité d'une félle limite moniré que les deux bran-
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ches de la courbe , aatonr de cbaqae diamètre , tendent à devenir parallèles entre elles à mesure qu'elles s'en écartent. On doit d'ailleurs remarquer que cette commune direction est précisément celle du diamètre déjà obtenu , d'après le coefficient
angulaire — -- , également convenable aux deux cas. Mais cette
rdation pouvait être aisément prévue , puisque les diamètres ne rencontrent alors qu'une seule fois la courbe, ce qui est ici le caractère , en un point quelconque , des droites parallèles à la Umite de la direction des tangentes. Un tel rapprochement conduit donc à penser que tous les diamètres de la parabole doivent être parallèles entre eux , comme nous le vérifierons ci-dessous.
Qnant à l'hyperbole , Téquation précédente y indique évidemment deux asymptotes toujours distinctes , dont l'intersection correspondrait aux coordonnées
2ae — bd 2cd — be
^—b'-^Uc ' "^^ b'—4ac'
que nous verrons bientôt convenir au centre , conformément aux exigences géométriques , qui ne sauraient permettre de placer ailleurs une telle rencontre. Cette diversité de limite entre les directions des deux parties de l'hyperbole séparées par chaque diamètre intérieur, constitue la principale diversité graphique propre à empêcher de confondre jamais l'aspect d'une parabole avec celui d'une demi - hyperbole , quelque grossier que puisse être leur tracé , pourvu qu'il soit judicieux.
Si maintenant on considère les courbes du second degré relativement aux diamètres , on y trouvera aisément , d'après notre seconde méthode , l'équation générale
/im-f- 2c\ /dm -}- e\
\2am-fl) ^ ~\2a/n+6/'
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qui indique , en tous sens , des diamètres rectilignes. Mais cette commune propriété essentielle avait été ci-dessus prévue , iadépcndamment de tonte théorie des diamètres. Nous avons aussi déjà reconnu le parallélisme nécessaire des diamètres de la parabole , que cette équation confirme facilement , en y remarquant que , d'après la relation b*=J^ac^ le coeiBcient angulaire du diamètre devient indépendant de celui m des cordes correspondantes. Quant à l'ellipse ou l'hyperbole, on pourrait ainsi constater la convergence de tous leurs diamètres en on point unique ; mais elle sera mieux annoncée ci-dessous par la détermination du centre. Le plus heureux usage que l'on puisse faire ici de l'équation précédente , consiste à l'employer spécialement , d'après la nature rectiligne de tous les diamètres, pour trouver les axes de la courbe , en évitant la transposition d'axes indéterminée qu'exige , en tout autre cas , une telle recherche , selon nos explications générales. II suffit, en effet , de disposer de m afin que le diamètre devienne perpendica* laire à ses cordes , suivant la condition ordinaire
1^, ou ;„'+2(^)m-l = 0.
qui indique deux directions rectangulaires constamment possibles, et d'où résultent les deux droites autour desquelles toute courbe du second degré doit être symétrique. Cependant , en achevant le calcul , on remarquera que , dans le cas parabolique, l'une de ces valeurs est inadmissible, en tant que rendant infini le coefficient linéaire du diamètre correspondant y en sorte que la parabole n'est symétrique qu'en un seul sens , comme l'exigeait évidemment sa figure générale. On poiïrra également constater ainsi que l'ellipse est rencontrée par ses deux axes, et l'hyperbole par l'un seulement, conformément aux conditions géométriques de continuité ou discontinuité.
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La méthode des centres conduirait ici aux coordonnées rapportées ci-dessus , qui sont toujours réelles , et d'ailleurs finies pour l'ellipse ou l'hyperbole. Devenant infinies pour la parabole, elles y confirment l'absence de centre qu'indiquait déjà sa figure générale , et vérifient en même temps le parallélisme précédemment reconnu entre tous ses diamètres.
Enfin, si l'on applique à deux courbes quelconques du second dgré
a'y + Vxy + éx^ + dy + e' j: = 1
notre théorie générale de la similitude , il faut substituer, dans la première équation,
x' cos X'— y sin X'+ a et x' sin X'+y cos X'+ 6
au lieu de x et j^, afin de l'identifier avec la seconde, où l'on aurait d'abord changé x en mx^ et j^ en my\ Mais, sans qu'il soit nécessaire d'exécuter ce long calcul , on voit aussitôt qu'il ne conduira qu'à une seule relation , comme nous l'avons depuis longtemps remarqué. Gela posé , la recherche de cette unique condition de similitude pourra, suivant nos principes généraux , s'accomplir directement sous diverses formes équivalentes , soit linéaires , soit angulaires , dont la plus convenable me semble être ici relative à l'égalité d'inclinaison des deux asymptotes, qui , envers chaque lieu, constituent certainement deux lignes homologues. L'équation ci-dessus rapportée
donne , pour un tel angle , la formule tang V = — :
ainsi la condition de similitude est
EHe devient constamment identique dans le cas parabolique j en sorte que deux paraboles sont nécessairement toujours s^n.^
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blables. La siaulitode spontanée de deux cercles s'y vérifie anssi aisément, d*après le double caractère correspondant.
Quoique la considération géométrique d'où dérive si commodément cette condition semble particulière à Thyperbole , le résultat doit être étendu, sans aucun scrupule raisonnable, aux deux autres cas , puisque celui qu'on avait d'abord en vue ne se distingue analytiquement par aucune relation précise tendant à restreindre la généralité de Téqualion. Même envers les équations elliptiques , où les coefiBcients angulaires des deux droites considérées deviennent imaginaires , si Ton interprète ces coefficients en y changeant le signe du radical commun, ce qui ne saurait altérer la relation finale , on donnera naissance à deux droites , qui , pour n'être plus alors des asymptotes, n'en constitueront pas moins toujours , envers les deux courbes, des lignes certainement homologues, dont la vraie deslination géométrique, indifférente à une telle appréciation, sera d'ailleurs ultérieurement expliquée.
90. Pour compléter la discussion spéciale des équations du second degré , il nous reste à considérer les divers cas singuliers, spontanément écartés ci-dessus, où, quoique offrant le caractère analytique de l'une des lignes précédemment examinées , elles ne représentent réellement aucune courbe. Cette appréciation complémentaire est ici d'autant plus intéressante, qu'elle pourra indiquer les anomalies relatives à toutes les autres équations algébriques , envers lesquelles nous n'^ivions pu nullement ébaucher auparavant un tel examen.
Envisageons d'abord les équations paraboliques, où, b^—iac s'annulant , l'ordonnée est exprimée par la formule
Tant <pie bd^iœ n'est pas nul, il en résulte une parabole»
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siuv^l 90lre discassioo fondamen^le. Les cas ^xceintionnels doiveat donc s'y rappportec à rammlatioD de cette seconde fonction des coefScients , d'où résulte , en eSet , une formule du premier degpré
qpî n^ aurait jaipai^ convenir à uqe courbe, et qui indiquera deux droites parallèles, ou une Sieule droite , ou l'absence totale de lieu géométrique, selon que la troisième constante composée ^4" ^^ ^^^ positive, nulle, ou négative. A ces trois cas singuliers , correspondent , pour Téquation primitive , les formes
qfù sont directement caractéristiques, comme rappelant la décomposition spontanée du premier membre de Féquation en deux facteurs du premier degré , dont les termes variables coïncident > et dont les termes constants sont tantôt inégaux^ tantôt égaux , et tantôt imaginaires. Tous les degrés comporteraient évidemment, par de semblables motifs analytiques, des exceptions analogues, sauf les modifications plus variées relatives au nombre des facteurs.
Bans les équations elliptiques, où b^^iac est négatif, nous avons discuté la formule
quand les deux racines auxiliaires od et j:" sont réelles et inégales, c'est-à-dire lorsque le polynôme
formé de l'ensemble des coeflficients , est positif : c'est le cas nj^mal do l'ellipse* Supposons donc maintenant que cette condi-
tion ne soit pas remplie , et d'abord que ces deux constantes de- Tiennent égales, en yerta de l'annulation de ce polynôme. On aura alors
et l'équation ne comportera d'autre solution réelle que celle relative à x=:= j/, qui fait disparaître le radical imaginaire : en sorte que le lieu géométrique se réduira au seul point
(ba/+d) 2ae — bd 2bd — be
Suivant les explications fondamentales placées au début de ce traité , il serait plus exact de regarder l'équation comme ne pouvant être suffisamment représentée , par suite du défaut de peinture des solutions imaginaires : car ce point unique pourra d'ailleurs conserver la même position dans une inGnité d'hypothèses différentes sur les coefficients a^ b, c, dj e, ainsi assujettis seulement à trois relations pour chaque situation donnée de ce prétendu lieu. En remontant à la composition correspondante de l'équation primitive , on y reconnaît la forme
qui borne directement les solutions réelles au seul point commun aux deux droites j^-}-/'-^+î=0 et j^-|-/?'a:-f-î'=0.
Rien de pareil ne saurait avoir lieu dans aucun degré impair, d'après la notion algébrique relative à l'existence nécessaire d'une racine réelle en toute équation de degré impair à une seule inconnue. Mais tous les degrés pairs comporteront des accidents analogues, et avec plus de variété, d'après le type général
qui, manifestant l'impossibilité de détraire l'an par l'autre deux
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groupes toujours positifs , indiquera , comme seules solutions réelles , les coordonnées communes aux deux lignes y (x, ^)=0 et 7(x, y) = 0. Dans le second degré , où c^s lignes doivent être droites , il n'en peut résulter qu'un point unique. En un degré plus élevé , où elles pourront devenir courbes, ces points isolés pourront se multiplier davantage, jusqu'à une limite toujours déterminée par le nombre des intersections possibles. Ainsi, par exemple, une équation du quatrième degré pourrait ne fournir géométriquement qu'un, seul points ou bien en donner deux, trois et même quatre, suivant les relations des deux courbesy (x , ^) = 0, y (x , ^) == 0, alors du second degré, et pouvant offrir jusqu'à quatre points communs sans se confondre.
Nous pouvons ensuite supposer que, dans une équation elliptique , les constantes auxiliaires a/ et j/' soient imaginaires , c'est-à-dire que le polynôme aiae^-^-aP — hde-^-iac — b*)^ positif pour le cas normal , devienne négatif. En reprenant la formule
on sait, par la théorie algébrique des équations du second degré, que la fonction (x — af) [x — af') reste alors constamment positive , quelle que puisse y être la valeur de x. Donc, b* — iac étant négatif , on voit que maintenant l'ordonnée sera toujours imaginaire; en sorte que l'équation n'aura plus aucun lieu géométrique» mais suivant un tout autre mode analytique que dans les équations paraboliques ci-dessus assujetties à la même anomalie. Ce cas, géométriquement exceptionnel , pourra être algébriquement aussi fréquent que le cas normal , en prenant des coefficients au hasard , puisqu'il n'exige entre eux aucune relation précise, et qu'il se distingue seulement parle sens, d'abord imprévu , d'une certaine inégalité. La composition cor-
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respondante de l'équation primitiTe est nettement représentée par la formule
qui montre directement Timpossibilité d'aucune solution réelle^ même en annulant les deux parties variables.
Toutes les équations de degré pair comporteraient éyidem> ment une semblable anomalie géométrique, suivant le type
(/(^,j<)r+(f(^,j^)r+(+('^,j^)y'+etc... +i»=o.
Considérons enfin les cas singuliers propres aux équations hyperboliques , où b^ — 4ac est positif .D'après la même formule,
nous avons reconnu Fbyperbole quand les constantes x' et a/^ sont réelles et inégales. Supposons-les maintenant égales y selon l'hypothèse a{ae*'{'Cd'—bd€'\'kac—b*)z=:i}. La formule devient, comme ci-dessus ,
Mais le changement de signe de ft" — ^ac y produit un effet géométrique trës-différent,quoTquepareilIement singulier,* car, l'ordonnée est alors, au contraire, toujours réelle ; en sorte que l'équation admet encore un véritable lieu , à la fois continu et indéfini. L'anomalie consiste donc ici en ce que ce lieu, cessant d'élre curviligne, se compose de deux droites,. qui concourent nécessairement, au point dont l'abscisse est a:'. En remontant à l'état correspondant de Féquation primitive , on y reconnaît la forme
qui indique aussitôt une décomposition exceptionnelle en deux
THOISIÉME PARTIE 9 CHAPITRE CINQUIÈME
facteurs du premier degré, relatifs à deux droites non parallèles. Tous les autres degrés , pairs ou impairs , seraient évidemment susceptibles d'accidents analogues.
Si les constantes x^ et x" deviennent imaginaires , en supposant négatifle polynôme â5(ae'+c^ — bde^kac-—h')^ il est aisé de reconnaître que ce cas n'est nullement singulier envers les équations hyperboliques , quoiqu'il ait dû Fétre pour les équations elliptiques. Car, l'invariabilité du signe de la fonction placée sons le radical de y constitue alors Tordonnée en état constant de réalité , de manière à faire également naître une courbe indéCnie. On pourrait seulement craindre d'abord que ce lieu ne cessât ici d'être discontinu , puisque l'interruption horizontale, primitivement constatée entre a: = je/ et a:= jt", disparaît ainsi nécessairement. Mais il suffit de penser à la significatioa géométrique des constantes od et a/' pour reconnaître ^e cette diversité n'indique réellement aucune modification de forme , et ne tient qu'à un simple accident de situation. £n effet , ces racines déterminant les intersections de la courbe avec le diamètre correspondant aux cordes verticales, leur imaginarité actuelle montre que ce diamètre, et par conséqaent ses parallèles trop rapprochées , cessent de rencontrer le lieu, dont la discontinuité se retrouve alors suivant les perpendiculaires à cette droite. Il n'existe donc géométriquement aucune différence effective entre ce cas et celui qui nous a servi de type fondamental. On voit que toute leur diversité consiste en ce que la courbe coupe ou ne coupe pas un certain diamètre. Gomme la forme générale de l'hyperbole indique évidemment que, du centre placé dans sa convexité, partent indifféremment des diamètres propres à rencontrer la courbe et d'autres qui ne sauraient l'atteindre , suivant les directions des cordes correspondantes, il est clair que cette distinction reste purement relative à la situation de l'hyperbole envers
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les axes actoels. Aiosi , ce troisième cas des équations hyperboliques n'est réellement pas plus singulier que le premier. Leur distinction est tellement insignifiante, qu'ils pourront aisément coexister, en comparant les deux modes de résolution de réquation, où x et ^ peuvent être alternativement dégagés. Car , dans la formule analogue ,
± ^ \/(ft'-4ac) cr-y) (r-y'),
il est aisé de constater que le polynôme d'où dépend la réalité ou l'imaginarité des nouvelles constantes auxiliaires j^' et y ne diffère de celui que nous avons considéré envers x^ et aif* que par le changement du facteur monôme <z en c , le facteur complexe n'éprouvant aucune modification : or, a et c pourraient ici être opposés de signe , en sorte que l'imaginarité de l'un des couples coïnciderait avec la réalité de l'autre ; tandis que , si * l'équation était elliptique, ^ et c auraient nécessairement le même signe , et ces deux hypothèses ne sauraient coexister, comme l'exigeait d'avance leur incompatibilité géométrique.
En résumant l'ensemble de cette discussion complémentaire, on voit que, selon dés caractères déterminés : 1** les équations paraboliques comportent trois anomalies distinctes, où elles représentent deux droites parallèles , ou bien une seule droite , ou enfin n'admettent aucun lieu; 2» les équations elliptiques offrent deux cas singuliers , suivant que le lieu s'y réduit à un point, ou disparaît totalement ; S"" enfin, les équations hyperboliques ne présentent qu'une seule exception géométrique , où le lieu dégénère en deux droites convergentes.
91 . Il ne nous reste maintenant qu'à considérer les équations du second degré sous un dernier aspect général, en y étudiant les simplifications qui peuvent y résulter d'un heureux choix des axes rectantrulaires. Nécessairement plus prononcées qu'en
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aucon autre cas, comme je Tai indiqué , en principe , au n"" 30,^ ces réductions constitueront d'ailleurs la préparation immédiate de l'élaboration spéciale à laquelle doit être consacrée la quatrième partie de ce traité , envers les trois courbes que ce chapitre a caractérisées.
Pour mieux apprécier ces modifications analytiques , il faut les partager en deux classes : Tune^ relative au déplacement des axes rectangulaires autour d'une même origine quelconque, est essentiellement commune à tous les cas; l'autre, qui se rapporte au simple changement d'origine , produira des effets distincts selon que l'équation sera ou non parabolique.
La première simplification, qui est évidemment la plus importante, comme affectant les termes du plus haut degré, doit surtout consister à séparer les variables. Outre que le terme où elles sont mêlées est ordinairement le plus gênant, il pourra disparaître sans que l'équation cesse de représenter indifféremment les trois courbes ; tandis que, si l'un des carrés manquait , 6' — 4âc étant dès lors toujours positif, l'équation ne pourrait jamais être qu'hyperbolique. Substituons donc, au lieu de X et j^, dans l'équation générale
ût^*+ iay^+ cj:*+ 4r + «J:= 1 , les formules
a7 = a/cosX'— ysinX, jr=x'sinX'+ycosX',
afin de disposer de Fangle X' de manière à annuler le coefficient total du terme en xy. Il en résulte la condition
2(^— r)sinX'cosX+icos'X'— isin^X'=0,
on, en introduisant la tangente,
tang» X' -- 2 ^^^:ZÛ tangX'— 1 = 0.
Cette équation montre que la tran^fûrmatipn sf^ra toujours^
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possible , et que le système rectangalaire propre à y satisfaire sera nécessairement unique, puisque les deux valeurs de tang X' conviendront évidemment à deux droites perpendiculaires entre elles : il n'y aurait indétermination que dans le cas du cercle, où le double caractère ^ = 0, a = c^ tendrait réquation totalement identique , conformément aux exigences géométriques. Si , sans accomplir immédiatement cette rédaction , on en voulait seulement constater la possibilité constante , on y pourrait parvenir, d'une manière moins directe, mais plus commode , en introduisant d'abord Pangle 2X'^ à l'égard duquel la condition primitive donnerait aussitôt
tang 2X' =
formule simple, et facile à retenir, qui d'ailleurs reproduirait aisément celle de tang X', d'après la règle trigonométrique ordinaire.
Au res^e, la seule appréciation géométrique d'une telle transformation suffirait pour la représenter d'avance comme possible et déterminée. Car, quand les variables sont séparées , les deux diamètres immédiatement résultés de la résolution de l'équation par rapport kyoM à ^ , et qui correspondent à des cordes parallèles aux coordonnées respectives, deviennent néc0Sfiaireinenl parallèles aux axes opposés, et dès lors perpendU culaires à leurs propres cordes. Ainsi , les axes rectangulaires susceptibles d*^ne telle propriété doivent être parallèles aux axes géométriques delà courbe, dont l'existence constante, au moins pour l'un d'eux , et la détermination unique , sauf envers le cercle, garantissaient à priori quMl existerait toujours , autour d'une origine quelconque, un seul système d'axes rectangulaires susceptible de permettre la séparation des variables.
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Toute équation du second degré étant ainsi constamment réductible à la forme
coDsidârons les snnplifieatioiis ultérieures que pourra lui faire éprouver, envers les termes inférieurs , un changement conyenable d'origine , sans altérer désormais la nouvelle direction des axes. Il faut , à cet effet, distinguer deux cas, selon que réqaation est parabolique ou non parabolique, c'est-à-dire saivattl que la courbe manque de centre ou en admet un. Dans I« premier cas , le caractère invariable b* — 4 £zc = 0 indique d'abord ^ele terme en xy ne peut s'annuler sans que l'un des carrés ne doive spontanément disparaître. Envers les nouveaux axes rectangulaires , l'équation est donc alors , par exemple ,
ay'{'dx'{'ex = i.
Le déplacement d'origine n'y peut tendre qu'à supprimer le terme du premier degré en y et le terme constant, afln que les deux variables continuent à y coexister. On peut aisément yérifler, en exécutant cette facile opération analytique , qu'une telle réduction est , en effet , toujours possible , à moins que a ou e ne soit nul , ce qui n'aurait lieu que dans l'un des cas singuliers appréciés aun"" précédent. L'interprétation géométrique indique clairement cette possibilité permanente : puisque la disparition du terme dy suppose qu'on a pris pour axe des abscisses l'axe géométrique de la parabole , et celle du terme constant que Torigine est placée sur la courbe ^ en sorte que les deux conditions seront à la fois remplies en transportant l'origine à l'unique sonunet que comporte alors le lieu. C'est ainsi qpie toftte équaticm paiiboHqie du seeond éegré est ftia^ lement réductible à la forme
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en assignant aux axes rectangnlaires une direction et ane position convenables. Une telle rédaction constante ne saurait maintenant laisser aacnn> doute sur la parfaite identité de la courbe correspondante avec celle que nous avons spécialement qualifiée de parabole dans la première partie de ce traité/* Quand l'équation
sera elliptique ou hyperbolique , il sera facile d'y enlever les deux termes du premier degré, en transportant l'origine au centre , dont l'existence est alors reconnue d'avance. Ainsi , toute semblable équation du second degré pourra prendre fijialement , envers les deux droites rectangulaires autour desquelles la courbe est symétrique , la forme
qui rend désormais irrécusable la coïncidence des lieux géométriques correspondants avec les courbes introduites, dès le début de notre étude, sous les noms spéciaux d'ellipse et d'hyperbole. C'est le type analytique que nous devons habituellement préférer pour la théorie particulière de l'une ou l'autre figure. Toutefois , si l'on désirait conserver aux équations elliptiques ou hyperboliques la faculté de devenir aussi paraboliques , ce qui , quoique rarement convenable , peut néanmoins faciliter certaines opérations communes aux trois courbes , il faudrait, comme ci-dessus , transporter l'origine au sommet, alors tantôt quadruple et tantôt double; ce qui ramènerait l'équation à la forme
indiquant la parabole , l'ellipse , on l'hyperbole, selon que n serait nul, négatif, on positif.
Nous avons toujours supposé jusqu'à présent que les non-
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Teaax axes demeuraient reclangulalres , ainsi que Texige ordinairement la simplification de l'çtude géométrique , quoique cette obligation 6te la faculté d'enlever à l'équation un terme déplus. Mais, afin de compléter ici l'appréciation générale des réductions que comportent les équations du second degré d'après un choix convenable des axes coordonnés , il faut examiner enfin les modifications plus profondes qu'y pourrait produire la double disponibilité de leurs directions, suivant les formules
JT = or'cos X'4- j'cos Y', ^ = o/sin X'+y sin Y',
qui permettraient d'annuler simultanément deux des trois termes du second degré. Ces termes ne sauraient être que les deux carrés; sans quoi l'équation serait parabolique, auquel cas une telle réduction aurait déjà été mieuit accomplie , avec des axes rectangulaires. Or, quand les deux carrés auront disparu , l'équation présentera nécessairement le caractère hyperbolique. Ainsi, une telle réduction est impossible pour l'ellipse, dont l'équation ne peut jamais admettre moins de trois termes. Mais elle convient évidemment à l'hyperbole , à cause de ses asymptotes. Car, en dirigeant l'un des axes coordonnés parallèlement à l'une d'elles , on sait que l'équation doit manquer du carré correspondant j eu sorte qu'on éliminera simultanément les deux carrés , en prenant , autour d'une origine quelconque , des axes parallèles aux deux asymptotes. Il est aisé de vérifier, en effet , par l'exécution de la substitution indiquée, que les deux équations, d'ailleurs naturellement identiques , qui détermineront les angles X' et Y' d'après cette double condition , assigneront à leurs tangentes des valeurs exactement égales à celles ci-dessus rapportées quant aux coefficients angulaires des asymptotes. Si-, en outre , on place l'origine au centre , iFéquation de l'hyperbole sera finalement réductible à^la forme
298 GéOHÉTRIE PLANE.
annonçant aussitôt nne courbe asymptotique aux deux axes , qui ne seraient rectangulaires qu'autant qu'on aurait ea d'abord c = — a. Quoique leur obliquité ordinaire doive s'opposer à l'emploi habituel d'une telle équation , il n'en est pas moins très-remarquable que l'hyperbole soit susceptible, comme la parabole, mais suivant un tout autre mode analytique ou géométrique , d'une équation simplement binôme , tandis que l'équation de l'ellipse doit toujours être au moins trinôme. Cette difiérenoe nécessaire , imparfaitement appréciée jusqu'ici, conduira peut-être un jour, dans la constitution rationnelle de la géométrie comparée, à rapporter l'ellipse et l'hyperbole à des familles de courbes vraiment distinctes, malgré la grande analogie que vont nous offrir, à beaucoup d'égards , leurs propriétés respectives.
ÉTUDE SPÉQALE DES COURBES DU SECOND DEGRÉ
92. La discussion géométrique des équations n'étant, par sa nature, qu'une première ébauche fondamentale de Tensemble des attributs propres aux courbes correspondantes, la troisième partie de ce traité vient réellement de caractériser l'application combinée de nos diverses théories essentielles à Fétnde générale ^des courbes algébriques. Mais, pour que notre appréciation graduelle du véritable esprit de la géométrie analytique puisse acquérir enfin toute la netteté et la précision convenables , il faut maintenant spécifier davantage cette application, envers quelques-unes des courbes ainsi considérées. Ce but logique sera suffisamment atteint par une étude judicieuse des principales propriétés des trois courbes remarquables qui résultent des équations du second degré ;^ outre la haute utilité scientifique d*une telle connaissance, d'après l'usage capital de ces figures dans les parties élémentaires de la philosophie naturelle , et surtout en astronomie.
D'après le nouveau plan qui caractérise cet ouvrage , une pareille étude ne saurait y offrir aucune difficulté essentielle , puisque nous n'avons plus qu'à y appliquer spécialement des principes généraux pleinement établis ^ ce qui permettra ici d'abréger beaucoup ce travail, quoiqu'en y comprenant plus de propriétés de ces trois courbes qu'on n'a coutume d'en consi-
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dérer. Toute rattentioa da lecteur devra s'y concentrer sur la simplification spontanée de nos méthodes universelles , et sur F heureuse interprétation de leurs résultats particuliers. C'est ainsi que cette dernière partie de la géométrie plane doit concourir, à sa manière , à développer le sentiment fondamental de l'harmonie nécessaire entre les conceptions analytiques et les notions géométriques, qui constitue l'unité philosophique de* notre enseignement. Sans la réaction logique qui doit résulter ici de ce complément spécial, les théories générales, dans lesquelles consiste surtout la géométrie analytique , resteraient affectées d'une sorte d'uniformité machinale, qu'il importe beaucoup de corriger, en manifestant , sur quelques exemples caractéristiques, le genre de modifications qu'elles doivent subir pour s'adapter le mieux possible aux convenances de chaque cas.
Quelque satisfaisant que soit, à cet égard, le choix des courbes du second degré , il faut y reconnaître franchement une inévitable imperfection historique , consistant dans le défaut radical d^originalité d'une telle application; puisque les principales propriétés que vont nous offrir analytiquement les sections coniques ont été réellement découvertes , par des voies toutes différentes , vingt siècles avant que cette élaboration pût y être opérée. Cette considération est ici destinée surtout à expliquer d'avance le peu de spontanéité que le lecteur pourra remarquer envers certaines notions , que le mode moderne eût diflBcilement dévoilées, et qu'il a dû se borner essentiellement à vérifier, quand l'ancienne étude de ces courbes a été reprise d'après les méthodes analytiques introduites par la grande rénovation cartésienne. Au reste, ce grave inconvénient didactique peut être aujourd'hui suflBsamment évité envers les plus importants théorèmes, que l'analyse ferait naturellement découvrir, s'ils étaient encore ignorés : il ne reste vraiment inévi-
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table qae pour quelques propositions accessoires , qui , quoique remarquables , et même utiles , pourraient presque être écartées sans altérer essentiellement la principale destination d'une telle étude. Toutefois , cette sorte de fausse position logique exigerait peut-être, afin de mieux atteindre le but propre de cette quatrième partie de la géométrie plane ^ qu'on y comprît anssi l'appréciation spéciale de quelques courbes algébriques assez compliquées pour n'ayoir pu être convenablement examinées sous l'ancien régime géométrique. Un traité sommaire de la cissoïde me semblerait pouvoir suffire à cet office ; et je me réserve de le joindre à une autre édition de cet ouvrage , si ce nouveau système d^enseignement de la géométrie analytique obtient l'assentiment des professeurs judicieux.
CHAPITRE PREMIER
Théorie des foyers et des directrices.
93. Avant de procéder directement à l'étude spéciale de chacune des trois courbes du second degré , il faut établir, sous nu aspect commun , la seule théorie nouvelle que nous n'ayons pas encore traitée, et qui , étant réellement particulière à ces lignes, ne devait point, en effet, figurer parmi les théories vraiment générales auxquelles était consacrée la seconde partie de cet ouvrage. Quand ce préambule immédiat sera convenablement construit, l'appréciation successive des principales propriétés de la parabole, de l'ellipse, et de l'hyperbole n'exigera plus qu'une simple application judicieuse d'un ensemble de méthodes pleinement élaboré.
On ignore essentiellement quelle fat , dans l'étode originale des sections coniques , la yéritable source des notions relatives aux foyers, qui durent constituer historiquement l'une des plus anciennes découvertes sur ce sujet et la base de la plupart des autres. La refonte analytique de cette étude a fait sentir aux géomètres modernes le besoin d'un point de vue commun propre à lier entre elles les idées , jusqu'alors trop diverses , que présentaient, à cet égard , la parabole d'une part, l'ellipse et l'hyperbole de l'autre. Telle est la principale destination de la définition , d'abord purement algébrique , qu'on applique maintenant au foyer d'une ligne du second degré , en appelant ainsi un point dont la distance à un point quelconque de la courbe est une fonction rationnelle des coordonnées variables de celuici 0. Mais , quoique cet artifice puisse immédiatement suffire pour procéder uniformément à la détermination des foyers dans les trois courbes , il ne saurait remplir assez les condiliiMis essentielles d'une véritable définition , si , suivant un usage trop ordinaire, on ne s'attachait pas à faire convenablement ressortir l'interprétation géométrique de ce caractère analytique. Comme cette corelation générale constitue le nœud principal de toute la théorie des foyers , il importe ici de l'établir soigneusement.
Quand la formule l/(^— 6)*+(a:— a)" , exprimant la dislance du foyer cherché à on point quelconque du lieu , sera devenue une fonction rationnelle des coordonnées varkblea , eette fonction ne pourra être que du premier degré, mveri
(*) Cette xléfinition est souvent altérée par une restriction vicieuse, consls*
. tant à imposer cette obligation de rationalité envers l'une des coordonnées
seulement; ce qui ne convient, comme on le verra ci-dessous, qu'à certaines
é(iuati<Ris du second degré : la distance ne peut être généralement rationnelle
qu'en fonction des deux coordonnées à la fois«
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une courbe du second , sous la forine/?a:-{- 2^ + '*• Or, une telle expression peut toujours être envisagée géométriquement comme représentant un multiple déterminé de la dislance du point variable à une certaine droite Gxe ^=hx'\'k. Car, cette distance serait exprimée , d'après la règle du n*" 29^ par la
fonction — — j qui, multipliée par une constantes,
deviendr^t ex;aetenieiit identique à la précédoite , en prenant
en sorte que l'équation de la droite ainsi introduite , étant dès lors px-\-qy'\'r=-{^, se formerait en annulant Texpression rationnelle de la distance au foyer. D'après l'indispensable introduction d'une telle droite , ordinairement nommée directrice^ la définition primitive du foyer devient vraiment géométrique, et consiste à concevoir toute courbe du second degré coname le lieu d'un point dont les distances variables à un point fixe et à une droite fixe demeurent constamment proportionnelles. Rédproquanent , cette notion géométrique reproduit aussitôt le caractère analytique primcHrdial , puisque cette proportionnalité indique évidemment que la première de ces deux distances est aussi rationnellement exprimable que la seconde.
Une telle explication fondamentale réduit la détermination générale des foyers et des directrices dans les courbes du second degré à mettre l'équation du lieu sous la forme
qui résulte immédiatement de cette définition , désormais à la fois analytique et géométrique. Or, cette transformation n'offre aucune difficulté en la concevant en sens inverse , c'està-dire , en ramenant ce nouvel état de l'équation au mode ordinaire
moyennant les cinq conditions de coïncidence
_?!=i_=a —M^—b jtZ-^^-^r ^i^ + qr) 2(«4-/>r)
qui détermineront suffisamment les cinq constantes inconnues «> ^5 /^î Çj ^y relatives au foyer et à la directrice , ainsi qu'an
rapport yf^+q\ qui spécifie la courbe proposée. La distinction primordiale entre les trois courbes du second degré offre des symptômes équivalents dans les deux formes de Léquation ; car, le coefficient composé &* — 4â;c équivaut ici à 4(/?^-f-y'— 1); en sorte que le lieu sera parabolique , elliptique , ou hyperbolique , selon que le rapport spécifique V/p' -f-y* sera égal , inférieur, ou supérieur à Tunité , conformément à la discussion directe et spéciale du n^ 23.
94. Outre ce mode naturel delà double théorie des foyers et des directrices, il importe d'en concevoir un second, qui, quoique moins propre ordinairement à Fusage effectif, offrira ici le grand avantage logique de familiariser déjà le lecteur avec Fun des plus puissants artifices généraux de l'analyse mathématique, communément réservé jusqu'à présent aux plus hautes spéculations géométriques et surtout mécaniques, sous le nom de méthode des multiplicateurs, essentiellement due à Lagrange.
En considérant analyiiquement la question proposée comme consistant à rendre un carré parfait la fonction
d'après la relation que l'équation primitive
ay^ bxy + cx'-^'dy+ex —1=0
établit entre les deux variables , la principale difficulté provient de ce qu'on ne jaurait avoir ordinairement égard à cette liaison
QUATRIÈME PARtlB, GHAPITRB PREMIER. «SOS
parla simple sabstitution deyeaximx eny \ puisque la condition proposée ne peut être remplie, en général, qu'autant que la formule de distance continue à renfermer simultanément les deux yariables , ainsi que j'aurai lieu d'ailleurs de l'expliquer spécialement ci^près. Cependant , une telle substitution sanble d'abord le seul moyen de prendre en suffisante considération la subordination fondamentale de ces yariables. Dans cette perplexité , il devient indispensable de généraliser, à cet égard , les conceptions habituelles, en s'élevant à la notion du mode analytique le plus étendu que puisse comporter l'appréciation d'une semblable dépendance. Il consiste ici à ajouter à la fonction (x — a)'+(^ — 6)% qui doit devenir un carré parfait , en prenant convenablemçnt a et 6, un multiple indéterminé de celle qui doit être nulle en yertu de la liaison des deux yariables, et à traiter ensuite celles-ci comme si elles étaient pleinement indépendantes , de manière à convertir la question proposée en ce simple problème d'algèbre : rendre un carré parfait le polynôme à deux indéterminées
d'après certaines valeurs des constantes «, 6 et k. Cette redierche algébrique pourrait s'opérer de plusieurs manières , comme dans le cas analogue très-connu envers un polynôme en X seul. Mais, au lieu de procéder par l'extraction de la racine, il est préférable d'employer, surtout ici, la méthode des indéterminées de Descartes , en assimilant le polynôme proposé à un carré artificiel (px+qy-^ry.Or^tàYon développe les six conditions ordinaires d'une telle coïncidence , on sentira aisément que, en y éliminant d'abord le multiple auxiliaire A, géométriquement superflu, on retombe nécessairement Sttr les cinq relations directement établies au n^" précédent pour h détermination des consta^tes a , 6, et /?, y, r. Ainsi , ce se-
Gond mode équlvant ânaleitietit an premier , sàHf tm nonretiti drcalt ànalyticiae) étranger à h recherche géomëtHqtie.
Qaoiqae , par ce motif, cette marche ne doire pas être id employée habituellement, j'attache beaaoonp de prix à rocca^ alpn qu'elle m'offre de caractériser, en un cas élémentaire suffi- Samment important , le grand artifice d'analyse qui lui sert de base. Cet artifice , qui n'a Jamais été conçu directement jnsqn'id dans son entière généralité , consiste à ramener , en tout problème analytique , le cas de la dépendance des variables à celai de leur indépendance, en ajoutant, à la fonction qui constittie te sujet de la condition proposée» un multiple indéterminé de celle qui doit s'annuler d'après la liaison dès tariâbles considérées. D'abord introduite par Euler dans la plus haute théorie des maximaei minima, cette conception générale est ensuite derenaé, pour Lagrange, l'un des plas précieux moyens de la mécanique analytique. Son légitime usage reposera partout, comme ci-des^ sus, sur ce qu'une telle adjonction, qni alors n'altère pas l'état de la fonction proposée, confond en un seul mode toutes les manières possibles d'avoir égard à la relation donnée , et permet^ en conséquence , de traiter désormais les variables comme indépendantes.
95. Après avoir établi^ sons l'une ou Fautre forme générale, la théorie fondamentale des foyers et des directrices, il faat la concevoir, en sens inverse , comme propre à formuler toute condition géométrique relative soit au foyer, soit à la directrice , soit à leur relation mutuelle : ce qui lèvera d'avance, envers les courbes du second degré , les difficultés essentielles que peuvent offrir les problèmes quelconques où l'on introdait de telles conditions.
Si la courbe doit avoir un foyer donné , on supposera coiinues les constantes a et 6 dans les cinq équations déterminantes du n* 93» où l'élimination de/?, y, r conduira dès lors an* denx
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relations cherchées entre les coefficients a^ &, c, d, e, communes à tontes les courbes de même foyer, et propres à déterminer diacnne déciles conjointement avec d'autres prescriptions quelconques. Mais, au lieu de formuler distinctement ces conditions , on n'aura souvent besoin que du type analytique qui leur correspond pour l'équation du lieu, ainsi réduite à ne contenir qae trois constantes arbitraires. Or, ce type pourrait être directement formé , sans ce long calcul , d'après l'équation fondamentale
rdatire à la propriété focale des courbes du second degré , et où il suffirait alors d'attribuer les valeurs convenables aux coordonnées a et 6 du foyer , en concevant indéterminées les antres constantes p^q^r^ propres à la directrice et au rapport spécifique.
Quand la courbe aura une directrice donnée y^hx-^-k^
on joindra, aux cinq formules dun« 93, les conditions — - = A,
— =r A:, et l'élimination des cinq constantes a , 6 , j? , ç , r,
fera découvrir les deux relations correspondantes entre les coefficients de Téquation proposée. Si on veut directement constituer celle-ci d'après cette obligation géométrique, elle sera naturellement
en supposant indéterminées les trois constantes a, 6^ m, relatives au foyer et au rapport spécifique.
Lorsque, au lieu d'être entièrement donnée le foyer devra seulement appartenir à une ligne connue f(x , ^) = 0 , il suffira de joindre aux cinq égalités fondamentales la condition correspondante /(a, 6) = 0 , pour que l'élimination des cinq con-
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stantes «> €, p 9 ? 9 r, permette d'obtenir la relalion convenable entre a, b ^ c^ d^ e. Dans le second nnode de solution, on emploierait la liaison proposée entre « et € à rapporter l'nne de ces constantes à Fantre; ce qoi permettrait de restreindre suffisamment l'équation focale , de manière à n'embrasser que les courbes susceptibles d'un tel accident.
Pareillement, si la directrice ^j:+î.^+''=^i sans être totalement donnée, devait toucher une certaine courbe, ou remplir (die autre condition équivalente , aboutissant à une relation spéciale entre/;, ^, r, cette nouvelle égalité rendrait possible l'élimination des cinq constantes ordinaires, de manière à manifester la liaison correspondante des coefficients primitifs. Sous la seconde forme , une telle égalité permettrait de rapporter l'une des constantes />, q , r, aux deux autres, de manière à restreindre convenablement l'équation fondamentale.
On procéderait de même envers des conditions qui , au lieu de se rapporter isolément au foyer ou à la directrice , concer* neraient leur disposition mutuelle^ Quelle que fut la prescription géométrique, aussitôt qu'elle serait directement formulée entre les constantes relatives au foyer et à la directrice, elle pourrait être ainsi convertie, soit en une liaison équivalente des coefficients primitifs, soit en une restriction correspondante du type focal. Il est superflu d'avertir que , si les axes sont disponibles, leur choix judicieux pourra faciliter beaucoup l'accomplissement de ces diverses opérations analytiques.
Au sujet de ces questions composées, qui comportent une grande variété, je crois devoir seulement m'airéter ici à une mention spéciale envers celles qui concernent les conditions de similitude ou d'égalité des courbes du second degré. Suivant nos principes généraux, la définition focale indique évidemment que deux courbes de ce genre ne seront semblables qu'autant que le rapport constant V/p'-f"?' y ^^^^ ^^ même valeur;
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et c'est pourquoi je le qualifie habitaellement de spécifique. Uégalité des deux courbes exigera, en outre, la coïncidence des distances respectives du foyer à la directrice, représentées par
hfarmole^ ' ^ ' . D'après cela, si on voulait formuler la similitude des deux courbes
ay^ + èx^+cx* -^dy -f- ea:=l.
ay • + Vxy + dx" + dy + éx = 1 ,
il faudrait identifier les deux expressions correspondantes de ?'+?*' préalablement déduites des cinq relations du n"" 93 , et on devrait ainsi reproduire la condition que nous avons' déjà obteDue, au dernier chapitre de la troisième partie , par une voie beaucoup plus simple. Quant à Tégalité des deux courbes, 3 faudrait d'aflleurs exprimer aussi l'identité des deux valeurs
correspondantes de la formule ^^ — -^ — —i et on retrouverait,
mais plus péniblement, les deux relations que fournirait directement la méthode générale pour la superposition analytique des courbes quelconques , d'après la coïncidence de leurs équations par une transposition d'axes convenable. En l'un ou Fantrecas, cette méthode spéciale conviendrait mieux sous sa seconde forme , par une juste restriction immédiate de Téqua-
tion focale. Car , en posant Vp^-Y j" = » , et -=s/?i ,
on formerait aussitôt Téquation
relative aux courbes semblables; ou, envers les courbes égales, réqoation plus particulière
^. Pour compléter suffisamment la théorie des foyers et des
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directrices , il reste à y apprécier une méthode subsidiaire^ qui résulte spontanément d'one jadiciense modiGcatioo de la méttiode fondamentale envers certaines éqqations da second degré , d'autant plus importantes à considérer ici séparément qu'elles comprennent les cas usuels auxquels nous devrons spécialement appliquer une telle tliéorie dans les chapitre^ suivants.
En considérant l'équation focale
on voit que le terme en xy s'y trouvera oomulunémeiit tant qne petq ne seront pas nuls , c'est-à^lire , géométriquement , quand la directrice ne sera parallèle à aucnn des axes coordonnés. C'est pourquoi la distance au foyer ne peut être généralement rationnelle qu'envers les deux variables à la fois , comme je l'ai ci*dessus annoncé afin de prévenir une vicieuse routine. Mais , pour toute équation du second degré où les variables sont séparées, on voit ainsi que la directrice est toujours perpendiculaire à l'un des axes géométriques de la courbe , conformément à la discussion directe du n» 23 , et la distance de* vient rationnelle en fonction d'une seule coordonnée. D'après cela , on pourra procéder alors plus simplement à la détermi* nation du foyer, et ensuite de la directrice , en ayant égard à l'équation de la oonrj^e par la sutystit^tion naturelle de j^ en ^ ou a: en j^ dans la formule
qu'il s'agira Qnalemept de rendre un carré parfait, quand on l'aura convenablement développée par rapport à Tunique variable conseryée. Or, cette question algébrique ne saurait oflrir aucune difficulté essentielle, ni exiger aucun calcul pénible. La fonction ainsi (oitmée $en d'tfbord jrratioradle (^dînair^P^t :
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il ffqdra (kmc y détroire préalablemeat on tel obstacle analy-* (iqil0, oe qui teadra à détermiaer l'une .de$ deux coostantel 8, g i V^utipe m datca*wipera eosoite d'^rè» la coii4itiQn é)é« utilitaire pour les carrés trinômes.
Cette méthode subsidiaire , dont nous ferons naturellement m gnfld usage * n'a d'antre inconvéoiont propre que rinoarli^^ Me prîii)itiT0 sur le mi sans de la directrice , que l'on sait Mslaiiiant devoir fitye alors paraître à l'un des deux axes eoor« dannss* Il en résulta algébriqueme&t l'iAlifation d'exécuter allaroativemeut les imx substitution! de >- en ^ et de ^ en jr^ qi|j durant d'abord semblar iodifféreut», et dont une leuli jofUPtant oooTieot à la solution actuelle, laquelle pourrait dono ééapper à l'adoptioii arbitrair» d'une substitution unique. Mais, malgré eette dwble opération alg^riqua , une telle né^ thode n'en coni^ituera pas moina baUtuèllement , envers lea «a qoî s'y rapportent , une utile simplificaatioa de la naardie géoérale.
CHAPITRE IL
THéoiieaelaparalMls»
17. L'écpMion r^ r^^nw^ U yloa aioipla de toutes ceUet dont la parabole soit ausceptiUe , eat d'abord ^è|rpropre h doih M ^la idéia fort nette delaft^me générale de isette ligne. Sa ^iMnmnsi dir eete montre que la courbe , aymétriqu^ mifm de
l'axe des x y s'étend indéfiniment dans le sens des abscisses de même signe que la constante m , que nous supposerons habl-
tâaKBM»! poUtUre, aana jouais pé»é<|«r de l'autr» MA de
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l'axe des>-, et en s'écartant de plus en plus des deax axes à la fois, mais moins rapidement du premier qne du second. Outre que le degré indique déjà suffisamment la direction effective de
la courbure, le coefficient angulaire de la tangente, tang a =r --,
constate éyidenunent que la parabole est toujours concaye vers son axe, auquel elle tend graduellement à devenir parallèle, quoiqu'elle n'y parvienne jamais exactement; en sorte que ses deux branches divergent de moins en moins entre elles tout eu s'écartant de plus en {dus , et seraient parallèles à l'infini. Cette tendance contmue) et l'absence correspondante d'asymptotes rectilignes, doivent empêcher de jamais confondre, môme à l'oBil , l'aspect d'une parabole avec celui d'une demi-hypâ*bole , quelque grossier que soit leur tracé respectif : la courbure totale est , par suite , plus prononcée dans la première figure que dans la seconde , puisque l'ensemble de son cours y fait varier davantage la direction de la tangente.
Si l'on voulait ainsi construire réellement les divers points du lieu , il suffirait de combiner avec chaqae abscisse une ordonnée égale à la moyenne proportionnelle entre cette abscisse variable et la longueur constante m, qui caractérise individuellement chaque parabole , et qui , à ce titre , est spécialement qualifiée de paramètre. Réciproquement , on peut obtenir, sur une parabole déjà tracée, la grandeur effective de son paramètre, presque aussi facilement qu'on trouve graphiquement le rayon d'un cercle , en le concevant , d'après l'équation fondamentale y^ = mx , comme la distance à l'axe de l'extré- Inité de là corde menée du sommet isons un angle de 45^. Tout autre point du lieu déterminerait également cette constante ,
suivant la loi m s *^ ; mais celui-ci offre l'avantage d'une
constractfon beaucoup plqs simple, qui mérite de devenir
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familière, pour que l'image du paramétré ne se sépare jamais de celle de la courbe.
£nGii, la parabole étant, après le cercle, la plus simple de toutes les courbes , il conyient de remarquer, au sujet de cette équation, le mode facile d'après lequel on pourrait déduire l'une de l'autre , en se rappelant que les longueurs des diverses cordes circulaires menées d'un même point sont liées à leurs projections sur le diamètre correspondant de la même manière que les ordonnées paraboliques dépendent de leurs abscisses. Si donc on prolongeait les ordonnées NP d'un cercle relativement à un diamètre quelconque OGA ( fig, 70 ) de manière à les rendre égales aux cordes correspondantes ON, les points M ainsi obtenus formeraient une parabole, dont le paramètre so^it égal au diamètre du cercle , et qu'un tel tracé étendrait seulement jusqu'au point D » qui , suivant l'indication précé* dente , sert à marquer commodément le paramètre. On conçoit d'ailleurs qu'une telle relation de la parabole au cercle , pleinement conforme à la commune absence de condition de similitade, ne contredit pas réellement notre notion sur le nombre de points déterminant ; puisque la position de la parabole doit
alors exiger une constante de plus que celle du cercle , afin.de fixer le point d'où procède cette construction.
98. Après cette interprétation directe de l'équation simplifiée delà parabole, considérons successivement les diverses propriétés caractéristiques qui , suivant nos méthodes générales, en constituent des conséquences plus lointaines , en commençant par les propriétés focales.
Les variables se trouvant séparées dans l'équatioa ^'= m x , il faut y appliquer la méthode subsidiaire expliquée à la fin du chapitre précédent, pour déterminer le foyer par substitution de jr en ^ on, rédproqaemait , dans la fonction («xr— a)*
+(y^ey ou
# qui doit ainsi devenir un carré parfait. Par la première sabsti-
tation 9 on a
€? = a:» 4- (m— 2a) j:— 26 V^i73wr+ (a* +6*) ,
ee qoi montra d'abord que Ifi foyer doit être sn^ Tan , afinipifi iP soit rationnel par l'annulation de 6. Cela pos^ « la fonotiw devient x*J^^{m'^ûa)x^$? s et , en y appliquant la ocmditioii
connue pour les trinômes carrés , on trouve a=- m. Il exista
donc , en effet , sur l'^^^e de la parabole , un unique foyer, à i|ne distança du sopoQiet égale an quart du paramètre. Sa
distance rationnielle à up point quelconque de la courbe devient
ainsi dsa x-^-rm ; et , en l'anoolant , oi| vcdt que la djiw
trice est une perpendiculaire à Taxe , pareillement éloignée du
sommet, mais en sens inverse : le rapport spécifique l/p^-^j' est ici évidemment égal à l'ui^ité. Tel est le mode pleinement naturel suivant lequel , la notion générale de foyer une fois admise , l'analyse fait graduellement ressortir de l'équation des courbes du second degré limitées d'un côté et illimitées de l'autre leur conception géométrique comme engendrées par un point toujours équidistanl d'un point .fixe et d'une droite fixe.
Si , au contraire , on substituait x en^, on ne pourrait que confirmer, sous une autre forme , les résultats précédents. On aurait alors , en effet ,
Qmrfque cette fonction soK spontanéâMot ratioMeUt , la eonh dition préakbla é se 0 n'y est pas mnins indispensaU» pour qu'elle puisse devenir carrée : car, sa racine divant 4ti^ dfi
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second degré, doit d'aillenni manquer da terme da premier degré , puisque le polynôme lui-même n'eu contient pas da troisième. D'après cette première détermination , la fonction so
rédait au trinôme^ + A _ 2 1\ y+0L\ qui , en achevant
f opération , reproduira , aussi clairement que ci*dessas , la
condition a = ^ m. Ce second mode algébrique de la méthode
mnxiliaire des foyers n'aboutit donc , comme on devait le pré- Toir, qu'au retour du premier résultat, sous une forme d'aillears peu convenable , puisque la fonction </, étant alors du second degré, ne comporterait plus directement l'interprétation géométrique qui constitue la principale base d'une telle théorie.
Pour se ^mieux familiariser avec la position du foyer, et par suite de la directrice , il faut remarquer que son abscisse con- Tient à une ordonnée parabolique qui en est le double , et d'ailleurs égale au demi-paramètre. De I4 résultent de nouvelles maniées d'envisager )e paramètre d'une parabole , soit comme la corde perpendiculaire à l'axe menée du foyer» soit comme la double distance du foyer à la directrice. ^
Il serait superflu d'insister ici sur les facilités évidentes que procure la propriété focale de la parabole pour décrire cette courbe par points ou par un mouvement dxmtipUt
99. Bajrmi les nombreux prcdsilèmes relatib h la détermination 4e la parabole d'après des conditions pvopras an tofmp oa à la directrice , et dont la solution analytique n^ sanrait maintenant offrir aucune difficulté essentielle au lecteur suffisamment imbu de nos principes généraux , je me bornerai à considérer spécialement , soit à titre d'exemple caractéristique , soit à raison de son utilité réelle , celui où Ton donne , avec deux points de la courbe , son foyer ou sa directrice.
Dans lô premier cas , cette question de géométrie abstraite comporte une préciease destination astronomique , pour déterminer le cours d'une comète d'après deux positions observées , en adoptant rbeureuse approximation parabolique spécialement appliquée par Newton à la seule partie de l'orbite qai puisse être habituellement yisible. Supposons donc qu'il s'agisse de faire passer en deux points donnés une parabole ayant un foyer donné , qui , en une telle application céleste , serait le soleil. La propriété focale fera trouver aisément une solution graphique, consistant à construire d'abord la directrice, comme tangente commune aux deux cercles qui , ayant leurs centres respectifs en ces deux points ^ se couperaient à ce foyer : cette droite une fois trouvée , l'axe , le sommet , et le paramètre de la parabole en résulteront sans diflBculté. On obtiendra ainsi deux paraboles , ordinairement très-diflférentes de position et même de grandeur, entre lesquelles les indications astronomiques dissiperaient facilement toute indécision. Cette construction indique d'ailleurs , conformément à la nature du problème , que la question ne saurait offrir d'autres cas d'impossibilité que ceux qui tiendraient à la coïncidence de Tun des points donnés avec le foyer ou à la situation des deux points en ligne droite avec le foyer et dutnéme côté.
La solution analytique ne peut présenter aucun embarras, puisqu'elle se rapporte à des conditions déjà spécialement formulées. Si les axes sont disponibles , on la simplifiera beaucoup en plaçant leur origine au foyer donné, et dirigeant l'un d'eux vers l'un des points donnés. On aura alors l'équation
y+x*= {px 4- 2r + r)%
où le caractère parabolique donne d'abord la relation /''H^'» 1 » Quant aux deux autres conditions propres à déterminer ks constantes inoonnues p^ 9, r, elles seront, d'après les deux pas^ sages.
QUATRiillB P4MIB, CH^FITES BEUXIËMB. 317
Gdmme les prenûers membres de ces équations , rdatifs aait distanees y! et a" de ces points au foyer, sont entièrement connos, on pourra ramoner ces deux équations au premier degré, sous la forme
et dès lors^on y rapportera facilement p et 9 à r, qui se déterminera finalement par une équation du second degré, résultée de h condition primordiale p''^q^:=zi.
A l'occasion de ce problème , je crois devoir établir sommairement une importante notion de philosophie mathématique , jusqu'ici très-confuse , sur la nature des divers symptômes analytiques de l'impossibilité ^qu'une aveugle routine algébrique conduit trop souvent à croire indistinctement annoncée par Fimaginarité des inconnues, quoique le mode doive nécessairement varier suivant les cas. D'après l'harmonie fondamentale qui doit toujours régner , en mathématique, entre lesappréciar lions concrètes et les indications abstraites , on peut constamment prévoir de quelle manière l'impossibilité devra être analytiquement manifestée, suivant une judicieuse discussion spéciale , destinée à discerner si les conditions qui la caractérisent sont vagues ou précises \ c'est-à-dire , en d'autres termes , si elles correspondent à une simple inégalité ou à une véritable relation d'égalité. L'anedyse conduira nécessairement , dans le premier cas , à des valeurs imaginaires, à moins que les valeurs négatives ne fussent pareillement inadmissibles , ce qui arrive rarement en géométrie. Quant au second cas, le symptôme analytique devra changer de nature, et consistera en certaines Tdeurs réelles spécialement exclues^da sujet $ le plus souvent
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cette exclasion déterminée se bornera aux yalears nulles oa infinies. Tel est le principe philosophique qui doit toujours dominer la discussion effective des solutions analytiques relatiTés à un ordre quelconque de recherches concrètes.
En l'appliquant à la question actuelle , on reconnaît* aussitôt que tous les cas d'impossibilité y sont de nature précise, et que, par conséquent, leur indication algébrique doit résulter de valeurs réelles inadmissibles. Si Tinconnue principale est r, qui désigne géométriquement la distance du foyer à la directrice, il n'y aura d'exclusion que pour les valeurs 0 et oo . C'est donc par Tune d'elles que'J'impossibilité sera toujours annoncée, et jamais d'après l'imaginarité, quoique l'équation en rsoit du second degré. L'examen de la solution graphique montre d'ailleurs que cette indication résultera ici de valeurs nulles y et non de valeurs infinies. J'engage le lecteur à confirmer algébriquement une telle prévision rationnelle.
Relativement à ce premier problème , il convient de remarquer, mais uniquement pour l'application astronomique, l'utile simplification que recevrait la solution analytique, si l'on y employait l'équation polaire de la parabole autour du foyer, établie au n"" 23, et qui dispenserait spontaoément de formuler la condition la plus difficile. Avec les notations actuelles , cette équation serait
1— COS(94-a)'
en la modifiant , suivant l'esprit de la question , de manière à diriger arbitrairement l'axe polaire. Le passage de la courbe aux deux points donnés fournira aisément la détermination des deux constantes, linéaire et angulaire, propres à ce type analytique , et qui fixent , l'une la grandeur , l'autre la direction, de la parabole cherchée. En conduisant l'axe polaire vers l'un de ces points ; on aurait ainsi les deux relations
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1— CO»(fH-a)* 1— CW*^
d*ôà 9 en éliminaot m^ on oonclora , pour Fangle a ^ Tèquation
trigotaométrique
1— cosa u"
dont la résolution se simplifiera beaucoup en Introduisant les démi-angles, et fera connattre la double inclinaison de Fate dé la patabolé i$ur uû tel axé polaire.
Supposons maintenant que le foyer donné soit remplacé par la directrice ; la solution graphique se renversera facilement , en construisant le foyer d'après Tintersection des cercles déjà considérés, et dont les rayons seront alors les dislances des détix points à la dircctrieé donnée. Il en résultera encore deux {laraboles inégales, quoique parallèles. Quant aux cas d'impossiirilité , ils y consisteraient d'abord ddnà le passage de la directrice à Tun des points donnés, ou dans sa perpendiculaTité à la droite qui les joint ; mais^ outre ces hypothèses relatives à des conditions précises , la question comportera d'autres exceptions, de nature vagué, lorsque, par exemple, la directrice tombera entre ces deux points , on , en général , si ceux-ci sont trop écartés.
La solution analytique sera très-simple, si la disponibilité des axes permet de prendre ta directrice donnée pour Tun d'eux , en dirigeant l'autre vers l'un des points donnés. Dans cette hypothèse , Téquation .focale devient
et les deux passages y détermineront aisément les coordonnées inconnues du foyer d'après les relations
««-j.6«_2«:c^— 26y+y" = 0, a"-f 6'-26y'+/'•=05 dont la soustraction fournirait une équation du premier degré
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en « et 6, de œsoière à oandnire i»<Hnpteiiieiit à une éqnatioii finale da second degré en « , par exemple, distance du foyer à la directrice. La première classe de cas d'impossibilité s'y annoncerait naturellement par des valeurs nulles , et la seconde par rimaginarité.
En supprimant l'un des deux points donnés, chacun des deux problèmes précédents deviendrait indéterminé, toutefois suivant la juste mesure qui comporte la recherche des lieux géométriques; en assignante non des positions fixes, mais d'invariables trajets, aux divers points inhérents à la parabole. Le lecteur pourra donc , à ce sujet , s'exercer à découvrir des lieux plus ou moins remarquables , surtout ceux du sommet^ ou du point paramétrique.
100. Considérons maintenant les propriétés de la parabole quant aux tangentes. En un point quelconque {af^ y') de la courbe j^' = mJt , la tangente aura pour équation , suivant la théorie générale ,
Pour en déduire sa construction , il suffit d'y chercher , en faisant y = 0 , l'abscisse du point où elle rencontre l'axe , et on trouve x=± — a/ ; en sorte que ce point T {fig, 71), et le pied P de l'ordonnée sont toujours équidistants du sommet. Ou énonce communément ce résultat en disant que , dans la parabole, la sous-tangente TP est constamment double de l'abscisse du point de contact. Mais la forme la plus remarquable sous laquelle il puisse être présenté , consiste à reconnaître que la soitë-normale PN est toujours égale à la moitié du paramètre : car , en toute courbe , lo triangle rectangle TMN montre que Fordonnée est moyenne proportionnelle entre la sous-normale
y* et la sous-tangente , d'où PN = ^ 5 or ici TP = 2x', donc
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NP = r-y = —. De là résulte , en sens inverse , une nouvelle
manière d'envisager le paramètre de la parabole , ainsi rattaché à une tangente quelconque » comme double de la sous-normale.
Àa sujet de ce théorème , il convient de remarquer une conséquence spéciale , relative à la première ébauche spontanée d'une importante notion gé(Hnétrique , que l'analyse transcendante peut seule d'ailleurs convenablement établir. En considérant une normale de plus en plus voisine de l'axe de la para* bole, on voit ainsi que le point N où elle le coupe , quoique se rapprodbant toujours du sommet , a pour limite le point G , deux- fois plus éloigné que le foyer F ; cette extrême position deyiendrait donc ici le centre du cercle qui , suivant l'indication générale du n* 44 , aurait en O le plus intime contact avec la courbe. Sous un autre aspect , le chemin normal dirigé suivant Taxe, à partir d'un point situé dans la concavité de la parabole, serait un minimum ou un maximum selon que ce point de départ se trouverait avant ou après cette limite G.
Le théorème fondamental que nous venons de remarquer, sous diverses formes , pour la tangente à la parabole , acquiert une nouvelle importance géométrique quand on le combine avec la propriété focale. Car, cette relation OT=:OP, donne aussitôt
FT ou OT -j- r/7*= FM ou j/4" 'i^' donc les angles opposés
FMT et MTF sont constamment égaux. Ainsi , la tangente à la parabole est la bissectrice de l'angle formé par les deux droites menées du point de contact , l'une au foyer, l'autre perpendi- Virement à la directrice. En remarquant d'ailleurs que ces deux droites MF et MQ sont constamment égales , il s'ensuit qne la tangente est toujours perpendiculaire sur le milieu de h dn^te FQ , qui joint le foyer à la projection du point de QOQttct sor la directrice : ce milieu devant San» cesse tomber
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en K , oa TOit aassi, comme nouvelle forme de la tnéme i%latioii) qne les projections du foyer sar les diverses tadgentes forment nne ligne droite , ijùi est la tangente au Sommet.
Physiquement envisa^ëë , d^d^irès la loi gétléMë dé la 1-éjQeiLion de la lumière ou de la chaleur , cette importante propriété géométrique explique directement Fidée de concentraU<m ealoriOque que rappelle spontanément le nom de foyer. Car ; tout rayon de lumière ou de chaleur qui tomberait sur la parabole, parallèlement à son axe , devrait ainsi se réfléchir toujours vers le foyer , pour maintenir l'égalité nécessaire entré les angles de réflexion et d'incidence formés avec la tangente; De la parabole 4 cette propriété s'étendrait évidemment au paraboloïde résulté de sa rotation autour de son axe .• en sorte qu'un tel miroir est propre à èoneentrer en un point unique la chaleur que reçoit sa concavité totale dans une même direction , sauf l'inévitable affaiblissement qu'occasionne toute réflexion. En sens inverse, un semblable réflecteur est souvent employé , surtout pour les phares j à rendre parallèles tous les rayons qui divergent d'un même point; ils peuvent d'ailleurs être ultérieurement concentrés en un antre point , d'après une seconde réflexion analogue , conformément à une célèbre expérience thermologiqne.
Quant à l'usage purement géométrique d'une telle propriété, elle ottre directement l'avantage de s'adapter indiiîëremmeni à la construction de la tangente , dans les trois cas ëlémenUlin^ qui s'y rapportent communément^ selon que l'on donne le point de contact, ou la diret^tion, ou un point extérieur. Pour le premier cas , il suffit d'élever une perpendiculaire sur le milieu K de la droite FQ précédemment définie. Il est aisé dé vérifier spécialement , à la manière des anciens , qu'une telle p«*pendiculaire aura , en efiet , hors de la parabole tous ses p<^t8 autres que M i puisque l'un quiconque K d'entre euxf
QITATRIÈIIB PARTIS y GHAPITRII DEUXIÈME. 29$
98 frotiyaiit Ainsi éqaidittant de F et de Q , sera nécestaitement plus rapproché de la directrice ({Ue da foyer, et dès lors esté** riev à la ooarbe. La détermination des tangentes à la parabole ne pottTait donc ^ sons cette forme, oflh^ir aux anciens ancnne iifficnlté ess^tteUe ^ aussitôt qu'ils ont pu procéder d'aprèa la INTopriété focèlô, qui ^ dans leulr mode d'étbde» a dû consti^ ioer, à toas égards ^ le pHacipal obstacle propre à la théc»rië dfes sectio&s coniques^
8i ftainteuatit on veut traœr une taugetite parallèle à une Aotte donnée , la droite FQ se trourera Immédiatement déter^ miiiaMe ^ et par suite là construction précédente s'appliquera égatement, sans même que Viht^^efltiofi graphique de la parabole soit indispensable pour marquer le point dé contact^ qoi sera suffisamment assignable d'après sa projeclite Q sar la directrice. Quant à la solution analytique du même problème , stte co^sterait d'abcHrd à trouver ToMonnée , et dès lors l'abscisse , du point de contact , en renversant la loi primor-
diale tang a = — ;. Mais on peut aussi traiter directement cette
qaestion , d*après le principe des racines égales , en cherchant la relation du coefficient linéaire au coefficient angulaire qai rend la droite^ = ax -f 6 susceptible de toucher la courbe
f-szLmx : on trouve alors * = r- ; d'où résuUe l'équation
qu'il importe de remarquer comme là plus propre à caractéri* set une tangente quelconque à la parabole, quand la nature des queltidns étigefâ que cette tangente soit surtout considérée Misant sa direction et indépendamment de son point de contact. Enfin , lorsque là tangente doit partir d'un point extérieur Kç k ûM\è FQ petit encore se retrouver aisément ,T[)uisque le
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point Q, tonjoars sitaé sarla directrice, est d'ailleurs à une distance de ce point N égale à NF ; en sorte qn'il résultera de rintersection de la dîrectf ice par le cercle décrit da centre N avec le rayon NF. Cette rencontre, nécessairement 'double, A le point donné N est Traiment en dehors , déterminera donc les deux droites snr les milieux desquelles doivent être perpendtcnlaires les tangentes cherchées , dont la construction s'achè^ Tera dés lors comme ci-dessus. On peut remarquer, à ce sujets que si le point N appartenait à la directrice , ces deux droites auxiliaires , et par suite les deux tangentes , seraient nécessairement rectangulaires : ce qui permet d'enyisagér la directrice comme décrite par le sonunet d'un angle toujours circonscrit à la parabole.
La solution analytique du même problème ne présente aucune difficulté y d'après les explications générales du n"* 41 , pour trouver les coordonnées du point de contact , en oombmant les deux équations
Mais si, sans opérer Tèlimination, on voulait construire le résultat en coupant la parabole donnée par le lieu qui correspondrait à la première équation où x^ cl y dé viendraient variables, il faudrait d'abord la transformer à Taide de la seconde , afin d'éviter le lieu parabolique qu'elle fournirait spontanément. Ainsi réduite au premier d^é , cette équation
représenterait la droite qui joindrait les deux points de contact cherchés. II n'est pas inutile d'y remarquer : i^ que le point où elle rencontre l'axe de la parabole resterait invariable si le point de départ des deux tangentes se déplaçait perpendiculairement h cet axe, et aussi envers une autre parabole ayant même
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axe et même sonufiet ; puisque Tâbscisse — a de ce point est indépeadante de 6 et de m; 2o que son intersection avec l'axe des y ne changerait pas si le point de départ se déplaçait en ligne droite aTecle sommet; 3" qoe la direction de cette corde des contacts demeurerait la même si ce point donné se déplaçait parallèlement à Taxe. Ces petites remarques ofirent , intrinsèquement , peu d'intérêt , et encore moins d'importance : mais eUes peuvent servir à rendre plus sensible aux commençants l'exacte interprétation géométrique des résultats algébriques , considérés même relativement aux éléments qui n'y entrent pas.
Au sujet d'une telle construction des tangentes menées d'un point extérieur à la parabole, je dois signaler une propriété plus essentielle, commune aux trois courbes du second degré , et tendant à déterminer directement la corde des contacts, d'après deux sécantes quelconques tirées du point donné. En joignant , d'une part latéralement , d'un autre part diagonale* ment, leurs quatre intersections avec la courbe, il en résultera deux couples de droites, qui, par leurs rencontres respectives, détermiineront finalement deux points, toujours situés sur cette corde, et dès lors sufSsants pour la tracer, de manière à en déduire les tangentes cherchées : ce qui constitue certainement, à cet égard, la plus convenable de toutes les solutions graphiques où l'on fait intervenir la courbe. Comme la rencontre des lignes transversales ne saurait jamais manquer, le théorème conserverait toute son efficacité si les lignes latérales devenaient parallèles , puisque la droite cherchée aurait alors la même direction. Je laisse au lecteur l'exécution , et même l'institution , des calculs un peu longs qu'exige la démonstration analytique de cette proposition remarquable, dont l'origine effective est peu connue. Le principal embarras consistera îi décider w, dan^ le choix des axes les plus propres à
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simplifier ane telle opération , on doit prtférer la ^os sinaple équation des trois eoarbes du second degré y^ ^ mx+rus^y sauf à compliquar les équations des deux sécantes initiales ; oa, an contraire , aroir essentiellement en vue les simplifications relatives à ces deux droites, snrtout en les prenant pour axes, à la cliarge d'employer envers la courbe l'équation la plus générale ay-^bxy-^-cx^-^dy^exzzzi. Si cette délibération préalable est heureusement accomplie , cet exercice analytique deviendra peu laborieux.
101 . Parmi les nombreux problèmes auxquels peut donner lieu la considération des tangentes à la parabole , je me bornerai à signaler spécialement , comme types , la détermination d'une parabole d'après deux tangentes , ou une seule et un point , conjointement avec le foyer ou la directrice. La solution graphique consistera surtout, de même qu'au n'^ 99, à construire d'abord la directrice ou le foyer. Si la parabole, ayant un foyer donné , doit toucha deux droites données , il est aisé de voir que chacune d'elles indiquera un point de la directrice, en prenant, par rapport à elle, le point symétrique du foyer ; si l'une de ces tangentes était remplacée par un point , la directrice devrait toucher le cerde qui, y ayant son centre , passerait au foyer : on aura donc , en Tun ou l'autre cas, la directrice, et par suite tout ce qui concerne là parabole , en joignant deux points, ou en menant d'un point une tangente à un cercle; l'impossibilité proviendrait, dans la premi^e question , dq conditions précises, tendant à faire passer la directrice au foyer, et, dans la seconde, elle pourrait, en outre, résulter de conditions vagues , relatives à la situation du point intérieurement au cercle. Quand la parabole devrait , au contraire, admettre une directrice donnée , chaque tangente indiquerait un Heu du foyer, savoir la droite formant avec elle un angle égal à cdni qu'elle-même ferait avec cette directrice ; et dés lors le foyer
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Ifési^teF^it 9)8<§i^eBi ou de la rencontra d^ de\ÈX pareilles dtoiM? OR de i'ialei?$^ctiQQ de l'iui^ d'i^Uespar le cercle iangeai à )$^ Air V^lti^ qoi aurait poap centre un point donpé de la courbe.
La sqIi^Moii .a^aljFtîque de ce$ prpblèmes ne saurait mainto- ^sff^t f^ix mmm di(Kca}té d'înstjtation , d'djN^ès 009 principes généraux, ni miâmp dgcnn embarras d^xéqntipn, enisbûisissant
con^enabtement les axes : les indicatipus f^écédentes y feiront d'ailleinrs aisément prévoir la nainre algi^rique des divers Sf f^pU^es d'impossibilité , qne les conupencants ponrront uii- ^ûoeui v^iQer. Si , par exepp}^ , la directrice ast dopnée , et q^'on y plaoa Taxa des j^, l'équation de la parabole s«?a, ooaunp nun^^^o,
Dès lors, pour y formuler le contact d'une droite y=sax sur laquelle on aurait choisi Torigine, le principe des racines égales fournira la relation
En éeartani toute autre condition , la pars^le serait indéterminée, mais susceptible de lieux , parmi lesquels celte relation indique spontanément celui du foyer : il est aisé d'y recennattre la droite ci -dessus introduite. Ge cas e^ remarquable par la i|9Jlare ^niforménient rectiligne de tous ces \}^Wf 9 ÇPffiQ^^ 1^ lecteur peut facilement le constata en passant analy tiquement de ce lieu immédiat du foyer à ceux qui en dériveraient , plus ou oKMins indirectement , pour le sommet , le point paramétrique 9 etc. Une remarque générale , utile à signaler ici , à cause de son ^cacité en divers autres cas analogues , explique aussitôt cette particularité , d'après le principe géométrique qui gert de meilleure base à la théorie analytique de la similitude des courbes : car, les courbes ici comparées étant toujours semblables , d'ailleurs placées parallèlement à cause de la di-
rectrioe comiiiunc» et ayant, en outre, pour centre évident de similitade on d'homologie rintersectkm de cette directrice avec la commune tangente , tous les lieux qui s'y rapporteront seront nécessairement des droites dirigées vers ce point.
Le plus intéressant , à tous égards , des lieux très-multipliés que produirait la parabole considérée quant à ses tangentes , consiste dans la cissoïde , résultée de la projection du sommet sur les tangentes. En discutant directement une telle définition , il est d'abord aisé d'y reconnaître une courbe nécessairement syméb'ique autour de l'axe de la parabole, commençant an sommet où elle toucbe cet axe , et finissant à la directrice qui Ini est asymptote : cette dernière condition résulte de ce que , la projection d'une distance étant au plus égale à sa longueur, la projection du sommet sur une tangente quelconque ne peut jaipais s'écarter de celle du foyer, que nous savons appartenir toujours à la tangente au sommet , que d'une quantité au plus égale à la distance du sommet à la directrice ; une telle prévision est d'ailleurs en harmonie avec la notion de la directrice comme lieu des intersections des tangentes rectangulaires. Si maintenant on dierche l'équation du lieu proposé, soit d'après l'équation de la tangente relative au point de contact, soit d'après celle qui se rapporte à sa direction , on trouvera très-
facilement l'équation y= — — — , où l'on reconnaît aussitôt
la cissoïde annoncée. En renversant cette importante liaison entre deux courbes que l'on croit d'ordinaire fort hétérogènes , on pourrait déduire la parabole de la cissoïde , comme tangente au système des perpendiculaires menées , en chaque point de celle-ci , aux cordes parties de l'origine : mais cette inversion , où il faudrait analytiquement revenir de l'équation générale
des tangentes paraboliques ^=£zx+ — à celle de la courbe
QUATRIËHE PARTIE, CHAPITRE DEUXIÈME
eorrespODdante exigerait nécessairement l'analyse transcendante. Au reste , une telle connexité mutuelle doit peu étonner entre des courbes qui, au fond, découlent d'une même source géométrique -, puisque nous avons remarqué , au début de ce chapitre , que la parabole peut dériyer du cercle tout aussi directement que la cissoïde , quoique suivant une tout autre k>i.
Quant aux lieux , en quelque sorte inverses , résultés , au contraire , du déplacement de la parabole elle-même envers certaines tangentes , je me bornerai à considérer, œmme type, edai qui correspondrait au sommet d'une parabole invariable nrne de manière à toucher constamment deux droites fixes, que je supposerai, pour simplifier, rectangulaires. L'appréciation directe d'une telle définition indique aisément une courbe symétrique autour de ces deux droites , et même de leurs bissectrices , surtout en considérant que la directrice doit, à raison de la perpendicularité de ces tangentes , passer toujours à leur intersection : un examen plus attentif démontre aussi que ces deux droites doivent être asymptotes du lieu cherché, puisque, leor rectangularité ne permet à chacune de contenir le sommet qu'aatant que l'autre s'en éloigne à l'infini. Pour trouver l'équation du lieu , la marche la plus analytique consisterait à partir deFéquation focale de la parabole , afin d'y formuler les deux contacts et ensuite le paramètre. On abrégera un peu l'opération si , plaçant les axes selon les deux droites fixes , on remarque le passage nécessaire de la directrice à l'origine : l'équation sera ainsi
eny supposant/>"+gr'=l, vu le caractère parabolique. Il suffira dès lors d'y exprimer le contact avec l'un des axes , ce qui donnera la relation {i—p^)^*==p^a. Quant au paramètre donné
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m^ en le ooncevant double de la distaBoe fia fojrev à la dhree*
trice, on aura la nouYclle condition p^'\-q^^=-^^f qiû , oom-
binée ayec les deux précédentes , permettra d'éliminer péLq^ en conservant a et €. Le lieu du foy^ étant ainsi trooyé , ûd en déduira celui du sommet , en regardant ce point comm situé à la fois sur la courbe et sur la perpendiculaire menée da foyer à la directrice.
Un autre mode , moins complètement analytique que le prèr cèdent , mais plus simple , et d'ailleurs assez général poot étft imité envers toute autre courbe invariable mue autour à^ deux droites fixes, consisterait à procéder par inversion, en supposant la parabole immobile , afin de chercliep, d'après sa |di|i simple équation , la relation constante entre les distances de son sommet , de son foyer, ou de tout autre point singulier, à deux tangentes rectangulaires quelconques. En prenant , poor
Tune d'elles , réquatlon^=ax-f-r-, alors éminemment convenable , celle de l'autre serait donc j^ = x --. Leurs
distapces x', y, à l'origine, qui deviendraient Spalement , envers les ^xes déj^ indiqués, le^ poordonnées dn U^u du sommet , seraient exprimées par les deux f ormi^les , w . ma
entre lesquelles l'élimination du coefficient variable a fournirait aisément l'équation cherchée.
Cette seconde solution , dont le principal avantage consiste à dispenser spontanément de formuler l'invariabilité de la courbe mobile , pourrait être présentée sous une autre forme , essentiellement équivalente , d'après les formules relatives à la transposition des axes , en exprimant , dans i'équation y= mx
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atesi généralisée, les deox conditioos de contact envers les noaveaux axes ; ce qui permettrait , par rélimination des trms ooasfantes auxiliaires , d'obtenir une équation finale entre les noayelles coordonnées d'an point quelconque dont les anciennes seraient connues. Mais cette transformation analytique du mode précédent diminuerait sa simplicité , sans pouvoir, au fond , rien ajouter à sa généralité réelle.
102. Tous les problèmes sur les tangentes peuvent suggérer autant de nouvelles questions envers les normales. Quoique ces dernières recherches soient nécessairement assujetties aux mêmes principes que les premières , ce qui dispense d'jr insister beaucoup ici , leurs résultats seront cependant [dus compliqués ; ainsi , par exemple , tandis que le lieu des intersections des tangentes rectangulaires est , pour la parabole y une ligne droite , celui qui correspond aux normales respectives est une oourbe, que j'engage le lecteur à chercher. Je me biwnerai à considérer spécialement le plus important de ces nouveaux prcAlèmes, consistante mener une normale par un point quel* conque du plan. Sa solution analytique revient à déterminer le point correspondant de la parabole , d'après l'équation de cette
courbe combinée avec la condition y — 6= (x' — a), qui
exprime le passage de la nonpale au ppint 4onné ^ , ê. On trouve Aifisi , pour l'ordonnée d'incidence, l'équation du troisième degré
qui indique algébriquement l'existence d'une seale ncHmale ou^ de trois, selon les relations des données a, 6. Ces deux cas ordinaires seront séparés par le cas exceptionnel de deux normales , correspondant à l'égalité de deux des racines de cette iquation. En cherchant la relatikm entre a et € néeessaire pour
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cette égalité , soit d'après la méthode employée au n» 43, soit snivant tout aatre mode algébriqae , on trouTera , plus ou moins commodément , l'équation
Son lien géométrique déterminera une courbe d'un eôté de là* quelle il pourra partir trois normales , tandis que de l'autre on n'en pourra mener qu'une seule : il est d'ailleurs facile d'éviter toute méprise à cet égard , même indépendamment des notions algébriques spéciales , en considérant que si 6 était assez petit, et surtout nul, (m pourrait certainement tirer trois normales. Ainsi , la première région est située entre les deux branches de cette courbe auxiliaire , et tout le reste du plan présentera l'autre cas. La courbe, aisée à reconnaître , appartient aa troisième genre de la famille générale des paraboles (n*" 79) , puisque l'équation devient binôme en transportant l'origine en G (fig, 71) , où commence nécessairement le lieu HGH' .- il est facile de constater que sa rencontre avec la parabole correspond à une abscisse OL octuple de celle du foyer.
Une suffisante appréciation de la déflnition précédente peut conduire naturellement à la plus importante propriété de cette courbe auxiliaire , consistant en ce qu'elle touche toutes les normales de la parabole , comme l'indique déjà l'équation envers la première d'entre elles , ou l'axe. Car, si l'une d'ellèis pénétrait dans sa concavité , il partirait évidemment plus d'une normale de tous les points qui s'y trouveraient compris -, puisque, outre celle-là, il en existerait au moins une autre , correspondante à la moitié adjacente de la parabole : or, cette coexistence deviendrait directement contraire à la destination géométrique d'un tel lieu , de la concavité duquel nous venons de constata qu'il ne saurait émaner jamais qu'une seule normale.
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An reste , il serait aisé de yérifier analytiquement une telle propriété , en cherchant d'abord la relation entre aeib propre à rendre une droite indéterminée j^ ^zax-^-b normale à la fsn- Tàbo\ey=mj!:^ d'après l'assimilation à Téquation primitive de
la normale jr — y= {x — a/) , en procédant comme au
n^ 43 pour les tangentes. L'éqnation générale des iu)rmales à
la parabole deviendrait ainsi finalement , envers l'origine G,
f=zax — - ma^ ; et dès lors on pourrait sans di£Bculté consta-
ter, par les voies ordinaires , que , quel que soit a , cette droite
tonche constamment la courbe auxiliaire y'=: -r — jc^.
D'après une telle propriété , chaque point de ce lieu pourrait être conçu comme l'intersection de deux normales infiniment voisines y conformément à ce que nous savions déjà pour le seul point initial (n"* 100). Il en résulterait donc aussi, envers un point quelconque de la parabole, la détermination du cercle le plus tangent possible , précédemment obtenu à l'égard du sommet seulement. C'est ainsi que l'analyse ordinaire peut ébaucher, en certains cas, une éminente recherche géométrique, d'ailleurs essentiellement réservée , par sa nature , à l'analyse transcendante, sans laquelle cette question ne saurait ordinairement acquérir la netteté et la précision qu'elle a pu id présenter exceptionnellement au sujet de la parabole. \
103. Il faut maintenant apprécier une troisième série de propriétés essentielles de la parabole , celles qui concernent ses diamètres : les principales d'entre elles ont déjà été signalées, dans la troisième partie de ce traité , d'après l'équation la plus générale ; en sorte qu'il suffira d'indiquer ici comment elles ressortent , d'une manière plus simple et plus nette, de l'équation spéciale j^'ssmx. En y appliquant notre seconde méthode
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des dMttiètres i cm mémd 1& preibièf e , elle oonddlt trte^àiMâ ment à Téquatioti 2au = m, pour un diamètre <}tielcoilqtie ^ cdrrespotidant à des cordes dont le GoeflScient ângtlliiira est au On toit ainsi dii^ectement qae tons les diamètres de li pimboM sont des lignés droites , parallèles à son axe. Réciproquement ^ toute parallèle à Taxe est un diamètre , relatif à des cordes parallèles à la tangente menée de son uni^e intersection avec là
courbe ; car a^—- , indique le coeifBcient angulaire de la
tangente qui correspond à une ordonnée u. L'axe 6st donc le seul diamètre perpendiculaire à sëis cofdes , et tous les ftùtiissl sont de plus en pins obliques aux leurs à mesure qu'ils s'é^ loignent de lui.
Quand il s'agit de déterminer la parabole diaprés des Conditions relatives aux diamètres , il faut considérer que chaque diamètre donné, isolément de ses cordes, indique seulement la direction de Taxe -, en sorte que la multiplicité de tels diamètrei^ ne saurait constituer aucune restriction nouyelle. Mais il n'en est plus ainsi lorsqu'on donne en même temps ia direction deÉ cordes correspondantes : alors , chacun de ces diamètres fournit
une relation distincte tang«=^, entre sa distance A à l'axe
inconnu et l'obliquité a de ses cordes ; une secondé relation
semblable tanga':= —, déterminerait aiséinent m , ausri bien
que h et h', dont la différence est connue , et égale k la distance des deux diamètres donnés. Après avoir ainsi obtenu l'axè et le paramètre de la parabole , il ne resterait d*arbitraire que la position spéciale de son sommet , que de telles conditions né sauraient jamais fixer ; puisque toutes les paraboles égalée placées sur le même axe ont nécessairement tous leurs diamètres communs envers les mêmes systèmes de cordes : si , dans ce ca^r.
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ol imuulit f éû outre ^ un point de la parabole , m une tangente , il serait aisé de odtripléter sa détermlnatibd.
Oà peat facilement prétoir la forme qne prendrait réqaalion éë la parabole , en choisissant pour axes un diamètre quel* tenqae et la tangente ^^dirëspondante. Car, cette condition dëta&t etcltîre tous lés termes contenant la première puissant de l'ordonnée, le cal^actère parabolique ^*^4<fcc=0 eiijjeMit d'ailleut^ que , TU Tabsence des jcy-^ les àf* manqHsûSëiit aussi } ehfiil, la t)oSi(idn de Torigine sur la conrbé éllpimseMit la dispariticin dû terme cdUstant. Parmi Içs six termes propres aiii êqUâtions da second degré , il n'en pourfait d6bc subsister que deux , et l'équâtidii conserverait né-' ^Mirement la mônië fôt-me y = m'jc' qu'à l'égard des axes 4 qui ne se distinguent , à cet égard , que par leur rettangulâfité; Il défait d'ailtëurs fëbilë de prolonger cette prévision jusqu'à déterminei* d'avance là vdleUt^ du (^araméit'e Variable m'd'aprèë h position dû diàrtiètt^e cdff e^pohdant ^ iiidr pendamment de tout calcul de transposition d'axts : car^ il suffirait ainsi de connaître les nouvelles codi'donhées d'an ëeUl point ; or, cela ne présente aucune difiScûlté ënVërs le sommet, à l'égard duquel la construction des tangentes donne aussitôt x'=:d^ et
y= \/i*4- id" , a Bit désignant les anciennes coordonnées de l'origine actuelle; d'où m!=m+^a. Toutes ce^ indications seront aisément véribées eU exécutant , suivant les formule^
ordinaire^, le passage des anciens axes aux faoûveaux, dont
hi l'un donne X.'=0, et l'autre tang Y'=s --. La loi relative à k
variation du paramètre m! revient évidemment à le concevoir toujours comme quadruple de la distance de l'origine corres^ pondante au foyer ou à la directrice ; en sorte que le para mètre principal m est le moindre de tous ^ en tant qu'il correspond à rorigfne là plus rat>pfochée du foyer t il ftdiait bteu
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d'afllenrs qae Faugmaitation continae de ce coefficiait]eoDftpensât Tobliquité croissante des axes qui s'y rapportent.
Cette nouvelle équation de la parabole doit nécessairement conduire aux mêmes résultats que l'ancienne , pour toutes loi déterminations qui n'exigent pas la rectangularité des axes. Il faut surtout le remarquer envers la tangente , quant à l'extension qu'acquiert ainsi le théorème fondamental : la sous-tangente est double de l'abscisse. La possibilité de l'appliquer déformais à un [diamètre quelconque ^ facilitera la construction de la tanffente , d'abord quand le point de contact est donné , et ensuite dans les deux autres cas élémentaires. Mais la 1<h remarquable propre à Ik sous-normale ne comporte pas une pareille généralisation , parce qu'elle suppose des ordonnées perpendiculaires.
Afin de résumer conunodément l'ensemble des principale; propriétés de la parabole, il convient de les appliquer à une question , d'ailleurs utile , dont toute la dijfficulté réside dans leur judicieuse combinaison. Elle consiste à reconstruire tous les éléments géométriques d'une parabole d'après une portion tracée de sa circonférence. Quel que soit cet arc , on y pourra toujours mener deux cordes parallèles , dont les milieux détermineront d'abord un diamètre , et par suite la direction de l'axe , en sorte qu'il suffirait de trouver un point de celui-ci. Or, le foyer peut être aisément obtenu ; car, la parallèle à ces cordes menée à l'intersection de ce diamètre avec l'arc donné devant être tangente , la propriété caustique de la parabole indiqiiera aussitôt une droite allant au foyer cherché : une seconde tangente , et dès lors un second lieu semblable , sera facile à construire , soit de la même manière , soit par la sonstangente. Le foyer étant ainsi trouvé , on en déduira aisément, l'axe , le sommet , la directrice , et le paramètre.
104. Pour compléter l'étude de la parabole , il ne reste plos
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qsLk y e(Hisidérer ce qai concerne sa quadrature , à laquelle nos méthodes conyiennent directement. D'après la règle gèneraie du n^* 71, le segment parabolique OMP ( fig. 72) sera les deux tiers du rectangle OMPQ, formé par les coordonnées extrêmes, et le segment OMQ en s^a le tiers*. Sous cette dernière forme, ce résultat pourrait être directement obtenu» sans recourir à la méthode analytique, à l'aide d'une comparaison spéciale que je dois signaler. Elle consistée remarquer que, les abscisses croissant ici comme les carrés des ordonnées , les éléments rectangulaires du segment OMP suivent la même loi qi^ les éléments prismatiques d'une pyramide d'égale baotenr^ pareillement décomposée en tranches équidistantes. II suffit d'étendre cette constante analqgie aux limites respectives des deux sommes élémentaires , ^ur en conclure que la quadrature du segment parabolique équivaut numériquement à la cnbature d'une pyramide de même hauteur et de base numériquement équivalente : dès lors , la règle connue sur la mesure de la pyramide conduit aussitôt à celle de ce segment , d'après le tiers du produit de sa base par sa hauteur, conformémait à la théorie analytique.
Arcbimède a découvert cet important résultat sous une forme qui mérite d'être conservée , en considérant Taire ONM, comprise entre l'arc parabdique OM et sa corde. Cette aire se dé-
dmt aisément du segment OMP= ^xy, en retrandbumt le triangle OMP ou - ^^. Or, au lieu de comparer le reste
- x:f au rectangle OMPQ, Arcbimède avait été naturellement
conduit à introduire le triangle NOM, de même base OM que le segment , et dont le sommet N était placé au point où la tangente est parallèle à celte base commune , c'est-à-dire à l'inter-
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élection ie la parabole ^^ftç Ip dj^iy^trc cQrre$poi)<|aqi à )fi
cprdeOAf ; ce pdnt N étaU alors ^sse^ jii^témjsnt pipqipié l(e
sommet propre du «egmept p^raMiqœONM. Pq ^r^ni cetl^e
ompjirgijSQn, lie Lecteur r/sçoi|Dj|Ura sapa 4iffi<^}lA 40e ca a^*
ment est les- da triangle correspondant. L'utilité permanente
d'un tel énoncé consiste dans son extension spontai^ée à l'aire
HJL comprise entre un arc quelconque de parabcde ejL sa corda.
Quelle que soit Forigii^e Q de cet arc, il sufl^t , e^ effet, ^e cou-
peyojr la courbe rapportée au 4iamclre 'et k 1? iapgept^ (|ui f
pasj^apt : comme l'i^quation cpaserve alors la forme mmiiiu
y = m:r, le rapport déduit de celle-ci reste eiioore applicable,
puisque la méthode des quadratures p'exige d'ail)enrs 9H0/^
inent la rectangularité des^H^es. Ainsj^le segmept par^boIi^oiB
UIL est toujours les — du triangle H IL de même base jet de
même sommet.
Notre ithéori^ ,de$ qgadr^ture^ Tp^rnit aisément la ffiesure d£s pr|ifcîp^ii:i: i((^un^e$ profits pw la riérQ]NPP 4e la par^bote;» soit que le segment OMP tourne autour de 0% , pi| le s^imeat OMQ ajitojor de OY. Suirapt la loi de réduction z =y^ la première çubature dépend de la quadrature de la ligne z-=imx',
d'où il résulte , d'après la régla ordinaire, Y == -^. £n compa-
rant ee Tolume à ceini du cylindre produit par la réFolutk» du rectangle OMPQ , on énonce géométriquement ce résultat en disant que le paraboloïde est la n^oitié du cylindre de même base et de même hauteur. Quant au volume engendr/9 par le segment convexe OMQ autour delà tangente au sommef; U convient , aûn (Je ne pas altérer sans motif la notation babiluelle de ;iotre régie , où l'a^e de révolution était suppofi £0ïQC|4er avecpelui des a: , de renvi^ser la situaliop et Té^ua-
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im de la parabole. Dès lors , d'après réqqalion x^^my^ la lof 4a rMacti(m dooiie ici z = —v Pour la ooorbe auulianre, dont la quadrature doit déterminer le volante cherché, qu'on trouve
ainsi exprimé par Y = — j. Pareillem^t comparé au cylindre
circonscrit, il en est seulement le cinquième.
Bei ces deux cubatures, également accessibles à nos méthodes actaelles , la première avait seule été accomplie par Archimède^ et Ton peut assurer que la géométrie ancienne ne permettait pas de trouver la seconde : ce qui est très-propre à faire sentir la supériorité de la marche analytique , qui , même avec des ressources aussi bornées que celles ici employées à cet é^ard , coippoirte spoptanément upe yariété d'^ppUjBfitif^R g^ métrique vuécessairement interdite aux plus éminents efforts da génie antique.
La combinaison de ces deux résultati9 permettrait de déterminer aisément, d'après la règle de Guldin, le centre de gra-
fit^duiegiiiieiit 0119» dont leseoûr^oonées 9enmtaiqsi^.=? ^^,
ClIAPITRE m.
Théorie de l'ellipse.
fdS. Une |ûip ranepée à la fonpe /> hc' + y^' = * >i» et jj ét|9t positifn^ , Féquatipa de Tellipse indique très-dairemeot la figiiire gémërale de cette jcourbe , composée de qualité p9r4îf# identiques, s'étendant d'un axe à Tantre, en se rapprochant du second à mesure qu'elle s'éloipe du preipier. Entre oef
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deux limites , la distance au centre augmente on diminue sans cesse ; en sorte que les sommets de Tellipse sont les points les plus rapprocliés ou les plas éloignés du centre , comme le confirme d'ailleurs la marche des tangentes , d'après le coefficient
angulaire tang a = — ^ , nul ou infini aux extrémités de dut*
que quart. Par ce motif, les diamètres rectangulaires correspcmdants à ces sommets sont justement qualifiées^ de grand axe et petit axe. On facilitera habituellement Tinterprétation géométrique de l'équation , en les y introduisant comme coefficients, k la place des constantes purement abstraites p et q. En désignant leurs moitiés par a et b^ qui indiquent donc les plus
grandes valeurs des coordonnées respectives, on aura/i ss -7,
g =7? , et l'équation s'écrira
5+'t!=l ou ay+6V=a'6^ u 0
Ces deux dimensions caractéristiques , dont le rapport est le même dans toutes les ellipses semblables , sont nécessairement Inégales, à moins que Tellipse ne devienne circulaire : nous supposerons communément a^b.
Si l'on voulait déduire de cette équation la description de la
courbe par points, il suffirait de dégager j^ ^ - i^a'— j:" , pour
construire cette formule par les moyens ordinaires. Mais cette construction peut s'accomplir sous une forme également simple et lumineuse , qu'il importe d'apprécier, en comparant l'ordonnée de Tellipse, à abscisse égale, avec celle z du cercle circonscrit, dont legrand axe serait le diamètre. Car, on auraitains
y: z :: b : a) d'où il suit une l'ellipse dérive du cercle en y diminuant prq[K>r-
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tioDDellement toutes les ordooDccs relatives à un méuac diamè* Ire. Une telle rcdactioa s'opère spontanément quand on pro> jette le cercle sur un plan , que Ton peut toujours supposer , pour plus de facilité , mené du centre : puisque , en rapportant les deux courbes au commun diamètre , résulté de l'intersection de leurs plans , les ordonnées de la seconde seront les projections de celles de la première sous une même obliquité , dbnt le cosinus indiquera le rapport des deux axes de l'ellipse ainsi produite» Le même cercle diversement projette peut donc faire naître des ellipses de toute forme , mais non de toute grandeur, kar grand axe étant toujours égal à son diamètre.
Si l'on comparait l'ellipse au cercle inscrit , ayant pour dia-^ mètre le petit axe ^ on trouverait également , à ordonnée égale, un rapport constant entre les abscisses j: et / : en sorte que l'ellipse dérive du cercle en y augmentant proportionnellement tontes les ordonnées relatives à un même diamètre, aussi bien ^'en les diminuant.
D'après cette double comparaison , la construction de Fèllipse par points, quand ses deux axes sont donnés , s'opère facilement à raide des deux cercles correspondants. Il suflBt de prolonger diaque parallèle à l'un ou à l'autre des axes jusqu'au cercle drconscrit, et de projetter ensuite sur elle l'intersection du cercle inscrit avec le rayon mené de cette extrémité.
Une simple transposition de la proportion précédente,
y:\/a^ — jc* y. bia^ conduit à mie autre descripticm de l'ellipse, par un mouvement cMtinu fort simple. Car, en récrivant
elle indique directement que, de chaque point de FelIipse » on peut mener , entre les deux axes , une droite dont les deux parties seraient invariablement égales kb tia. Ainsi, récipro*- ' quement, quaad une droite invariable glisse entre deux axes
rectangalaircs , chacQti de ses points décrit un quart d'ellipse , dont les deml-ai^es soûl respectivement égaox aux parties oppo* sées de sa longueur : il serait aisé de yérifier spécialement ({ae te ihiliea décrit , en effet , un cercle.
Cette ancienne génération de l'ellipse doit être atijourd'hti^ etivisagée comme un cas particulier d'une dëscHption ré^ inarquàble, qu1l faut ici caractériser sottimalirethënt. ^eiidant ^ti'fane droite invariable glisse entre dent axë^ rectàngdlâires, tin point quelconque qtii s'y trouve inVatriablemënt lié décrit aussi bien ulié ellipse que les deux points ibêines de la droite. Gomme bû peut toujours supposer ce poliit ^ênèraieof détërniiilé par ses distatices àtit dëUx ëxtréhiitës de là droite mobile, U question i-éttent 6 trouver le Uëu d'uti soinmet d'an ti'ifinglë invariable dont les deux autres sommets décrivent detit ll^cs ddntiéès , qae noue supposons Ici coiisiétër eii deux droites i'ectaiigukîres , aflii de nous bot*neràu seul cas intéressant d'one recherche analytique , d'ailleurs facile à gédêrâliàe^. Èû fireiiàitl ^ut^ âxëi; ces dcùt droitëu, fl'â|)i-ësrétidëiitë symëirië dé l'enj^eboiblè dh liëti anidùi* de chaëtinë d'elles , et ilitrodilisàiii, fcoitliiië ëodtddHiiees naturelles , OU à titré de vài-iaBlés àùxi- Hàireâ , i'ordôiifaée é et l'absëissë a des ettréinités de la itàséa àû Mdtigle ddnné oh àut'â poiir ëquâtidn sptiiitanëë 6'-f à'=â', d'où il faudra élimiber a et g d'àprës les distancés béicAn pbiiit dëcritailt àitx dèhx extrémités de cette base , sûivani les cbfldîtidiiS étidèlltëà (ar— &)*+jr»e=c« j (^— e)»4.^îc=S<. Il éb résulte Bfttia difficulté l'éqhatlon fetllligtfe,
dont le second membre deviendrait monôme en introduisant l'angle au sommet ^ suivant la relation Origonométrique ordinaire* Cette équation prend ainsi la forme la plus commode
TX/V^^{/¥:Z^±t:bcbosA.
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La suppression des radicaux relèverait 6u quâtficme degré : mais, comme chacun d'eux n'affecte qu'une setllc variable , il silAf «it, potiir la di^Usi^idil , d'en étàHéï titi âétfl , par exempté lepi'csnicff ,Èe ^til dôiiiierâit l'éqtiàtioti
c^J = c'i*' cos * A + by'— 2hc cos Ay\/b*—x\
d'où ToB tire aisément la formule de l'ordonnée
il iitspof le ici dé féîiiâtquér ^accident analytique surV'énfl att scèond f âdical , (|ûl dévient évidemment rationnel , et égal à ex kïii À . Cette circonstance indique algébriqnethent que notre é^natiotl du qtiatrièiiie degré est réellement décomposable, cdilti'è la nature ordinaire des équations à detix variables , en dëtljt factëuf s dil second degré ; dW résulte géométriquement la duplicité dii liett Cherché , qui, loin de constituer une yéritable coùt-be dti qdâtriéme degré , ne se compose donc que de l'àSâembldge de délit ellipses. tJn tel cai*actère, ôû réside le
nijëùd pHncipal delà question actuelle , y était d^ailleurs facile à prévoit, ehpéhsànt à la double situation que peut évidemniëiit prendre le triangle donné autour de chaque position de sa bâSë : ëh §orteque cette indication nécessaire eût suffisamment annoncé lin couple d'ellipses ^ aussitôt que le calcul àvftit pa signaler une équation finale du quatrième degré. En poursuivant i'anàlyàè précédente , on trouve facilement
by* +c' J7*±2ôtr sin Ajcjr = 6V cos "A
pour la double équation elliptique. On en conclut , d'après les règles ètâfoltel dans le dernier chapitre de la troisième partie , qpe ces deux ellipses concentriques sont égales et symétriqueiQent placé» autour des axes coordonnés ^ conformément aux exigences gtométriques d'one telle géaéritioD i la formule
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taagâX'ssih — ; — T^, qui détermine les directions respcc-
tives de leurs axes principaux , confirme directement cette disposition mutuelle, en montrant que les deux couples de directions rectangulaires qui en résultent correspondent à des angles mutuellement complémentaires ou supplémentaires, selon lesens de la comparaison. Le lecteur y retrouvera d'ailleurs aisément les indications déjà connues relativement aux deux cas extrêmes, où le triangle devient rectangle ou bien se réduit à sa base.
Enfin , l'appréciation géométrique de l'équation fondamentale de l'ellipse conduit , sous un nouvel aspect, à une relation trèsremarquable, qui la caractérise essentiellement, entre les directions des deux cordes, dites supplémentaires y qui, partant d'un même point quelconque de la courbe , aboutissent à deux points diamétralement opposés. Leur rectangularité constante dans le cercle est remplacée, envers une ellipse arbitraire, par l'invariabilité du produit des tangentes de leurs inclinaisons sur l'un ou l'autre de ses axes. En nommant x\y les coordonnées du commun point de départ , et x", y celles de l'un des points d'arrivée, ces tangentes, estimées quant au grand axe^ et dès lors égales aux cœiBcients angulaires des deux cordes , seront exprimées , suivant la règle ordinaire , par les
fractions -^^et^P^ dont le produit est ^._^.,. Or,
en ayant maintenant égard à l'équation de la courbe, qui donne les deux relations ay"+6V==a^6% ay+6":c''*=û'^^son reconnaît aisément , d'après leur simple soustraction , que ce
produit tang 6 tang 6' est toujours égal à i* Il y aurait une
sorte de pléonasme, ou du moins un défaut réel d'élégance , à mentionner expressément , dans l'énoncé habituel de ce théorème, cette valeur du produit constant ; car, aussitôt qu'on le
sdirement, suivant la formale tang V = ^ , f ^.__^^/> dont
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proclame invariable, sa valeur effective résulte nécessairemeDt d'an couple quelconque de cordes dont la direction soit facilemeDtapprécialde , et surtout de celles q ui joignent entre eux le» quâitre sommets. Quand Tellipse devient équiktère, on a tang € tang 6' = — 1 , conformémerit à la rectangularité connue des cordes supplémentaires du cercle.
Dam» une ellipse quelconque , leur inclinaison varie néces-
tangg — tang 6' H-tang6tang6'
le dénominateur est constant, sans que son numérateur puisse Tétre. Les facteurs tang 6 et tang 6' étant ici toujours opposés de signe, le numérateur, et par suite tang Y, varie proportionnellement à la somme de leurs valeurs numériques. Or, leur produit étant constant , le minimum de leur somme doit corres* pondre à leur égalité , en renversant un théorème élémentaire d'algèbre sur le maximum d'un produit de facteurs à somme constante. Gomme cette égalité convient évidemment aux cordes qui joignent une extrémité de l'un des axes aux deux extrémités de l'autre, le losange des quatre sommets indique donc le plus grand angle obtus ou le plus petit angle aigu que puissent former, dans l'ellipse , deux cordes supplémentaires quelconques, dont l'inclinaison peut ainsi varier d'autant plus que la courbe s'écarte davantage de la Ggure circulaire.
106. Appliquons maintenant à l'ellipse notre théorie des foyers , sous la forme subsidiaire convenable à l'équation actuelle, comme pour la parabole. En substituant^ en a: dans la formule d* =y +j;^— 2êr + 2xr + {f +a^) , elle prend la forme
ce qui exige préalablement 6 = 0, afin qu'elle soit d'abord rationnelle. Ainsi devenue
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elle ne «dtn caitêe qu'autant qae Fcrti fera a==ib V^ii^ — 6". 11 existe dotio , sur le grand axe de Fèllifise , êênx fojën êyrûêtriquctnetit placés ^ dont la couiniune distance an ceiitre , biiir nairement qualifiée A'excentricUé^ et eoniinfiiiéffieflt dérignée par Cp forme, arec lè demi-petit axe, ad triangle rectangle àjiÊtà poar hypothénuse le demi-grand axe ; ce qnl permet de ka marquer aisément. Si l'on eàt , an contraire,- snUtitné x en^, lé résultat aurait été, par une évidente analogie, a=0,
6= \/b^ — a'j qtll ne serait admissible qu'autant que b sur' passerait à ; eii sorte que les foyers dé l'ellipse ne peuvent jamais étf^ë situés qtie sûr son girâtid axe. tls né coïncident entré eui , et avec le cèntiré , qiie dans le Cas circulaire.
Ètl âctievàtit l'opéraiiôii jprêcédeiité, ledits distances ràtionnellôà à Un poiiit quelconque de la courbe sont exprimées par
les dëttx Ibi^rUuies
dont ia confrontation fait aussitôt ressortir la principale pi*opriëté spéciale de l^ellipsc , eii montt'ant Tinvariabilité de la somme dé ce^ deux distances variables. La valeur effective de cette §omme constante est d^ailleurs inutile à mentionner expré^séinGht , puisque les sommets dû grand axe , et même aussi ceux du petit , la déternilnent iînifiédiatement , dés que sa coîistaiicé est reconnue. Il serait, du reste, superAd de s'arrêter ici àiii moyens évidents que t'ournii spontanément un tel théôrcihe pour décrire commodément l'ellipse , séit par points, soit par lin mouvement continu , qui peut ainsi recevoir diverses formes géométriques.
Quant aux directrices correspondantes à ces deux foyers ,
l'aunulatibu de cette doUblë fot'itiule lëdr assigne , suiVatii tics
a* règles générales, la double équation a:=±— , qui indique
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dntt fiéfpètidiciihiireri aa grand axe ^ an dâà des semmets , en
nne position facile à constraii'é. Le rapport sj[>édfiqdë est ici -,
et par conséffttent inférienr à 1 ^ eonformément à la théorie fondamentale.
On voit qne la principale différence entre l'ellipse et la pa- Hibôlë rëldiiTèthètit Stix tô^eti dtl âtlx directrice^ ctitiriitë iàM \iht dualité âctuëlie bppoÈ^ h \biiir dnllé l^riiiiitlVë ; ce ttihtrasie est naturellemetit en lid^dldnië hécëssciiré dVëc réiist^ncé on rilMrâfce d'tin ceùtré on d'un àècodd axe.
En étendant à l'ellipse lé problèiiib déjà résolu an n*" 99 envers la parabole , et consistant ici à déterminer une ellipse d'après un foyer et trois points , il y acquiert encore plus a iniportance astronomique , comme directement relatif à la yéritable figure moyeniié des orbites planétaires. Sa solution gra- |»iliqtië , consistant ionjbtiril ft c^tiètf tiirë û'Ahtftû la dlrectrièe cbrfesfidiiadiite , r'e$tilierâ de ce que les distaiices de e(<tte drdite liix ii'dis ploiiltÀ dotiiies iôtlt atorâ prOporitotitlèllëS k leurs distancés connues au foyer donné. .Or, chacune de ces deux proportions , isolément envisagéfe , détermine Tinlersection de la tfrectrioâ atéc M droite de jonctiDn des pdints respectifs : il est «ttê Hé reobnnaitfè , d'après uti théorème élémentaire ^ déjà èniplbye tttt n'' fii) ifaë teiVb rencontre se trddye sdr la bissectrice du supplément de Tangle des deux droites qui yont de ce$ pbifitl ati fdyei*; La dliwtricé ét^nt ainsi obteriue d'après deUx d^ m points ^ il sera facile d'achever la construction ^ en ttÉ^nt d'àUdrd l'ate ibekl , puis ses deux sommets et le centre^ i^ù tésdltet-btit flUSditèt l'autre foyer; l'antre directrice; et raiftirë ate. Qttant aux eas d'impossibilité , ils ne ponrraient ici ^ tenir qu'à la confusion du foyer avec l'un des poidts , ou à la dlSpoditlod de cetli-d e» llgiie drdit&i soit entre tods trois ^ soit èbtre éeu setitonent et te foyer du ménie oftté. Cette construe-
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lion les manifesterait par le passage de la directrice obtenue , tantôt au foyer, tantôt à l'un des points.
La solution analytique de ce problème s'instituera aisément, comme dans la parabole , d'après l'équation focale
.r'+ ^= (p^ + qy+ r)\
si l'on place l'origine aa foyer donné. En dirigeant d'ailleurs l'axe des x yers l'un des points , on aura , pour déterminer les trois inconnues /?, ;, r, les trois relations
qui pourront aussi être ramenées aa premier degré , sous les formes
où tt', tt", u'" désignent pareillement les distances du foyer aux points donnés. Si Ton choisit comme inconnue principale r, d'où résulterait encore , quoique moins directement qu'envers
r la parabole, la distance du foyer àla diretrice, les
divers cas d'impossibilité , étant tous de natare précise , ne pourront également se manifester que d'après des valeurs réelles inadmissibles, que Téxamen de chacun d'eux ferait aisément prévoir.
J'insiste peu d'ailleurs sur la discussion spéciale , soit graphique , soit algébrique, d'un tel problème, qui doit naturellement être repris et complété au sujet de Thyperbole. C'est ators seulement que sa nature deviendra pleinement appréciable, en le concevaat comme nécessairement commun aux trois courbes du second degré.
L'emploi de l'équation polaire relative au foyer y ddt pour-^ tant être mentionné id , comme envers la parabole , à cause de
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Sun importance astroaomiqae. B'après le n* 23 , cette équation sera
1— ecos(f4-a)'
m comptant les angles à partir d*un axe incliné de & sar l'axe focal de l'ellipse, et nommant e^ selon Tnsage astronomique ,
le rapport spécifique - : car, la distance d C) du foyer à la di-
rectrice est ici -^ , en tant qu'égale à la différence de leurs
distances respectives — et c au centre. Si Ton a égard aux trois
points donnés , dont l'un peut être supposé sur l'axe polaire , cette équation permettra aisément de déterminer d'abord a , pais e , et enfin a , qui caractérisent la direction , la forme, et h grandeur de l'ellipse cherchée , sauf les embarras de l'exécotion trigonométrique.
En remplaçant le foyer donné par la directrice , le problème précédent ne sera pas plus difficile à résoudre , soit analy tiquement , ce qui est évident , soit même graphiquement , que dans la parabole. Car, afin de trouver le foyer correspondant , chacune des deux combinaisons binaires des trois points donnés fournira encore spontanément , quoique d'une autre manière, nn lieu circulaire , d'après la proportionnalité des distances respectives du foyer cherché à ces divers points, comparée^ avec leurs distances connues à la directrice donnée : la construction
( *) Par analof^e avec la théorie de la parabole , le double de cette distance est quelquefois qualifié aussi de paramètre de Tellipse , comme constituant le
coefficient du terme du premier degré dans l'équation *î/«= ^ ; «•»
oii l'origine est placée au sommet Ce paramètre est, de part et d'autre, toujours
égià à la double ordonnée relatire au foyer. Ses deux caractères, analytique et
géométrique, eonviennent pareillement à l'hyperbole.
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et doivent offrir d'égales variétés d'inclinaison. II en résalte aussitôt nn moyen très-facile pour tracer la tangente d'après le point de contact on d'après sa direction , du moins en faisant intervenir l'ellipse dans la conslrnction.
An sujet de ce rapprochement , il convient de remarquer qoe le théorème propre à la tangente ne constitue , au fond , qu'an simple cas particulier de celui des cordes supplémentaires, qu'il suffit , en effet, de pousser jusqu'à sa limite naturelle. Que les points d'arrivée des deux cordes demeurant fixes 9 on fasse indéfiniment rapprocher de l'un d'eux leur commun point de départi le produit des coefficients angulaires devant rester invariable j sa valeur ne saurait changer lorsque, par la coïncidence finale, l'une des cordes se confondra avec la tangente et l'autre avec le rayon. On voit ainsi comment le théorème des cordes supplémentaires, dont l'importance spéciale est communément trop peu sentie, conduirait sans peine à l'équation de la tangente à l'ellipse , indépendamment de toute méthode générale.
La relation de la tangente aux foyers , éminemment naturelle pour les anciens , ne ressort pas ici de l'équation aussi directement , à beaucoup près , qu'envers la parabole $ et si notre étude analytique de l'ellipse était historiquement originale, peut être ignorerait-on encore cette propriété, faute d'avoir été conduit spontanément à la combinaison algébrique corres* pondante, que les modernes n'emploient réellement qu'à la vérifier. Cette vérification est du reste aisément exécutable , sous les trois formes géométriques, essentiellement équivalentes, que comporte un tel théorème. Son acception la plus connue, et la plus directe chez les anciens , consiste en ce que la tangente à l'ellipse est également inclinée sur les deux droites qui joignent le point de contact aux deux foyers. Il est aisé de le constater d'aprèsles coefficients angulaires deces droites : car, on trouvera ainsi, réduction faite , pour l'une des inclinaisons, l'expression
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tang V = — 7 ï qui? changeant de signe et non de valeur envers
l'antre foyer par le changement de c en — c , indignerait trèsnatureUement nne telle relation , si on tel rapprochement était assez motivé. Gomme dans la parabole, ce théorème, physiquement interprété , explique aussitôt , quant à la lumière ou à la chaleur, ou même ici au son , la propriété de concentration par réflexion que rappelle spontanément le nom de foyer : les émanations de l'un des foyers seront ainsi réfléchies vers l'autre, soit sur l'ellipse , soit sur l'ellipsoïde allongé résultant de sa rotation autour de l'axe focal.
Sous sa seconde forme , cette propriété consiste en ce que le
lieu des propriétés des foyers d'une ellipse sur ses tangentes est
an cercle. Il est aisé de saisir la filiation géométrique des deux
relations , en considérant que , d'aprèsla notion précédente^ une
tangente quelconque MT (fig-l^)^ devant être la bissectrice de
l'angle NMF formé par l'un des rayons vecteurs avec le prolon**
gement de Tautre , sera perpendiculaire sur le milieu de FN ,
qui joint l'un des foyers au point N obtenu en prolongeant le
rayon vecteur MF' d'une longueur égalé à MF. Or, la propriété
mutuelle des deux foyers indique aussitôt que la projection K du
foyer F sur la tangente tombe à une distance constante du
centre , puisque cette distance OK est évidenunent la moitié de
FN, ainsi toujours égale à 2 a.
Gomme cette seconde forme constituerait , sans doute , du point de vue moderne, la source la plus naturelle du théorème dont il s'agit , je crois devoir en indiquer distinctement l'explication analytique. Il convient d'y préférer , pour la tangente,
Téquation y=mx'-\- X/a^m^-^V^ que fournit directement le principe des racines égales , et qui , indépendante du point de contact , est mieux adaptée que notre équation primitive à toute spéculation étrangère à la position spéciale de ce point. 14
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perpendîcalaire menée da foyer sera donc représentée par l'équation j^=: {x — c), qui permettra d'éliminer aisément /nf
de manière à former l'équation du lieu des projections du foyer sur les tangentes. On la trouvera ainsi du quatrième degré, mais bicarrée; en y dégageant ^% on y reconnaîtra, après les réductions convenables , le produit de deux équations du se^ cond degré j^' + '*^'"^^'==^» et>"' + (x — c)*=sOj cdUe-ci ne fournissant aucune ligne, l'autre indique seule la courbe cberr chée , qui est évidemment le cercle circonscrit à l'ellipse.
Enfin , la troisième forme géométrique de cette relation des tangentes aux foyers consiste en ce que les distances des deux foyers à une tangente quelconque sont inversement propot*tion* Belles , sans qu'il faille mentionner expressément la râleur effective de leur produit constant , spontanément évidente aux quatre sommets , snrtout à ceux du petit axe, où les deax facteurs sont égaux. Pour voir comment ce théorème, d'ailleurs facile à constater analytiqnement , dérive du précédent, il suffit de mener du centre une parallèle 01 et une perpendiculaire OH ou 9 sur la tangente ; alors , en nommant p et p' les distances FK et FK' des deux foyers à cette tangente , une proposition élémentaire bien connue , suite immédiate du théorème de Py thagore , donnera aussitôt , dans le triangle OF'K', envers le côté OF' ou c, la relation
pnisqoe le côté OK' est maintenant reconnu toujours égal à a : or» la distance auxiliaire^ étant la moyenne entre/? et/?', cette relation dévient finalement /?/?' = â(* — c*=b*, suivant l'énoncé ci-dessus.
De ces trois formes équivalentes.d'une même loi , la première §0t la mieux adaptée à la construction de la tangente, soit d'à-
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lires le point de contact, soit d'après sa direction, soit eofia d'après un point extérieur. Quant au premier cas , il suffit , eomoie on Ta vu plus haut , de mener du point donné M une p^rpradiculaiire sur la ligne FN, précédemment définie. Oq peut aisément constater, à la manière des anciens^ que tous les autres pointa de cette droite seront extérieurs à l'ellipse, cq tant qu'équidistanta de F et N ; puisque la somme de leurs distances aux deux foyers , ainsi équivalente , pour chacun d'eu^ Vfk K'F*^KN, surpassera évidemment le grand axe, que cette construction représente par FN. Cette conséquence est tsUement spontanée que, dans Fellipse comme dans la parafe, ta découverte d'une pareille propriété des tangentes a dû être facile aux anciens, une fois qu'ils ont connu le théorème fondamental sur les foyers.
S'il faut mener une tangente parallèle à une droite donnée, le renversement de cette construction fera retrouver sans di£Gk;oIté k point N , d'où tout découle , comme situé sur une perpendieulaire menée à cette droite de l'un des foyers et sur le cercle 4écrit de l'autre avec le rayon 2a. De même, quand on donnera m point extérieur R', ce cercle servira pareillement i dét^ miner ce point N, par l'intersection d'un autre cercle décrit de K'avec le rayon K'F. En ces deux cas, la construction pourra s'achever, y compris même ta détermination des pointa de contact , sans aucune participation de la courbe.
La solution analytique de ces deux problèmes ne mérite pas
de nous arrêter. J'y indiquerai seulement, quant au dernier, nae transformation analogue à celle déjà remarquée envers la parabole , et tendant aussi à déterminer la corde qui joint les deux pointa de contact cherchés. Si, dans Téquation
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qui , combinée avec «y* + 6V* = a'é», doit alors foarnir les coordonnées inconnues x et y d'après les cordonnées connues a et S, on considérait les premières comme variables, le lien correspondant serait naturellement elliptique , et dès lorsraphiqucment inadmissible. Mais , en ayant égard à la seconde condition, la première peut s'abaisser au premier degré, et devient , sous la forme d^y -|- Vàiod = ^ »ft% Futile équation de la corde de contact , dont la construction conduirait aisément à la solution graphique du problème , si on y admettait la participation de Tellipse. La direction de cette corde et ses rea* contres avec les axes peuvent suggérer diverses propositions secondaires y analogues à celles déjà signalées envers la parabole , et que le lecteur développera aisément.
108. Parmi les nombreux problèmes relatifs aux tangentes de Tcllipse , il convient spécialement de remarquer ici celai qui concerne le lieu du sommet d'un angle invariaMedont les côtés toachent constamment la courbe, surtout quand cet angle est droit. L'équation ^= ma? +1/^'/?^'+ 6' est très-propre à cette recherche , en y considérant les deux valeurs de m qui correspondraient à des valeurs données de xtXy^ ce qui lui fait prendre la forme
Si , d'après ses racines , on formule l'inclinaison des deux tan-
gentes, suivant la loi ■^^^,, =tangV, on en déduira aisément l'équation du quatrième degré qui convient au lieu demandé. Dans le cas, seul uUle à spécifier, où les tangentes sont rectangulaires , le dernier terme de réquaUon précédente conduit aussitôt à y+^>=a»+ 6% qui indique un cercle, dont le rayon est d'ailleurs superflu à retenir, puisque les tangentes aux sommets l'annoncent spontanément.
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La considération de ce lien circulaire rendrait trës«facUe la détermination spéciale des rectangles maximum et minimum circonscriptiUés à Tellipse , et dès lors inscriptibles à un tel cercle. Car, sons ce dernier aspect , le maximum correspondrait évidemment au carré, si toutefois celui-ci peut être circonscrit à FcUipse : pour s'en assurer, il suffit de remarquer que, d'après une symétrie nécessaire, ses côtés doivent être inclinés de iS^ sur les axes ; or, en faisant m=±i dans l'équation de la tangente , son coefficient linéaire coïncide , en effet , avec le rayon du cercle précédent , ce qui décide la convenance de cette solution. Quant au minimum , il faut discerner, entre tous les rectangles circonscrits à l'ellipse et inscrits au cercle, celui dont les côtés diffèrent le plus, ce qui revient à combiner les tangentes les plus éloignées du centre avec les plus rapprochées ; d'où résulte aussitôt le rectangle construit sur les deux axes.
Pour résoudre ce double problème d'une manière vraiment analytique , susceptible d'imitation envers toute autre courbe ,
il faudrait, à l'équation ^=iwx-|-\/^'''i'+^" d'une tangente quelconque , joindre les trois autres
= /7iJ7— \/âW+y, y=: x-j- \/ —^-^
qui représentent celle qui lui est parallèle et les deux qui lui sont perpendiculaires. Dès lors , par un calcul facile , quoiqu'un peu long , on formul^ait , d'abord les intersections mutuelles des quatre côtés du rectangle correq[M>ndant , ensuite leurs longueurs , et enfin Faire de cette %ure , relativement i la seule ccmstante indéterminée m. Cette formule une fois obtenue, rappficalkm , sous telle forme qu'on jugera convenaUe , de la thémrie des ma^ima et ndnina y conduira aîafr-
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Bieiit à la solution demandée. La fonction se trontant être ici du quatrième degré , mais bicarrée , on y pourra même ap*pliqoer la méthode algébrique primordiale , en résolvant d'abord la question plus étendue qui consiste à circonscrire , à une dlipse donnée » un rectangle équivalent à un carré donné.
Quelques autres lieux intéressants peuvent être déduits de la oonsid^^tion des tangentes à l'ellipse , en y projetant , soit sur les tangentes , soit aussi sur les normales , les divers points singuliers , teb que le centre , les foyera , les sommets t etc. Je m'arrêterai seulement au cas de la projection du centre sur lea normales. On y formerait aisément l'équation dil lieu , d'après
l'équation ordinaire de la normale^— ^'= tt-i {pc—x) , com-
b^x' fcînée avec celle du rayon perpendiculaire y=z —. x, en
éliminant les variables auxiliaires x' et y par la relation à^y^ -}-6V=a'&\ Mais il convient mieux d'y employer une nouvelle forme générale de l'équation de la normale, analogue i celle qui vient de nous servir pour la tangente , c'est-à-dire relative à son seul coefficient angulaire. En procédant par assimilation , oomme je Tâi indiqué déjà envers la parabole ^ on trouvera aisément que l'équation
y =fc mx -\ — ■'
représente ynsi une normale quelconque à l'ellipse. Si Ton y
élimine m^ d'après l'équation j^ = a: du rayon perpendicu-
laire ^ on obtient aussitôt, pour le lieu cherobé , l'éqmtion du Sixième degré
{aY+b*x') {^'{^xy^c'xy,
dont la dlsonssion directe sel^it embarrassante, fnais qtii devient faeilement appréciaUa par l'bitrodMioa dea ooor^
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dûonées pdaires. Ou troare ainsi fioalement TéqoatkHi potf
lake
, c*sm%cos'q)
très-propre à caractériser peltement la forme générale de cba* cune des quatre parties symétriques qui ooniposent ce lieu remarquable. Le rayon vecteur, nul pour ?=0 et f ms90% ce qui indique au centre deux tangentes confondues avec les axes
de Vellipse, atteint son maximum a — b quand tang(p=:y -^
comme Tindique la résolution de cette équation en sens in* verse.
Nous devons maintenant considérer les propriétés de
Tellipse relativement aux diamètres. En apidiquant ici Tune ou
Fautre de nos deux méthodes générales à ce sujet j on trouve
aisément Téquation ^= 5— x , envers un diamètre quel-
conque, correspondant à des cordes dont le eo^ci^it angu-*
laire est m. Cette équation montre aussitôt , conformément à
nos indications antérieures , que tous les diamètres d'une ellipse
sont des lignes droites qui convergent au centre. Mais sa
spéciale appréciation géométrique fait , en outre , déoouvrif
une propriété remarquable, résultée de la liaison mm'= ^^
ainsi établie entre les coe£Gicients angulaires simultanés d'un diamètre quelconque et de ses cordes. La symétrie analytique d'une telle relation indique géométriquement que les diamètres de rdlipse sont réciproques lea uns des aatres , ou , suivant Texpression usitée, d'ailleurs un peu vague , conjufftêéB 4 ear , al Ton mène du centre deux drcntes dont les coeiBcients angnlâires soient ainsi liés, chacune d'elles passera aux milieux des cordei panaiotes à l'autre Cette ùnistanteréctproeMè «onrtttaei qmA
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mx diamètres , la principale différence entre Tellipse ou l'hyperbole et la parabole : elle est évidemment en harmonie nécessaire avec l'existence ou l'absence d'un centre.
Pins spécialement envisagée , cette liaison fondamentale des diamètres conjugués de l'ellipse reproduit de nouveau la relation d'abord observée quant aux cordes supplémentaires , et étendue ensuite à la subordination de chaque tangente à son rayon ; en sorte que, d'après ce rapprochement, ces trois couples de droites peuvent toujours devenir parallèles, et comportent les mêmes diversités d'inclinaison , déjà appréciées envers le premier. Il en résulte surtout une construction fort simple pour déterminer , à l'aide de l'ellipse, deux diamètres conjugués formant un angle donné, en cherchant des cordes supplémentaires qui leur soient parallèles, au moyen d'un cercle capable de cet angle et décrit sur un diamètre qudconque. Son intersection avec l'ellipse donnée, ailleurs qu'aux extrémités de cette base, marquera le point de départ des cordes cherchées, de manière à indiquer aisément ?les diamètres demandés. Cette rencontre ne sera possible qu'autant que l'inclinaison proposée tombera entre les limites convenables, qui, suivant la loi précédente, correspondent aux diamètres parallèles aux cordes des quatre sommets, et dès Iws dirigés selon les diagonales du rectangle des axes : l'angle donné ne pourra donc s'écarter de 90<» que jusqu'à l'angle aigu ou
obtus dont la moitié aurait - pour tangente ou pour cotangente.
Dans cetintervaUe, la construction indiquera toujours deux systèmes symétriquement placés, qui ne coïnciderait que lors des deux cas extrêmes, dont l'un se rapporte aux axes de I^Uipae, et l'autre à ce dernier couple de diamètres, ofrant le maximum d'<ri)liqttité.
.,^ correspcwdaBce géniale des diaiaètreg conjugués aux
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c<»^es supplémentaires , quoiqu'elle ne soit communément enyisagée que comme le simple résultat d'un rapprochement algébrique, n'ofire pourtant rien d'accidentel, et comporte directement une explication géométrique qu'il importe d'apprécier, parce qu'on y peut voir la vraie source spéciale de l'ensemble des notions relatives aux diamètres de l'ellipse, indépendanmient de toute théorie générale. Il suflGit de remarquer , d'après la définition des cordes supplémentaires , que la parallèle menée du centre à une corde quelconque passe nécessairement au milieu de sa conjuguée ; or, le théorème primitif des cordes supplémentaires nous apprend que , si des cordes sont parallèles , leurs supplémentaires doivent l'être aussi ; donc la droite menée du centre parallèlement à une corde arbitraire passe toujours aux milieux de toutes celles qui sont parallèles è sa supplémentaire; d'où résulte aussitôt la démonstration simultanée de la nature rectiligne des diamètres de l'ellipse, de leur convergence an centre, et de leur réciprocité nécessaire. Ainsi , le théorème des cordes supplémentaires, qui, sous un aspect, nous avait déjà fourni la base essentielle de la théorie spéciale des tangentes à l'ellipse, est également propre , d'un autre point de vue , à y fonder entièrement la théorie des diamètres. Ce double rapprochement , inaperçu jusqu'ici , tend à représenter une telle notion conmie étant peut-être la jAus fondamentale de toutes celles qui concernent particulièrement l'ellipse : son office réel, dans l'ensemble de l'étude de cette courbe , est au moins aussi important que celui de la propriété focale.
En rapportant l'équation de l'ellipse à un couple quelconque de diamètres conjugués, il est aisé de prévoir qu'elle conservera nécessairement la même forme qu'envers les axes primitifs, qui ne se distinguent , à cet égard , que par leur rectangularité caractéristique; car, l'équation ne pourra dès lors contenir la première puissance d'aucune des deux coordonnées, afin que
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chacune d'elles puisse admettre deux valetirs égales et contraires pour une même valeur de l'autre , conformément à letur commun attribut géométrique. On vérifie efiectivement cette prévision , par la snbstilution des formules ordinaires de trans* position ,
x=Qd oos X'+y C08 Y' , ^ = a:' sin X'+y sin Y',
pourvu qu'on y ait égard à la relation nécessaire
tangX'tangY=: -„
sans laquelle les deux diamètres ne seraient pas conjugués , et qui annulera spontanément le coeflSctent total du seul ternie contenant à la fois la première puissance de Tune et de l'autre variable. Quant aux coefficients des termes restants, ils peuvent toujours devenir analogues à ceux de Téquation primitive
en introduisant aussi les distances du centre aux Intersections de la courbe avec les nouveaux axes , sous les noms semblables de a! et V , de manière à former , envers un système quelconque de diamètres conjugués, Téquation finale a'y'-f-Â'Va£A"é". L'exécution du calcul de transposition déterminerait spontané^ ment les expressions de ces constantes linéaires d et V en fonction des constantes angulaires correspondantes,
■" a'sin'X'+ô'cos^X" ^'*'~" a^ sin» Y'+6' cos'Y'*
Mais ces formules , nécessairement similaires , peuvent d*aiK leurs être directement obtenues, comme devant coïncider, par leur nature, avec l'équation polaire de l'ellipse relative au centre.
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D'après la relation fondamentale tang X' tang Y'= -,,
tandis que l'un des diamètres conjugués se raccourcit en s'éloignant du grand axe, l'autre s'allonge en s'écartant du petit axe ; en sorte qu'il existe une situation intermédiaire où leurs longueurs sont égales : elle correspond évidemment au cas où les deux angles X' et Y' sont supplémentaires ; les deux diamètres s'j trouvent symétriquement placés , et dès lors dirigés suivant les diagonales du rectangle des axes ; c'est-à-dire qu'ils coïncident avec ceux où nous avons déjà reconnu le maximum d'obliquité. Ce système remarquable, le plus important de tous après celui des axes proprement dits , présente donc, envers celui-ci, 00 parfait contraste, soit quant à l'inclinaison, soit quant aa rapport des longueurs. Sa position dans l'ellipse représente exactement celle des asymptotes dans l'hyperbole , comme on le confirmera spécialement au chapitre suivant , quoiqu'il n'existe d'ailleurs aucune analogie géométrique entre les deux couples de droites. Le seul rapprochement analytique auquel ils puissent donner lieu, consiste en ce que l'équation de la courbe peut, à leur égard, être réduite, de part et d'autre, à ne plus contenir qu'une seule constante arbitraire : mais la diversité nécessaire des deux équations respectives, dont l'une a la forme x*-fj^''=/', et l'autre xy=^m^^ empêche une telle conformité d'avoir aucun effet géométrique de quelque importance. Néanmoins, il con* vient de noter ici que l'ellipse est susceptible d'une équation analogue à celle du cercle, mais envers un système unique d'axes qui ne peuvent jamais y devenir rectangulaires, et dont le degré d'obliquité caractérise naturellement l'espèce d'ellipse dont il s'agit ; eelle-^i différera d'autant plus du cercle que cette inctinaison s'écartera davantage dé l'angle droit, en exacte conformité avec les notions antérieures sur la condition de similitude ) puiscpie la tangente de la moitié d'un tel angle re)[Mfè8€n(6
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le rapport des deux axes de l'ellipse. On pcat d'ailleurs calculer aisément, par les formules précédentes, en y faisant tang X'= ~,
la valeur de Tunique constante r que contiendrait alors l'équation de l'ellipse, et que l'analogie conduirait à nommer spécialement le ta'^wi de cette courbe : on trouve ainsi j^= - {<û + h*) ;
ce qui lie directement ce rayon à la corde du quart d'ellipse, suivant la même loi que dans le cercle.
Les longueurs variables des diamètres conjugués de l'ellipse, comparées, soit entre elles, soit à l'obliquité correspondante, donnent lieu à deux importants théorèmes spéciaux , qui méritant de conserver le nom de leur immortel auteur Apollonius, le plus grand géomètre de l'antiquité après Archimède. Quant au premier, le point de vue moderne y conduirait très-naturellement s'il était encore ignoré. Car, les longueurs d et h\ subordonnées y suivant les formules précédentes, aux angles X' et Y' , ne sauraient être indépendantes l'une de l'autre qu'autant que ces deux angles le seraient aussi : mais la liaison nécessaire de ceux-ci indique évidemment, entre d et h\ une relation constante , qu'on découvrira aisément en substituant,
dans la condition angulaire tang X' tang ¥'= les expres-
sîons de tang X' et tang Y en d et V. L'exécution normale de ce calcul, sans aucun vain artifice, conduit finalement à
Ainsi, le premier théorème d'Apollonius consiste en ce que, dans l'ellipse, la somme des carrés de deux diamètres conjugués quelconques est constante. Sous forme graphique , cet énoncé revient à dure que , si , à l'extrémité de chaque demidiamètre , on élève une perpendiculaire égale à son conjugué, le point correspondant appartiendra toujours au cercle déjà re-
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connu pour être le lieu des intersections des tangentes rectangolaires.
Qaant an second théorème d'Apollonius, il faut, ce me semble, avouer ayec franchise que la marche moderne n'y conduirait point spontanément, s'il n'était pas préalablement découvert : en sorte que la démonstration analytique doit ic{ consister en une pure yérification , qu'il convient alors de simpliGer le plus possible , en vue de la relation à constater , qui est dV sinY'X' = â2r. Il suflSt, pour cela, de multiplier entre elles les expressions précédentes de d"^ et V , afin d'y transformer ensuite le dénominateur d'après la condition fonda-
mentale tang X' tang Y' = ; , mise d'abord sous la forme
a' sin X' sin Y'+fc* cos X' cos Y' = 0 , et ensuite élevée au carré. Le théorème ainsi vérifié consiste donc géométriquement dans la constance remarqua))Ie de l'aire du parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués quelconques , quoique ses angles et ses côtés varient sans cesse. *
Ces deux relations spéciales al^ + V* = d-^V , a'^ sin V = ab^ peuvent être utilisées , en sens inverse , pour déterminer commodément la longueur des axes de l'ellipse d'après un système arbitrairQde diamètres conjugués , donnés à la fois de grandeur et d'inclinaison. Il serait d'abord facile d'en déduire directe-* ment a et ^, en résolvant une équation bicarrée. Mais il convient mieux, par un artifice aisément inspiré , d'y prendre spécialement pour inconnues a — h et a^h , dont les valeurs y résulteront de combinaisons très-simples , suivant les formules
(a--fe)-= a'^ 4-6'^-f 2a'6'sin V, («+ftr = «"+6"— 2a'6'sin V,
dont la construction est surtout commode , si on les compare à la relation connue qui détermine un côté de triangle d'après les deux autres et l'angle compris. On trouve ainsi a — b comme
constiloant le troisième côté d un triangle facile à tracer» qù les deux côtés a^ et 6' comprennent un angle complémentaire de l'inclinaison donnée Y ; a-^-b s'obtient ensaite en remplaçant cet angle par son supplément , afin de changer le signe du cosinus correspondant.
Une telle construction dissipe d^avance la seule grave difficulté graphique que pût offrir le problème essentiel par lequel nous terminerons l'étude de Fellipse aussi bien que celle de la parabole , en tant que très-propre à y rappeler le souvenir des principales propriétés , dont il exige uniquement la judicieuse application collective. Qu'il s'agisse donc, comme pour la parabole, de reconstruire tous les éléments géométriques d^une ellipse d'après un arc quelconque. Deux couples distincts de cordes parallèles y détermineront d'abord le centre par Tintersection des diamètres correspondants , presqu'aussi commodément que dans le cercle. On pourra ainsi avoir deux diamètres conjugués, dont l'un sera: naturellement connu de longueur comme de position d'après sa rencontre spontanée avec l'arc donné; quant à l'autre b\ un seul point de cet arc le déterminera facilement, suivant l'équation correspondante de la courbe
a'y*-{^b"a:'* = a''b'\ d'où résulte la formule b' = ^^
facile à construire. Cela posé, la construction d'Apolfonius conduira, comme ci-dessus, à trouver les longueurs des axes a et b. Dès lors , la considération du lieu des projections des foyers sur les tangentes permettra d'achever aisément la solution , d'après la détermination des foyers ; puisque le cercle circonscrit, qui contient toutes ces projections , peut être maintenant décrit, et qu'il est d'ailleurs facile de tracer les deux tangentes indispensables , en menant de l'extrémité de chaque diamètre une parallèle à son conjugué.
110, Il ne nous reste plus à considérer dans l'ellipse que les
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propriétés relatives à la théorie des quadratures. L'application directe de nos méthodes élémentaires à l'équation ay +^'a:'=
a'*" , OU ^ »= - Ka*— j?', ne pourrait nous foarnir qu'en série
rex|»*eMlon générale de Taire du segment elliptique. Mais, en snppcMnt connue la mesure du cercle, an moins en totalité , Oilte équation ramène aussitôt , d'après le principe de Wallis , la quadrature de Tellipse à celle du cercle circonscrit \ puisque les segments respectivement compris entre les mêmes limites auront alors , aussi bien que les ordonnées correspondantes, un rapport constant , égal a celui des axes de Téllipse. Ce rapport est d'ailleurs spécialement conforme ici à la considération de l'ellipse comme projection du cercle , eu égard à la règle ordinaire pour projeter une aire plane : au reste , ces deux maniéres d'établir une telle comparaison sont essentiellement équivalentes. Ainsi , l'aire du cercle circonscrit étant exprimée par ir a' , celle de Teltipse entière se mesurera par tt a^ ; en sorte qoe l'ellipse est moyenne proportionnelle entre les deux cei-cles inscrit et circonscrit , ou équivaut à un cercle dont le diamètre serait moyen proportionnel entre ses deux axes. Il est aisé d'en conclure la détermination d'une ellipse semblable à une ellipse donnée et équivalente à un cercle donné.
Notre théorie des quadratures fournit aisément la mesure des deux ellipsoïdes, l'un allongé, l'autre aplati , produits par la révolution d'une ellipse autour de ses axes. Autour du grand
axe , suivant la loi z=.y , la courbe auxiliaire sera 1^ para*
b^ b^ / x^\ bole z= -î (a»— j:'), dont l'aire S= — ( a'j: ), donne
et Cl \ o /
W / , x^\ aussitôt la formuléV=Tr~ / a'j? — j , pour le volume du
segment d'ellipsoïde , compris entre deux plans perpendiculaires à l'axe, menés , l'un du centre , l'autre i la distauoe j?. En y faisant ^=a , on trouve finalement que l'ellipsoïde entier
368 GÉOMÉTEIB PLANE.
est mesuré par -7r6'a. Un calcul semblable conduirait à an
résultat analogue •- n c^h envers l'autre ellipsoïde. On voit
que Tellipsoïde allongé est moindre que l'ellipsoïde aplati, soi - Tant le rapport du petit axe au grand. Ces deux volumes ne coïncideraient que pour une ellipse équilatére, en reproduisant spontanément la cubature connue de la sphère.
CHAPITRE IV
Théorie de Thyperbole.
m. L'équation simplifiée de l'hyperbole, px^-^qy^^ 1, ne diffère de celle de l'ellipse qu'en ce que les deux coefficients jp et ^ y sont nécessairement opposés de signe ; ce qui correspond géométriquement à ce que, des deux droites autour desquelles la courbe est symétrique , l'une continue à la rencontrer, mais l'autre ne la coupe plus ; en sorte qu'il n'existe alors qu'un seul couple de sommets, au lieu de deux. Nous supposerons habituellement que les abscisses x se rapportent à l'axe tranverse^ et les ordonnées j^ à l'axe non transverse. On pourra introduire algébriquement , comme dans l'ellipse , la longueur 2a
du premier, qui désignera pareillement la distance des deux
sommets , en posant p=—^. Mais c'est seulement par une pure
analogie algébrique, qui d'abord semble dépourvue d'interpré-
tation géométrique, qu'on fera aussi ^ = —7-., de manière à
donner à l'équation de l'hyperbole la forme habituelle
r? 5==— 1, ou aY'-'b'x'^^a'b^
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qui m difière de celle de l'ellipse que par le simple changement de b^ en — ô'* : toutefois, on va reconnaître que, quoique moios directe que celle de a , la signification graphique de b e^i cependant tout aussi nette et précise. ~
En discutant cette équation , on reproduit aisément le contraste que nous a déjà présenté si souvent une telle opposition de signe, substituant un lieu illimité et interrompu à une courbe fermée et continue. Le sens de la courbure y est indiqué, outre le degré , par la marche générale du coefficient angulaire de la
tangente tanga=-^--y qiii, d'abord infini au son^inet, dim&aqp
ensuite constamment , comme le montre la substitution de y en x, suivie de la commune division par jc. Sa limite de dimi-
b nation ± - annonce la direction des deux asymptotes, que rpjn
sait d'avance assujetties à passer au centre : la méthode subsidiaire le confirme d^ailleurs clairement , d'après l'équatiou
Y=zh^ \^^^ — ^^- Cette détermination représente ces droites
comme coïncidant spontanément avec les diagonales eu rectangle construit sur les deux axes de l'hyperbole , de manfère à occuper ici la place qui , dans l'ellipse , est affectée atlx £aniètrès conjugués égaux. Réciproquement envisagée, une tdle construction fournit spontanément la meilleure interprétation géométrique de l'axe non trans verse âi^, dés lors égala la partie de la tangente au sommet comprise entre les deux asymptotes.
Au reste, en mettant l'équation de Ihyperbole sous la forme
-a x" — y^z=b'^^ on pourrait généraliser cette appréciation , en
regardant b comme une moyenne proportionnelle entre les
deux distances — x^y et - x — y d'un point quelconque de la
courbe aux deux asymptotes , estimées parallèlement à cet axe
370 GÉOMÉmiB PLANB.
non fransverse : une pareille détermioation oonviendrait aussi envers l'axe transyerse, mais sans offrir communénâent autant d'utilité.
L'angle yariable des asymptotes , ainsi dépendant du rapport des axes, spécifie la forme de chaque hyperbole. Quand il est droit, l'hyperbole se nomme équilcUère , puisque aeib sont alors égaux. Cette espèce remarquable remplirait, envers les
autres hyperboles , le même office que le cercle à l'égard des el-
lipses quelconques, si elle pouvait nous être aussi connue: tiiais sa forme , guère plus fadle à concevoir que celle d'une hyperbole nonéquilatère, doit aujourd'hui faire attacher peu d'intérêt à son étude spéciale , en sorte qu'il serait superfla d'insister ici sur l'équivalent de la comparaison qui nous a permis ïe déduire graphiquement l'ellipse du cercle. Suivant que l'âxe fransverse sera plus grand ou plus petit que l'axe non transverse, 1! hyperbole se trouvera comprise dans l'angle aign on dans l'angle obtus des asymptotes , et dès lots moiqs ou pins ouverte que l'hyperbole équilatère.
CoBftme il importe de se familiariser beauconpavec la notion des asymptotes, dont l'image doit devenir inséparable de celle de rby perbole, il convient de les concevoir aussi sous un autre aspect géo^iétrique» en tant que lignes naturelles de démarcation entre les droites qui, tirées du centre, rencontrent la courbe et celles qui ne la coupent pas. Si on cherche l'intersection d'un rayon qu<elconque y = ma: avec l'hyperbole , les coor-
_ , ab mab
données communes, j:= — ^ et y= — ■ -i'P'
dîqueront que la rencontre aura lieu quand il sera au-dessous de l'asymptote , et cessera lorsqu'il passera au-dessus , après s'être éloignée à Tinfini pour l'asymptote elle-même.
Les deux autres courbes du second degré ayant été , dans les deux chapitres précédents , spétialement rattachéek au cercle ,
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il n'est pas inatile de remarquer aussi que Thyperbole en dérive fndirectement , par l'intermédiaire de la parabole. Cette dérivation peut d'abord s'établir d'après le même mode suivant lequel la parabole a déjà été tirée du cercle. Il est aisé ée constater , en efiet , qu'une parabole se transformera eii hyperbole y si on 7 prolonge les ordonnées de manière à les r0B<k*e égales aux cordes correspondantes menées du sommets Mai» on ne peat ainsi produire qu'une* hyperbole équibitère, dùnt Taxe serait égal au paramètre de la parabole : 11 fkndrail y redoubler de plus en plus la même construction pour en déduire d'autres, hyperboles , dé moins en moins équilatères à mesure que ces modifications graphiques se multiplieraient davantage. A ce mode géométrique trop restreint ou trop indirect, il convient de joînldre une autre génération qiii , de la inéille parabole , faft aisément découler toutes les espèces d'hyperboles. !^le consiste fc regarder Thyperbole comme le lieu du sommet d'un angle invariable dont les deux côtés touchent continuellement une parabole fixe. On obtient ainsi , enveirs les àxes ordinaires de la parabole y^^=mx^ l'hyperbole
^»_tang^ V..r'— Im (2+tang^ V):c=:5 tang* V,
sa lo
qui convient également à l'angle V et à son supplément , en sorte que cette génération permet d'obtenir la totalité de la courbe! Il est d'ailleurs facile d'en construire les sommets ; soit d'après son équation , soit en cherchant les points de l'axe où la tangente à la parabole forme avec lui un angle moitié de Vou èe sôtt supplément. L'inclinaison de ses asymptotes sur cet axe commun des deux courbes est évidemment égale à l'angle donné. On voit par là , conformément à la théorie générale de la similitude, que les hyperboles de même espèce correspondront au mouvement du méme'angle autour de diverses paraboles ; chaque parabole , au contraire , donnera naissance à
tontes les figares hyperboliques en y faisant mouvoir différents angles , quoique les axes de ces hyperboles doivent d'ailleurs, à raison d'une telle communauté d'origine , conserver entre eox quelque relation constante, inutile à déterminer ici.
Au reste, il faut peu s'étonner que les trois courbes du second degré puissent ainsi, directement ou indirectement , dériver du cercle , puisqu'elles en sont historiquement issues ,. sous leur nom antique de sections coniques , par une construction en relief il est vrai, mais pourtant fort simple, comme nous le reconnaîtrons au chapitre suivant : il fallait bien que cette source primitive trouvât quelque équivalent plan.
112. Quoique Tétude de l'hyperbole, si elle était immédiate, dût naturellement offrir un peu plus de diflSculté que celle de l'ellipse , elle se simplifie beaucoup quand on ne l'aborde qa'après celle-ci , puisque l'analogie des équations dispense alcHrs de reproduire les divers calculs relatifs aux recherches vraiment communes, ense bornant à en modifier les résultats par le simple changement de b^ en — 6^, pour n'insister spécialement que sur les modifications géométriques correspondantes. Appliquons d'aborà cette marche didactique au théorème des cordes supplémentaires, dont nous avons reconnu , envers l'ellipse , la haute importance , et qui doit ici persister essentiellement , à titre de conséquence directe de la commune équation.
La modification qu'il y éprouve consiste en ce que le produit constant des deux coefficients angulaires devient alors positif : comme le losange des sommets disparaît , on doit maintenant
mentionner expressément la valeur propre -, de ce produit,
a qu'aucun couple particulier ne pourrait plus indiquer assez aisément , si ce n'est à la limite. Ce changement de signe annonce que les deux angles correspondants sont ici simultanément aigus ou ohtus , tandis que ; dans l'ellipse j ils étaient toujours
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d'espèce difierente : on voit sans peine qa*une telle distinction est en harmonie spontanée avec la diversité fondamentale des deux figures. Il en résulte que maintenant F un des deux facteurs
est supérieur et Fautre inférieur à - -, d'où il suit , géométriquement, que, de deux cordes sup[démentaires quelconques, Tune est plus oblique à Taxe transverse et Fautre moins oblique que les asymptotes. Cette différence est la suite nécessaire- de la distinction spontanément établie entre les cordes intérieures , jdgnant deux points delà môme branche d'hyperbole , ou comprises dans la concavité , et les cordes extérieures , allant d'une branche à Fautre , ou tracées dans la convexité. On voit dès lorsque Finclinaison mutuelle des cordes supplémentaires n'est plus assujettie , pour l'hyperbo}e, à aucune limite : en partant de deux cordes rectangulaires , qui sont parallèles aux axes, on pourra, sur la même base , poser des couples ofirant tous les d^és d'obliquité, jusqu'au parallélisme rigoureux, relatif aux cordes parallèles à l'asymptote : il est facile de vérifier, en effet, que le cercle d'après lequel on obtiendrait ici, comme envers l'ellipse , deux cordes supplémentaires formant un angle donné , ne pourrait jamais cesser de rencontrer la courbe.
Si Fbyperbole devient équiiatère , ce théorème subit une modification, beaucoup moins remarquable qu'à l'égard de Fellipse, mais pourtant digne de mention : elle consiste en ce que les inclinaisons de deux cordes supplémentaires quelconques sur Faxe de la courbe sont alors toujours complémentaires.
Poqr mieux caractériser, envers l'hyperbole et Fellipse, la vraie nature , trop peu sentie aujourd'hui , d'un tel théorème , il faut maintenant le convertir en définition directe de ces courbes, ainsi décrites par un point dont les lignes de jonction à deux points fixes forment , avec une droite fixe , deux angles ayant toujours des tangentes inversement proportîooneUes* En
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Bonmiant f et 4i oe4 deux angles variables , l'équation naturel^ du liea serait donc taogf taiig>!' = k^ Qael que soit le sigoe de ee produit ooDstaut. la discussion préalable indique d'a^rd une courbe ayant toujours pour centre le milieu entre les deox points fixes , et même nécessairement symétrique autour de la iparalléle et de la perpendiculaire qui y sont menées à la droite fixe. La distinction des deux cas s'y présente ensuite spontanément, selon que k est négatif ou positif. Car, dans la première hypothèse, la courbe , qui coupera toujours l'un de ses axes, pourra également couper l'autre { les deni; angles f et i étant alors d'espèce difiërente , les deux droites mobile» ne pourront jamais devenir parallèles , et le lieu Sf^r^ fermé aussi bien que continu. Si, an contraire, k est positif, ces angle» seront toujours de même. espèce, et susceptibles d'égalité j en aorte que le lieu , nécessairement illimité , sera , en outre, discontinu, comme ne pouvant plus rencontrer à la fois se^ deux axes. Quant au passage à l'équation rectiligoe, i^ ne p^ut offrir aucune diflb^nlté , surtout envers de tels ai^s. En.appe;' iBuip et q les coordonnées correspondantes de l'un des points
fixes , on aura tang ç =^- — ? , tang^» = ^\^ ; ce qui con-
duit à l'équation y — kjc^ = q* — Àp% où Ton reconnaît aussitôt l'ellipse ou l'hyperbole , et qui d'ailleurs indique le passage du lieu aux deux points donnés , déjà géométriquement expliqué au sujet de l'ellipse.
113. L'application de la théorie des foyers à l'équation simplifiée
de l'eDipse nous a fourni les deux systèmes 6 = 0, a = V^/ï'— *»,
et. a s 0 y 6 =|/i»--û«^ dont chacun est tour à tour seul acceptable , selon la grandeur relative des deux dimensions a et b* Pour l'hyperbole , le changement de b^ en — b"" indique , au contraire , que, le second ne. pçut jamais convenir, et que le premiw subsiste toujours, quel que soit l'ordre de grandeur
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d^ axes., Les deux fqyers sont d^nc ici oonstampient placé^ sur Taxe transverse , et non sur le grand axe. En général, tout ce fjui, pour Tellipse, s'appliquait au grand axe, convient, pour Thyperbole, à Taxe transverse, et de même envers le second axe respectif. Quand on a besoin d'une dénomination commune «fin de désigner la droi^te qui , dans rtiypa^bole, joint les deux sommets, et, dans Tellipse , constitue le plus long diamètre, le nom d'axe focal se présente donc naturellement, comme seul paiement propre aux deux cas.
Suivant la modification précédente, rexcentricité c vaut
ici \/ât*+6% et représente la dislance du centre de Thyperboie au point où Fasymptote coupe la tangente au. sommet : ks foyers se trouvent donc situés au delà des sommets , tandis que ceui^ l'ellipse les précédaient. Mais cette, diversité ne fa^ que maintenir une conformité plus essentielle , conaistaixt en ce que, de part et d'autre», les foyers tombent toujours dans )a concavité de la. courbe, suivant les conditions nécessaires de.l9 lK>tioa primitive. Une telle difiërence ne constitue donc qu'une nouvelle conséquence , facile à prévoir , du contraste fondaneotaji des deui^ figures.
En formulant les distances rationnelles,
ex ex '
du foyer à un point quelconque de la courbe, il faut ici ren« verser , envers la première , l'ordre de soustraction convenable à l'ellipse , puisque c et x sont alors supérieurs à a. Il en ré* suite que la différence de ces distances variables devient maintenant constante au lieu de leur somme , conformément à notre distinction primordiale des deux courbes. La position des directrices est également déplacée , puisque leur commun écar-
tement du centre -- est ici moindre que a j en sorte qu'elles
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tombent entre les sommets, e1 non au delà. Mais, comme envers les foyers, cette modification maintient une conformité nécessaire, afin que, des deux parts, les directrices résident dans la convexité de la coarbe , qu'elles ne doivent jamais cou-
per. Enfin , le rapport spécifique - surpasse désormais l'unité,
conformément au contraste déjà apprécié au n"" 23.
Si nous reprenons , envers Thy perbule , le problème , d'abord traité pour l'ellipse, qui consiste à déterminer la courbe d'après un foyer et trois points , nous en pourrons maintenant compléter la solution, soit graphique , soit analytique , toujours assujettie à la même marche. Quant à la première , la construction déjà expliquée supposait tacitement que la directrice cherchée devait constamment laisser les trois points donnés d^un même côté, comme l'exige nécessairement l'ellipse, et aussi la parabole. Mais, pour l'hyperbole, il en peut être autrement, et dès lors ce tracé ne donne pas toutes les solutions admissibles : il faut ici, envers chacun des points de la directrice ainsi détermioés, accepter en outre la position comprise entre les deux points donnés correspondants , et que marque , sur la droite de jonction, la bissectrice dé l'angle dont nous avions considéré seulement le supplément. Il en résulte finalement quatre solntidns : les trois nouvelles ne peuvent jamais convenir qu'à des hyperboles ^ la première seule sera hyperbolique, elliptique, pu même parabolique, selon que la directrice obtenue se trouva*a plus rapprochée, plus éloignée, ou aussi écartée des points donnés que l'est le foyer.
L'appréciation analytique ne semble pas d'abord susceptible de reproduire cette inévitable pluralité, surtout quand on ramène au premier degré les trois équations de condition, comme nous avons dû le faire au n° 106. Mais, avec plus d'attention, pn reconnaît aisément l'exiicte correspondance nécessaire des
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deax modes de solution, en considérant que, dans cette utile rédaction , chacun des membres connus li , u" , li'^ pouvait également être pris avec le signe — , et que le choix spontané du sigfDe + n'était nullement motivé. Si donc ,.sans altérer les formalesobtenues, on a convenablement égard aune telle ambiguïté, Usera facile de leur procurer toute l'extension convenable à la pleine appréciation du problème proposé. On pourrait même craindre d'obtenir ainsi huit solutions au lieu de quatre, s'il n'était évident que, celte ambiguïté devant être essenliellement relative, elle se trouvera suffisamment représentée par le signe alternatif de deux des trois distances données u', »'', ii^\ en attribuant arbitrairement à l'autre un signe Gxe.
Cette considération est la seule qu'il importât ici d'indiquer expressément y au sujet des divers problèmes relatifs aux foyers , et qui d'ailleurs se résoudront , pour l'hyperbole , de la même manière qu'envers l'ellipse , sans exiger maintenant aucune nouvelle explication , analytique ou géométrique.
lU. Relativement aux tangentes , les propriétés de l'hyperbole sont essentiellement les mêmes que celles de l'ellipse , le changement fondamental de 6' en — h^ ne pouvant exercer, à cet égard , qu'une influence très-secondaire. L'équation ordi-
naire de la tangente est ici y^y'^ -r-, {x — x') -. il en résulte,
comme dans l'ellipse, j:= --^ , pour son intersection avec l'axe
focal; seulement od étant maintenant supérieur à a, et pouvant croître indéGniment , ce point tombe toujours entre le. sommet adjacent et le centre , en se rapprochant continuellement dé celui-ci , avec lequel il se confond quand le contact a lieu à l'infini , conformément aux indications fournies par l'asymptote. Entre la direction de chaque tan^nte et celle du rayon cor-
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respondant, il existe nne relation analogae à celle de Tellipse ,
taog a taDg a'=s -5 • maisles deux facteurs de ce produit constant
ont alors le même signe , et deviennent susceptibles d'exacte coïncidence , quand les deux droites se confondent avec Tasymptote ; en tout autre cas , le coefficient angulaire de la tangente est supérieur et celui du rayon est inférieur au coefficient angulaire de Fasymptote. La comparaison aux cordes supplémentaires subsiste essentiellement , et comporte la môme prévision directe , ainsi que des conséquences équivalentes , sous de pareilles modifleations respectives. A la distinction de ces cordes en intérieures et extérieures , correspond Texistence actuelle délimites , inférieure ou supérieure, jpour les inclinaisons de la tangente ou du rayon sur Taxe focal : la tangente ne peut être parallèle qu'aux cordes intérieures et le rayon aux autre». Enfin , la possibilité d'une obliquité quelconque , reconnue ici envers le premier couple , peut être également constatée 6t expliquée à l'égard du second.
Quant à I4 propriété de la tangente à l'ellipse par rapport aux foyers , elle n'éprouve , sous sa forme la plus usuelle > d'antre modification réelle , dans l'hyperbole , que celle qui j résulte nécessairement de la nouvelie figure générale , exigeant ici que la tangente tombe toujours entre les deux foyers , au lieu de les laisser du même côté; en sorte qu'elle devient alors la bissectrice de l'angle même des deux rayons vecteurs, et la normale celle de son supplément -, les positions de ces droites étant aiusi échangées, comparativement au cas primitif. Il serait superflu de s'arrêter expressément aux conséquences graphiques de cette propriété , pour tracer la tangente , quand on donne successivement son point de contact , sa direction , ou un point extérieur : ces trois constructions sont spontanément analogues à celles du chapitre précédent. Au sujet du
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^eqûeir cas , il peut seulement devenir ntile de dédnire , soit d'jine telle figure , soit de la solution analytique , la distinction ^, deux modes d'incidence des deux tangentes menées du goipt donné , qui tomberont sur la même branche d'hyperliple oasur les branches opposées, selon que ce point sera com* fir^ dans ceux des angles des asymptotes qui contiennent la courbe ou dans leurs suppléments. Enfin , la situation actuelle de la tangente entre les deux foyers modifierait notablement les suites physiques de cette propriété , relativement à la réflexion , par l'hyperbole ou par Thyperboloïde correspondant , des émanatioi^ issues de l'un des foyers ; la convergence vers l'autre foyer n'affecterait plus alors les droites elles*-mémes , mais leurs simples prolongements : cette diversité , qui n'aurait aucune influence quant à la lumière , ferait disparaître la concentration caustique , qui exige un concours réel , et non purement géométrique.
^ Sous la seconde fo^me essentielle , la plus spontanément analytique, ce théorème ne peut subir ici aucune modification , puisque l'équation ^'+«x''=a' du lieu des projections des foyers sur les tangentes dans l'ellipse ne contient pas b*. Ce lieu est donc toujours un cercle , ayant encore pour diamètre l'axe focal : seulement , au lieu d'être circonscrit à la courbe , il loi jBst maintenant inscrit : le calcul et la figure s'accordent à cet ég[ard. En considérant les asymptotes comme des tangentes , on y peut aisément constater la confirmation sjpéciale de leur commune participation à cette loi.
La troisième forme géométrique de cette propriété n'éprouve réellement aucune modification dans l'hyperbole *. la valeur effective du produit constant des distances des deux foyers à une tangente quelconque y est pareillement indiquée par les sommets ^ et en outre par l'asymptote , seule tangente qui soit alors èqoidistante des deux foyers.
C'est ici le lieu de mentionner nn problème intéressant , que j'ai omis envers Tellipse, afin d'éviter toute répétition superflue, mais qui, par sa nature, convient également aux deux courbes , et même , en certains cas, à la parabole. Il consiste à déterminer une courbe du second degré d après son foyer et trois tangentes. Sa solution analytique ne présente aucune difficulté , et n'exige aucune explication nouvelle. Quant à la solution graphique, elle dépend de la considération des projections du foyer donné sur les tangentes. Lorsque ces trois projections seront exceptionnellement en ligne droite , la courbe sera une parabole, dont la détermination ultérieure a déjà été expliquée en son lieu. En tout autre cas , on tracera le cercle correspondant, et , selon que le foyer donné s'y trouvera intérieur ou extérieur, on aura une ellipse ou une hyperbole : son axe focal étant ainsi obtenu, de grandeur et de position, il sera aisé
d'achever la construction, conformément à la nature de la
courbe. Si Tensemble des données était disposé de manière à faire passer ce cercle auxiliaire par le foyer connu , cette indication se rapporterait évidemment à un nouveau cas d'impossibilité , autre que ceux relatifs au parallélisme des trois tangentes, ou à leur concours en un même point , ou à la situation du foyer sur l'une d'elles.
Au sujet des lieux plus ou moins remarquables qui résultent de la considération des tangentes à Tellipse , il faut seulement noter, envers Thyperbole , la modification de celui qui se rapporte aux intersections des tangentes rectangulaires. Son équation devient ici j7'4-j^'=a' — 6% en sorte que sa nature géométrique reste la môme , le rayon du cercle étant seulement changé. Mais ce changement se trouve tel que , si Thyperbole est plus . qù'équilatère , ce lieu n'existe plus, après s'être réduit au centre pour l'hyperbole équilatère elle-même. On peut aiséinent expliquer ces résultats , en considérant que , lorsque Vby-
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perbole est contenue dans l'angle obtns des asymptotes , aucun point du plan ne saurait fournir de tangentes rectangulaires : puisque les deux tangentes qui en émanent forment toujours on angle supérieur à celui-là ou inférieur à son supplément selon la situation de ce point , d'après la remarque déjà signalée sor les incidences respectives des deux tangentes correspondantes : rhyperbole équilatère ne comporte d'autres tangentes rectangulaires que celles tirées du centre, c'est-à-dire les asymptotes.
115. La nature des diamètres , et leur réciprocité ou conjugaison , n'éprouvent aucun changement essentiel en passant de Tellipse à l'hyperbole , soit qu'on les découvre analyliquement, soit qu'on les déduise spécialement du théorème des cordes supplémentaires. Seulement, la relation fondamentale entre les directions de deux diamètres conjugués quelconques subit ici la modification que nous avons déjà appréciée envers les cordes supplémentaires , et ensuite à l'égard d'une tangente comparée à son rayon. Par rapport aux diamètres, elle indique que les deux droites de chaque couple , alors contenues dans la môme région du plan , sont toujours situées, l'une au-dessous, l'autre an-dessus, des asymptotes : en sorte que l'une d'elles rencontre la courbe et l'autre ne peut la couper, conformément aux exigences géométriques de sa figure générale. Les deux coeffi^ cients angulaires tendant ainsi vers Tégalité ^ les deux diamètres comportent une obliquité quelconque , et se rapprochent continuellement l'un de l'autre en s'écartant des axes correspondants , de manière à admettre l'asymptote comme leur limite commune. Il est d'ailleurs évident que la distinction des diamètres en transverses et non-lransverses correspond spontanément à celle de leurs cordes en intérieures et extérieures. D'après les motifs déjà expliqués pour l'ellipse, en rapportant )']i)y perbole à deux diamètres conjugués quelconques , ^on
éqaation prendra finalement la même forme qa'envers ses axefî, a!y^—b"'jd^=—a!''b'\ les constantes a" etfc'' étant pareilment exprimées par les formules
b^ cos 'X'— a' sin 'X" a' ûn'Y'—b' cos 'ï'
qui résultent, soit du calcul de transposition, soit de l'équation polaire relative au centre. Le coefficient b\ propre au diamèti'e non transverse, n'a d'abord, comme b lui-même, qu'une définition purement abstraite : mais elle devient tout aussi aisément susceptible d'interprétation concrète , à Taide des asymptotes. Car, leur équation ne pouvant être affectée par Tobliquité des axes, sera toujours, envers un système quelconque de diamé-
très réciproques, y=.±: -yx\ et donnera semblablement
y=±b'y pour a:' = a' : en sorte que la longueur d*un diamètre non transverse équivaudra encore à 1â partie de la tangente parallèle qu'interceptent les asymptotes. On pourrait d'ailleurs continuer aussi à regarder sa moitié comme uAe moyenne proportionnelle entre les distances d'un point quelconque de l'hyperbole aux deux asymptotes, estimées parallèlement au diamètre cherché. '
Pour mieux lier les notions géométriques relatives aux diverses longueurs des diamètres non transverses , il convient de considérer la courbe résultée de leurs extrémités. La formule précédente de ^" en fournit spontanément l'équation polaire, qui, convertie, suivantle mode ordinaire, en équation rectiligne, conduit enfin à ay-^b'x^^a^b^. Ce résultat indique une hyperbole , nommée quelquefois la conjuguée de la première ; leurs axes sont les mômes, mais en sens inverse , conformément & la définition. Elles ont donc les mêmes asymptotes , dont chacune d'elles occupé les angles interdits à Taûtre : feiir figure est Hàbi-
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tnellement opposée, et elles ne coïncident que dans le cas équilatère.On peat aisément constater que ces deux courbes ont nécessairement les mêmes diamètres, mais toujours par contraste : en sorte que leur office spontané pour représenter distinctement les longueurs des diamètres non transverses se trouve nécessairement mutuel. Si l'on s'habitue à ne pas séparer de l'image d'une hyperbole, celle , non moins naturelle, de sa conjuguée, les deux sortes de diamètres deviendront également intelligibles.
Les longueurs des deux diamètres conjugués étant chacune illimitée et d'ailleurs croissant à la fois , il est impossible que le premier théorème d'Apollonius ne soit pas profondément modiOé envers rh;perbole, où il devient, en effet, d'' — i"=«*— ^% suivant le changement accoutumé. Il en résulte que jamais d et V ne peuvent élre égaux, à moins que a ne soit égal à 6, auquel cas d équivaut toujours à V . Ainsi, en aucun sens, il n'existe^ dans l'hyperbole, un système spécial de diamètres conjugués , caractérisé par une égalité de longueur qui n'est jamais possible qu'autant que la courbe devient équilatère, et qui alors a lieu indifféremment. On sait dé|à, en effet, que la position des diamètres égaux de l'ellipse correspond à celle des asymptotes de l'hyperbole, lesquelles ne sauraient constituer mutuellement aucun couple de diamètres conjugués, puisque chacune d'elles représente à la fois les deux éléments d'un tel oouple.
Quant au second théorème d'Apollonius , dU sin V = ah^ il ne peut subir ici aucune modiûcation, d'après la compensation des changements simultanés qu'y éprouvent /^ et b\ Celte persistance analytique s'explique géométriquement , malgré l'illimitation commune des loagueurs a! et h\ par la suppression nécessaire de toute limite d'obliquité : à mesure que les deux diamètres s'allongent à la fois en se rapprochant tous deux de
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rasymptote, la diminntioa, non moins indéfinie, de leur angle permet de concevoir que l'aire du parallélogramme correspondant demeure invariable, quoique sa constance soit alors encore plus remarquable que dans l'ellipse.
Au sujet de ces deux théorèmes , il convient de noter ici que la modification nécessaire du premier y interdit l'emploi de l'artifice spécial qui , pour l'ellipse , nous avait conduits à simplifier beaucoup la détermination, soit algébrique, soit surtout graphique, de la longueur des axes d'après deux diamètres con*jugués quelconques, donnés de grandeur et de position. Mais, en ajournant un peu cette solution , de manière à pouvoir y employer le nouvel ordre de propriétés , éminemment caractéristique , que présente l'hyperbole envers ses asymptotes , on reconnaîtra ci-dessous que l'ensemble de cette recherche , comporte finalement encore plus de simplification dans l'hyperbole que dans l'ellipse , quand on y emploie judicieusement , de part et d'autre , les moyens les plus convenables.
116. En considérant l'équation des asymptotes de Tbyperbole rapportées à deux diamètres conjugués quelconques,
y =± -> .r', on aperçoit d'abord l'entière généralisation de leur
construction primitive , en reconnaissant, d'après l'hypothèse j/:=:a\ qu'elles coïncident toujours avec les diagonales du parallélogramme construit sur ces diamètres. Mais, une plus complète appréciation géométrique de la même équation conduit ensuite à un théorème très-remarquable, qui constitue réellement la plus importante propriété spéciale de l'hyperbole. Ou y voit, en effet, que chaque valeur de Tune des coordonnées a/ X)\iy donne toujours à l'autre deux valeurs égales envers les deux asymptotes. Gela posé , toute transversale tirée au hasard dans le plan de l'hyperbole pouvant y être regardée comme parallèle à quelque diamètre , transverse ou non transverse , le
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conjagué de eclai-ci passera donc constamment an milieu de la partie de cette droite comprise entre les asymptotes : or, le miliea de la corde , extérieure onintérienre, que cette ménie droite forme dans Fhyperbole étant aussi situé nécessairement sur ce dernier diamètre, il s'ensnit que les deux portions de la transversale interceptées , des deux parts , entre la courbe et Fasymptote , telles que MN et M'N' {fig. 75} ou LD et L'D', ont sans cesse une égale longueur.
Cette belle propriété fournit spontanément le moyen le plus simple pour décrire par points un hyperbole, d'après les asymp^ totes , et un point donné M , d'où il suffira de mener une trans* Tersale quelconque NN' entre les deux asymptotes, afin d'y reporter, à partir de l'une, sa portion MN marquée par l'autre, de manière à obtenir le second point M' de la courbe qid s'y trouve situé : chacun des points ainsi marqués pourra d'ailleurs devenir , à son tour , le centre d'une pareille construction^ pour éviter la confusion graphique inhérente à raccumulation d'un trop grand nombre de lignes autour d'un même point.
Quoique une telle description doive, par sajnature, être jugée caractéristique , il importe cependant de le constater expressément, en déduisant l'équation de l'hyperbole de cette seule propriété. Mais , auparavant , il convient de simplifier id l'équation naturelle M'N' = MN, soit pour sa discussion directe, soit pour le passage à l'équation rectiligne , en la remplaçant par la relation, évidemment équivalente, M'E=NB, entre deux longueurs dont la direction est invariable , et que déterminent les parallèles menées respectivement de M et M' aux asymptotes opposées. Sous cette forme mieux appréciable, cette déGnition indique d'abord que la distance M'E du point décrivant M' à la droite donnée OX peut diminuer autant qu'on voudra, sans cependant s'a^nnuler aiutrement qu'à VinG^ii
eomiKie la loagiieiur MB elle-^aénie , à mesiire qae la iraasrer* «aie NN' tend vers la direclion OX : ainsi, indépendiuniiieBt 4e tonte notion antérieore , le lien cherché doit être asymptotique à diacnne des deuii droites fixes. On voit anssi que le point donné M en doit faire partie , en oonsidàrant la traaa^ versale qni y anrait son milieu , et qoi dès I^hts y deYiendrail une tragente, d'après la coïncidence spontanée des deux points M et M'.
Ponr transformer cette équation naturelle, M'E=:MB, en équation rectiligne , il convient de diriger les axes suivant les deux droites fixes OX et OY , en vertu de leur asymptotisme. En désignant par af exy les eoordonuées correspondantes du point variable M' , et par « et € celles du point donné M, réqnanon de la transversale sera
ti il faudra exprimer que la valeur dej^ — 6 qui y correspond < à jr=0 équivaut constamment à y. On trouve ainsi l'équation jt/y s=a6 , qui annonce évidemment Thyperbole.
£n considérant directement la forme que doit prendre l'équation de l'hyperbole par rapport à ses deux asymptotes , il est aisé de prévoir, comme je l'ai indiqué au n'> 91 > qu'elle contiendra senlenient le terme en xy et le teraie constant, puisque ■les devx termes propres à chaque variable doivent à la fois disparaître, d'après l'asymptotisme de l'axe correspondant. Cette ^nation a^=m^ indique géométriquement que le parail^k)gramme MPOB, construit sur les coordonnées asymptotiques d'un point quelconque M de l'hyperbole, a une aire invmaUe : lï'est sous cette forme que les anciens connaissaient , à leur matlière , cette relation nécessaire. Si l'on considère en particulier ie losaage ainsi formé au sommet , et dont le côté équivaut évi-
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llemœeiit, d'après les notioos anlérieores^ à la demi-distance da foyer au ceotre, on reconnaît que cette constante m représente m la demi-excentricité. L'ensemble de ces prévisions est aisément confirmé par Texécution du calcul de transposition qui, en partant de Téquation primitive,ay— è'jc"=— a'6%relati?e aax axes de l'hyperbole, fournit» par rapport aux asymptotes,
l'équation j:j^ = — 31 — ^ suivant les formules ordinaires
«=«' cos X'+y C08 ï', ^=y sin X'+y aià Y , en ayant égard aux hypothèses actuelles ,
taneFs-, taiigX'= .
a CL
Cette équation xyz=iiv? serait plus propre qu'aucune autre, à raison de sa simplicité supérieure , à Fétude spéciale de la courbe, si les axes correspondants étaient rectangulaires : mais cela n'a lieu , comme on sait , que pour Fbyperbole équilatère, dont l'étude particulière ne mérite plus aujourd'hui une attention séparée. Envers tout autre cas , les inconvénients attachés i l'obliquité de tels axes font plus que compenser ordinairement l'aptitude algébrique d'une telle équation » sauf envers les rech^ches géométriques où la rectangularité des axes ne constitue ancun avantage important. On peut remarquer ici cette exception au sujet des tangentes , dont le coefficient angulaire , ainsi
devenu ^ , fournira un résultat fort simple relativement à la
sous-tangente correspondante , maintenant égale à l'abscisse asymptotique du point de contact. Toutefois» il faut reconnaître que cette notion ne constitue, au fond, qu'une conséquence facile du théorème des transversales, qui , poussé jusqu'à sa limite , indique aussitôt l'égalité constante des deux parties de la tangente compiises entre le point de cwtact et le» deax
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asymptotes : en sorte que cette propriété caractéristiqae de rhjperbole y fournit spontanément la meilleure solution spéciale du problème des tangentes. Nous allons bientôt apprécier, pour la question plus importante des quadratures, l'avantage essentiel que présente y à certains égards , la simplicité supérieure de l'équation asymptotique de l'hyperbole.
Le judicieux emploi des propriétés relatives aux asymptotes rend plus facile envers l'hyperbole qu'envers l'ellipse la con-' strnction finale suivant laquelle on détermine graphiquement tous les éléments géométriques de la courbe, d'après une portion quelconque de sa circonférence. On commencera , comme dans l'ellipse, par tracer, à l'aide de deux couples distincts de cordes parallèles , un système de diamètres conjugués , dont la longueur se trouvera spontanément connue ainsi, quanta celai qui sera transverse, et ensuite aisément assignable pour l'autre, à l'aide d'un des poiuts de l'are donné , selon nos explications antérieures. Maïs, après ce préambule graphique commun aux deux courbes , tout le reste de la construction pourra prendre ici une marche plus simple que dans l'ellipse , en déterminant aussitôt les asymptotes, parles diagonales du parallélogramme correspondant aux deux diamètres obtenus. Gela posé , la direction des axes de Thyperbole résultera inunédiatement de la bissection des deux angles asymptotiques , et la longueardc j chacun se trouvera finalement sous plusieurs formes commodes, surtout comme moyen proportionnel entre les distances d'un point de l'arc aux deux asymptotes, mesurées parallèlement à l'axe cherché, ou entre la coordonnée correspondante de ce point et celle de^ l'intersection de sa tangente avec cet axe, etc., de manière à fournir aisément divers modes de vérification pour l'ensemble du tracé.
117. Parmi les nombreux problèmes, déterminés ou indéterminés, que sug^re naturellement la théorie de l'hyperbcrie,
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il suffira d'en choisir ici quelques-uns, qui permettront au lecteur de multiplier spontanément ces utiles exercices.
Considérons d'abord la détermination d'une hyperbole d'après une asymptote et trois points. La loi des transrersales y ifldiqae aussitôt une commode solution graphique, fondée sur la construction préalable de la seconde asymptote , dont ce théorème fournit aisément deux points, à Faide des deux cordes qai joignent Tun des points donnés aux deux autres, prolongées d'abord jusqu'à l'asymptote connue. Quant à la solution analytique , on la simplifiera beaucoup ^ si les axes sont disponibles, en prenant pour axe des j^ Tasymptote, et faisant passer l'axe des ai par deux des points : l'obliquité de tels axes n'apportera d'ailleurs aucun obstacle à cette recherche , d'après la nature des conditions proposées. L'équation de l'hyperbole sera ainsi, en vertu de l'asymptotisme,
En ayant égard aux abscisses x^' et a/" des deux premiers points donnés , lesquelles devront devenir les racines de l'équation cx^-^-ex^i, et formulant ensuite le passage à l'autre point a/, y, on obtiendra fihalement
1 _x''+a/'' ^ _ x'y ^+ a/*— af (a/^+ J/^)
D'après ces formules , tous les cas d'impossibilité seront nécessairement de nature précise, conformément aux indications géométriques ; elles deviendraient infinies , si j/' ou a/" s'anaulaient , ce qui placerait l'un des deux premiers points sur l'asymptote ; en outre, la troisième pourrait l'être aussi, d'après l'annulation de a/ ou y, d'où résulterait la situation de Tautre pcrfnt ou pareillement sur l'asymptote on en ligne droite avec les précédents. On ddt enfin remarquer le cas de frs 0, qui
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n'est pas plas admissible qae cenx-lk : il y ftmt coDsidé«<er le numératear comme équiralent au prodait (a/— s") (jp*— a/"), en sorte que cette hypothèse revient à a/ sz j^' ou a^ =» jc/"^ c'est-ànllre qne Fane des denx cordes menées da dernier point taiL deni premiers deviendrait parallèle à l'asymptote donnée. Les analogues graphiques de ces divers symptômes d'impossi- Mlité sont faciles h apprécier.
Supposons maintenant que deux des points qui précèdent soient remplacés par lesommet. En le considérant comme équidistantdes deux asymptotes, la construction restera presqu'aussi facile pour trouver d'abord la seconde asymptote, ainsi tangente à un cercle aisément assignable, et passant encore en un point connu: seulement y ce tracé signale icl^ outre les cas précis d'impQSsibilité déjà remarqués , un cas vague tenant à la sitaa<* tion de ce point dans ce cercle. La solution analytique devra maintenant faire préférer des axes rectangulaires , l'asymptote et sa perpendiculaire au sommet. En partant de la même équation que ci-dessns , l'abscisse ^ de ce dernier point y et les coordonnées x\ y du premier, y fourniront d'abord les deox conditions
qu'il faudra compléter en caractérisant analytiqaemeot le som* met. Pour cela , le mode le mieux en harmonie avec l'ensemble de la question actuelle , consiste à exprimer ré(]uidistance aux deut asymptotes, comme dans la solution graphique. Car, id^ la méthode subsidiaire conduit aussitôt , [mr une diyision mo*
nome, à l'équation de la seconde asymptote j^ = — -x — -,
4ont la distance au sommet donaé fournit aisément la troirièuie
chercbée 2c«a?4*e^=B^^â?*. Les deux premièrea per^
I sMia difficulté la réduction pi^éatable de c et « à la
kJ;iLinut]i
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seule incoDAue b , dâs lors déterminée par UDd éfwttcm dO second degré , que j'engage le lecteur à discuter.
Ensttppriinanl) dans cette question, le second poi«t domé y, y, elle devient indéterminée, mais suivant la juste mesuf^ qnj comporte la recherche des liens. Proposons-nous detrwver celai des foyers. Les axes précédents restent trés-oonveiiables > d'après VéTidente symétrie d'un lel lieu. Mais, quoique Téqua* tioo ci-dessus permit^ sans doute, suivant nos principes gêné* raux, ou conformément à la construction spéciale» rinlfodmv tioD du foyer > il est préférable d'employer un a«tre typa analytique, directement fondé sur Téquation focale
OÙ les conditions d'asymptotisme donneraient d'abord 7=^1) /•= — o, pour la suppression nécessaire des termes en y seul. Ainsi devenue, comme précédemment,
le passage au sonoonet donné y fournirait une première condition (itr*—!) €? -[-2 (a— /?6) //=«*, qu'il resterait à compléter d'après le caractère d'un tel point. Parmi les divers modes qu'il comporte , le plus simple consisterait ici dans la rectangularité entre la tangente correspondante et la droite qui va de ce
point au centre j: = 0, v = 6~ -. Cette seconde relation étan^ *~ ' . /^ •
une fois formée , elle permettrait d'éliminer p à l'aide delà pre-
' éPix-^d) mière, de manière à fournir l'équation cherchée^* = — "nr^i
par UB calcul dcmt je laisse l'exécution au leetemr.
La déGnition de ce lieu indique naturellement, en aynt égard aux notions spéciales, une descriptioii par points, ^ conduirait plus simplement à l'équation préoédenta, et ^ d'aiUairs annoniae déjà la figure géainde 4'uim telle
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Car, en considérant l'asymptote donnée comme le lien spontané du centre , chaque position G de ce point déterminerait la posi-
lion correspondante du foyer F (fig. 76) par Fintersectlon de la droite CD qui le réunirait au sommet fixé B avec un cercle décrit de G et passant en £, où la perpendiculaire DE à l'axe yariable de l'hyperbole coupe Tasymptote OY. D'après cela, quand cet axe GD tend vers sa limite horizontale OX, l'ordonnée FP, toujours inférieure à DO ou d, tend à lui devenir égale , suivant la constante similitude des triangles FDP et EOD , dont les hypoténuses tendent alors vers l'égalité. Ainsi , la partie droite de la courbe cherchée est symétriquement comprise entre deux asymptotes horizontales, BG et B'G', menées à la distance d de son axe OX. Une comparaison analogue montrera, en sens inverse, que ces asymptotes conviennent aussi à la partie gauche, correspondante au second foyer F', dont l'ordonnée F'F décroîtra simultanément, en tendant vers sa limite Inférieure d. Si maintenant on rapproche , au contraire , l'axe variable DG de sa limite verticale DI, on voit que le foyer F tendra vers le sommet donné D , tandis que l'autre foyer s'avancera continuellement vers la verticale opposée D'U, qu'il ne cessera pourtant de dépasser qu'à l'infini ,- en sorte que la seconde portion du lieu , interrompue de OY à FL', se trouvera Sjrmétriquement comprise entre des asymptotes rectangulaires. Le le^eur reconnaîtra facilement la conformité de l'équation ci-des9ps obtenue avec la figure générale que notre définition graphique assigne ainsi à cette courbe remarquable du troisième degré.
En renversant la question précédente , on est conduit à chercher le lieu des sommets de toutes les hyperboles ayant une même asymptote et un foyer commun. Si , par un motif évident de symétrie, on rapporte encore l'hyperbole à l'asymptote domiée et à là perpendiculaire menée du foyer donné , son
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équation sera , d'après le type focal , et eu égard à Tasympto-
tisme,
d désignant la distance du foyer à l'asymptote , et /? le coefflcient variable de la directrice. On introduira ici le sommet
comme étant à la fois sur Thyperbole et sur la perpendiculaire
jr:= ► (jc—d), menée du foyer à la directrice ; ce qui , par l'élimination de j9 , conduira aisément à l'équation cherchée
jc\d—jr)
f= -7-T- , déjà discutée dans la troisième partie de ce traité.
La description spéciale , dont cette courbe serait encore plus facilement susceptible qae la précédente , confirmerait clairement la forme résultée de cette équation, qui pourrait d'ailleurs être ainsi obtenue très-simplement.
Si , dans ce dernier problème , on remplaçait le foyer donné par une directrice , il serait superflu de chercher aucun des lieux correspondants ; car, la théorie de la similitude indique d'avance , envers toutes les hyperboles ayant une asymptote et une directrice communes , qu'il n'en pourra jamais résulter que des lieux rectilignes , convergeant tous vers Tinter* section de ces deux droites.
118. nue nous reste plus maintenant à considérer l'hypea*bole que relativement à sa quadrature. En partant de l'équar
tion aux axes j^ = ~ y/x^—a' , la mesure du segment hyper-
bolique ne deviendrait accessible à nos méthodes élémentaires que sous forme de série : seulement on aperçoit aussitôt, comme dans l'ellipse , d'après le principe de Wallis , la réduction spontanée du cas général à cdui de l'hyperbole équilatère , dont il sera dès lors permis de s'occuper exclusivement , quoique cette simplification n'offre ici aucun avantage imp(Hr-
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tant. Mais , m considérant l'équation aqrmptotiqiie xy s m\ on peut y décoavrir une loi très-remarquable pour Taire correspondante SDMP i/tg. 77) , comptée do sommet. Si Ton transporte rorigine en D , conformément à nos Iiabitudes de
quadrature , cette équation devient ^= — ; — , et le dévdtop-
pement du quotient en série, donne aisément
j^=:m — x-A —+etc.
mm
n en réndte , pour l'âire cherchée, la lérie très-simple
m' OÙ l'algèbre apprend à reconnaître le dérdoppement da
ritbme népérien de 1-| — .On trouve ainsi finalement , en re-
venant à Tancienne origine des abscisses , la formule
S=/»"/ [ — ^ , d*après laquelle ce segment hyperbolique, d'oii
tout autre pourrait dériver, crott comme le logarilhoie du rap^ pctt't de ses denx âbsdsses extrêmes.
Cet important résultat peut être essentiellement oontoné^ indépendamment de notre thécwie générale des quadratin^s , par une appréciation spéciale de la somme des rectangles élé^ mentaires qu'on substituerait d'abord au segment SDMP, en y considérant divers points intermédiaires M', M", etc., dont nous ne fixons pas encore la répartition. Si ^', y et j/', y, etc. désignent les coordonnées de ces sommets auxiliaires , les reetangles successifs auront pour mesure rs=sy {x! — m), ff=:y*{af—Af) , r^'=:y(a7'''— x"), ctc. En y rapportant les ordonnées axxx abscisses , d'après l'équation xy^^nù^ on aura finalement
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.= «.«(1-^), / = ^*(l-J), ^' = -*(l~$). etc.
Or^ ces expressions montrent que tons ces rectangles partieb deviendraient équivalents , en faisant croître les abscisses in-> tennédiaires , ou décroître les ordonnées correspondantes , en progression géométrique , comme pour notre première mé' thode élémentaire de quadrature , quelle que fût d'ailleurs la raison de cette progression. Dans une telle hypothèse, un
second segment hyperbolique MPNQ équivaudrait nécessaire-
ment au premier, si son ordonnée finale NQ était en progression géométrique avec les ordonnées extrêmes SD et MP de celui-ci ; puisqu'on y pourrait ainsi inscrire un pareQ nombre de rectangles égaux à ceux de la série primitive , en tant que leurs hauteurs prolongeraient la même progression , la relation constante de ces deux sommes analogues devant d'ailleurs s'étendre jusqu'à leurs limites respectives. L'aire SDMP augmente donc en progression arithmétique , quand son abscisse finale OP croit en progression géométrique ; ce qui est exao* tement conforme à la loi analytique obtenue ci-dessus , suivant la correspondance fondamentale entre la marche des logarithmes et celle des nombres. Toutefois , cette considération spéciale est moins complète que notre appréciation générale , en ce que la loi de variation des aires hyperboliques n*y assigne pas la mesure propre de diaque segment, mais seulement son rapport effectif à un segment initial , dont la détermination resterait alors inaccomplie.
On voit ainsi comment la quadrature de l'hyperbole, ordi^ naire , que nous avons vue , au n*" 80 ^ échapper, au moins di* rectement, à la règle analytique qui convient à toutes les autres hyperboles , est assujettie à une loi distincte , qui rentre pourtant , à sa manière , dans cette commune formule , quand on y applique les moyens propres à l'évaluation dea symboles
indéterminés. Si l'on considère l'ensemble de l'aire hyperbolique , depuis le sommet jusqu'à l'une ou à l'autre asymptote , les deux démonstrations précédentes annoncent pareillement que ces deux aires , actuellement égales , sont toutes deux infinies , soit comme proportionnelles au logarithme d'un nombre infiniment grand , soit comme augmentant indéfiniment par degrés équivalents j tandis que, envers toute hyperbole d'un plus haut degré , nous avons reconnu que Tune d'elles est finie
et l'autre infinie.
Notre théorie des quadratures fournit aisément la, mesure des volumes résultés de la rotation de l'hyperbole autour de chacun de ses axes. Si l'on considère d'abord Thyperboloïde discontinu , produit autour de Taxe transverse , il faudra , pour ne pas troubler nos habitudes analytiques , porter l'origine au sommet , où seulement commence le segment générateur, en
ta
adoptant l'équation j^'ris—.Cx'-j-S^-^). D'après la règle ordinaire, qui ramènera cette cubature à la quadrature d'une para-
ana-
V /l \ bole , on trouvera ainsi la formule V = tt - j:'( - x-{-a \ ,
logue à celle du segment sphérique. Quant à l'hyperboloïde continu , correspondant à la révolution de la courbe autour de son axe non transverse , on pourra conserver l'équation ordinaire ay — 6*j:'= — a'&% en y dégageant x au lieu d'j^, puisque la rotation se fait maintenant dans l'autre sens. Le résultat, dépendant encore de la quadrature de la parabole , sera dés
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CHAPITRE V
Appréciation des courbes do second degré comme seetions coniques.
119. Après avoir suffisamment étudié les principales propriétés de la parabole, de l'ellipse, et de Fhyperbole , il nous reste à considérer ces trois courbes sous un dernier aspect commun , plus propre qu'aucun autre à faire nettement saisir Vensemble de leur figure , en y voyant , suivant la notion initiale des anciens , les sections d'un cône ou d'un cylindre par un plan diversement situé. Toute ligne peut être envisagée , d'une infinité de manières, comme l'intersection de deux surfaces ; et, qaand celles-ci peuvent être facilement conçues y en tant que résultant du mouvement de lignes plus simples , aucune description directe ne peut aussi clairement caractériser la forme d'une courbe qu'une telle pénétration : c'est ainsi , entre^ autres, que les courbes du n"* 22 sont surtout appréciables à titre de sections planes d'un tore. En partant de la ligne droite et do cercle , naturellement indiqués dans une foule de phénomènes journaliers, les premières courbes régulières que l'esprit hamain ait réellement inventées furent , en effet , imaginées d'après ce mode , quand les géomètres grecs pensèrent à combiner entre elles les plus simples surfaces'engendrées par ees deux lignes primordiales.
S'il s'agissait ici de considérer, en général , toutes les intersections de surfaces propres à produire. les courbes du' second degré , la question exigerait nécessairement la géométrie à trw dimensions. Mais, devant nous borner i la combinaisoola ptan
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propre à perfectionner Fétade de ces lignes , cette appréciation complémentaire , sans appartenir spontanément à la géométrie plane , y peut aisément rentrer, à Taide d'un artifice spécial , qoi , généralisé autant que possible , s'étendrait également aux sections planes de toute surface de révolution. Nous rappliquerons seulement an cylindre et au cône considérés en géométrie Mémeataire , c'esti^-dire à la fois circulaires et droits , et qui , comme on sait , deviennent alors exceptionnellement les plus simplea corps ronds. Quoique le {Nremier cas smt fadlement compris dans le second, et malgré que le cylindre ne puisse fournir que l'une de nos trois courbes, sou image plus daire encore et plus familière doit nous détermiaer à Teavi- Mger d'abord distinctement.
En concevant un cylindre engendré par une droite AN { fig. 78), autour d'un axe parallèle IL , les sections planes de cette surface sont immédiatement connues , comme envers toat autre corps rond , quand elles sont perpendiculaires à Taxe : or, c'est en partant de tels cercles , que , par une méthode spédde , on peut découvrir la nature ou former l'équation de la eoupe qui résulterait d'un plan quelconque , sans sortir réellement du domaine de la géométrie à deux dimensioDS. Quel que soit ce plan, la section sera nécessairement toujours symé- Iriipie autour de sa trace AB sur le plan qui lui serait meué perpendiculairement par l'axe de la surface : quant an cylindre en particulier, la courbe aura d'ailleurs pour centre évident le point où sou plan coupe cet axe. Plaçons donc en ce point Tori^ fine de deux axes rectangulaires situés dans le plan de cette courbe , et dont l'un coïncide avec cette trace. Afin de trouver la relation d'une abscisse quelconque OP à l'ordonnée correspoadaùte , il sidit de mener par P, perpendiculairement à l'axe 4a cylindre , ua plan auxiliaire , qui coupera la surface soivafit
carde dont CPD a^ala diamètre : dès tors, cette ordonoée,
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sjiontaQéineat commaoe aux im% courbes, fournira , d'après la flecoode , la relatioa constante ^'=PDx PC , qu'on peut kà considérer comme l'équation naturelle de la section oblique. Ponr en déduire l'équation définitive , il ne reste plus qu'à ra{h jporter les facteurs PD et PC à Tabsdsse OP ou j?, à l'aide des constantes du problème , qui sont le rayon r du cylindre et l'inclinaison a de son axe sur le plan coupant. Or, la somme de ces dtox lignes étant comuie , tout se réduit à calculer PJD , d'après le trîaôgle P AD , qui donne
H)= APsîna =s (AO — ^j:)sina= ( -. x\ sîna =r— x sina.
^sma J
Ben résrite aussitôt l'éqoation de la courbe cherchée
Cette section est donc toujours une ellipse , dont le petit axe éfiivaat constamm^itaa diamètre du cylindre, le rapportées axes y étant égal au sinus de l'inclinaison de son plan sur l'axe delà surface. Tel est le mode le plus simple d'après lequel on poisse n^temoQt se représenter me dlîpse* On voit ainsi «pie, sor un même cylindre , on pourra concevoir des ellipses de toute forme, en cbangeant l'obliquité des coupes, mais non de toate grandeur. L'excentricité est ici égala à la projectinn Œ du demi-grand axe OA sur Taxe du cylindre ; ce qui permettra de marquer aisément les foyers.
120. Considérons maintenant le cas du cône , principal objet de ce chapitre, en concevant cette surface comme engendrée par la rotation d'une droite G'SG invariablement liée à l'axe fixe CSG 9 qu'elle rencontre toujours en S : chaque cône sera suffisamment défini par l'angle constant € de cette génératrice avec cet axe. En supposant que la figure 79 soit tracée dans le plan mené par l'axe du cône perpendiculairement à celui de la section cherchée , nous rap^rterons cette courbe à deux axes
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rectangulaires, dont Ton AX coïncide, de même qa'envers le cylindre , avec l'intersection de ces denx plans : nous placerons d'ailleurs , pour plus d'uniformité , Torigine au point A, où Ton peut aisément constater que la tangente à la courbe sera constamment perpendiculaire à son axe géométrique AX. Gela posé, en menant, comme ci-dessus, par l'extrémité P d'une abscisse quelconque, une section auxiliaire, perpendiculairement à Taxe de la surface , on aura pareillement y =PDxPE ; sauf à exprimer en x ces deux facteurs yariables , à Taide des données, linéaire et angulaire , qui définissent le plan coupant, d'après la distance d du sommet de la courbe au sommet du cône et l'inclinaison a de son axe géométrique sur la génératrice SA. Or, le triangle APD fournit immédiatement l'exprès-
sion de PD= jc — -. Quant à PE , on le rapportera provisoirement à PB ou AB — a:, dans le triangle PB£, qui donne
PE = (AB— jir)?îï^^^i^\ en évaluant l'angle B d'après le
cos€
triangle BAS : ce dernier triangle permet ensuite d'éliminer
d%\ik 26 AB= .-- — --— . Il en résulte finalement, pour la courbe
sm(a+6) ' ^
chercbée, l'équation
- , sinasin(a+2S) « ^ , . .
yj i-J- — : 0?'— ârfsmatangg.jc = 0.
cos'6
La section d'un cône par un plan est donc toujours une courbe du second degré : c'est en cela que consiste ici notre proposition principale ,* car, d'après cette notion , l'inspection directe de la figure permet aisément de caractériser les situations propres à fournir successivement la parabole , l'ellipse et l'hyperbole. D'après la règle analytique ordinaire , ces trois cas correspondront à a+2ê = 180% a+26<180% a+26>18ô'; ce qui indique le plan coupant , soit comme parallèle à la gé«
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iiéiatrice opposée , soit comme la rencontrant aa-dessons da «nuBet S , soit enfin comme la rencontrant au-dessus de ce point I on voit , en effet , que le lieu sera dès lors limité d'un côté et illimité de l'autre , ou fermé de toutes parts , ou enfin illimité et discontinu entre les deux nappes du cône. En concevant ainsi les trois courbes du second degré, Vellipse se présente d'abord spontanément , puis la parabole , et ensuite Fhyperbole , en s'écartant graduellement de la section perpendiculaire à l'axe , qui constitue ici le point de départ naturel : la situation parabolique devient alors la commune limite des situations elliptiques et des situations hyperboliques. Pour les anciens , qui ne c(msidâraient habituellement que des sections perpendiculaires aux génératrices , ces trois lignes exigeaient chacune un cône différent : la parabole correspondait au cône rectangle , où l'angle des génératrices opposées est droit , l'ellipse au côlie acutangle , et Thyperbole au cône obtusangle.
On peut envisager l'équation précédente comme représentant aussi les sections cylindriques , en y supposant nul Tangle du cône 6; mais il faut alors transformer le dernier coefficient, afin d'éviter l'indétermination qu'y produit d'abord l'hypothèse simultanée de d inOni , en remplaçant cette longueur par une autre qui doive rester finie , telle que la distance r du sommet de la section à l'axe de la surface , laquelle équivaut à dAn 6. En faisant ensuite 6 = 0, on obtient l'équation j^'^+sin' a. jc'* — 2rsina.x = 0, qui ne peut plus représenter qu'une ellipse , conformément au n*" précédent, où l'origine, maintenant au sommet, était au centre.
Quoique l'artifice employé dans ces deux cas doive être bientôt remplacé par les méthodes générales que fournit spontanément la géométrie à trois dimensions pour toutes es intersections de surfaces quelconques, cependant, comme il est toujours utile, au moins logiquement, de généraliser
antaot que possible chaque procédé scientifique , il ooftiiiwl de sentir que celui-ci est plus étenda qu'on ne le- su^ese (»-dinairemeni, et qu'il devient essentiellement applicable à tons les cocps ronds^ d'après la connaissance préalable de leur courbe méridienne. Pour s'en mieux convaincre^ le lecteuD devra l'appliquer à quelque autre surface de révolution suffirsamment simple , en^ étudiant ainsi ,. par exismple , les sections flânes du paraboloïde.
121. Afin d'édairci^ autant que possiblelanotion des courbes du second degré comme sections conique», il faut maiiiÉeiiant retrouver sur le cOne les pribcipaux éléments géométriques que nous a suocessivement oflbrts Fétude^q^édalb de chacune belles.
Cette appréciation fibale est d'abord très-facile envers la parabole, dont l'équation est ici ^'*=Wrfn''?.jr, d'après l'hypothèse caractéristique a+26=:180''. De cette expression de son paramètre , on peut aisément déduire la constructibn conique de son foyer, où l'on doit ainsi voir la projection , sur l'axe de la parabole, de la projection du sommet de cette courbe sur l'axe du cône. Il en résulte, réciproquement , un mode fort simple pour transporter, sur un cône donné, une parabole donnée : car , en y regardant la distance du foyer au sommet comme la base d'un triangle rectangle dont l'angle opposé soit égal à celui du cône, l'hypoténuse de ce triangle mesurera la distance du sommet de la parabole à l'axe du cône; ce qui permettra de placer facilement la section.
Quant à l'ellipse , on déterminera ses axes en comparant l'équation générale du n** précédent à celle de cette courbe rapportée au sommet,
a Al
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ee pi donne
b^ rfnasin(a4-2€) tt
De la combinaison de ces deux relations, il résulte les formules
§La [H*emière indique que le grand axe de l'ellipse est toujours la droite AB , résultant de Tintersection de son plan avec celui qui lui est mené perpendiculairement par l'axe du cône , sui- Tant les évidentes indications du sujet. Quant à la seconde, l'interprétation coniqu^ en est moins directe; mais il est aisé d'y reconnaître le demi-petit axe comme une moyenne propor. lioonelle entre les distances des deux extrémités A et B dugrand axe à l'axe du cône. En combinant convenablement ces deux déterminations , on en déduirait la construction conique des foyers : mais on peut aussi l'obtenir immédiatement avec plus âe simplicité , de manière à mieux éclaircir l'ensemble d'une telle concordance. Il faut remarquer que , d'après ces notipns» la distance des foyers est toujours égale à la partie AN ou BR de la génératrice comprise entre les deux plans perpendiculaires à l'axe du cône , qui circonscrivent l'ellipse considérée : cette relation résulte d'un théorème élémentaire^ peu connu et d'ailleurs peu utile , constituant une conséquence indirecte du tbéorèKie de Pylfaagen^ , et consistait en «œ ifue , dans ^timt
trapèze isocèle tel que ANBR, le carré delà idiagonale équi- Taut au carré du côté égal plus le rectaqgle des côtés inégaux. Sf donc dn porte sur AB , de part et d'autre de son milieu , la moitié de AN, on y marquera les deusL foyers de l'^ttyise.
En renversant les relations précédentes , il devient facile , réciproquemerit , deiplacer^ isur «n^iie adonné ^ une ellipso
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doonée. Graphiquement , on peat d'abord reproduire Siisément, dans le plan de l'ellipse , les triangles AMBet BRA, en prenant pour base commune la distance entre les foyers, et pour angle adjacent le complément de Tangle du cône ou le supplément de ce complément, le côté opposé étant d'ailleurs égal au grand axe : les troisièmes côtés ainsi obtenus indiqu^H>nt les doubles des distances de l'axe du cône aux deux sommets A et B de l'ellipse proposée; ce qui permettra de la placer facilement. Cette construction montre la question comme toujours possible quels que soient l'ellipse et le cône, puisque ces triangles ne pourront jamais offrir le oas d'impossibilité, le côté opposé à l'angle donné y étant constamment supérieur au côté adjacent. Un même cône quelconque peut donc ^rnir toutes les ellipses imaginables : autour d'un sommet fixe A, il présentera tons les degrés d'ellipticité , en y faisant yarier l'inclinaison a, depuis la direction circulaire du plan coupant jusqu'à sa situation parabolique : ensuite , pour chacun de ces degrés , les dimensions varieront à volonté en transportant parallèlement la section à une distance convenable du sommet du cône.
Si , au lieu d'accomplir graphiquement cette double détermination , on veut l'opérer algébriquement , il suffira de renverser les deux relations fondamentales, en y concevant donnés aetb^ afin d'y chercher a et d, La seconde inconnue résulterait aisément de la première , qu'il s'agit donc de dégt ger dans
1,. ,. , . .4 . sinasin(a4-26) i"" ^ , . l'equation trigonometrique -^ = -- . On la sim-
COS b à"
plifiera beaucoup en y transformant le numérateur , d'après un
théorème connu, en -(cos^26 — eos2(ce4-6)),cequi donneit
pour l'angle auxiliaire 2 (« -f €), le résultat fort simple c(»s2(«+6) = 2co«'e( 1 — ^^ — i,
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oàron peut aisément vérifier la constante possibilité de la question , cette fonnnle ayant toujours une Yalenr, non*sei^ lemeat réelle, mais inférieure à l'unité , suivant les conditions d'un tel mode.
Considérons enfin le cas de l'hyperbole , envers laquelle il est facile de constater d'abord la permanence essentielle de toutes les notions précédentes au sujet des divers éléments géométriques qui lui sont communs avec Tellipse , c'est-à-dire les deux axes et l'excentricité. La seule appréciation spéciale qui doive ici nous arrêter concerne les asymptotes , dont il importe de sentir nettement l'interprétation conique. On y est naturellement conduit , soit par la figure , soit d'après TéquatioQ , en remarquant que leur inclinaison sur l'axe transverse de l'hyperbole doit être la même pour toutes les sections parallèles, qui, géométriquement, seront toujours semblables, ou, analytiquement , auront des axes proportionnels. Dès lors, en faisant graduellement rapprocher le plan coupant du sommet du cône, sans jamais changer sa direction , on atteindra finale-^ ment une limite où la situation des asymptotes deviendra irrécusable , quand la section se réduira à ces droites , d'après le passage du plan au sommet. Telle est donc l'origine conique des asymptotes de l'hyperbole , toujours parallèles aux génératrices suivant lesquelles le cône est coupé par un plan mené de son sommet parallèlement à celui de la section. On peut d'ailleurs vérifier cette construction^ en reconnaissant, d'après la formule ordinaire des angles trièdres , que chacune de ces génératrices forme , avec l'axe de l'hyperbole , un angle égal
à oelui dont la tangente est ~ ou — ^V/ sinocsin («+26) : car ,
a coso
en considérant l'angle trièdre dont les arêtes seraient ces deux droites et Taxe du cône , l'un de ses angles dièdres se trouverait droit , et cottipris entre deux faces , dont Tune serait
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€^.«.^180^, et Tanlve eonstitaerait riocliMMaii ckefchée f , la trcHsième face étant 6 ; il en résalterail dono
COS$= COS <p COS (e+a—^S^**) >
d'oA ¥<m conehtt mie expression de tang f exactement éqnfyalenfo h la précédente.
Suivant ces notions , il existe, sur chaque cône , une limite nécessaire pour le degré d'ouverture des diverses sortes d'hyperbole qu'on y peut tracer, puisque l'écartement des asymptotes ne saurait ainsi excéder jamais celui des génératrices opposées : l'hyperbole la plus ouverte correspond donc toujours à un plan parallèle à l'axe du cônç ; en sorte que , en dépassant cette situation maximum, Thyperbole, au lieu de s'éloigner davantage de la figure parabolique , qui avait constitué son point de départ, s'en rapprocherai! nécessairement. Cette prévision directe est pleinement conforme aux conditions de possibilité qu'exige alors le problème , déjà résolu envers l'ellipse, consistant à placer, sur un cône donné, une courbe donnée. En effet , dans la détermination graphique , les triangles analogue à ANB et BRÂ ne seront plus toujours possibles , puisque ie côté opposé à l'angle connu s'y trouvera maintenant iaférieur au côté adjacent. La limite aura lieu quand ces triangles
deviettiront reotangles, ee qui exwe eosSss ^, d'où langée -;
C CL
en sorte que l'angle du cône doit être au moins égal au demiangle des asymptotes de l'hyperbole , conformément à la règle précédente. La solution trigonométrique reproduirait , à sa maniéFe, la même condition, en éoanaiit alors, A'apfîèa le chqingement accoutumé de V en — 6% la formule
(jLa
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valeur supérieure à Tunité , si cos 6 y excède -.
IVties'SOBt les fliveries ngtwofc <»W!iitfcW» relalivesà Vsif^
prédation q^édik des ooMrbcs du second éegré tonmie ^secÂiomê
da^éneciroilairc drok, QiMmta^ltie oon?ienaepliu ai^ourd'iiui
k reprendre, de ce ponit de vùet^ «sivaiBt le «feode «BM^ae^
Yéliaét eatière de «ces Iti^nes , il faut (cepeudMl y remaniaor
rorig^ioe très naturelle de plusieurs déKNrninatkMia iWÊffm^
tantes. Gela est surtout sensible pour la théorie de la simili-
tode^ d'vpr-ès la consrdération élémentaire de la constanle tes-
semblancc géométrique dos diverses sections parallèles d'une
pyranide , et par suite d'un cône : il en résulte aussitôt que
detix paraboles sont constamment semblables , comme pouvant
((nxjotird se placer parallèlement sur un même cône ; au cqn-
traite , deux ellipses ou deux hyperboles né le seront qu'autant
cfae leurs plans pourront ainsi devenir parallèle!)» , ce qui ,
d^près les formules précédentes , exige que leurs alies soient
proportionnels ou leurs asymptotes également inclikiées. On
oontoit aussi que, sous cet aspect conique, la question des
tangentes ne saurait jamais otfrir , envers ces trois courbes ,
aucune autre dtflicullé réelle que celle de transformer une
construction dans Tespace en construction pl^ane ; puisque la
tangente h la section se trouve alors déterminée spontanément,
en chaque point, par l'intersection du plan de la courbe avec
le plan tangent à la surface , aisément assignable d'après la
tangente correspondante à la base circulaire du cône.
La destination propre à ce chapitre complémentaire a
àt nous y réduire à l'examen du cône droit , comme étant la
plus simple surface d'oit puissent résulter les trois courbes du
second degré. Mais il n'est pas inutile de remarquer, en termi-
ant , que l'artifice adopté conviendrait aussi au cône^circnlaire
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oblique , quoique ce ne soit plus une surface de réy<dution , du moins en nous bornant à y considérer des sections perpendiculaires au plan principal du cône , c'est-à-dire , à celui mené par l'axe perpendiculairement au plan de la base , et contenant dès lors les deux génératrices maximum et minimum. En pro^ cédant exactement comme ci-dessus, on y trouvera; pour réquation analogue de la section qui fait un angle a avec l'une de ces génératrices , d désignant toujours la distance de son sommet à celui du cône ,
. , sin«sin(7 + ^— «) ^a ^sin«sin(7+^) ^
•^ *^ smvsmi^ smvsm^
le cône étant alors défini d'après les deux angles distincts 7 et ^ que forment ces génératrices extrêmes avec le plan de la base. La conséquence la plus intéressante que fournisse maintenant une telle.équation, se rapporte à la détermination des sections circulaires. Qn y voit que , pour obtenir un cercle, il faut supposer sin a sin (7 + ^ — a) = sin 7 sin ^ ; d'où résultent les deux solutions a =7, o^=S, dont Tune indique, à l'ordinaire , un plan parallèle à la base, et l'autre correspond, par exception, à une certaine section oblique , que les anciens qualifiaient judicieusement d' anti-parallèle : ces deux directions ne sauraient coïncider qu'autant que le cône deviendrait droit.
Cette proposition remarquable , qu'il convient de noter ici à raison de son utilité spéciale en plusieurs occasions , surtout en géographie, ne constitue d'ailleurs , comme on le reconnaîtra bientôt, qu'un simple cas particulier de la propriété générale d'après laquelle toutes les surfaces du second degré, à l'exception d'une seule, comportent toujours deux sortes de sections circulaires , dont les plans ne se confondent que quand la sur-* face est de révolution.
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CHAPITRE VL
Application générale de Tétude des courbes planes à la construction des équations
déterminées.
123. En terminant l'étude élémentaire de la géométrie plane, d'abord générale, puis spéciale, il importe . de caractériser sommairement l'application naturelle de l'ensemble des notions ainsi acquises à la constnicHan des équations à une seule inoonnae. Au début de ce traité, nous avons considéré la constraction des formules proprement dites fournies par la résolotion des équations , et consistant dans la simple substitution des opérations graphiques aux calculs arithmétiques indiqués pour l'évaluation de chaque résultat. Il s'agit maintenant d'une transformation , à la fois plus difficile et plus importante, où la figure doit suppléer à l'ensemble total de l'élaboration abstraite , soit numérique , soit surtout analytique , d'une équation qu'on ne saurait résoudre, et dont les racines réelles seront pourtant graphiquement assignables. Cette utile conversion , si soavent destinée à compenser, quoique incom|déteiûent , l'extrême imperfection nécessaire de la résolution des équations , consiste à concevoir ces racines c(»nme les abscisses propres aux intersections de deux lignes convenablement choisies , d'après deux équations à deux variables susceptibles de reproduire l'équation proposée f{x)=:0 par l'éUmination de la variable auxiliaire^. Une telle condition fondamentale pëht être, analytiquement, remplie d'une infinité de manières : puis<^e, au couple quelconque d'équations qui y aurait satisfait, on pour^ i)ût toujours en substituer bemcoup 4'aujtres équivalei^ , dos
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à deux combinaisons distinctes, mais d'ailleurs arbitraires, de ces équations primitives. Il est même aisé de sentir qae cette indétermination subsisterait encore après avoir choisi à Tolonté fune des deux équations auxiliaires 7 (^, ^)=0 : car, il suflBrait, par exemple, de prendre l'autre suivant le type ? (•^?^)« ^^ i^^y) -i-fiJ^) = ^' où le second (eLCienr^{x,jr) désigne une fonction tout à fait quckoaque; sans que ce mode analytique soit', à cet égard y le plus complet, il est assez étendu pour faire ici lunteraeni ressortir l'extrême dîTerBité 4e6 systteies de cOBStructioii propres à cbaipie cas. Sons Ya«peot g>te* métrique, cette varîélé est encore mieux év>îdeat«; ovdrela faculté de cMit)i«er les «ibscisses cherdiéeB avec des ordonâées arbitrages, 14 «sC ckir sarlout que , après avoir fixé les ialerseottons proposées , on y peut faire passer, d'une infinité de manières 9 toutes les sortes de lignes qui exigent un plus grand nombre de points pour leur détermination.
GettedoubleapprécâatioiiioëiqaesnffisamTDentqae toute la diffiinilté de oescMMtffUctions consiste essentiellenentè y«ii}pl<rf«r les ligaes les plus œnvenables au but que l'on se propose. Si , comnw il arrive soavent, la figure n'est introduite qu'à litre d*artifice logique , ce* qoA constitue, au fond , la haute utilité d'une telle transformation , on tiendra moins à simpiiipr sm tracé effectif qu'à rendre sa conception pius directe et plus spontanée. Dans ce desseiti, le meilleur mode consiste ordinairement à emn^ biner une ligne droite avec la conrbeeorrespondante à Téquatiott donnée, en considérant , par exemple, isuiyant la forme la plus usitée^ les racines réelles de/ (j:)3=:0 comme les abseisses des points où la courbe ^«/(j?) rencontre l'axe dès x. Mais, quoique ce mode s({it constamment le plus naturel, il faudra presque toujours l'écarter quand, au contraire, il s'agira d'ntiKser finalement la figure dans la détermination effective des racines oonsidérées t on préfère alors compliquer un peu l'une des deux
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Hgnfls introriuitM afia de poayotf dayaatag^ «mirilifier Fau(r«, Mvaat une loi de coiapensation nécessaire ci-après ej^Uquée. Iâ4. Psiur apfirécier comrenabkment «eUe applicaikMi foodamentale de l'ensemble de la géométirie plane, il importe de la coBC^oir iMbitaellement comme également oanv^nable à tons ka ^aures possibles d'équations déterminées, stnssi bien transeendantes qu^algébriqnes. Sok à construire, par exemple, réqualioB x lang xssi. Au lieu du mode oatard, qui exigerait la considération d'une courbe trop compKquée j^s^x tang x^ aa pourra d'abord combiner la courbe trigonométriqiie, haie ieonceyoir, ^sstang x, arec Thyperbole éqnilatère xx^i^ Hais on peu de réflexion fait aisément sentir que cette derniène «Qnrbe pourrait étare iwmplanée par nue simple ligne droite ,
sans que ia prcniàre devint réellement plus difficile à tracer :
car, il suffirait de considérer la courbe y = : = cot x
tang X
comme coupée par la bissectrice ^~ x ,* or, cette courbe n'est
aiUre , au fond , que la précédente , déplacée boricontaleinent
de -, et tournée en sens contraire. Une telle ligne étant compo-
sée ^w»B infinité de filets identiques, comK>9 cb^ciin entre deux asymptotes Terlicales, et dont les centres ou loflaKions sesuooè- 4ent, à intervalles égaux, sur l'axe horizontal, la figure indir qnera nettement une infinité de racines réelles, tendant de fUm en plus à se confondre avec les abscisses des asymptotes voisines, eoaformément à la discussion ^traite de réquation proposée. Goosidi^owi encore, dans l'autre classe des équations tranS'^ cmàafAe^» le cas fort simple x log ar=a\ Id te mode le pbw oonvenable consistera k combiner la togaritfamiqnej^aeiog 4: ivec Tbyperboie xy =0" ; s\ on remplaçait , comme cj-dessm , cette dernière courbe par la droite ^ = ^c^ on serait ^lors for/sé
d'employer la courbe transcendante j^= , dont la corn-
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plication supérieure ferait plus que compenser la simplificatioii inhérente à cette snbstitntution. En conseryant donc le prender système , il sera facile de reconnaître que Téquation proposée admet une seule racine réelle.
Soit enfin Téquation a:-|-sin x^a. Le meilleur mode y consistera éyidemment à couper la courbe des sinus^=sin or, composée d'une infinité d'ondulations égales et altematiyes , dont les centres ou inflexions sont équidistants, par la droite y^a — x^ parallèle à la seconde bissectrice , et qui déterminera ordinairement trois intersections de part ou d autre de Taxe horizontal, sauf le cas du contact, qui ne pourrait avoir lieu qu'autant que le terme donné a serait un multiple impair de «r. Cette dernière appréciation résulte aisément de la considération spéciale de la tangente à l'origine , évidemment confondue ici avec la première bissectrice , d'après la limite naturelle du rapport -.
125. Envers les équations algébriques proprement dites ^ les différents systèmes de construction sont nécessairement assujettis à une condition fondamentale qu'il importe de connaître , d'après le .théorème d'algèbre qui assigne, comme limite supérieure du degré de l'équation finale, le produit des degrés des équations à deux inconnues entre lesquelles s'accomplit rélimination. Suivant cette notion générale, les degrés des deux lignes employées à construire chaque équation déterminée doivent donc former toujours un produit au moins égal au degré de celle-ci. Par conséquent , si l'une de ces lignes est droite , l'autre sera nécessairement du même degré au moins que l'équation proposée. C'est pourqud , afin d'obtenir une simplification moyenne , à peu près équivalente à l'égard des deux lignes introduites ) on doit communément préférer, quand il s'agit d'une construction effective, d'élcyer le degré de l'une pour
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poùtoii^ abaisser celui de l'autre. Appliquons maintenant ces notions générales aux équations des quatre premiers degrés.
Sans le premier, les deux ligneà peuvent évidemment, suiyaot cette loi , être de simples droites , et ce cas correspond , en effet, à la construction des formules rationnelles, d'ailleurs entières ou fractionnaires, toujours réductible à un certain assemblages de quatrièmes proportionnelles , suivant les explications spéciales du n° 15.
I Quant à l'équation du second degré j:*+/?j?-|-î = ^» ^^lï^e des deux lignes devra nécessairement'cesser d'être droite, et derenir an moins une section conique. Le mode le plus naturel consisterait à combiner la parabole^ = x^ -^-px avec rhorizojitale^= — ?• Mais cette courbe peut être aisément remplacée par un cercle, que couperait l'axe des x. Car, en faisant j^^O dans l'équation générale du cercle {x — af-\- ( ^ — 6)' =>' , elle devient x'— 2(u:+(a'+6'— r') ;=0, de manière à pouvoir représenter, d'une infinité de manières , toute équation du secwd
d^ré, en posant a=— -/?, r= \/ - p'— y +6% 6 restant
arbitraire , et pouvant toujours rendre r réd. Si l'on place le centre sur l'axe horizontal, la construction reproduit spontanément la formule algébrique ordinaire, pour le cas des racinçs
réelles.
Considérons maintenant les équations du troisième et du quatrième degré, qui, suivant la remarque initiale de Descartes, peuvent, sous cet aspect, être simultanément appréciées, comme exigeant naturellement les mêmes moyens graphiques. On ne pourra plus les construire par la combinaison d'une droite et d'un cercle , ni par celle de deux cercles , qui, d'après une exception spéciale fondée sur la, nature algébrique des équations circulaires, n'a pas, au fond, plus d'étendue analytique, puisque la soustraction de deux équations de ce genre en fournit une du
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premier degré. Le iBode \e plus simple consistera donc ici dan» rialersectiOQ de deux secUons coniques , dont Tune pourra être prise arbitrairemeoi. Soil Téquaiion x^4-/?a:'+ qa:=r. On y peut employa, par exemple^ la parabole j:'=^, et Thyperperbole x^-^P^-hi^^^^^ ^^ Thyperbole plus compliquée jc^'}-px'^'\-qx'=zt : en ajoutant ou retranchant entre elles les deux équations primitives, ou leurs multiples quelconques^ on pourra d'ailleurs substituer à ces courbes une infinité d'antres couples de sections cotiiquesi II en serait de même pour Féquation du quatrième degré a^'\'px^-j-qx*-\"ra:^=s, où, en posant d'abord x^ =^, on aurait ensuite >^"-f"A'**^^ +S^i+''*^ ■='
ou y -^rp^icy •\-qx' + rj:=S.
126. A regard des équations du troisième et du quatrième degré , n faut maibtenant apprécier spécialement le mode trèsremarcjuable suivant lequel Descartes a finalement oMslitaé leor construction effective y en montrant qae^ du moins après qiMilqties f)réparatlotis faciles ^ elle petit toujoars résultai* delà combinaison d'une parabole donnée avec un cercle convenablement choisi, de nianièreà déjpendre du tracé le plus praticable que puisse, évidemment, comporter un pareil cas. Cette expli* cation n'est directement relative qu'aux équations du quatrième degré : mais il sera facile ensuite d'y ramener constamment celles du troisième , en y introduisant artificiellement un nouveau facteur arbitraire x — a^ qu'on prend communément égal à x^ pour plus de simplicité : l'intersection factice ainsi surajoutée devra être soigneusement écartée de la figure définitive.
Soitdoncseul^detit à construire, de cettemailière, réquatioa
Gomme la 'généralité du mode proposé ne doit évidemment, dépendre que de* la disposition relative des deux courbes , et non de la situation de chacune envers les axes coordonnés , on
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pourra toujpurs adopter la forme la plus simple de Péqjoation parabolique ) pourvu que Féquation circulaire reste pleinement générale. Toutefois, il faut reoiarquer que la parabole doit pouvoir s'étendre horizontalement dans les deux sens, afin qae toutes les racines réelles de Téquation proposée puissent être pareillement construites , quel qjoe soit leur signe. Il badra donc employer, pour Féquation parabolicpie ,. la notation inusitée jc*=:my. Sa combinaison avec le type circulaire (x — a)'4-(^— 6)*=R' fournit réqfiation finale
Qr, en la confrontant à la proposée , on reconnaît aussitôt' que femr ittentification ne saurait devenir possible tant'qtie celle-ci contient' Ife terme en x', qui manque a l'autre: Ce mo^fe grapMique exige donc une certaine préparation algébrique, tfaiîleurs peu gênante , consistant' à faire d'abord' disparaître ce
terme, par le changement de x en j: — ~^, qai éqjaivaut géomé-
triquement à déplacer Torigine de £' vers Ik gauche. Ainsi, la
OQDstiniclioa relative à. réq|iatM»i. con^nablement préparée con?iendna)aa8si à réqiiaiion primitive ,. à Taide d'an égal déplacenifiiit inverse de liorigine oûrrespondante.
En^ sappssmt maintenant que Véquotion proposée sdt déjà pnvée desoB seeond tecme, la? comparaison précédente donne, pottr tes- éléments^ géeaiâtri€pies«i}u!oerole*chencbé>s le» formules
tJi ;^_ X, «=_ JL , R= Jl^/r--|-//^> -îO*+W.s. 2 2w 2m 2m
Les coordonnées du centre resteront toujours réelles et finies , quelquesoit'm : lèrayonçourraJ'être aussii(|aaiidtaiénae»«B»tt oigaiif ^^sans «m'ilen résulte , pour ce paramètre , aucune autre nrtrictiw^qpa celle relative à uut certaine limite inférieure, Â
une parabole quelconque , on pourra donc constamment adapter un cercle, de manière à construire toute équation du quatrième degré convenablement préparée. Quand cette équation résultera d'une équation primitive du troisième degré , il convient de remarquer que , suivant le mode le plus ordinaire , le cercle passera toujours à l'origine, -qui constitue alors l'intersection factice , finalement superflue, d'après la multiplication préalable par X : on pourra donc, en ce cas, borner la construction à la détermination du centre , sans aucun besoin de calculer spécialement le rayon , de manière à rendre inutile la plus compliquée de ces trois formules.
Dans l'usage matériel d'un tel procédé graphique , la facnUé de choisir à volonté le paramètre de la parabole acquerrait beaucoup d'importance réelle , en permettant de dispenser d'abord de la plus pénible partie de chaque construction particulière par l'uniforme introduction d'une seule parabole soigoensement exécutée d'avance , et qui y diversement combinée avec des cercles convenables, pourrait également convenir à toutes les équations, successives du troisième ou du quatrième degré.
L'intersection des deux courbes aura lieu habituellement en un ou deux|couples de points , ou sera totalement impossible. Ces trois cas, pareillement normaux , seront séparés par deux sortes de cas exceptionnels relatifs au contact , et ccHuportaot une seule rencontre ou trois. Il est aisé de sentir la concordance spontanée de ces diverses indications géométriques avec la notion algébrique sur la conjugaison nécessaire des racines imaginaires.
Appliquons, par exemple , ce mode spécial à l'équation delà
3 h trisection de l'angle j:^— --j:-|--=:0, où h désigne le sînus de
l'angle donné, et x celui de son tiers. En l'élevant au quatrième degré , par l'introduction du facteur x , la réduction préalable
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s'y troave spontanément établie , et les coordonnées du centre
do cerde sont 6 = - , a = — - , si Ton prend le paramètre de la
parabole ^al à Tanité , c'est-à-dire an rayon trigonométrique* Envers nne parabcde tracée d'avance, cette relation servira, an contraire, à ajuster convenablement ce rayon, et, par snite, la ligne donnée b , d'après le mode que j'ai expliqué en son lien poar la détermination graphique de ce paramètre.
Soit encore l'équation très-simple ^=2^^, qui se rapporte directement au problème de la publication du cube. La préparation algébrique y est pareillement spontanée , et l'on trouve
mrs €=-/», a ==— - : en sorte que le cercle sera très-facile à
construire, même en laissant m quelconque par rapport à a.
En multipliant de tels exercices , le lecteur devra s'attacher, soit à y comparer judicieusement ce mode spécial avec les divers autres systèmes graphiques , soit aussi à y faire sufi^mment concorder les indications particulières de la figure avec celles que fournit directement l'appréciation algébrique de chaque cas. Sous ce dernier aspect, il serait aisé, par exemple, de constater , envers les deux équations précédentes, que la construction y confirme l'existence nécessaire de trois racines réelles dans la première , et de deux racines imaginaires dans la se* conde , quelles que soient les données respectives.
CHAPITRE PREMIER
Notions fondaniMitalei,
127. Notre étude élémentaire de la géométrie analytique n'en caractériserait point suffisamment le véritable esprit fondammtal , si ngus ne consacrioas pas la On de ce traité à apprécier sommairement son indispensable extension à la théorie générale des smrfaces courbes, en tant qu'elle reste accessible à l'analyse ordinaire. Outre s^ propre importance scientifique , ce dernier ordre de conceptions doit exercer spontanément une heureuse réaction logique sur Vensemble de la géométrie plane , dont les principales notions » ainsi considérées finalement d'un point de vue sl^)ériettr , deviendront à la fois plus simples et plus systématiques. Quoique cette étude des surfaces n'ait été méthodiquement instituée que depuis un siècle environ, et qu'elle doive ^e jusqu'ici beaucoup moins développée que celle des lignes ; ^ cgMtitue évidemment, par sa nature , un. sujet bien plus
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Taste en même temps que plos difficile , poisqae les surfaces comportent nécessairement pins de yariété que les lignes. Celles-ci , en effet , résultant do moavemeirf d*an simple point, ne peuvent différer entre elles que par la loi d'un tel déplace* ment ; tandis que, outre cette source de diversité, qui alors devient même plus étendue, les surfaces se distinguent surtout les unes des autres d'après la nature des lignes génératrices. Mais Tessor plus récent de cette partie de la géométrie , sous Faccomplissement essentiel de la grande rénovation cartésienne, a dû d*abord y faire ordinairement prévaloir de meilleures habitudes logiques, et y restreindre aussi les études actuelles aux spéculations les plus générales ; en sorte que , malgré sa complication et sa fécondité supérieures , nous pourrons ici la caractériser suffisamment à l'aide d'un développement beaucoup moindre que celui qu*a exigé la géométrie plane. Ses conceptions ne constituent d'ailleurs , à divers égards , qu'une simple extension de celles qui sont propres à la théorie des lignes ; or, notre exposition en ayant fait directement ressortir l'esprit général, le lecteur n'éprouvera aucune grave difficulté à les modifier spontanément d'après cette nouvelle destination. Ainsi, en vertu des avantages inhérents au plan qui caractérise ce traité , cette dernière étude géométrique y devient naturellement susceptible d'une forte condensation , en nous bornant à y indiquer rapidement tout ce qui est essentiellement analogue aux notions déjà établies, et réservant nos ex(riications spéciales pour les seules considérations -qui soient vraiment propres à la géométrie à trois dimensions.
Quoique la théorie des surfaces constitue son principal objet, elle est aussi destinée nécessairement à compléter et à généraliser la théorie des lignes , que nous avons dû réduire jusqu'ici aax courbes planes. Or, l'importance et la simplicité de ce cal ne doivent pas empêcher de reconnaître combien il est paetr
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cidier dans Tens^nble total des figures curvilignes. Car, si les courbes cyliadriqnes , par exemple , étaient étudiées aussi spédalement qae celles qu'on peut tracer sur un plan, elles offiriraient certainement autant de diversité au moins : il en serait de même parmi les courbes coniques^ ou sphériques, etc. Tontes ces formes si variées restent encore enveloppées sous h commoiie dénomination de courbes à double courbure , relative au caractère fondamental qui les sépare des courbes planes : en partant de Fétat rectiligue d'un fil parfaitement flexible en tous sens , celles-ci résulteront d'une simple flexion 'proprement dite, laissant tous les éléments du fil dans, un môme plan ; tandis que les autres , s'écartant davantage de la figure initiale exigeront, en outre, une véritable torsion ^ changeant, en chaque point , la direction du plan de deux élânents consécutifs. Malgré que l'usage de ce terme expressif tende habituellement à dissimuler l'extrême diversité naturelle des lignes correspondantes, on sent néanmoins qu'il existe nécessahrement parmi elles bien plus de variété qu'entre les courbes planes , quoique les géomMres s'en soient jusqu'ici beaucoup moins occupés. L'étude même des lignes ne saurait donc acquérir , en géométrie plane , toute la plénitude et la généralité convenables, outire que les seules figures qu'on y considère ne peuvent d'ailleurs y être envisagées dans leurs plus vastes relations mutuelles. Néanmoins , l'appréciation des courbes n'est presque jamais qu'accessoire en géométrie à trois dimensions, où la plupart des conceptions analytiques, sœt âémentaires, soit transcendantes , ne concernent directement que les surfaces , à l'étude desquelles on rattache les spéculations sur les lignes. Toutefois, on ne doit pas oublier que, dans \e développement historique de la géométrie moderne, ce *rmep ordre de considérations a constitué, entre la géométrie plaae et la géométrie à trpis dimensions, unç sorte de transiticm
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naturelle , dont la première ébauche remonte înwpi*k Cescartes, et qui tendrait à se reproduire spontanément dansk marche générale de l'initiation individuelle, si l'essor diretl des plus larges pensées géométriques n'y permettait aujotirdliri une évolution plus rapide.
128. Il faut d'abord établir ici, comme en géométrie plane, la conception préliminaire des systèmes de coordonnée», sans laquelle , de part ni d'autre , les idées géométriques ne sauraient devenir réductibles à des idées numériques, seul sujet immé^at des spéculations analytiques.
Cet indispensable préambule consiste maintenant à déterminer un point dans l'espace par l'intersection de trois surfaces, dont la nature et le mode de variation caractérisent le système de coordonnées adopté, et dont une seule condition restée arbitraire indique, en chaque cas, la coordonnée correspondante. Dans le système reclilîgne proprement dit , qui , encore plus que pour la géométrie plane, mais d'après dej pareils motîfe, doit ici être presque exclusivement employé, ces trois surfaces sont toujours des plans respectivement parallèles à trois plans fixes, que nous supposerons ordinairement rectangulaires, et qui se coupent selon trois droites, dès tors rectangulaires aussi, que l'on désigne également sous le nom à'axes. Les coordonnées de chaque point sont ses distances à chacun de ces plans coordonnés, mesurées suivant l'axe extérieur, et le plus soiH vent sur ce même axe, où elles représentent d'ailleurs ks projections respectives de la distance du point à Vorigim commune des plans ou axes fixes -. on peut en outre, les former par deux projections successives du point proposé M (Hg. ê&j , SW l'un des plans coordonnés, et de cette projection N sur Fun de? axes de ce plan ; ce qui est surtout propre à mieux indiquer ^ liaison mutuelle des trois coordonnées. Quant k la manil^ dont leurs valeurs combinées déterminent la position du y^nnt
sflWMt <qp|K)sé i FiNrigliie dan» la faraUéU^ifièdd ooMÉnâ tnt kl axes «Tee des côtés égMii ans coordonnée» r^sp^iviif t m s'aidÉuit do la comtniotion analogneen géométria plane, a* peut aom Miployer les coordennée» j? et jr» ^w nMs si»|fo^ seront babilciaUeniieiit brarnBoataloi , 4 détonniner, anmni le «iode ordinaire, la prc|ectioB horixontale N da poitA therdUy dont la hauteur Tortii^ swa iudifnée ensuite pw la troisième ^ocHrdonnée s. Gest trois eaordeiiuées sont évidentnKsnt aiiteep* tiUe» de ^gne , et il est indispensable d'y ayoir ég9std , afn 4a dMinguer soffisanmient ks huit régions dans lesquelles Tespaon fst dî¥i»é par les trois |dans fixes iadéiniaieiit praloiigés en ifjm sena, et dont chacune pourrait égakvi^ contenir à un nlÉiaa gionpede Talews de jci jr^ z, si la considération du si^Mi ne dissipait Fambiguïté géométrique propre àchaqne distance/ Vwcàxf» systôntô ^ui, à défaut du précédent^ soitqiseli|iiefais enployéyOOHBae en géométrie plane, mai» enc(»«piui rarënienÉ, sons le nom de jpoMre, consiste h détcnmner nu poM, dai» l'ea-' pdcey d^i^rès sadisUoee u à un point fixeO (^9. 8t) etlaa deux angles fet >^farniés par cettedroite TariaUe arac deuxaoua inaa Of, 04^, ^e nous supposerons eomnmnéaaoBt reelangtdasias et horMsotttaux. Chaque poûrà M résulte alors de l'intafseelifl^ d'âne ^pbére, à centre fixe, dont le rayon variaMa est Indiqué par la valeur de la coordonnée linéaire 1I9 aTee danx cteas cnr- «olalfes *olts , ayant respectivement pour axes fixes les den» aies polaires, et dont ks angles variaMes sônl égaux aux vafcnrs correspondantes des deux coordonnées angidahres T el +.
On adopte quelquefois, surtout en mécanique» dus la théorie analytique des rotatioûs, un syattae, que Vextréitie pénUria de notre lapgage géométrique conduit aussi à qnalifkr ordinai^ ïemeiit de polaire , et qui pourtant dilKre b^^ *Bt,iiwi«|ii'tt«i«, eônuBoW.rtelMptotanai^
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fhn fiiiisl noniBié, Il eonsMe à dét^mioer d'abord la projec^ tkm horiiOBtale N da point proposé d'après ses coordonnées ppiatrés planes r et a , pour aboatir ensuite an point M à Faide de rinolinaison o de son rayon vectenr snr nn axe pérpenificalaire an plan correspondant : cette troisième oo(»>donnée est la seole vraiment oommnne ans deox systèmes , en tant qn'^e assajettit aossl le point à faire partie d'nn cône dont Taxe ert fixe i mais les denx premières correspondent à de nouTelles soHIsiees, Tone indiquant on cylindre vertical an lien d'nne q^ère, et Taatre an plan vertical an lieu d'an cône. Toutes les diflficultés qae pourrait , en général , présenter l'exacte appréciation comparative des divers systèmes de eoordcmnées dans Fespace seront tonjoars faciles à dissiper de la même manièie, par un judicieux examen respectif de la nalare et du mode de variati<« des surfaces introduites.
Outre ces systèmes de coordonnées, seub usités, la géométrie analytique à trois dimensions en ponrrait évidemmrat adopter une infinité d'antres, dont la variété y est nécessairement encore plus étendue qu'en géométrie plane , vu la multiplidté et la complication supérieures des lieux ainsi combinés. Si, par exemple/ on déterminait un point d'après ses distances à trois pèles, il résnlterait de l'intersection de trois sphèrps à tentres fixes et à rayons variables. De même, en introduisant les distttces de chaque point à trois axes donnés , il se troaverait à la rencontre des trois cylindres variables construits autour de ces axes. Mais il serait superflu d'insister ici sur des explications directement dépourvues de toute utilité scientifique, et dont l'office logique est déjà rempli spcmtanémBit par l'entière géné^ ralité que le lecteur a hnprtmée babituelienient à une telle notien en gémiétrie plane.
42^, Gett^ conception préliminaire permet d'aftiréoîer inimé. diateamm la corrapond^ipe fondamentale entre Ifs f urfacit
PKBiaÈRK PAETIE, GHAPinB PBBUIEB. i9&
etto équations, institaée d*abord par Glairaut, suivi d'Eider , d'après une heureuse extension de la grande idée mère que Bescartes avait fondée un siècle auparavant.
Quand un point se déplace arbitrairement dans l'espace , ses trois coordonnées constituent des variables entièrement indépendantes. Mais si , sans avoir un trajet fdétermipé , il se trouve assujetti à rester sur une certaine surface quelconque, celle-ci tiendra lieu naturellement de l'une de celles qui correspondent aux coordonnées adoptées, dont deux seulement suffiront alors à l'entière détermination de chaque position , en sorte que la troisième résultera nécessairement des autres , suivant une équation correspondant à la propriété commune aux divers points de la surface proposée , et dès lors susceptible de représenter analytiquement cette surface, dont les moindres variations géométriques, même les plus simples déplacements, affecteront plus ou moins une telle équation, où d'égales valeurs das deux variablesindépendantes devraient procurer des valeurs nouvelles à la variable dépendante. C'est le même principe fondamental que dans la géométrie plane , avec une innovation, capitale, relative à l'indépendance simultanée de deux variables, qui résulte ici de l'indétermination supérieure des lieux considérés : l'étude des surfaces constitue habituellement la première source historique et le meilleur type dogmatique d'une telle pluralité , qui a tant agrandi l'ensemble des spéculations analytiques. Toute surface rigoureusement définie d'après une propriété commune à tous ses points est donc représentée analytiquement par une équation à trois variables entre leurs coordonnées quelconques. Dans le système rectiligne , nous supposerons habituellement,'ponr simplifier le discours^ de manière même k faciliter accessoirement la pensée, que les deux ordonnées horizontales x et y soient les variables indépeur diifttes, et que la fonction proposée se rapporte à TcHrdonnée Yorâcales.
un» ûéùisimm dans l'ësMcs.
Il mrait superflu d'expfiqner tormellement , à ce ^jet, que, comme en géométrie plane , réqnatioif de chaque lieu sera relative à la nature des coordonnées employées, flmif d'aîlfimrar pleinement indépendante , pour diaque système, de la dhrerslté des définitions.
Nous reconnaîtrons bientM que , la géométrie comparée ètàût aujourd'hui beaucoup plusarancée envers les surfaces qtfenVcrf les courbes , Tart de former les équations propres ai» diTerse» surfaces est déjà susceptible de certaines règles générales , dont l'étude constituera le principal objet de notre élaboration actuelle , et qui ne comportaient aucun équivalent dans la géométrie à deuit dimensions. C'est pourquoi nous pouvons MgagOT cette introduction de toute série d'eiemples prélîminaires relative à cette formation , qui doit être ensuite sofgneusetnent appréciée. J'en indiquerai seulement id, pour fixer les idées, tth très -petit nombre , directement résultés dé h formule é!étnefntaire , d'ailleurs indispensable à connaître , qui détérftiine fil distance de deux points dans l'espace d'après leurs coordontiées rectilignes.
Si les axes sont rectangulaires, ce qui cotistftue le seul cas vraiment usuel , il suffira de concevoir, du point le plus bas , une horizontale menée à la rencontre de la verticale de l'autne^ point : le triangle rectangle ainsi construit , et dont la distance cherchée sera l'hypoténuse , présentera deuit côtés cottnus , l'un égal à la différence des ordonnées verticales des deux points, et l'autre à la distance de leurs projections horizontales , préalablement assignable d'après la formule analogue de géométrie plane. Conformément au théorème de Fjrthagore , ht distance de deux points est donc exprimée , dans Tespace , cmnme sur un plan , par la racine carrée dé la somme des carrés des différences de leurs coordonnées respeetivet : seule ndeni cette formtde se compose id de* trcds pâlottes ati NW dt
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deux. En snppo^nt les ftxes oMiqties , la formule deyrait être bêau<joap plas compliqaée , et deviendrait
rf*= (x"-x'r+ ( y'-yr+ (z"- zj
+2 (j/'— x') {/'—y) cos XY+2 {x"—x') (z"^z') co8 XZ +2 (y—/) (z' — ar'j cos YZ ,
màvvèi one applicatioii très-sisiple du prineipe des profections» que j'aurai bientôt lien d'iadif oer spécialement.
lyaprèa la formule préeédente^ on peot immédiatement former l'équation de la spbére , si I'ûb définit cette snrface , sflOD aa plus simjde propriété , comme le lieu des points équA^ distants de son centre. Il en résulte anssitM réqaation
envers des axes rectangnlaîred , par rapport auxquels a^b,c^ désignent les eoordomtées du centre : tel est le type analytique fondamental qoi doit faire invariablement reconnaître la sfbèce, quelle que puisse élre la diversité de ses définitions géométriques.
On pourrait ainsi , par exemple , manifester aisément la nature sphérique de la surface qui comprend tous lei points de Fespaoe éclairés par deux lumières , en généralisant la re^ cherche du n"* 21. En plaçant Torigine à Tun des points fixes , et dirigeant Taxe des z vers Fautre , cette définition fournit immédiatement , diaprés la formule des distances , Péqnation
a {x'+y+ {z—dy)=: b {x'+y+ z*) ,
qui, ocmiparée à la |Hrécédente, Mt avamtM reconnaître b sphère indiquée à la fin d« n» cité.
La même fo9-miile conduirait aussi fadlemmt à TéqucliOB 4n .quatrième degré
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pour le lieu des pointe de l'espace dont les distances à ieax pôles sont inversement |woportionnelles , en généralisant la définition dn n"" 22.
130. Quant à la représentation analytique des ligfnes dansr l'espace , notre principe fondamental , snr l'exacte appréciation du degré d'indépendance des variables propre à diaque cas, démontre directement qu'elle doit ici s'accomplir suivant un tout autre mode qu'en géométrie plane. Car, le trajet du point décrivant se trouvant alors fixé , une seule de ses trois coordonnées reste arbitraire , et les deux autres en résultent nécessairement à la fois , la ligne donnée suppléant naturellement aux deux surfaces qui leur correspondent ordinairement. Or, une équation unique ne pouvant jamais déterminer qu'une variable unique , ce lieu plus restreint ne pourra donc être analytiquement caractérisé que' par un couple d'équations » dont chacune , à cet égard , serait isolément insuffisante , et qui sabordonneront , par exemple , les deux coordonnées horizontales X et y h l'ordonnée verticale z , que nous j supposerons habituellement indépendante. Ce dualisme indispensable , qui constitue une profonde différence entre la géométrie à trois dimensions et la géométrie plane relativement à la théorie analytique des lignes , correspond géométriquement à la considération de toute ligne oonmie l'intersection de deux surfaces , respectivement résultées de l'interprétation séparée de chaque élément d'un tel couple analjrtique. Rien n'est plus propre qoe cette notion fondamentale à faire déjà sentir nettement que l'étade des surfaces constitue surtout le sujet naturel de cette seconde moitié de la géométrie géniale , où l'analyse ne peut exprimer les idées de lignes que d'après une combinaison indirecte et compliquée. Si jamais les divers ordres de courbes à double courbure, soit cylindriques , soit coniques , soit sphériques , etc. , sont aussi ppécialementétudiés que les cotirbes planes, il faadr? i
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Éikmioxkie, en revenir, à lenr égard, comme pour oellcs-ci , à rasage d'one seule équation à deux variables , envers des coordoonées convenablement choisies , en chaque cas , d'après la nature de la commune surface considérée : telles seraient , par exemple , quant aux courbes sphériques, des coordonnées sphériques analogues à celles employées en géographie et en astronomie. Mais , tant que toutes les sortes de lignes rèsicaront assujetties , dans l'espace , à une même appréciation analytique ^ on ne saur^t éluder la nécessité de représenter analy tiquement chacune d'elles par la coexistence de deux équations à trois variables , quels que doivent être évidemmait les graves incon* vénients d'un mode aussi pénible et aussi détourné.
Un tel dualisme analytique comporte nécessairement , envers chaque ligne , une infinité de formes différentes dans un même système de coordonnées ; car , les deux équations primitives n'étant alors conindérées que rdativemept à leurs solutions communes, on en pourra déduire une foule de comlrina^sons &tinctes , dont deux quelconques constitueraiei^t un couple équivalent au premier , quoique composé d'éléments diSn^ents. Géométriquement, cette diveri^té nécessaire devient enc(»re plus sensible , puisque la même ligne pourra toujours résulter d'one infinité d'intersections de surfaces , celles-ci n'étant assujetties qu'à faire partie de celles sur lesquelles on peui^tracer k ligne considérée. On utilisera souvent une telle variété , conçue suivant toute son ^tension , en choisissant les surfaces dont les équations peuvent être le plus simplement formées : c'esi ainsi , par exemj^e , que , de toutes les cond>inaisons géoméques propres à produire le cercle, celle de la sphère avec le plan s'adaptera mieux^ qu'aucune autre à l'expression analyti- ^ de cette courbe dans l'espace. Mais, quels que soient les aiuntages réels de cette multiplicité, elle devient, aous un
Hfi%vel 9ef^ , k 3wr$Q uéc^i^ftir^ d'une flich^ise ai&bigvité)
MO «ipNiina bans i.*bspagb.
particttUàre à la géométrie à Iras dônenricms, oa l'cH^est ikui exposé fréquemment à juger distinctes des lignes qui pourtant coïncident , quand les deux équati(ms de la première , quoi^ie séparément différentes de celles de la seconde, constUue^t pourtant un couple^ géométrique ou analytique, pleinement équivalent.
n importe donc d'apprécier maintenant » avec toute la généralité convenable , le procédé fondamental , tn^ étroitemsnt conçu jusqu'ici , d'après lequel on peut réparer cet inévitable inconvénient, en organisant un mode invariable pn^re à faire toujours reconnaître, sana aucune équivoque, chaque Sgne spéciale dans un même système de coordonnéeSh En oonsidérant d'abord ce procédé sous le simple aspect analytique , il consiste, en général, à séparer, par une douMe éUminatioa , les deux fonctioiis que contiennent simultanément les deux équatiom primitives, /,(j:,j^,z)=0 et/, (o:,^, 2) = 0,de la ligne proposée. Puisque, en efiet, les valeurs de z détenrimntatara celles de jç e( j^, on conçoit que l'ambiguïté n'existe qu'^n vertu du mélange de ces deux fonctions, qui peut s'opérer d'une infinité de manières. Si on les sépare , en éliminant , Vmiùiyi tantôt jc y entre les deux équations données , ces deux résnttats j?=<P (zjet^ss+Cz), ou?(j:, z)=0et4^ ix-, z)=0,sere* trouveront nécessairement toujours les mêmes, du moins ao fond, quel que soit celui des div^s couples équivalents d'on ils aient pu être successivement tirés : toute dffièraiee réeBe, aoit envers tous deux , soit même quant à m seul, constaterait certainement la discordance effective des coD^inaisons conrespondantes.
Pour mieux aiq[)récier la destination de cette double éUmir nation , il nous reste à concevok son int^prélation géométrf que^ qui varie inévitablement selon le système de co(NrdonB^ .aâi^lé. Bans le système reotaigae, l'êquatêMi déMmisêei^
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^W»4ak TamUes doit cooTenîr, oon-feolemeot au dirers fm^ de la ligne propoiée, mais aussi à toos eeia des droites tadéfioies qai s'y dirig«paieiit parallèlemeat à cette coordonnée, ^ dfwit l'ensemble fomierait la surface cylindrique qoi senri- •mit A projeter la ligne sur le plan des deux coordonnées que mfenvie exfiosîyemeat une telle équation. Ainsi , ce mode analytique C(H|siste, géométriquement, àcluûsir uniformément, jmpi riufinité de surfaces contenant cbaque ligne donnée» les àmi cylindres correspondants à ses deux projections Ter ticales; leur 4^(Niibiiiaiao9 ima toujours pleinement caractéristique , puisque, constamment unifies pour une même tigne, ils ne psufcnt d'ailleurs nullement yari^ sans la faire aussi changer néoumirement. On voit que la préférence sprataném^t aepCMrdte à ce couple géométrique , entre tous ceux qui auraient pu égakuaient earactémer chaque lieu , doit surtout résulter de la plus grande facilité qu'on trouve à y aboutir analytique* ment, de quelque autre combinaison qu'on soit d'abord parti.
fdtte est la priocipak destination de ce système, primitivement smggéré par la consklération des deux projections, d'où Descartes faisait dépendre la détermination de chaque oouri^e à double courbure. Mais , en conservant cette appréciation initiale, il importe de sentir toujoursque chacune de ces équations k deux variables if{x,z)^0 et 'l'Cj', z)»0, représente, à proprement parler, l'ensemble du cylindre projetant, et non la seule projection eorrespoodante , qui exigerait, en outre, que , par une restriction expresse ou tadte, on supposât nulle la vwriable qui n'y entre pas. A quelques abréviations de langage qu'on puisse être gradudlement conduit , il ne faut janiMS «Aiier 4M > dans l'eiq^ace , toute équation isolée , même à une tariable unique , représente nécessairement «ne surface , et MmmM Ugte ne peut s'exprima* que par la combinaiscmde éfaati[)ns»
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Enfin, quant à cette notion fondamentale, qain*a pu ironà d'analogue en géométrie plane, il convient, pour en miôai saisir l'esprit géométrique , d'en considérer aussi Vinterprél^ tion d'après un autre système de coordonnées, afin d'en écarter le caractère absolu qui Faltère communément. Dans le premier des deux systèmes polaires, par exempte, la doidde éliminalioB ci-dessus expliquée , et qui aura toujours le même office analytique, conduira à deux équations/ (w , f) = 0, /,(» , 4')=0, dont chacune, pouvant également convenir à toutes les posifioM résultées de la rotation d'un point quelconque de la ligne proposée autour de l'axe polaire correspondant , représentera, non plus un cylindre , mais une surface de révolution. La séparfr tion analytique des deux fonctions angulaires y et 4» de II vai'table linéaire u , consistera donc alors , géométriquement j à concevoir chaque ligne comme l'intersection des deui^ corps ronds qu'elle produirait en tournant successivement aatoor des deux axes polaires. Si l'on eût au contraire, éliminé », réquation entre les deux angles eût indiqué un cône ayant pour base la courbe proposée et dont le sommet resterait uniforme» ment fixé au pôle.
Telles sont les notions fondamentales qui démontreât qae > quoique , dans l'espace, comme sur un plan , la pensée géométrique de ligne corresponde toujours à la conception analytique d'une seule variable indépendante , ces deux cas géi^raùx diffèrent profondément en ce que la l^fue , d'abord caractérMe par une fonction unique , ne peut l'être maintenant que par im couple de fonctions de cette commune variable , mutnelieaiBit solidaires à cet égard , et dont chacune isolément convi^aMtt à une certaine surface^ de nature appropriée à cette du 9^ tème de coordonnées adopté.
131. Réciproquement envisagée , l'idée mète de là gédfiiftiv analytique à trois dimensions consiste à concevoir la repréfl^
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mm nécessaire de toate étpjAiion à tro»» variables, en chaque qfatèmed&coordonnées, par une siffface déterminée, que cette piemiére. définition abstraite caractérise tonjonrs* suffisamment fiieoDsidfrant, par exemple^le système rectiligneordinaire^ ûmt tfabord aisé de concevoir qne le lien géométriqae doit être al(m {dusétendn qu'une simple ligne, pour correspondre à riaràétermination supérieure d'une telle équation, où deux des varia- Uesresteot indépendantes, ce qui permet au point décrivant de tenir une route entièrement arbitrage suivant, chacun des deu axes horizontaux, sa hauteur verticale étant seule fixée d!ar près sa projection horizontale. Mais on peut établir plus cMreqient cette notion fondamentale, et de manière à caractérisa la marche générale . propre à la discussion géométrique des équations à trois variables, en s'aidant convenablement des discussions déjà accomplies en géométrie plane.
Supposons , en eiTet , que , dans l'équation quelconque / {x^jr^ z) =0, on attribue à Tune des variables, z par exenp|de, une certaine valeur constante c, elle se réduira ainsi. à deux .variables, sous la forme/ {a:, y, c) = 0, dès lors restreinteaux points du lieu que contiendrait le plan horizontal z=c : or, en cet état, elle représentera une certaine ligne, que .la géométrie plane nous fera connaître, et qui changera nécessairement, au .moins de position, quand cette constante c, qui y figure à titre de paramètre plus ou moins influent, prendra une nouvelle valeur. Le lieu géométrique de l'équation proposée se montre donc composé, non d'une ligne, mais d'une infinité de lignes, régufièrement superposées par couches horizontales , et constituant, dans leur ensemble, une véritable surface, d'ailleurs fermée ou illimitée, continue ou discontinue^ suivant que les valeurs constantes de z seront ou non assujetties à certaines limites, sapirieuresouinférieuresyhors desquelles Téquation/Cx,^, c}=0
]|fti«oinporterait aucune ligne, cwime n'ayant plus de solutions
fMlflft» Mkm aw aiiiliioali0is antérienrai. Toute sinriwe fo» «•Bt élre engendié par une Ugoe dèternûDée niais BiobOe^ qn xm f alifaront habîtadlemant degénérairice^ gliBiaiit, d'aprti «e kM domite, sur one antre ligne ixe, que noua nonmaroin éktciriee , le Mea géométrique de Véqmtion proposée résoUm 4a MMiTQBiient delaligne/(j:,^, c)=Q, dont la natare défaad snrtottt du mode sniTant lequel eette éqaalioa ocmtiaiU Hjr, et dont le geure de yioriatiOQ se rapporte à sa oomposltioa en ft : il snfira d'assnjettir cette ligne à rencontrer toajoors, par eiienqple, Tune des traces Tertieaies de la surface cberchéé, fn*on déterminera en annnlant^ on jt. Si les trois yariabki n'entrent pas semMablement dans Féquation ^ les trois sortes de conpes de la surface correspondante par des séries de pians parsiléies a«x trois |rians coordonnés ne seront pas égaknMt propres à donner une idée claire de sa génération , et il fondra lyre entre elles on choix plos on moins important. Qn^qnefoiSi d'aSlenrs , les {dus simples sections résulteraient de pians pafalléles dirigés obliquement mx axes coordonnés. Il pomvi même arriver que les coupes les mieux comparables correspondent à des plans non parallèles, dont la succession serait réglée, par exemfde , comme tournant autour d'une certaine droite, ou selon toute autre loi, Enfin, pour indiquer déjà , à cet égard, la plus reste conception géométrique, il faut considérer, en général , que la série de surfaces auxiliaires la plus propre i fournir des sections nettement appréciables pourra, quôi^oe rarement, ne pas se composer de plans, mais pbtôt de sphères, ou de cylindres, ou de oftnes, etc., suivant la nature de la surfiice cherchée. Mais , quel que soit le mode de réduction de la discussion des surfaces à celle des lignes , on voit ainsi que le lieu géométrique de toute équation à trois yariablef se présentera toujours, plus ou menus cfeirement, oomine engendré par une ligne déterminée, ordinairement |daif0)
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iflimnt , imivaiit une loi toonme > enr «ne ceirtflkie dirèctriee.
La seconde partie de ce tmtté élémenlaire de fèoméMeéM-
IjUipaé à trois di&eosioi» montrera bientét q«e TélabonAion
■ûissanle de la géométrie comparée d'après la grande coBcefh
lion de Monge a déjà pei^mis de sonmettre atijourffhui à^oél-
qofes TtMtables règles cette disonssioa générale «es éqaaliOÉS
des*rfeces^ aussi bien que leur formafion ; ce qui doit ici nous
dtepeiser essentiellement, soasl'un et l'anlwj aspect, des deux
séries d'e&erdces qui ont été indispensables , en géoméMe
phne, pour caractériser suffisamment un wdre de eonsiidé^â-
nom qui n'y eu point réductMe encore à de Trais principes
r&timnelâ. Je val» ddmc me bonier maintenant, iiuant à la dls-
co^oiÉ , comme je l'ai fait d-dessus quant à la fiarmation , à dès
^lofiplès fort sifnples, uniquement destinés à édd^Et^ ce que
*l explications précédetttes pourraient ofrir^e trop abstrait.
Sdlt , d'abor* , Téquatîon x^+y + 2' ==. i , qui , ^ofique éVîdétonnent comprise dans un type connu , doH être actuellement eoDSidéréè indépendamment de toute notion antérieure. En y ifupposant z coosrtant , il en résulte la courbe ctr'+y =4 —<:*■; ainsi le^ coupej fieî*izontalës du lieu sont toujours desc^des ayant leurs centres sur l'axe vertical , et dont les rayons déeroissent à mesure qu'on s'éloigne du plan des jcy^ jusqu'à 4a banteurl, où le cercle se réduit à son centre, après quoi la courbe n'existfe plus, de manière à indiquer les'limites verticales de la surfoce, d'ailleurs symétrique autour du plan horizontal, tîes caractères annoncent clairement une surface de révolution autour de Taxe des z , eu sorte qu'A ne reste plus qu'à déterminer son méridien , servant à diriger le mouvement du cercle l^érateur : il suffit, pour cela, de fairejr=0, ce qui donne à h trace vel*ticale de la surface cherchée, x'+2'=l, une %h^ ëgalemiftit tircidaire, avant aurai son centre àTort&rnie.
GÉOMÉTRIE DANS L*£SPACE
L'ensemble de ces indications successives ne permet pas de méconnaître la natare sphérique da lien proposé.
Considérons ensuite Féquation z = xy. Des coupes horizoutales y fourniraient des hyperboles équilatères , dont le centre resterait sur l'axe vertical , et dont les asymptotes demeureraient parallèles aux axes horizontaux : leurs sommets , ton« jours contenus dans le plan bissecteur, ^ = x , de Fangle des deux plans verticaux , formeraient une parabole , ayant son sommet à l'origine , son axe confondu avec celui des ^ , et un paramètre égal à 2 , d'après sa projection verticale ^'= z. Mais la nature de Téquation proposée indique aussitôt que des sections parallèles aux autres plans cocnrdonnès seraient ici préférables , puisqu'elles consisteraient en de simples lignes droites j;= £;j:, ppnr^=:c : cette nouvelle génératrice, constamment parallèle au plan des xz , quoique sa direction soit variable , rencontre d'ailleurs toujours l'axe des y. On déterminera la meilleure directrice correspondante en cherchant la trace de là surface sur un plan parallèle à celui des^z, par exemple le plan x=£2, qui donnera z = £^, d'où il résulte également une droite. La plus simple génération de cette surface consiste donc , en résumé , à faire mouvoir, sur deux droites 6xes qui ne se rencontrent pas , une droite parallèle à un plan Gxe. Ce mouvement peut d'ailleurs s'opérer, évidemment , de deux manières différentes , puisque , l'équation étant symétrique entre a: et ^, ce qui a été remarqué ci-dessus envers l'un des plans verticaux convient également à l'autre.
Examinons enfin la surface z^^^xy. Ses sections horizontales seraient encore des hyperboles équilatères , analogues aux précédentes : mais le lieu de leurs sommets , qui correspondent toujours au plan bissecteur j^ = j: , se compose maintenant de deux droites menées , à Tocigine , sous un augife
de 45", autour de l'axe yertical, comme l'ùidique la noQviie
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projection verticale z=±x. L'ensemble de cette appréciation indique déjà suffisamment un cône droit , à base hyperbolique horizontale, et dont le sommet se trouve à l'origine. Mais la nature de ce lieu , que n'éclairciraient pas des coupes parallèles aux deux autres plans coordonnés, ressortira surtout de Texamen des sections verticales opérées en tous sens autour de Taxe de z : car, l'un quelconque de ces plans, analytiquement caractérisé d'après sa trace horizontale j^ = ^j: , déterminera toujours deux lignes droites passant constamment à l'origine , conformément à la seconde projection z=±x \/a.
Sans multiplier davantage de tels exemples , j'engage le lecteur à s'exercer spontanément à ces discussions de surfaces, en partant d'équations un peu plus compliquées , mais pourtant assez simples pour que l'élaboration analytique n'absorbe pas l'attention principale , qui doit alors rester concentrée sur l'appréciation combinée des divers documents géométriques empruntés à l'étude des figures planes. Ce genre d'exercices , dont l'utilité logique dépend surtout de leur spontanéité , est encore plus propre que la discussion des équations à deux variables à faire convenablement ressortir le véritable esprit de la géométrie analytique , en régularisant l'interprétation géométrique du rj^lQ de con^K)sition de ces équations, même envers chaciiu aes paramètres qu'on y supposait d'abord
constants.
Après avofar considéré , en général , l'appréciation géométrique de toute équation à trois variable» , il serait superflu de s'arrêter formellement au cas d'un couple quelconque de pareilles équations , puisque la ligne , qui en constitue nécessairement le lieu , y est aussitôt définie par l'intersection des deux «fffiiees séparément résultées de chacune des deux équations proposées. L'interprétation concrète ne saurait être directeqpi'à Végard d'une seule équation. Un tel assemblage nepeut^ger,
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en géométrie analytique, d'aatres {^incipes pv^ppea que tai notions déjà établies sur la manière de dissiper régidîèvemeiit ramUgnïté fondamentale qui s'y rattacbe. Toute la dîacusmii géométrique de ehaqw conple spécial B'y doit offrir 4'a«tre ditfioalté noayeUe qae le cboix des plus simples snrÇaees suseqe tables de eontenir la ligne considérée , et qui penvent différer souvent de celles qo'indiqaent les den^ éqnatk)^^ prûautiyes / dès km Bltériearement remplacées par d'bemreiiges eombÎRaisons mutueUe».
132. Dans Teapace^ comme sur un plan, notre système de géométrie analytique se trouve nécessairement assujetti à des imperfections fondamentales , à la fois, géométriqmes et s^alyw tiques, qu'il conservera probablement toujours , mai$ env^a lesqii^es il suffit ici d'indiquer sommairement la simple extension des remarques déjà soigneusement expliquées au n* 8 , et qui n'ont maintenant besoin d'aucune élaboration nouvelle.
Sons l'aspect géométrique , Tinstitutiim aetuelle des é(p[iatioBS est radicalement vicieuse^ pour les surfaces aussi biep que pour le» lignes , en ce qu'dle ne permet point de représwter analytiqueniieat une portion de lieu , ni par suite un Uea ékhcontinu » composé de diverses parties de figures distinctes. Il en résulte quel^iefois une imparfaite harmonie entre nos éfua* iiom et les définition» correspondantes , qui devient sortant fâcheuse envers les phénomènes naturellement relatifs à de tels assemblages , comme , par exemple , quand on étudie Téqui- Ubre cm le mouvement de^t températures dans uf polyèdvf ^aeleonqui^.
Bu point de vue analytiq^, la représentaticA gQeii|é4iH<|99 des équations à trois variables içst souvent incowplèle , puis? qu'on n'y tient aucun compte des sQl«tion&imagii|ai|es,.^ fréquemment y prédominent , et qui méq^ y peuvent être exeli|sive9'. Outre lep conséqa^cçp Qf^dioaii^es d'^pe telle impei^
fectioa, loKsqQ'aiie étpi^tiOA oe fowntt auma Bea q«elOMqM oa indique «eolemeat de» points isolés, il faut ici remarquer mie noavelle anomalie, loonsistaotrace qae le liea géoniétriqiiei cessant d'être une surface, suivant le prindpe fendamenlal, peot devemur une simple ligne, si réqoation est constitués de manière k se décomposer en deux autres , auxquelles doivent isimultanément satisfaire toutes ses solutions réelles. Tel serait le type
dont l'analogfue en géométrie plane , ne fournissait que qurt*» ques points incohérents, mais qui maintenant semble comporter an véritable lieu géométrique, la ligne commune aux deux ««yrfoces f(-a?,j^, a)=0 et +(x,j^, 2)=0. Il faut toutefms remarcpier que ce prétendu lieu n'est pas plus caractéristique q^ l'autre de l'équation d'où il provient ; puisque la même ligne pourrait évidconment résulter d'une infinité d'autres équations de cette nature, analytiquement très^distinctea^ qomqa'admettant les mêmes solutions réelles.
Oiitre cette double imperfection radicale, qu'oïl peut justement reprocher à notre système de géométrie analytique, ou elle altère, à divers égards, la relation fondamentale entre le eoacref et l'abstrait , quoiqu'il sent d'ailleui^ presqu'impossible d'y remédier convenablement, une critique exagérée a quelque* f^ conduit à attribuer vicieusement à ce système une Impuiasance logique dont il ne doit pas philoscqibiquement répondre, en tant que certainonent inhérente à la nature du sujet , et non à l'insuffisance de nos conc^tions malbématiques. J'ai surtout en vue le défaut de représentation géométrique des éfaations assez indéterminées pour contenir au delà de trois variables , et envers lesquelles la géométrie ne saurait fournir jincune exacte ipteriprétatiou coucréte» «u'il fradrait etars
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emprunter à des phénomènes pins compliqués , et par saite plus Taries, tels que ceux du mouvement, si cette complication supérieure ne devait pas , au contraire, être plutôt conridérée comme constituant un obstacle insurmontable à l'efficacité logique d'une telle peinture , qui ne saurait yraim^t éclaircir des relations dès lors destinées à rester exclusivanait abstraites. Toutefois , on a fait quelques tentatives partielles sur Tinterprétation géométrique des équations à quatre variables, en les concevant relatives, non plus à des surfaces, mais à des volumes , suivant le progrès naturel d'une telle indétermination. Il n'est pas inutile ici d'apprécier sommairement de tels efforts pour vérifier spécialement qu'ils ne sont susceptibles d'aucun succès vraiment fondamental , et que le nombre trois, indiqué par les dimensions nécessaires de l'étendue comme par les coordonnées propres aux positions les plus indéterminées, limite inévitablement le degré d'indépendance des variables qui peuvent régulièrement coexister dans les équations purement géométriques.
En considérant la quatrième variable comme un paramètre susceptible de valeurs successives, l'équation /(a:, ^, z, /) =0 représentera , en coordonnées rectUignes et rectangulaires , par exemple, une certaine surface, de nature détemûnée; mais dont la position changera, ainsi que la grandeur ordinairement, à l'imitation de ce que nous avons remarqué ci-dessus en passant de deux variables à trois. Le lieu géométrique de l'équation proposée se montrera donc formé d'une suite de couches superficielles, régulièrement disposées, selon la composition de l'équation par rapport à t , que Fou pourra compter suivant un quatrième axe , alors purement factice , également ineUiié sur les trois premiers, pour amplifier Fimage. Mais ce sera seulement dans quelques cas particuliers qu'un tel ensemble de surfaces constituera un véritable volume, exactement çircoa^
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scrit, et non une masse confuse, le pins souvent même remplissant l'espace entier. Cet assemblage ne saurait devenir suffisamment net qu'autant que les surfaces partielles seront fermées et que les valeurs de la quatrième coordonnée se trouveront limitées. Telle serait, par exemple, Téquation j:'+^'+2'+<' = 1 , qui , mise sous la forme x'+j^^+z'n: 1— r% indique une suite de sphères concentriques , dont le rayon décroîtra de 1 à 0 9 à mesure que t augmentera de 0 à 1 , et deviendrait ensuite imaginaire: on pourrait donc, en effet, se représenter l'ensemble des solutions réelles de cette équation , comme géométriquement relatif au volume total de^ la plus grande de ces sphères, qui enveloppe toutes les autres ; le rayon de chaque couche sphérique et la valeur du paramètre variable t^ se correspondraient ici suivant une construction assez facile pour que cette peinture comportât quelque eflScacité , scientifique ou logique, si ces cas étaient plus fréquents. Mais , en considérant Féquation analogue x-^-y-^-z-^-t = 1 , qui parait encore plus simple, les diverses valeurs de r, dès lors nullement restreintes , en feraient sortir une série indéflnie et continue de plans parallèles entre eux, qui, pouvant ainsi passer en un point quelconque, ne sauraient constituer d'autre assemblage que l'espace entier, de quelque manière que t pût être géométriiquement apprécié. On sent que la même confusion résulterait uniformément de la plupart des équations de ce genre, qui , par conséquent, ne comporteraient aucune véritable peinture géométrique.
Cette néisessité fondamentale, qui limitera toujours à deux variables indépendantes le degré d'indétermination analytique que la géométrie peut régulièrement apprécier, est, en réalité, d'autant moins regrettable que toute correspondance ultérieure , hrs même qu'on la jugerait possible , deviendrait naturcllenwnt presque aussi inutile ^ comme artifice logique , à la pure
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analyse , qu'elle le serait d'abord évidemment, comme nw^yei^ scientifique , à rinvesUgation géométrique. On peut ren^rquer, en efct , que la peinture des fonctions à deux variables indépendantes , quoique pleinement praticable , comporte déjà, en vertu de sa complication supérieure , beaucoiq) moins d'efficacité logique pour faciliter les spéculations analytiques c(WPrespondanles que ne le permet rbeureux usage des lieux géométriques envers la théorie abstraite des fonctions d'une seulç
variable.
133. Afin de compléter cette introduction fondamentale i l'ensemble de la géométrie à trois dimensions, il faudrait maia: tenant motiver la préférence unanime qu'on a toujours accordée spontanément au système des coordonnées rectilignes, et même aux axes rectangulaires. Mais cette préférence repose icinér cessairement sur les raisons générales déjà examinées ^ à cet égard , en géométrie plane , et qui n'exigent maintenant ancoiie nouvelle appréciation, sauf l'importance supérieure des moyens de simplification envers une étude naturellement plus difficile* Cet évident surcroît de motifs deviendrait surtout sentie en opposant au système adopté Tihi ou l'autre des deux systèmes polaires, que des convenances spéciales conduisent quelquefois i lui substituer temporairement , malgré la fâcheuse complir cation des constructions élém^taires qui s'y ra{^<»rtent« En géométrie pure , la formation des équations de surfaces , aussi bien que leur discussion , ne s'opérera donc jamais qu'av^ec des coordonnées rectilignes , à moins que la ^ence ne pfurvlnt à ce degré de spécialité, qui n'existe p(»nt encore , el q^i peatêtre sera toujours écarté , où Ton étudierait parUcutiëvemept des formes , anak^fues à celles des spirales , doirt les ijfe» analytiques ne deviendraient sufisammeut simplet qu'à l'aide des coordonnées polaires. Quant i la reetangulariié desaixis reetilvues > ta miivm Jmtik la re^réseoteroot spomanMPt
PREMIËU PAETIE , CBÀPIfM BSmUÈBEB. 4UI
ao leeteur domine dtaat ici encore plo0 conyanable que dans la géométrie plane , où nous avons quelquefois employé utilement des axes obliques , ce qui n'a réellement lieu , en aucun cas important , dans la géométrie à trois dimensions.
Il ne nous reste donc plus maintenant qu'à constituer, enven cette nouvelle étude générale , les théories préliminaires analogues à celles de la géométrie plane, et qui deviennent aussi ÎQdiSpensahles envers les surfaces qu^à l'égard des courbes. Ces théories, d'ailleurs naturellement plus difficiles , seront ici au lendire de trois ; car, entre la théorie de la ligne droite et celle de la transposition des axes , la géométrie à trois dimensions exige nécessairement qu^on interpose la théorie analytique du ||iD. T^es sont les destinations respectives des trois cha-pitres qui vont successivement compléter cette introduction générale.
CHAPITRE IL
Théorie analytique de la ligne droite dans l'espace.
134. Nous devons d'abord établir ta plus simple fo»» générale des équations de la ligne liroite» Or, panai l'infinâté d'intersections de surfaees propres à produire cette ligne, la plus convenable , sous le double aspe<^ géométrique et analytique , doit évidemment consister dans la comUnaMon de deux irians. Mais ce mode spontané semble d'abord présenter , à cet égard , une sorte de ccarele vicieux , puisque la formation gé* iKérale de Téquation du plan suppose» à son tour, ta représentation analytique de ta ligne droite, comme rexplic|uera spé^ mlMient le cbmtre suivant, ia smle issue rég^iUdie df une
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analyse , qu'elle le serait d'abord évidemment , commfi mpyev icientifiqne , à rinvesligaUon géométrique. On peut rem^quer, en cflfet , que la peinture des fonctions à deux variabl^ indépendantes , quoique pleinement praticable , comporte déjà, en vertu de sa complication supérieure , beaucoup moins d'efficacité logique pour faciliter les spéculations analytiques cotrespondanles que ne le permet l'beureux usage des lieux géométriques envers la théorie abstraite des fonctions d'une seulo
variable.
Afin de compléter cette introduction d^amentale i
l'ensemble de la géométrie à trois dimensions, il faudrait maiatenant motiver la préférence unanime qu'on a toujours accordée spontanément au système des coordonnées rectilignes, et mêooie aux axes rectangulaires. Mais cette préférence repose ici nér cessairement sur les raisons générales déjà examinées , à ,oet égard , en géométrie plane » et qui n'exigent maintenant aucaae nouvelle appréciation, sauf l'importance supérieure des moyens de simplification envers une étude naturellement plus difficile. Cet évident surcroît de motifs deviendrait surtout sensible en opposant au système adopté Tihi ou l'autre des deux systèmes polaires, que des convenances spéciales conduisent quelquefois à lui substituer temporairement , malgré la fâcheuse complication des constructions élémentaires qui s'y r^pportentr En géométrie pure , la formation des équations de surfaces , aussi bien que leur discussHMi , ne s'opérera donc jamais qu'avec des coordonnées rectilignes , à moins que la ^ence ne parvtat à ce degré de spécialité, qui n'existe point enc(x*e , et qi|î peutêtre sera toujours écarté , où Ton étudierait particuUcfftnsM^t des formes , anak^fues à ceUes des spirales , dont les types analytiques ne devieuifaraient suffisamment ^ples qu'à l'aide des coordonnées polaires. Quant à la reetangularîté des«xi8 rectilignes > ta mènm iiQtîCi la représenteront sponMpéiMit
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aa lecteur comme étaat ici encore plas oonvenable que dans la géométrie plane , où nous avons quelquefois employé utilement des axes obliques , ce qui n'a réellement lien , en aucun cas important , dans la géométrie à trois dimensions.
Il ne nous reste donc plus maintenant qu'à constituer, enxen cette nouvelle étude générale , les théories préliminaires analogues à celles de la géométrie plane, et qui deviennent aussi iofbpensahles envers les surfaces qu'à l'égard des courbes. Ces théories, d'ailleurs naturellement plus difficiles , seront ici au Bombre de trois ; car, entre la théorie de la ligne droite et celle de la transposition des axes , la géométrie à trois dimensions exige nécessairement qu^on interpose la théorie analytique du |ian. Tdles sont les destinations respectives des trois chapitres qui vont successivement compléter cette introduction générale.
CHAPITRE IL
Théorie analytique de la ligne droite dans l'espace.
134. Nous devons d'abord établir la plqs simple fora» générale des équations de la ligne droite. Or, parmi rinfimté d'ùrtersections de surfaces propres à produire cette Ugne, la plus convenable , sous le double aspect géométrique et analytique , doit évidemment consister dans la comUnaisan de deux plans. Mais ce mode spontané semble d' jdK>rd présenter , k cet égard , une sorte de cercle vicieux , puisque la formation gé* «ârale de l'équation du plan suppose» à son tour, la représentetion analytique de la ligne droite , comme Pexplic|uera sp^ rWenent le chapitre siiivant. Ia seule issue tégaiièfe A'vm
telle difficulté élémentaire résulte d'un dioix jadicieiix 'entro les divers plans qoi contiennent une même droite , ea préférant deux de ceax qui sont parallèles aux axes coordonnés, et dont réqaation doit , à ce titre , soivant nos explications fondamen* taies , être indépendante de la variable correspondante , de manière à coïncider avec Téqaation plane de la projection de la ligne sur le plan des deux autres axes. On voit que ce système n'est autre que celui des d«ix cylindres projetants , qui , toajours destiné à caractériser finalement chaque ligne, est rarement le plus propre à former ses équations initiales : c'est peut-être ici le seul cas important où ce mode doive être, à cet égard, préféré à tout autre. Si, par exemple, on projette successivement la droite paraUélenrant aux deux axes horizoê' taux , on aura aussitôt les deux équations fondamentales
x=^az-^(x. et y=zbz^^,
dont Fensemble constitue le plus simple type général qui poisse analytiquement représenter une ligne droite dans l'espace, et auquel tous les autres modes analytiques seront nécessairement réductibles d'après les transformations convenables.
Ce type devant devenir aussi usuel que celui qui lui correspond en géométrie plane , il importe de se familiariser beaucoup avec la signification concrète des quatre constantes arbitraires a , 6 , (X , 6 , qu'il contient. D'abord le nombre de ces paramètres, deux fois plus multipliés que dans le cas plan, représente toujours , mais d'une nouvelle manière^ le nombre des points qu'exige la détermination de la droite : car , d'après la dualité actuelle des équations de toute ligne, chaque passage en un point donné fournit maintenant deux relations entra les constantes qui s'y rapportent, et dont le nombre devait ptf conséquent devenir double de cdui des points déterminants. Le même contraste analytique aura I^ néeemirement eme»
PREMliKS PARTIE rCHAPITI&Ë DEUXIÈME. 44&
t<mte autre ligne susceptible d'être alternativement considérée sar un plan et dans l'espace , le nombre total des paramètres y devant généralement être doublé pour le second cas , aGn de maintenir la fixité du caractère géométrique relatif à la détermination.
En second lien,laloi d'homogénéité indiquerait sufiisamment que deux de ces quatre constantes, a et 6, sont nécessairement angulaires , tandis que les deux autres, a et 6 , sont linéaires , si déjà la géométrie plane n'avait rendu très-familière cette indispensable distinction élémentaire. Quant à l'interDrctation géométrique de ces-divers paramètres, nos habitudes antérieures ne l'indiquent nettement qu'envers les projections respectives , d'où il faut indirectement remonter à la droite elle-même. Toutefois, cette dernière relation peut aisément devenir directe à l'égard des coefficients linéaires a , 6 , qui désignent évidemment les coordonnées de la trace horizontale de la droite proposée. Mais , pour les coefficients angulaires a , 2^ , il faut se borner à concevoir chacun d'eux comme la tangente de l'angle formé par la projection correspondante avec l'axe vçrtical, ou, si l'on veut, parle plan projetant avec l'autre plan vertical des coordonnées. La direction même de la droite dans l'espace d^nd nécessairement à la fois de ces deux constantes, suivant une loi très-simple, qui sera ci-dessous expliquée, et dont rinversion permettra d'ailleurs de se les représenter commodément d'après cette direction.
De même qu'en géométrie plane,' la théorie analytique de la ligne droite doit ici consister essentiellement à déterminer ces quatre paramètres quand , sans être immédiatement donnés , ils doivent résulter de certaines conditions élémentaires, dont l'expression est assez usuelle pour mériter qu'on la formule d'avance , et qui d^aiUeurs coïncidait exactement avec celles déjà appréciées pour le c«^ plan.
135. Sous rim et l'antre aspect , U faot à'Aofti former les équation! d'une droite asrajettieà passer par deux pwnis donnés. Le premier passage fournira les deux relations x'sszAJ-^afi ysr&2'4.6, qui, permettant de rapporter les coefficients It*néaires aux angulaires , conduiront au type
aussi usuel qu'en géomélrie plane pour représenter toutes les droites menées d'un môme point. En ayant égard au second passage , on y déterminera finalement les constantes angulaires par les formules
identiques à eettes du cas plaa, et dés lors susceptibles de la même explication trigonométrique , puisque chaque projection yerticale de la droite cherchée contient nécessairement les projections correspondantes des deux points donnés.
D'après ce |n*emier problème, quand de QOUTeaux points de l'espace devront être en ligne droite avec les deux premiers, chacun d'eux , 'comparé à Tun de ceux-ci , fera naître analytiquement deux conditions , consistant toujours dans une double proportionnalité entre les différences respectives des trois coordonnées de tous deux.
Considérons maintenant la seconde question essentielle, relative à la détermination analytique de l'angle de deux droites dans Fespace. Par sa nature , une telle recherche est , comme en géométrie plane , nécessairement trigonométrique, d'après son évidente spécialité : seulement elle offre id plus d'embarras, parce que les angles donnés n'y sont pas, à beaucoup près, ausai simplement liés à l'angle demandé. Gomme il doit d'ailleurs dfih meurer indépendant des coefficients linéaires , nous pourrons remplacer les deux droites données par leurs pmraHéks menées
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éi Vorigkie^ maê ooDBÎdérer, da reste , si les lignes primitiTes se rosooBtreHloaiioD, eequi n'afitecte naUement leur inclimisQii mtiuUe, iovlmirs égalcBMttt indispensable à mesurer. D'apféa œ préanAole , k solutioii trigonométrîqae consiste à oonsidérer , sinr les deux droites données , xs^az, y=abz, el xsrafz^ ytssVz^ deux points arbitraires , dont les ordonnées terticales, setx', resteront qoeleonques , et à résoudre, par rapport à Vang^ dierchéy le triangle ainsi résulté de trois côtés aisément apinréciables par la formule des distances. Les indéterminées auxiliaires z et z' devant s'élindner spontanément à la fln du calcul y pour que la grandeur de Tangle ne dépende pas de la longueur de ses côtés^ on évitera commodément d'en surcharger ks opérations, si on use du droit évident de les choisir égales sntré elles et i Vnnité. On sait que la formule trigonométrique convenable est ici
cosV=
2dd'
en nommant d, if^ et D les distances des deux points artificiels à rorigine et entre eux , lesquelles sont exprimées , d*aprés lès coordonnées respectives 1, a, & et 1, a!, V^ par
n en résulte aossitôt la f ormute cherchée ,
aa!+bb*+i
fui mérite d'être retenue comme éminemment usuelle.
En foisant successivement coïncider la seconde droite avec chacun das trois axes owMrdonnés , on en déduit aisément les formules spéciates
<^Z=^^.-J-^,cosY==-^^
\/a'+b'+t' \/a''\^V+i V/a-+ft^+l'
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pour les mclinaisons de la pcomière sur ces. aies. Ces troiflmgles ne ssonient être indépendants entre enx , poscpie , en gi» néral , denx angles qaelconqnes déterminent sufllsamment oae direction. De telles formnles l'indiquent assez en ne Gaisant dépendre les trois inclinaisons qne des denx dcmnées a et 6, dont Télimination y fera découvrir leur rdation constante. On aperçoit aussitôt que cette élimination s'accomplira spontanément en ajoutant les carrés de ces trois égalités , d'où résulte le théorème trés-usuel
cos'X+cos*Y+cos"Z=l,
ou , sous une forme moins connue, mais utile à noter aussi,
sin'X+sin'Y+sin^Z=2.
Au reste, ces deux énoncés algélH*iques peuvent être succinctement réunis en un seul énoncé vulgaire : la sommedes carrés des cosinus ou des sinus des angles formés par une droite quelconque avec trois axes rectangulaires est nécessairement constante. Il y aurait, en effet, un vrai pléonasme logique à mentionner expressément la double valeur de cette constante, évidemment indiquée, en chaque cas, par la coïncidence delà droite avec l'on des axes. Cette liaison remarquable, directement appréciée, constitue d'ailleurs, sous sa première forme, une suite peu éloignée du théorème fondamental de Pythagore. En effet , il sufSt de considérer le cosinus d'un angle comme la projection d'un de ses côtés, dont la longueur serait égale an rayon trigonométriquc 1, sur l'autre côté : dès Icu's , les trois cosinus proposés représentent les projections de la droite domiée sur les trois axes proposés \ ils constituent donc les arêtes d'aa parallélipipède rectangle dont cette droite serait la diagonale,* ce qui conduit aussitôt , par une double application de ce théorème, à la relation précédente.
Réciproquement envisagées > les formiiles ci'fdçissivi permet*
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tet d'exprimer les deux eoeffidentg angulaires d'une droite qsdcoDqae d'après ses inclinaisons sur les trois axes rectangdmes, suivant la loi , très-usuelle aussi , surtout en mëca- Diqae,
cosX , cosY cos Z cos Z
Cette loi fort simple conduit à mettre notre formule principale de cos V sous une nouvelle forme très-remarquable , due à Enler, en opérant la même transformation envers les deux droites considérées : on trouve ainsi
cos V= cos X cos X'+ cos Y cos Y'+cos Z cos Z';
OD , en français , le cosinus de l'angle de deux droites équivaut à la somme des produits des cosinus de leurs inclinaisons respectives sur trois axes rectangulaires quelconques.
D'après le problème précédent , il est facile d'apprécier la relation qui doit exister entre les coefficients angulaires de deux droites pour qu'elles forment un angle donné. 11 suffit ici de mentionner le cas de leur perpendicularité , ainsi caractérisée par la condition
analogue à celle de la géométrie plane, quoique plus compliquée , mais qui ne peut plus déterminer l'une des directions par l'autre, conformément aux indications géométriques respectives. Toutefois , cette détermination doit exceptionnellement s'accomplir quand on suppose y=: 0, ou cos Ys i, puisqu'alors il y a parallélisme : l'algèbre exprime cette anomalie en présentant la relation correspondante sous la forme
{a—dy+ {b—l/y-i- (ab'—afby=0,
qtn, envers les valeurs réelles , se décompose nécessairement
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en denx oonditious, a'= a^V^b, ^\memrA oonfoniiAs % b
nature du cas.
Examinons enfin le troisièaie élément essentiel de l^t tb^ine analytique de la ligne droite, en déterminant Tintersectioa de deux droites d'après leurs équations. Le principe fondamental est ici nécessairement le même qu'en géométrie plane , puisque tout point commun à deux lieux quelconques doit nécessairement satisfaire à leurs équations simultanées , quel qu'en puisse être le nombre. Mais . dans l'espace, l'application normale de ce principe uniforme conduit spontanément à une nouvelle appréciation, qu'il importe de remarquer déjà sur ce premier exemple : car, chaque ligne , droite ou courbe , ayant maintenant deux équations, le nombre des conditions quidoirent déterminer les coordonnées communes est aloils doublé, tandis que le nombre de ces inconnues a seulement augmenté de moitié; en sorte que l'harmonie du problème se trouve désormais rompue, à moins d'une concordance spéciale entre l'une des quatre relations et l'ensemble des trois autres , sans laquelle la question serait contradictoire. Or, cette considération analytique correspond , géométriquement , à l'impossibilité actuelle de toute rencontre entre deux lignes quelconques , si elles ne satisfont à une certaine condition mutuelle , consistant ^ pour deux droites , à appartenir au même plan , et toujours analytiquement représentée par la relation résultée de l'élimination des trois coordonnées communes entre les quatre équations des deux lignes. Cette importante notion de géométrie à trois dimensions aura bientôt un office très-étendu dans la théorie générale des surfaces courbes. En l'appliquant maintenant au seul cas de deux droites quelconques ,
la condition de rencontre est finalement -r, — r = -r, — r > ou,
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en français , les différences respectives des coefficients linéaires doivent être proportionnelles à celles des coefficients angulaires. Quand elle sera remplie , les coordonnées de l'intersection cherchée seront
CL ——a
en les supposant infinies , on reproduirait les caractères connus du parallélisme , du moins eu égard à la relation préalable. Ces fwmules ne doivent pas d'ailleurs être ret^ues .- il sera préférable d'en retrouver l'équivalent spécial en chaque occasion.
136. Tels sont , dans l'espace , comme sur un plan , les seuls éléments vraiment indispensables à la théorie analytique de la ligne droite. Parmi les nombreuses questions composées qui peuvent résulter de la combinaison de ces trois problèmes essentiels , je me bornerai à en examinw deux y analogues à celle déjà cpnsidérée en géométrie plane , quoique leurs formules deviennent ici à la fois plus compliquées et moins usuelles : outre l'application ultérieure dont elles seront quelquefois susceptibles , eUes constitueront maintenant des types suffisants de ces ei^ercices secondaires , que le lecteur pourrait ensuite multiplier spontanément.
Déterminons d'abord , comme dans le cas plan , la distance d'un point donné (x\ y, z') à une droite donnée
En suivant la même marche qu'alors , il faudra préalablement former les équations de la perpendiculaire correspondante ,
x^od^d (z-r-z') , y-^y^^V («—2') ,
d'après les deux conditions
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qui expriment qa'eUe forme un angle drott atec la ligne donnée et qu'elle la rencontre, conformément aux règles du n- précédent. Quand ces deux équations du premier degré auront fait connaître d et V, on calculera, comme ci-dessus , les coordonnées du pied de la perpendicelaire , et sa distance au point donné en résultera Bnalement , suivant la formule ot-
dinaire.
Sans accomplir cette laborieuse combinaison analytique de
nos trois question» essentielles , on peut trouver plus commodément Texpression de la longueur chercbée/i , par une solution spéciale , fondée sur sa comparaison avec là distance d du point donné à un point quelconque de la droite donnée , par exemple , à sa trace horizontale : car, en nommant V Tinclinaison , aisément appréciable , de cette droite sur cette distance auxiliaire, on aura évidemment /? = fi?sinV. On facilitera l'opération en prenant pour origine provisoire le point o, a , 6 , ainsi choisi, sauf à revenir ensuite à l'origine primitive, par le changement final de or en j:— « et j^ enj^— e. Dans cette hypothèse
dz=z\/x'+y + z\ etcosV==— ^.
d^où il résultera /;=\/ ^'+^+2"— ^^^^qi^- En
développant et réduisant, on trouvera finalement, après avoir rétabli l'ancienne origine , la formule
—az—:,y+ (y—bz— 6)'+ (a(y— 6)— 6{x— a ) )
beaucoup plus compliquée que son analogue plan , mais pourtant assez symétrique pour être aisément retenue , si elle était assez usqelle pour le mériter. l\ convient d'y remarquer que la
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distance d'un point à une droite n'est plas , en général, une fonction rationnelle des coordonnées du point , comme en géométrie plane. Un tel caractère est particulier au cas plan, envers lequel la loi précédente indique spontanément cette exception spéciale : car, si la droite et le point sont tous deux situés dans le plan des xz, il j faudra faire 6=0, 6 =0 , et y=:0 , ce qui y réduira à une seule les trois parties de son numérateur, dès lors devenu un carré parfait , de manière à re-
produire exactement la formule »= — , du n** 28.
Considérons , en second lieu , la question qui consiste à déter*miner la moindre distance de deux droites données. Elle comporte , dans son ensemble , deux solutions fort distinctes , dont le contraste spontané est propre à bien manifester le vrai caractère des méthodes pleinement analytiques en géométrie générale. La première consiste à appliquer analytiquement le principe géométrique qui représente la distance cherchée comme devant se mesurer sur la perpendiculaire commune aux deux droites données, x=az+a,y=6z-K, et x=za^Z'W^y=b'zr\r^. D'après cette notion initiale, tout se réduit à former, suivant l'ensemble des règles précédentes , les équations de la droite inconnue, x= a'z-f- a" et y = b"z+&\ afin de calculer ensuite ses intersections avec les droites proposées , d'où la formule des distances conduira finalement à la longueur demandée. Les deux conditions de rectangularité fourniraient ainsi les relations
propres à déterminer d'abord a" et ô" : dès lors , la double rencontre déterminera aussi les coeflfidents linéaires «" et 6", suivant deux autres équations du premier degré
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Gda posé , le reste da calcul , quoique trôs-laborienx , ne pMrrail ofirir aucune difficulté. On voit que cette premièf e scdutioft est yraiment analytique dans son exécution , qui apprécie isolément chacune des conditions du proHéme ; mais elle ne Ymi point réellement dans son institution , qui repose sur un principe géométrique antérieur, particulier au cas de deux droites.
Au contraire , Tensemble^e la seconde solution présente un caractère pleinement analytique , clairement manifesté par une généralité décisive, qui constitue, à cet égard, le meilleur critérium. Nous allons , en effet , y procéder à la recherche yroposée , sans aucune notion géométrique antérieure , sous la seule impulsion de la théorie universelle des minima, et de la même manière que si , au lieu de deux droites , il s'agissait de comparer, à cet égard , deux courbes qudoonques. La marche de cette solution analytique consiste à chercher les ordonnées Yerticales , z et z\ des deux points les plus rapprochés , d'après la condition que la fonction
ûP= (z — zT+ (az — d:i'V (a — «'))'+ {hz — 6V+ (6 — S'))' ou
•f ft (6 — 60) z+ 2 {ci (a'— a)+6\6'— S))2'+(«— a')'+(e— 60%
qui exprime le carré de leur distance , soit un minimum. Or, notre théorie des minima est directement applicable sans difficulté à ce polynôme du second degré, qui comporterait même l'usage facile de la méthode algébrique la plus élémentaire. Quant à la plnralité actuelle des variables indépendantes , elle ne peut constituer, envers de telles recherches ^ aucun obstacle fondamental : car, le minimum doit évidemment subsister à l'égard de chaque variable isolée , quelle que soit la valeur constante de l'autre. Cette nouvelle institution du problème n'a doue, en général, d'autre influence naturelle que de
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foaniir deax conditions , destinées à déterminer les deux incoDflues simultanées. Elles se formeront ici en annulant les deas dérivées de ce polynôme séparément relatives à z et à z\ dont les valeurs dépendront ainsi de deux équations du premier degré,
z'(l4-/ï''+y')— z(aa'4-êi'4-l)=:^'(a— a')+&'(6 — €').
Une fois calculées, leur substitution dans la formule primitive de tP fournira sans difficulté Tcxpression , d'ailleurs compliquée et inusitée , de la distance cherchée. Puisque les points les plus rapprochés auront été ainsi déterminés préalablement, ancune partie essentielle de la question ne se trouvera négligée* On y pourrait même , à titre de complément alors accèssoîre , obtenir finalement les équations de la droite suivant laquelle se mesure la moindre distance, et de manière à reconnaître analytiquement sa rectangularité constante envers les deux droites données, si l'esprit général de cette seconde solution conduisaitréellement à instituer une telle comparaison, essentiellement propre à un autre mode d'appréciation de l'ensemble du problème.
Au sujet de cette question , je dois enfin avertir que, quand on s'y borne à la stricte évaluation de la moindre distance , sans s'occuper de la détermination effective des points corresppndapts , cette formule peut résulter d'une troisième solution, mieux calculable , à cet égard , que les deux précédentes , et que j'aurai lieu d'expliquer dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE III
Théorie aoalytiqiie du plan.
137. L'équation rectiligne du plan peut d'abord être indirectement établie , avec toute la généralité convenable , sans considérer aucune génération de cette surface , en cherchant , en sens inverse , le lieu géométrique de l'équation complète du premier degré à trois variables, ax-^-by-^cz^d. En y supposant z constant, pour étudier les coupes horizontales, ax-i-byssd — ch , on voit aussitôt que ce seront toujours des lignes droites , parallèles entre elles ; en sorte que ce lieu se range spontanément parmi les surfaces cylindriques. Keste ,donc à découvrir la loi géométrique suivant laquelle varie le coefficient linéaire de cette génératrice , en lui assignant une directrice quelconque , par exemple l'une des traces verticales de la surface : or cette trace, correspondante à ^=^=0 ou x=o est évidemment aussi une ligne droite. Ainsi , l'ensemble de cette facile discussion montre nettement le lieu cherché comme engendré par une droite qui glisse parallèlement sur une autre droite ; ce qui caractérise irrécusablement le plan. Toute équation du premier degré à trois variables représente donc , en coordonnées rectilignes, une surface plane, les axes étant d'ailleurs rectangulaires ou obliques.
Si maintenant l'on considère que l'équation précédente renferme trois constantes arbitraires , dont l'entière disponibilité permet de faire passer son lieu plan par trois points quelconques de l'espace, on concevra, réciproquement , que tout plaa
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est susceptible d'nne pareille équation , dont le lieu pourrait ainsi se confondre complètement avec lui , puisque deux plans coïncident totalement quand ils ont trois points communs non en ligne drpite. Nous connaissons donc déjà , indépendamment de la génération du plan , la forme nécessaire de son équation rectiligne.
Dans Tusage de cette équation générale, il convient deréduire habituellement à l'unité l'un des coeflBcients, a6n que leur nombre effectif soit toujours en pleine harmonie avec celui des points qu'exige la détermination de la surface. Il en résultera deux formes distinctes , qu'il n'est pas inutile de comparer sommairement, selon que cette exception facultative affectera le terme constant ou l'un des termes variables. La première forme ax-^by-^-cz^i^ offre une plus complète symétrie algébrique, puisque les trois coordonnées y sont semblablement traitées ^ mais elle est, géométriquement, moins convenable , parce que l'interprétation concrète des trois constantes y est trop détournée , et même trop uniforme : car , chacune d'elles est réciproque à la distance de l'origine au point où le plan proposé rencontre l'axe correspondant. Aussi préférerons-nous communément la seconde forme, as = ^zx+^^ + c, où la loi d'homogénéité annonce aussitôt que les coefScients a eib sont angulaires , tandis que c est linéaire, conformément à l'explication spéciale qui montre c comme désignant la distance de l'origine à l'intersection du plan avec l'axe vertical , pendant que a eib indiquent les tangentes des inclinaisons de ses deux traces verticales sur le plan horizontal. Cette distinction spontanée entre les idées de direction* et de distance , non moins nécessaire dans la théorie analytique du plan que dans celle de la ligne droite , constitue l'un des motifs principaux en faveur de ce mode usuel ; car, l'autre mode , vu sa trop grande uniformité , mêle vicieusement ces deux sortes d'indications géométriques.
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138. Ayant ainsi établi l'équation générale dû plan indéj^îidamment de sa génération , il importe d'apprécier comment cUe peut être directement formée d'après les diverses manières dont cette surface résulterait du mourement d'une ligne droite. Quoique cette appréciation ne soit pas strictement indispensable à la théorie analytique du plan , réduite à sa vraie destination propre , elle offrira spontanément le précieux avantage didactique de familiariser déjà le lecteur avec ta marche fondamentale, qui , dans la seconde partie de notre étude, devra diriger la formation des équations qui représentent les principales familles de surfaces, parmi lesquelles le plan peut indifféremment se ranger, en y modifiant convenablement les seules directrices.
Le premier mode consiste à regarder le plan comme une surface cylindrique , ayant pour base une ligne droite. Dans cette hypothèse, soient x = az+(K et^=6z+ 6, les équations de la génératrice, ou ^t et 6 seront constants, en vertu du parallélisme , tandis que les coefficients linéaires varieront d'une position à l'autre, suivant une loi correspondante à la condition de rencontre continuelle de ;cette droite mobile avec la directrice donnée a7s=a'*+a'^ j^=:è'^+ê'. Cette Id ^Ilf z= ^ÙZÎ.
constitue une sorte d'équation naturelle da lieu cherché entré les deux paramètres variables a et €. Pour en déduire Inéquation demandée , il suffit d'y rapporter ceux-ci aux coordonnée* définitives x,y^z, d'après les équations de la génératrice. Ofi obtiendra ainsi une équation qui , convenant à un point quelconque de cette droite mobile dans une position quelconque, représentera nécessairement le lieu engendi^é par son mouvement. Cette substitution de ar— ^z et^ — 62 , à la place de « et e , fournira évidemment une équation complète du premier degré , conformément au type d-dessus démontré. Le nombre
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des ocmstantés arbitraires y surpassera tiotablefii60t celui des ooeffleients qui en seront formés ; ce qui induit à penser que ces six constantes pourraient prendre de nouTelles valeurs , saâ^ que le lieu éfHTouTàt aucun changeiaent , pourvu que leurs fonctions relatives aux trois coeffideuts restassent invariables. Or> cette circonstance analytique est spontanément ea barmofiie avec un certain degré naturel d'indétermination géométrique inhérent à une telle définition du plan : car , la direetrice y pourrait d'abord changer , comme envers toute autre surface, à la seule condition d'appartoûr au lien^consldéré $ mais, en outre , k génératrice elle-même pourrait Indifféreminent afiécter Tune quelconque des directions du plan , par une exception particulière au cas actuel, et que tie sauraient offirfr les cylin*dres curvilignes^ où là direction des génératrices est toujours unique.
Considérons , en second lieu , le plan d'après sa génération conique, par le mouvement d'une droite autour d'un point fixe, quand sa directrice devient elle-même rectiligne. Six\y, z', désignent les coordonnées du soumiet donné, les équations de h génératrice seront ainsi a:—x'=a'(Z'^is!) , y^ys3tl{t — z^) , les coefficients angulaires y étant maintenant variables. Leur relation constante dépendra, comme ci-dessus , de la oondi^ tiott de rencontre perpétuelle de cette droite avec la diree* triée connue, xzz=az+a, y=zbz^Q. Bans cette relation
~ .. = 7" ut f g 9 *1 faudra pareillement substituer les
expressions de a' et bf en oc^y^ z, tirées des équations de la génératrice , en comm^çant toutefois par supprimer les termes communs ea e^b^^ qui sembleraient élever viciéuacment le résultat au second degré. On trouvera encore, suivant Ce mode, nue équation complète du premier degré, où Fexcds du nombre des constantes arbitraires sur celui des coefficients qui m sont
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oondpofiés représentera aussi ce qu'une telle définition renterme d'indéterminé géométriquement, soit quant à la directrice, qm pourrait y varier sans faire changer le lien, comme envers tout autre cône , soit même quant au sommet , qui , unique pour un cône curviligne, pourrait, exceptionnellement, étreici placé en un pcrint quelconque du lieu.
Envisageons maintenant le plan comme une surface de révolution» engendrée par la rotation d'une droite autour d'an axe auquel elle dmneure constamment perpendiculaire en un même point. Si x\y'^ z\ désignent les coordonnées de ce pôle donné, tix-^ 0/=^ (z— z'), y— y = b (z— z') , les équations de l'axe considéré, la génératrice aura pour équations 07— j-'=a'{z — z'), y — y=:U{z — z') , en concevant ses coefficients angulaires variant selon la loi de rectangularité aa +&6'+l = 0, où il suffira de substituer leurs expressions en x,^, z, afin d'obtenir Téquation définitive du lieu proposé. Cette équation sera donc
z= — oj:— èy-f" (z'-|-^J?'+^.^')-
Quoique , collectivement envisagée , elle contienne, sans doute, comme dans les deux modes précédents, plus de constantes arbitraires que de coefficients indéterminés, une appréciation plus attentive montre, au contraire , que l'indétermination correspondante n'aflfecte alors nullement les deux coefficients angulaires, et concerne seulement le coefficient linéaire; en sorte que, parmi les données de cette génération, a eib ne pourraient aucunement changer sans altérer le lieu , tandis qae ^\ y\ ^'9 1 pourraient inditEèremment recevoir une infinité de valeurs distinctes, pourvu que la fonction z'-f aj:'+^/ demeurât invariable* Or, toutes ces nuances analytiques sont en pleine harmonie avec les indications géométriques, puisque l'axe d'un plan ne peut avoir qu'une seule direc-
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tîon , tandis que le p6Ije'peat être pris à volonté sur la surface. Au sujet de l'équation précédente, il convient de remarquer spécialement la yériQcation analytique qu'elle offire spontanément d'une utile proposition géométrique, sur la rectangularité nécessaire entre les projections quelconques d'une droite et les traces correspondantes d'un plan qui lui est perpendiculaire. Car, en comparant , par exemple, la trace
obtenue en faisant j^ s= 0, avec la projection x—a/=a(z--z') de Taxe sur le plan des xz^ le symptôme ordinaire de géométrie plane montre aussitôt que ces deux lignes sont rectangulaires.
La génération précédente se lie naturellement à une quatrième manière d'envisager le plan , qui serait susceptible de conduire directement à l'équation de cette surface, conçue comme le lieu général des points de l'espace équidistants de deux pôles donnés j/,y, z' et cd\y\ z"; ce qui fait rentrer le plan dans la surface également éclairée par deux lumières, pour le cas particulier de l'égalité. Cette définition fournit aussitôt, d'après la formule des distances , l'équation
où les termes du second degré se détruisent spontanément , et dont la composition confirmera ensuite aisément que le plan est perpendiculaire sur le milieu de la droite qui joint les deux pôles y conformément à la nature géométrique d'une telle formation, qui pourrait ainsi coïncider immédiatement avec le mode ci-dessus considéré.
Concevons enfin le plan comme une surface régléci ou rectiligne, sous l'aspect le plus étendu, en le supposant engendré par une droite qui glisse arbitrairement sur deux autres susceptibles d'intersection. Il faut ici remarquer d'abord que le
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moavemeot d'ane droite quelconque n'est» en général, suffisamment défini d'après des directrices qu'autant que celles-ci sont au nombre de trois, sans quoi le lieu serait nécessairement yague, la génératrice y pouvant, avec deux directrices senlement, affecter, en chaque point de l'une d'elles, une infinité de directions aboutissant à Fautre. Or, par une exception tout à fait particulière au fdan, cette surface est, au contraire, suf^ fisamment déterminée en faisant mouvoir à volonté une droite sur deux autres qui se rencontrent , parce qu'une droite qui a deux de ses points dans un plan les y a tous. Soient donc
les deux directrices données , entre lesquelles on supposera
préalablement la relation nécessaire ^, — ^ = --7 — ;- : leur dou-
ble rencontre continue avec la génératrice fournira les deux
conditions analogues ^rz^ = -pr^l ^t ^r^r = ^?ri^» entré
les quatre paramètres, alors simultanément variables , contenus dans les équations de celle-ci , a: =: af'z-^a.'^ y = ^'z+e". Pour que rensemble de ces quatre équations permit d'éliminer complètement a", b\ a", 6", de manià*e à fournir l'équation du lieu , une cinquième relation , correspondante à une troisième directrice, serait, en général, indispensable. Mais, par une anomalie algébrique , exactement équivalente à l'exception géométrique spécialement signalée envers le plan, on trouvera ici que, si Ton dirige ce calcul de façon à éliminer seulement trois de ces paramètres, le quatrième disparaîtra spontanément, pourvu toutefois que l'on ait suffisamment égard à la relation préalable ci-dessus formulée entre les deux directrices.
139. L'équation générade du plan étant complètement établie, la tbéori^ analytique préliminaire qui s'y rapporte est propre-
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meot desUpée , comme envers la ligne droite , a déterminer les trois constantes, angulaires et linéaire, qu'elle contient, lorsque, sans être immédiatement données , elles doivent résulter de diyerses conditions élémentaires suffisamment usuelles^ qui se réduisent encore essentiellement aux trois considérations fondamentales de passage^ d'inclinaison, et d'intersection, déjà appréciées dans la double théorie de la ligne droite.
Considérons d'abord la détermination de l'équation d'un plan assujetti à passer par trois points donnés. En ayant égard au premier point, la relation z'=:ax'+ 6/+ c permettra de rapporter le coefficient linéaire aux angulaires, de manière à fournir le type analytique très-usuel de tous les plans qui contiennent un même point, z — z'= a (x — a/) + 6 (y — y). On y déterminera ensuite les deux constantes aeib d'après les deux autres passages, qui, ainsi combinés avec le premier, fournissent les conditions
Si Vm achève l'opération , dont le résultat général ne mérite pas d'ailleurs d'être retenu , on pourra constater aisément que l'indétermination des formules finales correspond au cas où les trois pojnts donnés sont en ligne droite , conformément aux exigences géométriques.
On pourrait présenter cette première question fondamentale sous une nouvelle forme ^ en assujettissant le plan à passer par un point donné et à contenir une droite donnée. Sans doute , ce second ca» rentrerait aisément dans le précédent , en exprimant que le plan cherché passe en deux points arbitraires de cette droite , ceui^ ^ par exemple , où elle rencontre deux des plans coordonnés ; ce qui suffirait assurément , d'après une ftotioQ géométrique très-familière, pQur garantir que tout le rwte 4^ te ligne s'y trouTW^it êml Mfii$ U importa beaucoup
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d'apprécier îd h manière dont l'analyse peut directement exprimer, indépendamment de toute considération antérieure, que le plan z=^ïa: + frr+^ contient la droite x^mz-^a^ yz=nz+^ : car, le lecteur conunencera ainsi à sentir, surua premier exemple caractéristique , le mode suivant lequel nous devrons ultérieurement faire passer, en général , une surface quelconque par une ligne donnée , l'opération actuelle reposant déjà spontanément sur le même principe fondamental , suivant l'attribut nécessaire de toutes les conceptions vraiment analytiques. Or, pour que la droite soit entièrement contenue dans le plan , il faut analytiquement que les coordonnées hoi> zontales de l'une satisfassent à l'équation de Fautre , en laissant l'ordonnée verticale tout à fait arbitraire : ainsi , la substitution de mz+a et 7ÎZ+6 au lieu de jc et j^ doit rendre identique l'équation du plan , dès lors devenue
z=i{am + bn)z+{aoL+b^'{'C}',
ce qui fournit les deux relations am+bn^ 1 , <ra+ W+c=0, sans lesquelles l'équation précédente spécifierait l'unique intersection de la droite et du plan , qui doit ici devenir indéter* minée. La première de ces deux conditions caractéristiques^ indépendante des coefficients linéaires de la ligne et de la surface , indique séparément leur parallélisme ; quant à la seconde, elle signifie , en elle-même , que la trace horizontale de la droite appartient à la trace horizontale du plan : en sorte que l'appréciation géométrique explique nettement comment ta combinaison de ces deux caractères analytiques constitue eiactement la situation proposée.
Dans une telle corelation de l'abstrait au concret , le degré de l'équation finale en z exerce une influence géométrique qu'il importe de bien saisir : car> il y faut voir Tindication anaiy* tique du nombre de points qu'une droite doit avoir sur un pl^
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pwf y être entièrement contenue ; puisque toute équation du premier degré à une seule inconnue qui comporte deux solutions distinctes est nécessairement satisfaite par toute autre hypothèse quelconque, ce résultat analytique signifie qu'une droite appartient complètement à un plan quand elle y a seulement deux points. Cette appréciation ne fait, sans doute , ici que confirmer un axiome géométrique très-connu. Mais il suffirait de la généraliser entièrement, ce qui ne susciterait aucune difficulté nouvelle , suivant le privilège naturel des vraies conceptions analytiques , pour en tirer une importante détermination, souvent ignorée , quant au nombre de points qu'une droite y ou même ensuite toute autre ligne donnée, doit avoir en commun avec une surface quelconque , afin d'y être entièrement contenue. D'après le même principe, ce nombre serait nécessairement égal à trois envers une surface du second degré, et, en général , surpasserait d'une unité le degré de la surface considérée : car, la substitution analogue des coordonnées horizontales de la droite fournirait une équation finale en z du même degré que celle de cette surface ; en sorte que cette équation deviendrait inévitablement identique si elle admettait des solutions distinctes en nombre supérieur, même d'une seule unité , à ce degré. Envers une courbe quelconque , le nombre analogue excéderait toujours d'une unité le degré de l'équation correspondante en z , alors dépendant à la fois du degré de la surface et de celui de la ligne, suivant une loi algébrique d'ailleurs trop peu connue pour qu'on en puisse d'avance formuler le résultat général.
Le second élément essentiel de la théorie analytique du plan consiste à déterminer l'angle de deux plans d'après leurs équations s=d5j:+6^+c et z=:a!x + Uy'\'d. Cette question ne p«it être traitée qu'en ramenant une telle inclinaison à celle i^ deux droites , suivant les règles géométriques fondamen-
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taies. Mais ces règles fournissent , à cet égard^ deux model très- distincts, entre lesquels le choix analytique est loin d'être indifférent. En adoptant celui que la géométrie indique d'abord, les droites auxiliaires résulteraient de la rencontre des deux plans donnés avec un troisième plan , mené , d'un point quelconque, de l'origine , par exemple , perpendiculairement à leur intersection ; ce qui conduirait à un calcul très-laborienx, que je recommande seulement à titre d'exercice soolastiqoe. Suivant l'autre mode , au contraire , les droites sont faciles à obtenir analy tiquement , comme étant respectivement perpendiculaires aux deux plans donnés : une remarque ci-dessos expliquée leur assigne ainsi aussitôt les équations
j:= — az^ y"=- — hz et j: = — a!z^y = — Uz.
Telle est la seule diflBculté nouvelle que puisse offrir la questioa actuelle , dès lors ramenée à la formule du chapitre précédent sur rinclioaison de deux droites , sans qu'il convienne ici de s'arrêter spécialement à une répétition algébrique qu'il vaudra mieux opérer à l'instant du besoin -. avec nos notations actuelles y la formule serait d'ailleurs littéralement la même qu'envers deux droites. On en tirerait naturellement de pareilles conséquences pour les angles de chaque plan avec les plans coordonnés , et , par suite , une semblable transformation pour Tangle de deux plans quelconques d'après leurs iaclinaisons simultanées sur trois plans rectangulaires. La relation constante entre ces trois inclinaisons serait ici susceptible d'une nouvelle interprétation géométrique , que je dois expressément signaler, à cause de son utilité réelle en plusieurs occasions intéressantes. Car, en considérant la projection d'une aire plane sur un plan quelconque , le cosinus de Tinclinaison est représenté^ d'après un théorème trigônométrique bien connu i par le rapport de l'aire projetée à l'aire inclinée : si donc où
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sobstitae de pareils rapports aux trois cosinus considérés dans la relation cos^X+cos^Y+cos^'Zssl, elle conduira à reconnaître que le carré de toute aire plane équivaut toujours à la somme des carrés de ses projections simultanées sur trois plans rectangulaires ; en sorte que , d'après nos explications antérieores , cette proposition remarquable constitue , au fond , une simple conséquence indirecte du grand théorème de Pythagore.
Quant à l'angle d'une droite ,X3=:mz4-a>J'='*24-6, avec * un plan , z=ax'\'by-\'C , il serait encore plus facile de le ramener aussi à celui de deux droites , soit en comparant la droite donnée à sa projection sur ce plan, soit, ce qui sera analytiquement bien plus commode , en substituant également au plan sa normale a:= — az^y= — bz, pourvu qu'on prît ensuite le complément de l'inclinaison obtenue. La formule fondamentale du chapitre précédent conduirait ainsi à
1 — ma-^nb
sinV=
On y vérifie aussitôt la condition ci-dessus trouvée pour le paralléhsme entre la droite et le plan : quant au cas de rectangularité y la relation se décomposerait spontanément en deux antres , suivant un mode algébrique déjà expliqué.
Enfin, le dernier élément indispensable à la théorie analytique du plan consiste à déterminer l'intersection de deux plans d'après leurs équations. Cette question est aussitôt résolue que posée , puisque la droite cherchée se trouve analytiquement exprimée par la coexistence de ces deux équations, suivant les explications fondamentales de l'avant-dernier chapitre. Si, d'ailleurs, de ce premier couple analytique, on veut passer , comme il con- ^ndra ordinairement , au couple final des plans projetants , celte transforniMion n'offrir^ aucune difficulté propre à la re-
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cherche actaelle, et s'accomplira régalièrement, en chaque cas, d'après la double élimination prescrite , qu'il serait inutile id de formuler d'avance.
Il ne sera pas plus difficile de déterminer l'intersection d'une droite et d'un plan , en combinant leurs trois équations simultanées pour obtenir les trois coordonnées du point commun.
Ces deux questions se résolvent évidemment, en ce cas, selon le môme mode analytique qu'envers toute autre sorte de lieux géométriques , surfaces ou lignes.
140. Parmi les nombreuses recherches composées qui, dans la théorie analytique du plan , peuvent résulter de la combinaison dp ces trois problèmes indispensables , il faut ici , comme envers là ligne droite, distinguer surtout, soit à titre de type, soit en vertu de son utilité réelle , la détermination de la distance/? d'un point (j:', y, z')àun plan(z=aj:+6x4-c). D'après les équations de la perpendiculaire correspondante ,
on peut calculer les coordonnées de son pied; mais, comme la longueur cherchée dépend seulement de la différence de ces coordonnées à celles du point donné, on abrégera sensiblement l'opération algébrique en écrivant d'abord Téquation du plan sous la formez — z'=a(j: — jc')-f ^(^— y)+</, d désignant provisoirement le polynôme connu ^zj;'-j-^y +c — z'. On trouvera ainsi la formule très-usuelle
assez simple pour être aisément retenue , et dont le souvenir se liera d'ailleurs profondément à celui de la formule analogue en géométrie plane , qui en constitue naturellement une simpk modification spéciale. Il serait facile de l'obtenir trigonométri-
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qaement de la même manière qae celle-ci y à Faide da triangle rectangle formé par le prolongement de la verticale da point donné jusqu'au plan donné. On y remarque , comme dans le cas plan, qu'elle est rationnellement composée en fonction des coordonnées du point. Au reste , la rationalité de cette formule et l'irrationalité de celle du chapitre précédent pour la ligne droite étaient susceptibles de prévision géométrique , en considérant, de part et d'autre, le lieu naturel des points équidistants, dont l'éqnation doit être évidemment du premier degré à l'égard du plan et du second envers la ligne droite.
La formule précédente fournirait commodément Téquation du plan bissecteur de Fangle de deux plans donnés , en y voyant le lieu des points équidistants de ceux-ci ; ce qui , en quelques occasions utiles , éviterait de longs circuits algébriques.
On peut ausisi l'appliquer heureusement , en un cas plus important , pour obtenir l'expression de la moindre distance de deux droites données , abstraction faite des points correspondants, comme je l'ai annoncé à la fin du chapitre précédent, n suffit , en efiTet , de substituer à cette distance celle , évidemment» * équivalente , d'un point arbitraire de Tune des droites au plan qui lui serait mené parallèlement par l'autre. En utilisant convenablement ce qu'un tel calcul renferme de facultatif, on trou-
vera sans peine la formule finale — .
Sa composition satisfait aussitôt à l'évidente condition de s'annuler spontanément quand les deux droites se rencontrent : je laisse au lecteur le soin d'y apprécier le cas exceptionnel du parallélisme, où elle semble d'abord devenir indéterminée.
Toute autre explication spéciale serait ici superflue envers les questions composées relatives à la théorie analytique du plan , et qui , essentiellement inapplicables , ne peuvent offrir d'utilité didactique qu'à titre de simples exercices , dont Teffi-
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cacité résulte sartoot de leur spontanéité. J'engage ienkuient le lecteur à chercher ainsi , d'après les coordonnées de quatre points quelconques de l'espace, soit le volume du tétraèdre correspondant , soit les rayons des deux sphères qui lui seraient inscrite et circonscrite : sans même adiever ces lalMMrieiix calculs , leur institution nette exercera utUement à la combinaison familiéare des trois éléments essentiels de la théorie préliminaire que nous venons d'établir.
CHAPITRE IV
Théorie de la transposition des aies dans Tespaee.
141. La nature et la destination de cette dernière théorie préliminaire comportent ici les mêmes réflexions générales qu'en * géométrie plane : il n'y a maintenant de nouveau que la plus grande difficulté d'établir lés formules correspondantes et leur complication supérieure. Sans revenir expressément sur des explications que chaque lecteur étendra spontanément , il est clair qu'une telle théorie doit être aussi indispensable à l'étude générale des surfaces qu'à celle des lignes , soit pour découvrir l'identité des lieux géométriques malgré la diversité de leur représentation analytique quand là différence ne résulte que des situations respectives, soit pour simplifier autant que possible l'équation propre à chaque lieu en assignant aux axes la position la plus favorable; le premier office continue d'ailleurs à être ordinairement plus important que le second. Quant au nombre nécessaire des constantes arbitraires que doivent contenir les nouvelles formules de transposition , il devient nata-
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reUemeiit plus^rand qw pQor le c^s plan : le déplacement de Torigiae , qni corresppnd toujours à la translation des lieux, introdalra trois éléments liaéaires ; le changement de direction des axes exigera, en général, la considération de six angles, puisque , dans l'espace , toute direction se détermine naturellement par deux angles; mais, si l'inclinaison des axes demeure, la même qu'auparavant, ce qui représente, en sens inverse, la rotation des liebx, ces six angles arbitraires se réduiront spon-, tanément k trois, les inclinaisons données suppléant aux trois autres. Ainsi, en principe, ces formules contiendront nécessairement six constantes arbitraires , trois linéaires et trois angulaires, lorsqu'on les emploiera à la comparaison géométrique de deu^ équations distincte^ ; elles en renfermeraient, au contraire, jusqu'à neuf, trois linéaires et six angulaires, quand on les appliquerait à la simplification algébrique de chaque équation isolée. Toutefois, même pour cette seconde destination, les con< stantes disponibles ne sont pas habituellement plus nombreuses que pour la première, parce qu'on préfère ordinairement maintenir la rectangularité des axes; quoique leur obliquité permit, $ans doute, de supprimer trois termes de pl|is, elle complique tellement l'interprétation géométrique qu'on doit ici l'éviter encore plus soigneusement qu'en géométrie plane.
En procédant, comme au n"" 30 , d'après la décomposition naturelle de la question fondamentale , considérons d'abord le simple changement d'origine. Les nouveaux axes étant parallèles aux anciens, il est clair que les deux coordonnées analogues d'un point quelconque auront entre elles une difiérence constante , égale à l'intervalle des plans fixes où elles aboutis sent respectivement , et représentant 1q déplacement d'origine correspondant. Ainsi, les formules de transposition seront encore
j:=:i'+^, J/'ssy+Ô, z=«'+c,
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a, 6, c, désignant les anciennes coordonnées de la nouvelle origine, et se trouvant, par conséquent, affectées, en chaque cas , d'un signe indispensable, sans l'appréciation duquel ces formules manqueraient de généralité.
Le changement de direction des axes autour de la même origine, qui constitue la principale difficulté d'un tel sujet, offre ici plus d'embarras qu'en géométrie plane , où la solution Irigonométrique était presque aussi facile à instituer qu'à exécuter, tandis que maintenant elle exigerait naturellement de pénibles comparaisons entre des lignes appartenant à des plans différents. Ces obstacles sont assez graves pour susciter l'application d'un nouveau principe géométrique dû à Carnot , et qui , d'ailleurs très-utile en beaucoup d'autres recherches , dissipe heureusement toutes les complications de la question actuelle. Il consiste en ce que, si l'on projette, sur un axe quelconque, un contour rcctUigne fermé, d'ailleurs plan ou gauche, la projection de chaque côté sera toujours égale à la somme algébrique, des projections de tous les autres. Exposons d'abord l'explication générale de cette importante relation.
Par sa nature, il suffit de l'avoir constatée envers un simple triangle pour acquérir aussitôt le droit de l'étendre successivement à un polygone quelconque, formé d'une suite de triangles contigns , qui peuvent d'ailleurs être situés en des plans différents. Afin d'en mieux caractériser la notion, bornons-nous donc à considérer ce cas fondamental, quoique la démonstration pût directement convenir à tout contour fermé. On évitera toute obscurité, à cet égard, si l'on apprécie préalablement, en général, la double manière dont peut être comptée, d'après la loi du signe concret, la projection de chaque côté, évidemment susceptible d'inversion selon le sens dans lequel on parcourt l'une et l'autre ligne. Cette opposition de signe est fidèlement traduite par l'expression algébrique de la projection, propor-
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tionnellement au cosinus de rinclinaison du côté sur l'axe : car> lesignedece cosinus change spontanément suivant celle des deux extrémités que l'on regarde comme initiale , en concevant l'autre comme finale , puisque Fangle avec l'axe, toujours compté dans le même sens, suivant le précepte trigonométrique , augmente alors de ISO"".
D'après cet éclaircissement préalable , le principe des projections linéaires ne peut offrir aucune difficulté , en considérant la succession nécessaire des projections de deux côtés consécutifs, comparées à la projection du troisième côté du triangle correspondant. La seconde projection se juxtaposera ou se superposera à la première , selon que le second côté fera^ comme le premier, un angle aigu avec l'axe , ou bien un angle obtus : or, la projection du troisième serait alors, évidemment, tantôt la somme , tantôt la difiTérence géométrique de ces deux premières projections , dont elle représentera donc toujours la somme algébrique , en ayant égard aux signes simultanés des cosinus. Même quand le second côté prend une direction perpendiculaire à l'axe , auquel cas sa projection n'altère nullement celle du premier, la relation subsistera encore , puisque le terme correspondant s'annulera spontanément. On voit que, dans un tel énoncé , il faut considérer le dernier côté comme ayant la même origine que le premier; si on l'estimait naissant de son autre extrémité , c'est-à-dire suivant le parcours naturel du circuit total , sa projection changerait de signe , et le théorème consisterait en ce que la somme des projections de tous les éléments d'un contour fermé reste constamment nulle envers un axe quelconque.
L'importance de ce principe géométrique m'engage à indiquer une autre manière générale de l'envisager, qui pourra dissiper ou prévenir, à cet égard , toute confusion. Si l'on substitue à Taxe considéré un plan qui lui soit perpendicu-
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laire , et qui d'ailleurt laisse du même cOfé toQS les points pro* posés , il est clair que la projeetion de diaqoe ligne sur Taxe primitif se tronvera représentée par Texcès de distance i ce plan d'une de ses extrémités con^parée à l'antre : la doaUe manière dMnstituer cette comparaison d'éloig^nementcorrespoi^l spontanément au double sens de la projection. Or, en parcoorant successivement tous les sommets d'un contour te^rmé , triangulaire ou polygonal , plan ou gauche , l'écartement progressif envers un tel plan , toujours augmenté algébriquement des divers écartements partiels , doit nécessairement se xe-^ trouver nul quand , après avoir parcouru le circuit entier, oq sera revenu au point de départ. De là résulte la relation proposée , d'abord sous sa seconde forme , et par suite aussi sous la première , en renversant le mode d'estimation propre an dernier côté , comparé à l'ensemble des autres.
142. Il est maintenant facile de déduire de ce principe les formules propres au changement de direction des axes , dans l'espace , autour d'une même origine , surtout en supposant les anciens axes rectangulaires^ ce qui constitue le seul cas usuel , hors duquel il serait ici superflu de statuer, quoique la marche fût essentiellement semblable. Car, envers des axes quelconques, les trois coordonnées OP', FM', N'M (fig, 83) d'un même point peuvent être regardées comme formant un quadrilatère gauche , fermé par la distance OM de ce point à l'origine , et auquel on peut appliquer le principe des projections. D'un autre côté , la projection de cette diagonale OM sur chacun des axes OX, OY, OZ, équivaut évidemment à l'ordonnée correspondante du point M. Si donc on considère le quadrilatère ainsi formé des nouvelles coordonnées a/, y, z\ et qu'on le projette successivement sur les anciens axes des x , des^, et des z , on obtiendra aussitôt les formules cherchées ,
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ai cos XS+y cos Y'X+«' cos Z'X x' cos X'Y+y' cos YTT+z^ cos ZT j/ cos X'Z+y cos Y'Z +2' cos ZZ ,
en adoptant , ponr les neuf angles ainsi introduits spontanément ^ la lumineuse notation de Garnot , fondée sur la coexistence des deux lettres qui indiquent les deux côtés de chaque angle. En géométrie plane , nous avons pu perfectionner cette notation , sans la rendre moins expressive , parce que , tous les angles considérés se trouvant alors formés avec une même droite , la mention formelle de celle-ci devenait superflue , et la désignation pouvait se réduire à une seule lettre , relative an côté variable. Mais , dans Tespace , une telle abréviation ne comporterait plus assez de clarté : quant à Fusage de lettres insignifiantes , ses inconvénients géométriques surpassent beaucoup ses avantages algébriques.
L'apparente simplicité des formules précédentes tient à l'emploi d'an trop grand nombre d'angles , qui ne sauraient jamais être envisagés comme indépendants les uns des autres, même quand rinclinaison des nouveaux axes resterait arbitraire : puisque chacun de ceux-ci y a été déterminé par ses inclinaisons sur les trois axes anciens , dont deux suffisent évidemment. Ainsi Fasage de ces formules doit toujours être accompagné de la considération effective des relations nécessaires qui existent entre ces angles , et qui sont , d'après l'avant-dernier chapitre,
cos* XrS + cos' X' Y + cos' X'Z = 1 cos' Y'X -I- cos' YT -f- cos' rz = 1 cos' Z'X -I- cos' Z' Y -I- cos' Z'Z = 1 .
En outre, [quand les nouveaux axes seront pareillemen rectangulaires, la règle d'Euler fournira trois autres relations
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cosX'XcosY'X+co8X'YcosY'Y+cosX'Zoo8Y'Z=0 cosX'Xcos Z'X + co8X'YcosZ'Y+ cos X'Z cos Z'Z =0 C08 Y'Xcos Z^X^- cosY'Y cos Z Y +cos Y'Z cos Z'Z = 0 ,
dont la combinaison avec les précédentes permettrait de réduire les formules de transposition à ne contenir que trois angles indépendants , conformément à la nature de la question. Ces deux groupes des relations indispensables au passage habituel d'un système d'axes rectangulaires à un autre pourraient aussi prendre une forme inverse , en comparant , dans le premier, les inclinaisons simultanées de chacun des anciens axes sur les trois nouveaux , et en formulant , dans le second , la rectangularité des anciens axes entre eux, d'après ces mêmes inclinaisons.
143. On peut établir les formules précédentes , ainsi que les conditions qui s'y rapportent , suivant un autre mode général], purement analytique, qu'il importe maintenant de caractériser en considérant immédiatement le cas le plus étendu, où les axes changent à la fois d'origine et de direction. Cette marche, éminemment rationnelle, due à Lagrange, repose sur l'évidente appréciation de la nature nécessaire de telles formules, qui »^ doivent être du premier degré , sous la forme
jr==b+m'a:' + n'y +/z', z = c + ni'x' + ny +p"z'y
afin que leur substitution ne puisse pas altérer le degré de l'équation de chaque lieu , degré qui ne saurait changer avec la situation. Si on conservait^ à cet égard, quelque incertitude, il sulEuràit de considérer que ces formules sont nécessairement communesà toutes les équations possibles, en tant que relatives à chaque point isolément envisagé, à quelque lieu qu'il puisse appartenir : d'après ce motif irrécusable , la permanence effec-
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tiye du degré envers certains lieux particuliers , dont on connaît le type analytique le plus général , convenable à toutes leurs positions quelconques , comme à l'égard du plan ou de la sphère, etc., démontrerait.complétement que les formules de transposition doivent être ainsi constituées , même quand on n'aurait constaté qu'un seul exemple semblable.
La diflBculté étant alors réduite à déterminer les coefiScients ocmstants des expressions précédentes, on y parvient aisément, suivant la marche ordinaire , par l'examen direct de quelques cas particuliers sufSsamment connus. Quant aux termes indépendants dea/j y, z\ et qui, d'après la loi d'homogénéilé, doivent géométriquement être linéaires, ils constituent évidemment les valeurs de j: , j^, z , pour x'= 0, y= 0 , z'= 0 ; et par conséquent, ils désignent nécessairement les anciennes coordonnées de la nouvelle origine, comme on l'avait autrement trouvé ci-dessus. D'ailleurs, leur mode d'association analytique à l'ensemble des autres termes indique clairement que la variation totale résultée des changements simultanés d'origine et de direction , est la somme des variations partielles dues à chaque sorte de transposition successive. On peut donc , pour déterminer les coefiScients des termes variables, simpIiGer les formules en y concevant la fusion des termes indépendants dans le premier membre , sans diminuer nullement la généralité de cette opération , envers des constantes dont la loi d'homogénéité annonce déjà la nature purement angulaire. Cela posé , les trois coefiScients de x', par exemple , s'obtiendront aisément, d'après une hypothèse propre à réduire les seconds membres hm^m\m'\ c'est-à-dire , en faisanty=0, z'=0 et x^= i. Ainsi , ces trois constantes équivalent aux coordonnées anciennes d'un point pris sur l'axe des a:\ à la distance 1 de la
commune origine. Or, si Von considère, d'une part, que ces
coordonnées peuvent être regardées comme les projections de
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cette distance sur les anciens axes , et d'une autre part , que ces projections sont mesurées par les cosinus des angles correspondants y on reconnaîtra finalement que m, m' ei m'\ désignent respectivement les cosinus des angles de Taxe des x\ avec les trois axes des x, des x ^^ ^^ ^' ^^^ ^^^ semblable détermination eny^^ les coeflBcients dey et de z\ on achèyerait de reproduire exactemrat les formules fondamentales do n* précédent.
Quant aux six relations nécessaires des neuf constantes angulaires, elles résulteraient simultanément de ce que la fonction j:'+.)^*"*"2* ^^*^ rester inyariable en changeant le système des axes rectangulaires, comme exprimant diversement la distance d'un même point quelconque à la conunune origine. Or , si on développe cette condition j:'+y*+z'=r j/^+y+z", d'après les formules précédentes , on trouvera aussitôt les deux groupes de relations diercbés ,
Lorsque les nouveaux axes sont obliques , le second groupe est modifié, conformément à la formule correspondante des distances C^) a:'Hy'+z''H-2^ycosX'Y'+2^VcosX'Z'+V^'cosY'Z't il est digne de remarque que cette modification reproduit spon-
(♦) Au sujet de cette formule des distances , dans l'espace, en coordonnées obliques , il convient de noter la facilité de formation qu'y offrirait le principe des projections, en considérant d'abord la relation résultée du triangle analogue à celui que nous avons considéré envers des axes rectangulaires. On aurait ainsi, en premier lieu, â^ = {z'' — «')« + d^-{-2 («" — z') d cos a , d désignant la distance des projections horizontales correspondantes , et a son inclinaison sur Taxe des z. La formule plane déjà établie donnerait ensuite cP=: cy'' — y)* + la/'—a/)*-\-2{y"—y') (a?''— a;')cosYX, Quant au dernier terme 2{z"—z')dcm, il suffit alors d'y envisager le facteur dcosa comme mesurant la projection de d sur l'axe vertical: car, en la comparant à celles des horizontales y"— y' et ^' — ^» le principe des projections permettra aussitôt de la remplacer par (y"— y'jcos Y2;+(a?''— «?') cosXZ , ce qui achève d*établir la formule chercii^.
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fAAâlIlefit le théorème d'Eoler cmX'Y'^mn-^-m'nl^mf'nl^ dès lorg conçu d'ane manière purement analytique.
144. Pour compléter la théorie de la transposition des axes, il nous reste maintenant à considérer une indispensable transformation angulaire, destinée à dispenser de toute relation étrangère aux formules fondamentales , en rapportant tous leurs coefficients primitifs à trois angles seulement , dès lors pleinement indépendants. Sans doute, une telle réduction fi'eiigerait ici aucune appréciation nouvelle , si on prenait ces trots angles parmi les neuf déjà introduits , et entre lesquels DOnis atons établi six équations supplémentaires , qui permettraient d'exprimer les uns d'après les autres. Mais, àVinspection de ces relations, on voit que les six expressions finales qu'elles fourniraient se trouveraient trop compliquées pour une destination aussi usuelle , à cause des dénominateurs , et surtout des radicaux , dont elles seraient surchargées. Si donc , on devait conserver les angles primitifs , il serait encore préférable de les garder tous > en se résignant à prendre chaque fois en considération effective ces six conditions nécessaires , plutôt que d'altérer autant la simplicité des formules générales en les y insérant ainsi d'avance implicitement. Telle est la seule marche qu'il faudrait habituellement suivre , quelque pénible qu'elle soit réellement, sans l'heureuse idée d'Ëuler qui, étendant à la géométrie abstraite un usage depuis longtemps familier en astrcmomie, a irrévocablement dissipé cette fâchedse alternative 6n choisissant trois nouveaux angles auxquels tous les précédents peuvent se rapporter selon des formules très-simples, dont l'introduction dispense désormais, à cet égard, de toute équation accessoire.
Ge mode consiste à déterminer la situation du nouveau système rectangulaire envers l'ancien en considérant d'abord Fangte f formé avec Taxe primitif des x par l'intersection des
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deux jdads j// et xy , ensuite l'inclinaison matuelle] 6 de ces plans, et enfin Tangle ^ de leur intersection avec le nouvel ax6 des X. Un tel procédé ne constitue , au fond, qu'une imitation judicieuse de l'usage universel des astronomes qui , depuis Hipparque, caractérisent la situation relative des diverses orbites planétaires 9 d'après la direction de leur trace sur le plan de l'écliptique, leur obliquité par rapport à celui-ci, et F inclmaisoa de leur axe sur la ligne des nœuds. Quoi qu'il en soit de l'originalité d'un tel système angulaire, on ne peut méconnaître sa pleine eflBcacité analytique , puisque la formule fondamentale de la résolution des angles trièdres ou des triangles sphériqaes,
cosa=cos6cos c-|-sin6 sinccosA,.
suffira toujours directement pour y exprimer très^simplenient les huit angles primitifs, le neuvième ZZ' étant ici seul conservé , sous le nouveau nom de 6 , comme égal à Finclinaison mutuelle des deux plans xy et xy. Tout se réduit, en effet, envers chacun de ces angles , à considérer l'angle trièdre dont il forme une face, et dont l'arête opposée est toujours l'intersection auxiliaire OT (fiq. 82) de ces deux plans. Ainsi , pour transformer cos X'X, premier coefficient de la formule de or, on aura, dans l'angle trièdre X'XT,
cos X'X=cos ? cos >|»+sin 7 sin {» cos 0;
on calculera dç même cos Y'X d'après l'angle trièdre T^XT, et on pourait même le déduire du précédent , par le chargement de ^l' en 90*'-|->|/ : quant à cos Z'X, l'angle trièdre correspondant Z'XT aura une face rectangulaire ZT , ce qui simplifiera la formule de transformation, en la réduisant au second terme, qui donnera cos Z'X = sin 7 cos (QO'' + 6) = — sin ? sin 0. Les trois coefficients propres à la formule de^ se trouveront comme les précédents, et pourront d'ailleurs en dériver , si on y remplace
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partout <f par 90^ -f?- Enfîu, la transformation sera encore plus facfle qnant à z , à cause de la rectangularité spontanée d'une des faces dé diaque angle trièdre , le dernier coefficient étant d'aillenrs conservé. C'est ainsi que les formules de transposition prennent aisément leur forme définitive , heureusement affranchie de toute relation extérieure ,
xz=.3d (cos <p cos ^^ +sin cp sin ^^ cos 6) + +y( — cos<J)Sinl^^-sin«pcos^^ cosô) — z'sin <psin 6-f-ût
yz=^x' ( — sin 9 cos -^^cos <ï> sin ^ cos 6) +
+y (sin «p sin ^P + cos q>cos ^ cos 6) — z' cos y sin 6+6
z=a/ sin 4^ sin 6+y cos^sinô+z' cosô-i-c.
145. Nous devons, enfin, apprécier une importante modification spéciale de ces formules générales, destinée à rapporter Téquation d'une courbe plane à des axes pris dans i^on plan , de manière à permettre d'étudier désormais cette ligne d'après une équation unique, suivant le mode plan. Si les nouveaux axes des af et des y appartenaient au plan ^ supposé connu , de la courbe donnée ,X , (^ , r . ^i) = 0 ,/ (x , ^ , z) = 0 , il suffirait alors de substituer les formules précédentes dans l'une ou l'autre de ces équations, ce qui, en ce cas, serait indifférent, et d'y faire ensuite z'=0, ce qui devrait tenir lieu, d'après l'hypo thèse, de la seconde équation. Mais, on peut d'abord abréger beaucoup l'ensemble de ce calcul, en supposant z =0 avant d'accomplir la substitution , quand la courbe est réellement plane, et que son plan est préalablement déterminé, comme nous le concevons en ce moment. De plus, la disponibilité des nouveaux axes rectangulaires dans ce plan permet d'opérer une simplication encore plus importante , en plaçant leur origine sur Taxe vertical , et dirigeant l'un d'eux parallèlement à la trace horizontale du plan de la courbe , de manière à annuler, d'ane part les constantes linéaires a et b^ d'une autre çatt
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l'angle *}. L'ensemble de ces modifications réduit les formules primitives à celles-ci
jraj/ cos f +y rin r cos e, jrs— x' sio f -fy 006 f C06Q)
z=y iino-i>c,
qui ne contiemieât que trots données , une linéaire et deux angulaires , relatives an plan de la courbe considérée. On conçoit qu elles doivent être fort usuelles dans toute la géométrie à trois dimensions, où Tétude des surfaces exige presque foujours l'appréciation de leurs sections planes , qui ne saurait devenir sulfisamment nette qu'autant qu'on pourra l'accomplir d'après une seule équation , directement correspondante au plan de chaque courbe. Il faut d'ailleurs concevoir que, quoique la situation ainsi assignée aux nouveaux axes doive être , en général , la plus propre à faciliter , envers de telles courbes, la transition analytique de la géométrie à trois dimensions à la géométrie plane, elle pourra n'être pas toujours la plus convenable, soit géométriquement , sott analjtiquement , à l'examea spécial de chacune d'elles. Mais, Une fois que cette étude aura été ramenée au mode plan , les changements d*axes qu'elle pourrait ultérieurement exiger s'opéreront suivant lesrèglèsordinaircs de la géométrie plane, et leur considération de vieindrait entièrement étrangère à notre sujet actuel , ou il s'agissait uniquement d'instituer , le plus simplement possible , ce passage indispensable. L'utilité prononcée de ces formules spéciales m'engage à indiquer au lecteur le moyen de les établir directement , sans les déduire des formules générales de transposition. Or, en écartant le déplacement d'origine , qui n'y peut susciter aucune difficulté, leur formation immédiate est naturellement suggérée par l'analogie spontanée des deux premières avec celles qu'indique la géométrie plane pour changer la direction des ax«s rectangulaires ; car, celles-ci n'en diflërent réellement que par
PREMIÈRE PARTIE^ CHAPITRE QUATRIÈME
le changement de y en^' cos 6, sauf un renversement de signes, purement facultatif, envers l'angle <p , ici compté on sens inverse du cas plan. D'après cette indication , qu'on imagine, dans le plan xy , un axe auxiliaire OU {Jig. 82) perpendiculaire à Taxe OT, qui est maintenant celui des x* ; les formules planes que je viens de rappeler permettront de passer des coordonnées x ^iy aux coordonnées x^ et a de la projection horizontale H du point N' que l'on considère arbitrairement sur le plan x'y ; dès lors, le triangle rectangle N'HQ fournira aisément le moyen d'éliminer M ou HQ , et aussi d'exprimer la troisième coordonnée zou N'H, d'après l'hypoténuse N'Q ouy et l'angle connu N'QH ou 0 j ce qui reproduira exactement les formules précédentes.
146. Quand la courbe donnée/, (j:, y, z)=0 ,/(^,y, s)=0 , sera réellement plane, mais sans qu'on en soit averti, son plan étant d'ailleurs encore inconnu , la méthode précédente restera pareillement applicable, en y concevant alors indéterminées les trois constantes ?, 6 etc:, ce qui n'empêchera nullement la substitution de nos formules. Seulement, cette sobstitution , qui n'était d'abord indispensable qu'envers l'une des dettx équations proposées , devra maintenant s'accomplir dans toutes deux, afin de constater la nature plane de la eoBrbe consi^rée et de déterminer son plan , d'après l'identificaliop totale des deux résultats par des valeiiurs convenables ikci constwie» dfepooibtefi ? , B et c Lorsque cette Goï'ocidence ne saurait s'établir de quelque manière qu'on dispose de ces tNa étévients du plan supposé , il sera dômoatré que la courbe «I qoertlon o'est pas véritablement plane.
Cette opératton aiialylique pouvant s'a<;camplir eatièrement sans que les coefficients des deux équalions primitives soient déterminés , pourvu que l'indétermination ne s'étende pas aux exposants, une telle méthode, poussée jusqu'à sa glus grande extension fondamentale , permettra de résoudre un problème
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important de géomèlrie générale, en découvrant analytiquement les conditions, de situation ou de grandeur, sous lesquelles l'intersection de deux surfaces quelconques, données d'espèce, deviendra une courbe plane. Il sufSra , en effet, après avoir disposé de ? , 6 et c, de manière à satisfaire à trois des relations de coïncidence ci-dessus prescrites, de substitaer leurs valeurs dans les autres relations de ce genre , qui exprimeront alors les conditions propres aux coefiBcients des deux surfaces en cas d'intersection plane.
Soient, par exemple, les deux cylindres, elliptiques ou hyperboliques, j:*+/?z*=y, ^''-fmz*=:n. Les deux substitutions indiquées conduiront aux relations de coïncidence
cosfsin^cosB ^ sin^cos^cosO cos'ç "" sin'y '
sîn'ycos' 6-(-;?sin'y __ cos' y cos' 0 -f" ^sin" 0 cos"y sin''^ '
c/7sin6 cmsinO pc^ — q^ m& — n
cos^y "" sin'*^ ' cos'ç "" sin'^
la première donne 6 = 90*", la seconde tango» = y —, et la
troisième laisse c indéterminé; ainsi , quand Fintersecifon est plane , son plan est vertical et passe par Taxe des z , sous un angle connu avec l'axe des x. D'après ces éléments , la quatrième relation fournit la condition cherchée pn^mq^ qui signifie géométriquement que les deux bases , d'abord de même espèce, doivent avoir des axes verticaux d'égale longueur, quels que soient d'ailleurs leurs axes horizontaux.
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PRÉAMBULE
147. Toutes les théories générales qae nous avons établies dans la seconde partie de la géométrie plane, s'étendent naturellement à la géométrie à trois dimensions, soit pour leà surfaces, soit pour les lignes, sans exiger ici aucune nouvelle explication fondamentale. Le régime didactique ordinaire oppose seul de véritables obstacles à cette extension spontanée , en dissimulant la généralité intrinsèque des principales conceptions de la géométrie analytique, sous leur vicieuse adhérence à quelques cas spéciaux. Mais , ces divers principes ayant été , dans ce traité , conçus et exposés d'une manière pleinement générale, tout lecteur qui les aura suffisamment compris pourra, de lui-même, les appliquer, sans aucune difficulté sérieuse, à cette nouvelle destination, en y opérant, d'ailleurs, quand il le faudra, les modifications convenables. Cette facile élaboration spontanée, qui constitue l'un des avantages essentiels de la marche que j'ai établie , me permettra ici d'abréger beaucoup l'étude analytique des surfaces, en la réduisant surtout aQ:K seules conceptions qui lui sont vraiment propres, et
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qui n'ont aucun analogue en géomélrîe plane : en même temps ces notions supérieures, trop souvent inaperçues jusqu'à présent au milieu d'une foule de détails superflus ou déplacés, seront ainsi plus nettement saisies et plus complètement appréciées. Je vais donc me bornet* maintenant, quant aux difiërcntes théories déjà traitées en géométrie plane, à quelques rapides indications caractéristiques, destinées, soit à faciliter, à leur égard, le travail personnel du lecteur, soit à j signaler quelques modifications dont nous aurons lieu ensuite de considérer l'application usuelle.
La première d'entre elles, relative au nombre de points déterminant s'étend directement aux surfaces , aussi bien dans sa méthode subsidiaire que dans ses principes fondamentaux , sans exiger aucun autre amendement que celui natarellement relatif au nouveau nombre des coordonnées , et qai prescrira de compter désormais chaque point singalier comme équivalent, pour la détermination d'une surface quelconque, non plus à deux points ordinaires^ mais à trois. Envers les lignes i la modification est plus profonde et plus délicate , à cause de la dualité actuelle de leur expression analytique, dont l'influence, quoique toujours facile à prévoir, a été , sous ce rapport , mal appréciée quelquefois. Nous avons eu déjà l'occasion de la caractériwser pour la ligne droite, de manière à indiquer nettement sa tendance générale. Il faut surtout y remarquer que le nombre de points déterminant, à l'égard d'une courbe quelconque , est alors la moitié de celui des constantes arbitraires ou des coeflScients indéterminés propres au couple analytique le plus simple et le plus général dont elle soit susceptible , puisque chaque passage fournit maintenant deux relations au lieu d'une seule. Ce nombre total de constantes ou de coeflScients doit donc être toujours pair , et il y aurait un contre-sens grossier à le supposer jamais impair : s'il se pré-
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sentait d^abord comme tel , ce serait un motif sni&sant d*assarer , ou que les équations n'ont pas toute la généralité convenable , ou qu'elles contiennent quelque paramètre superflu. Par exemple, en concevant le cercle d'après la rencontre d'une sphère et d'un plan, ce qui constitue, dans Teâpâce, son meilleur mode d'expression analytique, ses équations semblent être
mais, puisqu'elles renferment sept constantes arbitraires, l'une d'elles est certainement inutile t eu effet, quoique le plan doive être unique, la sphère ne Test pas, et pourrait varier sans faire dmnger le cercle -, il faut donc restreindre aisez cette surface pour qu'elle devienne aussi déterminée qtie l'autre. On y par^ vient commodément en assujettissant son centre à faire partie du plan codsidéré ; en sorte que les équations du cercle prennent finalement la forme pleinement convenable
qdl offre d'ailleurs accessoirement l'avantage géométrique dé ne contenir que des constantes directement relatives à la courbe propol^éé. Un tel éclaircissement sur ce cas usuel indique asse2 cotntnentil faudrait procéder envers tout autre.
Nette théorie des tangentes aux courbes planes conduit aisément à former l'équation du plan tangent à une surface quelconque , en concevant ce plan comme le lieu naturel de toutes lés tangentes aux diverses sections planes de la surface autour du point considéré. Or, cette tiotîon géométrique , familière en géométrie descriptive, peut être fondée, indépendamment de toute analyse, sur la considération directe de la normale , immédiatement caractérisée par sa propriété de minimum. l)ès lors, la formation de l'équation du plan tangent ne peut offrir aucune difficulté , puisqu'elle se réduit aussitôt à exprimer
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qu'il contieat deux droites , préalablement obtenues comme tangentes à deux courbes convenablement choisies sur la surface proposée/ (x, ^, 2)=0. Les coupes les plds favorables résul* teront des plans ^==r, , x= x, , menés, du point de contact donné (:r„ ^,, z.), parallèlement à deux des plans coordonnés leurs équations propres seront, respectivement,/ (x, y,^z) = 0, /• (x, , j^, z) = 0 ; elles découleront de celle de la surface , en y supposant constants^ ou x. Ainsi, les équaticms des tangentes correspondantes deviendront, d'après notre règle fondamentale,
ri f ^
Pour que ces droites soient contenues dans le plan cherché s— z, = a (x— j:,)+6 (^—.^,), ses ooeflBcients angulaires a et ô
A fr
devront être respectivement égaux aux fractions — -jr^et — -r^. L'équation du plan tangent sera donc finalement
On en déduira facilement les équations de la tangente à une courbe quelconque, analytiquement représentée, de la manière la plusgénérale, par le couple <p (x,^, z) =0, ^ (j:,^, z) =0, en concevant géométriquement cette tangente comme Tintersection des plans tangents menés, du point considéré, aux deux surfaces correspondantes. Si Ton employait le système des cylindres projetants, on ramènerait plus directement la question à la géoméirie plane, puisque les projections de la tangente cherchée devraient toucher les projections respectives de la courbe : mais, au fond , ce mode de rédaction ne constituerait encore qu'un cas particulier delà notion précédente. D'après l'ensemble de cette appréciation, on voit que notre méthode fondamentale des tangentes s'étend spontanément à la géométrie a trois dimensions , soit pour les surfaces, soit pour les ligues, et
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en y conservant le même degré précis de généralité; en sorte qu'elle s'y trouve pareillement établie, en principe^ envers tous les cas possibles , mais également restreinte ici , dans son application effective , aux seules équations algébriques , préalablement rendues rationnelles et entières , par suite d'une semblable influence de la faible instruction analytique exigée en ce traité.
En étendant aux surfaces la définition des diamètres, ces lieux, qui alors deviennent aussi des surfaces, pourront s'obtenir analytiquement de la même manière qu'en géométrie plane, en appliquant chacune des deux méthodes générales que nous y avons établies , avec des modifications trop évidentes pour nécessiter maintenant aucune explication. On pourrait aussi opérer une semblable extension envers la méthode supplémentaire destinée à déterminer spécialement les diamètres rectilignes, ici transformés en diamètres plans : seulement la complication supérieure des nouvelles formules de transposition entraverait beaucoup l'exécution habituelle des calculs qu'elle prescrit.
Il est encore plus facile d'étendre aux surfaces le principe analytique propre à notre théorie des centres, soit à l'égard d'une équation quelconque , soit sous la forme spéciale qui convient aux équations algébriques proprement dites. Envers celle-ci, on pourra même remarquer que , quoique la coexistence de trois variables y multiplie nécessairement les combinaisons d'exposants, les conclusions usuelles restent pourtant identiques; car, après avoir ainsi apprécié tous les cas, on reconnaîtra finalement que les différents termes continuent à changer ou non de signe, parle changement de signe simultané des trois coordonnées, selon que leur degré est impair ou pair. Le déplacement d'origine indéterminé, destiné à la détermination du centre , sera donc toujours dirigé vers la suppression
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des termes de deg^ré impair dans les équations de degré pair, oa réciproquement.
Sî Ton considère, enfin , notre théorie analytiqtt3 de la similitude , surtout sons sa dernière forme , on reconnaîtra directement que son extension spontanée aux surfaces n'exige aucune modification , et ne suscite d'autre difficulté nouvelle que l'inévitable complication des calculs de transposition qu'elle exige envers les cas les plus généraux, son principe restant d'ailleurs évidemment identique. Rien n'empêchera non plus l'applicationconvenable , sous les mêmes conditions fondamentales qu'en géométrie plane, de la méthode subsidiaire destinée à dispenser souvent d'une telle élaboration , et qui acqtierra ainsi un plus grand prix en suppléant à des opérations algébriques devenues plus pénibles.
148. D'après l'ensemble de cette rapide appréciation , toutes nos conceptions de géométrie générale relatives à l'analyse ordinaire concernent donc essentiellement l'étude des courbes planes , et ne présentent ensuite , à l'égard des surfaces , qu'une simple extension spontanée , dont l'accomplissement n'exige , au fond , aucun nouveau principe important qui soit vraiment propre à une telle destination : je peux assurer d'avance qu'il en est à peu près de même pour les diverses notions géométriques qui exigent l'analyse transcendante. Ainsi » en suivant ici le même plan que dans la géométrie plane, sa seconde partie semble d'abord s'effacer naturellement , ou ne devoir consister qu'en une sorte d'imitation facile. En outre , les explications fondamentales que nous avons établies sur la discussion. géométrique des équations à trois variables paraissent également tendre à faire spontanément disparaître la troisième partie de ce système didactique , puisqu'elles ramènent , en général , la discussion des surfaces à l'examen de leurs diverses sections planes, sauf les embarras supérieurs que suscite alors
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la eoaeeirtration finalo des résultats obtenus. Quel peut donc être iei Tobjet propre de notre étude générale des surfaces*, d'où semblent écartés d'avance les deux ordres essentiels de difficultés analytiques envers la double relation élémentaire entre l'abstrait et le concret?
Pour apprécier convenablement le caractère , éminemment nouveau ^ de l'élaboration fondamentale qui nous reste à accomplir, il faut concevoir, dans le système total des spéculations géométriques ^ deux points de vue également universels, qoi sont profondément distincts, quoique intimement liés, Fun abstrait , l'autre comparatif. Sous le premier aspect , essentiellement propre à la géométrie plane , il s'agit d'instituer les moyens analytiques d'étudier les propriétés générales des formes quelconques : c'est ce que nous avons fait , d'abord envers les lignes , et par «uite quant aux surfaces ^ pour les conceptions suffisamment accessibles à l'analyse ordinaire , et auxquelles il resterait seulement à joindre les théories plus profondes qui exigent l'analyse transcendante. Au contraire , le second point de vue , où l'on apprécie l'application collective de ces diverses méthodes abstraites aux différentes figures géométriques afin de les classer conformément à l'ensemble de leurs affinités réelles , est jusqu'ici resté presqu'entièrement étranger à la géométrie plane , comme je l'ai plusieurs fois indiqué , surtout au début de sa troisième partie. C'est à la géométrie à trois dimensions qu'il appartenait nécessairement de constituer le nouvel aspect fondamental de la science géométrique , ultérieurement susceptible , sans doute , d'être convenablement étendu à la géométrie plane , où il laisse aujourd'hui , à beaucoup d'égards , une immense lacune. L'étude des courbes , plus simple et plus directe , devait essentiellement fonder, sous la grande impulsion cartésienne^ la géométrie générale proprement dite , par les travaux graduels des suc-
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cesseurs de Descartes pendant les deux derniers siëdes. Mais , la géométrie comparée , non moins indispensable , et d'ailleurs plus féconde , quoiqu'elle ne pût surgir qu'après , n'a oommencé à se caractériser que dans l'étude , plus yaste et plus variée , des surfaces , d'après l'éminente conception fondamentale de Monge sur leur classification rationnelle , dont l'analogue n'existe encore aucunement en géométrie plane. Notre travail actuel est donc destiné surtout à établir convenablement , autant que le comporte la seule analyse ordinaire , cet(e nouvelle idée mère , qui constitue , à mes yeux , le plus grand pas qu'ait pu faire le système des conceptions géométriques depuis Descartes et Leibnitz , et dont le seul Lagrange , parmi les contemporains de Monge , avait dignement soupçonné la haute portée philosophique , essentiellement méconnue de presque tous les géomètres ultérieurs , devenus de plus en plus insensibles au perfectionnement direct de l'ensemble des pensées mathématiques , par suite de l'empirisme croissant que détermine natarellement le morcellement exagéré delà culture scientifique.
Cette indispensable étude , principal aliment , à la fois scientifique et logique , que la géométrie analytique à trois dimensions puisse spécialement offrir aujourd'hui aux bons esprits , ramènera à de véritables r^lcs , soit fa formation , soit la discussion , des équations de surfaces , du moins pour toutes les familles dont l'équation collective a pu être complètement obtenue jusqu'ici. Les applications naturelles que j'aurai lieu d'y expliquer permettront d'ailleurs à cette élaboration finale de remplir accessoirement un oflBce correspondant à celui de notre quatrième partie de la géométrie plane , en faisant suffisamment connaître les principales propriétés caractéristiques des diverses surfaces du second degré , dont toute appréciation plas particulière serait ici superflue et ne tendrait réelleœoot quà détourner l'attention de notre objet essentiel,
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CHAPITRE PREMIER
Motions fondamentales sur la classification rationnelle des surfaces.
149. L'étude générale des surfaces étant natarellement plus difficile que celle des lignes , on peut s'étonner d'abord que leur classification rationnelle soit pourtant beaucoup plus ayancée , à tel point que la géométrie comparée n'est même dogmatiquement ébauchée jusqu'ici qu'à leur égard , comme nous l'avons souvent recoqnu en géométrie plane. Mais une appréciation plus approfondie doit entièrement dissiper ce qu'un tel contraste logique semble offrir de paradoxal , en faisant sentir que, par suite de la multiplicité plus étendue et de la variété plus prononcée inhérente à leur complication supérieure, la comparaison universelle des surfaces donne lieu nécessairement à des caractères plus tranchés et à des rapprochements mieux appréciables que ne saurait le permettre celle des lignes. Une pareille opposition fondamentale se manifeste , en vertu de semblables motifs élémentaires , dans la plus éminente partie de la philosophie naturelle proprement dite , d'où dérivent spontanément les vrais principes de la théorie générale des classifications quelconques , c'est-à-dire dans l'étude des corps vivants , entre le règne animal et le règne végétal : car, le classement des organismes animaux a toujours été beaucoup plus satisfaisant que celui des végétaux , précisément parce que les premiers , étant plus compliqués , et , dès lors , plus multipliés et plus variés ^ ils comportent des comparaisons plus décisives. Quelque singulier que puisse d'abord sembler ici un
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tel rapprochement philosophique à certains esprits mal préparés, ce n'est pas sans dessein que j'indique en passant la relation naturelle de ces deux cas scienti&ques , dont l'inévitable affinité logique a certainement influé sur le peu de progrés qu'a faits jusqu'à présent la géométrie comparée , depuis sa fondation , plutôt instinctive que systématique, par la grande conception de Monge , encore si imparfaitement appréciée : on conçoit ainsi , en effet , que cette sorte de stagnation doit tenir surtout à la vicieuse éducation des géomètres actuels » qui , d'après un empirique morcellement, restent ordinairement trop étrangers aux études les plus propres à développer, à cet égard , des dispositions vraiment rationnelles.
En opposant directement la notion générale des surfaces à celle des lignes , il est aisé de saisir le motif fondamental de la facilité spéciale que présente nécessairement la première sorte de lieux géométriques à l'établissement d'une classification satisfaisante. Car, les surfaces sont engendrées par le mouvement des lignes , tandis que celles-ci résultent du mouvement d'un simple point. Or, un point n'ayant aucune forme appréciable , les divers lieux qu'il produit ne peuvent différer que suivant la loi de ce mouvement , sans laisser' d'accès à aucun attribut caractéristique , qui puisse permettre d'instituer à la fois des 'distinctions tranchées et des rapprochements généraux, double condition indispensable à tout classement régulier. Les surfaces, au contraire , se rapprochent et se distinguent spontanément d'après la nature de leurs génératrices ; puisque la même ligne , mue diversement , peut engendrer une infinité de surfaces différentes , dont les propriétés respectives seront néanmoins essentiellement analogues, en vertu d'une telle communauté d'origine , de manière à constituer aussitôt des groupes vraiment naturels , d'ailleurs plus ou moins étendus. Aussi , en aucun temps , la classification empirique des lieux
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algâbriqaes suivant les degrés de leurs équations n'a-l-elle pu aqaérir envers les surfaces autant de consistance provisoire qu'à regard des courbes : tout en l'employant , les géomètres , même avant Monge , devaient être conduits , par un instinct confus, à sentir son incompatibilité radicale avec le principe évident qui prescrivait de classer les surfaces selon leur mode de génération , de façon à réunir en un même groupe toutes les surfaces cylindriques , en un autre toutes les surfaces coniques , etc 9 sans considérer les diversités de degrés , ou en ne leur accordant qu'une attention très- secondaire.
150. Pour établir convenablement , d'après ce principe , la conception fondamentale de Monge sur la classification rationnelle des surfaces , il faut en apprécier d'abord la nature géométrique, ensuite l'expression analytique, et enfin constituer l'harmonie nécessaire de ces deux ordres généraux de notions élémentaires.
Sous le premier aspect^ nous devons ici nous bornera carac tériser rigoureusement l'idée de famille^ seule pensée hiérar chique qui soit encore suffisamment élaborée en géométrie comparée. Deux surfaces ne sauraient appartenir à une même famille géométrique qu'autant qu'elles sont engendrées par une même ligne : mais cette indispensable condition est bien ]oin de suffire ; elle donnerait une notion beaucoup trop étendue de ce premier groupe naturel. Une même génératrice , en effet , peut convenir à une infinité de familles de surfaces différentes y comme on le voit , par exemple y même envers la ligne droite, d'où résultent indifféremment la famille des cylindres , celles des cônes , celle des conoïdes , etc. , et une multitude d'antres qu'on ne saurait confondre entre elles , malgré les relations spontanées qui doivent y résulter de cette source commune : une ligne plus compliquée , telle que le cerclé , admettant encore plus de variété , doit , à plus forte
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raison , comporter la même remarque. Pour que la famille géométrique soit suffisamment définie , il faut n'y comprendre que des surfaces résultées d'une même génératrice mue suivant la même loi , en laissant seulement indéterminée la directrice qui doit achever de spécifier le lieu produit , en sorte que la diversité de celle-ci constitue réellement Tunique différence es* sentielle de ces surfaces , dont les équations pourront cependant , à ce titre , offrir successivement tous les degrés algébriques , ou même contenir toutes les fonctions transcendantes. Telle est la juste extension des seuls groupes naturels envers lesquels les conditions fondamentales de la géométrie comparée puissent aujourd'hui être regardées comme suffisamment remplies.
Si cette notion devait rester purement géométrique , elle serait essentiellement dépourvue d'efficacité, puisque les études quelconques de géométrie générale ne sont vraiment susceptibles d'un progrès décisif et soutenu qu'autant qu'elles peuvent se subordonner à des conceptions analytiques, ainsi que nous l'avons pleinement reconnu , en géométrie plane , à l'égard même de recherches beaucoup plus simples. Aussi est-ce surtout dans la découverte du nouveau genre d'équations pi:opre à représenter, non plus des surfaces particulières , mais des familles ainsi définies , qu'a dû consister l'émineut mérite de Télaboration fondamentale de Monge , avant laquelle les géomètres avaient dû s'élever quelquefois à une pensée tellement naturelle , sans pouvoir lui donner aucune suite importante, faute d'en avoir conçu la représentation analytique.
Cette indispensable représentation repose sur la considération habituelle d'une nouvelle sorte d'équations à trois variables , contenant une fonction arbitraire , mais dont le sens est néanmoins nettement appréciable, quoique plus étendu que celui des équations ordinaires, où l'indétermination se réduit commune-
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ment anx seuls coefficients» en affectant tout au plus les exposants. Ilimported'abord de concevoir abstraitement une telle îuterprétation des équations de la forme/, (j:, ^,2) = ^ (/^ («^ï^» 2))
oa, ce qui est équivalent, + {f^{pC'^y^ ^)'if*{p^tyi z)) = 0, les caractéristiques grecques ^ et x|^ désignant des fonctions entièrement arbitraires , tandis que les caractéristiques romaines/ et /, indiquent des fonctions déterminées , suivant une notation qae je maintiendrai habituellement en toute cette théorie , afin d'y mieux éclaircir le discours analytique. Or, ce qui caractérise directement toute pareille équation à trois variables , c'est la possibilité d'être réduite à deux variables seulement, d'après une transformation toujours assignable. Car, en posant /, (J^j J^> z) = < et /^ (jc, y^ z) = u, ces deux équations déterminées permettront , en chaque cas , de rapporter deux des anciennes yariables aux deux nouvelles t et u, et à la troisième d'entre ell^ , suivant des formules exactement définies ,
Bôs lors , la substitution de ces formules dans une équation particulière donnée / (j:, j^, z)=0 devra la rendre spontanément indépendante de z, si elle est vraiment susceptible de oonfcurmité avec le type proposé , qui constitue une relation , ^=7 (u) ou ^|» (^, «)= 0, entre r et u seulement. Une telle disparition de z, qui ne saurait certainement avoir lieu envers une équation prise au hasard, sera donc propre à caractériser, par un irrécusable symptôme analytique, les diverses équations spéciales que ce type peut embrasser, à l'exclusion nécessaire de toutes les autres. Ainsi, les équations qui établissent une relation arbitraire entre deux fonctions déterminées de trois variables ont, en elles-mêmes, une acception nettement appréciable , quoique plus éleudue que celle des équations ordi^
paires,
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Dans cette explication élémentaire , il importe de sentir qae tonte sa réalité analytique repose sur la coexistence de trois yariables a^u moins , et qu'elle s'effacerait nécessairement à l'égard des équations à deux variables , qui ne sauraient comporter une telle diminution de (Pluralité, tendant alors à détruil^ tonte idée de variation, en fixant la valeur de Tunique variable ainsi consetrée. Là nôtâtioU analogue etlvèrs deux variables seulement, /. (jr, ^)= t (/. {fx,y)) ou ^ (/.(j:, y) ,/.tx, y))=0, désigne 9 en effet, une équation tout aussi pleinement arbitraire que si Ton écrivait simplement ^ = ^ (jr) ou ^ (jc, y) =0. En y appliquant le symptôme précédent, on reconnaît aussitôt qu'il cesse alors d'être caractéristique, puisque cette réduction atix nouvelles variables/ et u pourrait alors s'opérer indifféremment, d'après chaque mode de transformation, en une équation quelconque entre x eiy. Ce contraste nécessaire des deux cas analytiques mérite une soigneuse appréciation, comme indiquant spontanément, d'après ce qui va suivre, Timpossibililé radicale d'étendre aux courbes le pfîdcipë de classification que nous allons appliquer aux sarfaces ; œ sorta que , si jamais le classement des lignes devient vraiment rationnel, ce sera inévitableinent d'a|N*ès une tout autre idée mëre, dont rien jusqu'ici ne saurait indiquer le germe |>ropre.
Nous pooTons maintenant constituer directement la concep* liOD fondamentale relative à la classification rationneUedes surlaoes 5 en étaUissant une exacte harmonie élémentaire entr« les deux notions générales , l'une géométrique, l'autre analytique, qui viennent d'être expliquées , de manière à montrer que ces sonveUes équations ,
/. {^, ^ »2) = y C/a [x, y, z)) OM^ (/, [x,y, z),/, (x, y, z)) = 0,
sont natureUement destinées à représenter, son de simples surfaces, mais des familles proprement dites , suiyant la défini-
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tioo précédente. Il faut , pour cela , discuter le lieu géométrique d'une telle équation , dans la vue d'y saisir ce qu'il offre deyraiment caractéristique, abstraction faite de toute hypothèse particulière sur la nature de la fonction arbitraire f ou •^, Or, à cet effet, il suffit de remarquer que, quelle que soit cette fonction, l'équation proposée est composée de façon à rendre idéritablement constante l'une des deux fondions déterminées toutes les fois que l'autre sera supposée l'être. Si donc on conçoit le lieu quelconque de celte équation coupé par une suite de surfaces auxiliaires résultées de l'équation y, (j:,^', 2;)=a, où a désigne un paramètre arbitraire, la seconde équation des sections correspondantes sera nécessairement/, («^9^» z)=b^b étant un autre paramètre analogue, dont la relation au premier reste seulement indéterminée, tant que la fonction ^ ou ^ n'est pas déGnie. Ainsi, toutes les hypothèses relatives à cette darnière fonction auront cela de géométriquement commun que les surfaces correspondantes , malgré leurs inévitables différences , seront pourtant toujours composées des lignes représentées par les équations/, (J^, j", 2) ='»>/. i^y^i z) = 6. La nature de ces génératrices, où les constantes aei b restent seules arbitraires, est entièrement déteriâinée, ainsi que la loi de leur mouvement; la diversité réelle du lieu géométrique , d'après l'indétermination de la fonction ?, pourra toujours être réduite à n'affecter que les directrices successivement combinées avec cette commune gteératrice, puisque chaque relation des paramètres équivaudrait sans cesse à une condition de rencontre entre cette courbe mobile et chaque courbe fixe. Nous sommes donc conduits à regarder un tel type analytique comme représentant une Téritable famille de surfaces, suivant l'exacte définition préalable de ces groupes géométriques : on ne peut plus conserver aucune incertitude sur la correspondance fondamentale des deux modes d'indétermination y Tun concret, l'autre abstrait.
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L'analyse transceadante complète heureasement cette eo-" relation nécessaire , en permettant de remplacer ces équations directes contenant une fonction arbitraire , par des équations indirectes entre les deux dérivées partielles de la variable dépendante, où cette fonction est entièrement éliminée , et qui deviennent dès lors mieux calculables, sans qu'une telle transformation altère d'ailleurs aucunement l'interprétation géométrique. Mais , quoiqu'un tel complément général soit certainement indispensable pour bien apprécier la puissance et la fécondité de la grande élaboration de Monge , nous pouvons déjà cependant , avec la seule analyse ordinaire , constituer ici essentiellement la classification rationnelle des surfaces , de manière à retirer immédiatement , de cette intéressante étude , une importante efficacité scientifique , aussi bien qu'une haute utilité logique.
151. D'après cette nouvelle idée mère , les familles de surfaces peuvent être multipliées, d'une manière presque machinale , avec autant de facilité que les espèces de courbes en géométrie plane, en attribuant, même au hasard , diverses formes analytiques aux deux fonctions , /*. et/, , qui caractériseront , en chaque cas , le mode de génération. Quoique ces hypothèses successives puissent quelquefois coïncider géométriquement, par suite de l'infinie diversité propre à la représentation analytique d'une ligne dans l'espace , on conçoit cependant qu'elles fourniront le plus souvent des familles vraiment distinctes , dont la plupart n'auraient jamais été considérées auparavant, et auraient encore moins reçu un nom propre , qui n'a été a^ cordé jusqu'ici qu'à quelques familles usuelles. En chaque cas, la discussion générale du type analytique proposé , suivant la marche fondamentale que je viens d'établir, caractérisera tonjours, nettement , avec plus ou moins de facilité d'aillears, la famille correspondante.
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Soît, par exemple , réqnation J^+y — z=<p(x— ^+s). Les équations de la génératrice seront donc jc -{•jr — z = a , X — y^z=b ; or, cbacone d'elles représentant nn plan de direction constante , dont la distance à l'origine reste seule arbitraire 9 il s'ensuit qne la famille proposée est engendrée par ' ane droite parallèle à la ligne flxe x-^y — z=o, j:— j^-hz=0. Ainsi , qnelle qne puisse être la fonction ^ , l'équation donnée a pour lieu géométrique une surface cylindrique ; et ces deux dernières équations , ou leur équivalent plus simple x=0, ^= z , indiquent que ce cylindre est toujours parallèle à la bissectrice de l'angle de deux des axes coordonnés.
Considérons encore l'équation un peu plus compliquée
a:-hr+2=T — ^ ,
OÙ la génératrice sera représentée par x+y-^z = a^ X'-^y=zhz, On y reconnaît aussitôt une ligne droite, mais dont la direction n'est plus invariable. En cherchant à saisir ce qoe la génératrice offire de fixe , afin d'apprécier la famille géométrique correspondante , il est aisé de découvrir que ces surfaces résultent toujours du mouvement d'une ligne droite parallèlement à up plan donné j:-f'J^-|'^=0 et lelong de la bissectrice de l'angle des deux axes horizontaux.
Examinons, en dernier lieu, l'équation 2 = 7 (jr^) , relative à une famille qui n'a pas été signalée. Sa génératrice aura pour équations z = a, xy=ib ; ce qui annonce une hyperbole dont le cmtre parcourt l'axe vertical , tandis que ses asymptotes demeurent parallèles aux axes horizontaux , son sommet se mouvant d'ailleurs arbitrairement dans le plan bissecteur de deux des plans coordonnés.
Je ne saurais trop recommander au lecteur la multiplication spontanée de ces nouveaux exercices de géométrie analytique ,
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les plus propres de tons à faire profondément sentir là relation nécessaire de l'abstrait an concret , qai s*y trouve natordlament plus vaste et en même temps plus condensée qâ'en auccm autre genre de discussion géométrique des équations. Sans jamais dépasser, envers les deux fonctions caractéristiques, dés formes suffisamment simples , comme l'exige là difficalté snpérieure de telles appréciations , dont le résultat Aftat manquerait autrement de la netteté convenable à leur destinatiob logique y il sera facile de varier assee les famflles correqwidantes pour acquérir bientôt un sentiment ùsud de la eoneei^tion fondamentale de Monge.
152. Ce grand principe prescrit directement la mur^hit générale suivant laquelle on doit toujours procéder à la formation de l'équation collective propre ^ l'ensemble de chaque famille, quand elle sera géométriquement définie. Il suffira d'élaborer analy tiquement cette définition , de manière à obtenir les équations de la génératrice avec deux constantes artiitrâires seulement. Une telle réduction sera nécessairem^dt toujours possible , en ayant égard à toutes les circonstances caractéristiques , si ce groupe naturel est convenablement Institué , c'est-à-dire , s'il a le juste degré d'extension qui correspond à une famille proprement dite. D'après cette condition préalatde, l'équation collective de la famille se formera toujours en résolvant ces deux équations de la génératrice rdativement aux deux paramètres , ainsi rapportés aux coordonnées variables, afin d'indiquer entre ces dcUx fonctions une relation totalement arbitraire.
Quand l'ensemble des conditions proposées laissera pins de deux paramètres arbitraires dans les équations générales de la génératrice, ce symptôme analytique indiquera sans équivoque que le groupe considéré est trop vague pour Pétat présent de la géométrie comparée , et comprend rèellëâient âne infitiilê de
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familles de surfaces. Lorsque, an contraire, ces équations pourront être amenées à ne plus contenir qu'un seul paramètre variable , il est évident que le lieu géométrique , cessant de constituer une véritable fanaille, se réduira à une espèce déterminée, dont l'équation se formerait en éliminant, entre ces deux équations , cet unique paramètre , do manière à ne laisser rien d'in* décis dans la composition analytique, sauf les valeurs des coefficients.
Pour déterminer, en sens inverse, si une surface particulière donnée appartient ou non à une famille donnée, les règles générales prescrites au n° 150 permettront toujours de le décider, en les appliquant de façon à reconnaître si l'équation spéciale proposée peut ou non rentrer abstraitement dans le type analytique correspondant. Telle (âst, à œt égard, la seule question judicieuse qui puisse être réellement posée. Car, demandera quelle femHle appartient chaque surface particqli^re, comtitue évideanuent uR problèfl^e trop indéterminé , pui^pe la rn^me rarfaee peut être raogée parmi une infinUé ée f^ifj^i» diffé- MBtes^ d'après les divers modes de génération dont elle est toujotm susceptible ; quoique éoii èlnde spéciale ffiism eni^ûCe exiger, entre ces divers poials do vue géomMriqiies^ lyp d^pix «iniifae ^ qui d'aitteurs varier^ suivaot la nature des neç^ei^s poèrMiivies. On doit regarder tonie surf^ice ^xyiiBae p^vaçt être mgendFée su ecessivemeoi par ehaisùne d^s Ut9^ s^'i^^ y peut tfàeer . Mai» cette inévitabiie iadéteirmiQ^tipa n'a^i^^ pu}lement le réalité fondamentale do notre QPOfceptipi^ géométri- (fue sur les iarailles de surfaces , toujooirs eara0lér|sées par }a natate de la génératrice et la loi de son |l]iOllv^fO0Qt ; car , si €haqH0 svrfaee peut oontenir une ii^iûté 4o oourjbo^ 4i#tiiictps, 11 mi existe eneore davantage qui n'y peuvent jamaia tftre situées s le durcie est, par exemple , la seule courhe pl^ne qu'on pirièse décrire sâr une «pbère.
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Après avoir établi , dans c^ premier chapitre , toutes les notions essentielles relatives an classement rationnel , à la fois analytique et géométrique , des surfaces quelconques , il nous resteà mieux caractériser ces principes généraux par leur application spéciale à l'étude successive des principales familles qui ont été jusqu'ici régulièrement introduites en géométrie comparée.
CHAPITRE IL
Théorie des surfaces eyliodriques.
153. Cette famille, la plus simple et la plus usuelle de toutes , comprend les surfaces engendrées par une droite de direction fixe , glissant sur une ligne qudconque. Les équations naturelles de cette génératrice ,x=:az'|*«»^ = ^2+^9 ^^^ donc immédiatement adaptées à la formation de Féquation collective , d'après les principes fondamentaux du cbapiU*e précédent. UsafSt, pour cela, d'y concevoir fixes les deux coefficients angulaires aetb y en supposant variables les seuls paramètres linéaires a et 6. Puisque les constantes arbitraires s'y trouvent ainsi réduites spontanément à deux , on formera Féquation de la famille en dégageant, suivant la règle , a et € en x, ^, z , afin d'indiquer, entre oes deux fonctions , une relation arbitraire , x — ^ss= ^(^ — bz) , ou ^ {x — az ^y — As)=0. Telle est donc l'équation générale des surfaces cyUndriques , ou tel est du moinà le type analytique le plus simple auquel on puisse ramener toute surface de cette sorte : car, on arncoit d'ailleurs , en principe , que , d'après l'infinie diversité que
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comporte le couple analytique propre à la représentation de cbaque ligne dans l'espace , réqoalion collective convenable à chaque famille poorra prendre une infinité de formes distinctes quoique équivalentes , selon le mode adopté pour formuler sa génératrice. Mais toutes ces formes diverses sont toujours sus* ceptibles decoïncider finalement, par suite des transformations déjà expliquées au sujet des lignes. On choisit donc, envers chaque famille , le mode le plus simple , pourvu qu'il ait une suJDBsante généralité; il correspond au meilleur couple analytique de sa génératrice, et on l'emploie habituellement à caractériser les surfaces considérées. C'est en ce sens que nous consacrerons essentiellement le type analytique x — az=zff{y — bz) à la représentation spéciale des surfaces cylindriques.
Quand on voudra reconnaître , d'après ce type , si une surface donnée/ (^, j^, z) =0 appartient ou non à cette famille , il faudra donc , suivant la règle fondamentale du chapitre précédent, y changer a:—azeiy — bz en ^ et u, c'est-à-dire y substituer t'\-az et U'\-bz au lieu de x et^, afin de voir si le résultat y U+Az, u+bz , z)=0 peut devenir indépendant de z. Mais il importe , à ce sujet , d'apprécier ici un supplément d'explication que je n'ai pu suffisamment signaler dans la doctrine générale , parce qu'il n'aurait pas été assez nettement saisissable : il consiste en ce que cette disparition de z ne saurait jamais être entièrement spontanée ; elle supposera toujours quelques conditions relatives à la disponibilité des paramètres fixes, a et 6, de la génératrice. Aucune surface, en effet» n'est cylindrique en un sens quelconque , même le plan qui , exceptionnellement , se trouve l'être en une infinité de sens : c'est toujours une partie essentielle de la question que de déterminer la direction , habituellement unique, des génératrices de chaque cylindre. Il faut donc concevoir la disparition de z, dans l'équation finale /(^-f^^z, u+frz, z)=0, comme ne
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pouyant jamais s'accomplir qn*en disposant convenaMeiMiit des constantes a et /^ , qui permettront d'abord d'y atmnter II Volonté deux des termes distipcts en z qui les contiennent : agités avoir ainsi disposé de ces paramètres , il faudra que ledits va^ leurs réelles annulent aussi le coefficient total de loot âiutre de ces termes , sans <pioi la surface n^ sera pas cylindrique. Si toutes cm conditions , au contraire , y peuvent être simultanément remplies , sa nature cylindrique sera constatée » étl'oft connaîtra la direction de ses fédératrices : il ne restera plus , pour concevoir nettement sa génération , que de lui assigner une directrice sulBsaniment simple , qui seira le plus souvent Tnne des traces de la surface sut les plans coordonnés.
Consîdjirons j par exen^ple , l'équation La substitution prescrite y fournira l'équation finale
Pour que ce résultat devienne indépendant de z , d'après certaines valeurs de d et 6 , il faut poser Sft=râ, j^kS, et a*+^*=2a+26—- 2 , leS deux termes en tz et en uz ayant dû être ici traités comme distincts , quoique contenant k même puissance de z , puisque les nouvelles variaMes < et ii «e Muraient être confondues parmi les coefficiettts , afta que afib restent vraiment constants. D'après l'accord spontané de oes trois conditions , la surface proposée est certainement cyliiidrique , et les projections de ses génératrices sont paÉ-àBèles aux bissectrices des angles X2! et YZ. Quant à la fe&Se du cylindre , on pourra choisir, par exempta , sa trace librilontale, qu'indique l'équation primitive en y faisant z=0, d'où résulte le cercle jc*+j^^= i . Au reste , on peut remarquer, en général, que, dahs là tbéôrié des sm-foces cylindriques, cette
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trace s'obtiendra toujoars spontaném^iit , en même tçmps que la direction des génératrices , en reconnaissant la nalare de la surface : car, Véquation finale précédente , lorsque z y a dispara , représente géométriquement la trace horizontale de la surfiifie proposée , eatre les nquyelles Tariablei^ t ^i u, alor^ WQfpidérée^ , suivant leur interprétation concrète , comine le$ ixVH^donAée» do la trace horizoqtale de la gépéralrice.
Tom tes calculs aiwi prescrits pouvant également s'accomTplir si les coefficients de réquatioii donnée étaient indéternhite, pourvu que les exposants ne te fussent p^ , cette méitode s6Fdt susceptible de dévoiler sous quelles condition? analytiques la surface correspondante deviendrait cjflindriquQ. Quand le dévoloppenient de Véquation finale
aurait déterminé aeib d'après deux des termes en z , il faudrait que leurs valeurs , d'ailleurs réelles , annulassent chacun des autres , d'où résulteraient autant de relations nécessaires et suffisantes pour rendre cylindrique le lieu proposé. Dans Téqnation générale du second degré , par exemple ,
Ax«+By*4-C2'+Day^4-Ej:z+Fyz+Gx+H^+K2=:l,
on trouverait ainsi , après un calcul un peu long mais facile , deux relations entre les neuf coefficients , puisque les termes distincts en zs'y trouveraient au nombre èèq/aaife^ eoûtenaiit l'un z%un autre tz^ un troisième uz^ et un dernier z seulement.
154. Il faut maintenant considérer, envers les surfaces cylindriques , la question générale qui consiste à déterminer la fonction arbitraire propre à l'équation collective de chaque famille d'après les équations de la directrice.
Gomme cette fonction indiqué ici la relation , d'abord iddéterminée , entre les paramètres variables a et 6 de la généra-
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trice , or == as-f (X et y^ibz-^^y tout se rédoit à déooavrir leur liaison d'après la condition de rencontre perpétuelle de cette génératrice avec la directrice donnée ,
Or, cette condition se formulera , suivant la marche ordinaire , par l'élimination des trois coordonnées x^y^z^ entre ces deux couples simultanés. Une fois obtenue , la relation des paramètres ^p (a, €) s: 0 fournira aisément l'équation de la surface, en les y remplaçant par x — az et ^ — bz.
On peut donner à ce calcul une forme technique très-simple, qu'a convient d'indiquer ici , quand on a pris spécialement potur base du cylindre proposé sa trace hori2ontale,y(j:,^)=0, z=0 Car, l'élimination préparatoire s'accomplit alors sans qu'il faille spécifier la fonction /, rdative à l'équation plane de cette courbe, et la relation des paramètres linéaires devient /(a, 6) = 0, d'où résulte, à l'égard du cylindre cherché, l'équation /(Jc — ax^ y — 6z)=rO. Ainsi , on passera analytiquement d'une telle base au cylindre correspondant, en se bornant à y changer x en x — az et y en y — hz ; ce qui permet de composer très-facilement des équations cylindriques , d'après les diverses courbes planes, algébriques ou transcendantes. En partant» par exemple » des équations
r'+J^='^, ^•=/iijc, xy=:p\ ^=c', j^=sinx, etc. on formerait aussitôt les équations
{y — ^z)'+ {x — az)'=f r', [y — hzY=.m{x — az) , {x — az) (y — bz)^p^^ y — bz==c''^*, y — bz=ssin(x — az), etc.
pour les cylindres circulaire, parabolique, hyperbolique, logarithmique , trochoîdique , etc.
Nous devons , enfin considérer aussi la détermination de la fonction arbitraire, de manière à spécifier l'équation du
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qrlindre , quand cette surface , au lieu de passer par une courbe donnée , doit être circonscrite à une surface qodconque donnée^ (j:, ^, js) = 0. La difficulté consiste encore à découyrir la relation des paramétres variables a et 6 qui rendra la génératrice, j:=tfjs-j-a, ^=6js+6, tangente à une telle surface dans chacune de ses positions : on convertira ensuite cette liaison en équation du cylindre , en y changeant , comme ci-dessus, a et 6 en x — az et^ — hz. Or, pour formuler ce contact , d'après les seules règles de la géométrie plane , il suffit de le réduire à celui de la droite considérée avec la section de la surface par l'un quelconque des plans qui la contiennent. Si l'on choisit , à ce titre , l'un de ses plans projetants y =6^4-6 , la génératrice sera suffisamment constituée tangente à la courbe correspondante , en établissant la même relation entre leurs projections respectives sur le second plan vertical. Tout se réduit donc à exprimer, dans ce dernier plan , suivant l'un ou l'autre des deux modes généraux prescrits à ce sujet en géométrie plane y que la droite x=ajs-|-a touche la courbe /(x, hz-\-^ y ^) =0 9 d'où résultera la relation des paramètres |(a, 6)=0, et, par suite, l'équation du cylindre cherché >!♦ {x — az, y — 6j?) = 0.
En employant le principe des racines égales pour formuler ce contact plan , ce qui d'ailleurs n'est pas toujours préférable , comme on sait , on serait donc amené à chercher la condition d'égalité entre deux racines deréquation/(a^+a, 6jr-f-6,^)=o. Sous cette dernière forme , la méthode pourrait être directement conçue , indépendamment des considérations précédentes , puisqu'une telle équation , immédiatement appréciée , tend à déterminer Fintersection de la génératrice avec la surface donnée , en sorte que , à ce titre , deux de ses racines doivent coïncider en cas de contact.
Ge problème général comporte spontanément une application
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très-étendae dans la théorie des ombres, qaand les rayons lamîoeax sont regardés comme parallèles , ainsi qu'on doit le supposer habituellement envers la lumière solaire. Si Ton circonscrit alors au corps proposé un cylindre p^fallèle à èes rayons , la courbe de contact constituera évidemment , sur la sorface considérée , la ligne de démarcation entre la partie éclairée et la partie obscure ; ensuite l'intersection de ce cylindre par un plan donné , ou par telle autre surface quelconque où l'on voudra recevoir l'ombre , déterminera le cofatour naturel de l'ombre ainsi portée. Tout dépend donc , à cet égard , de la détermination du cylindre circonscrit , dont l'équation successivement combinée avec celles de la surface éclairée et de la surface d'ombre fera aussitôt connaître les deux lignes qui constituent le sujqt géométrique d'une telle recherche.
Envers la courbe de contact, il n'est pas inutile de remarquer qu'on pourrait l'obtenir directement avant de trouver le cylindre , et de manière même à faciliter ensuite sa recherche , en y voyant le lieu des points de la surface proposée où le plan tangent est parallèle aux rayons lumineux x=iaz^y=bz] car, d'après le type général de l'équation du plan tangent ( n*" 147 },
ce parallélisme fournirait aisément la relation
en exprimant que la droite correspondante jc — je^z=:a (s— 2}, jr—y^Kz b(z — z,) est entièrement contenue dans ce plan. Les équations de la Gomrbe cherchée seraient donc
On pourrait dès lors faire rentrer cette question dans la précédente , en considérant cette ligne comme une directrice donnée
du cylindre cbercbé* D'après le mode analytique de formaMoa
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4e la ^$9K)|id^ éqaatiojQ, son degré sera nécessairement inférieur d'une unité à celui de la première ; d'où iW peut nécesi^àirement conclure , envers toute surface du second degré , que sa courbe de cohtaci avec un cylindre cii%6nsmt sera toujours {Aatne, et , piir ecMéquenl^ niif seeHDu opniftte.
Spit , par exemple , l'ellipsoïde -r- + V+*" = * i éclairé par
des rajrons lumineut 0::^%, j^^a^ <it qR'il MUe trouver rombr« portée sur le plan des xy. Ghercàons d'abord k cgrlindre circonscrit suivait la p#>emière méthode ^ et eri y employant le priacipe des racines égales, ici très-convenable , après avcur siibstitsé s+«eizi6 au lieu de a: et^, la relation de contact Mta Aon «'+6' ^ft6'ss:i3$ elle fowrnira» pour ce cylindre, FéquatioB
d'où résultera la courbe d'oçabre cherchée x^ +y — oy^ = 13 ; quant à la courbe de contact , le lecteur pourra s'exercer à constater, en combinant coAveqableinent les équations du cylindre et de Tellipsoïde , que , confojirmément à la remarque précé-
4ente, aie a|»p«artient an plan •- -K^+2c= 0,
CHAPITRE m
Théorie des iirficefi eonifoei.
155. Dans cette seconde famille, la génératrice est encore une ligne droite , omis assujettie à tourner autour d'un point fixe , en glissant d'ailleurs sur une courbe quelconque. Si donc
^^r- ), oubien^K , ] = 0,
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a, 6 , 7 désignent les coordonnées de ce sommet donné, les équations de cette génératrice ,
ne contenant pins que deux paramétres YariaUes, les deux coeflScients angulaires a et 6; se trouveront sponianémait adaptés à la f(»rmation immédiate de Féquation ooUectÎYe, qoi sera, par conséquent , en général , sous sa forme la plus simple,
j:— a fy — ^\ _, us^.. 1 f^ — * ^ — ^
Pour employer ce type analytique à vérifier la nature conique de chaque surface particulière y ( :r, j^, z)=0, il faudrait, suivant nos règles fondamentales, remplacer jt et ^ par t-{'(A{z — ^), u+e(z— 7), afin de rendre cette équation spéciale/(/+a(s— 7), u-j-ê (3—7),»)= 0 entièrement indépendante de z , en disposant convenablement des constantes a, 6, 7, relatives au sommet du cône. Dans l'équation complète du second degré , par exemple , on aurait ainsi à annuler , comme au chapitre précédent y les termes en z% en tz , en uz et en z seul ; mais on disposerait maintenant de trois paramètres , en sorte que ces quatre conditions n'aboutiraient ici qu'à une relation unique entre les neuf coefficients indéterminés , tandis que le cas cylindrique en exigeait deux. Au reste , envers une équation quelconque , la figure cylindrique du lieu correspondant supposera toujours une condition de plus que la forme conique, puisque , en regardant le cylindre comme un cône dont le sommet s'éloigne à rinfini, il faudra joindre aux conditions coniques une relation nouvelle |Hropre à rendre infinies les coordonnées du sommet ou l'une d'elles , en annulant le dénominateur commun ou partiel.
L'opération analytique propre à vérifier si une surface donnée appartient à la famille proposée est donc ici naturelle*
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ment plus pénible qa'au chapitre précédent ; mais elle comporte une henreôse simplification générale, en ayant égard à un théorème important de géométrie comparée, suggéré par le type coniqae que nous venons d'établir, quand on y apprécie les modificatioDS qu'il éjnroiive en supposant l'origine des coordonnées placée an sommet du cône. Cette équation collective
devient alors - = ç|- j ou ^[-,>-j=0.Or,sous cette forme,
la vérification -proposée s'accomplirait aisément , puisqu'elle se réduirait à substituer tz et uz, au lieu de a: et ^, dans chaque équation particulière , afin d'examiner si z y disparaît spontanément. D'après ce principe, il suffit de concevoir cette substitution envers un terme quelconque Âx*»^z^, qui deviendrait ainsi A«"*ii*. s^+^+ï^ pour reconnaître aussitôt qu'une telle élimination suppose à tous les termes un même degré , estimé , suivant le mode algébrique ordinaire , parla somme des exposants des trois variables. C'est ainsi que Monge a découvert naturellement cette belle proposition générale -. toute équation homogène à trois variables représente nécessairement un cône dont le sommet est à l'origine des coordonnées ; et , réciproquement, toute surface conique est susceptible d'une équation homogène, quand on transporte l'origine des coordonnées an sommet du cône. Quoique la géométrie comparée ait été jus* qu'ici bien peu cultivée , une telle relation est très-propre à faire sentir la puissance du nouveau mode analytique sur lequel Monge a fait reposer Fétude collective des diverses familles géométriques; car cette liaison remarquable entre la forme conique de la surface et la composition homogène de l'équation, qui découle avec tant d'évidence et de simplicité de ce système d'appréciation , jn'aurait pu s'apercevmr, au contraire , de l'ancien point de vue, où les différents cônes resteraient dispersé» daD3 toui^ les degrés algébriques , que par suite d'une leste et
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pénible indactioa , que rien ne ccmdaisait naturellement à former avant que toateg les surfaces assujetties à une même génération eussent été anaiytiqaement envisagées sous un aspect comnum.
D'«prés cette propriété caractéristique, on pourra reomnaître aisément la nature conique de ehaque surface donnée y( j:, ^, 2) =0 ; car, si cette équation est homogène ^ la question se trouvera ainsi résolue immédiatement ; si elle ne l'est pas, il restera à déplacer Torigine de manière à là rendre telle, en y annulant tous les termes distincts dont le ^gré est inférieur au sien , par le changement accoutumé de j? , j^, s en •^+«,^+6,2+7, de manière à déterminer, dans ce dessdi», )es constantes disponibles « , $ , 7, qui indiqueront le sommet du cône. Pour l'équation gén^le du second degré , par exemple , il faudrait faire alors disparaître les trois tarmes du premier de^é et le terme constant, d*où résulterait, comme suî- Ysnt le (Hremier mode , mais bien plus simplement, une rdation nécessaire entre les neuf coefficients indéterminés , après avoir éUmiué les coordonnées du sonmet.
i56. Considérons maintenant, de même qu'envers les cjlinères , la spécification de l'équation collective des cônes, quand sa donne la directrice dé la surface. Entre les équations de cette base, /,(x,^, 2)=0,/,(x,j^, a)=0, et celles de la génévalriee, jr — «=«(« — 7),^^ — g=:6(z — 7), ilsnflSra encore d^éliminer -r , j^, z , afin (te former la condition de rencontre perpétuelle 4* ( a , 6 )=0 , d'où l'on passera aussitôt à l'équation éa côoa , en y changeant les paramètres variables aeib en
et .
la prend! ai spécialement pour exemple à ce sujet le cône qui a» rapporte à la théorie des mappemondes , quand on y cherche 1» pwipective d'un eeecle quelconque de la iqphère terrestre,
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sopposé YQ à trayers un certain méridien dont le pôle indiqoeniit la position de Toril, sairant le mode de projection géogra^ pldqae le plus usuel. En plaçant Torigine des coordonnées an Centre de la terre , dirigeant l'axe des z vers les pôles terres « très , Taxe des x suivant le méridien ainsi choisi, de manière fi faire passer l'ate des j^ au point de vue, les équations d'un cercle quelconque du globe , maintenant érigé en base du cône cherché , seront x*+y*+ z* = r* et z=zax+bjr+c. Celles de la génératrice étant ici x = wz et j^ = /ijs + r, la condition de rencontre deviendra finalement
Ainsi, Féquation du cône cherché sara
£*(br'^f+(c(X'-r)-^rZ'--arx'y^£'{br+€f=r\r^ax-^^
En y faisant y = 0, on en déduira Péquation de la perspective demandée
ar'+z'+2ii x-^^-z 2+-^= j ^=0.
bt+c br+c c+br
Sa composition indique aussitôt la principale propriété d'une tdle projection géograpbiqcie , où tout cercle terrestre est toujours représenté aussi par un cercle^ comme les anciens l'avaient découvert d'après la considération des sections anti-paralièies du jcône circulaire oblique*. On pourrait y constater également, mais à l'aide d'un calcul pénible dont rien ne suggérerait naUh Tellement la pensée , la remarque accessoire , d'ailleurs peu utile , sur l'aptitude de cette perspective à maintenir sans altération l'angle de deux cercles quelconques. En achevant l'appréciation spéciale de l'équation précédente , on trouvera, pour les coordonnées du centre et le rayon du cercle ainsi obtenu , les formules
é^Tc' '•=- î^qTe' »= ^c V/(^'+*' + 1) r'-c'
516 GiOSltiTRlB DANS L'CSPACB.
dont la dernière est seule usitée en géographie, et nniqiuemeat même envers les parallèles à Téquatenr ou les méridiens. Si on y fait les hypothèses z = c , y^=px y correspondantes à ces deux cas pour Féquation du plan du cercle considéré , on en déduira aisément les régies ordinaires de construction des arcs de cercle qui s'y rapportent : leurs rayons seront ainsi respectivement mesurés par la cotangente de la latitude ou par la sécante de la longitude.
La formation spéciale de l'équation d'un cône dont la directrice est donnée se simpliGe beaucoup, comme dans le chapitre précédent, quand on prend pour base la trace horizontale de la surface. Car, l'élimination des trois coordonnées variables peut al(»rs s'accomplir aisément entre les équations de la génératrice, a:— <x=<z (2—7), y—^z=zb (z—y) , et celles d'une telle directrice/ (j: , j^) =0 , 2 = 0 : il en résulte la relation générale des deux paramètres aeib^fÇx — ay , 6 — 67) = 0 ; d'où
dérive l'équation du cône cherché/^ ^""^"^^ ^~^ )=o,
ainsi déduite [l'éqnation plane de sa base par le changement de
a2 — yx 62 — yjr
j: et ^ en — — — et — --- — . En partant , par exemple , du
cercle j^' -f- •^*= ''N ^^ aurait , pour le cône circulaire ,
et , s'il est droit ,
6 et ce s'annulant alors.
Au sujet de cette application particulière , il faut ici noter la position normale de l'appréciation des courbes du second degré comme sections coniques , que nous n'avons pu traiter en géométrie plane que d'après un artifice exceptionnel. Pour établir cette notion dans son entière généralité , envers tout cône cir«*
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Cillaire, droit ou oblique, il siifBrait de traiter chacune des éqaations précédentes par la méthode générale que nous avons destinée à Fétude des sections planes d'une surface quelconque, et qui maintenant fournirait aussitôt une courbe du second degré. Mais on sera même entièrement dispensé de Texécutioii d'un tel calcul, si l'on se borne, à cet égard, à la proposition principale , consistant, au fond , dans la simple connaissance du degré de la section , sans s'occuper d'ailleurs de sa nature parabolique, elliptique, ou hyperbolique, assez indiquée, en chaque cas, par la situation du plan. Car, du point de vue propre à la géométrie analytique à trois dimensions, il est clair, en général, indépendamment de la méthode des sections planes, que tonte surface algébrique d'un degré quelconque ne peut être coupée par un plan que suivant une courbe du même degré , puisque cela est incontestable pour les plans parallèles aux plans coordonnés , et qui peuvent représenter , à vrai dire, des coupes quelconques, ea considérant l'équation la plus complète de chaque type , dont la composition convient spontanément à toutes les situations possibles du lieu. Suivant ce principe évident , toutes les sections planes du cône circulaire sont des courbes du second degré , par cela seul que cette surface fait partie de celles de ce degré.
Dans la théorie des cônes , comme dans celle des cylindres^ on peut, enfin , déterminer la fonction arbitraire en concevant que la surface doive être circonscrite à une surface quelconque donnée/ (x , j^ , z) = 0 , qui remplacerait la directrice correspondante. La solution s'accomplira de la même manière, en cherchant la relation des deux paramètres variables propres à la génératrice , x — a=a (z — 7) , y — 6=fr (z — 7 ) , quand celle-ci doit toucher constamment la surface proposée, sans qu'il faille ici ajouter aucune explication nouvelle à celles du chapitre précédent sur le mode de formulatioq d'un tel contact,
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d'après les seules méthodes de la géométrie plana. Cette relation ^{a, b)=:0 étant nne fois obtenue par wi procédé qodoonqoe , on en déduira l'équation du cùne cbercbé, oomme si
la directrice était donnée , suivant le changement accoutumé
fi
de a et 6 en et*^- — . La courbe de conctact de ce cône
avec la surface sera dès lors représentée analytiquement , en' concevant simultanément leurs équations respectives. Au reste, cette courbe pourrait aussi être déterminée , indépendamment du cône , et de manière même à en faciliter la recherche^ à titre de directrice , en y voyant encore le lieu des points de la surface proposée où le plan tangent passe au sommet donné, d'où résulterait , à son égard , la seconde équation
Ce dernier problème général comporterait , envers les cônes , une application non moins naturelle que pour les cylindres, dans la détermination géométrique des ombres , quand on suppose tous les rayons lumineux émanés d'un même point; ce qui représenterait suflBsamment, en beaucoup d'occasions, le cas de la lumière artificielle. On peut aussi l'appliquer à une autre destination pratique , qui n'en changerait nullement la nature , en considérant la question des contours apparents et des perspectives , où il ne s*agit jamais que de trouver la section du plan du tableau , ou môme de la surface quelconque qui en tiendrait lieu , par le cône qui , ayant son sommet au p^t de vue , serait circonscrit au corps observé. En l'un ou Tautre cas, toute la difficulté mathématique d'une telle recherche se réduirait évidemment à la connaissance du cône circonscrit.
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CHAPITRE IV
Théorie des surfaces de révolation.
157. Le titre habituel des surfaces qui composent cette troisième famille , et le nom de corps ronds qui en offrirait l'équivalent plus rapide , se rapportent à leur principale propriété pratique , consistant en ce que chacune d'elles peut résulter de la rotation d'une certaine ligne autour d'un axe fixe aoqoel elle est invariablement liée. Mais, quelle que soit, dans les arts géométriques , la hante importance d'un tel caractère, qui permet souvent, envers ces surfaces , un mode de constructioo Irès^facHe , il présente , sous l'aspect théorique , le grave meoQvéïiient de ne pas appeler directement Fattention sur la véritable génératrice propre à cette famille : car, le méridien de obaifae surface de révolution , variable d'uB corps rond à l'amre, s'en constitue, an fond, que la directrice. Suivant nos principes fondamentaux de géométrie comparée, la génératrice devant toujours être commune à toutes les surhices d'une même famille , cette propriété usu^e ne sautait fonrair fa dé- GaUioB rationnelle de ce nouveau groupe naturel , où le carde est réeUement la seule ligne uBiformément reproduite , oonama y résultant des coupes perpendiculaires à l'axe, queUe que pnissa éire la figure des méridiens.
D'après cette indispensable rectification prélinHnair6, les surfaces considérées ici sont donc engendrées par un eetcie dont le centre parcourt -une droite fixe, tandis que son plan reste constamment perpendictdaire à eettè droite , son rayon
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variant d'ailleurs suivant nneloi qnélconqae , qoe d^rminera, en chaqae cas, la ligne immobile sor laquelle le cercle devra glisser. La propriété générale ci-dessus remarquée , et d'où dérive le nom usité , résulte directement d'une telle génération. Car, si, dans une surface ainsi produite, on considère une section plane suivant Taxe, les rayons correspondants aux diverses parties de l'axe y auront toujours envers celles-ci la même relation, quelle que puisse être la direction de cette coupe i en sorte que tous ces méridiens seront nécessairement superposables. Sous un aspect plus étendu , par quelque surface auxiliaire , plane ou courbe , qu'on ait d'abord coupé un corps rond , la section ne changera jamais quand la surface d'où elle résulte ne fera que tourner autour de Taxe proposé ; puisque toutes les parties du cercle générateur, outre leur identité propre , sont d'ailleurs pareillement situées envers cet axe. On conçoit que cette propriété cesserait si le plan de ce carcle , quoique conservant une direction invariable , devenait oblique à la droite fixe que décrit son centre. Il y a donc d'autant moins d'inconvénients à conserver, pour ces surfaces, les dénominations usitées» après en avoir rectifié la destination géométrique, qu'elles correspondent à un attribut général où l'on peut voir réellement un heureux résumé spontané de l'ensemble des caractères inhérents à la définition rationndle d'une telle famille.
Pour former id convenablement les équations de la génératrice , il faut concevoir ce cercle comme résultant de la combinaison d'un plan quelconque perpendiculaire à l'axe donné , j:s=:az-)-a,^ = 6a+6, avec une sphère, de rayon arbitraire, dont le centre soit fixement placé en un certain point de cet axe^ là , par exemple, où Q perce le plan horizontal. Suivant ce mode, ces équations
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qaoiqoe plus compliqaées qae celles des deax chapitres précédents , se trouveront aussi spontanément adaptées à la formation directe de réqaation collec^îve, puisqu'elles ne contiendront encore que deux paramètres variables r et c. Ainsi , cette troisième famille géométrique aura pour type analytique
Son application normale à la reconnaissance spéciale de chaque cas particulier serait ici plus laborieuse que dans les deux autres groupes considérés, mais d'ailleurs dirigée par les mêmes principes généraux. En concevant alors leur usage algébrique sous l'aspect le plus étendu , il faudrait donc éliminer deux des coordonnées variables entre l'équation proposée f{Xf y^ z) = 0 et les deux relations uniformes
la troisième variable devrait ainsi disparaître du résultat final , en y disposant convenablement des constantes ^ , ft , a , 6 , relatives à l'axe 9 afin d'annuler chacun des termes distincts où elle se trouverait contenue. L'élimination préalable se fera d'ailleurs , soit par le mode ordinaire de la substitution , s'il demeure praticable , soit par tout autre procédé équivalent qui pourrait devenir indispensable.
Cette équation collective des surfaces de révolution est toujours susceptible , envers chacune d'elles, d'une importante simplification, quand on prend pour axe des z l'axe même du corps çond. En y supposant ainsi a=o, &3=o,a=0, 6=0, elle devient d'abord j:»-f:r''+z*=ç (z); mais, comme le terme z* du premier membre peut passer dans le second , qù on doit le oûiioevoir abswbé par la fonction arbitraire , le type analytique
ge raMèae ftutaneotà h farine IrtfrriiipiB , <(t non
ou Ton voit diredement que lagénéntrioe s=tf, j:^^s/^, «A nn cerde borisontel dent le centre décrit TMe Tertical. Ém reste, cette dernière modification secondaire apportée à l'équation des corps ronds par la transposition de z' correspond géométriquement à la stibstittition d'un cylindre à la 9pbére}usqu'alors employée envers le cercle générateur.
Suivant un tel type, l'élimination fondamentale ci-dessus prescrite pour vérifier si une surface particulîèrey^(a:^,jaf) = 0, appartient à cette famille, se réduira maintenant, en y supprimant toute circoolocution superflue, à y faire disparaître simultanément xeij^ en posant seulement j^'-fj:*=M. Il est d'ailleurs évident que l'accomplissement de cette condition analytique n'autoriserait pas suffisamment, en général, à décider la négative de cette question, quand on n'aurait aiieim motif de présumer que l'axe de la surface dût nécessairement coïncider avec l'axe des z. Un tel caractère ne deviendrait alors pleinement certain qned'aprés une transposition d'axes indéterminée, et en disposant convenablement des constantes arbitraires qifelle introduirait. Mais, dans presque tous ces cas, heureusement peu utiles à considérer, l'ensemble de cette vérification analytique deviendraflt âu moins aussi pénible que si Ton eût d'abord employé le type un^ versel primitivement établi.
t58. En continuant à considérer la pliit simple éqwlioo edllective des corps rond» , il est ftteile d'y détetftiiwer, eoÊOÊsm dans les deux chapitres précédents, la ferme spéciale de la fonction arbitraire oonformément à une directrice donme, /;<jp, Xj z) 3= O^fJix, y^ JK) =« 0. Tout se réduit , en rffet , à exprimer la nencoiitipe de celle ligne avec ane génératrice qadconque s ■=:«« jr^^ss /, en éiiariaMit x^y^ z entre ks dwx
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ooqiks d'équtîoBs, d'oà résultcn h idalion corre^ondute desdeoxpamiiètres yariables ^ {e^r) = 0, anssitAI oonTortie €B équatioD de la surface dierdiée , eo y diangeant c en sel r m
Appliquons d'abord cette méthode an cas oà la directrice serait nne droi te donnée, a: = oji+a, ^ = ^ 1 40e Ton peut supposer, en eOet, parallèle aq plan des ors, sans particulariser, (lavantage , au fond, la solution géométrique» La rdation des deux paramètres cet r est id (ac-He)*-f€* = r% et il en résulte , pour la* surEaicecherdiéey l'équation tréfr-simple
Il est aisé d'en déduire la nature des méridiens de ce corps rond, aCo de le mieux connaître , en faisant ^ = 0, ce qui donne x'—a'z* — 2tf az = a*+6*. Or, cette équation annonce évidemment une hyperbole, dont l'axe des s constitue Taxe nontransverse, l'autre étant parallèle à Taxe des x, et son centre
étant situé à la hauteur yerticale , qui correspond sponta-
nément au point de la directrice le plus rapproché de Taxe de h sur&ce ; conformément aux indications géométriques directes sQf la correspondance nécessaire de la moindre section circulaire avec le sommet et le centre de l'hyperbole méridienne. Ainsi, la surface produite par la révolution d'une droite quiconque autoiur d'un axe fixe où elle adhère invariablement , peut aussi résulter de la rotation d'une hyperbde autour de son axe non-transverse. Le cône circulaire droit y rentre comme modification particulière, quand la droite reMontre l'axe, en que l'hyperbole se réduit à ses asymptotes , c'est-è*4ire en annulant 6.
Examinons encore le cas où la directrice serait une hélke^ établissant d'abord les équations de cette courbe
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imaginée par Archimëde, et qai constitue , à tous égards , la plus importante de toutes les lignes à double courbure , «parmi lesquelles elle tient , d'après sa parfaite uniformité caractéristique, le même rangquele cercle entre les courbes planes. Cette courbe cylindrique résulte du mouvement uniforme d'un point sur une droite pendant que celle-ci tourne uniformément autour d'un axe paraUèle adhérent. Sa grandeur dépend donc de deux . éléments linéaires , la distance constante de la génératrice à l'axe, ou le rayon du cylindre dont elle fait partie , et le chemin spécial parcouru parallâement à l'axe à l'issue de chaque réyolution entière , ou l'intervalle fixe, ordinairement nommé pas , qui existe entre deux spires consécutives le long des arêtes. La théorie générale de la similitude des courbes indique aisément , surtout en ce cas , que deux hélices ne sont semblables qu'autant que leurs rayons sont entre eux comme leurs pas. D'après sa définition , les plus simples équations de cette courbe contiendront ces deux constantes arbitraires : ainsi , l'hélice exige quatre points pour sa détermination ; puisque la transposition d'axes indispensable à la généralisation de ce premier type analytique y introduira naturellement six nouveaux paramètres, linéaires ou angulaires. Une appréciation géométrique directe confirme , en effet, que les équations les plus générales de l'hélice doivent contenir huit constantes, savoir : les quatre relatives à Taxe , les deux dimensions de la courbe , et enfin deux coordonnées delà position initiale, déjà placée sur un cylindre connu. Il est aisé de former les équations de cette courbe, puisque, d'après sa définition , elle se distingue de toutes celles qui appartiennent au même cylindre , en ce que la différence des distances de deux quelconques de ses points au plan de la base est toujours proportionnelle à la partie de ce cercle comprise entre leurs projections. Mais , avant de déduire d'un tel caractère le couple analytique accoutumé , il faut d'abord noter deux pro-
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priélés importantes qui en dérivent , l'une ponr la tang^te à rhélice, Tantre quant à sa rectification. Quoique cette courbe soit transcendante , et, à ce titre , directement inaccessible aux r^les élémentaires de ce traité à l'égard des tangentes , nous poQYOos cependant y traiter spécialement cette rechercbe ; car, d'après cette constante proportionnalité , la tangente à l'hélice doit faire avec l'ase du cylindre un angle invariable , dont la
tang^te trigonométrique équivaut à —r-j si r et A désignent le
rayon et le pas ; ce qui suffit pour déterminer cette droite , déji nécessairement contenue dans le plan tangent au cylindre. En seecmd lieu, une telle proportionnalité indique clairement que, quand le cylindre se déroulera surunjdan, chaque spire de l'bélice se développera suivant une ligne droite , dcmt l'angle précédent déterminera l'obliquité envers les génératrices du cylindre; en efiet, les longueurs variables ainsi comparées conservant toujours leur grandeur après cette transformation, cette proportion reproduit spontanément le caractère fondamental de la ligne droite , lorsque les arcs de la base sont de^ Tenus rectilignes. L'hélice pourrait donc, en sens inverse, résulter de la flexion d'une droite sur la surface d'un cylindre dans une direction plus ou moins oblique. A ce titre , elle y indique nécessairement le plus court chemin entre deux points quelconques : ce chemin minimum équivaut ainsi à l'hypoténuse du triangle rectangle formé par les deux longueurs cidessus comparées ; en sorte que la rectification de Thélice se ramène aussitôt à celle du cercle. Cette sommaire appréciation des principales propriétés de cette courbe ne laisse réellement à l'analyse transcendante aucune autre détermination essentielle que celle de la loi précise suivant laquelle chacune des deux courbures , évidemment constantes , d'une tel^ ligne dépend de son rayon et de son pas $ nos ressources actuelles m
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pearent indiquer , à cet égard , qa^an vague et insuffisant aperçu sur le décroissement nécessaire de l'une ou l'autre courbure à mesure que Tune ou l'autre de ces dimensions augmente.
Formons actuellement les plus simples équations de Thélice, en prenant son axe pour celui des z et dirigeant vers elle Taxe horizontal des x. L'une des équations sera (f abord x'+y =''N commune à l'ensemble du cylindre considéré \ quaot à l'autri , elle résultera aussitôt du caractère précédemment établi,
2SS — . rare ('cos=-\ puisque x serait évidemment leco-
aitttts de l'arc correspondant de la base y si r était le rayon cri« gooomiétriqve. Maîa , au lieu de ce couple primordial, il frat halHtuellement préférer, suivant le mode ordinaire, lai eooibi-
naison plus si mple x=rcosr-2,^srsin— z, relative aox
projections verticales.
D'après ces dernières équations, il devient aisé de former l'équation de la surface produite par la révolution d'une hélice autour d'une parallèle à son axe. Afin de ne pas troubler inutilement les habitudes analytiques propres à ce chapitre , où nous supposons Taxe du corps rond confondu avec l'axe desz, il faudra modifier un peu les équations précédentes , en y déplaçant l'origine, mais seulement sur Taxe des x, d'une distance égale à Tintervalle donné a entre Taxe du cylindre et Taxe de rotation. En partant ainsi des équations
^ =s rsm -r- z , j: = rcos — z+a ,
OU trouvera aiaémeat la condition de rencontre perpétoeHe avec le cerclez se, jrHr'aR% qui engendre Théliçoide cherché , doftt l'équalioB sera inaleDMiil
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it sera fadle d'«n déchire la nature des méridiens , en y faisant
Le mode général pour le passage analythilie de ebaqne directrice donnée au corps rond correspondant, se simplifie beancoap quand cette directrice est le méridien de la surface , dont nous supposons toujours Taxe confondu avec celui des z; alors, les équations de la courbe étant /"{j:,z) = 0,^=0,la relation des deux paramètres variables c et r propres à la génératrice devient aussitôt/ ( r, c )= 0 , d'où résulte l'équation de la surface cherchée /(l/"^ + j^' , « ) == o , aittsj' obtenue en changeant
seulement a: en vx^ +y dans l'équation plane du méridien proposé. Suivant cette règle fort simple, réqualionay+6V=a^6" donnerait a^z" + b^x^ + by^ = d'b^ pour l'ellipsoïde de révolution; de même , en partant de à'z' — b^x^^=:zt.a^b''^ on aurait a'z' — b^x" — by*=:^±aV envers l'hyperboloïde, en prenant le signe supérieur ou le signe inférieur , suivant que la révolution se ferait autour de Taxe transverse ou de l'axe non transverse ; pareifiement , les surfaces engendrées par la rotation de la parabole autour de son axe ou de la tangente au sommet seraient y+:c"= mz ou z^s= m* ( a:'+r*)> ^n considérant successivement les équations méridiennes j:*= mz ou z' = mx.
Il convient , à ce sujet , de signaler spécialement les cas du tore , dont l'équation se formera d'après celle du cercle méridien js* + (a:— a)' =r*, où nous supposons l'axe desx dirigé vers son centre. On trouve ainsi, pour le tore, l'équation du quatrième degré
il est aisé d'y constater, en rendent j^ constant , q[ue les coupes paraUèles à l'axe ooUnddent exactement avee les courbes considérées au n"" 22 , puisque leur équation
±k^— (c^+a'— r"+ar»)+aa k'c'+o?'
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peat toujours s'identifier avec celle qae nous ayons alors formée, en annonçant d'ayance l'appréciation gécHnétrique de ces lignes comme sections toriqpnes.
CHAPITRE V
Théorie de« sarCiees eonoîdea.
l59. Cette dénomination 9 dont le sens a beaucoup varié depuis Arciiimède, semble maintenant consacrée à désigner une nouvelle famille géométrique , fort usitée dans les arts , et comprenant toutes les surfaces engendrées par une droite glissant sur un axe fixe , parallèlement à un même plan , quelle que soit d'ailleurs Ja seconde directrice qui doit , en chaque cas , compléter la détermination de son mouvement. Quelques auteurs qualifient aussi de gauches les surfaces ainsi produites , d'après leur contraste naturel envers le plan : mais ce terme parait communément affecté au seul conoïde du second d^ré. Le nom qui a prévalu rappelle assez heureusement une comparaison géométrique avec les surfaces coniques , que confirmera ci-dessous l'appréciation analytique.
Nos principes généraux conduiraient aisément à former Téquation collective qui doit caractériser cette quatrième famille usuelle , d'aprè^ Taxe donné , ^== ^zz+œ,^ =: bz+Qj et le plan directeur y z =px-hqy- Car, la rencontre perpétuelle^de la génératrice x=^a!z+a\jr:=ib'z'ht', avcc cct axe, assujettirait d'abord ses quatre paramètres, ici simultanément variables, à
ta relation ordinaireTp--^==rp--T 5 ensuite son parallélisme
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coDSffflit envers le plan leur imposerait encore la condition pa^-h qb'=i, dont la combinai^n ayecla précédente permettrait de rédnire ces coefficients à deux seulement, selon notre régie fondamentale. D'après un tel préambule , il suffirait de rapporter ces deux derniers paramètres aux coordonnées x^y, z^ dans ' les équations de la génératrice , . pour en déduire aussitôt le type analytique cherché, en indiquant, comme de coutume*',, une liaison arbitraire entre ces deux fonctions. Mais je crois devoir laisser au lecteur Texécution de cette opération , dont je ne rapporterai pas même le résultat, que sa trop grande complication nous rendrait presque inutile. Je vais seulement former cette équation collective dans Thypothèse la plus favorable à sa simplification, c'est-à-dire, en supposant que l'axe duconoïde soit pris pour axe des z , et le plan directeur pour plan des jcj^; sauf à n'appliquer ensuite cette équation collective àl'en* tière appréciation d'un cas quelconque qu'après une convenable transposition d'axes coordonnés , qui offrirait , sous une autre forme , dés embarras algébriques à peu près équivalents à ceux qu'occasionne l'usage direct du type le plus général.
Suivant cette supposition habituelle , les équations z = c et jr=ajc exprimeront aussitôt l'ensemble des conditions relatives à la génératrice , ainsi assujettie , en effet , à rester horizontale en glissant sur l'axe vertical : aussi ce couple ne contient-il spontanément que deux paramètres variables, dont l'élimination conduira facilement, d'après nos règles, au type très-simple
Mi)-
On peut simplifier beaucoup son application à la vérification spéciale de chaque cas , en y voyant l'expression naturelle d'an théorème général de géométrie comparée analogue à celui de Mong^uur les surfaces coniques. Car, un tel caractère indique
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évidemment , oomme «o n* 155 , que réqHation du oonèlde est toajours homogène relativement aux seules variables x et y^ en ne faisant point participer la troisième coordonnée z à Tes-» timation du degré algébrique. Ainsi ^ l'idée analytique d'homogénéité qui , complètement envisagée , correspond à la notion géométrique d'un cône, se lie^ an contraire, à celle d'un conoïde, quand on lui fait subir cette modification élémentaire. Cette remarque générale caractérise analytiquement l'analogie sponta* née de ces deux familles , et tend à mieux motiver la dénomination qui rappelle un tel rapprochement. Quoi qu'il en soit , ce caractère comporte évidemment une application fort commode à l'appréciation géométrique de chaque équation particulière ; car, toute équation , comme, par exemple, z=^xjr^ considérée au n* 131 , qui se trouvera homogène envers deux ctes varia* Mes , représentera nécessairement un conoïde dont le plan directeur serait parallèle à ces coordonnées , et dont l'axe correspondrait à celle qui n'aurait point participé au degré. Un usage convenable des formules de transposition d'axes dans l'espace permettrait d'ailleurs de généraliser, mais très-péniblement , l'interprétation négative d'un tel symptôme analytique ; puisqu'il n'y a pas de conoïde qui , réciproquement , ne soit susceptible d'une pareille homogénéité partiale envers certains axes coordonnés.
160. Considérons, maintenant, pour une semblable équation collective, la détermination accoutumée de la fonction arbitraire conformément à une directrice donnée
L'élimination de x,^, z, entre ce couple spécial et le couple général z =c, j^ = ajc relatif à fa génératrice fournira aisément la liaison correspondante >{/(e,^) =0 des deux paramètres variables , d'où l'on dédun*a aussitôt l'équation du conoïde proposé i
en y changeant c en z et ^7 en ~.
SBGOHIII PâlTIB» GHAniU COHIVlfafB«
A|)|iliqiioii8 cette méthode aa cas oâ la diredrkeieriitiiiie
héiioe.
'j^yy=rmk —z. On Iroare àlon , eotfie kf
, h rdatkm a=:|anf — r, ci^ fiariatte^
2Sb
r= jTtaBs^spoorréqiialm^lim-MBple, qooiqoelrmfec»'
Cette fv&ee, fort «MMOe 4aM kl
Jrts
M de rcKalier â râ nw jour, enf a^Me far mm^
à la fuf lar «ae héiioe etfar 1 joe QuHâla ma ÊkUirim ■Mlferéaafei wii aaahigieaT^cbfpUéiiate, dteae
et la çBBÉntrkeaH ftai de la Iwe ds ^jimén, lij
fWftnitefrra«?jgeyii
• aaKfln i jbby cas* flBMiis csm
«fHCi'jai de la9C9anacnmfm«iiaÉ^^2s.tiur^
fUfeutKr/ac r>iiaiiii««^
532 GÉOHlâTRlE VANS L'ESPAGS.
2ir(r-f.zlang7— \/y+xO
y = j: tang
Àtangv
Quoique beaucoup plus compliquée / en général , que celle de la yis rectangubire ,* elle y rentre spontanément quand l'angle 7 devient droit. ^
Il convient maintenant d'apprécier la simplification générale qu'éprouve la formation de l'équation propre à chaque copoïde, lorsqu'on y prend spécialement pour directrice la trace de la surface sur un plan parallèle à Tun des deux plans verticaux. Les équationsde cette nouvelle base étant alorsy][^,z)=0, x=-dy
la relation des paramètres variables devient toujours fi-^c \=0, et conduit, pour le conoïde correspondant, à l'équation
jdx \
qui ne diffère de celle de la courbe donnée que par le simple
dx changement de x en — . C'est ainsi , entre autres , que, d'après
les équations x'^ ^^mzou z*=mx, le conoïde parabolique serait
représenté par les équations^'z = — x* on z*y = dmx^ seloff
que l'axe de sa base serait parallèle ou perpendiculaire au sien. Le cas le plus remarquable est , en ce genre , celiy du conoïde rectiligne , correspondant à la directricegr = «?, j? = az-hx. -. on trouvera aussitôt, pour cette surface, l'équation fort simple ayz^-oiy = dx^ dont le degré annonce que toutes les sections planes correspondantes sont des coniques. Si on y applique notre méthode générale pour l'étude de telles coupes, on reconnaîtra facilement qu'elles ne sauraient jamais être elliptiques, et qu'elles sont habituellement hyperboliques, sauf certainas situations déterminées où le plan sécant donne des pamOoleSr
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Ce conoïde sera plus spécialement examiné, au chapitre suivant, sous le nom consacré de paraboloïde hyperbolique.
Considérons enfin , comme envers les cylindres et les cônes, la formation de Téqnation propre à chaque conoïdc, quand il doit être circonscrit à une surface quelconque douuéefÇx^ j^, z) = 0. Le mode fondamental employé dans les deux antres cas est également applicable à celui-ci pour formuler le contact perpétuel de la génératrice , ^ = c , ^ = âto: , avec cette surface ; ce qui se réduira maintenant à exprimer, d'après les règles de la géométrie plakie, que la droite y=ax touche la courbe y* (J^5 j^, c) ==0 , en y employant , si on le juge convenable , le principe des racines égales. De la relation ainsi établie entre les paramètres variables a et c^ on passera d'ailleurs à Téquation daconoïde , comme. quand la directrice était donnée. Au reste, on pourrait aussi, dans ce nouveau cas, étendre la méthode, déjà indiquée à Fégard du cylindre et du cône , afin de caractériser directement la courbe de contact du conoïde avec la surface donnée, en assujettissant le plan tangent de celle-ci, (X— j:J/'^. + (^— J.J/V + (^~--2jA,=0 , à contenir toujours une horizontale rencontrant Taxe vertical , c'est-à-dire , à donner, en y supposant z=:z,y une droite dont la projection horizontale, {x — x,)/'x,+{y—y^)f'y,=^0, passe constamment à l'origine. On trouve ainsi
pour la seconde équation de cette courbe , qui dès lors pourrait devenir la directrice du conoïde circonscrit , de manière à faire rentrer cette question dans la précédente , si on le jugeait utile , comme envers les deux familles antérieures.
Appliquons , par exemple , cette méthode aii cas oii la surface donnée serait le cylindre vertical J^*+.>^*==''1 *** supposant toujours que le plan directeapr i»oit horizontal, mais en donnant
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alors à Taxe da oonoïde une ntuation obliqae » qu'on peiil d'ailleurs concevoir parallèle à l'an des deux autres pbns coordonnés. Si les équations de cet axe sont a: =; oz -f- « t or^ d , sa* rencontre avec une génératrice quelconque, z^e^ :r=?>^+9 « fournira d'abord la condition d=ipac'\-p%'\-q> La relation de contact sera ensuite q^=r''(p^-\'\). En éliminant les |iara-* mètres fariables/i, 9, et c , entre ces deux équations de condition et celles de la génératrice , on trouvera , pour la surface i^rchée , Véquation du quatrième degré
Cette surface est ordinairement celle de l'escalier à jour, quand la rampe est rectiligne. Mais , si l'arête horizontale des marches, en touchant toujours le cylindre vertical j^"+j:"=r\ devait d'ailleurs glisser sur une hélice , appartenant à un plus grand cylindre autour du même axe^ le lieu ne serait plus un Gonoïde. Toutefois , son équation spéciale ne serait pas plus difficile à former, d'après les mêmes équations z^c etj^=/7ar+^ pour la génératrice, en substituant à Taxe du conoïde Thélice
directrice :t:£=Rcos-=-z,^sRsiii-r- s. A l'andenne relatk» de contact 9'=r'(p'-f 1), il faudrait ici joindre la nouvelle condition de rencontre R sin -^caip /» R ooi -^^ ^^^ L'élimi^
nation des trois paramètres variables p, ?, c, entre ces équations et celles de la génératrice , fournirait , pour la surface cherchée, l'équation transcendante
R* \xt\n ^2-^cos-^z ) ='^( (^— R sta-Aj j 4.^:1:— Rcos-j^sV]
où R désigne le rayon de la cage eyloMirique de l'esceUer et r cetari ée k colonne vide.
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CHAPITRE VI
Théorie générale complénienUire^ relative à toas les groupes géométriques dont Véquation collective n'est pas connue , et surtout aux surfaces rectilignes ou circulaires.
161. L'étudësuccessive des ramilles les plus usuellesa tellement caractérisé , dans les quatre chapitres précédents, Tapplication normale des principes fondamentaux établis d'abord sur la classification rationnelle des surfaces, que le lecteur attentif ne saurait éprouver aucune grave difficulté à étendre spontanément le même esprit à de nouvelles familles quelconques dont la considération pourrait devenir convenable, pourvu que leurs définitions restassent conformes à la condition universelle que nous avons préalablement posée. Mais , afin de procurer à ces notions générales toute l'efficacité possible , il faut maintenant compléter leur appréciation essentielle, en la dégageant des équations collectives qui ne doivent servir qu'à en perfectionner l'usage régulier, de manière à pouvoir résoudre, en chaque cas particulier , les deux questions principales relatives à la formation et àla discussion des équations d'après le mode de génération des surfaces correspondantes , même envers les groupes géométriques qui n'ont pu encore être convenablement ramenés à de tels types analytiques. Pour bien sentir l'importance de cette théorie complémentaire, nous devons préalablement caractéri'ser les difficultés fondamentales qui empêchent jusqu'ici, et qui peut-être interdiront toujours, à beaucoup d'égards, rétablis.sèment de ces précieuses formules communes.
Ces difficultés sont de deux sprtes très-distinctes , les unes
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rdatives à la nature des familles de surfaces cODsidérées , les autres à la trop grande extension des groupes naturels. Sous le premier aspect, il faut reconnaître que, sans excéder les limites normales de la famille proprement dite, notre appréciation analytique ne se trouve pas toujours en suffisante harmonie jusqu'à présent avec notre conception géométrique. Persistons, en effet, suivant les explications initiales, à ne composer chaque famille que des surfaces dont tonte la différencie réside en une seule ligne fixe, et dont,. par suite, l'équation collective ne doit contenir qu'une seule fonction arbitraire. Or , ainsi conçue, la définition géométrique de chaque famille échappera encore trop souvent à nos types analytiques. Car, les moyens actuellement connus ne permettent de former ces équations communes qu'autant que le mode de génération considéré peut être défini et formulé indépendamment de cette courbe spécifique par laquelle diffèrent les divers genres d'une môme famille. Quand cette ligne sera une directrice proprement dite , sur laquelle la génératrice devra simplement glisser, cette condition préalable se trouvera toujours remplie, et l'on pourra constamment réduire les équations de la génératrice à ne contenir que deux paramètres variables, de manière à composer finalement réquation collective, comme nous l'avons éprouvé dans les cas principaux. Mais il n'en sera plus ainsi lorsque la courbe spé^ cifique , que Ton peut continuer , par extension , à qualifier encore de directrice, sera plus profondément liée à la définition de chaque surface, de façon à constituer un élément indispensable du mode même dé génération : on ne pourra plus alors former les équations générales de la génératrice indépendamment d'une telle directrice , et en n'y laissant que deux constantes arbitraires. Dans tous les cas semblables, on ignore jusqu'ici quelle serait l'équation collective , quoique le groupe géométrique ne soit pas réellement plus étendu qu'auparavant :
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seulement l'analyse transcendante y permet encore la formation des caractères indirects relatifs à la liaison des denx dériyées partielles de la variable dépendante , et qui correspondent géométriquement à une propriété générale du plan tangent. Telles seraient, par exemple, les surfaces, spécialement considérées ci-déssous , qu'engendrerait un cercle invariable dont le centre décrit une ligne fixe à laquelle son plan reste toujours normal : en changeant arbitrairement cette directrice du centre, cette définition constitue certainement une véritable famille, plus embarrassante mais aussi circonscrite que celles des cônes, des corps ronds , etc. ; or , son équation collective n'est pas connue jusqu'ici sous forme finie.
Quelle que soît l'importance réelle de ce premier ordre de diflBcultés analytiques, il est aisé de concevoir que Textension supérieure des groupes géométriques doit constituer le principal obstacle à la commune appréciation abstraite de chacun d'eux , quoique la nature identique de la génératrice continue encore à établir, entre ces cas plus variés, une véritable affinité fondamentale. En partant de la simple famille, dont l'indétermination consiste analytiquement en ce que les équations de la génératrice y peuvent être supposées réduites à ne contenir que deux constantes arbitraires, on peut facilement imaginer des groupes de plus en plus indéterminés, et néanmoins toujours naturels ; leur extension se mesurera spontanément par le nombre des paramètres variables propres au couple analytique de la génératrice, quand toutes les conditions de chaque définition collective y auront été suffisamment formulées. Or , aucun de ces assemblages plus étendus ne comporte jusqu'à présent de véritable type analytique , sauf les caractères indirects que l'analyse transcendante y a pu manifester, et seulement même envers très-peu de cas.
Pour mieux apprécier cette difficulté tondamentale , il
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saffit de renvifiager spéddemeat dans §on moindre degré, relativement à la pins simple de œs catégories natarelles, c'est-àdire à l'égard des surfaces engendrées par la ligne droite , et ordinairement qualifiées, à ce titre, de réglées on plutôt rerft* lignes. D'après le nombre des paramètres yariables propres à une telle génératrice , nous avons déjà remarqué que trois directrices devenaient , en général , Indispensables à Fentière détermination de son mouvement. Gomme une seule directrice laissée arbitraire dans un mode quelconque de génération constitue, en géométrie comparée, une famille proprement dite, il est évident qae le groupe géométrique des surfaces rectilignes comprend nécessairement une double infinité de familles distinctes , dont les cylindres , les cônes , et les eonoïdes ne nous ont offert que les plus simples et les plus usuelles. Il n'existe pas jasqu'iei de type analytique assez général pour leur con-* venir simultanément , et néanmoins asseï circonscrit pour les caractériser exclusivement. Si jamais on parvient à l'instituer, on peut assurer d'avance qu'il devra contenir distinctement trois fonctions arbitraires indépendantes entre elles, afin de correspondre au nombre naturel des directrices qu'exige alors l'entière détermination de chaque espèce, et de pouvmr se modifier convenablement, d'abord envers les classes, ensuite ii l'égard des familles.
On rendra plus sensible encore une tdle nécessité en conri* dérant la principale division géométrique des surfaces réglées, selon qu'elles sont développables on non dévelôppaUes , è'es^ à-dire suivant qu'elles peuvent on non être envisagée» comme formées d'éléments plans juxteposés, ayant toute la longueur de la surface dans le sens de chaque génératrice, et iafimmeot petits senlement dans le sens perpendicidaire; condition évidemment indispensable et suffisante pour permettre, en effol, de déployer testes ka parties de la surface sur un mAue j^n à
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h SQiie les unes des aatres, sans lacane ni oanfasion. Parmi les trois familles de surfaces recUlignes que nons ayons étudiées, les deux premières sont déyeloppables , parce que deux posi-^ lions consécutives de la génératrice y appartiennent toujours à un même plan ; la troisième ne Test pas , faute d'un tel caractère fondamental. £n ayant égard à cette distinction générale , il faut reooffinaitre que la classe des surfaces déyeloppables , qadque ne constituant déjà qu'un cas particulier de ce vaste groupe géométrique , est elle-même trop étendue pour comporter, au moins sous fm'me flme , une yéritable équation collective , dans l'état naissant où se trouye encore la géométrie comparée , qui n'a pu jusqu'ici fournir, à cet ég^rd , que le caractère analytique indirect trouyé par Euler d'après la théorie générale de la courbure des surfaces, éyidemment réservée à l'analyse transcendante. Cette commune équation des surfaces déyeloppables, devant être moins étendue que celle du groupe total des surfaces reetilignes, et devant pourtant convenir à une infinité de familles proprement dites, contiendrait nécessaire* ment deux fonctions arbitraires. Il est aisé de le confimer direetonent, d'après chacune des deux origines géométriques que Ton peut assigner en général , à de telles surfaces. Toute surface déyeloppable peut d'abord résulter du moayement d'un I^n assujetti à toucher à la fois deux surfaces fixes quelconipies, en considérant le lieu des droites qui joignent ses deux points de contael, et dont l'ensemble remplit naturellement la condition f(HMbtmentai6 imposée ci-dessus au développement d'une surface reetiligne. Sous ce premier aspect , il n'est pas douteux que le type analytique de cette classe géométrique devrait né* ceasakement contenir deux fonctions arbitraires, afin de cor-respondre à la double source de yariation inhérente à une telle définîtioD i si les deux surfaces directrices étaient égales et paralMiM,ilflii rtsidterait la famille des eyliadresj eeUe ées
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cônes correspondrait à leur simple simUitade , jointe au même parallélisme; one infinité d'autres familles inconnues dérive*raient de nouvelles dispositions mutuelles. En second lieu , on peut aussi concevoir une surface développable conune l'ensemble des tangentes à une môme courbe à double courbure, d'ailleurs quelconque. Cette seconde définition n'est pas , au fond , moins générale que la précédente , puisque , les généra trices consécutives de chaque surface développable devant nécessairement se rencontrer, la suite de leurs intersections forme graduellement une certaine courbe qu'elles touchent toutes ^ et qui est évidemment propre à caractériser la surface correspondante, où on la qualifie ordinairement & arête de rebrotissemerU. Or, sous ce nouveau point de vue , il est pareillement évident que l'équation collective de cette classe de surfaces devrait naturellement contenir deux fonctions arbitraires distinctes , en vertu du dualisme analytique de cette courbe caractéristique , qui , successivement supposée cylindrique, ou conique, ou sphérique, etc., produirait une infinité de groupes secondaires, au moins aussi étendus que nos familles proprement dites.
L'ensemble des réflexions précédentes est très-propre à caractériser nettement la difficulté fondamentale qui empêche aujourd'hui, et qui peut-être interdira toujours dans la plupart des cas, la pleine formation des types analytiques destinés à représenter les groupes géométriques plus indéterminés que ceux dont nous avons considéré Tappréciation spéciale. Si, en eflet , de tels obstacles essentiels existent déjà envers la plus simple catégorie, où la génératrice ne comporte que quatre paramètres variables, ils doivent naturellement acquérir beaucoup plus d'intensité à l'égard d'assemblages encore plus vastes^ relatifs à des génératrices plus compliquées, dont la conception analytique exigerait trois couples de constantes arbitraires, comme pour les surfaces circulaires , ou , à plus forte raison ,
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^atre oonples» quant aux surfaces paraboliques , et ainsi suc*oessivement, suivant le nombre de points déterminant propre à chaque génératrice.
163. Tous les systèmes de génération envers lesquels les divers motifs précédents doivent nous faire renoncer, soit maintenant , soit môme à jamais , à la formation des équations collectives introduites par Monge, ne sauraient dès lors permettre une étude générale aussi satisfaisante, à beaucoup près, que cdlé des groupes géométriques dont les types analytiques sont convenablement établis. Néanmoins, on peut encore résoudre , envers chaque surface particulière d'une telle nature , les deux questions fondamentales qui consistent , soit à former son équation quand sa génération est complètement déterminée, soit , réciproquement , à reconnaître le mode de génération d'après l'équation donnée.
Pour le premier problème, il faudra toujours partir du couple analytique le plus général , et pourtant le plus simple, relatif à la génératrice proposée , yi(^, ^> s , ^, ^ , c, d...,) =0 ctyi («r, j^, z, a, b, c, d..,.) = 0. Cela posé, on y réduira les paramètres indéterminés /z, b, c^ d...k un seul , en ayant ^ard à l'ensemble des conditions qui déBnissent le mouvement de la génératrice, soit que cette ligne doive glisser sur des courbes données , comme dans le cas le plus ordinaire , soit qu'elle doive toucher constamment des surfaces données, ou suivant toute autre prescription géométrique. Si cette réduction nécessaire restait impossible après avoir tout pris en considéra** tion, la définition serait, par cela seul, reconnue insufiOsante, et propre uniquement à constituer une famille , ou une classe , ou quelque groupe géométrique encore plus étendu , au lieu d'une espèce déterminée. Après une telle préparation , l'équation de la surface cherchée résultera toujours de l'élimination de Tuni^iie paramètre ainsi conservé entre les équations de h
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génératrice. Yu qa'il importe peu d'ailleurs qpeceUe préalable subordination des constantes arbitraires soit explicite ou seulement implicite, on évitera souvent de s'imposer d'inutiles entraves algébriques eu concevant plus largement rensemble de ce calcul, consistant à éliminer tous les n paramètres primitifs de la génératrice entre ses deux équations et les n — 1 reliH tions qui doivent spécifier son mouvement , sauf à choisir judicieusement, en chaque cas, la meilleur mode d'élimination.
Considérons maintenant le problème inverse, où il s'agit de reconnaître si une surface donnée/ (:r^ ^, 2i)=o peut être engendrée par une certaine ligne ^^et de découvrir le mode de génération. En procédant également d'après le couple analytique le plus général et le plus simple qui convienne à cette génératrice, y (ar,^, z, a, 6, c, £/...)==0, 4*(a-,^, », a,*,c, rf...)«0. il faudra que la ligne puisse être contenue sur la surface , sans que tous ses paramètres a^ by c, d.,. soient entièrement déterminés, et en laissant l'un deux totalement arbitraire , tousl^ autres lui devenant subordonnés selon des formules géométriquement admissibles. Si, en effet, cette condition est rempUe, elle garantira nécessairement que Téquation de la surface donnée pourrait dériver de celles de la courbe proposée, en éliminant entre elles cet unique coefficient variable. Toute rôpération analytique consistera donc, sous Faspect le plus étendu , à éliminer deux des coordonnées jc^y^z, entre les équations de la ligne et celle de la surface , afin que Téquation finale relative à la troisième coordonnée puisse devenir identique d'après des valeurs réelles des divers paramètres de la génératrice en fonction de l'un d'eux , pour exprimer que cette ligne s'applique totalement sur la surface dans clmcune de ses positions. Quand la surface proposée sera ainsi reconnue susceptible d'être engendrée par la ligue considérée, l'eMemUe
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de œs coBiiltioas détermioera en même temps le mode de génération.
164. Appliquons d'abord cette double méthode oniverselle à la théorie générale des surfaces réglées ou rectilignes. Considérons-y , en premier lieu , la formation de Féquation d'après les trois directrices qu'exige alors rentière détermination du mouvement de la génératrice, a:=az-{-0L^ jr=:bz-{-^. Dans le cas le plus simple , ces directrices seraient trois droites, sans intersection mutuelle , et dont Tune , si les axes sont totalement disponibles, pourrait être prise pour axe des ;», en dirigeant les axes horizontaux parallèlement aux deux autres , l'une de celles-ci pouvant même être supposée dans le plan des 0?^. Les équations de ces trois directrices seraient donc j?=0, ^=0, puis iî=:0,^ = c, et enfin j?=/?, z=q. En vertu de sa rencontre perpétuelle avec les deux premières , la génératrice aurait pour équations y= ojc^ ^=:bz-^c^ où la troisième intersection exigerait la relation ap=bq'{-€. Si l'on y élimine les paramétres variables aei b, on obtient aussitôt Téquation de la surface du second degré cherchée ,
qxjr -j- cxz — pj'Z = qcx.
Malgré sa grande simplicité ^ cet exemple intéressant suffit ici à manifester la marche générale d'une opération déjà convenablement expliquée en principe.
Pour caractériser nettement les cas où le mouvement de la génératrice est défini autrement que par des directrices, il convient d'apprécier ici le mode de' formation de Téquation de chaque surface développable , que l'on croit mal à propos ess^tiellement inaccessible à l'analyse ordinaire , et qui pourtant n'exige , au fond , que la simple théorie du plan tangent , déjà complètement applicable , dans ce traité élémentaire , à toutes les équations algébriques proprement dites. Cette, ques-
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lion générale serait d'abord facile à traiter, si la satface dève» loppable qae Ton considère était définie par son arête de rel^ronssement , dont les équations , f (x, y^ x)=0^ ^ (x, ^, js?)=0, fourniraient aussitôt celle d'une tangente quelconque , d'après l'ensemble des deux plans tangents ,
l'équation cherchée résulterait alors de l'élimination des coordonnées auxiliaires x,j ^„ z^^ entre ces deux équations et les deux relations 9 7 (x, y X, , z.) = 0, ^(x,, j^, , z,)=:0, qnicar ractérisent ce point de contact. .Quoique le calcul soit plus pénible dans l'autre système géométrique propre à la définition des surfaces développables , l'analyse transcendante n'y est pas réellement plus indispensable. Supposons , en efiet , un plan mobile assujetti à toucher constamment deux surfaces données ff(x^jry z)=:0 et ^ (x,^, z)=sO. Il suflSra, pour instituer convenablement la solution , d'y introduire , à titre de variables auxiliaires, les coordonnées respectives x,^ y^, z,, et -r, , ^,, xr, , des deux points de contact , dont la droite de jonction constitue ici la génératrice de notre surface développable. Les deux plans tangents correspondants auraient pour équations
et
Or, l'identification continue de ces deux équations, afin d'exprimer que le plan mobile touche à la fois les deux surfaces fixes , fournira d'abord les trois relations
f». +»a ?». +«a fV, f«.
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entre les six variables auxiliaires, d'ailleurs assujetties déjà par leur nature aux deux conditions T(J:•or,»^,)=Oet^Ka;„^,, J?J=0. Si , à ces cinq relations nécessaires, on joint les deux équations de la génératrice
Z, 2, Za— Z,
on pourra totalement éliminer les six coordonnées introduites , de manière à obtenir, entre les variables naturelles x,^, z, Féquation de la surface demandée , quoiqu'une telle opération analytique dût le plus souvent devenir d'ailleurs presque impraticable, même envers des données fort simples. Pour en mieux saisir l'esprit , le lecteur devra pourtant s'exercer à l'accomplir dans quelques cas faciles, et au moins à l'égard de deux sphères, où les indications géométriques fourniraient directement une complète vérification spéciale.
Ainsi envisagée, la théorie analytique des surfaces dévelop-* pables trouverait naturellement une large application dans le problème général des ombres , maintenant conçu de la manière la plus étetadue , c'est-à-4ire en supposant , au corps éclairant anssi bien qu'au corps éclairé, une figure et une grandeur quelconques. Car, en déterminant la surface développable circonscrite à ces deux surfaces , sa combinaison avec chacune d'elles y caractériserait la ligne de démarcation, soit entre la partie eflScace et la partie superflue de la première, soit entre la partie éclairée et la partie obscure de la seconde ; ensuite, sa trace sur toute autre surface opaque donnée y marquerait le contour naturel de l'ombre portée. Il importe de noter, an sujet d'une telle application , qui indique spontanément la distinction nécessaire de l'ombre à la pénombre^ que le lieu développable ainsi obtenu se trouvera toujours composé de deux surfaces différentes , puisque le plan tangent peut être considéré dans deux sortes de situations très-distinctes, selon qu'il laisse les
546 GtoMÉTKIB DAVS t'ESPACK.
deux surfaces fixes d'un même c6té oa qu'il passe entre elles. Pour deux sphères, ces deux élém^its du lieu cherché seraient deux c6nes circulaires droits , engendrés autour de la ligne des centres par les deux couples de tangentes communes aux deux grands cercles correspondants. £n un cas quelconque, on doit donc trouver finalement une équation exceptionnellement décomposa ble en deux facteurs, dont Fun servirait ici à déterminer Tombre proprement dite , et l'autre la simple pénombre, con* formément aux exigences spéciales de cette application.
165. Qaant à reconnaître , en second lieu, d'après Téqualion d'une surface donnée , si elle appartient à tel système désigné de génération , la marche générale expliquée au n"* 163 pour cette recherche inverse se simplifie beaucoup à l'égard des sur*, faces réglées, vu Textréme simplicité de leur génératriGe* Tout se réduit ainsi , en effet , à substituer, dans l'équation proposée, f[x^y^ z) = 0, az+a et 6z+6 au lieu de x eXy^ afin d'assujettir l'équation finale en z ,y*( az 4- a , &z+ 6, 2)=0^ à devenir complètement identique , en disposant convenablement de trois des paramètres a^b , ol^^ par rapport au qaa* triéme , qui doit rester arbitraire. Cette méthode n'étant , eu outre, nullement entravée par Viodétermination des coefficients de la surface , on pourra l'appliquer aussi à découvrir sous quelles conditions un genre géométrique donné peut devenir rectiligne» suivant les relations que cette prescription nécessaire imposera encore après avoir facultativement annulé trois des termes distincts en z , en vertu de la disponibilité des trois paramètres. Pour caractériser nettement cette élaboration analytique par un exemple décisif , et néanmoins fort simple, appliquons-la aux surfaces du second degré , parmi lesquelles il importe de discerner celles qui soi\t réglées ^ en déterminant d'ailleurs leur mode spécial de génération rectiligne.
Ces calculs seraient trop compliqués et leur^ résultai]» Irop
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eofOfas , si on les opérait directement sur l'équation la plus générale de ces surfaces
axf'+b^^'+cz^+djcy+exz+fyz-i-gx+hy'^kz = 1.
Il faut donc commencer par la simplifier autant que peut le permettre le libre choix des axes rectangulaires , même quand OD deyrait y distinguer ainsi plusieurs types séparés , dès lors successivement appréciables. Une telle préparation suit nécessairement la même marche que dans la question analogue de géométrie plane , quaut à la simplification préalable de Téquation générale des courbes du second degré , en changeant d'aliord la direction des axes, afin d'opérer la séparation des yariables , et déplaçant ensuite l'origine seule pour modifier les termes inférieurs. La première transformation , qui est, de part et d'autre , la plus importante et la plus délicate , introduirait ici , suivant nos formules de transposition , trois angles disponibles, qui permettraient d'annuler, en général, les trois termes où les Tariables sont mêlées; ensuite, la distinction rdaii?e à l'existence ou à l'absence d'un centre conduirait aisément à diriger les simplifications complémentaires. Mais l'embarras du calcul consisterait , surtout sous le premier aspect , à constater suffisamment que la réduction est toujours possible dans tous les cas que l'on doit avoir en vue ; ce qui exigerait, a l'égard des constantes angulaires, la considération d'une pénible équation finale du troisième degré. Quoique rien ne pût dispenser régulièrement d'une telle opération algébrique si on voulait réellement accomplir cette préparation en un cas particulier, on peut néanmoins éviter complètement cette lourde discussion , quand il ne s'agit , comme ici , que de constituer, en génénd, les plus simides types analytiques propres aux diverses surfaces du second degré , et destinés à diriger, sous un rapport qofllcoQqiie , leur étude spéciale,
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Pour cette nouvelle appréciation , il faut utfliser pins Urg^ ment qu'on n'a coutume de le faire la notion générale des diamètres propres à ces surfaces , en s'aidant , d'ailleurs , des connaissances aqquises sur les courbes correspondantes. L'application directe de notre seconde méthode des diamètres ferait reconnaître , envers les surfaces quelconques du second d<^, aussi nettement qu'à l'égard des courbes de ce genre, la nature commune de tons leurs diamètres. Mais la même eonsidératioD qui nous a déjà dispensés de ce calcul en géométrie plane peut également nous l'épargner ici, en réfléchissant que le diamètre immédiatement résulté de l'équation complète ci-dessos rapportée, en y dégageant l'une des variables , est évidemment un plan ; or, ce lieu se rapportant à des cordes qui , au fond , sont arbitraires envers la surface ^ vu l'entière généralité de Téqoation proposée quant aux situations , il s'ensuit pareillement, de cela seul , que tous les diamètres sont nécessairement plans dans toutes les surfaces du second degré. Il faut d'ailleurs noter que toutes les sections planes de ces surfaces sont des courbes du même degré , que nous avons déjà reconnues être constamment symétriques soit en un seul sens , soit en deux rectang[alaires. Cela posé, on doit d'abord distinguer deux cas, solvant que ces sections n'admettraient jamais qu'un axe unique, oa qu'elles pourraient aussi en comporter deux , c'est-à-dire selon qu'elles seraient ou non susceptibles de centre. Si la surface proposée ne pouvait fournir que des coupes paraboliques, en y considérant une certaine série parallèle de ces sections, le lien de leurs axes, nécessairement parallèles entre eux , formerait un plan diamétral autour duquel la surface se trouverait symétrique, puisqu'il serait partout perpendiculaire aux cordes correspondantes , si la direction des coupes était convenablement choisie : dans ce premier cas ^ essentiellement exceptionnel ^ ^ surface n'est symétrique qtf en un seul $eii9 , comiqe te com*tf
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qui la composent exclusiTement. Quand les secUons. peuvent aussi devenir elliptiques ou hyperboliques , ce qui doit évidem-* ment constituer le type normal, qu'il faut ici avoir seul en vue, une pareille série parallèle pourra fournir deux suites rectan* galaires d'axes partiels , d'où pourront résulter deux |dans diamétraux perpendiculaires à leurs cordes et d'ailleurs entre eux. Toutes ces surfaces sont donc symétriques autour de deux plans rectangulaires. Ainsi , en y plaçant les plans des jcz et des yz^ Téquation deviendra nécessairement
afin de ne contenir aucune puissance impaire de x ni de y, La possibilité de séparer les variables, en faisant même disparaître deux des termes du premier degré, se trouve dès lors aisément démontrée. Quant aux simplifications ultérieures, il y faut distinguer deux cas , selon que la surface est ou non susceptible de centre. Car, pour Fun , l'origine pourra être transportée en ce centre, sur l'axe actuel des z, de manière à écarter aussi l'unique terme du premier degré qui eût été conservé, en ramenant la surface au type
que nous emploierons alors habituellement : il prouve aussitôt que de telles surfaces sont pareillement symétriques autour du troisième plau coordonné. S! la surface n'a pas de centre, le terme kz ne pourra pas disparaître; mais on pourra enlever le terme constant, en plaçant l'origine à la rencontre delà surface avec l'axe des z, qui seul était déjà pleinement fixé. Il importe d'ailleurs de sentir que l'absence même de centre assure alors l'annulation spontanée du terme en ^% d'après le choix primitif de deux des plans coordonnés ; car, sans cela , la surface
aurait évidemment un centre , dont l'ordonnée verticale serait
k ^ — . Cette circonstance analytique est parfaitement walogue
k celle que imnis ayons expliquée envers les sections eonkioes, où l'on ne peut séparer les Tariables sans qne l'on des carrés soit simnltanément éliminé , quand le lien géométrique est caractérisé par le défaut de centre. Ainsi , cette derniéK classe de surfaces du second degré est finalement réductUileau type
Pour compléter cette discassion préparatoire , il faudrait maintenant revenir au cas exceptionnel , où la surface n'était symétrique qu'autour d'un seul plan ^ comme ne comportant que des coupes paraboliques. En supposant l'axe des z perpendica* laire à ce plan , l'équation deviendrait , d'après cette symétrie ,
Mais la nature géométrique de ce cas exige d'abord que a et à s'y annulent spontanément , afin que les deux traces verticales ne puissent être que des paraboles; la même circonstance deviendra ensuite indispensable quant à c, d'après un pareil motif envws la trace hmizontale. Dès lors , en plaçant l'origine au basard sur cette dernière trace , qui sera ainsi devenue recti* ligne , on aura finalement l'équation
A l'inspection ^ on y reconnaît aisément , d'après nos principes généraux, une surface cylindrique, à base parabolique.
L'ensemble de la discussion précédente conduirait donc à distinguer trois types analytiques, z*=zdy-^ex^ ax^^-^-hyr^z^ ax^ 4" ^y + ^2;' = 1 , pour les surfaces du second degré , suivant qu'elles sont symétriques en un sens unique, ou en deux sens rectangulaires, ou enfin en trois pareillement' rectangulaires. Mais le premier cas, ne convenant qu'au seul cylindre parabolique , doit élre essentiellement écarté, sOit parce qu'une tdie surface est déjà suffisamment connue, soit parce que son
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éqsfttioQ peut y h la xigueur, rentrer ^ao^ le second t;pe« en y anQulant Tua des carrés. Il ne £aitt distiagiier finalameiit, parmi les surfaces da second degré, que deux dasses différentos, selon qu'il e&isle ou non un centre. C'est uniquemeni à ces deux types, a•c•*-fZ^f '+ es' = 1, aj;'4-Ay=2, qua nous devrons maintenant appliquer la méthode fondamentale, destinée à caractériser les surfaces rectilîgnes.
Toutefois , avant d'accomplir cet examen^ il convient de discuter sommairement chacune de ces deux équations déOnitiye^, afin de teconnaitre d'avance, d'après la forme générale de cçs surfaces, en quels cas il convienl de poursuivre une telle appréciation , sans la compliquer inutilement par la considération des surfaces dont la nature exclut directement toute semblable génération.
Envisageons d'abord les surfaces du seco«id degré qui oui un centre, pour discerner, d'après le type aj:'4r-/»y+c^'= 1, les divers cas géométriques qui peuvent y résulter des différenis signes attribuables aux trois coefficients a, 6, c, dont l'un fi|u moins doit être toujours positif. Si, en premier lieu, les <lettx autres le sont aussi , il est évident que la surface sera fermée et continue , chaque coordonnée y ayant une Ijmite sfipérieure, sans aucune limite inférieure : le xxomé'ellîpsoide rappelle alors très-nettement que toutes les sections planes sont elliptiques. Il est aisé de constater, d'après l'hypothèse de z constant, que cette surface peut résulter du «aouvemeui d'une elUpse horiioutale, dont le centre parcourt l'axe vertical, tandis que ses demiaxes constituent, en chaque position, les abscisses horizontales qui correspondent à une même ordonnée dans le» dwi: traces VOTticales de l'ellipsoïde. Ces deux directrices , aa:^ +cx^ == 1 , bjr^^cz'' =1, ont toujours le même axe vertical : mais leurs axes horizontaux ne seront égaux qu'autant que la surface serait de révolution, si ou siqjposait as=zb.
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Quand Tun des coefficients a^ b,c^ deviendra négatif, la surface ax^-^fy* — cz' = l setronvera nécessairement indéfinie, sans cesser d'être eontinne , puisque les valeurs de z ne seront assujetties à aucune restriction quelconque. Les deux directrices verticales seront alors des hyperboles , ayant le même axe non transverse, etTellipse génératrice poura s'agrandir à l'infini , en partant de la situation caitrale, où elle a les moindres axes. On désigne cette seconde surface sous le nom à' hyperboloïde â une nappe. Elle peut encore être de révolution, lorsqu'on suppose égaux les deux coefficients positifs.
Faisons enfin l'hypothèse inverse, où deux coefficients deyiennent négatifs. Dans ce troisième cas, ax''\-by^ — cz^=. — 19
les valeurs de z sont assujetties à une limite inférieure \ / - 9
sans comporter d'ailleurs aucune limite supérieure ; en sorte que la surface est illimitée , mais discontmue. L'axe vertical commun des deux hyperboles directrices est alors leur axe transverse , et le mouvement de l'ellipse génératrice est interrompu entre leurs sommets. C'est pourquoi le lieu , qui serait encore de révolution si on égalait les deux coefficients de même signe, est qualifié A*h%ip€rholiHde à deux nappes.
Les deux hyperboloïdes sont les seules surfaces du second d^ré sur chacune desquelles on puisse indifiëremment tracer des paraboles, des ellipses, ou des hyperboles, suivant la direction du plan coupant : leur forme générale dispense, à cet ^rd, de toute appréciation analytique. On peut rapporter à chacun d'eux le cas du cône, elliptique ou hyperbolique, où l'équation devient homogène par l'annulation du terme constant, en sorte que le centre se place exceptionnellement sur la surface , dont il constitue alors le sommet proprement dit.
Considérons maintenant les surfaces dépourvues de centre, d'après le type aa:^+by = z^ qui indique naturellement deux
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hypothèses géométriques , selon que les deux coefBcients a et h auront le même signe ou des signes opposés. Dans le premier cas, les sections horizontales seront encore des ellipses parallèles, semblables, et ayant leurs centres sur Taxe vertical: mais le mouvement de l'ellipse génératrice sera maintenant dirigé par deux traces paraboliques ayantle même axe et pareillement tournées. La surface s'étendra donc indéfiniment d'un côté du plan des xy^ sans pouvoir pénétrer de l'autre côté : elle a reçu le nom de paraholoïde elliptique , destiné surtout à rappeler que ses sections planes, toujours elliptiques ou paraboliques , ne sauraient jamais devenir hyperboliques.
Quand les deux termes du second degré ont des signes opposés, les deux traces paraboliques sont alors tournées en sens contraire, et l'ellipse génératrice se transforme en une hyperbole, dont le demi-axe transverse, toujours indiqué par la rencontre de l'une de ces paraboles directrices , est parallèle à l'un ou à Fautre des deux axes horizontaux , selon que le plan de celte hyperbole horizontale est au-dessus ou au-dessous du plan des XX 9 V^ coupe la surface selon deux droites remarquables , parallèles aux asymptotes de ces deux séries de sections hyperboliques semblables. Pour mieux caractériser cette dernière surface , la plus difficile à bien voir parmi toutes celles du second degré, il convient d'y considérer la nature générale des sectioas planes , d'après la méthode du n"" 145. Or , on trouve aisément que la constante composée qui distingua analytiquement les trois courbes du second degré est ici — iab côs'6 ; en sorte que, aei b étant de signe contraire , la section ne peut jamais être elliptique, et se trouve ordinairement hyperbolique, sauf le cas parabolique correspondant à tout plan vertical. Tel est le principal motif de la dénomination de paraboloïde hyperbolique affectée à cette surface, qui évidemment ne sera jamais de révolution^ taudis que Tautre paraboloïde en est susceptible.
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166. Après cette dîscussioD préliminaire , noos pooyoBS aisément discerner , parmi les cinq surfaces da second degré , celles qai comportent une génération rectiligne. Gomme toute surface réglée doit élre à la fois illimitée en tout sens et cootinue, il est clair que rbyperbolojde à une nappe et le paraboloïde hyperbolique doivent seuls être soumis ici à un tel examen analytique, qui d'ailleurs confirmerait envers les trois autres cas une évidente exclusion géométrique.
Pour la première de ces deux surfaces, la substitution prescrite, j:=5=wz-f-aî^=«2j4-6f dans l'équation
tfx'+éjr»— cz* = i, conduira aux conditions d'identité
tendant à déterminer les trois paramètres a, byO,, relativement à § , qui y restera arbitraire , suivant la règle fondamentale. Tout se réduit donc à examiner si ces trois formules , qui ne sauraient évidemment devenir réelles envers rellipsoïde ou rbyperboloïde discontinu , le seront toujours à Tégard de l'hyperboloide continu. Or, l'appréciation géométrique des trois conditions précédentes ne laisse, à ce sujet, aucune incertitude, et dévoile en même temps le mode de génération. Car , la troisième relation sera d'abord satisfaite, aussitôt qu'on fera glisser la génératjrice sur l'eUîpse qui constitue la trace horizontale de la surface. En comparant le cœiBcient angulaire de la tangente i cette ellipse avec celui de la projection borizontale de la droite, il est aisé de constater que la seconde eoqditiou^ oblige la projection horizontale de la génératrice à toucher constamment cette courbe. Quant à la première relation» qui n'est qu'entre les deux coefiScients angulaires , son interprétation géométrique sera plus claire en l'établissant entre l'un d'eux et le cœficient linéaire corr^ppndant, à Taidc des deuj; autres
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oofiditioiis. Oq parviendra ainsi à reconnaître aisément que diaque projection verticale de la génératrice doit être tangente à la trace respective de la surface. L'ensemble de ces conditions étant réalisable, Ffiyperboloïde à une nappe est donc une surface réglée , engendrée par une droite qui glisse sur Tellipse borizootale , tandis que ses diverses projections touchent sans eesfie les traces correspondantes de l'hyperboloïde. Comme ces tangentes sont menées d'un point extérieur à l'égard des traces verticales, chaque projection horizontale de la génératrice peut se combiner avec deux projections verticales distinctes « ce qui indique* en chaque point de l'ellipse directrice, deux génératrices symétriquement placées^ et par suite un double système de génération rectiligne. Une génératrice quelconque de l'un des deux modes devant rencontrer toutes celles de l'autre, on pourrait donc diriger aussi le mouvement de la génératrice en l'assujettissant à glisser toujours sur trois droites fixes , conformément h une définition précédemment examinée.
Considérons , en second lieu , le paraboloïcte hyperbolique, ajc' — by:=z z, La même substitution y conduira aux trois conditions
am* = bn^y 2amaL — ^bn^ = 1, aot^ = 6^*,
dont la dernière indique encore que la génératrice doit glisser sur la trace horizontale de la surface , maintenant composée de deux droites , symétriquement disposées autour des axes coordonnés. On aperçoit , sans plus d'embarras , le sens géométrique de la première, qui, assignant une direction constante à la projection horizontale de la génératrice , assujettit celle-ci à rester parallèle au plan vertical passant par l'une ou l'autre de ces deux directrices horizontales ; ce qui annonce directement une double génération , où la génératrice rencontjre alternativement l'une de ces traces en demeurant parallèle au plan de Taolre. Tout se réduit donc à constater si la seconde conA-
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lion pent être pareillement satisfaite , ce qui se verra nettement après qu'on l'aura établie entre m et a, comme dans le cas précédent , à l'aide des deux relations extrêmes. Car, ainsi devenue 4a/7ia=l, elle oblige aussi la projection verticale delà génératrice à toucher constamment la trace correspondante de la surface, dès lors rangée parmi les conoïdes. La double génération permettrait également de substituer à cette dernière condition une directrice rectiligne , arbitrairement choisie , pour chaque mode , entre les génératrices de l'autre.
En résultat d'une telle appréciation, chacune des deux classes de surfaces du second degré renferme donc un cas à génération rectiligne , où le lieu résulte toujours du mouvement d'une droite sur deux autres droites fixes, en achevant de le définir, tantôt par une troisième directrice analogue , tantôt par le parallélisme à un plan donné.
167. Pour caractériser suffisamment nos principes généraux sur la formation et l'appréciation des équations propres aux surfaces quelconques appartenant à des groupes naturels dont le type analytique n'est pas encore connu , il convient de les appliquer aussi, mais plus sommairement , au cas le plus simple après celui de la génération rectiligne , c'est-à-dire aux surfaces circulaires. Nous n'en avons considéré spécialanent qu'une seule famille, la plus usuelle de toutes, celle des corps ronds proprement <Uts. On pourrait d'abord , en généralisant la définition de ces surfaces , composer aisément une infinité d'autres familles circulaires, dont l'équation collective serait assignable ; car, d'après une première extension, on pourrait concevoir le cercle génératenr, toujours assujetti au parallélisme , mais sans que son plan fût perpendiculaire à la droite décrite par son centre; en second lieu, on pourrait surtout remplacer successivement cet axe rectiligne par un axe parabolique , hyperbdique , héliçoïdique , etc., ou de toute autre forme quelconque :
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chacune de ces noayelles hypothèses prodairait une famille distincte , non moins étendue qae celle d'où nous sommes partis. Mais, il serait superflu de s'arrêter ici à l'appréciation spé-^ ciale d'aucun de ces cas , puisque le type analytique en serait toujours facile à former, suivant une judicieuse application des règles fondamentales du chapitre premier. Je dois donc me borner, à ce sujet, à considérer des groupes naturels dont l'équation collectiye soit encore inconnue. Le plus simple et le plus intéressant résulte d'un système de génération déjà signalé précédemment, où un cercle invariable se meut perpendiculairement à la courbe quelconque décrite par son centre. Ces diverses surfaces circulaires , déjà introduites , en géométrie comparée, sous les noms équivalents de canaux^ de tuyaux^ ou de tiibes^ comprennent évidemment une infinité de familles proprement dites, selon que le lieu du centre est une courbe plane ou cylindrique , ou conique ,pu sphérique , etc. : or, c'est seulement dans le premier cas que l'analyse transcendante leur a assigné un certain type analytique , consistant en une relation entre les deux dérivées partielles de la variable dépendante , d'après une propriété caractéristique du plan tangent ; mais leur équation collective n'est jusqu'ici nullement établie, même alors, sous forme finie, à l'aide d'une fonction arbitraire. Une tellelacune n'empêche aucunement de former l'équation spéciale propre à chaque cas , quand l'axe du tuyau sera donné, en procédant d'après nos principes généraux, déjà appliqués aux surfacesrectilignes.il sufiSra, pour le faire convenablement sentir, d'ébaucher cette application envers l'un des exemples qui semblent d'abord les plus embarrassants , parmi ceux qui ofifrent quelque intérêt géométrique , en considérant le tuyau hélicoïdal. Supposons donc que le cercle générateur
558 aÉCMénifB bans l'espacb.
dont le rayon demeure constant , ait son centre toajoar§ plaeé
sur l'hélice a: = /» cos -r-z, ^ =msin -j-z^ à laquelle son plan
reste continuellement normal. Les considérations spéciale» ior diquées au n'' 1 58 condniront aisément à former les équatioBS de la tangente à cette courbe , d'après sa projection iiorizontale connue et son invariable inclinaison sur Taxe du cylindre : il sera donc facile d'en déduire Féquation du plan «»>mal. l>ès lors y en ayant d'ailleurs égard au lieu donné du centre , les équations de la génératrice deviendront finalement
2Tr/ . 2îr 2jr\
fx— wcos— 7j +(\r— '«sm-T-yj +(z — 7) =
Il ne reste plus qu'à éliminer 7 pour obtenir Téqùation de la surface cherchée. Quoique cette élimination soit très-laborieuse, et que le résultat en doive être fort compliqué, elle n'est pas néanmoins aussi embarrassante que parait rindiqucr la nature de ces équations , à la fois algébriques et transcendantes envers ce paramètre. Car, il suffit de substituer, dans la seconde , l'expression de jî — y donnée par la première , et Ton parvient aune équation purement trigonométrique en 7, qui pourrait fournir sin 7 ou COS7 en résolvant une équation bi-carrée, de manière à obtenir enfin l'équation demandée, que sa complication interdit d'ailleurs de citer ici.
168. Quant à reconnaître , en sens inverse , si une surface donnée/ (j:,^, z) = 0 comporte une génération circulaire, il importe d'apprécier d abord une simplification générale de la méthode fondamentale du n° 163 , pour tous les cas où la courbe génératrice doit être plane. On peut , en effet , remplacer alors; cette marche universelle par une appréciation adaptée à une telle hypothèse , et fondée sur une application
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Mnvcmbfe it la règle destinée à âétermiaer les sedkms planes d'ane surface quelconque. Ainsi , on substituera , dans Féquation^proposée i les formules générales du n"" 145, afin de comparer le résultat F (x', y, <?, 6,c)=0 an type plan de la oourbe considérée. Cette comparaison indiquera de quelle manière il faut disposer des constantes <p , 6 , et c relatives au plaii de la section , pour qu'elle s'identifie avec cette ligne. Si une telle coïncidence peut être établie par des formules réelles de ces paramètres , il ne sera pas encore certain que la surface donnée comporte la génération proposée. 11 faudra , de plus , fue toutes ces conditions puissent être remplies sans que ces trois constantes soient entièrement déterminées , l'une d'elles devant rester arbitraire afin que le plan ne soit pas immobile , et puisse passer successivement aux divers points de la surface : à défaut de cette indétermination , la courbe considérée ne se placerait sur cette surface qu'en une situation Gxe , et dès lors ne pourrait l'engendrer. Le plus souvent , le paramètre linéaire c demeurera indéterminé , et les deux paramètres angulaires <p et 0 auront des valeurs assignables , soit constantes , soit an moins relatives à lui , de manière à définir suffisamment le moavasient du plan. Quand la disponibilité de ces deux paramètres aura permis d'identifier complètement l'équation F(x', y, «p , 6 , c) = 0 avec celle de la courbe plane proposée , la génération qu'il s'agissait d'apprécier sera dès lors constatée^ et en même temps le mode en sera découvert ^ en éliminant le paramètre arbitraire c entre les diverses relations de coïncidence, ainsi transformables en conditions finales du mouvement de cette génératrice.
Cette méthode générale est surtout commode à l'égard du cercle, vu l'extrême simplicité de son type plan. Appliquonsla à l'examen de la génération circulaire des surfaces du second degré, en considérant successiYemeut , comme envers leur gé-
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BérationrecUligne, oellfis qui ontun centre et celles qpi ea maiMiaent.^
Pour les premières , la sobstitoticm ci-dessus prescrite , dans l'équaticm éMr"+6j^+<?jf*=l, y donnera
0= ûCOS'ç
-f^sin'r
x"— 2tf sinf cosç cosB 4-2&sin<p cosfcoso
xy + a sin* ç cos" 0 /'+ + ftœs'f co8'6 -Ksin'* 6
-hSUîysinÔ.y+^N -i, y désignant ici la constante linéaire du plan. Afin que la section devienne drculaîre , il suffit des deux conditions ordinaires
{b'-a) sin <p cos f cos 0=0, et a cos'<f 4- b sin'cp = [a sitfcp + b cos» cos'6 + c sin^e^
qui tendent à déterminer les angles <p et 6, en laissant y arbitraire ; ce qui déjà autorise à penser que ces surfaces peuvent en eflet résulter du mouvement parallèle d'un cercle. Néanmoins , avant de prononcer définitivement , il faut examiner si ces deux conditions fournissent toujours des valeurs réelles. Or, dans la première , on doit d'abord écarter le facteur constant b — a , qui ordinairement n'est pas nul, à moins qae la surface ne soit de révolution , auquel cas l'appréciation actuelle deviendrait évidemment superflue. Ainsi, cette condition nç peut être satisfaite que par l'une des trois hypothèses <p=0, ^ s= 90«, § = 90**, auxquelles correspondent respectivement , d'après l'autre relation ,
tango
En considérant successivement toutes les suppositions possibles envers les coefficients a, b^ c, il est aisé de constata que ïm
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dé ces trois systèmes est toujours acceptable, tandis que les deux autres ne le sont jamais. Car, pour relUpsoSde , où ces coeflicients sont tous positifs , si on suppose , par exemfde , a<^b<:j: , il est oMr que le second système sera seul admissible , les deux extrêmes conduisant à des valeurs imaginaires. La double valeur de taog 6 démontre que les seclions circulaires 9 toujours parallèles à l'axe moyen de rcUipsoïde , comportent deux situations symétriques-envers le plan des ary. On découvrira la loi du mouvement du cercle générateur en cherdiant le lieu de son centre, dont les coordonnées mobiles a/ et y sont y d'après l'équation précédente ,
ce qui donne , envers les axes fixes , suivant les formules de transposition , les coordonnées définitives
Si Ton élimine 7 entre ces équations , on voit que le centre dé« crit une double ligne droite contenue dans le plan xz^ et .pas*
sant naturellcmeot à Forigine, a: = zh — V — , z - les deux
signes de son coefficient angulaire coexistent successivanent avec ceux de tang 6. L'ensemble de celte discussion nous apprend donc que tout ellipsoïde peut être engendré , de deux manières difierentes, par un cercle dont le centre parcourt une droite perpendiculaire à Taxe moyen de cette surface , mais oblique au.x deux autres , tandis que son plan se déplace parallèlement à ce même axe , en conservant une direction invariable , d^ailleurs oblique au lieu du centre , à moins que l'ellipsoïde ne soit de révolution , auquel cas les deux systèmes de génération circulaire coïncident nécessairement. On trou-
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coordonnée dépendante, et sartoat ensuite par la considération prépondérante des surfaces enveloppes , d*après laquelle Monge a si heureusement condensé, autour d'un très- petit nombre d'éléments fort simples , tous les groupes géométriques imaginés jusqu'ici. Toutefois, j'espère que l'ébauche systématique que je viens d'achever fera sentir à tous les bons esprits l'éminente valeur d'une création trop peu comprise encore par la plupart des géomètres , et signalera l'importance des nouvelles voies philosophiques ainsi ouvertes au véritable esprit géométrique, qui , après avoir essentiellement épuisé la géométrie générale proprement dite, doit surtout poursuivre désormais la géométrie comparée, aujourd'hui si confusément conçue.
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Principales propriétés de l'ellipse quant aux diamètres. Nature rectiligne , convergence spontanée , et conjugaison nécessaire des diamètres , déduites , soit de Féquation , soit du théorème des cordes supplémentaires. Forme de l'équation de l'ellipse envers un couple quelconque de diamètres conjugués. Détermination du couj^e caractérisé par l'égaiité. Construction d'un couple à inclinaison donnée.^ Théorèmes remarquables d'Apollonius sur les relations de Ion-
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Sueur et d'inclinaison propres à tous ^ iamètres. Construction très-simple
les couples de qui en résulte
^.^ des deux ellipsoïdes autre aplati *^^
CHAPITRE IV
Théorie de Fbyperbole.
(4 leçont.)
Discussion de Téquation simplifiée de cette courbe. Contraste envers l'ellipse. Introduction indispensable des asymptotes. Double relation de l'hyperbole avec la parabole III
Théorème des cordes supplémentaires dans l'hyperbole. Appréciation directe de ce théorème comme définition fondamentale des deux courbes du second degré qui ont un centre • lia
Propriétés focales de l'hyperbole. Comparaison avec l'ellipse. Appréc ation de l'axe focal comme grand axe pour l'une , et axe transverse pour l'autre. Détermination complète, graphique et algébrique, d'une
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courbe do second- àegté d'aprèt an foyer on une directrice et trois points , en considérant ce problème comme commun aux trois courbes Ii3
Principales propriétés de Thyperbole qaant aux tangentes. Appréciation des modifications qa éprouvent, dans l'hyperbole , les diverses notions antérieures sur les tangentes de ^ellipse Ii4
Principales propriétés de Thyperbole quant aux diamètres. Comparaison ^nerale avec l'ellipse. Lieu des extrémités dps diamètres non transverses. Modification des théorèmes d'Apollonius Ii5
Principales propriétés de l'hyperbole quant aux asymptotes. Théorème des transversales. Son appréciation directe oomme définition fondamentale de l'hyperbole. Équation de la courbe par rapport à set asymp»
totes. ••.-.; ^ • -, "6
Détermination d'une hyperbole d'après une asymptote et trois points , ou un seul et un sommet. Lieu du foyer, dans ce dernier cas, quand le sommet est seul donné : lieu inverse du sommet quand le foyer est
donné ♦,.... 117
Quadrature de l'hyperbole , soit d'après la théorie générale, $oit à l'aide d'une considération spéciale . . ; ; xi8
CHAPITRE V
Appréciation des courbes du second degré comme sections
coniques. (2 leçons.)
Étude préalable des sections planes du cylindre circulaire droit . 119
Équation générale des sections planes du cône circulaire droit. Origine commune des trois courbes du second degré . % • . . 1^0
Appréciation conique de la parabole , puis de l'ellipse , et enfin de l'hyperbole , considérées quant à leurs divers éléments géométriques. Placer sur un cône donné une courbe du second degré donnée : discussion de possibilité • ï^i
Sections planes du cône circulaire oblique. Appréciation des deux séries de sections circulaires i^^
CHAPITRE VI
Application générale de Télude des courbes planes à la construeUon des équations déterminées. (1 leçon,)
Appréciation générale de cette question. Principe fondamental d'une telle recherche. Son indétermination nécessaire I23
Application à trois exemples d'équations transcendantes. Comparaison des divers modes de construction ... 134
Considérations générales sur la construction des équa-
Pages.
TABLE MIS MATIÈftU.
tûms algébriques fiToprement dites. EzameD spécial
des quatre premiers degrés • i^
CoDStroction remarquable de tonte équation du troisième on quatrième degré par une parabole et un cercle. Application de ce mode à quelques exemples choisb *^
CHAPITRE PREMIER
Notions foodamenules. (2 leçtmt.)
Appréciation sommaire des deux objets généraux , l'on principal , l'antre accessoire, de cette partie de la géométrie la^
Conception préliminaire des systèmes de coordonnées dans l'espace. Appréciation des principaux systèmes . ia8
Conception fondamentale de Tharmonie nécessaire entre les surfaces et les équations à trois variables , relativement à chaque système de coordonnées. Exemples relatifs à la sphère , et à quelques autres équations rectilignes qui résultent immédiatement de la formule de la distance de deux points dans l'espace . . . 129
Conception fondamentale sur la représentation analytique des lignes dans l'espace par des couples d'équations. Ambiguïté nécessaire d'un tel mode.. Moyen général d'y remédier à l'aide des cylindres projetants. i3o
Représentation géométrique de toute équation à trois variables jpar une surface. Marche générale de la discussion géométrique da chaque équation. Application à quelques exemples choisis • • i3i
Imperfections radicales de la correspondance mutuelle entre la géométrie et l'analyse. Appréciation de quel, ques tentatives partielles pour la représentation géométrique des équations à quatre variables i32
Comparaison générale des systèmes de coordonnées dans l'espace. SupérioL'ité nécessaire du système recttligne ordinaire i33
CHAPITRE IL
Théorie analytique de la ligne droite dans Tespace. ( 2 leçong.)
Formation des équations générales de cette ligne Appréciation géométrique des constantes qui s'y trouvent. 1 34 Objet propre de cette théorie. ExpHration snrrcssive de
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ses trois éléments essentiels , d*abord la^rmatiou des
. équations d'une droite menée par deux ]points donnés, ensuite l'appréciation analytique de l'inclinaison de deux droites, et enfin la détermination de leur in • tersection. Angles d'une droite avec les axes. Leur relation nécessaire. Transformation qu'ils font naître ^our l'inclinaison de deux droites. Condition analytiane de la rencontre des lignes. . . * i35 44-^^4^!
Double détermination de la distance d'un point donné a une droite donnée. Double détermination de ta' moindre distance de deux droites dans l'espace , d'abord comme exemple de la combinaison des trois élé-
, ments de la théorie de la ligne droite , ensuite par
une marche analytique générale i36 4^1* 4^^
CHAPITRE IIL
Théorie analytique du plan. (2 leçom.)
Établissement indirect de l'équation . du plan , indépendamment de sa génération. Signincation des trois constantes iS;
Forihatiou directe de cette équation , d'après les principanx modes de génération du plan, i» comme surface cylindrique ; ao comme surface conique ; 3* comme surface de révolution ; 4^ comme lieu des points équidistants de deux pôles ; 5<* comme surface réglée. Contraste entre le nombre des constantes arbitraires et celui des coefficients indéterminés l38
Examen successif des trois éléments essentiels propres à la théorie analytique du plan : i<> passage d'un plan par trois points donnés ou par un point et une droite ;
. '2^ inclinaison de deux plans , ou d'une droite sur un plan ; 3* intersection de deux plans , ou d'une droite avec un plan i39
Formule de la distance d'un point à un plan. Application à l'évaluation de la moindre distance de deux droites . .^. . .* i^o
CHAPITRE IV
Théorie de la transposition des axes dans l'espace. (2 leçons.)
Double appréciation générale , géométrique et analy« tique de cette théorie. Formule pour le simple chan. gement d'origine. Explications préalables sur le prin.
, cipe des projections linéaires l^i
Établissement, d'après ce principe, des formules générales relatives au changement de direction des axes. Double £;ronpe de relations indispensables entre les neuf angles qu'elles contiennent < . . S^i^i
Formation purement analytique de ces formules et de ces relations ; 1^41
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Réduction générale des neuf coefficients angulaires a trois angles indépendants l44
Formules pour rapporter analytiqnement une courbe plane , .arbitrairement donnée dans l'espace , à des axes pris dans son plan. Méthode qui en résulte pour l'étude directe des sections planes de toute surface . . l4^
Moyen de trouver les conditions nécessaires pour que . l'intersection de deux surfaces données devienne plane l4^
SECONDE PARTIE
THÉORIE GÉNÉRALE DES SURFACES COURBES, D*APBÈS LEUR CLASSIFIGATIOK ANALYTIQUE PAR fAlIIUiES
VRAIHERT HATURELLES.
PBÉAKBULB.
Extension spontanée des diverses théories générales de la* géométrie plane à la géométrie dans l'espace. . « . i47
Objet caractéristique de cette seconde partie , consacrée surtout à la première ébauche rationnelle de la géométrie comparée 14^
CHAPITRE PREMIER
Notions fondameniaies sur la classificatiou rationnelle des-
surfaceâ. (1 leçon.)
Supériorité nécess;ûre de la classification des surfaces sur celle des lignes. Source générale du classement. 149
JExposition directe de la conception fondamentale de Monge sur la géométrie comparée .* définition exacte des familles géométriques ; appréciation abstraite des équations à trois variaoles ayant un sens déterminé , quoique contenant une fonctioii arbitraire; harmonie • nécessaire de ces deux sortes de notions i5o
Facilité directe que procure cette conception pour mul* tiplier à volonté les familles de surfaces : divers exemples * » . * « l5i
Marche générale à suivre pour former l'équation collective d'une famille donnée , et pour constater réciproquement si telle espèce appartient a telle faipille. . . i5a
TABLE DÈS MATIÈRES
Détentkiiiatioii de la fonctioQ arbitraire diaprés la direc* trice de chaque cylindre : simplification f^énd« de cette opération quand cette baie est la trace horion* taie de la surface ; divers ei émules à ce aniet. ]>éter» mination de la fonction arbitnûre quand Is cylindre doit être drconsdk à une sulece doôuiée s ayptiotion anx ombres. Possibilité de détenniner directement la courbe de contact. • • • . • tâ4
CHAPITRE IIL
Théorie des surfaces coniques. (i leçon.)
Équation oollective des cônes. Théorème important qui en résulte sur la liaison générale entre la nature coni« que d'unte surface et la composition homogène de son équation. Usage fondamental d*un tel caractère analytique ]^ur vérifier si une équation donnée appartient à uîi cône 155
Détermination de la fonction arbitraire d'après la directrice du cône. Application spéciale à la théorie des mappemondes , d'où résulte la nature et la construction de la perspective propre à chaque cercle terrestre. Cas générai où la directrice donnée est la trace horizontale qu cône : divers exemples à ce sujet ; origine rationnelle de Tappréciation conique des coutbes du second degré. Détermination de la fonction arbitraire quand le cône est circonscrit à une surface donnée : caractère propre de la courbe de contact i56
CHAPITRE IV
Thàotie des surfaces de révolutiM. (1> iêfOH.)
Remarque préliminaire sur la conception ordinaire de cette famille. Formation et usage direct de l'équation collective*. Sa simplification quand Taxe de la surface est pris pour l'un des axes coordonnés .•••.... 167
Détermination de la fonction arbitraire d'actes la directrice. Application sçéciale au cas de la ligne droite , et surtout ensuite a celui de Vhéliccy en déduisant d*abord de sa définition ses équations et ses principales propriétés. Cas général où la directrice est le méridien même de la surface : application spéciale au tore l58
CHAPITRE V
Théorie des surfaces conoïdes. ( 1 leçon, )
Définition de cette nouvelle famille, et formation de son type analytique , surtout en choissant le plus fayorablement possible les axes coordonnés. Conser-
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▼atûm remarquable d*iiii certain caractère d'hoiùo-
céoéité 169
Detenninatioii de la fonction arbitraire d'après la directrice. Ajqplication sjpéciale à Véc^nation de la vis ree» tangolaire : formation com|Mirative de rëqnation filiis compliqaée relative à la vis triancnlaire. Cas général où la durectrice est ane coarbe plane parallèle à ran des plans coordonnés. Détermination de la. fonction arbitraire qnand le conoïde doit être circonscrit à une surface donnée ; exemples caractéristiques • . • • 160
CHAPITRE VI
Théorie générale complémentaire, relative à tous les groupes dont réqoation collective n'est pu eenaae» et surtout ans surfaces rectilignes ou cireolaires. ( 9 leçonê. )
Appréciation fondamentale des deux sortes de difficultés
Î générales qui emj^lient la formation des ty|^ anaytiques propres a la plupart des groupes géométriques, et surtout des obstacles inhérents à la trop grande extension de ces groupes, quoique toujours caractérisés nettement 161
Application spéciale de ces réflexions générales aux suriaces réglées , et surtout développâmes iGsi
Moyen général de formation , envers tous 1^ groupes géométriques possibles , de Féquation particulière à chaque espèce. Marche de l'eiamen inverse . pour reconnaître, envers telle surface, tel mode de génération. i63
Application de ces principes aux surfaces réglées ou rectilignes, d'abord quand chacune d'elles est définie par trois directrices données , ensuite quand la surface, étant développable , se trouve spécifiée soit d'après son arête de rebroussement, soit comme circonscrite à deux surfaces données i^
Mode d'appréciation analytique de la nature rectiligne d'une surface donnée- Préùaobnle de l'application de cette méthode aux surfaces du second degré, consiitant dans la discussion préliminaire des diverses formes géométriques et des plus simples équations correspondantes. i65
Appréciation spéciale de la nature et de la génération des deux snifaces rectilignes du second degré .... 166
Am>lication des principes généraux du n" 16B aux surfaces circulaires et surtout à la famille des tuyaux . . 167
Marche générale la plus convenable pour constater un mode déterminé de génération, quand la courbe gêné* ratrice est plane. Application spéciale à la double génération circulaire des surfaces du second degré . . 168
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L^ÉTUDE ÉLÉMENTAIRE DE LA GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE
Pi'éambule. ( 1 leçon. )
Appréciation exacte de la science mathématique, envisagée dans son ensemble , d'après le vrai but final de toute recberche mathématique.
Division fondamentale de la science mathématique en deux parties générales, Tune concrète, l'autre abstraite. Objet propre de chacune d'elles , et leur coordination naturelle •
Division nécessaire du calcul en deux branches essentielles , Tune a/gcbrique^ Vautre arithmétique. Objet caractéristique de Va/gèbre proprement dite.
Distinction générale entre la résolution analytique des équations et leur résolution numérique. Caractère imparfait et équivoque de celleci, pourtant seule possible le plus souvent.
Objet propre de ce cours et son plan général.
Théorie fondamentale des équations algébriques* ( 7 leçons.)
i' Composition des équations. État général de la question. Réduction préalable de toute équation algébrique à la forme rationnelle et entière.
Double démonstration , a priori et à posteriori , du principe fondamental. Son vrai degré d'extension.
Décomposition , nécessairement unique , de toute fonction d'un degré (quelconque en facteurs du ))remier.
Décomposition , toujours multiple , qui en résulte en f.icteurs du second degré , ou d'uii degré supérieur.
Détermination directe , en général moins convenable , de ces derniers facteurs.
Caractère essentiel des fonctions à plusieurs variables de n'être pas ordinairement décomposabics eh facteurs analogues d'un degré moindre. Nécessité géométrique d'uue telle incompatibilité. Son ex-
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plication analytique d*aprèf la mesure de Tordre de généralité de la formule complète da oegré m k denx Tariables par le nombre des constantes arbitraires qu'elle contient. Réaction d'une telle apprécia* tion sur le cas primitif des fonctions a nne seule Tariable.
Relations générales entre les coefficients d*nne équation et ses racines , soit d'après sa décomposition en facteurs élémentaires, soit d'après la formation directe d'une équation susceptible de racine» don* nées.
Réflexions générales sur la manière dont ces lois concilient la réalité et la rationalité des coefficients avec l'imaginarité et Firrationalité des racines.
Usage général de ces lois , ou de la décomposition élémentaire qui les a fournies, pour traduire entre les coefficients toute relation donnée entre les racines. Divers exemples caractéristiques à ce sujet.
Théorème fondamental de Descartes sur les relations naturelles entre le mode de succession des signes des coefficients et lei signes des racines. Indications qu'il fournit souvent sur les racines imaginaires dans les équations incomplètes ^ et même dans les autres.
Principe relatif aux racines communes à deux équations données. Simplification correspondante qu'éprouve alors nécessairement leur résolution respective.
Usage général de ce principe pour simplifier la recherche des relations entre les coefficients d'après celles des racines, surtout quant aux relations binaires. Divers exemples de cette application, même envers des relations plus composées.
Examen spécial du cas de la réciprocité des racines. Théorie des équations réciproques. Abaissement nécessaire de leur degré.
2^ Transformation des équations. Position exacte de la question générale. Distinction nécessaire des deux sortes de transformations, introduites , les unes par Viète , les autres par Lagrange.
i'« classe , où chaque racine transformée ne dépend que d*une seule racine primitive. Mode général de formation de l'équation cherchée.
Application au cas où toutes les racines sont également augmentées à Tolonté- Suppression facultative d'un coefficient quelconque , et surtout du second.
Application au cas où les racines croissent proportionnellement. Appréciation des modifications facultatives qui en résultent.
Application au cas où les racines sont élevées à une même puissance , entière on fractionnaire. Appréciation d*un tel changement.
Application au cas de l'inversion des racines et à celui du changement de signe.
s* classe , où chaque racine transformée dépend de plusieurs racines primitives. Examen général des combinaisons binaires Mode de formation de l'équation cherchée; son degré naturel. Son épuration préalable en écartant les combinaisons afiectées de répétition. Propriétés nécessaires relatives à la transposition mutuelle des racines primitives dans chaque combinaison. Abaissement final du degré de la transformée, après lequel elle doit encore comporter des conditions caractéristiques, soit quant au degré, soit envers les coefficients. Extension générale de ces diverses notions et opérations à des combinaisons plus que binaires.
Application successive de l'ensemble de ces considérations à la tbéo-
rie généràlede l'equatioa anx sommes , de Téqnatioa ans: différences, de l'équation aux prodbîts, de Téquation aux quotients, et de celle où les sommes sont ajoutées à un multiple des produits. Appréciation des indications Jionvelles que Tétat de chaque transformée peut fournir sur les racines primitives , et surtout de celles que suggère le mode de succession des signes dans l'équation aux carrés des différences.
3o Théorie des fonctions ^métrigues. Position générale de la question. Sa restriction naturelle aux fonctions symétriques rationnelles. Leur division générale en simples et multiples.
Théorème préliminaire sur la composition de la fonction dérivée d'après les facteurs élémentaires de la fonction primitive.
Lois fondamentales qu'il fournit pour déduire des coefficients d'une équation les valeurs des sommes de puissances semblables , entières et positives , de toutes ses racines , jusqu'au degré de l'équation exclusivement. Indication de l'origine historique de ces lois remarquables.
Relation générale supplémentaire pour passer graduellement de ces puissances à toutes les suivantes.
Moyen d'étendre ainsi ces lois , ou , ce qui est préférable » par une transformation préalable , aux puissances négatives , mais entières.
Loi générale de réduction des fonctions symétriques doubles aux fonctions simples. Extension graduelle de cette loi aux autres degrés de multiplicité.
Remarque générale sur le nombre de coefficients qui affectent la valeur de chaque fonction symétrique , simple ou multiple.
Application nécessaire de la théorie des fonctions symétriques à la formation effective de toutes les transformées de seconde classe. Mode le plus convenable d'un tel calcul. Examen spécial des diverses transformations précédemment considérées.
Théorie de réllmination% {2lepont.)
Position exacte de la question actuelle. Sa restriction générale aux équations algébriques , rationnelles et entières.
1^ méthode f fondée sur la recherche du commun diviseur. Son appréciation générale d'après le principe des racines communes.
Examen plus détaillé de l'enchaînement graduel résulté des divisions consécutives.
Influence des modifications indispensables apportées aux divers dividendes sur la composition deTéquation finale. Altération possible» mais incertaine, de cette équation. Appréciation générale d'une telle perturbation comme devant être, quoi qu'on fasse, plus ou moins inhérente à la nature de cette première méthode.
Examen des deux cas exceptionnels, relatifs à l'incompatibilité et à l'indétermination.
Faculté générale que procure spontanément cette première méthode pour composer à volonté des équations susceptibles de conduire à une équation finale donnée.
2me Méthode , fondée sur l'introduction de fonctions algébriques indéterminées comme multiplicateurs des deux équations primitives. Détermination des coefficients de ces deux facteurs auziliiÛFif pour
rentière ëlnnination de rinconnue considérée. Appréciation générale de cette seconde' méthode. • '
3ne Méthode, fondëd snr la théorie des fonction« svmétriqnes. Son appréciation oompartftive. Théorème importent qo^éMe (bamit'ftp<n]h tanément sur le degré mazlAmm de ré<|^lon finale. Interprétation gëométrique'deeetteloi. • ' -: • . ^ -
Théorie des racines égales. ( i leçon. )
Objet propre de cette théorie. Introduction naturelle des fonctions dérivées dans nnfe telle recherche. • • •» e p.. .
Principe fondamental snr l'existence et la composition du dirisenr cointnun entre ta fonctfon donnée et sa dériTée. ' -'
' Syâtéiine de décomposition graduelle qui résulte de Téquation proposée en diverses éqnàtidns partielles , dontchacilne'es(fitfBeetëe| un seul degré de multiplicité. Mode limité à ta énppressiob'da totfte répétition , sans distinction de multiplicité.
Application de cette théorie slpéciïilé à la recherche des conditions d'égalité des racines. Examen particulier' dés defix éas èxtrétaiss, ûé moindre ou plus grande multiplicité possible. Inconréhiétitl pro^^retà cette méthode envers la' plupart dea cas Intermédiaires. 'Sôliilidli dî^ recte, en général préférable , de cet ordre de questions. - - . •♦
Relation, générale et nécessaire entre 1c$s ebàdit«Ons d'égalité et celles de réalité. Introduction naturelle du principe desfacine^ égalée dans la théorie fondamentale des knaximà ou McHmà. '
Résolution numérique des équations algébriques. ( 7 leçons,)
1** Limites générales des racines réelles. Vraie nature et destination principale de cette recherche préliminaire. Sa décomposition' naturelle en quatre cas, aisément réductibles à un seul.
Régla de Maclaurin , pour étaluei^ nne limite supérieure des racines positives de toute équation algébrique.
Méthode de^fewton ponrobteuir souvent des limites non formulées, knais plus favorables que la précédente.
âtahnition d*une liimite inférieure des racines positives , et ensuite des deux limités propl^ aux racines négatives. ' ' ^ <
Réflexions générales sur l'imperfection radicale de ces diverses évaluations normales.
5" Évaluation des racines commensurahles. Principe fondamental sur la natute des' racines fractionnaires que comporté toute équation à coefficients entiers: 'ftéductiongénérale qui en' résulte de la recherche des racines fractionnaires à celle des racines entières.
Restriction nécessaire des racines entières parmi les diviseurs du dernier' terme.' Système d'épreuves graduelles, Imaginé par Glaîraut, pour discerner facilement ceux de ces diviseurs qui conviennent à l'équation proposée. Essais prëliminaires propres à écarter d'avance beaucoup de divi^urs inutiles. >
Méthode pour déterminer exactement les racines incommensura* blés du second degt^.'
^ ÈPdluatiôn des ^ racines incommensurables. Exposition de la question : état préalable de l'équation. ' = . xtJ.x
Démonstration analytique et géométrique du principe fondamental des «^Institutions. Sa véritable étendtae«
Complément indispensable de ce principe par Texamen de toutes les comparaisons relatires aux deux subslitutiooB* Yériiîçftiiefflt #pédale 4'un tel examen envers les équations algébriques.
Indications générales que fournit ce principe sur l'existenco nécessaire de racines réelles, suivant que le degré de l'équation est impair ou pair.
. Distinction fondam^ale enUe la séparation des racines et leur évaluation.
Méthode de Lagrange pour la séparation préalable des racines, d'après l'équation aux carrés des différences. Son. «ppvéoiatioBi générale.
Méthode deFourier pour la séparation des racines, d'après leur énu<mération préalable. Observation fondamentale qui sert de basera eette méthode , et où rentre spontanément la remarque originale de Rolle.
Aperçu général de la grande théorie de Fourier pour déterminer d'avancé :1^ nombre des raeines r^eUbs ecnnpgpises dhns un intervalle donné. Réduction spontanée du théorème de Descartes à l'ensemble ^e ce^te théorie.
Modification spéciale apportée par M. Sturm à cette théorie générale pour le seul cas des équations algébriques. Appréeiation finale d*un tel amendement.
Usage de ce corollaire envers les équations à coefficients indéterminés, pour y découvrir les conditions relatives à un nombre donàé de racines réelles ou imaginaires.
Méthode d approximation ébauchée par Newton et' constituée par Fourier. Àppréciatiou géométrique d'une telle méthode., et des conditions indispensables à son application régulière.
Méthode d'approximation de Lagrange. Sa comparaison à la précédente., Cas de {^ périodicité.
i(o Théorie des racines imaginaires. Considération originale de Foncenex sur la démonstration générale de la décomposition nécessaire de toute fonction algébrique en facteurs réels du second degré , d'où résulte la forme coQstante des racines imaginaires. Modification apportée par Laplace à cette première démonstration, d'après des motifs qjai pourraient- être es sentieUement écartés. , Méthode générale, pour vameber, l'évaluation des racines imaginaires à celle des racines réelles « soit d'après leur forme nécessaire, soit par suite de la détermination équival^oto des faetenrs» réds du second degré. Appréciation et comparaison de ces deux modes. -
Résolution algébrique des équations des 3* et ft* degrés. (1 leçon.)
Méthodes pour ramener la résolution du quatrième degré à celle du troisième.
Résolution générale des équations du troisième degré. Extension et discussion de la formule ôbteniie.
* Examen spécial du cas irrédueiible. Transformation correspondante de la formule.
Procédé spécial de Viète pour la résolution directe de ce cas d'après l'équation de la trisecftion de l'angle. . -
RésolntlOD générale des équidoiMi liiiiMMs. ( t Ispoie.)
Applioatioii goiérale da thëorèine de Mm^re a le réflolntioii de tonte éjiomtioii biaome. Expresnon géDérale des radnei imagiiuûree de ronîté : leur nombra et leur conjagaison.
Sabordination naturelle de cei dÎTenet racines comme des pn»sances les unes des antres.
Comparaison génMe des deox cas retatifs an signe dn terme connn.
Décomposition générale des fonctions binômes en facteurs réela da second degré.
Appréciation des classes d*éqiiations dont la résolution algébricrae pent {graduellement résulter de la combinaison de la théorie des équations binômes arec Tensemble des noUons antériearcs.
DéTeloppeoMttt des fonctioos en sérict. (a leçons.)
Extension de la formule du binôme aux exposants firaeti<mnaires on négatifs. Vice de la démoDstration d'Euler à ce sujet.
Esprit général de la méthode des coefficients indéterminés ponr les transformations eu séries.
Dérelof^ment de a' selon les puissances de ». Détermination , •oit en série , soit sons forme finie , du côtoient que la méthode laisse a tronrer.
Série pour dérelopper log ( i + *) selon les puissances de x. Indication incidente de I inTersion des séries.
Séries relatïTes au déreloppement dn sinns et dn cosinus sairant les puissances de l'arc.
Série inverse ponr développer Tare selon les puissances de sa tan« gente. Nouvelle forme que prend alors la méthode.
Considérations fondamentales sur la distinction nécessaire entre 1 usage analytique et Tnsage numérique des séries. Inconvénients radîeanx qu'entraîne aujourd'hui la confusion trop fréquente de ces deux appréciations.
Usage analytique très-remaronable fait par Lagrange de la série exponenUelle ponr trouver la loi générale dn développement des pmssances d'nn polynôme quelconque. Détermination générale dn nombre de termes dn développement , d'âpre le problème des répartitions.
Usage analytique encore plus important de l'ensemble dea quatre sénés précédentes pour établir, sous les deux formes opposées, le rapprochement fondamental entre les deux couples élémenteires de fonctions transcendantes.
Application générale de cette relation capitale au calcul des imaginaires.
Considérations générales sur l'usage numérique des séries, et sur les conditions de leur convergence, ainsi qne sur la mesure des approximations qu'elles fournissent.
Application successive de ces principes aux séries précédentes , soit pour la construction des tables loganthmiques et des Ubles trigono-:
métrîqnet, loit pour 1 évaluation emnmode dn rapport de la cîroon* lerence au diamètre.
Sommation des suites. ( i leçon. )
Appréciation générale de la nature et derimportance d*un tel ordre de recherches.
Application naturelle de la méthode des coefficients indéterminés à la sommation des suites dont le terme général est donné. Conditions indispensables au succès de cette méthode, ainsi restreinte au cas des fonctions entières.
Emploi de cette méthode pour la sommation successive , d'une part des carrés , cubes , etc. , des nombres naturels , d'une autre part des nomhrea figurés, soit triangulaires, soit pyramidaux, etc. Coïncidence spontanée de ces deux sortes de sommations, dont chacune peut suppléer à l'autre.
Sommation spéciale des nombres figurés, d'un ordre quelconque , d'après le triangle ou carré arithmétique.
L'ÉTUDE DE L'ÂLGËBRE SUPÉRIEURE
Considérations fondamentales. {hleçons,)
Destination générale de Tanalyse transcendante. Nécessité , pour Tapprécier conrenablement , d'approfondir la notion fondamentale ^équation , d'après la distinction directe des fonctions en abstraites et concrètes.
Revue méthodique des cinq couples d'éléments analytiques quicon^ posent les fonctions abstraites actuelles. Appréciation spéciale du dernier couple. Définition exacte de ViàéQ d'équation. Appréciation spontanée des difficultés générales que présente l'établissement des équations.
Aptitude fondamentale de l'analyse transcendante à diminuer radicalement cette difficulté dans les recherches compliquées. Caractère de cette analyse, en la distinguant soigneusement de la méthode transcendante , qui remonte essentiellement à Archimède.
Nécessité de considérer simultanément , dans l'état provisoire où se trouve encore la philosophie mathématique , les trois conceptions principales propres à l'ensemble de l'analyse transcendante. Impossibilité de se borner aujourd'hui à une seule de ces conceptions équivalentes.
1° Concept ioh de Leibnitz y d'où méthode infinitésimale. CATSitihit essentiel de cette conception. Définition des différentielles. Appréciation des divers ordres d'infiniment petits. Principe fondamental de la méthode infinitésimale.
Aptitude nécessaire d'un tel principe à faciliter beaucoup la formation des équations. Généralité supérieure des équations différentielles.
Exemples des relations diflërentielles propres à la théorie des tangentes, a celle des quadratures, et à celle des rectifications.
iMlMttfeetiott logique é^ !« .méthode infinit^RiMle. JtttftificaHon dir«ot6 de 8ôn principe fondameiiUil par la doctrine de Gamot sut la eottipeâsatioa nécesMire dei erreurs. Étrangeté philosophique d'une telle justification.
i^ Coheéptwh de Néwion ^ tToà métkùde deé limites ou dei fluxions. Exposition de l'esprit général de cette méthode sous ces deux formes ëqtiiirftlentest Prineipo fS^damental des reisoorcei nécessaires qu'elle procure» Application à divers exemples.
Rlguettr logique ë'iiiie telle méthode. Sa moindre aptitude aux recherches un peu difficiles.
3® Çàncepiion'de Laffrtme* , ^oà méthode des dértpées, Explication A^ndânlentale de cette mAhode et der notations correspondantes. EjtemUe dei reneurces ()u elle peut offrir. Son aptitude beaucoup moindre aux questions un peu difficiles.
4<> Comparaisiû^n des trois eoneeptions. Identité fondamentale du coefficient différentiel , de la fluxion et de la dérirée. Arantages et inconrénients respectifs des trois méthodes et de leurs notations. Nécessité d^ Im ei^i^Qj^^^pcuiTenumeot sansi'a9treindr#ie««bliiiyffni^nt à aucune. Grayes dangers , soit logiques , soit scientifiques , inhérents IMÛound'Jiui à la fusion vicieuse tentée entre elles par l'irrationnel mélange des notations.
'. V ÏXivision générale de Vanaljrse iranseendanie., Distinctiop, fondamentale entre les deux calculs opposés qui la composent. Classifica- ^ioi^i^norale dei ^ues^io^s correspondantes , suivant que , par leur nature , elles n'exigent que le calcul différentiel « ou qu'elles dépendant seulement du^calci^l.intégral , ou enfin (qu'elles prescrivent l'emploi successif de tous deux. Exemple propre a caractériser chacun de cet trois cas généraux. . . .
.. ijxposition raisonnée du plan général propre à ce cours de calcul différentiel, résumé par le tableau suivant :
il. Des fonctions j i» A une seule variable, explicîles. . . ) 30 A plusieurs variables indépendantes, implicites. . . J20 Simultanées. Môme subdivision. 3. Changement de variable indépendante.
i (1. Transformations en séries.
1 t. L'analyse. \ 2. jhéotie des maxima et minima. I (3. Évaluation des symboles indéterminés.
20 Appliea lions priih 1 /a. Théorie des tangentes.
L cipales de ce cal- i \ 3. Théorie de la courbure des courbes planes.
cul à 12. La géomé-; 3. Théorie des courbes à double courbure.
trie j 4. Théorie des plans tangents , et classement
f des surfaces.
\ 5. Théorie de la courbure des surfaces.
DilTérentiation des fonctions explicites à une seule yariable. (2 leçom,)
DifférentialioDS des sommes et différences. Élimination spontanée des constantes.
Différentiation des produits. Extension de la loi à un nombre quelconque de facteurs.
Différentiation des quotients , soit d'après celle des produits , soit directement.
Diflërentiation d«t piii«*iioei propMnaiit dite , loit âir^clemenl » soit diaprés celle des produits. K^teosioa de U loi à tons exposants.
Diffëreotiation des exponentielles. Dooble démonfkratioa. Cas spécial de rexponeotielle népérienne.
Difiereptiation des logarithmes, soit directement, soit d*après les exponentielles.
Diflërentiation des fonctions trigonométriqoes et des fonctions circulaires.
Principe subsidiaire sur la difierentiation générale des fonctions dé fonction. ,
Exemples de la différentiation des fonctions composées.
Différentiations successives. Notion fondamentale relatÎTC à la variable indépendante. Comparaison générale des différenUelJes de tous les ordres aux dérivées ou aux fluxions correspondantes.
Différentielles successives des diverses fonctions simples. Cas de re* production des fonctions par la différentiation.
Différentiation des fonctions explicites à plosieun variables. (2 Ufont. )
Exposition précise de la question générale. Distinction fondamentale entre les différentielles partielles et la différentielle totale.
Supériorité naturelle de la conception de Leibnits sur celles de Newton et de Lagrange, quant à la pluralité des variables. Artifice général pour adapter néanmoins à ce cas la méthode des fluxions et celle des dérivées.
Notations différentielles propres aux fonctions de plusieurs variables.
Principe fondamental sur la loi de formation de la différentielle totale d'après les différentielles partielles. Démonstration de ce principe , d'abord par la méthode infinitésimale, et ensuite par les deux autres.
Nécessité de ce principe pour différenlier, en quelques cas, les fonctions même d*une seule variable.
Théorème général sur l'inversion des différentiations successives. Son extension totale aux différentielles d'un ordre quelconque relatives à un nombre quelconque de variables.
Développement de la différentielle totale du second ordre , et de tout autre , d'une fonction à deux variables. Extension de l'hypoilièse fondamentale sur le mode d'accroissement de toute variable indépen* dante. Loi générale d'un tel développement, soit à posteriori , soit surtout à priori.
Extension de cette loi à un nombre quelconque de variables. Formule de la multiplicité des dérivées partielles correspondantes.
Différentiation des fonctions implicites. ( i leçon.)
Appréciation générale de la question. Sa division nécessaire en deux cas, où l'implicite présente divers degrés.
i«'c/ix, relatif aux fonctions isolées, en n*y supposant d'abocd qu'une seule variable. Principe fondamental qui ramène leur différentiation à celle des fonctions explicites à deux variabjcs. Formule
pour le premier ordre. Ëxteniion naturelle de ce principe à un ordre quelconque;. Marche préférable envers les différentiations successÎTes pour les déduire graduellement de la première.
Extension directe. du principe général aux fonctions de plusieurs va riables. Appréciation de cette pluralité comme ne constituant, au fond, aucune nouvelle difficulté propre aux dijOTérentiations implicites.
3« cas, relatif aux fonctions simultanées, à une seule variable ou à plusieurs. Dernière extension spontanée du même principe fOndamen* tal , mais avec une complication rapidement croissante des formules de diiférentiation suivant le nombre des fonctions mêlées.
Transformation des coefiBcients différentiels, d'après le changement de variable
indépendante. ( 1 leçon, )
Appréciation générale de l'objet propre et de la destination essentielle de cette théorie complémentaire , sans laquelle les lois de diffé- ^ntiati on seraient souvent insuffisantes. Sa division naturelle en deux cas généraux.
!• Une seule variable. Formule fondamentale pour la transformation de la première dérivée. Appréciation générale du mode néces* saire de définition de chaque changement de variable.
Formules de transformation pour les ordres supérieurs , obtenues , soit par l'extension directe du même principe , soit , plus simplement, comme conséquences de la loi relative au premier ordre.
Application à divers exemples , et surtout à l'inversion des variables, à la substitution de Varc d'une courbe plane au lieu de son abscisse , enfin au passage différentiel des coordonnées rectilignes aux coordonnées polaires.
^ 2^ Plusieurs variables. Difiërence essentielle de ce cas avec le précédent. Extension générale du principe fondamental à ce genre plus compliqué de transformations différentielles.
Formules pour le premier ordre à l'égard des fonctions à deux variables. Marche à suivre envers les ordres supérieurs , quel que soit le nombre des variables.
Application au passage différentiel des coordonnées rectilignes aux coordonnées polaires dans l'espace.
APPLICATIONS ANALYTIQUES DU CALCUL DIFFÉRENTIEL
10 Développement des fonctions en séries. (2 leçons»)
Aptitude spontanée des considérations différentielles à perfectionner les transformations analytiques.
Démonstration de la série fondamentale dite de Taylor.
Série générale de Mac! au ri n ou Stirling, obtenue, soit d'après la précédente, soit directement. Possibilité d'en déduire convenablement l'autre série. Appréciation de la destination essentielle de chacune d'elles.
Série géDcral« de Jean BcmoailH. Indioalkm de loa origine propre , et de lâ principale deatinalion.
Utages de cet dÎTenet séries générales, et niiioatde celle de Maclanrin , ponr obtenir nniformément les principanz dérdoppemeota antérienrt , de (i -f''^) "^t ^ *« ^ ( > + ')» un Jr, cos », et arc (tang i» jr). Remarqne lor ce dernier cas.
Inconvénient fondamental d'nn tel mode de déreloppement : exemple caraetérisiiqne ponr arc (sin *» x).
Conception de Lagrange ponr perfectionner l>emploi général des dérivées dans les transformations en séries. Application de cette méthode supérienre à tontes les fonctions déjà considérées, et surtout aux deux fonctions circulaires.
Extension capitale d*nne telle méthode aux fonctions implicites. Série générale de Lagrange ponr leqnatîon z*=X'\'jrf{z),
Nécessité d'agrandir, en certains cas , le champ des transfcMrmalions en séries, par Tinlrodoction de nouveaux éléments. Exemples relatifs |i jr ', et surtout à log (tang x). Indication des théorèmes de discontinuité émanés de cette dernière transformation.
Extension générale des séries de Taylor et de Bfaclaupin aux fonctions de plnsienrs variables. Reproduction naturelle du théorème de Nicolas Bernouilli sur Tinversioades difierentiations successives.
3* Théorie générale des maxlma et mfnfma. (SiefoiM.)
Position générale de la question : définition exacte du maximum et du minimum. Appréciation préalable de Tensemble des ressources trop bornées que présente , à cet égard , l'analyse ordinaire.
Aptitude spontanée de l'analyse transcendante à de telles déterminations. Caractère fondamental de l'état maximum ou minimum.
Exposition complète de cette théorie pour les fonctions d'une seule variable : examen des cas exceptionnels. Appréciation finale de l'ensemble deia méthode. Divers exemples de sou application.
Extension spontanée du caractère fondamental aux fonctions de plusieurs variables indépendantes.
Artifice analytique pour la réduction générale de ce cas au précédent. Exposition complète de la méthode qui en résulte'. Examen des caractères accessoires du second ordre qui compliquent alors la condition principale. Applications diverses.
'■ Appréciation générale du cas oii les différentes variables deviennent subordonnées entre elles. Règle analytique très-remarquable pour ramener toujours ces maxima conditionnels à des maxima inconditionnels. Diverses applications,
3« Évaluation générale des symboles indéterminés. (1 /epon. )
Position généri^ie de la question. Enumératîon essentielle, et équivalence nécessaire des divers symboles d'indéterniination. ' Appréciation préalable des ressources insuffisantes de l'analyse ordi- «laire pour de telles évaluations.
'' Aptitude naturelle de l'analyse transcendante à de pareilles déter-
ininaiions. Double démomtralion , analytique et géométrique ^ de la règle fondamentale enren le symbole principal |.
Extension de cette méthode à tous les autres symboles d*indétermi: nation.
. Indication des cas où la méthode échoue nécessairement. Évaluation de quelques formules semblables.
APPLIGATIONS GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL DIFFÉRENTIEL
i* Théorie des tangentes aiix courbes planes. (2 leçons. )
Formule fondamentale pour la théorie rectiligue des tangentes. Double liaison générale de cette théorie avec celle des maxima.
Application à la coiirbe algébrique dont la somme (ou toute autre fonction ) des distances de chaque point à divers points fixes demeure constante : construction très-remarquable que Leibnitz en a tirée.
Applications spéciales à la logarithmique et à la cycloïde. .
Formule générale pour la théorie polaire des tangentes , obtenue « soit directement y soit d'après la formule rectiligne. i
Applications spéciales adx spirales d^Archimède et de Jacques Ëernouilli.
Théorie des asymptotes , d'abord en coordonnées rectilignes , puis en coordonnées polaires. Diverses applications.
Théorie générale des points d'inflexion , d'après ht considération des tangentes : principal caractère analytique de ces points.
Théorie des points multiples , et par suite, des points conjugués , des points saillants , et des points d'arrêt.
2o Théorie de la courbure des courbes planes. ( 5 leçonâ»)
Appréciation générale de l'objet propre , de la haute importance, et de la difficulté supérieure d'une telle recherché.
Première notion fondamentale, propre à constituer la théorie mathématique de la courbure , d'après 1 idée Aq flexion.
Seconde notion fondamentale, susceptible de la même destination, d'après la conception du cercle osculaieur.
Identité nécessaire de ces deux méthodes géométriques. Introduction spontanée de l'analyse différentielle dans leur formulation.
Formules générales au rayon , et par suite du centre , de courbure , d'après la première méthode.
Formules générales du centre, et par suite du rayon , de coorbure^ d'après la seconde méthode.
Notion générale de la développée , envisagée comme complétant et perfectionnant la théorie mathématique de la courbure. Propriétés fondamentales de cette courbe auxiliaire. Formation de son équation d'après celle de la courbe primitive.
Application à la développée de la parabole ordinaire. Indication et appréciation , à cette occasion , du mode suivant lequel la théorie des
déreUippécf deviendrait , en cerUiiM cm , aeceinble k Vuu\jwt ordinaire.
Application de la théorie de la ooarbare i l'ellipfle et à Thypertiole. Indication de fon mage poor la mesare de l'aplatisfement de la terre.
Coarbore de la çycloîde ordinaire. Natore remarqoaMe de ga développée. Réaction d'une telle conoaifianee sor la rectification de la cjcl<tfde. Aperçu spontané de sa principale propriété djnamiqne, d'après le principe spécial d*Hny^ens.
Formule générale pour la théorie polaire de la courbure, obtenue, soit directement , soit d'après la fonnule rectiligne.
Applications spéciales aux spirales d'AreUniMie et de BemonilK. Notion remarquable qui en résulte pour la développée de la spirale logarithmique , et d'où suit la rectification de cette courbe.
Considérations générales sur la recherche inverse des développantes par les développées. Exemple exceptionnel relatif mi cercle , et caractérisant les cas où cette question , quoique naturellement du ressort du calcul intégral, devient quelquefois accessible au seul calcul diflerentiel.
Théorie des caustiques. Son analogie fondamentale avec celle des développées. Formules pour la recherche des caustiques par réflexion, dans le seul cas du parallélisme des rayons incidents. Indication des caustiques par réfraction.
Théorie générale de Leibnitzsur les courbes envelcppes. Application à divers exemples.
Méthode générale de Lagrange pour former un système de courbes insceptible d'une enveloppe doonée. Appréciation, analytique et géométrique , de 1^ vraie subordination des enveloppées à l'enveloppe.
Théorie fondamentale de Lagrange sur les divers degrés de contact des courbes planes. Caractères , d*abord analytiques, puis géométriques, des différents contacts. Fixation du genre d^osculation propre à chaque espèce de courbes.
Application générale de la théorie précédente à l'étude mathématique de la courbure. Limitation naturelle d'une telle comparaison à la notion du cercle osculateur. Reproduction spontanée des formules antérieures, et vérification analytique des propriétés générales de la développée.
Indication d'une nouvelle classe de points singuliers où le cercle oscnlateur a un contact du troisième ordre avec la courbe proposée. Comparaison générale de ces points à ceux de moindre ou plus grande courbure.
Caractères analytiques, rectilignes on polaires, des points de rebroussement. Reproduction analogue des caractères pro^Nres aux infierions.
Application de l'ensemble de la géométrie différentielle à la discussion perfectionnée des courbes planes , surtout transcendantes. Exem-
, , ._ - siujp plea relatifs aux courbes^ = jr/x, vssso* , ^*=cosar,r5= ,
tangx
X "= -• 9 ;^ a= « COS Jr.
30 Théorie des courbes à double courbure. ( 3 leçons, }
Théorie des tangentes à ces courbes , soit d'après les courbes planes, soit directement. Applications à rhélice, et à I epicycloïde sphérique.
Théorie fondamentale du plan otculaUur, Diverses formes de son équation générale. Application k Théltce.
Théorie générale de la courbnre ordinaire, ou dejlexion. Recherche analytique du cercle! osculateur.
Etablissement direct des formules générales pour la grandeur et la direction du premier rayon de courbure. Diverses formes dont elles sont susceptibles. Application à l'héKce.
Théorie générale de la seconde courbure^ ou de torsion. Sa source naturelle dans la notion du plan osculateur. Formule du raj'on correspondant. Application à Thélice.
Nouvelle conception sur la théorie de la seconde courbure d'après la notion de la sphère osculatrice : comparaison des deux méthodes ; identité nécessaire de leurs résultats. Condensation possible de toute la théorie des deux courbures autour des seules notions du plan osculateur et de la sphère osculatrice. Recherche analytique de celle-ci.
Extension générale de la théorie fondamentale des contacts curvilignes aux courbes a double courbure.
Comparaison d'une courbe quelconque à l'hélice osculatrice. Nouvel aspect correspondant pour l'ensemble de la théorie dé la courbure des lignes non planes. Recherche analytique de cette hélice. Appréciation finale de cette conception.
Il" Théorie des plans tangents , et classement rationnel des surfaces. ( 3 leçons,)
Équation générale du plan tangent, d'après sa définition infinitésimale. Deuxième mode de formation, d'après le lieu des tangentes menées à une surface en chacun de ses points. Troisième mode, d'à* près la propriété de minimum de la normale.
Plan tangent parallèle à un plan donné, ou contenant une droite donnée. Plan tangent commun à trois surfaces données.
Conception fondamentale de Monge sur l'application naturelle de la théorie des plans tangents au perfectionnement général de la gécH métrie comparée par l'établissement direct de types différentiels , indépendants de toute fonction arbitraire, pour caractériser chaque famille de surfaces. Correspondance analytique de ces nouvelle» équations collectives aux types finis antérieurement introduits.
Application de ces principes aux familles géométriques déjà étudiées par l'analyse ordinaire.
Equation difierentielle propre à caractériser toutes les surfaces développables.
Théorie fondamentale de Monge sur les surfaces enveloppes. Différences nécessaires , analytinues et géométriques, de cette notion avec celle relative aux courbes.
Considérations générales sur la formation des familles géométriques d'après cette nouvelle idée mère, qui condense à un degré supérieur toutes les comparaisons antérieures.
Développement analytique de cette théorie dans le seul cas de deux
Iparattètres Tariables. Mode de formation de lëquation diflercnitMilIe | |>iopre a ehaqne famille.
Application spéciale anx direrses famillei antérieures et à la. théorie ^•s tdyaai dont Taxe est plan.
50 Théorie de la courbure des surfoccs. ( 8 lep<Mt*)
^éorie générale des divers contacts des surfuces. Sa difiereace essentielle avec cel le des con^cts curvilignes. ^
Application de cette théorie à l'étude de la courbure dm surfaces , \
réduite à leur comparaison avec la sphère. Défaut radical d'équiva* lence entre loffice géométrique de la sphère osculatrice et e^iii du cercle émulateur. Nécessité correspondante d'étudier, en chaquepoint d'une surface quelconque , une infinité de rayons de courbnre«
Formule générale du rayon de courbure de toute section aormalé. Déterùiination des deux rayons principaux.
Réproduction spontanée du caractère différentiel des surfaces développables.
Théorie 'd*Euler sur la marche générale des rayons de courbure normaux , résumée par une constructioi^ remarquable. Discussion des cas où la courbe correspondante est elliptique, hyperbolique, ou parabolique. Appréciation d'une prétendue indicatrice.
Théorème complémentaire de Meunier sur la courbure des sections obliques.
Application de ces diverses notions à quelques exempleis , et surtout à lar surface » «s x/*.
Définition générale des lignct de courbure. Exposition analytique de la théorie de Monge a ce sujet. Impoi^tance dé cette détermination pour perfectionner l'ensemble de l'étude de la courbure de chaque surface.
Indication directe et spéciale des lignes de courbure propres anx familles les plus usuelles.
Recherche de la surface qui contient les centres de courbure de toutes les sections principales.
Théorie générale des lignes déplus grande pente. Leur relation nécessaire aux lignes de niveau. Détermination spéciale des lignes de faîte. Application de cette théorie a la surface z sa xjr>
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