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DB LA THÉOBIE
CHAPITRE PREMIER
INTÈGRilTION DES FONCTIONS ALGEBRIQUES.
294. Nous avons indiqué dans le premier livre [chap. III et ly] les principes de la théorie des quadratures et de Tintégration des fonctions d'une seule variahie : principes dont la connaissance nous était dès lors utile, tant pour nous former une idée générale de la nature et des applications de l'analyse infinitésimale, que pour l'éclaircissement de certains points de doctrine que l'on a coutume de rattacher au calcul différentiel. Maintenant nous entrons dans le calcul intégral proprement dit; et il s'agit d'abord d'étudier les procédés d'après lesquels, étant donnée une fonction différentielle d'une seule variable, on trouve son intégrale, quand on peut exprimer
analy tiquement cette intégrale sous forme finie, en n'employant que les fonctions algébriquesou les fonctions transcendantes déjà connues.
Lorsque, pour intégrer une fonction ^i£r« on la décompose en plusieurs autres dont on connaît les intégrales , ce procédé s'appelle intégration par décomposition. Exemple :
ydx r{%ïv?x+cQs^x)dx Çdx Çdx
fkv^xco^x J sin*arcos*ar j co^x J ûx?x
= tang X — cot X + const.
Si Ton pose
arz=çr, dXr=.nftdt^
la fonction /x^^r deviendra une fonction différentielle
'^e /, de la forme
f{<ft).fifUdt,
£n admettant que l'on sache intégrer cette dernière fonction, il suffira de substituer pour t^ après l'intégration , sa valeur en a; , et Ton aura l'intégrale de la proposée* Ce procédé s'appelle intégration par substitution.
Ainsi, pour avoir l'intégrale
xdx
on posera
x*'=,t. d'où xdx-=, - et;
l'intégrale proposée deviendra
_ / ^ :=:: - log {t -f- a") -h const. = - log (ar* +a')H- const.
Ces deux artifices de calcul , joints à celui de V intégration par parties [55], sont d'un usage continuel, et la pratique apprend à les combiner de manière à arriver par la voie la plus courte au résultat cherché : on en
verra de nombreux e^ethplë; dans ce qui doit suivre.
§ i^'^. Fonctions rationnelles.
29b. Une fonction différentielle de Xj algébrique, rationnelle et entière, peut toujours se déconiposer en monômes de la forme ax'^dx, et par conséquent peut toujours s'intégrer algébriquement, puisqu'on à, par le Renversement des règles de la différentiation ,
afax = h const. (a)
Quelquefois cette opération s'abrège par des substitutions. Soit, par exemple,
dy =i {ax + by^ dx :
on posera ax-|-A=f , et il viendra
r = - it^cUzzi — . 4- const.:=r—i ^—r- + const. { i )
aj «(/?!+ 1) a{m + i) ^ '
Les formules {a) et (i) subsistent pour des valeurs de m positives ou négatives , entières ou fractionnaires, ou même irrationnelles. Elles ne tombent eii défaut que pour là valeur >;t= — i , qui rend infini le terme
et en effet l'on sait que dans ce cas
*dx
— = log X -h consL \b)
£n passant aux intégrales définies, on a
1 x^dx = ■■ ; (c)
Jx. m+i ' ^^
et quand on fait dans le second membre de l'équation précédente m=z — i , il se présente sous la forme 3, ce qui nous montre que le second membre de l'équation {a) , dans la même hypothèse, n'est pas infini, mais indé-
terminé, à cause de la constante arbitraire qu'il renferme et qui doit être supposée infinie, en même temps que le terme variable.
On a
-^ — ^ =a:*+ ■ log x;
donc, si l'on applique au second membre de l'équation (c) la règle ordinaire pour la détermination des valeurs qui se présentent sous la forme indéterminée^, on trouvera
— = logar — logor,,
ainsi qu'on le conclurait directement de la formule (&). Soit
fx désignant une fonction algébrique entière , et m un nombre entier positif : on posera, comme ci-dessus, cuK'^b:=t; et après qu'on aura substitué pour :r, dans fx, sa valeur en t; et effectué les développements des puissances , la différentielle d/ sera la somme de termes de la forme
— - dt=Nr-"'dû,
N désignant un coefficient constant; au moyen de quoi la détermination de l'intégrale y sera ramenée à l'intégration d'une suite de différentielles monômes.
296. En général, une fonction différentielle algébrique, rationnelle et fractionnaire, est formée d'une suite de termes de la forme
INTl^GRATION DES FONCTIONS ALGEBRIQUES. 5
fx^ Yx désignant deux polynômes entiers en j; , et l'on peut toujours admettre que le numérateur^ est d'un degré inférieur à celui de Fx : autrement on effectuerait la division algébrique, et l'on transformerait la fonction proposée en
ixdx '\''^'^ .dx .
rx.
fx désignant une fonction entière et^^o; une fonction de degré inférieur à celui de Fx; en sorte que Fintégration de la fonction (d) serait ramenée à celle de la fonction
£^^ dx
Ceci admis, supposons que l'équation algébrique
Fa:?3 0 (F)
n'ait point de racines multiples, et soient
ses racines, réelles et imaginaires : on pourra poser
Or, on a (les coefficients A,, M,, N.'désignant des constantes )
f * ^ = AJ log {x — ai)+const. ,
Mi-ai+Ni dx
r{MiX ^N,)rfxj_ p/li{x—(i,)dx l fi, ' Pi
="^*^SK^""^')*"^^' J"* S^ — arctang[ -g— l+c<?/i5^;
en sorte que Ton obtient rintégrale|de tous les termes dans lesquels se trouve décomposée la fonction {d) , et par conséquent l'intégrale de cette fonction même. Ouj déterminerait les coefficients A,, M,, N, par les
règles ordiniaàr^s de l'algèbre, en faisant disparaître les dénominateurs dans l'équation (2) qui doit être identique, et en égalant s^arément à zéro, après le d/éveloppement, les facteurs qui multiplient chaque puissance de X. On obtiendrait ainsi autant d*équations du premier degré entre les inconnues qu'il y a d'inconnues à déterminer : mais on peut aussi les calculer directement par le procédé suivant.
On a
/x Ai for. (or. — a,)
Far X — Oi ¥x '
fx désignant une fonction entière de x que l'on obtient
par la réduction au même dénominateur de toutes les
fractions, autres que '- — , qui entrent dans le second
^ X — ai ^
membre de l'équation (a). De là on tire
Yx
fx-ziz, Ai {-fxX^ — ^i)'
Lorsqu'on fait dans cette dernière équation a:=a,, Je
Yx
terme £r. {x — a^ s'en va, la fraction se présente
X — di
sous la formel, et sa vraie valeur est F'Oi, quantité finie et différente de zéro, puisque, par hypothèse, a, est une racine simple de l'équation (F) : donc on a
Il viendrait die mênie
d'où _
M,<«..±p.v'=7)+N..=±.p,V-..|^^^), (3) équation qui se décomppse en deux autres, à cause du
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radical V/^, et qui suffit pour déterminer les coefficients M,, N<.
297. Si Féquation (F) a r racines réelles égales à a , on ne peut plus poser
fr _ A' A" AW A
pT- — 1 f- . . . H 1 h etc. ;
ra: x — a x — a x — a x — a, '
car, à cause de l'indétermination des coefficients A', A"
etc. , cette équation ne différerait pas de
fx A A.
^ = h ' h eic.,
jtx X — a or-— a^ '
et Ton n'aurait plus le nombre de coefficients nécessaire
pour établir l'identité ; mais on fera
fx_ k' k'' AC^-O A(0 A.
d'oh /ir=AWF,x+A(^-0(a-_a)F,a:+...+ A''(ar— «y-'F.^r
+ A'(a:— «y-'F^^H- (a? — a^fr, (4)
en désignant, pour abréger, par F,a: le polynôme entier
Yx {x—ay et par f.r la fonction entière qui est le numérateur de la somme des fractions
s 1 * h etc.,
après qu'on les a réduites au même dénominateur.
On soumet l'équation (4) à r — i différentiations
successives, et l'on fait ensuite x=a,. tant dans cette
équation que dans ses différentielles , ce qui donne :
/a=AWF^a,
fa=zk(^)F\a 4- A('-«)F.a , . ,..
/rt=A(0F'',a4^2A(^-OF'.a + 2A(-»)F.a, ^ ^^
et par le moyen de ces équations on détermine succès-
sivement les coefficients A^*^^, A^'-'\ A^'^""^. . . A'% A'. Il est visible d'ailleurs qu'après la décomposition de la fonction fractionnaire proposée, chaque terme de la
forme
A^O ^ r-.aa:
[x — ay s'intègre algébriquement , à l'exception du terkne
A' X — a qui s'intègre par logarithmes.
Lorsque la racine a est incommensurable^ le polynôme F^x a des coefficients incommensurables , même dans le cas oîi le polynôme F^ n'aurait que des coefficients rationnels : il est donc utile de savoir calculer les quantités F,«, F',«, F'';a, etc., qui entrent dans les équations (5), sans avoir besoin de former le polynôme F^x. Or, puisque
par hypothèse
Fx =(ûç — ayF^x , on a
F(Oa: =z{x— a^F, W^ -f- - . r(a; — ay- 'F,(' - Ox
+ ^^ "^/^r — i) (^— ay-'F/'-^^a^ + etc,
la suite se prolongeant jusqu'au terme
r(r— i) (r— a). . .(r — ^-^ i) {x—ay-'F^a:, pour les valeurs de / < r, et jusqu'au terme
^-^ 5-^^ —^ .rfr— i)...3.2.i(a;— a)T ('-'•):r
=i{i—i) (i — 2)...(/— r4-i)F,C»-^)x, pour les valeurs de ^ > r. Ce dernier terme étant le seul qui ne s'évanouisse pas quand on fait a: = <2, il vient FCO a=r(r — ij(r — 2). . .3.2.i,Fja,
F('^+*)a = (V+2)(/'-M)r. ..5.4.3.r",rt, etc.;
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et par suite on pourra chasser F.a, F^.a, F'\a, etc., des équations (5).
298. Si réquation (F) avait des racines imaginaires multiples , F^ admettant pour facteur
on poserait
fx M'ar+N' M''a:-+-N'
Yx ~{x- a)» H- p* [(^— «)' + P*]*
et réquation (4) se trouverait remplacée par
yi=(M('-):r + NW)F,x -4- (M(--«)) \[x—(Lf + p*] F,x +. . .
On prendrait les dérivées successives de cette dernière équation ; on ferait ensuite j: = ait Pj/Hi , et Ton aurait le nombre d'équations nécessaire pour déterminer tous les coefficients M^'^ , N^*\
Admettons que ce calcul soit effectué : il s'agira d'intégrer une suite de termes de la fotme
pour les valeurs de i plus grandes que l'unité. Or , on a
r^Wx+NW)^ _ (■ 'm%x—<^dx
J [{x-aT+n~J [(^ -«)'+?"]'■
en posant, pour simplifier ,
Il vient ensuite
y" dt Ç dt r edt ,gv
D'ailleurs, le procédé de l'intégration par parties, appliqué à la fonction
^di t ^tdt
donne
r edt _ t i i r dt
J{e+ ly— 2^— 1)(^^+ 1)-' "^ 2{i- i)J{e+ ly-'*
Par la substitution de cette valeur dans l'équation (6), on obtient
f dt _ t a^— 3 f dt
Mais en appliquant le même procédé,, on ramène l'intégrale
et finalement de Tintégrale
dt
= arc tang 1 4- oonst. ;
après quoi, il n'y a plus qu'à remettre pour t sa valeur en fonction de x.
En résumé, cette analyse montre que l'on ramène à la résolution des équations algébriques l'intégration de toute fonction différentielle, rationnelle et fractionnaire; et que l'intégrale d'une fonction de cette espèce s'exprime toujours par des fonctions algébriques rationnelles, et par des fonctions logarithmiques et circulaires.
299. Quand la fonction différentielle, sans cesser d'être algébrique, devient irrationnelle, son intégrale, lorsqu'elle existe sous forme algébrique, doit renfer-
mer tous les radicaux irréductili>les qui entrent dans la ^nçtîon différentielle, et n'en peut pas renfermer d'autres : ce qui revient à dire que l'aire d'une courbe algébrique doit avoir , en fonction de l'abscissç , précisément autant de valeurs (réelles ou imaginaires) que l'ordonnée en comporte , ou autant que la courbe a de branches (réelles ou imaginaires).
Deux habiles géomètres de cçtte époque, Abel et M. Liouville, ont fait connaître des méthodes d'après lesquelles on peut reconnaître si une fonction irrationnelle comporte une intégrale algébrique ou logarithmique, et trouver directement cette intégrale, quand elle est possible. Mais nous ne les suivrons pas dans ces généralités , plus intéressantes pour le perfectionnement de la théorie que pour l'utilité des applications.
Les fonctions dont l'irrationnalité tient à la présence d'un radical carré sont celles qui se présentent le plus souvent dans les questions de géométrie et de mécanique , et il convient que nous nous occupions plus spécialement de l'intégration des fonctions de cette classe.
§ 2. Fonctions à radical carre, recouvrant un polynôme du premier ou du second degrés
300. Si, dans la fonction à>intégrer, entrent rationnellement la variable j; et le radical
en sorte que, cette fonction étant mise: sous la foripe
/(x,R).cir, {ey
y soit une fonction algébrique rationnelle de :c et de R ^
on posera
}/7:fbZ = t, (7)
d'où
t^ — a , 2tdt /Q\
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au moyen de quoi la fonction proposée deviendra de la forme Ftdt^ Ft désignant une fonction rationnelle de t. Admettons que le radical recouvre un polynôme du second degré, ou qu'on ait
On pourra, sans restreindre la généralité, poser c=i y ce qui revient à changer .r en — -=, en conservant d'ail-
leurs aux constantes a , b leur indétermination. Soit en premier lieu
R = i^a -f- Aar -4- j:» :
on posera ce qui donne
et par la substitution de ces valeurs la fonction (e) sera rendue rationnelle.
S'il s'agit de se débarrasser d'un radical de la forme
on représentera par a, ^ les racines de l'équation
jr' — ôo:-— a=o, racines que nous supposerons réelles, sans quoi le radical, restant constamment imaginaire, rendrait imaginaires tous les éléments de l'intégrale , et par conséquent l'intégrale même.
On posera ensuite
V^a + èx — x*= V/(ar— a) i^—x) = (^ — a)r,
d'où
et la substitution fera disparaître Tirrationnalité, comme dans le cas précédent.
L'irrationnalité peut encore être levée, lorsqu'elle tient à la présence simultanée dans la fonction y*de deux radicaux
car, en vertu des équations (7) et (8), on aura
ce qui fait retomber sur le cas précédemment traité. Exemples :
I djr=:
\^ a + ^a? -f- ex* \ \ b ._ . ,
2° dxz=z
cx^
^ \/c ^^ ^CX — b+V^b*^Aac ^ '
Pour
la formule (9) donne
y = log (ar+ l/i-4-«i) H- const.^
ce qui s'accorde avec l'une des équations du n® 68.
Pour
. , dx ^r = ,> -1
on tire de la formule (10)
j = — aarctangy/ + const.
=' — arc tang h const, (1 1)
Mais on sait d'ailleurs que la valeur de ^ est dans ce cas
y = arc sin x -h consU (i a)
Il faut donc que les expressions (ii) et (itx) rentrent Tune dans l'autre ^ et en efTet, si l'on pose
arc sin ^ = 9 , ou or = sin 9, les équations (ii) et (12) donneront
/= {- <f + const.j jrz=:<f + const.y
expressions équivalentes ^ à cause de l'indétermination des constantes arbitraires.
*^ 3. Fonctions à radical carré, recouvrant un polynôme
du quatrième degrë.
301. Nous allons entrer dans une analyse beaucoup plus compliquée en discutant le cas important oii le radical qui entre dans la fonction / est de la forme
et nous remarquerons d'abord qu'on peut y ramener celui où la fonction renfermerait deux radicaux
car on chasserait le premier en posant^ d'après ce qui a été ditci-.dessus,
f—OL
et la substitution de cette valeur de x dans le second radical le changerait en un radical de la forme (/).
Nous ferons remarquer en secoiid lieu que toute intégrale de la forme
/* désignant une fonction algébrique par rapport à a: et
à R, peut être ramenée à dépendre d'une autre intégrale
de la forme
Ta:
R F désignant une fonction rationnelle. En effet,,/* (^,R) ^^
peut avoir que la forme
O + RV ^, ^y ^y W désignant des fonctiotis rationnelles de x. Or, si l'on multiplie les deux termes de cette fraction par <^-R^, on la mettra sous la forme
<p<> — R'(];^ (yiF — <{»^)R' i^
qui équivaut à
f, F désignant deux fonctions rationnelles de x.
302. Pour simplifier l'expression du radical R, sans nuire à la généralité du problème d'intégration qui nous occupe, désignons par t une nouvelle variable, et posons
nous pourrons disposer des coefficients r et s^ de manière à faire évanouir dans le polynôme R' les coefficients des puissances impaires de t;'et il s'agit de prouver qu'on satisfait toujours à cette double condition par des valeurs réelles de r, s.
Mettons le polynôme R* sous la forme
<a:— a)(;r — p)(a: — y)(^ — *), a, ^, y, ^ étant les racines de l'équation R^=x>. On aura, en substituant pour x sa valeur en tj
et l'on fera évanouir les puissances impaires de /, si l'on
pose
(r_y)(5 — J)H-(r— *J(5— Y)=o, ou bien
ikrs — (a-f- P) ('•+ ^) + aap=o, d'où
Or, diaprés la composition des équations du second
degré^ ret ^ seront des quantités réelles, si les valeurs de
r-l-^ et de rj sont elles-mêmes réelles, et si l'on a en
outre
(r+5)' — 4r5>o, ou, en substituant.
Lorsque les quatre racines a, p, y, ^ sont réelles, il est permis de supposer que ces lettres les désignent suivant leur ordre de grandeur; la troisième condition sera satisfaite, et les deux autres le seront indépendamment de toute supposition.
Si deux racines sont imaginaires, en sorte qu'on ait
les valeurs de r -|- ,$• et de rs ne cesseront pas detrc réelles : l'inégalité (i3) deviendra
et sera par conséquence vérifiée. On prouverait aussi facilement qu'il en est encore de même, quand les quatre racines sont imaginaires.
A la vérité, si l'on supposait a-|- pzzzy-|-^, les valeurs de r^s et de rs deviendraient infinies; mais on aurait en même temps
R« = e[^» — (a 4- P}Jî + «P] [a:-— (a 4- P)^ + y*] ;
en sorte qu'il suffirait de poser
a-HP
pour faire évanouir dans R les puissances impaires de L Une autre exception se présenterait, si l'on avait a=y, P = J; car alors les valeurs de r-|- j,av prendraient la forme \ ; mais il est visible que dans ce cas le polynôme R^ deviendrait un carré parfait, et que la fonction à intégrer serait rationnelle.
Nous admettrons donc que l'intégrale
*Yxdx , .
est toujours ramenée à dépendre d'une autre intégrale
Rj^ étant un polynôme du quatrième degré en ty qui ne contient point de puissances impaires de la variable : ou^ ce qui revient au même, nous admettrons que, dans l'intégrale [g)y le radical R ne contient point de puissances impaires de x.
On peut aller plus loin, et admettre que la fonction rationnelle Yx est également paire. En effet, si elle était impaire, sa formé la plus générale serait
e + ^rû'
0, 0), 0^ O désignant des fonctions paires de x. On aurait donc, par une transformation analogue à celle du n"* 3oi,
/¥xdx /V69 — wîi \ dx f/(ùS — QQN xdx nR~~7 Ve'— or'iiV * "R V W— ^ÛV "T" Or, dans la première intégrale du second membre^ la
fonction qui multiplie — ne contient que des puissances
paires de x ; et si l'on fait dans la seconde .r^ = t, la fonction sous le signe /"deviendra de la forme
et pourra être rendue rationnelle, d'après le § a.
Nous disons de plus que, sans restreindre la
généralité du problème qui consiste à obtenir l'intégrale
(g), il est permis de supposer le polynôtne II* de la
forme
les termes p*x*, q^x^ devant être affectés du même signe, positif ou négatif.
En effet, puisque R' ne contient point de puissances impaires de a:, et qu'un polynôme du 4^ degré se dé> compose toujours en facteurs réels du second, rien n'em-^ pêche de poser
R' = (/» + nx^) {m* + « V) ,
/w, /i, ni y ri désignant des quantités réelles. Donc, si l'on fait
la variable t sera réelle en même temps que x. On tire de ces équations
n'm*t* — m ± /W ï/ 1 + a(2m'/i — mn')t» -h m*n!uà
in
dx xdx mdt
dt
\/ 1 + ^{iwin — 01»')/» -f-m*«'*/4
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Posons maintenant il viendra
p^ = do {nm'n — mn') + 2 \/m*n{nin'-mn') ,
d'où, en vertu d'une formule connue d'algèbre ,
p = l^dr mn 4- l/±: (m/i — iiiJi) , ^ = V/zh!»'» — l^dz (m'n — mn).
On pourra disposer du signe, de manière à rendre réel le radical |/±: m'/i ; et en admettant, ce qui est bien permis, que l'on a
le second radical qui entre dans les valeurs de^ et de q sera pareillement réel.
Eu conséquence, il viendra
/l'mV — in±/w 1/(1 ±p*t^) (1 ±q*t*)
dx . . dû
Si l'on substitue ces valeurs dans la fonction
Y{af)dx R ' on la mettra sous la forme
ou, ce qui revient au même, on peut admettre que dans la fonction (A), le radical a la forme indiquée par l'équation (Rj.
305. T^ fonction F peut être entière ou fractionnaire . Supposons d'abord qu'elle soit entière, en sorte qu'il s'agisse d'obtenir une somme d'intégrales de la forme
et posons^ pour abréger,
R'= (i ±p'x') (i ±q^x') zzzi+rx' + sx'' : on aura identiquement
— ^-=(2/-3)Ra:'-4 + ^^ .^^
==^1 (2t — 3)a:'*-*+ (21— 2)rx»*-»+ (2/— i)^ar" 1 ; et par conséquent Yi.x^'-^ + consU = (ai — 3)/-^ — :g h {ii-^^yl — ^ —
Ainsi l'intégrale {{) est ramenée à dépendre de deux autres de même forme
/x"^*dx fx*'-^iLc.
et comme on peut opérer ainsi de proche en proche, ii en résulte qu'en définitive l'intégrale (/) sera ramenée à dépendre, quel que soit i, des deux intégrales
X* dx ,^.
Si la fonction F (o:^) est fractionnaire, on en extraira la partie entière; et le reste étant décomposé en fractions partielles [§ i"], on aura à obtenir une somme d'intégrales de la forme
/ dx f .V
Or, on a identiquement
tùc (i + 2rr* + 352:*) (a:r* + a) — a(/ — j)(i-|-ru7*+52:^)jr* .
d'ailleurs on peut poser
(i + arj^ 4- 35JF^) (x' + a) — a(/— i){i-hrx'-\- sa:^)jc*
^, A^ A:, / étaut des coefficients que Ton déterminera sans difficulté en identifiant les deuK membres^ et qui ont pour valeurs
gzm — (a« — 5)5, A=: — {%i — 4)(''^— 3a^)>
* = — \%i— 3) (3a*j— aar-i-i), /=.(a/— 2) (aV— aV^-a).
Il viendra en conséquence
Rr /* rfx , /* dx
En vertu de cette dernière formule, et par un calcul de proche en proche semblable à celui qui vient d'être indiqué pour l'intégrale (i), on ramènera l'intégrale (j) à dépendre des deux intégrales (A)^ (B) et d'une troisième
Doue, en définitive, l'intégration de toute fonction rationnelle de a; et d'un radical carré recouvrant un polynôme du quatrième degré en x^ se ramène à la détermination des trois intégrales (A),(B), (C).
Nous verrons plus loin quelles transformations ultérieures Ie5^ analystes ont fait subir à ces dernières
fonctions , quelles sont les principales propriétés dont elles jouissent^ et comment on a pu dresser des tables des valeurs numériques qu'elles acquièrent, quand on assigne numériquement les limites de l'intégration.
§ 4* IrratioDoelles bioômes.
306. Nous appellerons irrationnelles binômes les fonctions de la forme
p^q désignant des nombres entiers, etm, n des nombres quelconques. SU met, n sont rationnels, on peut les supposer entiers, sans restreindre la généralité de l'expression, ainsi qu'il est facile de s'en assurer. Les fonctions "Sidx sont désignées communément par la dénomination fort impropre àe différentielles binômes. Si l'on pose
il viendra
ainsi Vidx sera rendue rationnelle par cette transformac.
tion, si — est un nombre entier.
L'équation (R,) peut être ainsi écrite :
R=^ 9 {ax-'' + by\ donc, d'après ce qu'on vient de voir, la fonction Kdx sera encore rendue rationnelle, si le rapport
np
se réduit à un nombre entier. Hors des deux cas que
INTÉGRATION DES FONCTIONS ALGEBRIQUES. 2f3
Ton vient d'indiquer, la difTérentielle Re/x ne pourra en général être délivrée de Tirrationnalité qui l'affecte. Quand on fait 3!f-=-tf il vient
donc la détermination de l'intégrale /KcLc se ramène à celle de Tintégrale
fxl^-^ {a + bxjdxy (k )
les constantes (x, v, pouvant avoir des valeurs quelconques, entières ou fractionnaires, et même irrationnelles. Or, nous allons faire voir que la détermination de l'intégrale (Je) se ramène toujours à celle d'une autre intégrale oii les valeurs des constantes {a, v seraient comprises entre zéro et l'unité.
Eu effet, l'on a en intégrant par parties
^— (a 4- bxydxz= ^^ ^ —
— y*~\, l a^^^ia + bxy^^dx,
et d'autre part.
Ces deux équations combinées donnent
— c^^ — i)y>-'(a --h bxydx], (/)
En conséquence, si la constante \l est positive, on ramènera l'intégrale {k) h dépendre de l'intégrale
y>-*(a -I- bxydxy (* J
dans laquelle l'exposant de Xy en dehors des parenthèses, est diminué de l'unité, l'exposant de la parenthèse restant le même. Si au contraire la constante (jl est négative,
on fera dépendre Tintégrale (A-,) de l'intégrale (A*), où la valeur numérique de Texposant de Xy hors des parenthèses, se trouve diminuée de Tunité. On peut répéter Tune ou l'autre opération autant de fois qu'il est nécessaire pour ramener l'intégrale {K) à dépendre d'une autre intégrale de même forme, où la valeur de la constante (a tombe entre zéro et i.
Une réduction semblable est applicable à l'exposant
V ; car on a
faff^-\a-^bxydxz=iafj^-\a'\'bxy'^dx+bf3i^{a'\'bxy-^dx;
la formule (/) donne, quand on y change (a en (i.-f~i ^^
V en V — i,
-. , , , , aHa-^bxy — a\Lfaf^-Ha + bxy-^dx fa^{a + bxy-'da:=.^ ^ ^^^^^"^ '—',
et de ces deux dernières équations combinées, l'on tire
Enfin l'on réduirait de même les exposants (a, v dans l'intégrale
/{g -f- hxf {a + bxydx.
*m*ttlt0»f»lt0ll%%W*W^tt^^tV <»%l%'»»<»<««<»»»»%« **«*«««»**<»«««»« »<» W %i» »«»^'V>r»»%x»%%i%^%^%<<%i»» %%%%<^»%^(%»^ %%«*%%/»
CHAPITRE II
308. En vertu du principe du n^ ng^^ si Ton a sous forme finie l'intëgrale
/ftdt=¥t+ const. , on aura aussi :
dx /filogai).— ^¥(}ogx)+const.y
se
ff{^) . e'dx = F(^) + const., yy^sin x) . cos xdx = F(sin x) + const. j jy{GQ% â:).sin xdx = — F(cos x) + const,, dx
dx yy(arc sin x).rp===^ = F(arc sin x) + const.
Par exemple, il viendra
*cos xdx
-—5- = arc(tang = sin x) + const.
Ji
i + sm ^
Lorsque la fonction F ne peut pas s'obtenir sous forme finie, les intégrales précédentes, dans le cas où la fonction /est algébrique, sont au moins ramenées à dépendre de rintégration de la fonction algébrique y^e//.
y* désignant toujours une fonction algébrique, on pourra rendre algébriques les fonctions
/(«**) . dx , /(sin mx , cos mx) . dx , en posant, pour la première, é^'=:tj et pour la seconde, sin mx=ty ou cos mx=zt.
Ainsi cette substitution donnera :
y^ dx r dt /x—t — \ — : ^^^= 1/ — : — s. . ^=' — V Vconst.^
y/i — sin^
^ i+sinx
de
const, ,
2 fi+a t /i — cos^l = ;. arc lang 1/ + const.
On rendrait encore algébrique la fonction J^(sin mxj cos mx; sin imûc^ ces iVw:i;; sin «'/?ij? , ces ^mx ;...) cfcc, y* désignant une fonction algébrique, et /, ^'-.. des nombres entiers; attendu que dans ce cas sin irnx,
cos imx, s'expriment en termes finis, au moyen des
puissances entières desinma:, cosm:v [77].
Une fonction rationnelle et entière de sinus et de cosinus peut toujours s'intégrer, après qu'on a changé par les formules connues [78] les puissances de sinus et de cosinus en sinus et cosinus d'arcs multiples, et les produits de sinus et de cosinus d'arcs différents, en simples sinus et cosinus. Par exemple, on a
ysin^mx-i-n) cos{pa;+p)dxz=z - /sin [{m+p)x-\'n'^q]dx
-t- - /sin \{m—p)x+n — q\dx
_ cos[{m+p)x+n+q] cos[{m—p)x-irH'-q\ ,
La détermination de l'intégrale
/siii^xcoi*xdx ((t,v)
dépend de l'intégration d'une irrationnelle binôme ; car si l'on pose sin .r=zi|/^, cette fonction devient
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On pourrait donc employer les formules du n® Soy à la
réduction des exposants (a, v ; mais il vaut mieux effec*
tuer ce calcul de réduction en conservant la fonction
([i.yv) sous sa forme primitive.
Si l'exposant (x est positif^ on diminue cet exposant
sans augmenter v , en vertu des équations
f&in^x CQS^'xdx ==/sini*~ * cos^ jr . sin xdx
sini*~»arcos^'^ u. — i /*. ., ,
= — — h *- /sm»'"*a:cos*+'x«x,
v+i v+ij
Jsixi^''*x cotl"^*xdxz=ifsïxi^''^xco9i'xdx — fsin^x cog*xdx ,
d'où l'on tire
>.. , sini'^'^rcos'^'ar Pt— i /*. . . i - \
/sin^xcos''xdx=i h^- — 1 sin«*""*:rcosra?alr. (u.)
Si l'exposant v est positif, on diminue cet exposant
sans augmenter (/., en employant la formule suivante, à
laquelle on est conduit par un calcul analogue :
/•• * > sinH-'^cos'^ V— I A . , ^ / \
^m^o: cos^x^zrr 1 /sm»'jrcos*-*^Ar. (v)
On tire de l'équation {\u)
/.. , , sin«*-"xcos*+'^ . (/.-fv /*. ^ ^ , /smi*-*cos*j:d[r = 1- ' Ismi^^F cos^'xdx,
et en changeant (i. en — (^--|-2l,
/cos^j; , cos*+'x VL — V — 2 /^cosrx , , ,.
smï'a: (|A— i)sm«*-'a; (ic — i J sin^-*x ^^^
On tirerait de même de l'équation (v)
/sin»*x , sin»*+':c V — a — 2 /*sin«*^ , , ,. rfr=7 r 1 ^ / — dx. (y) cos^x (v— i)cos*— 'X V — I Jcos^*x ^
Ces deux dernières formules servent à réduire les valeurs numériques des exposants (x, v dans l'intégrale ((Ji,v) , quand ces exposants sont négatifs.
A l'aide des quatre formules de réduction ((jl), (v),
([x'), (v') , on fait toujours dépendre Tintégraie ((x^v) d'intégrales de même forme ^ dans lesquelles les exposants (ji,v tombent entre — i et -|- i ; et lorsque les exposants primitifs (a, v sont entiers , Tintégrale ((jl,v) est amenée à dépendre de l'une des neuf intégrales suivantes ; fdxz=zx+C^fs!mxdxz=z — co&2;+G,ybo&r^:r=:sin:r+C,
ysina;cos:réir=:-sin*.r+C, / da:=z — logcos:cH-C,
/cos«r /* dx -. — Éir=loff sin:r + C, / -: =lofftanffa;+C, snia: ^ ^J sm:rcosar ° °
^310. Au lieu de ramener l'intégrale d'une fonction transcendante à dépendre de l'intégrale d'une fonction algébrique 9 on peut faire l'inverse et obtenir ainsi, pour certaines transcendantes à différentielles algébriques, des expressions d'une forme plus simple ou d'une discussion plus facile. C'est ce qui se pratique notamment pour les intégrales (A), (B), (C) du n"" 3o5. Soit en effet /?* le plus grand des coefficients /?% çr» qui entrent dans la composition du radical
on posera
et les trois intégrales précitées se trouveront comprises sous la formule générale
//A + B sin'yN ^
y VC + D sin V »/i-c*5in>(ï> ^ ^
Si au contraire le radical a la forme
il deviendra imaginaire pour les valeurs de x^ comprises
entre -^ et -^ ; en sorte que les trois intégrales dans la
composition desquelles entre ce radical, seront ellesmêmes affectées d'imaginarité , à moins qu'on n'ait p^x^ < I pour toutes les valeurs de x comprises entre
les limites de l'intégration. On sera donc autorisé à poser
au moyen de quoi l'expression (i) sera encore la forme générale des intégrales (A), (B), (C), (^ désignant toujours un paramètre compris entre o et i . Mais cette formule (i) équivaut à
A' / ^ -f-B' / V/i— c»8m»9.rfç
J \/i-c»8in> J ^ ^
J (i+asin*(p)v/i— c»iin»ç
A',B^C , a étant de Bouveaux coefficients que l'on déduirait sans peine de A^B^C^D par la réduction au même dénominateur, et la comparaison des termes qui affectent les mêmes puissances de sin f . En conséquence, le calcul des trois intégrales (A),(B),(C) est ramené à celui des trois intégrales suivantes, que Ton regarde avec raison comme plus simples,
l/'x — c'sin" 9
l/^i— c»8în»ç.rf?, (II)
^"f • (III)
(l + û sin' Ç) l/i — c» «in* ç
^311. Parmi les intégrales qui rentrent dans les formes (I),(II), nous citerons les suivantes, qui se présentent dans diverses applications importantes,
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/d^ Ç cos ^id^
Si l'on change de variable en posant l'équation on aura
,. [c.cosç— cos(ç-h\|;)]rf9 (c.cosç — l/i— ** 8m*9)rf<p
^ cos (9 + 4^) W^ I — c" sin* <p '
cost|;=sin9sin (f + ^)+ cosfcos (f +<|;)
= csin*9 + cos ç i/i-.c*8m»ç , 1/ 1 — ac.co8 4> + c' =tf. COS<p— l/^ I — c» sm* ç,
et par suite
^/ l^ I — ac. C08 <|; -{- <^* c/ ^ï — c* 8În* ç
= - /— 7=^==r / l/x — c«8m "9.</ç + sin 9.
312. Soient f, <p deux fonctions de a:, la première algébrique, la seconde transcendante, mais ayant une dérivée algébrique 9^ , et posons
y£flfcr=zfj, yfj9'.dr=:f,, yfa9'.ctr =;f3,etc. :
l'intégration par parties donnera
yf9".tfte=fj9» — /i/ïj9'.9^-*.rfar, yf,9'.9"-'.rf;r = f»9"-' — (/i — i)/f»9' .9""*. ^> etc. ; d'où
yf9".€ir=f,9» — nf,9"-' + /i(/i — i)f39"""* — . . . . . • db n(^n — i) . . . 3 • 2 . i • fn-{-i 9
l'exposant n étant un nombre positif entier. En conséquence, dans cette hypothèse, et lorsque toutes les intégrales fi , f,, . . . f„^., peuvent s'exprimer en termes finis,
l'intégrale
fÎY.dx (f,9)
s'exprime aussi en termes finis.
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Admettons maintenant que n soit un nombre entier négatif; ou^ ce qui revient au même, considérons l'intégrale
en traitant /^ comme un nombre entier positif , et posons, pour simplifier,
f W, xS',
nous aurons
JT J r~' («— i)f— n—ijv/^^' '
y?""' y ?""' (n— 2>p"-* n—ij<ff-' '
et par suite
/— . <dr= — It \ h ; 77-^ r -+• etc.
En conséquence, l'intégrale (f>-) est ramenée à dépendre de la transcendante
— . ClX,
Si l'exposant n n'était pas entier, le calcul qui vient
d'être indiqué développerait les intégrales (f,(p), (f,~ )
en séries d'un uombre infini de termes. 313. Prenons pour exemple
les formules précédentes nous donneront
yjtf"^ (loga?)** rfo: = — 1 (log x)" (log xY"'
n(n — 1),, , j_«('» — i)...3.a.i'l , + -L_j-^(logj;)"-»— . . .±-^ ^^i; J +const.
/ntf-^dx r I a
(logo:)" L('*-i)(log:r)'»-' (»-i)(/t-2(loga:)«-*
a"-* "1 a»-' Çaf-^dx
(«— i)(7i— 2)..3.2.iloga:J («— i)(/i— 2)..3.a.i^ loga:
En posant 3(f-=.y^ on ramène Pintégrale
y logjT j log^
En vertu de la relation z = logx, on a aussi
En conséquence, les deux formules obtenues ci-dessus donneront, sans nouveau calcul, par la permutation des lettres z et x,
^tMn — i)...3.2.il, ^ ,.
...±-^ ^ \+consL (a)
/e"dx r I a
{fdx
(/i — i)(/i — 2)... 3. 2.0: J (w — i)(7i — 2)...3.2.iy :r
Puisque les intégrales
faf-^ (log xfdx^ fafé^'dx^
peuvent toujours s'obtenir sous forme finie, quand n est uA nombra entier positif, il est clair qu'on peut assigner aussi en termes finis les intégrales
//r.(logj7)»ûtr, ffx.ef^dxj
y désignant une fonctifon algébrique, rationnelle et entière.
314. Changeons a en a l/^ dans la formule (a); remplaçons Texponentielle imaginaire par sa valeur en sinus et cosinus, et identifions séparément les parties
réelles et imaginaires des deux membres , nous aurons : ^ , sinoxf n(/î — i) /ï(i»— i)rn'-a)(n— 3)' . 1
H -a-«-x_ -i Q: ^^-3_j. _ l + const.
a [a ar , J
r* sm a X . /ir = Lr" — ^^ i^-*+-^ <^ ^ ^^ ^;p~-^-...
On trouverait aussi toutes ces formules directement ,
en appliquant aux intégrales des premiers membres la
règle de Tintégration par parties.
On ramènerait de même les intégrales
/cosojcdx rsmojcdx
"^ ' J '^^ à dépendre des intégrales plus simples
/Qosax.dx rsin ax.dx X ^ J X '
L'intégration par parties donne encore
/c** cos bx b C c"cosij?.rfa;= 4-- 1 ef' sinbx.dx.
/. , , ^sinbx b f , ,
&" 8inbx.ax=: 1 ei" cosbx.dx.
équations d'où l'on tire par l'élimination
. - , asinbx-^b cos bx d** sm àx.ax^i : . &" + const,
- , a cos px + ôsinùx / v /
ef^ cos bx.dx = x r; . ê^ 4- const.
D'ailleurs on tirerait de la formule (a) les valeurs des intégrales
fjfef^ cos bx.dx ^ faf'ef''' sin bx.dx^ en y remplaçant a par a-^-by/" — i, mettant pour l'exponentielle imaginaire ^**v^ sa valeur en sinus et co-
sinus, et identifiant séparément les parties réelles et Imaginaires des deux membres.
Donc on pourra assigner en termes finis les intégrales
ffx . €f^ cos bx . dxy fjx . e" sin bx.dx^
y désignant toujours une fonction algébrique, ration** nelle et entière.
INTÉGRATION PAR LES SERIES. DES CAS SINGULIERS
QUE PRÉSENTE LE PASSAGE DES INTÉGRALES INDÉ- FINIES AUX INTÉGRALES DÉFINIES.
S 1 . Intégration par les séries.
315. Lorsqu'on peut développer une fonction différentielle en une série convergente dont chaque terme est intégrable, on obtient, sous formé de série, l'intégrale de cette fonction, que l'on complète en ajoutant une constante arbitraire : et si la série obtenue par Tintégration est convergente entre des limites données, elle fournira , à tel degré voulu d'approximation , la valeur numérique de l'intégrale définie de la fonction proposée, prise entre les mêmes limites.
Prenons pour exemple l'intégrale
dont il a été question à la fin du dernier chapitre : on aura en série convergente
•S/mS
ax a'x* a X . .
^*= I H 1 1 • 4- etc. (i)
d'où
/e'^dx /" , 1 1 à'x flV = \ dx\--\'a'\ 1 ô4-etc.
ou bien
ef^'dx , a^x^ tCx .^. '=iconst, +loga: + ax -\ 1 — : — 5-5 +etc. [ô)
La série (i) étant convergente, il est aisé de voir
etc.
que la série (3) est convergente à fortiori pour toutes les valeurs de x. En conséquence, on aura, pour des valeurs de même signe, et d'ailleurs quelconques, des limites x^j x, ,
La formule serait en défaut, si les valeurs des limites étaient de signes contraires , auquel cas le terme
log[ -^ j devient imaginaire. Ceci tient à ce que la fonction sous le signe y éprouve une solution de continuité correspondant à x = p : cas singulier que nous avons déjà indiqué en exposant les principes de la théorie des quadratures [35 et 54] 9 et sur lequel nous allons revenir,
En développant en série le radical |/i— e»sin*^, on trouve
yv/i_-tf»Mn»<p . d^ =zfdxf[i c* sin* <p -• *—- c^ sin^ <p
cr sm* 9 — etc
= const. -h ç c^jr sin* (fchf '—c^/sïvfi çrfdp
Chaque intégrale partielle de la formeysin^'f (/<p , i étant un nombre entier, s'obtiendra d'après les règles données dans le précédent chapitre. En outre, comme on peut supposer e* < 1 [3 10] et qu'on a évidemment, pour des limites quelconques <Po, ?,,
sin*' <fd<f<l rfp, ou / sin*'fé/(p < <Pj — ç^,,
la valeur de l'intégrale définie
; c* / sin* ©â?© 7-^ c*^/ sin* cprfo — etc.
^•4 J90 ^•4.0 yço
se trouve développée en une série toujours convergente, et dont, pour l'ordinaire, la convergence sera très-rapide.
316. Quand on intègre par les séries une fonction différentielle dont l'intégrale sous forme finie est une fonction connue, on obtient (souvent de la manière la plus simple) le développement en série de cette dernière fonction. Ainsi Ton trouve
arcsmj=/--; =^\dx\ i4--^*H -,x^-\ r^^+etc.
\ X 1*0 Xr 1*0. DwT //\
=£?^/i5^4-«r + -.-5-H -•■=. H --^ helc. (4;
AO
Si l'on détermine la constante arbitraire p^r la condition que farc soit nul quand le sinus est nul, cettq série ne donne que les arcs compris entre ±^17; mais on peut concevoir que la formule donne aqssi les arcs qui sortent de ces limites, moyennant qu'on assigne d'autres valeurs à la constante, ou qu'on change de constante chaque fois que la fonction sous le signe/^éprouve ime solution de continuité. Dans tous les cas, et quelle que soit la valeur de la constante , la série n'a qu'une valeur déterminée pour chaque valeur de x, tandis que la fonction arc sin x comporte i^ne infinité de valeurs. La série est convergente oa divergente pour les valeurs de X numériquement plus petites ou plus grandes que l'unité.
Le développement de la fonction arc sin .t-, suivant les puissances de .r, que l'on vient d'obtenir très-sini-
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plement au moyen de l'intégration par les séries ^ aurait amené des calculs compliqués, si Ton avait voulu faire usage de la formule de Maclaurin.
*317. Proposons-nous encore d'exprimer en séries la valeur de l'intégrale y^""* dx^ qui se présente sans cesse dans la théorie mathématique des chances : on a
e-' =1 1 5 4- etc.,
d'où
<af , , ^ I ^ \ X^
e""' dxzzr.x — -;r- H • -=• :r • 1- etc.
développement toujours convergent* L'intégration par parties donnerait
ce qui conduit à cette autre série convergente
/ e'-*^dx=ie'"^x\i'\ — ^ ^\-—J-.^J^—l — I- etc. L J o L i.o 1.0.5 1.0.5.7 J
Enfin l'intégration par parties donnerait encore
/e-'V.r= / - .e-'^xdxzzz ï- .6-'* — ~ / ^ ?, J X IX ^J X*
d'où
r ,. er^^V I 1.3 1.3.5 "1
et en remarquant que tous les termes de la série devien^t nent nuls pour a:=:QO ,
/ e^^^dxz= I - + --—- — _-_4-etc. •
Cette dernière série finit toujours par diverger ; mais la
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convergence subsiste d'autant plus longtemps que le nombre x est plus grand ; et il est permis [a 5] de faire usage de la portion convergente de la série , pour le calcul approché des valeurs numériques , attendu qu'on peut toujours assigner des limites aux valeurs des intégrales
et par suite à l'erreur que l'on commet en arrêtant la série à un terme de rang quelconque. Tel est l'avantage inhérent au mode de développement qui résulte d'une succession d'intégration par parties.
De la formule de Maclaurin
^=/o)+/'(o)~H-/'(o).~+/"'(o).^ + etc. (a)
on tire généralement
ffxdxz=cona. 4-/o).^+/(o).^+/'Xo).-^-^ 4- etc. ou
V^=/(o>f -»-/'(o>^-4-/'(o).^ +etc. («,)
Si la série (a) est convergente, la série (aj l'est aussi : en effet, en arrêtant la première au terme de rang i j on commet une erreur exprimée par
6x étant une valeur de la variable comprise entre o et x ; et par conséquent , lorsqu'on arrête la seconde série au terme de même rang, l'erreur commise a pour valeur
Pour que les séries (a), (a,) soient convergentes, il faut et il suffit que les quantités négligées {e) , (^,) tombent
au-dessous de toute grandeur donnée, pour des valeurs convenables de i^ et pour toutes les valeurs de x^ comprises entre les limites de l'intégration. Or, si cette condition. est. satisfaite à l'égard de la quantité (^) , elle le sera à plus forte raison à l'égard de la quantité (^,). 319. L'intégration par parties donne
l fxdx'=xfx — tf^x^xdxy l f*x.xda:=z-x^f'x lf*x,xdx^
ffx.x'dxz^^x'f'x — ^ ff'"x.a^dx, etc.; d'où résulte la série suivante, due à Jean Bernoulli , fxdx-zn const. +/r« fx» V-f^'^' — ^ — de» (/)
On aurait pu la déduire directement de la série de Taylor
F(a:-f-A)=Fx + F'.r.- + F"a:. — + P"ar.-^+etc.i
car si l'on fait dans celle-ci^ 1= — x^ on en tirera
Fa:=F(o)+F'jr.^-^F".r. — -i-F'''x.-^— etc.
et en posant Y'x:i=fxy
Jfxdx=Y{o) +fx.^ -f^'-^l '^^"^^ T^ ~ ^^""^
Or, il est clair que F(o), ou la valeur dejjfxdx^ quand X est nul, est aussi la valeur de la constante arbitraire qui entre dans l'équation ( /).
320. Lorsque la fonction Jx n'est pas susceptible de se développer en séries dont la convergence soit assez rapide , ou lorsqu'on n'en connaît pas l'expression analytique et qu'on a seulement une table de ses valeurs pour des valeurs de 4a variable indépendante suffisamment
rapprochées , on peut toujours calculer approximativement l'intégrale /^d!r, ou Taire de la courbe qui a pour ordonnée^, en divisant l'intervalle d^ limite3 de l'intégrale en parties suffisamment petites ^x et en prenant la somme des aires des rectangles qui ont pour Base Ax, et pour hauteur, soit l'ordonnée Jx, soit l'ordonnée f{^'^^)i soit une ordonnée intermédiaire [33]. L'inté* grale ffxdx pourra être calculée par ce procédé avec une approximation indéfinie, si la fonction^ a une expression mathématique d'où l'on puisse tirer les valeurs de^ pour des valeurs de x indéfiniment rapprochées : en admettant toujours que cette fonction ne devienne point infinie pour des valeurs de x comprises entre les limites de l'intégration. Quand nous traiterons en particulier du calcul des différences finies et de leurs sommes , nous entrerons dans les détails nécessaires sur cette manière de calculer approximativement les v^ leurs numériques des intégrales.
$ a. Des cas sipgi^liers que présente le passage des intégrales
îndëfinies aux intëgrales définies.
321. On a remarqué, dès le commencement de ce Traité [54]« que, lorsque la fonction fx passe par l'infini pour une valeur Ç de x , comprise entre x^ et x^^ de manière que la différentielle /xr^r prenne, pour .r = Ç, UQe valeur infinie ou indéterminée, l'intégrale définie
yxdx=iYx,—Yx,, (5)
concilie de l'intégrale indéfinie
ffxdx == F.r + const. ,
ne peut plus représenter la somme des valeurs de la différentielle fxdx entre les limites x^^ x, , ou la limite
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vers laquelle converge la somme des produits /à;. Ao:, obtenue en divisant Tintervalle x, — x^ en parties Ax de plus en plus petites. En effet , dans le cas dont il s'agit , cette somme ou cette limite cessent d'avoir une valeur assignable, et, à proprement parler, n'existent pas. Ainsi, pour donner des exemples très-simples de ce cas exceptionnel, on a
^— ^ = log {x—l) + const.; d'où l'on conclut, en passant aux intégrales définies.
Mais si Ton suppose Ç >o et < :r„ l'intégrale définie (6) a une valeur négative , tandis que la quantité sous le signe y*reste constamment positive ; ce qui montre bien , à posteriori, que cette intégrale définie ne peut plus être considérée comme une somme d'éléments différentiels. De même, dans cette hypothèse, l'intégrale définie (7) P^^^à une valeur imaginaire , tandis que la quantité sous le signe y ne cesse pas d'être réelle.
Si pourtant, comme M. Poisson l'a remarqué, on fait passer la variable x entre les limites données par une suite continue de valeurs imaginaires [17] dont aucune ne rende infinie ou indéterminée la différentielle ^éi^r, rien n'empêchera de considérer de nouveau l'intégrale définie (5) comme la somme des valeurs imaginaires qu'aura prises dans l'intervalle l'élément différentiel/rctr, somme qui peut être évidemment, selon les cas, imagi-
naire ou réelle. Dans les exemples donnés ci-dessus, on pourra prendre
x=i-xAi — cosB-h i/Hï.sinô),
d'où
dx=z - X, (sin 6 -|- V^Hl . cos 6)rf9 ;
et les limites de la nouvelle variable 6 correspondant aux limites .r==o, x=x^^ pourront être
6 = 0, 6=(2*+l)lC,
/ désignant un nombre entier quelconque.
322. Quoique la fonction^ devienne infinie pour la valeur x=l\j comprise entre les limites x^^ x^j la différentielle ^^d[r peut ne pas prendre pour x=^ une valeur infinie ou indéterminée, et dans ce cas l'Intégrale définie
Jxdx
exprime encore la somme des valeurs de la différentielle
fxdxj entre les limites de l'intégrale. Ce point a déjà
été établi d'une manière générale par la considération
des courbes [35 et 54]. Pour y appliquer le calcul,
nous remarquerons que lorsque la fonction /r est ren-<
due infinie par la valeur ;r=^, on peut la concevoir
mise sous la forme
k désignant un exposant tel que la fonction tx ne devienne pas nulle ou infinie pour x:=±^. Cela posé, si l'oa fait
il viendra
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Jyxd^ = -±jJ''4^tdt, . (8)
/„, t^ désignant les valeurs de t qui correspondent à x=Xoy .r=j;,, et <^t étant la fonction qui provient de la substitution de la valeur de ^ en ^ dans fx. Par hypothèse la fonction ^t coqserv^ une valeur finie ; et si l'exposant k tombe entre o et i , ^ conserve aussi toujours une valeur finie entre les limites de l'intégrale; de sorte que la différentielle
fxdx = T ^tde
conserve toujours upe valeur infiniment petite , et que l'intégrale (8) est la somme des valeurs de cette différentielle entre les, limites de l'intégration.
I^a transformation tombe en défaut si l'on a /c=z i , et dans ce cas l'élément différentiel/ict/r prend, pour .2X=:Ç, une valeur finie et indéterminée, pourvu d'ailleurs que la fonction /.r ne passe, pas brusquement d'une valeur finie à une autre, quand x atteint la valeur^. En effet , l'on peut considérer cet élément différentiel comme la limite vers ^quelle converge l'intégrale définie
r^'^'^j /^+'^' fx ,
quand on prend pour e un nombre positif de plus en plus petit : ^, ^, désignant d'ailleurs des nombres quelconques, finis, constants et positifs. Dans le passage à cette limite^ le terme ix converge vers la valeur constante f^ , finie et unique par hypothèse : donc on a
quantité indéterminée, à cause de l'indétermination des constantes ^oj^i.
En général y que la fonction fx soit algébrique ou transcendante, on peut poser
{x — }^fxdx-=Sxy ^désignant toujours la valeur de x qui rend 7^ infinie; et selon que la quantité f^ sera nulle, finie ou infinie ^ l'élément différentiel fxdx aura une valeur infiniment petite, finie et indéterminée, ou bien une valeur infinie; et dans te premier cas seulement l'intégrale
^ fxdx
pourra être considérée comme une somme d'éléments différentiels.
*323. Lorsque, dans l'intégrale définie
la fonction Jx ne devient point infinie pour les valeurs de X comprises entre les limites x^, a:, , quelle que soit d'ailleurs la valeur attribuée au paramètre e, il est indifférent d'attribuer à e une valeur déterminée, par exemple de supposer cette constante nulle, avant ou après l'intégration. Mais cette propriété, qui appartient aux intégrales définies eu tant qu'elles représentent une somme d'éléments différentiels , ne subsiste plus en général , si la fonction /' passe par l'infini entre les limites de l'intégration.
Prenons pour exemple l'intégrale définie
Bdx X ^o / \
-q— ; = arc tang-^ - arc tang y (9)
Si les nombres x^^ x^ sont tous deux positifs, en sorte que la fonction sous le signe ne passe pas par Tinfini entre les limites x^^x^^ même dans l'hypothèse 8=0, cette hypothèse donnera d'une part
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/*, %dx /**. ,
et d'autre part
.31?, j;^ w iç aire tang — ï — arc tang — = ; = o}
ée façon qu'il sera effectivement indifférent de substituer la valeur de e en dedans ou en dehors du signe fj avant ou après l'intégration. Mais, si le nombre x, était positif et le nombre x^ négatif , la première substitution donnerait toujours zéro pour la valeur de l'intégrale , tandis que la seconde donnerait
arctang arc tang — = — | — =zit,
La raison en est que la fonction sous le signe devenant infinie pour la valeur x==o, l'élément qui correspond à cette valeur singulière prend une valeur finie, tandis que tous les autres éléments restent nuls, par suite de la valeur attribuée à £.
Ce qui prouve bien qu'en effet tes autres éléments de l'intégrale sont nuls, c'est qu'on peut attribuer aux nombres x^ x^ des valeurs finies quelconques^ et même des valeurs infinies; en d'autres termes, étendre ou resserrer arbitrairement les limites de l'intégrale, sans en altérer la valeur. Pourvu que la limite supérieure demeure positive et la limite inférieure négative, la valeur de l'intégrale définie sera égale à la constante ir.
M. Cauchy a donné le nom d'intégrales définies singulières aux intégrales telles que (9), qui échappent par leurs propriétés anomales aux règles ordinaires du calcul des intégrales définies.
324. Lorsque l'une des limites de l'intégrale est l'infini , positif ou négatif, ou lorsque l'une des limites est
l'infini positif et l'autre l'infini négatif, il faut, pour que l'intégrale ffxdx puisse conserver une valeur finie, que
la fonction
xfa = fx
s'évanouisse lorsqu'on y fait x ± oo . Admettons, pour fixer les idées, que les limites de l'intégrale soient — oo , j oo : en désignant toujours par s un nombre positif qui couverge indéfiniment vers zéro, et par Ç^, Ç, des constantes finies et positives quelconques, on pourra poser
/« , r /"~« fxdx f* îxdx f^fxdxl
/^* ,. r /*"'« fxdx f^fxdxl
=J _J^dx-^lvm. \J _L~-^J . -^-J-
Donc il faut qu'on ait
r f'* fxdx r^^txdxl
=f(-oc)log^+f(oe)log(l)
et par conséquent
f(— oo) = o, f(oo) = o,
à cause de l'indétermination des constantes ^09 ^i*
* 325. Si la fonction fx est périodique, de manière qu'à chaque valeur Aefx corresponde, dans l'étendue d'une période, une autre valeur numériquement égale et de signe contraire, la valeur de l'intégrale définie est nécessairement indéterminée. Ainsi, de l'équation
sin mxdx = — (i — cos mx)^
on déduit
sin mordlr z= — (i — cos oo ), o /«
valeur indéterminée (puisqu'il n'y a pas de limite vers laquelle converge le cosinus d'un arc^ quand l'arc devient de plus en plus grand), mais pourtant comprise entre
les limites o, — •
Concevons maintenant que l'on multiplie la fonction périodique^ par une fonction f(&2r), telle que 9 (o)=i, et que l'intégrale y*(p(6:r) dx^ prise avec des limites infinies, conserve une valeur finie. Il en sera de même à plus forte raison pour l'intégrale f^tx). fxdx. La valeur de cette intégrale variera en général avec celle du paramètre €, en convergeant, aussi en général, vers une certaine limite,^ quand on prendra e de plus en plus petit. £t puisqu'à la limite le fecteur (p (&r) se réduit à l'unité, on pourra considérer la limite vers laquelle converge rintégraley*(p(6x)^^ comme la valeur de l'intégrale ffxdx^ ce qui lèvera l'indétermination de cette dernière intégrale.
Ainsi nous aurons, d'après les formules {h) du n°
«""sin mxdx
«~" cos mxdx-= -r -;
ce qui donne, quand on îaîxt
/sinwfar£fcF=:— , / cos i9u;d[r= o, o m J o
équations déterminées, mais qui doivent être interprétées suivant la convention que l'on vient d'exposer.
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326. Nous avons vu, dans les deux premiers chapitres du présent livre, comment l'intégration d'une classe nombreuse de fonctions algébriques et trigonométriques est ramenée à dépendre de la détermination des trois intégrales
T ^ • flll)
(l -f-ûsin^ç) |/i — c>»in»ç' ^
de sorte que, si ces trois intégrales pouvaient s'exprimer en fonction de «p^ sous forme finie, par des radicaux, des logarithmes, des sinus ou des arcs de cercle, on aurait sous la même forme les intégrales indéfinies, et par suite les intégrales définies d'une infinité d'autres fonctions plus compliquées.
Une telle expression n'est pas possible (*). Les inté-
: grales (I), (II), (III) sont des transcendantes nouvelles,
auxquelles on peut, pour l'abréviation de l'écriture,
affecter des caractéristiques spéciales, de même qu'on
désigne par l'abréviation log x l'intégrale définie
(') Voir le mémoire de M. Liouville dans le 23^ cahier du Journal de l'École polytechnique, p. 37.
qui n'a pas d'expression algébrique [70 et 1 38 ]. En conséquence, Legendre a proposé et l'on est convenu d'adopter les notations suivantes :
J o V^ I — c* sm» 9
de manière à ce que les intégrales indéfinies (I), (II), (III) aient respectivement pour expressions
F(c,<p) + const. , E(c,<p) + const. , II(c,a,cp) -f- const.
Soit
l'équation d'une ellipse rapportée à son centre et à ses axes : si nous posons
de manière que c désigne l'excentricité de l'ellipse , nous aurons pour la longueur de l'arc Bm (^fig, 'j'j)^ mesurée depuis le sommet B du petit axe jusqu'au point m dont l'abscisse est ûc [174]?
Faisons
jrrrrasinç:
il viendra
A cause de cette propriété remarquable de la fonction E de mesurer l'arc d'une ellipse dont c est l'excentricité, quand on prend l'angle <? pour variable indépendante et
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le sommet du petit axe pour origine des arcs, les trois fonctions F, E, H ont reçu la dénomination à^ fonctions elliptiques^ et on les distingue en les qualifiant respectivement de fonctions elliptiques de première^ de seconde \ et de troisième espèces.
La constante c qui représente, dans la fonction de seconde espèce, l'excentricité d'une ellipse, se nomme en général le module : la constante a, qui n'entre que dans la fonction de troisième espèce, et qui peut être positive ou négative, réelle ou imaginaire, conserve spécialement le nom A^ paramètre.
La variable indépendante <p se nomme Xamplitude. Si du point O comme centre , avec le rayon OA, on décrit un cercle, et qu'on prolonge l'ordonnée /7m jusqu'à la rencontre du cercle en n^ on a Op =0n. sin BOn. Ainsi l'amplitude (p est représentée géométriquement par l'angle BOA^, quand la fonction E (c, cp) est représentée géométriquement par l'arc elliptique Bm.
Les trois fonctions elliptiques sont évidemment des
fonctions^Jmpaires de cp [i8], puisque la différentielle
d(f change de signe par le changement de <p en — (p^
' tandis que le facteur qui multiplie d^ sous le signe /^
ne change pas.
Quand l'amplitude cp est égale à un quart de circonférence, ou lorsqu'on prend ~ t: pour limite supérieure des intégrales, les fonctions sont dites complètes^ et on les désigne simplement par
Si les valeurs des fonctions elliptiques sont calculées pour un quart de circonférence, c'est-à-dire, pour toutes les valeurs de <p comprises entre o et 7 tc, elles se trouveront déterminées pour des valeurs quelconques de 9,
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à cause de la périodicité de la fonction sin^(p qui entre sous le signe d'intégration. Ainsi l'on a
F(^,T ir-h?)=2F(c)-F(c,^-(p), F{c,t: + (p)=: 2F(c)+F(c,<p), F(c,|7r + 9) = 4F(c)— F(c,|ir-(p), F(c,2ir+ (p) = 4F(c)+F(c,<p),.
et ainsi des autres.
Le module c doit toujours être supposé < r [3ia] : deux modules c, (fixés par l'équation c*-j-c'*=i, sont dits complémentaires.
328. Désignons par (p, ^, [jl les trois côtés d'un triangle sphérique^ dans lequel l'angle M, opposé au côté pL, serait donné par l'équation sin M= c sin (jl ; de façon que, si l'on pose pour abréger
COS M = l/i— c>8in»|i=A(£,
la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique donnera la relation
COS [L = cos cp COS <|; + sin (p sin 4^. A{a, (i)
et par suite
I — . ^^ ^^ =. (cos <p cos ^j; + sin «p sin ^. Ap,)*.
£n résolvant cette dernière équation par rapport à Api, et en rejetant la racine qui donnerait pour Apt. une valeur négative, on trouve
Z^i — c*sin* <p sin*^) = — c* sin <p sin ij; cos ç cos ^
-\- V^ I — c» (i — cos* <p cos* ^ -^ sin» <f sin* <]* — c* sin* ^ sin» ^).
Mais il est aisé de vérifier que la quantité sous le radical se réduit à
( I — c* sin* cp)» ( I — c* sin* ^f = ( A(p)* , {^)% en désignant par A<p, A^ des quantités composées en <p,
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i]/ comme A[x Test en (x : donc, suivant cette notation,
. Aç.A^j/ — c' sin (p sin ^ cos (p C08 ^ . .
** I — c* sin* <p sin* ^ V /
On en conclut, après quelques transformations,
. ^ I — {P^ (sin <p cos ^bk^ 4- sin ^ cos <p A<p)*
^ c* ( I — c* sin* 9 sin* ip)*
ou
sin 9 cos J;A4/ + sin J; cos cpAo) .^.
sm a = î V- » — ' , I ' (3)
* I — c* sm* 9 sm* ^ ^ ^
Si l'on difFérentie cette dernière équation, çn y considérant <p et <|; comme des arcs variables, et [jl comme un arc constant, il vient
f^ . Q(y>^) ^ ^^ ^ .___iM)__=o. U)
Açp (i — c*sin*(psin*i|/)* A^j/ (i — c*sin*<psin*<j;)* * ^ ^
Pour abréger, nous désignons par n(<p, <]/) la fonction
(i + c* sin* (p sin* ^) cos <p cos i|/AcpA^ — sin «p sin if +c*sin<p sinil;(sin*9+sin*^ — cos*<p cos*i(; — c*sin*(p sin*ij;). /; Comme l'équation (3) est symétrique par rapport à ? et 1 à i{^ il suffira de former le coefficient de rfç, d'où l'on I conclura celui de d^. On pourrait donner à la fonction : O d'autres formes : il convient seulement d'en choisir \ une qui mette en évidence la propriété de cette fonction î d'être symétrique par rapport aux deux variables (p, ij;.
1 L'équation (4) se réduit à
cfcp dl^ rf<p d^
d oïl, en intégrant,
F(c,cp) + F(c,il^) := const.
Pour déterminer la constante arbitraire que cette intégration a introduite, on fait dans l'équation (i) '^=o, ce qui donne <p=(i.; et comme F (c, o)=o, il en résulte entre les variables <p, ^ et la constante [i., déjà liées par l'équation (i), et assujetties à former les trois côtés d'un
triangle sphérique dans lequel l'angle opposé au côté constant est aussi constant , cette autre équation
F(c,f ) + F(r,,j.) = F(c,tt). _ _ (5)
Donc^ si Ton a les valeurs de la fonction elliptique de première espèce pour deux amplitudes f,^, on obtiendra par l'addition de ces valeurs celle de la fonction de même espèce pour une amplitude pi^ [l étant déterminé en fonction de 9, ^ par l'équation (i),ou par l'équation (3) qui en est une transformation.
Posons
Afin d'exprimer que (p est l'amplitude pour laquelle la fonction F a la valeur u, nous écrirons avec M. Jacobi
(p=am u;
de sorte que les lettres am, initiales du mot amplitude^ désigneront la fonction inverse de celle à laquelle a été affectée la caractéristique F,
On écrira aussi d'après cette convention
tj;=:am t»,
et en conséquence la combinaison des équations (3) et
(5) donnera
sin am(i^ + <^)
sin am zi.cos am if, Aam v + sin am sf, cos am u. Aam u , .
I — c* sm* am u . sin>am v Lorsque le module c se réduit à zéro, l'équation précédente se change dans la formule
sin(tt-h p») = sin u cos »/ + sin ^ cos 1/.
On trouverait de même :
sin am(a -^— v) sinamtt.cosam^. Aam \> — sin am i' . cos am u. Aame^
I — c* sin' am u . sin' am v '
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cos am(« do p) cosam «.cos am p. qcsin am tt.sin am p. Aam u, Aam 1/
I — • c* sin' amu.sin' ara c '
et en général, toutes les formules dont les analystes font un si fréquent usage pour la transformation des fonctions trigonométriques^ ont leurs analogues pour la transformation des fonctions elliptiques inverses de première espèce, ou plutôt peuvent être considérées comme des cas particuliers des formules elliptiques, dans lesquelles on suppose le module nul, ce qui entraîne
am u = Uy A am u=i.
Le développement de ces curieuses analogies a fait l'objet des beaux travaux d'Abel et de M. Jacobi , accueillis dans le monde savant avec un intérêt que la jeunesse des deux émules, la mort prématurée de l'un d'eux rendaient encore plus vif. La sagacité de ces géomètres s'est appliquée surtout à suivre dans leur extension aux fonctions elliptiques inverses, les relations remarquables par lesquelles l'analyse des sections angulaires se rattache à la théorie des nombres et à la haute algèbre [79].
330. La fonction sin u et toutes les autres fonctions trigonométriques qui en dérivent, sont périodiques pour les valeurs réelles de la variable u : elles cessent de l'être si l'on fait passer la variable indépendante par une suite de valeurs imaginaires wl/II7, puisqu'elles se changent alors en fonctions exponentielles. L'inverse a lieu pour la fonction exponentielle <?". La fonction sin am u jouit de la propriété de rester périodique, soit qu'on fasse passer la variable u par une suite de valeurs réelles ou par une suite de valeurs imaginaires; de sorte qu'elle cumule le principal attribut des fonctions trigonométriques ordinaires avec celui des fonctions exponentielles.
Désignons par -^rilsL valeur de u qui correspond à l'amplitude (ps-^Tu, ou la valeur de la fonction complète F,(c) : on aura [327]
sin am u = sin am (u + 2x;j) = sin am (a + 4'CJ) =sinam(tt+2iW),
i désignant un nombre entier quelconque. Ainsi, eii premier lieu , la fonction sin am u est périodique pour les valeurs réelles de u.
Faisons maintenant
din9= V/HT.tangO, c'*=i — :C% ce qui donne
cos»©=i -f-tang*0= v,
^ ® cos»6'
S dH
cos<pcos*6 *cos6'
rf? — di
V^i — c» aîn» ç V^i — c'» sin» 0
F(c,cp)=w/:Z7.F(c',o); et posons
F(c',e) = i,, F(c,cp) = «»/—;
il en résultera (en mettant le module entre parenthèses^ à la suite du signe sin am, pour distinguer les amplitudes qui se rapportent à des modules différents) : sin 6= sin am(a,c') , tangO =: tangam(tt,c')^ sin 9= sin am(Mi/ir;,c), et par conséquent
sinam(«il/IIi,c)= \/~ . tangam(ii,c^).
Désignons par ^ '^' la valeur de, V fonction complète F(c') : nous aurons
tang am(M,c ) = tang am(a H- 2Xii\c') = tang ani(tt -+- 4trf',c')
=tangam(w + 2i'vi\c')y
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i' étant un nombre entier quelconque, et par suite
sinam(aV/I^)= sin ani[(iH-*2«''C<')v/--ij, les amplitudes, dans cette dernière formule, se rapportant au module c. Donc
sin am(2/'trf'V^^) = sin aro(o) = i ,
cosam(2i'xJ'l/— i) = cos am(o) = i , A am(at''cJ'i/!IIi)=i.
£n vertu de ces dernières relations, si l'on fait dans
la formule (a) (/=û/trf'|/I^, elle donnera
sin am(i^ + ai'trf' l/— î) = sin am ii.
Mais nous avons déjà trouvé
sin am(tt + aixS) = sin am w; donc
sin am u = sin am(tt + 2rd 4- 2i'rS\/1Iî);
et cette dernière formule exprime la double périodicité qu'il s'agissait d'établir : l'une des périodes ayant un argument réel, et l'autre un argument imaginaire.
331. Il est aisé devoir, d'après ce qui précède, comment on pourrait construire, pour une valeur donnée du module^ entre les limites d'ainplitude o et ^ ir, une table des valeurs de la fonction F, ou (ce qui serait encore plus simple) une table des valeurs de la fonction inverse sinam u^ entre les limites ££=o, u= ^xj. Faisons dans la formule (a) i^=8uj et supposons 8u assez petit pour qu'on puisse prendre sans erreur sensible
sin am Su = sin Su^z^Uj cosam 8u = cos^i^ = i , A(Jtt) = i : cette formule donnera
sin am(ii + Su) = sin am u + 8u. cos am m. A am u. En faisant successivement, dans cette dernière équation,
u= 8uj M = ajtt, u = 3^M , etc. on aura les valeurs de la fonction sin am u pour une suite de valeurs équidifférentes de u , dont la différence est Su, Ce procédé comporterait des simplifications
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et des vérifications analogues à celles qu'on indique pour le calcul des tables trigonométriques ordinaires. D'ailleurs on renverserait sans difficulté la table des valeurs de la fonction sin am u^ pour former celle des valeurs de la fonction u=F {cj (p), qui est plus spécialement appropriée aux besoins du calcul intégral.
332. Il s'agit de montrer maintenant comment on peut calculer directement la fonction F {Cj <p) pour chaque valeur du module et de l'amplitude, sans être obligé de construire une table spéciale pour chaque module, en répétant le système d'opérations indiqué dans le n® précédent. Désignons donc par Cy Cj des modules quelconques, et proposons-nous de déterminer un coefficient constant A:^ de manière qu'on ait
ou
Il y a une infinité de manières de satisfaire à cette équation, en assignant des relations convenables entre les modules c, c, et entre les variables ç, <pi. Sans traiter le problème par des méthodes directes qui exigeraient de trop longs développements , admettons que l'on fasse
sin*(ï)(i — c,* sin*cp,)=Â"*sin"çp,(i — sin*cp,), (7) ce qui donne par la différentiation
sin Q>x cos 9,^9, cos ^dm
sin cp(i — c/ sin* <p,) c/ sin* <f + k\i — 2 sin* 9,) Mettons dans le premier membre la valeur de sin f et dans le second celle de sin 9, , l'une et l'autre tirées de l'équation (7) : nous aurons
dfj^ cos 9^9
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équation dont la Gomparaison avec l'équation (6) donne
k^ COS f\/i--c»8in»ç V^{k^ + Cx» sin» <j>)>— 4A> ain* ç OU
X:^(i ^^ sin* f) (i — c*8in* <p) = [h + c,* sin» ç)* - 4** sin* <p; et pour que celle-ci soit identique par rapport à cp , il faut qu'on ait
e/ = A:*c% 4 - 2C,» = *»(c» + i), d'où l'on tire
Substituons dans l'équation (7) ces valeurs de Cx, k ^
et elle donnera
sih (aç, — «p) = c sin <p.
333. La valeur de c, ainsi déterminée est toujours plus grande que c. D'après cela, imaginons que l'on calcule une suite, ou, comme on dit, une échelle de modules Cx, c,, Cs,. . . liés entre eux et au module primitif c par les équations
ai/c ^vTi 2\/77 ^ ,,N
c- = , Cj z=^ -. , Cj -=z^ — , etc. sp)
jusqu'à ce qu'on arrive à une valeur c, peu différente de l'unité ; et que l'on détermine en outre une série d'amplitudes ?i, Ta, ?3,. . . . au moyen des équations
sin (2<p,— cp ) =^ c sin <p,
sin(a(p,-(p,) = c,sinç„ ( (c)
5in(2(p3-<p,)==c,sin<p„ etc. :
on aura aussi
Fto)=i±f=.r(c„,.)=(i±S) (i±S) (i±£) j(«,rt
etc.
Mais lorsque , dans Téchelle des modules , on sera arrivé à un terme c„ peu différent de l'unité (et il suffira ordinairement de calculer un petit nombre de termes), on aura sensiblement
d'où
Rien n'empêche de prolonger la série (À) en arrière
de c par une suite de termes c_,, c_a, c_3,. . .dérivant
les uns des autres selon la même loi , en sorte qu'on ait
^»^~ 21/^ al/^
c= , ^-1 = -i c^^ = =•, etc. (à)
sin (aç — <p_i) = c_i sin <p_,,
sin (2<p_x-<i>-,) = c_, sin (p„,,
etc.
On tombera bientôt sur un terme c_„ très-peu différent de zéro , et alors on aura sensiblement
d'oi
OU
iP/ N ' + g-x I + C_, I + ^-n ,.x
On choisira entre les formules (d) et (d') celle qui conduira le plus rapidement à la valeur de F(c, <p). C'est ainsi qu'ont pu être calculées les tables données par Legendre dans son grand ouvrage sur les fonctions elliptiques.
Quand on prend «p=zz ^tt, les équations (d) donnent
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Donc si Ton désigne par K la limite vers laquelle converge le produit
composé d'un nombre infini de facteurs qui vont en convergeant vers l'unité , la valeur de la fonction complète
r(c)estK^.
334* Passons à la fonction elliptique de seconde espèce
Si l'on désigne toujours par «p, "^ deux angles assujettis à vérifier l'équation (i) du n^ 3^8, et par conséquent l'équation difierentielle
on a
=c*(sin* if — sin* (p) ~
Or l'équation (i) donne
A(ii d, sin f. sin <{; = sin cp cos i(d^ + sin ^ cos ^ ^, et en substituant pour d^ sa valeur tirée de l'équation (8),
dm
A(& . ^. sin <p sin ^ =3c (sin (p cos ^Acp — sin i( cos 7 A^) -r-» (9)
On a d'ailleurs, en vertu des équations (2) et (3),
sin p. sin (p cos ij;Acp -4- sin if cos <pA<p ^ , .
A(i. AcpA^— c*sincpsin^cos<pcos^' et de la combinaison des équations (9) et (10) on tire aisément
sinfjie^.sin 9 sinil;= (sin* <p — sin'4')yy • (^^i)
Donc
rf. E(c,cp) + d. E(c,ij;) = — . c* sin (A ^Z. sin i^p sin i{;, E(c,^) + T^{c;if) = c<?n5^. — c^ sin [JL sin cp sini];, et en déterminant la constante arbitraire de manière qu'on ait à la fois ^=o, 9 = [x,
E(c,<p) + E(c,ij;) = E(c,|x) — c* sin (t sin «p sin i|^. (12)
En comparant cette formule à Téquation (5) qui en est l'analogue pour la fonction F^ on voit pourquoi les géomètres qui ont traité des fonctions elliptiques ont mis au premier rang la fonction F comme plus simple; quoique, d'après l'analogie géométrique, la fonction E, qui mesure un arc d'ellipse , semblât devoir venir immédiatement après les arcs de cercle.
335. Considérons maintenant, comme dans le n"" 332, un module c^ et une amplitude <p, , liés à c et à ? par les équations
c.= — — , sm (2cp, - (p) = {? sin 9. (i3)
On tirera de celle-ci par la différentiation
, , c COS CD + cos r2cp, — 9)
2 COS (29, — (p)
ou bien en remplaçant cos (acp,— ^(p) par sa valeur Aç, tirée de la seconde équation (i3),
, rf© c cos cp + A© - ,,
Mais l'équation (6) donne
OU , en remettant pour k sa valeur,
a«pi = T-' • V/i-ci»8in>9,. (id)
Comme les équations (i4) et (i5) doivent s'accorder, il faut qu'on ait
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(l 4- £?)l/i — c,»»iii»ç, = CCOS <p + A9. (16)
Multiplions les équations (i4) et (i6) membre à membre , et il viendra
/ . . , d/9 (c C08 9 -4- Aç)*
(l+c)l/, — c,»Mna<p,.rf<Px = ^-^^ ^ —
, , I C' rff ,
= Ki — c>8m*9.a<p-^ • = + gcosya(p;
a Kl — c* sin* ç
d'où , en intégrant ,
(i + c)E(c„<p,) =r Y{c,i) — i^' . F(c,ç) + c sin cp. (17)
Nous n'ajoutons pas de constante arbitraire , parce que tous les termes de cette équation s'évanouissent séparément pout* <p=o.
En vertu de la formule (17)9 la fonction E (0,9(^1) est donnée par deux fonctions elliptiques, Tune de première, l'autre de seconde espèce, ayant chacune même module el même amplitude; et réciproquement la fonction de première espèce est donnée par deux fonctions de seconde espèce , qui diffèrent de module et d'amplitude.
Si Ton prend (p = 7r, on aura 9, = ^^,
E(c,:r) = 2E(c,-i tu) = aE(c) , F(c,ir) = aF(c,|7r) = 2F(c),
et la formule (17) donnera cette relation entre les fonc-» tioDs complètes
(i+c)E(cO = 2E(c)— (i — c')F(4 (18)
336. En suivant l'échelle des modules et des amplitudes dont la loi a été donnée dans le n"* 333, on trouve
(i + r,)E(c.,T,) = E(c„cp,)— î^=^.F(^„(p,)+c.sin(p,,(i9)
F(^. >?x) = -— — • F(^)?)- (ao)
On peut éliminer F(c,<p) , F (c^^tp,) entre les équations ( 1 7), (19) et (ao), puis substituer pour c, sa valçur en c, et il vient définitivement
17/ \ (i-l-^)(3 — c)„. . 2(1 — c) -. . E(c,?) = ^ J±-^ ^E(c„cpO-^^^_^^^,.E(c„y,)
— csmq>H .smç,, (21)
Gomme le même calcul peut être indéfiniment répété , en suivant l'échelle ascendante ou descendante des modules, on ramènera toujours la fonction E(c,cp) à dépendre de deux fonctions de même espèce, pour lesquelles le module aura une valeur très-peu différente de zéro ou de Tunité. Or , quand le module c. est très-peu différent de zéro ou de l'unité, on a, sans erreur sensible,
OU bien
E(<?„,<p«) = / " cos <p . eÈp = sin cp» .
337. Nous ne donnerons qu'un théorème concernant les fonctions elliptiques de troisième espèce , et ce sera l'analogue de ceux qui se trouvent exprimés par les formules (5) et (12), relatives aux fonctions de première et de seconde espèce. En désignant toujours parcp,^ deux amplitudes variables, assujetties à vérifier les équations (i), (3), (8), on a
- „, \ , / I \ ^9 sin 4 — sin 9
AV > ?Ty • xi\ > ,Ty ^<p (i+rtsm*<p)(i+asm*4')
ou bien, en vertu de l'équation (11), ,„, \ irr/ IN rf.sin<psin4 . .
Si Ton pose
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sin <jp sin ^ z= a, sin* tp ■+- sin* ^]; = p, le second membre de Téquation précédente devient
— a sin (1.
i+ûp+ûa On tire de l'équation (i)
cos* ç cos* ^j; = cos* [A — a cos ftAjJt sin çp sin ^
-|- (i — c* sin* \L) sin* cp sin* ^|^ ; et comme
cos*<pcos*ij;==i— •(sin^<p+sin*^j;)+sin*çsin'(j;=i — P+a%
il vient
I — P + a^= cos* (A — aa cos |aA(x + a*(i — c* sin* (ii),
d'où
P = sin* (JL + 2a cos (jl Apt -f- a*c* sin* (a ,
et par suite
doL doL
I -t-ap+û"a* /? + aya+ ra
en posant , pour abréger ,
I + a sin*[jt=p, a cos (xA(Az= ^, ac^sin* 1* -h a*= a
Si donc l'on représente par ^ (a) l'intégrale
doL
qui s'exprime toujours par logarithmes ou par arcs de cercle, l'équation (^a) donnera
n(c,a,cp) + n(^)^>^) = const. — éz sin (X . $(sin (p sin ^).
Mais, pour ^'imOj'on a ? = (x, n(c,a,1')=o, ^o)=o; donc
n(c,a,<p) -4- n(c,a,ij;) = n(c,<3,fx) — a sin f* . $(sin cp sin 4').
CHAPITRE V
APPLICATIONS GEOMISTRIQUES DU CALCUL DES INTE- GRALES DEFINIES SIMPLES.
§ I*'. Qaadratare des courbes planes.
338. Nous avons eu maintes fois occasion de rappeler que l'intégrale
dx
« = / fx.
mesure l'aire d'une courbe dont x ei fx sont les coordonnées rectangulaires : l'aire mesurée ayant pour limites, d'une part l'arc de la courbe intercepté entre les ordonnées fx^ , fx^^ d'autre part ces ordonnées mêmes, et enfin l'axe des x. Cette application du calcul intégral s'offre si naturellement que, dès l'origine, il a été qualifié de Méthode des quadratures y et qu'aujourd'hui encore on donne communément le nom de quadrature [33] à l'opération^ar laquelle on obtient, exactement ou d'une manière approchée, la valeur d'une intégrale définie. Sans répéter la démonstration d'un théorème qui nous est devenu si familier , nous allons l'appliquer à quelques courbes choisies parmi celles qui méritent particulièrement de fixer l'attention.
L'équation de la parabole ordinaire étant mise sous la forme ' .
on trouve pour l'aire de cette courbe, mesurée à partir du sommet^
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Ainsi l'aire du triangle parabolique Omp {Jig* 78) est les deux, tiers de celle du rectangle Opmq construit sur l'ordonnée et sur l'abscisse du point m. Cette proposition, découvertis par Archimède, est l'objet d'un opuscule de ce grand géomètre, oii il applique à deux tours de démonstration fort singuliers, l'un fondé sur des principes de statique dont lui-même était l'inventeur, l'autre sur la sommation d'une progression géométrique décroissante, la méthode de réduction 4 l'absurde , qui seule pouvait, aux yeux des anciens, établir rigoureusement le passage du fini à l'infinîment petit [49].
En prenant pour l'équation de l'ellipse rapportée ^ son centre et à ses axes
a l'aire du trapèze elliptique OpmB (Jîg. ^'j) , dont l'un des côtés est l'abscisse Op=x^ a pour valeur
On pourrait en conclure de suite, ainsi qu'on le fait dans les traités élémentaires des sections coniques, le rapport du trapèze elliptique Qpn& au trapèze circulaire C^/iC, pris dans le cercle concentrique à l'ellipse et dont le rayon est a (*). Pour arriver au même résultat en appliquant les règles ordinaires de l'intégration, on fera
C) Archimède connaissait ceUe manière de ramener la quadrature de Vellipse à celle du cercle , mais eHe lui paraissait dépendre de lemmes difficiles à accorder (lettre à Dosithëe , servant de préface au Traite de la quadrature de la parabole). Les lemmes dont il s*agit ne peuvent être que les principes de la méthode des limites.
k^a» — x^zzztXy OU J?* =
d'où
= - ^o:* arc tang t + co/i^r.
I . I , /V^ a»— jrA
=: - a: V^a»— «» ^ - a arc tangf 1 +const^
et par suite
V^a«— a5».aa7==:-a?V^aa — :r» + -« ( — arctaug j
•=L-'X\/a^^x^'-\ — a'arcsin-r 2 2 a'
ce qui donne enfin
hx . ah * . 07 anr ob . x
a= — Va^ — X* H arcsin-=i:-^ ^ arcsm —
On en conclut que -— est Taire du quadrant elliptique
OA/wB, et que tu aè est l'aire de l'ellipse entière.
Comme — est l'aire du triangle Omp, celle du sec-
teur elliptique BO/w a pour valeur — sin - •
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ce qui équivaut à
l/x^ — ai .dx=:^X l/'ar*-^a* log {x+ V^ x» — a*)-^COnst. ,
en comprenant dans la constante arbitraire le terme
-7 log a*= -y log ^ -4- — log(ar4-K «»— a»).
£n conséquence, oa trouve pour la valeur de Taire hyperbolique kpm (^. 84) :
b fx ^ . bx . ab, /x+l/ic»— fl»\
U=z- I \/ x^—an . da;=: — Karl— a> logf )
aj a aa a °V « /
Donc
secteur 0/nA= — log f - "^ t )'
ce qui entraîne comme conséquence que Taire comprise entre ITiyperbole et ses asymptotes est infinie.
L'aire de Thyperbole dépend d'une fonction logarithmique, de même que Taire de l'ellipse dépend d'une fonction circulaire. L'analogie géométrique de l'ellipse et de Thyperbole correspond à l'analogie des fonctions trigonométriques et exponentielles, et de leurs inverses , les arcs de cercle et les logarithmes.
L'équation de Thyperbole équilatère, rapportée à ses asymptotes, étant
Taire de l'espace asymptotique compris entre les ordonnées qui répondent aux abscisses x^^ x, a pour valeur
et si Ton prend a == J/a, '^q=t? *! vient simplement
u=lo^ X. Ainsi les logarithmes népériens peuvent être considérés comme donnés par les aires d'une hyperbole équilatère. C'est pour ce motif qu'on les a longtemps désignés par la dénomination de logarithmes hyperboliques; mais cette dénomination était mal choisie, puisque, si l'on donne à la constante a une valeur convenable, la fonction m, déterminée par l'équation (i), représentera également bien tout autre système de logarithmes. On sait en effet [64] que les logarithmes à baàe quelconque se déduisent des logarithmes népériens quand on multiplie ceux-ci par un module constant pour chaque base.
L'équation (i) cesse d'avoir lieu, ainsi qu'on l'a expliqué [99]» quand la valeur x=o, qui rend infini le coefficient de dx sous le signe yj tombe entre les limites de l'intégration. En conséquence, on ne peut exprimer par cette formule l'aire qui serait limitée par deux ordonnées de signes contraires, appartenant à deux branches de la courbe.
On peut toujours passer, par des additions ou des soustractions de polygones rectilignes, de l'aire d'une courbe rapportée à un système de coordonnées rectilignes, obliques ou rectangulaires, à l'aire de cette courbe prise dans un autre système de coordonnées rectilignes. Telle est la raison pour laquelle la fonction logarithmique, qui s'offre immédiatement dans le calcul de l'aire de l'hyperbole rapportée à ses asymptotes, reparaît à la suite de diverses transformations, quand on rapporte l'hyperbole à ses axes.
340. En mettant l'équation de la logarithmique sous la forme jzzize^^ on aura
e'dx = e* — I ,
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valeur qui se réduit à — i quand on fait x=i — ^ . Ainsi Taire de l'espace compris entre Fordonnée OB (Jig. 79), la courbe BM' prolongée à l'infini du côté des abscisses négatives^ et l'asymptote OX', aussi prolongée à l'infini, a une valeur finie, égale au carré construit sur la droite OB.
La cycloîde étant donnée, comme dans le n"" 1 76, par le système des deux équations.
X = R({p — sin <p), y= R(ï — cos «p), on aura
a=/ jrdxss'R^I ^(i — cos<p)*flRp Jo Jo
= R'd ^ — a sin y -f- j sin aç).
On prendra pour la limite supérieure de l'intégrale <p=ai7, afin d'avoir l'aire comprise entre un arceau et la base de la cycloîde, ce qui donnera i£=3i7R^, c'est-àdire le triple de l'aire du cercle générateur. La formule qui précède s'étend d'elle-même à des valeurs quelconques de 9 et à la quadrature d'un nombre quelconque d'arceaux.
341. L'aire limitée par une courbe plane fermée est une quantité indépendante du système des coordonnées auxquelles on rapporte la courbe; et cette aire, que nous désignerons par U, est ordinairement celle que l'on se propose de déterminer dans un problème de quadrature. Si la courbe est algébrique, son équation F(j;,^)=o donne au moins deux racines ^=fx^,^=f,x, correspondant à la même abscisse, et dans ce cas on a
U z=zj ' ( f,j; — i^^dx = / ' i^xdx — / ' Uxdx :
f^x désignant l'ordonnée de l'arc m^ /i^ m^ CA§'*Bo),fa«^ celle de l'arc m^ n^ /Wj, ^^ et :r,, les abscisses des droites
//^o/^o ^^ni^p^ qui limitent la courbe paraiièlement à l'axe des y. Les arcs m^n^m^y m^ n^ /w, pourraient d'ailleurs appartenir à des courbes algébriques difierentes, ou à des courbes non algébriques, et éprouver dans leur cours des solutions de continuité du second ordre ou des ordres supérieurs. L'intégrale U se décomposerait sans difficulté en un plus grand nombre d'intégrales partielles, si la courbe fermée affectait des sinuosités, comme celles qui sont indiquées sur la fig. 8 1 .
L'aire d'une courbe, telle qu'on la définit dans le système des. coordonnées polaires [i8o], ayant pour différentielle
sera donnée par la formule
dans laquelle il faudra substituer pour r^ sa valeur en fonction de <p donnée par l'équation polaire. Si la courbe est fermée et comprend dans son intérieur l'origine des rayons vecteurs^ de manière que, pour chaque valeur de 9 comprise entre o et gix, r^ ait une valeur réelle et unique, il vient
La courbe étant toujours fermée, et le pôle se trouvant dans l'intérieur de la courbe, il peut se faire, si elle offre des sinuosités, que, pour les valeurs de <p comprises entre de certaines limites, r* ait 3 ou 5, ou en général un nombre impair de racines réelles. Au contraire, si le pôle se trouvait hors de l'enceinte formée par la courbe, r^ aurait toujours un nombre pair de racines réelles. Dans toutes ces circonstances qu'il suffit d'indiquer, l'in-
tégrale U se décompose en diverses intégrales partielles, ayant chacune des limites particulières.
§ a. Rectification des courbes.
342. Le problème de la rectification des courbes est une application importante du calcul intégral, au sujet de laquelle nous croyons devoir entrer dans quelques éclaircissements que l'on néglige pour l'ordinaire.
En désignant par s la longueur de l'arc d'une courbe plane, dont x et fx sont les coordonnées rectangulaires, on a [174]
ds = [/i'^(fxy.dx,
et par conséquent,
V^i + (/'^)».flir, (s)
Xo étant l'abscisse du point de la courbe, à partir duquel l'arc est mesuré.
Pour que le coefficient de dx sous le signe / devienne infini, il faut et il suffit que f'x passe aussi par l'infini; mais dans ce cas même la formule (s) ne devient pas illusoire, si Jx conserve une valeur finie. Soit en çfTet ^ la valeur de x qui TGtxAf^x infinie : d'après ce qu'on a vu [322],^ conservera néanmoins une limite finie, si le produit {x — ^)f'^ converge vers une valeur finie ou vers zéro, pendant que x s'approcbe de plus en plus de la valeur ^. Or cette limite est la même que celle du produit
et par conséquent, dans le cas où l'ordonnée de la courbe conserve une valeur finie, quoique la tangente «oit perpendiculaire à l'axe des x^ la formule (j) ne tombe pas en défaut.
Elle tomberait en défaut, mais d'une autre manière, si fx et f^x devenaient imaginaires pour certaines valeurs de X et que cependant le radical \/\-^{fxY restât réel. Si par exemple on avait
ou bien [^Sq]
/r = - X\/x^—ï ]0g(:F + l/ar»— x) + COnSt, ,
la formule {s) donnerait
fx I
s=z I xcb;=z-(x* — jf.);
et la valeur de s demeurerait réelle, même pour des valeurs de X numériquement plus petites que l'unité^ qui rendent/*'^ et^ imaginaires.
Le radical
doit en général être pris avec le même signe dans toute l'étendue de l'intégration, afin que, si la valeur de Tare est positive quand il se termine à des points situés au delà de celui que l'on prend pour origine des arcs, elle soit négative quand l'arc se termine à des points situés en deçà de l'origine, ou réciproquement. En conséquence, lorsque l'intégrale pourra s'obtenir sous forme finie, le radical R qui se retrouvera dans l'intégrale [299], ne devra pas y être censé affecté du double signe ; au contraire, les radicaux qui pourraient se trouver dans {^/'xf^ et qui proviendraient de la multiplicité des branches de la courbe, devraient être affectés dans l'intégrale d'un double signe, afin que l'expression de l'arc de la courbe eût toute la généralité qu'elle comporte, et qu'elle s'appliquât, non-seulement à une branche de la courbe, mais à toutes les branches.
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Remarquons maintenant que si la courbe avait deux branches symétriques par rapport à une droite parallèle à l'axe des x^f'x aurait bien deux valeurs numériquement égales et opposées de signes; mais le carré {fxf^ qui entre dans l'intégrale {s\ n'aurait plus qu'une seule valeur. Dails ce cas, si les deux branches se raccordaient en un point m^ {Jig. 8a) pris pour origine des arcs, il faudrait prendre le radical R avec le double signe, afin qu'à une même abscisse Op=:x pussent correspondre deux arcs tWo/w, m^ m y l'un positif, l'autre négatif.
Si au contraire les deux branches qui se raccordent au point nio {fig^ 83) n'étaient pas symétriques par rapport à une droite parallèle à l'arc des Xj la quantité { f xy renfermerait un radical p : il faudrait combiner dans l'intégrale le signe -|- du radical R avec le signe du radical p qui appartient à la branche m^ m, et le signe — du radical R avec le signe du radical p qui appartient à la branche mjn' ; toutes les autres combinaisons entre les signes de ces radicaux devraient être rejetées comme étrangères.
On voit donc que, suivant les cas, il faudra, pour faire cadrer les formules analytiques avec les formes des courbes à rectifier, tantôt donner aux formules toute l'extension qu'elles comportent algébriquement, et d'autres fois en restreindre la généralité algébrique.
344. Appliquons d'abord la formule de rectification à la parabole ordinaire, dont nous mettrons l'équation sous la forme
Eu plaçant l'origine des arcs au sommet de la parabole, nous aurons
la longueur de l'arc, mesuré à partir du sommet de Tune des branches de la courbe , est
Mais l'intégration par parties donne
y' . fifo y , r COS" (0^9
V^i — c»Mn»q).-r~— =— COt<p.V^i~-C«am»(P— C 1 ^ ^ ^ ,
et l'on a d'autre part identiquement
cos*9 I . I— c" I
■. zrz-~«V^i — c'sin'cp — , ■■ * ... ■ =^'
En conséquence
en sorte que Tare d*hyperbole s'exprime au moyen de deux fonctions elliptiques de première et de seconde espèces.
On peut chasser les fonctions F(c,«p), F(c) au moyen des équations (17) et (18) du n"* 335 , ce qui donne :
— =COt <p. l/i—c'aîn^ç — 2csin <p + E(^) — E(c,<p)
ce
+ a(i + c) E(c.,(p,) — (1 + c?)E(c,). Ainsi la rectification de l'hyperbole est ramenée à dé* pendre de celle de deux ellipses d'excentricités différentes, théorème dont c^n doit la découverte à Landen. Pour trouver ce que représente dans ce cas l'amplitude (p, décrivons un cercle du point O comme centre, et du demi-arc OA comme rayon {fig. 84); du point m, dont l'abscisse est x , abaissons l'ordonnée mp , et par le pied p menons une droite qui touchera le cercle en ^ : on a
"costOp sinBOr^ et par conséquent angle BO^=:<p.
Si Ton prolonge lordonnée/;//} jusqu'à la rencontre de l'asymptote en /i, et qu'on appelle r la longueur On , il viendra
a ce sm 9 '
ou-
«(''"') = iST^^ ^ "*■ ^^«^?-E(^) + E(c,T)
— 2(i + c)E(c„(pO + (i + c) E(e,).
Si l'on fait dans cettei expression <p==o, ce qui correspond à x:=.Oy on a
sin<p = o, E(c,<p) = o, ?, = o, E(c„(p,) = o;
quant au terme
I — COS<p\/t— çisin'y
sin (p '
il se présente sous la forme \^ et se réduit à zéro d'après la règle connue : donc on a dans ce cas
î(r-.*) = (n.c)E(cO-E(c).
En d'autres termes, lorsque les longueurs km^ On vont en croissant indéfiniment, la différence On — km converge vers la limite
*346. On a trouvé [i8o] pour la différentielle d'an arc de courbe plane, en coordonnées polaires,
tfoù Ton tire
= / {/"J^.d^^ ou * = / yTr.dry
selon qu'on veut éliminer la variable r ou la variable ?, au moyen de l'équation polaire de la courbe. Par exemple, l'équation delà lemniscate [t2i3]
devient en coordonnées polaires
r' =• a'(cos'cp — sin'cp) ;
ce qui donne , quand on prend pour origine des arcs le point A {Jig. 60) , où la lemniscate coupe Taxe des x ,
Posons
K C08* tû
9 — su»' 9
I 7 , sinç =:— ;=:.sin4/,
cette expression deviendra
En conséquence ) les propriétés de la fonction elliptique de première espèce peuvent se traduire en propriétés de la lemniscate, qui sous ce rapport offre des analogies très-curieuses avec le cercle. Le géomètre Fagnani est le premier qui ait étudié la lemniscate sous ce point de vue, et ses recherches ont été Torigine de la théorie des fonctions elliptiques.
Il faut remarquer que les équations (4) ou (5) ne donneht les valeurs de s que pour les valeurs de 9 comprises entre — -J w et ^ w, ou pour les valeurs de ^ comprises entre — ^ir et -7 lu, en sorte qu'elles ne s'étendent pas au delà du point d'inflexion de la lemniscate.
La cycloïde ayant pour équation différentielle
dx y '
si l'on compte les arcs de l'origine des coordonnées, on trouve
=:4R— 2V/aR.W^aR— ^.
.— Çy dx
5 = V/aR./ 77=== —
Cette expression de s en fonction de^ tombe visiblement en défaut pour les valeurs négatives de /, puisque les valeurs correspondantes de s ^ données par la formule, seraient réelles et négatives , tandis que la courbe ne s'étend point du coté des^ négatii^. Elle ne donne également la valeur de s que pour un seul arceau , et par conséquent n'a pas la généralité que comporte la description géométrique de la courbe. Il faut même, pour que la formule s'étende à un arceau entier, prendre successivement, avec des signes différents, le radical qui entre dans la valeur de s. Toutes ces anomalies s'expliquent à l'aide des remarques faites plus haut [34^ ^^343].
Quand on prend ^=2R, on a pour la longueur/d'un demi-arceau J=4R, ce qui s'accorde avec ce ^'on a trouvé en cherchant la développée de la cycloïde [198].
L'expression de l'arc de cycloide affecterait une forme extrêmement simple, si le point Q [Jig. 4^)9 sommet d un arceau , était pris pour origine des arcs et en même temps pour origine des ordonnées^, comptées de Q en S. Ceci revient à écrire 4R — s au lieu de j, et aR — y au lieu de^, d'où
valeur qu'il faudrait prendre avec le double signe, à cause de la symétrie de la courbe par rapport à la droite QS.
L'arc de la spirale logarithmique [181], qui a pour équation polaire r=e'"T, sera donné parla formule
ç. mm
formule qui est une conséquence très-simple de la pro-
priété caractéristique de cette spirale, celle de couper tous ses rayons vecteurs sous un angle constant, dont
le cosinus est
»/i-Hm*
348. Soient jr=fx^ z=ù:les équations d'une ligne dans l'espace; et x^ l'abscisse du point de la courbe que l'on prend pour origine des arcs : on a [2a3]
^ = / i/i +(/'x)» + (f'xy . dx. (S)
Il est clair que le radical pourra rester réel , non-seulement dans des cas o\xfx^ îx seraient imaginaires, leurs carrés étant réels, mais encore dans le cas où ( /'j;)*, (f^)* auraient leurs parties imaginaires égales sauf le signe. Alors la formule de rectification des lignes à double courbure tombera en défaut^ de même que cela arrive à la formule de rectification des courbes planes.
Pour donner une application de la formule (S) , prenons l'hélice représentée [^34] par le système des trois équations
j7=Rcos<p, j=Rsin^, jS = aRf,
qui donnent
éir= — Rsin<p^(p, rf^=Rcos(prf<p, dzzizd&jdx^y
et par suite
•^ dx ^' dx smcp
5=:R|/i-|-ûa
On aurait pu obtenir directement la même expression , en considérant que l'hélice se transforme en ligne droite quand on développe la surface cylindrique sur laquelle elle est tracée.
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§ 3. Cubature des solides de révolution.
349. La mesure du volume d'un solide de révolution se ramène facilement aux quadratures ou à l'intégration de fonctions différentielles d'une seule variable. Prenons en effet l'axe de révolution pour celui des x^ et soit j-=.fx l'ordonnée de la courbe méridienne ^ 2; le volume de la tranche comprise entre deux plans perpendiculaires à l'axe de révolution , ayant respectivement pour abscisses, l'un la constante x^^ l'autre la variable x. L'accroissement S,v sera compris entre le cylindre qui a pour volume ir^'A^, et celui qui a pour volume iç{y-^bkfftix\ du moins quand on prendra JLr assez petit pour que l'ordonnée^ soit constamment croissante ou décroissante dans l'intervalle bkX- Or on a
donc
et par suite
lim^ -7 — ... =z: I ;
Um. = I , ou rff' = TC/Vo:,
La formule tombera en défaut dans son application géométrique , si {fxf reste une quantité réelle , quoique fx prenne une valeur imaginaire.
Supposons que la courbe méridienne soit l'ellipse
et posons 0:0=0 : il viendra
expression qui reste réelle pour des valeurs quelconques
de o:, et positive pour les valeurs de x<a[/^, tandis que la courbe méridienne ne s'étend pas au delà de l'abscisse a. La formule donne -^ab^ pour le volume entier de l'ellipsoïde de révolution •
Proposons-nous encore de cuber le solide annulaire engendré par la rotation du cercle MNM'N' (/?^. 74) autour de la droite PP' menée daiis le plan de ce cercle et prise pour arc des x. Nous ferons passer l'axe desjr par le centre du cercle dont le rayon sera r, l'ordonnée du centre étant désignée par R , de manière que
soient les ordonnées des demi -circonférences MNM% MN'M'. Le volume de l'anneau aura pour valeur
Mais on a [338]
/l/r*— «• =z-xi/r*— «» + -r^.arc s\n -+ consL;
donc
i^ = aTC*r'R.
5 4* Quadrature des surfaces de rëvolutîon.
350. Si l'on inscrit un polygone à la section méridienne d'une surface de révolution, et qu'on fasse tcurner le polygone avec la courbe circonscrite, chaque coté du polygone engendrera la surface développable d'un tronc de cône. Or, l'on entend par aire d'une surface de révolution, la limite dont s'approche la somme des aires de ces troncs de cônes , quand les côtés du poiigone inscrit décroissent indéfiniment, ou quand le poligone inscrit appproche de plus en (dus de se con-
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fondre avec la courbe. Cette définition est analogue à celle que nous avons donnée de la longueur des lignes courbes [174] 9 ^^ nous reviendrons encore sur ce sujet, en parlant, dans le chapitre suivant, de la mesure des aires des surfaces quelconques.
Conservons toutes les notations du n® précédent , et appelons u Faire de la portion de surface de révolution interceptée entre les deux plans perpendiculaires à Taxe des X. L'aire du tronc de cône engendré par le coté du polygone inscrit qui joint les points (^i;r), (.r + Ax, j -f- A;r), est exprimée par
et son rapport à l'accroissement /ix a pour limite
donc, d'après la définition de la grandeur «,
d'où
u-=.ixKJ'fx.vTHM^'dx.
Pour certaines valeurs de a: , la formule tombera en défaut dans son application géométrique, si la fonction sous le signe /reste réelle, tandis que /r: passe par des valeurs imaginaires.
Appliquant cette formule à l'ellipsoïde de révolution considéré plus haut, nous aurons _^
Supposons d'abord l'ellipsoïde allongé ou a> ù^ et
posons 5— = c* : il viendra
, / . /" c^ . « . ca;\
u=zTçi[x\/ I -+-.arc sm— ).
On pourrait attribuer à x des valeurs > a et < -,
sans que l'expression de u cessât d'être réelle , mais on sortirait des conditions géométriques du problème. La formule donne pour Taire totale de Tellipsoïde allongé
..^ ab , .
TKiir H arc sm c),
r\ A JL »rc sin c ^ „
Quand c = o, on a a = ^, z=: i , et 1 on retrouve
l'expression connue de la surface de la sphère.
Supposons en second lieu l'ellipsoïde aplati, ou
a < è, et posons — — — = c* : on obtiendra
u^^b\x\/ i+--^jr- + ^,log(^-^+ V i^-^JJ,
expression qui reste réelle pour des valeurs quelconques de j:, et d'où l'on déduit, pour l'aire totale de l'ellipsoïde aplati ,
Quand c=o, on trouve que l'expression
GS
a pour valeur a, et l'on retombe encore de cette manière sur l'expression de la surface de la sphère.
La surface annulaire engendrée par la révolution dn cercle MNM'N' {fig- 74) a pour valeur
dx
=i4'KrRJ
.rV^r^'-'X'
= 4wVRj
c'est-à-dire le produit des deux circonférences dont les rayons sont r et R.
^ * %>^<»»l» »%'%>iW%»%<l%»»»»'«Oi«l*%< »%»<*%%%»«* V%%%%%< »%%»»»^<»»<»%<»<»|»%»»^/«^0^»%<V>»%'»<%^)*|»<»%%%>I%<%(K»4»>.^
CHAPITRE VI
llVTiGRAL£S DEFINIES MULTIPLES. APPLICATIONS
GEOMETRIQUES ET PHYSIQUES.
^ i^**. Intégrales doubles. — Aj^lication à la cubaturedes volumes termines par des surfaces courbes quelconques.
351. Soit y (^,^) une fonclîon de deux variables indépendantes x^^ laquelle est supposée conserver toujours des valeurs finies entre les limites x^^ ^y JotJ'» On pourra prendre d'abord la somme des valeurs infiniment petites de f (x^ j) dy. entre les limites y^^ y ; et cette somme, ou l'intégrale définie
sera une certaine fonction de x. Si l'on prend ensuite la somme des valeurs infiniment petites de
entre les limites x©, x^ on aura \ intégrale définie double
OU, en supprimant les parenthèses pour plus de simplicité dans l'écriture,
/ * / ^A^xrYï^\ («)
et cette somme est manifestement celle de toutes les valeurs infiniment petites du second ordre que peut prendre
la fonction
f{x,x)dydx, quand on y fait varier x par intervalles infiniment petits dx^y par intervalles infiniment petits dy^ entre* les
limites ^o? ^j Xo^ y-
En d'autres termes, si Ton divise l'intervalle x — x^ en m parties égales A^, l'intervalle y—yo en n parties égales ^y; que l'on prenne la somme de toutes les valeurs
de la fonction
f{x^)tSytix (*)
en combinant toutes les valeurs de x comprises dans la série
avec toutes les valeurs de^ comprises dans cette autre série
y 01 Xo + Ar,^, + 2A7, . . . j« + (« — i) A^;
à mesure que l'on prendra pour m et n des nombres plus grands^ ou pour les intervalles \x^ \y des fractions plus petites des intervalles primitifs, la somme obtenue convergera vers une certaine limite, qui est précisément la valeur de la double intégrale (a).
Il suit de là, que l'ordre des intégrations n'a aucune influence sur la valeur de l'intégrale double, et qu'on peut écrire indifféremment
Il ^A^yjddfdx, ou r I y{x,x)dxdx.
352. Si l'on construit la surface dont a;, j^- et z = y(jr;,j^) désignent les coordonnées rectangulaires, la quantité (b) mesurera le volume d'un parallélépipède rectangle qui aurait pour base Ao; ^y et pour hauteur l'ordonnée z. Les intersections des plans latéraux de ce parallélépipède avec la surface circonscrivent un quadrilatère courbe dont la projection en xy est le rectangle
INTléGRALES DOUBLES. GUBATURES. 89
SX ^. Le volume compris entre ces plans latéraux, la base du parallélépipède (b) et la surface z=:f{x^j')^ ne diffère du volume du parallélépipède {b) que par un certain volume (p) moindre que A^ à^ (Az), (Az) étant la différence des valeurs extrêmes que prend l'ordonnée z pour les points de la surface qui se projettent en ;r;^ dans l'intérieur ou sur le contour du rectangle A^r Sjr, Quand la fonction z n'éprouve pas de solution de continuité du premier ordre, (A^) est une quantité du même ordre de grandeur que Sx, ^j : donc, si A^, A/ sont des quantités très-petites du premier ordre, auquel cas le volume du parallélépipède {b) est une quantité très-petite du second ordre, le volume (^) se réduit à une quantité très-petite du troisième ordre. Donc l'intégrale (a), qui est la limite vers laquelle converge la somme des quantités {b) par .le décroissement indéfini des dimensions Ar, A^, mesure le volume limité dans un sens par le plan xjy à l'opposite par la surface courbe, et latéralement par quatre plans, dont deux sont menés parallèlement au plan xz aux distances y^^ jr.
Le quotient
exprime encore la moyenne de toutes les valeurs, en nombre infini, que prend (pour les points du plan xjr compris dans l'étendue du rectangle déterminé par l'intersection de ce plan avec les quatre plans perpendiculaires que l'on vient de définir) la hauteur z, ou plus généralement la fonction /'(j:,^) qui peut avoir une signification géométrique ou physique quelconque [33].
353. Quand on aura effectué les deux intégrations indiquées par l'expression (a\ le résultat obtenu sera une fonction des limites supérieures x, y que nous désignerons par F(a;,y); de sorte qu'on a, en vertu de la définition,
dxdy — dydx —J^""^^' W
Si l'on pouvait trouver, par un moyen quelconque, une fonction F {x^ j) qui satisfît à l'équation (c), la fonction / étant donnée, toute autre fonction' de la forme
F(^ï7) + <p^ -f- 4ir, (^i)
où <p, ^ désignent des fonctions absolument arbitraires, y satisferait pareillement. £n effet, quand on prend la dérivée partielle de la fonction (c.) par rapport à x^ on fait disparaître la fonction ^y^ et ensuite, lorsqu'on prend la dérivée partielle par rapport à ^ de la fonction
df{x^) d^x
dx dx *
on fait disparaître la fonction ^^ — Le résultat serait le
même, si l'on opérait les deux différentiations dans un ordre inverse.
Pour trouver une fonction F(^,^) qui satisfasse à l'équation (c), il suffit de prendre d'abord l'intégrale indéfinie
en regardant x comme une constante, et après avoir multiplié par dx le résultat obtenu, de prendre encore l'intégrale indéfinie de cette fonction différentielle, en traitant dans la seconde intégration x comme variable et
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y comme constante. On indique cette double opération
par
J[ff{x^)dydx, (d)
Si l'on pratiquait les intégrations indéfinies dans un
ordre inverse, comme l'indique l'expression
la fonction '^^{xyjr) que l'on obtiendrait, ne pourrait différer de la fonction F(x,/) obtenue en premier lieu, que par l'addition de termes de la forme
(pj: + 4l7* + const., qui s'en vont à la suite de deux différentiations partielles, l'une par rapport à x, l'autre par rapport à y.
L'expression {d) est celle d'une intégrale indéfinie double.
354. Revenons aux intégrations définies qui font l'objet spécial de ce chapitre. Au lieu de prendre l'intégrale
entre des limites ^o^ y^ qui ne varient point avec x^ on pourrait la prendre entre des limites variables <PoX, <p, x; et alors l'intégrale définie
serait encore une fonction où la variable x entrerait seule. En intégrant une seconde fois par rapport à x^ entre les limites o^o, .t, , on aurait l'intégrale définie double
/ / Six^Yydx^y.
Pour se faire une idée claire du résultat de cette opération, on peut concevoir que les valeurs extrêmes Xor^, sont représentées (fig. 80) par les abscisses Qp^t Cjp, ; les fonctions <Po.r, <p, .r par les ordonnées des lignes ou des portions de lignes mjijn^^ mjijn^\ enfin que la
fonctiony(a;,jr)=2 est représéntëe par l'ordonnée d'une surface courbe, élevée perpendiculairement au plan xy. En vertu de ces hypothèses, et d'après ce qui a été expliqué dans l'avant-dernier n", l'intégrale V mesure le volume limité dans un sens par le plan xjr^ à l'opposite par la surface courbe dont z est l'ordonnée, et enfin par une surface cylindrique qui a pour section droite le périmètre m^n^ m^n^.
Plus généralement, si l'on désigne par A l'aire que
ce périmètre circonscrit, le rapport -^ exprime la
moyenne de toutes les valeurs, en nombre infini, que prend, pour tous les points (^^) compris dans la circonscription du périmètre, la fonction y (x,^) qui peut avoir une signification quelconque, géométrique ou physique.
Rien ne s'oppose d'ailleurs à ce que l'intégrale Y soit réelle, quoique la fonction y (j;,/) prenne des valeurs imaginaires, ou même reste constamment imaginaire dans l'étendue de l'intégration : et alors cette intégrale n'a plus de signification géométrique ou physique.
Menons parallèlement à l'axe des x les droites n^ q^^ ^iÇ^n q"î limitent le périmètre; désignons par Xo^Jx l^s ordonnées Oq^^ Oç',, et par ^^^ ^,j les valeurs de l'abscisse X eu fonction de j pour les portions de lignes n^ m^ rii , rio m^ n^ : nous aurons évidemment
355. Lorsque la fonction fix^j) passe par l'infini dans l'étendue de la double intégration, l'intégrale double ne peut plus être considérée comme une somme d'éléments, et tous les raisonnements fondés sur cette con-
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sidëration tombent en défaut. Ainsi, comme M. Cauchy l'a remarqué le premier, la double intégration peut donner dans ce cas des résultats différents, selon l'ordre dans lequel on effectue les intégrations simples. Prenons pour exemple l'intégrale double
j TT,
pour laquelle le coefficient de dxdy devient infini, lorsqu'on fait x=Oyj'=:o. On a, en intégrant d'abord par rapport à la variable x,
et en intégrant ensuite par rapport à /,
Si les intégrations s'effectuent dans un ordre inverse, on a au contraire,
/*! dx
en sorte que la différence des deux valeurs obtenues est égale à 27c.
Désignons par F(j;,^) une fonction telle que
dxdy — /^^'-^^ et soit
ou, ce qui est la même chose,
i^x,y)z=Lff{x,y)dy, ^Xyy)z=iff{x,jr)dx i l'intégrale double
sera indifféreminent représentée par
de façon qu'on aura en général, pourvu que/" (:i;,^) ne passe pas par l'infini , dans l'étendue de la double intégration,
Admettons maintenant que les valeurs x=\y X=-'^t rendent / {^jy) infinie, et désignons par e un nombre positif qui converge indéfiniment vers zéro : on aura, d'après l'équation précédente,
A la limite il viendra :
/ '' [«p(^»7.)-i<-^.ro)]<^ =/ W<''^y)—¥.^'>^y)¥y
J x<, ou
/ ' / ^^ f{x,y)dydx — / ' / ''f{x,y)dxdx
Pour obtenir la limite indiquée , on ne doit faire e =o qu'après avoir effectué l'intégration par rapport à /, attendu [3a» 3] que la fonction ^ {Xjj) devient infinie par hypothèse, pour une valeur de y comprise entre les limites de l'intégrale.
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Dans l'exemple donné plus haut, on a
y_^ ^~; rf7 = a[arc tang | — arc tang(^— i^J ,
valeur qui se réduit à air à la limite, quand on fait t=Oj ainsi qu'on Ta trouvé par le calcul direct de l'intégrale double, en prenant successivement les intégrales simples dans deux ordres différents.
L'intégrale simple
est du nombre de celles qu'on a appelées singulières : la quantité s étant regardée comme infiniment petite , tous les éléments de cette intégrale sont nuls, à l'exception de celui qui correspond à^='yi, valeur pour laquelle le coefficient de dy devient infini.
£q opérant dans un ordre inverse on tomberait sur l'intégrale singulière
[ç(j:,Tfi +6) — ^JCffi — e)]flJr = — air.
S'il y a, dans l'étendue de la double intégration, plusieurs systèmes de valeurs de jc^j^ pour lesquels la fonction/(x,^) devienne infinie, la différence entre les deux valeurs qu'obtiendrait l'intégrale double, selon l'ordre des intégrations simples , se composera d'autant d'intégrales singulières qu'il y a de ces systèmes de valeurs.
356. Quand la ligne mon^m^n^ {fig'^^\ ^^ limite l'étendue de l'intégrale double
est donnée par une équation en coordonnées polaires r=f(p, on peut prendre pour élément de l'aire dans retendue de laquelle la double intégration s'effectue, au lieu du rectangle infinitésimal dydx^ Taire m^v^n limitée par deux rayons vecteurs 0/^^/^, Op, faisant entre eux Tangle infiniment petit rf?, et par deux arcs de cercles mpi, m y l'un décrit du rayon 0/w=r, l'autre décrit du rayon 0/^=^-|-fi&•. La surface de cette portion de secteur circulaire a pour valeur
ou simplement rdr rf «p, en négligeant un infiniment petit du troisième ordre. £n conséquence, si l'on désigne par F(r,<p) ce que devient /(^,/-), ensuite de la substitution des valeurs de Xjj en r, 9, il viendra
V = / / ^ Y{r,ff)rdrd(f.
Lorsque la fonction F (r,<p) se réduit à l'unité, l'intégrale V exprime simplement l'aire limitée par la courbe r:;=f^, et l'on a
ce qui s'accorde avec le n° 1 80.
Nous avons supposé, pour plus de simplicité, i*" que l'origine des rayons vecteurs tombe dans l'intérieur de l'aire limitée par la ligne r=f<p; 2^* que, pour chaque valeur de <p, r n'a qu'une seule valeur réelle et positive. Lorsque ces conditions ne sont pas satisfaites, les intégrales doivent être prises entre d'autres limites, qu'il est aisé d'assigner dans chaque cas particulier.
357. En général il peut se faire que par un changement de variables, correspondant géométriquement à un changement de coordonnées, le calcul de la double inté-
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grale y devienne plus simple; et en tout cjas, il importe d'examiner ce que devient cette intégrale par un changement de variables; Soient donc a, ^ deux nouvelles variables liées à x^y par les équations
et posons
yîx^) = F(a,p),
dx = i^dcc+^,dp. (/)
Pour chasser d'abord de l'intégrale V la différentielle dy^ on remarquera que cette différentielle est prise en supposant X constant, et par conséquent doc=o^ ou
<Pj//a + ç^rfp zi= o.
Tirant de cette équation la valeur de d% et la substituant dans l'équation (/*), on aura
ce qui donne
dydx = 't'-?'~'^'^' doidx ,
Maintenant il faudra prendre la différentielle dx en traitant a comme une quantité constante, ou en posant dans l'équation {e) doc=zo ,d'oii dx=(f^d^^ et par suite
En opérant l'élimination de dxj dj dans un ordre inverse, on aurait eu symétriquement
expression qui ne diffère de la précédente que par le signe : or, comme l'intégrale
ffdydxz=^ff{^,^^ — 9,^,)rfarfp , prise entre les mêmes limites que Y, est la mesure d'une
aire, qui mesure elle-même I étendue de l'intégrale V, on ne doit considérer que la valeur absolue de cette intégrale, et le signe du facteur ç,^, — <p, i]/, est indifférent.
Si l'on prend
az=:rj ^=9, :rzzi:rcosç, /=:rsinç, on a ç, z= cos ç, ij;, = sin ç, 9, = — rsin 9, ^, = r cos 9,
d'où
9,^, — 9,^, = rcos*9+rsin*9=r,
comme on l'a trouvé directement par des considérations géométriques, trop simples pour n'être pas présentées en premier lieu.
358. Afin de donner un exemple de l'application du calcul des intégrales doubles à la cubature des corps terminés par des' surfaces quelconques, proposons-nous d'évaluer le volume de l'ellipsoïde à trois axes inégaux, dont la surface, rapportée à son centre et à ses axes, a pour équation
L'équation de la section de la surface par le plan xj est
a donc, si l'on pose, pour abréger,
la tranche de l'ellipsoïde , limitée par deux plans parallèles à celui des^z, et correspondant aux abscisses jr^, x, aura pour valeur
Or il vient *
"„ »/«*-r--rfr=^"'=f.^(«'-x'),
ce qui donne
La valeur de V reste réelle pour des valeurs quelconques de jCoi x\ mais elle perd sa signification géométrique quand on donne à x^^^x des valeurs numériquement plus grandes que a. En prenant x^'= — a, a:=a, on a ^Tzabc pour le volume de Tellipsoîde entier.
5 2. Aires des sarfaces courbes quelconques.
359. Etant donnée une surface courbe quelconque S, si, par des points très-rapprochés pris sur la surface, ou mèue des plans tangents, ces plans se couperont de manière à former un polyèdre, à Ëices très-petites, qui enveloppera la surface, et approchera d'autant plus de se confondre avec S, que les points auront été pris plus voisins les uns des autres. A une portion limitée de la surface S, telle que celle qu'intercepterait une surface cylindrique ayant pour section droite une courbe fermée, tracée dans le plan xjr^ correspondra une portion limitée de l'enveloppe polyédrique, savoir la portion interceptée par cette même surface cylindrique. Cela posé, on entend par l'aire de la portion de surface courbe ainsi circonscrite, la limite û dont s'approche indéfiniment l'aire de la portion correspondante de l'enveloppe polyédrique, quand les dimensions des faces du polyèdre vont en décroissant indéfiniment, par le rapprochement indéfini des points de contact de la surface avec le polyèdre enveloppant.
Menons le plan tangent à la surface S au point (^,/,2), et prenons le point de projection (^,x) pour l'un des sommets d'un rectangle ayant ses côtés A:c, A^* respectivement parallèles aux axes des x et des y [SSa]. Les plans menés par les côtés de ce rectangle, perpendiculairement au plan xjy^ circonscriront sur la surface S une aire Au, et sur le plan tangent en (.r,^,zj un parallélogramme dont l'aire aura pour valeur numérique, d'après un théorème connu de géométrie,
AjA^ côsv
(v désignant l'angle aigu du plan tangent avec celui des
xy\ ou bien [237]
t/xH-/i»-hî>.AjA^.
Donc, par la définition même de la quantité , considérée maintenant comme fonction des coordonnées indépendantes x,^,
û = / / \/i+p*+q». dydx. (û)
On tire de l'équation de la surface les valeurs des dérivées partielles/?, q en fonction de x^f : les limites de la double intégration sont données par le contour de la ligne qui circonscrit la projection sur le plan ^de la surface ou portion de surface dont il faut évaluer l'aire Q.
Les éléments rfû peuvent être des infiniment petits du second ordre, même quand les dérivées p^ q deviennent infinies, si d'ailleurs l'ordonnée z conserve une valeur finie [342]) ou si elle n'éprouve qu'une solution de continuité du second ordre.
L'ordonnée z et les dérivées /?, q peuvent prendre des
valeurs imaginaires, sans que les cléments dQ cessent d'avoir des valeurs réelles; et alors la formule (û) tombe en défaut, quant au sens géométrique.
Nous regardons Téquation (o)) comme la définition de la fonction Q, de même que nous avons regardé [174] réquation
comme la définition de la fonction j. La définition physique que l'on donne de la longueur d'un arc de courbe, en imaginant cette courbe formée par un fil parfaitement flexible et inextensible (ou plutôt par un fil dont la roicleuret l'extensibilité sont inappréciables), ne comporte pas d'extension aux aires des surfaces courbes, à moins qu'il ne s'agisse de surfaces développables; et de là même nous pouvons conclure qu'elle n'est pas la vraie définition de la fonction s: car l'analogie mathématique des fonctions s^ Q doit se retrouver dans les définitions de ces deux grandeurs, si elles sont tirées de ce qu'il y a d'essentiel dans la nature des grandeurs définies, et non d'un caractère accidentel ou secondaire.
* 360. Cherchons, d'après la formule (û), l'expression de la surface de l'ellipsoïde quelconque
nous aurons
de manière que, si l'étendue de l'intégrale est limitée, sur le plan x/^ par le contour de l'ellipse
et si Ton désigne par û l'aire de la portion de surface
située d'un coté du plau xjy^ ou la moitié de l'aire totale de Tellipsoïde^ il viendra
Admettons^ ce qui ne restreint point la généralité de la
solution y que l'ordre de grandeur des demi-axes a, b, c
soit exprimé par
a>b>ey
et posons
d'où
nous aurons
de façon que le calcul de 0^ sera ramené à celui de Tintégrale double
l'auxiliaire ^ étant déterminée par l'équatioa
ou
Mais rien n'empêche de considérer les nouvelles variables Ç, 7}, Ç comme des coordonnées rectangulaires, et alors l'intégrale u pourra aussi être considérée comme exprimant le volume limité par le plan Ç ?), par la surface
cylindrique
et par i ordonnée C àe la surface (tz), prise positivement. Or, si Ton fait mouvoir un plan parallèlement au plan ^T), dans le sens des C positifs, ce plan, en vertu des inégalités (i), ne rencontrera pas la surface (2) dans Tintérieur du cylindre (3), tant qu'on aura Ç< i. Quand ^ deviendra égal à Tunité^ le plan mobile touchera la surface en un point situé sur l'axe des ^, et ensuite il la coupera suivant une série d'ellipses qui auront pour demi-axes
ces demi-axes devenant égaux entre eux et à l'unité, pour ^=00 .
D'après cela on peut encore évaluer le volume u en prenant pour élément du volume la différence infiniment petite de deux cylindres dont la hauteur commune est Ç, et dont les bases sur le plan ^y) sont deux ellipses ayant pour aires [3381
Donc on a
d.EH V
et par cette considération ingénieuse, due à M. Catalan ('), l'intégrale double qui exprimait la valeur de u se trouve transformée en intégrale simple.
Maintenant l'intégration par parties donne
(') Voyez \f. Journal de mathématiquei de M. Liuuville, tom.. IV, pag. 3i3 , et tom. V, pag. 1 1^.
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Soit
3in9
En faisant les substitutions convenables, on trouve que la valeur de l'intégrale définie - se compose de deux
parties : Tune donnée par les termes hors du signe /] et qui est égale à la différence des valeurs que prend la
fonction
(«• + P'cos*ç — i)sinç
COS 9 l/i* _ p* sin» 9" *
quand on y fait à la limite supérieure sin <p=o, et à la limite inférieure sin (p=:a. Cette différence se réduit à
L'autre partie est formée de l'intégrale
prise aussi entre les limites sin 9=05 sin 9=a, ou 91=0, 9=(ii, en désignant par sin ^l la constantça, plus petite que l'unité. Renversons l'ordre des limites, et employons la notation des fonctions elliptiques, en posant pour simplifier
a bv^a'
cette partie de la valeur de - s'exprimera par
«.E(*,^L) + i^.F(^,(.), OU par
en remettant pour a sa valeur. En conséquence la surface du demi-ellipsoïde a pour expression
*361. Proposons-nous encore d^évaluer la surface convexe d'un cône oblique, à base circulaire; et à cet effet, plaçons le sommet du cône à l'origine des coordonnées (Jîg» 86) et la base circulaire clans un plan parallèle à celui des /2, de manière que le point C, centre du cercle , tombe dans le plan x/ : on aura , pour les équations de la base du cône,
et pour celle de la surface conique,
ÇV+ (tïx— Ç/)'— p»j:"=o. (4)
Nous désignons par ^ l'abscisse OP ou la hauteur du cône,- par yi l'ordonnée PC du centre de la base, par p le rayon de la base CRo=CR,* En tirant de l'équation (4) les valeurs de /?^, ^*, on a
Si nous posons, pour faciliter l'intégration [SSy], f=o^Xj a désignant une nouvelle variable, nous aurons djrz=zxd(i'-\-oLdr^ et pour le cas où Fon fait varier r en
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traitant x comme une constante, dj=:::^dciL^ d'où
Effectuons Tintégration par rapport à x entre les limites .r=:o, ^c=Ç, et doublons le résultat, afin d'avoir l'aire des deux portions de la surface situées de part et d'autre du plan xj^ il viendra
Les limites de l'intégrale sont
» 4-p yi — p
a — — |— , a — — =~, correspondant à j:=:Ç, et à
On obtiendra une expression plus simple, en posant
7) — Ça=p cosç,
d'où
et il est facile de voir que cette intégrale rentre dans la classe de celles qui peuvent s'exprimer par les fonctions elliptiques.
En général, la quadrature des surfaces coniques se ramène au calcul d'une intégrale simple, comme celle des surfaces de révolution; car l'équation générale des surfaces de la première famille, quand on place, comme cela est permis, le centre de la surface à l'origine des coordonnées, étant [249]
on a
dz . /r\ r .. /r\ dz
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et après qu'on a posé, comme ci-dessus, il vient
=iA^i + (<!'*—«+'*)' +(4''*)' •^*^*-
§ 3. Intégrales triples.
362. On n*est pas conduit, dans les questions de pure géométrie, a considérer des intégrales triples^ de la forme
mais, par contre, il est évident que des intégrales de
cette nature doivent figurer dans toutes les questions de
physique oîi il n'est pas permis de faire abstraction de
quelques-unes des dimensions des corps. Si, par exemple,
il s'agit d'évaluer le poids ou la masse d'un corps dont
la densité, variable d'un point à l'autre, a pour mesure
fi^ij^z) au point dont les coordonnées rectangulaires
sont Xjjr^z^ ce poids ou cette masse seront mesurés par
l'intégrale M, dont les limites devront être choisies de
manière à comprendre précisément l'espace occupé par
le corps. Si l'on divise M par le volume du corps, ou par
l'intégrale
'^=fffdzdydx,
prise entre les mêmes limites, on obtiendra la densité moyenne du corps, ou la valeur moyenne de la fonction /dans l'étendue de la triple intégration. Ce sont là au* tant de conséquences manifestes de la définition même de la fonction /[i3o], et de l'hypothèse de la continuité de 'a matière, sur laquelle cette définition repose. Nous donnerons par la suite quelques éclaircissements sur l'interprétation que cette théorie doit recevoir, quand on
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considère les corps comme des systèmes de particules disjointes.
Si la fonction y mesurait une température, le rapport
=r- serait la température moyenne du corps, et ainsi de
suite.
La première intégration par rapport à z aura lieu entre des limites qui sont des fonctions des deux autres variables indépendantes x^jr^ et qui représentent les ordonnées (perpendiculaires au plan xy) des surfaces ou portions de surfaces par lesquelles le corps est limité. L'étendue des deux intégrations subséquentes par rapport à .r et à ^ sera celle de l'aire circonscrite sur le plan xj par Tintersection de ce plan avec un cylindre tangent à la surface du corps, et dont les génératrices sont parallèles aux z.
L'ordre des intégrations simples est indifférent, quand la fonction f{x^y^z) ne passe point par l'infini dans l'étendue de la triple intégration : autrement on tombe sur des singularités analogues à celles qui ont été remarquées au sujet des intégrales doubles.
363. Pour prendre, dans l'étendue de l'espace occupé par un corps, une intégrale définie triple , il convient souvent de substituer au système des coordonnées rectangulaires un système de coordonnées polail^es dont l'emploi est d'ailleurs naturellement suggéré par les besoins de l'astronomie et de la géographie. Imaginons un plan fixe mené par l'origine des rayons vecteurs, et un rayon fixe tracé dans ce plan; la position d'un point dans l'espace est déterminée lorsqu'on assigne i" la longueur r du rayon vecteur; a* l'angle ô que forme le rayon vecteur avec une droite perpendiculaire au plan fixe;
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3* l'aagle ^j; que la projection du rayon vecteur sur le plan forme avec le rayon fixe. Si l'on prend pour plan fixe (^ou ^\2itï fondamental ^ comme quelques-uns l'appellent) celui des xy-j et pour rayon fixe le demi-axe des oc positifs, on passera des coordonnées rectangulaires aux coordonnées polaires au moyen des formules
a:=rsinôcos vp, / = rsinôsin^, z==rcos6. . Dans le système des coordonnées géographiques, l'an^ gle ^ correspond à la longitude, et l'angle 8 est le complément de )a latitude, quand on suppose l'origine des rayons vecteurs au centre du globe. Le rayon vecteur décrit un méridien lorsqu'on fait varier l'angle 6, l'angle ^ restant constant, et il décrit un parallèle lorsque 6 reste constant et que l'angle i/ varie.
Concevons une surface sphérique ayant pour centre l'origine O {Jig. 87) et pour rayon OR^r, à la surface de laquelle on prend deux points infiniment voisins m,v; de façon qu'on passe du point m au point v en faisant varier 6 de ûTO et ^ de di(. Les points /tz, v sont deux sommets opposés d'un quadrilatère sphérique, formé par deux arcs de méridiens infiniment voisins mfx, n^, et par deux arcs de parallèles aussi infiniment voisins mn^ p. On a m\L=n'^=rd^j et mn (qui ne diffère de p que par un infiniment petit du second ordre) = mpd"^ zizzrsinôrftj;. Donc la surface du quadrilatère sphérique, que l'on peut prendre pour un rectangle quand on néglige les infiniment petits des ordres supérieurs au second, a pour valeur r^sïnHd^dr^. En multipliant cette aire par dr^ on a le volume d'un élément de la pyramide O/w/zvpi. Le volume entier du corps se décompose en éléments ainsi définis, et par conséquent
M=^F(r,Ô,ij;)r'rfrsin 6^4,
F(r,6,+) étant ce que devient la fonction f{x^y^z) par la substitution des valeurs de x^y^z en rjO,^'.
Le volume du corps, ou l'étendue de l'intégrale a pour mesure
Si l'origine des rayons vecteurs est dans l'intérieur du corps, et si le corps est limité par une surface convexe en tous ses points, ou du moins par une surface de forme telle que chaque rayon vecteur ne la rencontre qu'en un seul point, l'équation de cette surface est de la forme
la'^fonctionf n'admettant qu'une valeur réelle et positive pour chaque système de valeurs de 6 et de ^. Dans ce cas
M = PYY'^^'*^ F(r,e,it)r'rfrsin W8rf^,
y=\( ^""p [f(9,+)] ' sin y^,
Si la surface enveloppée avait une forme différente, ou si l'origine des rayons vecteurs était autrement placée, il faudrait déterminer les limites des trois intégrations* simples par une discussion spéciale pour chaque cas, et qui ne peut offrir d'ailleurs aucune difficulté.
L'intégrale double
a pour valeur ^i: ou la surface de la sphère du rayon i, comme cela doit être.
* 364. Le calcul d'une intégrale triple peut se simplifier beaucoup par un choix convenable de variables ou de coordonnées. Soient donc a,p,Y trois nouvelles variables liées à o;,^, z en vertu des équations
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et posons -
dy = f rfa + 4/.rfP + ^3^Y' (A)
Pour chasser d'abord de l'intégrale M la différentielle dz^ on remarque que cette différentielle est prise en supposant constantes les deux coordonnées r,^, et par conséquent dx=Oj dj^o^ ou bien
ç,fl&c+(p,rfp-|-<p3rfy==o,
^.doL+if^d^ + if^id-^^^o.
On tire de ces deux équations les valeurs de c/a, d^^ et en les substituant dans l'équation {i)y on a
CD posant, pour abréger, £n conséquence, il vient
Mais la coordonnée y doit être traitée comme une constante dans les intégrations relatives à / et à .r, ce qui réduit les équations {g) et [h) aux équations {e) et (/*) du n® 357; et l'on a, par ce qui a été démontré dans ce n",
^Uiirrfr=#U(ç.4;.-f9,yarfP; donc
M=>(^F(a,P,y).0rfarfprfY,
et
V=^0^arfp^y.
Le polynôme 0 , par la symétrie de sa composition, '^e pourrait que changer de signe, si Ton opérait dans un ordre différent l'élimination des différentielles rfj?, dj-^dz; mais d'ailleurs le signe de 0 est indifférent, et l'on ne doit avoir égard qu'à la valeur numérique de ce facteur.
puisque l'intégrale Y mesure un volume^ qui mesure à son tour l'étendue de l'intégrale triple M. Si l'on prend
a=r, P = e, Y=4^J ^=3rsin6cos(}j, j = rsîn6sin •];, z=rcos6,
il viendra
9, ==sinOcos^, 9,==rcos6cos'^, ?3= — rsinOsin^]^,
^^ c=3sinOsin ^) <};,==:rcos6sin^, ^3 =rsinOcos^,
trf,==cos6, x;5a== — rsin6, -daso;
d'où 0 = r^sin 6, ainsi qu'on l'a trouvé directement, par
la construction géométrique.
365. La théorie des intégrales doubles et triples peut sans difficulté se généraliser et s'étendre aux intégrales quadruples, quintuples, etc. On comprend que les questions de physique mathématique doivent souvent conduire à des intégrales plus élevées , quant au degré de multiplicité, que les intégrales triples. Par exemple, si l'action F du corps M sur le corps M' est la somme des actions que chaque élément de M exerce sur chaque élément de M% on a, en désignant par y(j;^,z;j;'<j;r',z') l'intensité de l'action qu'exerce l'élément m du corps !Vf, dont les coordonnées sont x^y^z, sur l'élément m' du corps M', dont les coordonnées sont x\y\:^^
c'est-à-dire que la valeur de F dépend essentiellement d'une intégrale sextuple, laquelle peut néanmoins, dans certains cas, par un choix convenable de coordonnées, être ramenée à dépendre d'intégrales d'un degré de multiplicité moins élevé.
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ÎHÉORIE DE LA. VARIATION DES INTÉGRALES. PRIN- CIPES DE LA MÉTHODE DÉSIGNÉE PLUS PARTICULIÈRE- MENT SOUÀ LE NOM DE CALCUL DBS VARIATIONS.
§1^'. De la varîatloD des intëgrales.
Une intégrale définie , telle que
f{a;,ct)dx,
varie avec la valeur attribuée au paramètre a dans la fonction J[x,ol). C'est une nouvelle fonction de a , d'où la variable x a disparu , et que nous pouvons indiquer par Fa. Admettons maintenant que a reçoive Tincrément infiniment petit doL : on aura
ou
ou bien enfin , à cause que le facteur da ne varie point
avec X ,
d.Fa_ràd.f{x,à)
dct J a dùL
et en remettant pour Fa sa valeur ,
dùL J a da '
ce qui montre que Ton peut faire passer sous le signe / le signe de différentiation placé en dehors y et réciproque- T. n. 8
ment ; au moins lorsque les limites de l'intégration sont indépendantes du paramètre variable.
Si Ton avait au contraire
il viendrait, dans le cas où Tiiitégrale pourrait être traitée comme une somme d'éléments différentiels,
J a-\-da «a
d'où l'on tire, en négligeant les infiniment petits du second ordre, et en mettant pour a, b^ da, db^ leurs valeurs ,
^-/(9a,a) . 9'aâSx +/(^,a) . ^ Wa, et par suite
'd^~J oc -^^T^^— /(?«»«) -T^+ZC^*)' fa- Ce calcul suppose que la fonction ./(^,a) ne devient point infinie entre les limites de l'intégrale : les résultats en seront rendus plus sensibles par une construction graphique. Soit MN {Jig, 88) la courbe qui a pour abscisse x et pour ordonnée /'(j;,a), de manière que l'intégrale définie Fa mesure l'aire comprise entre la courbe MN, l'axe des abscisses et les ordonnées MP,NQ qui correspondent respectivement aux abscisses OP=a, OQ = è. Par la variation de l'ordonnée courante (les abscisses des points extrêmes ne changeant pas) , la courbe se transporte en IM'KN% et l'aire augmente du quadrilatère curviligne
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MNKI. Par la variation des limites a, b qui deviennent a -|- cla=OV jà^db=^ OQ' (^l'ordonnée courante ne changeant pas), l'aire augmente du quadrilatère NQQ'K' et diminue du quadrilatère MPPT. Ces trois quadrilatères j traités comme des quantités infiniment petites du premier ordre , ont respectivement pour mesure
les quadrilatères MIMT, NKN'K' ont pour mesure les termes infiniment petits du second ordre
que Ton néglige dans le calcul de la variation totale de l'aire Fa , lorsqu'on fait varier simultanément l'ordonnée courante /(j;,a) et les limites a^ b.
367. Supposons, pour plus de simplicité, que les limites a, b soient indépendantes de a. On peut demander quelle est la valeur numérique du paramètre a, qui rend un maximum ou un minimum l'intégrale définie
Foi= j J'(XjOL)dx.
Si la fonction Fa pouvait être exprimée algébriquement , on satisferait à la question en prenant pour a la racine de l'équation F'a=o; et comme on a aussi, d'après ce qui précède ,
J a CUL
il suffira que l'intégrale, formant le second membre de cette dernière équation, puisse s'obtenir algébriquement, pour que le problème dont il s'agit soit résoluble par la méthode ordinaire des maxima et minimu. Dans l'hypothèse contraire, et sauf quelques cas où les conditions
de maximum ou de minimum se déduisent immédiatement de la forme de l'intégrale, il faudra construire par points 9 au moyen de quadratures numériques, la courbe dont l'ordonnée est Fa, l'abscisse étant a : on déterminera ensuite graphiquement les maxima et m,inimaàt cette ordonnée.
368. Admettons maintenant que a désigne, non plus un nombre constant dans toute l'étendue de l'intégration relative à x^ mais une quantité qui varie avec a:; et pour mieux indiquer cette circonstance, substituons à la lettre a la lettre j^, par laquelle on a coutume de désigner une fonction de x. On peut demander quelle doit être la valeur de^ en fonction^ de x^ qui rend un muximum ou un minimum l'intégrale définie
h f(x,y)dx:, (i)
et même il arrive que ce problème, très-distinct du précédent, se résout sans intégration préalable. En effet, il est clair que si l'on détermine la valeur de^ en ^ par réquation
dy "^^ W
chacun des éléments de l'intégrale obtiendra la plus grande ou la plus petite valeur dont il est susceptible; en sorte que l'intégrale même , formée par la somme de ces éléments, obtiendra sa valeur maximum ou minimum. Toutefois, ce raisonnement suppose i*' que l'on peut fconsidérer l'intégrale comme une somme d'éléments, en sorte que la fonction y(a;^) ne devient point infinie dans l'étendue de l'intégration ; tP que la valeur de^ en x tirée de l'équation (a) TQnà f{x^) constamment un maximum ou constamment un mimmwn dans
toute l'étendue de l'intégration. Le problème changerait de nature si ces conditions n'étaient pas satisfaites.
J 2. Principes de la méthode connue sous le nom de Calcul
des variations,
369. Ceci nous mène à examiner un cas plus général et susceptible d'applications beaucoup plus importantes : celui où la fonction sous le signe /contient non-seulement^, mais ses dérivées ^',^", etc., et où il s'agit d'assigner la valeur dejren x^ qui rend l'intégrale proposée un maximum ou un minimum. Il est clair qu'on De peut assigner la fonction /=<p^ dans l'étendue de Fintégrale, sans déterminer par cela même les fonctions dérivées ^x^ ¥'^t etc., ni faire varier cette fonction sans que toutes les dérivées éprouvent des variations correspondantes. La variation de l'intégrale est donc déterminée implicitement par la seule variation de la fonction^; et toute la difficulté du problème consiste à mettre en évidence , à rendre explicites les liaisons de la variation dej^ aux variations subordonnées de ses dérivées. Telle est la question dont Lagrange a donné la solution la plus élégante en employant un algorithme particulier, que l'on nomme le Calcul des variations, et qui n'est au fond qu'une modiâcation heureuse de l'algorithme différentiel, dans son application à la variation des intégrales , où une fonction inconnue se trouve mêlée sous le signe /avec ses dérivées.
370. On est sans cesse conduit , dans l'analyse , à considérer des fonctions sujettes à éprouver des variations distinctes et indépendantes les unes des autres : toutes les fonctions de plusieurs variables indépendantes se trouvent dans ce cas ; mais rien n'est plus propre que la
considération des mouvements d'un système matériel à faire nettement concevoir la coexistence de plusieurs modes distincts de variabilité.
Imaginons un fil flexible, non tendu, fixé par les deux bouts, et qui se déplace en se déformant ; et admettons seulement, pour plus de simplicité, que la courbe tracée par le fil reste toujours comprise dans le même plan. Les coordonnées x^jy de chaque point du fil , rapportées à des axes fixes dans le plan, la direction de la tangente en ce point, la grandeur et la direction du rayon de courbure, varieront par suite de la déformation du fil ; et il ne faudra pas confondre ces variations avec celles qu'engendre le passage d'un point du fit à un autre point matériel infiniment voisin.
En général, il est utile, pour prévenir toute ambiguïté , d'indiquer par des caractéristiques différentes les variations qui se rapportent à des modes de variabilité distincts. Ainsi l'on pourrait désigner par d^z, djZ [il 8] les différentielles prises par rapport à :r et par rapport à j d'une fonction z des deux variables indépendantes ^, ^; et si l'on est dans l'usage de supprimer les indices des différentielles dz , c'est à cause des dénominateurs dxy dj qui les accompagnent presque constamment, et qui lèvent l'ambiguïté comme les indices pourraient le faire.
Dans la question présente, où il s'agit uniquement d'éliminer de l'expression de la variation d'une intégrale les variations subordonnées, telles que celles de
~- ou de fl^, pour ne conserver que les variations qui
restent indépendantes et arbitraires, comme celle de/, nous considérons cette variation de y d'une manière
PRINCIPES DV CALCUL DES VARlÀTIOITS. 119
absolument générale, et non par rapport à une variable déterminée, autre que Xy dont^ dépendrait. Dès lors ce n'est ni par des indices ni par des dénominateurs que l'on peut distinguer la différentielle djr^ provenant du changement d'abscisse, de l'autre variation de^, pro* venant du changement de forme attribué à la fonction ^=z=çp;r; bien qu'on reste libre de concevoir que ce chan* gement de forme est dû à la variation d'un paramètre quelconque contenu dans la fonction (fX. On est convenu en conséquence de désigner par la caractéristique 8 les variations infiniment petites dues au changement de forme de la fonction, et on les appelle spécialement t;ariationSy en coîitinuant d'appeler différentielles les variations exprimées par le signe d^ qui pix)vrennent du changement d'abscisses ou du passage d'un élément du système matériel à l'élément contigu.
371. Supposons donc que, par suite de la variation dont ^ est la caractéristique, la courbe MN {fig' 88), qui a pour ordonnée jk, se trouve transportée en M'N' : les points m\m\ de la seconde courbe correspondant aux points m^rn^ de la première, et ceux-ci aux abscisses x^ x-^dx. On aura
mp =jr, m^p^ ==/ -f- dy^ m'p' =^y + $r, ni^p\ = TOj/7j + J . mjp^ = rd^ + d.m!p\ ou bien
jr+dx+^{y + dy)=y + ^y+d{y -^^y),
et par conséquent
Ur^dhy. (3)
Donc on aura aussi
8d'jr=dyy=:d'Sjr,
et en général
relation d'après laquelle on peut toujours transporter la
caractéristique è après la caractéristique d. Ou voit au reste que cette relation subsisterait, lors même que les caractéristiques dj 8 n'indiqueraient pas des variations infiniment petites; ou plutôt qu'elle ne subsiste à cette limite que parce qu'elle a lieu pour des variations finies quelconques. D'ailleurs la formule (3) que l'on peut remplacer par
o€lz=sido:^y
équivaut, d'après les explications que l'on vient de donner,
à la formule
dgdjZ =3 djdgZ y
démontrée au n"* 1 23.
Le raisonnement du n"" 366, qui étabKt la possibilité d'intervertir l'ordre des signes /^ d^ s'applique égalem^it à l'interversion des signes /^ ^ : on aura donc
C'est dans cette transposition des signes que consiste la première règle fondamentale de la méthode des variations.
372. Cela posé, s'il s'agit de trouver la variation d'une intégrale définie
'^"" ydx, (V)
(dans laquelle V est une fonction de x^/^y^)r\ etc., ou^ ce qui revient au même, une fonction de x^^djr^d^jy^eXc)^ et si le développement de la variation donne un terme de la forme
on changera d'abord cette expression en
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On aura ensuite en intégrant par parties ^ et en désignant, pour simplifier, par
la valeur d'une fonction U à la limite supérieure de l'intégrale, moins sa valeur à la limite inférieure,
On trouverait de même, en effectuant successivement deux, intégrations par parties,
et ainsi de suite; de manière qu'il ne restera sous le signe y que des termes multipliés par la variation ^: les variations ^dj-^^dy-y etc., en ayant été chassées ainsi qu'on l'avait en vue [369]. Ces réductions constituent la seconde règle fondamentale du calcul des variations» 373. On obtiendra de la manière la plus générale la variation de l'intégrale définie (V), si l'on fait varier à la fois, non-seulement la fonction^ et ses différentielles rf^, d^j-y etc. , mais encore la variable x et sa différentielle dx : ce qui revient à supposer que chaque point du fil flexible pris pour exemple [370] se déplace ou peut se déplacer d'une manière quelconque dans le sens des abscisses Xj comme dans celui des ordonnées^. Ceci convenu, soit
rfV=Xflte + Ydjr+ Y(')dy 4- Yi^)dy + Y^^^df + etc., X,Y,Y("),Y(*),Y^5), etc., désignant des fonctions de ^^X^y^y^y^^ ^^^m q^© l'^n trouve par la dififérentiation dès que la fonction Y est donnée : on aura aussi
8Y=X8a: + Y8f+Y(')8y + ¥(>%' + YC^)^^"' -h etc., et d'après ce qui vient d'être explique.
Les valeurs de dY et de 5V donnent
+ Yi-)[dx8x" —dy "îa:) + Y^%dxtf' — rf/" J^) + etc.
On a d'autre part
^ ^rf/ c^Jé^ — dy^dx d'^y — yd^x
•^ dx dx* dx
dx
>/„■'' '»-^*-) +/-».. eu,.
Donc, si l'on pose, pour abréger,
la substitution donnera
^- r^" [Y^Jm+YC'WJm+YC'W.^H- Y(5W.^ + etc.].
On intégrera par parties, suivant la règle du n* précédent, autant de fois qu'il sera nécessaire pour faire disparaître sous le signe /toutes les caractéristiques d qui affectent la variation ^u. Remettant ensuite pour &« sa valeur, et faisant toujours suivre la caractéristique d de la caractéristique ^, on obtiendra la formule suivante
+(Y(»)— ^+etc.XVTr'*^)+ete.]l }(A)
Il faut remarquer que les dérivées . sont prises en
considérant les fonctions ^,^'^', etc., qui peuvent entrer dans Y^''^ comme des fonctions implicites de x; de sorte que ces dérivées ne seraient par nulles, même quand la variable x n'entrerait pas explicitement dans Y^"^.
Si maintenant on veut que Tintégrale (V) soit un maximum ou un minimum^ il faut que sa variation s'évanouisse, quels que soient les incréments que nous désignons par ^x^ ^, incréments arbitrairement variables avec X dans l'étendue de l'intégrale. Il faut par conséquent que chaque élément de l'intégrale qui reste au second membre de (A) s'évanouisse séparément, et qu'on ait pour cela
Quand le premier membre de l'équation se réduira à une constante, ou à une fonction de la seule variable Xy elle ne pourra servir à déterminer une fonction y=JSfXy qui satisfasse à la condition de maximum ou de minimum^ et le problème sera impossible. £n général, l'équation pourra contenir ia:,^,^',.—^"^ si /^"^ est la plus haute dérivée qui entre dans Y ; car alors le premier membre
de l'équation (a) aura pour dernier terme ± — — ; et
ajF
si Y^") contient ^^''^, la formation de ce terme amènera la dérivée y *"^, à cause que y^^, ainsi qu'on vient de l'expliquer , doit être traité comme une fonction implicite de x.
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374. Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que, si Ton ne soumettait pas ^ à la variation exprimée par 8j on si l'on posait Â.r=odans la formule (A), la condition pour que la quantité sous le signe /s'évanouît, clément par élément, conduirait à la même équation (a) : il n'y aurait de changé que la forme des termes qui se rapportent aux limites de l'intégration , et les équations qu'on en déduit en égalant ces termes à zéro, pour que la variation totale de l'intégrale s'évanouisse. Ce résultat s'explique et se démontre directement par des considérations géométriques. Soit en effet MN {/îg. 88) la courbe j^=(fx, et M'N' ce que devient cette courbe par la variation de / et de x. Ou peut indifféremment supposer qu'à un point quelconque m de la première courbe , compris entre les points extrêmes, correspond sur la courbe variée un point m^ dont l'abscisse et l'ordonnée diffèrent respectivement de l'abscisse et de l'ordonnée de m, ou un point pi qui a la même abscisse que /72, l'ordonnée seule ayant varié. Mais^ si les points extrêmes M,N n'ont pas les mêmes abscisses que les points extrêmes M',N', il faut bien admettre qu'aux limites les abscisses et les ordonnées ont varié à la fois. Il faut donc avoir égard à cette variabilité des abscisses, dans les équations aux limites, lorsque, par la nature de la question, les abscisses des points extrêmes ne sont pas invariables; et puisqu'il n'importe d'y avoir ou non égard entre les limites, l'équation qui définit le tracé de la courbe entre les limites doit rester la même.
Si l'on attribue une variation à l'abscisse j;, la variation ^, au lieu d'être égale à pi/? — m/?, comme lorsque l'abscisse est invariable, sera w'/?' — rnp. On a
py? = m'p* — m'v = m'p' — in y
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du moins en supposant irii=z^un^ ce qui revient à négliger rinfiniment petit du second ordre d^y : donc
et par conséquent il faudra, pour avoir égard à la variation de .r, remplacer ^j par ^j — -j'^x, dans les formules construites pour l'hypothèse de l'invariabilité de x. Par la même raison il faudra remplacer ^j' par ^y — y^Xj et ainsi de suite.
375. On obtient la relation cherchée jr=<p^, qui satisfait à la condition du maximum ou du minimum^ en intégrant l'équation («), c'est-à-dire [164] en remontant de cette équation entrea;,^^^',....^*"\ à l'équation en Xyf^ dont elle dérive , et qui est de la forme
^(^,^, a,, fla,. . .flai.) = o, (a)
dx^d^yM^n désignant nn constantes ou paramètres arbitraires. Nous traiterons plus tard de l'intégration des équations différentielles : il suffit, quant à présent, d'indiquer comment les constantes arbitraires que l'intégration doit amener, se déterminent d'après les données de la question.
Lorsqu'on égale à zéro le second membre de l'équation (A), après avoir supprimé le terme affecté du signe /, qui disparaît en vertu de l'équation (a), il reste
[VÎX+ (Y(0 _ + -^- _ etc.) i^x-r^x)
+ (YW — ^ + etc.) {^f ^f^x) + etc.] l =0. {b) On peut mettre cette équation sous la forme
^ (a>, + Y,$r, + roC')^fyo +...+ Yo(«-')*ro^«-'))^=o, (p)
en désignant par
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des fonctions connues des valeurs initiales j:o,7'o,^^y etc., et par
des fonctions composées respectivement de la même manière avec les valeurs finales x^^y^^\^ etc. Cela posé, si i les valeurs des quantités extrêmes
sont des constantes fournies immédiatement par les données de la question, leurs variations
^j^o> ^x^^ hoy ^r.; ^/c ^y«; etc. {e)
sont nulles : l'équation (p) se trouve satisfaite d'ellemême ; et l'on a , pour déterminer les constantes arbitraires qui entrent dans l'intégrale (a), des équations en même nombre que ces constantes , et de la forme
^'(^i) royi>««> a.,...a«)=o; etc. :
la fonction ^' étant donnée par la différentiation immédiate de la fonction ^^ et ainsi de suite.
Si l'on ne donne aucune des valeurs des quantités (d)^ leurs variations sont indéterminées et indépendantes. On ne peut donc satisfaire à l'équation (p) qu'en égalant séparément à zéro chacun des facteurs (Co),(c,); et les équations ainsi obtenues tiennent lieu de celles qui donneraient directement les valeurs des quantités (</); en sorte qu'on a toujours des conditions en nombre suffisant pour déterminer les constantes arbitraires qui entrent dans l'intégrale (a).
Enfin, si l'on a, entre les quantités (</), un certain nombre d'équations de condition /.*= 0,^=0, etc., on
en déduira [i54] des relations entre les variations (e), exprimées par
*/x = o, ^/.=o, etc. (/)
On éliminera de l'équation (p), au moyen des équations (f), autant de variations qu'il y a d'unités dans le nombre des équations (/); puis on égalera séparément à zéro les multiplicateurs des variations non éliminées et demeurées arbitraires, ce qui fera rentrer ce cas dans ceux qu'on a considérés d'abord.
376. Il convient de remarquer aussi que la fonction V pourrait contenir une ou plusieurs des valeurs extrêmes (r/) qui figurent essentiellement dans l'équation (PV On doit alors, en prenant la variation ^V, faire varier les quantités dont il s'agit, à moins que leurs valeurs ne soient constantes par les données de la question. Si ,
par exemple, V renfermait x^^ et qu'on eût-— = 6, la
variation de V, par rapport à cette quantité, serait G^oTo; et, en désignant par % la fonction J^dxy on aurait dans l'équation (A), et par suite dans l'équation (^), un nouveau terme
mais l'équation (a) n'en serait pas changée.
377. Admettons maintenant que la fonction Y contienne deux fonctions jr,2 de la variable .r, et leurs dérivées j^', z\y\ z''\ etc., comme cela se présente dans les problèmes relatifs aux lignes à double courbure : on posera
rfV=Xéir+Yrfr+ Y(Orfj' + YCOrfj" + Y(3Wy''+ etc. + Zrfz + ZC'Wz' + ZC^Wz" + Z(3)rf^'" + etc.;
et sans qu'il soit besoin de répéter les calculs qui ont donné la formule (A), nous pourrons écrire
if^'\dx=[nx]i
+ [(Y('>-^+etc.)(*r-yJx)+(Y(«)-^+etc.)(V-y»^)+etc.]i + [(z(')_f^ +etc.)(5z-z'5x)+(Z(0-f^ + etc.)(*z'-z'Sa?)+etcl:
Cette formule conduit d'abord aux deux équations
Z — ^ £^)_rf^ _
qui sont en général des équations différentielles simul« tanées[i65]y dont l'intégration se ramène, comme on l'a vu, à celle d'une équation ordinaire à deux variables. Sup* posons que cette intégration soit effectuée, et qu'on ait trouvé les valeurs dej-jZ en x, qui satisfont de la manière la plus générale, par la présence d'un nombre convenable de constantes arbitraires, aux équations précédentes : il restera à fixer les valeurs de ces constantes arbitraires, au moyen des conditions relatives aux limites de l'intégrale. Il n'est pas nécessaire d'insister davantage ici sur cette extension des calculs indiqués plus haut [375].
Les variables x^^z peuvent être liées par une équation
comme dans les problèmes où il s'agit de lignes assujetties à se trouver sur une surface donnée : il en résulte
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dF^ rfF. rfF.
ax ay az
Au moyen de cette équation, on chassera ^z de la formule (B); et en prenant la partie sous le signe /J si l'on égale à zéro, après la substitution, le coefficient de ^j ou celui de ^:r indifféremment, on aura l'équation différentielle
d'oïl l'on pourra chasser z au moyen de l'équation {g).
379. Si le nombre des variables et des équations de condition était plus considérable, on rendrait le calcul d'élimination plus élégant en employant la méthode des multiplicateurs [i54]; mais Femploi de cette méthode mérite surtout d'être remarqué, lorsque les équations de condition renferment non-seulement les variables .r,^,2,... mais encore leurs dérivées ^',^V- z\z'\... etc.: il s'agit alors de ramener les variations des fonctions dérivées à ne dépendre que des variations des fonctions primitives.
Soit donc
^^>r^fo'\' • • h^'r^\ ...)== o, (A)
une telle équatipn : on aura JF=o, et aussi >.^F==o, \ désignant un multiplicateur indéterminé; et puisque celle équation doit subsister pour toutes les valeurs de •r^,z,.... comprises entre les limites de l'intégration, on aura encore
mais alors X désigne un facteur susceptible de varier d'une abscisse à l'autre, ou une fonction inconnue de .r. L'équation («) est la somme d'une infinité d'équations
'k^Fdûc^o, pour chacune desquelles les variables x,/,z,... et le coefficient 1 auraient en général des valeurs difTérentes.
Ainsi les valeurs dejr,2, en fonction de x qui rendront nulle
annuleront aust^i
"^^'{^.ydx^-yJSFiLjc). {k)
Suivant les règles de l'élimination par la méthode des multiplicateurs , on doit , après l'introduction de l'indéterminée X, traiter ^,z comme des fonctions de x, indépendantes l'une de l'autre; de sorte que« si l'on pose
d¥ = yidx + ^dx+Y^^)df + y(^W/" -+- etc. + zrfz 4- zC'Wz' + zWrfz" + etc.,
et qu'on égale séparément à zéro les facteurs de ^jy^^z sous le signe yî après qu'on aura appliqué à l'intégrale [k) la méthode ordinaire des variations, il viendra
Y -j 1 — -j—- -etc.+XY j 1 — -=-~ etc.:
dx dx^ dx dx^ . .«
^ dUA ^«2(0 ^ rf.)cz(0 d^Xti-) '^^
Z — -j h —T-L — etc.-f-Az j 1 r-;^ etc.:
dx ^dx* dx dx
Les trois équations (h) et (/), étant intégrées simultanément, donneront les valeurs de \yjZ en fonction de x et des constantes arbitraires ; et par l'élimination de >. on pourra obtenir séparément les valeurs dejy^z en fonction de X et des constantes venues à la suite de l'intégration. Les équations aux limites, étant traitées d'une manière analogue, détermineront les valeurs initiales et finales des fonctions \^yZ, et de leurs dérivées, et par suite les constantes arbitraires amenées par l'intégration.
C'est principalement dans les applications du calcul de la variation des intégrales aux problèmes de mécanique où Ton considère les corps comme des masses continues, que cette théorie des multiplicateurs variables reçoit des applications importantes pour lesquelles on doit surtout consulter la Mécanique analytique de Lagrangc. Dans les problèmes de cette nature, la foijiction \ n'est plus seulement une variable auxiliaire introduite pour la commodité du calcul : elle désigne une grandeur concrète, dont il est indispensable d'assigner la valeur pour la complète solution du problènie.
380. Ceci nous mène à exppser la théorie des maxima et mwima relotifs. On dit qu'on cherche un maximum ou un minimum r^tif, lorsqu'il s'agit de déterminer la
fonclion j^=?^ qwi rend l'intégrale / ' ydx un inaxi-
mum ou un minimum^ avec la condition qu'une autre
intégrale / * lÂXj dépendaut de la même fonction^,
conserve upe valeur constante. Telle est en général la question qu'on se propose dans les problèmes des isopé-rimètreSy qui consistent à déterminer, parmi ^es courbes de méipe longueur, ou parmi celles pour lesquelles l'intégrale
V/i+y .û/lr
conserve une valeur constante, celle dpnt l'ordonnée ^^
Xq
un maximum ou un minimum.
En pareil cas les variations des coordonnées.r,^, sont liées par l'équation de condition
et si Ton applique te procédé de l'élimination par les multiplicateurs indéterminés^ on en conclura
8f'''Yda:+\8f''*Ldx=o
(X désignant un coefficient constant), ou
sf^'^Y+'k^dx^o. {m)
Le coefficient \ est constant, parce qu'on n'a ici qu'une équation de condition qui porte sur la valeur d'une intégrale, et non plus, comme dans le n® précédent, une infinité d'équations de condition, dont chacune subsiste pour les coordonnées relatives à un élément de l'intégrale. D'ailleurs, il est évident que si / ' ydx a une
valeur maximum ou minimum^ l'intégrale / ' l.Àx étant assujettie à rester constante, la somme
où X désigne un nombre constant, aura aussi une valeur muxîmum ou minimum. La fonction ^=9.r, que Ion déterminera en appliquant à la formule (m) les règles ordinaires du calcul des variations, contient la constante indéterminée \ dont on fixe la valeur par la condition
que l'intégrale / ' hdx , dans laquelle entre j' et par
suite X, ait une valeur constante et donnée.
On peut encore arriver au même résultat de la manière suivante. Posons
/Ldx=iz, ou L — — ==0: (/i)
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z sera une fonction de x que l'on pourra considérer comme liée à ^ et à a: au moyen de l'équation (/i). Ce sera donc le cas d'appliquer la méthode du n"* 379^ en traitant (/i) comme une équation de condition , ce qui donne
f''h.^'dx + \i.(h — ^dx\=o.
Le terme
J x^ ax J X.
donne dans l'intégration par parties
, dx^z.
dx
La variable z n'entre d'ailleurs ni dans Y ni dans L, en sorte que le terme dépendant de la variation indépendante Âz ne saurait disparaître si l'on ne pose séparément
— ==:o, ou X = CO/î5f.
On a aussi
puisque \ est constant, et que, par hypothèse, la quantité
est pareillement constante; de sorte qu'il n'y a plus qu'à faire évanouir la variation de l'intégrale
V+XL
où \ désigne un coefficient constant.
Cette analyse s'étend d'elle-même au cas où l'on aurait un plus grand nombre d'intégrales assujetties à con* server des valeurs constantes.
381 . Nous n'avons traité jusqu'à prëseût que des conditions communes au maximum et au nunimum.l\ faudrait en outre donner les moyens de distinguer généralement le maximum du minimum^ et faire connaître les cas d'exception où la variation de l'intégrale peut s'évanouir, sans que ce résultat entraine l'existence d'un maximuin ou d'un minimum.
En remontant aux principes généraux de la matière [91 eûsuii^.]jOn comprendra tout de suite que cette analyse doit se rattacher à la recherche des variations du second ordre d'une intégrale, ou des variations de ses variations. Mais dans les applications ordinaires, on peut se dispenser de recourir à cette analyse compliquée, attendu que la nature de la question indique presque toujours l'impossibilité, soit du maximum^ soit du minimum; de sorte qu'il ne peut rester d'ambiguïté sur le sens du résultat obtenu, par la simple considération des variatioos du premier ordre.
On doit aussi remarquer que nous ne nous occupons pas de rechercher le maximum ni U minimum d'une intégrale définie, toutes les fois que la fonction sous le signey*passe par l'infini entre les limites de l'intégration, de manière que les intégrales ne puissent plus être considérées comme des sommes d'éléments différentiels infiniment petits.
Nous allons passer, dans le chapitre suivant, à quelques exemples qui achèveront de lever les difficultés qui pourraient rester sur cette théorie, prise dans sa généralité abstraite.
APPLICATIONS DU CALCUL DES Y A RIATIOITS DES INTEGRA- LES SIMPLES. * DE LA METHODE DES VABIATIOITS ,
ÉXENDUE AUX INTÉGRALES DOUBLES
S I*'. Applications du calcul des Yariations des intëgrales iimp&es à des problèmes de maxima et de minima.
382. De la ligne la- plus courte sur une surface donnée. Puisque la droite la plus courte ou la plus longue qu'on puisse mener d'un point à une ligne ou à une surface , est la normale abaissée du point sur la ligne ou sur la surface , il est aisé de voir que la ligne la plus longue ou la plus courte qui puisse être menée entre deux lignes ou entre deux surfaces, est la normale commune aux deux lignes ou aux deux surfaces. Nous nous contenterons d'indiquer l'application des formules générales du chapitre précédent à un cas si simple; et nous passerons au problème qui a. pour objet de déterminer la ligne la plus courte que l'on puisse tracer sur une surface donnée , entre deux points fixes , ou entre deux courbes fixes tracées également sur la surface. Il est évident que le problème n'admettrait pas de solution , si l'on substituait la condition du maximum à celle du ndnimwn y à moins qu'on n'y apportât des limitations, en assujettissant, par exemple^ la courbe cher- Aée à être plane.
L'intégrale qu'il s'agit de rendre un minimum est d'où l'on tire, en posant J/7TyM^==V,
Soit F (x,^, z)=o l'équation de la surface sur laquelle la ligne cherchée doit se trouver : il viendra
d¥^ d¥^ dF.
d'où l'on conclut , en chassant 8x sous le signe y) et en égalant à zéro les multiplicateurs de fy, 8z,
/■dF jdF\ =o
\fùc dy ) dx dy' dx '
\dy dzj dx dz
dx
Mais , puisque la courbe cherchée doit se trouver sur la surface , les dérivées^ , z* sont liées par l'équation
dF ^d¥ ,dF
dx '^ dy dz
en conséquence les deux équations (i) deviennent identiques^ comme cela doit être, et elles prennent la forme
dz dx dy dx
Il faudrait substituer dans cette dernière équation les valeurs de z, z' en fonction de Xy y^f tirées de l'équation de la surface , et intégrer : mais en conservant à la
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fonction F sa généralité, nous allons tirer de l'équation (a) la démonstration d'une propriété caractéristique des courbes qui satisfont aux conditions du problème. On a, en désignant comme à l'ordinaire par s l'arc
de la courbe,
y dj- z' dz
au moyen de quoi l'équation (2) revient à la proportion
dF d¥
dy ' dz' * ds * ds ' d'où l'on conclut , à cause de la symétrie ,
dx ' dy * dz * ' ds ' ds ' ds
Mais si l'on désigne par \ (i, v ; V, \l^ v' les angles que la normale à la surface et le rayon de courbure de la ligne cherchée font avec des parallèles aux axes des x, jy z dans le sens des coordonnées positives^ la proportion (3) revient [228 et aSy] à
cosX : cosjiL : cosv :: cosX' : cosfit.' : cosv'.
Donc X=V, (iL=:jx.', v=v'. Ainsi la ligne tracée sur la surface^ de manière qu'entre deux points quelconques elle soit plus courte que toute autre ligne assujettie à rester sur la surface et à passer par ces deux points , a son plan osculateur constamment normal à la surface. 383. L'équation aux limites
^r— Jo=°
se trouve satisfaite d'elle-même , si les deux points extrêmes de la courbe cherchée sont fixes et donnés de position , car alors on a
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8x„z=zOy J>;,= o, 4i5o=o; îa;,=o, 3i7-,r=:o, ^a, = o. Supposons qu'il n'en soit pas ainsi, mais que chacun des deux points extrêmes soit assujetti à se trouver sur une courbe donnée, tracée sur la surface. On aura^ en chacun des deux points extrêmes, en supprimant, pour plus de simplicité , les indices o, i qui les particularisent,
ou bien
Or, le point extrême (-x^j", z) étant assujetti à se trouver sur une ligne donnée, ^,y-^ sont des quantités déterminées par le tracé de cette ligne, et qui mesurent les tangentes trigonométriques des angles que font avec l'axe des X les projections sur les plans des ûcjr et des xz de la tangente à cette ligne au point {x^j", z). D'un autre côté,^'^ z' sont les tangentes trigonométriques des angles que font avec le même axe les projections sur les mêmes plans de la tangente à la ligne la plus courte, menée par le point extrême. Donc l'équation (4) exprime que la ligne la plus courte coupe à angles droits les deux lignes tracées sur la surface, et sur lesquelles les points extrêmes sont respectivement assujettis à se trouver.
384. De la surface de révolution à aire minimunu On demande de déterminer dans le plan xjr la courbe passant par deux pointa donnés {x^^y^j {XtfJKt)j m^f par sa révolution autour de l'axe des x^ engendre la surface de révolution dont l'aire ( comprise entre deux plans perpendiculaires à l'axe des x, et passant chacun par l'un des points donnés) est un minimum. L'intégrale
dont la variation doit s'évanouir j est [35o]
et réquation (a) du n^ Z'ji devient dans ce cas particulier*
r^-^ =0, OU I ; =0.
Si Ton prend j pour variable indépendante, cette équation revêt la forme
Mais on a , dans la même hypothèse ,
ds ds* ds ds^
ce qui permet de changer Téquation (6) en
dx dy d'x \ ds)
ds ds d^"^ ds
On en conclut
b désignant une constaiitle arbitraire; et par suite, en élevant au carré, et en remettant pour ds'^ sa valeur,
Ëà€n uffe oouvéHe intégration do«Be
Puisque les coordonfvées des dem points extrêmes sont des constantes données, l'équation aux limites se trouve satisfaite d'elle-mém^.
D'àrprès l'équàtion (8), la constante b iieprésente la valeur de l'ordonnée j^' pour le point de la courbe oii la
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tangente est parallèle à l'axe des ^ : ou en déterminerait la valeur en calculant, par des approximations successives , la racine de l'équation transcendante
Afin de mettre sous sa forme la plus simple l'équation de la courbe qui satisfait au problème, faisons passer Taxe des^ par le point de la courbe où la tangente est parallèle à l'axe des x, ce qui revient à intégrer l'équation (9) en supposant qu'on ait à la fois x = 0 , j'=^b : il viendra
a: = ^log('^^^^'~^'^, X'hi^F=y = bJ,
d'où
et par suite
On tire ensuite de l'équation (8), en prenant pour origine des arcs le point dont l'abscisse est nulle ,
La courbe dont on vient de trouver l'équation est con- ' nue sous le nom de chaînette; parce que, comme on le prouve en mécanique, cette courbe est celle qu'afifecterait un fil pesant, homogène, parfaitement flexible, et suspendu par deux points. Galilée , qui s'en est occupé, l'avait confondue avec la parabole; mais Leibnitz en a ramené la construction à celle de deux logarithmiques , construction qui ressort de l'équation (10).
La chaînette jouit , comme la cycloîde , de propriétés curieuses , en outre de celles dont il vient d'être ques-
tion. Soit MBM' (7?^. 89) cette courbe , syinétrÎG[ue par rapport à Taxe OY, XX' i'axe autour duquel la courbe doit tourner pour engendrer la surface de révolution dont Taire est un minimum : l'ordonnée minimum OB représentera le paramètre 6. £n vertu des équations (8) et (10), on a
de sorte qu'en tous les points de la chaînette, la rwrmule [172] et le rayon de courbure [iqS] ont pour va-
leur commune^. Au sommet B le rayon de courbure
passe par un minimum^ et a pour valeur le paramètre b. Si, du point P, pied de l'ordonnée PM =^, on abaisse sur la tangente MX la perpendiculaire P[x., on aura P(a : MP :: PT : MT. Mais
PT=— 1=, MT
donc la perpendiculaire P|i a une valeur constante et égale au paramètre h. De là Mjx. = l/r* — ^'' L'aire OBMP a pour valeur
y*x rh ydr
et l'on a , par l'équation (8) ,
I fx
arc BM = s=-jj j-dj:==^ \/y^i,* :
la chaînette est donc une courbe pour laquelle l'aire et l'arc sont des fonctions algébriques de l'ordonnée.
L'arc Bl\f vient d'être trouvé égal à la droite M[jl : donc le point ]l appartient à une développante de la chaînette, ayant son point de rebroussement en B , sommet de la développée. Cette développante NBN' est sy-
métricfie par rapport à i axe des ^ et a pour asymptote Taxe des x. La portion de droite ftP=é est la tangente de la cburbe IN^BN', à laquelle^ en conséquence , on peut assigner pour propriété caractéristique d'avoir une tangente de grandeur constante. Ces remarques intéressantes ont été faites par Ampère.
385. Courbe de la plus vite descente , ou Brachistochrone ('). On appelle ainsi la courbe sur laquelle devrait glisser un point matériel pesant, pour arriver le plus vite possible d'un point à un autre, non situé sur la même verticale, abstraction faite du frottement sur la courbe et de la résistance du milieu ambiant. Tout étant symétrique de part et d'autre du plan vertical mené par les points extrêmes, la courbe reste nécessairement comprise dans ce plan vertical que nous prendrons pour celui des xy^Xes x positifs se mesurant suivant la verticale et de haut en bas. Soient x^ , x^ les abscisses des points de départ et d'arrivée du mobile : d'après les principes de la mécanique , il faut rendre un minimum l'intégrale
dx^
"y/l±jr.
Xn X — X
ce qui donne
£ dx 1/ ^
dy X — X
(*) £t noD pas Brachystochrvne, suivant Torthographe barbare que l'on trouve employée partout. Ce mot dërive immëdiatement, non de l'adjectif Pp^X^^ > qui a le même sens et la même racine que le latin breçis, mais de son superlatif ppa/Krroç, d*oii l'u a disparu.
Posons — =:aR et j:^=o, ce qui revient à faire passer
l'axe des x par le point de départ , il viendra
dx . /aR— 'X
équation d'une cycloide [177] dont l'un des arceaux a pour pied le point de départ. Le rayon Rdu cercle générateur se déterminera , au moyen de ce que la cycloïde est assujettie à passer par le point d'arrivée du mobile. 386. Problèmes sur les isopérimètres. On demande
la courbe dont l'aire / ^ ydxy limitée par les ordonnées
des points {x^^j^^ {x^ ,^,),est un maximum ou un minimum y l'arc entre ces mêmes points ayant une longueur donnée. D'après le n^ 38o, il faut poser
J Xo
\ désignant un coefficient constant : ce qui donne
d'où, en intégrant, et en désignant par $ la valeur de x pour^= o ,
\/i+y»' -^ dx v/x*— (x— Ç)»' Intégrons de nouveau , et désignons par r, la valeur de y pour a;=z=Ç : il viendra
r— T^^qpl/'x»— (x~ï)s ou (a:— $)•+(>— n)'=^*. Ainsi la courbe cherchée est un cercle dont \ désigne le rayon , et qui a pour centre le point ( Ç, iQ ). La détermination des trois constantes Ç, y), \ résulte de ce que le cercle doit passer par les points (.^.,^0 )i {^uj^i)^ 1 arc compris entre ces points ayant une longueur don-
née. La solution est double : l'arc de cercle qui tourne sa concavité vers l'axe des x correspondant au maximum^ et celui qui tourne sa convexité vers le même axe correspondant au minimum. On en conclut que le cercle est la courbe fermée qui, sous le même périmètre, circonscrit l'aire maximu/riy comme les anciens l'avaient démontré par la géométrie pure.
Si l'on ajoute au problème du n^ 384 1^ condition que la courbe soit prise parmi celles qui ont entre les points (^o?7*o)>('^iî7'i)î "*ic longueur constante et donnée, la variable jK se trouvera remplacée dans l'équation (8) par^-|->. : d'ailleurs les calculs seront les mêmes et conduiront pareillement à l'équation de la chaînette. Une nouvelle constante arbitraire sera introduite dans cette équation ; mais on aura aussi une nouvelle équation de condition : savoir, celle qui résulte de ce que la longueur de la courbe entre les points extrêmes est une constante donnée.
* 387. Pour dernière question , proposons-nous de trouver, parmi les courbes planes isopérimètres, terminées à deux points fixes {x^^j^, {x,^j^, celle qui, en tournant autour de l'axe des x , détermine le solide de
révolution dont le volume tu/ ^y^àxe^inum^iximum
ou lin minimum.
La condition analytique du problème est
en écrivant, pour Thomogénéité, V au lieu de>;et elle donne
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OU bien y en prenant s pour variable indépendante ,
Substituons pour ^ sa valeur tirée de l'équation (7) , et il viendra
d^oîi en intégrant , et en désignant par b la valeur de l'ordonnée ^ pour le point de la courbe où la tangente est perpendiculaire à l'axe des«r,
Cette dernière équation donne
et par suite \ (la)
Une nouvelle intrégration donnerait la valeur de :r en^* avec une constante arbitraire ; et l'on déterminerait cette constante, ainsi que les deux autres paramètres 6,1, en assujettissant la courbe à passer par les points QXoi^o)^ (•^iv^i)) ^^ ^ avoir entre ces points une longueur donnée. Posons i=o, ce qui revient à faire passer l'axe des X par le point où la tangente est perpendiculaire à cet axe; prenons aussi ce point pour l'origine des coordonnées x,jr,etde l'arc s auquel nous donnerons le même signe qu'à x : il viendra
Soit ^=X cos«p, <P désignant une nouvelle variable: T. II. 10
on aura
Xsinfcos*(p£/(p ïXcos'çrfç X cos^tfdf
V^i — co8^9 i^i-{- C08» 9 l^a V^i— j8in*ç
et par suite
D'après la nature périodique des fonctions F, E, ii est aisé de voir que la courbe représentée par l'équation (i3) a un cours périodique , comme l'indique la Jig. 90. L'ordonnée maximum PM ayant pour valeur X, , celles de l'abscisse correspondante OP=^OA et de l'arc OM sont
i^-["<F;)-<P;)I' ^<in)-
Les inflexions de la courbe aux points O^ A, etc., n'interrompent pas la continuité de la fonction s y comme cela a lieu pour d'autres courbes , et notamment pour la lemniscate [386] , dont l'arc s'exprime aussi par la fonction elliptique F( — 7=.» ? )•
La considération dont nous avons fait usage pour simplifier l'expression des intégrales des équations différentielles (i a), ne pourrait plus être employée : 1** §i la constante b devait avoir une valeur imaginaire de la
forme V \/ — i , ce qui n'empêcherait pas les intégrales dont il s'agit d'être encore exprimables , quoique d'une manière moins simple, par les fonctions elliptiques; a** si l'on avait entre les constantes é, \ la relation fc=X; mais dans ce dernier cas il viendrait
d'où
On pourra effacer la constante arbitraire, si l'on fait passer l'axe des j" par le point dont l'ordonnée est jr=z\\/"i. D'ailleurs la courbe que cette équation représente , et qui est comprise entre les droites^= ±Xj/i, au lieu de couper en une infinité de points Taxe des x^ comme cela arrive à la courbe ( 1 3 ) , a cet axe pour
asymptote; puisque, si l'on fait^ = o, il vient -^=o,
et :r=±oo .
La courbe dont la première équation (la) est l'équation différentielle, est connue sous le nom de courbe élastique f parce que c'est celle qu'affecterait une lame élastique, naturellement plane, fixée à l'une de ses extrémités, et courbée par l'action d'une force appliquée convenablement à l'autre extrémité. Ou Ta nommée aussi courbe Imtéaîre, parce qu'elle représente la section droite d'une enveloppe cylindrique parfaitement flexible , suspendue par deux de ses génératrices, et remplie d'un liquide pesant dont la pression détermine la courbure de l'enveloppe.
A proprement parler, la courbe lintéaire est déterminée par la condition que l'intégrale
fO.
soit un maximum y les intégrales
ayant des valeurs constantes , c'est-à-dire par l'équation
d'où l'on tire
Puisqu'il sufBt de diminuer lesjr de la quantité constante -, pour ramener cette équation à l'équation (ii), il
est clair que l'équation de la courbe lintéaire doit se confondre avec celle de la courbe élastique, tant qu'on ne particularise pas les constantes.
* S a. De la méthode des variations, étendue aax intégrales doubles.
Soit
rr
ydxdy
une intégrale double dont les limites , supposées d'abord invariables, sont déterminées par le tracé sur le plan xjf d'une courbe fermée mji^mji^ Vfis* 8o et n<* 354] • on admet que V peut renfermer , outre les variables indépendantes x^jr^ une fonction z de ces deux variables, et ses dérivées partielles du premier et du second ordre Pj q^ r^ Sj ty hypothèse d'une généralité bien suffisante pour les besoins des applications. Il s'agit de détermi* ner la fonction z de manière que l'intégrale proposée ait une valeur muximum ou minimum.
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Posons rfV=X£ir+Yrf/+Z£fe-hPf§3+Q^+B«ir+&&+Trfr, ce qui donne dans l'hypothèse des limites constantes où Ton peut [374] considérer comme nulles d'elles-mêmes les variations ^o: et ^,
5V=Zjz+P3/?+QÎ3r + Rîr-f. Sîs + Tîr ; en sorte que l'équation du problème devient
> Il £iut considérer à part les termes en 8pj 8q, etc., afin de leur faire subir les transformations qui sont de l'essence du calcul des variations.
On a
JJnp.dxdr^JJn^.dxdy^JJv^
Dans cette équation l'intégrale double
est censée prise dans les mêmes limites que Tintégrale double proposée : quant à l'intégrale simple/ P^/^^z , qui est amenée par une première intégration relative à la variable a;, il faut, pour en fixer la valeur, concevoir qu'après cette première intégration opérée , on a substitué successivement pour a: les valeurs ^,^, "^^ [354] i et retranché le second résultat du premier, ce que nous indiquons par la notation abrégée
la seconde intégration relative à 7 devant d'ailleurs être prise entre les limites j = Oy, =r^, ,^ = Oq^—y^^ En conséquence nous écrirons
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On trouverait de la même manière
la fonction ^ désignant l'inverse de i|/, ainsi qu^on l'a expliqué dans le n*" cité.
Il vient ensuite '
En tenant compte des limites des intégrales, nous écrirons , suivant la notation employée ci-dessus ,
i+oT
■JJlP'^'^^-^''
Le même calcul donnera
Enfin, si nous considérons le terme affecté de nous obtiendrons par un calcul analogue
On a d'ailleurs
d'où
i S^D,dx=: I S-^éù:=SSz— / -j-dx^Zy
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389. Si l'on réunit ces divers résultats, on mettra l'équation (i4) sous la forme
Le coefficient de 8z , sous les signes de double intégration , doit être nul pour toutes les valeurs de Xyj' comprises entre les limites de l'intégrale double, ce qui donne l'équation aux différences partielles entre x,^, z,
dx dy dx* dxdy dy* ' ^ '
Chacune des intégrales simples qui entrent dans l'équation (A) s'étend à tous les éléments de la courbe mjijn^n^ {Jig. 8o) qui trace sur le plan xy les limites de l'intégrale double. Donc, pour tous les systèmes de valeurs de x^jr^ qui correspondent à des points pris sur cette courbe, les variations $z, â/?, ^q doivent satisfaire aux: équations
Enfin il faudra qu'on ait
ou bien
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(S^j3),j,çj,^ désignant ce que devient S8z pour les valeurs x=x,^j"=^iX^j et ainsi desuite.
390. On peut se représenter la variable z comme l'ordonnée d'une surface. Si l'intersection de cette surface avec le cylindre qui se projette en xj* suivant la ligne mjijnji^ était une courbe donnée de position dans l'espace, la variation ^z serait nulle pour tous les points qui appartiennent à cette ligne d'intersection : par suite l'équation (c) serait satisfaite d'elle-même, et les équations {b) se réduiraient à
RS/? = o, T^^rnzro.
Si en outre la nature du problème déterminait la direction du plan tangent à la surface , tout le long de la ligne d'intersection, les variations â/?, ^q s'évanouiraient, et par suite les équations {h) seraient satisfaites d'ellesmêmes.
Lorsque la ligne d'intersection et la direction du plan tangent le long de cette ligne ne sont point déterminées par les conditions du problème, il faut, pour satisfaire aux équations (é), égaler séparément à zéro les coefficients de ^z, ^Pj ^qy c'est-à-dire poser
et ces dernières équations doivent subsister pour tous les points de la ligne d'intersection dont la projection en xf est la courbe mjijn^n^.
391. Dans le but de montrer une application de cette théorie, supposons que l'on demande la surface assujettie à passer par un contour donné, et dont l'aire, dans la portion circonscrite par ce contour, est un minimum. Cette surface ne serait plane que si la ligne de contour par laquelle elle doit passer était comprise dans un
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plan. L'intégrale double qu'il s'agit de rendre un mini'mum est [SSq]
Gomme les fonctions B, S^ T sont nulles, et que la variation ^z s'évanouit aux limites , à cause de l'invariabilité de la ligne de contour , les équations {b) et (c) se trouvent satisfaites : il suffit de déterminer l'ordonnée zen fonction de ^^^, de manière à satisfaire à l'équation {d) qui devient
m I ■ * II*.! 1 ■ * * » /\
dx djr '
ou en développant les calculs ,
(l 4- q^y^ 2pqs + (l +/?">= O, {d)
équation [281] caractéristique des surfaces pour lesquelles, en tous leurs points , les deux rayons des courbures principales sont égaux en grandeur et opposés en direction. La surface cherchée doit en outre être assujettie à passer par la ligne donnée, qui circonscrit l'aire minimum^ condition par laquelle il faudrait déterminer les fonctions arbitraires qui entreraient dans l'intégrale de l'équation (d).
La surface décrite par la révolution de la chaînette
autour de Taxe des Xj est (parmi les surfaces de révolution assujetties à passer par deux cercles parallèles donnés) celle dont l'aire a la valeur minimum [384]. Les deux rayons des courbures principales de cette surface de révolution sont : i ^ le rayon de courbure de la chaînette méridienne ; a^ la portion de la normale comprise entre la courbe méridienne et l'axe de révolution [^85] ; et en
La fonction différentielle
où la variable jr est censée liée à x par une relation quelconque ^=xj^, équivaut à une fonction dififérentielle d'une seule variable ùcdx^ en désignant pour abréger par fx la fonction
de sorte que si Ton pose z=fùcdx^ et par conséquent
dz = ^{x^yix + ^Xyy)djr, (a)
on pourra toujours, quelles que soient les fonctions f , ^, viy ramener aux quadratures la détermination de la fonction z.
Au contraire, si les variables ^ et^ sont considérées comme indépendantes, on ne pourra pas en général déterminer utie fonction z de ces deux variables, telle que réquation (a) soit satisfaite, ni construire dans l'espace une surface dont l'ordonnée z ait une différentielle totale exprimée par le second membre de cette équation* Car^ pour cela, il faudrait qu'on eût
et par suite [ia3]
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dy dx * ^ ^
Quand les fonctions <p et + vérifient Téquation (A), on dit que l'équation (a) satisfait à la condition d^inté-^ grabilité: il existe alors une surface dont on peut représenter par (a) l'équation différentielle, et par z=zf{x^) lequation en x^^z*
394. Dans ce cas, la détermination de la fonction z se ramène aux quadratures ; car, puisque l'on a
il faut que la fonction z soit de la forme
Z z=:ff^x^)dx + 6/,
9j désignant une fonction de la seule variable j^ qui doit être traitée comme une constante dans l'intégration indiquée par rapport à x. De là on tire, en vertu de la règle de différentiation des fonctions sous le signe/* [366] :
^^ I <f{xy)dx+ I Wx^)— I .^.1^^^ dxldj- + const.
Pour qu'effectivement ^jy ne contienne pas x, il faut qu'on ait
dx
ce qui fait retomber sur la condition d'intégrabilité exprimée par réx[uation (b).
Prenons pour exemple la fonction
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, rdx — xdr dzz=z- — ; -^9
q^ui satisfait [ia3] à la coodition d'iotégrabilité : on aura
-i— ; + 6/ = arc tang - + 9/,
df af + x^ djr
et par conséquent dans ce cas très-simple,
z z=z arc tang — |- const,
395. I^orsqu'un point se meut sur la surface z=:f(xyy)^ et que chaque ordonnée z ne rencontre la surface qu'en un point, la différence des valeurs de z au commencement et à la fin du mouvement , ne peut dépendre que des valeurs initiales et finales assignées aux coordonnées Xjj", et nullement de la forme ni de la longueur de la courbe que le mobile a décrite sur la surface entre les deux points extrêmes. Donc, si Ton établit une liaison arbitraire^=xrf,r, entre les variables indépendantes x^y au moyen de quoi la différentielle dz devient une fonction de la seule variable ^, la valeur de l'intégrale définie
doit être indépendante de la forme de la fonction xj. Donc il faut que cette intégrale puisse s'obtenir, sans qu'on ait besoin d'assigner de liaison arbitraire enti*e^' et x; comme eu effet nous venons de voir que cette intégrale s'obtient toutes les fois que la différentielle dz satisfait à la condition d'intégrabilité, ou toutes les fois
rf.er a: ''•««t»°g''
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que la variable z peut représenter l'ordonnée d'une surface.
Sî pourtant les deux fonctions «p, ^, ou Tune d'entre elles, devenaient infinies, ou passaient brusquement d'une valeur finie à une autre dans l'étendue de l'intégration, les conclusions qui précèdent devraient être modifiées. En effet, il pourrait alors y avoir plusieurs points de la surface dont la projection en xjr serait la méme^ ou plusieurs valeurs de z correspondant au même système de valeurs des variables Xy^ : en sorte que la différence z — Zo ne dépendrait plus seulement des valeurs initiales et finales de ^,^, mais dépendrait aussi de la série des valeurs par lesquelles ^ et ^ ont passé, ou de la courbe que le point mobile a décrite sur la surface.
Si par exemple la surface est une sphère coupée diamétralement par le plan horizontal des ^, et que le mobile, partant d'un point de l'hémisphère inférieur dont les coordonnées horizontales sont x^^^, arrive à un point dont les coordonnées horizontales sont j;,jr, la différence z — z^ changera, selon que ce point extrême appartiendra à l'hémisphère inférieur ou à l'hémisphère supérieur : mais, dans ce dernier cas, les valeurs de <p, <{; auront passé par l'infini entre les limites des intégrations ; car l'équation de cette sphère est de la forme
Z = ± »/r» — (x— Ç)»— Cr— n)», d'où
^x,x) = -H j/,._ (^ _ çj. _(^_,), ;
valeurs qui deviennent infinies, quand on a
OU quand le point mobile pénètre le plan ay^ pour passer de l'hémisphère inférieur sur l'hémisphère supé* rieur.
396. Ces considérations s'étendent à des fonctions d'un nombre quelconque de variables. Ainsi^ pour qu'il existe une fonction u de trois variables indépendantes x^y^Zy susceptible de satisfaire à l'équation différentielle
où Xy Y, Z désignent 9 pour abréger, des fonctions des trois variables x^^z^ il faut qu'on ait [fag]
djr dx dz dx dz dy ^^
Réciproquement, lorsque ces équations de condition sont satisfaites, on détermine la fonction u par une suite de quadratures. Ainsi l'on a
d'où l'on tire, en différentiant sous le signe/,
dy dy
et par conséquent
Pour déternliner la fonction x^, on remarquera que
mais, d'un autre côté, en vertu de la précédente équation,
donc
— =Y= Tdx J '
dz
élit — dz
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et enfin
Pour que la fonction 0(^,z) ne contienne pas Xy il faut qu'on ait
dx dy '
cette condition étant satisfaite, Xz ne contiendra pas .r, si l'on a en outre
dx dz '
et enfin ^z ne contiendra pas^^ pourvu qu'on ait
djr dz On retrouve donc ainsi les trois équations (d). 397. Lorsque la fonction
qui satisfait à l'équation (c), a une valeur déterminée et unique pour chaque point de l'espace, ou pour chaque système de valeurs des coordonnées x^y^z^ si l'on imagine un point matériel mobile, pour lequel la grandeur u prenne en chaque instant la valeur qui lui est assignée par l'équation (^), et si ce mobile passe du point (^0:^09^0) au point {x^y^z)^ la différence
«— "o '=Ax,y,z)—f{x^,y^,z^)
ne peut dépendre que des valeurs initiales et finales attribuées aux coordonnées a:,/,z, et nullement de la forme ni de la longueur de la courbe que le mobile a décrite dans l'espace entre les deux points extrêmes. Donc , si
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Ton établit des liaisons arbitraires j^'=xJx, z=jXy entre les variables x^j^^Zy au moyen de quoi la différentielle totale
du = Xda; + Ydf + Zdz
devient une fonction de la seule variable Xj la valeur de l'intégrale
u—u,=zf''{Xda;+Ydj+Ydz)
doit rester indépendante de la forme des fonctions xiJ et ]^. Donc il faut que la valeur numérique de cette intégrale puisse se calculer, sans qu'on ait besoin d'assigner de liaisons arbitraires entre Zy y et x. Le calcul du n** précédent confirme cette vue à priori, en faisant voir comment, lorsque les conditions d'intégrabilité sont satisfaites, la fonction u se détermine par une suite de quadratures, sans qu'il soit nécessaire d'établir de liaisons entre les variables indépendantes.
Toutefois, les formules.de quadrature pourraient devenir illusoires, quant à l'évaluation de la quantités — u^ si les fonctions X, Y, Z, ou seulement l'une d'entre elles, devenaient infinies ou passaient brusquement d'une valeur finie à une autre; et en effet il pourrait arriver dans ce cas que plusieurs valeurs de u correspondissent à uo même système de valeurs des variables o:,^, 2; en sorte que la différence u — u^ ne dépendrait plus seulement des valeurs initiales et finales de x^j^z^ mais dépendrait aussi de la série des valeurs par lesquelles ces variables ont passé, ou de la courbe décrite dans l'espace par le point supposé mobile.
398. On rencontre fréquemment en mécanique des équations de la forme
du z=TLdx -f- Yd;y 4- Zdzy
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dans lesquelles X^Y^Z, fonctions des trois coordonnées JCyjr^ jz, désignent les forces qui sollicitent un point mobile parallèlement aux axes des coordonnées; et des théorèmes importants sont subordonnés à la condition que l'intégrale
u—u.=: I (ILiùr+Ydx+Zdz)
ait une valeur indépendante des re\ationsjr=xia:^z=r^x, ou ne dépende que des positions extrêmes du point mobile, et non de la ligne qu'il a décrite en passant de Tune à l'autre. Or, pour que cette condition restrictive soit satisfaite, il ne suffit pas, ainsi qu'on a coutume de renoncer, que les fonctions X, Y, Z satisfassent aux équations (d)j de manière que l'équation
1idx + Ydjr+Zdz=zo
soit l'équation différentielle commune à une série de surfaces qu'on obtiendrait en faisant varier la constante € dans l'équation u — Mo=c, ou
/(^>rî^)— /(^•î/o,^.)== c.
u faut encore que la fonction u et ses dérivées partielles X, Y,Z ne deviennent point infinies dans l'étendue des intégrations ; et qu'à un même système de valeurs des coordonnées x^j-jZ, ne correspondent pas plusieurs valeurs réelles de c, de telle sorte que les diverses surfaces dont il vient d'être question puissent avoir des points
communs.
399. D'après toutes ces explications, on voit que la théorie de la variation des intégrales, exposée dans les deux chapitres précédents, se rattache naturellement à la recherche des conditions d'intégrabilité , pour les fonctions différentielles de plusieurs variables indépendantes. Il s'agit en effet dans cette recherche de trouver
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les conditions pour que les changements de valeurs on les variations d'une intégrale définie ne dépendent que des valeurs initiales et finales, assignées aux variables qui entrent sous le signe ^ et nullement des liaisons qu'on pourrait arbitrairement établir entre ces variables dans l'étendue de l'intégration. Or, c'est à quoi s'appliquent immédiatement les formules pour la variation des intégrales, dans lesquelles on fait usage de l'algorithme de Lagrange.
Admettons que la fonction différentielle pour laquelle on veut trouver les conditions d'intégrabilité, renferme, outre les variables x^y^ leurs différentielles des divers ordres jusqu'à l'ordre n inclusivement. Pour que cette fonction ait un sens intelligible, il faut qu'elle se réduise à une fonction de la seule variable x^ quand on assigne entre x ^Ijr une relation jr=ij^ : il faut par conséquent que cette fonction prenne la forme
lorsqu'on y traite x comme une variable indépendante, et j^ comme une fonction de x. L'intégrale de cette fonction, si elle peut en avoir une indépendamment de toute relation entre x et^, sera de la forme
de sorte que l'on pourra poser
et il s'agit de savoir si la valeur de l'intégrale contenue dans le second membre de cette dernière équation peut rester indépendante de la relation arbitraire qu'il faut nécessairement établir entre ^ et x pour rendre la quadrature possible, par les procédés ordinaires.
Afin de conserver les notations employées dans l'avant-dernier chapitre, écrivons
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dS=: Xtfcr +Yrfr 4-Y('Wy +¥(•«/ +YW<fy"'+ etc. : {/) nous aurons
+ (Y(')_^+ etc.) Çiy>-f^^) -H etc.
Cette équation se déduit de la formule (A) du n"* 373, en omettant les termes qui se rapportent à la limite inférieure de l'intégrale, parce que les valeurs de x,^^, etc., à cette limite sont censées constantes, et en supprimant Findice (i), pour mieux marquer que nous considérons comme variables les valeurs de x^y^y^ etc., qui se rapportent à cette limite supérieure.
Maintenant, si, par la forme de la fonction /* ou V, on a identiquement
^ rfY(0 4i»Y(*) rfTr(3)
^ — 5;^-*'-3^~"SF- + "'^=^' ^)
il est clair que la variation de l'intégrale ne dépendra plus que des variations des quantités ocyjr^^ etc., qui se rapportent à la limite supérieure; de façon qu'elle restera indépendante de la relation arbitrairement établie entre ;^ et ^ dans l'étendue de l'intégration.
Donc l'identité {g) exprime la condition d'intégrabilité de la fonction y^ ou la condition pour que cette fonction ait une intégrale F, de l'ordre immédiatement inférieur. Lors même que la fonction F ne comporterait pas d'expression par les signes élémentaires de l'analyse, on pourrait toujours en assigner numériquement la valeur, pour chaque système des valeurs initiales et finales des <}uantités Xj/^f\ etc., eu calculant arithmétiquement
[Sao], avec une appcoxinutioD indéfinie, l'intégrale
après qaon aurait établi entre ^ et x, pour rendre le calcul arithmétique possible, une rdation arbitraire dont la forme nlnfluerait pas sur la valeur de l'intégrale; puisque, par hypothèse, Téquation (g) est identiquement ▼ennee.
*400. D'ailleurs, en vertu de cette même équation (g)^ on a [373]
E^T^T^'^,. . .T^'~'^ désignant des fonctions connues de x^jr^y^y , etc. Or, rien ne s'oppose maintenant à ce qu'on remplace la caractéristique ^ par d^ en écrivant
éff=afo+Trf7+T(Orf/+T(>wy'+...+r(--'W/--o. (a)
Par conséquent l'on a, pour déterminer F en fonction de x^jr^y ^. . -^"""^ considérées comme variables indépendantes, une équation de même forme que celles qui ont été traitées au commencement de ce chapitre : et comme le même procédé d'intégration s'y applique, il en résulte que la détermination de la fonction F se ramène toujours à une suite de quadratures.
A la vérité , ceci suppose : i^ que les facteurs S,ï, T^'^, etc. ne contiennent pas de dérivées de^ supérieures par leur ordre à ^"^*^; 2® que l'équation {h) satisfait en outre aux conditions d'intégrabilité exprimées par les équations
,dy dx^ df dx '
Mais remarquons que, si toutes ces conditions n'étaient pas satisfaites, il y aurait contradiction à admettre que
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F est fonction des seules variables x^y^ ^ . . . JK^""'\ considérées comme indépendantes; ce qui est pourtant, d'après ce qui précède, une conséquence de l'identité {g). Donc, l'existence de la fonction F, dans le cas de l'identité (g)y ayant été démontrée par des raisonnements indépendants de la forme de l'équation (K)^ nous pouvons être assurés que cette équation satisfait aux conditions d'intégrabilité, et nous en prévaloir pour affirmer que la fonction F est toujours susceptible de s'exprimer sous forme finie, par une suite de quadratures.
Lagrange s'est contenté de démontrer que la fonction F peut toujours s'obtenir par un développement en série, ce qu'on regardait alors comme suffisant, et ce qui ne satisferait plus aujourd'hui les géomètres, puisque la série obtenue peut, comme celle de Taylor, et à plus forte raison, tomber en défaut ou cesser d'être conviergeiite. Les démonstrations plus anciennes ont paru à ce grand géomètre obscures ou trop compliquées (^). Le raisonnement qui précède suppose seulement que les fonctions S,T9T^'^ etc., n'éprouvent pas de solutions de continuité du premier ordre.
* 401 . Prenons pour exemple la fonction
on a
^ dS , ^,,, dV ^., dV
rfY(0 JY^*) rf"YC*)
dx ~^' dx ~^' d^ par conséquent l'équation {g) est satisfaite, et il vient
(') Leçons sur le calcul des fonctions, ai* leçon.
OU
ou bien enfin
dFz=(x+y)dx+(x — i)dy+xdy.
On reconnaît sans difficulté que le second membre de cette équation^ considéré comme fonction différentielle des trois variables indépendantes x^y^^ satisfait aux trois conditions d'intégrabilité indiquées au n"* 396 ; et l'on en conclut, par les formules de ce n%
F(:r, 7, /') =z X* + j<^ — a/ + 27' j: + comt.
On peut se proposer de généraliser ce qui précède, en recherchant les conditions d'intégrabilité d'une fonction qui contiendrait plusieurs variables indépendantes avec leurs différentielles des divers ordres; ou bien en cherchant les conditions pour qu'une fonction différentielle de l'ordre n ait non-seulement une intégrale de l'ordre immédiatement inférieur n — i, mais encore une intégrale de l'ordre n — 2, ou de l'ordre n — 3, et ainsi de suite. De semblables questions comportent de trop rares applications pour qu'il y ait lieu de s'y arrêter ici.
SPÉCIALES. DIVERS EXEMPLES DE DÉTERMINATION
d'intégrales DÉFINIES.
402. Lorsque l'intégrale indéfinie y/x^ ne peut pas s'exprimer algébriquement ou par les fonctions transcendantes dont on a des tables , l'intégrale définie
^ fxdx (i)
ne peut en général être calculée qu'approximativement, par les séries ou par le procédé de sommation arithmétique dont il a été question plusieurs fois [32o] : mais dans ce cas même il arrive souvent que , pour certaines valeurs spéciales des limites, appropriées à la forme de la fonction yj telles que
O9 rboo, dii, d=ip, etc.,
la valeur de l'intégrale (i) s'obtient exactement et directement, sans qu'on ait à passer par l'intégrale indéfinie. Il arrive aussi que l'intégrale prise entre ces limites spéciales , lors même qu'on l'obtient par une intégration uidéfinie, prend une expression beaucoup plus simple, <)u jouit de propriétés remarquables qui n'appartiennent pius à la même intégrale , prise entre des limites quelwnques. On pourrait attribuer la dénomination dinté- S^^s définies spéciales à celles dont on vient d'indi- ^er sommairement les caractères distinctifs : le calcul
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et la théorie de ces intégrales forment maintenant une branche très-importante de l'analyse.
Pour éclaircir ce sujet, supposons que l'on demande la valeur de l'intégrale définie
* sin* xdx :
on remarquera que cette valeur est évidemment la même que celle de l'intégrale
* cos* xdXf
puisque, dans l'intervalle de o à 7 ir, sin x et cos x passent suivant un ordre direct ou inverse par la même série de valeurs. Donc
A la vérité on obtiendrait le même résultat, sans recourir à la considération que nous venons d'employer , en effectuant l'intégration indéfinie , qui est possible dans ce cas, et qui donne
fûv? xdxz=:^x^-^^sïn 2x + const.
Aussi notre but a-t-il été seulement de montrer comment des rapports convenables , entre les limites de l'intégrale et la forme de la fonction , peuvent conduire à l'évaluation de certaines intégrales définies, sans qu'on ait besoin de passer par les intégrales indéfinies. 403. Soit encore l'intégrale
e''^dx :
si nous la multiplions par une autre intégrale de même forme, où nous écrirons seulement^ au lieu de jt, le
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produit des deux intégrales simples équivaudra à l'intégrale double
^" ^'^ e'(^'^J^')dydx. (2)
En effets lorsque les limites des deux intégrales simples
ne dépendent point , pour la première de^ , pour la seconde de X , leur produit est égal à la somme qu'on obtient en multipliant chaque élément de la première par chaque élément de la seconde, c'est-à-dire à l'intégrale
double
fffx.iy.dydx^
pour laquelle les limites, par rapport à chaque yariabte, sont les mêmes que celles des intégrales simples.
Posons maintenant ^=:rrrf, t désignant une nouvelle variable, d'où [367] d[r=:xflfe:les limites de t seront encore o , oo , et l'intégrale (a) deviendra
J^Jo 2^0 ! + /• 4
Donc
XJ
et par conséquent
-ir.
résultat d'une grande importance et d'une application fréquente. L'artifice de calcul qui nous a donné la valeur de l'intégrale (a), ne réussit que parce que les limites sont a et 00 : entre d'autres limites l'intégrale feF^dx constitue une fcMiction irréductible aux transcendantes usuelles, ou une transcendante qui doit avoir sa table propre, et dont nous avons donné plusieurs expressions en séries [317].
On conclut immédiatement de l'équation (a) et en remplaçant x par x\/^j
DifFérentions / fois de suite les deux membres de l'équation par rapport à 6 , suivant la rè^le du n"* 366 , et faisons ensuite 6= i :il vient
^-'V'éfo=liMii:^HÎZIl). y/^.
On a d'ailleurs , pour toutes les valeurs entières et positives de /,
/•oo
puisque l'intégrale est composée d'éléments qui se détruisent deux à deux.
On doit remarquer l'artifice de calcul qui consiste à tirer de la valeur connue d'une intégrale définie y celle d'une autre intégrale définie prise entre les mêmes limites, et que l'on fait dériver de la première, en différentiant ou en intégrant celle-ci sous le signe y* [366] par rapport à un certain paramètre. C'est ainsi qu'en intégrant par rapport à m, entre les limites (a, v, les deux termes de l'équation
on trouve
Au contraire , si l'on différentie i fois de suite, par rapport à ntj l'équation
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dx ir
d'où
y"* <& I 1.3.5. . .(2/— i) w o (a;» 4- !»)'+« /nVw' a.4.6...2< 'â* '^ J
404. Les géomètres ont calculé par des méthodes trèsvariées les valeurs d'un grand nombre d'intégrales définies : nous- donnerons comme exemples les formules d'une démonstration plus simple ou d'un usage plus fréquent, en commençant par les cas où la valeur de Tintégrale définie se tire immédiatement de l'expression trouvée pour l'intégrale indéfinie.
On tire de la formule ([x) du n" 3o9
/, sin«*'-'a:cosa: f* — • i /* . ,
smi*^aa?=3— 1 1 sm»*"*xa[r, f^ V^ J
et de la formule (v)
/, sin X cos*~' X V — I /* ,
cos'ar£w:= 1 1 cos*~"j?alr.
d'oî
ou
/ * sini* xdx = / * sin»""» xdx.
/ *cos*x«tr = / 'cos*"*:rd!r.
Jo V Jo
Comme les mêmes formules de réduction s'appliquent dux intégrales qui entrent dans les seconds membres, on a , en désignant par 2/ un nombre pair quelconque ,
I sm";rrfr=/ cos"x^ = -- -r-^ r-^.-j (*)
Jo~ J o 2.4.0. . .2J 2^ "• ^
et en désignant par 22 -<|-i un nombre impair quelconque,
y* sin«+« xdx = / * cos*'+* xdx = ^ ^ V '.^* x* W o Jù o.D.y. . .(az + i) ^'
Or, il est à remarquer que l'on peut toujours prendre le nombre / assez grand pour que les valeurs des intégrales
* sin*'+ * xdx y / ' sin'* xdx (3)
diffèrent d'aussi peu qu'on voudra des intégrales
j^ sin**+' o^^ir, / * sin^'^rctr, (4)
8 désignant un nombre positif susceptible de décroître au-dessous de toute limite. En effet l'on a
/ * sin*a:e£r < ( - — « ) sin* ( e J ,
et le second membre de l'inégalité peut évidemment, quelque petit que soit c, tomber au-dessous de toute grandeur donnée , pour une valeur convenable de l'exposant k.
Maintenant l'on peut prendre e assez petit pour que les intégrales ( 4) diffèrent chacune d'aussi peu qu'on voudra de l'intégrale
dx=:6y
te
et pour que leur rapport diffère d'aussi peu qu'on voudra de l'unité : dbnc, pour des valeurs suffisamment grandes du nombre ^ , le rapport des intégrales (3) différera de l'unité d'aussi peu qu'on voudra.
On en conclut que le rapport des deux fractions formant les derniers membres des équations {b) et {c) tend
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indéfiniment vers l'unité, pour des valeurs indéfiniment croissantes de L Donc
Tc S.2. 4«4* 6.6. 8.8*..
Cette expression du nombre ir, en produit continu d'une infinité de facteurs , est due à Wallis : on la retrouve de diverses manières.
Soit demandée la valeur de l'intégrale
/î: désignant une fonction algébrique rationnelle, et Fx une autre fonction algébrique rationnelle, dont le degré surpasse au moins de deux unités celui de fx , et telle que l'équation Fj; = o n'ait que des racines imaginaires, afin que la fonction sous le signe ne passe point par Vinfini, dans l'étendue de l'intégration. Si l'on désigne par a± p|/ — i un couple de racines imaginaires conjuguées de l'équation Fx=:o, l'intégrale demandée sera la somme d'intégrales partielles de la forme
les constantes P et Q étant données par l'équation
dans laquelle on transforme très-simplement l'équation (3) du n** 296.
On a sans difficulté
quant à l'intégrale
/* {x—%)dx _r* tdt
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elle né peut être considérée [3^4] que comme la limite d'une autre intégrale
- tdt
•I* dans laquelle (jl ^ v désignent des nombres arbitraires et
e un facteur qui converge indéfiniment vers zéro. Or
on a
d'où, en faisant e=:o, pour passer à la limite,
expression indéterminée , à ceux de l'indéterminatioii des nombres (it., v.
Désignons inaintenant par a,± ^\/ZI\^ a,± p,|/<ir7, etc. , les autres racines imaginaires de Téquation Yoc=o^ et par P„ Q„ P», Q,, etc. , les valeurs correspondantes de F, Q: il viendra
+ i(P+P.+P.+etc.)log(^).
D'un autre côté l'on a identiquement fx aP(^— a)+2Qp 2P,(^— a,)+aQP, ,
d'où il est facile de conclure que , si l'équation de condition
P + P, H-P, + etc.=o
n'était pas satisfaite, le plus haut exposant de x damfx ne serait inférieur que d'une unité, contre l'hypothèse, au plus haut exposant de x dans Fx. Donc on a sim-
Appliquons cette analyse à l'intégrale
o iH-ar"'
dans laquelle nous supposerons m<n^m^\,n désignant d'ailleurs des nombres entiers positifs. L'équation (5) devient dans ce cas
P-Qw-=7=^.^^^p^l-^„__.; (6)
et il faudra [79] y substituer successivement pour a-[-P|/Iir7 les diverses vaUurs que l'on tire de la formule
cos-^ —■\- l/— i.sm^ — ' ^,
^n un '
en donnant successivement kî les valeurs o, i ^ 2 , 3, . • •
* • • j il ' I •
Or, on a par la formule de Moivre [77],
[(a« + i)ir . (2i+i)ir1 cos^ ^4- l/Hi.sm-^ ^—\ 2/1 2/1 J
r (2m+l)(2«+l)TCl
=cos|(2.-M>-^ ^i ^J
+ v/z:^,sin ^i,i+^y,-^^'- + '\^^^+ ^>]
(2;n+i)(2«+i)rc . . (2/n4-i)(2Î+ i)7u
=—008-^' ^-^ ^ + l/— i.sm^ ^■^- ^•
Posons, pour abréger,
an — am — i
l'équation (6) donnera
et par suite
O, = -^ sin (»«+ lUic,
^ = — [sin A^+-sin3^7rH-...4-sin(2/î-i)X:ir]. (8)
Cette expression peut être simplifiée : car soit S=:sin M+ sin(£^4- 1') +sin («+ 2(')4-...+sin [«+(/i-i)('];
multiplions les deux membres de l'équation par 2 cost^, et^ la multiplication effectuée, transformons chaque terme du second membre au moyen de la formule 2sin(« + /v) cos(^ = sin [w H-(r -h i)^'] + sin [u 4- (r- ijf^], qui dérive elle-même de la relation connue
2 sin/7 cos q = sin (p + q) + sin (p — q) :
nous trouverons
2Scos('=i:sin(ii— p)— sinii-haS— sin[tt+(/i— i)(']4-sin(«4-«^)j
d'où
— sin(a— 1') + sinM + sin [u + (n — 1)^] — sin(a+/ît')
2(1 — COS if)
Faisons dans cette dernière équation u=.kKy i;=2^ic.*
S désignera le polynôme qui multiplie — -dans Féqua-
tion (8), et il viendra
« 2 sin ^ + sin (2/1 — i)kK — sin (2/1 + i)^
2(1 — cos 2kTz) Mais on a
sin (2/1 ± I )kK = sin (2/iAir ± ^tc) = sin [(2/w + i)ic ± fe]
=:qpsin kKy I — cos2À:7r=: 2 sîn"A:Tr;'
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donc
1+^" a/isiniht . f2OT + i)nr
an sin ^ ^
Cette formule remarquable a été donnée par Euler. On en tire
o I H-j sin^ir
en posant ^=x'". Cette dernière équation subsiste pour des valeurs quelconques de k comprises entre o et i : car, quelles que soient ces valeurs , on pourra trouver des nombres entiers m^ /ïqui satisfassent à 1 équation (7), avec telle approximation qu'on voudra, et qui de plus vérifient Tinégalité m<n.
On trouverait par un calcul analogue
I =1 — sin aAic+ûn 4^4- ...+ sina (n — i)A-ïr]
jji tang ~ ^
o I — y tang^ir* 407. Les formules (A) du n® 3i4 donnent
e"'^ sin bxdx^=^-z ri, j
e'""cosbxdx=—- =-. 1
if)
Multiplions ces équations par lia et intégrons entre les limites c , a , il viendra
• sin hxdx = arc tang 7 ar ^ tang ^ ?
-cos^ariirsrs-loffl — — r, J'
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Si Ton fait, dans les équations qui précèdent , c=zo, a = ao , elles donneront
* sin 3a: , , TT
* cos bx
dx =
On doit prendre le second membre de l'équation (^)avec le signe -|- ou avec le signe — , selon que la constante b est positive ou négative. D'ailleurs la valeur numérique de cette constante est sans influence sur la valeur de l'intégrale définie : en effet, si Ton pose bx=:t, les limites de t seront encore o, oo , et l'on aura
Jo X Jo t
On a par le théorème de Cotes
(i-aacos 1-« )(ï— aacos ha )...(i— aacos h^
Élevons les deux membres de l'équation à la puissance > et passons aux logarithmes : il viendra
2o* ^•Iog(i—^«cos^^^+«')=>og. («*" + !>, (9)
^"'U; indiquant la somme des valeurs d'une fonction U„ pour toutes les valeurs entières de /, de o à n — ^^i inclusivement.
Faisons maintenant
un
le premier membre de l'équation (9) deviendra
log(i — aacosa;+û
et le signe 2 indiquera une somme prise relativement
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à la variable X, qui croît par différences constantes et
eeales a-, ae a: = — sl x = ir inclusivement.
" /i a/i un
Si I on fait croître indéfiniment le nombre n , la différence A.r = - diminuera de plus en plus; et à la limite la somme (lo) deviendra l'intégrale définie
log ( I — aa cos x + a*)fifa:.
D'un autre côté, pour des valeurs de n indéfiniment croissantes, la quantité
il*
tend indéfiniment vers la limite i ou vers la limite a*% selon que la constante a est < ou > i : donc 6n a
pour a\ 1,1 lofffi — 2acos^ + fl'Wj:=| \ , . . l> ^« Klog(a').
La valeur de cette intégrale définie a été donnée par
M. Poisson ; mais la démonstration précédente, recom-
mandable par sa simplicité, est de M. Delauuay.
La combinaison des symboles imaginaires est un
moyen de calcul souvent employé pour déterminer des
intégrales définies. Si dans la formule (a) on change x
en oj;, ce qui donne
er-''* dx = -^- >
o ^Ci
et qu on pose ensuite
elle deviendra
ou bien , après qu^on aura remplacé l'exponentielle ima-
ginaire par sa valeur ea sinus et cosinus,
f (cos aV — V/~ . sin a'.r*ya:=(^^~*'^^^""^ y/- , équation qui se décompose dans les deux suivantes
}in a'or* . </x = — • \/ -î
sm
COS oi*x^,dx=z — •\/-«
Celles-ci donnent, quand on remplace a'^par j:, /** sin xda: /** cos xdj^ /»
Jo \/x J o \/1 ^ â
Les équations (A) donnent encore
/ sin^*.éiF = Y/ -, / cos^*. Ac = l/ -• (A')
Changeons' dans la première .r en j: — \\ les limites seront toujours les mêmes, et il viendra
sin (j:?" — 2^ -f- Ç')fltF = / sin {3^+ Ç') cos aÇxrfr
— / cos (:r"-h Ç') sin vlc^dx = ^/ - *
Mais, comme cos (^* -[-$•) sin 2$j: est une fonction impaire de :r, on a évidemment
OO
cos {x" 4- $') sin aÇj: d!îF = o , / —00
et par suite
sin (^' -I- Ç*) COS aÇ^dir = \/ î,
ou
cos^* / sin j:* cos aÇj? rf^ + sin Ç* / cos o:* cos 7!^dx^=y '' En traitant de la même manière la seconde équation {h!)
on aurait cos*"
:os Ç* / cos 3c^ cos ik^x dx — sin Ç' / sin x^ cos ^\xdx s=y ^ !
INTEGRALES dEfIITIES SPÉCIALES. 183
et de là on tire
/ cos x^ cos i^iLc = (cos Ç* + sin Ç) 1/ - ,
/ sin^cosaÇa:dIr==(cosÇ* — sinÇ*)\/ -. En observant que
«in- = cos -=r— — >
on mettra ces équations sous la forme
/ cos ûf cos aÇar «tr == ï/^. sinT -; + C* )
/ sinar*cos 2^^:^= V/îp.sinf -j — ÇM 410. Soit
Tintëgration par parties donne
d'où
^-**'* sin ta; . a:<Zr = — - / e ***** cos bxdx ,
et par suite
dtù b d(ù I 1 »>
db aa' g> 2û'
Donc, si l'on représente par co» la valeur de co pour 6=0,
on a
Mais, d'autre part^
Jo 2a'
donc
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cosijpdx^ .e 4a». (k)
Qaand on dit converger a vers zéro , le second membre de l'équation précédente converge vers zéro [89]: donc , à la limite , et pourvu que b ne soit pas nul , on a i
cosbxdx=Oj
conformément au résultat trouvé [325]. j
intégrale double
/•oo /♦oo j
11=/ / ^ff-y^^^-^'^^cosbx.ydydx i
devient , quand on effectue d'abord l'intégration relative
^ r^ co&bx.dx
Si l'on intégi*ait d'abord par rapport à jr, on aurait, par la formule (k) ,
Û=»/«/ ev'^Â?)dx^=\y:;i.e^J e'K^) dx. Maintenant posons
les limites de la nouvelle variable /, correspondant à V -iiizoo , j^"=o, seront ^=-{-ao ,/= — ao , et il viendra
Or rintégrale qui subsiste dans le dernier membre de réquation précédente est nulle pour b>o; car, d'une part , le facteur qui multiplie r'^\tt sous le signe y
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est numériqueraent < i , en sorte que la portion de Tintégrale comprise entre les limites o, ao , a une valeur numérique, finie, <~|/7c; et cela posé, puisque tous les éléments de l'intégrale changent de signe avec ^, on a
* e-'^tdt
Donc, pour è>o,
On doit remarquer cet artifice d'analyse qui consiste à évaluer une intégrale simple par la comparaison des deux résultats qu'on obtient en intervertissant dans une intégrale double l'ordre des intégrations.
Si l'on remplace dans l'équation (/) x par mx et h par
-, on aura
* co%hxdx 7C _i , V -= — .« m \rn\
et en faisant maintenant m=o, on en conclura comme précédemment , pourvu que b ne soit pas nul ,
cos bxdx':=- O.
Si l'on remplace dans l'équation (/) x par ^ et é par mby il viendra
cos bxdx w
d'où, en différentiant par rapport à é,
^xsinbxdx tc
Dans le cas oii le paramètre b serait négatif, la même analyse conduirait aux formules
r^^ cos bxdx TC ^ r^*" xûnbxdx tc .
Jo m* +x^ 2/w* ' yo m^'+x* 2*
On peut poser
y(j;,a)rfa=Far,
et la fonction F ainsi définie constitue une transcendante nouvelle si l'intégrale définie qui figure au premier nombre de l'équation ne peut pas s'exprimer algébriquementy ou par le moyen des transcendantes dont on a déjà des tables, soit pour des valeurs quelconques des limites oLo^oL^y soit du moins pour les valeurs spéciales attribuées à ces limites. On peut toujours calculer numériquement, avec une approximation indéfinie [3ao], les valeurs de Fx pour chaque valeur de Xj à moins que la fonction /(x^ol) ne passe par l'infini dans l'intervalle des limites de l'intégrale. On peut aussi soumettre la fonction F^r à la difTérentiation ou à l'intégration par rapport à x^ en différentiant ou en intégrant sous le signe yj sans qu'il soit besoin d'effectuer l'intégration relative à la variable auxiliaire a.
Les transcendantes dont il s'agit ici , supposées irréductibles, sont d'un ordre plus élevé que les intégrales
f'fxdx, (3)
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supposées pareillement irréductibles. En effet, le caractère essentiel de ces dernières transcendantes est d'avoir pour dérivées des fonctions fx qui s'expriment algébriquement, ou qui sont composées des transcendantes élémentaires dont on a des tables, tandis que la dérivée Y^x a une expression
rf/(x,a)
doL^
dx
de même nature que celle de la fonction dont elle dérive. Si la fonction F^o: pouvait s'exprimer sans le secours du signe d'intégration définie, on devrait mettre l'expression de Yx sous la forme
Yxdx^
et alors elle sortirait de la catégorie des transcendantes (i) pour rentrer dans celle des transcendantes (2).
Une fonction qui dépend de plusieurs quantités peut se ranger parmi des transcendantes de diverses catégories, selon que l'on prend pour variables telle ou telle des quantités qui entrent dans sa composition. Par exemple les fonctions elliptiques de première et de seconde espèce appartiennent à la catégorie des intégrales (12), si l'on y considère le module comme constant et la limite supérieure d'amplitude comme variable; et elles rentrent au contraire dans la catégorie des intégrales (i), si l'on y considère les limites d'amplitude comme toutes deux constantes, et le module comme une grandeur susceptible de varier sans discontinuité entre les limites o, i .
413. La fonction /pourrait passer par l'infini, dans l'intervalle des limites de l'intégrale, sans que la fonction F^ cessât d'être continue; et si, pour une certaine va-
leur de a, J{x^ a) passait brusquement d'une valeur finie à une autre, la fonction F.r n'éprouverait pas en général de solution de continuité. Ceci est une conséquence des premières notions de la théorie des quadratures, sur laquelle il n'est pas nécessaire d'insister.
Réciproquement , la fonction F peut éprouver des solutions de continuité pour des valeurs de x qui ne rendent pas discontinue la fonction f. Soit par
exemple
p^^/^-sin^
Jo a on aura pour les valeurs positives de x [4^7], '^x-=.\%^ et pour les valeurs négatives de la même variable, Yxz=i — -iir. En conséquence, pour x-=^o^ la fonction Yx passera brusquement de la valeur -J-iu à la valeur — ^-Tu, quoique cette valeur de x ne rende pas discontinue
la fonction . De même, si l'on posait
p^^r-asina^ Jo i + a' '
on aurait [4«i] F-r^^w^"', ou Fx= — ^ice*, selon que la valeur de x serait réputée positive ou négative, et Yx éprouverait le même changement brusque dans sa valeur.
On en conclut que l'équation
= r^!^da .. (3)
Jo a
a pour lieu géométrique le système de deux droites MN, M'N' [fig. 91) parallèles à l'axe des x, qui s'étendent à l'infini, l'une du côté des x positifs, l'autre du côté des X négatifs, et qui s'arrêtent brusquement aux points oii elles rencontrent Taxe des^. A l'abscisse 0 cor-
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respoDd d'ailleurs la valeur^=o, c'est-à-dire la moyenne des ordonnées OM =-5'ïr, OM'= — ^w. On reconnaît l'analogie de ces résultats avec ceux du n^ il 3, où la valeur de y se trouvait exprimée par une série infinie, au lieu qu'ici elle se trouve exprimée sous forme finie, par le moyen d'une intégrale définie.
Ceci fait comprendre comment les intégrales définies, où la variable entre comme paramètre, peuvent être propres à représenter des fonctions discontinues-, et comment le progrès naturel de l'analyse doit les amener, dans le traitement des questions qui supposent, comme condition essentielle, la discontinuité de certaines fonctions. L'emploi des intégrales définies offre alors cet avantage sur celui des séries, qu'on peut aisément faire subir aux premières les combinaisons et les transformations analytiques, de manière à reporter à la fin des calculs l'opération de quadrature arithmétique dont le signe d'intégration définie est l'indice, ou à éluder cette opération, quand elle n'est pas essentiellement inhérente au problème.
414. On tirerait de l'équation (3), par des transformations convenables, d'autres formules appropriées à d'autres cas de discontinuité. Soit, par exemple, la fonction
* sin a cos otr
dxL : (4)
o ot
on a
sin a cos tixiir.- [sin(i + x)a + sin (i — 'x)a],
ipsinÇi + ^jg^^^i/'-sinÇi-x)»^ 2/0 a ayo a
Or, d'après ce qui a été prouvé, l'intégrale
se réduità^wpour x> — i, et à — jirpour j:< — i; de même l'intégrale
8in(i-x)a^^
se réduit à {-Tç pour x< i età — \iz^omvx> i:ilenrésulte que la valeur de y e&X. ^t^ quand x est compris entre -|- 1 et — i, et que jK devient nul quand la valeur de j: tombe hors de ces limites. Par conséquent, si l'on prend OP=OP'= I {fig. 9a) , PM =:PM'= i-TT, le lieu de l'équation (4) sera formé de la portion de ligne droite MM' parallèle aux x^ et des lignes droites PX, P'X' limitées aux points P, P% mais indéfinies dans l'autre sens.
415. De semblables solutions de continuité ont lieu pour des intégrales définies qui se déduisent d'intégrales indéfinies dont on a la valeur algébrique. Considérons notamment la fonction de x exprimée par
J o Kl — \x cos a H- ^*
le radical devant rester positif dans toute Tétendue de l'intégration : on a
sin orfa i ^
, y = ^^^^ - Kl — 2a; COS a-f- X* + COnst,
Aux limites 0=0, a=7r, le radical devient [/^{îllxf, 1/(1-1-^)* ; et comme il doit toujours être pris positivement, nous en conclurons
doîi
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W^(i — ar)> = db(i — Jî), selon que a; i, p/(i + a;)» = ± ( I + jr) , selon que or — • i ;
pour a; > I , j z=: - ï
En conséquence, le lieu de l'équation (5) est formé [fig, 93) de deux arcs MN, M'N' d'hyperboles équilatèrcs^ et d'une portion de ligne droite MM^, parallèle à Taxe des x.
Dans ce cas, les solutions de continuité que la fonction /éprouve pour .r=i, a:= — 1, ne sont que du second ordre : sa dérivée
éprouve, pour les mêmes valeurs de x, des solutions de continuité de premier ordre, en passant brusquement de la valeur — 2 à la valeur o, et de celle-ci à la valeur 2.
Fonctions euléridnnes.
416. Dans la catégorie des fonctions qui nous occupent rentrent notamment deux espèces remarquables de transcendantes auxquelles Legendre a imposé le nom ^intégrales eulériennes^ en mémoire du grand géomètre qui en a étudié le premier les propriétés, et dont les immenses travaux ont donné tant d'extension à toutes les branches de l'analyse. Les transcendantes eulériennes ^ première espèce sont données par l'intégrale
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(i— a)'-'a/-'rfa, (a)
qui devient
quand on pose
et nous les désignerons par le symbole (^|jr). Les transcendantes eulériennes de seconde espèce sont données par l'intégrale
qui se transforme en
lorsqu'on fait
et nous les désignerons, d'après Legendre, par le symbole r^. Il convient de considérer en premier lieu les transcendantes eulériennes de seconde espèce, qui sont les plus simples, puisqu'elles ne dépendent que d'une seule variable.
L'intégration par parties donne
d'où
{x étant supposé positif), ou bien
r(:rr + i)=^r^; (fl)
formule qui exprime la propriété caractéristique de la fonction r.r, et en vertu de laquelle cette fonction sera connue pour toutes les valeurs positives de x^ si Ton a
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une table de ses valeurs entre les limites x^=zo^x=z i; ou plus généralement entre les limites x=:ij :r=;-|-i, I désignant un nombre entier et positif quelconque. Legendre et M. Gauss ont en effet calculé, pour l'usage des géomètres, d'après des formules'd'approximation qui ne peuvent être détaillées ici, des tables de la fonction Tx.
On a
et de la comparaison de cette formule avec la précédente on conclut
i désignant un nombre positif entier.
Les produits de facteurs ëquidifférents
a:(j:-4-A)(ar + aA)(j? + 3A). . .,
ont reçu les noms de factorielles et àe facultés numériques, à cause de leur analogie avec les puissances. Par un changement de variables on les ramène très-aisément à dépendre des factorielles plus simples
qui ont un rôle si important dans la théorie des combinaisons et des chances. La fonction continue Tx se confond avec une factorielle de cette forme, toutes les fois que X passe par une valeur positive entière; et en conséquence la table des valeurs de la fonction r^ peut être considérée comme une table d'interpolation entre les factorielles [21].
Les équations (a),(a,)donnent r(o)=ao : ainsi la courbe y=zTx a pour asymptote l'axe des^. A partir de x=Of la fonction F^r va en décroissant jusqu'à une certaine valeur de :r que Ton trouve égale à 1^461 63....; elle
T. II. i3
croit ensuite jusqu'à x=z2 ; d'où il résulte clairement, à cause de l'équation (a), que, pour les valeurs supérieures dé Xj elle doit croître indéfiniment et rapidement avec cette variable.
Pour les valeurs négatives de x, la fonction
n'a plus de valeurs assignables, et l'équation (a) nest plus applicable.
Changeons dans l'équation (^) ^ en ma : ii viendra
e-'^OL'-^da = — ' • (b)
Écrivons dans cette dernière formule x-j-^'au lieu de Xj T -|- ^ au lieu de m : nous aurons
Multiplions les deux membres par p^""*rfp, et intégrons par rapport à ^ entre les limites o, oo : il en résultera
Or, on a par la formule {b)
en sorte que le premier membre de l'équation (6) devient, après qu'on a effectué l'intégration par rapport
o a^ . Jo
Donc l'équation (^) donne
r,.rr=n,^r).f;j^; (7)
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et si Ton pose ^-|--/=: i, l'on aura
ou bien, en changeant^ en .r, et en remarquant que r(i) se réduit à l'unité,
ou enfin, d'après la formule [d) du n"* 4^6,
rx.T(i — a:)^-T^^^ (c)
Par cette dernière formule on calculera la table des valeurs de la fonction Ta: entre les limites ^=o, x=iy quand on aura la table des valeurs de la même fonction entre les limites .r=i, x=: i . .
Pour x=^j la formule {c) donne
[r(|)]'=^, ou r(|)=»/;; (c,)
mais on a
ce qui fournit une nouvelle démonstration de la formule (a) du n® 4o3.
419. D'après la définition de la fonction eulérienne de première espèce, l'équation (7) peut s'écrire
Cette formule fondamentale, due à Ëuler, et dont nous venons de reproduire la démonstration donnée par M. Poisson, ramène au calcul de la table de la fonction Fx, celui de la table à double entrée [116] qui donnerait les valeurs de la fonction (^1^), pour les valeurs positives des variables x^jr. On en conclut
ce qui résulte d'ailleurs directement de ce que l'intégrale
(a) ne change pas de valeur par le changement de a en i — a.
On en conclut encore
z désignant une variable positive, aussi bien que x et/; et de là on tire
(a? -f- z Ir) . (Àz) = Z^- ^' ^
ou bien , en raison de ce que le second membre de Téquation précédente est une fonction symétrique des variables X^J'jZj
(x + z\y). {a:\z) = {x + A^) • (/ 1^)- De la combinaison des formules (c) et (é/), il résulte
^ ' ^ siniça:
Faisons dans l'intégrale (a)/*=aj,a=^(i-[-a)): nous aurons
et si l'on remplace maintenant 6> par [^ij il viendra
En vertu des équations (d) et (Cj), cette dernière formule est identique avec la suivante
On en conclut^ pour un nombre entier /,
„/. I\ y/n I.2.3...(2f— l) V^îr ot / * ,\
d'où
rU+^,=^-î^.
ou
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On a identiquement
l'intégrale double du second membre s'étendant à toutes les valeurs positives des variables Ç,;q qui vérifient l'inégalité
Mais l'intégrale simple qui figure au premier membre de l'équation n'est autre chose que la fonction (a|§-|- 1): donc, en vertu de la formule d'EuIer, et sous la condition exprimée par l'inégalité (8),
Posons
il viendra, en conséquence de cette formule^ ou bien
la double intégration devant s'étendre à toutes les valeurs positives de x,jr qui satisfont à l'inégalité
"V . ft\' < ,.
Les constantes dy^aybjp^q sont supposées positives. Si, pour fixer les idées, et aussi pour prendre le cas susceptible de l'application la plus fréquente, on fait pz=.qz=.'x\ on aura, en étendant la double intégration à la totalité de l'aire limitée sur le plan xy par l'ellipse
et en quadruplant pour cette raison la valeur du second membre de l'équation (e),
Cette formule reproduit l'expression connue de l'aire de l'ellipse, lorsqu'on prend a = p==i.
421. Soit maintenant un nombre n de variables x^j-jZy etc., et désignons par /^"^ une intégrale multiple d'ordre n : admettons que l'intégration multiple s'étende à toutes les valeurs positives de x,^, 2, etc., qui satisfont à l'inégalité
on aura
pqr
P 1 Cette formule bien remarquable, dans laquelle l'équatioa
{e) rentre comme cas particulier, a été donnée par
M. Dirichlet; et l'artifice ingénieux de calcul, qui lui'
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sert à l'établir, a l'avantage de s'appliquer à beaucoup d'autres intégrales ('); cependant , nous préférerons le tour de démonstration suivant, employé par M. Liouville.
D'abord, au moyen d'un changement de variables, tel que celui qui a été pratiqué dans le n"" précédent, on remplace la formule (y) qu'il s'agit de démontrer, par la formule plus simple
l'intégration multiple devant s'étendre à toutes les valeurs positives des nouvelles variables Ç,y),^, etc. propres à vérifier l'inégalité
ïH->i-t-Ç+etc.<i.
Substituons pour un moment à cette dernière condition la condition plus générale exprimée par l'inégalité
5 + vï + C + etc. <«,
6 désignant une quantité positive quelconque ; et posons en premier lieu
il s'agira d'obtenir la valeur de l'intégrale V. Soit
les limites de l'intégration, relativement aux nouvelles variables [i., v, seront respectivement o, 0;o, i, et il viendra [364]
Posons maintenant
(') Voyez \t Journal de mathématiques de M. Liouville, tom. lY, « pag. id4 et 325.
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on pourra écrire
Mais l'intégrale double
a pour valeur, d'après ce qui précède^
rp.ry Ai .^ ,
donc
Enfin l'on a, toujours d'après le calcul précédent, en remettant pour Y)j sa valeur, et en désignant par \Li une nouvelle variable,
par conséquent
Si l'on fait présentement 0=i, on tombe sur la formule (f ), restreinte au cas de trois variables; et comme l'analyse dont on a fait usage s'étend visiblement, par un calcul de proche en proche, à un nombre quelconque de variables, il en résulte que la formule ((p), et par suite la formule (y), se trouvent établies dans toute leur généralité.
422. Remplaçons dans la formule(é), or— i par «et a par x : elle deviendra
ce qui donne, pour le cas de n entier positif.
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ainsi qu'on pourrait le déduire de l'ëquation {a) du n** 3i3, en y changeant a en — m.
Posons dans la formule {g) m=a^b[y' — i,a désignant une constante positive, et mettons pour l'exponentielle imaginaire sa valeur en sinus et en cosinus : la formule deviendra
ou bien, si l'on fait
û'-+-**=p% - = tang>,
a x^er-'^^cos bx — v/ITI . sin bx)dx
= ^ ^^^ ^ [cos(/ï + i)X — l/— X . sin(/i — I )X]. Cette dernière équation se décompose en deux autres
afc^cosbx.ax^-^ — : — ^.cos(/i-|- i)X,
^"g"-«sm bx.dxzzz ^ . ^ ^ . sm (/t + ijX;
et dans l'hypothèse «=^0, celles-ci reproduisent les formules (/) du n* 407.
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/'-|-i sont pairs ou impairs en même temps; on a S, — S,=o; de sorte qu'à l'exception de A,, tous les coefficients A disparaissent de la somme des équations (3), multipliées respectivement par les facteurs (4).
VouT i^==i, on a , en vertu de la seconde équation (S'), S,=o; la première équation (S') devient illusoire parce qu'on ne peut pas supposer l'angle ^ nul dans la valeur de S d'où cette équation a été déduite : mais dans ce cas la première équation (S) donne directement S,=/i-|"ï'
En conséquence de toutes ces remarques on a pour déterminer la valeur du coefficient A, l'équation
et pour résoudre la question proposée il suffit d'attribuer successivement à / les valeurs i , a , 3 , . . , /i.
424. Plus le nombre n est grand, plus la courbe définie par l'équation (i)ade points communs avec la courbe jy=^Jx, dans l'intervalle des abscisses ^=o, a:=ir. Donc à la limite (n=zao ) les deux courbes coïncident pour tous les points compris entre ceux qui ont pour abscisses les valeurs précitées. Or , à cette limite , la somme qui exprime la valeur de A, se change en une intégrale définie ; et si l'on fait
il vient
A,= ^/ siniÇ./ÇrfÇ, et par conséquent
2 fit
fxr=-.^.ÛTïix\ sinzÇ.yWÇ, W
le signe 2 indiquant que l'on attribue successivement à i toutes les valeurs entières positives , depuis l'uQitë in-
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clusivement jusqu'à l'infini , et qu'on prend la somme de tous les termes ainsi obtenus.
La démonstration que nous venons de donner de la formule (a), appartient à Lagrange : elle se rattache à la théorie de l'interpolation , comme celle dont nous avons fait usage [98] pour établir la série de Taylor , et par suite celle de Maclaurin : et il convenait d'arriver par une même méthode à ces formules capitales pour le développement des fonctions en séries ; mais il reste encore à prouver que la série exprimée par le second membre de l'équation (a) est toujours convergente, quelle que soit la fonction yj sujette ou non à des solutions de continuité, pourvu seulement qu'elle ne devieane pas infinie entre les limites ^=0,^: = ^. La méthode que nous suivrons pour établir en toute rigueur, et sans restrictions inutiles, cette proposition essentielle, nous fournira en même temps une nouvelle démonstration, et même, sous certains rapports, une démonstration plus directe de la formule {a),
Cherchons la limite vers laquelle converge l'intégrale
y*vsin m diù, jA smco
quand on prend pour i un nombre positif de plus en plus grand. A cet effet , remplaçons / par - , e désignant un nombre positif qui converge indéfiniment vers zéro , et posons - = 6 : il viendra
J ^ smo) ^Ê smeO
Mais, quand on traite e comme un nombre infiniment
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petit, le facteur -; — ^ s'évanouit, à moins que sin eO ne soit en même temps infiniment petit, auquel cas
sin eO' 6
donc, à la limite, on peut remplacer l'intégrale proposée par
7 sin 8
Or on a [407]
/^«sine^ I r« sine «.
Jo 9 2 ' J^oo 8
y*;sin6 -. /*?sin9 - /*;sin6 -.
Maintenant si [/.et v sont des nombres positifs, et si eest un nombre très-petit, les deux intégrales du premier membre de l'équation précédente sont l'une et l'autre à très-peu près égales à ^tc : donc leur différence, ou Tintégrale proposée (w), est à très-peu près nulle, et à la limite (z=:oo ) elle s'évanouit rigoureusement.
Par la même raison, dans le cas où l'on aurait |jl=o, V conservant d'ailleurs une valeur positive quelconque, ((û) prendrait, à la limite , la valeur | ir; enfin, si (i désignait un nombre négatif et v un nombre positif, TiDtégrale (w) convergerait vers la limite w.
En conséquence, et comme on suppose que la fonction y reste finie entre les limites de l'intégration, ilarriveque, pour des valeurs positives de i, de plus en plus grandes, correspondant à des valeurs positives de 6 , de plus en plus petites, la limite vers laquelle converge l'intégrale
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est zéro si les nombres (x. , v sont de mêmes signes et différents de zéro. Elle devient f ij/^o) si le nombre (x. est zéro ; et enfin elle prend la valeur ir/(o) quand les nombres (/., V sont affectés de signes contraires.
Dans cette dernière hypothèse, si la fonction /à> convergeait vers des limites distinctesy,(o) ,^(o) selon que<o convergerait vers zéro en passant par des valeurs négatives ou positives; ou, en d'autres termes, si la fonction /(û passait brusquement de la valeur ^(o) à la valeur /j(o), la limite ir/(tt>) se trouverait remplacée par
"ti^[/.(o)+/.(o)]:" ^ _
Après avoir ainsi déterminé , dans tous les cas , la valeur limite de l'intégrale (O) , nous passerons au théorème en vue duquel nous avons cherché cette limite , en suivant, pour cette dernière partie de la démonstration, une marche indiquée par M. Dirichlet (').
La fonction
Sf= - 1 sin ^ / f\ sin \d^ + sin nx j f\ sin aÇdt + . . .
. . . -f- sin ixl f\ sin i^ j ?
ou la somme des i premiers termes de la série (a) , peut se mettre sous la forme
" I /^[^ sin d? sin 5+ a sin 2^ sin 2$+. . .-l-asinîrsiniÇ]
_^ I f'^rr^ r ' -Hcos(a: — Ç)-i-cos2(^ — Ç)-h..-f-cos«(a: — \) l "~tc/ o^ ^ L— [i4-cos(^4-Ç)H-cos2(ar+$) -h..-f-cos/(ar-|-Ç)]J '
D'après les formules du n^ 4^^^ ^^ ^ (') Journal de math,, de M. Grelle, tom. IV, pag. i66.
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i+cos(a:±?)-|-cos2(a:±ï)+. . ,+cosi{x'àzï)
I r cos i{xdzi) — cos(* + I ) (orzt 5)l
aL I — cos(a;ifcÇ) J
_iri+8iD(i+l)(ar±S)1.
~il sini(x±5) J
en sorte que la somme S,- devient
aTC/o*^ sin7(ar-Ç) aTC/o*^ 51117(4;+?)
Faisons dans la première intégrale Jt:— Ç=aû), et dans la seconde :f -j- Ç = aw , d'où
c ^ r> /•/ N sin(2/+i)w
ir/ îrr ^ ^ sm û)
I r^T /y X sin(2î-hi)a)
T^Jt sm «0
Nous admettons que x tombe entre o et ir, d'où il suit que les deux limites de la seconde intégrale sont positives, et que la limite inférieure de la première est négative. Dès lors, en vertu du lemme qui fait l'objet du numéro précédent y la seconde intégrale est nulle pour /=:oo . D'ailleurs, quand on fait (t)=o dans la fonction /(x-T-^iù), elle se réduit kjx : donc la limite vers laquelle converge la première intégrale est - . ir/i. Donc
le second membre de l'équation (a) est une série convergente qui a pour somme^, sous la seule condition que la variable x reste comprise entre o et ir, et que la fonction Jx ne devienne point infinie dans cet intervalle.
Si la fonction passait brusquement , pour la valeur a^ d'une valeur finie à une autre , la valeur de la série [d) serait la demi-somme des deux valeurs que prend alors la fonctiony[38].
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Il faut encore assigner les valeurs de Sj pour les va» leurs extrêmes de a:, savoir o et ir. Or , on a , pour x=o,
c ^f^ /r \ sin(a/+i)(d I A /., V sin(2z+i)(d ij/_r^ ' suio) ''E/o*'^ ^ smw '
et pour j:=ir,
o ^ r^jr \ sin(2/+i)««> , ^ r^/Y \ sin(2i:4-i)w
' w/o'^^ '^ sinw î/î smw
i/*ar/ . sin(aïH-i)w , » T V . sin(a/+i>)
= -/ Yfw-îiw). ^ i-rfW-f--/ /(lC-20)). — \ ^ ^<0-
•y o siuw î/î sinw '
quantités identiquement nulles , quel que soit L ^
427. Le second membre de l'équation (rt)est une fonction périodique de x^ tandis que rien n'assujettit /i: à être une fonction périodique. En conséquence , lorsque fx ne s'évanouit pas pour .r = o et ar^n^ir, la courbe qui a pour ordonnée
^==-2. sinw;/ sin i\. fldc^^ (5)
est formée d'arcs disjoints, alternativement reportés de part et d*autre de l'axe des x {fig* 94)« Pour les abscisses des points de disjonction , l'équation (5) ne donne ni l'une ni l'autre des deux ordonnées OM^, OM, égales et ' de signes contraires, mais la demi-somme de ces ordonnées, c'est-à-dire o.
Exemples. i*/i'==T
1 j7 =sin X — vsin 7.x + ^ sin Zx — j sin 4^ + etc. , (6)
formule déjà trouvée [i i3]. A cause que la fonction ^ ^ est impaire aussi bien que sin /.r, l'équation (6) sub* siste , non-seulement pour les valeurs de x comprises entre o et tu, mais encore pour celles comprises entre — ir et o.
T. II. i4
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a" /i=:cos X :
3^ Supposons enfin que Jx soit égale à x entre les limites 0,7 TU, et à TU — ^o: entre les limites ^ir^x; de manière à représenter l'ordonnée d'un triangle isocèle, ayant pour base tç et pour hauteur ^ tt : on aura
et la formule (5) donnera
yz=s-[ sîn a: — ^ sin 3ar + ft *^^ 5a: — * -^ sîn yx -f- etc. J.
429. Si l'on savait à priori qu'une fonction fx peut être exprimée, entre les limites o^tt, par une série convergente de la forme 2. A, sin ix^ il suffirait d'un calcul bien simple pour déterminer les coefficients A^. En effet, de l'équation hypothétique
yà;==A, sin a; + A, sin 20: + . . . + A,sinû:-|-etc.,
on tire
sini5/5dî=3A, sin«lsinÇ^+ A, sîni^sina^-h.. .
. . . + A,sin'/$fiK + etc.; (7)
et puisque cette équation subsiste, par hypothèse^ quelque valeur que prenne ^ entre les limites 0,17, on a, en intégrant entre ces mêmes limites,
/ sini5/Wî=A,/ sin/ÇsinÇcR+A,/ smi1sin2UE+-
... -H Ai / sin* iidi -+- etc.
D'un autre côté
/sin iÇ sin i'IcPi = j^/cos(/— f )W5 -^ i/cos(< -+- Z')^
sin(« — i')l sinfi 4- i^)l
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expression que rend nulle le choix des limites o,ir, tant que les nombres entiers i, i diffèreot l'un de l'autre. Pour /=/, il vient [402]
En conséquence, le second membre de Téquation (7) se réduit au terme affecté de A^, et l'on en tire
ainsi que nous l'avons trouvé par un calcul plus compliqué. Mais, selon la juste remarque de M. Poisson, la méthode donnée en dernier lieu repose sur une hypo-* thèse qui a besoin d'être démontrée, et qui consiste à admettre qu'une fonction quelconque peut se développer en série convergente, dont les termes procèdent suivant les sinus des multiples entiers de la variable.
430. Nous pouvons maintenant, par un changement de variables, modifier la formule (â), de manière que la formule transformée subsiste pour les valeurs de la variable coniprises entre des limites quelconques, autres
que o et ir. Ainsi, en remplaçant x par — et Ç par — , nous aurons
Mais rien ne s'oppose à ce qu'on supprime les accents des variables j;', ^'; et puisque la caractéristique y désigne une fonction absolument arbitraire, il est permis
décrire fx au lieu àt f ( — ) : en conséquence, il
vient
ya:=~Z.sm — / sm — - f^a^'y (à)
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et cette dernière formule subsiste pour toutes les valeurs de X comprises entre o et a.
Si nous y remplaçons a par a/, x par x'+l^ \ par Ç'+/, elle deviendra
OU plus simplement, d'après ce qui vient d'être expliqué,
cette dernière formule subsistant pour toutes les valeurs de X comprises entre les limites — /, -|-/. On peut mettre l'équation {b) sous la forme
admettons maintenant que a devienne infiniment grand, et posons
la limite vers laquelle converge la série, pour des valeurs de a de plus en plus grandes, est
fx=i - / / sin oor sin a? . f\di4^\ (^
de sorte que la valeur àt fx^ entre les limites o, oo , se trouve exprimée par une intégrale définie double. Cette expression toutefois deviendrait illusoire dans le cas oii, par suite de la nature de la fonction ^^ Tintégrale double, dont les limites supérieures sont infinies, ne conserverait pas une valeur finie et déterminée [3a4]«
Prenons ^^= -: la fonction y devient infinie à la limite X'=.o\ cependant on tire de la formule [d)
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-=~ / 1 sincLV — ;: — i;^da = l sin aoroa, ^ 'kJq J o l J o
ce qui s'accorde avec le résultat du n'' 3a5.
43 1 . £n opérant de la même manière que nous l'a* vons fait dans les n°' qui précèdent, on démontrerait qu'une fonction quelconque, assujettie seulement à ne pas devenir infinie entre les limites o , tt de la variable x, peut se développer entre ces limites par une série convergente, procédant suivant les cosinus des multiples de Tare x; et Ton établirait la formule y*j:= Ao + AjCosorH- A,cos2a:-f-. . .+ A,co&M7 + etc., dont les coefficients sont donnés par les équations
de sorte qu'on peut écrire
fx^=i - / f\d\ H — . 2 . cos ix\ cos i\ . fXd\. {e)
La valeur du second membre de cette équation, qui est une fonction paire et périodique de j?, est représentée par l'ordonnée d'une ligne symétrique relativement à l'axe des jr(^. gSj, et sans points de rupture correspondant aux abscisses x=io^ x=:ir; en sorte que la formule subsiste à ces limites, sans modification.
De cette formule on tire la suivante
qui subsiste entre les limites o,a, et à ces limites mêmes. Puis, en supposant infinie la limite supérieure a, on obtient
fa:=s - I I cos ouK cos al . f\d\daL, {g)
En suivant la même analogie, on trouve encore
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formule qui subsiste entre les limites — /, -|- /, et même à ces limites.
432. Pour donner quelques applications de ces dernières formules, prenons successivement
fx=\Xy fx=smx, fx^=^Tz:
on aura, par l'équation {é)^ entre les limites o, tt,
iiaf 1^1^ 1
^x = -ic I cosj:-f-7r:COsoa?4-5:-cos5a:-f-€tc. p
a 4 ir L »> 5' J
2 4 fcos ^^ <*os 4* cos 6ar 1
sm j: = -- *-. ^ 5~ -f- --j-^ -4- -? h etc. h
TT te L 1.3 3.5 5.7 J
i. ^ = cos jr — J cos 3x -h ^ cos 5ar — y cos 70; -h etc. Il suffit de faire .r=:o ou .r^rrir datis chacune de ces dernières formules, pour avoir autant de développements curieux du nombre transcendant w, et ces développement peuvent être variés à l'infini.
Multiplions par dx les deux membres de la dernière équation obtenue, intégrons entre les limites o,x, et divisons par ^7^ : il viendra
-x=- Fsin^ — •r-sinSj?-!- îrisin 5ar rsin 7ar+etc.l. fii)
2 tc'- 3* 5* 7
La série (9) étant convergente, celle-ci l'est à fortiori; et ce rapprochement des deux formules montre qu'une même fonction peut avoir plusieurs développements convergents, procédant suivant les sinus des arcs multiples : ce qui distingue essentiellement les séries dont il s'agit dans ce cûapitre, des développements suivant les puis- ,sances de la variable, qui ne peuvent être opérés que d'une seule manière, par la formule de Maclaurio. Il résulte aussi de cette remarque que le procédé du n** 4^9 ne dor\ne pas tous les développements que la fonction
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est susceptible de recevoir en séries procédant suivant les sinus ou les cosinus des arcs multiples.
433. Si Ton ajoute ' membre à membre les équations (a) et (e)y et qu'on prenne la moitié de la somme, il viendra
= — / y ïrfÇ -t- - 2[sin i^ / siniJ.yirfÇ+cosw:/ cos/Ç./Çrf?]
Le lieu géométrique de l'équation
^ = JL f"" f\d\ -H i 2 . T'^cos i{a: — £) • fldl
est formé {Jig. 96): 1" d'un système d'arcs disjoints... M^N^^,MN,M"N'V- a** des portions de l'axe des abscisses, comprises entre les ordonnées des points où ces arcs s'interrompent. On en conclut que la formule {{) ne subsiste aux limites o et tu que si l'on a o=/(o)=:/'('7u). Dans le cas contraire, la série donne -7y*(o) pour a;=o et 5-/*(ir) pour ^=7?.
En combinant de la même manière les formules (b) et
(/)î (^) ^^ iE^i^ ^^ W» ^^ trouve
/a:=s~/ / cos«(a? — ?)./Çrfïda,
434. Toutes ces formules sont encore susceptibles de nombreuses transformations : nous nous bornerons à en indiquer une.
Soit fx une fonction qui a ^our valeur ç.r, de zéro à «, et pour valeur ^x^ de zéro à — a : d'après la formule (^), la fonction
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— 1 çÇrfÇ + -2./ cos— ^^ i .o\d\
aaj o ^ a Jo a ^
se réduira à <fx pour les valeurs de x comprises entre o et a, 6t à zéro pour les valeurs de x comprises entre o et — a. Pareillement la fonction
2aJ o Ci J o a *
se réduira à ^ pour les valeurs de x comprises entre o et — a, et à zéro pour les valeurs de x comprises entre o et a. Donc la fonction
+ -2 / cos^-i J..ff\d\^j €Os-ii ^.^l'Çrfq
se réduit à ifx pour les valeurs de x comprises entre —a et o, et à<p:r pour celtes qui tombent entre o et a; ce qui revient à dire que la formule
subsiste pour toutes les valeurs de x comprises entre -—a et -|-a. On pourrait changer a en /, et l'on aurait une formule distincte de l'équation {I)j quoique toutes deux subsistent pour les valeurs de a: comprises, entre les mêmes limites.
435. Par un procédé semblable à celui du n^ t^Zo^ on tire de l'équation (/w), en y supposant a*-~^oo ,
fx=i- I I cos a(x — l) . f\d\d(i ; (n)
et cette dernière formule subsiste pour toutes les valeurs réelles de x^ puisque l'intégration relative à \ s'effectue entre les limites — oo , -|-oo . On l'appelle la formuJe
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de Fourier^ du nom du géomètre célèbre qui en a enrichi l'analyse. La démonstration de cette formule résulte de ce qui précède; mais, à cause de son importance^ nous en donnerons une autre démonstration plus simple et plus directe^ due à Deflers, de son vivant maître de conférences à TÉcole normale.
Soit
jr = ^j l cosa(x — Q.yWÇrfa;
et efiectuons d'abord l'intégration relative à a entre les limites o^o, sauf à faire a=QO après la seconde intégration : il viendra ^_i r- sin,(x--^) ip finf ^/ A^ .
en posant Ç=.ar •
Or, quand on fait a=<» , on a
excepté pour les valeurs de z qui sont elles-mêmes infinies, valeurs auxquelles on peut se dispenser d'avoir
égard, à cause que le facteur rend infiniment pe-
tite la portion correspondante de l'intégrale : on a donc simplement
r = - fxl dz=fx.
Quand la fonction /est telle que l'intégration relative a la variable Ç, indiquée dans la formule (/i), puisse s'effectuer, cette formule détermine les valeurs d'intégrales définies simples, comme celles qui ont fait l'objet des deux derniers chapitres. Supposons, par exemple, que^ doive se réduire à ^""% entre les limites 0,00 : on a [4^71
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COSaÇ.é^WÇess
It'
et en conséquence la formule (/i) dooney pour tontes ks valeurs positives de Xy
_^ a r^ cosaxda
T^Jo I -f-a* ' ce qui s'accorde avec la formule (/w) du n* 4* '-
436. Toutes les formules données dans ce diapilre peuvent se généraliser et s'étendre aux foncrûoiis d'un nombre quelconque de variables. Ainsi, en écrivant fi^if) ^" ''cu de^, on lire de la formule de Foaricr
et par la même raison
'^JOJ —00
P, 7) désignant deux nouvelles variables auxiliaires: donc
formule qui subsiste pour toutes les valeurs réelles As variables x,j. Si les limites d'intégration, relatives aw variables Ç,y), sont données par le contour d'une courbe tracée dans le plan xj^ l'intégrale quadruple se réduira ^^f^^^f) pour les points qui tombent dans rintérieor de la courbe, et à zéro pour les points extérieurs. De menic l'intégrale sextuple
cosa(:r-.Ç).cosP(/-.ti).cosy(3-0-/(U0*^'^'''*
pour laquelle les limites des intégrations relatives aux variables Ç, n, Ç sont les mêmes que celles du voto^ d'un corps donné, se réduira kf{x^jyz) pour tous les points situés dans l'intérieur du corps, et à zéro po"^ tous les points extérieurs.
>«%»^»»«^<*»X»><fcr»M<>%»»^«>fct/» •/% %%o»v» »«i«i««« « »
CHAPITRE PREMIER
DI L'uTTlÉGnATIOIT DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES A DEUX VARIABLES ET DU PREMIER ORDRE.
437. On peut envisager sous deux aspects le problème de l'intégration des équations différentielles entre deux variables. Sous le premier point de vue, il s'agit de trouver, entre la variable indépendante et la fonction, une équation qui satisfasse de la manière la plus générale à l'équation différentielle proposée, au moyen des valeurs qu'on en déduit pour les coefHciens différentiels des divers ordres. En d'autres termes, il s'agit de trouver l'équation la plus générale des courbes qui jouissent en tous leurs points de la propriété exprimée par l'équation différentielle.
Sous le second point de vue, le problème de l'intégration consiste à déterminer la série des valeurs numériques par lesquelles doit passer une fonction en partant d'une valeur numérique assignée, quand la loi -des variations infinitésimales de la fonction est exprimée par "ne équation différentielle donnée. Nous verrons qu'il
se présente des cas où le problème de l'intégration des équations difTérentielles ne se résout pas de la même manière, selon qu'on l'envisage sous l'un ou sous l'autre de ces aspects.
On a indiqué [liv. III, chap. Y] les liaisons qui subsistent entre une équation différentielle d'un ordre quelconque, et les intégrales ou les équations primitives des divers ordres dont on peut concevoir que la proposée dérive, par la dififérentiation immédiate ou par la difFérentiation combinée avec l'élimination des constantes. En nous appuyant au besoin sur les principes posés dans le chapitre cité, nous commencerons par examiner les cas principaux où l'on peut retrouver l'intégrale de laquelle dérive une équation différentielle proposée. Nous étudierons ensuite, sous le second point de vue, la théorie des équations différentielles.
§ i^'. Sëparation de& variables.
438. La formule générale des équations différentielles du premier ordre à deux variables est
F(^,rjy)=o. ^ ^ (i)
Si cette équation est algébrique et du premier degré par rapport à/, on peut la mettre sous la forme '
L'équation (2) s'intègre toujours, ou du moins l'intégration est ramenée à de simples quadratures ,. lorsque les variables y sont séparées^ c'est-à-dire lorsque cette équation est mise sous la forme
Jxdx 4- fy'djr= o.
L'intégrale générale est alors
ffvdx + ffydjr^G, C désignant une constante arbitraire, ou
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/ fxdx+l f/rf^=0,
en passant aux intégrales définies, et en représentant par^o la valeur de^ qui correspond à l'abscisse x^. Soit proposée, par exemple, Féquation
ydx'^xdyr=iO\ (a)
on la mettra sous la forme
dy dx
et les variables se trouvant séparées, on aura en intégrant log^ — log ^=C, d'où l'on tire^=:cj:, en désignant par c le nombre dont le logarithme est C.
La séparation des variables s'opère immédiatement, toutes les fois que l'équation (i) se présente sous la forme
y=/c.fy, d'où '^=^fxdx.
439. D'autres fois la séparation ne s'opère qu'au moyen d'une transformation ou d'un changement de variables. Si, par exemple, les fonctions 9? ^ qui entrent dans l'équation (2) sont homogènes [1^2] par rapport aux variables x^y^ on posera y=:xt^ d'où
n désignant la somme des exposants de x et de ^ dans chaque terme de l'équation proposée. En conséquence cette équation, après la suppression du facteur a:", deviendra
Ji.dx + ft,(xdt'{-tdx):=Oy d'où
dx ft,dt
équation où les variables sont séparées. C'est ainsi que l'équation *
on a
ffxdx^=^x^ fixdx.é'^^ — €F\_x^ — 3a?* 4-6(^ — ')]+C> y^—lx^ — 3x» +6{x — i)] + Ce-'. (4)
dans ce cas les exponentielles disparaissent , puis* qu'on a
d'où Ton tire sans difficulté
On, intègre de même l'équation
y^~^y + y^fx:=^fx\
car^ pour la ramener à la forme de l'équation (3), il suffit de poser y^:=u.
Enfin, si la proposée était
on la ramènerait encore à la forme (3), en posant
^"■'zzz -. L'équation (5) est connue sous le nom A^équa' u
tion de Bernoidli,
441. Lorsqu'on intègre une équation difTérentielIe en commençant par séparer les variables, l'intégrale peut se présenter sous une forme mal à. propos compliquée : elle peut affecter une forme transcendante, quoique l'équation proposée comporte une intégrale algébrique. C'est ce qu'on a vu [438] sur Téquation très-simple
ydx — xdj^=o\f dont l'intégration, par la séparation des variables, amène le signe transcendant log, qu'on peut ensuite faire disparaître, en se prévalant des propriétés de la fonction logarithmique. Prenons encore pour exemple l'équation
}/TZp^da:+ V^i — :c* .rfj==o : (6)
si l'on sépare les variables elle deviendra
dx dr
et préparée ainsi elle conduira à l'intégrale de forme transcendante
arc sin x H- arc sin j= A*, (7)
où k désigne la constante arbitraire. Mais, en intégrant par parties chaque terme de l'équation (6), et en désignant par [JL une autre constante arbitraire, on aura ^ ^ , -.-.. , xydx
Les deux termes de cette équation qui sont affectés du signe y peuvent se grouper en un seul
/r dy dx 1
pourvu que l'on regarde^ comme une fonction implicite
de Xy déterminée par l'équation (6). Or, en vertu de
cette même équation (6), le facteur qui multiplie xj sous
le signe /est constamment nul : donc la proposée a pour
intégrale algébrique
a;i/'*rzy^+j»/i_-^«=:jA, (8)
ou, par l'évanouissement des signes radicaux,
{x'—r— f^?= 4Kr(i — ^)'
La valeur de la constante jjl dans l'équation (8) est celle^de la variable j quand x est nul : si l'on fait à la id\%x=:^Oj jz=:)x dans l'équation (7), elle deviendra
T. II. i5
arc sin [JL=:^,
ce qui ramène cette équation à la forme
arc sin x -|- arc sin / = arc sin ft. (9)
Il faut que les deux équations (8) et (9), qui sont l'une et l'autre des intégrales complètes de la proposée, la première sous forme algébrique, la seconde sous forme transcendante, rentrent l'une dans l'autre; et en effet, l'identité de ces deux équations résulte de la formule
sin a cos è + sin é cos a =3 sin (a + A).
Si cette relation n'était pas donnée par la trigonométrie élémentaire, elle résulterait du rapprochement des formules ( 8 ) et (9); et l'on constaterait ainsi une propriété fondamentale de la fonction transcendante arc sin x^ ou de l'intégrale définie
^ dx
C'est en procédant d'une maniée absolument semblable que nous avons établi, dans le chapitre IV du livre précédent, les formules pour l'addition des fonctions elliptiques.
§ 3. Du facteur propre à rendre l'équation intégrable.
442. Quand le premier membre de l'équation (a) est une différentielle exacte d.T!i(x^y)j on trouve cette fonction vt par le calcul indiqué [394]^ et l'intégrale se présente sous la forme tJ(^,^)=z=c, c désignant une constante arbitraire. Réciproquement, après qu'on aura obtenu, par un moyeu quelconque, l'intégrale de l'équation (q)j concevons qu'on la mette sous la ferme xS(j;,^)=c, en résolvant l'équation obtenue par rap-
port à la constante arbitraire que rintégration a introduite : la difierentiation donnera
équation dont le premier membre est nécessairement une diiTérentielle exacte, et qui doit subsister en même temps que l'équation (2). On aura donc
dxi dxi
dx dy
|ji désignant en général une fonction de x et de y. Par conséquent, si Ton multiplie le premier membre de Téquation (a) par le facteur (jl, ce premier membre deviendra identique avec la différentielle totale dxi^ et satisfera à la condition d'intégrabilité.
Ainsi le premier membre de Téquation {a) ne satisfait pas à la condition d'intégrabilité; mais comme on a trouvé [438] pour l'intégrale de cette équation
y ,, X xdy—ydx •^=c, don -" a =0,
on voit que le facteur —5 est celui qui rend le prc-
mier membre de la proposée une difierentielle exacte. De même l'intégrale de l'équation
(r + Vx^'\-x^)dx — xdyz=^ o
pouvant [4^9] ê^i^ mise sous la forme
-r+ Vx^^r^—c, d'où \. ^^^-^=0^
il en résulte que le facteur par lequel il faut multiplier la proposée pour en rendre le premier membre une différentielle exacte, est
X — \^x*'hx\
443. Il est à remarquer que, quand on connaît une valeur du facteur ^l^ ou peut en déduire une infinité d'autres : car, puisque
on a
iif (trf)[(p(^, j)rfx -+- ^.'^^ryy] = f{^)dxs, ( 1 0)
f(xif) désignant une fonction quelconque de la quantité xi dont on connaît la composition en x^j-. Or l'expression {(xS)dxi est essentiellement une différentielle exacte, et la détermination de la fonction dont elle dérive résulte d'une simple quadrature : donc le premier membre de l'équation (10) est aussi une différentielle exacte. Ed d'autres termes, le facteur jx f (t^*), où les fonctions p.,trf sont connues, et où la fonction f peut être particularisée d'une infinité de manières, jouit comme le facteur [/. de la propriété de rendre le premier membre de l'équation (2) une différentielle exacte.
Prenons pour exemple l'équation (a), et supposons simplement f ('^) =trf. On a dans ce cas
V-=^„ ^ = p doù(.f(trf) = J
Ce dernier facteur rendra donc le premier membre de l'équation proposée une différentielle exacte; et en effet l'on a
444. Pour déterminer à /?r«bn le facteur (X, il faudrait satisfaire à l'équation
djr dx '
OU
^ dy ^ dx \dy dxj
mais rintëgration de cette équation qui est aux diffërences partielles par rapport à la fonction (x des deux variables x^y^ suppose en général, comme bn le verra par la suite, l'intégration préalable de Téquation (a). Ce n'est que dans des cas très-particuliers que Ton peut assigner le facteur (x et par suite ramener l'intégration de la proposée aux quadratures.
Si , par exemple, le facteur (a ne devait renfermer que la variable x, l'équation précédente se réduirait à
I d^ I /rfç rfi|;\ ^
[/. ' dx ^ \jdj dx) ^
et en vertu de l'hypothèse, il faudrait que le second membre de cette dernière équation se réduisît à une fonction fx de la seule variable x. On aurait donc ^:=ie^^'^. D'ailleurs on ne restreindra pas la généralité de l'hypothèse en posant '{'^î i, puisqu'on peut toujours admettre que l'équation (a) a été divisée par le coefficient de dy ; et dès lors, il faudra que le coefficient ^ soit indépendant de y, ou qu'on ait
c est-à-dire que ce cas est celui où la proposée se présente sous la forme d'une équation linéaire du premier ordre.
Quand l'équation (2) est homogène, elle peut s'écrire
^"/©^-^ + ^fg^rf/ = o; (i.i )
et Ton a vu [439] qu'elle se change en
dx \x) * X , .
équation où les variables sont séparées, et qui est par conséquent une différentielle exacte. Le facteur par lequel il a fallu multiplier (i i) pour obtenir (12) est
La condition d'intégrabilité appliquée à la fonction
(^x^yix +^x^)dx
qui doit être une différentielle exacte quand les fonctions (p, if sont homogènes et du même degré, donne
^c/.y(j7^y) ^ d.t^œ^) ^d.if{x^) ^ d.i({x,y) dx dy dx dy
Donc chaque membre de cette dernière équation a une valeur indépendante de la forme des fonctions T,^, et si l'on prend ^ {x^j)'=loi^^ il vient, conformément au théorème des fonctions homogènes [1:2a],
§ 4* I^c^ équations supérieures du premier ordre.
446. Si réquation (i) renferftie la dérivée^ élevée au carré ou à des puissances supérieures, on en tirera par la résolution algébrique d'autres équations
/ — f,(^,7)=o, /— f,(4:,7)z=zo, etc., en nombre égal à celui qui indique le degré de la proposée par rapport à /'. On les intégrera séparément, si c'est possible : et chaque intégrale^ complétée par une
constante arbitraire, satisfera à la proposée. Le produit de toutes ces intégrales satisfera donc de la manière la plus générale à l'équation différentielle proposée; ou, en d'autres termes, ce produit en sera l'intégrale générale. On pourrait désigner les constantes arbitraires qui entrent dans chaque facteur par des lettres différentes; mais on ne restreindra pas la généralité de l'intégrale en désignant' toutes ces constantes arbitraires par la même lettre; puisque, si 4'on attribue à cette lettre unique toutes les valeurs numériques possibles, on obtiendra évidemment toutes les intégrales particulières que chaque facteur de l'intégrale générale est susceptible de fournir. Par exemple, la résolution de l'équation
/'* — axz=io
donne
y — ï/âjcs=o, y + v/^=o,
équations qui ont pour intégrales
C-f-j — |j/^=o, c»+/ + f l/âJc^c
En faisant le produit on a, pour l'intégrale générale de la proposée,
et l'on n'en diminuera pas la généralité si l'on pose c,=:c, ce qui donne au produit la forme rationnelle
Il est visible, par la théorie de la composition des équations algébriques, que dans tous les cas l'intégrale générale sera rationnelle en x,j^, lorsqu'on identifiera les constantes arbitraires qui entrent dans chaque facteur irrationnel, et lorsque la proposée sera elle-même rationnelle en cT, 7,^'.
447. 11 y a possibilité dans certains cas d'éluder la resolution de l'équation proposée par rapport à^'. Si,
par exemple, la variable y n y entre pas, et qu'elle soit réductible à la forme xz=zfy^ on aura, en appliquant à la fonction dy^ydx la règle de l'intégration par parties,
y=yx—fxdf + c=yfr'—yffdy + c.
Lorsque la quadrature indiquée dans le dernier membre de cette équation pourra s'effectuer algébriquement, il n*y aura plus qu'à éliminer^' entre cette équation et la proposée pour obtenir l'intégrale complétée par la constante arbitraire C. On traiterait d'une manière semblable
l'équation ^=j(y, après avoir posé ^'i=—„ c'est-à-dire
après avoir pris^ pour variable indépendante.
448. Quand la proposée sera de la forme^=/'(j;^'), on en tirera
dx df dx
Cette dernière équation est du premier ordre par rap- • port aux variables x^y' : en admettant qu'elle tombe dans la catégorie de celles qu'on sait intégrer, il suffira d'éliminer y' entre l'intégrale obtenue et la proposée, pour avoir l'intégrale même de la proposée. Par exemple, si celle-ci est de la forme
ou aura
^ dV dx oW' J/t'
y=9yM^/+^Y)£^ ou --a:^=^,.
et par suite [44^]
ij
On doit remarquer en particulier l'équation
y=xy'^ify\ (i3)
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d'oïl Ton tire par la différentiation
Ou satisfait à l'équation (i4) en posant
_=o, dou r=c.
et la substitution de cette valeur à& y' dans* l'équation (i3) donne pour intégrale générale
. y^=cx -\r^^ (l5)
équation d'une ligne droite qui se déplace sur le plan xjr quand on fait varier la constante arbitraire c.
On satisfait encore & l'équation (i4) en posant
et si l'on élimine j^' entre les équations (i3) et (i6), on aune équation en Xjj-, qui satisfait à l'équation (i3), mais qui n'en est pas l'intégrale générale, puisqu'elle ne contient pas de constante arbitraire, et qui n'est pas non plus une intégrale particulière, puisqu'on tire de l'équation (i6) une valeur de y en Xy incompatible avec les valeurs ^'=:c, tirées de l'intégrale générale. Cette équation résultante en Xjj' est donc une intégrale singulière delà proposée [i64].
Il faut remarquer que l'élimination de c entre l'équation ( 1 5) et sa dérivée par rapport à c,
donne la même équation finale en Xjj', que l'élimination dej' entre les équations (i3) et (i6) : ce qui doit être, puisque l'intégrale singulière représente [189] la courbe enveloppe de toutes les droites qu'on obtient en faisant varier sans discontinuité, dans l'équation (i5), le paramètre c.
CHAPITRE II
DE l'iNTJSgRATIOIT DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
j>f.s ordres superieurs 9 et en particulier de l'intégration des Equations différentielles li-
NÉAIRES.
S i^''. De rabaissement de l'ordre des équations diffërentielles.
449. On ramène toujours aux quadratures l'intégration des équations différentielles d'un ordre quelconque, de la forme
^-|.0=^(«), ou ^=fjri-); (i)
car on en tire
On a ensuite
et en continuant ainsi on obtient la valeur de^ exprimée en fonction de jr^"^ par une suite de quadratures. Il ne s'agit plus que d'éliminer^") entre la dernière équation obtenue et l'équation (a), pour avoir l'intégrale de l'équation ( i j, complétée par /i-|- i constantes arbitraires.
Par exemple, l'équation du second ordre '
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donne d'abord
da:=^—j^^f%—^^ doù x=C ^^L. (3)
On a ensuite
et en éliminant jr' on tombe sur l'équation d'un cercle
Effectivement l'équation proposée exprime [190] que le rayon de courbure de la ligne plane dont Xyj" désignent les coordonnées courantes , est égal à 'la constante a.
Lorsqu'on pourra résoudre l'équation (si) par rapport à ^"^ et en tirer
7<-)=f(:r,C), il viendra
^(-«)=/f(a;,C>tr + C„
y<^'^)zz^/dxfi{x^ C)^ + C.:r + C, ; et en continuant ainsi, on obtiendra immédiatement, par une suite de quadratures, la valeur Aejr en œ^ renfeiv mant/i^i constantes arbitraires.
Ainsi, de Téquation (3) Ton tirerait
ou
. f (x — C\dx
J ï/a» — (ar — O» ^ ^ ^
ce qui conduit encore à Féquation (4).
450. On ramène pareillement aux quadratures l'intégration de toute équation de la forme
car ou en tire
et en intégrant
\(^^' -ffy'"''^'
eonst. ;
d'où
da:
Il vient ensuite
et en continuant de la même manière on obtient la valeur de jy en fonction de ^"^ par une suite de quadratures. Il n'y a plus qu'à éliminer j^"^ entre la dernière équation obtenue et l'équation (5) : l'équation résultante est l'intégrale générale que l'on cherche.
Quand l'équation (5) peut se mettre sous la forme
jW=f(:r,C,C,),
on obtient immédiatement, comme tout à l'heure, par des quadratures succesaives, la valeur de^en .r, renfermant le nombre de constantes arbitraires requis pour la généralité de l'intégrale.
L'équation
que l'on rencontre fréquemment en mécanique, a doue pour intégrale complète
J V^ffjdy^Q
ordinairement, dans cette formule, la variable x désigne le temps.
L'ordre des équations différentielles qui ne con
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tiennent qu'une seule des variables primitives, s'abaisse au moins d'une unité. La proposition est évidente pour toutes celles qui ne contiennent que la variable indépendante et les dérivées de la fonction, ou qui sont de
la forme.
puisque cette équation, de Tordre /^-|-v par rapport aux variables x^j^ n'est plus que de Tordre v, quand on prend pour variables primitives x, j^^K
Si la fonction^ entrait dans l'équation proposée au lieu de la variable indépendante .r, on pourrait changer de variable indépendante [i34 et ^wiV.], et Tordre de Téquation transformée s'abaisserait au moins d'une unité.
Après qu'on aura obtenu Tintégrale de Téquation (6), en prenant pour variables x^j^*\ on résoudra Téquation intégrale par rapport à ^ ou à j^^"^; et en suivant l'un ou Tautre des procédés déjà indiqués, on déterminera, moyennant une suite de quadratures, la valeur de^en Xj avec /i-|-v constantes arbitraires.
Lorsque Téquation à intégrer est de la forme
j(«)=/^, ou ^=/-^,
on a, en intégrant n fois de suite par rapport à jc, et en écrivant, pour simplifier, /'^'^ au lieu dejfjf^^^aix lieu de JJf, et ainsi de suite,
Mais, au moyen de l'intégration par parties, on remplace, dans le dernier membre de Téquation précédente, Tintégrale multiple par une suite d'intégrales simples. En effet, Ton * a , en omettant d'abord les constantes,
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f^^Y^dx • = fdxffxdx = xffxdx — ffx . xdx^
f^^]fxdx^ Ts=:ifdxf^*)fxdx^ =^fxdxffxdx — fdxffx.xdx^
fxdxffxdx=^^x^ffxdx — ^ffx.x^dx^
fdxffx.xdx^=sxxffx,3cdx*^fjx^x^dx^
d'où
f^^)fxdx^ = {x^ffxdx — 'kxffx^xdx + ffx.x'^dx).
f • SI
On trouverait de même
= 5 {a?ffxdx — Zx^ffx^xdx 4- ixffx.a^dx -^ffxjx^dx),
d'où, par induction ,
f^'')fxdaf= TT—, s af-^ffxdx af^^ffxadx
OU symboliquement
en convenant qu'après le développement oû fera passer les puissances de Ç sous le signe f, et qu'on remplacera ensuite ^ par x.
On démontre cette formule, comme celle du binôme, et comme toutes les formules analogues , en prouvant que si elle est vérifiée pour une valeur particulière de n^ elle subsiste pour la valeur consécutive /2-[- i.
Nous aurons donc/ en rétablissant les constantes arbitraires que chaque intégration introduit, et en conservant, pour abréger, la notation symbolique employée ci-dessus,
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§ 2. Des facteurs propres à rendre intëgrables les équations diffërentielles des ordres supérieurs.
453. On peut toujours concevoir qu'une équation différentielle de l'ordre n a été ramenée à la forme
/(^,7,7Sr % • • -Z""'^) + /"^ = o. (7)
D'un autre côté, si l'on représente par
trf(^,7y ,/% • • .7^""'\/("-'0 = C (8)
l'équation d'ordre n — i dont la proposée dérive, C désignant la constante arbitraire qui disparaît dans le passage de l'équation (8) à l'équation (7), la difFérentiation donnera
ou
En vertu de l'hypothèse, les équations (7) et (10) doivent être identiques : donc, réciproquement, si Ton multiplie l'équation (7) par un certain facteur
_ dri
qui ne peut dépendre, comme la fonction xi elle-même^ que des quantités ^,/,^'v..:7^'*'"\ on rendra la proposée identique avec l'équation (9), c'est-à-dire qu'on rendra le premier membre de la proposée une différentielle exacte. Il est d'ailleurs évident que, non-seulement le facteur [x, mais tous ceux, en nombre infini, qui se trouvent compris dans la formule (xf(tiJ), f désignant une fonction quelconque, jouissent aussi de la propriété de rendre le premier membre de l'équation (7) une différentielle exacte.
L'équation proposée étant du rC ordre, comporte n intégrales premières de l'ordre n — i [i64]; soit
une autre de ces intégrales premières : par la même raison que tout à l'heure on rend encore la proposée une différentielle exacte , en la multipliant par le facteur
pu plus généralement par un des facteurs, en nombre infini, compris dans la formule (Xif,(Trf,), f, désignant une autre fonction arbitraire.
Donc, plus généralement, si l'on désigne par Of^-d,] une fonction quelconque des deux quantités ^yXi^^ tous les facteurs compris dans la formule
^ d^ ' ^' dxi, ' ou
rfj(«-0 dxi «fj(«-0 dx^^ '
jouissent de la propriété de rendre le premier membre de la proposée une différentielle exacte, ce premier membre devenant alors la différentielle de la fonction
Donc enfin, si l'on désigne par
les n intégrales premières de la proposée, et par ^ une fonction quelconque des quantités trf, i^^, x;i,,....Trf„_i, les facteurs propres à rendre la proposée une différentielle exacte, sont compris dans la formule générale dxà d^ d%i, d^ dxin^r d^
dfj(— 0 dxi rfj(«-') rfx;^, '••^df7(''-0 rftrf.«.
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Appliquons cela à l'équation du second ordre
qui devient, suivant qu'on la multiplie ou qu'on la divise par x^
équations dont les premiers membres sont respectivement leâ différentielles exactes des fonctions
xS=dy' — 27, xi,=^* (11)
La proposée a pour intégrales du premier ordre
et pour intégrale seconde,, résultant de l'élimination de la fonction^' entre les intégrales premières,
Dans ce cas, les facteurs qui jouissent de la propriété de rendre le premier membre de la proposée une différentielle exacte , sont exprimés par la formule
dtà X dvi^ '
la composition des fonctions xii, rij étant donnée par les équations (ii)^ et la fonction ^ restant arbitraire.
S 3. Des équations diffërentielles iiuëaii'cs, d*an ordre quelconque.
455. On. nomme équation différentielle linéaire celle qui ne renferme^ ni les puissances supérieures à la pre-^ inière, ni les produits de la fonction et de ses coefficients différentiels des divers ordres, et qui est par conséquent de la forme
j(»)-|. Pj(«-0 -1- Qj(»-») ^- . , . + Uj = V, (a)
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P,Q,....U,V désignant des fonctions de la seule variable indépendante .r. £n général ^ si l'équation
^{^jXy^X^ • • •/"^)= o est celle qui exprime rigoureusement la loi d'un phénomène; et que de plus^ par la nature de ce phénomène, les quantités JK^y^y^"-/^"^ soient assujetties à rester toujours très-petites, de façon qu'on puisse négliger les produits et les puissances supérieures de ces quantités, la fonction O se transforme en une fonction linéaire des mêmes quantités variables; et l'équation du problème devient une équation différentielle linéaire. La théorie de l'intégration des équations de cette espèce doit donc attirer notre attfption, non-seulement à cause des faits d'analyse très-remarquables qui s'y rattachent, mais aussi à cause de l'importance des applications.
Supposons d'abord que le second membre de (a) soit nul , ou qu'on ait à intégrer l'équation
j(«) + Pj(«- 0 4- Q j(»-«) + . . . 4- U7= o. (3)
La propriété caractéristique d'une équation de cette forme consiste en ce que^ si l'on a diverses valeurs particulières de jr en fonction de x qui y satisfassent, valeurs que nous désignerons par ^,,^,,^3, etc., la somme de ces valeurs , multipliées respectivement par des constantes arbitraires C,,C„G3, etc., ou
C.7x+C,7,-hC373H-elc
y satisfait pareillement. La forme du calcul sur lequel cette proposition repose, résulte si évidemment de la forme même de l'équation (é), qu'il suffit de l'indiquer. .
Il suit de là que si l'on connaît n valeurs particulières et distinctes, y^^Ji^ jrit* "ynt propres à satisfaire
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1 l'équation (é), celle-ci aura pour intégrale générale
car cette valeur de jr satisfait à la proposée, et à cause des n constantes arbitraires et distinctes qu'elle renferme, elle a toute la généralité qu'une telle intégrale comporte.
456. Or, il est un cas où l'on trouve facilement n valeurs particulières de / propres à satisfaire à Téquation (6) : c'est celui où tous les coefficients P,Q,....U se réduisent à des constantes; car si l'on pose y=é^^ on aura, quelque soit i^y^^^=inûé^*\ de sorte que cette valeur de y^ substituée dans l'équation {b\ donnera pour résultat
et dès lors, il est visible que la fonction ^/=:^"" satisfait à Téquation (^), pourvu que la valeur assignée au nombre m soit l'une des racines de l'équation numérique
TO» 4-P/n*^' 4- Qw»-* + • . .4-U=o. (m)
Donc, si l'on désigne par m„m,, ma, m^les n racines
de cette équation, et par C, ,C2>C3,. .. .G„ des constantes arbitraires, l'équation (&) a pour intégrale générale
457. Avant d'aller plus loin, il est bon de donner à (^mprendre pourquoi le cas que nous traitons en ce moment, cas en apparence si particulier, a néanmoins ftssez d'importance dans les applications pour mériter un examen spécial.
Dabord il est clair que ce cas comprend celui où le second membre de l'équation (é), au lieu d'être zéro, se-
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rait un nombre Y quelconque; car il suffirait de poser
^=yi-j- ==, pour réduire à 2séro le second membre de la
transformée en ti.
Remarquons ensuite que dans la plupart des applications de l'analyse à la physique le temps est la variable indépendante désignée ici par Xj et que cette variable n'entre pas^ pour l'ordinaire, autrement que par ses différentielles, dans les équations des problèmes. Si, par exemple, il s'agit d'une question de mécanique, les forces qui sollicitent un système matériel ne varieront communément qu'avec les distances respectives des parties du système : elles seront des fonctions explicites de ces distances à une époque quelconque, et ne dépendront pas explicitement du temps écoulé depuis l'instant pris pour origine.
458. Lorsque toutes les racines de l'équation {m) sont réelles et inégales, on vérifie aisément que les constantes arbitraires Ci , C, , C3 , . . . C„ peuvent toujours être numériquement déterminées au moyen des valeurs initiales
jo,/o,7"o,..-ro^""'\ W
correspondant à j;=o. Soit, par exemple, /i=:3, on aura
j'o ='WxC, -4-/w^C, H-mjC,,
d'où l'on tire
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La symétrie de ces formules indique suffisamment la loi des expressions qu'on obtiendrait , si Ton avait un plus grand nombre de constantes arbitraires à déterminer, au moyen des valeurs initiales de la fonction et de ses dérivées.
Si Ton sait, par la nature de la question, que la grandeur^ ne peut pas croître indéfiniment avec j:, il faut nécessairement supposer nulles les constantes arbitraires Ci qui correspondent à des racines positives m, de l'équation (m). Alors les valeurs initiales (o) ne peuvent plus être données arbitrairement; mais il faut qu'il y ait eotre elles, autant d'équations de condition que l'équation (m) admet de racines positives. On doit remarquer ce mode de réduction du nombre des constantes arbitraires^ d'après des considérations tirées de la forme des fonctions, indépendamment des valeurs numériques de leurs paramètres. Des considérations du même genre reviennent fréquemment dans les applications de l'analyse aux questions physiques.
459. Si l'équation (m) avait des racines imaginaires, les exponentielles devenues imaginaires se conjugueraient deux à deux et se transformeraient en sinus et cosinus d'arcs réels. Ainsi, a±Pp/— i désignant deux racines imaginaires conjuguées de l'équation (m\ les termes exponentiels que ces racines amènent dans l'intégrale générale, savoir
se changent en
==^[(C. + COcosp:r-f- (C. — C.)»/ir7-sin ^], et finalement prennent la forme
e^ÇSL cos Po: + N sin ^x\
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quand on établit entre les constantes indéterminées
C,,Ca,M,N les deux relations
On peut encore simplifier cette expression eu posant
M=^coss, N=-^X8Îne, ce qui donne
ô^(M cos p^ -H N sin ^) t=^' cos(par + e) :
alors \ e sont les deux constantes arbitraires.
Si la partie réelle a du couple de racines imaginaires que nous considérons, est négative, le facteur ei" décroît indéfiniment pour des valeurs croissantes de Xy tandis que le facteur Xcos(^x + e) oscille périodiquement entre les valeurs — X et -f"^* '* fonction donnée par le produit de ces deux facteurs éprouve donc des oscillations périodiques dont l'amplitude va en décroissant très-rapidement pour des valeurs croissantes de x. Au contraire, pour a positif, l'amplitude des oscillations de la fonction irait en croissant avec une grande rapidité et au delà de toute limite, ce qui est manifestement incompatible avec la loi de tout phénomène naturel. Un cas semblable ne saurait avoir qu'une existence purement abstraite.
Lorsque l'équation (m) n'a que des racines imaginaires dont les parties replies s'évanouissent, la valeur complète de^est une suite de termes de la forme
Xcosfpj:-4-«). (ti)
Imaginons que j' désigne la quantité variable avec x, dont une grandeur s'écarte en plus ou en moins de sa valeur moyenne y), ou ce que les astronomes appellent plus brièvement XincgalUé de » : cette inégalité sera la somme de plusieurs inégalités périodiques, exprimées chacune par un terme de la forme (yi). La constante \
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se nomme le coefficient de l'inégalité; elle en détermine VumpUtudCy et dépend, ainsi que la constante e, des va^ leurs initiales de la fonction et de ses dérivées. Le nombre ^ détermine V étendue de la période, puisque l'inégalité reprend les mêmes valeurs pour des valeurs de x dont la
différence est — : la grandeur de P est donnée par Té-
quation difierentielle, indépendamment des valeurs initiales de la fonction et de ses dérivées. Toutes ces considérations sont d'une application fréquente, à l'occasion des phénomènes soumis à la loi de périodicité.
460. Lorsque quelques-unes des racines de l'équation (j7i) deviennent égales entre elles, l'analyse précédente se trouve en défaut. Soit, par exemple, mi=m^ : les termes C,^'"'*-|-Ca^*' se confondront en un seul (Ci-|-C,)e'"^', et le coefficient Ci-J-C» n'équivaudra qu'à une seule constante arbitraire [i64], en sorte que l'intégrale {c) n'aura plus la généralité requise. Dans ce cas, si nous
posons
j, = ^i'(A, + B.j7), (la)
la substitution de cette valeur dans l'équation {b) donnera
IjC facteur
w," + P/n/'^-HQ/yi,"-» + . . .+T/W, +U
s'évanouit, puisque w, est racine de l'équation (/7^); et le polynôme qui multiplie B^e*"'' s'évanouit aussi*, puisque, par hypothèse, /7i^ étant une racine double de l'équation (m), est aussi une racine de l'équation dérivée
nmrr^ + (/* — i)Pm"-*-h (/i— a)Q/»''-5+ •. . -4-T=o.
Donc, si l'on continue de désigner par m^y^m^ les racines simples de l'équation (m), et si l'on pose
on satisfera à l'équation (b) dont on aura ainsi l'intégrale générale, à cause que les constantes Â.,,B,,C8,...Q,, en nombre n^ sont irréductibles entre elles.
On trouverait de même que, dans le cas de trois racines égales m^^m^y m^, il faut remplacer te trinôme
C,e»«^ + C,^»* + Cs^»* (i3)
par
et ainsi de suite.
La forme que prend l'intégrale générale dans le cas oîi l'équation (m) a des racines égales, résulte encore du calcul suivant.
Au lieu de poser immédiatement /7i,=mj, faisons d'abord /w,=;Wï-|-e, ce qui donnera
— ^,.[C, + C,(i + -p + + .^^ + etc.)],
en substituant à «" la série toujours convergente qui en est le développement. Il est permis de mettre cette expression sous une autre forme, en changeant de constantes arbitraires, et en posant pour cela Cx-|->C«=:A,; C,6=B.. De cette manière, l'expression ci-dessus devient
^" [a. + B.X + B.(ifl + ^ + etc.)] ;
et si Ton fait maintenant e==o, elle se réduit au second membre de l'équation (it.).
Le trinôme (i3) ayant été remplacé par
dans le cas oîi les deux racines m,, m, deviennent égales, on pourra faire m3=mr\'h ^^ 9^^ change l'expression précédente en
tx %^a^ t^x^
=^''[A,H-B.a;+C8(H 1 h ç + etc.)].
Rien n*empéche de changer de constantes en posant
A, + C, = P., B. + CaenzE., iC,e*c=F,;
au moyen de quoi le second membre de l'équation précédente devient
et se réduit à
lorsqu'on fait e==o. La même méthode s'applique évidemment au cas où le nombre des racines égales devient quelconque. Il est bon de connaître cette méthode que les analystes ont souvent employée dans des cas ana<logues et plus compliqués; bien qu'elle soit sujette à quelques difficultés qui disparaissent lorsqu'on justifie directement, comme nous l'avons fait d'abord, la forme attribuée à l'intégrale générale , dans l'hypothèse où l'équation (m) acquiert des racines égales.
461. L'équation (b) peut rarement s'intégrer lorsque les coefficients sont des fonctions de x. Prenons pour exemple l'équation du second ordre
r" + P/-hQ7 = o:
si l'on pose
elle devient
et lorsque cette équation du premier ordre en z eia;
peut s'intégrer, par la séparation des variables ou autrement, on a par les quadratures la valeur de^ en x.
En général, si Ton substitue dans l'équation [b) la valeur Aej en z donnée par l'équation {d\ la transformée en z et a: s'abaisse à l'ordre /i — i,mais en cessant d'être linéaire.
On intègre les équations linéaires de la forme {a 4- bx)y^'') + P(a -f- bx)"' '/(«-') 4- Q(a -f bxy- »/«-») . . .
. . .-HT(a-|-.i^)+U = o, [e)
oîi P,Q, T,U désignent encore des coefficients constants, en posant ^;^=:(a-j-éa;)"', ce qui donne, pour déterminer 7w, l'équation algébrique du degré n
/w(/w-— i). . .{ni — rt+ i) + -r.m^m — i). . .(m — w + a)
Q / N / ON Tw U
-hp.w(/»— i)...(/w — /i-f-3) + ...+^;^+^=o;
en sorte que, si l'on désigne par /w„w„ w« les n racines de cette équation, et par C„ C,, .... G, des constantes arbitraires, l'équation {e) a pour intégrale générale
j==: C.(^ -4- bxY^ + C,(a + bxY^ -f- . . . + C„(a -+■ hxY^ .
Cette intégrale est donc transcendante, à moins que l'équation en m n'ait toutes ses racines rationnelles.
462. Si l'on connaissait une valeur particulière ^„ propre à satisfaire à l'équation (è), on pourrait abaisser d'une unité l'ordre de l'équation {b) et même l'ordre de l'équation (a). Pour cela il suffirait de faire
z désignant, comme ci-dessus, une nouvelle variable, fonction de x. Remarquons à cet effet que , si l'on désigne par iijV des fonctions quelconques d'une même variable indépendante, on a :
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d,uvz=. udv + çdu , d^.uv^s=z ud'û -4- ^dudif + i^rf'u,
En conséquence de ces formules^ la substitution de la valeur de y dans l'équation {a) donne
. . . + (/<»)+?/.«-"'>+ Q/r*^ + . . . + UrJ/zd!r=V. Or, le coefficient dey*z^dans cette équation est nul par hypothèse, puisque^, est une intégrale particulière de l'équation {b). Si l'on divise cette équation par^, qui est une fonction connue de x, on la ramènera donc à la forme
P,,Q,,. . .T,, désignant comme PyQ,. . . .T, des fonctions connues de Xy et l'ordre de l'équation (a) se trouvera abaissé d'une unité.
Dans le cas où il s'agit d'intégrer, non pas l'équation (aj, mais l'équation (é), la dernière équation obtenue est remplacée par
Dans cette hypothèse, si l'on connaissait une seconde valeur particulière ^„ propre à vérifier l'équation (è), l'une des valeurs de z tirées de l'équation (é,) devrait vérifier l'équation {f\ après qu'on y aurait remplacé y par^,. On aurait donc, en désignant par z, cette valeur particulière de z,
y^=yjz^dx, ou z^=^ JJ >
Donc , si Ton connaît deux intégrales particulières de l'équation {b\ on connaîtra par cela même une intégrale particulière de l'équation (è,); et par suite l'ordre de l'équation (b^ s'abaissera d'une unité au moyen de la transformation z-=iz,^fudx. Comme ce raisonnement peut être continué de proche en proche, il s'ensuit que si Ton connaît m intégrales particulières de l'équatioa {b\ l'intégration générale de cette équation, et même celle de l'équation (a), seront ramenées à dépendre de l'intégration d'une équation différentielle de l'ordre n — /w; de façon que celle-ci étant intégrée, on aura l'intégrale générale de l'équation (a) par de simples quadratures. Ce beau théorème est dû à Lagrange; mais la démonstration donnée ci-dessus, a l'avantage, comme M.Libri l'a fait voir dans un mémoire fort intéressant ('), de mettre parfaitement en lumière les analogies qui rattachent étroitement la théorie des équations algébriques à celle de l'intégration des équations différentielles linéaires.
463. Quand les coefficients P,Q, .... U de l'équation {a) sont des nombres constants, le dernier terme Y étant seul fonction de .r, on connaît n intégrales particulières de l'équation (b).
m^^m^^. . . .m^ désignant toujours les racines de l'équation {jn). L'intégration générale de l'équatian (a) se trouve donc ramenée aux quadratures.
(') Journal de mathématiques de M. Crelle, tom. X.
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Soit, par exemple^ Téquation linéaire du second
ordre
/' + Pr' + Q7=V,
cil P,Q désignent des nombres constants : /t?,^, sont les
racines de l'équation numérique
/w* + Pm + Q = o, (g)
et l'on a
Posons
y:=.y^zdx^==^d^^'f zdx :
la transformée en z sera
z' + (2/», + P)j3 = Vc-"»', ou ^ - (/w, — m j)z == Vtf-'*!',
à cause de P= — (^i-j-zw*). Faisons en outre
la transformée en £^ donnera-
/Wj — /w.
De là on tire
ou bien^ en intégrant par parties,
Les deux intégrales indéfinies sont censées renfermer chacune une constante arbitraire.
Lorsque m^^m^ sont deux racines imaginaires conjuguées, de la forme aipi/ — i, l'expression précédente se change en
y=.— (sin ^xf^er^ cos ^.dx — cos p^y Ve~**sin ^x . dx) .
Enfin, si Ton avait m^=m^^ le second membre de l'équation [h) se présenterait sous la forme 7 ; mais, en pre-
nant les dérivées du numérateur et du dénominateur par rapport au paramètre m^^ et en posant ensuite m^=m^j on trouverait pour ce cas
yz=ze*^\xfSe'^^''dx — fSer^^*xdx)>
464. Nous ne quitterons pas ce sujet sans faire connaître la méthode employée communément pour démontrer le théorème du n** l\^i.
Supposons d'abord que Ton connaisse n intégrales particulières de l'équation (&), de manière qu'on ait pour l'intégrale générale de cette équation
nous disons que cette valeur de y peut encore être prise pour l'intégrale générale de l'équation (a), pourvu que l'on considère les facteurs C,,C,,. . . .C^, non plus comme des constantes, mais comme des fonctions de Xy qu'il s'agit de déterminer convenablement. Dans cette hypothèse en effet, l'on a
+7xC'.+7,C,+73C'3 4-..:+rnC'„
(C/ désignant la dérivée de Q par rapport à x)j et si l'on assujettit les fonctions Q à vérifier l'équation
7iC\ 4-/.C'. +73^3 +. . .+7«C'» = o, il reste
j' = Cy. + C,y, +63/, +... + €,/„
comme dans le cas où les facteurs Q sont des constantes.
De cette dernière équation Ton tire
7" = C.7". + C,7\ + C,7% + ...+C„7% +yxC\-h/.C'.+/3C'3 + ...-hy.C',,
ou simplement
ISQUATIOWS DIFFIÉRENTIELLES LINÉAIRES. 255
quand on assujettit les dérivées C\ à vérifier l'équation de cx>ndition
/,C\+yaC',+/3C'3-h...+y„C,=o.
En continuant de la sorte, on trouve que la valeur de^ donnée par l'équation (/), et qui par hypothèse vérifie l'équation {b\ satisfait aussi à l'équation {a)j pourvu que les dérivées C'i vérifient le système des équations de condition ,
Xr C\-h7. C',-h73 C'3 + ...+7„ C'„=o,
7^c^-hr^c^+7^c',+...+y'„c^=o,
Or^ de ces équations en nombre n on tire la valeur de chaque inconnue C, égale à une certaine fonction rieX, et par conséquent une simple quadrature donne
C, ^==^fxiixdx + Ci ,
Ci désignant une nouvelle constante arbitraire. On obtient donc de cette manière, par de simples quadratures, l'intégrale générale de l'équation (a), avec les n constantes arbitraires qu'elle comporte.
Supposons maintenant que l'on ne connaisse que n — I intégrales particulières de l'équation (i) ; et afin de simplifier l'exposition, prenons pour types des équations (a) et {b) les équations du 4* ordre
^.+py//+Q^- + T7'+U7=V, (i4)
7^+P7'" + Q^''+T7'+Urz=o :
/i,^„^3 désignant trois fonctions connues de x qui satisfont à la dernière équation. Si l'on veut que la fonction
7=C,rx-4-C.7. + C373 (i5)
satisfasse à l'équatioa (14)9 on peut encore établir entre
les facteurs inconnus C. , C, , Ca les deux équations de
condition
au moyen de quoi les valeurs de y, y conservent la même forme que si les facteurs Cx,C,,C3 étaient constants; mais les valeurs dej^" \^^ contiennent les premières et les secondes dérivées de ces mêmes facteurs ; et pour que la fonction (i5) satisfasse à l'équation (14)9 il faut encore assujettir les facteurs C„C„C3 à vérifier une troisième équation
C.(ay".+P7".)+C'.(ay".+Py'.) + C',(a/",+Pr
On tirera des équations (16) et de leurs différentielles les valeurs de C',,C'3,C"„C"3 en fonction de C'„C"x; et on les substituera dans l'équation (17) qui deviendra une équation du second ordre par rapport à C^,Xj ou du premier ordre par rapport à C'„.r. Celle-ci étant intégrée, on aura la valeur de C, en x^ et par suite celles def Ca,C3 en x au moyen de simples quadratures. Les quatre intégrations ou quadratures auront amené quatre constantes arbitraires, de sorte que l'intégrale (i 5) jouira de toute la généralité requise.
En suivant absolument la même marche, on prouverait généralement que l'intégration de l'équation (a) ne dépend que de l'intégration d'une équation de l'ordre n — nij et de m quadratures subséquentes, lorsqu'on connaît m intégrales particulières de l'équation (b).
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b£ L'iiniGRATlON DES ÉQUATIONS OlFFÉRENTiELLES PAR LES SÉRIES ET PAR LES INTÉGRALES DÉ- FINIES.
465. Ou peut en général^ à la faveur du théorème de Maclaurin, développer une fonction en série ordonnée suivant les puissances entières dé la variable indépendante, lorsqu'on a entre la variable indépendante et la fonction utie équation différentielle d'uà ordre quelconque. En effet, soit
cette équation différentielle : on en déduira, par de^nou. velles diflférentiations, lés valeurs de^""*"*),^"+*>, et en général celles des dérivées d'un ordre quelconque supérieur k iiy en fonction de ^yj^yj^^y^* . . .^'^*^. D'un autre coté, la forinule de Maclaurin donne
«ÎP M *^ fif ***
r.+y.r+r'.TT-*-/
^•^- I.2,3...(ll-l)^*^* L^X^^fl^^ I.2.3...(/l-|-l)
H- etc.,
yt^yf^j etc:, représentant les valeurs de^, y\ etc., pour x=o. Si donc Ton fait 3c==Oyy=-jr^yy=y\^ etc., dans les expressions de Z^''^^^"''"'^, etc., déduites de l'équation différentielle proposée et de ses dérivées successives, on déterminera tous les coefficients de la série qui précède,
en fonction des n premiers coefficients ^4, ^'oi« • «J^o^"""'^- . T. II. 17
Ceux-ci resteront arbitraires et donneront à l'expression de y toute la généralité qu elle comporte. Une telle série peut servir à calculer les valeurs numériques de y pour toutes les valeurs de x qui rendent la série codvergente.
Prenons pour exemple Téquation y-=. — -(/-{-.t^) : le calcul indiqué donnera
/=7o — 7o - +ro -—Z —7"
L'équation proposée est de celles qui peuvent s'iutégrer en termes finis; par conséquent la série précédente est de celles qui peuvent être sommées ; et en effet, Too met l'expression de^ sous la forme
7=(ro-6)(i 1 ^H 5-- -----i-etc.)
-h ef 1—+^— ^^)=Kro-<>-'+6(i--'5c)+3
et cette valeur de j- se confond avec celle que donne l'équation (4) du n^ 44^9 qiiand on remplace la constante arbitraire ^o — 6 par la constante C, pareillement arbitraire.
Considérons encore l'équation
y'= — xx: (i)
on aura pour le développement en série
"+- 4ro — Tirr^ + ^^/o — 5 »- «*c. (2)
466. Si la valeur x==o rendait infini^ les coefficients différentiels^ à partir d'un ordre quelconque, il faudrait
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ordonner la série, non plus suivant les puissances de x^ mais suivant les puissances de a: — a, a étant une valeur de X qui ne rend point les coefficients diiFérentieis infinis. En conséquence on aurait
, X — a „ (x — a)* „, (x — aV ,.,
r=r.+/a +y'a^ — r-+/ 5~+etc., (3)
Ja-yf u'iT" a't «te, désignant les valeurs de j^,/,y, etc., pour x==a.
Soit, par exemple,
j'=: — f--|-a: p ou xy -^y + x* =,0
l'équation proposée : la valeur x=o rend^'^ infini, à moins que ^o ne s'évanouisse. Dès lors, ce cas particulier excepté, la série de Maclaurin ne peut pas être employée sous la forme ordinaire. Si on lui fait subir la transformation indiquée, on trouve
7«-f.fl* x—a
a désignant une valeur quelconque de x, autre que zéro*
La difFérentiation de l'équation proposée donne
xy^+2y-h!ix==Oj ay"'+37'+2=o, a:7'^+4r''— o, etc.;
d'où Ton conclut, dans Thypothèse oii Ion aurait à la fois x = Ojj^=o^ (aucune des fonctions dérivées ne devenant infinie),
/,=o, /'. = — f, /".=o, ^-=0, etc. En conséquence la proposée a pour intégrale particulière (correspondant à l'hypothèse j^o=o)/^= — -^x*. En effet , Ton a trouvé [440] pour l'intégrale en termes finis
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Cl,
et cette valeur de y^ qui ne peut se développer suivant les puissances de x, tant que la constante C n'est pas nulle, reproduit la série (4) lorsqu'on la développe suivant les puissances entières de x — a, pourvu qu'on pose, ainsi que cela est permis, C=fl^«-|-îa^^. 467. Soit encore l'équation
7"=;= — -» ou j7y + ;^ = o. (5)
La valeur x=o rend ^''o infini, à moins que^^ ne s'évanouisse. C'est donc le cas d'employer la série (3), qui devient
r=ra+X a -*- —'^- —-• %-+etc., (6)
^ -^ ^ I ai. a a* i.a.3 ^ ^
et qui dépend des deux constantes arbitraires ^,,^V
Les dérivées successives de l'équation proposée sont
^y" + 37'^ + 7'" = o , etc. ;
ce qui donne, dans l'hypothèse où la valeur .r=o annulerait^ et ne rendrait infinie aucune des dérivées ^',^", y, etc.,
et par suite
7 =7 „ ( J? 1 K :t* 5-7 -f- etcj. (7)
Mais comme ce développement ne dépend que de la
constante arbitraire ^'q, il ne représente qu'une intégrale
pailiculière de l'équation proposée, laquelle intégrale
correspond à l'hypothèse ^0=0.
Représentons par /i la fonction de .2: que détermine
la série toujours convergente
II. 2 I
on peut exprimer l'intégrale générale de Téquation (5), qui est linéaire, par jk=C,^, , pourvu que l'on considère C., non plus comme une constante, mais comme une fonction de x, qu'il faut déterminer en appliquant le procédé du n"* 4^4* ^^ obtient ainsi Féquation
d'où, par deux intégrations successives,
CtfC^ désignant deux constantes arbitraires. Ainsi l'intégrale générale de l'équation (5) a pour expression, outre la série (6),
jr=jr^Çc,J —+c,Jj ou bien jr=c,y,(j — ^c^^
468. Ija fonction déterminée par une équation différentielle peut souvent se développer en série procédant suivant les puissances négatives ou fractionnaires de la variable indépendante. Quand de tels développements sont possibles, on les obtient par la métbode des coefficients indéterminés, dont l'usage est presque toujours préférable à l'emploi 'direct de la série de Maclaurin, lors même que le développement est susceptible de procéder suivant les puissances entières et positives de la variable indépendante, ainsi que le montrera l'exemple suivant.
Prenons l'équation
/'= kafy, (8)
qui comprend comme cas particuliers les équations (i)
' et (5) : il s'agit de savoir si l'on peut en représenter l'intégrale par la série
j=z Aa:*-^" A,a;«' + A,a:*»-|-A3*» +etc., eh déterminant convenablement les coefficients A, et les exposants a, qui peuvent être positifs ou négatii^, entiers ou fractionnaires.
La substitution de cette valeur de j dans l'équation proposée donne
Aa(a-i)^~*+A,a,(a,-i)a:««-*+A,a,(a,-i)2:«»-'+etc. ^^AoT-^" -I- *A ,ar*«+" + M.a^^'+^-f- etc. On ne peut, rendre cette équation identique qu'en
posant
ai = a4-/(/i-i-2), A,a,(a, — i)=A:A/«,, au moyen de quoi tous les exposants a, sont numériquement déterminés, et tous les coefficients A, s'expriment en fonction de A, qui tient lieu de constante arbitraire.
On satisfait à l'équation (9) de deux manières, en prenant a=o et a=i. Aces deux solutions correspondent deux séries distinctes, chacune renfermant un coefficient arbitraire, et qui toutes deux vérifient l'équation (8) dont elles sont des intégrales particulières. La som^ie des deux séries donne donc l'intégrale générale [4^^]^ et si Ton désigne par Co,C, les valeurs du coefficient A qui correspondent respectivement à a = o, a=i , on trouve sans difficulté, pour l'expression en série de l'intégrale complète,
-4-C ^li-^ 1 • ■ 4-etci.
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Toutes les fois que l'exposant n est un nombre entier positif, cette série procède suivant les puissances entières ' et positives de x^ et coïncide nécessairement avec celle que l'on déduirait dé la formule de Maclaurin. Co et C„ représentent alors jr^ et j\. Si Ion fait en particulier k==: — I, n=.i^ on retombe sur la série (a); et cette dernière inanière de l'obtenir a l'avantage de mettre en évidence la loi de formation des coefficients successifs.
Lorsqu'il reste moins de coefficients indéterminés dans la série qu'il n'y a d'unités dans l'exposant de l'ordre de l'équation différentielle, la série ne représente qu'une intégrale particulière : c'est la pi^euve qu'on ne peut dé^ velopper la fonction suivant une série de cette forme, qu'en assujettissant implicitement les constantes arbitraires à des conditions qui en réduise^t le nombre et qui^ restreignent la généralité de l'équation différentielle proposée.
Si, par exemple, on supposait dans l'équation (8) k= — 1,/2=— :^i, ce qui la ferait coïncider avec l'équation (5), les différents termes de la série qui multiplie Co deviendraient infinis à partir du second : ainsi cette^ série doit être supprimée, comme cessant de représenter une intégrale particulière de l'équation (8); bien entendu que la série qui multiplie C, coïncide alors avec celle qui multiplie jr'o dans l'équation (7).
469. Conformément à la remarque du n° 46 î, l'équation (8) s'abaisse au premier ordre, mais en cessant d'être linéaire, si l'on fait^^^r^^^*'*, ce qui donne pour la transformée en z
Réciproquement, ëtant donnée l'équation du premier
ordre
y -^-ay^ rx^baf"^ (lo)
(qui porte le nom de Riccati^ et qui a été Tobjet de beaucoup de recherches), on en ramènera l'intégraticNi à celle de Téquation (8), qui est plus simple à cause de la forme binomiale et linéaire, en posant
I du au dx'*
d'où, pour la transformée en u,
équation identique avec (8), lorsqu'on remplace u par j-, et ab par k.
On ramène encore l'équation (8) à la forme
en changeant de variable indépendante et en posant
.r* =^;car on trouve amsi
dV "*" w -h ^tdt — /- ^ - ^ ^"^
d^y n I dy kj
et pour faire coïncider les équations (i i) et (l 12), il suffit de changer / en a: et de prendre
/»== ? hz
Enfin réquation
rentre encore dans les équations (8j, (10) et (i i), puisqu'il suffit de faire ^^^ii=:j;'"w, pour la changer en
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d^U 2m du ,
dx* X dx Les équations ( 1 1 ) et ( 1 3) se présentent dans des pro» blêmes de physique mathématique, et sous ce rapport elles offrent plus d'intérêt que les équations (8) et (lo) dont elles sont des transformées.
470. Si nous nous étions proposé d^appliquer directement à l'équation (i3) la méthode suivie pour le développement en série de l'intégrale de l'équation (8), nous aurions eu à rendre identique l'équation
A[a(a - 1) - in(/» - i)]jf - • -f. A,[a,(a,- 1) - /7i(i» - i)}r««-» + A,[a,(aj— i) — m(/w-. i)]a:*»-» + etc. = AAjc* 4- AA,a?*« + hk^* + etc. ;
ce qui entraîne lies conditions
A|{a,(a,- — i) — m{m — i)] = AA,..,.
La troisième formule devient, quand on remplace a^ par sa valeur tirée de la seconde,
A,[a(a — i)-h2/(2j + 2a-^i) — jw(m-.— i)]=AAf_,,
ou plus simplement, en vertu de la première oondi*
tion ,
2* (ai + aa — i ) A,- = A A,« . . ( 1 5)
Les racines de l'équation (i4) sont a=/w, a== i — m\ on trouve en conséquence pour la valeur de l'intégrale complète, exprimée en séries,
-f-C,a;'-'«[i +-^^ r4- . f^ ,-7^ r+etc.].
' 2(o — a/w) 2.4.(3 — a/w)(5 — aw) -•
* 471. IjCS séries que Ton vient d'obtenir ont cela de
remarquable qu'elles peuvent être sommées et remplacées
par des intégrales définies de la nature de celles que nous avons considérées dans les trois derniers chapitres du livre précédent. Effectivement, quand on fait dans la formule (v) du n*^ Sog, ^=w, |jL3=aa — i,v=:2i, il
vient
^ . . , cos" CD sin** w
/cos*' <osin'«"'(daa)=z — ;
^ 2i -h aa — I
ii — I
ycos"""* <«> sin "*""' Wct);
f- aa — I
et si l'on prend o^ tu pour limites des intégrales^ le terme hors du signe /s'évanouit toutes les fois que a est une quantité réelle positive , ou une quantité imaginaire à partie réelle positive, en sorte qu'on a
cos" co sin"~ * Wa>
-=z — : I COS"~' 0) sm*»~ * CdfiKO. ( lO)
Eq vertu de cette dernière relation, l'équation (i5) se trouve satisfaite^ si l'on pose
Ah' r*" • j
Ai = 5 j—, r— '. / cos*' (0 sm**~^ wao) :
J .2.5. . .[21 l)2ljx>
et par suite on peut mettre l'intégrale obtenue sous la forme
r =C„jr'" / (i H cos'coH ^r— -cos*w+etc.)sin*'"~ Ww
C,ar'~"/ (iH cos'cûH ;r-rCos*a)-fetc.)sm'-»"eùrf(i
en attribuant successivement à aies valeurs m et i — /w,
qui sont les racines de l'équation (i*4)-
Maintenant on a
fu:' , AV^ , AV e
I H cos' (ù H- ^— cos* <ù H ^ ' ^ cos** w + etc.
= cos(i/i::7 .xl/Â . cos to)=^ e'^^- "»« -4- 1 d-'^* • *^°*'' ;
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donc
Cette expression peut encore se simplifier; car on a, à cause du choix des limites et de la nature des fonctions
sm (o, cos co,
donc
/ #-»*=«• «sin^wrfwz^:/ ^ •»* •» sin* «orfo) ; X=:CoX^I ^^^•««••sin^^-'wrfw
,0?'-"" / *^^* • «•» " sin'-"" wrfw. (17)
L'équation ( 1 6) ne subsiste que sous la condition que a désigne une quantité réelle positive, ou une quantité imaginaire à partie réelle positive. Donc, pour ne considérer que le cas de la réalité des valeurs, l'équation (17) ne subsiste que sous la condition que m et 1 — m désignent des nombres positifs, ou que la quantité m tombe entre les limites o, 1. Moyennant cette restriction, l'équation (17) donnera l'intégrale complète de l'équation (i3), exprimée par des intégrales définies.
Aux limites 7721=0, //i=f, l'équation (r3) se réduit, à y'z=Lhy'^ et l'on sait que dans ce cas elle a pour intégrale complète
Quand on fait dans la formule (17) m^^\^^ elle donne •
et comme les deux constantes arbitraires Co,C, se con-
fondent en une seule, on n'a plus qu'une intégrale particulière. Cependant, même dans ce cas, on obtient l'intégrale complète par un artifice de calcul déjà employé [460]. Faisons dans le terme qui multiplie Co,/72=7 et dans celui qui multiplie Q, 772=4 -|-e: il viendra
+ C,l/iy V^/«>«-(ar sin* a))~*rfa>. (18) Or on a
«-= I — - log tt + — (log uy — j-^ (log uf + etc.;
de soi*te que si l'on développe l'expression (18) suivant les puissances de e, et qu'on pose C^-[-C,=:A, C,e= — B,
■4-B\/i / ^é?*^^*^*»»- log(^ sin* ifi)d(ù + eBX,
X désignant une quantité qui conserve une valeur finie quand e s'évanouit. Donc, si l'on pose maintenant e=o^ on aura
7 zzz Ai/;y e**^- «»• «fl&ii
+ Bv/îy ^^*'«»»Hog(xsin*a))fi&>,
pour l'intégrale complète de l'équation (i3)qui devient dans ce cas
* 472. Si m a. une valeur positive plus grande que l'unité, le terme affecté du coefficient C, doit être supprimé dans l'équation (17); et au contraire on ne
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doit conserver que ce terme quand m a une valeur négative. Dans l'uu et l'autre cas on n'obtient donc immédiatement y sous forme finie ^ qu'une intégrale particulière de l'équation (i 3). Soit^, cette intégrale particulière dans laquelle on aura fait, pour plus de simplicité, la constante arbitraire égale à l'unité : on trouvera, par un calcul semblable à celui du u^ 4^7, que l'intégrale générale est
Si l'on pose cos cû==^, on mettra l'équation (17) sous la forme
l'équation (i3) aura pour intégrales particulières, dans le cas de w > t,
et dans le cas de m < o,
7=c^'-«r"*"Vv'*-'i(i— ?:')—< (21)
Il est clair, d'après le n® 3i3, que quand m désigne un nombre entier positif, l'intégration définie indiquée dans la formule {16) s'effectue, et qu'il en est de même de Tiatégratiou indiquée dans la formule (21), lorsque m désigne un nombre entier négatif. Donc,, toutes les fois que m désigne un nombre entier, positif ou négatif, on a sous forme finie, et dégagée du signe f, une intégrale particulière de l'équation (i3); et d'après la formule (19), la détermination de l'intégrale générale de cette même équation se trouve ramenée aux quadratures.
* 473. Rappelons maintenant que l'ëquation de
Riccati
y -I- af = bx" (lo)
se change lorsque Ton pose
^ au dx'* '
en
équation qui devient à son tour
flPtt a/w du -
et enfin
de ^"^A". ("
quand on pose
Soit m=dzi^ ; désignant un nombre entier positif: on tirera de la seconde des équations précédentes
L'intégrale générale de Téquation (aa) se ramène aux quadratures, toutes les fois que m est un nombre entier positif : donc l'intégrale générale de l'équation de Riccati est aussi ramenée aux quadratures, pour toutes les valeurs de n comprises dans la formule (^^3); ce qu'on trouverait également en cherchant dans quels cas l'équation de Riccati se prête à la séparation des variables.
Soit
une équation différentielle du premier ordre, dont on a l'intégrale complète sous la forme
a désignant la constante arbitraire introduite par l'intégration : d'après ce qu'on a déjà vu [liv. IV, chap. II], l'équation ,
résultant de l'élimination de a entre l'intégrale {a) et l'une des équations
satisfait encore à l'équation (y) dont elle est une intégrale singulière; à moins qu'elle ne se confonde avec une intégrale particulière, la valeur de a tirée de l'une des équations (af) se réduisant à une constante, ou à une foùction de x,^ qui elle-même se réduit. à une constante en vertu de l'équation (9). On sait de plus, que l'équation (?) appartient à une ligne qui touche ou enveloppe toutes les lignes dont le système est représenté par l'in-
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tégrale générale (a), tant que le paramètre a conserve son indétermination.
De là résulte une règle très-simple pour trouver les intégrales singulières d'une équation différentielle du premier ordre, dont on a préalablement déterminé l'intégrale générale : nous disons de plus que ces intégrales singulières peuvent être assignées, sans qu'on ait besoin de connaître l'intégrale générale, et lors même qu'il y aurait impossibilité d'assigner à l'intégrale générale une expression analytique sous forme finie, ce qui est le cas le plus ordinaire.
Effectivement la ligne enveloppe qui représente l'intégrale singulière, ne peut exister que lorsqu'il y a intersection entre les lignes qui représentent des intégrales particulières, et qui répondent à des valeurs distinctes de la constante arbitraire. Donc, pour les valeurs de j;,/ relatives à ces points d'intersection , la valeur de^' en x^y^ tirée de l'équation (/*), doit être multiple ; c'est-àdire que celte équation, supposée algébrique, doit être du second degré ou d'un degré supérieur par .rapport di y\ après qu'on en a fait disparaître les radicaux.
Il suit de là qu'en général tous les points correspondant à des valeurs de x^y qui ne rendent pas y' imaginaire, sont les points d'intersection de deux lignes au moins, prises parmi celles qui représentent des intégrales particulières.
Mais, pour les points situés sur l'enveloppe ou sur la ligne de contact de toutes ces courbes, il n'y a plus d'intersection, ou du moins une intersection disparaît : donc il faut que l'équation (/), où l'on considère^' comme l'inconnue, acquière alors des racines multiples, ce qui entraîne la condition
Donc réciproquement l'équation ( /') détermine la relation entre j; et ^ qui caractérise la ligne de contact ou Tintégrale singulière.
Prenons pour exemple Téquation différentielle
y\x^ — r^) — 'kxyf^x\ (i)
qui a pour intégrale générale
a désignant la constante arbitraire.
La première équation {a) donne dans ce cas a= — -j^ et cette valeur de a, substituée dans l'équation (2), donne pour intégrale singulière x'^-\'j^ — r*=o. Or, sans qu'on ait besoin de connaître l'intégrale- (a), l'équation (y) fournit la relation
et cette valeur de^', substituée dans l'équation (i), re* produit l'intégrale singulière déduite en premier lieu de l'intégrale générale.
475. Le succès de cette méthode tient à ce que Téquation différentielle est préparée de manière à ne pas contenir de radicaux. Si au contraire elle était résolue par rapport à^', ou mise sous la forme ^'=f(.r,^), la méthode se trouverait en défaut. Mais il faut remarquer que lorsqu'on différentie l'équation (/*) par rapport à y et par rapport à j;, en y considérant y' comme une fonction des variables x^jr^ déterminée implicitement par cette équation, on a
dy dy' dy' dx dx* dy'
Or, la valeur de ^ en x qui appartient à l'intégrale sin-
gulière , fait évanouir -^ : donc la même valeur doit
rendre infinis tes coefficients différentiels-^, -~, après
qu'on y a substitué pour^ sa valeur en a^jj-y tirée de l'équation (/*). Par conséquent, si l'on peut déduire des équations
dy dx
une valeur de ^ en x qui Satisfasse aussi à l'équation ( /*), cette valeur reproduira l'intégrale singulière.
Par exemple, l'équatioa (i), résolue par rapporta/, donne
d'où
dy ^" r* V x^ -f-^a — r* ^
et ces valeurs deviennent infinies quand on pose x'^X-'f^ — r'=:o, ce qui satisfait à l'équation (i) dont on obtient ainsi l'intégrale singulière.
476. Quand on différentie l'équation {^f\ en y traitant r,/' comme des fonctions implicites de .r, il vient
^ \dx^ dy^ )'dy' ^'■
Mais la valeur de j en a: qui donne l'intégrale sin-
gulière, annule^, et réduit Téquation (/") à
df df ,
donc cette, même valeur de^ en x met sous la forme \ la valeur
donnée par l'équation (c) ; ce qui fournit encore un autre procédé pour trouver l'intégrale singulière. En effet, Ton posera
puis on éliminera successivement^' entre chacune de ces deux équations et la proposée (y*). Si les deux équations résultantes ont un facteur commun, ce facteur donnera rintégrale singulière cherchée.
En opérant de cette manière sur l'équation (i), on trouve
L'élimination de^' entre la proposée et chacune des équations
/j'-4-^ = o, j'(j?'-— ^'*) — a:j = o, donne pour résultantes où le facteur commun est en évidence,
* 477. Il est essentiel de remarquer que la considération géométrique sur laquelle on s'est fondé dans les trois n^' qui précèdent, s'applique à toutes les lignes de contact des courbes données par l'intégrale générale, aussi bien à celles qui pourraient exceptionnellement représenter des intégrales particulières qu'à celles qui
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représentent des intégrales singulières. Ainsi, après qu'on aurait cherché les intégrales singulières par Tua des procédés indiqués ci-dessus, il faudrait en outre s'assurer qu'on ne peut pas les faire rentrer dans l'intégrale générale, en particularisant convenablement la constante : vérification impossible, tant que l'intégrale générale n'est pas donnée. Le caractère distinctif des intégrales singulières doit donc se tirer de considérations analytiques, et pour cela il faut reprendre la question sous un nouveau point de vue.
Considérons une équation différentielle du premier ordre, mise sous la forme
à laquelle satisfait l'équation ^=:X, X désignant une certaine fonction de j;, sans constante arbitraire, de sorte qu'on ait identiquement
Pour que l'équation ^;'t=X coïncide avec une intégrale particulière, il faut que l'intégrale générale puisse être mise sous la forme
e désignant la constante arbitraire, et f une fonction de X et de e, qui ne s'évanouit ni ne devient infinie pour e=o. On aura en même temps
f(:r,7)=f(a;,X)+(e(p)*.trf, W
fc désignant l'exposant de la plus haute puissance de e qui soit facteur de
%,X+eç)-%,X),
et vi indiquant une fonction de x et de E9, qui ne devient point nulle ou infinie pour e=o. Posons
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trf = xSo + («?)^'trf, + («9)^»xS, 4- etc.,
en désignant par % xii des fonctions de Xj et par oLi^^i des exposants positifs formant une série croissante : puisque la fonction f est donnée, on connaîtra le développement de f(j;,X-[-e9) suivant les puissances de eç; et par conséquent les fonctions Xi5, , ainsi que les nombres ^,, sont censés connus : il s'agit de déterminer les fonctions (fi et les exposants a^ de manière à satisfaire à l'équation (h) indépendamment de e.
Or, la substitution donne, après qu'on a supprimé les termes qui se détruisent en vertu de l'équation (e),
+ e*+P«(<Po + 6"'Ç. + e"»<p, + etc.)*+P.trf^ + etc.
Supposons A'=i : on aura, pour déterminer %, l'équation
^ = (p^tJo» d'où 9„=^«o^;
il faudra poser ensuite
et en continuant ainsi, on déterminera de proche en proche toutes les quantités qui entrent dans le développement de 9, c'est-à-dire qu'on développera l'intégrale générale en série ordonnée suivant les puissances de e.
Soit ^ > i : on ne pourra rendre l'équation (a) identique qu'en posant d'abord
-=—=0, ou (uz=zcanst.
dx
Prenons, pour plus de simplicité, cette constante égale à l'unité : on fera ensuite
et en prolongeant le même calcul, on obtiendra encore successivement tous les termes du développement de l'intégrale générale.
Mais si l'on a au contraire A'< i, il sera impossible de rendre l'équation (a) identique : par conséquent la solution ^/=X ne pourra pas résulter de l'intégrale générale moyennant la particularisation d'une constante arbitraire; ce sera donc une intégrale singulière de la proposée.
Or, d'après ce qu'on a vu sur les cas de défaut de la série de Taylor [io6], la valeur X, pour laquelle l'exposant A* est < I , rend infinie la dérivée.
dy dy'
^, . dy' donc Téquation -^ z=:± oo est le véritable criteriumies
dy
intégrales singulières, et les renferme toutes comme facteurs, à l'exception de celles qui seraient de la forme x=zconsUj et qu'on obtiendra en traitant dans la proposée la variable^ comme indépendante.
Par conséquent, en nous reportant aux équations {b\
si les valeurs de^ en x qui font évanouir-^, conservent aux dérivées -/-, -^ des valeurs finies, ces valeurs
dy ^ dx
appartiendront à des intégrales singulières de (/); mais si elles annulent ces mêmes dérivées, il faudra chercher par les procédés ordinaires les valeurs des seconds membres des équations (é), qui se présentent alors
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SOUS forme indëtermiaée. Quand ces valeurs seront in^ finies^ les solutions qu'il s'agit d'éprouver constitueront encore des intégrales singulières ; sinon, elles rentreront dans la catégorie des intégrales particulières, et néanmoins continueront de représenter des lignes env^ loppes.
La démonstration que nous venons dé donner, d'après M. Poisson, n'est pas exempte des difficultés attachées à l'emploi des séries qui peuvent devenir divergentes : nous aurons encore à revenir sur ce sujet , en parlant de la construction des équations différentielles.
* 478. Par les équations (rf), (e), (^), (A), on a
<^^)==f^:.,j)-f(:r,X)=(89)*tïJ=(r-X^^
et si l'on change de variables en posant^ — X — f/, cette
équation devient
du
x;} désignant alors une fonctioli des variables x^u^ qui n'acquiert pas une valeur nulle ou infinie pour m=o. Nous pouvons encore changer de variables et prendre à celte fin M'"^=i;, ce qui mettra l'équation différentielle sous la forme
Pour A < I , cette dernière équation se décompose d'ellemême en deux autres
La première, qui équivaut à jr — ^X;i=o, donne l'intégrale singulière; la seconde au contraire ne peut plus
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être satisfaite par cette intégrale singulière^ puisque tïj est une fonction qui ne s'évanouit pas avec v.
Donc 9 lorsqu'une équation différentielle du premier ordre comporte une intégrale singulière, on peut par un changement de variables la transformer en uneautre^où l'intégrale singulière apparaît comme facteur commun; de sorte qu'après la suppression de ce facteur la transformée n'a plus d'intégrale singulière, et représente, dans un système de coordonnées rectangulaires, une série de lignes qui n'ont pas d'enveloppe.
* 479. Appliquons ceci à l'équation
y^—iayr' + 4x=o, ou / = 2{a:±,[/^n})^ {i) dont l'intégrale générale est
y=z2aa:—a\ (4)
et qui représente en conséquence un système de droites ayant pour ligne de contact la parabole x^ — ^/=o. Faisons .r* — ^=iz:w = v* : l'équation (3) deviendra
du ^_ . /"dtf
dx
=Fav/«, ou p(^±i) = o.
Après la suppression du facteur v^ il restera l'équation -j- ± I =0, qui a pour intégrale générale
P = zp(a: — a), (5)
et qui, lorsqu'on prend x pour abscisse^ et v pour ordonnée rectangulaire, représente un système de droites parallèles, n'ayant point par conséquent de ligne de contact. D'ailleurs, si l'on substituait pour j sa valeur en V et x dans l'équation (4), on retomberait sur l'équation (5).
L'application de cette méthode à l'équation (i) ne serait pas exempte de quelques difficultés, dans le cas où
Ton voudrait conserver x comme variable indépendante. Mais si l'on met cette équation sous la forme
et si Ton chasse ensuite x'^ et xdx au moyen des équations auxiliaires
'^* + /* — r* = «', xdx+jrdy^=^udu^ elle prendra la forme très-simple u!(cluoç:dy)==:o; de sorte qu'après la suppression du facteur Uy elle ne comportera plus d'intégrale singulière.
* 480. Inversement, on peut transformer une équation différentielle qui n'admet pas d'intégrale singulière, de manière qu'après la transformation elle admette pour intégrale singulière une équation donnée. Soit, par
exemple, l'équation trouvée ci-dessus — d=i=o, dans
laquelle il s'agit de substituer pour v une fonction de x et d'une nouvelle variable z, telle qu'après la substitution^ l'équation résultante admette pour intégrale singulière Téquation linéaire
z — nLr=io^ (6)
Oq multipliera la proposée par (2 — irtxY^ k désignant un nombre compris entre zéro et l'unité, ce qui la changera en
{z — mxydv ± {z*^nkxfdx = o, (7)
Gela fait, déterminons la variable z, qui doit être fonotien de v et de x, de manière qu'on ait
il viendra par l'intégration
I — k X désignant une fonction arbitraire de x; et par
suite
dz — mdx=:{z — ma:y(dif -f- rfX).
Tirons de là la valeur de dv et substituons-la dans Téquation (7) : celle-ci deviendra
dz — mda: — (;s — mxf{d^ ip dx) = o ; et il est visible que l'équation (6) y satisfera comme intégrale singulière.
*481. Nous avons vu [448] que l'équation du premier
ordre
7=^7 + 4'/ étant soumise à une seconde diiférentiation, donne l'équation du second ordre
qui se décompose immédiatement en deux facteurs^ dont l'un fournit l'intégrale générale, et l'autre l'intégrale singulière de la proposée. Il faut généraliser ce fait de calcul , et montrer que lorsqu'une équation du premier ordre admet une intégrale singulière, on peut toujours la mettre sous une forme telle que sa dérivée se décompose en deux facteurs, dont l'un donne l'intégrale singulière, par l'élimination de y' avec la proposée, tandis que l'autre, qui est annulé par la valeur dej^ en x tirée de l'intégrale générale, ne l'est plus par la valeur tirée de l'intégrale -singulière.
L'équation
, dV dP , f , s
étant résolue par rapport à a donnera
et si Ton substitue cette valeur de a dans l'équation (fl), l'équation résultante
F(jr,7,xi)=o (/■)
équivaudra à l'équation (/*), en ce sens que, si elles ne
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se confondent pas, ou passera de Tune à l'autre en mul* tiplîant le premier membre de la première par une fonction convenablement choisie des variables x^y^y'. Or, en diffërentiant l'équation (y ), l'on a
et de plus la somme des deux premiers termes est identiquement nulle, puisqu'on a substitué pour a, dans la fonction F, sa valeur tirée de l'équation (a\) : donc la dérivée de l'équation (y) se réduit à
et se décompose en deux facteurs
rfF
dvi dx^ . dxi „ , . .
L'équation (y,), qui est du second ordre, a évidemment pour intégrale du premier ordre l'équation (y); et l'élimination de y entre les équations (/) et (y ) aura lieu si l'on élimine 'tà entre les mêmes équations , ou si l'on remplace vi par a dans l'équation (y ) , c'est-à-dire que cette élimination donnera l'intégrale générale de la proposée.
De même l'élimination de^' entre les équations (i) et (y,) s'opérera par l'élimination de irf entre les mêmes équations, ou par l'élimination de a entre l'équation (a) et sa dérivée par rapport à a : elle conduira donc à l'intégrale singulière de la proposée, ou du moins à l'équation d'une ligne de contact des courbes qui en représentent les intégrales particulières.
Gn voit aussi par ce calcul, que la valeur de^ en x
tirée de l'intégrale singulière, laquelle donne pour/ une valeur qui vérifie la proposée, ne donne pas pourj" une valeur propre à vérifier l'équation (y,), ni par conséquent pour j*'",jr'% etc., des valeurs propres à vérifier les dérivées successives de la proposée.
Appliquons cette analyse à l'équation (2) : on
aura
dF dF
dœ dy d'où •
t^«p' F(*,jr,^)=x--^-f;-r-=o, (8)
équation qui se confondrait avec (i) par l'expulsion du dénominateur /'*. I^ diffërentiation de l'équation (8) donne
ou bien
+ -^y z=zix — 2rt/,
La valeur de^ tirée de l'équation^-] — 7=0, et subs-
tituée«dans la proposée, donne l'intégrale singulière .r*-|-^ — r*=o. L'autre facteur est la dérivée par rapport
à ^ de la fonction — : l'intégration donne donc -7 =a;
et cette valeur de y\ substituée dans la proposée, reproduit l'équation (a).
*% a. Intégrales singulières des équations diffërentielles
des ordres supérieurs.
482. Soit une intégrale première cje l'équation de Tordre /i-f-i
a désignant la constante arbitraire introduite par Tintégration : si Ton élimine a entre l'équation (K) et
l'équation résultante
?(^j/yy> • • .7(''))=o (x)
satisfera aussi à l'équation (A*) et en sera une intégrale singulière, sauf le cas exceptionnel où la valeur de a tirée de l'équation (K) se réduirait à une constante, immédiatement ou en vertu de l'équation (x), ainsi qu'on l'a expliqué pour les équations du premier ordre.
L'équation (k) a n intégrales premières de l'ordre n, que l'on peut représenter par
Or, si l'on élimine respectivement les constantes arbitraires de chacune de ces intégrales, au moyen des équations dérivées
on retombera toujours sur la même intégrale singulière.
Pour fixer les idées, considérons une équation du second ordre
dont l'intégrale complète soit
F(ar,7,a„aJ=o, (L)
a.^a^ étant les constantes introduites par les deux intégrations successives.
Par la théorie générale, on aura les deux intégrales
du premier ordre, en éliminant alternativement a, et a, entre l'équation (L) et sa dérivée
dF d¥
d. • rfr^ -^' (ï^')
que, pour plus de commodité, nous représenterons par
Cette élimination donnera
puis on aura les intégrales singulières du premier ordre, en chassant a^ et a^ de chacune de ces équations, au moyen des suivantes
Supposons que ce soit l'intégrale singulière donnée par F, que nous voulions obtenir : Je calcul indiqué revient à éliminer «,, a, entre les équations (L), ff ), et la dérivée de celle-ci
di di da^ ,..i^
da, da^ da^ ' . '
prise par rapport à a, et a^ , mais en considérant a^ comme une fonction de (2,, implicitement déterminée ])ar l'équation (L). On a donc
da^ dF dF
da^ da^'da^^
ce qui change l'équation (f ') en
rfF ^_^^_ .^, ^
da^ da^ da^ da^ Ainsi l'intégrale singulière cherchée résulte de l'élimination deflj ,a, entre les équations (L), (f ), (f'«,i); et comme la dernière équation ne changerait pas par la permutalion des indices , la proposition se trouve démontrée. Il
DES JÉQUATIOWS INTI^GRALES SINGULIÈRES. 287
est facile d'étendre cette démonstration aux équations d'un ordre quelconque.
Soit, par exemple, l'équation du second ordre
qui a pour intégrale complète
et pour ses deux intégrales du premier ordre
F, =^* — 2^z,7'H-aî=o, (10)
\=4A?*(j-j;/)'-4f a. 3-](7--^/yH-(«a-3'^^)'=o.
Les équations (L\,,) deviennent
la , =/', — 4(j - x/y + 2(a, _±ar3) = o, et l'on a par l'élimination
La seconde équation comprend la première et n'a pas plus de généralité : car, si l'on égale à zéro le facteur jr — x/^ on en tire une valeur de^' qui ne satisfait pas à l'équation proposée du second ordre.
483. Le théorème du n** 48 1 s'applique sans difficulté aux intégrales singulières des équations d'un ordre quelœnque. Admettons que la proposée soit du second ordre et représentée par l'équation (/), en sorte qu'elle ait pour l'une de ses intégrales du premier ordre
rx(^,7y,«,) = o: (L,)
en chassant a au moyen de l'équation
qui donne
on a l'équation du second ordre
F.(a:,7,/,'C^) = o, {xà)
identique avec la proposée (/), ou qui n'en diffère que par la présence d'un facteur commun, fonction de x,j, y\y" . D'un autre côté, en chassant a, de réquation (L,)
par sa valeur tirée de -7—2=0, on a l'intégrale singulière.
Or, si l'on différentie l'équation (xiJ), eii supprimant les termes qui disparaissent en vertu de l'équation (L',), ii vient
Atkdi'^ 1^^ '^ly^ '^^^ J~^'
et la démonstration s'achève comme dans le u"" cité. On en conclut de même que la valeur de^' en Xjjy tirée de l'intégrale singulière, laquelle donne pour y une valeur qui vérifie la proposée, ne donne pas pour/'', y^tf y ^^^' ^^* valeurs propres à vérifier les dérivées successives de la proposée.
En prenant pour y=o, F,=:o, les équations (9) et
(10), on a trf=p, d'
Fx(^,r,/,tS) = ;r» — -"^ + ±- = o, (11)
équation qui se confondrait avec (9), si Ton en multipliait tous les tennes par '^. La différentiation de l'équation (11) donne
y xyy" X x^y
OU bien
La valeur de y" tirée de l'équation
X y et substituée dans l'équation (i i), ramène l'intégrale sin-
OU
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gulière x^ — y^=.o. D'autre part, de l'équation du troisième ordre
on tire, en intégrant, -j- =:a^ ; et cette valeur, substituée
dans l'équation (ii), reproduit l'intégrale (lo).
484. L'équation (x), qui est de l'ordre riy comporte une intégrîile générale de l'ordre n — i
et comme cette intégrale doit satisfaire, non-seulement à réquation (x), mais à toutes ses dérivées, il en résulte que les valeurs de/^"^^""'^, tirées de l'équation (^), coïncident avec celles qu'on tirerait de l'équation (x) : par conséquent l'équation (^) satisfait à la proposée (k\ aussi bien que (x).
Concevons maintenant que l'équation (x) ait une intégrale singulière
^'(•^îJi /)/">• • .J<"-*^)= o : (^)
d'après la remarque du n® précédent, on en tire pour ^""^'^ une valeur qui ne coïncide pas avec celle que fournirait la dérivée de (x) : donc l'équation {^) qui satisfait comme intégrale singulière à l'équation (x), ne satisfait pas à la proposée (Je) dont (x) est déjà une intégrale singulière.
On prouve encore la même chose par le raisonnement suivant, que nous appliquerons^ pour plus de clarté, à l'équation du second ordre
Son intégrale singulière du premier ordre
résulte, comme on l'a dit, de l'élimination de a„a, entre T. n. 19
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les équations (L), (f) et (f ,„)• Soit ^ (x,y)=o une intégrale singulière de (>.) : nous disons que cette intégrale ne diffère pas de Féquation qu'on obtiendrait en éliminant at,<2,, entre l'équation (L) et ses dérivées
£n effet, Féquation ainsi obtenue satisfait au système des équations (L), (L'), (f 'i,>X ^^ P*** conséquent vérifie 1 féquation (>.) dont elle est l'intégrale singulière, attendu qu'elle ne contient pas de constante arbitraire.
Maintenant on sait que, pour obtenir l'équation (/), il faut éliminer a,, a, entre l'équation (L) et ses dérivées du premier et du second ordre, prises en traitant a„â, comme des constantes^ savoir
Quand a., a, ne sont plus des constantes^ mais des fonctions de x^j, déterminées par les équations ((L)), l'équation (L') est encore satisfaite ; mais l'équation (L") ne l'est plus , et par suite l'équation (/) ne peut pas l'être. 485. Prenons comme exemple l'équation
y—xy—{y—^yj+-^ — /"=o, (12)
qui a pour intégrale seconde
7 — ï «.a;'— a^ —- {a\ + aj) = o, (i3}
pour intégrales du premier ordre
DES EQU/LTIONS INTEGRALES SINGULIÈRES. 291
et pour intégrale singulière du même ordre
En résolvant cette dernière équation par rapport à j^, on la met sous la forme
d'où, en intégrant,
»^i6r + Ax*+a^ =X\/t + jt» — log(V/'i4-a:> — ^) + C. (16)
L'équation (16) satisfait à la proposée (ta); mais comme elle ne contient qu'une constante arbitraire c^ et qu elle ne peut pas rentrer dans l'intégrale générale (1 3) par un choix convenable des constantes a^^a^^ elle constitue encore une intégrale singulière de la proposée.
L'équation (i4j comporte elle-même une intégrale singulière, qu'on trouverait en faisant usage des méthodes indiquées ci-dessus, mais que l'on déterminera plus simplement en formant les équations ((L^), qui deviennent alors
^:ir* + aa,=o, JC+2aj=o.
Les valeurs de a„ a^ qu'on en déduit , étant reportées dans l'équation (i3), il vient
16/ + 4'^* + :p^ t=i= o ; et cette dernière équation satisfait visiblement aux équations (i4) ou (i5), mais non pas à la proposée (12). 486. L'équation {%) comprend en général les dérivées de j^-, jusqu'à jK^"^ inclusivement; mais il peut arriver aussi que ^"^ disparaisse de la fonction <p, et alors cette même équation est une intégrale singulière de la proposée , de l'ordre n — i. Elle serait une intégrale singulière de l'ordre n — q, si^**"'^ disparaissait également de la fonction 9> et ainsi de suite.
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Soit^ par exemple, l'ëquation du second ordre
{xy—i) (a?/'* — // + ^xy-yf — xjr{y + xy'^y'^ = o, qui a, pour l'une de ses intégrales complètes du premier ordre, l'équation
77'*— 2a,a;77'+aî^==o. (17)
On formera l'intégrale singulière de la proposée, en chassant a^ de Féquation (17), au moyen de sa dérivée prise par rapport à a,. Ce calcul donne
Xr'^{ayr — i)t==:o; d'où les trois solutions
qui sont trois intégrales singulières de la proposée, la première du premier ordre et les deux autres algébriques, ou de l'ordre zéro.
487. Les valeurs de ^"^ en x^y^y\, . . j?^^"~'\ qui vérifient l'équation (A"), et qui rendent infinie la dérivée
tirée de cette même équation (A*), sont des intégrales singulières de la proposée, de Tordre n^ et toutes les intégrales singulières de Tordre n doivent rendre infinie la dérivée (n). D'autres conditions sont encore exigées, si l'intégrale singulière s'abaisse accidentellement à un ordre inférieur : mais nous renverrons pour ces détails, qui sortent des éléments, aux Leçons de Lagrange sur le calcul des fonctions y et plus particulièrement encore à un mémoire de M. Poisson, inséré dans le i3* cahier du Journal de F École polytechnique.
CHAPITRE V
APPLICATIONS GEOMETRIQUES DE LA THÉORIE DE l'iW- TEGRATION DES ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES A DEUX VARIABLES.
488. Nous traiterons dans ce chapitre de quelques questions de géométrie qui se rapportent à l'intégration des équations différentielles à deux variables; et d'abord nous nous proposerons de déterminer les lignes dont le rayon de courbure est proportionnel à la rwr^ mole [172J9 condition qui s'exprime par l'équation différentielle du second ordre
OU
k désignant un rapport constant, et les signes supérieur ou inférieur devant être choisis selon que le rayon de courbure doit être dirigé dans le sens de la normale ou eu sens contraire.
L'équation {a) est de celles oîi la variable indépendante n'entre pas [45i ] : elle se met sous la forme
d» % ou
dy kydjr'
et en intégrant deux fois de suite.
"fj
La quadrature indiquée s'obtient sous forme finie pour les deux valeurs A^i=i, /c=a. Soit en premier lieu k=i : on a, en prenant le signe supérieur,
équation d'un cercle de rayon arbitraire, et qui a son centre sur l'axe des x. 11 est évident en effet que, pour un cercle ainsi placé, la normale se confond en grandeur et en direction avec le rayon de courbure. Le signe inférieur donne
d'où
équation de la chaînette [384]*
Lorsqu'on fait A=a, et qu'on prend le signe supérieur, l'équation (è) donne
équation d'une cycloïde qui a l'axe des x pour base et dont le cercle générateur a pour rayon f b. On sait effectivement [198] que, pour la cycloïde ainsi placée Je rayon de courbure est double de la normale et dirigé dans le même sens.
Quand on prend le signe inférieur, il vient
J Vj'—b
équation d'une parabole dont Taxe serait perpendiculaire à celui des x^ et qui aurait sou sommet au point x=a^
489. Si le rayon de courbure^ dans la courbe cherchée, devait être réciproque à Tabscisse, on aurait pour l'équation du problème
(i+y")l h , hdy'
et en intégrant
Nous pouvons désigner la constante c par — è*, la constante k par — ^ ce qui rend l'expression homogène ^ et
enfin permuter entre elles les lettres x^j'^ au moyen de quoi l'équation précédente devient identique avec la première équation (12) du n** 387. La courbe qui jouit de la propriété énoncée est donc celle à laquelle nous avons donné dans le n"* cité le nom de courbe élastique, précisément à cause de la propriété qui vient d'être traduite en équation.
490. Cherchons une courbe telle que le produit des perpendiculaires abaissées de deux points donnés sur chaque tangente à cette courbe soit constant. Prenons pour axe des a: la droite qui joint les points donnés^ et pour origine le milieu de la distance qui les sépare. Appelons iic cette distance et b^ le produit des deux perpendiculaires : l'énoncé du problème donne l'équation différentielle
et it faudra prendre le signe supérieur ou le signe inférieur, selon que les deux points d'où partent les perpendiculaires seront ou ne seront pas situés du même côté de la tangente. Cette équation se ramène à la forme
et l'on a
£n la différentiant selon la méthode indiquée [44^] pour le traitement des équations de cette forme, on trouve
d'où
Si l'on élimine^' entre les équations (c) et (c',), on aura l'intégrale singulière de la première de ces équations. Pour faire l'élimination commodément^ on les met sous la forme
d'où l'on tire, en éliminant le radical et en élevant au carré ,
L'équation (i) donne aussi, quand on élève au carré les deux membres,
et si l'on égale ces deux valeurs de y, il vient, après la suppression des facteurs communs,
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Suivant qu'on prend les signes supérieur ou inférieur, cette équation appartient à une ellipse ou à une hyperbole dont les foyers sont les deux points d'où partent les perpendiculaires aux tangentes : %b est le petit axe de Tellipse et Taxe non transverse de l'hyperbole.
L'intégrale générale de la proposée s'obtient quand on substitue dans cette équation la valeur y-=-const,y donnée par l'équation (c',). Cette intégrale générale est l'équation du système des droites tangentes à l'ellipse ou à l'hyperbole que l'on vient de déterminer. Il est clair que ces droites satisfont, dans la généralité mathématique, à la condition du problème; mais que la seule solution qu'on ait pu avoir en vue en l'énonçant, est fournie par l'intégrale singulière. La même remarque s'applique à tout problème géométrique qui conduit à déterminer une courbe par une équation différentielle de la forme (4^).
49 i. Une équation différentielle de la forme
exprime une relation entre la normale et la distance de l'origine au point où la normale rencontre l'axe des abscisses. Par la différentiation il vient
d'où les deux solutions On tire de la première
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a désignant une constante arbitraire ; et la valeur de/ qui Ven déduit, substituée dans la proposée, donne Tintégrale générale
qui est l'équation d'une série de cercles, ayant leurs centres sur l'axe des x^ et dont les rayons ont avec les distances des centres à l'origine des coordonnées la re» lation indiquée par le signe /! Il est clair que l'enveloppe de ces cercles satisfait à la question géométrique qui consiste à déterminer une courbe au moyen de la relation exprimée par la proposée. L'équation de l'enveloppe est précisément l'intégrale singulière qui résulte de l'élimination de/' entre les équations («Q, (^'a)> ou, ce qui revient au même, à cause de l'équation (a), l'équation résultant de l'élimination de a entre l'équation (3) et sa dérivée par rapport à a
492. Les coordonnées Ç, n du centre de courbure d'une courbe plane étant données [190] par les formules
si l'on assigne l'équation de la développée
9($,Yi)==o, ou >ï=fÇ, (f)
les coordonnées x^j- de ses développantes devront satisfaire à l'équation différentielle du second ordre
Pour intégrer cette équation, on la différentie d'abord par rapport à la variable indépendante x^ et l'on voit que l'équation dérivée peut prendre la forme
de sorte qu'elle se décompose en deux autres L.a première a pour intégrale
b désignant une constante arbitraire; et par conséquent, d'après l'équation (a), l'on a aussi
pourvu que la nouvelle constante a soit liée à b par la
relation
è = fa. (d)
Les équations (b) et (c) donnent
d'où, par une nouvelle intégration,
{x—ay + {y — by=^c^. (e)
Cette dernière équation qui renferme deux constantes arbitraires a, c, et une troisième constante b^ liée à a en vertu de l'équation (d), est donc l'intégrale complète de l'équation (a). Cette intégrale complète représente évidemment l'un quelconque des cercles osculateurs de l'une quelconque des développantes de la courbe proposée (f), ou plutôt le système de 'tous ces cerclés osculateurs.
Si maintenant on élimine la quantité ^ entre les
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équations (a) et (a,), ce qui est censé possible quand la fonction f est donnée, on a une équation en x^y^j qui est une intégrale première singulière de l'équation (a). Par une intégration subséquente on introduit une constante arbitraire A, et l'on a en x^y^h l'équation des développantes de la courbe proposée, laquelle ne doit en effet contenir qu'une seule constante arbitraire, puisque chaque développante est déterminée dans son tracé quand on a assigné arbitrairement la longueur de son rayon de courbure, pour un point de cette développante correspondant à un point donné sur la développée. Chaque développante est la ligne de contact d'une série de cercles comprise dans l'étendue de l'intégrale générale (e), et même elle a avec chacun des cercles de cette série un contact du second ordre.
Le calcul de l'équation de la développante se ramène à une simple quadrature au moyen des formules
(^— a;y7) — (ti — jy$ =z o,
dans lesquelles p désigne le rayon de courbure de la développante, et dont les deux premières ont été établies au n° 191, la troisième résultant évidemment de ce que le rayon de courbure de la développante est tangent à la développée. On en tire
p = A+/i/7TFIF-^>
71 — r ou fÇ — r = û-y-:^i: J "^^ >L — ^J— .
Quand la fonction f est particularisée, et que la quadrature indiquée dans l'expression de p est effectuée,
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il suffit d'éliminer ^ entre ces deux dernières équations pour avoir en x^j^h l'équation des développantes. En d'autres termes, la détermination de l'équation des développantes dépend uniquement de la rectification de la développée, comme cela doit être d'après la propriété caractéristique des développées.
493. Il résulte du n** 284 que le système des projections des lignes de courbure d'une surface sur l'un des plans coordonnés s'obtient par l'intégration d'une équation différentielle {i) commune à toutes ces projections. Si l'on prend pour exemple l'ellipsoïde à trois axes
inégaux
réquation différentielle des projections des lignes de courbure sur le plan xy est
kxyy^'^ + {o^ — A/^ — B)j' — ojzzro, {e)
où l'on a fait pour abréger
On diflférentîe l'équation (^), et il vient après réduction
(aA^rjy + ar* — A/' — 8)7" + (A7"+ i) {xy' — y)=L o.
Si l'on remplace le polynôme .r* — ky^ — B par sa valeur tirée de (^), l'équation précédente prend la forme
(^ ^ f ) [«^j/'+rW —7)] == o,
d oïl les deux solutions
^yy" + /(^j' —y) == o , {e^
Occupons-nous d'abord de la première qui donne
et en intégrant deux fois de suite,
j* = flw:* + p. (5)
On aurait pu se dispenser de la seconde intégration et éliminer^' entre les équations [è) et (4), conforméraent à la méthode que nous avons suivie dans d'autres cas. Il vient par ce calcul
Aar^a^H- (jt* — Aj' — B)a— /* = o; (6)
et en comparant le résultat à l'équation (5) on en conclut
__Ba_^ a»^'(a' — »)«
^~ Aa + I d^iy — (^y + b\à^ — c") ' ^^■
mais, pour simplifier, on peut retenir la constante p. Soit (XoîJToy-So) uii point de l'ellipsoïde par lequel doit passer une ligne de courbure déterminée : l'équation (6) donne
Admettons maintenant qu'on ait
a>b>Cy ce qui rend positives les constantes A,B : les deux valeurs de a données par l'équation (8) seront réelles et de signes contraires; à la valeur positive de % correspondra une valeur négative de p en vertu de l'équation (7); enfin à la valeur négative de a correspondra une valeur positive de p, car on a
=^ + Ajî + B— l/(a:;+Ar2-+-B)>— 4BX2 } (9)
en sorte que le dénominateur Aa-(-i qui entre dans l'ex-
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pression de p, reste positif pour les valeurs négatives de CL, On conclut de là que les projections en xj des deux lignes de courbure qui se coupent à angles droits sur l'ellipsoïde au point (a:o,7*o9 ^o), sont une ellipse et une hyperbole rapportées au même centre et aux mêmes axes : l'axe transverse de l'hyperbole se confondant avec celui des x. £n vertu de cette remarque, si l'on pose
-= — Ç%pi=± 7î% les quantités. 5,71 sont toujours
réelles : la double série des projections des lignes de courbure coïncide avec la double série des ellipses et des hyperboles données par l'équation
et les lignes $, n, ou les demi-axes de ces courbes, se trouvent liées par l'équation (7) qui devient
et qu'on peut construire au moyen d'une hyperbole et d'une ellipse.
Considérons en premier lieu l'hyperbole auxiliaire
dont la construction détermine la série des lignes de courbure à projections elliptiques, comprises dans l'équation
V peut croître depuis la valeur
jusqu'à l'infini, et les valeurs correspondantes de v)* sont
o, 00 . D'après l'hypothèse sur l'ordre de grandeur des lignes a,ô,c, on a toujours n* < $*, et toutes les projections elliptiques ont leur grand axe dirigé suivant les x {Jig' 97). L'ellipse se change en ligne droite et se confond avec l'axe même des x, lorsqu'on prend yi*z=o. Elle se confond avec la section de l'ellipsoïde par le plan xj^ lorsqu'on fait Yi*=è*, d'où Ç*=a'. Pour de plus grandes valeurs de vi* les ellipses données par l'équation (y^), quoique toujours réelles, sont étrangères aux lignes de courbure de l'ellipsoïde.
Considérons à son tour l'ellipse auxiliaire
dont la construction détermine la série des lignes de courbure à projections hyperboliques
Ç* peut croître depuis zéro jusqu'à la valeur (^), tandis que TQ* décroît depuis la valeur
jusqu'à zéro» L'hyperbole [f^ se confond à la première limite avec l'axe des ^ et à la seconde avec l'axe des X.
Il résulte de cette double construction^ que toutes les lignes de projection, elliptiques et hyperboliques, tournent leur concavité vers les deux points situés sur Taxe des Xj qui ont pour abscisses
et qui sont les projections sur le plan xy des quatre ombilics de l'ellipsoïde [a83].
Nous aurions encore à discuter les solutions données par réquation (e^); mais comme le coefficient A est positif, par suite de l'hypothèse, le facteur A;r'*-|-i, égalé à zéro, ne saurait donner de solution réelle; et
l'équation -7= o, combinée avec (^), reproduit la solu-
tion déjà obtenue x=o.
495. Si Ton avait supposé a<b<c, les coefficients A,B seraient toujours restés positifs, et rien n'aurait été changé à la discussion qui précède, si ce n'est qu'on aurait trouvé les grands axes des projections elliptiques dirigés suivant \esjr.
Il ne s'agit donc plus que de construire les projections des lignes de courbure sur le plan qui comprend le plus grand et le plus petit axe de l'ellipsoïde, et qui devient celui des x/ dans l'hypothèse
Le coefficient B reste positif; mais comme le coefficient A devient négatif, il résulte de l'équation (8) que les deux valeurs de la constante a sont toujours de même signe. Nous disons de plus qu'elles sont toutes deux négatives, ce qui suppose l'inégalité
Ao— Ajî— B<o,
ou, par la substitution des valeurs de A, B,
Mais, de ce que le point {Xo'tjoj^^ appartient à la surface de l'ellipsoïde , il résulte
(le signe < n'excluant pas le cas d'égalité) ; et si cette
inégalité est satisfaite, la précédente l'est à fortiori y car
T. II. ao
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les Vapports
sont plus petits que l'unité, par suite de l'hypothèse sur Tordre de grandeur des lignes a^b^c. De plus, en vertu de l'équation (7) et des signes de A,B,a, la constante P est toujours positive.
En conséquence, on peut poser -= — ^%ft = Yi'; de
sorte que la double série des lignes de courbure se confond avec la série des ellipses qu'on obtient en faisant varier dans l'équation
les paramètres $,7i qui sont eux-mêmes les coordonnées d'une ellipse auxiliaire
Le paramètre Ç' varie entre les limites
tandis que rî^ varie entre les limites
bHa'—b')
Quand on prend $*=:o, l'ellipse (/^ ) se confond avec l'axe des /, et elle est allongée dans le sens des j
tant qu'on a Ç^<— 7-. Elle devient un cercle lors-
que ^^ atteint cette valeur, puis s'allonge dans le sens des jc pour des valeurs croissantes de $*; se confond avec la section de l'ellipsoïde par le plan xjy quand on a $*=a*; s'allonge de plus en plus, et finalement se confond avec l'axe des x quand ^^ atteint sa limite supérieure, ou lorsque yi* s'évanouit {/îg. 98).
Il reste à considérer la solution singulière donnée par
l'équation
solution réelle à cause du signe négatif de A. La valeur de^' qui s'en déduit, étant substituée dans (e), donne b\a' — c*)x* ± lai v/(fl»— c»)(c> — *=•) . xy + a\c^ — h^)f
et cette dernière équation se décompose dans les deux suivantes
b[/a^ — c2,xdzai/c* — ^.^*=>— aAu^«» — ^a, qui sont les équations de quatre droites passant par les sommets de l'ellipse auxiliaire (lo). D'après la théorie des intégrales singulières, ces quatre droites doivent toucher toutes les ellipses données par l'équation (y^), comme on peut le vérifier en ayant égard à l'équation (lo) qui ne laisse arbitraire qu'un des paramètres $,r,.
La section de l'ellipsoïde par le plan ary^ étant l'une des lignes de courbure, touche les quatre droites qui viennent d'être déterminées, en quatre points o^o\o" ^c!'\ qui sont précisément les ombilics de la surface. Car on trouve pour les abscisses de ces points
et dans cette formule, b désigne le plus petit axe de l'ellipsoïde, c l'axe moyen, en sorte qu'elle se confondrait avec la formule [fi) si l'on désignait par h l'axe moyen et par c le petit axe, ce que ces lettres représentent en effet dans l'équation (A).
La solution — =:o ne ferait que reproduire les solu-
tions particulières xzzro, yz=:io,
ao.
L'élégante construction des lignes de courbure de rellipsoïde a été donnée par Monge, et M. Leroy y a apporté un perfectionnement en tenant compte du facteur Ay'*-j-i pour obtenir directement la solution singulière, ce tjui rentre au surplus dans la théorie générale.
496. Nous avons dit [a 7 7], et l'on pourrait admettre comme évident que la sphère est Tunique surface qui ait en tous ses points ses deux rayons de courbure égaux et dirigés dans le même sens. Afin de ne rien laisser d'essentiel à désirer dans cette partie importante de la théorie des surfaces, nous placerons ici la démonstration de la proposition que l'on vient de rappeler.
Les deux équations aux différences partielles qui doivent être satisfaites en tous les points de la surface dont il s'agit, sont [28a]
{i+q^)s — pqt=^o, (i +p^)s — /?yr = o; et elles peuvent être écrites sous la forme
dy ^ dx '
Dans l'intégration, il faut remplacer la constante arbitraire par une fonction arbitraire de la variable indépendante , autre que celle relativement à laquelle l'intégration s'opère, et ainsi l'on a
d'où
<fx ^r
- (fx.dx + ify.dy
Mais l'équation de toute surface doit satisfaire à la condition d'intégrabilité
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el cette dernière équation doit se vérifier identiquement, c'est-à-dire indépendamraent des valeurs de x^ y. Par conséquent , il faut qu'on ait
y désignant une constante arbitraire. De là on tire en intégrant
i/k^ — (x — a)» — (^ — by
et en intégrant de nouveau
équation d'une sphère dont le rayon et les coordonnées du centre sont arbitraires.
497. On sait [iîi6] que les projections en :r^ des lignes de niifeau et des lignes de plus grande pente dune surface ont respectivement pour équations différentielles
Cela posé^ si une famille de surfaces est caractérisée par une équation aux différences partielles de la forme
/(•^ir,^j=o, on a/(j:,7,y) = o, pour Téquation
différentielle des lignes de plus grande pente, commune à toutes les surfaces de cette famille.
Par exemple, les surfaces de révolution autour de laxe des z étant caractérisées [2 54] par l'équation aux différences partielles /7j)^=^x, l'équation des lignes de
plus grande pente est xy-==y^ d'où j^^=iic.r, c désignant une constante arbitraire; et en effet les lignes de plus grande pente se confondent avec les méridiens de la surface qui se projettent en xjr suivant des lignes droites passant par l'origine.
De même les surfaces conoïdes droites [a 53], dont l'équation aux différences partielles est px=i — qy^ ont, pour l'équation différentielle des projections de leurs lignes de plus grande pente, jr/'^ — Xj d'où x^^y^=c^\ c'est-à-dire que les lignes de plus grande pente, pour toutes les surfaces de cette famille^ se projettent suivant des cercles dont le centre est à l'origine des coordonnées: comme on le conclut de ce que toutes les lignes de niveau sont des droites passant par l'axe des z.
Les lignes de niveau de l'ellipsoïde
se projettent en xj suivant les ellipses concentriques et semblables données par l'équation
le paramètre k pouvant varier entre zéro et l'unité. L'équation différentielle des projections des lignes de plus grande pente prend la forme
a^dx b^dy
d'où , en désignant par y une constante arbitraire,
Quand les axes a, b sont commensurables, les lignes de plus grande pente deviennent des courbes algébriques; sinon, ce sont des courbes transcendantes.
Soit {x^^y\^ z^ un point de l'ellipsoïde par lequel on
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veut faire passer la ligne de plus grande pente : l'équation (k) devient
et quelles que soient les valeurs rationnelles ou irrationnelles assignées aux exposants a^^ b^j la courbe a un cours continu pour toutes les valeurs de x^y qui sont respectivement de mêmes signes que x^^ y^. En d'autres termes, si nous imaginons l'ellipsoïde partagé en (|uatre régions symétriques par les plans rectangulaires des xz et des ^2, la courbe n'éprouve, aucune solution de continuité tant qu'elle ne sort pas de la région à laquelle appartient le point {x^^j^^z^. Elle vient toucher au sommet de l'ellipsoïde le plan des xz ou celui des jz , selon qu'on a «*> ou <é'; et elle s'y raccorde avec toute autre ligne de plus grande pente, construite arbitrairement dans l'une des trois autres régions de l'ellipsoïde, ou même dans celle où se trouve déjà le point
Dans le cas particulier de la commensurabilité des nombres «% ^% on peut, pour plus de simplicité, les remplacer par des nombres proportionnels w, /?, entiers et premiers entre eux, ce qui revient à multiplier par un facteur constant les équations (^;'),(^*'). Alors la ligne de niveau, devenue algébrique, ne peut, en tant que courbe algébrique, s'arrêter au sommet de l'ellipsoïde , et elle ne forme algébriquement qu'une seule et même courbe avec une autre ligne de plus grande pente, de manière que la projection sur le plan xy de la courbe complète offre l'une des dispositions indiquées par les fig. 99, 100 et loi. Si l'on suppose, ce qui n'ôte rien à la géné^ ralité de la construction, m> n^ ou ii^yfP^ Vdfig, 99
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correspond au cas de m impair et n pair, ^'^fig- loo au cas de m pair et n impair, \^fig. loi au cas de m et /i tous deux impairs. Or, il est bien évident que la commensurabilité des nombres a^, b^ ou m^ n^ la propriété arithmétique des nombres m^n^ d'être pairs ou impairs, ne changent rien aux conditions géométriques du problème qui consiste à tracer sur un eUipsoïde des lignes de plus grande pente, ou sur un plan des courbes perpendiculaires à une suite d'ellipses concentriques et semblables. Il n'y aurait aucune raison géométrique du changement brusque de forme qu'éprouveraient les lignes de plus grande pente ou leurs projections, en subissant par exemple au sommet de l'ellipsoïde ou à l'origine des coordonnées, une inflexion au lieu d'un rebroussement, et cela en vertu d'une variation aussi petite qu'on le
voudrait dans le rapport — , qui est celui des carrés de
deux demi-axes de l'ellipsoïde. Il faut donc reconnaître que la liaison deux à deux des lignes de courbure partant du sommet, dans le cas de la commensurabilité du
rapport —, est un fait de pure algèbre, une conséquence
de la règle des signes , dont la nature du problème ne rend pas raison, et qui ne correspond à aucun fait géométrique.
Ces observations étaient essentielles pour compléter ce que nous avons dit jusqu'ici, et notamment dans le cbap. lY du quatrième livre, sur la nature des connexions entre la géométrie et l'algèbre.
499. La pente de la surface au point {x^j^z)esX mesurée [i 26] par le radical J/^T^I^, qui devient pour l'ellipsoïde
Sur une même ligne de niveau le maximum et le mini^ mum de pente correspondent donc au maximum et au mimmum, de la fonction
or» r* l + Ti'
qui dévient, en vertu de l'équation (i\
Supposons, pour fixer les idées, a>b\ le maximum de la fonction correspondra à a:=o, et le minimum à 3c=u ouà/i=o. Ainsi la section de Tellipsoïde par le plan qui comprend Taxe vertical et le plus petit des deux axes horizontaux, est la ligne de plus grande pente sur laquelle, pour la même hauteur verticale , la pente est la plus graude; ou, dans le langage des géomètres, cette ligne correspond à un maximum muximorum. Au contraire, la section de Tellipsoïde par le plan qui comprend avec l'axe vertical le plus grand des axes horizontaux, est la ligne de moindre pente y parmi les lignes de plus grande pente , et elle correspond à un minimum maxi-nmrum.
'500. Les lignes de plus grande pente sont celles que uécrirait sur la surface à laquelle elles appartiennent un filet liquide, cédant à l'action de la pesanteur. L'ensemble des lignes de plus grande pente que l'on peut concevoir tracées à la surface du sol, détermine le système orographique et hydrographique d'une contrée. Le voyageur qui remonte une vallée, côtoie une ligne de plus grande pente, occupée d'ordinaire par le lit d'un cours d'eau, et qu'on désigne sous le nom allemand de thalweg. A
sa droite et à sa gauche, les ravinements des collines dessinent d'autres lignes de plus grande pente, dont le thalweg, dans Thypothèse idéale d'une parfaite continuité de formes, serait la ligne de contact ou l'asymptote. Les croupes des collines ou des montagnes se terminent à la ligne de faite^ ou ligne de partage des eaux, qui serait aussi , dans les mêmes circonstances, la ligne de contact ou l'asymptote des lignes de courbure ordinaire. Par rapport à celles-ci, les lignes de faîte et de thalweg sont encore des lignes de moindre pente^ dans le sens qui vient d'être expliqué. Enfin les lignes de faîte et de thalweg vont se couper à angles droits, en tournant leurs courbures dans des sens opposés, en des points que l'on nomme cols^ qui sont ceux où l'on dirige le tracé des routes et des canaux pour franchir la ligue de faîte, et qui correspondent à des minima relatifs de l'ordonnée verticale de la surface.
Tel est le type géométrique auquel on peut rapporter la configuration des vallées dites diérosion^ c'est-à-dire de celles qui ont été creusées par des actions lentes et continues : mais en général les grandes inégalités de la. surface du sol ont été le produit d'actions convulsives et de dislocations dont les traces ne sont point effacées, malgré l'influence prolongée des agents atmosphériques qui tendent sans cesse à combler les failles et à adoucir l'aspérité des contours. Il en résulte des solutions de continuité dans les valeurs des coefficients /? et ^ : le plan tangent et la normale passant brusquement d'une direction à une autre. Alors les lignes de faîte et de thalweg sont remplacées par des arêtes que les lignes de plus grande pente ordinaires rencontrent sous des angles finis.
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501. La détermination des projections des lignes de plus grande pente rentre, comme cas particulier, dans un problème qui a acquis de la célébrité, sous le nom de problème des trajectoires ^ à l'époque où les Bernoulli , mettant en œuvre les idées de Leibnitz, donnaient au calcul intégral ses premiers développements.
On a appelé trajectoire^ dans un sens purement géométrique, la courbe qui coupe sous un angle constant toutes les lignes que représente l'équation
quand on y fait varier sans discontinuité le paramètre a. Si l'angle d'intersection est droit, les deux systèmes de courbes orthogonales peuvent être pris pour les systèmes des projections sur le plan xj des lignes de niveau et des lignes de plus grande pente d'une surface.
Soit en général a la tangente de l'angle d'incidence des trajectoires, $,yi les coordonnées courantes d'une trajectoire, parallèlement aux ^ et auxj^* : on aura au point d'intersection,
dy dF dF /"dn df\\ f _ ^ dn df
dx •
dF dF _f^ ^r\ ( f^ ^^
^- ^' '^—\dl~dœ) • V"*"^'^/
(dF dF dy\\ dF dfi dF .
^Kd^~di 'dïJ — dx^dl'^ dx' ^"^^
Au point d'intersection on a x=:^jjr=yi^ en sorte que Téquation précédente ne contient de variables que Ç, yi,
^, et le paramètre a. Après qu'on a chassé ce paramètre au moyen de l'équation F(^,rj,r/)=:o, l'équation [m) est l'équation différentielle des trajectoires.
Prenons pour l'équation des courbes coupéesy=a2f: l'équation difTérentieile des trajectoires sera d'après ce calcul
a( nl + mn ^^ )+ m-ti — ni -ïf='«; W
et comme elle est homogène, on pourra la traiter par la méthode du n** 439* Dans l'hypothèse /w=/i=i, le système des lignes coupées étant un système de droites qui passent par l'origine, l'équation (m') devient
d'où l'on tire, en divisant par Ç*-|-^* et en intégrant,
a log . V/fnjT^ — arc tang v^=c.
Si l'on fait
Ç=3rcosç, V) = rsin9, c"==A,
l'intégrale prend la forme
et elle est l'équation d'une spirale logarithmique [i8i], courbe qui a en effet pour caractère de couper sous un angle constant les droites menées par le pôle.
Pour avoir les trajectoires orthogonales^ il faut poser a=ço y ce qui réduit l'équation (m') à nldl-^mrficbi=o. L'intégrale /zÇ*-J-/7zyi*=zc appartient à une série d'ellipses ou d'hyperboles concentriques et semblables , selon que les exposants m^n sont de mêmes signes ou de signes contraires , c'est-à-dire suivant que les courbes coupées sont du genre des paraboles ou des hyperboles.
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SIMULTANÉES
502. Considérons, comme dans le n** i65, un système de V équations entre la variable indépendante t^ les V variables x,jk,2, . . . qui dépendent de /, et leurs dérivées 'V'j/^z\. . ,x"y\z" . . .etc. : le problème de l'intégration des équations différentielles simultanées consiste à tirer d'équations qui se présentent sous cette forme les valeurs de x,/,2. . . ., en fonction de t, en donnant à ces valeurs toute la généralité qu'elles comportent, par l'introduction d'un nombre convenable de constantes arbitraires. Pour fixer les idées sur une application, imaginons des points matériels en mouvement dans l'espace, et qui exercent les uns sur les autres des actions attractives ou répulsives, variables avec leurs distances mutuelles; désignons par t le temps; par t,j,z; a:,,^„z,, etc., les coordonnées des points mobiles : les variations infinitésimales des vitesses dépendront des forces auxquelles les points matériels sont soumis , et par conséquent des coordonnées en fonction desquelles s expriment leurs distances mutuelles; les vitesses mêmes s'exprimeront par les variations infinitésimales des coordonnées; et sans qu'il soit besoin d'entrer dans des développements qui appartiennent à la mécanique, on conçoit que toutes ces liaisons doivent conduire à des équations où entrent à la fois les coordonnées des points
mobiles et leurs coefficients différentiels, pris par rapport au temps. Il s'agit d'en tirer les valeurs des coordonnées en fonction du temps , puis d'éliminer la variable t^ de manière à avoir des équations entre Xyjr^z\ .r,, jKi, 2x, etc., qui sont celles des courbes décrites dans l'espace par les points mobiles. La plus belle question de la philosophie naturelle, la théorie des mouvements planétaires, se trouve ainsi ramenée à un problème d'intégration qui porte sur des équations différentielles simultanées.
503. De quelque manière que l'on obtienne le système des équations intégrales, ou le système des équations en t^x^y^ 2, etc., qui satisfait aux équations différentielles proposées, ce système, pour avoir le même degré de généralité que le système proposé, doit contenir un nombre déterminé de constantes arbitraires, nombre qu'on assignera sans difficulté, dans chaque cas particulier, par des considérations analogues à celles qui ont été présentées au n"* 4^5.
Prenons deux équations
f{t',x,x\ ....^cm);^,y, ..../«>) = o, (/;
f,{t',x,x\ ^('"^^;j,/, jK)) = o; (/,;
et examinons en premier lieu le cas où Ton aurait m>m^^ n<n^. Si, pour une valeur de t que nous désignerons par 4, on se donne arbitrairement les valeurs correspondantes
x^, <,.... •^o^'"-'>; jo,/o, .... 7o<"'-^> , [0)
on tirera de l'équation ( /) la valeur de ^«^"^ de le- <juation ( /[) la valeur de jKo^'''^ et de leurs dérivées successives les valeurs de
.270^'"+'),^;^'"+*), etc.; jo^">+'), 70^"'+*) , etc. On pourra donc construire, par la série de Taylor, les
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valeurs de .r, >' en fonction de tj qui contiendront les constantes arbitraires (o), en nombre m 4- /i,. Donc, sous quelque forme qu'on obtienne les deux équations intégrales par lesquelles sont déterminées les valeurs de x^f eu fonction de t^ il est essentiel que ce système d'intégrales renferme m +/i, constantes arbitraires, telles que le système des quantités (p) puisse se déduire des valeurs de ces constantes, et réciproquement.
Le raisonnement serait encore le même si l'on avait à la fois /72=:mx, /^=^^,, ou si l'une seulement de ces égalités subsistait.
Mais si l'on avait à la fois m>m^^ n>n^^\e calcul ne pourrait plus se faire de la même manière. Admettons, pour fixer les idées, que l'on ait
m+n^ > m^-{-ny ou m — /w, > n — n^ : '
on différentiera Ai'^ — /ï, fois l'équation (/^), ce qui donnera :
Au moyen des valeurs initiales (o\ en nombre m -^ n^j on déterminera par les équations (/), (/) et (f/) les valeurs de
ensuite, les dérivées successives de l'équation (/*) et de la dernière équation {J'\) détermineront de proche en proche les valeurs de
or^C^+O, a:^('»+»), etc. ; 7o^''■*■*^ /«^""^"^ etc. ;
et l'on pourra construire les valeurs générales de .r,/' par la série de Taylor, comme précédemment. Donc , dans tous les cas , le système des intégrales complètes
des équations (/^, (/[) doit renfermer m-hn^ constantes arbitraires : m-hn^ étant le plus grand des nombres
504. Nous savons [i65] qu'il est toujours possible de tirer d'un système d'équations différentielles, en même nombre que les fonctions Xj jj Zj etc. , de la variable indépendante ty une équation finale qui ne contiennne que t, X et les dérivées de x par rapport à /. Ainsi le, problème de l'intégration d'un système d'équations différentielles simultanées peut toujours se ramener à l'intégration d'équations différentielles ordinaires, entre deux variables. Ordinairement il suffit d'intégrer l'équation différentielle finale entre t et x i les valeurs des autres variables j^, 2, etc., en fonction de t sont données par de simples éliminations algébriques ; et dans ce cas le nombre des constantes arbitraires qui doivent entrer dans les intégrales complètes du système proposé, marque l'ordre de l'équation finale en t et x. Mais il peut arriver aussi que^',y ... s'en aillent avec/, dans le calcul d'élimination qui conduit à réquation finale, dont l'ordre se trouve en conséquence abaissé. Après l'intégration de celle-ci, on a à intégrer, pour déterminer la valeur de / en tj une équation de la forme
Les constantes arbitraires, amenées par cette nouvelle intégration , complètent le nombre des constantes qui doivent figurer dans les intégrales générales du système proposé. Une discussion plus minutieuse des différents cas possibles compliquerait l'exposition de cette théorie, sans utilité réelle.
505. On peut, dans certaines circonstances, sans avoir besoin de former l'équation finale, intégrer conjointement des équations différentielles simultanées. Ix^rsqu on
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a, par exemple, entre trois variables x^j- / deux équations linéaires du premier ordre, il est toujours possible de les mettre sous la forme
Pi Qi V, P„ Q„ V, désignant des fonctions de la variable indépendante t. Multiplions la seconde équation par un facteur \ fonction de la même variable t^ et faisons l'ad-» dition membre à membre avec la première équation : il viendra
a:' + x/-*-(P+^P.)^ + (Q+>Q,)-r=v+xv..
Posons M=j:-h^jr, u désignant une autre variable auxiliaire: nous aurons x' •\'\y'-=Liji — /X', eten substituant,
ii'+ (P+XPO«— j^ [X'+X(P+XP,)— (Q+XQ J] =V+XV. .
Si Ton détermine la fonction X de manière à satisfaire a i équation
x'+x(p+xpj_(q^xq;) = o, («)
laquelle ne renferme que X et t^ il n'y aura plus qu'à substituer cette valeur de X dans l'équation
tt' + (P4-XPJii = V4-XV,, (6)
où n'entreront alors que les variables u et t^ et qui est linéaire par rapport à u.
Lorsque les coefficients P,Q,Pi, Q^ sont constants, on satisfait à l'équation {a) en prenant pour X l'une des racines X,,Xa de l'équation du second degré
X(P + XPJ-(Q+xQ.)=o. («)
Substituons successivement ces deux racines à la place de X dans l'équation (^) ; désignons par m], m, les valeurs correspondantes de 1/ , et par Cx,C, des constantes arbitraires : l'intégration donne [44^]
M. =:a? -h X jr = e-(>^+X.PO' [C. +/rf/ (V-f-X, V>CP+>«^0'] , (4,) «.^a:4-X^=e-(^*+X.P.V[C,4-/rf^(V-*-X.V,)/^(P+X.^>] ; (*.)
d'où
On change, comme à l'ordinaire, les exponentielles eo sinus et cosinus, si les racines de (a) sont imaginaires.
En cas d'égalité des racines X., \, les valeurs de x,/ deviennent infinies, à moins qu'on ne pose Ci=C,, ce qui les met sous la forme -^; mais on lève l'indéter* mination comme on l'a fait dans un cas semblable [463], en prenant les dérivées des numérateurs et des dénominateurs par rapport au paramètre X,, après quoi l'oi) pose dans cqs dérivées X, = X^.
506. Admettons maintenant que l'on ait trois équations linéaires du premier ordre entre x^/j z et la variable indépendante t : on pourra toujours les ramener
à la forme
x'-^-Vx + Qx+Rz =V,
P,Q, R,V;P„ etc. désignant des fonctions de t. Si l'on fait l'addilion membre à membre, après avoir multiplié la seconde par un facteur X et la troisième par un facteur {^, il viendra
a:'.4-Xy+itz'-h(P.|.XP, + H^P,)a;4-(Q+XQ.+f*Q.)7
+ (R+XR,4-jaR.)z=V + XV.-+.ixV, .
On fera ensuite
'»? + V+P^=^> d'®^ ^'+>7'-f.fxz'=M' — jrk' — z^i.' , et par la substitution,
u'+ (P+XP,+jxP,)a
_j[X' + X(P+XP,+fxP.)_(Q+xQ.-hFLQO] — z [i*'4- KP+ ^P. -H f^P.) — (R 4-^R. +f* R.)]
EQUATIONS DIFFERENTIELLES SIMULTANlÊES. 323
Il est permis de disposer des fonctions \ \l de manière à satisfaire aux équations
V4-X(P+XP,+fAP,)— (Q + >Q. + |.Q,)=o,j . ^'4.^(P+XP. + |xP,)— (R-|-XR,+|.R,)= o .p'^^
Quand elles pourront s'intégrer, on en tirera les valeurs de X, \L en fonction de t pour les substituer dans la troisième équation
tt'+(P+XP.+ jxP,)a=V-l-XV, + îxV,, (d)
où n'entreront plus que les variables u et t^ et qui est linéaire par rapport à u.
Admettons, comme plus haut, que les coefficients P,Q,etc., se réduisent à des constantes : on satisfait aux équations (c) en prenant pour \ pi les racines des équations numériques
X(P+XP, + f.P,)-(Q-hXQ.4.itQ,) = o, (t(P-+-XP.-hfiiî^,)— (R+XR.+îaR.) = o .
Afin de faciliter l'élimination, nous poserons
P+XP,+(aP. = w, (e)
ce qui donne
X(w-QJ— ttQ.=Q, |x(/w— RJ— XR,=R . {e')
Les valeurs de \ (i, tirées de ces équations linéaires et substituées dans l'équation (e) , conduisent à l'équation finale en m {m-P) (m-Q J (m-R.)- Q.R^ (;„_P) _P,R(;n-Q, )
- PxQ ('^H.)= P,Q.R+P.QR, .
Celle-ci étant du troisième degré, a trois racines m^^m^jin^y auxquelles coi^respotident pourX, [t, en vertu des équations (^'), trois systèmes de valeurs X.,,(jLi; >.„(*,; X3, (A3. L'équation (d) devient
en y substituant successivement pour m,X,p. les trois
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systèmes de valeurs dénotés par les iDdices(i)^(2), (3], et en intégrant, on obtient les trois équations
^ + ^3/ + M=^-«s'[C3+/rf/ (V+X3V,+ jx,V.)(?«3'] ;
d'où il est facile de tirer x^jy^z en fonction de / et des constantes arbitraires C^C^Ca. Rien ne serait plus simple que de généraliser ce calcul, en l'appliquant à un système d'équations simultanées, linéaires et du premier ordre, renfermant un nombre quelconque de variables.
507. On peut aussi , dans le seul cas qui se prête généralement à une intégration effective, celui où les coefficients P,Q,. . ., P,,Q,,. . . etc., sont des nombres constants, donner au calcul une marche synthétique, plus analogue à celle qui a été suivie [455 et suii^] pour les équations différentielles linéaires, à coefficients constants et à deux variables seulement.
Soit d'abord
.r' + P^ + Qj+R^-i- -|-Um=o, \
/ + P,^-f-Q,7 + R,z+ +U,ii=o,
y + Pa^+Q,J-4-R,24- +U.i£=o, } (^
m'+P»_x ^+Q«-^r+R«~i ^H-..+U^,a =zz o,
un système de n équations , sans derniers termes et a coefficients numériques, entre les n variables XjjTyZ^. . .<^ fonctions de /, et. leurs dérivées du premier ordre : on aperçoit la possibilité d'y satisfaire par un système de valeurs particulières
^=C^'^, 7=XC^-«', z={xO-'"', «==uO^,
C désignant une constante arbitraire, et X,|ji,. . . u des nombres donnés par le système des n équations alge-
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briques
P +XQ+jxR+ +uTJ=7w,
Px +XQ,+ixR, + +uU.=X/w ,
P.+>^Q. + l*R.+ 4.uU, = fxyw,
P„-, + XQ^, + [iRn-i + +uU„_, = U77î .
On peut substituer, dans la première de ces équations^ les valeurs de ^^ [jl,. . .u en fonction de m^ données par les autres équations du même groupe, en nombre n — i ; et, d'après la règle de Bezout , ces valeurs sont exprimées par des fractions dans lesquelles m entre au numérateur à la puissance n — 2, et au dénominateur à la puissance n — i : donc l'équation finale en m est du degré /^. Ses racines étant désignées par m^^m^^. . ./7z„, et les mêmes indices affectant les valeurs correspondantes deX,pL,. .u,C, oh a pour les intégrales complètes du système {g\
Supposons maintenant qu'il y ait aux seconds membres des équations (g) des fonctions de t désignées par V,V„ Va,. . . V„., : les équations (g^) seront encore les intégrales générales du système, pourvu que les facteurs C„Ca,. . .C„ désignent, non plus des nombres constants,, mais des fonctions de t qui satisfassent aux équations
\C'ie— i'-hX,C',e-^«'+ +X„C;c^»^ = Y, ,
.[i,G,eT-x'+ [!,€',«-'"•'+ + l^»C'«6-'"»' = V, ,
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On tirera de ces équations , par une élimination ordinaire^ les valeurs des dérivées C',,C'a,. . .G'„, et par des quadratures subséquentes les valeurs des fonctions C,yC^^. . .Cnj qu'il faudra ensuite substituer dans les équations (g^,).
508. On a vu qu'on peut éliminer une variable d'un système d'équations différentielles simultanées, en sobs^ tituant aux. proposées des équations différentielles en moindre nombre, mais d'un ordre plus élevé [i65]: réciproquement on peut abaisser l'ordre d'une ou de plusieurs des équations proposées, en se donnant à intégrer simultanément un plus grand nombre d'équations différentielles. Ainsi l'intégration du système des deux équations linéaires du second ordre
/' +py +Qy +'R^^ + s.r= V, ,
peut être, ramenée à dépendre de l'intégration simultanée des quatre équçitions, linéaires du premier ordre entre les variables a:,/, Ç,tii,^ :
5'+PÇ+Qy, +R^Hr'Sy =V,
D09C les ciileuls qui précèdent sont susceptibles de s'appliquer à l'intégration simultanée des équations linéaires d'ordres quelconques.
Ô09. Désignons par
/«(^;^>r>^> y^'yfi^'j )=o', F ^j
un système de n équations différentielles, simuttances ou
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premier ordre, et par
le système de leurs intégrales complètes, dans lesquelles les constantes a, a,,. . .a,,^., introduites par l'intégration, se trouvent combinées d'une manière quelconque. En général, on peut , par une élimination dirigée coiivenablement, transformer ce système d'équations dans un autre
fOj^iXf ^9 .... ; a) =0,
équivalent au précédent, et qui jouit, comme celui-là, de la propriété de satisfaire au système (/*) avec toute la généralité requise. Si maintenant on détermine cLyU^^. . .a„.i en fonction de t; x,j^,z,. . .par les équations
df ^ rff, ^ ^fn~i ^ /m
et qu'on substitue les valeurs^ ainsi trouvées dans les équations ( f ), on forme d'autres équations
<p(/fa;,7,z, )=o,
qui, prises ensemble, satisfont au système (/), mais en qualité d'intégrales singulières ; à moins que, par accident, les valeurs de a, a^, . . . a„^, tirées des équations (f '), ne se réduisent à des constantes, ou à des fonctions de
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t; ûÇjjr^Zy. . .qui prennent elles-mêmes des valeurs cons' tantes, en vertu des équations (<p).
Au lieu de prendre à la fois tout le système (f) ou tout le système (ç), on pourrait remplacer partiellement certaines des équations (f) par leurs correspondantes dans le système (ç), c'est-à-dire f> par ç,, et ainsi de suite. On fprmerait ainsi des systèmes mixtes, qui satisfont encore à leur manière au système des équations différentielles proposées.
Cette analyse s'étendrait, s'il était nécessaire, aux équations différentielles simultanées , d'ordres quelconques.
510. Pour donner un exemple d'intégration simultanée dans le cas où les équations différentielles proposées ne sont pas linéaires, et pour indiquer en même temps l'application qu'on peut faire de la théorie des intégrales singulières aux* équations différentielles où toutes les variables sont mêlées, prenons les deux équations du premier ordre à trois variables
(^x/+jrx'y-^8tx^y = oy (i)
a:j — 7 ( xy — x^) = o . (a)
£n les différentiant on a
nxy — 1{ œy'^ — a!' y ) = o .
Si l'on tire de la seconde de ces équations dérivées la valeur de «rjr pour la reporter dans le second membre de la première, on mettra celle-ci sous la forme
( a! 'y + %x'y + xf) ( x'y + / V -r a^ ) = o , (3) çt on la décomposera dans les deux équations
x'y^ ix'y :+. ^/ = o , (4)
oî'j +ya? — : a^ = o . (5)
L'équation (4) équivaut à
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--^^o /d'où ay^==at+B , (6)
Uy b désignant deux constantes arbitraires.
Ces deux constantes ne sont pas indépendantes Tune de l'autre; car les deux équations (1)9 (^) doivent s'accorder lorsqu'on en chasse^,/' au moyen de l'équation (6) ; et l'on trouve que, pour rendre ces deux équations
identiques, il faut poser b:= — --; au moyen de quoi l'intégrale (6) devient
a:xz=^at -• (7)
Chacune des équations (i) et (a) donne ensuite
adt . doc
d'où, en intégrant et en désignant par c une constante
arbitraire,
xHz=ic{^t — a) . (8)
En conséquence, le système des équations (7) et (8) donne les intégrales complètes* des deux équations proposées (i) et (a).
On peut substituer à l'équation (8) une autre équation plus simple; car on en tire
xt z=z Ac • ac • - >
JC X
tandis que l'équation (7) donne
donc, si l'on désigne par a, une nouvelle constante arbitraire, telle que aa,=4c, L'équation (8) pourra être remplacée par
xt = a^. (9)
Maiptenant, si l'on emploie le second facteur de l'équa-
tion (3), et qu'on élimine x\y entre l'équation (5) et
les deux proposées, il viendra
xy=V, (lo)
intégrale singulière, puisqu'elle ne contient pas de constante arbitraire, et qu'elle ne peut pas rentrer dans l'in* tëgrale (7), par une détermination convenable de la constante a. D'ailleurs la dérivée de l'intégrale (7) par rapport à a donne a =2^, et cette valeur reportée dans l'équation (7) fait retomber sur l'iutégrale singulière (10), conformément à la théorie exposée dans le n^ précédent.
Au moyen des valeurs de^,^, tirées de l'équation (fo), les proposées se changent l'une et l'autre en X — 2^'fc=o, d'où, en intégrant et en désignant par a une constante arbitraire,
X^ z=.fit . (11)
D'ailleurs il est aisé de voir que le système des équations (jo),(i i) devient identique avec celui des équations (9), (10), quand on pose cc==a^.
511. Si l'on excepte les équations différentielles linéaires dans lesquelles les fonctions de la variable indépendante et leurs dérivées sont multipliées par des nombres constants , il est bien rare que des équations différentielles simultanées puissent s'intégrer autrement que par approximation. Dans certains cas, et notamment dans les problèmes relatifs aux mouvements des corps célestes, on a donné à l'approximation une forme trop remarquable pour que nous ne l'indiquions pas brièvement.
Afin de fixer les idées, soient
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deux équations entre le temps t et les coordonnées x^j: d'ud point mobile sur un plan. Admettons de plus que l'on ait
f)?}^!? ?i désignant d'autres fonctions des mêmes variables et de leurs dérivées, et 8 un nombre très-petit : de sorte que, si Ton supposait ce facteur e tout à fait i\ul , les équations du problème se réduiraient à
Supposons enfin que le système formé 4^ ces dernières équations puisse s'intégrer, et qu'il ait pour intégrales générales
a^b^c^ etc., désignant les constantes arbitraires amenées par l'intégration. Si l'on élimine t entre ces deux équations, on aura
pour l'équation de la courbe que le point mobile décrirait sur le plan xjr^ dans le cas où l'on pourrait supposer ntll le fecteur e.
M^ûntenant il sera permis de représenter encore par les équations {/) les intégrales générales des équations (Â), dans lesquelles on ne suppose plus nul le facteur e, pourvu que dans les fonctions F, F, on regarde les paramètres a, £, c, etc., non plus comme des constantes, mais comme des fonctions de* la variable indépendante t, qu'il &ut déterminer de manière à satisfaire aux équations (h). D'après l'hypothèse, celle^i ne diffèrent des équations (ho) que par la présence de termes qui restent très-petits : donc où peut traiter comme de très-petites quantités les dérivées ou les (luxions
da db de ,,.
qui s'évanouiraient rigoureusement avec e. Ordinairement il y a lieu de profiter de cette remarque pour simplifier les équations qu'il s'agit de traiter, et qui se trouvent substituées au système des équations proposées.
Dire que les fluxions (Ji) sont des quantités très-petites, c'est exprimer en d autres termes que les paramètres â(,é,c, etc., varient très-lentement, ou conservent pendant un long laps de temps des valeurs sensiblement constantes. Donc, si l'on observait à une certaine époque le mouvement du point {x^y)y on trouverait qu'il décrit sensiblement la courbe donnée par l'équation (y), dans laquelle il faudrait attribuer à a, ^, Cj etc., de certaines valeurs constantes. Au bout d'un temps considérable, si l'on répétait les mêmes observations, on trouverait encore que le mobile décrit une courbe de même espèce, mais pour laquelle les paramètres a,é,c, etc., ont des valeurs sensiblement différentes de celles que leur assignaient les premières observations ; et ainsi de suite.
Il ne faut donc pas voir seulement un artifice ingénieux d'analyse dans la méthode d'intégration par la variation des constantes arbitraires^ dont Lagrange a été le promoteur, et dont nous avons vu une application élégante à l'intégration rigoureuse des équations difierentiellcs linéaires où les fonctions et leurs dérivées ne sont multipliées que par des nombres constants. Elle aurait pu être suggérée par l'observation des phénomènes, à la représentation desquels elle s'adapte naturellement dans des circonstances Comme celles qui viennent d'être définies.
CHAPITRE VIL
DE LA GONSTRUCTIOir DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES A UNE SEULE VARIABLE INDÉPENDANTE.
512. Nous avons discuté les cas principaux où l'on sait assigner la fonction qui satisfait de la manière la plus générale à une équation différentielle donnée , ou trouver l'équation générale des courbes qui jouissent en tous leurs points de la propriété exprimée par l'équation différentielle. Nous avons indiqué comment ^ lorsque l'intégration n'est plus possible sous forme finie, on peut encore souvent, ou ramener l'intégration aux quadratures, ou développer l'intégrale en séries convergentes, ou quelquefois même remplacer les séries par des intégrales définies, prises entre des limites spéciales, et susceptibles d'être évaluées numériquement, avec une approximation illimitée ^ pour chaque valeur de la variable indépendante. Mais une équation différentielle à laquelle aucun de ces procédés d'intégration n'est applicable, n'en détermine pas moins la série des valeurs numériques par lesquelles la fonction doit passer, apèrs qu'on a assigné, pour une certaine valeur de la variable indépendante, les valeurs correspondantes de la fonction et de ses dérivées, jusqu'à celle dont l'ordre est inférieur d'une unité à Tordre de l'équation proposée. Il peut même arriver que, par la discussion directe de l'équation différentielle, on découvre la marche et toutes les propriétés caractéristiques de la fonction qu'elle dé-
termine implicitement, mieux qu'on ne pourrait le faire à l'inspection de l'intégrale générale^ donnée sous forme finie, ou développée en séries, ou bien enfin exprimée par des intégrales définies ou indéfinies. C'est ce que M. Sturm a montré dans son beau mémoire sur la discussion des fonctions T, déterminées implicitement par l'équation différentielle du second ordre
dans laquelle 6,K désignent des fonctions de la variable indépendante x (').
Cette équation comprend celle de Riccati^ ou celles dont l'intégration par les séries et par les intégrales définies a fait l'objet du chapitre III du présent livre. Lorsque les fonctions G,K se réduisent à des constantes réelles et positives, la fonction Y représente un sinus ou un cosinus. Dans le cas général, la marche de la fonction V offre avec celle des fonctions sin et cos des analogies très-remarquables, que fait ressortir la discussion directe de l'équation (V), et qu'il faut voir dans le mémoire cité. Ce chapitre doit porter sur des considérations beaucoup plus élémentaires, et indispensables [4^7] pour compléter la théorie de l'intégration des équations différentielles.
Soit
une équation différentielle du premier ordre, à* deux variables, qui devient
(0 ^oyes le Journal de maihématiqiifs àp M. Lionville^ tom. I,
pag. X06.
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quand on la résout par rapport à ^. Pour chaque sys* tème de valeurs de x et de y y cette équation détermine le rapport de la variation infiniment petite de /* à la variation infiniment petite de x : elle détermine donc implicitement la différence finie des valeurs de /, correspondantes à deux valeurs de x séparées par un intervalle fini^ lorsque dans l'intervalle cfy- ne cesse pas d'être une quantité infiniment petite, ou lorsque la fonctionjr n'éprouve pas de solution de continuité du premier ordre; ce qui a lieu quand la fonction^ reste finie, et même dans certains cas, quoique la fonction^ passe par l'infini.
Désignons par Xo,X deux valeurs de x séparées par un intervalle fini; posons n^ = X — x^y n désignant un nombre assez grand pour que la quantité Ao: puisse être considérée comme une quantité très-petite du premier ordre [45]; faisons
x^z=:x^ -H Hxy x^ = Xo + aAiP , X3=zx^ + 3Aar , etc. ,
et désignons par/o^^i^Jaj etc.;yo,X> /,, etc., les valeurs dej'^jf qui répondent respectivement aux valeurs de X désignées par x^, x^, j:,, etc. Si l'on se donne arbitrairement la valeur^o* ^^ peut, avec l'équation (/"), calculer approximativement, de proche en proche, la sériç des valeurs de la fonction ^ entre les limites •^=«a;o, x = X. En effet, cette équation donne
^ Ion a, ^1 négligeant une quantité très-petite du second ordre,
Parla substitution de cette valeur de^i dans l'équation
on obtient la valeur àe y\y affectée d'une erreur qui ne peut être non plus, en général, qu'une quantité du second ordre; car, en général, la variation de la fonction/est une quantité de même ordre que les variations des quantités x^y dont elle dépend. On aura donc, aux quantités près du second ordre,
ra=rx-+-r'xA^=ro-+-/(^o,ro) •^+/(^i,ri) • ^ ,
et ainsi de suite. Comme n est, par hypothèse , un trèsgrand nombre , ou - une quantité de l'ordre de Aa:,
Terreur qui se commet, à chaque valeur de^ que Ton détermine, étant répétée n fois, peut amener sur la valeur trouvée pour Y qui correspond à X, une erreur égale à une quantité très-petite du premier ordre, ou de l'ordre de Ajc, et qui sera négligeable si l'on a pris pour A.r une quantité suffisamment petite.
Ce raisonnement tombe en défaut lorsque les dérivées
dx dy
sont susceptibles de devenir infinies, pour des valeurs de X et de/ qui tombent respectivement entre x^ etX, ^0 et Y ; car alors une variation très-petite du second ordre, attribuée à a: ou à ^, peut faire varier la fonction y de quantités du premier ordre: mais, dans ce cas même, si la fonction /ne devient pas infinie, on conçoit que la fonction^ passe, en vertu de l'équation (y*), qui en règle les variations infinitésimales, par une succession de valeurs déterminées ; bien que la méthode d'approximation ne soit plus propre à donner, avec une précision suffisante, une série de valeurs séparées par des intervalles finis (').
(') On n'a gaère occasion de pratiquer le calcul d'approKioi»-
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On remarquera que le calcul arithmétique qui vient d'êtfe indiqué/ équivaut à construire la courbe dont l'ordonnée est la fonction y ^ en substituant à cette courbe un polygone qui s'en rapproche d'autant plus que la ligne Ax a été choisie plus petite , et en se donnant en outre un point par lequel la courbe doit passer, et qui est un des sommets du polygone construit.
514. Quand la valeur de/', donnée par l'équation yj passe par l'infini , on peut renverser cette équation et écrire
en prenant^ pour variable indépendante. Si la fonction^ doit devenir infinie en même temps que^', l'équation différentielle, mise sous cette dernière forme, pourra servir à prolonger tant qu'on le voudra la branche de courbe mji[fig. loa), sur laquelle on a pris le point m^ pour point initial , et qui est située en deçà de l'asymptote PN, parallèle à l'axe des j. On ne pourra continuer la construction de la courbe, de l'autre côté de PN, qu'en se donnant arbitrairement un autre point initial /w'o, par lequel la branche nî^ sera assujettie à passer. Rien ne s'oppose à ce qu'on choisisse pour w!q comme pour m^ un point quelconque, sous la seule condition que les valeurs de ses coordonnées ne rendent pas. imaginaires les valeurs correspondantes de^ données par l'équation (/*).
tioo indiqué dans ce numéro, et par conséquent de désirer une expression rigoureuse des limites de Terreur commise. Cette expression a été donnée par M. Cauchy. On peut consulter là-dessus les ouvrages de cet habile analyste, et un mémoire de M. Biuet , inséré dans le Journal de math,., de M. Liou ville, tom. II, pag. 229. T. II. 22
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Quand on peut exprimer analytiquement l'intégrale de l'équation (/), la branche m'ji!^ qui doit être associée à /7^o/^9 se détermine ordinairement par la condition que la constante arbitraire ne change pas de valeur dans le passage d'une branche à l'autre; mais cette condition déterminante disparaît, lorsque l'équation différentielle n'a pas d'intégrale susceptible de s'exprimer avec les signes de l'analyse.
La différence de deux valeurs de j^ entre lesquelles a lieu le passage de la fonction jr par l'infini , ne peut plus exprimer la somme des accroissements infiniment petits que la fonction a reçus dans l'intervalle; et la dénomination d^intégrale ne s'appliquerait plus qu'improprement à l'équation en .r,/ qui satisfait à l'équation différentielle proposée, si l'on avait en vue la comparaison de ces valeurs. Soient pourtant Xq^ les valeurs de. 2: entre lesquelles tombe celle qui rend y infini, et j-Q^ les valeurs correspondantes de^ : si l'on fait passer X de la valeur Xq à la valeur X par une succession de valeurs imaginaires qui ne donnent point à^ des valeurs infinies, la différence Y — y^ exprimera de nouveau la somme des accroissements infiniment petits, réels ou imaginaires, reçus successivement par la fonction/, dans le passage d'une valeur à l'autre [32 1]. La somme des parties imaginaires de ces accroissements devra être nulle, puisque, par hypothèse, les valeurs ^o,Y, et par conséquent leur différence Y — -j^^ sont des quantités réelles.
515. Il y a lieu de soumettre à une discussion spéciale le cas où l'équation différentielle serait de la forme
y =fjfy.^{x,y). il)
En effet, soitjr„ une valeur de j^ qui fait évanouir ç^:
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si la valeur de la fonction^ croît ou décroît sans discontinuité, de la valeur initiale ^o à la valeur ^„, au moment où /aura atteint cette valeur j-^, celle dey sera nulle; la valeur consécutive
se réduira donc à/^; de sorte que j^'„_,., sera encore une quantité nulle, et ainsi indéfiniment. Par conséquent la valeur de la fonction, après avoir été une quantité variable de^^ ^J^ny deviendra tout à coup une quantité constante.
Il faut bien considérer que la remarque faite ici ne porte pas seulement sur la construction arithmétique ou graphique au moyen de laquelle les valeurs consécutives d'une fonction se trouvent déterminées avec une approximation illimitée, en vertu de l'équation différentielle qui exprime la loi de ses variations infinitésimales, lors même que cette équation ne comporterait pas d'intégrale exprimable analytiquement. La remarque porte avant tout sur la génération même de la fonction, toutes les fois qu'elle passe effectivement et dans le sens propre par une succession de valeurs ; ce qui suppose que la variable indépendante a: désigne le temps ou une quantité qui croît avec le temps.
516. Il s'agit de savoir dans quelles circonstances la fonction j" peut atteindre la valeur qui fait évanouir ç/, en partant d'une valeur initiale différente. Pour cela , considérons d'abord le cas où la fonction ^ (/^yj') se réduirait à une constante c, et où là fonction (fjr serait de la forme mj'-^n, m et n désignant des nombres constants. L'équation
j"' = c ( my + n)
a pour intégrale
•^oï^o désignant les valeurs initiales des deux variablts. La quantité rn/o-^n est par hypothèse différente de zéro : il résulte donc de la forme de l'intégrale , que la quantité mj-^-n ne peut devenir nulle pour aucune valeur finie de x; que seulement elle converge vers zéro quand la quantité mc{x — x^), supposée négative, prend des valeurs numériques de plus en plus grandes.
Passons au cas général , et admettons seulement que la fonction <pjr ne devienne pas infinie pour la valeur de/ qui annule (fjr. Soit y} cette valeur : si la fonction fy en partant d'une valeur plus petite ou plus grande, peut croître ou décroître jusqu'au point d'atteindre la valeur ti, il sera permis de prendre pour y^ une valeur infiniment peu différente de yi , et alors ffj différera infiniment peu de (/ — -n) 9'». Admettons, pour fixer les idées , qu'on ait /^^ > yî , ç'vi > o : dj ne pourra pas devenir négatif pour des valeurs positives de d.x, et par conséquent/ ne pourra point passer de la valeur /o à la valeur n , si la fonction vj/ {Xyj) ne prend dans l'intervalle des valeurs négatives. On exclut d'ailleurs le cas où cette fonction passerait par l'infini ou deviendrait indéterminée. Soit donc — c la plus grande numériquement des valeurs négatives que la fonction if {pCyj) prend dans l'intervalle : on vient de voir, d'après la forme de l'intégrale que comporte l'équation
dj=z—c (/•— Yi> <pn dx, (a)
que la différence / — -n ne peut devenir nulle pour aucune valeur finie de x ; à plus forte raison il est im* possible, quand la fonction / doit satisfaire à l'équation différentielle
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djr = ^{j;,jr).[x—'n)'<f\da^, (3)
que la difFérence / — vi s'évanouisse pour aucune valeur finie de a:; puisque, par hypothèse, la fonction ^ {Xyj\ en la supposant même constamment négative, n'atteindrait jamais une valeur numérique égale à c, et qu'ainsi y décroît moins rapidement en vertu de Téquation (3) qu'en vertu de l'équation (2).
Si l'on supposait j^^ <7i, ou t^\ <o, on démontrerait par un raisonnement semblable^ que y ne peut devenir égal à Y) pour aucune valeur finie de x.
Il ne reste donc plus que l'hypothèse où le coefficient <sft[ devient infini; ce qui arriverait, par exemple, si
Ton supposait
, <p7=(j_Ti)*,
k désignant un nombre compris entre o et i , ou bien encore
^•^~log(7-^)'
et alors l'équation ^=7) est une intégrale singulière de Téquation (1).
517. Nous avons admis que l'équation (F), résolue par rapport à y^ ne donnait pour y' qu'une seule valeur réelle y(.r,jr). Evidemment dans ce cas il n'y a pas d'intersection entre les lignes, en nombre infini, que Ton peut construire en vertu de l'équation (F), en se donnant arbitrairement un point de chaque ligne; puisque, si elles se coupaient,^' aurait, contre l'hypothèse, plusieurs valeurs correspondantes aux coordonnées x^y des points de rencontre. Ce principe ne souffre d'exception que si la valeur de y devient indéterminée pour certaines valeurs de x^y. Par exemple, l'équation diffé-
rentiellejr'= - appartient à une infinité de lignes droites
qui se coupent toutes à l'origine des coordonnées , point pour lequel la valeur de ^ se présente sous la forme
Jjorsque l'équation (F) donne à y plusieurs valeurs distinctes y'=^i^{Xyy)^y-=iî^[x^y)^ etc., chacune de ces équations, prise séparément, peut se construire comme l'équation {J\ et donne naissance à un système formé d'une infinité de courbes ou de branches de courbes , particularisées par le choix du point initial.
Ainsi l'équation
j*x" — ^yx{j — /?) +y^ +x^ = o {a)
équivaut aux deux suivantes
dont chacune peut être séparément construite.
Dans cet exemple, f prend une valeur imaginaire, toutes les fois que les variables x^j satisfont à l'inégalité
/?(/? — 2j) — x^ < o , La courbe
p{p — 2x) — x^=o [bj
limite donc sur le plan xj la région dans laquelle peuvent s'étendre les courbes caractérisées par réquation {a). Les deux valeurs de^' deviennent égales pour les points situés sur la courbe {b) ; c'est-à-dire qu'elle est le lieu des points où se raccordent deux à deux les branches de courbes caractérisées respectivement par les équations {<it)^{a^. Or ce raccordement peut avoir lieu (le deux manières différentes.
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£a général , la tangente commune aux deux branches de courbes (âr,),(«,), pour les points situés sur la courbe (6) , difïère de la tangente à la courbe (b) en ces mêmes points. C'est ce qui arrive notamment dans l'exemple que nous avons choisi. La valeur de y tirée des équations (<2^), (fl,), se réduit pour les points situés sur la courbe (ô) à
tandis que la diiférentiation de l'équation (é) donne
dy X .
dx p
et pour que cette valeur de ■— fût égale à celle précédemment trouvée pour^', il faudrait qu'on eût
— - = — ^, on p{p—y)—x^^o,
relation inconciliable avec l'équation (A), excepté quand
En pareil cas, les branches (a.), (a.) se raccordent sur la courbe (b) en formant un rebroussement ; et cette courbe limite est le lieu de tous les points de rebroussement des courbes auxquelles appartient l'équation différentielle {a).
Mais si l'on a l'équation
laquelle se décompose dans les deux suivantes :
il arrive que la tangente commune aux branches (a,), (a,),
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aux points de raccordement de ces branches situés sur la courbe {b\ se confond avec la tangente à cette dernière courbe, qui devient ainsi l'enveloppe de toutes les courbes caractérisées par le système des équations (a,), (a,). En effet, l'équation qui établit cette coïncidence, savoir,
est identique avec l'équation (è).
Ce résultat s'accorde avec ce qu'on a vu [i84] '* l'équation (a) est celle qui s'obtient quand on élimine la constante a entre l'équation
yz=.ax'^ ; — X* , (t?)
et sa dérivée immédiate. L'enveloppe de toutes les paraboles caractérisées par l'équation (a), ou par l'équation (c) qui en est l'intégrale générale, est précisémeot la parabole {b\
De sorte que le point de contact de chaque enveloppée avec l'enveloppe divise l'enveloppée en deux arcs paraboliques , sur l'un desquels la valeur de y' est donnée par l'équation (a,), tandis que sur l'autre elle est donnée par l'équation (aa).
5 1 9. Ceci fait naître une autre difficulté : car, si x désigne le temps ou une quantité croissant avec le temps, on ne voit pas de raison pour que la fonction y y dont la loi de variation est exprimée par l'équation (a), soit représentée, pour des valeurs de x plus grandes que l'abscisse Op {Jig. 48) du point de contact de l'enveloppée avec l'enveloppe, plutôt par l'ordonnée de l'arc mn appartenant à l'enveloppée, que par celle de l'arc m\L appartenant à l'enveloppe; et cependant il est impos-
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sible que cette fonction, partant d'une valeur initiale donnée, ait à la même époque, ou pour la même valeur de X , deux valeurs difFérentes.
Cette difficulté sera levée à l'aide des considérations suivantes :
Désignons par tt=o l'équation de la courbe enveloppe, u étant une fonction de .r,jr, au moyen de laquelle nous pourrons chasser^ et dy de l'équation différentielle proposée. Il faut que cette équation prenne la forme
duzzz^u . ^ {Uy oc) dx ,
<pM étant une fonction de u qui s'évanouit avec u^ et dont la dérivée ^'u devient infinie pour m=o, du moins lorsque la fonction ^ (w, x) ne devient point elle-même infinie ou indéterminée. Car, de cette manière, lorsque la fonction m, après avoir eu à l'origine une valeur différente de zéro, vient à s'évanouir, ce qui arrive au point de contact de l'enveloppée et de l'enveloppe, la tangente de l'enveloppée est déterminée par l'équation du =0, et se confond avec celle de l'enveloppe, comme cela doit être.
Il en résulte [5i5] que la fonction w, ayant une fois atteint la valeur zéro, conserve indéfiniment cette valeur pour des valeurs croissantes du temps ou de la variable X : de sorte que la fonction jk, représentée dans une première partie de son cours par l'ordonnée de l'enveloppée, est représentée ultérieurement par l'ordonnée de l'enveloppe.
Pour appliquer ceci à notre exemple, si l'on pose
u=p{p—2x) — x\ les équations (a,), (a.) deviendront
du =. Vu . , auz=i Vu . •
520. Nous retombons de cette manière sur la théorie des intégrales singulières exposée dans le chapitre lY du présent livre. On voit pourquoi nous leur avons conservé le nom diirUégrales que quelqueis auteurs leur refusent à tort : c'est qu'en effet , quand le temps joue explicitement ou implicitement le rôle de variable indépendante j le problème de l'intégration proprement dite, qui consiste à assigner la somme des accroissements infiniment petits de la fonction dans un intervalle de temps donné , est résolu successivement au moyen d'une intégrale particulière et au moyen de l'intégrale singulière; de sorte que la solution n'est complète que quand on joint l'intégrale singulière au système des intégrales particulières ou à l'intégrale générale.
Cette propriété de l'intégrale singulière lui appartient en raison de ce qu'elle représente la ligne enveloppe de toutes les lignes données par les intégrales particulières. En conséquence, lors même que l'équation de la ligne enveloppe pourrait se tirer de l'intégrale générale par une détermination convenable de la constante arbitraire (auquel cas elle ne serait plus une intégrale singulière dans le sens purement abstrait que les analystes sont convenus d'attacher à cette expression ), elle n'en mériterait pas moins la qualification d'intégrale singulière^ en ce sens qu'il faudrait la joindre à chacune des autres intégrales particulières , pour compléter la solution du problème d'intégration, lorsque la variable indépendante est le temps ou une quantité croissant avec le temps.
Par exemple, l'équation différentielle
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a pour intégrale générale l'équation
y + x"" — iiay = o ,
qui représente une infinité de cercles ayant leurs centres sur l'aj^e des^, et touchant tous Taxe des jo à l'origine des coordonnées. L'équation jr=o , qui satisfait à la proposée, n'est qu'une intégrale particulière, en ce sens qu'elle se tire de l'intégrale générale quand ou y fait « = 00 : mais, si la variable a: représente le temps, et que , pour une valeur négative de x on donne à jk une valeur positive, assujettie seulement à la condition d'être numériquement plus petite quex, la fonction r s'annulera en même temps que x,et restera ensuite constamment nulle pour toutes les valeurs positives de X. Il faut donc associer l'équation ^=o à chacune des autres intégrales particulières, pour en former un système qui, dans chaque cas particulier, résout le problème d'intégration; et, sous ce rapport, l'équation /=ro est vraiment une intégrale singulière de la proposée. Pour comparer l'équation (d) à l'équation (i), on posera
et la fonction çjk ne satisfera plus à la condition établie [5i6], pour que la fonction ^, partant d'une valeur initiale autre que zéro, puisse devenir nulle; mais cela tient à ce que le facteur ^ (^,^) devient infini pour le système de valeurs ,r=o,^=o; et ce cas était exclu dans la démonstration rapportée au n^ cité.
Passons aux équations du second ordre: ce que
nous allons en dire s'appliquera facilement aux équations d'un ordre quelconque.
Soit
une équation du second ordre, résolue par rapport aj" : admettons que, pour une valeur x^ de la variable indépendante, on se soit donné arbitrairement les valeurs correspondantes ^o^jr'©; il viendra
et si Ton pose x^^=x^'^tsjr^ \x désignant une quantité très-petite du premier ordre, on aura, aux quantités près du second ordre,
puis
et ainsi de suite; en sorte que la série de valeurs par lesquelles passe chacune des fonctions ^',^, peut être calculée arithmétiquement avec une approximation indéfinie.
Si l'équation {e) est de la forme
et que^' atteigne une valeur tî qui fait évanouir ^y, y^ s'évanouira, et par suite^ conservera, à partir de cette époque, une valeur constante. La proposée aura pour intégrale première singulière ^=7î'; et l'intégrale de celle-ci, ^^':i=yi'x-|-c, satisfera à la proposée, mais sans en être l'intégrale générale^ puisqu'elle ne renfermera que la constante arbitraire c.
Si la proposée se met sous la forme
et que^ atteigne une valeur vi qui fait évanouir <p^, y
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s^évanouira; mais comme eu même temps ^' a une valeur en génëral différente de zéro, j^ et^" prendront aussi, dans l'instant suivant, des valeurs différentes de zéro. Par conséquent l'équation ^/^=»i, qui est une intégrale singulière de la proposée, sans constante arbitraire, ne représentera point, à aucune époque, la suite des valeurs par lesquelles doit passer la fonction j^ lorsque la variable indépendante x désigne le temps ou une quantité croissant avec le temps, à moins toutefois que^' ne s'évanouisse en même temps que ^y.
On pourrait donner plus de généralité à ces remarques , comme nous l'avons fait pour les équations du premier ordre ; mais il suffit que ce sujet soit indiqué.
522. Considérons encore le système des équations simultanées [Sic]
{pdy +yxY — %ta/y =?o , xy -^t {xf — x'y) =z= o ; et posons xj — t^=^iy ce qui les changera en
a"4-4M = o, iit{u-+'t*)x'=:i{t^+u't — u)x. Lorsque t^x^jr auront atteint des valeurs qui annulent la fonction w, w' s'évanouira, et par suitijja fonction u restera constamment nulle : on aura pour déterminer x l'équation atx'=x, d'où x^=a^L Les intégrales générales des équations proposées sont
Supposons, afin de fixer les idées, a>o : ce système représentera les valeurs de x^jy pour les valeurs de r< - ;
mais, pour ^ > - , les valeurs de j?,^ seront données par le système
xy — i*rzio , x*=za^t ,
qui représente l'intégrale singulière des proposées.
t »«« »*r%«% »«% %rV» %-%«%»* v^k« ««
CHAPITRE PREMIER
DE l'intégration DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉREN- TIELLES TOTALES. APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES.
523. Si ron 'd, entre les variables indépendantes .z,^', et la fonction z qui en dépend, une équation de la forme
l'intégration de cette équation se ramène aux. quadratures [393], pourvu que les fonctions 9,^ satisfassent à la condition d'intégrabilité
d<f d^ dy dx
Si les fonctions <p, ^ renfermaient la variable z, ou si l'on avait entre les variables x^y^z et leurs différentielles totales, l'équation
Xrf^ + Yrf7-|.Zrfz=:o, (1)
X, Y,Z désignant^ des fonctions de .r,/,2, on ramènerait encore aux quadratures l'intégration de cette équation [396], pourvu que les fonctions X^ Y,Z satisfissent aux
conditions d*intégrabilité
dX._dY_ d^_^ dY_dri.
dy dx dz dx dz dy et rintégrale aurait la forme ¥(a:^j^^z)=consL, F désignant la fonction dont le membre de l'équation (i) est la différentielle exacte.
Dans tous les cas y en admettant qu'il existe une fonction z de deux variables indépendantes ^v^j', propre à satisfaire à l'équation (i), et d'où l'on puisse tirer la valeur de dz sous la forme
dz = pdx + qdjr , il faut qu'on ait
dp dq .
djr dx
mais, en vertu de l'équation (i),
d'où
^P— yzy yzy dz\_ \lj \zj y
^~"" I dy "^ dz *^) dy "^ Tz Z^
</a; I ^te e/z «ir] û^J? dz Z
de sorte que l'équation (2) donne, après les réductions ,
Lorsque cette dernière équation, qui exprime la condition d'intégrabilité , est satisfaite, l'intégration de l'équation (i) se ramène à celle des équations à deux variables. En effet, si Ton avait l'intégrale de l'équation (ï), et qu'on la différentiât en y traitant z comme une
constante, le résultat obtenu devrait coïncider avec l'équation (i) après qu'on y a fait dz nul, c'est-à-dire avec
I équation
X^- + Yrf7 = o. (4)
Réciproquement, si l'on désigne par \l le facteur qui rend Xûtr-j-Y^ une différentielle exacte , lorsqu'on y regarde z comme une constante^ et si l'on pose
/^(Xrf^-+-Yrfr) = F(x,7),
l'équation (i) aura pour intégrale
¥{x,r)==Zr, (5)
Zj désignant une fonction de la seule variable z. Afin de la déterminer, remarquons que l'on a
dF . d¥ , dF ^ dZ,j — da:+-T-'dj'+ •-j-dz:=i-^- dz , dx dy '^ dz dz
et d'autre part
'j^dx+-j~djr=\LÇLda: + Ydy) =—^Zdz ,
dl^ dF „ ,.,
Il faut donc, si Téquation (3) est satisfaite, que les deux variables x^y s'en aillent à la fois du second membre de l'équation (6), quand on chasse l'une d'elles au moyen de l'équation (5j; ou, en d'autres termes, il faut que la dérivée de ce second membre, prise par rapport à:f, soit nulle, lorsqu'on y considère^ comme une fonction de ^ et de Z,, donnée par l'équation (5). Ainsi, la condition qu'il s'agit de vérifier, est exprimée par l'équation
dx dy dx
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OU par
d'F dZ rff* Y <aPF ^_2;f5i>^_
dxdz ^dœ dx \dydz dy dyjX ' ^^
dy en remettant pour -r- sa valeur tirée de rëqualion (4).
On a d'ailleurs
£^£^2 rfz ^ dz dz
d'Y rf.fxY dY ^rffji.
= JI. --r--f- X -7- >
dydz dz dz dz
et le facteur [i satisfait [444] ^ l'équation de condition
dy dx ^ vrf/ â^x/
Si maintenant on substitue dans l'équation (7) les
valeurs de
d'¥ d'F rffx
tirées des trois dernières équations, les quantités
s'en vont en même temps, et l'on retombe sur l'équation (3), qui exprime la condition d'intégrabilité.
524. Lorsque cette équation n'est pas satisfaite, il n'existe pas une fonction z de deux variables indépen* dantes x^jy^ susceptible de vérifier l'équation (1); ce qui revient à dire que cette équation n'exprime plus une propriété dont puissent jouir les coordonnées x^j'yZ d'une certaine surface. Cependant l'équation (i) n'est pas dépourvue pour cela de toute signification, et rien n'empêcbe qu'elle exprime, par exemple, une propriété commune à une série de courbes, dont x^y^z désigneraient les coordonnées courantes [aôS et 267] ; seule- T. II. a3
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ment il n'existe pas de surface qui soit le lieu géométrique de toutes ces lignes. Si Ton établit une liaison arbitraire entre jr et x, ce qui revient à tracer arbitrairement la projection d'une de ces lignes sur le plan xy, z devient fonction de la seule variable indépendante x^ et l'équation (i), construite comme une équation diffêrentielle ordinaire, détermine la projection de la même ligne sur le plan xz^ pourvu seulement qu'on donne un point par lequel cette projection doit passer. L'intégration de l'équation (i) consiste dans ce cas à trouver entre les coordonnées finies x^y^ z un système d'équations renfermant une fonction arbitraire, et d'où l'on puisse tirer, par une détermination convenable de la fonction arbitraire, toutes les lignes dont les coordonnées jouissent de la propriété de satisfaire à l'équation différentielle proposée.
Or, la solution de ce problème dérive immédiatement de l'analyse qui nous a conduit à l'intégration de l'équation proposée, lorsqu'elle satisfait à la condition d'iotégrabilité; car si, dans le cas contraire, au lieu de déterminer la fonction Z^ qui entre dans l'équation (5),
on pose
f désignant une fonction arbitraire, et ensuite
j.^-vZ=Yz, (9)
les valeurs de x^y en fonction de z, qui vérifieront les équations (8) et (9), vérifieront aussi l'équation proposée, dont l'intégrale sera exprimée en conséquence par le système des équations (8) et (9), conte.nant la fonction arbitraire 9 et sa dérivée.
Supposons qu'il s'agisse d'exprimer que la ligne dont
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les coordonnées courantes sont x^jr^ z, est déterminée par le contact d'une surface conique ayant son centre au point ix^yX^^ Zo), et d'une surface de révolution autour de Taxe des z : les coordonnées des points situés sur cette ligne devront vérifier à la fois [249 et gi54] les équations
z — z,=p{x — x,) + q {x-^yo)j (10)
pjr — qx = o, (11)
dz t= pdx + qdjr , d'où l'on tire, par l'élimination de /? et de q,
dz xdx + ydy
Cette équation ne satisfait pas à la condition d'intégrabilité, tant que 0:09/0 ne sont pas nuls: on a dans ce cas
au moyen de quoi les équations (8) et (9) deviennent
x{x — :Fo) + r(r — r^ , , on
z— — Zj,
L'équation (1^), ou le système des équations (i3) qui en est l'équivalent, appartiennent donc à toutes les lignes qui jouissent de la propriété géométrique définie ci-dessus.
On aurait pu modifier l'énoncé du même problème, en demandant quelle est l'équation de la surface qui se trouve comprise à la fois dans la famille des surfaces coniques caractérisées par l'équation (10) et dans celle des surfaces de révolution caractérisées par l'équation (11). L'équation (la) à laquelle on est conduit pour exprimer cette double condition, ne satisfaisant pas à la condition d'intégrabilité tant que ^09 ^"0 ne sont pas
nuls, il en résulte que, dans le cas général, une telle surface n'existe pas. Lorsque x^^y^ sont nuls, 1 équation (la) s'intègre et donne
c désignant la constante arbitraire. Cette équation appartient à tous les cônes droits qui ont leur centre au point de Taxe des z dont l'ordonnée est z^\ et il est bien évident qu'en effet ces cônes droits satisfont au problème ainsi énoncé.
En mettant l'équation (12) sous la forme dz \x{x—x^ +7 (/— Jo) ] = (^— ^o) {xdx -\'ydy) , on voit qu'elle est satisfaite par Téquation z — Zo=o, sans qu'on ait besoin de supposer nulles les coordonnées x^^y^. Ainsi le plan mené par le point (^b^J^o? -So)? perpendiculairement à l'axe des z^ est une surface qui satisfait à l'énoncé du problème; mais cette solution n'est que singulière, comme le montre bien la forme de l'équation ci-dessus, et l'on n'y trouve pas la constante arbitraire essentielle à l'intégrale complète.
* 525. Lorsque l'équation proposée n'est pas linéaire par rapport aux différentielles dx^ dj^ dz^ elle n'est susceptible de satisfaire à l'équation (3), et d'avoir en conséquence pour intégrale complète une équation entre ,r,^,2 et un paramètre arbitraire, qu'autant qu'elle peut se décomposer préalablement en facteurs linéaires. Cependant, parmi les équations non linéaires qui ne satisfont pas à cette condition préalable d'intégrabilité, il y en a encore qui comportent une signification géométrique, et qui sont susceptibles de s'intégrer, avec toute la généralité requise , moyennant l'introduction de fonctions arbitraires.
Ainsi le problème de la rectification des courbes
planes consiste à intégrer Téquation différentielle à trois
variables
ds* = dx^ + dx% (i4)
qui ne peut point se décomposer en facteurs linéaires, ni comporter pour intégrale une équation unique entre jc^y^s et une constante arbitraire, mais dont néanmoins l'intégrale générale peut s'écrire sous une forme plus complexe.
En effet, il est permis démettre l'équation (i4) sous la forme
ds^ == (é/^cos a - — dysiii a)' -4- {dx sin fi + dy cos a)^,
a désignant un angle arbitraire ; et par suite on peut remplacer cette équation par le système de deux autres
ds ?= dx CQS a — dy sin a , djç Au ti -{' dy cos a :;:;= o ^ qui ont pour intégrales
^ = ^cosa — j^sina + g, J7sin a+Jcosa=Y » (*^) ^,Y désignant d'autres constantes arbitraires. Mainteuant que le système (i5) nous fournit une solution particulière de l'équation (i4)? il s'agit de généraliser cette solution ; et pour cela, suivant la méthode déjà appliquée dans le chapitre YIII du quatrième livre, nous poserons d'abord p=ça, yi^^^a, puis nous égalerons à zéro les dérivées des équations ( 1 5) par rapport à a, considéré maintenant comme variable. Ce calcul donne
0=; — ;rsina — jcosa-^-cp'a , :i;cosa — jsina=<J*'a ,
d'où i(OL — \(f9,j ^'cL — tf'aL. Conséquemment on satisfera à l'équation (i4) par le système des trois équations
Sz=.x cos a — y sin a + cpa , a?sina+jcosa = <p'a , a: cos a — j sin a = ^'V ,
dans lequel la fonction ? reste arbitraire, ou par le sys-
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tème suivant qui s'en déduit,
jf z= <p'a , sin a + (p''a . cos a,
j = îp'a • cos a — cp"a • sîn a , (16^
J = «pa + ?' a ;
et d'où Ton tire en effet
eia? =: ( (p'a + (p'"a ) cos a doi , rfj = — ( 9'a 4- ?"'«) sin a rfa , rfj = (9'otH-?"'oi)rfa, valeurs qui vérifient bien évidemment l'équation (i4)- Si l'on assigne la forme de la fonction 9 y on aura l'équation de la courbe plane dont SyXjj désignent respectivement l'arc, l'abscisse et l'ordonnée, en éliminant a, si c'est possible, entre les deux premières équations (16), et la valeur de l'arc en fonction de x ou de^, en éliminant a entre la troisième et la première ou la seconde des équations de ce groupe. Si l'on donne au contraire l'équation de la courbe
on y substituera les valeurs précédentes de x et de^, ce
qui donnera une équation différentielle du second ordre, entre a et 9a , dont l'intégration complète doit amener deux constantes arbitraires. Or, dans ce cas, la troisième équation (16) donnerait aussi la valeur de s avec deui constantes arbitraires; tandis que cette valeur ne comporte essentiellement qu'une constante arbitraire, en raison du choix arbitraire de l'origine des arcs. Voici comment cette difficulté a été levée par M. Poisson, d'après une remarque analogue de Lagrange [49^] •
Quand on différentie l'équation '{f) et qu'on y substitue pour dxy dy leurs valeurs en fonction de a, il vient
i ~ cos a — -J~ sin a j ( cp'a -4- :p'"a ) rfa = o ,
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équation qui se décompose en deux autres
^'a + <p'' a = o , -j- cos a — ^ sm a = o .
La première s'intègre immédiatement et donne
9» + ?''« = consL ; mais cette solution ne satisfait pas à la question, puisqu'on en conclurait s=const. La seconde équation ne contient pas 9"'a, et elle est du second ordre par rapport à 9i aussi bien que l'équation (/). Si donc on élimine (f^'a entre ces deux équations du second ordre , on obtiendra une équation du premier ordre , qui sera une intégrale singulière de (f) : en intégrant de nouveau , on aura la valeur de fa, et par ^ite celle de s avec une seule constante arbitraire.
* 526. Le système des équations (i6) n*est pas le seul qu'on puisse poser comme équivalent à l'équation (i4)- Il est clair que l'on satisferait à cette équation par le système de valeurs particulières
a:=as + 0L y X=zS \/i — a* + p ,
dans l'expression desquelles a^ a, ^ désignent des constantes. Donc on satisfera aussi à l'équation (i4) par le système de formules
ar = 5(pa+a, x = s\/^i — (<pa)* +^fji , (17)
dans lesquelles (p^ ^ désignent des fonctions arbitraires de la variable a, assujetties à vérifier les équations dérivées
Les équations (17) et (18) peuvent s'écrire ainsi qu'il suit :
çpa =0, ^«H — = 0
par oîi l'on voit que la première s'identifiera avec la quatrième, si l'on détermine la fonction 9 de manière à satisfaire à la relation
En même temps la seconde équation, qui est la dérivée de la première par rapport à a, s'identifiera avec la dérivée de la quatrième ou avec la seconde dérivée de la troisième : la fonction 9 se trouvera éliminée , et l'on aura, pour satisfaire à l'équation (14)9 ^^ système des trois équations
^— a+0 — »^a)tj;^a = o, | (19)
à l'inspection desquelles on reconnaît que a, ^J'a et j désignent les coordonnées parallèles aux x et aux^, et le rayon de courbure de la ligne qui aurait pour développée celle dont x^y sont les coordonnées courantes [190 ^^ sid\>,^ 344 ^^ 49^]-
Si l'équation (i4) était remplacée par cette autre plus générale
la même analyse donnerait, au lieu des équations (19), fx — a r — ^fî\ dF rf'F
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527. On a vu [i66 et suîi^.] comment se pratique l'élimination des fonctions arbitraires entre une équation à plusieurs variables indépendantes et ses dérivées; et comment , par cette élimination, on tombe sur une équation aux différences partielles, qui a autant de généralité que l'équation primitive, et dont cette équation primitive est l'intégrale. Ce sujet a été repris avec plus de détails, en vue des applications à la théorie des surfaces, dans les chapitres VII et VIII du quatrième livre. Maintenant il s'agit d'exposer les procédés les plus généraux qu'on emploie pour remonter d'une équation aux différences partielles à son intégrale; quand cette intégrale peut s'exprimer sous forme finie, ou en séries convergentes d'un nombre infini de termes, avec les signes reçus dans l'analyse. D'ailleurs les équations aux différences partielles, considérées en elles-mêmes, indépendamment des accidents de forme qui font qu'elles admettent ou qu'elles n'admettent pas des intégrales analytiques, ont une signification et une valeur propres qui doivent faire l'objet d'une étude particulière et d'une discussion directe : c'est par cette discussion . que nous terminerons le présent livre.
équation avec ses dérivées partielles du premier ordre. 529. Appliquons cette analyse à Téquation à trois variables
et supposons en premier lieu que les fonctions X, Y, Z se réduisent à des nombres con$tants P, Q, R ; les équations (c) deviennent
Rtftr — Prfz=?o, Kdjr — Qrfac=o, et elles conduisent aux intégrales
Rx — Pz=a,, Rj — Qzf=sa^; (2)
de sorte que la proposée (1) a pour intégrale générale
Rr — Pz = <p(R7- — Qî).
Cette équation caractérise la famille des surfaces cylindriqueSy et les équations (2) sont celles des droites génératrices [247].
Conservons à X, Y leurs valeurs constantes P, Q, et posons Z = z: on aura pour éiquations différentielles à intégrer
T?{fy' — Qrfa:=o, zdx — Prfz = o, d'où
Pr— Qa?=aj, z=:a^e ; ce qui met l'intégrale de la proposée sous la forme
Z=:7.^Pjr-Qx). (3)
Enfin, si nous prenons pour dernier exemple l'équation
pa: + qX:=n]/x*-^X% (4)
nous aurons à intégrer les équations différentielles à deux variables
:çdz = nda: i/iT^T^, xdjr ^^ydx = o :
la seconde clonne/=:a, x, et la première devient , par la substitution de cette valeur de y y
dz==ndx[/i^a*j d'où z=;ti/i-j-û«.x+a,, -^ et en remettant pour a^ sa valeur,
£n conséquence Fintégrale est
530. Le propre des intégrales complètes (t/) est de satisfaire aux équations (c) immédiatement ^ en ce sens que les valeurs de du, dxy dy, dz, etc., tirées des déri- . vées des équations (û?), rendent les équations (c) identiques, sans qu'on ait besoin de revenir aux liaisons établies entre les variables £/, Xyj, Zy etc., par les mêmes équations {d) ; puisque ces liaisons dépendent des constantes «„ «a, etc., et que les équations {d\ ou leurs dérivées, doivent vérifier les équations (c), quelles que soient les valeurs assignées à ces constantes arbitraires. Inversement, et par une raison contraire, si les équations (c) admettent des intégrales singulières
?. (^i/jVî ...«)= O, .. . ?a(^,7,2l A . . . W) =0, j ^ ^
les dérivées de celles-ci ne vérifieront les équations [c] qu'autant que l'on tiendra compte des liaisons exprimées par les équations ($); ou, en d'autres termes, il faudra combiner les équations (^) avec leurs dérivées, pour satisfaire au système des équations (c). Cela posé, chacune des équations (S) satisfera à l'équation (6), ou à l'équation {a) dont celle-ci est une transformée ; mais on ne satisferait pas à l'équation {U) en prenant pour F une fonction arbitraire des quantités (p,, (p^,. . .(p«, ou une fonction arbitraire dans laquelle entreraient, en
totalité ou en partie, les quantités <p,, 9,, . . . <p„, associées aux quantités f^, f.,. . .f„^ prises aussi en totalité ou en partie. Donc l'équation (a) n'admet pas d'autre intégrale complète que celle oîi les quantités f,, f.,. . .f„ entrent exclusivement sous le signe de fonction arbitraire, mais elle est satisfaite par chacune des équations (8) ; et ces équations sont des intégrales singulières de l'équation {a)y puisqu'elles ne se trouvent pas renfermées dans l'intégrale complète.
Prenons pour exemple l'équation linéaire du premier ordre à trois variables
/^— ?(t+'^ — ^^*+r+^)=T— •^ + V^**+j^ + «> (5) dont l'intégration est subordonnée à celle des équations différentielles simultanées
que l'on peut remplacer par
et qui ont pour intégrales complètes,
La seconde de ces intégrales donne naissance à Tintégrale singulière
^*-hr + ^ = o. (6)
Chacune des équations
donne pour p ^^ q des valeurs qui , mises dans l'équation (5), la rendent identique : en conséquence, l'équation (5) a pour intégrale complète
— a? + ï/x»-l-r + z = iKz — a:— 7), vj; étant une caractéristique de fonction arbitraire. Au contraire, l'équation (6) donne pour p el q des valeurs
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qui, substituées dans l'équation (5), ne satisfont à cette équation qu'autant qu'on tient compte de Téquation (6) pour supprimer le radical qui entre dans l'équation (5). Dès lors l'équation (6) ne satisfait à la proposée (5) qu'en qualité d'intégrale singulière.
Si l'on met l'équation (4) sous la forme équivalente
dF dF ^ dF
on trouvera de même qu'elle admet pour intégrale singulière l'équation
ou le système des équations .r= 0,^1=0.
* 531. Soient ^, /, 2, etc., des variables indépendantes en nombre n; u, Vj w, etc., des fonctions de ces variables en nombre /n -|- i, qui doivent vérifier le système des m -h i équations aux différences partielles, linéaires et du premier ordre :
„ du -.T^u „du
_- dif -- d{f „ d^ -^da:+^dr-^^dz+'''-
=xf+Yf+zj^ + etc., dx ay dz '
etc.,
dans lesquelles U, V, W, etc. ; X, Y, Z, etc., désignent des fonctions quelconques de toutes les variables dépendantes et indépendantes. Soient
des fonctions des mêmes variables, qui, mises à la place de F, rendent identique l'équation
_-.rfF TT^F -ï.r^^F
U -j- + V-^+ W j- + etc.
du ac; dw
_- rfF ,, rfF -, rfF ,„.
ou bien des fonctions telles que le système dVquations différentielles simultanées
du dv dw dx. dy dz
ait pour intégrales complètes
fi==«x) fa=^»> f3 = «3î» • -fm+ii^^ûfli+n:
le système des équations (A.) aura pour intégrales complètes
^i(fofa)f3V^fl«4-«)^=^> ^a(fx>f«>f3vffli+'»)=®vl/AN . . .<l^«i+i{fofa,f3»- • •fj«+0 = <^J I
<^,9 €^29 • • • ^M+i étant des caractéristiques de fonctions arbitraires. Voici comment ce théorème remarquable a été établi par M. Jacobi :
Désignons par X,, X,,. . .X„_|.^ des quantités auxiliaires telles que les rapports de Tune d'entre elles à toutes les autres soient déterminés par te système d'équations linéaires, en nombre m :
rfO d<^ ^jnA^_^
etc.; et posons pour abréger
nous aurons , en différenliant successivement chacune des équations (*^) par rapport à la variable indépendante Xj
d^^ «to, du d^, dp d^y dw \
da: du dx dv . dx dw doù * '
rf«I>, rf<i>, du d^^ d\f rf^, dw
dx du dx dv dx dw dx * ' )i^')
dx du dx dif dx dw dx *
Multiplions les équations {\) respectivement par
— ^ _, etc., l'équation (a) par -y-, et ajoutons, en tenant compte des équations (O') : il viendra
On trouverait de même
etc. /
Mais, parce que les fonctions f, et par suite les fonctions ^, mises à la place de F, vérifient l'équation (B), on a identiquement
au dif dx dy
U — r-^+V — P- + etc.-i-X — — -+Y — r-2--+etc.=o. du d\f dx dy q
Multiplions ces équations respectivement par \j ^9 . • .
X^^.,, et ajoutons, en ayant égard aux équations (^',) : il
vient
_T __ du -, du _, du U = X ^ +Y-r 4-Z ,- + etc.:
dx dy dz
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cest-à-dire, que nous retombons sur la première des équations du système proposé, et Ton prouverait de même que toutes les autres équations sont vérifiées.
^^5 2. De rintdgratioo des équations non linéaires du premier ordre ^
à trois variables.
. 532. La méthode exposée pour l'intégration des équations linéaires du premier ordre a été étendue par Lagrange aux équations quelconques du premier ordre^ mais à trois variables seulement. Soit
une équation de cette forme , que nous différentierons
successivement par rapport à chacune des variables ia-
dépendantes x, /, en ayant égard à Féquation de con-
,. . dq dp ,. . , cittion "7=-= -f- : Il viendra (Ix ajr
" dz dx dp dx dq dj"^
" dz djr dp dx dq dy^ et si Ton y joint Téquation identique
^ dp^^ dq—dp dx^ dqdy' ^^^^
on aura un système de trois équations entre les variables indépendantes x^j et les trois variables z, p^ q^ considérées comme fonctions des deux autres : système de même forme que le système (A) du n® précédent. Ainsi Tintégi^ation des trois équations aux différences partielles (y)) et (^) dépend de celle des quatre équations différentielles ordinaires f df ^ df\dx df f df df\dr df , ,
On tire de ces quatre équations
ce qui doit être, puisque les variables x^j, 2, /?, q sont liées par l'équation (/). Dès lors il suffira de prendre les trois équations {g) et {g^\ qui ne coirtiendront que les variables x, j-, z, p^ après qu'dn y aura rais pour q sa valeur en x, 7, z^p^ tirée de l'équation (/). Si nous désignons leurs intégrales complètes par
le système (g) et (g,) aura pour intégrales géaérales l'équation proposée {f\ combinée avec les suivantes
dans lesquelles 0,, <^, entrent comme caractéristiques de fonctions arbitraires. Mais la généralité de cette solution doit être restreinte, en raison de ce que les fonctions p^q sont tenues de vérifier les équations aux différences partielles
dz dz
ou l'équation aux différences totales
dz =^pdx + qdf. Çij
533. Des équations (/) et (h) on peut tirer les expressions de a:, j, p^ q en fonction de z, a, , «2, «3 , ou de Zj fi , fa, fs; et si Ton chasse a:, j, p, q de l'équation (î), on aura la relation entre f,, fa, fg, à laquelle doivent satisfaire les équations (H), pour pouvoir être regardées comme des intégrales de l'équation proposée.
Or, lorsque Ton considère or, y^ p^ q comme des fonctions de z^ f i , fa , fa , l'équation {i) devient
Mais, en vertu des équations (g)^ Ton a ce qui réduit l'équation pk*écédente à
P.rff,H-PA + P3rff3=0, (/)
quand on pose , pour abréger,
dx dy ^ dx dy ^ \
dx dr ^ ( \ y
On a aussi
-/ dx dy\ dP, _ Ydz'^^Tz) dp dx^ dq dy dz df^ dz ' rff , dz ' di^
r dp dx dq dy\ \df/di'^dr,"di)'
ou plus simplement , en vertu de l'équation {k\
dP^ dp dx dq dy / dp dx dq dy\ ^ dz dz dï, dz dfj \dft dz d(, dzj^
et si nous substituons dans le second membre, pour
dx dy dp dq dz dz dz dz
leurs valeurs données par les équations {g)^ (gi) et (^2)? en posant en outre, afin de simplifier l'écriture,
'¥ df n
PTp-^nq-^^
il viendra
dz ~ dz P Kdx'dX, "^ rf/rff . ■•" dp'di, "^ d^dfj
~ dz' p di.
Mais on a identiquenient^,^= o , après qu'on a substitué
dans /^ pour x,y, p, q leurs valeurs en z, f|, fa, f,,
qui satisfont à la proposée : donc l'équation précédente
se réduit à
I ^ __ i df
P," dz P*5Ï'
«t par la même raison Ton a
I ^__i ^ I rfP, I df
d'où, en intégrant «t en désignant par Fi, Fa, F3, des fonctions de f| , f^ y fa , qui ne contiennent plus z,
.A.îl/^ -/ï.^r* -n.^rf.
En conséquence l'équation (/), équivalente à (/), se réduit, après la suppression du facteur commun, à
F,rff, + F,rff, +F,rff3=o. (»)
Lorsque les fonctions fi, f^^f^ auront été déterminées par les équations (A), les fonctions P| , P2 , P3 seront connues, en vertu des équations (m); et par la suppression du facteur commun en z^ dont on vient de démontrer Texistence, on connaîtra de même la composition des fonctions F| , F^ , F3 en f 1 , fa, fa- Cela posé, l'équation aux différentielles totales (a) s'intégrera toujours [5a4] par le système de deux équations renfermant une fonction arbitraire de l'une des quantités fi, f^ifs» -et la dérivée, de cette fonction arbitraire. On aura ainsi le système de. toutes les intégrales particulières, ou l'intégrale générale de l'éqUation proposée.
Mais on peut y arriver aussi d'une manière plus
rapide : en effet , Téquation fi=ai est évidemment une solution particulière de l'équation (n) ; la résolution de cette équation , où Ui désigne une constante et fi une fonction connue de x^jr^ z,p, donnera
et ensuite on aura , par l'équation ( /),
Ces valeurs , substituées dans la formule (/), rendront le second membre une différentielle exacte, puisqu'elles doivent conduire à une solution de l'équation proposée. Si donc on intègre par la méthode connue [SqS] réquation
dz = (p(;r,/,a,a J . dx 4- 4<^,7,2^ , ) • ^T, on obtient une équation de la forme
a^ étant une autre constante introduite par la nouvelle intégration ; et cette équation qui renferme deux constantes arbitraires, satisfait à l'intégrale proposée dont elle est une intégrale particulière.
Donc l'équation
F(d7,7,j8,a,,'cfei,)=o, {xi)
où rS est employé comme caractéristique de fonction arbitraire, est aussi une intégrale de la proposée, qui se trouvera pareillement satisfaite si l'on détermine â| en fonction de x^ jTj z par l'équation
Conséquemment le système des équations (xi) et {xi) représente, à cause de la fonction arbitraire xi qu'il renferme , l'intégrale générale de la proposée ; et Ton en déduira chaque intégrale particulière, par l'élimination de Ui entre ces deux équations, après qu'on aura particularisé la fonction arbitraire xA,
Il est visible , quand on se reporte à la théorie de l'enveloppement des surfaces [livre IV, chap. VIII], que l'équation (o) est celle des surfaces enveloppées qui ont la propriété de satisfaire à la proposée ; tandis que les surfaces enveloppes qui y satisfont d'une manière plus générale, à cause de l'indétermination de la liaison éta- . blie entre les deux paramètres variables de l'enveloppée, sont représentées par le système des équations (xi) et
Les familles de surfaces, caractérisées par des équations aux différences partielles du premier ordre, à trois variables, se distribuent donc essentiellement en deux groupes. L'un 'se compose des surfaces dont 'l'équation différentielle caractéristique est linéaire par rapport aux coefficients p^ q : en sorte que l'intégrale générale est donnée par une équation unique comprenant une fonction arbitraire , et que la surface est définie par le mouvement d'une ligne génératrice qui peut varier de forme en même temps qu'elle se déplace. L'autre groupe comprend les sur&ces dont Téquation aux différences partielles n'est plus linéaire : d'où il résulte, d'une part, que l'intégrale générale est donnée par le système de deux équations où entrent à la fois la fonction arbitraire et sa dérivée; d^autre part, que les surfaces qu'elle représente peuvent être considérées comme autant d'enveloppes. Selon que les équations différentielles simultanées, à l'intégration desquelles on ramène celle do réquation proposée aux différences partielles, ont ou n'ont pas d'intégrales algébriques, les lignes génératrices ou caractéristiques sont ou ne sont pas des courbes algébriques : mais cette circonstance accessoire ne change rien à la distribution dont nous parlons.
535. Appliquons l'analyse qui précède à lequatiou aux difFérences partielles
qui est [261] celle des surfaces-canaux, à section circulaire constante : l'équation (gi) devient pour ce' cas
et, par sa combinaison avec la proposée,
dp K'dz _
équation dont l'intégrale est
a' désignant la constante arbitraire. La proposée donne ensuite
et la formule (/) devient
d'où, en intégrant et en désignant par ^ une nouvelle constante arbitraire,
— V^R* — z' = oo? -4- y/TZ^.y + p.
Si nous changeons de constantes, comme cela est permis, en posant
1 équation précédente prendra la forme
et elle appartiendra au cylindre droit, qui fait fonction d'enveloppée développable pour les surfaces-canaux, à section circulaire constante.
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536. Il ne sera pas inutile d'indiquer quelques cas particuliers où l'on peut arriver à l'intégrale plus rapidement qu'en suivant la méthode générale. Soit , par exemple ,
l'équation proposée qui appartient à une famille de surfaces développables [^45 et !i66]j caractérisée par la
forme de la fonction donnée II : on a
et en intégrant par parties ,
z = ^lly H- çx —f{x\Mq -f- y)dq.
Pour que l'intégration indiquée soit possible, il faut
poser
^II'5'-f-7 = ç'y; et alors on a
2=0711^ •+• qy — çpy.
Donc le système des équations
renfermant l'indéterminée a, la fonction arbitraire ç et sa dérivée 9', représente l'intégrale générale de la proposée.
Soit encore l'équation
on pourra poser
/(;,^)=a=*(y,r), d'où
L'intégration par parties donne
quand on pose , pour abréger,
378 UVttfe vil. CHA.P1TRE II.
Donc Tititégrale générale consiste dans le système des
deux équations
_- -. rfX rfY ,
OÙ f désigne une fonction arbitraire»
Enfin , si l'on avait l'équation
z^—pq^o,
sa forme indiquerait qu'elle admet pour intégrale particulière l'équation
a,p désignant des constantes arbitraires: donc l'inté^ grale générale est donnée par le système
537. Nous avons exposé la méthode de Lagrange pour l'intégration des équations aux différences partielles du premier ordre , avec les perfectionnements qu'y a apportés M. Jacobi. Lorsque 1 équation n'est pas linéaire par rapport aux différences partielles, et que le nombre des variables indépendantes surpasse deux^ l'intégration générale de l'équation aux différences partielles se ramène encore, mais par des procédés plus compliqués y à celle d'un ou de plusieurs systèmes d'équations différentielles tirdinaires. On peut consulter le mémoire de Pfaff dans le volume de l'Académie de Berlin pour 1814» le Journal de mathématiques de M. Crelle, T. II et XIII, et celui de M. Liouville, ï. III, oii se trouvent consignées les récentes .et belles recherches de M. Jacobi sur ce sujet important, qui sort du cadre des éléments. -
x>£ i.'izrT]sGaATioN , sir tebmes finis , pes équations AUX diff:ér£NC£S partielles des ordres suférieurs,
A TROIS YARI ABLES« — REMAUQUES 9VK LES HTTÉORALEîi SINGULIÈRES ET SUR LES INTEGRALES PARTICULlJîRES DES lÊQUATIONS AUX DIFFl^RENCES PARTIELLES.
§ i^**. De rintëgratiqp y en termes finis , des équations aux dîfKrences partielles du second ordre , à trois variables.
Considérons d'abord l'équation du second ordre
RrH-S5+T/ = V,
linéaire par rapport aux dérivées du second ordre r, s, t: R, S, T, V désignant des fonctions quelconques des variables x^^yZ et des dérivées p^q. L'élimination de r,/, au moyen des équations
dp ==: rdx -H sdy, dq == sdx + tdy^ (a)
donne
Rdpdy + Hdqda: — Yd^dy = s (Rrfj* — Sdxdy + Tctr») .
Posons séparément
Kdpdx + Tdqdx — Yd^da: = o , (*)
Rrfjr' — Se&rfr + Tflte» =:= o ; (c) joignons-y
dz =:^pdsc + qdy ; {d)
et admettons qu'on puisse satisfaire à ces trois équations entre les cinq variables x, /, z, p, g, par des équations de la forme
réquation
satisfera à la proposée dont elle sera une intégrale du premier ordre ; et, à cause de Findétermination du signe <?j cette intégrale aura toute la généralité qu'elle comporte.
Pour établir cette proposition , mettons l'équation (c) sous là forme
Rj'*-S/-|-T = o, W
et désignons par^\ l'une de ses racines : l'équation [b] devient
Les équations (e) ont pour dérivées
dL , dL , dL , dt\ , dL ,
-d.+^^dr+f^dz+^dp+^dç=o,
ou bien, en remplaçant dj" p&rjr\dx, et en chassant dz,dq, au moyen des équations {d) et (^i),
[dî, , df, , ' ,. df, Vr', df.l .
Ces dernières équations doivent être identiques, puisque, par hypothèse, les équations (e) vérifient le système {b)y (c), (d); et ainsi l'on a séparément
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dp T" ■ </y~" '
D'autre part, l'équation (/) donne
«/f, ^ dt\ . , df. , , dt, . dï, .
et celle-ci , quand on y met pour
^ dx dp dx dp leurs valeurs tirées des équations {d) et (e'), devient
Rr'. ''/' + T</^ — v/. ûtr = («^ — y, <fe) * , (^)
en posant, pour abréger,
Remettons dans l'équation (^) pour dp^dq leurs valeurs
tirées des équations (a), et nous aurons
(Rj',r + T* — V/. H- il/.ya: + (R/.* + T^_ 4>) rf^= o .
Puisque !os variables x^j sont indépendantes ^ il Ëiut qu'on ait séparément R/i'-H-T^— V/, + ^y, = o, R7> + Tf— ^ = 0 •
Mais de là on conclut que l'équation {g) satisfait à là proposée, quelle que soit la forme de la fonction (p qui n'entre que dans ^; car, si l'on tire des équations précédentes les valeurs de r/ en fonction de Sj pour les
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substituer dans la proppsée, 4> disparaît, et il reste
i(Ry\-s/.+'f) = o,
équation identique , puisque y'x désigne une racine de réquation (ci).
539. Pour éclaircir ce calcul par quelques exemples, supposons d'abord que les coefficients B^S^T se réduisent à des constantes, et qu'on ait y=o : les racines de Tequation (ci) seront aussi des nombres constants nti^mi^ en employant la première racine, on aura pour intégrales des équations (c) et (A),
d'où l'on conclut que la proposée a po^ur intégrale première
L'emploi de la racine nhi donnerait de même
A cause de la relation niim2^=^^j ces deux intégrales
premières peuvent être mises sous la forme et l'on en déduit
en posant , pour plus de simplicité ,
Si l'on substitue ces valeurs dep,q dans l'équation (rf), il vient
dz=={dy—m4x) . cp( j— /w,^)— (rf;r— w^ûila;) .^(j—m^x) , d'où, eu intégrant et en désignant par ^^^ les fonctions
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qui ont pour dérivées les arbitraires 9 et — f^^
Les deux fonctions arbitraires qui entrent dans cette intégrale de la proposée, lui donnent toute la généralité qu'elle comporte.
Soit
la proposée devient
et elle a pour intégrale complète
z=z^{X — aa:) + W{jr + ^^) • (a)
L'équation (i) qui exprime la loi des vibrations transversales d'une corde élastique, et celle de la propagation du son dans un tuyau cylindrique, est la première équation aux différences partielles dont on ait trouvé l'intégrale générale. Les recherches des géomètres , à propos de cette équation, sur laquelle nous reviendrons dans les chapitres suivants, ont fondé la physique mathématique , et créé une branche nouvelle de l'analyse. Si le terme V n'était pas nul, et s'il renfermait seulement la variable indépendante a:, on serait conduit à ajouter aux premiers membres des équations (h) le terme
— ~ JYdxy et à la place de l'équation {{) l'on aurait
2=^ j dx tydx+^{X — m^x)+W{x — ^1^) •
540. Cette analyse demande à être modifiée, dans le cas où le terme V contient à la fois les iJeux variables x^jy et dans celui où les racines niiym^ sont égales; ce qui fait que les deux fonctions arbitraires 4»,V se confondent en une seule, et que la valeur de z n'a plus la
généralité requise. Considérons d'abord le premier cas : nous aurons pour Tune des intégrales premières
p+rn,q—^jYdx=^'^,{jr—m,a;) = <f{x—m^) .
L'intégrale yTflilr est prise dans l'hypothèse où l'on a dy — m^dx =:Oj d'où j— */n,^=a,;
en sorte qu'il faut d'abord substituer dans V cette valeur de^, intégrer ensuite par rapport à Xy puis remettre pour ai sa valeur^ — niiX; ce qui donne
/étant une fonction connue , qui se tire de V par une simple quadrature.
La* valeur de p^ substituée dans {d) y donnera donc dz=q(djr — m^dx) +f{x^ — '/«,a7)«rf:r + <p (/ — m^ai). dx ,
équation qui s'intégrera si l'on peut intégrer conjointement les deux équations différentielles ordinaires
dy* — m^dx-zzio , dz=z[f{x,y~m^x) -+-9(7— m.or)] dx .
La première donne
au moyen de quoi la seconde devient ^^= ! / [^ï «. + {rn^—m^)x] +<p [«, 4-(m.— m,)a;] | da:^ (/) et elle a pour intégrale
P2 désignant une constante arbitraire, ^ une fonction arbitraire, et F une fonction connue, qui se tire de y au moyen d'une quadrature. L'intégrale de la proposée sera P2=^a2iOÙ il faudra substituer pour ao, P2 leurs valeurs fournies par {k\ {jn) : or, cette substitution donne
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541. Passons au cas d'égalité âes racines niiy m^^ et, pour simplifier, prenons V=:o : on a, en supprimant les indices qui deviennent inutiles,^ — mx-=.tJL^dj'=mdXy P'^mq=.^{^y^ — /wj;)=<pa, et l'équation {d) devient
dz:=:<fa . dx , d'où z — a?«pa=: p ;
en sorte que la relation ^zzz^ol donne pour l'intégrale
z=:a:<f{y — ma:) + ^{x — mx); («)
et comme les fonctions arbitraires 9, ^ ne se confondent plus, cette intégrale a la généralité requise. Ceci §'applique à l'équation [^5i]
B^r — 2 ABj -f- AV = o ,
qui est celle des surfaces réglées dont la génératrice reste constamment parallèle à un plan directeui* AjC'-^'Bjrzzzo : on a pour l'intégrale complète
^ =:r(p (Aa? + B/) -f- ^ (Ax 4- B/) .
Les mêmes surfaces ont pour équations aux différences partielles, quand le plan directeur est celui des^ ,
q*r — npqs +p*t ==z o .
Les équations (c) et {b) deviennent alors
pdx -f- qdy =zdz = o , qdp — pdq = o :
on a, en les intégrant, z=ayp=^g'j ce qui donne pour intégrale première de la proposée pz=zq^z. Afin de passer à l'intégrale seconde, on substitue cette valeur de p dans l'équation (t/), et il vient
dz = q (<pjs . tLc + dy) , formule dont l'intégration se ramène à celle des équations différentielles ordinaires
dzc=io y çz . ûfo H- rf/ =z o .
Mais celles-ci ont pour intégrales z=a, ,j::9a,-|-/=:p,; ce qui donne pour l'intégrale seconde de la proposée,
X^Z +jrz=i^Z . (o)
T. II. a5
542. Enfin nous avons trouvé [aSo] pour l'équation aux différences partielles qui caractérise l'ordre des surfaces réglées à directrices rectilignes,
x^r + 2,xys +x'i = o •
Les équations (c) et (6) deviennent^ dans ce cas,
xdjr — ydx^zzo , xdp + jrdq = o ,
et elles ont pour intégrales^ = olx^ p-i^aïq^zi^^ d'où l'on tire
pour l'intégrale première de la proposée. En substituant, comme à l'ordinaire, la valeur de/? dans l'équation (e/), on a
ûlr=:<^r- J . dx + q(dx — - ctr j î
ce qui conduit à intégrer les équations différentielles xdjT' — jrdxz=zo , dz — ?(-) • da:z=z o .
L'intégration donne^^'^z^aiX, z — ^:r:<pai=pi; et l'on trouve, en conséquence, pour l'intégrale seconde de la proposée.
On peut remarquer l'analogie de forme des équations (/i), (o), (/?), qui toutes trois rentrent dans le cas d'égalité des racines de l'équation (c^).
543. La méthode exposée ci-dessus, d'après Monge, et dont nous venons de faire diverses applications, tombe en défaut lorsque le système des équations {à\(c)j (d)j dans lesquelles entrent, en général , les cinq variables X, /, Zj Pj Çj et qu'on ramène par l'élimination à une équation différentielle entre trois variables, ne satisfait pas aux conditions d'intégrabilité. Soit, par exemple.
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réquatiou proposée
les équations {c) et {b) deviendront, pour m,=:± i,
^pdx dxz^dx = o, dpz^dq £:— = o ;
mais y quel que soit le signe adopté, l'équation en dp^ dq, dx ne satisfait p 's à la condition d'intégrabilité[5i23]. Cependant l'équation (^) a pour intégrale eu termes finis
z=:.fi^{y^x) + ^{X—x)—xli{y + x)—^\y—x)'\ , comme on s'en assurerait a posteriori; et la théorie de la construction des équations aux différences partielles montrera que cette intégrale a toute la généralité requise, à cause des deux signes de fonctions arbitraires (p,i];.
§ a. De l'intëgration des équations linéaires aux diffërences partielles, à trois variables et d'un ordre quelconque.
544. Parmi les équations aux différences partielles , d'un ordre plus élevé que le second, nous nous bornerons à considérer ici l'équation linéaire à trois variables
da^ daf^^dy dod^-^dy^
A,B,C,. . . G,H désignant des coefficients constants. Prenons 2=cp (y-|-/wx) : il viendra
et Ton satisfera à la proposée, pourvu que la constante m soit une des n racines /w, ^rrC y,,m,^^ de l'équation al-
gébrique
Am'»+Bw«-'-hCw'»-'4-. +G/w + H=o, (r)
Doue on pourra prendre , à cause de la forme linéaire de la proposée,
<Pi? «Pa- ?ii étant employées comme caractéristiques de fonctions arbitraires distinctes. On s'assurerait d'ailleurs que cette valeur de z a toute la généralité que peut comporter l'intégrale de l'équation proposée.
545. Il n'en .serait plus de même si l'équation {r) avait des racines égales, par exemple , m\-=^m^ , car alors les deux fonctions cp^, cp, se confondraient en une seule: mais si l'on pose dans ce cas
on a
^jj^ =/«,»-' [ ç w+o;? «] + ( « — I )«x"->.<»-" , etc. i en sorte que la substitution dans la proposée donne
et il devient évident que cette valeur de z satisfait à la proposée, puisque, par hypothèse, m, est une racine double de l'équation (r). Donc on peut prendre dans ce cas
. * = ?r (j -f- w.o; ) + ;îr(p, (7 -4r /w,a: )
4" 93(7 —m^ ) + 4-?n(7— •'Wn-^) 7
le nombre des fonctions arbitraires distinctes restaut égal à n.
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§ 3. Remarques sur les iotëgrales tiiigulières et sur les intégrales particulières des équations aux difTérences partielles.
546. Considérons une équation aux. différences partielles du premier ordre
délivrée de radicaux et de dénominateurs : et soit
une solution de cette équation, dans laquelle n^entre pas de fonction arbitraire, et qui peut être, Ou une intégrale particulière, ou une intégrale singulière. Si c'est une intégrale particulière, il sera permis de représenter l'intégrale générale par
<p désignant une fonction de Xyj, e, qui ne s'évanouit ni ne devient infinie quand on y fait e=o [477]- En substituant dans la proposée, on trouve, pour déterminer la partie de (p indépendante de la constante s, l'équation
^ dz^ dp dx^ dq dy ""' ^^'^
dans laquelle les différences partielles
dz dp^ dq se rapportent à la valeur z=f(ar,^). D'ailleurs on peut s'assurer que la partie de 9 indépendante de e doit renfermer le même nombre de fonctions arbitraires que la valeur complète de 9; en sorte que la considération de cette partie de f suffit pour reconnaître la nature de la solution (f).
Cela posé, si la valeur 2=f(a:,^) donne
sans qu'il en résulte
on ne peut satisfaire à Téquation (ç^) qu'en prenant <p=o; de sorte que la solution (f), n'étant pas susceptible de se compléter comme l'indique réquation (f), constitue une intégrale singulière de la proposée.
Ainsi la recherche des intégrales singulières consiste à déterminer les valeurs de 2 en ^ , ^, qui satisfont à la fois aux équations (y*) et (j?, qy)y en éliminant y?, ^ entre ces mêmes équations. Il faut, de plus, s'assurer que ces valeurs de z ne vérifient paà l'équation (z).
Appliquons ceci à Téquation des surfaces-canaux
on aura pour les équations (p, q)^ 2*^=1=0,2*^=0. On ne peut pas en tirer z=o, car la proposée ne serait pas satisfaite, et au contraire l'équation (z) serait vérifiée; mais les solutions /7=o, ^=0, conduisent à rintégrale singulière z^ — R^zmo.
Si l'on donnait une équation du second ordre
le même calcul mènerait aux équations de condition (/), çr ), et en outre à
df df df , .
de manière que l'élimination de /;, g, r, s, t entre les équations (/?, ^ )i ( a*, J" , t) et la proposée donnerait uae valeur de 2 en ^c, jr, qui serait une solution singulière, pourvu que cette même valeur de z ne vérifiât pas l'équation (2). Si la valeur ( f ) vérifiait seulement les équations (r, s ^ t)^ on aurait, pour déterminer la partie de ^indépendante de e, 1 équation (<?,) aux différences partielles du premier ordre , dont l'intégrale ne pourrait
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renfermer qu'une fonction arbitraire : en sorte que la solution ( f ) , n'étant pas susceptible de se compléter par l'adjonction de deux fonctions arbitraires , comme le requiert l'ordre de l'équation proposée , ne serait qu'une valeur particulière provenant de l'intégration d'une solution singulière du premier ordre.
On conclut de là que, si l'on trouve une équation du premier ordre qui satisfasse à la fois à la proposée et aux équations (/*, Sj f), cette équation sera une intégrale singulière du premier ordre.
Soit donnée , par exemple , l'équation du second ordre
qui ne contient, ni Sj ni t : le système des équations (r, s, t) se réduit à
On satisfait à cette équation , ainsi qu'à la proposée , en
faisant
équation du premier ordre, qui a pour intégrale
z.= (i-|.a:)<p7, «p désignant une fonction arbitraire. Par conséquent cette dernière équation est une intégrale singulière de la proposée.
548. On peut aussi, dans certains cas, assigner des intégrales particulières à des équations aux différences partielles dont les intégrales générales ne sont pas connues, ou même ne pourraient exister sous forme finie; et les intégrales ainsi obtenues , quoiqu'elles n'aient pas toute la généralité requise pour la solution analytique ,
peuvent résoudre avec une généralité suffisante le problème qui a conduit à Féquation aux différences partielles. Admettons que cette équation soit du second ordre, delà forme f(/i, y,r, j, f)z=o, de manière quelle ne contienne point les variables x ^j^ z\ et supposonsla en outre homogène en r,«r, t : malgré ces restrictions, elle ne pourra s'intégrer généralement que pour de certaines formes de la fonction f; mais si, parmi toutes les surfaces susceptibles de satisfaire à cette équation, ou n'a en vue que les surfaces développables pour lesquelles pizzWq.^ on pourra poser
en sorte qu'après la substitution de ces valeurs de s et de r dans la proposée , qui est homogène en r, ^, /, ia dérivée t s'en ira. Il restera une équation différentielle
ordinaire en ^ , n^ , VÎq , ou g' , /> , -^, par laquelle on
déterminera la fonction H avec une constante arbitraire. L'équation /?=n^ étant ensuite intégrée, donnera une équation primitive avec une fonction arbitraire, laquelle équation primitive caractérisera une famille de surfaces développables, jouissant de la propriété exprimée parla proposée.
Par exemple , l'équation du second ordre
( I -I- y' ) r — ipqs -4- ( 1 -+-/?* ) ^ = o ,
qui appartient aux surfaces pour lesquelles les deux courbures principales sont égales et de sens contraires [281], et dont l'aire est un minimum entre des limites données [Sgi], ne comprend que les dérivées du premier et du second ordre, et elle est homogène en r, i", ^ Si donc l'on cherche quelles sont, parmi ces surfaces,
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celles qui peuvent se développer sur uo plan , on sera conduit à Téquation
( i^q^)dp* — apqdpdq + {i+p*) dq^ =o . (4) Pour l'intégrer, on fera/i = /wy-[-/i, w, /i désignant des constantes, et il viendra i + /7^*^-/^'=o, ce qui donne
/7 = /Tïy -f.( i -f-m*)T v^'^ . (5)
D'ailleurs les équations /7 = a, qz=zb satisfont aussi à
l'équation (4) ^t conduisent à l'équation générale du
plan
zt=iax^by + e . (6)
En appliquant à l'équation (5) le procédé du n^ 536, on obtient une intégrale exprimée par le système
^=:(jH-iwx)a+a?(i^.m')T V/ITï — (pa J , v
y 4- mx = <p'a . j ^' ^
Mais il est impossible d'en tirer un résultat réel à moins de poser i^m^z=Oy ifciz=:c,0L — c, et alors on a simplement z^=ze : solution moins générale que celle qui est donnée par l'équation (6), quoiqu'en apparence le système ( 7 ) ait une généralité plus grande , à cause de la présence du signe de fonction arbitraire 9. Au reste, puisque les surfaces développablesont l'une de leurs courbures principales nulle, il est bien évident que l'autre doit s'évanouir aussi , pour satisfaire à l'une des propriétés géométriques exprimées par l'équation proposée ; et qu'ainsi le plan seul, parmi les surfaces développables, peut fournir une solution réelle de cette équation.
CHAPITRE IV
DE l'iNTÉGRATIOIT DES ÉQUATIOITS AUX DlFFiRENCES PARTIELLES PAR LES SÉRIES, ET EN PARTICULIER DE l'intégration DES EQUATIONS LINÉAIRES, A DEUI VARIARLES INDÉPENDANTES, ET A COEFFICIENTS CONS- TANTS.
549. Le chapitre précédent a mis en évidence Timperfection des procédés par lesquels on détermine, sons forme finie , les intégrales des équations aux diflcrences partielles d'un ordre supérieur au premier , dans les cas peu étendus où cette- détermination est possible. D'ailleurs le problème de l'intégration n'est efTectivemeot résolu que lorsqu'on a déterminé, d'après les conditions propres à chaque question, et sans les restreindre, les fonctions arbitraires qui entrent dans la composition des intégrales; ce qui est souvent impossible, même lorsque le signe de fonction arbitraire ne porte que sur des quantités réelles , et à plus forte raison lorsque les procédés d'intégration ont fait arriver sous ce signe des quantités compliquées de facteurs imaginaires. Aussi, quand les progrès de la physique mathématique ont exigé que le calcul aux différences partielles fût cultive dans un autre bqt que celui de caractériser et de classer <les familles de surfaces , les géomètres ont dû essayer de résoudre d'une autre manière les problèmes d'intégration qui s'offraient à eux; et il était naturel qu'ils
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recourussent d'abord au procédé le plus ordinaire de l'analyse , à celui du développement en séries.
En général, soit une équation aux différences partielles de l'ordre n entre la fonction u et les variables indépendantes x^y, z, tj etc. Prenons une variable auxiliaire 6, composée d'une manière quelconque en-wT,^, Zy ty etc.: on peut supposer la fonction u développée en série de la forme
a = ee» + ©.e»' + ©«o- + etc. ; (6)
de manière que les exposants a, forment une suite croissante ou décroissante de nombres constants, tandis que les coefficients Bt sont des fonctions inconnues de variables indépendantes, en nombre inférieur au moins d'une unité à celui des variables dont u dépend. Si l'on substitue cette valeur de u dans l'équation proposée, que l'on ordonne le premier membre suivant les puissances de 0 , et qu'on égale séparément à zéro les coefHcients de chaque terme du développement, on aura uue suite infinie d'équations^différentielles ou aux différences partielles, dont' chacune renfermera une variable indépendante de moins que la proposée , et si l'on parvient à obtenir les valeurs les plus générales de %oLiy propres à vérifier cette suite d'équations, la série (Oj satisfera, aussi de la manière la plus générale, à 1 équation proposée. En prenant successivement pour 6 chacune des variables x, jy, z, t, etc„ ou des fonctions différentes de ces mêmes variables, on peut assigner à u plusieurs développements distincts : bien entendu que ces développements seront illusoires, toutes les fois qu'ils ne conduiront pas à des séries convergentes.
Dans ces divers développements, les coefficients 0„ déterminés de la manière la plus générale, pourront néan^
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moins renfermer des fonctions arbitraires en nombres inégaux, selon qu'on aura choisi pour 6 telle des variables indépendantes, ou telle fonction de ces mêmes variables. Le nombre des fonctions arbitraires qui entrent dans la composition de ces coefficients ne peut pas surpasser îif mais il pourrait être moindre. Nous établirons ce principe d'une manière fort simple en traitant de la construction arithmétique des équations aux difTérences partielles, et il se vérifiera sur les exemples que nom discuterons dans ce chapitre.
550. Ce que nous venons de dire sur le développement en série par la méthode des coefficients indéterminés^ a pour but de donner à la théorie toute la généralité désirable; mais ordinairement il suffit de recourir pour le développement aux théorèmes de Taylor ou de Maclaurin. Les exposants a/ suivent alors la progression des nombres naturels. Soit, par exemple, Téquation
du du la formule de Maclaurin donn^a
<^x étant ce que devient la valeur de u quand on y fait
/=o, ^^\--p\ désignant la valeur de la dérivée -j;
pour la même valeur particulière t=Q, En vertu de T^quation proposée, on a
INTBGRATIO«r PAR LES SliRIES. 397
iiioyennaat quoi la série (i) devient
u=zox H .©x -I . 9 or H 0 •9'"'2: + etc.
Mais le second membre de cette équation n'est autre chose que le développement de la fonction ç(a:-|-a^) suivant les puissances de at : on retrouve donc de cette manière l'intégrale sous forme finie
u^zf^x + at)^ (2)
telle qu'on l'aurait obtenue par la méthode du n** 528. L'équation proposée laisse la fonction <p arbitraire^ comme cela doit être.
!Nous aurions pu développer la fonction u par le théorème de Taylor, suivant les puissances de t — t^^ en laissant la constante f„ indéterminée , de manière à éviter l'exception à laquelle est sujette la formule deMaclaurin, lorsque le développement de la fonction suivant les puissances entières et positives dé la variable cesse d'être possible, ^x désignerait alors la valeur de la fonction u qui correspond à la valeur particulière ^=/o- Mais, pour la plus grande simplicité des calculs, nous ferons toujours usage de la série de Maclaurin : il sera facile de substituer^ si l'on veut, aux développements obtenus, des développements ordonnés suivant les puissances de la variable, diminuée d'une constante arbitraire.
Passons à l'équation
Tt—dJ^' ^^^
en développant l'intégrale suivant les puissances de /, et en conservant les mêmes notations que ci-dessus , on aura
(1).=?'*' (S).^"?"^' (Sl=^""' «*^-'
d'oïl
u =<fx -f- - . fx H . ç'^o; H 5 . ç'* :c+etc. (4)
On ne peut plus, comme tout à l'heure, revenir de la série à une intégrale sous forme finie, du moins de la nature de celles que nous avons rencontrées jusqu'ici; mais, toutes les fois que la série est convergente, elle détermine la valeur de u en fonction des variables indépendantes .r, t; et cette valeur lie dépend que de la fonction arbitraire <p qui doit être assignée dans chaque cas particulier.
Par un procédé absolument semblable on trouverait pour la valeur de u^ développée suivant les puissances de .r,
Les fonctions ^^, vit restent toutes deux arbitraires, et désignent respectivement ce que deviennent les valeurs
de w, -7-, quand on y fait x=: o.
Pour montrer que les intégrales (4)i(5) rentrent l'une dans l'autre , quoique la première ne renferme que la fonction arbitraire <fa: et ses dérivées, tandis que la seconde dépend des deux fonctions arbitraires ^ty 'àt, M. Poisson développe les fonctions ^t^ xSt suivantes puissances de t^ et il pose en conséquence
etc.
k=îA+B-+C hD 5 +
Trf^=A' + B'-+G— +D'— ^ + etc.
L'équation (5) devient alors
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M=A + A'- + B— +B' 5 + 0 5-r4- etc.
+ (G + C- + etc.) 4- etc.
Maintenant, si l'on désigne par (fx, comme cela est permis, la fonction arbitraire
A + A'- + B hB' — ^ + G — ï^— + etc. ,
le second membre de Tëquation précédente se confondra avec la série (4).
552. Le théorème de Maclaurin donne encore pour Tintégrale de l'équation
développée suivant les puissances de ty
M==^+- • \^dx'\ • / {f^da^-\ tA j l(fxda^+etc.y(y)
et sous cette forme l'intégrale ne semble dépendre que de la fonction arbitraire <fx qui représente la valeur de u pour ^ = 0. Mais il faut observer que chacune des intégrations, en nombre infini , indiquées dans le développement, introduit une constante arbitraire, et que le système de ces constantes, multipliées respectivement par des facteurs variables, équivaut à une autre fonction arbitraire. En effet l'on peut écrire :
(pj; = A + Ç,^,
/(fa:da:*=zB + A - + 9,x, /f<^dx^ = G + B - + A h 93^:,
^ça:^5 «= D + G f + B -j-^ + A :;-i-^ + ç^^^ etc..
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Â, 6, C, D, etc. y désignant des constantes arbitraires, et (f^Xy i^^Xj Ç3X, etc« , des fonctions qui s'évanouissent avec X. Par la substitution de ces valeurs dans la formule précédente, il vient :
I.2.0«4 1.2.0.4.5 Jo
etc.,
de manière que les fonctions i/^ty if^ty ^jfy etc. , s'évanouissent toutes avec t ; et l'on donnera au développement de l'intégrale la forme symétrique
., xt x'e x^^
U = A(l +7-T5 -H . r; -♦- 7 jr; + etc.)
+ 9.^ + - .9,0; H .<f^ 4- ô -94^ -♦- «te.
+ +1^ +- - . ^.^ H . ^,^ H 5 . J^4^ + etc.
Quand la constante A et les fonctions (p.^ ^, auront été assignées arbitrairement, toutes les fonctions (p,y({/»9 93,^3, etc., s'obtiendront par des quadratures. A est la valeur numérique de u pour le système de valeurs a: =0^ t= o ; A-|-9i^, A-|-J^,^ sont les valeurs de u en fonction de x et de tf qui correspondent, l'une à fc=o, l'autre à a:=o, 553. Les équations aux différences partielles, traitées dans les n^" précédents, étaient linéaires : considérons maintenant l'équation (3) du n"" 547?
à laquelle nous avons trouvé pour intégrale singulière
Son intégrale générale, développée par la formule de Maclaurin suivant les puissances de ^ , est
etc
et si on la développe suivant les puissances de j^, il vient
2 = YxH-'^ ^ 4- etc.; (0)
en sorte qu'elle dépend dans le premier cas des deux fonctions arbitraires ^ , xj , et dans le second de la seule fonction arbitraire j.
Si l'on considère l'intégrale , au point de vue géométrique , comme l'équation d'un ordre ou d'une famille de surfaces , on pourra dire que l'intégrale singulière (8) a autant d^ étendue que l'intégrale générale donnée par la série (9) : car, pour particulariser l'équation (8), il faut se donner la courbe ^=9^ suivant laquelle la surface coupe le plan des /«; et de même T. !i. 26
pour particulariser Tëquation (9) , il suffit de se donner la courbe z = yjr qui est rinterâection de la isarface avec le plan des xz. Les deusL équations caractérisent donc deux familles distinctes de surfaces, dans chacune desquelles les surfaces individuelles sont déterminées par des conditions de même nature et en même nombre. 554. Le développement des intégrales en séries , par l'emploi des formules de Taylor ou de Maclauriu, ou par la méthode plus générale des coefficients indéte^ minés, indiquée en premier lieu , mène pour l'ordinaire à des calculs pénibles ou ïnême inextricables, lorsque l'équation qu'il s'agit d'intégrer n'est pas linéaire, ainsi qu'on en jugerait d'après l'exemple du n^ précédent, si l'on voulait prolonger le développement au delà du troisième terme. Au contraire, le développement delmtégrale en série prend une forme aussi simple que remarquable, lorsque l'équation aux différences partielles est linéaire, à trois variables indépendantes , à coeiScients constants, et quand elle ne contient pas les variables indépendantes dans un dernier terme , indépendant de la fonction et de ses dérivées partielles.
Désignons en effet par u la fonction , et par x,t\es variables indépendantes : si l'on substitue dans l'équation proposée la valeur
C désignant une côtistante arbitraire et a, p des paramètres indétenDinés , l'exponentielle et la constante C qui la multiplie s'en iront comme facteurs communs: il restera une équation algébrique
à laquelle devront satisfaire les indéterminées a, P, pour que l'équation (C) soit une intégrale particulière delà
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proposée. Celle-ci , à Cause de sa forme linéaire ^ sera donc satisfaite quand on y substituera pour u la somme d^un nombre infini de valeurs particulièr4^s telles que (C), ou la série
que nous désignerons ordinairement, pour abréger, par
et dans laquelle il n*y aura d'arbitraires que les coefficients C, a; le^ nombres ^ se trouyant déterminés en fonction des nombres oe, au moyen de Téquation (f ). 555. Appliquons ceci à l'équation linéaire du premier
ordre
du du ,
at dx
l'équiation (f ) aura la forme ^-z^zati-^-b ; de sorte qu'on
satisfait à la proposée en prenant
Pour ^= o , cette série donne
Soit donc ^x une ^smctioD telle <]ue, si on la développait en série d'expopentielles[j[i4]9 ^^^ aurait
la valeur générale de u sera , squs forme finie ,
eomme cela résulte par un ehangem^it de lettres de la formule (3) du n"" 529. Ija fonction 9 reste arbitraire ^ à cause de l'indétermination des coefficients C, a : elle sera déterminée, si l'on assigne la valeur de i/ en fonction de Xy pour ^=0.
Quand on fait é=o, on retombe sur l'équation (a). En général , si l'on a une équation aux dififérences partielles de la forme
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\u\ désignant j pour abréger^ une fonction linéaire des dérivées partielles de u^ par rapport aux variables x^fj Zy,. autres que tj on posera u=çe^% et Ton aura la transformée en (^
Soit l'équation du se4)ond ordre
l'équation (f ) devient p*=fl^a*, d'où ces deux valeurs de P : p'zmaa, P''= — «a. A chaque valeur de p correspondent deux séries distinctes, propres à vérifier la proposée, et qui en sont des intégrales particulières : ia somme de ces deux séries compose l'intégrale génerale
équivalente à l'intégrale sous forme finie
u = (f{x + at) + i/{x — ai) y ( 1 1 )
qui ne diffère que par le choix des lettres, de la formule (a) du n^ 539.
D'après cette analyse, l'intégrale générale de la proposée doit s'obtenir sous forme finie et renfermer n fonctions arbitraires distinctes, lorsque f (a,p) se décompose en n facteurs linéaires p — (fla-|-é), et en particulier lorsque la fonction f est homogène par rapport aux indéterminées a, p, ou lorsque l'équation linéaire aux différences partielles ne renferme que des différences partielles du même ordre [544]-
Les deux fonctions arbitraires f , i/ qui entrent dans rintégrale (1 1), se déterminent sans difficulté lorsqu on
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assigne deux fonctions^, £r, dont la première représente la valeur de u et la seconde celle de ■-=- , pour t=o. Effectivement, d'après ces données, on a
Par l'intégration de la seconde de ces équations, il vient
çj? -_ ^Jiart=3 -/ fruste c= For + c.
Fit désignant une fonction connue de Xj et c une constante arbitraire.
De là on tiré 9ar=7(/j: + Fa: + c), 4jr=7(/;r— Fjr — c), et par suite
^=t[/(^+^0 +f{x—at) h^{x+at)—¥{x^at)], (12) la constante arbitraire c ayant disparu. 557. Reprenons l'équation déjà traitée
du çPw
dt — dx^' ^^^
pour laquelle l'équation (f) se réduit à p=a\ Suivant qu'on se sert de cette équation pour chasser les coefficients ^ ou les coefficients a, on a les deux développements
u = S . cvv^p^+p»'+ S . Ce- Vr +P\ ^ 1 4)
Si l'on développe la série (i3) suivant les puissances de r, il vient
ttz=2.C^H — .S.Ca'^H .2.CaV* + etc.,
développement qui se confond avec la série (4)^ quand
on pose 2. C^=(pj:, la fonction arbitraire çj; désignant
toujours la valeur de w, pour t=o> •
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On trouverait de méme^ ea développant le secoDcl membre de lequatioa (i4) suivant les puissances de X :
+ — .(2.Cp'eP''4-2.C"pV"0
H ^.(Ï.C'PV?*'''— S.Cp'iXptff"') + etc.
Si maintenant on pose
<|rf=2.C'«>''+2.CV"',
trfr = 2 . C Vp'c»" — S . C l/fî«»"',
on retombera sur la série (5). Pour montrer que les deux fonctions ^^xi sont arbitraires et indépendantes l'une de l'autre, nous ferons
d'où
trfr=v/-^n/. (i6)
A la place de cette dernière équation l'on peut écrire
%i\t=Wt — m, (17)
Xij'^^tant une fonction qai dérive de tjpar une opération inverse de celle au moyen de laquelle les fonctions ^,9 n^i dérivent respectivement des fonctions V,n ('). On tire dés équations ( 1 5) et ( 1 7) :
(') De l'équation l.CeP'^z=zWt on tire
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en sorte que, quelles que soient les fonctions ^^xi qui peuvent être choisies arbitrairement, les fonctions W^ U^ et par suite les séries S. CV'V Î.C'V" se trouvent t'Rujours délerminées*
Si Ton avait développe la série (i3) suivant les puissances de Xy on aurait eu
iT _ .. *••
et ce développement coïncide encore avec la série (5) quand on pose
mais alors les deux fonctions ^^ xi ne sont plus indépendantes : on a entre elles une relation qui, suivant la notation ci-dessus employée, s'exprimerait par xit=^^ ou rà^t=^t; ce qui revient au^si à supposer nulle la fonction n dans les équations (i 5) et (17). Couséquemment la série (i3) doit être considérée, ou comme l'intégrale générale de l'équation (3), ou simplement comme une intégrale particulière, selon que cette série est conçue
n désignant un nombre positif et entier quelconque. On peut écrire par analogie
et, en vertu de cette notation , remplacer les équations (16) et (17) par les suivantes :
xit=2 ^ — ; — i., Aï; rit.dt* = ve — m.
Le calcul des différentielles et des intégrales à indices fractionnaires , qdmis comme une conséquence du développement des fonctions en séries d'exponentielles, est l'objet d'un mémoire important de M. Liouville, inséré dans le 21* cahier du Journal de V École polytechnique.
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ordonnée suivant les puissances de t ou suivant les puissances de X : ce qui revient à déterminer les paramètres arbitraires qu'elle renferme, au moyen de la valeur de u en fonction de x pour t=Oy ou au moyen des valeurs de
w et de -T- en fonction de t pour x=o.
Nous ignorons si Ion a remarqué cette singulière propriété de certains développements, de représenter à la fois une intégrale générale et une intégrale particulière. Cette remarque contredit même Tassertion avancée par mégarde par M. Poisson (*), que l'on peut développer la série (i3) de manière à la rendre identique avec la série (5).
Reprenons aussi l'équation
qui donne pour (f), ap=i, d'où
tt=2.0' S (i8)
et en développant suivant les puissances de f,
M=2.C<?«^-f.~.2.C 1 .S.C— -t-etc,
Comme on peut poser ça? =2. Ce**, il est évident que ce développement rentre dans la série (7). Seulement^ quand la fonction (p a été assignée, et que les coefficients C, a sont par cela même déterminés^ tous les termes des
séries
C — z=if(fxdxj 2. T'=Xf9^^f ^'^'J oc a
se trouvent aussi déterminés complètement; en sorte que les constantes arbitraires qui entrent dans les intégrales
(') Théorie de la chaleur, p. iSq.
Jifxdx^JJ(fxdx^^ etc., sont elles-mêmes complètement déterminées. Par conséquent, la série (i8) ne donne qu^une intégrale particulière de Téquatlon (6), et non pas une intégrale générale ou complète, comme on le lit à la page 149 àe l'ouvrage cité tout à l'heure. L'équation (6) serait également vérifiée si l'on prenait
iic=3 A sin (a:F+ ^t) + B cos [eux + p^),
pourvu qu'on eût entre les paramètres a, p l'équation de condition oLf^-^ç-izi^o, Donc on satisfera à l'équation (6) en posant
«=2 Asinf cur j + BcosTour j lî
mais ce ne sera encore qu'une intégrale particulière de la proposée; et lors même qu'on écrirait
Il = 2. A sin f tf!x 7 j-l- S.Bcosf a^x j j»
l'intégrale, ainsi qu'il est facile de s'en assurer, n'aurait pas plus de généralité.
559. En général, comme les constantes arbitraires C,a,P peuvent être supposées imaginaires aussi bien que réelles, il est clair qu'à toute série d'exponentielles il est permis de substituer une série de sinus et de cosinus, et réciproquement. La nature du problème détermine la nature des fonctions qui doivent rester dans la solution finale, après qu'on a déterminé toutes les constantes artraires et fait évanouir les signes d'imaginarité.
Si l'équation (f) était telle que les paramètres a, ^ ne pussent pas être réels en même temps, on serait par là même averti de la nécessité d'introduire dans la série des fonctions circulaires à la place de certaines exponentielles. Ce cas s'offrirait pour l'équation
à laquelle se réduit l'équation (lo) quand on donne à la constante a la valeur J/ — i. On y satisfait en
posant
« = S . (A' sin a'd? -i- B' cos a'j-)e*''
+ LfA^sina^^H- B" cos a''x>-«:\
Désignons par/ir et par £2:;=-j~ les valeurs de u et de
du
— pour t= o : on aura
2.(A'sina';r+B'co5a'x)=^(/ar-4-Far + c), J 2;.(A''sina''jr+B''cosa''a:)=^(/jr — Far— c), [ ^^°^
cl indiquant Une constante arbitraire; et quelles que soient les fonctions /| F, mathématiques ou empiriques, pourvu qu'elles ne deviennent poiut infinies, on pourra, d'après les formules du chapitre XII du cinquième livre, déterminer tous les coefficients A', B',a'; A",B'\a", de manière à satisfaire aux équations précédentes, au moins pour les valeurs de x comprises entre des limites données.
L'intégrale sous forme finie de l'équation (19) serait, d'après la formule {1^)9
la caractéristique F ayant la même signification que dans les équations (ao); et cette intégrale devient illusoire, du moins pour le calcul numérique des valeurs dew, lorsque les fonctions/, F n'ont pas d'expressions algébriques dans lesquelles on puisse substituer les va-
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leurs orifc^l/ — i, de manière à faire disparaître les signes d'tmaginarité.
560. Les équations aux différences partielles, linéaires et à coefficients constants, s'appliquent surtout à des problèmes de mécanique et de physique mathématique, dans la résolution desquels il est permis de négliger^ à cause de leur petitesse, les produits et les puissances supérieures de certaines quantités variables. Pour détennilier les fonctions arbitraires qui entrent dans les intégrales, il faut assigner les valeurs initiales de certaines fonctions dans Tétendue limitée d'un système matériel à une, deux ou trois dimensions : rien n'assujettit d'ailleurs ces fonctions à comporter une expression mathématique; elles doivent seulement, dans l'étendue du système matériel pour lequel elles sont données, conserver des valeurs déterminées et finies, parce qu'elles mesurent des grandeurs physiques, essentiellement finies et déterminées. Les formules du chapitre XII du cinquième livre, et toutes celles qui sont propres à représenter dans une étendue limitée une fonction quelconque, mathématique ou empirique, s'appliquent donc essentiellement au développement des intégrales des équations aux différences partielles, dans lesquelles les fonctions arbitraires doivent être déterminées d'après des données physiques. Au contraire, les développements en séries d'exponentielles ne sont applicables que quand les fonctions ar^ bitraires initiales comportent une expression analytique; et alors, sauf l'exception résultant de la divergence des séries, ils représentent tes fonctions développées pour toutes les valeurs possibles des variables.
561. L'équation la plus simple à laquelle on puisse appliquer ce que nous venons de dire sur la détermina*
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tion des fonctions arbitraires d'après des données physiques, est réquation des cordes vibrantes [SSg]
dans laquelle t désigne le temps, x l'abscisse d'un point de la corde en mouvement, u l'ordonnée de ce point qui serait nulle dans l'état de repos, et a un coefficient qui dépend de la tension, du poids et des dimensions de la corde. Les deux extrémités de la corde vibrante ayant pour abscisses a:=o et a:=/, et ces deux extrémités
étant fixes, les valeurs de e^ et de -7- sont nulles pour
x=o et .z:r=/, quel que soit t : à l'origine du mouvement, et pour les valeurs de x comprises entre o et /^ on a
az=^, _=£r, les fonctions^, £r étant assujetties à la condition d'avoir des valeurs finies et déterminées.
On satisfait à l'équation (21) en prenant
u =: 2(A sin adt + B cos aa/) sin oor; (aa)
et si l'on pose
/ désignant un nombre entier quelconque, on satisfait à la condition que les fonctions Uj -j- s'évanouissent pour
^ = 0 et pour ^=/, quel que soit t. L'équation (aa) devient
a==2( A sm — ^ — h B cos -y- j sm -y- >
et il ne s'agit plus que de déterminer les coefficients A, 6 en fonction de l'indice /. Pour indiquer cette dépendance, nous écrirons A|, B, au lieu de A, B.
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Or, d'après les conditions exprimées, il vient
L'équation
du ^itu
qui se confond avec l'équation (3) quand on prend, pour plus de simplicité, a=i, a lieu entre la température u de la section droite d'une barre cylindrique homogène, le temps t et l'abscisse x de cette section, comptée de l'une des extrémités de la barre. On désigne par a un coefficient qui dépend de la conductibilité de la barre et de sa capacité pour la chaleur, par / la longueur de la barre ; et l'on prend pour zéro de l'échelle thermométrique la température (supposée constante) du milieu dans lequel elle est plongée. En conséquence il faut que , pour x=zo et a:=l^ on ait «=o, quel que soit t. Il faut de plus que, pour t=o^ u se réduise à une fonction fx^ arbitrairement donnée entre les limites x=Oj x=dj et qui exprime l'état initial des températures de la barre.
On satisfait à l'équation (a4) par la série
If = 2 • Â sin flure "•*"*'; (a 5)
et si l'on prend, comme dans l'exemple précédent,
on aura tenu compte des conditions qui se rapportent
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aux deux extrémités de la barre. Il suffira ensuite de faire
pour que la valeur de fi, qui répond à £=:;=o, représente l'état initial des températures de la barre.
563. Dans les deux applications qui viennent d'être faites, on peut considérer les valeurs du paramètre cl, données par la formule (23), comme les racines, en nombre infini, de l'équation transcendante sin «/ — o: en général on a pour déterminer la série infinie des vaieuri de a une équation transcendante, mais de forme plus compliquée et telle qu'on n'en peut déterminer que par tâtonnements les racines consécutives.
Supposons les mêmes données que dans le problkne précédent^ si ce n'est que la fonction u^ au lieu d'^re constamment nulle pour ar=:/, devra à cette limite, et pour toutes les valeurs de /, vérifier l'équation différentielle
du . , -,
Ce nouveau problème se rapporte à la détermination des températures d'une sphère homogène, plongée dans un milieu dont la température est constante, et primitivement échauffée de manière que tous les points à égale distance du centre aient la même température. La variable X désigne la distance d'un point au centre de la sphère; la fonction u est leproduit de la température du point dont il s'agit par la distance x; /est le rayon de la sphère. La condition d'avoir m=o, pour x=o^ quel que soit ty résulte de ce que la température du centre ne peut pas devenir infinie [458]; et l'existence
de lequatioa (^6), dans laquelle h exprime un coefficient constant, est une conséquence de la déperdition de chaleur qui s'opère, par rayonnement et par contact, à la surface de la sphère.
La valeur de u sera toujours donnée par la formule (aS) : mais en vertu de l'équation (26), les paramètres a devront être les racines de l'équation transcendante
a cos a/ + A sin a/=o. (27)
Admettons qu'on ait calculé ces racines : il s'agit de déterminer les coefficients A de manière que, pour t;=xy^ use réduise à une fonction ^, assignée arbitrairement entre les limites x=o^ .x=L Voici la méthode donnée par M. Poisson pour effectuer cette détermination, et pour démontrer en même temps que l'équation (27) ne comporte pas de racines imaginaires.
564. Multiplions par sin ouccLv les deux membres de réquation (2/1), et intégrons entre les limites .r=:o, x=l: il viendra
ri , d. I u sin oûcda: . , «.
L'intégration par parties donne :
fl , . d^u , [du . V fi du ,
/ smowr-7— ar=r -T-sinouî — al cosûlt -7-007, Jo da: Ida: Jo Jo dx
I cos olx -j- dx -^.X u cos olx \ + a I « sin cnxdx^ d'où
fi, d^uj [du . V .r^ ' j
I sinoar-r— flte= -7-sinaj7-aMcosûtr -a*/ usincLvdx. Jo dx" [dx Jo Jo
Pour arrzzo, on a w=o, sin a.r=o; pour .r=/, on a, en vertu de l'équation (26),
Au.
-r- sin ax — au cos ojp = — u{h sin a/-f- a cos oc/)i
quantité nulle à cause de Téquation (27). En conséquence l'équation (tïS) se réduit à
^° , = — a'â*/ usi
dt Jo
sin axdx,
et elle a pour intégrale
u sin oLXclx = Cd ■"•'"*', o
C désignant la valeur de
'u sin o.^,
qui correspond à fc=o, c'est-à-dire l'intégrale
fa: . sin axdx.
On aura donc, par l'élimination de la constante C,
/ u sin cLxdx = c""*'"*' / ^j: . sin oucda:, (29)
Si nous substituons dans cette dernière équation la valeur de u en série, donnée par la formule (a5), il faudra, pour l'identité, qu'il ne reste dans le premier membre que le terme correspondant à la racine a employée dans le second membre. En conséquence , pour toute autre racine a, numériquement différente de a, on aura
/ sin OLT sin oCxdxzzzq^ (3o)
et l'équation (29) donnera simplement
a/ sin* otTflfr s= / fx. sin oucdx y ou bien, après la première intégration effectuée,
a/ — sina/cosa/ d'où
a / fx . sin
OLxdx
tt = 22 . J^ ; — sin otîC.tf-«'"% (3 1 )
OLL — sin ai CCS a^ '
ce qui détermine complètement la valeur de u.
Il faut remarquer que, si a est une racine de Téqua*» tion (27), — a en est une autre; mais on ne donnerait pas plus de généralité à la solution en tenant compte des racines négatives, puisque la somme de deux termes
A, sin otr.^—*-*' + A, sin ( — ow:).«— •«*'
équivaut à
(Aj — A,) sin aar.«-"'«''= A sin OLr.d-"*"'',
le paramètre a ne devant plus recevoir maintenant que des valeurs positives.
565. Au moyen de l'équation (3o) on prouve, comme nous l'avons annoncé, que l'équation (27) n'admet point de racines imaginaires. Soit en effet a=(jL-|-v |/H7 une racine imaginaire de l'équation (27) : celle-ci aura une autre racine imaginaire conjuguée a=:(ji — ^vJ/HT; et l'équation (3o) deviendra, après les transformations ordinaires ,
^ / [sin' \Lx{€*' + ^-^')"+ cos" (ia?(«** — «-^')']â£a?=o,
équation impossible^ puisque tous les éléments de l'in* tégrale qui en constitue le premier membre sont essentiellement positifs.
On trouve en effectuant l'intégration :
, , sin (cl — a')/ sin (a + c^)l
s\naLxs\naxdx=^ — y tt^— — -r tt-
a' sina/cosa7 — asin a7cosa/
Coinine'a,a' désignent des racines de l'équation (ay), le numérateur de cette dernière fraction est nul ; et l'on vérifie ainsi l'équation (3o), déjà démontrée par un raisonnement indépendant de la forme particulière de la fonction soumise au signe y]
Pour a'=â, le dernier membre de l'équation (Sa) se présente sous la forme ^, et sa vraie valeur, trouvée par la méthode ordinaire, est
olI — sin a/cos a/
comme on l'a obtenue en calculant directement l'intégrale y^' sin ^oLxdx.
566. Faisons dans l'équation (3 f ), £=0 : la fonction u devra se réduire kfx entre les limites x=OyX=dj et l'on aura, en remplaçant pour plus de netteté sous le signe d'intégratioa la variable x par uiu^ variable auxiliaire 5,
«r/^sinocÇiafÇ
f^r = 22 . -V- — ■" ; > • *» fltr.
^ oU — sin a/ cos a/
Ce sera une nouvelle formule de développement de la fonction /r, analogue à celles du chapitre XII du cinquième livre, et aussi rigoureusement démontrée, quoique d'une manière indirecte. Les formules de cette espèce peuvent être indéfiniment multipliées comme les équations linéaires aux différences partielles auxquelles elles correspondent; mais elles ne peuvent être employées avec sécurité qu'après qu'on a établi rigoureusement la convergence des séries qu'elles engendrent.
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567. S'il y avait trois variables indépendantes x^y^t dans l'équation aux différences partielles ^ linéaires et à coefficients constants , ou pourrait prendre pour inté* grale particulière
et l'on aurait entre a, ^^y une équation de condition
qui laisserait deux de ces paramètres indéterminés. £n conséquence on pourrait prendre pour intégrale générale
le double signe 22 indiquant qu'il faut combiner successivement toutes les valeurs possibles de a avec toutes les valeurs possibles de p. La valeur précédente de u subirait des transformations analogues à celles qui ont été exposées dans le courant de ce chapitre^ à propos du développement des fonctions de deux variables. Mais en général de tels développements, quand îe nombre des variables indépendantes surpasse deux, sont inapplicables à cause de leur prolixité. Il Ëiut substituer alors à l'emploi des séries infinies celui des intégrales définies, et cette subMitution sera Fobjet du chapitre suivant.
Nous avons trouvé [55 1] pour l'intégrale de
l'équation
du d^u
dt~d^' W
la série
a=cpa?-|*-,ç'^H .9*'^H ô . Q^'o: + etc. : h)
cette série à son tour est susceptible d'être sommée ou exprimée sous forme finie , par une intégrale définie. En effet, d'après les formules connues [4o3]
l'équation (a) prend la forme
V^wy— ooL i«2 i.a.3 ^
H- ^ =-^. 9'^x + etc. e-*'rfw
= — = . / «p(x + 2<i> v/t)e-^*dfù. (3)
On aurait aussi
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et par conséquent ,
En mettant l'expression sous cette forme, on voit mieux qu'elle s'applique aux valeurs négatives de / comme aux valeurs positives : les termes affectés d'imaginarité, pour t négatif, se détruisant mutuellement sous le signey*; et en effet rien n'empêche de donner à t des valeurs négatives dans la série (2) , d'où l'expression (3) est déri* vée.
Celle-ci se tire encore très-simplement de la formule
car l'équation {a) donne, quand on y remplace a> par €0 — al/7,
e — «» + aa«^7 — a v^(i> = l/^ ,
ou
6«*' = — ;=./ e— »»H-aa»V/'7<!/(«>, (4)
et par suite
formule qui coïncide avec (3) lorsqu'on remplace, comme cela est permis,
C«a(« + a»ï/7) par <p(^ + acdl/F
Pour l'emploi de cette formule, la fonction 9, quoique arbitraire, doit cependant être supposée telle que le produit ç (x-(-aû)|/7) e'~^ s'évanouisse pour a)=±QO , quels que soient t et x^ afin que l'intégrale conserve toujours une valeur finie. Au moyen de cette restriction on peut reconnaître , par un calcul direct , que l'équation (3) satisfait à la proposée.
L'équation ——nu u a pour intégrale complète
«=A(, + ^-^4-^^-^. +^^-^ + etc.)
+ <p,x+ -.9,^H «Çi^H ^.<f^x + et€.
Désignons par «p^, <];^ les dérivées des fonctions 9,a:, ^i^: on aura
En effet , l'intégration par parties, répétée î fois, donne
/(x — (ày^^^<ùd(ùz==.(a; — {i>)*-'flp,ft) + (e -^ i) Çx — wy-'cp^w
+(/ — i)(i — 2){x — wy-3(p3a)4-...4-;(« — 1)(« — 2)...3.a.i(p/«i);
à la limite (o=o, toutes les fonctions ?, o) s'évanouissent en vertu de la définition; à la limite (ù:=x, tous les termes du second membre qui ont x — w pour facteur s'évanouissent aussi, et Ton trouve pour <^ijç la valeur écrite plus haut. Le même calcul s'applique à la fonction ^it.
Il viendra , en conséquence de cette transformation ,
« = A(i + ^ +^^-^ + ^_3^. +etc.)
En désignant toujours par i un nombre entier positif,
on a [4o4]
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^•sin-
j:^ . . . 2*.jrV
-AI ( i + — — sm*a-ï 5-»-7sm*a -f- etc. ]aoL
Pour les deux autres parties de la valeur de w, dont la composition est analogue , il sera plus simple de changer les exponentielles en cosinus, et l'on aura définitivement :
-/ / 'cos(2l//(w-jr)sin*a)^hp(o£&)
H — / / * cos(2 ]/x{tù —0 sin^a)da hJKorfw.
Nous tombons ici sur des intégrales définies doubles, tandis que nous avions obtenu l'intégrale de l'équation (i), exprimée par une intégrale définie simple.
570. Afin de donner un exemple de l'intégration des équations linéaires à coefficients variables, prenons l'équation
du d^u ku ^wx
di ^~ir*' ^ ^
qui admet pour intégrale particulière w==/e*', pourvu qu^ désigne une fonction de la seule variable x^ assu-
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jettie à vérifier l'équation différentielle
L'intégrale de cette dernière équation renfermera deux constantes arbitraires A, B ; et Ton peut prendre pour intégrale complète de l'équation (5), u=^. j^ e*^, la somme s'étendant à toutes les valeurs possibles des constantes AjB, oL.
Pour la commodité du calcul , remplaçons a par a et fc par m (m — i j : l'intégrale complète de l'équation (6j sera, d'après la formule (17) du n® 471?
j = Aaf^l <?^«--sin»'"-'a)^ 4- Bx^^'^j c-»*«»-sin"-** tada.
Substituons cette valeur de^ daps l'équation £^=2^^^*% et remplaçons-y ensuite ^'' par sa valeur tirée de l'équation (4), en accentuant les iù qui entrent dans cette dernière équation, pour éviter de les confondre avec ceux qui entrent dans l'expression de ^ : il viendra
et si l'on pose
on aura plus simplement
u=^ûc^l I 9(0? cos CD + ao)' v^iyr^'^ sin»*"~ ' tadtadiù
•4- j:'~* / / ^x cos 0) + 2w'i/?)d-*'* sin*—**û>ûfo'€fc>. D'ailleurs M. Poisson a démontré (') que , nonobstant
(') Journal de J* École poiyiechnique, ig^ cahier, pag. 341.
la présence des deux signes de fonction op, ^ , l'intégrale ne dépend que de la fonction arbitraire de x, qui représente la valeur de u pour t=io.
57 1 . Les artifices de calcul à Taide desquels ou vient d'exprimer par des intégrales définies les intégrales complètes de diverses équations aux différences partielles y ne procèdent point d'une méthode uniforme : on peut recourir, comme Fourier l'a fait le premier, à d'autres considérations qui se rattachent plus étroitement à la propriété fondamentale des équations linéaires.
Prenons encore pour exemple l'équation
du d*u dt fl^'
à laquelle on satisfait par la valeur particulière
a=z A^^«*'cosa(j; — Ç),
Â, a, ^ désignant des paramètres indéterminés. Au lieu d'attribuer à ces paramètres des valeurs séparées par des intervalles finis, rien n'empêche de supposer qu'ils passent sans discontinuité par une infinité de valeurs; et même on peut établir entre les paramètres A, ^ une dépendance arbitraire
A=-«rf(Ç),
qui, loin de restreindre la généralité de la solution, lui donnera au contraire la généralité requise par l'introduction d'un signe de fonction arbitraire dont on pourra disposer selon les exigences du problème. On doit remarquer l'analogie de cet artifice avec celui dont Lagrange et Monge se sont servis pour tirer d'une intégrale particulière, mais pourvue de constantes arbitraires en nombre suffisant, le système d'équations propre à
représenter Tintégrale générale, en vertu des fonctions arbitraires qu'il renferme [5a 5 et 534].
Ainsi l'on satisfera à la proposée , à cause de sa forme linéaire, en prenant
u =^^-*' cos a(x— l).ri(^dlidaL,
quelles que soient la fonction XiJ et les limites des intégrations. Admettons de plus que la fonction u doive se réduire à «p^ pour ^=0 : d'après la formule de Fourier [435], il suffira de prendre
en assignant aux intégrales, pour limites supérieures -|-oo , pour limites inférieures — 00 ; et Ton aura en conséquence
a = — / / <?-«'' cos a(^ — Ic^^^dJcjÈUx,. (7)
Nous avons déjà obtenu la valeur de Uj exprimée par une intégrale définie simple : pour retrouver cette valeur, il n'y a qu'à effectuer, dans la formule précédente, l'intégration indiquée par rapport à a. On a en effet, d'après la formule (Je) du n^ l\io^
dou
et il ne s'agit plus que de changer sous le signe la va* riable auxiliaire en posant
^ — --2^=:co*, ou ç = a:+2coV/'f,
pour retomber sur la formule (3).
Si l'on avait , au lieu de la proposée , l'équation
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du ^d^U
dt d^^ -
il faudrait évidemment changer dans les formules (7) et (3), t en a'ty ce qui donnerait
tt = — / / tf-«'«'' cos a{x — D^ldUloL ,
572. Les équations précédentes expriment les lois de la transmission de la chaleur dans une barre cylindrique j à section droite infiniment petite , indéfiniment étendue dans le sens de sa longueur ; lorsque la déperdition de chaleur par rayonnement et par contact, à la surface latérale de la barre, est supposée nulle ou insensible. La barre étant considérée comme indéfiniment allongée, il n'y a plus de conditions relatives aux valeurs extrêmes de x : ce qui distingue en général les problèmes pour lesquels on emploie les intégrales définies prises entre des limites infinies , de ceux pour la résolution desquels on développe Tintégrale en séries dont les termes sont donnés par la suite des racines d'une équation transcendante.
Soit maintenant l'équation à quatre variables indépendantes
du ,/rf'w d^u d^u\
dt ~^ \4^- "^ rfj' "*" dzO'
qui se rapporte à la propagation de la chaleur dans un solide homogène , illimité en tous sens , la fonction u devant se réduire à 9 (x, j", z) pour ^=0 : si nous posons , dans la vue de simplifier l'écriture ,
la formule de Fourier, étendue aux fonctions de trois va-
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riabics, donnera
— QO
cosa(a; — l),co»fi{jr — <y)).co8^(z — C)*<'Ç^<<^^/^ou^P<^.
Par une analyse telle que celle qui vient d'être employée, l'intégrale sextuple se réduit à une intégrale triple^et l'on a
Les barres placées au-dessus et au-dessous des signes d'intégration, indiquent que toutes les intégrales sont prises entre les mêmes limites.
Passons à l'équation
à laquelle on satisfait par les valeurs particulières A cos oLat cos a(j7 — Ç), B sin aat cos atfx — Ç) ;
et admettons que , pour ^=o , les fonctions u, -=- doivent se réduire respectivement à
On satisfera à l'équation (8) et à la condition (9), en prenant
w = — / / cos OLat cos a(a? — ^)f^d^da, ;
mais cette valeur de u donne —=:o, pour ^=0 , et
conséquemment ne satisfait pas à la condition (10). Au contraire la valeur
I /** Z'* Sinoa^ . rsi^nr^
u= / / cos a(x — Dtteltaai
d'oïl l'on tire
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-y- = — / / cosaa^cosa(^ — Ç)fjrf5da,
satisfait à l'équation (8) et à la condition (lo), mais non pas à la condition (9), puisqu'elle donne u;=o pour t=o- Donc l'on satisfera à la fois à la proposée et aux conditions (9), (lo), en prenant
M = — / / cos aat cos a(^ — ^fXd^doL
I /*•/"* sinaar . t\ctjrj
— 1 1 cosa(ar — ;]fça^aa.
On sait que l'équation (8), qui est celle des cordes vibrantes et des ondes sonores dans un tuyau cylindrique, a une intégrale sous forme finie, dont l'intégrale précédente doit être une transformation. En effet , la prenûère partie de la valeur de u peut être mise sous la forme
7" / / [cosa(:r+û^ — $)+cosa(ar — at — 5)]y^û??e/a, et par le théorème de Fourier elle se réduit à
La seconde partie de la valeur de u devient par une transformation semblable
^TçaJ ^^J —oD L a a J ^ '
L'intégrale
/** rsina(j: + fl^ — S) sina(j? — at—l)!, -co L a * J
se réduit [4i3] à ir ou à — ic, suivant qu'on a
et par suite t > o , ou au contraire
ce qui suppose t < o. Elle s'évanouit pour les valeurs
de Çqui tombent hors des limites Ç=a:-— a^, ^=:x-|-a/, et qui donnent le même signe aux facteurs x-\-at — ^, X — at — Ç. Donc Tintégrale (i i) a pour valeur
En reunissant les deux parties de la valeur de u, on retombe sur l'intégrale (la) du n® 556.
On trouve sans difficulté , pour Téquation
d^u ^ /d^u d*u d^it\
7u , /rf*tt
dr \da;* rfj* dz^J
qui renferme les lois de la propagation des ondes dans un milieu dont Télasticité est la même en tous sens, ou dans un milieu non cristallisé^ une intégrale de forme analogue à celle de l'équation (8). Soient y (xy jr, z), f (x, jTj z) les fonctions auxquelles doivent se réduire u
du et — pour /=o, et posons
/(?,Y,,Ç) cos fr^ H- f(Ç,Y,,C)^=e :
l'intégrale sera
Mais cette intégrale sextuple , dans laquelle^ il serait difficile de Ure l'expression des lois du phénomène ^ se transforme^ comme M. Poisson Ta fait vbir Q, en une intégrale double
Â'^J ojo 4^ dtj oj o
air o
aw *
/'(x~\-atco8B,jr'\'afymbBm(ùfZ'\'aiaiiA cos tA)tainBdlbdtà.
O Nbupeaux mémùings dé f'Atadémie dès seieneety toth. in.
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£n général y la difficulté consiste à abaisser, autant que la nature du problème le comporte , l'ordre de l'Intégrale multiple à laquelle conduit immédiatement l'application du théorème de Fourier; et cette réduction ne paraît point encore soumise à des règles générales.
Considérons en dernier lieu l'équation
dt- ■ dx^~ '
qui se rapporte à la propagation des vibration» transversales d'une verge élastique, dont nous supposerons la longueur indéfinie de part et d'autre du centre de l'ébranlement primitif. On admet toujours que l'on doit
avoir u=.fx et -7- =fa: pour t=o.
La proposée est satisfaite par la valeur particulière
u:=iA.cosa^atcosaL{x — ?) :
donc , tm calcul entièrement semblable à ceux; qui précèdent donnera pour l'intégrale complète :
« :=^ — / / cos oL^at cos a(^ — l)/ld^doL
^ — ^ / / 1 — COS afx — Ç)f ÇéiSrfa.
La première partie de la valeur de u se ramène à une intégrale définie simple; car, d'après la preïnière équation (i) du n"* 409, on a
COS oi^at cos a(a; — l)doi
et si l'on pose en eonaéquence
^ssisar -4- awW<'S, (12;)
la première partie de la valeur de u ppcrtdrar la forme
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_j I (sin 0)* -+- cos iù^)f{x + iiù\/at)d(ù.
Donc, si la fonctioa {x est nulle, ou si les molécules de la verge élastique ont été écartées à l'origine de leurs positioDS d'équilibre, sans recevoir de vitesses initiales dans les plans perpendiculaires à l'axe de la verge, on aura simplement
u = -j= / (sin w*-H cos ^^)f{^ -f- atoV/iirVA»,
formule remarquable par son analogie avec réquation
Pour les plaques vibrantes, de même élasticité en tous sens^ l'équation des vibrations normales est
5F"*"'' V.5?^"*"^iS^"*"^j— ""•
Admettons qu'à l'origine du temps la fonction u se réduise à/'(x,^) et que la fonction — soit nulle : on exprimera la valeur de u par l'intégrale quadruple
COS (a» -4- P*) «' cos a(x — Ç) cos PO — Tfl)y(Ç,'n) J^dndad^,
L'intégrale double
Jj cos (a* + P') at cos a(x — Ç) cos ^(^ — Ti)<farfp
= / / [«» *'^ao» ^at—nn a'/Uàn p><tf]coi a(x— Ç) cm ^—■n)Ja. <$ (i 3)
peut être obtenue ; car, si l'on effectue d'abord l'intégration relative à a , en employant les formules (y) du n** 409, oh trouve
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[cos aî^at cos ^at — sin ti^at sin ^ai\ cos tL{x — Ç)rfa
(d ayant la valeur donnée par l'équation (isî). Ainsi l'intégrale ( 1 3) devient
%/ — -sinr-r + w* ]/ cosP"a^cosP(7 — y))rfp
— \/ — • sin f - + w* j / sin |3 'af cos P(jr — 'njrfp.
Mais, dans cette dernière expression, les intégrations relatives à ^ s'effectuent de la itiéme manière, et si l'on pose
il vient pour la valeur de l'intégrale (i3) J^[sinQ+«o')sinQ+<-")_sinQ-«-)sinQ-a.-)]
= — sin(a>*+u)'»).
Donc la valeur de u prend cette forme aussi simple qu'élégante ,
u = — I I sin (w* -+• »'») .f{x 4- 96» \/ir, y + %fd \/'t)dv^vi ;
T, II. a8
PARTIELLES
575. Considérons d'abord Téquation aux différences partielles du premier ordre et à trots variables
et soit (fX la valeur de z en fonction de x quand la variable/ est nulle : on aura, pour^;^=o,
Par conséquent, si la fonction Oo: resté finie pour toutes les valeurs de or, et si A;^ désigne une quantité très-pe* tite du premier ordre ^ on aura, aux quantités près du second ordre, iiz=^xAj'; de sorte que, à ce degré d'approximation ,
z = car + ^ j? . A/ = ç ^o:
est l'expression, en fonction de x, de la valeur de z qui répond à y=h.y. On déterminerait de même l'expression z=i^'iPC qui répond \ j:=:.i^y^ et ainsi indéfiniment.
Concevons que x^y^z désignent les trois coordonnées rectangulaires d'une surface :
2=<pjr {h)
sera l'équation de la ligne d'intersection de la surface avec le plan xz. Le plan tangent à la surface suivant cette ligne aura pour trace en xz la tangente à la courbe (A). En vertu de cette condition et de l'équation (a), la direction du plan tangent se trouve complètement
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déterminée pour chaque valeur de x; en sorte qu'on peut tracer dans lespace la surface cylindrique qui enveloppe, suivant la courbe arbitraire (b) , la surface qu'il s'agit de ccmstruire au moyen de l'équation (a). Si l'on coupe la sur&ce enveloppe par un plan parallèle à celui des xzy et dont la distance à ce plan est une quantité très-petite du premier ordre, l'ordonnée de la section de l'enveloppe ne diffère que par une quantité trèspetite du second ordre, de l'ordonnée de la trace de l'enveloppée sur le même plan : la section de Tenveioppe peut donc être prise pour la ligne de contact de la surface avec mie seconde enveloppe que l'on construira comme la première, et ainsi de suite.
Au lieu d'assigner arbitrairement l'équation de la courbe d'intersection de la surface et du plan .rz, on aurait pu donner celle de la section de la surface par tout autre plan parallèle.
Il résulte de là que, si l'on peut assigner une expression de z en Xjjr^ qui satisfasse à l'équation (a), cette expression j pour avoir le même degré de généralité que l'équation aux différences partielles à laquelle elle satisfait, doit contenir une fonction arbitraire dont on puisse disposer pour faire passer la surface par une courbe donnée.
576. On arrive au même résultat quand on substitue à la construction d'une surface dans l'espace , la construction sur un plan horizontal de la série de ses lignes de niveau [ia6]. Supposons qu'en outre de l'équation {a)y on donne la trace de la sur&ce sur le plan horizontal des xj'^ ou l'équation de cette trace
ou aura, pour tous les points de la surface qui appartiennent à la courbe (p), /^H-^r^'^trzi^o. Cette équation,
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jointe à la proposée (a) , donne en fonction de x^j^ les valeqrs dep^ q et celle Ae p^+q* pour chaque point de la surface appartenant à la ligne de niveau (^). Menant des nonnales à chaque point de cette courbe , et prenant sur chaque normale une longueur égale à la quantité très-petite du premier ordre — , on tracera
sur le plan xjr (aux quantités près du second ordre) ia projection d'une seconde ligne de niveau , pour laquelle l'ordonnée z aura la valeur A^. En suivant le même procédé, on se servira de cette courbe pour tracer la projection d'une troisième ligne de niveau, dont l'ordonnée z aura la valeur 2Àz, et ainsi de suite.
577. Ces considérations s'étendent aux équations aux différences partielles du premier ordre, entre un nombre quelconque de variables. Soit l'équation ^/ du du du\ du ^. du du\ , .
avec laquelle il faut construire la fonction u des trois variables indépendantes x^y^z. A cet effet , il est nécessaire qu'on assigne la fonction f/zz=:ç(j:,^) pour une valeur particulière de 2, telle que 2=0. On aura ensuite, pour 2= A 2, quantité très-petite du premier ordre ,
d'où, aux quantités près du second ordre, Amz=::<^(^,j). As,
u =i^x^) + 0(^,7) . As = ^ix^\ On déterminerait de même la valeur w=Ç2(^^), qui correspond à z=2Az, et ainsi indéfiniment.
Donc, si l'on peut assigner une expression de u en x^^y^Zy qui satisfasse à l'équation (c), cette expression, pour avoir le même degré de généralité que l'équation
CONSTRUCTION DES J^QUAT. AUX DIFF. PARTIELLES
aux difFërences partielles à laquelle elle satisfait, doit contenir une fonction arbitraire de deux quantités variableSy dont on puisse disposer pour que la fonction a se réduise à une fonction donnée de deux des variables Xj/^Zy lorsqu'on assigne à la troisième variable une certaine valeur particulière.
La même chose se voit par la considération des surfaces de niveau {1:19]. Concevons, en effet, qu'on ait tracé dans l'espace une première surface de niveau
pour laquelle la fonction u ait une certaine valeur particulière, telle que zéro : on aura, pour les points {x^yZ) qui appartiennent à cette surface,
I du du ^i du t '\
p dx dz q dy ^* -
p>q désignant les valeurs de — 5 —, qui se tirent de
lequation (y). Les équations (c) et (y') détermineront donc, pour les points en question^ les valeurs des
trois dérivées partielles — > — » —, et, par suite, celle
uûj ^y €bZ
du radical
Si maintenant on élève en chaque point de la surface Vy) une normale à cette surface , et qu'on prenne sur chaque normale une longueur égale à la quantité trèspetite du premier ordre ~-, on tracera dans l'es-
pace (aux quantités près du second ordre) une seconde surface de niveau, pour laquelle la fonction «^ aura la valeur Aw [129, i5i et 238]. Par la continuation du
même procédé, on construira la fooetion u, en construisant la série de ses surfaces de niveau.
578. Une équation aux différences partielles du second ordre, entre la fonction 2 et les variables indépendantes Xjjr, est, dans le cas le plus général, de la forme
Admetlons d'abord qu'elle se réduise à
si on la met sous ia forme
on s'en servira pour construire ccNntae précédemment [675] la fonction z , après avoir assigné arbitraâi*eaieat la valeur z=(p:r, pour^=o.
Mais si l'on résout la même équation (d) par rapport à r, et qu'elle devienne
on construira de proche en proche les valeurs de z pour .<i:r=A^, a:=:aâLX, a:=:3àx^ etc., en se donnant arbitrairement les fonctions de y qui expriment les valeurs de
dz z et dep= -p pour x = o. Car, soient ^y et xijr ces
deux fonctions arbitraires, on aura : pour x=o^
d'où, aux quantités près du second ordre.
D'ailleurs, les fonctions z et ^, qui ont pour valeurs ^j' et ^y, quand .r est nul, deviennent, pour .r=A:r, toujours au même degré d'approximation.
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Maintenant, pour x=aàXy la valeur de z est
et, en continuant de proche en proche le même calcul, on déterminerait la série des valeurs de z.
On voit donc que l'équation en x^yr^ z qui satisfit av€C toute la généralité possible à l'équation (d)^ peut contenir une ou deux fonctions arbitraires , selon que ces fonctions arbitraires doivent être déterminées par des conditions relatives aux valeurs initiales de x, pu par des conditions relatives aux valeurs initiales de jr. Ce fait d'analyse , qui a presque semblé paradoxal y la première fois qu'on en a fait la remarque sur l'équation r==:q [55 1], s'explique donc très-simplement par la nature des équations aux différences partielles.
579. Admettons présentement que la dérivée s entre dans l'équation proposée qui aura la forme
F(^> 7» h Pi î» r, 5)= o. ' {e)
S'il s'agit de construire la fonction, au moyen de sa valeur initiale 2=<pa:, pour ^=0, la substitution de cette valeur initiale donnera
Y\x, o, çr, (p'x, y, 9"x, ^ = o, (e)
équation différentielle du premier ordre, d'où l'on peut tirer par l'intégration la valeur initiale de q en fonction de X. L'expression de cette valeur initiale dépend de la fonction arbitraire ^x ^ et contient, en outre, une constante arbitraire introduite par l'intégration ; ce qui revient à dire que, pour la construction de la fonction z, il faut se donner, outre la fonction (px, la valeur numérique <le q relative à^=o et à ^cizzo, ou à toute autre valeur particulière de x. Soit q^=z^{xyG) la valeur de q en
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fonction de x et de la constante arbitraire C , obtenue par rintégrdtion de Téquation (c) : on aura, pour ^^=A^-, aux quantités près du second ordre ,
Pour la même valeur de jr, on aura q=4>i (a:,C,), C, désignant une nouvelle constante arbitraire , amenée par l'intégration de l'équation
et ainsi de suite. La série des constantes arbitraires G, C, , etc., peut être considérée comme une fonction arbitraire de ^, qui doit être donnée , ainsi que la fonction 9x, afin qu'on puisse construire la fonction z, assujettie à vérifier l'équation {e).
Si l'on donnait y pour ^=0, les valeurs initiales zi=. <^, p = xiy^ on aurait en même temps
et l'on rentrerait dans le cas traité au n*^ précédent.
Enfin , si la dérivée t entre dans l'équation proposée aussi bien que r, la symétrie se trouvera rétablie^ et le mode de construction sera le même, soit qu'on résolve l'équation par rapport à r ou par rapport à t.
Cette discussion s'étendrait aisément aux équations des ordres supérieurs^ où le nombre des variables indépendantes serait quelconque.
580. Il convient de remarquer que, si le temps est Tune des variables indépendantes , c'est par rapport aux valeurs initiales de cette variable que doivent toujours être censées données les fonctions arbitraires exigées pour la construction de l'équation aux différences partielles. Par exemple , pour la construction de l'équation
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du d*U , .
OÙ u désigne la température au bout du temps / , de la tranche d'une barre cylindrique qui correspond à l'abscisse x [56!^] , il faut admettre qu'on donne la fonction i/=q>^ qui exprime la loi des températures de la barre^ quand t a une valeur déterminée , telle que zéro. Abstraction faite de la signification des lettres u^x^ t, on pourrait sans doute construire la même équation en assignant les valeurs ^t et rit de £/ et de -^
pour une valeur déterminée de x, telle que x=o: mais il répugne que l'on ait pour données du problème les fonctions ^t et vit; et, au contraire , la série des valeurs de u est essentiellement déterminée en vertu de l'équation (i)^ jointe à la condition initiale f/=:(p.r. Ceci est une conséquence de l'attribut de la variable t sur lequel nous avons maintes fois insisté, celui d'être indépendante par essence, et non en vertu d'une convention arbitraire.
Les procédés exposés ci-dessus seraient sans doute presque inapplicables dans la pratique : mais cette exposition a pour but de faire comprendre ce que représente en soi une équation aux différences partielles, qu'elle comporte ou non une intégrale analytique.
581. Tous ces procédés de construction arithmétique exigent que les dérivées conservent des valeurs finies. Soit, par exemple, l'équation
p{x—Xo)—qx=o, (2)
qui appartient [2 54] atix surfaces de révolution autour d'un axe perpendiculaire au plan ,2^, et qui coupe l'axe
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des^ en un point dont la distance à l'origine est désignée par^o ' on mettra cette équation sous la forme
et , en supposant qu'on donne la valeur
z = (par, (3)
pour^=o, on pourra appliquer le procédé de construction du n^ 575, mais pourvu qu'entre les limites de la construction x ne s^évanouisse pas, ce qui rendrait infinie la valeur de q. Effectivement nous avons remarqué [a 56] que la courbe méridienne d'une sur&ce de révolution autour d'un axe donné , n'est pas, en général, déterminée dans toute l'étendue de son cours, parce qu'on donne la courbe d'intersection de la surface nveq un plan tel que le plan œz; et que, par conséquent, la surface même ne l'est pas dans toute son étendue. D'après la direction que nous attribuons ici à l'axe de révolution, si l'on mène des plans parallèles au planx^, par les points où la courbe (3) coupe l'axe des z, la portion de la surface de révolution comprise entre ces plans est la seule que détermine le système des équations (a) et (3). A la rigueur, la construction du n® 5'] 5 ne donne même pas toute cette portion de surface, mais celle qui est comprise entre d'autres plans parallèles au plan xj-^ et aussi rapprochés qu'on le veut de ceux qui ont été menés par les points où la courbe (3) coupe l'axe des z. La solution de continuité, correspondant à .r=o, e^t là pour empêcher que la construction ne puisse s'étendre à des portions de surface qu'en effet les données de la construction , savoir les équations (12) et (3) , ne doivent pas déterminer.
CHAPITRE PREMIER
CALCUL DES DIFFJSRENCES FINIES ET DES INTEGRALES AUX DIFFÉRENCES FINIES, POUR LES FONCTIONS EXPLI- CITES d'une seule variable.
582. Nous avons, dès le commencement de ce Traité [livre I, ch. lY], considéré les différences finies entre les valeurs que prend successivement une quantité variable, et nous les avons désignées par la caractéristique À placée devant la variable; nous avons opéré sur la série de ces différences comme sur la série primitive, en prenant les différences des termes consécutifs, de manière à former des différences du second ordre désignées par la caractéristique A*, et ainsi de suite. Mais nous n'avions alors pour but que d'arriver à la théorie des différences infinitésimales des divers ordres, et de poser les principes du calcul différentiel , auquel se rattache tout ce que l'on connaît jusqu'ici de plus important dans la théorie des fonctions. Cependant il existe entre les différences finies des divers ordres et les variables dont elles dérivent, des relations qui méritent aussi d'être développées, et dont le développement donne
naissance à une autre branche de la théorie des fonctions que Ton nomme le Calcul des différences finies. C'est le sujet dont l'exposition sommaire terminera le présent ouvrage.
Désignons par
une série de valeurs de la quantité^, au nombre de Ai -H I : on aura [43]
n^ n(n — i) ^ n{n — iY/2 — 2) ^,
Cette formule, où la valeur j^ se trouve exprimée au moyen de la valeur initiale jo et de ses différences, jusqu'à celle de l'ordre n inclusivement, peut s'écrire symboliquement
ainsi qu'on Ta expliqué dans le n*' cité.
Réciproquement, la différence A" ^o P^^^ s'exprimer au moyen des termes de la série (^„) : ainsi l'on trouve par des substitutions successives
Aro=ri— jo, A>o=r.— a/.-fjo, AVo=r3— S/.+Sj,— j., etc.
Toutes ces équations rentrent dans la formule
à laquelle s'applique sans difficulté le tour ordinaire de démonstration de proche en proche. Admettons en effet que la formule {b) subsiste pour l'indice n : ou aura
A»+'/o=A"7x— A"jo=7«+i /«+ -^^ ^r»-.
/i(/i— ly/i— 2) n /i(/î— i)
=Xn+r — — J-.+ . . /.-.-- — ^-i^ — -r— > + etc. J
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en sorte que la formule subsistera encore pour l'indice A^+ 1. D'ailleurs elle peut s'écrire symboliquement
pourvu que l'on convienne de changer après le développement les exposants de^en indices, et d'écrire ^o au. lieu de l'unité dans le dernier terme du développement.
583. Considérons^ comme une fonction d'une autre variable x, de manièf*e que le passage de la variable x par les valeurs successives
entraîne le passage de la fonction j- par les valeurs correspondantes
Xo^ Xr^ y^^ X^y 7*» ' V «y
le calcul des différences de la fonction ^=:^, a pour
objet d'exprimer ces différences en fonction des différences de la variable .r, d'après la forme assignée à la fonction y!
La supposition la plus simple qu'on puisse faire, consiste à admettre que la variable x croît par intervalles égaux, en sorte que les séries {x^ et (^„) deviennent ^o> x^ + ^x^x^ + i^y x^+^^Xy .. x^-)rnSx'y
Dans cette hypothèse , rien n'empêche de prendre Ajc = 1 ; car si l'on avait ^x=hy h étant une constante différente de l'unité, il suffirait de poser a;=^o+'^> pour que^ devînt fonction d'une nouvelle variable iy qui croît par intervalles égaux à l'unité.
Si la variable x ne croissait pas par intervalles égaux, le calcul des différences de la fonction^ ne deviendrait un problème déterminé qu'autant qu'on exprimerait la
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qui reprend les mêmes valeurs chaque fois que x augmente de A.r, et qui d'ailleurs peut avoir une forme quelconque. Donc, par réciprocité, si la fonction f est donnée , et qu'on puisse trouver par un moyen quelconque une fonction y* qui ait f pour différence, la fonction j- sera encore indéterminée, non-Seulement quant à sa valeur numérique, mais quant à sa forme.
Pour construire, au moyen de l'équation (f), une courbe dont / est l'ordonnée, il faut concevoir que l'on ait préalablement tracé, d'une manière arbitraire, la portion de courbe MN {^. io3), dont les points extrêmes ont pour abscisses OP=Xo, OQ=^o-+-Ax,en s'assujettissant cependant à la condition que la différence HN des deux ordonnées extrêmes soit la valeur de A/ donnée par l'équation ( f ) quand on y fait xz=iXo. La courbe sera déterminée alors dans tout le surplus de son cours : car, soit Op=x une abscisse^quelconque comprise entre Xo et x^+^Xj on prendra />^=Ax, et la différence hn des ordonnées pm, qn sera donnée en vertu de l'équation ( f ). Donc le tracé de Tare MN déterminera, concurremment avec l'équation ( f ), le tracé de Tare NN. , dont lies points extrêmes ont pour ordonnées x^Aç-tiXy o^o-f-aA^: ; et comme la même constnicdon peut être indéfiniment répétée, tant dans le sens des x positifs que dans le sens des .t négatifs, le tracé de la courbe entière se trouvera déterminé. Bien entendu que ce tracé peut offrir des solutions de continuité d'un ordre quelconque.
585. L'opération qui consiste à revenir du terme by-i au terme ^„ ou à construire la série (c) par le moyen de la série (y), est une sommation proprement dite. En effet , l'on a identiquement
en sorte que, par une simple addition algébrique, on construira la série (c) avec la série (y) , pourvu qu'on ait en outre le terme initial ^09 qui tient lieu de la constante ou de la fonction arbitraire dont il vient d'être question , selon que ^ est une variable discontinue ou continue.
De même qu'on emploie le signe/' pour indiquer une somme de différentielles, ou une intégrale proprement dite , on emploie le signe 2 pour indiquer une somme proprement dite, ou une intégrale aux différences finies. Les caractéristiques 2 , A sont inverses l'une de l'autre, et s'effacent réciproquement , comme les caractéristiques /j d. Ainsi, de la formule précédente on tire
et le terme 2^o désigne alors la constante ou la fonction arbitraire amenée par l'intégration.
En adoptant une notation analogue à celle qu'on emploie maintenant pour les intégrales définies ordinai-
res, on écrira
et par suite
^JXi =/o+7, -h 7a 4- -^Xi^i • W
Nous avons déjà employé, dans le cours de cet ouvrage, la caractéristique 2 comme signe de sommation ; et quelquefois la notation
sert à désigner d'une manière abrégée la somme des valeurs de la fonction^/, pour toutes les valeurs de l'indice /, de i=io jusqu'à /=/, inclusii^ement, La formule {e) montre qu'il faut exclure de cette somme le T. II. 29
dernier terme/,, lorsqu'on prend la caractéristique 2 pour signe d'une intégrale aux différences finies.
Dans le cas contraire > on lèvera toute ambiguïté en remplaçant 2 par S , et en écrivant
L'opération dont le signe 2 est l'indice , peut se répéter indéfiniment y de même que l'opération inverse, indiquée par le signe A , et la répétition de l'opération s'indique de la même manière par un exposant affecté à la caractéristique. Ainsi l'on tire de la formule (d)
2*7,= 2*/o+ 2;ro + 2/,+ 2/,+ +2/i„ ,
r7, = 2yo + 2'7o+ 2>, + 2>,+ .... +2>,-x , etc.
Comme Ijr^ , 2;^,, . . . 2^,-, sont déterminés en fonction de ^j-o par la formule (d) , on voit que l'expression de j^y-i renferme deux constantes ou' fonctions arbitraires, savoir 2^^ et 2/o. I^ valeur de 2^, dépend de ces deux quantités arbitraires, et en outre d'une troisième quantité de même nature 2^^o. £n général , l'intégrale indéfinie "/, dépend de n constantes ou fonctions arbitraires, selon la nature de la quantité/.
586. En désignant par t^, i^,w,... des fonctions quelconques d'une même variable, et par a une constante, on a évidemment
A(M-hf/4-fv 4- . . . .)=Att + A(/H-A«'+ . . . . , 2(M + j; + «;-f- . .. .)=2ï4 4-2(' + 2«'-f- . . . . , A.a«=aAii , 2.att=a2«.
Le procédé de l'intégration par parties [55] s'applique aux intégrales 2 comme aux intégrales ordinaires. Si l'on pose
w désignant une fonction inconnue qu'il s'agit de déter-
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miner, on aura, en prenant les difFérences des deux membres,
ui^ = (if + A(')2 («1 + A«) — p2m -I- A«' , d'où
\wz=: — A(^2(tt + Ail) ,
et par^suite
Mt»=^2« — 2[AP2(«4-Aa
ou bien, en écrivant m^ au lieu de u+^Uy
Le même calcul répété donnera
2 . «t' = (^2m — A^2»tt. + 2 (A v2»«,) , 2 . M(; = (;2« — A(^2*M, -♦- AV23tt, — 2 {à?v^^u-^) ,
2, uif z=z ifÏM — A(;2'ii, + AV2^Wj — . ùi^v^^u^ + etc. On peut écrire cette dernière équation sous la forme 2.M(^ = f'2M — A(;(2*ii + 2M)
+ÀV(23m+ 22*tt+2«)— A3^2^tt+323tt+32'tt-f.2a)-4- etc. Le développement s'arrêtera lorsque les difïérences de la fonction ^, après un nombre suffisant de différentiations,' deviendront constantes.
587. Admettons que^=/ii; soit une fonction entière et rationnelle de x : cette fonction se composera d'une somme de termes de la forme A^*", A désignant un nombre constant et m un nombre entier positif, de sorte que la différentiation des fonctions rationnelles entières se ramène à celle de la fonction j?^=j::".
Posons donc
70 = ^"*, /, =(^-+-Ar)"*, etc. :
on aura, par la formule du binôme, en ordonnant suivant les puissances, décroissantes de x,
Aro= A.a?"» =7w.î^-' A^ H — ^^ '^ a:"»-"»Ar* •+-... (g)
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et par suite, en ordooDant toujours de la même maDière,
On trouverait de même
A3.a;"=/n'(/n — 1)('» — a) a?""^ Aj:r3 -H . . . ., et généralement \*.af'-=m{m — i)(m — 2) (m — i+i)^-'4ur*4-. ... ;
ce qui résulte d'ailleurs de ce que le rapport ' . doit
se réduire à \. , quand on fait à la limite Ajf=o. Donc on a .
^mjjn :::^fii(^m — 1^(;^| — 2). . ; . . 3.2.1. A^r» , [h]
et comme cette différence est constante, les différences des ordres supérieurs s'évanouissent.
D'un autre coté la formule {b) donne
+ ^ ^) [x-\'{n — 2)Aar]"* — ±0:" .
Si nous développons et ordonnons le second membre selon les puissances de âx, en posant, pour simplifier,
71* (n — ir4--^ ' (n-'ny
_ nin-i)in-^) _^
il viendra
A»* , jc^zzJïo^'^H Nxa:"-'lJ7-i— ^ N,^-*Aa;*+
• • • • ■ \". J-^]}| t^ûxr •
Mais on vient de voir que la moins haute puissance de * Ax, dans le développement de A".^, est Ar"; donc la
fonction N^ est identiquement nulle pour toutes les valeurs de i inférieures à n.
On a aussi , d'après la formule {h) y
\^:a^z=zn{n — i) («— 2) ....... S.a.i.Aj;" ;
et par conséquent
Soit
yz=:x{x — à^){x — 2A«) ..... \x — {m — i)A:r] :
il viendra
^jrz=zx(x—bix){x- — 2A.r) \x — (m— 2)Aa7].7«Aa: ,
d'où il est facile de conclure
A*jz=^(a: — tix){x — aAo:)
\x — (jn — 3)Aa;]./w(/w — i)A^* ,
et plus généralement
\*y:=T.x{x — Ajp) {x — aA^r) ....[^ — (m — i — i)Aa;].m(/w — i) ....
[m — t+i)Aa:' .
Il y a donc une analogie remarquable entre la formule qui donne la différentielle de la puissance x"^ ^ et celle qui donne la différence de la factorielle [4^7] composée de m facteurs, quand les facteurs consécutifs ont pour différence Ax, et quand le premier facteur est x.
Si l'on posait
yz=zx{x'\'^)[x-{-i^) \x-\-{m — i)Ax\ ,
on trouverait de même
Aj=(a?-»- Ar) (a:+2Aa:) \x-^m — i)Aa7],wA:i? , [i)
et par suite
Ay=(^+« Aa;)[a;-h (i-|- 1 ) Ar] .... [ar+(/w — i) Ao;] ,m{m — i ). . . .
. . . ..[m — /+i)Ar* .
Soit enfin
x{x'\-tix) (^+2Aa;) .... [x'\-[m — i)A.:pj *
m Ao?
i^iy—± M^+0 (^+^) (/n-|-^— i). Aa:< ^
les signes -|- et — correspondant respectivement à i pair et à i impair.
589. Les fonctions exponentielles et circulaires se prêtent d'une manière fort simple à l'opération indiquée par le signe A. On a immédiatement
Aa*=a*(aA* — i), A»a* = a'(aA* — 1)« ^ . . .
. . . A*a* = a'{ai^' — i )' , (*)
et, par les premières formules de la trigonométrie,
A sin a: = 2sin | Ar . cos (.îc + ^ Ar) , j ,-.
Acosa:= — ssin^A^:. sin(^4-iAd:) . ( On en conclut
A' sin 0? = — 4 siii' ^ Aj:.sin (ar-f-Aur) , A* cos a;= — 4 siii* I Ar . cos (^+ Ax) , et plus généralement
A*» sin x= dz a** sin*» | Aj? . sin (x -+- lAo:) , A** cos J7 = zt 2»* sin** i Ajf • cos (a?-4-i Ar) ,
A**+'sin^=ifca**+' sin*»+'-Aa?.cos ( a:+ -~- Ax j ,
A»»+'cosa?=z±:2»«+' sin"+*-A^.sinra7-f.^y^Aar j •
On doit prendre le signe supérieur ou le signe inférieur, selon que ^ est pair ou impair.
590. Les intégrales (aux différences finies) des fonctions en petit nombre sur lesquelles peut s'effectuer l'opération indiquée par le signe 2 , s'obtiennent par le renversement des formules de différentiation établies ci-dessus. . Considérons d'abord la fonction x": la formule (^) donnera , après qu'on y aura remplacé m par
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r^=^--T :r^ + -^ ar* A.y r.a:«Aar
o Ar 2 2.0 2.6
etc. *
Chaque intégrale doit d'ailleurs élre complétée par une constante ou par une fonction périodique arbitraire^ ainsi qu'on l'a expliqué [584]- On obtient par ces formules l'intégrale aux différences de toute fonction algébrique , rationnelle et entière.
On ne verrait pas facilement sur ce tableau la loi
que suivent les termes successifs du développement de Jjc^ : nous reviendrons sur ce point, par des considérations plus générales, dans le chapitre suivant. On tire des formules (i), (y), (A*), (t)
2 ja?(jr+Ax)(ar-h2iir) .... [x + {m — i)Aar] j
x{x+Xr){a:+!iÙLv). . . .[a;+(m — i) Ao?]
{m — i)A:i:..r(a?+Aa:)(a:+2Aj?).,..[j?+(/w — 2)Aar] '^^^
S.fl*= ^—+Viy ' (q)
2 sm ^ Ao: f , .
sin(j: — ^Aa:) . l ^ ^^
2 sin ^ Ar /
v^ désignant la constante ou la fonction périodique arbitraire.
591. Les formules du précédent u^ s'appliquent naturellement à la sommation des séries. Suivant la notation indiquée [585], désignons par S'^ la somme des termes de la sérié dont le terme général est/-,, cette somme comprenant les termes extrêmes ji^ ^ji , de manière qu'on ait
les formules (m) donneront d'abord
Sj.^*=I + 2' + 3'-i- ..... +«•= 5«'-f--rH ^l
etc.
On sait que les séries des nombres figurés commencent par l'unité , comme les précédentes , et ont pour termes généraux
on peut donc appliquer la formule (n) à la sommation de ces séries , et il vient
^rl+I)(i+2) l(/+I)(^+2)_^(^+^)(^+2)(^+3)
etc. ;
en sorte que la somme de l'une quelconque de ces séries est le terme général de la série de Tordre immédiatement supérieur : relation bien connue , et qui peut être prise pour la définition des nombres figurés.
Les séries réciproques qui ont pour termes généraux
se somment au moyen de la formule (p\ à l'exception de la première , pour laquelle la formule fait défaut ^ à cause d'un facteur qui s'évanouit au dénominateur. On trouve pour les autres
III
I+ô + ^H h +^7TT-x=-
I+-;H 1 H. . . .+zrr
etc.
Si Ton fait /=(» , on a 7, 7, etc., pour les sommes des séries prolongées à Titifini.
De la formule {q) l'on tire
c'est-à-dire, la règle élémentaire pour la sommation des progressions géométriques.
Faisons dans les formules (r) x=p^iq , aj;=^ : elles donneront
rcos(;,+^)= »i"(/'+^V-k)-sin(;>-|g) et par suite [4o6 et 4^3]
fc »%*^^^%»tw»%»»%<»>«»<^ <w^»»»>ii»»^i%%%%»io^^ <<»«»»/»»»»»<»«» «»»»%»«^'*» <* %m^k %%%m»% ^xx» *<» v**^i^ »/%^i*%% % %
La formule de Taylor donne
A£r= — .f'^H .P'x-A X . f"j:-hetc. •
d'oïl fe= — .2fa;+ — .2rar + -^.Sr':p + etc. ,
et, en posant {^x=^fx^
ou bien
Mais , par la même raison ,
^fx=4-.fx——. j^f'x ^. 2/'''^ — etc., id)
Sx «. ^ . Ad?*
Sx*' ^ 1.2 ' "^ 1.2.3
etc. ;
ce qui permet d'éliminer de la série (a) les intégrales ^f'x^ ^f'x^ etc. On fera l'élimination à la manière ordinaire ^ eu combinant par voie d'addition les équations
2/'^=T;/'^— TT- V"'*-r^- 2/"-^-etc. (a")
(«), (a'), (a"), etc. , après avoir multiplié tous les termes de («') par le facteur A^A^c, tous les termes de (a") par le facteur Ax^% et ainsi de suite ; puis en égalant à zéro les multiplicateurs des intégrales qu'il s'agit d'éliminer. Ce calcul donne
+ A,i!Lry"x+etc. : (i)
les coefficients numériques A, étant déterminés de proche en proche , indépendamment de la forme de la fonction y, par le système des équations suivantes
A ' 4 . Ao I
AoH = o, AxH 1 ô = o >
^3+-r-T-4 ôH ôttH 1 i g=o,etç.
Prenons yx=:^ : il viendra
et l'équation (i) nous donnera, après la suppression du facteur commun e'^
—z = -^ + Ao 4- A,Aar + A,Ar' -f- AsA^r^ + etc. ;
e^ — I Ax '
d'où il suit que le coefficient A< est celui qui multiplie
a* dans le développement de la fonction
e«— la ^ ^
suivant les puissances entières et positives de a. En remettant pour Ao sa valeur -— r 7, on a
A,a + A,a + Agtt -f. etc. = •— h -
aV^' — e *J
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Or, le dernier membre de cette équation est évidemment une fonction impaire de a : donc , dans la siérie qui est le développement de cette fonction impaire , les coefficients des puissances paires de a doivent disparaître. Donc , pour toutes les valeurs paires de l'indice i^ autres que zéro , le coefficient A^ est nul.
Si l'on effectuait le développement dont il vient d'être question , on obtiendrait l'expression de A^ en fonction immédiate de l'indice / : mais nous n'insisterons pas sur ce calcul compliqué, quoique élégant; les coefficients Aj pouvant être commodément calculés de proche en proche au moyen des équations (A) dont la loi est évidente.
Comme les coefficients A,,^, sont alternativement positifs et négatifs, nous mettrons l'équation (i) sous la forme
2/0: =C + ^ ffxdx — -fx + A^Zb? .fx — AgAr' .f'x
-f- AsAr^ * P ^ — etc. , (2)
C désignant la constante arbitraire qu'entraînent les signes d'intégration indéfinie 2 et y! Alors les lettres Aa,^.! représenteront toutes des nombres positifs. .
Si l'on pose
Bat+i = 1.2,3 .... (2î -f- 2) . A^_j.i ,
la suite des nombres 8»,+^ est celle des nombres de Bernoulliy ainsi appelés parce que Jacques BernouUi les a signalés le premier à l'attention des analystes. Cette suite de nombres revient souvent dans les développements en séries, et jouit de propriétés curieuses par rapport aux sommes des puissances ^ tant directes qu'inverses, des nombres naturels. Prenons , par exemple , fx=zaf^ : Féquatioa (2) nous donnera
— B3 -^^ ^\ . ^ — o?"»-^ + etc. ,
ce qui met en évidence la loi des formules {m) du n^
La suite
A, — A3 + A5 — A7 + etc.
est convergente, mais la suite
B, — B3 + B5 — B, + etc.
ne Test pas : les nombres B^^, croissant au delà de toute limite. Voici les valeurs des premiers termes de cette suite, exprimées en fractions ordinaires et décimales :
Bi=^ =so,i66666. . . ., Bg= -^ =0,075757. . . .,
B3 — ,. o,o33333. . . .,B,,= — =— =:o,253ii3. . . ., 00 ' " 2730
B5=— =0,023809 . • • •> Bia= ^ =1,166666. . . .,
B_ — ^ o,o33333. • . ., B,5=-t; — ^=7,0021 56. • . ., etc. ' 00 5io
594. Admettons que l'intervalle X' — x^ soit un multiple exact de la différence A^ : on tire de l'équation (2), en passant des intégrales indéfinies aux intégrales définies ,
La formule (2), communément attribuée à Euler, et désignée par le nom de ce géomètre, ou la formule (3) qui en est une transformation , comportent une double application, selon que l'intégrale j^r^ est ou n'est pas
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susceptible de s'exprimer en fonction de x sous forme finie. Dans le premier cas, il arrivera le plus souvent que l'intégrale 2*o^ °® rentrant pas dans la catégorie de celles auxquelles s'appliquent les procédés d'intégration indiqués ci-dessus, on n'en pourrait obtenir la valeur exacte que par une sommation effective , opération laborieuse et souvent impraticable, si la différence x — Xo contient un très-grand nombre de fois la différence A.r. On regardera, dans ce cas, le terme
hff""^
comme une valeur approchée de l'intégrale 2^^, et la correction qu'il faut apporter à cette valeur approchée sera donnée en série par la formule (3). Si, au contraire, on ne peut pas obtenir en fonction de x l'intégrale indéfinie j()^^ et qu'il s'agisse de calculer par approximation la valeur de l'intégrale définie
on partagera l'intervalle x — Xq en parties égales ^Xy assez petites pour que le produit
Aa?y fx fournisse une valeur approchée de l'intégrale cherchée ;
SE /E
de manière pourtant que la grandeur du nombre — - — -'
ne rende pas trop laborieuse la sommation arithmétique par laquelle on obtient ^^ fx. La correction que doit subir cette valeur approchée sera encore donnée en série par l'équation (3) qui remplit ainsi le double office d'une formule de sommation et d'une formule de quadrature.
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Si nous substituons le signe S au signe 2, selon la notation convenue [585], nous aurons, au lieu des formules (a) et (3),
-h AsAîF^ . f^x — etc. , (4)
595. Toutefois , pour légitimer , eu général y Temploi de ces séries qui ne sont pas toujours convergentes , il est indispensable de pouvoir assigner des limites à Terreur que l'on commet en arrêtant la série à un terme de rang quelconque [a 5]. Or, M. Poisson a donné une méthode par laquelle, en même temps qu'on obtient la série d'Euler , on trouve l'expression en intégrale définie du reste de la série, et par suite la limite du reste. L'importance du sujet nous fait une loi d'indiquer ce perfectionnement essentiel , apporté à une formule fondamentale de l'analyse.
Admettons, pour la simplicité des calculs, que les limites des intégrales dans la formule d'Euler soient égales numériquement et de signes contraires , ce qu'on peut toujours obtenir en changeant l'origine de la variable, et reprenons la formule (/w) du n® 433
qui subsiste pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites des intégrales. Aux limites mêmes on a
Posons n:=nAXj et donnons successivement à a: les
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a/i — 1 valeurs équidifférentes
— (/» — i)Air, — {n — a)A:r,.... — Aor^o, Aar,2Aj7, ....(« — i)Aa:,
pour lesquelles l'équation (7) subsiste : en prenant la somme des valeurs correspondantes de/ir, et ajoutant la demi-somme des valeurs de/i:, relatives à ^=±a, on a
an — I
Nous avons remplacé ^ par x sous les signes d'intégration y ce qui peut se faire maintenant sans équivoque, et nous avons posé, pour abréger,
i% 'MTÇ ZiiQ (n — fW
»=I-|-2COS h^COS h^lCOS \-, . . ,-|-2COS^ i^ •
La quantité/^ se réduit à a/i — i toutes les fois que i est un multiple de an. On a d'ailleurs
iiç , (n — iVic
pcos — =p + cos lie — cos -^ — >
d'où l'on tire/?=— cos ^7^, pour toutes les autres valeurs
de L Cela posé, on prendra la somme 2* en admettant
d'abord que cette valeur dep ait lieu sans exception : on
• fera ensuite iz=ain, et l'on prendra une seconde somme
27 9 relative à ^^, en faisant dans le cours de cette autre
sommation
p = 2n — I + cos 2i'/i7c = 2/1 .
La série périodique , contenue sous le signe /*, sera la somme de ces deux séries partielles, et à cause de l'équation
cos wc cos — ï— = cos — ^ ^ ,
nùkX a ^
on conclura de cette remarque
T. II. 3o
En conséquence, l'équation (9) donne
ou bien, en vertu de l'équation (8),
Bien ne s'oppose maintenant à ce qu'on remplace i' par /\ et à ce qu'on change l'origine de la variable x ou la forme de la fonction f^ de manière que les limites des intégrales soient quelconques. Ainsi, nous écrirons
Posons
ï+^+^ + ^+^*<^- =^(2^r A,^, ,(ii)
et prenons garde qu'aux limites de l'intégrale, pour lesquelles la valeur de la variable x est supposée un multiple exact de Ao:, on a
HVKX . ^ilQX
cos--r — = I , sin -T — = o :
le procédé de l'intégration par parties donnera
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596. En rapprochant les équations (lo) et (la), nous retrouvons la formule d'Euler telle que la donne 1 équation (3); et de plus nous obtenons en intégrale, définie la valeur du reste négligé quand on arrête la série à un terme de rang quelconque. Les coefficients A,, A3, etc., définis par l'équation (i i), ne peuvent être autres que les coefficients donnés par les équations (A), ou par le développement de la fonction (a), suivant les puissances de a. Ainsi, l'équation (11) exprime une propriété trèsremarquable des coefficients A, ou des nombres de Bernoulli qui s'en déduisent.
A cause de l'équation (11) on a évidemment
r- - cos-r — < -(aw)*» A„i_, ' i^ Ar a
Désignons de plus par >.„ la plus haute valeur numérique que puisse acquérir la fonction f^^^x entre les limites de l'intégrale : on aura, abstraction faite des
signes ;
/Ar\»» Ar^cD I . 2£7tr1 ., , ,
< \^{a: — Xo) A^«, Ar^~ .
S'it s'agit d'appliquer la formule d'Euler à. une quadrature, on pourra toujours prendre A^ assez petit poiir que la limite supérieure du reste R„ tombe au-dessous de toute grandeur donnée. Si la même formule est appliquée à l'évaluation d'une somme ou d'une intégrale aux différences finies, la différence A.r étant don-
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née, il pourra se faire que la valeur de R„ n'aille pas en décroissant indéfiniment pour des valeurs indéfiniment croissantes de l'indice n : ce qui n'empêchera pas de faire usage de la formule, quand la limite supérieure de R„ pour une valeur convenable de l'indice n, sera de l'ordre des quantités négligeables.
Lorsque la fonction / W^ conserve le même signe dans toute l'étendue de l'intégration, on a aussi, abstraction faite du signe ,
ou
c'est-à*dire, que le reste négligé est numériquement plus petit que le dernier terme conservé.
La formule d'Euler se trouve en défaut quand les différentielles impaires de fa s'évanouissent, ou, plus généralement, sont égales a^x deux limites de Tintégrale : le second membre de l'équation (lo) cesse alors de pouvoir se développer en série procédant suivant les puissances ascendantes de A^.
597. En général, lorsque la fonction /r conserve le même signe dans toute l'étendue de l'intégration, on peut prendre Ax assez petit pour que la valeur numérique du rapport
tombe au-dessous de toute grandeur assignée, à cause des changements de signe Qu'éprouve le facteur à&fxdx dans la première intégrale. Si, en outre, t^ est une quantité négligeable comparativement à la distance x—x^ des limites des intégrales, il est permis de né-
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gliger, non-seulement la première intégrale (i3) vis-àvis de la seconde, maisencore les termes ^^isfa'^^f^^ vis-à-vis de l^x 2^^ fx , et Ton a
de sorte que , relativement à nos moyens d'expérimen-> tation et de mesure , les choses se passent comme si un système de parties discontinues se transformait en un tout continu. C'est eu vertu de ce principe que, s'il s'agit^ par exemple, d'évaluer l'attraction d'un corps sur un autre, on considère les deux corps comme des masses continues, en faisant abstraction des pores ou interstices dont Texistence est mise hors de doute par une foule de phénomènes, mais dont les dimensions sont inappréciables pour nous. On admet que la masse des particules groupées dans un espace de dimensions inappréciables, et qui pourtant peut contenir un grand nombre de particules, se trouve uniformément répartie dans tout cet espace; et l'erreur commise doit être, par rapport à la grandeur mesurée, du mêm)e ordre que les dimensions du volume élémentaire par rapport aux dimensions des corps observés ; c'est-à-dire , que l'erreur est inappréciable par nos moyens de mesure.
Au contraire, lorsque la fonction fx change de signe dans l'étendue de l'intégration, les deux termes du rapport (i3) peuvent avoir des grandeurs comparables, malgré la petitesse de A.r. M. Poisson a tiré de cette remarque une explication ingénieuse de quelques-unes des lois auxquelles paraît soumise la constitution moléculaire des corps.
En exposant, au commencement de ce Traité, les principes du calcul infinitésimal, nous avions pour
tâche de faire bien comprendre comment l'on est parti de la notion des variations discontinues. pour adapter le calcul auK variations continues qui se manifestent ou semblent se manifester dans la plupart des phénomènes naturels. Ce qui précède contient l'indication d'un procédé inverse, par lequel on introduit , pour la commodité du calcul, une continuité fictive dans des variations effectivement discontinues. Ce procédé trouve surtout son application à propos de l'évaluation des rapports de grands nombres , évaluation qui revient sans cesse dans la théorie des combinaisons et des chances y et pour laquelle on fait un usage continuel d'une formule due à Stirling, qui se déduit dé celle d'Euler établie cidessus, comme nous allons le montrer dans le paragraphe suivant.
§ a. ApplicatioD à la formule de Stirling.
598. Proposons-nous d'appliquer la formule d'Euler à l'évaluation de la somme des logarithmes des nombres entiers , depuis i jusqu'à x inclusivement : nous aurons A^ = I , y Xo^xdx z= X log X — ^ -f- const. ,
En conséquence , la formule (4) donnera
log [i.2.3....:r) =C+^ log X — x-\ — log^ -\ '
3.4.^' 5.6.j;^ y,8.x'^ Nous en déduirons, en remplaçant x par ax,
log[i.2.3...(2^ — i)2x]=C'h^x\og2x-'2X'i — log^jc-i—j^ — eic.
Mais on a identiquement
i)2jc=2*.i.2.3....a;.i.3.5 [2x — i
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et par conséquent , .
log ( i.a.3 a:) + Ipg [i.3.5 (a^— i )]
==:C+a?log2 +2^l6ga: — iMS+-iog2x+ j etc.
En combinant, par voie de soustraction, l'équation (j4) avec celle-ci, nous obtiendrons cette formule où n'entre plus là constante C,
log[i.3.5...(2x-i)]=f a?+^Jlog2+a?logj:--^~ + etc. (i5) On a, d'autre part,
et en combinant ces équations avec les formules {iJ^)et
(i5), d'après les règles du calcul logarithmique, on
trouvera sans difficulté
*^S Li.3.3.5.5.7....(2x— 3(2^i)(2:r- i)J ^
3B, H 1« etc.
Maintenant, quand on fait converger x vers l'infini, le premier membre de l'équation , d'après le théorème
de Wallis [404]? converge vers la limite log -^, tandis
que le second membre se réduit , pour x= 00 , à 2 C — a log 2 , d'où l'on conclut C = log. |/^ , et par suite
log(i.2.3 ^) = log W^^ rf- a: log ic — ^ + |log^
Faisons dans cette équation x= 1000, multiplions par le module des tables [64] les termes non affectés du signe log. y afin que la somme se rapporte à des logarithmes tabulaires, et arrêtons la série au terme
qui a pour coefficient B3 : nous trouvterons
log. vulg.(i.2.3....iooo)= 2567,604644^221328 , *
valeur exacte jusqu'à la treizième décimale. Si l'on prenait axi=io, et qu'on poussât jusqu'au terme ajBTecté du coefficient 6,3, on trouverait une valeur exacte jusqu'à la vingtième décimale (').
Ce calcul nous apprend que le nombre i .2.3 . . . 1000, exprimé dans notre système de numération , a 2568 chiffi*es^ dont les quatre premiers sur la gauche sont 402 3 ; de sorte qu'il se trouve compris entre
4024 . 10»*^ et 4o23 . 10**^ .
Dans la théorie des chances , on a précisément à assigner les rapports de très-grands nombres que les règles de l'analyse combinatoire donnent sous forme de fkctorielles , et dont le calcul arithmétique serait tout à iait impraticable. Or, pour assigner ces rapports avec une approximation suffisante, comparable à celle que comporte la déterminatidïi des constantes empiriques, il suffit évidemment de déterminer pour chaque terme du rapport, comme on vient de le faire pour la factqrielle 1.2.3. . .lODO, la caractéristique de son logarithme et les premiers chiffi*es de la partie décimale.
599. Si Ton faisait dans l'équation (14)^^= i, on en tirerait
C=i '-+ ô4— p4-4t— s ^H ^ — etc. ,
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C=i:i—o,o8333... ,+0,00275.. ..—0,00079,.. .4-0,00059... — o,ooo84.».. +0,00209,... — etc. ;
ce qui suffit pour manifester la divergence de la série, et pour montrer qu'elle ne peut servir à déterminer la valeur de la constante C.
La série qui procède suivant les puissances impaires et négatives de Xy dans les équations (i4) et (i5), est pareillement divergente; mais quand on prend pour x le nombre 1000, le terme affecté de B3 n'influe déjà plus que sur les décimales d'un ordre supérieur au 11^; et il faudrait embrasser un nombre immense de termes pour que la divergence de cette série se manifestât, par suite de l'accroissement progressif des coefficients B. Si l'on prenait seulement j; = 10, le terme affecté de B5 serait moindre qu'une unité décimale du 8^ ordre ; et le nombre de termes qu'il faudrait embrasser, pour rendre sensible la divergence de la série, serait encore trop grand pour qu'on pût, dans la pratique, en effectuer le calcul.
Cependant il suffit que la série finisse par diverger pour qu'on ne puisse, en l'employant, attribuer aux calculs une rigueur mathématique, que sous la condition d'assigner une limite au reste négligé [aS]. Or, cette limite , dans le cas particulier, se déduit avec une grande simplicité de celle que M. Poisson a assignée au reste de la série d'Euler. Il faut seulement , pour obtenir des limites assez resserrées, changer l'origine de la sommation. Ainsi ^ nous pourrons décomposer la somme S' log X en S'° log .r -|- S ,' log x , et rien n'em* péchera de calculer directement la constante S 7 log x avec toute l'exactitude désirable. On aura ensuite
j^ \og X :=z a^\og X — x+ I — iilog II
1.2 \ii xj 3.4 \ii' ^V 5.6\ii* ary Quand on arrête la série au terme affecté de B5, le reste négligé tombe, d'après ce qui précède, au-dessous d'une unité décimale du 8^ ordre, quelle que soit la valeur x assignée à la limite supérieure de Tintégrale. Au surplus ; M. Liouville a mis le reste de la série (16), arrêtée au terme affecté de Bi,..,, sous la forme
» ^, ., . / er^ a*» P»»+*> (ôa) da ,
fa désignant la fonction . [^9^] 9 ^^ ^ ^^ nombre
compris entre zéro et Tunité ('). Si donc Ton représeote parX9,_|.a le maximum numérique de la fonction f^*'+'^ entre les limites o, 00 , le reste négligé sera numériquement plus petit que
^!î±î r e--^ a« doL = ^îi±* —
i.2.3..(2/-h2)y o (ai-+- 0 (2/-h2>r*»+'
Quand on ne conservé dans la série (16) que les termes indépendants des coefficients B, ce calcul donne pour l'expression du reste négligé
e-^ P (ea) doL , et la valeur maximum de la fonction
est, comme M. Liouville le fait voir, f''(o) = |=:B,. Dans ce cas, par conséquent, le reste négligé tombe au*
dessous de — i; et si o: est de l'ordre des mille, le reste
(') Journal de mathématiques, tom. IV, pag. 817.
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est moindre qu'une unité décimale du 4^ ordre. Ce calcul, où l'on met à profit la détermination exacte, de la constante C , a donc , sur celui que nous avons indiqué, l'avantage d'atténuer la valeur assignée à la limite du reste négligé , quand on supprime dans la formule de Stirling * tous les termes où entrent les nombres de Bernoulli. Mais, pour que cette suppression soit permise, il faut que x désigne un grand nombre , au moins de l'ordre des mille : au cas contraire , on arrive plus simplement, par les considérations que nous avons présentées, à une valeur de la limite du reste, dont la petitesse suffît dans toutes les applications.
§ 3. De l'interpolation.
600. Nous avons eu plusieurs occasions de parler du problème de l'interpolation [21], dont l'objet est d'assigner une fonction continue, susceptible d'une expression mathématique, laquelle prenne, pour certaines valeurs de la variable in'dépendante, des' valeurs déterminées , qui sont celles d'une autre fonction, continue ou discontinue. Lorsque cette dernière fonction est continue, et que les valeurs entre lesquelles il s'agit d'interpoler sont suffisamment rapprochées les unes des autres, on admet que les deux fonctions se confondent sans erreur sensible dans l'intervalle de ces valeurs; par la raison que deux courbes se confondent sensiblement dans l'intervalle des points qui leur sont communs, lorsque les points communs se trouvent suffisamment rapprochés, et que ni Tune ni l'autre courbe n'éprouve de solution de continuité dans l'intervalle.
Le problème de l'interpolation est évidemment indé-
terminé de sa nature . : sous certains rapports il peut être considéré comme une application de la théorie mathématique des chances ; nous n'avons à en traiter ici qu'en tant qu'il^se rattache au calcul des différences finies.
Reprenons la formule des n^ 4^ et 58^
n. n(n — i)., n(n — iV«— a)., .
où/ est une fonction de la variable x, donnée pour lés valeurs ûo=o, x=.bjc, jJ=:aAj;, . . .x=^nAx. Posons nbJcz=Xyj^=zfxyf^=:f{p) : cette formule deviendra
A=/(o) + 7:^A/(o) + ^^)A-/(o) + etc. (.7)
Si la valeur ^^ ne correspondait pas à x=Oy mais à j:= J7o9 il faudrait remplacer, dans le second membre de l'équation précédente , x par x — x^ etf{o) pavfxo. Lorsque, dans la formule (17) dont l'analogie avec la série de Maclaurin est manifeste, on fait x = o, x==:^x, x=z*i^Xy . . .xt=n^Xj on retombe sur les valeurs jKo? /n^av • -/nî qui ont servi à former les différences A^„, A^o? • • - A"/o ' ™ais on peut admettre aussi que l'équation (17) subsiste pour toutes les valeurs intermédiaires de x^ et alors cette équation remplit le but d'une formule d'interpolation. Rien ne s'oppose à ce qu'on la mette sous la forme .
fix =: Ao -4- Aj^p + Aj^:' -f- k^^ + etc. , (18}
Ao, Ai, Al,. « . A„ désignant des constantes données. U faut supposer que les différences A, A*, A^, etc., vont en diminuant, de manière qu'on puisse s'arrêter aux différences de l'ordre n, en négligeant celles des ordres supérieurs; et alors les formules (17) ou (18) ne contien-
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Tient qu'un nombre fini de termes; en sorte que la fonction yi se trouve remplacée par une fonction rationnelle et entière de x.
601. Si les différences des ordres supérieurs à Tordre n étaient rigoureusement nulles ^ rien ne s'opposerait à ce qu'on prolongeât indéfiniment, en avant et en arrière du terme pris pour origine, la table des valeurs à^fxx soit qu'on employât à cet effet la formule (17); soit qu'on fît de proche en proche le calcul des différences des ordres inférieurs par de simples additions. On peut encore se permettre de prolonger la table , si les différences de l'ordre n sont seulement très-petites, en les traitant comme nulles : mais alors il est nécessaire d'avoir, au delà des limites primitives de la table, quelques valeurs connues de/ic, servant de repères, et dont l'accord avec les valeurs calculées donne une garantie suffisante de l'exactitude des valeurs intermédiaires, aux quantités près de l'ordre de celles qu'on a droit de négliger. Les limites entre lesquelles- on aura été autorisé à prolongea la table, sont celles entre lesquelles on sera en droit d'employer l'équation (17), comme formule d'interpolation.
Lorsque les tables sont dressées pour des valeurs de la variable, tellement rapprochées qu'on puisse, dans une certaine étendue, considérer les différences du premier ordre comme constantes, et les différences des ordres supérieurs comme nulles, l'interpolation se réduit au calcul des parties proportionnelles, ainsi qu'on l'a déjà souvent expliqué.
602. Quand on applique la formule (3) au calcul numérique de l'intégrale définie / fxdx^ il petit
arri-
ver que la fonction fx ne soit donnée que par une table qui fournit seulement les moyens de calculer d'une manière approchée [44] l^s valeurs des Aéviwéesfxjfx^ fxy etc. Admettons que cette table donne les valeurs de/i pour des valeurs équidifFérentes de Xy l'intervalle des limites x — x» étant toujours un multiple de Aj:. Employons comme quantités auxiliaires une variable z et une fonction
de sorte qu'on ait
f(»)(o)=/(")^— /(")^o , A^f (o) = A«/j;— A«/.r, ; (19) et supposons que la variable z prenne successivement les valeurs o^Ao;, 2Ax, 3À.r, etc. : la formule (17) donnera, par le 'simple changement de/ en f e.t de x en 2,
Si maintenant, conformément au principe de l'interpolation, on regarde cette formule comme subsistant pour des valeurs quelconques de z^ on pourra difFérentier les deux membres comme des fonctions continues de z ; et en faisant ensuite z==.q^ on obtiendra
A^f (o) = Af (o) — i A'f (o) + i A^f (o) ^ \ A*f (o) + etc., . Aa;3r'(o) = A'f(o) — |AH*(o) + etc., etc.
Remettons pour f (o), f '"(o), . . . ,Af(o), A"f(o), . . . leurs valeurs données par les équations (19), et substituons dans la formule (3) ; il viendra
y^ fxdxzzztix [^2;; /^+^/x— ^/ar„— ~(A/j:— A/xo) ^(A/^-AVi;.)-i|(AV^-A3/a;,) ^Ay.-.A^A.)^g^JA^^^^^^^
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formule donnée par Laplace daps la Mécanique céleste. Il faut supposer que la table des, valeurs de^ s'étend au delà de la limite supérieure de Tintégrale, pour qu'elle détermine implicitement lés différences A/i, Ay2r:, A^r, etc., relatives à cette limite supérieure»
603. Le problème inverse de l'interpolation consiste à déterminer la valeur, de x qui répond à' une Taleur donnée fx de la fonction f. Quand on emploie, comme formule d'interpolation, l'équation (17), la solution de ce problème revient à la résolution d'une équation algébrique de degré rtj A* /(o) étant la plus haute différence conservée dans la formule. Mais, au lieu de faire usage pour cette résolution des méthodes générales dont l'application est si pénible ^ on a recours à des approximations successives. Ainsi l'on posera
tix fœ — f{o) -¥œ lif{p) ' F^ étant une fonction de x qui a pour valeur
ir Vi.a.A/(o)"^W 'Aax Vi.2.3.A/(o)"*"^'^- On prendra, pour une première valeur approchée de Xy
pour seconde approximation
^^— FÇ, A/(o) ' P"'* ^*— FÇ. A/(o) '
et ainsi de suite.
Le problème de l'interpolation comprend ^ comme cas particulier, celui de Xintercalatioriy qui consiste à insérer, entre les valeurs données par une table ^ un nombre déterminé de valeurs intermédiaires. On sup-
VAr
pose ordinairement que les termes intercalés doivent être équidistants , comme les termes de la table primitive.
604. Si la table ne donnait pas les valeurs de la fonction pour des valeurs équidifFérentes de la variable indépendante, ainsi qu'on Ta supposé dans ce qui précède, il faudrait recourir à d'autres formules d'interpolation. On pourrait en donner dont la construction se rapporte au calcul des différences finies; mais il est plus simple^ et il suffit pour notre but, de poser directement avec Lagrange
^oi^ijj^a?' • 'ïn désignant toujours les valeurs données de la fonction y^ qui correspondent aux valeurs Xoi ^ij ^^f . .^n de la variable .r; et X, étant june fonction de Xy qui se réduit à l'unité pour x-=^Xi et à zéro pour oc=Xf^ quand l'indice /' a toute autre valeur que i. Il est clair qu'on satisfait à cette double condition, en prenant
(j;r-x,){xi—x^) (xr-^n) '
on pourrait d'ailleurs y satisfaire d'une infinité d'autres manières, parce que le problème de l'interpolation est essentiellement indéterminé.
CHAPITRE m
THÉORIE DES ÉQUATIONS AUX DIFFERENCES FINIES , ENTRE DEUX VARIABLES DISCONTINUES.
§ ]^^ Intégration, en termes finis, des ëqaations tux diffërences
finies, à dent variables.
605. La théorie des équations aux différenccfi finies^ sans être^ à beaucoup près, aussi féconde que celle des équations difFérentielles en applications importantes , mérite pourtant d'être exposée avec quelque détail , même dans un traité élémentaire. La comparaison des deux théories manifeste des analogies et des contrastes qui jettent de la lumière sur l'une et sur l'autre, et qui font mieux ressortir les lois générales de l'analyse.
Nous ne traiterons avec quelque développement que des équations aux différences entre deux variables x et r, et nous le$ envisagerons successivement sous deux points de vue : d'abord comme exprimant la loi de la série des valeurs de^, qui correspondent à une série de valeurs déterminées de x; ensuite comme exprimant une propriété de la fonction j- qui croît, ainsi que la variable indépendante x, sans discontinuité.
On pent toujours supposer que l'intervalle Sx dés valeurs de la variable indépendante est constant, et prendre cet intervalle pour unité [583]. Si bx n'était pas un nombre constant, mais une fonction de x seul, ou de j: et de y^ on pourrait regarder x ety comme des
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fonctions du nombre entier /, positif ou négatif, qui fixe le rang du terme Xi dans la série des valeurs de x, et celui du terme correspondant^,- dans la série des valeurs dej*. Les variables x eX y seraient alors définies eu fonction de l'indice / par deux équations aux différences, auxquelles on pourrait appliquer le procédé d'élimination indiqué au sujet des équations différentielles [i65], de manière à arrivera une équation finale d'où Tune des variables Xyjy et ses différences se trouveraient chassées. Dans cette équation finale , qui serait en général d'un ordre supérieur à celui de l'une ou de l'autre des équations proposées, la variable indépendante / varierait par intervalles constants, égaux à l'unité.
Au reste, dans la plupart des problèmes auxquels s'applique l'intégration des équations aux différences, en tant qu'elle a pour but d'exprimer le terme général d'une série, la loi de génération de la série, dont l'équation aux différences est la traduction , se trouve immédiatement exprimée au moyen de l'indice qui remplit ainsi , sans qu'il soit besoin de transformation préalable, l'office de variable indépendante.
606. Une équation aux différences de l'ordre /^, dans laquelle la variable indépendante x a des incréments constants, égaux à l'unité, peut être représentée généralement par
F(x3j-,Aj,A>, A"7)=o ; ou par ¥{xj^,^^y •J«)=o ,
si l'on exprime les différences successives en fonction des valeurs consécutives de jr [58a]. En conséquence ou tire d'uue équation du premier ordre, ^^ exprimé par le moyen de^; d'une équation, du second ordre, ^^ exprimé au moyen de ^, et de ^; et généralement une
équation du rP ordre fait connaître la valeur numérique d'un terme de la série, au moyen des valeurs des n termes précédents. Réciproquement, l'intégrale de l'équation aux différences, ou l'expression analytique du terme gé-r néral de la série engendrée , doit contenir autant de constantes arbitraires qu'il y a d'unités dans l'exposant n de . l'ordre de l'équation : la détermination de ces n constantes devant équivaloir à la détermination des n termes qu'il faut se donner arbitrairement , pour pouvoir construire numériquement la série au moyen de l'équation proposée. Ces remarques sont tellement analogues à celles qui se présentent dans la théorie des équations différentielle!,, qu'il suffît de les indiquer ici , sauf à en développer bientôt certaines conséquences, après que nous aurons examiné quelques cas où les équations aux différences comportent une intégration proprement dite : en ce sens qu'on peut exprimer analytiquement le terme général de la série correspondante, avec des constantes arbitraires en nombre égal à celui qui marque l'ordre de Téquation.
607. Considérons d'abord l'équation générale du premier degré et du premier ordre
on posera, comme au n'* 44^ 9 ^=0^, ce qui donnera
En raison de l'indétermination des fonctions ^ yiy cette équation est susceptible de se décomposer dans les deux suivantes
ÔA^ + Aô. A^=: £r , A6 4- ^fx = o .
Pour faciliter l'intégration de la seconde, faisons 6=^* : il viendra [SSg]
AO =:^ (tfA« — I ) == 6 ( ^Aa — 1 ) ,
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d'oîi
et enfin
en désignant pair Fa; le produit de toutes les valeurs que prend la fonction i—fa entre les limites de Tintégrale 2. Cette fonction F ainsi déterminée, on aura
/ = Fx.S- F(a;+i)- Dans le cas oh la fonction fx se réduit à une constante i—dj cette formule donne
et si la fonction fx se réduit aussi à une constante i, il vient
r= a' (7 r-ï + const.) •
En général, quand la fonction / devient constante, l'intégration s'effectue toutes les fois que f désigne une fonction rationnelle et entière.
On peut déjà remarquer que, si la constante a se trouvait négative, il serait impossible de considérer/ comme une fonction continue de x [a], à moins que la constante arbitraire ne vînt à s'évanouir, ce qui ferait disparaître a* de l'équation précédente. Mais dans l'hypothèse 0Ù7 désigne le terme général d'une série, et x un indice qui ne comporte que des valeurs entières, rien ne s'oppose à ce que la constante a soit négative : il en résuite seulement que les valeurs consécutives de a' sont alternativement positives et négatives.
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608. Considérons Téquation linéaire aux diffërences, d'un ordre quelconque^ qui a pour forme générale
P, Q,. . ,U, V désignant des fonctions de a: , ou (ce qui revient au même, attendu que les différences des divers ordres s'expriment en fonctions linéaires des valeurs successives de la variable dépendante)
On prouve, comme pour les équations différentielles analogues, que l'intégration de (a) se ramène à celle de Téquation '^
7^4^+ Pjar+«-« -+- Q7a?+»^^+ 4- Ur,==; O . (6)
Si l'on désigne par^,^'^,/**^*^ etc, des valeurs de^, propres à vérifier l'équatiou (é), celle-ci a pour propriété caractéristique, comme l'équation différentielle correspondante, d'être encore vérifiée par la valeur ^,=2. dj'J^'^f les coefficients Q désignant de$ constantes arbitraires. Par conséquent, si l'on connaît n solutions ou intégrales particulières de l'équation (b)j on en aura l'intégrale générale avec les n constantes exigées. L'ordre de l'équation à intégrer s'abaisse d'une unité, si l'on connaît une intégrale particulière, et ainsi de suite [462].
Les n intégrales particulières s'obtiennent très-aisément quand les coefficients P, Q,. . «U sont des constantes; car, si l'on pose ^,=7»% d'oîi^,4,i=/7i*+', on a , pour déterminer m , l'équation algébrique
mr -4- Pm»-'* + Q/w»-* + -f- U = o ; (m)
et si l'on eq désigne les racines par /w„ w„. . ./w^, l'intégrale générale de l'équation (6) prend la forme j^=C.w * -f- C^/ -i- -4- C,/w/ ,
609. Nous appliquerons ce qui précède à un problème assez curieux d'analyse combinatoire que Ton peut énoncer comme il suit, en convenant, pour plus de brièveté, d'appeler le nombre m \ exposant d'une combinaison m à m :
« Sur le nombre total des combinaisons que l'on peut faire avec un nombre d'objets désigné par Xj en les prenant là I, a à a, 3 à 3,. . .;i; à :r, déterminer séparément le nombre de celles dont les exposants^ divisés par un certain module n^ donnent pour reste l'un des nombres G, I, a, 3,. . .« — I. »
Désignons, par^*'^^*),^*),, , . ^"^ les nombres à déterminer, qui sont autant de fonctions discontinues du nombre x. Si x augmente de l'unité ^ il est clair que le nouvel objet à combiner^ introduit dans les combinaisons de la classe r (ou dans celles dont l'exposant , divisé par n, donne pour résidu r), les fait passer à la classe r-H i, et que de plus cet objet , pris seul, donne une nouvelle combinaison à exposant i . En conséquence on a
et par suite
Ay-) = Ay»*-') , Ay 0 = A7<») , Ay*> = Ajr<'> , ....
Ay«-'J=A7^"—^ ' (C,;
£n continuant de prendre les différences successives, jusqu'à ce qu'on soit arrivé à celles de l'ordre /i, on trouve finalement
Ay «>)= A^—y " ' ^, Ay '^=A**~*y®), .... Ay'»-'*)=A'^y '*~*).(c,)
L'élimination entre les équations (c,),(c,). ..(<?„) donne
A y '5=/*^, Ay*>zz=/*^, Ay^-o^jc-'-o . {i)
Chacune des équations (d) est de la forme b.^jr,^=ijr^^ d'oïl l'on tire, en exprimant les différences en fonction des valeurs successives [582],
Quand; /i est pair, le terme en^, disparaissant, l'ordre de l'équation s'abaisse d'une unité, et il vient
Pour le cas de n impair on a
J-x+n •/ar+n-i'^ — — •Xa-^-a-x •••• 27^ = 0 .{d^)
L'équation (/») devient dans le premier cas
et dans le second
d'oî»[79] , o/«
m= I 4- cos — ± K — I . s'n-r-
VK / «Ç . y • ^^\
=2COS— (cos — ±V^— x.sm— j >
«t en transformant convenablement les exponentielles imaginaires,
acos-J cos— +M,(^2COS— jcos-^j-+etc.r ^^^
+Tf/2C0s^) sin^ + N,(^2Cos— jsm— 4-etc.
Maintenant, si l'on prend successivement pour 7, chacune des fonctions y^),/"^/''"^^ on déduira de la formule {e) les valeurs de toutes ces fonctions de a:, qui ne différeront que par la détermination des constantes
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a]4)itraires G, M., N. , M, , N», etc. Quant à l'équation (e/o) 9 il est clair que h formule (e) en donnera aussi Tintégrale, pourvu qu'on ajoute au second membre le terme constant — i . D'ailleurs j par une conséquence très-connue de la formule du binôme de Newton , j<o) ^ j{t) ^ j(%) ^ 4- /(•*•*) rr 2* I .
En prenant, par exemple, nz=:l^^ et en déterminant convenablement les constantes arbitraires, on trouve
y") = -2 . 2* -f- - f ^1 ] 008 -j TCX l ,
/»)=i.2--^(^l/iysin^irx.
610. On parvient quelquefois à exprimer les intégrales des équations aux différences, au moyen d'intégrales définies ordinaires. Pour faire connaître l'esprit de la méthode, prenons l'équation
dans laquelle nous supposerons que m est une constaatf positive. Posons
n désignant une fonction de o dans laquelle x n^entrc pas : il s'agit de déterminer cette fonctioù et les limites de Tintégrale, de manière à satisfaire à l'équation proposée.
Cette équation donne
ou
mfQ[i 4-w)o)*rf(ji)-|-yil(aw-:|-o]i*)rf. «*=o . (J']
Mai& on a, en intégrant par parties^
Donc, si Toh prend pour les limites de l'intégrale deux racines de Tëcpiation
réquation (/*) deviendra
et l'on y satisfera indépendamment de x^ en détermi* nant la fonction Q par l'équation difFérentielle
qui. donne
G désignant une constante arbitraire. Après qu'on a substitué cette valeur de û dans l'équation (u), elle devient
C ( aw -f- co* )* =: Q ,
et comme on a supposé le nombre m positif, on y satisfait en prenant pour les limites de l'intégrale
w = o , M= — a , d'où
L'expression deviendra plus élégante, si l'on fait
co ^=cos a — I , 2u) -h w* = — sin* a , ^/cd = — sin oidaL , ce qui donne
/a.= C ( — i ) / ( I — COS «)* (sin a)*^' rfa.
On a d'ailleurs, pour déterminer la constante arbitraire C, au moyen de la valeur initiaïe^o? l'équation
611. Pour donner un exemple d'intégration, dans \e cas où l'on ne suppose pas constante la différence de l'une des variables , concevons qu'il s'agisse de déterminer en fonction de x la quantité /« qui satisfait à lequation
/.a,=:jr/ — a, (g)
OU le terme général de la série des valeurs de ^ que ron construirait avec cette équation : les valeurs initiales de x, y étant x^^ y^. Soit i l'indice de deux termes qui se correspondent dans la série des valeurs de x et dans celle des valeurs de jr : on aura
L'équation {g^ est linéaire et a pour intégrale Si l'on met la valeur initiale jTo sous la forme
l'équation (^,) donnera
jr,=:c' + ±, X.=:C*+^, ^^=0-'+ -^
et par suite
On doit remarquer que la dernière équation, qui est l'intégrale complète de (g)y renferme les deux constantes arbitraires et indépendantes x^, c, ou x^^j^oj parce qu'en effet l'équation (^) ne peut être construite qu'après qu'on l'a transformée dans le système des équations (^,) et (g^)^ et qu'on s'est donné arbitrairement Xoj y^*
EQUATIONS AUX DIFFÉRTENCfiS FINIES. 491
Ç a. De la construction arithmétique des équations aux différences finies, à deux variables, — Conséquences relatives à la multiplicité des intégrales générales, à l'existence des intégrales singulières et au passage du fini à Vinfiniment petit.
Revenons à la construction arithmétique de
réquation
F(j:,r,Ar)=o, (F)
et supposons que de cette équation l'on puisse tirer deux valeurs de ^y en fonction de x^y. Après qu'on se sera donné arbitrairement la valeur initiale^^, correspondant à une valeur déterminée de x^ telle que xr=^Oy on aura, suivant qu'on choisira pour A^ Tune ou l'autre des deux valeurs fournies par l'équation (F), deux valeurs diffé^ rentes de /,, à chacune desquelles, par la même raison^ correspondront deux valeurs différentes de^„ de sorte qu'il y aura quatre systèmes distincts de valeurs pour la série partielle (^oyJKx^JTa)- 0>^ obtiendrait huit systèmes distincts pour la série partielle (/ot^o/a^J'a)» qui comprend un terme de plus^ et ainsi de suite. En général, si l'équation (F) donne m valeurs pour A/, la série partielle (/oy^ij^avvT^a) pourra être construite d'après cette équation, d'autant de manières différentes qu'il y a d'unités dans /7t". L'équation aux différences prise pour exemple, est du premier ordre, mais les mêmes remarques sont applicables aux équations aux différences d'un ordre quelconque.
Si, parmi les diverses séries, ainsi dérivées arithmétiquement de l'équation (F), il s'en trouve plusieurs dont le terme général puisse être exprimé par une fonction algébrique ou transcendante de l'indice et de la valeur initiale ^o, ou d'une constante arbitraire qui en tient
lieu^ réquation proposée aura plusieurs intégrales distinctes, et néanmoins complètes^ puisqu'elles contiendront une constante arbitraire.
Tel est en efïet le résultat auquel on arrive indirectement, quand, au lieu de remonter de l'équation aux différences à l'intégrale complétée par une constante arbitraire, on part d'une . équation entre x^y^t uoe constante, pour arriver à une équation aux différences d'où cette constante se trouve éliminée.
Prenons comme exemple l'équation très-simple
qui donne par la dtfférentiation, pour Us^^^x-,
brr:=^a^ (a)
et par l'élimination de la constante a,
A/* -f- arA/ —-/ =: O , (3)
d'où il suit que l'équation (i) est l'intégrale complète de l'équation (3).
Considérons maintenant dans l'équation (i) le paramètre a comme une fonction variable de Xj et afin que les équations (2) et (3) n'en subsistent pas moins^ égalons séparément à zéro la portion de la variation du second membre de l'équation (x)^ qui provient de la variation de a\ nous aurons
Aa(A^l-H^a+^ ■+- 1) ==0 ; et cette équation se décompose en deux autres
Ai0=3O , Aa4- aa-f- «-f- i =: o . (4)
La première donne a-=.const.y ce qui fait retomber sur l'équation (1). On pourrait appliquer à la seconde la formule générale du n^ 607 pour l'intégration des équations linéaires du premier ordre; mais si l'on pose directement a=:M-^//îj:-|-/i, u désignant une nouvdie fonction de .r, et rn^ n des constantes indéterminées^» il
viendra
ou simplement, en prenant /72= — j, /i= — 7,
Âii4^2il=:o. (5)
L'équation (5) qui peut se mettre sous la forme u^^r\-u^:^=o, a pour intégrale complète
u^^b{-iy, d'où a = b(-i)^-l~^
b désignant une constante arbitraire.
Cette valeur de a doit être substituée dans l'équation (1). Pour faciliter la substitution, on met celle-ci sous la forme
ce qui donne
On obtient ainsi une équation en x^jy jouissant de la propriété de satisfaire à Téquation (3), et qui en est» aussi bien que l'équation (i), une intégrale complète^ puisqu'elle renferme la constante arbitraire b.
613. Le géomètre Charles, qui a signalé le premier la multiplicité des intégrales que comportent les équations aux différences, distingue ces intégrales en directes et en indirectes. Suivant son langage, l'équation (3) aurait pour intégrale directe l'équation (i)et pour intégrale indirecte l'équation (6); mais ces expressions doivent être bannies comme propres à donner des idées inexactes. S'il est vrai qu'en opérant comme on l'a fait ci-dessus,, c'est-à-dire en se donnant directement l'intégrale (i)^ pour en conclure l'équation aux différences (3) et ensuite la seconde intégrale (6), celle-ci n'a été obtenue que d'une manière indirecte, il est vrai aussi que, quand on
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(a). Le résultat de celte élimination sera évidemment l'équation aux différences
(il.— m)(«. — ^)(t'.— tt)(^.— (;)=o, (9)
laquelle doit par conséquent être identique avec Féquation (3). Or, l'équation finale, mi&e sous cette forme, se décompose en quatre autres
11^ — 11= O,!', Çz=:0 ^ Ut t'=:îO, V, — 11=0 .
Les deux premières conduisent immédiatement aux intégrales u=a, i^=xij qui se confondent Tune et l'autre, après l'évanouissement des radicaux, avec l'équation primitive (1). Les deux autres équations conduisent précisément à l'intégrale que Charles qualifie d'indirecte, par opposition à l'intégrale primitive de laquelle on est parti.
Dans l'exemple qui nous occupe, on a
ce qui donne
Afin d'opérer plus commodément l'intégration , chaogeons de variable , en posant |/x' + 4^=2 : ces équations deviendront
— 1+^, -l-^==:o, i + z, 4-j5=:o, ou bien
^z + 2Z — 1 = 0, A^4-2z4-i=o; et l'intégration donnera
b\ V^ désignant des constantes arbitraires. De là on tire
Hi-i+'"<-''')"-T'
équations identiques avec l'intégrale (6), pourvu qu'on pose, ce qui est permis, U^=. — 26, //^— a^.
Si l'on conservé la variable auxiliaire z, l'équation (9), qui est une transformation de l'équation (3), prend la forme
et il est clair qu'on y satisfait, ou par une valeur de z en fonction de x qui rend nul un des facteurs pour toutes les valeurs numériques de x^ ou par une valeur de z qui annule successivement, tantôt l'un des facteurs tantôt l'autre. C'est ce dernier cas qui a lieu si Ton prend pour z l'intégrale de l'équation
X désignant une fonction quelconque de\r, qui soit un nombre entier pour toutes les valeurs entières de .r- car selon que X a pour valeur un nombre pair ou impair, la fonction (—1)^ prend les valeurs +r ou _r^ et le premier membre de l'équation (ii) coïncide avec le premier ou avec le troisième facteur de l'équation (10). Pour intégrer l'équation (11), il suffit d'en multiplier le premier membre par
car elle prend alors la forme
_(_,)SX + A[(-i)sXz] = o, d'où l'on tire
( — I )ïX 2 = const. +2.[( — i)^'^]. On simplifie ce résultat , en remarquant que l'intégrale 2X doit être, comme la fonction X, assujettie à la condition de prendre des valeurs entières pour toutes les valeurs entières de x. Le carré de la fonction
(-i)sx-
est donc constamment égal à i ; et par conséquent, si l'on
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élève au carre. les deux membres de lequatiou précédente, en remplaçant la fonction arbitraire IX par X, oa aura
z* = x* + 4r=[ const. 4- i: ( — I )X]» . (i2)
Suivant qu'on prendra X=i, ouX=j:, on retrouvera par cette formule l'intégrale (i) ou l'intégrale (6); mais on pourra en déduire une infinité d'autres intégrales^ en assignant d'autres formes à la fonction X.
Si l'on représente par X' une fonction de x^ qui soit, ainsi que X, un nombre entier pour toutes les valeurs entières de .r,, l'intégrale de l'équation
devra encore satisfaire à l'équation (lo); mais en effectuant cette intégration, on trouve que les deux fonctions arbitraires X et X' se confondent en une seule
dans l'intégrale, et l'on retombe sur la formule (12).
Ces remarques sur la multiplicité indéfinie des intégrales que comportent certaines équations aux difTérences, sont encore dues à M. Poisson, et font l'objet du mémoire par lequel ce géomètre éminent a débuté dans une carrière parcourue depuis d'une manière si glorieuse et si profitable aux.sciences. On voit d'ailleurs que cette multiplicité indéfinie doit résulter de ce que l'on peut construire arithmétiquement [612] une infinité de séries distinctes , ayant toutes un premier terme commun, et satisfaisant toutes à la même équation aux diflFérences, lorsque celle-ci, résolue par rapport à la différence de l'ordre le plus élevé, comporte plusieurs racines. Mais il s'agissait de montrer que, parmi toutes ces séries, il y en a un nombre infini dont on peut exprimer analytiquement le terme général, et c'est ce que la discussion, qui précède met hors de doute.
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615. II est bon de remarquer que le passage d'un facteur à l'autre peut avoir lieu, non-seulement pour les intégrales qu'on obtient dans l'analyse précédente par l'introduction du facteur (— f)^, mais encore pour les intégrales qualifiées par Charles de directe et d'indirecle. Supposons, par exemple, que l'on ait pour x=^ X= I et par suite z=z^ ; les quatre facteurs du premier membre de l'équation (lo), séparément égalés à zéro et intégrés d'après cette condition initiale, donneront : •2 = ar + 2, d'où 7=a;-»-i
La première équation donne à z une valeur néga tive quand x prend des valeurs négatives, numérique: ment plus grandes que a ; au contraire la quatrième équation donne à z des valeurs négatives pour toutes les valeurs positives de x, plus grandes que a ; la valeur de z, tirée de la seconde ou de la troisième, est positive ou négative, suivant qu'on prend pour x un nombre pair ou impair. En conséquence, l'équation .^^+, ..^^ a 1 équation aux différences
pour toutes les valeurs de ^>_a, et au contraire à 1 equatioa
pour toutes les valeurs de .r<^,. Q„,„t ^^^ équations
elles satisfont alternativement à l'équation (j3) et à Téquation (i4)-
616. Les diverses intégrales que peut comporter une équation aux différences finies, ont entre elles des liaisons analogues à celles qui existent entre les intégrales singulières et les intégrales générales des équations différentielles; mais cette analogie, comme on Ta déjà dit j n'est que partielle et incomplète. Si l'on considère comme la propriété caractéristique des intégrales singulières, de ne pouvoir être complétées par une constante arbitraire, l'analogie s'évanouira; mais, d'autre part, on peut, ainsi que M. Poisson l'a encore fait voir, assigner à certaines équations aux différences des intégrales singulières, qui ne rentrent point dans les intégrales déterminées par les méthodes précédentes, et qui sont analogues aux intégrales singulières des équations différentielles , précisément d'après ce caractère de ne pouvoir être complétées par une constante arbitraire.
En effet , le calcul du n^ 477 s'applique aux équations aux différences comme aux équations différentielles, et l'on en conclut également que toute valeur de ^ en fonction de x , qui jouit de la propriété de satisfaire à une équation proposée, aux différences finies, en même
temps qu'elle rend infini le coefficient différentiel — t^>
ne peut être qu'une intégrale singulière de la proposée, dans le sens qui vient d'être expliqué.
Soit proposée l'équation
r+|Ar-^(64)'Ar'=o, (i5)
qui a pour intégrale complète
a désignant la constante arbitraire : on en tire
rfAj 3 I
valeur qui devient infinie, si Ton pose
Quand on élimine A^ entre celte équation et la proposée , il vient
^ ~8i"64' On satisfait à cette dernière équation en prenant
mais le premier couple ne satisfait pas à la proposée, tandis que les deux dernières valeurs de /^ qui y satisfont, donnent deux intégrales singulières de l'équation (i5).
L'équation (i6) qui détermine les valeurs de la constante arbitraire a pour tout système de valeurs initiales attribuées à x et à/, comporte, en général, trois racines inégales ; mais elle acquiert deux valeurs égaies lorsque les valeurs attribuées à x et à^ vérifient l'intégrale singulière.
La valeur ^"^=0 satisfait à la proposée, mais n'en est pas une intégrale singulière , puisqu'on l'obtient en faisant a=:o dans l'équation (i 6).
617. Une équation dans laquelle un paramètre constant n'entre qu'au premier degré, mais oîi la variable^ est élevée au carré ou à des puissances supérieures , conduit, par l'élimination de ce paramètre, à une équation aux différences d'un degré élevé par rapport
à A;r- Prenons pour exemple Téquation
ay — x = o : (17)
on en tire, par rélimination de a, l'équation aux différences
qui devient , étant résolue,
âr=r(-.±\/ip) .
}1 est clair que la construction arithmétique de cette équation aux différences donne une infinité de séries distinctes pour un même système de valeurs initiales; et pourtant on ne peut pas, en faisant varier la constante a dans l'équation (17), en déduire indirectement d'autres intégrales de l'équation (18). Mais si l'on résout cette même équation (17) par rapport à ^, on pourra remarquer qu'elle comprend , non-seulement les valeurs
(qui sont les seules qu'on en puisse déduire, lorsqu'on s'astreint à traiter^ comme une fonction continue de x), mais encore une infinité d'autres valeurs comprises dans la formule générale
X étant une fonction de j?, assujettie seulement à donner des nombres entiers pour toutes les valeurs entières de X. La multiplicité indéfinie des fonctions comprises dans cette formule , correspond à la multiplicité indéfinie des séries que l'on peut construire arithmétiquement , au moyen de l'équation aux différences.
618. Nous ayons supposé jusqu'ici^ pour plus de simplicité 9 Aa:=i : admettons toujours que cette différence soit constante, mais laissons-en la valeur numérique indéterminée. L'équation
yz=zax + a^ , (i)
que nous avons prise pour exem^ple, conduira^ par rélimination de la constante a^ à l'équation aux différences
La seconde équation (4) sera remplacée par
Aa + 2a -H jc-f-Aar=o ,
et celle-ci aura pour intégrale
Ao:
d'où résulte cette autre intégrale complète de l'équation (i),
Si maintenant on suppose que Ax, et par suite Aj deviennent des quantités infiniment petites, l'équation (19) se changera dans l'équation différentielle
dy* dr , • ,
et l'intégrale (i), dans laquelle la différence Lx n'entre pas ^ sera encore l'inte^ale complète de cette équation différentielle, à cause de la constante arbitraire qu'elle comprend. Mais comme l'intégrale . (20) renferme une fonction
6(-,.) de l'espèce de celles que nous avons indiquées au a"" a,
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laquelle reste discontinue, même quand l'exposant varie d'une manière continue , on ne peut faire que la valeur de^, tirée de l'intégrale (20), soit une fonction continue; et ainsi cette intégrale n'a aucun sens par rapport à l'équation (a i), à moins qu'on ne fasse disparaître la fonction discontinue ^ en assignant à la constante
arbitraire b la valeur zéro. Dans ce cas, le terme —
s'évanouissant aussi à la limite, l'équation (20) donne
valeur qui satisfait à l'équation (ai), et qui en est une intégrale singulière, puisqu'on ne peut la déduire de l'équation (i) par une détermination convenable de la constante arbitraire a.
Le même résultat se verra peut-être mieux encore, si l'on remplace la fonction
b{ — i)** parftcos— ;
comme cela est permis, tant que x désigne une variable discontinue assujettie à croître par intervalles constants A^. Assigner la valeur de cette dernière expression quand Aj; s'évanouit, ce serait assigner la limite vers laquelle elle converge quand Ax converge vers zéro. Or , cette limite est, par la nature de la fonction, indéterminée et inassignable. On sait seulement
que le facteur cos -r- reste toujours compris entre les
limites -|-i et — 1, et par conséquent, que la quantité
indéterminée b cos— disparaît toujours , lorsqu'on
prend la constante b égale à zéro.
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619. Ces faits d'analyse s'accordent parfaitement avec ce que nous savons sur la nature des fonctions continues et discontinues, et sur le passage du fini à l'infiniment petit par la considération des limites, sans qu'il y ait lieu d'en conclure en thèse générale, comme l'a fait Lagrange ('), que, « dans le passage du fini à l'infiniment petit, il faut supprimer entièrement tous les termes qui peuvent contenir l'infiniment petit, quoique ces termes puissent n'être pas eux-mêmes infiniment petits »; ni surtout que « si le passage du fini à Tinfiniment petit peut être admis comme moyen mécanique de calcul, il ne peut servir à faire connaître la nature des équations (Jifférentielles. »
BTous sommes seulement autorisés à conclure de ce qui précède , que , parmi les intégrales complètes , en nombre infini, que comportent certaines équations aux différences, toutes , à l'exception d'une seule, contiens nent des fonctions de Ax qui deviennent discontinues pour A^=o : car, s'il en était autrement^ on en déduirait, en passant à la limite, plusieurs intégrales complètes d'une équation différentielle correspondante, ce qui est absurde. Quand cette équation différentielle admettra une solution singulière, celle-ci pourra se déduire , tantôt d'une intégrale singulière de l'équation aux différences , tantôt de l'une de ses intégrales complètes, moyennant qu'on supposera nulle la constante arbitraire que celle-ci renferme, pour supprimer la fonction de Ax dont la présence empêchait le passage du fini à l'infiniment petit.
(') Leçons sur le calcul des fonctions, p. 3o3 et 3o/| de Tédit. de 1806,
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L'équation
qui nous a aussi servi d'exemple, conduit par l'élimination de a, quand Ao: a une valeur constante quelconque , à l'équation aux différences
Ar Ax 3' . Ar / Ar \^
j qui donne à la limite
•^"*"log4'^ i6'(log4)^*^~^' ^^ ^ et l'on peut, en effet, vërifief que l'équation (i6) est l'intégrale générale de l'équation {i'i)> En prenant la dérivée de l'équation (i6) par rapport à a^ on a, pour déterminer la valeur de a en fonction de :rr qui convient aux solutions singulières dé l'équation (a3),
d'où l'on tire
.4 I ,4 / iv
3 2*' ' 3-V ay .'
et par suite
Mais le premier couple ne satisfait pas à l'équation (23), et l'autre système de valeurs ne peut représenter une fonction continue : ainsi , l'équation (23) ne comporte pas de solutioa.singulière , bien que l'équation (22) qui lui correspond en admette une.
VARIABLES CONTINUES. NOTIONS SUR LES ÉQUATIONS
AUX DIFFERENCES MÊLÉES ET SUR LES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES FINIES, A DEUX VARIABLES INDÉ- PENDANTES.
§ i^'. Des équations aux différences finies entre des variables
continues.
620. Lorsque ron considère une équation aux différences comme une condition à laquelle doit satisfaire une fonction continue de la variable indépendante, la fonction ne peut être déterminée^ dans toute l'étendue de son cours, qu'autant que Fon assigne arbitrairement, ou par des conditions indépendantes de Inéquation proposée, la forme de la fonction dans Tintervalle A.r de deux valeurs consécutives de la variable indépendante, si l'équation aux différences est du premier ordre, ou la forme de la fonction ^ans l'intervalle Ax-j-Ao:,, si l'équation est du second ordre, et ainsi de suite.
Ainsi, étant donnée l'équation
/(^?7>Ar)==o, (i)
où nous supposerons^ pour plus de simplicité, que x croît par différences constantes, égales à l'unité, on ne pourra construire pour toutes les valeurs de x la courbe dont^ est l'ordonnée, qu'en traçant d'abord arbitrairement cette courbe entre deux abscisses x^^x^-^-ij dont
Tune est arbitraire : l'équation aux dififérences déterminera le tracé de la courbe dans tout le surplus de sou cours, puisqu'on en déduira les valeurs de^ correspondantes aux abscisses
X étant une valeur quelconque de Tabscisse, comprise entre x^ et x^-\-\. 11 faut donc réciproquement que l'intégrale de l'équation (i), pour avoir le même degré de généralité que l'équation dont elle dérive, admette dans son expression une fonction arbitraire d'une espèce particulière.
Lorsque l'équation aux différences est du second ordre, ou de la forme
/(^,r,ArïA'r)=o, (a)
il faut, pour la construction de la courbe dont y est l'ordonnée, que l'on trace d'abord arbitrairement cette courbe, non-seulement entre les abscisses .To, ^o-j-i^ mais encore entre les abscisses a:o-|-i,^o-|-2; ce qui revient à tracer entre les abscisses Xf^x^-^i les deux courbes qui auraient pour ordonnées y et A^. Réciproquement, l'intégrale seconde de l'équation (a), pour avoir toute la généralité qu'elle comporte, doit admettre dans son expression deux fonctions arbitraires, et ainsi de suite.
62 1 . Lorsque x désigne une variable indépendante, à différences constantes, l'introduction de ces fonctions arbitraires n'exige pas d'autres procédés de calcul que ceux qui ont été suivis pour l'intégration des équations aux différences, quand cette opération avait pour but la détermination du terme général d'une série. En effet, rien n'empêche de considérer les constantes arbitraires introduites par l'intégration comme des fonctions pé-
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riodiques telles que
assujetties à reprendre les mêmes valeurs chaque fois que X augmente de Ao:, et d'ailleurs arbitraires : la différence A<p étant nulle, en vertu de cette hypothèse, pour toutes les valeurs de x^ de la même manière que si ç désignait un paramètre constant. Tant que la variable y n'indique que les termes successifs d'une série dont x est l'indice, cette distinction n'est d'aucune importance, puisque la fonction ç, aussi bien qu'une constante proprement dite, conserverait toujours la même valeur numérique pour toute la série des valeurs de/; mais quand au contraire x et y sont des variables continues, la fonction (p varie avec x\ et il ne s'agit plus que de la déterminer de manière que la courbe dont y est l'ordonnée se confonde avec une courbe tracée arbitrairement entre les abscisses x^^Xq'\'^x.
Soit F(^,j,a)=o l'intégrale d'une équation aux» différences du premier ordre, avec la constante arbitraire a : elle deviendra
quand on y remplacera la constante par la fonction arbitraire <p. Nous supposons que l'intégrale F=:o ne contient pas de fonctions telles que (— 1)% incompatibles avec l'hypothèse de la continuité des variables
Désignons par fx l'ordonnée de la courbe tracée arbitrairement entre les abscisses x^.x^-^^ : on aura, pour les valeurs de x comprises entre ces limites ,
F{x,fx,(f) = o, d'où cp=<I>^, ^'désignant une fonction déterminée et connue. Il suf-
fira donc [livre V, chap. XII] de développer en série trigonométrique convergente la fonction ^œ donnée entre les limites ^«, a:„-[-A4:, puis de reporter cette série à la place de ç dans l'intégrale (3).
Si l'on avait l'intégrale seconde d'une équation du second ordre avec deux constantes arbitraires a, è, on en tirerait deux équations de la forme
F(ar,/,A7/i) = o, F.(^,j,A7,*)=o,
et en remplaçant a^b par deux fonctions périodiques arbitraires 9,^19
F(^,7,Ar,cp) = 0, F , (^, j,Ar,9,) = o.
Soit (entre les limites x^, ^o+A^)^=fr, A^:zzzf,x : il viendra
F(^,fr,f.a:,(p)=o, F.(;r,fr,f.a:,ç.)=o, dou
et il ne s'agira plus que de développer les fonctions données ^x, ^i x en séries trigonométriques , pour les substituer ensuite au lieu de a, b dans l'intégrale seconde. Le même calcul s'appliquerait aux intégrales d'un ordre quelconque, mais on a besoin de le modifier dans le cas oïl les différences de la variable x ne sont plus constantes.
Prenons pour exemple l'équation traitée ci-des
sus [61 1]
dont l'intégration, lorsque x et jr sont regardés comme des variables continues, revient à déterminer la fonction ^ par la condition
Nous avons trouvé qu'on y satisfait en prenant
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mais, ici, les constantes x^y c perdent la signification qu'elles avaient lorsque x^jr désignaient les termes correspoûdants de deux séries distinctes; et l'équation (5) étant regardée comme une solution de l'équation (4), on peut, sans restreindre l'étendue de cette solution, rem-
placer c'** par c, ou, ce qui revient au méme^ poser-
a;o=i. On a ainsi
j=ij;jr=c*-|-c-'. (6)
Remarquons maintenant que cette équation résulte de l'élimination de / entre les deux équations
X = a', /= c»' + c—a'^ dans lesquelles i est une variable qui croît par différences constantes, égales à l'unité. On y peut donc remplacer la constante c par une fonction périodique de /, ç(sin 2 tt/, cos 'X'ki)^ qui ne change pas de valeur quand / augmente de l'unité : ce qui revient à écrire, au lieu de l'équation (6),
, r /^ . aitlofifj: ^7cloffd:\l«
Y^=^^xz=i <p( sm— ; — 2—; cos —7 — 2— )
^ L V log 2 log 2 y J
Toutes les formes de la fonction ^, comprises dans la précédente formule, satisferont à l'équation (4).
Il est facile de voir que Ton pourrait construire la fonction ^ dans toute l'étendue de son cours, en vertu de l'équation (4)) si l'on traçait arbitrairement la courbe dont cette fonction est l'ordonnée, entre les abscisses x^y ao:», Xo désignant une abscisse quelconque, différente de zéro. Soit ix cette valeur donnée de t];^, entre les limites indiquées ci-dessus : on aura
f(20=(pa'-f.— ., doù <p==4»/. (<p)
En conséquence ç sera une fonction de i assujettie à reprendre les mêmes valeurs quand i augmente de i'uDÎté, et à se confondre avec une fonction donnée de i entre les limites
lûg^o logaar,
log 2 log a
On pourra donc exprimer ç en série trigonométrique de /, remettre pour i sa valeur en x^ et substituer dans réquation (7) cette valeur de <p, au moyen de quoi la fonction ^x aura reçu l'expression qu'elle comporte.
Les deux termes du dernier membre de l'équation (7) se réduisent à l'unité pour a:==o, à cause que les quantités de la forme sin (±00 ), cos (±00 ), quoique indéterminées, sont comprises entre des limites finies [618] : d'ailleurs on tire directement de l'équation (4), if{o)=^y quelle que soit la forme particulière de la fonction ^, pourvu seulement qu'elle soit assujettie à rester constamment positive, condition sans laquelle la formule (7), dont le dernier membre est essentiellement positif, ne pourrait subsister.
En différentiant l'équatiou (4) par rapport à x, on a ^^nxy^'^x.'^'xy d'où ,j;'(o}=i:o, quelle que soit la forme particulière de la fonction ^.
La formule (7) ne s'étendrait pas aux valeurs négatives de Xy parce qu'en effet la fonction qxr ne peut être construite au moyen de l'équation (f) que pour les valeurs positives de x-=i%' ^ après qu'on s'est donné la forme de la fonction fx entre les abscisses .r^, ^x^^ x^ désignant une abscisse positivé.
Ajoutons ici une remarque essentielle et dont il ne parait pas que les auteurs qui ont traité de ce point d'analyse aient tenu compte : c'est que la formule (7),
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malgré sa généralité, ne satisfait pas aussi généralement que possible à l'équation (4); précisément parce que remploi de cette formule suppose que la fonction ^ reste constamment positive, et par suite que la fonction £r^ donnée entre les limites Xo^ si^o? est elle-même constamment positive entre ces limites. Or, rien n'empêcherait de construire la fonction ^ hors de ces limites^ en vertu de l'équation (4)» quand même la fonction fr serait constamment négative ou passerait du positif au négatif entre les limites Xo, 2X0.
623. On a ramené à l'intégration d'équations aux dîflerences, entre des variables continues, la détermination des fonctions arbitraires dans les intégrales des équations aux différences partielles ; et quoiqu'il ne paraisse pas que ce rapprochement mène à des applications vraiment utiles, il convient de l'indiquer pour l'enchaînement des théories. Un seul exemple remplira suffisamment ce but.
Soit l'équation
provenant de l'intégration de l'équation aux différences partielles du second ordre
et dans laquelle on se propose de déterminer les fonctions arbitraires <fj^^ par la condition d'avoir
I** pour jrz^mXj z'=:r,fx\ pour jz:z,nx^ J3=£r;
ce qui revient à donner les courbes d'intersection de la surface dont ^,^,2 désignent les coordonnées courantes, et de deux» plans menés suivant l'axe des z. On aura
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fx = «p[^I ■+-'«1»)] + 4»[^i — flf'»)],
et $i Ton pose successivement
:r(i — a/») = ^, ^i — an) = •>,
ces équations prendront la forme
V,i — ««/ ^ VI — an J ^
En combinant ces équations par voie de soustraction,
on élimine la fonction ^ et Ton a
VI — am J \\ — an J ^ \\^amj \x — anj ou plus simplement
en posant
i+a/i (x-^-amSix — arC]
.Q^nUy ) () ( = A,
i — an (i — ►a/?i)(i4-a/i)
et en désignant par Fu une fonction 4ont la composition est donnée. Or^ il est clair que l'équation (9) peut se ramener à une équation aux différences, comme l'équation (4) du n® précédent, et se traiter d'une manière analogue. Ainsi, quand on regarde u et (fu comme des fonctions de l'indice /, qui croit par différences constantes égales à l'unité, on a
Ui^^z=hui, <p,4., — ?.=Fw„ doù Ui=u^h'y <p,=S.r(«^'>
Après que l'intégration indiquée par le signe 2 aura été effectuée, on remettra pour / sa valeur en m, et l'on aura (fu exprimé en fonction de u : cette fonction devant contenir, au lieu de constante arbitraire, une fonction arbitraire qui ne change piM de valeur par le changement de U en huj ou une fonction de la forme
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xi (si
On i-emettira pour c^^ dans 9^, sa valeur en v^ et l'une <]uelconque des équations (8) déterminera la forme de la fonction ^.
Mais il faut bien remarquer que les données de la question ne font point connaître la forme de la fonction ^u entre des abscisses telles que Uof ku^^ et par conséquent ne conduisent pas à la détermination de la fonction arbitraire xi qui entre dans l'intégrale aux différences de l'équation (9); sans compter que cette intégrale y quoique complète , peut ne pas avoir autant d'étendue que l'équation (9), ainsi que nous l'avons fait observer dans le n** précédent, au sujet de l'intégrale de réquatiou (4)' U faut donc regarder comme une simple transformation analytique, qui au fond n'avance pas la solution du problème, ce procédé pour la' détermination des fonctions arbitraires dans les intégrales des équations aux différences partielles : procédé qui a occupé les géomètres, avant que les applications à la physique eussent fait envisager la même iquestion sous d'autres faces.
624. Parmi les problèmes de pure géométrie, dont la solution peut se rattacher à l'intégration d'équations aux différences, entre des variables continues^ nous citerons le suivant, connu sous le nom de problème des trajectoires réciproques. On demande de tracer une courbe MM' {^fig' io4) telle que, si l'on cpnstruisait la courbe NN' qui lui est symétrique par rapport à l'axe desjr, et si Ton imprimait à celle-ci un mouvement de translation parallèlement à l'axe des^, elle couperait toujours la première sous un angle constant a=;=^a^;aj',a^ étant
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les tangentes aux deux courbes, menées par le point a où elles coupent Taxe des^.
Soient p^q deux points pris sur Taxe des x à égales distances de Torigine ; menons les ordonnées pm , qnn\ et traçons la trajectoire vv' qui passe par le point n'-: l'angle v/ï'y=N/2^, puisque la trajectoire NTf' s'est transportée en vv' en glissant parallèlement à Taxe des /; l'angle îfnq est égal à Mmp, à cause de la symétrie des courbes MM', NN' par rapport au même axe; donc l'angle an'^^anq-^qn'y^anfq-^-Mmp. Mais on a aussi, par hypothèse, an\=a^ et si l'on désigne par /r l'ordonnée de la courbe MM', par .r et — x les abscisses Oy, Opy il viendra
tanga/i'î = ^, tangMiw/;=j7^i— ;
par conséquent la fonction J'^x doit, d'après les conditions du problème, vérifier la relation
arc tang^ + arc tang^ ' = a. (lo)
Posons
— -a + arc tangTT- =to: (n)
l'équation ( i o) devient £r-|-f( — x)=:o ; et elle exprime que la fonction f , qui d'ailleurs peut être prise arbitrairement, est une. fonction impaire.
On tire de l'équation (i i)
^ I I — tang-g.tàngfj:^
•^ tang(-ja + f«îc) tang|a+ tangf^ '
mais quand £r désigne une fonction impaire quelconque, tang £r désigne aussi une fonction impaire quelconque : donc on peut écrire plus simplement
fxt=^ ■ ■■ ' ^ ^ — »
•^ tangl-a + f^
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et par suite
C\ — tanff^a.fcc .
•^ J tang^a+fo * rintégration amenant une constante arbitraire.
Si l'on voulait rattacher cette solution au calcul intégral aux différences, on poserait
arciang-T9-=/i, arc tang -^77-^. =/,•+„ Jf,+,n=s — x,, d'où
et en éliminant /,
Les lettres a^b^ç désignent, dans le cas de la discontinuité des variables, des constantes arbitraires qui deviennent, dans le cas contraire, des fonctions de / assujetties seulement à ne pas changer de valeur lorsque / augmente de Tunité ou lorsque x se change en — x. Donc, dans réquation
arctang-^=^a+£?x, (la)
c représente une fonction paire quelconque, et ex une fonction impaire quelconque de la variable ;r; au moyen de quoi les résultats exprimés par les équations (i i) et (12) coïncident. Ce raisonnement a la rigueur exigée, parce qu'on peut concevoir que le passage de la discontinuité à la continuité n'a lieu qu'après l'élimination de la fonction discontinue ( — j)'; mais on vient de voiç qu'il est plus simple de n'y pas recourir.
% a. Des ëquàtioDs aux différences mêlées.
625. On appelle équations aux différences mêlées celles dans la composition desquelles entrent à la fois les
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coefficients 4ifl!^rentiet5 et les différences finies d'une fonction^ comme aussi celles dans lesquelles figurent les coefficients différentiels d'une différence ou les difie* renées d'un coefficient différentiel. Des équations de celte nature se rencontrent , non-seulement à l'occasion de problèmes de géométrie qui ne sont guère que de pure curiosité y comme celui du n^ précédent, mais encore dans les recherches analytiques qui se rattachent à l'iutégration copriplète des équations aux différences partielles^ et à la détermination des fonctions arbitraires d'après des conditions physiques données.
Supposons, pour prendre un exemple, qu'une fonction fx soit assujettie à vérifier l'équation
/ar-/'(x+aO-*'L/i+/C^+a/)]=o, (i3)
i^,/ désignant des constantes : si l'on poseyî:=/^ a/ — At, cette équation prendra la forme
et elle sera aux différences mêlées^ d'après ta définition que nous venons de donner.
On y satisfera en posant
yr=^fx =z A cosXr + B sin "Ka^^
A, B, X désignant des constantes : car il vient en conséquence de cette supposition,
ya?+y (^+2/)=2[AcosX(^+/)-i-BsinX(j;+/)]cosX/, fx — ^y (2:4-2/)= 2[A sin X(^-f-/)—^B cos>.(x+/)]sinX/, /'ar--/'(a:-f.2/)=2[AcosX(ar-f./)+Bsîn X(a?-|-/)]> sinX/,
d'où, en vertu de l'équation (i3), .
2[AcosX(jc-|- /)-+• BsinX(a:-h/)] [XsinX/ — â:'cosX/]=o. Si donc on désigne par A„ Bj des constantes indéterminées, et par \i l'une des racines, en Nombre infini^ de
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rëquation transcendante
XsiuX/ — A:'cosW=o, (i4)
on pourra poser, à cause de -la forme linéaire de l'ëqua-
tion(i3),
yi:Œa2.A|COsXiJ?H-2.B/sin\i^,
la sommation s'étendant à toutes les valeurs de l'indice /.
La formule précëdente donne
A,- cos Xio: = \\fx +/(— . j?)] = £r
S.B,sinX,^ = |[/r-./(— ^)]=-F;r; (i6)
et par là on arrive à la détermination des coefficients A<, B,, quand la fonction/^ est donnée entre les limites — /,-[-/, ou quand les fonctions £r,Fx, dont la première est nécessairement paire , et la. seconde nécessairement impaire, sont données entre les limites o, /.
£n effet, si l'on désigne par il une valeur particulière, et d'ailleurs quelconque, de l'indice /, on tirera de l'équation (i5)
COsM.f5aEc==2.A,( — ^r ^-T-^ /^ . ^ / )
. /X/sin>.,/.cosV/— VsinV^.cosXA
=2-^'\ — ■ — xr=)5 — \ — >
En vertu de l'équation (j4), le coefficient de A, s'évanouit pour toutes les valeurs de i différentes de i ; lorsque i=îj ce coefficient se présente sous la forme ^ et i 1
a pour valeur
aX/H-sinaX/,
on en conclut
4X</ cosXÇ.fWl
■ ^ I III Il » _ 1 1»
' aX^Z+sina^,/ L'équation (16) donne
BXoosXiarc=F'j
et par conséquent
aX,/+8in2X/
En général y les intégrales de toutes les équations linéaires , aux diflférences mêlées , s'expriment par de& sommes d^exponentielles , de sinus ou de cosinus, qui ont pour paramètres les racines en nombre infini dW équation transcendante, et qui sont affectés de coefficients constants et arbitraires.
Lorsque l'équation aux difiTérences mêlées, linéaire ou non linéaire, est susceptible de s'intégrer, d'abord par rapport aux différences finies , ensuite par rapport aux différentielles, ou réciproquement, on dit qu'elle est aux différences successwes; et l'on peut concevoir qu'elle résulte immédiatement, ou d'une diffërentiatiou effectuée sur une différence, ou d'une difieraiee prise après une différentiation. Ainsi rien n'empêche de regarder l'équation (lo) comme une équation aux différences successives; car, en la traitant, on a d'abord déterminé la fonctionna: par une opération équivalente à une intégration aux différences, et ensuite on est remonté de la fonction jf'x à la fonction^ par une intégration proprement dîte^
S 3. Notions sur les équations aux différences finies, à deux variables
indépendantes.
626. Nous ne quitterons pas cette matière sans parler brièvement de l'application àa calcul des différences finies aux fonctions de deux variables.
Soit z une fonction de deux variables x^j^ qui croissent par différences constantes A^, b^f\ désignons par
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^^z^^JZ les différences partielles de la fonction z, prises en faisant varier séparément x et /, et par Az la différence totale : on aura
A,A^ = A^,z, z + Az<=z+AgZ + iij(z'+- A,z),
d'où Az=:=A,z-|-A^z-|-A^^z, résultat qu'on peut exprimer par l'équation symbolique
Az = [(i 4- A,) (i + A,)— i]z.
On trouverait de même
A'^ = [(i + A*) (i + Ar) — ï>>
et^ si u désignait une fonction d'un nombre quelconque de variables x^j", z...., on aurait encore
Les différences àx^ ù^ étant supposées constantes, on peut les prendre égales à l'unité [583] et admettre que les variables Xyjy passent par la série des nombres naturels : dans ce cas la fonction z«^ désigne le terme général d'une table à double entrée [ii6]; x et y sont les indices ou les numéros d'ordre des deuK entrées de la table, ou des deux bandes horizontale et verticale aux« quelles appartient la case dans laquelle est inscrite la valeur z,^.
Quelles que soient les valeurs constantes ou variables des différences Ax,A;^, les différentes valeurs dont la fonction z est susceptible ne peuvent être déterminées et coordonnées en table, que si l'on détermine la série des valeurs par lesquelles passe la variable x et celle des valeurs par lesquelles passe la variable^» Appelons /, H les indices de ces deux séries : ^.sera une fonction dé» terminée de l'indice i^ély une fonction déterminée de l'indice f\ donc on pourra regarder z comme une fonc-
tion des indices i, i^, qui sont des variables discontinues, jouissant essentiellement de la propriété de croître par différences constantes, égales à l'unité. Donc réeiproquement, dans tous les raisonnements indépendants de la forme de la fonction z,^, on peut, sans en restreindre la généralité, supposer Aj::=:i, ^^^^=1.
627. Pour indiquer seulement la nature des relations exprimées par les équations aux différences, dans lesquelles figurent plusieurs variables indépendantes, prenons l'équation très*simple
et admettons que l'on donne la fcMiction z,^^=i^ : on tirera de l'équation proposée
et par conséquent
JB,^, «5= 2f^ SS=3 f , jr.
On déterminerait de même ^«,a,z«.3, et enfin ^^,^,
y ayant une valeur positive quelconque, et x une valeur positive ou négative.
Ija fonction initiale i^/t reste arbitraire, et en outre les intégrations successives introduisent dans les fonctions fi;r,f,^^ etc., des constantes arbitraires, dont la série prolongée jusqu'à l'infini, sera implicitement déterminée si l'on assigne la fonction z^^ pour toutes les valeurs positives de jr.
Mais si l'on donne la fonction z^/=S^jr pour toutes les valeurs de^, tant négatives que positives, la fonction Zg^,p=S^ ne reste arbitraire que pour les valeurs négatives de or, et elle est au contraire implicitement déterminée pour toutes les valeurs positives de la même variable. En effet , l'on tire de l'équation (a)
liQUAÏlONS A TROIS YARUBLbS. 52â
on déterminerait de même 23^, js^^, . , . . z,^, x ayant une taleur positive quelconque, et^ une valeur positive ou négative.
On peut considérer l'expression de z^^ qui s'étend à toutes les valeurs de / et aux valeurs positives de x^ comme ayant une étendue comparable à celle de Tex* pression de la même fonction qui s'étend à toutes les valeurs de x et aux valeurs positives de y : cependant la première ne comprend essentiellement qu'une fonction arbitraire Y^y qui doit être donnée entre les limites — 00 ,-|-Q0 ; tandis que la seconde comprend deux * fonctions arbitraires y savoir i^ qui doit être donnée entre les limites — oo , -|-oo , et YoJ qui doit être donnée seulement entre les limites o^-}-oo. Ce fait d'analyse tient à ce que les variables x^jr n'entrent pas symétriquement dans l'équation (a), et il a de l'analogie avec le cas de réduction des fonctions arbitraires, dans les intégrales des équations ordinaires aux différences partielles, où les plus hautes dérivées de la fonction ne sont pas de même ordre par rapport à chaque variable indépendante; mais il offre de plus cette circonstance singulière (qui ne nous parait pas avoir été remarquée) que le nombre des fonctions arbitraires indépendantes varie selon le signe dont les valeurs numériques des variables indépendantes se trouvent affectées.
Pour les valeurs négatives de /, la table des quantités z«^ se construirait sans qu'on eût besoin de connaître autre chose que la fonction f^x entre les limités droo : en effet l'équation (a) donne -2*,-»=fo(^H-i)— f<^, 55,,.,e=f^(a?+2)— afo(ar-fi)+f^, etc.
Ali contraire, la constrjiction de la table, pour les valeurs négatives de ,r, exige qu'on assigne la fonction F^j^
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entrs les limites ± oo , et en outre la fonction f^v entre les limites o, — oo ; car on tire de Téquation proposée
équation aux différences, d'où Ton ne peut tirer z^j^ que par une intégration relative à jr^ qui amène une constante arbitraire. Le passage de ^^x,^ à z.,,^ en amènerait une autre, et ainsi de suite.
Supposons que nous voulions construire la table des valeurs de la fonction z^^^ seulement pour les valeurs positives de x,jr^ et qu'on ait z,o=fo.a::=:i, pour toutes les valeurs positives de x. Admettons de plus qu'on ait Zo,«;=ii et z^^,^=:F^j^^=o pour toutes les valeurs positives de l'indice j^ : il vient, par suite de oes hypothèses,
jr(ir — i) j:{x — i) {x — a)
c'est-à-dire que la fonction z«^, définie par l'équation (a), est, en vertu des hypothèses sur les fonctions initiales, le coefficient de a'"^ b^ dans le développement de la puis* sance (a-j-^)'.
Si x^jy désignaient des variables continues, la sur&ce dont l'ordonnée verticale est 2,,^ pourrait être construite pour toutes les valeurs positives de x, moyennant qu^on donnerait la valeur de la fonction pour toutes les valeurs de^* et pour les valeurs de x comprises entre o et -|-T, ou la bande de la surface comprise entre le plan des^z et un plan parallèle mené à la distance :c==i.£n
Considérons encore l'équation
à laquelle on peut donner la forme
AiZx-i,j=A/^x.7-i, (B)
et qui est analogue à l'équation des cordes vibrantes
Il y a ceci de remarquable que l'intégrale générale de l'équation (ô) aux différences partielles, savoir
fDji( désignant des fonctions arbitraires, satisfait aussi aux équations (p) et (B) aux différences finies, comme on le vérifie sans difficulté.
La table des valeurs de la fonction z^^ se construit, en vertu de l'équation (p), pour toutes les valeurs des variables x^y^ si l'on donne arbitrairement, pour toutes les valeurs de or, les deux fonctions z,,o=fo^,'2«,i=fi'îc; car il vient :
^,^3=f,(^+2)+f,j;-Hf,(;r-2)-f^(x+i)-f^(a?-i), etc.
^x,-x=fo(^+0+fo(^— i)— ft^i ^,,-.=fo(^4-2)+fo^H-f«(^-2)-f,(^+i)-fi(^-i),etc.
Avec les mêmes données on déterminerait dans l'intégrale {z) les fonctions ç et ij/; car on aurait
f^x + i(x=^ fo^, ?^ +^^ — 2) = f , (or — i),
^ lj(x ~ 2) =a foX f ,(a?— l),
«'«%»'V««<€WhiV«làW^^W«<k*«W«V«n»«w«^%«i«*'«^«'W»<
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Page 3i^y ligne 7 en remontant, après cédant à Taction de la pesanteur, ajoutez et dont ia vitesse resterait très-petite, par L'effet des frottements et des autres résistances.
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