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DB LA THÉOBIE
CHAPITRE PREMIER
294. Nous avons indiqué dans le premier livre [chap. III et IV] les principes de la théorie des quadratures et de Tintégration des fonctions d'une seule variable : principes dont la connaissance nous «tait dès lors utile ^ tant pour nous former une idée générale de la nature et des application^ de l'analyse infinitésimale, que pour l'éclaircissement de certains points de doctrine que l'on a coutume de rattacher au calcul difTérentiel. Maintenant nous entrons dans le calcul intégral proprement dit; et il s'agit d'abord d'étudier les procédés d'après lesquels, étant donnée une fonction différentielle d'une seule variable, on trouve son intégrale, quand on peut exprimer
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analytiquement cette intégrale sous forme finie, en n'employant que les fonctions al géb riquesou les fonctions transcendantes déjà connues.
Lorsque^ pour intégrer une foiAcûùn Jxdxi^ on la décompose en plusieurs autres dont on connaît les intégrales, ce procédé s'appelle intégration par décomposition. Exemple :
y" ilx /"(sin^jc+ cos*j?)<fe rdx rdx
sin*arcos*J? J sin^xco^x Jcos^x Js\v?x
= tang X — cot X 4- consU Si Ton pose
. or =9^, dX:=z(f*tdtj
la fonction /^é^ir deviendra une fonction différentielle de /, de la forme
f{fft).(f'tdt. En admettant que l'on sache intégrer cette dernière fonction, il suffira de substituer pour t^ après l'intégration , sa valeur en j; ^ et Ton aura l'intégrale de la proposée* Ce procédé s'appelle intégration par substitution.
Ainsi , pour avoir l'intégrale f xdx
on posera
x* = ty d'où xdx = - cfc;
l'intégrale proposée deviendra
- / ^ =n-log {t+à') H- const. :=:-log{û^ -hà^y^ôonst.
Ces deux artifices de calcul, joints à celui de Yinté-^ gration par parties [55], sont d'un usage continuel, et la pratique apprend à les combiner de manière à arriver par la voie la plus courte au résukat cherché : on en
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verra de nombren exemples dans ce qui doit suivre.
$ i®^ Fonctions rationnelles.
295. Une fouctiou différentielle de x, algébrique, rationnelle et entière, peut toujours se décomposer en monômes de la forme ax^dx, et par conséquent peut toujours s'intégrer algébriquement, puisqu'on a, par le renversement des r^les de la di(fik*entiation ,
xf^da:=: V-consL {a)
wt-f- 1 •
Quelquefois cette opération s'abrège par des substitutions. Soit, par exemple,
on posera ax-[-é=r, et il viendra
f^dt= -7 ^-« + eonstj=^—, ^ + comt. (i )
Les formules {à) et (i) subsistent pour des valeurs de m positives ou négatives , entières oi| fractionnaineSt ou même irrationnelles. Elles ne tombent en défaut que pour la valeur mr= — r , qui i^end infini le terme
et en effet l'on sait que dans ce ca^
rdx ' I — = log X 4- const. (b)
£n passant aux intégrales définies, on a
et quand on fait dans le second iiiem)>re de l'équation précédente m= — i , il se prési^te sons la fonne^, ce qui nous montre que le second niembre de l'équation (a) , dans la même hypothèse, n'est pas infini, mais indé-
terminé^ à cause de la constante arbitraire qu'il renferme et qui doit être supposée infinie, en mêine temps que le terme variable.
On a
-i^=^-^Mog^;
donc, si l'on applique au second membre dé l'équation (c) la règle ordinaire pour là déterminacion des valeurs qui se présentent sous la forme indéterminée^, on trouvera
— = logàr — logOTo,
ainsi qu'on le conclurait directement de la formule {V), Soit
dr'=z--^ — rri^.dxj
-^ {ax+by
fx désignant une fonction algébrique entière , et m un nombre entier positif : on posera , comme ci-dessus , â«r-|-é=:^; et après qu'on aura substitué pour sr, dans fxj sa valeur en t; et eJBTectué les développements des puissances , la différentielle d)r sera la somme de termes de la forme
^ dt=zm--^dt, t
N désignant un coefficient constant; au moyen de quoi la détermiûation de l'intégrale ^ ^eva, ramenée à l'intégration d'une suite de différentielles monômes.
296. £n général, une fonction différentielle algébrique, rationnelle et fractionnaire, est formée d'une suite de termes de la foi*me
fx^ Fa: désignant deux, polynômes entiers en x , et l'on
peut toujours admettre que le numérateur ^^ est d'un
degré inférieur à celui de Fx : autrement on effectuerait
la division algébrique, et l'on transformerait la fonction
proposée en
fx
(x désignant une fonction entière etf^x une fonctiou de degré inférieur à celui de fx; en sorte que l'intégration de k fonction {d) serait ramenée à celle de la fonction
•^ dx
Ceci admis, supposons que l'équation algébrique
Fa:=:o (F)
n'ait point de racines multiples, et soient
«, a,, a„...,adbPl/=:T, a,dfcp, V/~, etc., ses racines, réelles et imaginaires : on pourra poser A A A, Mx+7( M,x + N,
Or, on a (les coefficients A,, M,, Ni'désignant des constantes )
A.|fitr
' Aj log {x — atj+consty ,
X — ai
/^Midj+'Hi dx f{TAiX\'TS,)dx\_rUi{x-oL;)dx i % ' %
=^log[(^-a,)«+.p,^H ^ — arctangf -r^ ]+c<7/w^;
en sorte que l'on obtient l'intégrale de tous les termes dans lesquels se trouve décomposée la fonction {d) , et par conséquent l'intégrale de cette fonction même. On déterminerait les coefficients A,, M,'J, N, par les
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règles ordinaires de l'algèbre, en feisaût disparaître les dénominateurs dans Téquàtion (a) qui doit être identique j et en égalant séparément à zéro , après le dëve-* loppettient, les facteUrs qui multiplient chaque puissance de a^. On obtiendrait ainsi autant d'équations du premier degré entre les inconnues qu'il y a d'inconnues à déterminer : mais on peut aussi les calculer directement par le procédé suivant.
On a
/x A,- fe •(«:*—&,•)
Fx jc—ai "* F^^ '
£r désignant une fonction entière de x que l'on obtient
par la réduction ati même dénominateur de toutes les
fractions, autres que .*-^— ! — , qui entrent dans le second
membre de l'équation (a). De là on tire
/à:= Aj hf"2P.(^ — û|).
•^ à: — ai ^
Lorsqu'on fait dans celte dernière équation x:=aij le
terme £r. (x — U;) s'en va, la fraction se présente
sous la formel, et sa vraie valeur est F^, quantité
finie et différente de zéro, puisque, par hypothèse, Ui
est une racine simple de l'équatiou (F) : donc on a
Il viendrait de même
d'où
M,{a<±p,i/=ï)+N,.=±aP,V_..^^^3^, (3) équation qui se décompojse en deux autres, à cause du
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radical i^^, et qui suffit pour déleriuiner les coefficients M|, N|.
397. Si 1 équation (F) a r racines réelles égales à a , on ne peut plus poser
fx A' A" AW A,
%-: = 1 h ... H 1 î h etc.;
rar X — a x — a x — a x — a, '
car, à cause de Tindétermination des coefficients A', A" ^
etc. , cette équation ne différerait pas de
fx A A,
ïT- = — 1 ' h etc.,
Yx X — a a?— flj,
et Ton n'aurait plus le nombre de coefficients nécessaire
pour établir l'identité ; mais on fera
fx_ k' k^ A(^-0 AC") A.
d'où
/r=A(0F,x+A(''-O(j|.-..a)F,ar4-...+A"(^— ay-F.Jc
+ A'(a:— ay-'F,a:+ (x— a)^^?, (4)
en désignant y pour abréger, par Y^x le polynôme entier
Yx (x^ay^^ et par ix la fonction entière qui est le numérateur de la somme des fractions
+ etc., X — a, x—^a^
après qu'on les a réduites au même dénominateur.
On soumet l'équation (4} ^ f* — ^ différentiations
successives, et l'on fait ensuite x=-a^ tant dans cette
équation que dans ses différentielles , ce qui donne :
fa =A«F,a, )
/^=AWF\a+A(-OF.fl, ...
,/'û=A('-)F\rt + 2A(-0F'.a + 2A(-')F.£ï, ( ^ ^
et par le moyen de ces équations on détermine succes-
siveuient les coefficients A^'^^, A('^-'>, A^'^-'^. . .A'\ A'. II est visible d'ailleurs qu'après la décomposition de la fonction fractionnaire proposée, chaque terme de la
forme
ACO ^ : — i ^.dx
s'intègre algébriquement , à l'exception du terme
— : — dx^ x — a
qui s'intègre par logarithmes.
Lorsque la, racine a est incommensurable, le polynôme F,x a des coefficients incommensurables , même dans Iç cas où le polynôme Fj; n'aurait que des coefficients rationnels : il est donc utile de savoir calculer les quantités F,a , F\a, F^j'a, etc., qui entrent dans les équations (5), sans avoir besoin dç former le polynôme F,x. Or, puisque
par hypothèse
Fa: = (^ — aVFjX, on a
FWor = (a:— ayF,(0:r -f- - . r(ar-Ta)'- 'F.0-0^
^ ^(^~')^y._i) (^_tfy-»F/'-»)a? + etc,,
la suite se prolongeant jusqu'au terme
r(r-. i) (r-a). . .{r—i-\- 1) {x — ay-'Y^x, pour les valçurs de e < r, et jusqu'au terme
'(' — i)(i — a)...(/ — r+i) f \ Q / Noir ri -r^
zz=/(i --i)(« — a)...(i:— . r4-i)F,C'-0j7, pour les valeurs de / > r. Ce dernier terme étant le seul qui ne s'évanouisse pas quand on fait xzzr-a^ il^ vient FCOa = r(r— i](r— 2)...3..2.i.F,a, F('+Oa=(rH-i)r(r-i)...4.3.a.F\a, F('+0a=(V4-2)(r-f. i)r, . .5.4.3.F%fl, etc.i
et par suite on pourra chasser F,a, F^a, F",a, etc., des équations (5).
298. Si l'équation (F) avait des racines imagins^ires multiples, Fx admettant pour facteur
on poserait
Fx^(^-«)»+ p« "^ [(x-ar + p']'"*" ' *
MWx+NM A,
et réquation (4) se trouverait remplacée par fa={M(^)x + m)) F^x + (M(-0) [(x— a)* + P*] F,a; +. . . + (M'^+ NO [(j: — af+ P^-' F^j: + [(^— a)^ + P? *^- On prendrait les dérivées successives de cette dernière équation ; on ferait ensuite j;=: a 4^ P|/di , et Ton aurait le nombre d'équations nécessaire pour déterminer tous les coefficients M^*^ N^'\
Admettons que ce calcul soit effectué : il s'agira d'intégrer une suite de termes de la foti;ne
çmx+m)d^
pour les valeurs de i plus grandes que l'unité. Or , on a J [(x-«)»+p»]'— 7 [(.r-«)»+P7
■MWa + NW dx
M(0 MWg-f-NW f dt
en posant, pour simplifier, X — «
Il vient ensuite
C dt _f dt f edt .gv
D'ailleurs , le procédé de l'intégration par parties , appliqué à la fonction
i^dt t itdt
donne
r edt _ t i I r dt
Par la substitution de cette valeur dans l'équation (6), an obtient
y^ dt __ t af— 3 r dt
Mais en appliquant le même procédé, on ramène l'intégrale
^t finalement de l'intégrale
rdt
I -^ = arc tang t + const
après quoi, il n'y a plus qu'à remettre pour t sa valeur en fonction de ^.
En résumé, cette analyse montre que l'on ramène à la résolution des équations algébriques l'intégration de toute fonction différentielle, rationnelle et fractionnaire; et que l'intégrale d'une fonction de cette espèce s'exprime toujours par des fonctions algébriques rationnelles, et par des fonctions logarithmiques et circulaires.
299. Quand la fonction différentielle, sans cesser d'être algébrique, devient irrationnelle, son intégrale, lorsqu'elle existe sous forme algébrique, doit renfer-
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mer tous les radicaux irréductibles qui entrent dans la fonction différentielle, et n'en peut pas renfermer d'autres : ce qui revient à dire que l'aire d'une courbe algébrique doit avoir, en fonction de l'abscisse, précisément autant de valeurs (réelles ou imaginaires) que l'ordonnée en comporte , ou autant que la courbe a de branches (réelles ou imaginaires).
Deux habiles géomètres de cette époque, Abel et M. Liouville, ont fait oonnaître des méthodes d'après lesquelles on peut reconnaître si une fonction irration-* nelle comporte uoe intégrale algébrique ou logarith-? mique, et trouver directement cette intégrale, quand elle est possible. Mais nous ne les suivrons pas dans ces généralités , plus intéressantes pour le perfectionnement de la théorie que pour l'utilité des applications.
Les fonctions dont l'irrationnalité tient à la présence d'un radical carré sont celles qui se présentent le plus souvent dans les questions de géométrie et de méca* nique , et il convient que nous nous occupions plus spécialement de l'intégration des fonctions de cette classe.
5 2. Fonctions à radical carre, recouvrant un polynôme du premier ou du second degré.
300. Si, dans la fonction à intégrer, entrent rationnellemeqt la variable x et le radical
en sorte que, cette fonction étant mise sous la forme
f{a:,W).dx, {e)
y soit une fonction algébrique rationnelle de x et de R , oq posera
\/^Hhïî = f, (7)
d'où
^ — a , ntdt /Qv
au moyen de quoi la fonction proposée deviendra de la forme ¥tdt^ ¥t désignant une fonction rationnelle de t. Admettons que le radical recouvre un polynôme du second degré, ou qu'on ait
R == y'a H- 3a: Hh car».
On pourra, sans restreindre la généralité, poser c= i ,
ce qui revient à changer x en — -^, en conservant d'ail-
leurs aux constantes a , b leur indétermination. Soit en premier lieu
R = W' a -f. 3ar 4- ar> :
on posera ce qui donne
a a + bt + e :L{a+bt + e),
et par la substitution de ces valeurs la fonction (e) sera, rendue rationnelle.
S'il s'agit de se débarrasser d'up radical de la forme
on représentera par a, ^ les racines de l'équation.
x' — bx — a=o, racines que nous supposerons réelles, sans quoi le radical , restant constamment imaginaire , rendrait imaginaires tous les éléments de l'intégrale , et par conséquent l'intégrale même.
On posera ensuite
Va + bx — x*=^ \/{x— a) (P— «) = (^ — «y,
d'où
et la substitution fera disparaître Tirrationnalité , comme dans le cas précédent.
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L'irrationnalité peut encore être levée, lorsqu'elle tient à la présence simultanée dans la fonctiôn^de deux radicaux
car, en vertu des équations (7) et (8), on aura
ce qui fait retomber sur le cas précédemment traité. Exemples :
1° dyz
V^a 4- ^« -H ex*
jr=:i~^ . log I -r= + XU^c + l^a-^bx-^cx^l-h COkst. (9)
dx
K a •{- ôx — ex* 2 . /— 2Ca:-|-A-hV/P"-4-4ac , .
r= —.arctanffv ; 7===.+ constA 10)
Pour
, dx
Kl -H ara
la formule (9) donne
y = log {x + |/k+«») + const^y ce qui s'accorde avec l'une des équations du vfi 68.
Pour
, dx
on tire de la formule (10)
/ I — — x y = —2 arc tang\/ f- const.
=: — arc tang h const, (i i)
Mais on sait d'ailleurs que la valeur de ^ est dans ce cas ^=:arcsinx + c<?/wf. (12)
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Il faut donc que les expressions (ii) et (la) rentrent Tune dsins l'antre; et en effet, si l'on pose
arcsinx = 99 ou :r = sinf/ les équations (ii) et (la) donneront
/±= H 9 + consUy jr=<f + const.y
expressions équivalantes , à cause de l'indétermination des constantes arbitraires.
*^ 3. Fonctions à radical carré, recouvrant un polynôme du quatrième degrë.
301. Nous allons entrer dans une analyse beaucoup plus compliquée en discutant le cas important où le radical qui entre dans la fonction /est de la forme
et nous remarquerons d'abord qu'on peut y ramener celui où la fonction renfermerait deux radicaux
]/aL + ^ + yx*, V^ a. + Pi* + 71**1
car on chasserait le premier en posant, d'après ce qui a été dit ci-dessus,
JC =
et la substitution de cette valeur de x dans le second radical le changerait en un radical de la forme {/).
Nous ferons remarquer en second lieu que toute intégrale de la forme
/désignant une fonction algébrique par rapport à x et à R, peut être ramenée à dépendre d'une autre intégrale de la forme
R F désignant une fonction rationnelle. En effet, /(x^R) ne
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peut avoir que la forme
fy ^f 4^y W désignant des fonctkms rationnelles de JCi, Or^ si l'on multiplie les deux termes de cette fraction par ^-R% on la mettra sous la forme
qui équivaut à
fa?————.
f, F désignant deux fonctions rationnelles de x.
Pour simplifier l'expression du radical R, sans
nuire à la généralité du problème d'intégration qui nous
occupe, désignons par t une nouvelle variable, et posons
r+st
nous pourrons disposer des coefficients r et s, de manière à faire évanouir dans le polynôme R^ les coefficients des puissances impaires de t; et il s'agit de prouver qu'on satisfait toujours à cette double condition par des valeurs réelles de r, s.
Mettons le polynôme R* sous la forme
e(x^a) (ar — p) (^ — y) (^— *), oLyP^yj 8 étant les racines de l'équation R'=o. On aura, en substituant pour x sa valeur en t,
p«_4^^-K^"«>] [^P+(^"P)^] [^t+{'-^y\ M+MM :
et l'on fera évanouir les puissances impaires de t, si l'on
pose
OU bien
a« — (a+ p) (r + j) + 3ap=o, arf _ (Y + 4) (r 4- f) + ayj = o;
d'où
rsi
a + p— (y + 5) Or^ d'après la composition des équations du second degré^ ret ^ seront des quantités réelles^ si les valeurs de r-j-j" et de r^ sont elles-mêmes réelles, et si l'on a en outre
{r+sy — 4r5>o, ou, en substituant.
Lorsque les quatre racines oc^ % y, & sont réelles^ il est permis de supposer que ces lettres les désignent suivant leur ordre de grandeur; la troisième condition sera satisfaite, et les deux autres le seront indépendamment de toute supposition.
Si deux racines sont imaginaires^ en sorte qu'on ait a=|Ji-f-v\/II7, p = |A — v\/Z:ï, les valeurs de r -|- j et de rs ne cesseront pas d'être réelles : l'inégalité (i3) deviendra
et sera par conséquence vérifiée. On prouverait aussi facilement qu'il en est encore de même^ quand les quatre racines sont imaginaires.
A la vérité, si l'on supposait a-|- p z=zy-|-5, les valeurs de r^setde rs deviendraient infinies; mais on aurait en même temps
R» = ^[^» — (a H- P)j: + ap] [^'— (a 4- P)ar + T*] ;
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en sorte qu'il suffirait de poser
pour faire évanouir dans R les puissances impaires de t.
Une autre exception se présenterait, si l'on avait a=Y, p = J; car alors les valeurs de r-f- j, rs prendraient la forme 5 ; mais il est visible que dans ce cas le polynôme R' deviendrait un carré parfait, et que la fonction h intégrer serait rationnelle.
Nous admettrons donc que Tinfiégrale
est toujours ramenée à dépeiuiire d'une autre intégrale
Rx '
R,* étant un polynôme èm quatrième degré en ty qui ne contient point de puissances impaires de la variable : ou, ce qui revient au même, nous admettrons que, dans Hntégrale {g)y le radical R ne contient point de puissances impaires de .r.
On peut aller plus loin, et admettre que la fonction rationnelle Yx est également paire. En effet, si elle était impaire, sa forme la pins générale serait
4, ci>, e, O désignant des fonctions paires de x. On aurait donc, par une transformation analogue à celle du n" 3oi,
/Yxdx /V99 — caQ \ dx /Vcae — QQN xdx
Or, dans la première intégrale du second membre, la T. II. a
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fonction qui multiplie — - ne contient que des puissances
paires de x ; et si l'on fait dans la seconde .r' = ty la fonction sous le signe /deviendra de la forme
¥^tdt
et pourra êtfe rendue rationnelle, d'après lé § a.
304. Nous disons de plus que^ sans restreindre la généralité du problème qui consiste à obtenir l'intégrale {g)j il est permis de supposer le pol3môme R* de la
forme
R»=(f±/.»a;»)(idzy'^'), (R)
les termes /?*a:% q^x* devant être affectés du même signe, positif ou négatif.
En effet, puisque R* ne contient point de puissances impaires de ^, et qu'un polynôme du 4® degré se décompose toujours en facteurs réels du second, rien n'empêche de poser
R» = (ot + nx^) {m' 4- n'jf) ,
m, n, m', ri désignant des quantités réelles. Donc, si l'on fait
m{m' + n'x^) mV m'+n'x'^ la variable t sera réelle en même temps que x. Ort tire de ces équations
dx xdx mdt
"R mt(m!+riaf) /w-|-2/i^ — n!m^e dt
K I -f- %(^mfn — mil')/» -+- m*n'»M
Posons maintenaDt il viendra
5E* = ± (nm'n — mn!) — a l/m'uCn'»— «»')? d'oïl, en vertu d'une formule connue d'algèbre ,
p = \/dz m'n H- \/±: {mn — mn) , ^ = \/±n?» l/'±:(iïi'ii— ./nn').
On pourra disposer du signe^ de manière à rendre rëel le radical l/^c m'n ; et en admettant, ce qui est bien permis^ que l'on a
le second radical qui entre dans les valeurs de p elàeq sera pareillement réel.
En conséquence, il viendra
dx , /3b
Si l'on substitue ces valeurs dans la fonction
on la mettra sous la forme
ou, ce qui revient au même, on peut admettre que dans la fonction {Ji), le radical a la forme indiquée par l'équation (Rj.
305. I^ fonction F peut être entière ou fractionnaire. Supposons d'abord qu'elle soit entière* en sorte qu'il s'agisse d'obtenir une somme d'intégrales de la forme
et posons^ pour abréger,
R*=(i±/7*^) (i±y*^)=i J^rac' + sx^ :
on aura identiquement
et par conséquent
VKX^i-^ + const. = (2/— 3) /^^ — ^ h (2ï'— 2)r/ — =■
+ (2«— ay-jp.
Ainsi l'intégrale (/) est ramenée à dépendre de deux autres de même forme
/x*''*dx f^'-^dx, -R-' y-R— ^
et comme on peut opérer ainsi de proche en proche, il en résulte qu'en définitive Fintégrale («) sera ramenée à dépendre, quel que soit f, des deux intégrâtes
Si la fonction F {x'^) est fractionnaire, on en extraira la partie entière; et le reste étant décomposé en fractions partielles [§ i*'], on aura à (^Cenir une somme d'intégrales de la forme
^Jix^+ayti' ^J^
Or^ on a identiquement
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{i+2ra;*ihZss^) (x'+a) — a(i — i) (i + rjs*+ 5^^)j;' .
d'ailleurs on peut poser
(i + ar^ H- ^sx^) (x^-ha) — a(< -^ i) (i + ro:" 4- sj;^)a:*
~ (a:» -f- ay-3 "^ (:r^ + «y-* '^ {x' + ay-' {x'+.ay ' gyhyJcy / étant «des coefficients que l'on déterminera sans difficuifeé en idetitifiant les deux-membres, et qui ont fiour valeurs
g=: — (û/ — 5)5, h =rr— (a* — 4) ('' — 305), k=. — [ii — 3)(3a'tf — iar-+-i), /=:.(a«— a)(a^r— a^r-4-«). Il viendra en conséquence
Rj; /* dx . f dx
y^+^pR"*" j/(^+ûyR-
En vertu de cette dernière formule, et par un calcul de proche en proche semblable à celui qui vient d'être indiqué pour l'intégrale (/), on ramènera l'intégrale (y) à dépendre des deux intégrales (A) , (B) et d'une troisième
dx
Donc, en définitive, l'intégration de toute fonction rationnelle de a: et d'un radical carré recouvrant un polynôme du quatrième degré en :«:, se ramène à la détermination des trois intégrales (A), (B), (C).
Nous verrons plus loin quelles transformations ultérJeui'es les analystes ont fait subir à ces dernières
fonctions, quelles sont les principales propriétés dont elles jouissent y et comment on a pu dresser des tables des valeurs numériques qu'elles acquièrent , quand on assigne numériquement les limites de l'intégration. § i^. Irrationnelles binômes.
Nous appellerons irrationnelle^ binômes les
fonctions de la forme
p^q désignant des nombres entiers^ et/w, n des nombres quelconques. S\ meX, n sont rationnels, on peut les supposer entiers, sans restreindre la généralité de l'expression, ainsi qu'il est facile de s'en assurer. Les fonctions R^^ sont désignées communément par la dénoininatioa fort impropre de différentielles binômes.
Si Ton pose
a + bar = ^^, il viendra
ainsi ^doç sera rendue rationnelle par cette transfprnia-'
tion, si — est un nombre entier.
L'équation (R,) peut être ainsi écrite :
np p
donc, d'après ce qu'on vient de voir, la fonction Rûtr sera encore rendue rationnelle, si le rapport
se réduit à un nombre entier. Hors des deux cas que
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1 oo vient d'indiquer, la différentielle T^dx ne pourra en général être délivrée de l'irrationnalité qui l'aftecte. Quand on fait af=ztj il vient
^dx =. - F~ ' {a + btydt;
donc la détermination de Piiitégrale fKdx se ramène à celle de l'intégrale
fxff^- ' {a 4- bxjdx , {k )
les constantes (x, v, pouvant avoir des valeurs quelconques, entières ou fractionnaires, et même irrationnelles. Or, nous allons faire voir que la détermination de l'intégrale (Je) se ramène toujours à celle d'une autre intégrale où les valeurs des constantes (x, v seraient comprises entre zéro et l'unité.
En effet, l'on a en intégrant par parties
a;»'-' (a -f- bxydx= / ,/ —
■^;l^~' ( x^-^Ca + bxy-^'dx,
et d'autre part,
fs^-^a-^hxy-^^dxirzafcUfT^a -^-bxydx-i' b/a^-^{a + bxydx. Ces deux équations combinées donnent
— a((x — i)faff-\a^ bxydx]. (/)
£n conséquence, si la constante p. est positive, on ramènera l'intégrale {k) à dépendre de l'intégrale
fa^-^{a+bxydx^ (*J
dans laquelle l'exposant de x, en dehors des parenthèses, est diminué de l'unité, l'exposant de la parenthèse restant le même. Si au contraire la constante (jl est négative ,
on fera dépendre rintégrale (Jc^) de l'iatégrale (k), où la valeur numérique de l'exposant de x, hors des parenthèses, se trouve diminuée de Tunité. On peut répéter Tune ou l'autre opération autant de fois qu'il est nécessaire pour ramener l'intégrale (A) à dépendre d'une autre intégrale de même forme, où la valeur de la constante (iL tombe entre zéro et i .
Une réduction semblable est applicable à l'exposant
V ; car on a fa^-\a'\'bxydxz=^afaif^-\a-^bxy-^dx+bJfS(î^^
la formule (/) donne, quand on y change [x en [^-^^ ^
V en V — I,
et de ces deux dernières équations combinées, l'on tire
Enfin l'on réduirait de même les exposants [x., v dans l'intégrale
J{g + ^y (^ + bxydx.
CHAPITRE II
INTEGRATION DES FONCTIONS TRANSOENDANTES.
308. En vertu du principe du a^ 294? si Toa a sous forme finie l'intégrale
/ftdt=Vt+const.^ on aura aussi :
dx
ff{é').efdxz=iV{e') + const.y
//(fàn x) . cos xdx = F(sin x) + const.y
/J{cos a:).sin xdx = — F(cos x) + const.,
dx //(tang ar)' = F(tang x) -4- consL,
dx /f{2C£i^ sin or),. >. =? = F(arc sin x) + const.
Par exemple, il viendra
"^cosxdx , .
-3- =1= arc(tang=8in;r) + c^/ii^
' 1 4- sin or
Lorsque la fonction F ne peut pas s'obtenir sous forme finie, les intégrales précédentes, dans le cas oii la fonction /'est algébrique, sont au moins ramenées à dépendre de l'intégration de la fonction algébrique ^é//:
f désignant toujours une fonction algébrique, on pourra rendre algébriques les fonctions
y(^') . dx , /(sin mx , cos mx) . dx , en posant, pour la première, e**=/, et pour la seconde, sin mx=t, ou cos mx=t.
Ainsi cette substitution donnera :
r dx r dt ./\—t
f dx r dt_
i+sino;
rr-f-a I / \ — QO%x\ Li — a i+cosarj
= .arctanff • va | 4- eonst.
I— a' ^ Lï— a i+cosarj
On rendrait encore algébrique la fonction y(sin mx^ co8 mx; sipixnur, cos imx; sin t'/Tta:, cos imx;...)dxj /désignant une fonction algébrique, et /, «*... des nombres entiers; attendu que dans ce cas sin irnXy
cos imxj s'expriment en termes finis, au moyen des
puissances entières desin/wo:, cosrnx [77].
Une fonction rationnelle et entière de sinus et de cosinus peut toujours s'intégrer, après qu'on a changé par les formules connues [78] les puissances de sinus et de cosinus en sinus et cosinus d'arcs multiples, et les produits de sinus et de cosinus d'arcs différents, en simples sinus et cosinus. Par exemple, on a
/sin{mx -\- n) cos{px +p)dx =. - /sin {{m +/?)a:+ n-^-qYx
-4- - /sin [(m — p)x+n — q^Ix
_ cos\i;ni+p)x+n+q\ cos[{m—p)x+n--^q\ ^ ^^^^ !x{m+p) ii{m—p)
La détermination de l'intégrale
/sin«*arcos^.rrfx ^,v)
dépend de l'intégration d'une irrationnelle binôme ; car si l'on pose sin x={yt, cette fonction devient
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On pourrait donc employer les formules du n^ 3o7 à la réduction des exposants (*., v ; mais il vaut mieux effectuer ce calcul de réduction en conservant la fonction ((x,v) sous sa forme primitive.
Si l'exposant \l est positif, on diminue cet exposant sans augmenter V, en vertu des équations fiin^x cos*^€fer=/sin«*-* cos^o: . sin xdx
= — — -f- ^- /sin''~*j:cos*+'j:cir,
V-4-I vH-i
ysin»*-'^: cos»+*:F«Zr=ysinJ*"»:rcos*a:dlr — fsm^x coi*xda; ,
d oîi l'on tire
r- ^ . j sint*-'j:cos*+'^ . a-i /*. ^ ^ , j' / \
Si l'exposant v est positif, on diminue cet exposant
sans augmenter pi, en employant la formule suivante, à
laquelle on est conduit par un calcul analogue :
/•• « , sini^'orcos^a: v — i /*. ^ , , j / \ fsun^x cos^xaa:z=: 1 — ■ — lsm»*^cos*"*^aa:. (v)
On tire de l'équation (jjtj
^. , sin^^'^iTcos^+'x F^+v A ,
/sm>*-*cos*xcw7= h ' Ism^x cos^jreu;,
et en changeant ]l en — (^H^^^
J smJ^x {\L — i)sm»*-'j7 (JL — I ^sio'*"*:r ^^ ^
On tirerait de même de l'équation (v)
/sinisa; , sinï'+'x v — \k — 2 /'sini'j: , . ,. dxzzz'. r H K / dx. (v') cos*:f (v — ijcos'^^x V- — I Jcos*^*x ^
Ces deux dernières formules servent à réduire les valeurs numériques des exposants [x, v dans l'intégrale ([x,v), quand ces exposants sont négatifs.
A l'aide des quatre formules de réduction (jx), (v),
28 LIVRE V. GHAPITR9£ IF.
((x'), (v') , on fait toujours dépendre l'intégrale ((x,v) d'intégrales de même forme y dans lesquelles les exposants [i(.,v tombent entre — i et -<|- i ; et lorsque les exposants primitif fL, V sont entiers , l'intégrale ((ic^^v) est amenée à dépendre de l'une des sieuf intégrales suivantes : fdxz=.x-\'Ckyfi\iixdx-=i — cos.r+C,ycos^//a:=sina:+C,
ysin^cosa7ctF=-sin*4:+C, / dx-=: — logcoso^+C,
2 if f/Ooi27
"^310. Au lieu de ramener l'intégrale d'une fonction transcendante à dépendre de l'intégrale d'une fonction algébrique, on peut faire l'inverse et obtenir ainsi, pour certaines transcendantes à différentielles algébriques, des expressions d'une forme plus simple ou d'une discussion plus facile. C'est ce qui se pratique notamment pour les intégrales (A), (B), (C) du vl^ 3o5. Soit en effet /?* le plus grand des coefficients /?% q^ qui entrent dans la composition du radical
on posera
/w: = tang<p, ^_i=c,
et les trois intégrales précitées se trouveront comprises sous la formule générale
//A + Bsin^9\ ^
^ VC + Dsin^çy ^/^i--c*»in*<p ^ ^
Si au contt*aire le radical a la forme
R=V/Ci-/;»i:>)(i-y'a;*),
il deviendra imaginaire pour les valeurs de .r' comprises
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entre -- et -^ ; en sorte que les troià intégrales dans la
composition desquelles entre ce radical, seront elles- Diêmes affectées d'imaginarité , à moins qu'on n'ait p^jf < I pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites de l'intégration. On sera donc autorisé à
poser
au moyen de quoi l'cxpressioA (f) sera, encore la: forme générale des intégrales (A), (B), (C), c* désignant toujours un paramètre compris entre a et i . Mais cette formule (i) équivaut à
A' / «? -t-B / V/i— c*8În«(p.rf5>
^n' f df
k'yB'^C J a éta&t de scniTeaux coefficients, que l'on ik^ duiraie sans peine de. A^B^C,D par la rédtiction au mâme dénominateur^ et la comparaison def termes quâ affectent les mêmes puislsances àt sin. ^. En conséqueoœ, le calcul des trois intégrales (A)»(B)^C) est rame^aé à celiii des trois intégrale» suivantes^ que Ton regarde arec raison comme plus simples ,
V;^x— c>sîa»(p . rfç , (II)
^y. (III)
(i + « sin* <p) V/'i — c» sin* <p
*31 1. Parmi les intégrales qui rentrent dans les formes (I)j(II), nous citerons les suivantes, qui se présentent dans diverses applications importantes,
pigitized by VjjOOQIC
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J l/'l — ac.co84»-f-c* J X^IT-
Si l'on change de variable en posant Téquation
sîn(ç+4>) = csin9, on aura
,, [g. CDS (p-MPOS (9+^/)]rf9 (C. COS9 y/i --.g» sin' y)rf<p
cos4'=sinçsîn(9+^)+cosçcos(ç4-^j;)
= £?sin*9 + COS 9 l/i— c»8m*<p,
et par suite
y W^i — ac.co8<H-c» y Kl — c' «in» 9 "^ ^ ^
= - / ^ =• / l/i — c» sin »9.rf9 -l-sin 9.
312. Soient f, 9 deux fonctions de x, la première algébrique^ la seconde transcendante, mais ayant une dérivée algébrique 9' , et posons
l'intégration par parties donnera
/f^ . dx t= f,9» — «/ïx9' . 9^^'. dx , yf j9' . 9"- '. ^/a: = f»9"- ' — (/i — I )/f.9' . 9*"*. dx^ etc. ,• d'où
yf9''.«tr=f,9» — /if49""'4-n(/i — i)f39"""* — . . .
Fexposant n étant un nombre positif entier. En conséquence, dans cette hypothèse, et lorsque toutes les intégrales fi , f,, . . . f„^, peuvent s'exprimer en termes finis, rintégrale
/f9«.rfr (f,9)
s'exprime aussi en termes finis.
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Admettons maintenant que n soit un nombre entier négatif; ou , ce qui revient au même , considérons Tintégrale
en traitant 72 comme un nombre entier positif , et posons, pour simplifier y
f = '^^' Y^ ^' y = trf3,etc.:
nous aurons
et par suite
/— . dv= — \y { : H- 7 r-r-^ r h CtC. 1
«Jlr.
En conséquence, l'intégrale f f, -) est ramenée à dépendre de la transcendante
— -.iir, Si l'exposant n n'était pas entier, le calcul qui vient
d'être indiqué développerait les intégrales (f^rp), (f,~ j
en séries d'un nombre infini de termes. 313. Prenons pour exemple
les formules précédentes nous donneront
/r--' (log^r)" ^ = ^ [(log ^y — \ (log •^)""'
+ A__J(log^)— — . . .±-^ ^^;^ J -\-const.
/x^^dx r I a
(n— i)(/i— 2)..3.2.ilog:rJ (/i— i)(/t— 2)..3.a.iy log x En posant af:=.y^ on ramène Tîntëgrale
^ logo: 7 log^
En vertu de la relation z=:log^, on a aussi
En conséquence, les deux formules obtenues ci-dessus donneront, sans nouveau calcul, par la permutation des lettres 2 et x ,
/- ff\ n n(n — i)
, /if/i — i)...3.2.il ,.»
/g"<fo f I g
a»2! ^1 ^îZl fef^dx
(n — i)(/i — 2)...3.2^J (n — i)(n — 2)...3.2.iy ar
Puisque les intégrales
faf"^ (log o:)"^ , fafe^'dx ,
peuvent toujours s'obtenir sous forme finie, quand n est un nombre entier positif, il est clair qu'on peut assigner aussi en termes finis les intégrales ffx.(\o^xYdx^ ffx.ef^dx^
y désignant une fonction algébrique, rationnelle et entière.
314. Changeons a en a |/^^ dans la formule (a); remplaçons Texponentielle imaginaire par sa valeur en sinus et cosinus, et identifions séparément les parties
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réelles et imaginaires des deux membres , nous aurons :
■co,a:r.dr='iligfr^-g(l^);r-'+"("-')("T")("-^);r-«-J a L « ^ J
cosâorr/» «{/i— i)fn— a) , 1
H L-a--«--!i >:j^ ^j*-3+... \ + comU
a \a cr J
•sinûx.d!r = Le" — L_-ij:«-»+-V ^^ ^ ^^ ^j:"-*-...
sxnaxTn ^^ '«(«-i)('«-2) _ , , 1 .
-j:^' î' S^^ ^0:"-^+. . . \ + const.
a [a ar J
On trouverait aussi toutes ces formules directement, en appliquant aux intégrales des premiers membres la règle de Tintégration par parties.
On ramènerait de même les intégrales
/co%ax,dx rfÀTktucdx
à dépendre des intégrales plus simples
\dx
L'iatégration par parties donne encore
e" sm bx.ax:=i / e" co^bx.dx.
a aj
^nations d'où l'on tire par l'élimination
+ const. j
. . , a Vin bx'-^b cos bx t^ sm bx.ax^=> ; 71 . ef^ + const.
, . a cos bx-^b sin bx
^CQsbx.dxzzz K 71 .^ +const.
D'ailleurs on tirerait de la formule (a) les valeurs des intégrales
yV«" cos bx.dxj faf'ef^ sin bx.dx^ en y remplaçant a par a-^byZ-Zl^ mettant pour l'exponentielle imaginaire ^^V^ sa valeur en sinus et co-
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slniMy ^ét identifîaiU sép0i:ément hs parties réélit^ et imagin^irjcs des deux membres.
Donc on pourra assigner en termes finis les intégrales jyx • e^ cos bx . dxj fjx . c"' sin bx.dx^ y' désignant toujours une fonction algébrique , ration* nelle et entière.
CHAPITRE m
INTEGRiLTION PAR LES SERIES. lIES CAS SINGULIERS
QUE PRÉSENTE LE PASSAGE DES INTÉGRALES INDE- EINIES AXTTL INTÉGRALES DÉFINIES.
% i*^. Intégration par les séries.
315. Lorsqu'on peut développer une fonction différentielle en une série convergente dont chaque terme est intégrable, on obtient, sous forme de série, l'intégrale de cette fonction , que l'on complète en ajoutant une constante arbitraire : et si la série obtenue par Fintégration est convergente entre des limites données, elle fournira , à tel degré voulu d'approximation , la valeur numérique de l'intégrale définie de la fonction proposée, prise entre les mêmes limites.
Prenons pour exemple l'intégrale
dont il a été question à la fin du dernier chapitre : on aura en série convergente
4J«»=H 1 1 T+etc. (i)
d'oîi
ou bien
'dx , a^x* aV . ,^.
— = const. +losx + ax'^ 5-5 -f-etc. (3)
La série (i) étant convergente, il est aisé de voir
que la série (3) est convergente à fortiori pour toutes les valeurs de x. En conséquence, on aura, pour des valeurs de même signe, et d'ailleurs quelconques, des limites x^^ ^, ,
,^ — = log(-;)+a(^,-x„)+_(..»-x.)4-etc.
La formulé serait en défaut , si les valeurs des limites étaient de signes contraires , auquel cas le terme
log^-^ ] devient imaginaire. Ceci tient à ce que la fonction sous le signe Réprouve une solution de continuité correspondant à ^ = o : cas singulier que nous avons déjà indiqué en exposant les principes de la théorie des quadratures [35 et 54]» et sur lequel nous allons revenir.
En développant en série le radical |/i — e^sià'f ,.on trouve
yv^i— <îiiîii>q).rfç=yrfj)[i - — c* sin^ç-" ^c^ sin* 9
— " — r-^^ wn" 9 *— etc. I 2.4.0 ^ ^
= const. +9 c'fsm* (fdf '—c^/sin^ <fd(f
Chaque intégrale partielle de la fonneysin*'f é/<p , / étant un nombre entier, s'obtiendra d'apràs les règles données dans le précédent chapitre. En outre, comme on peut supposer c* < i [3io] et qu'on a évidemment, pour des limites quelconques <Po, <Pr9
/' sin" (fd<f < I 'rfç, ou / ' $in*' (fdtf < (f^ — ç^» .90 J 9o J 9^
la valeur de l'intégrale définie
arc5ina;=
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/ ' V/'i— c>8iii»ç.rf9 = 9, — 9o ^7 sin'çrfç
i.l //*9i . < , 1.1.3 ,/*9i . fi , r tri sin* 9^79 ^-^ ^ 1 «i'* 9"? — etc.
se trouve développée en une série toujours convergente , et dont, pour l'ordinaire, la convergence sera très-rapide.
316. Quand on intègre par les séries une fonction différentielle dont l'intégrale soys forme finie est une' fonction connue , on obtient (souvent de la manière la plus simple) le développement en série de cette dernière fonction. Ainsi l'on trouve
Si l'on détermine la constante arbitraire par la condition que l'arc soit nul quand le sinus est nul , cette série ne donne que les arcs compris entre db 7 ir; mais on peut concevoir que la formule donne aussi les arcs qui sortent de ces limites, moyennant qu'on assigne d'autres valeurs à la constante, ou qu'on change de constante chaque fois que la fonction sous le signe /éprouve une solution de continuité. Dans tous les cas , et quelle que soit la valeur de la constante, la série n'a qu'une valeur déterminée pour chaque valeur de Xj tandis que la fonction arc sin, x comporte un» infinité de valeurs. La série est convergente ou divergente pour les valeurs de X numériquement plus petites ou plus grandes que Vanité.
Le développement de la fonction arc sin .r, suivant les puissances, de ^, que Ton vient d'obtenir très-sim-
plement au moyen de l'intégration par les séries, aurait amené des calculs compliqués, si l'on avait voulu faire usage de la formule de Maclaurin.
*317. Proposons-nous encore d'exprimer en séries la valeur de l'intégrale yê""' Va:, qui se présente sans cesse dans la théorie mathématique des ebances : oni a
e-' =1 1 -4-etc.,
d'où
/**,,, x^ 1 a? XX'
I e— dx = x — ^H •-=- hetc,
^o O 1.2 5 i.ft.O 7
développement toujours convergent* L'intégration par parties donnerait
I ^-'Vfltr = «~»\ -^ -h - / e-'^x^€lx y etc.; ce qui conduit à cette autre série convergente
Enfin l'intégration par parties donnerait encore
/e-'^dx /*i , . I ,3 fer^dx
— ï-= j ^-e- a:da: = -^.,-' -~J -^,etc.;
d'où
r ,, ar-»'r I 1.3 1.3.5 1
Je-^ dx=const.- — ^T-~ + ^-^._^_j+etc.j ,,
et ea remarquant que toua le& terme» de la série <fevien-i neot nuls, pour x=z as ,
Cette dernière série finîl toujours par diverger; mais la
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convergence subsiste d'autant plus lon^emps que le nombre x est pluS'grapÉd; et il est permis [a5]^ de feiVe uurge de la poftiôii convergente de la sërîé, pour le caleul apfMtyeh^ des valeurs numériques*, attendu qu'on peut toojdufs adsignet* de» limites ailK Valeurs d^s intégrales
X- ^ J , ^ - "^^ et par suite à l'erreur que l'on commet en arrêtant la série à un terme de rang quelconque. Tel est l'avantage inhérent au mode de développement qui résulte d'une succession d'intégration par parties.
31'8. De la ibrttiule dé Maclaurin
>=/o)+/'(o>î+/'(o).^+/'».:^-»-etc. (a)
on tire généi^lement
ffxdx=:zconst. +y(o).~ +/'(o). V-f^o) — ^-5 4- etc.
ou
/xeir=/(o).f + /'(o>fl+/'(o).-^+etc. (a.)
Si la série (<7) est convergente, la série (a,) l'est aussi : en effet, en arrêtant la première au terme de rang 2 , on commet une erreur exprimée par
(bcétuit une vateor de la variable comprÎK entre o et x ; et par conséquent , lorsqu'on aurête la seconde série au tenne de niétne rang. Terreur «commise a pour valeur
/(i)((b). f' ^f^ .=/'')(flr). /%^_^ s W
Pow que le* séries (a), (a.) soient convergentes, il fout et il suffit que les quantités négligées (e) , (^,) tombent
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au-dessous de toute grandeur donnée, pour des valeurs ccmvenables de /, et pour toutes les valeurs de . jc^ comprises entre les limites de l'intégration. Or, si cette condition est satisfaite à l'égard de la quantité (e) , elle le sera à plus forte raison à l'égard de la quantité (^,).
L'intégration par parties donne
t fadi^^zxfx — j f*x.xdxj
j f'x.a:dxz=.-affx jf^x.xdx^
ffx.a^dxzzz^x'fx — ^ f/'''x.a^dxy etc;
d'oii résulte la série suivante, due à Jean BernouUi ,
fxdx^const. -Srjx-^fx.— +fx'-—. - elc. (/)
On aurait pu la déduire directement de la série de Taylor
T(x-hk)=Fx-hF'x.^ + F*'x. — + F"x.--^+etc.; ' I 1.2 i.a.o
car si l'on fait dans celle-ci A=- — x, on en tirera Fxz=T(o)+V'x.'^^F''x.—+F'"x.-^—^tc.
et en posant F'xz^ifxy
f/xdx=F(o) +/x.^—fx.— 4-/'^. —^ — etc.
Or, il est clair que F(o), ou la valeur à&ffxdx^ quand X est nul y est aussi la valeur de la constante arbitraire qui entre dans l'équation ( /). i •
320. Lorsque la fonction fx n'est pas susceptible de ' se développer en séries dont la convergence soit assez rapide , ou lorsqu'on n'en connaît pas l'expression analytique et qu'on a seulement une table de ses valeurs pour des valeurs de la variable indépendante suffisammeat
rapprochées , on peut toujours calculer, approximativement l'intégrale j^d!^, ou l'aire de lai courbe qui a pour ordonnée^, en divisant l'intervalle des limites de l'intégrale en parties suffisamment petites Sx et en prenant la somme des aires des rectangles qui ont pour base ^x, et pour hauteur^ soit l'ordonnée fxj soit l'ordonnée y(j:-|-Aa?)« soit une ordonnée intermédiaire [33]. L'intégrale ffxdx pourra être calculée par ce procédé avec une approximation indéfinie, si la fonction^ a une expression mathématique d'où l'on puisse tirer les valeurs de^ pour des valeurs de x indéfiniment rapprochées : en admettant toujours que cette fonction ne devienne point infinie pour des valeurs de x comprises entre les limites de l'intégration. Quand nous traiterons en particulier du calcul des différences finies et de leurs sommes , nous entrerons dans les détails nécessaires sur cette nianière de. calculer approximativement les var leurs nuiçériques des intégrales.
S 2. Des cas singaliers que présente le passage des intégrales ^ ^ mdëfinies aux intégrales définies.
321. On a remarqué , dès le commencement de ce Traité [54]» que, lorsque la fonction /ir passe par l'infini pour une valeur ^ de a;, comprise entre x^^ et x,, de manière que la différentielle/^âf^ç prenne, pour .r = Ç , une valeur infi^pie ou indéterminée, l'intégrale définie
fxdx = Yx^—¥x,, (5)
conclue de l'intégrale indéfinie
ffxdx '='Yx + const.^ ne peut plus représeater la somme des valeurs de la différentielle ^flfci; entre les limites x^^ x\, ou la limite
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vers laipzelle converge la somme des produits yiif./^, obtenue ea divissTDt l'intervalle or,— Xo. en parties A^ de pkis en plas petites. En^efifet, dlans le cas dom il s'agit, cette somme oa cette linlite œssent d'avoir une valeur assignable y et, à proprement parler, n'existent pas. Ainsi,, pour donner desr exemples; très-simples de ce cas exceptionnel, oa a
dx i>
-ç := log (a: — Ç) + const.-y
d'où' Von conclut, en passant; aux intégrales définies,
^*' ^-^ _ £ l_ ' .fi.
Mais si l'on suppose Ç > o et < ^„ l'intégrale définie (6) a une valeur négative, tandis que la quantité sous le signeyreste constamment positive ; ce qui montre bien , à posteriori, que cette intégrale définie ne peut plus être considérée comme un^ somme d'éléments différentiels. De même, dans cette hypothèse , l'intégrale définie (7) prend une valeur imaginaire , tandis que la quantité sous le signe y* ne cesse pas d'être réelle.
Si pourtant, comme M. Poisson l'a remarqué ,^ on fkit passer la variable x entre les' limites données par une liuite continue de valeurs imaginaires [17] dont aucune ne rende infinie ou indéterminée la différentielle ^^ia:, rien n'empêchera de considérer de nouveau ^intégrale définie (5) comme la somme des valeurs imaginaires qu'aura prises dans l'intervalle Pélémcnt dîfférentiel^cir, somme qui peut être évidemment, selon lès cas, imagi-
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naire ou réelle. Dans les exemples donnés ci-dessus, on pourra prendre
x = ~x^{i — cos8+ l/Zlî.smG), d'oii
dw=z -- X, (sin 6 -f- ^Hl . cos V\d^\
et les limites de la nouvelle variable Q CQrrespondant aux: limites .r = o, ^=a:,, pourront êtr^
8=0, 6=(2*+l)lC,
i désignant un nombre entier quelconque.
322. Quoique h fonction^ devienne infinie pour la valeur a:=Ç, comprise entre les limites Xoj ^x> U différentielle ^d[r peut ne pas prendre pour a:=Ç une valeur infinie ou indéterminée, et d^ns ce cas riiitégrale définie
fxdx
ezprioie encore la somme des valeurs de la diffét*entielle fxdx^ entre les limites de l'intégrale. Ce point a déjà été établi d'une manière générale par la considération des courbes [35 et 54]. Pour y appliquer le calcul, nous remarquerons que lorsque la fonction^ est rendue infinie par la valeur xt=?^y on peut la concevoir
mise sous la forme
fa
k désignant un exposant tel que la fonction îx ne devienne pas nulle ou infinie pour x=Ç. Cela posé, si l'on fait
il viendra
/o9 ^i désignant les valeurs de t qui correspondent à x=x^j .r=x,, et ^t étant la fonction qui provient de la substitution de la valeur de x en ^ dans (x. Par hypothèse la fonction ^t conserve une valeur finie ; et si l'exposant k tombe entre o et i , ^ conserve aussi toujours une valeur finie entre les limites de Tintégrale; de sorte que la différentielle
conserve toujours une. valeur infiniment petite, et que l'intégrale (8) est la somme des valeurs de cette différentielle entre les limites de l'intégration.
La transformatioi^i tombe en défaut si l'on a kz=: i , et dans ce cas réléraent différentiel^cte prend, pour x=^^^ une valeur finie et indéterminée, pourvu d'ailleurs que la fonction fx ne passe pas brusquement d'une valeur finie à une autre, quand x atteint la valeur ^.. Eneffet , l'on, peut considérer cet élén^ent différentiel comme la limite vers laquelle converge l'intégrale définie
quand on prend pour e un nombre positif die plus en plus petit : ^09 ^r désignant d'ailleurs des nombres quelconques^ finis, constants et positifs. Dans le passage à cette limite y le terme ix converge vers la valeur constante f^ , finie et unique par hypothèse : donc on a
quantité indéterminée , à cause de l'indétermination des constantes ^^^^i*
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En général , que la fonction fx soit algébrique ou transcendante, on peut poser
(x — ^)Jxdxz=zfXj ^désignant toujours la valeur de x qui venà/x infinie; et selon que la quantité f^ sera nulle, finie ou infinie, l'élément différentiel fxdx aura une valeur infiniment petite y finie et indéterminée, ou bien une valeur infinie ; et^ans le premier cas seulement Pintégrale
*Jxdx
pourra être considérée comme une somme d'éléments différentiels.
^323. Lorsque, dans l'intégrale définie
r'f[x,%)dx,
la fonction fx ne devient point infinie pour les valeurs de X comprises entre les limites x^f^ x, , quelle que soit d'ailleurs la valeur attribuée au paramètre e, il est indifférent d'attribuer à • une valeur déterminée, par exemple de supposer cette constante nulle, avant ou après l'intégration. Mais cette propriété, qui appartient aux intégrales définies en tant qu'elles représentent une somme d'éléments différentiels, ne subsiste plus en général, si la fonction y* passe par l'infini entre les limites de l'intégration.
Prenons pour exemple l'intégrale définie
^ jrp^ = arc tang-^ - arc tang ^. (g)
Si les nombres x^^ x^ sont tous deux positifs, en sorte que la fonction sous le signe ne passe pas par l'infini entre les limites x^^x^^ même dans l'hypothèse é=o, cette hypothèse donnera d'une part
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/>. îdx fx. ■
'et d'autre part
arc tatig -^ — arc tang — = = o;
de façon qu'il jsera èffectiy^nejQt indiifàiviit de substituer la valeur de # qq dédains ou ea «dehors du signe /', avant ou après l'iotegration. Mais, si le nombre x, était positif et le nombre x^ négatif , la première substitution donnerait toujours zéro pour la valeur de l'intégrale , tandis que la seconde donnerait
X. Xq T£ TC
arc tang arc tang — = — \ — =7r.
La raison en est que la fonction sous le signe devenant infinie pour la valeur .r=o,rélément qui correspond a cette valeur singulière prend une valeur finie, tandis que tous les autres éléments restent nuls, par suite de la valeur attribuée as.
Ce qui prouve bien qu'en effet les autres éléments de l'intégrale sont nuls, c'est qu'on peut attribuer aux nombres x^, Xj. des valeurs finies quelconques, et même des valeurs infinies; en d'autres termes, étendre ou resserrer arbitrairement les limites de l'intégrale, sans en altérer la valeur. Pourvu que la limite supérieure demeure positive et la limite inférieure négative, la valeur de l'intégrale définie sera égale à la constante it.
M. Cauchy a donné le nom d'intégrales définies singulières aux intégrales telles que (9), qui échappent par leurs propriétés anomales aux règles ordinaires du calcul des intégt'ales définies.
324. Lorsque Tune des limites de l'intégrale est l'infini, positif ou négatif, ou lorsque l'une des limites est
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rinfiuî positif et l'autre l'infini négatif, il faut, pour que l'intégrale ffxdx puisse conserver une valeur finie, que la fonction
xfa:z=.ix
s'évanouisse lorsqu'oa y fait x — ± oo . Admettons, pour fixer les idées, que les limites de l'intégral^ soient— oo , -|-oD : en désignant toujours par e un nombre positif qui couverge indéfiniment vers zéro, et par 5^^, Ç| des constantes finies €t positives quelcoaques, oa pourra poser
Donc il faut qu'on ait
= ï{— Qc)log$,+ f( oo)log (^, et par conséquent
à cause de l'indétermination des constantes ^o? $i-
* 325. Si la fonction fx est périodique, de manière qu'à chaque valeur de^ corresponde, dans l'étendue d'une période, une autre valeur numériquement égale et de signe contraire, la valeur de l'intégrale définie est nécessairement indéterminée. Ainsi, de l'équatiou
/^n mxdx^=- — (i — eos mix)y
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on déduit
sin mxdx = — (i — cos oo ), o w
valeur indéterminée (puisqu'il n'y a pas de limite vers laquelle converge le cosinus d'un arc^ quand l'arc devient dé plus en plus grand), mais pourtant comprise entre
les limites o,— m
Concevons maintenant que l'on multiplie la fonction périodique fx par une fonction ç(eji:), telle que ç (o)=i, et que l'intégrale y9(e^) dx^ prise avec des limites infinies, conserve une valeur finie. Il en sera de même à plus forte raison pour l'intégrale f^ix). fxdx. La valeur de cette intégrale variera en général avecf celle du paramètre e, en convergeant, aussi en général, vers une certaine limite, quand on prendra e de plus en plus petit. Et puisqu'à la limite le facteur 9 (e^) se réduit à l'unité, on pourra considérer la limite vers laquelle converge rintégrale/<p(ftr)^6i!r comme la valeur de l'intégrale ffxdxy ce qui lèvera l'indétermination de cette dernière intégrale.
Ainsi nous aurons, d'après les formules {b) du n9 3i4,
c^**sin mxdxz=.
e~" cos mxdx z
ce qui donne, quand on fait e=o,
/siniitr^ = — , / cosîitjr^=o, o m J o
équations déterminées, mais qui doivent être interprétées suivant la convention que l'on vient d'exposer.
^CHAPITRE IV
PRinClPES DE LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.
326. Nous avons vu, dans les deux premiers chapitres du présent livre, comment l'intégration d'une classe nombreuse de fonctions algébriques et trigonométriques est ramenée à dépendre de la détermination des trois intégrales
/ V/i — c>8in»<p.rf<p, (II)
(i + a sîn* ff)}/i -s. c» 8m> 9 ' ^ ^
de sorte que, si ces trois intégrales pouvaient s'exprimer en fonction de (p^ sous forme finie, par des radicaux, des logarithmes, des sinus ou des arcs de cercle, on aurait sous la même forme les intégrales indéfinies, et par suite les intégrales définies d'une infinité d'autres fonctions plus compliquées.
Une telle expression n'est pas possible ('). Les intégrales (I), (II), (III) sont des transcendantes nouvelles, auxquelles on peut, pour l'abréviation de l'écriture, affecter des caractéristiques spéciales, de même qu'on désigne par l'abréviation log x l'intégrale définie
/^dx 1 X '
(') Voir le mémoire de M. Lioaville dans le 23^ cahier du Journal de V École polytechnique, p. 37.
qui n'a pas d'expression algébrique [70 et i38]. En conséquence, Legendre a proposé et l'on est convenu d'adopter les notations suivantes :
E(c,(p)= / l/i— ca8in«<p.cip,
Tl(c,a,^)=J ^(i + a8in'y)l/-,^ca,ioa<p^ de manière à ce que les intégrales indéfinies (I), (II), (III) aient respectivement pour expressions
F(c,<p) -h const. , E(c,(p) -+- const. , n(c,a,<p) + const.
Soit
l'équation d'une ellipse rapportée à son centre et à ses axes : si nous posons
-^ = ^' de manière que c désigne l'excentricité de l'ellipse , nous aurons pour la longueur de l'arc Bm (^fig. 'j'j), mesurée depuis le sommet B du petit axe jusqu'au point m dont l'abscisse est x [174]?
J o da^ J ^ ^ — ^
Faisons
;r=:asin9:
il viendra
-= / V^ I — c* tmaç . ^ = E(<;,(p).
A cause de cette propriété remarquable de la fonction E de mesurer l'arc d'une ellipse dont c est l'excentricité, quand on prend l'angle ? pour variable indépendante et
le sommet du petit axe pour origine des arcs, les trois fonctions F, £, Il ont reçu la dénomination à^ fonctions elliptiques y et on les distingue en le& qualifiant respectivement de fonctions elliptiques de ^r^m/éz-e, de seconde et de troisième espèces.
La constante c qui représente, dans la fonction de seconde espèce, l'excentricité d'une ellipse, se nomme en général le module : la constante a, qui n'entre que dans la fonction de troisième espèce, et qui peut être positive ou négative, réelle ou imaginaire, conserve spécialement le nom de paramètre.
La variable indépendante <p se nomme Xamplitude. Si du point O comme centre , avec le rayon OA, on décrit un cercle, et qu'on prolonge l'ordonnée pm jusqu'à la rencontre du cercle en n, on a Op =0n. sin BOn. Ainsi l'amplitude ^ est représentée géométriquement par l'angle BO/i, quand, la fonction E (c, (p) est représentée géométriquement par l'arc elliptique Bm.
Les trois fonctions elliptiques sont évidemment des fonctions impaires de ep [i8], puisque la différentielle d(^ change, de signe par le changement de (p en — (p^ tandis que le facteur qui multiplie d^ sous le signe y^ ne change pas.
Quand l'amplitude 9 est égale à un quart de circonférence, ou lorsqu'on prend ^ 77 pour limite supérieure des intégrales, les fonctions sont dites camplètes, et on les désigne simplement par
F{c), E(c), n(c,4 Si les valeurs des fonctions elliptiques sont calculées pour un quart de circonférence, c'est-à-dire, pour toutes les valeurs de <p comprises entre o et ^ ic, elles se trouveront déterminées pour des valeurs quelconques de ^,
à cause de la périodicité de la fonction siu^(p qui entre sous le sijgne d'intégration. Ainsi Ton a
F(^,T ^+?)=2F(c>-F(cr,i^— (p),
¥(€,^7: + 9) = 4F(t?)-F(cr,^iu-(p),
F(c,27r+ ?) = 4F(c)+F(c,<p), et ainsi des autres.
Le module c doit toujours être supposé < r [3io] : deux modules c, c' liés par l'équation c*-|-c'*=:i, sont dits complémentaires.
328. Désignons par 9, ^, (i. les trois cotés d'un triangle sphérique^ dans lequel l'angle M, opposé au côté [x, serait donné par l'équation sin M= c sin (x ; de façon que^ si l'on pose pour abréger ^
COS M = ï/i— ca8m»(it=A[X,,
la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique donnera la relation
cos (t = cos <p cos ^j/ + sin (p sin <j*. Ajt , (i)
et par suite
I — i ^ ^^ ;= (cos <p cos <|; + sin (p sin ^j;. A(i.)*.
En résolvant cette dernière équation par rapport à Api, et en rejetant la racine qui donnerait pour A^g, une valeur négative, on trouve Apt(i — c' sin* <p sin*ij^) = — <f sin <p sin ^j; cos 9 cos ^j;
-(- {/'i — c* (i — cos* 9 CO8* ^ -\- sin» 9 sin» ^ — c» sia» 9 sin» ^). -
Mais il est aisé de vérifier que la quantité sous le radical se réduit à
(i_c»sin*9)*(i — c* sin'<];)* = (A<p)\(Aij^)*, en désignant par A<Py A^ des quantités composées en f ,
^ comme Api Test en (x : donc, suivant cette notation,
. A<p. Avjf — ç' sin 9 sin ^ cos ^ cos ^ . .
*^ I — c* sin* 9 sin* ij; ^ "^
On en conclut, après quelques transformations,
. ^ I — (A(x)* (sin (p cos <j;Av}f + sin ^ cos cpA<p)"
^ c* (i — c* sin* 9 sin* \];)*
ou
sin <p cos ^^^ + sin ^j/ cos <pA<p .^.
Sm M» — . ; — ; — ;; ; — —-s • iô)
^ 1 — c* sm* <p sin* ^ ^ ^
Si Ton différentie cette dernière équation, en y considérant ^ et ^ comme des arcs variables, et (i. comme un arc constant, il vient
A(p (i — c*sin*<psin*^j;)* A<j/ (i — c*sin*(psin*ij;)* ' ^ ^
Pour abréger, nous désignons par n(<p, ^) la fonction
(i + c* sin* cp sin* ^j;) cos <p cos iJ^A<pAi|; — sin <p sin ^ -f-^ sin <p sin^(sin* <p+sin* ^ — cos*9 cos*^ — c*sin*<p sin*ij;). Comme l'équation (3) est symétrique par rapport à T et à ^j il suffira de former le coefficient .de rfcp, d'oii l'on conclura celui de d^. On pourrait donner à la fonction O d'autres formes : il convient seulement d'en choisir une qui mette en évidence la propriété de cette fonction d'être symétrique par rapport aux deux variables 9, <^. L'équation (4) se réduit à
cfip d^ d<f d^
d'où, en intégrant,
F(c,<p) H- F(c,i|;) = const.
Pour déterminer la constante arbitraire que cette intégration a introduite, on fait dans l'équation (1) ^i^=o, ce qui donne <p=(x.; et comme F (c, o)=o, il en résulte entre les variables <f, ^ et la constante (i., déjà liées par l'équation (i), et assujetties à former les trois cotés d'un
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triangle sphérique dans lequel l'angle opposé au côté constant est aussi constant , cette autre équation
F(c,<f)^¥(t:,^)=:¥{c,iL). ■ _ _ (5)
Donc, si Ton a les valeurs de la fonction elliptique de première espèce pour deux amplitudes f, ^, on obtiendra par l'addition de ces valeurs celle de la fonction dé même espèce pour une amplitude (i., [t étant déterminé en fonction de 9, ^ par l'équation (i),ou par l'équation (3) qui en est une transformation.
Posons
Afin d'exprimer que cp est l'amplitude pour laquelle la fonction F a la valeur w, nous écrirons avec M. Jacobi
(p=am u'y de sorte que les lettres am, initiales du mot amplitude, désigneront la fonction inverse de celle à laquelle a été affectée la caractéristique F.
On écrira aussi d'après cette convention
^ = am p,
A9 = Aamtt, At{;=»Aam^;
et en conséquence la combinaison des équations (3) et
(5) donnera
sinam(M+^)
sin am m.cos am p. Aam u + sin am ç, cos am u. Aarog /^\
I — c* sin* am u . sin^am ^ Lorsque le module c se réduit à zéro, l'équation precC' dente se change dans la formule
sin {u+u)= sin u cos 1^ + sin if cos u. On trouverait de même :
sin am(« — i^) sin am u . cos am i^ « Aam p — sin am </ . cos am u . Aanatf ^ ' I — c* sin'amu.sin^am i'
CCS ani(tt d= v)
CCS am If • ces am (^.zp sin am if . sin am (/. Aam u. Aam v ^
I — c* sin* amtt.sin' am i/ '
et en général, toutes les formules dont les analystes font un si fréquent usage pour la transformation des fonctions trigonométriques, ont leurs analogues pour la transformation des fonctions elliptiques inverses de première espèce, ou plutôt peuvent être considérées comme des cas particuliers des formules elliptiques, dans lesquelles on suppose le module nul, ce qui entraîne amu=:tt, Âamii = i.
Le développement de ces curieuses analogies a fait l'objet des beaux travaux d'Abel et de M. Jacobi , accueillis dans le monde savant avec un intérêt que la jeunesse des deux émules, la mort prématurée de l'un d'eux rendaient encore plus vif. La sagacité de ces géomètres s'est appliquée surtout à suivre dans leur extension aux fonctions elliptiques inverses, les relations remarquables par lesquelles l'analyse des sections angulaires se rattache à la théorie des nombres et à la haute algèbre [79].
330. La fonction sin u et toutes les autres fonctions trigonométriques qui en dérivent, sont périodiques pour les valeurs réelles de la variable u : elles cessent de l'être si l'on fait passer la variable indépendante par une suite de valeurs imaginaires a i/^ZT, puisqu'elles se changent alors en fonctions exponentielles. L'inverse a lieu pour la fonction exponentielle e^. La fonction sin am u jouit de la propriété de rester périodique, soit qu'on fasse passer la variable u par une suite de valeurs réelles ou par une suite de valeurs imaginaires ; de sorte qu'elle cumule le principal attribut des fonctions trigonométriques ordinaires avec celui des fonctions exponentielles.
Désignons par ixil^ valeur de u qui correspond à l'amplitude cp = |ir, ou la valeur de la fonction complète F (c) : on aura [3^7]
sin am 1/ = sin am (if + 2x;j) = sin am (tt + 4x1^) =sinam(a+2rd),
i désignant un nombre entier quelconque. Ainsi, en premier lieu , la fonction sin am u est périodique pour les valeurs réelles de u.
Faisons maintenant
sin 9=: ï/'HI.tangO, c'*= i — c% ce qui donne
cos>==i+tang»e=-L.
cos"
cos <p cos* 0 cos 0
dt» ^ di
et posons
F(c',e)==«, F(c,<f)=u)^zrr,
il en résultera (en mettant le module entre parenthèses^ à la suite du signe sin am^ pour distinguer les amplitudes qui se rapportent à des modules différents) : sin 6 = sin am(tt^c') , tangO =. tang am(ttyc') , sin <p = sin am(iiv/IIi,cî), et par conséquent
sinam(Ml/III,c)= l/~ . tangam(tt,c').
Désignons par ^ x:^' la valeur de la fonction complète F(c) : nous aurons
tang am(M,c') = tiang am(M + 2xS',c') = tang ani(tt + 4^Sc') =tangam(M -f 2e'xS',c'),
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i' étant un nombre entier quelconque, et par suite
sin am(Mï/3i) = sin ani[(if + at'tiiJ') v/HT], les amplitudes, dans cette dernière formule, se rapportant au module c. Donc
sin am(2i'tJ'l/II7) = sin am(o) = i , cosam(2/'t;j'V^— i) = cos am(o) = i , A am(ai'trf'l/^)=i. En vertu de ces dernières relations, si Ton fait dans la formule (a) ^^nzanrf'J/mï, elle donnera
sin am(u + aftS' V/^) = sin am u.
Mais nous avons déjà trouvé
sin am(K + oiivi) = sin am u; donc
sin am w = sin am(a + 2rci + ai'trf'l/Hï); et cette dernière formule exprime la double périodicité <]u'il s'agissait d'établir : Tune des périodes ayant un argument réel, et l'autre un argument imaginaire.
331. Il est aisé devoir, d'après ce qui précède, comment on pourrait construire, pour une valeur donnée du module^ entre les limites d'amplitude o et -^ 'tt, une table des valeurs de la fonction F, ou (ce qui serait en* core plus simple) une table des valeurs de la fonction inverse sin am Uy entre les limites ££=o, 11=2 { -d. Faisons dans la formule (a^ if=Buy et supposons 8u assez petit pour qu'on puisse prendre sans erreur sensible sin am 8u = sin 8u = ja, cosam 8u = cos^i^ = i , A(Jtt) = i : cette formule donnera
sin am(tf + ^u) = sin am « + ^u.cosamtt.Aam k. En faisant successivement, dans cette dernière équation^
u = ^i/, u = 2ja, u = 3^a, etc. on aura les valeurs de la fonction sin am u pour une suite de valeurs équidifférentes de w, dont la différence est ^u. Ce procédé comporterait des simplifications
et des vérifications analogues à celles qu'on indique pour le calcul des tables trigonométriques ordinaires. D'ailleurs on renverserait sans difficulté la table des valeurs de la fonction sin am u^ pour former celle des valeurs de la fonction i/=F {Cy (p), qui est plus spécialement appropriée aux besoiqs du calcul intégral.
332. Il s'agit de montrer maintenant comment on peut calculer directement la fonction F (c, «p) pour chaque valeur du module et de l'amplitude, sans être obligé de construire une table spéciale pour chaque module, en répétant le système d'opérations indiqué dans le n° précédent. Désignons donc par c, c, des modules quelconques , et proposons-nous de déterminer un coefficient constant ^^ de manière qu'on ait
F(c,(p) = *F(c„(pO, ou
\ri — c« sin» 9 V^ 1 — c,* sin» ç,
Il y a uùe infinité de manières de satisfaire à cette équation, en assignant des relations convenables entré les modules c, c, et entre les variables 9, ç,- Sans traiter le problème par des méthodes directes qui exigeraient de trop longs développements, admettons que l'on fasse
sin*<p(ï — Ci* sin*(px)=A:"sin*<p,(i — sin'<p,), (7) ce qui donne par la différentiation
sincpx cos(p,âKpi cos
sin (p(i — c^ sin* (p,) c* sin* <p + **(i — 2 sin* cp,) Mettons dans le premier membre la valeur de sin <p et dans le second celle de sin <p, , l'une et l'autre tirées de l'équation (7) : nous aurons
rfp, cos <p</y
A'I/'c— ci>6m»(p, K/ik-^-ct^ sin» 9)»— 4^» sin» <p
équation dont la comparaison avec l'équation (6) donne
«tp rfcp
A* COS 91/1 — c»»iii»ç V^{k* + c,» MQ» 9)»— 4A» an» 9 OU
^*(i — sin* cp) (i — c» sin* <p) = (4* + c,> sin* <p)' - 4** sîn» «p ; et pour que celle-ci soit identique par rapport à <p , il faut qu'on ait
c/ = *^c% 4 - ac.» = h{c* + i), d'où Ton tire
Substituons dans l'équation (7) ces valeurs de Ct, k^
et elle donnera
sin (a(p, — <p) = c sin (p.
333. La valeur de c, ainsi déterminée est toujours plus grande que c. D'après cela, imaginons que l'on calcule une suite, ou, comme on dit, une échelle de modules c,, c,, 6*3,. . • liés entre eux et au module primitif c par les équations
c- = » <7, = , C3 = , etc. io)
jusqu'à ce qu'on arrive à une valeur c, peu différente de l'unité ; et que l'on détermine en outre une série d'ampli-* tudes ?,,?,, ?3,. ... au moyen des équations sin (29,— <p ) = c sin <p,
sin(2<p,-(p,) = c,sin(p„ ( {c)
sin(293-<p,) = c.sin(p„ etc. :
on aura aussi
F(o.^,=i±î-.Ffe,.)=(l±î=)(l±S)(i±£).rM,
etc.
Mais lorsque , dans l'échelle des modules , on sera arrivé à un terme c^ peu différent de l'unité (et il suffira ordinairement de calculer un petit nombre de termes) ^ on
ou
Rien n'empêche de prolonger la série (b) en arrière de c par une suite de termes c«,, c, c_3,. . .dérivant les uns des autres selon la^même loi , en sorte qu'on ait
.=^iS, .-, = ^^^^, ...=:^^^^, etc. (*')
sin(2(p — <p-.,) = c_tsincp«,,
sin (a<p«x-<p-a) = €?_, sin <p.„
etc.
On tombera bientôt sur un terme c.„ très-peu différent de zéro, et alors on aura sensiblement
d'où
F(c.„,^.„)=y^^-"rf^=<p_,
F(c,^) z= -— . . . ^^, (rf)
On choisira entre les formules (d) et (d^) celle qui conduira le plus rapidement à la valeur de F(c, ^). C'est ainsi qu'ont pu être calculées les tables données par Legendre dans son grand ouvrage sur les fonctions elliptiques.
Quand on prend <P=z i-ir, les équations (c') donnent
Donc si Ton désigne par K la limite vers laquelle converge le produit
composé d'un nombre infini de facteurs qui vont en convergeant vers l'unité, la valeur de la fonction complète
F(c)estK^.
Passons à la fonction elliptique de seconde espèce
Si Ton désigne toujours par <p, "^ deux angles assujettis à vérifier l'équation (i) du n** 828, et par conséquent l'équation différentielle
on a
=c*(sin* ^ — sin* ç) ~
Or l'équation ( i ) donne
A(i.€/.sin<psin^=:sin«pco8t|»âKp + sin ij/COS(p d^j et en substituant pour d^ sa valeur tirée de l'équation (8),
Âp. • ^. sin <p sin ^ = (sin ç cos i|;A<p — sin ^ cos <p A^j;) -p» (9)
On a d'ailleurs, en vertu des équations (a) et (3),
sin (A sin y cos ^Ay + sin ^ cos <pA(p ^ . .
Ajt AçA^j;— e*sin«psin^j/cos<pcos4*' et de la combinaison des équations (9) et (10) on tire aisément
sin (A rf.sin <p sin <j;= (sin* 9 — sin'ij;) -—• (i i)
Donc
d, E(c,(p) -h d. E(c,^) = — o' sin {A ^. sin cp sin ^, E(cr,(p) + E(c;^) = const. — c» sin [x sin ^ sin ^, et en déterminant la constante arbitraire de manière! qu'on ait à la fois ^=o, f = [Xy
E(c,(p) + E(c,ij^) = E(c^(a) — c* sin (x sin cp sin tj». (i a)
En comparant cette formule à Tëquation (5) qui en est l'analogue pour la fonction F, on voit pourquoi les géomètres qui ont traité des fonctions elliptiques ont mis au premier rang la fonction F comme plus simple; quoique, d'après l'aqalogie géométrique, la fonction E, qui mesure un arc d'ellipse , semblât devoir venir immédiatement après les arcs de cercle.
335. Considérons maintenant, comme dans le n"" 332^ un module c^ et une amplitude <Pj , liés à c et à <p par les équations
c, = j^~ , sin (2<p, - <p) = c sin (p. ( 1 3)
On tirera de celle-ci par la différentiation
, , c cos cp + cos fa©, — ©)
d(^^z=d^. î — '. — LJlL—iy,
^ a cos (aç, — (p)
ou bien en remplaçant cos (a(p, — (p) par sa valeur Acp, tirée de la seconde équation (i3),
, _d(f ccosy + Ay
Mais l'équation (6) donne
, dm \/i — ciasmao
DU , en remettant pour k sa valeur.
Comme les équations (i4) et (i5) doivent s'accorder, il faut qu'on ait
(l+c)V^i — c,»«n*<p, = CCOS <p + Aç. (l6)
Multiplions les équations (i4) et (i6) membre à membre, et il viendra
, . V . , eu (cco8»-4-Aç)*
a V^ 1 — c» 5În» ç
d'où, en intégrant,
(i + c)E(c„9.) = E(c,(p) — i^' . F(c,ç) + c sin ç. (17)
Nous n'ajoutons pas de constante arbitraire, parce que tous les termes de cette équation s'évanouissent séparément pour ç=o.
En vertu de la formule (17), la fonction E (c,,(p,) est donnée par deux fonctions elliptiques, l'une de première, l'autre de seconde espèce, ayant chacune même module et même amplitude; et réciproquement la fonction de première espèce est donnée par deux fonctions de seconde espèce , qui difierent de module et d'amplitude.
Si l'on prend 1^ = ^, on aura <y, = |iu, E(c,iu) = aE(c,7 ir) = aE(c), F(c,ir) = aF(c,iiu) = aF(c),
et la formule (17) donnera cette relation entre lesfonc-' lions complètes
(i + c)E(cO= aE(c)-(i - c«)F(r). (18)
336. En suivant l'échelle des modules et des ampli^ tudes dont la loi a été donnée dans le n"" 333 , on trouve
(i-hr^OEM.) = E(c„(p,)— ^^^.F(c„(pO + CxSin(p„(i9)
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On peut éliminer F(c,<p) , F (c„<p,) entre les équations ( 1 7), (19) et (iio), puis substituer pour c. sa valeur en c, et il vient définitivement
E(c„)=(£±iigr:flE(o,^,)-(^.E(.„^)
— c$m<p-| .sm(p,. (21)
Comme le même calcul peut être indéfiniment répété, en suivant l'échelle ascendante ou descendante des modules, on ramènera toujours la fonction £(c^<p) à dépendre de deux fonctions de même espèce, pour lesquelles le module aura une valeur très-peu différente de zéro ou de Tunité. Or , quand le module c, est très-peu différent de zéro ou de l'unité, on a, sans erreur sensible,
OU bien
F(^n>?»)= / "cos ?-^ = sîn (p..
337. Nous ne donnerons qu'un théorème concernant les fonctions elliptiques de troisième espèce, et ce sera l'analogue de ceux qui se trouvent exprimés par les formules (5) et (la), relatives aux fonctions de première et de seconde espèce. En désignant toujours par(p,^ deux amplitudes variables, assujetties à vérifier les équations
(i), (3), (8), on a
, _, . , i , . d^ sin (b — sin 9
*v 7 7jy xiv y .T/ ^jp (i-|-asm*<p)(i-hasm*y)
ou bien, en vertu de l'équatiou (11), ,«/ N inr/ IN . rf.sinçsinJ/ , .
Si l'on pose
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sîn f sin ^ = a, sin* ^ -+- sin" ^ = p,
le second membre de réquation précédente devient
da
On tire de l'équation (i)
cos' 9 co8*^ =005^(1. — a cos |j,A(Asin ^ sin ^
-h (i — c* sin* (t) sin" ^ sin* ^ ; et comme
cos*<pcos'ij^=: I — (sin*cp+sin*tj^)+sin*9sin*ij^= i — P +«%
il vient
I — P + a*= cos' jx — aa cos }/^ + a*(i — c' sin* |a),
d'où
P = sin* |x + aot cos (lAfJi + a*c* sin" {&,
et par suite
da, da
en posant, pour abréger,
1 4- « sin* jx=/>, a cos |xA|a = y, oc^ sin* j* + a*=: r. Si donc l'on représente par 4» (a) l'intégrale
p + 2qa 4- m*
qui s'exprime toujours par logarithmes ou par arcs de cercle, l'équation (a a) donnera
n(c,a,ç) + n(c>û,tj;) = const. — a sin (a . ^sin cp sin ^j;). Mais, pour + = o,'on a ? = (jt,, n(c,a,^')=o, ^(o)=o; donc
n(c,a,<p) + ïl(c^y^) = II(c,a,fA) — /z sin (A . *(sin <p sin ^).
CHAPITRE V
APPLICATIONS GEOBIÉTRIQUES DU CALCUL DES IlfTÉ- GRALES DJEfINIES SIMPLES.
S i^'. Qaadratare des courbes planes.
338. Nous avons eu maintes fois occasio^ de rappeler que Tintégrale
.dx
mesure Taire d'une courbe dont x et fx sont les coordonnées rectangulaires: l'aire mesurée ayant pour limites, d'une part l'arc de la courbe intercepté entre les ordonnées fx^^ fx\y d'autre part ces ordonnées mémes^ et enfin l'axe des x. Cette application du cakul int^ral s'offre si naturell^nent que, dès l'origine, il a été qua-* lifié de Méthode des quadratures ^ et qu'aujourd'hui encore on donne communément le nom de quadrature [33] à l'opération par laquelle on obtient, exactement ou d'une manière approchée, la valeur d'une intégrale définie. Sans répéter la démonstration d'un théorème qui nous est devenu si familier , nous allons l'appliquer à quelques courbes choisies parmi celles qui méritent particulièrement de fixer l'attention.
L'équation de la parabole ordinaire étant mise sous la forme
7= ^v^> on trouve pour l'aire de cette courbe, mesurée à partir
du sommet,
QUADRATURE DES COURBES PLANES
rx _ a 2
Ainsi l'aire du triangle parabolique Omp {fig. 78) est les deux ti^s de celle du rectai^gle Opmq construit s\ir l'ordonnée et sur l'abscisse du point m. Cette proposition, découverte p^r Ârchimède, est l'objet d'un opuscule de ce grand géomètre , où il applique à deux tours de démonstration fort singuliers, l'un fondé sur des principes de statique dont lui-même était l'inventeur, l'autre sur la sommation d'une progression géométrique décroissante, la méthode de réduction \l l'absurde , qui seule pouvait, aux yeux des anciens, établir rigoureusement le passage du fini à l'infiniment petit [49].
En prenant pour l'équation de l'ellipse rapportée à son centre et à ses axes
Faire du trapèze elliptique OpmB {Jig. 77), dont l'un des côtés est Tabsçisse Op=ix^ a pour valeur
l/tf» — x**dx*
On pourrait en conclure de suite^ ainsi qu'of) le fait dans les traités élémentaires des sections coniques, le rapport du trapèze elliptique Ç^mR au trapèze circulaire OpnCj pris dans le cercle concentrique à l'ellipse et dont le rayon est a (*). Pour arriver au même résultat en appliquant les règles ordinaires de l'intégration, on fera
Q) Ârchimède connaissait ceUe manière de ramener la quadrature de l'ellipse à celle du cercle , mais elle lui paraissait dépendre de lemmes difficiles à accorder (lettre à Dosith^e y servant de préface au Traite de la quadrature de la parabole). Les lemmes dont il 9'âgit ne peuvent être que les principes de la méthode des limites.
d'où
Ka»-- «»=««?, OU ^ — — 77^'
=--te* arc tanff t+const,
1 , ^ I . /»/ a»— arA .
== -orV^a»— «» — avarie tang[ — 1 +e€msi^
et par suite
==-xl/^«a — ^a?»H — «"arcsin-;
ce qui donne enfin
bx _^^_ «6 , X ocy ab . j?
u = — i/^a*— va:» H arc sm - = -=^ H arc sm —
On en conclut que — j- est l'aire du quadrant elliptique
OAwB, et que ic ah est l'aire de l'ellipse entière.
Comme ^ est Taire du triangle Ompy celle du secteur elliptique BOw a pour valeur — sin - .
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ce qui équivaut à
en oomprenant dans la constante arbitraire le terme
En conséquence, on trouve pour la valeur de Taire hyperbolique Apm (^. 84) '
b /* . , bx . ab. /a?+l/^«»— o^A
aja aa a "^^V, a /
secteur 0/7tA:=: — log ( - "*" ï ) '
ce qui entraine comme conséquence que l'aire comprise entre l'hyperbole et ses asymptotes est infinie.
L'aire de l'hyperbole dépend d'une fonction logarithmique, de même que l'aire de l'ellipse dépend d'une fonction circulaire. L'analogie géométrique de l'ellipse et de l'hyperbole correspond à l'analogie des fonctions trigonométriques et exponentielles, et de leurs inverses , les arcs de cercle et les logarithmes»
L'équation de l'hyperbole équilatère, rapportée à ses asymptotes, étant
l'aire de l'espace asymptotique compris entre les ordonnées qui répondent aux abscisses ^o,^, a pour valeur
et si l'on prend ac=|/a, ^o==^> *I vient simplement
a=log X. Ainsi les logarithmes népérieas peuTent être considérés comme donnés par les aires d'une hyperbole équilatère. C'est pour ce motif qu^on les a longtemps désignés par la dénomination de logarithmes hyperboliques; mais cette dénomination était mal choisie, puisc{ue, si Ton donne à la constante a une valeuft* convenable, la fonction Uj déterminée par Técjiiation (i), reprétôntera également bien tout autre système de logarithmes. On sait en effet [64] que les logarithmes à base quelconque se déduisent des logarithmes népériens quand on multiplie ceux-ci par un module constant pour chaque base.
L'équation (i) cesse d'avoir lieu, ainsi qu'on l'a expliqué [99], quand la valeur x=Oy qui rend infini le coefficient de dx sous le signe fj tombe entre les limites de l'intégratiou. TLn conséquence, on ne peut exprimer par cette formule l'aire qui serait limitée par deux ordonnées de signes contraires, appartenant à deux branches de la courbe.
On peut toujours passer, par des additions ou des soustractions de polygones rectilignes, de l'aire d'une courbe rapportée à un système de coordonnées rectiligties, obliques ou rectangulaires, à l'aire de cette courbe prise dans un autre système de coordonnées rectilignes. Telle çst la raison pour laquelle la fonction logarithmique, qui s'offre immédiatement dans le calcul de l'aire de l'faypeiHbole rapportée à ses asymptotes, reparaît à la suite de diverses transformations, quand on rapporte l'hyperbole à ses axes.
340. En mettant l'équation de la logarithmique sous la forme ./=^, on aura
u rrl e'dx = e* — i ,
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valeur qui se réduit à — i quand on fait 3C=i — ao . Ainsi l'aire de l'espace compris entre IWdonnée OB {fig. 79), la courbe BM' prolongée à Tinfini du coté des abscisses négatives, et l'asymptote OX', aussi prolongée à l'infini, a une valeur finie, égale au carré construit sur la droite OB.
La cycloïde .étant donnée, comme dans le n*" 176, par le système des deux équations.
X = R(f — sin 9) , ^= R(i — cos cp), on aura
u =1 ydx-si R* / ^ (i — ces <y)*rf<p
= R'd (p — a sin 9 + j sin 29).
On prendra pour la limite supérieure de l'intégrale çc=5iir, afin d'avoir l'aire comprise entre un arceau et la base de la cycloïde, ce qui donnera a=3irR*, c'est-àdire le triple de l'aire du cercle générateur. La formule qui précède s'étend d'elle-même à des valeurs quelconques de <p et à la quadrature d'un nombre quelconque d'arceaux.
341. L'aire limitée par une courbe plane fermée est une quantité indépendante du système des coordonnées auxquelles on rapporte la courbe; et cette aire, que nous désignerons par U, est ordinairement celle que l'on se propose de déterminer dans un problème de quadrature. Si la courbe est algébrique, son équation F(^,^)=o donne au moins deux racines ^=f,j:,^=f,j:, correspondant à la même abscisse, et dans ce cas on a
U =jf \iiX — f^Ddx=l ' fjxdx — / ' Uxdx :
t^x désignant l'ordonnée de l'arc m^rii m^ (Jig.%o\î^x celle de l'arc nto rio m^^ x^ et Xi, les abscisses des droites
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m^p^^tm^p^ qui limitent la courbe parallèlement à l'axe des j. Les arcs/T^o^z ^x^ ^o ^o f^i pourraient d'ailleurs appartenir à des courbes algébriques différentes, ou à des courbes non algébriques, et éprouver dans leur cours des solutions de continuité du second ordre ou des ordres supérieurs. L'intégrale U se décomposerait sans difficulté en un plus grand nombre d'intégrales partielles, si la courbe fermée affectait des sinuosités, comme celles qui sont indiquées sur la^^. 8i.
L'aire d'une courbe, telle qu'on la définit dans le système des coordonnées polaires [i8o], ayant pour différentielle
sera donnée par la formule
dans laquelle il faudra substituer pour r* sa valeur en fonction de ^ donnée par l'équation polaire. Si la courbe est fermée et comprend dans son intérieur l'origine des rayons vecteurs^ de manière que, pour chaque valeur de (p comprise entre o et aiu, r* ait une valeur réelle et unique, il vient
r'dff.
Jjdi courbe> étant toujours fermée, et le pôle se trouvant dans l'intérieur de la courbe, il peut se faire, si elle offre des sinuosités, que, pour les valeurs de ^ comprises entre de certaines limites, /^ ait 3 ou 5, ou en général un nombre impair de racines réelles. Au contraire, si le pôle se trouvait hors de l'enceinte formée par la courbe, r* aurait toujours un nombre pair de racines réelles. Dans toutes ces circonstances qu'il suffit d'indiquer, l'in-.
RECTIFICATION DES COURBES
tégrale U se décompose en diverses intégrales partielles, ayant chacune des limites particulières.
% a. Rectification des courbes.
342. Le problème de la rectification des courbes est une application importante du calcul intégral, au sujet de laquelle nous croyons devoir entrer dans quelques éclaircissements que l'on néglige pour l'ordinaire.
ËQ désignant par s la longueur de l'arc d'une courbe plane, dont x et/x sont les coordonnées rectangulaires, on a [174]
ds = V/^x -+-(/'«)». ^, et par conséquent,
x^ étant l'abscisse du point de la courbe, à partir duquel farcest mesuré.
Four que le coefficient de dx sous le signe / devienne iafini, il faut et il suffit quef'x passe aussi par l'infini; mais dans ce cas même la formule (s) ne devient pas illusoire, si Jx conserve une valeur finie. Soit en effet i la valeur de x qui venàj^x infinie : d'après ce qu'on a vu [3àa],^ conservera néanmoins une limite finie, si le produit (j:-*- Ç )f'^ converge vers une valeur finie ou vers zéro, pendant que x s'approcbe de plus en plus de la valeur ^. Or cette limite est la même que celle du produit
€t par conséquent, dans le cas oîi l'ordonnée de la courbe conserve une valeur finie, quoique la tangente soit perpendiculaire à l'axe des x^ la formule (j) ne tombe pas en défaut.
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Elle tomberait en défaut, mais d'une autre manière, si fx et f*x devenaient imaginaires pour certaines valeurs de X et que cependant le radical |/i+(/'4:)» restât réel. Si par exemple on avait
ou bien [339]
Jx -=1 - x\/l^irzi log(^+ l/iTZT) + tfo/wf. ,
la formule (^) donnerait
5=/ xéLT^zzi-ix" — a:*,);
et la valeur de s demeurerait réelle, même pour des valeurs de X numériquement plus petites que l'unité, qui rendent y j; et^r imaginaires.
Le radical
doit en général être pris avec le même signe dans toute l'étendue de l'intégration, afin que, si la valeur de Tare est positive quand il se termine à des points situés au delà de celui que l'on prend pour origine des arcs, elle soit négative quand l'arc se termine à des points situés en deçà de l'origine, ou réciproquement. En conséquence, lorsque l'intégrale pourra s'obtenir sous formé finie, le radical R qui se retrouvera dans l'intégrale [agg], ne devra pas y être censé affecté du double signe; au contraire^ les radicaux qui pourraient se trouver dans {f'xYj et qui proviendraient de la multiplicité des branches de la courbe, devraient être affectés dans l'intégrale d'un double signe, afin que l'expression de l'arc de. la courbe eût toute la généralité qu'elle comporte, et qu'elle s'appliquât, non-seulement à une branche de la courbe, mais à toutes les branches.
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Remarquons maintenant que si la courbe avait deux branches symétriques par rapport à une droite parallèle à l'axe des x^f'x aurait bien deux valeurs numériquement égales et opposées de signes; mais le carré {f^xy^ qui entre dans l'intégrale {s\ n'aurait plus qu'une seule valeur. Dans ce cas, si les'deux branches se raccordaient en un point m© {Jig. 82) pris pour origine des arcs, il faudrait prendre le radical R avec le double signe, afin qu'à une même abscisse Op^=ix pussent correspondre deux arcs m^jrij m^ ni^ l'un positif, l'autre négatif.
Si au contraire les deux branches qui se raccordent au point rrio {fig- 83) n'étaient pas symétriques par rapport à une droite parallèle à l'arc des a:, la quantité [fxy renfermerait un radical p : il faudrait combiner dans l'intégrale le signe -|- du radical R avec le signe du radical p qui appartient à la branche m^ m, et le signe — du radical R avec le signe du radical p qui appartient à la branche 772o/;z'; toutes les autres combinaisons entre les signes de ces radicaux devraient être rejetées comme étrangères.
On voit donc que, suivant les cas, il faudra, pour faire eadrer les formules, analytiques avec les formes des courbes à rectifier, -tantôt donner aux formules toute l'extension qu'elles comportent algébriquement, et d'autres fois en restreindre la généralité algébrique.
344. ÂppHquons d'abord la formule de rectification à la parabole ordinaire, dont nous mettrons l'équation sous la forme
Ëa plaçant l'origine des arcs au sommet de la parabole, nous aurons
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l^i -Hm»«» . dx =: - X\/\ 4-iii>a;>
H log(lîM? + l/i-f.m»«»). (a)
Il est aisé de voir que cette expression change de signe en conservant la même valeur numérique, lorsqu'on change x en -^ — x\ ce qui s'accorde avec la situation de la parabole par rapport aux axes. D'ailleurs on ne peut prendre négativement le radical \/T\nëô^ , puisqu'on tomberait sur un logarithme imaginaire.
Considérons maintenant la parabole de Neil [197] , en dopnant à l'équation de cette courbe la forme
et prenons pour origine des arcs l'origine des coordonnées où la courbe subît un rebroussement de première espèce {Jig. 53). La formule {s) donnera
Cette formule tombe dans le cas de défaut que nous avons signalé [34^] "* elle devrait donner pour s des valeurs imaginaires, dès que x prend des valeurs négatives, tandis qu'elle attribue à s une valeur réelle, tant que X reste compris entre o et — \m.
On sait que la parabole de Neil est la développée d'une parabole ordinaire [197] : il résulte de la théorie des développées des courbes planes, que l'on peut toujours assigner algébriquement la différence des rayons osculateurs d'une courbe algébrique en deux points différents (^ox^o) 1 (^i?Xi) , ou , ce qui est la même chose [191], la longueur de l'arc de la développée de cette courbe , compris entre les points (Ço^^o), (Çi>»i)i qui sont les centres de courbure de la développante , correspondant
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respectivement aux points (j^o^^o), ip^iiy^' D'autre part les coordonnées Ço>>îo ; 5x?^i peuvent toujours s'exprimer algébriquement en fonction de ^otT*©} «a;,^, , et réciproquement. Par conséquent, toutes les courbes qui sont les développées de courbes algébriques doivent être recti*fiables comme la parabole de Neil ; c'est-à-dire que l'on peut exprimer la longueur de l'arc en fonction algébrique des coordonnées des points extrêmes.
La portion de l'axe des Xy dont les points extrêmes ont pour abscisses a;=o, ^= — ^rriy et dans l'étendue duquel la formule (3) tombe en défaut , est le rayon de courbure du sommet de la parabole développante.
*345. On applique immédiatement à la comparaison des arcs d'ellipse tout ce qui a été dit dans le dernier chapitre des propriétés de la fonction elliptique de seconde espèce. Ainsi l'équation (la) du n** 334 établit une relation linéaire entre les longueurs de trois arcs pris sur la même ellipse, et dont les amplitudes mesurent les trois côtés d'un certain triangle sphérique. En vertu de la formule (ai), la rectification d'une ellipse quelconque se ramène à la rectification d'une ellipse très^ excentrique, dont les arcs se confondraient sensiblement avec des portions de ligne droite , ou inversement à la rectification d'une ellipse très-peu excentrique dont les arcs se confondraient sensiblement avec des arcs de cercle.
L'équation de l'hyperbole rapportée à son centre et à ses arcs étant
SI nous posons
a»+*»~^ sin<p'
la longueur de l'arc, mesuré à partir do sommet de l'une des branches de ta courbe , est
cj a ^ a?* — «• c/, ^sm*<p
Mais rintégration par parties donoe
y' . do .^ _ r ces* 0^9
^ sm'(p ^ ^ y\/i— C»«n»ç
et Ton a d'autre part identiquement
En conséquence
5===^rcot^v/r:ï5s;+E(c,9)-E(cHï--^^
en sorte que Tare d'hyperbole s'exprime au moyen de deux fonctions elliptiques de première et de seconde es-
On peut chasser les fonctions F(c,?), F(c) au moyen des équations- ( 1 7) et (18) du n® 335 , ce qui donne :
— = cot <p . v/i— c»«m>ç — acsin 9 + E(c) — E(c,<p) -h a(i + c) E(^.,<pO — (i + c)E(c,).
Ainsi la rectification de l'hyperbole est ramenée à dépendre de celle de deux ellipses d'exoeutricités différentes, théorème dont on doit la découverte à Landen. Pour trouver ce que représente dans ce cas l'amplitude 9, décrivons un cercle du point O comme centre, et du ^j^^ demi-arc OA comme rayon {fig. 84); du point m, dont
l'abscisse est x , abaissons l'ordonnée mp , et par le pied p menons une droite qui touchera le cercle en ^ : on a
cosrtDjp sinBOr'
et par conséquent angle BOf=:?.
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Si Ton prolonge Tordonnée/^m jusqu'à la rencontre de l'asymptote en /^, et qu'on appelle r la longueur On , il viendra
cr c csm<p'
OU
^ f \ I — CCS ? \/\ — c» «n» © . «, V «^ ^
â^''- ') = kr^ ?+acsin^-E(c) +E(^,<p)
Si l'on fait dans cette expression <p=o, ce qui correspond à x=LO, on a
ttn<p = o, E(c,(p) = o, ?, = o, E(c„'p,)==o; quant au terme
I — COS ^ V/i — csflm*9 sinç '
il se présente sous la forme \^ et* se réduit à zéro d'après la règle connue : donc on a dans ce cas
En d'autres termes y lorsque les longueurs km^ On vont en croissant indéfiniment, la différence" 0/ï — Am converge vers la limite
*346. On a trouvé [f 80] pour la diflerentielle d'uo arc de courbe plané, en coordonnées polaires,
d^où Ton tire
s=l V^^.rf?, ou s = l V^ù^.dr,
selon qu'on veut éliminer la variable r ou la variable^<{^^ au moyen de l'équation polaire de la courbe. Par exemple, l'équation de la lemniscate [ai 3]
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devient en coordonnées polaires
r" = ^i*(co8'<p — » sin'ç) ; ce qjui donne , quand on prend pour origine des arcs le point A (^. 60), où la lemniscate coupe l'axe des x^
a Jo
Posons
sin9=— Ts.sinH/.
cette expression deviendra
En conséquence, les propriétés de la fonction elliptique de première espèce peuvent se traduire en propriétés de la lemniscate 9 qui sous ce rapport ofFre des analogies très^curieuses avec le cercle. Le géomètre Fagnani est le premier qui ait étudié la lemniscate sous ce point de viie, et ses recherches ont été Torigine de la théorie des fonctions elliptiques.
Il faut remarquer que les équations (4) ou (5) ne donnent les valeurs de s que pour les valeurs de <p comprises entre — -J 17 et 7 ir, ou pour les valeurs de 4^ comprises entre — x^et^tQ^ea sorte qu'elles ne s'étendent pas au delà du point d'inflexion de la lemniscate.
La cycloïde ayant pour équation différentielle
dx jr '
si l'on compte les arcs de l'origine des coordonnées, on trouve
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:4R— al/^aR.l/aR-^.
Cette expression de s en fonction de^ tombe visiblement en défaut pour les valeurs négatives de/, puisque les valeurs correspondantes de s^ données par la formule , seraient réellei et négatives , tandis que la courbe ne s'étend point du côté des^ négatifs. Elle ne donne également la valeur de s que pour un seul arceau , et par conséquent n'a pas la généralité que comporte la description géométrique de la courbe! Il faut même, pour que la formule s'étende à un arceau entier , prendre successivement y avec des signes différents, le radical qui entre dans la valeur de s. Toutes ces anomalies s'expliquent à l'aide des remarques faites plus haut [34^ et 343].
Quand on prend ^=aR, ou a pour la longueur d'un demi*arceau s-=.L\^^ ce qui s'accorde avec ce qu'on a trouvé en cherchant la développée de la cycloïde [198].
L'expression de l'arc de cycloïde affecterait Une forme extrêmement simple, si le point Q {fig. 4^)f sommet d'un arceau , était pris pour origine des arcs et en même temps pour origine des ordonnées^, comptées de Q en S. Ceci revient à écrire 4R — s au lieu de ,$■, et aR — y au lieu de^, d'où
valeur qu'il faudrait prendre avec le double signe, à cause de la symétrie de la courbe par rapport à la droite QS.
L'arc de la spirale logarithmique [181], qui a pour équation polaire r=e'"», sera donné parla formule
formule qui est une conséquence très-simple de la pro-
priété caractéristique de cette spirale, celle de couper tous ses rayons vecteurs sous un angle constant, dont
le cosinus est
348. Soient ^=y2i:, z=£r les équations d'une ligne dans l'espace; et x^ l'abscisse du point de la courbe que l'on prend pour origine des arcs : on a [âa3]
V/i +(/'jrr)» + is'xy . dx. (S)
Il est clair que le radical pourra rester réel , non-seulement dans des cas oxxfx^ tx seraient imaginaires, leurs carrés étant réels, mais encore dans le cas où [fx^y {ï'xy auraient leurs parties imaginaires égales sauf le signe. Alors la formule de rectification des lignes à double courbure tombera en défaut, de même que cela arrive à la formule de rectification des courbes planes.
Pour donner une application de la formule (S) , prenons l'hélice représentée [â34] par le système des trois équations
jr=Rcos(p, 7^=Rsin«p, z = aR<p, qui donnent
cir= — Rsincp^cp, rf^=Rcos<prf<p, rfz=aRrf(p,
et par suite
^, dr ^, dz a ^
•^ dx ^^ dx smcp
s = Rv/T+T^' f ^fiSp=:Ri/^,":î:^.(cp — cpj.
On aurait pu obtenir directement la même expression ^ en considérant que l'hélice se transforme en ligne droite quand on développe la surface cylindrique sur laquelle elle est tracée.
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§ 3. Cubature des solides de révolution.
349. La mesure du volume d'un solide de révolution se ramène facilement aux quadratures ou à l'intégration de fonctions différentielles d'une seule variable. Prenons en eflFet l'axe de révolution pour celui des a:, et soit y=^fx l'ordonnée de la courbe méridienne, i; le volume de la tranche comprise entre deux plans perpendiculaires à l'axe de révolution , ayant respectivement pour abscisses, l'un la constante x^^ l'autre la variable x. L'accroissement Av sera compris entre le cylindre qui a pour volume tc^^Ao;, et celui qui a pour volume T^y-^^yftix^ du moins quand on prendra Ax assez petit pour que l'ordonnée^ soit constamment-croissante ou décroissante dans l'intervalle Ar. Or on a
donc et par suite
lim, —7 7 — rr-r — mz I ;
7r(7-f.A7)'A:F lint. — rr- = i » ou ds^ •= Tzy^dx.
"Mzn'Tr/ ifxfdx.
La formule tombera en défaut dans son application géométrique , si {fxf reste une quantité réelle , quoique fx prenne une valeur imaginaire.
Supposons que la courbe méridienne soit l'ellipse
et posons x^^^^o : il viendra
expression qui reste réelle pour des valeurs quelconques
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de x^ et positive pour les valeurs de x<ai/z^ tandis que la courbe méridienne ne s'étend pas au delà de l'abs-^^ cisse a. La formule donne ^ab^ pour le volume entier de Tellipsoïde de révolution.
Proposons-nous encore de cuber le solide annulaire 7j engendré par la rotation du cercle MNM'N' {fig. 74) autour de la droite PP^ menée dans le plan de ce cercle et prise pour arc des x. Nous ferons passer Taxe des^ par le centre du cercle dont le rayon sera r, l'ordonnée du centre étant désignée par R , de manière que 7,=R + l/^r» — «»,
soient les ordonnées des demi-circonférences MNM\ MTÏ'M'. Le volume de l'anneau aura pour valeur
Mais on a [338]
/W^r» — «•=:-^\/r«— «•-h-r^.arc sm- + consi.i
donc
</=aic*r'R.
§ 4* Quadrature des surfaçM de révolution.
350. Si l'on inscrit un polygone à la section méridienne d'une surface de révolution, et qu'on fasse tcurner le polygone avec la courbe circonscrite , chaque côté du polygone engendrera la surface développable d'un tronc de cône. Or, l'on entend par aire d'une surface de révolution, la limite dont s'approche la somme des aires de ces troncs de cônes , quand les côtés du j poHgone inscrit décroissent indéfiniment, ou quand le ^\ poligone inscrit appproche de plus en plus de se con-
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fondre avec la courbe. Cette définition est analogue à celle que nous avons donnée de la longueur des lignes oouii)es [174]; ^^ i^ous reviendrons encore sur ce sujet, en parlant, dans le chapitre suivant, de la mesure des aires des surfaces quelconques.
Conservons toutes les notations du n"" précédent , et appelons u Taire de la portion de surface de révolution interceptée entre les deux plans perpendiculaires à l'axe des X. L'aire du tronc de cône engendré par le côté du polygone inscrit qui joint les points (X:{7*)> (•^ + ^> / + i^), est exprimée par
et son rapport à l'accroissement ^:c a pour limite
donc, d'après la définition de la grandeur u,
d'où
Pour certaines valeurs de x , la formule tombera en défaut dans son application géométrique, si la fonction sous le signe /reste réelle, tandis que/c passe par des valeurs imaginaires.
Appliquant cette fonnule à l'ellipsoïde de révolution considéré plus haut, nous aurons
ajo ^ «*
Supposons d'abord l'ellipsoïde allongé ou a> b^ et
posons — ^^^ = c* : il viendra
\ = 7Qb{x\/ I r +- .arcsm— ).
\ ^ a* c aj
On pourrait attribuer à x des valeurs > a et < - ,
sans que rexpi*ession de u cessât d'être réelle , mais on sortirait des conditions géométriques du problème. La formule donne pour Taire totale de Teilipsoîde allongé
^^(i* + — arc sin c),
Arc &1T1 c
Quand ci=o, on a a=:i, ~ = i,et Ton retrouve
l'expression connue de la surface de la sphère.
Supposons en second lieu reliipsoïde aplati ^ ou
la a
a < é, et posons — j- — = c* : on obtiendra
expression qui reste réelle pour des valeurs quelconques de X, et d'où l'on déduit, pour l'aire totale de l'ellipsoïde aplati,
Quand c=o, on trouve que l'expression
a pour valeur a, et l'on retombe encore de cette manière sur l'expression de la surface de la sphère.
La surface annulaire engendrée par la révolution dn nj cercle MNM'N' {^fig- 3^) a pour valeur
aiTi
c'est-à-dire le produit des deux circonférences dont les rayons sont r et R;
GÉOMÉTRIQUES ET PHYSIQUES
^ i^*". Intégrales doubles. — Application à la cubature des volumes terminés par des surfaces courbes quelcooques.
351. So\tf{xjy) ^^^ fonction de deux variables indépendantes x^y laquelle est supposée conserver toujours des valeurs finies entre les limites x^y ^^Jo^y* On pourra prendre d'abord la somme des valeursinfinîment petites de f (Xy j) dj entre les limites j^^ jr; et cette ^mme,ou l'intégrale définie
sera une certaine fonction de x. Si Ton prend ensuite la somme des valeurs infiniment petites de
entre les limites x^^ x, on aura Y intégrale définie double
ou, en supprimant les parenthèses pour plus de simplicité dans récriture,
/ ^ l/i^ir)drdxj («)
et cette somme est manifestement celle de toutes les valeurs infiniment petites du second ordre que peut prendre
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la fonction
quand on y fait varier x par intervalles infiniment petits dxjjr par intervalles infiniment petits d/^ entre les
limites ^o, ^; To-tJ^
En d'autres termes, si Ton divise l'intervalle x — x^ en m parties égales ^pCy l'intervalle /— ^o en n parties égales ^j; que l'on prenne la somme de toutes les valeurs de la fonction
f{x,y)tiJr^x (*)
en combinant toutes les valeurs de x comprises dans la série
^oi ^o-h ^} ^o-f- aAo:,, ..x^+{m — i)Aar, avec toutes les valeurs de^ comprises dans cette autre série
^o,7o + Aj,^.+ 2A/,...7o + (« — OA^j à mesure que l'on prendra pour m et n des nombres plus grands, ou pour les intervalles A.r, ^j des fractions plus petites des intervalles primitifs, la somme obtenue convergera vers une certaine limite, qui est précisément la valeur de la double intégrale (a).
Il suit de là, que l'ordre des intégrations n^a aucune influence sur la valeur de l'intégrale double, et qu'on peut écrire indifféremment
/ ^ / ^A^yfyfydxy ou / "^ / V(^,7-)rfjrrf/.
352. Si l'on construit la surface dont Xy y tt z :=• /(x,^) désignent les coordonnées rectangulaires, la quan* tité {il) mesurera le volume d'un parallélépipède rectangle qui aurait pour base ^x Hj, et pour hauteur l'ordonnée z. Les intersections des plans latéraux de ce parallélépipède avec la surface circonscrivent un quadrilatère courbe dont la projection en xy e%i le rectangle
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àa:àjr. Le volume compris entre ces plans latéraux, la base du parallélépipède {b) et la surface z'=zf{x^y)^ ne diffère du volume du parallélépipède {b) que par un certain volume (p) moindre que Aj? ^jr (àz), {bS) étant la différence des valeurs extrêmes que prend l'ordonnée z pour les points de la surface qui se projettent en ^r;^ dans Tintérieur ou sur le contour du rectangle Ao: ^y. Quand la fonction z n'éprouve pas de solution de continuité du premier ordre, (Az) est une quantité du même ordre de grandeur que A.r, Sy : donc, si Ao;, Ly sont des quantités très-petites du premier ordre, auquel cas le volume du parallélépipède {h) est une quantité très-petite du second ordre, le volume (^) se réduit à une quantité très-petite du troisième ordre. Donc l'intégrale {a)^ qui est la limite vers laquelle converge la somme des quantités {b) par le décroissement indéfini des dimensions Ao:, A^, mesure le volume limité dans un sens par le plan xy^ à Fopposite par la surface courbe, et latéralement par ^dXr^ plans, dont deux sont menés parallèlement au plan xz aux distances ^09 7*- Le quotient
J ''^Jjr
'dydx (^-^.)Cr-ro)
exprime encore la moyenne de toutes les valeurs , en nombre infini, que prend (pour les points du plan xj compris dans l'étendue du rectangle déterminé par l'intersection dé ce plan avec les quatre plans perpendiculaires que l'on vient de définir) la hauteur z, ou plus généralement la fonction /(x, 7-) qui peut avoir une signification géométrique ou physique quelconque [33].
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353. Quand on aura effeetué les deux intëgraticms indiquées par l'expression (a), le résultat obtenu sera une fonction des limites supérieures x^ j que nous désignerons par Y{x^y)\ de sorte qu'on a, en vertu de la définition,
Si l'on pouvait trouver, par un moyen quelconque, une fonction F (^, j) qui satisfît à l'équation (c), la fonction f étant donnée, toute autre fonction de la forme
F(^,7) + ça; + +7, ^ (cO
où 9, ^ désignent des fonctions absolument arbitraires, y satisferait pareillement. £^n effet, quand on prend la dérivée partielle de la fonction (c,)* par rapport à x, on fait disparaître la fonction ^y^ et ensuite, lorsqu'on prend la dérivée partielle par rapport à ^ de la fonction
dx dx^
on fait disparaître la fonction ^^. Le résultat serait le
même, si l'on opérait les deux différentiations dans un ordre inverse.
Pour trouver une fonction F(^,^) qui satisfasse à l'équation (c), il suffit de prendre d'abord l'intégrale indéfinie
en regardant x comme une constante, et après avoir multiplié par dx le résultat obtenu, de prendre encore l'intégrale indéfinie de cette fonction différentielle, en traitant dans la seconde intégration x comme variable et
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/ comme constante. On indique cette douMe opération par
Si l'ofi pratiquait les intégrations indéfinies ' dans un ordre inverse, comme l'indique l'expression
la fonctioa F, (^,^) que l'on obtiendrait, ne pourrait différer de la fonction Y[x^y) obtenue en premier lieu, que par l'addition de termes de la forme <pj7 + i|;j -f- const,^ qui s'en vont à la suite de deux différentiations partielles, Tune par rapport à x^ l'autre par rapport à jr.
L'expression {d) est celle d'une intégrale indéfinie double.
354. Revenons aux intégrations définies qui font l'objet spécial de ce chapitre. Au lieu de prendre l'intégrale
entre des limites j^^? Jx ^^ ï^ variept point avec x, on pourrait I4 prendre entre des limites variables <p<yX, <p. x; et alors l'intégrale définie
serait encore une fonction où la variable x entrerait seule. En intégrant une seconde fois par rapport à x^ entre les limites ^09 «^19 on aurait l'intégrale définie double
/{x^yijrdx = V.
Pour se faire une idée claire du résultat de cette opération, on peut concevoir que les valeurs extrêmes x^^x^ sont représentées (fig. 80) par les abscisses Cp^^ Op^ ; les fonctions ?o<^9 ?i-^ par les ordonnées des lignes ou des portions de lignes mjijn^^ mjiijn^\ enfin que la
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foiictîony(x^)=2est représentée par l'ordonnée d'une surface courbe, élevée perpendiculairement au plan xy. En vertu de ces hypothèses, et d'après ce qui a été expliqué dans Tavant-dernier n®, l'intégrale V mesure le volume limité dans un sens par le plan xy^ à l'opposite par la surface courbe dont z est l'ordonnée, et enfin par une surface cylindrique qui a pour section droite le périmètre m^ n^ m^ n^.
Plus généralement, si l'on désigne par A l'aire que
ce périmètre circonscrit, le rapport -^ exprime la
moyenne de toutes les valeurs, en nombre infini, que prend, pour tous les points {pcy) compris dans la circonscription du périmètre, la fonction /"(j;,^) qui peut avoir une signification quelconque, géométrique ou physique.
Rien ne s'oppose d'ailleurs à ce que l'intégrale Y soit réelle, quoique la fonction y (^,7-) prenne des valeurs imaginaires, ou même reste c*onstamment imaginaire dans l'étendue de l'intégration : et alors cette intégrale n'a plus de signification géométrique ou physique.
Menons parallèlement à l'axe des x les droites n^ Çoj ^iÇx', qui limitent le périmètre; désignons par XojJ^t ^^ ordonnées O^r^, OÇt, et par ^o^, +,/ les valeurs de l'abscisse X en fonction de y pour les portions de lignes n^m^Ux^ n^m^n^ : nous aurons évidemment
355. Lorsque la fonction fix^j) passe par l'infini dans l'étendue de la double intégration, l'intégrale double ne peut plus être considérée comme une somme d'éléments, et tous les raisonnements fondés sur cette con-
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sidératioQ tombent en défaut. Ainsi, comme M. Cauchy l'a remarqué le premier, la double intégration peut donner dans ce cas des résultats difTérents, selon Tordre dans lequel on effectue les intégrations simples. Prenons pour exemple l'intégrale double
pour laquelle le coefficient de dxdj- devient infini, lorsqu'on fait ^r=o, j^=o. On a, en intégrant d'abord par rapport à la variable a;,
et en intégrant ensuite par rapport à ^,
Si les intégrations s'effectuent dans un ordre inverse, on a au contraire,
tC-r
dx
en sorte que la différence des deux valeurs obtenues est égale à 21?.
Désignons par F(j7,^) une fonction telle que
et soit
ou, ce qui est la même chose, l'intégrale double
ll^y{^jr)dxdxy
sera indifféremment représentée par
de façon qu'on aura en général, pourvu que y (a:, ;^) ae passe pas par l'infini , dans l'étendue de la double intégration,
Admettons maintenant que les valeurs ^c=5, JK='^j rendent / (p^fj) infinie, et désignons par e un nombre positif qui converge indéfiniment vers zéro : on aura, d'après l'équation précédente,
=r' ['K^x,r)-'K^o^)Mr-P" [«K$+e,r)-'K5-e,j)]rfr.
A la limite il viendra :
/ *' [?(^»r.)-?(^.r.)]«^ =/ "^' ["K^o/)— 'K-ï'o.7)]rfj
ou
/ ' / '' f{x,r)dydx — i ^' j"f{x,y)dœdx j ^<>j y^ Jy^j ^o
= lim.f^' [4.(5+ t^)—^l~ £^)] djr.
%/ yo
Pour obtenir la limite indiquée, on ne doit faire g=o qu'après avoir effectué l'intégration par rapport à ^, attendu [3^3] que la fonction ^J; {x^y) devient infinie par hypothèse, pour une valeur de y comprise entre les limites de l'intégrale.
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Dans l'exemple donaé plus haut, on a
valeur qui se réduit à ^t? à la limite, quand on fait e==o, ainsi qu'on l'a trouvé par le calcul direct de l'intégrale double, en prenant successivement les intégrales simples dans deux ordres différents.
L'intégrale simple
J"^"[k^+«,r)-'K5-«,r)]rfr
est du nombre de celles qu'on a appelées singulières : la quantité e étant regardée comme infiniment petite , tous les éléments de cette intégrale sont nuls, à l'exception de celui qui correspond à ^=Ta, valeur pour laquelle le coefficient de dj- devient infini.
£n opéraùt dans un ordre inverse on tomberait sur 1 mlégrale singulière
[(p(^,yi + e) — (p(ar,Tï — e)]^ =' — air.
S'il y a, dans l'étendue de la double intégration, plusieurs systèmes de valeurs de x^j- pour lesquels la fonction/(o:,^) devienne infinie, la différence entre les deux valeurs qu'obtiendrait l'intégrale double, selon l'ordre des intégrations simples, se composera d'autant d'intégrales singulières qu'il y a de ces systèmes de valeurs.
356. Quand la ligne m^n^nfij^n^ (y%"-85), qui limite l'étendue de l'intégrale double
y::=/rf{x,y)dydx.
est donnée par une équation en coordonnées polaires r=f<p, OQ peut prendre pour élément de Taire dans Tétendue de laquelle la double intégration s'effectue, au lieu du rectangle infinitésimal dj-dx^ Taire mp/i limitée par deux rayons vecteurs Omn^ Op, faisant entre eux Tangle infiniment petit df^ et par deux arcs de cercles m(i, /iv, Tun décrit du rayon Om=ry Tautre décrit du rayon Onr=zr-\-dr. La surface de cette portion de secteur circulaire a pour valeur
ou simplement rdr é/<p, en négligeant un infiniment petit du troisième ordre. £n conséquence, si Ton désigne par F(r,ç) ce que devient / (j;,^), ensuite de la substitution des valeurs de x^jr en r, f , il viendra
V = r *"" r ^"^ F(r,9) rdràf.
Lorsque la fonction F (/*,<p) se réduit à Tunité, Tintégrale y exprime simplement Taire limitée par la courbe r=f<p, et Ton a
ce qui s'accorde avec le n"* 1 80.
Nous avons supposé, pour plus de simplicité, i"* que Torigine des rayons vecteurs tombe dans l'intérieur de Taire limitée par la ligne r=f<p; a" que, pour chaque valeur de y, r n'a qu'une seule valeur réelle et positive. Lorsque ces conditions ne sont pas satisfaites, les intégrales doivent être prises entre d'autres limites, qu'il est aisé d'assigner dans chaque cas particulier.
357. En général il peut se faire que par un changement de variables, correspondant géométriquement à un changement de coordonnées, le calcul de la double inté-
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grale y devienne plus simple; et en tout cas, il importe d'examiner ce que devient cette intégrale par un cliangement de variables. Soient donc a, ^ deux nouvelles variables liées à x^y par les équations
j: = 9(a,p), ^=^a,p), et posons
/îa:,7) = F(a,P),
Pour chasser d'abord de l'intégrale V la diflférentielle dy^ on remarquera que cette différentielle est prise en 3up^ posant X constant, et par conséquent dx=Oy ou
Çjûfa + ç,rfp = o. Tirant de cette équation la valeur de d^^ eC la substituant dans l'équation ( /), on aura
ce qui donne
Maintenant il faudra prendre la différentielle dx en traitant a comme une quantité constante, ou en posant dans l'équation {e) d9c=o ,d'oîi dx=(^^d% et par suite
£n opérant l'élimination de dxy dj dans un ordre inverse, on aurait eu symétriquement
expression qui ne diffère de la précédente que par le. signe : or, comme l'intégrale
//dydxz:^/f{ffj\(, — ffj\f,)dad^, prise entre les mêmes limites que V, est la mesure d'une
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aire, qui mesure elle-même l'étendue de fintégrale Y, on ne doit considérer que la valeur absolue de cette intëgrale, et le signe du facteur f,^, — f^^i ^«t indifférent.
Si Ton prend
anrr, P=9, a: = rcos<f, jnzrsînç, on a
ç, = cosç, tj;, = 5În9, (p,=: — rsinç, ^]^,zz= rcosç, d*oîi
?i+. — Ça^'i = '^ cos* ? + '' "n* <?= '•> comme on Ta trouvé directement par des considérations géométriques, trop simples pour n'être pas présentées en premier lieu.
358. Afin de donner un exemple de l'application du calcul des intégrales doubles à la cubature des corps terminés par des surfaces quelconques, proposons-nous d'évaluer le volume de l'ellipsoïde à trois axes inégaux, dont la surface, rapportée à son centre et à ses axes^ a pour équation
L'équation de la section de la surface par le plan ocy est
donc, si l'on pose, pour abréger,
a la tranche de l'ellipsoïde, limitée par deux plans parallèles à celui des^z, et correspondant aux abscisses x^^x^ aura pour valeur
ac f X ru
Or il vient
ce qui donne
La valeur de V reste réelle pour des valeurs quelconques de x^y ,x\ mais elle perd sa signification géométrique quand on donne à x^jX des valeurs numériquement plus grandes que a. En prenant x^-=i — a, x=za^ on a -^Tzabc pour le volume de l'ellipsoïde entier.
§ 2. Aires des surfaces courbes quelconques.
359. Étant donnée une surface courbe quelconque S, si, par des points très-rapprochés pris sur la surface, on mène des plans tangents, ces plans se couperont de manière à former un polyèdre, à Ëtces très-petites, qui enveloppera la surface, et approchera d'autant plus de se confondre avec S, que les points auront été pris plus voisins les uns des autres. A une portion limitée de la surface S, telle que celle qu'intercepterait une surface cylindrique ayant pour section droite une courbe fermée, tracée dans le plan xj^ correspondra une portion limitée de l'enveloppe polyédrique, savoir la portion interceptée par cette même surface cylindrique. Cela posé, on entend par Taire de la portion de surface courbe ainsi circonscrite, la limite û dont s'approche indéfiniment l'aire de la portion correspondante de l'enveloppe polyédrique, quand les dimensions des faces du polyèdre vont en décroissant indéfiniment, par le rapprochement indéfini des points de contact de la surface avec le polyèdre enveloppant.
Menons le plan tangent à la surface S au point (x,/,^), et prenons le point de projection (xyjr) pour Tun des sommets d'un rectangle ayant ses côtés ^x^ A7* respec-» tivement parallèles aux axes des iJC et des jr [352]. Les plans menés par les côtés de ce rectangle, perpendiculairement au plan xj-^ circonscriront sur la surface S une aire Au, et sur le plan tangent en (x^j-^z) un parallélogramme dont Taire aura pour valeur numérique, d'après un théorème connu de géométrie,
AjAo: cosv
(v désignant l'angle aigu du plan tangent avec celui des xy)j ou bien [^37]
Donc, par la définition même de la quantité , considérée maintenant comme fonction des coordonnées indépendantes ^,^,
(IQ = \/i-^p*^q*.djrda:, (ci>)
On tire de l'équation de la surface les valeurs des dérivées partielles /7, q en fonction de x^f : les limites de la double intégration sont données par le contour de la ligne qui circonscrit la projection sur le plan .r^^de la surface ou portion de surface dont il faut ' évaluer l'aire û.
Les éléments rfû peuvent être des infiniment petits du second ordre, même quand les dérivées pj q deviennent infinies, si d'ailleurs l'ordonnée z conserve une valeur finie [34a], ou si elle n'éprouve qu'une solution de continuité du second ordre.
L'ordonnée z et les dérivées /?, q peuvent prendre des
valeurs imaginaires, sans que les cléments dQ cessent d'avoir des valeurs réelles; et alors la formule (û) tombe eu défaut, quant au sens géométrique.
Nous regardons Téquation ((o) comme la définition de la fonction û, de même que nous avons regardé [174] Téquation
comme la définition delà fonction s. La définition phy* sique que l'on donne de la longueur d'un arc de courbe, en imaginant cette courbe formée par un fil parfaitement flexible et inextensible (ou plutôt par un fil dont la roideur et l'extensibilité sont inappréciables), ne comporte pas d'extension aux aires des surfaces courbes, à inoins qu'il ne s'agisse de surfaces développables; et de là même nous pouvons conclure qu'elle n'est pas la vraie définition de la fonction s: car l'analogie mathématique des fonctions j, û doit se retrouver dans les définitions de ces deux grandeurs, si elles sont tirées de ce qu'il y a d'essentiel dans la nature des grandeurs définies, et non d'un caractère accidentel ou secondaire.
* 360. Cherchons, d'après la formule (û), l'expression de la surface de l'ellipsoïde quelconque
nous aurons
de manière que, si l'étendue de l'intégrale est limitée,, sur le plan .r;^, par le contour de l'ellipse
et si Ton désigne par Û Taire de la portion de surface
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située d'un côté du plau xj-, ou la moitié de l'aire totale de l'ellipsoïde, il viendra
dydx^
Admettons, ce qui ne restreint point la généralité de la solution, que l'ordre de grandeur des demi-axes a^b^c soit exprimé par
et posons
d'où
nous aurons
de façon que le calcul de û sera ramené à celui de l'intégrale double
TauxUiaire X, étant déterminée par Téquation
ou
Mais rien n'empêche de considérer les nouvelles variables Ç, Y}, C comme des coordonnées rectangulaires, et alors l'intégrale u pourra aussi être considérée comme exprimant le volume limité par le plan % y), par la surface cylindrique
et par Tordonnée 2[ de la surface (2), prise positivement. Or, «i Ton fait mouvoir un plan parallèlement au plan ^T), dans le sens des ^ positifs, ce plan, en vertu des inégalités (i), ne rencontrera pas la surface (a) dans l'intérieur du cylindre (3), tant qu'on aura 2[< 1. Quand C deviendra égal à Tunité^ le plan mobile touchera la 8ur> face en un point situé sur Taxe des ^, et ensuite il ha coupera suivant une série d'ellipses qui auront pour demi-axes
ces demi-axes devenant égaux entre eux et à lunitë, pour ^izzioo .
D'api-ès cela on peut encore évaluer le volume u en prenant pour élément du volume la différence infiniment petite de deux cylindres dont la hauteur commune est Ci et dont les bases sur le plan ^n sont deux ellipses ayant pour aires [338]
ir.SH, 7c(SH + ^^0.
Donc on a
.rf.BH ,„
et par cette considération ingénieuse, due à M. Catalan ('), l'intégrale double qui exprimait la valeur de u se trouve transformée en intégrale simple.
Maintenant l'intégration par parties donne
yr-0 r {r:-i)dr
(*) Voyez le Journal de mathématiques de M. Liouville, loin. IV, pag. 323 , el loni. V, pag. 11 5,
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Soit
smf il viendra
Sin*9 ^ ^ ^ *^7 J/'a'-P'8in>
En faisant les substitutions convenables, on trouve que
la yaleur de l'intégrale définie ~ se compose de deux
parties : l'une donnée par les termes hors du signe f, et qui est égale à la difFérence des valeurs que prend la
fonction-
(a'-4-P'cos*9 — i)sinç
cos<pï/'ir:rp*«in*9 '
quand on y fait à la limite supérieure sin f =o, et à la limite inférieure sin <p=:a. Cette différence se réduit à
L'autre partie est forméede l'intégrale
prise aussi entre les limites sin 9=0, sin <p=:a, ou <p=:o, (p=[x., en désignant par sinfi. la constantea, plus petite que l'unité. Renversons l'ordre des limites, et employons la notation des fonctions elliptiques, en posant pour simplifier
cette partie de la valeur de - s*exprimera par
a.E(*,(.)H-i=:^*.F(V), ou par
en remettant pour a sa valeur. En conséquence la sur- Ëice du demi-ellipsoïde a pour expression
* 361. Proposous*Dous encore d'évaluer la surface convexe d'un cône oblique, à base circulaire; et à cet effet, plaçons le sommet du cône à l'origine des coordonnées {fig. 86) et la base circulaire dans un plan paraHèle à celui des yz^ de manière que le point C, centre du cercle , tombe dans le plan xjr : on aura , pour les équations de la base du cône,
^— Ç = 0, Z* + (^— Yîf— p''c=0,
et pour celle de la surface conique,
ÇV+ {^x—lyf— p'^=ô. (4)
Nous désignons par \ l'abscisse OP ou la hauteur du cône, par t\ l'ordonnée PC du centre de la base, par p le rayon de la base CR^=CR,.
En tirant de l'équation (4) les valeurs de /?^, y*, on a
Si nous posons, pour faciliter l'intégration [^67], f=0LXj CL désignant une nouvelle variable, nous aurons dj=ixda.'\'(idx^ et pour le cas où l'on fait varier r en
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traitant x comme une constante, dy==xda.^ d'où
Effectuons l'intégration par rapport à x entre les limites .r=io, x=\y et doublons le résultat, afin d'avoir l'aire des deux portions de la surface situées de part et d'autre du plan xj^ il viendra
Les limites de l'intégrale sont
correspondant à a:=Ç, et à
On obtiendra une expression plus simple, en posant
>j — Ça=pcos9, d'où
et il est facile de voir que cette intégrale rentre dans la classe de celles qui peuvent s'exprimer par les fonctions elliptiques/
En général, la quadrature des surfaces coniques se ramène au calcul d'une intégrale simple, comme celle des surfaces de révolution; car l'équation générale des surfaces de la première famille, quand on place, comme cela est permis, le centre de la surface à l'origine des coordonnées, étant [^49].
on a
^7» , fr\ Y ,, /r\ dz
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et après qu'on a posé, comme ci-dessus, il vient
Û ^=ff\^ I + (^l^a — tt+'a)» -h rt'a)' . xdxdo. = \f\/ 1 + ((^x -. «f a)» + (4»'a)* • ar Va.
5 3. Intégrales triples.
362. On n'est pas conduit, dans les questions de pure géométrie, a considérer des intégrales triples^ de la forme
mais, par contre, il est évident que des intégrales de cette nature doivent figurer dans toutes les questions de physique oii il n'est pas permis de faire abstraction de quelques-unes des dimensions des corps. Si, par exemple, il s'agit d'évaluer le poids ou la masse d'un corps dont la densité, variable d'un point à l'autre, a pour mesure f{Xyjr,z) au point dont les coordonnées rectangulaires sont Xjjr^z, ce poids ou cette masse seront mesurés par l'intégrale M, dont les limites devront être choisies de manière à comprendre précisément l'espace occupé par le corps. Si l'on divise M par le volume du corps, ou par l'intégrale
prise entre les mêmes limites, on obtiendra la densité moyenne du corps, ou la valeur moyenne de la fonction y* dans l'étendue de la triple intégration. Ce sont là autant de conséquences manifestes de la définition même de la fonction/* [i3o], et de l'hypothèse de la continuité de la matière, sur laquelle cette définition repose. Nous donnerons par la suite quelques éclaircissements sur l'interprétation que cette théorie doit recevoir, quand on
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considère les corps comme des systèmes de particules disjointes.
Si la fonction y*mesurait une température, le rapport
JUÊ
==- serait la température moyenne du corps, et ainsi de
suite.
La première intégration par rapport à z aura lieu entre des limites qui sont des fonctions des deux autres variables indépendantes a:,^, et qui représentent les ordonnées (perpendiculaires au plan xjr) des surfaces ou portions de surfaces par lesquelles le corps est limité. L'étendue des deux intégrations subséquentes par rapport à X et h j^ sera celle de Taire circonscrite sur le plan xj- par Tintersection de ce plan avec un cylitidre tangent à la surface du corps ^ et dont les génératrices sont parallèles aux z.
L'ordre des intégrations simples, est indifférent, quand la fonction f{x^y^z) ne passe point par Tinfini dans rétendue de la triple intégration : autrement on tombe sur des singularités analogues à celles qui ont été remarquées au sujet des intégrales doubles.
363. Pour prendre, dans l'étendue de l'espace occupé par un corps, une intégrale définie triple , il convient souvent de substituer au système des coordonnées rectangulaires un système de coordonnées polaires dont l'emploi est d'ailleurs naturellement suggéré par les besoins de l'astronomie et de la géographie. Imaginons un plan fixe mené par l'origine des rayons vecteurs, et un rayon fixe tracé dans ce plan; la position d'un point dans l'espace est déterminée lorsqu'on assigne i"" la longueur r du rayon vecteur; a* l'angle 0 que forme le rayon vecteur avec une droite perpendiculaire au plan fixe;
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3* Fangle \^ que la projection du rayon vecteur sur le plan forme avec le rayon fixe. Si l'on prend pour plan fixe (ou plan fondamental , comme quelques-uns l'appellent) celui des x^j et pour rayon fixe le demi-axe des j: positifs, on passera dès coordonnées rectangulaires aux coordonnées polaires au moyen des formules ar=rsin6cosv|^, /==rsinô sinij', z=rcos6.
Dans le système des coordonnées géographiques^ l'angle ^ correspond à la longitude, et l'angle 6 est le complément de la latitude, quand on suppose l'origine des rayons vecteurs au centre du globe. Le rayon vecteur décrit un méridien lorsqu'on fait varier l'angle 9, l'angle i/ restant constant, et il décrit un parallèle lorsque 9 reste constant et que l'angle ^ varie.
Concevons une surface sphérique ayant pour centre Vorigine O Qfig* 87) et pour rayon OR=r, à la surface delaquelleonprend deux points infiniment voisins m,v; de façon qu'on passe du point m au point v en faisant varier ^ de c^et^ de d]/. iLes points /tz, v sont deux sommets opposés d'un quadrilatère sphérique, formé par deux arcs de méridiens infiniment voisins /72|je., nv, et par deux arcs de parallèles aussi infiniment voisins /7^/^, p. On a m^=m=rcfyy etmn (qui ne diffère de p que par un inSniment petit du second ordre) = mpd"^ =rsin6é/d/. Donc la surface du quadrilatère sphérique, que l'on peut prendre pour un rectangle quand on néglige les infiniment petits des ordres supérieurs au second , a pour valeur r^ sin ^d^d^. En multipliant cette aire par <ir, on a le volume d'un élément de la pyramide Ow/ivjA. Le volume entier du corps se décompose en éléments ainsi^éfiuis, et par conséquent ]VI==/i5^F(r,9,^)rV//sin Sr^^,
F(r,6,'l') étant ce que devient la fonction f{x^^z) par (a
substitution des valeurs de x^jr^z eu r,6,'}'.
Le volume du corps, ou l'étendue de Tintégrale a
pour mesure
V=^r*rfr8inO^*«^.
Si Toriglne des rayons vecteurs est dans l'intérieur du
corps, et si le corps est limité par une surface convexe
eu tous ses points, ou du moins par une surface de forme
telle que chaque rayon vecteur ne la rencontre qu'en
un seul point, l'équation de cette surface est de la forme
r=f(6, if),
la fonction f n'admettant qu'une valeur réelle et positive
pour chaque système de valeurs de 6 et de ^. Dans ce cas
Si la surface enveloppée avail une forme différente, ou si l'origine des rayons vecteurs était autrement placée, il faudrait déterminer les limites des trois intégrations simples par une discussion spéciale pour chaque cas, et qui ne peut offrir d'ailleurs aucune difficulté.
L'intégrale double
a pour valeur ^tz ou la surface de la sphère du rayon i, comme cela doit être.
* 364. Le calcul d'une intégrale triple peut se simplifier beaucoup par un choix convenable de variables ou de coordonnées. Soient donc a,p,y trois nouvelles variables liées à x^/y z en vertu des équations'
^=<p(a,P,Y), r=4<a,P,Y), «='Ci(a,P,Y)'
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et posons
/(^,7,^)==F(a,P,y), dx =; (fja + <f^d^ -f- 93rfy, (g)
dy = ij/.rfa + 4».rfp + ^^d^, (h)
dz =iiî,^a +xiarfP+x;^3^y. («)
Pour chasser d'abord de l'intégrale M la différentielle dz^ on remarque que cette différentielle est prise en supposant constantes les deux coordonnées x^y^ et par conséquent dx=:Oj dj^=o^ ou bien
Çi^iït+ç.rfp + fjrfy^o, if,dai-\'i(^d^-\-if^d^=o.
On tire de ces deux équations les valeurs de doL^ d^j et en les substituant dans l'équation (i), on a
dz= — I s .rf/ï
CD posant, pour abréger, En conséquence, il vient
Mais la coordonnée y doit être traitée comme une constante dans les intégrations relatives à / et à .r, ce qui réduit les équations (g) et (h) aux équations (e) et (f) du n** 357; et l'on a, par ce qui a été démontré dans ce n",
donc
M=/?rF(a,p,y).0rfarfprfy, et
V=^0^arfprfy.
Le polynôme 0, par la symétrie de sa composition, ne pourrait que changer de signe, si l'on opérait dans un ordre différent l'élimination des différentielles rfj;, djjdz; mais d'ailleurs le signe de e est indifférent, et l'on ne doit avoir égard qu'à la valeur numérique de ce facteur,
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puisque Tintëgrale V mesure ua volume^ qui mesure à son tour Tétendue de l'intégrale triple M. Si l'on prend
a;==rsinOcos<J», j=rsin6sin •];, 3==:rcosÔî il viendra
9, ==:sinôcos^, 9,==/'COsOcos]/, <P3= — rsinSsînij;,. (}*, :==sin ôsinij;, ^, = rcosOsin ^, <j;3 =rsin6cos^, t;j^==3Cos6, 'C^a== — rsin6, -dji^o;
d'où 0 z=: r'^sin 0, ainsi qu'on l'a trouvé directement, par la construction géométrique.
365. La théorie des intégrales doubles et triples peut sans difficulté se généraliser et s'étendre aux intégrales quadruples, quintuples, etc. On comprend que les questions de physique mathématique doivent souvent conduira à des intégrales plus élevées , quant au degré de multiplicité, que les intégrales triples. Par exemple, si l'action F du corps M sur le corps M' est la somme des actions que chaque élément de M exerce sur chaque élémejat de M', on a^ en désignant par /*(x,j^,i;;j/^,z') l'intensité de l'action qu'exerce l'élément m du corps M, dont les coordonnées sont x^j^ z, sur l'élément m' du corps M', dont les coordonnées sont x\j , z\
c'est-à-dire que la valeur de F dépend essentiellement d'une intégrale sextuple, laquelle peut néanmoins, dans certains cas, par un choix convenable de coordonnées, être ramenée à dépendre d'intégrales d'un degré de multiplicité moins élevé.
Une intégrale définie , telle que
/(ar,a)rfx.
yarie avec la valeur attribuée au paramètre a dans la fonction J[^,ol). C'est une nouvelle fonction de a , d'où la variable x a disparu , et que nous pouvons indiquer par Fa. Admettons maintenant que a reçoive l'incrément infiniment petit da, : on aura
ou
ou bien enfin , à cause que le facteur cIbl ne varie point
avec X ,
d.Y«Lnd.f{x,x)^ doL J a da ' ' et en remettant pour Fa sa valeur^
rb
d . I f{x^(i)dx
da
ce qui montre que l'on peut faire passer sous le signe/* le signe de différentiation placé en dehors ^ et réciproque-
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ment ; au moins lorsque les limites de l'intégration sont indépendantes du paramètre variable.
Si Ton avait au contraire
il viendrait, dans le cas où l'intégrale pourrait être traitée comme une somme d éléments différentiels,
d'où l'on tire , en négligeant les infiniment petits du second ordre, et en mettant pour a^ bj da, db^ leurs valeurs ,
J <^0L du
et par suite
Ce calcul suppose que la fonction /(j:,a) ne devient point infinie entre les limites de l'intégrale : les résultats en seront rendus plus sensibles par une construction graphique. Soit MN (Jig, 88) la courbe qui a pour abscisse x et pour ordonnée jr(x,a), de manière que l'intégrale définie Fa mesure l'aire comprise entre la courbe MN, l'axe des abscisses et les ordonnées MP,NQ qui correspondent respectivement aux abscisses OP=a, OQ=b. Par la variation de l'ordonnée courante (les abscisses des points extrêmes ne changeant pas) , la courbe se transporte en IM'KN% et l'aire augmente du quadrilatère curviligne
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MNKI. Par la variation des limites a y b qui deviennent a-[-ûfa=OP', A-j-rfé=OQ' (l'ordonnée courante ne changeant pas), l'aire augmente du quadrilatère NQQ'K' et diminue du quadrilatère MPPT. Ces trois quadrilatères, traités comme des quantités infiniment petites du premier ordre , ont respectivement pour mesure
les quadrilatères MIMT, NKN'K' ont pour mesure les termes infiniment petits du second ordre
CUL dCL
que Ton néglige dans le calcul de la variation totale de l'aire Fa , lorsqu'on fait varier simultanément l'ordonnée courante /(^,a) et les limites a, b.
367. Supposons, pour plus de simplicité, que les limites a, b soient indépendantes de a. On peut demander quelle est la valeur numérique du paramètre a, qui rend un maximum ou un minimum l'intégrale définie
Si la fonction Fa pouvait être exprimée algébriquement, on satisferait à la question en prenant pour a la racine de l'équation F^a=o; et comme on a aussi, d'après ce qui précède, ^
il suffira que l'intégrale, formant le second membre de cette dernière équation, puisse s'obtenir algébriquement, pour que le problème dont il s'agit soit résoluble par la méthode ordinaire des mxzxima et minimxi. Dans l'hypothèse contraire , et sauf quelques cas où les conditions
Digitizect by
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de mojcimum oix de minimum se déànisent immédiatement de la forme de l'intégrale, il faudra construire par points y au moyen de quadratures numériques , la courbe dont l'ordonnée est Fa, l'abscisse étant a : on déterminera ensuite graphiquement les mxtximu et mirUmu de cette ordonnée.
368. Admettons maintenant que a désigne, non plus un nombre constant dans toute l'étendue de l'intégration relative à x, mais une quantité qui varie avec X] et pour mieux indiquer cette circonstance, substituons à la lettre a la lettre^, par laquelle on a coutume de désigner une fonction de x. On peut demander quelle doit être la valeur de^ en fonction de x^ qui rend un mxiximum ou un minimum l'intégrale définie
f{x,f)dx', (i)
et même il arrive que ce problème, très-distinct du précédent, se résout sans intégration préalable. En effet, il est clair que si l'on détermine la valeur àej en x par réquation
chacun des éléments de l'intégrale obtiendra la plus grande ou la plus petite valeur dont il est susceptible; en sorte que l'intégrale même, formée par la somme de ces éléments, obtiendra sa valeur maximum ou mimmum» Toutefois, ce raisonnement suppose J® que l'on peut considérer l'intégrale comme une somme d'éléments, en sorte que la fonction ^(j;^^) ne devient point infinie dans l'étendue de l'intégration ; 2® que la valeur de^ en x tirée de l'équation (2) TenAf{x^) constamment un maximum ou constamment un minimum dans
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toute rétendue de l'intégration. Le problème changerait de nature si ces conditions n'étaient pas satisfaites.
5 2. Principes de la méthode connue sous le nom de Calcul des variations.
369. Ceci nous mène à examiner un cas plus général et susceptible d'applications beaucoup plus importantes : celui où la fonction sous le signe y™ contient non-seuFe* ment ^, mais ses dérivées ^,^", etc., et où il s'agit d'assigner la valeur de^ en x^ qui rend l'intégrale proposée un maximum ou un minimum. Il est clair qu'on ne peut assigner la fonction /=«p a: dans l'étendue de l'intégrale, sans déterminer par cela même les fonctions dérivées <p'x, f".r, etc., ni faire varier cette fonction sans que toutes les dérivées éprouvent des variations correspondantes. La variation de l'intégrale est donc déterminée implicitement par ta seule variation de la fonction j\ et toute la difficulté du problème consiste à mettre eu évîdience , à r<sndre explicites les liaisons de la variation de y aux variations subordonnées de ses dérivées. Telle est la question dont Lagrange a donné la solution la plus élégante en employant un algorithme particulier, que l'on nomme le Calcul des variations^ et qui n'est au fond qu'une modification heureuse de l'algorithme différentiel, dans son application à la variation des intégrales , où une fonction inconnue se trouve mêlée sous le signe /'avec ses dérivées.
370. On est sans cesse conduit , dans l'analyse , à considérer des fonctions sujettes à éprouver des variations distinctes et indépendantes les unes des autres : toutes les fonctions de plusieurs variables indépendantes se trouvent dans ce cas ; mais rien n'est plus propre que la
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considération des mouvements d'un système matériel à faire nettement concevoir la coexistence de plusieurs modes distincts de variabilité.
Imaginons un (il flexible, non tendu, fixé par les deux bouts, et qui se déplace en se déformant ; et admettons seulement, pour plus de simplicité, que la courbe tracée par le fil reste toujours comprise dans le même plan. Les coordonnées x,jr de chaque point du fil , rapportées à des axes fixes dans le plan^ la direction de la tangente en ce point, la grandeur et la direction du rayon de courbure, varieront par suite de la déformation du fil ; et il ne faudra pas confondre ces variations avec celles qu'engendre le passage d'un point du fil à un autre point matériel infiniment voisin.
En général, il est utile, pour prévenir toute ambiguïté , d'indiquer par des caractéristiques différentes les variations qui se rapportent à des modes de variabilité distincts. Ainsi l'on pourrait désigner par d^z, d^z [il 8] les différentielles prises par rapport à x et par rapport à j" d'une fonction z des deux variables indépendantes jc^ j-^ei si l'on est dans l'usage de supprimer les indices des différentielles dz , c'est à cause des dénominateurs dx, dj qui les accompagnent presque constamment, et qui lèvent l'ambiguïté comme les indices pourraient le faire.
Dans la question présente, où il s'agit uniquement d'éliminer de l'expression de la variation d'une intégrale les variations subordonnées, telles que celles de
-^ ou de rf^, pour ne conserver que les variations qui
restent indépendantes et arbitraires , comme celle de j-, nous considérons cette variation de y d'une manière
absolument générale, et non par rapport à une variable déterminée, autre que x^ dont/- dépendrait. Dès lors ce n'est ni par des indices ni par des dénominateurs que l'on peut distinguer la différentielle dj^j provenant du changement d'abscisâre, de l'autre variation de/, provenant du changement de forme attribué à la fonction jr=f^-^ bien qu'on reste libre de concevoir que ce chan* gement de forme est dû à la variation d'un paramètre quelconque contenu dans la fonction <fX. On est convenu en conséquence de désigner par la caractéristique 8 les variations infiniment petites dues au changement de forme de la fonction, et on les appelle spécialement i;ariati'onSf en continuant d'appeler différentielles les variations exprimées par le signe, ^, qui proviennent du changement d'abscisses ou du passage d'un élément du système matériel à l'élément contigu.
371. Supposons donc que, par suite de la variation dont X est la caractéristique^ la courbe MN {fig, 88), qui a pour ordonnée/, se trouve transportée en M'N' : les points m'jm\ de la seconde courbe correspondant aux points m,/w, de la première, et ceux-ci aux abscisses X, ar-j-fitr. On aura
m\p\ = m^p^ -f- 8 . m^p^ = m'p' 4- d.m'p'y ou bien
et par conséquent
Ur=dhf, (3)
Donc on aura aussi
Uj=^dUr=d^8x,
et en général
relation d'après laquelle on peut toujours transporter la
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caractéristique è après la caractéristique d. On voit au reste que cette relation subsisterait, lors même que les caractéristiques d, 8 n'indiqueraient pas des variations infiniment petites; ou plutôt qu'elle ne subsiste à cette limite que parce qu'elle a lieu pour des variations finies quelconques. D'ailleurs la formule (3) que Ton peut remplacer par
équivaut, d'après les explications que l'on vient de donner, à la formule
démontrée au n* i a3.
Le raisonnement du n* 366, qui établit la possibilité d'intervertir l'ordre des signes y^ d, s'applique également à l'interversion des signes y^ S : on aura donc
C'est dans cette transposition des signes que consiste la première règle fondamentale de la méthode des variations.
372. Cela posé, s'il s'agit de trouver la variation d'uo^ intégrale définie
J^^ydx, (V)
(dans laquelle V est une fonction de x, /^X»/'» etc., ou, , ce qui revient au m$me, une fonction de x^^dyj(Py^eXc)y et si le développement de la variation dpane un terme de la forme
/^** ûWj;
on changera d'abord cette expression en
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On aura ensuite en intégrant par parties, et en dési* gnant, pour simplifier, par
la valeur d'une fonction U à la limite supérieure de l'intégrale, moins sa valeur à la limite inférieure,
On trouverait de même, en effectuant successivement deux intégrations par parties,
f'''(ï^dyz=zf'''aiP8y
=[ûèdy\i -[ifli§r]i+ /^"'rf-û.^r,
et ainsi de suite; de manière qu'il ne restera sous le signe y que des termes multipliés par la variation ^: les variations ^dy-^^d^j^y etc., en ayant été chassées ainsi qu'on l'avait en vue [369]. Ces réductions constituent
la seconde règle fondamentale du calcul des variations* 373. On obtiendra de la manière la plus générale la variation de l'intégrale définie (V), si l'on fait varier à la fois, non-seulement la fonction^ et ses, différentielles <a^, rfy, etc. , mais encore la variable x et sa différentielle dx : ce qui revient à supposer que chaque point du fil flexible pris pour exemple [370] se déplace ou peut se déplacer d'une manière quelconque dans le sens des abscisses X, comme dans celui des ordonnées^. Ceci cop* venu, soit
dV=Xdx + Ydjr+ Y(^)dy -f. Y('^)dy + Y(^Wy" -f. etc., X,Y,Y<'^Y('),Y^^>, etc., désignant des fonctions de ^jX^y^y^y^ ^^^*j qu^ ron trouve par la différent» tiation dès que la foilction V est donnée : on aura
aussi
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*V=XJ^ -h Y$r + Y(OJ^' + Y(*)J/" + Ymy -h etc., et d'après ce qui vient d'être expliqué,
Les valeurs de dY et de ^V donnent
dx^V—dY^x=Y{dxfiy— dxU) + Y^%dx^y' —df^x) + Y^^[dxif —dyix) + Y(%dx^y"—df'U)+e%c.
On a d'autre part
^ , ^^ dx^dy — dy^dx d^y — yd^x
*^ dx dx^ dx
dx
Donc, si l'on pose, pour abréger, la substitution donnera
^r'Ydx=[yu]i
*' \Ydx}iu+Y^^)dU^Ym.^^ Y(^)rf.^+etc.].
On intégrera par parties, suivant la règle du n" précédent, autant de fois qu'il sera nécessaire pour faire disparaître sous le signe/' toutes les caractéristiques d qui affectent la variation ^u. Remettant ensuite pour ^u sa valeur, et faisant toujours suivre la caractéristique d de la caractéristique Â, on obtiendra la formule suivante
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+(YC)-^Vetc.)(5ir'-:r'^^)+etc.]; KA)
Il faut remarquer que les dérivées . sont prises en
considérant les fonctions ^^'^", etc., qui peuvent entrer dans Y^"^, comme des fonctions implicites de x; de sorte que ces dérivées ne seraient par nulles, même quand la variable x n'entrerait pas explicitement dans Y^''^
Si maintenant on veut que l'intégrale (Y) soit un maximum ou un minimum^ il faut que sa variation s'évanouisse, quels que soient les incréments que nous désignons par Sx^ fy-, incréments arbitrairement variables avec X dans l'étendue de l'intégrale. Il faut par conséquent que chaque élément de l'intégrale qui reste au second membre de (A) s'évanouisse séparément, et qu'on ait pour cela
Quand le premier membre de l'équation se réduira à une constante, ou à une fonction de la seule variable x, elle ne pourra servir à déterminer une fonction /^=çx, qui satisfasse à la condition de maximum ou de mimmuniy et le problème sera impossible. £n général, l'équation pourra contenir oc,jryy\.,..y^''\ si /<"' est la plus haute dérivée qui entre dans V ; car alors le premier membre
de l'équation {a) aura pour dernier terme ± — — ; et
si Y^"^ contient ^^'•^, la formation de ce terme amènera la dérivée jr^*"^, à cause que )^''\ ainsi qu'on vient de l'expliquer, doit être traité comme une fonction implicite de x.
374. Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que, si l'on ne soumettait pas :r à la variation exprimée par ^, ou si l'on posait &.r=odans la formule (A), la condition pour que la quantité sous le signe /s'évanouît, élément par élément, conduirait à la même équation (a) : il n'y aurait de changé que la forme des termes qui se rapportent aux limites de l'intégration , et les équations qu'on en déduit en égalant ces termes à zéro, pour que la variation totale de l'intégrale s'évanouisse. Ce résultat s'explique et se démontre directement par des considérations géométriques. Soit en effet MN {fig. 88) la courbe jrz=^ cpj?, et M'N' ce que devient cette courbe par la variation de / et de x. On peut indifféremment supposer qu'à un point quelconque m de la première courbe, compris entre les points extrêmes, correspond sur la courbe variée un point m' dont l'abscisse et l'ordonnée diffèrent respectivement de l'abscisse et de l'ordonnée de m, ou un point \k qui a la même abscisse que m, l'ordonnée seule ayant varié. Mais, si les points extrêmes M,N n'ont pas les mêmes abscisses que les points extrêmes M',N', il faut bien admettre qu'aux limites les abscisses et les ordonnées ont varié à la fois. Il faut donc avoir égard à cette variabilité des abscisses, dans les équations aux limites, lorsque, par la nature de la question, les abscisses des points extrêmes ne sont pas invariables; et puisqu'il n'importe d'y avoir ou non égard entre les limites, l'équation qui définit le tracé de la courbe entre les limites doit rester la même.
Si l'on attribue une variation à l'abscisse jt, la variation ^, au lieu d'être égale à \Lp — mp^ comme lorsque l'abscisse est invariable, sera m!p' — rnp. On a \Lp =. m!p* — m'v = m'p' — in ,
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du moins en supposant mi=L^fjn^ ce qui revient à négliger l'infinîment petit du second ordre {^j- : donc
et par conséquent il faudra, pour avoir égard à la variation de .r, remplacer ^j par ^j-^y^Xy dans les formules construites pour l'hypothèse de l'invariabilité de x. Par la même raison il faudra remplacer ^y par ^y — y^x^ et ainsi de suite.
375. On obtient la relation cherchée ^=?j;, qui satisfait à la condition du maximum ou du minimum^ en intégrant l'équation (a), c'est-à-dire [164] en remontant de cette équation entre ^,^,^',....^*"), à l'équation en x^jr^ dont elle dérive , et qui est de la forme
a^ya^y...,a^ désignant in constantes où paramètres arbitraires. Nous traiterons plus tard de l'intégration des équations différentielles : il sufHt, quant à présent, d'indiquer comment les constantes arbitraires que l'intégration doit amener, se déterminent d'après les données de la question.
Lorsqu'on égale à zéro le second membre de l'équation (A), après avoir supprimé le terme affecté du signe fj qui disparaît en vertu de l'équation («), il reste
[V**+ (YC)_ ^ + ^ - etc.) {^^y-yU)
+ (YW — ^ + etc.) {hy'-f^x) + etc.] J =o. {b) On peut mettre cette équation sous la forme
en désignant par
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des fonctions connues des valeurs initiales Xo,/.?^'»» etc., et par
des fonctions composées respectivement de la même manière avec les valeurs finales .r„^,^'„ etc. Cela posé, si les valeurs des quantités extrêmes
•^o,j?.; ro,r.5 yo,/'.;etc. (rf)
sont des constantes fournies immédiatement par les données de la question, leurs variations
^^o, ^^,; ^r.^ ^Tr; î/o, */o etc. (e)
sont nulles : l'équation (^) se trouve satisfaite d'elle* même ; et l'on a , pour déterminer les constantes arbitraires qui entrent dans l'intégrale (a), des équations en même nombre que ces constantes, et de la forme
^'(•^pj^o, /•,«.? a.,...ûw)=o, ^'(•^x, r,,y«>^o û,,. ••«*«)=<>; etc. :
la fonction ^' étant donnée par la différentiation immédiate de la fonction ^y et ainsi de suite.
Si l'on ne donne aucune des valeurs des quantités (d), leurs variations sont indéterminées et indépendantes. On ne peut donc satisfaire à l'équation (p) qu'en égalant séparément à zéro chacun des facteurs (Co),(c,); et les équations ainsi obtenues tiennent lieu de celles qui donneraient directement les valeurs des quantités (d); en sorte qu'on a toujours des conditions en nombre suffisant pour déterminer les constantes arbitraires qui entrent dans l'intégrale (a).
Enfin ^ SI l'on a, entre les quantités (d)^ un certain nombre d'équations de condition /,'= 0,^=0, etc., on
en déduira [i54] des relations entre les variations (e), exprimées par
J/x = o, */.=o, etc. (/)
On éliminera de l'équation (f)^ au moyen des équations {/), autant de variations qu'il y a d'unités dans le nombre des équations (/"); puis on égalera séparément à zéro les multiplicateurs des variations non éliminées et demeurées arbitraires^ ce qui fera rentrer ce cas dans ceux qu'on a coiisidérés d'abord.
376. Il convient de remarquer aussi que la fonction y pourrait contenir une ou plusieurs des valeurs extrêmes [d) qui figurent essentiellement dans l'équation (PV On doit alors, en prenant la variation ^Y, faire varier les quantités dont il s'agit, à moins que leurs valeurs ne soient constantes par les données de la question. Si,
dY par exemple , V renfermait Xo, et qu'on eût — -. = 9, la
variation de V, par rapport à cette quantité, serait Ô^Xo; et,eo désignant par 6 la fonction /bdx, on aurait dans l'équation (A), et par suite dans l'équation (p), un nouveau terme ,
mais l'équation (a) n'en serait pas changée.
377. Admettons maintenant que la fonction Y contienne deux fonctions /,2 de la variable x, et leurs dérivées^', z^;y\ z"; etc., comme cela se présente dans les problèmes relatifs aux lignes à double courbure : on posera
rfV=X^+Yrfr+ Y('W7'+ Y(*)rfj" + Y(3Wy"+ etc. H- Zéfc -+. Z(')dz' + ZCOrfa" -H Z^z'" 4- etc.;
et sans qu'il soit besoin de répéter les calculs qui ont donné la formule (A), nous pourrons écrire
• [(Y(')-^+etc.)(âtr-y^x)+(Y(')-^+etc.)(^'-yîx)+etc.] ; , |;(z(0_f^Vetc.)(j2-z'Jx)+(ZW-^-+-etc.)(^8'-z'Jar)4.etc.] ;
dx dx* dx^
dZ^') d'ZM d^Z(^)
ete.] (Sa — *'Sj!)Sx
<£r dx' dx
Cette formule conduit d'abord aux deux équations
^ rfYCO <i»YW rf»YP)
qui sont en général des équations différentielles simultanées [lôS], dont l'intégration se ramène, comme on la vu, à celle d'une équation ordinaire à deux variables. Sup* posons que cette intégration soit effectuée, et qu'on ait trouvé les valeurs dej-jZ en x, qui satisfont de la manière la plus générale, par la présence d'un nombre convenable de constantes arbitraires, aux équations précédentes : il restera à fixer les valeurs de ces constantes arbitraires, au moyen des conditions relatives aux limites de l'intégrale. Il n'est pas nécessaire d'insister davantage ici sur cette extension des calculs indiqués plus haut [375].
Les variables x^,z peuvent être liées par une équation
comme dans les problèmes où il s^agit de lignes assujetties à se trouver sur une surface donnée : il en résulte
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dx dy dz
Au moyen de cette équation, on chassera iz de la formule (B); et en prenant la partie sous le signe /^ si Ton égale à zéro, après la substitution , le coefficient de ^j ou celui de ^x indifféremment, on aura l'équation différentielle
d'où l'on pourra chasser z au moyen de l'équation {g).
379. Si le nombre des variables et des équations de condition était plus considérable, on rendrait le calcul d'élimination plus élégant eh employant la méthode des multiplicateurs [i 54]; mais l'emploi de cette méthode mérite surtout d'être remarqué, lorsque les équations de condition renferment non-seulement les variables .r,jr,z,... mais encore leurs dérivées jr',^V- z\z'\... etc.: il s'agit alors de ramener les variations des fonctions dérivées à ne dépendre que des variations des fonctions primitives.
Soit donc
F(^iry.7%- • .^,2',z%. . 0 = 0, (A)
une telle équation : on aura âF=o, et aussi XÂF=o, X désignant un multiplicateur indéterminé; et puisque cette équation doit subsister pour toutes les valeurs de j:^,z,.... comprises entre les limites de l'intégration, on aura encore
r\8Fdx=o; (/)
mais alors >. désigne un facteur susceptible de varier
d'une abscisse à l'autre, ou une fonction inconnue dex.
L'équation (î) est la somme d'une infinité d'équations
'k8Fda:=o, pour chacune desquelles les variables x^jr^Zy.. et le coefficient X auraient en général des valeurs différentes.
Ainsi les valeurs de^,2, en fonction de x qui rendront nulle
J Xo
annuleront aussi
Suivant les règles de l'élimination par la méthode des multiplicateurs , on doit , après l'introduction de l'indéterminée >., traiter jr, -3 comme des fonctions de x, indépendantes l'une de l'autre; de sorte que. si l'on pose
dF =;= %da: +• yrf/ -f- Y^'^df H- y^'Wj" + etc. + zdz + z('W + z(*)rf*" + etc.,
et qu'on égale séparément à zéro les facteurs de fyy^z sous le signe y^ après qu'on aura appliqué à l'intégrale (X*) la méthode ordinaire des variations, il viendra
— etc. H- AZ -j 1 7 etc.=
dx dx"" ' dx rf^»
Les trois équations (A) et (/), étant intégrées simultanément, donneront les valeurs de X^,z eu fonction de x et des constantes arbitraires ; et par l'élimination de \ on pourra obtenir séparément lès valeurs de^,z en fonction de X et des constantes venues à la suite de l'intégration. Les équations aux limites, étant traitées d'une manière analogue, détermineront les valeurs initiales et finales des fonctions ^^7*,^, et de leurs dérivées, et par sufte les constantes arbitraires amenées par l'intégration.
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C'est principalement dans les applications du calcul de la variation des intégrales aux problèmes de mécanique oii l'on considère les corps comme des massas continues, que cette théorie des multiplicateurs variables reçoit des applications importantes pour lesquelles on doit surtout consulter la Mécanique analytique de Lagrange. Dans les problèmes de cette nature , la fonction \ n'est plus seulement une variable auxiliaire introduite pour la commodité du calcul : elle désigne une grandeur concrète> dont il est indispensable d'assigner la valeur pour la complète solution du problème.
380. Céci nous mène à exposer la théorie des maxima et minima relatifs. On dit qu'on cherche Un maximum ou nu minimum relatif^ lorsqu'il s'agit de déterminer la
fottCtioii^iî=:? x qui i*end l'intégrale / ' Ydx un muxi-
naun ou un minimum^ avec la condition qu'une autre
intégrale / ' lÂx^ dépendant de la même fonction^,
conserve uiie valeur constante. Telle est en général la question qu'on se propoèe dans les problèmes deà isopé^ rimètres^ qui consistent à déterminer, parmi les courbes de même longueur, ou parmi celles pour lesquelles l'intégrale
\/iJ^y* .dx
conserve une valeur constante, celle dont l'ordonnée^ satisfait à la condition de rendre l'intégrale / Vdx
un m/iximum ou un minimum.
En pareil cas les variations des coordonnées^,^, sont liées par l'équation de condition
81 *Le/jr=o,
et si Ton applique le procédé de rélimination par les miiltiplicateurs indéterminés, on en conclura
jr*'Trfa;+Xîr'''L^=o
(k désignant un coefficient constant), ou
sf''\y+'kL)dj:=o. (m)
Le coefficient X est constant, parce qu'on n a ici qu'une équation de condition qui porte sur la valeur d'une intégrale, et non plus, comme dans le n^ précédent, une infinité d'équations de condition, dont chacune subsiste pour les coordonnées relatives à un élément de l'intégrale. D'ailleurs, il est évident que si / ' Vâir a une
valeur maximum ou minimum^ l'intégrale / ' lÂx étant assujettie à rester constante, la somme
OÙ y, désigne un nombre constant, aura aussi une valeur muximum on minimum, TlOl fonction j^i=<p.r, que l'on déterminera en appliquant à la formule {m) les règles ordinaires du calcul des variations, contient la constante indéterminée >., dont on fixe la valeur par la condition
que l'intégrale / ' Lcfcr, dans laquelle entre jr et par
suite \ ait une valeur constante et donnée.
On peut encore arriver au même résultat de la manière suivante. Posons
yLfltr = z, ou L — — = o: (n)
z sera une fonction de x que l'on pourra considérer comme liée à ^ et à a; au moyen de l'équation (n). Ce sera donc le cas d'appliquer la méthode du n? 379, en traitant (n) comme une équation de condition, ce qui donne
Le terme
J X, dx J X.
donne dans l'intégration par parties
X. dx
La variable z n'entre d'ailleurs ni dans Y ni dans L, en sorte que le terme dépendant de la variation indépendante ^z ne saurait disparaître si l'on ne pose séparément
dk
—- = 0, ou \^=^const.
dx
On a aussi
puisque 'k est constant, et que, par hypothèse, la quantité
^'Ldx
est pareillement constante; de sorte qu'il ny a plus qu'à faire évanouir la variation de l'intégrale
V+XL
oii X désigne un coefficient constant.
Cette analyse s'étend d'elle-même au cas où l'on aurait un plus grand nombre d'intégrales assujetties à conserver des valeurs constantes.
381. Nous n'avons traité jusqu'à présent que des conditions communes au maximum et au mimmumAX faudrait en outre donner les moyens de distinguer géoéraiement le maximum du minimum^ et faire connaître les cas d'exception où la variation de l'intégrale peut s'évanouir^ sans que ce résultat (entraîne l'existence d'un maximum ou d'un minimwn.
En remontant aux principes généraux de la matière [9 1 €tsuii^.]j on comprendra tout de suite que cette analyse doit se rattacher à la recherche des variations du second ordre d'une intégrale, ou des variations de ses vai^ations. Mais dans les applications ordinaire!, on peut se dispenser de recourir à cette analyse compliquée, attendu que la nature de la question indique presque toujours l'impossibilité, soit du maximum j soit du minimum; de sorte qu'il ne peut rester d'ambiguïté sur le sens du résultat obtenu, par la simple considération des variations du premier ordre.
On doit aussi remarquer que nous ne nous occupons pas de rechercher le maximum ni U minimum d'une intégrale définie, toutes le3 fois que la fonction sous le signe^passe par l'infini entre les limites de l'intégration, de manière que les intégrales ne puissent plus être considérées comme des sommes d'éléments différentiels infiniment petits.
Nous allons passer, daps le chapitre suiyaat^ à quelques exemples qui achèveront de lever les difficultés qui pourraient rester sur cette théorie, prise dans sa généralité abstraite.
ÉTENDUE AUX INTÉGRALES DOUHLES
S i^. Applications du calcul des variations des intégrales simples à des problèmes de maxima et àû minima.
382. De la ligne la plus courte sur une surface donnée. Puisque la droite la plus courte ou la plus longue qu'on puisse mener d'un point à une ligne ou à une surface , est la normale abaissée du point sur la ligne ou sur la surface , il est aisé de voir que la ligne la plus longue ou la plus courte qui puisse être menée entre deux lignes oii entre deux surfaces , est la normale commune aux deux lignes ou aux deux surfaces. Nous nous contenterons d'indiquer l'application des formules générales du chapitre précédent à un cas si simple; et nous passerons au problème qui a pour objet de déterminer la ligne la plus courte que l'on puisse tracer sur une surface donnée, entre deux points fixes , ou entre deux courbes fixes tracées également sur la surface. 11 est évident que le problème n'admettrait pas de solution , si l'on substituait la condition du maximum à celle du minimum ^k moins qu'on n'y apportât des limita*tioDs, en assujettissant, par exemple^ la courbe cherchée à être plane.
L'intégrale qu'il s'agit de rendre un minimum est d'oïl l'on tire,en posant y/i j^y*^z'^=zY^
Soit F (.r,^, z)=o l'équation de la surface sur laquelle la ligne cherchée doit se trouver : il viendra rfF. rfF. d¥ .
d'oîi l'on conclut , en chassant 8x sous le signe /^ et en égalant à zéro les multiplicateurs de fy,èz,
fdF dF\\v) ^ _^,^/(v)^„ \jcLx: dy ) dx dy * dx
Mais, puisque la courbe cherchée doit se trouver sur la surface, les dérivées y, \s' sont liées par l'équation
rfF ^d¥ ,dF
dx -^ dy dz
en conséquence les deux équations (i) deviennent identiques, comme cela doit être, et elles prennent la forme
dF
dz dx dy dx ^
Il faudrait substituer dans cette dernière équation les valeurs de z, z' en fonction de x, y^y, tirées de l'équation de la surface , et intégrer : mais en conservant à la
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fonction F sa généralité, nous allons tirer de l'équation (2) la démonstration d'une propriété caractéristique des courbes qui satisfont aux conditions du problème. On a, en désignant comme à l'ordinaire par s l'arc
delà courbe,
y df z' dz
au moyen de quoi l'équation (a) revient à la proportion
dj- ' dz ' * ds ' ds ^ d'où l'on conclut , à cause de la symétrie ,
dS d¥ dY ''(J) ''(è) ^(i) „.
dx ' djr ' dz ' * ds ' ds ' ds
Mais si l'on désigne par X, (x, v ; V, (a', v' les angles que la normale à la surface et le rayon de courbure de la ligne cherchée font avec des parallèles aux axes des x, y, z dans le sens des coordonnées positives, la proportion (3) revient [228 et 287] à
cosX : cosjA : cosv :: cosX' : cosfii.' : cosv'. Donc XrrzV, (ji.=:|jl', v=v'. Ainsi la ligne tracée sur la surface, de manière qu'entre deux points quelconques elle soit plus courte que toute autre ligne assujettie à rester sur la surface et à passer par ces deux points, a son plan osculateur constamment normal à la surface. 383. L'équation aux limites
se trouve satisfaite d'elle-même, si les deux points extrêmes de la courbe cherchée sont fixes et donnés de position, car alors on a*
*j7^=o, èjr„=zOy ^x^zzzoj ^^,=0, J/,=:o, 4». = o, Supposons qu'il n'en soit pas ainsi, mais que chacun des deux points extrêmes soit assujetti à se trouver sur une courbe donnée, tracée sur la surface. On aura^ en chacun des deux points extrêmes, en supprimant ^ pour plus de simplicilé , les indices o, i <]ui les particularisent,
ou bien
Or, le point extrême (x,^, z) ëtant assujetti à se trouver sur une ligne donnée, ^,-j-, sont des quantités déterminées par le tracé de cette ligne, et qui mesurent les tangentes trigonométriques des angles que font avec l'axe des jc les projections sur tes plans des xjr et des xz de la tangente à cette ligne au point {x^j^y z). D'un autre côté, y, y sont les tangentes trigonométriques des angles que font avec le même axe les projections sur les mêmes plans de la tangente à la ligne la plus courte, menée par le point extrême. Donc l'équation (4) exprime que la ligne la plus courte coupe à angles droits les deux lignes tracées sur la surface, et sur lesquelles les points «Kirêmes sont respectivement assujettis à se trouver.
3i84. De la surface de rét^hnion à aire minimwn. On demande de déterminer dans le plan xy la courbe passant par deux points donnés {x^^y^y {^i9Jk)j V^> par sa révolution autour de l'axe des ^, engendre la surface de révolution dont l'aire ( comprise entre deux plans perpendiculaires à l'axe des x, et passant chacun par l'un des points donnés) est un minimum. L'intégrale
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dont la variation doit s évanouir , est [35o]
'r^TTP^.dx; (5)
et réquation (a) du n^ S^S devient dans ce cas particulier
Si Ton prend j- pour variable indépendante, cette équation revêt la forme
Mais on a, dans la même hypothèse, dx rf'jf dy itjr
ds ds* ds ds* '
ce qui permet de changer l'équation (6) en
dx dy ^ rf*x On en conclut
ds ds ^^ de'^ ds ~°'
b désignant une constitnte arbitraire ; et par suite , en élevant au carré, et en remettant pour ds^ sa valeur,
rfr=--^=. (9)
£ofin une nouvelle ioatégcaticHi donne
Puisque les coordoDoëes des deux points extrêmes sont desoMtstantea données, TéquatioD aux timhes se trouve satisfaite d'elle^^nême.
D'après réqoatîoa (S), la constante b repffésesnle la valeur de Tordonnée^ pour le point de la courbe où la
taqgente est parallèle à l'axe des j; : on en déterminerait la valeur en calculant ^ par des approximations successives y la racine de l'équation transcendante
a:, — x^=zb\os{ - — - — / ).
Afin de mettre sous sa forme la plus simple l'équation de la courbe qui satisfait au problème, faisons passer l'axe des^ par le point de la courbe où la tangente est parallèle à l'axe des x, ce qui revient à intégrer l'équation (9) en supposant qu'on ait à la fois a: = o , j'=^b : il viendra
d'où
et par suite*
On tire ensuite de l'équation (8), en prenant pour origine des arcs le point dont l'abscisse est nulle ,
La courbe dont on vient de trouver l'équation est connue sous le nom de chaînette; parce que, comme on le prouve en mécanique , cette courbe est celle qu'affecterait un fil pesant, homogène, parfaitement flexible , et suspendu par deux points. Galilée, qui s'en est occupé, l'avait confondue avec la parabole; mais Leibnitz en a ramené la construction à celle de deux logarithmiques , construction qui ressort de l'équation (10),
La chaînette jouit , comme la cycloîde, de propriétés curieuses , en outre de celles dont il vient d'être ques-
tion. Soit MBM' (y^. 89) cette courbe , symétrique par rapport à l'axç OY, XX' l'axe autour duquel la courbe doit tourner pour engendrer la surface de. révolution dont l'aire est un minimum : l'ordonnée minimum OB représentera le paramètre b. £n vertu des équations (8) et (10), on a
\/T7^—y, tl — L^ ^ ^^H^—V dx^ — b^'
de sorte qu'en tous les points de la chaînette, la normale [172] et le rayon de courbure [igS] ont pour va-
leur commune^. Au sommet B le rayon de courbure
passe par un minimum^ et a pour valeur le paramètre b. Si, du point P, pied de l'ordonnée PM =:jr, on abaisse sur la tangente MT la perpendiculaire V\Ly on aura Pji. : MP :: PT : MT. Mais
PT=— ^=, MT
donc la perpendiculaire P|it. a une valeur constante et égale au paramètre b. De là M{iL=|/y> — 6». L'aire OBMP a pour valeur
et l'on a , par l'équation (8) ,
arcBM = 5=T/ ydx=^\/y^ — b* i
la chaînette est donc une courbe pour laquelle Taire et l'arc sont des fonctions algébriques de l'ordonnée.
L'arc BM vient d'être trouvé égal à la droite M(ji. : doDc le point [a appartient à une développante de la chaînette, ayant son point de rebrousseiyient en B, sommet de la développée. Cette développante NBN' est sy*
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métrique par rapport à Taxe des/ et a pour asymptote l'axe des x, La portion de droite piPzini est la tangente de la courbe NBN^ à laquelle, en conséquence ^ on peut assigner pour propriété caractéristique d'avoir une tangente de grandeur constante. Ces remarques intéressantes ont été faites par Ampère.
385. Courbe de la plus vite descente, ou Brachistochrone ('). On appelle ainsi la courbe sur laquelle devrait glisser un point matériel pesant, pour arriver le plus vite possible d'un point à un autre, non situé sur la même verticale, abstraction faite du frottement sur la courbe et de la résistance du milieu ambiant. Tout étant symétrique de part et d'autre du plan vertical mené par les points extrêmes, la courbe reste nécessairement comprise dans ce plan vertical que nous prendrons pour celui des xj^ les a; positifs se mesurant suivant la verticale et de haut en bas. Soient x^^ x^ les abscisses des points de départ et d'arrivée du mobile : d'après les principes de la mécanique , il faut rendre un mùdmum l'intégrale
-dx.
ce qui donne
/ dy ^ X — x^
(■) £t non pas Brachystochrone, suivant Torthographe barbare que Ton trouve employée partout. Ce moi dërive immëdlatement, non de l'adjectif Ppoe^bc, qUi a le même sens et la même racine que le latin brem, mais de son superlatif ppa^iœroç^ d*où Vu a dîspam.
Posons -5 =aR et ^^=o, ce qui revient à faire passer
Vaxedes x par le point de départ, il viendra dx • /aR — X
équation d'une cycloïde [177] dont Tun des arceaux a pour pied le point de départ. Le rayon R du cercle générateur se déterminera y au moyen de ce que la cycloïde est assujettie à passer par le point d'arrivée du mobile. 386. Problèmes sur les isopérimètres. On demande
la courbe dont l'aire / ^ ydxy limitée par les ordonnées
des points (^oj^o)> («^i >7'«)>6St un maximum ou un m,irdmumy\dxc entre ces mêmes points ayant une longueur donnée. D'après le n^ 38o, il faut poser
\ désignant un coefficient constant : ce qui donne
d'où, en intégrant, et en désignant par Ç la valeur de x pour/=o,
^ ~\/i+y«' ^ dx v/x' — (x— Ç)"'
Intégrons de nouveau , et désignons par r, la valeur de y pour a; =5 : il viendra
r— TO=q=l/x» — (X— Ç)-, ou (x— $)»-hO-— Tl)"=^*. Ainsi la courbe cberchée est un cercle dont X désigne le rayon, et qui a pour centre le point (Ç, tq). La détermination des trois constantes ^, ti^ X résulte de ce que le cercle doit passer par les points (.r^,^o)> («^i?.?^!)? Tare compris entre ces points ayant une longueur don-
née. La solution est double : Tare de cercle qui tourne sa concavité vers l'axe des x correspondant au maximum^ et celui qui tourne sa convexité vers le même axe correspondant au minimum. On en conclut que le cercle est la courbe fermée qui, sous le même périmètre, circonscrit l'aire maximum^ comme les anciens l'avaient démontré par la géométrie pure.
Si l'on ajoute au problème du n° 384 '^ condition que la courbe soit prise parmi celles qui ont entre les points (^oî.7o)? (-^1)^1)7 "ne longueur constante et donnée, la variable^ se trouvera remplacée dans l'équa* tion (8) par^-|->. : d'ailleurs les calculs seront les mêmes et conduiront pareillement à l'équation de la cbaînette. Une nouvelle constante arbitraire sera introduite dans cette équation ; mais on aura aussi une nouvelle équation de condition : savoir, celle qui résulte de ce que la longueur de la courbe entre les points extrêmes est une constante donnée.
* 387. Pour dernière question , proposons-nous de trouver, parmi les courbes planes isopérimètres, terminées à deux points fixes {x^^jr^^ (x.^jr^j celle qui, en tournant autour de l'axe des x , détermine le solide de
révolution dont le volume tc / 'f^dx est un m/iximum
ou un minimum,.
La condition analytique du problème est
en écrivant, pour Thomogénéité, V au lieu de X; et elle donne
OU bien , en prenant s pour variable indépendante ,
•^ ds^ ds
Substituons pour ^ sa valeur tirée de l'équation (7) ,
et il viendra
• rfj ^ , d'à:
d'où en intégrant , et en désignant par b la valeur de l'ordonnée^ pour le point de la courbe où la tangente est perpendiculaire à l'axe des^,
ds l/i-i-y*
Cette dernière équation donne
et par suite \ (12)
Une nouvelle intrégration donnerait la valeur de x en ^ avec une constante arbitraire; et l'on déterminerait cette constante, ainsi que les deux autres paramètres 0,1, en assujettissant la courbe à passer par les points (^^j^J, (^,^J, et à avoir entre ces points une longueur donnée. Posons è=o, ce qui revient à faire passer l'axe des X par le point où la tangente est perpendiculaire à cet axe; prenons aussi ce point pour l'origine des coordonnées .r^^^ et de l'arc s auquel nous donnerons le même signe qu'à a: : il viendra
V dy
Soit /=X cos?, ? désignant une nouvelle variable: T. H. 10
on aura
Xsiii(pcos^(p^<p [Xcos'çrfç X cos*
dx
\df^f . I \
et par suite
D'après la nature périodique des fonctions F, E, il est aisé de voir que la courbe représentée par l'équation (i3) a un cours périodique, comme l'indique la fig. 90. L'ordonnée maximum PM ayant pour valeur X, celles de l'abscisse correspondante OP=^OA et de l'arc OM sont
Les inflexions de la courbe aux points O^ A, etc., n'interrompent pas la continuité de la fonction s, comme cela a lieu pour d'autres courbes , et notamment pour la lemniscate [386], dont l'arc s'exprime aussi par la fonction elliptique Yi—^y <p J.
La considération dont nous avons fait usage pour simplifier l'expression des intégrales des équations différentielles (12), ne pourrait plus être employée : 1® si la constante b devait avoir une valeur imaginaire de la
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forme V J/— i » ce qui n'empêcherait pas les intégrales dont il s'agit d'être encore exprimables ^ quoique d'une manière moins simple, par les fonctions elliptiques; a" si l'on avait entre les constantes è, >. la relation b=.\ mais dans ce dernier cas il viendrait
d'où
On pourra effacer la constante arbitraire, si l'on fait passer l'axe des y par le point dont l'ordonnée est ^=:X|/â. D'ailleurs la courbe que cette équation représente , et qui est comprise entre les droites^=±Xl/â, au lieu de couper en une infinité de points l'axe des x^ comme cela arrive à la courbe ( i3), a cet axe pour
asymptote; puisque, si l'on fait^= o, il vient -^=o,
et ar=rt:oo .
La courbe dont la première équation (la) est l'équation différentielle, est connue sous le nom de courbe élastique y parce que c'est celle qu'affecterait une lame élastique , naturellement plane, fixée à l'une de ses extrémités, et courbée par l'action d'une force appliquée convenablement à l'autre extrémité. On l'a nommée aussi courbe lintéaire, parce qu'elle représente la section droite d'une enveloppe cylindrique parfaitement flexible , suspendue par deux de ses génératrices, et remplie d'un liquide pesant dont la pression détermine la courbure de l'enveloppe.
A proprement parler, la courbe lintéaire est déterminée par la condition que l'intégrale
fO.
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soit un maximum, les intégrales
ayant des valeurs constantes , c'est-à-dire par Téquation
d'où l'on tire
Puisqu'il suffit de diminuer les^de la quantité constante
-, pour ramener cette équation à l'équation (ii), il
est clair que l'équation de la courbe lintéaire doit se confondre avec celle de la courbe élastique, tant qu'on ne particularise pas les constantes.
* g a. De la méthode des variations, ëtendae aux intégrales doubles.
Soit
ff^
une intégrale double dont les limites , supposées d'abord invariables, sont déterminées par le tracé sur le plan^ d'une courbe fermée mn^mji^ \fig' 80 et n® 354] ' on admet que V peut renfermer , outre les variables indépendantes x^jr^ une fonction z de ces deux variables, et ses dérivées partielles du premier et du second ordre p, q^r^ Sj ty hypothèse d'une généralité bien suffisante pour les besoins des applications. Il s'agit de détermi-* ner la fonction z de manière que l'intégrale proposée ait une valeur mxiximum ou minimum.
DE LA VARIATION DES INTEGRALES DOUBLES
Posons
ce qui donne dans l'hypothèse des limites constantes où Ton peut [374] considérer comme nulles d'elles-mêmes les variations ^jc eiSj',
^V=Zjz + P^/? + QJjr +Rîr+ Sîs + Tîf ; en sorte que l'équation du problème devient
[Z^z + V^p-hQ^q + Mr+Sès + TSildxdjr^o. (i4)
Il faut considérer à part les termes en ^, ^q, etc., afin de leur faire subir les transformations qui sont de l'essence du calcul des variations.
On a
ffnp.da^y^Jfn^.da:dr=^fP^
= fWy.hz— ff^dxdyM.
Dans cette équation l'intégrale double
§^dxdjr.
est censée prise dans les mêmes limites que l'intégrale double proposée : quant à l'intégrale simple/P^^z, qui est amenée par une première intégration relative à la variable X, il faut , pour en fixer la valeur , concevoir qu'après cette première intégration opérée , on a substitué successivement pour x les valeurs ij;,^, "^^^ [354] t et retranché le second résultat du premier , ce que nous indiquons par la notation abrégée
la seconde intégration relative à / devant d'ailleurs être prise entre les limites J•=Oq^ =/i ,^ = Oq^:=jr^, En conséquence nous écrirons
On trouverait de la même manière
la fonction ^ désignant Tinverse de ^, ainsi qu'on Ta expliqué dans le n"" cité.
Il vient ensuite
En tenant compte des limites des intégrales, nous écrirons , suivant la notation employée ci-dèssus ,
l+oT
^JJlP^'^y-^''
Le même calcul donnera
Enfin, si nous considérons le terme affecté de Ssy nous obtiendrons par un calcul analogue
/«'•--=[/.>H:::-L/rfH:::
On a d'ailleurs
d'où
/ S8p.dx=: I S--7— c/[r=SJz—- / -ydx^z,
DE LA VARIATION DES INTÉGRALES DOUBLES
389. Si l'on réunit ces divers résultats, on mettra l'équation (i4) sous la forme
Le coefficient de ^z , sous les signes de double intégration , doit être nul pour toutes les valeurs de a;,^ comprises entre les limites de l'intégrale double, ce qui donne l'équation aux différences partielles entre x^j-j z,
dx dy dx* dxdy dj^ * ^ ^
Chacune des intégrales simples qui entrent dans l'équation (A) s'étend à tous les éléments de la courbe mjijnji^ (fig. 8o) qui trace sur le plan xy les limites de l'intégrale double. Donc, pour tous les systèmes de valeurs de x^j-j qui correspondent à des points pris sur cette courbe, les variations ^z, &/?, ^q doivent satisfaire aux équations
Enfin il faudra qu'on ait
du <«> ' ^*^
ou bien
(SH.„... - (S^*k„.,„- (SJa),..,^.+ (S5*)xo.to*. = o, {c\
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(S^z),^,y^,^ désignant ce que devient &8z pour les valeurs ^=:r„^=:<p,x,, et ainsi desuite.
390. On peut se représenter la variable z comme l'ordonnée d'une surface. Si l'intersection de cette surface avec le cylindre qui se projette en .zj- suivant la ligne mjijnji^ était une courbe donnée de position dans l'espace, la variation ^z serait nulle pour tous les points qui appartiennent à cette ligne d'intersection : par suite l'équation (c) serait satisfaite d'elle-même, et les équations {b) se réduiraient à
RS/? = o, T*y=:o.
Si en outre la nature du problème déterminait la direction du plan tangent à la surface, tout le long de la ligne d'intersection, les variations ^p^ ^q s'évanouiraient, et par suite les équations {b) seraient satisfaites d'ellesmêmes.
Lorsque la ligne d'intersection et la direction du plan tangent le long de cette ligne ne sont point déterminées par les conditions du problème, il faut, pour satisfaire aux équations ( ^ ) 9 égaler séparément à zéro les coefficients de ^z, ^Pj 8q, c'est-à-dire poser ^ dK dS ^ dT dS _ _
et ces dernières équations doivent subsister pour tous les points de la ligne d'intersection dont la projection en xj- est la courbe mjijnji^.
391. Dans le but de montrer une application de cette théorie, supposons que l'on demande la surface assujettie à passer par un contour donné, et dont l'aire, dans la portion circonscrite par ce contour, est un minimum. Cette surface ne serait pleine que si la ligne de contour par laquelle elle doit passer était comprise dans un
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plan. L'intégrale double qu'il s'agit de rendre un /TtiViimum est [SSg]
JjTs/T+J*^^ . dxify.
€omme les fonctions R, S, T sont nulles, et que la variation 8z s'évanouit aux limites , à cause de l'invariabilité de la ligne de contour , les équations (é) et (c) se trouvent satisfaites : il suffit de déterminer l'ordonnéezen fonction de x^j'j de manière à satisfaire à l'équation (a) qui devient
di ^ ^ — ""'
ou en développant les calculs,
(i + f)r— %pqs + (i +/?•>= o, {d)
équation [281] caractéristique des surfaces pour lesquelles, en tous leurs points , les deux rayons des courbures principales sont égaux en grandeur et opposés en direction. La surface cherchée doit en outre être assujettie à passer par la ligne donnée, qui circonscrit Taire minimum j condition par laquelle il faudrait déterminer les fonctions arbitraires qui entreraient dans l'intégrale de l'équation {d),
La surface décrite par la révolution de la chaînette
autour de l'axe des a:, est (parmi les surfaces de révolution assujetties à passer par deux cercles parallèles donnés) celle dont l'aire a la valeur minimum [384]. Les deux rayons des courbures principales de cette surface de révolution sont : 1*^ le rayon de courbure de la chaînette méridienne; a® la portion de la normale comprise entre la courbe méridienne et l'axe de révolution [^85] ; et en
effet Ton a trouvé [384] <iue ces deux lignes sont égales et opposées de direction.
. 392. Quand on n'admet pas que les limites de l'intégrale double soient fixées invariablement par un contour tracé sur le plan ^, on ne peut plus supposer nulles les variations ^:r, 8/, du moins pour les points situés sur les limites de l'intégrale [374] • On a dans ce cas 8jr^dxdjr =ffdyV8dx -Arf/dx^Uy ^ffVfdxdy =JfdySd8x-^jfdySd8y +f/Vfda:dy
=fY8xdy+fY8yda:+fjfl8y-^8x~fy)dxdy.
Chaque intégrale simple est censée prise le long de la ligne de contour qui limite l'intégrale double , selon les explications données précédemment.
D'après un calcul analogue à celui du n"^ 373 , si l'on . pose pour abréger
èz — p8:r — q8y = Jm, et que l'on conserve aux lettres Z,P, Q,R,S,T leur signification , en omettant , pour plus de simplicité , les termes d'un ordre supérieur au second , on aura
puis
/yy_ rfp rfo rf-R éfs «ptn . , .
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U Êiudra donc, pour l'évanouissement de la variation de l'intégrale double :
i"" Que réquation (a) y aux différences partielles entre les variables x^j^j Zj subsiste pour toutes les valeurs de a^yjr comprises entre les limites de cette intégrale;
a® Que pour les valeui*s de x,^ correspondant aux points situés sur la ligne de contour qui limite l'intégrale double, on ait les deux équations
ou
Celles-ci correspondent aux équations {b) du n® 389. et se décomposeront de diverses manières, suivant les relations que la nature du problème établira entre les variations 8x , Sjr, 8zy8py ^Çj pour les points situés sur la ligne de contour. Si, par exemple , ces cinq variations sont indépendantes et arbitraires, les deux équations se décomposeront en cinq autres,
y Enfin il faudra que l'équation S8u = o soit satisfaite, par l'évanouissement de S ou de 8u , aux points extrêmes de la ligne de contour, comme cela a été indiqué pour le cas où la ligne de contour est réputée invariable.
La fonction différentielle
OÙ la variable y est censée liée à x par une relation quelconque ^=trf^, équivaut à une fonction différentielle d'une seule variable îxdx^ en désignant pour abréger par fr la fonction
<p(a7,TAr) + i({xyjix).'^x'^ de sorte que si Ton pose z=^fix:dx^ et par conséquent dz = (f[x^)dx + il{x^)djry (a)
on pourra toujours, quelles que soient les fonctions ç, ij;, tS^ ramener aux quadratures la détermination de la fonction z.
Au contraire, si les variables xetjr sont considérées comme indépendantes, on ne pourra pas en général déterminer une fonction z de ces deux variables, telle que l'équation (a). soit satisfaite, ni construire dans l'espace une surface dont l'ordonnée z ait une différentielle totale exprimée par le second membre de cette équation* Car, pour cela, il faudrait qu'on eût
et par suite [ia3]
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Quand les fonctions 9 et + vérifient l'équation {b\ on dit que l'équation {a) satisfait à la çpndition (Tinté'' grabilité: il existe alors une surface dont on peut représenter par (a) l'équation différentielle, et par z=f(a:^) réquation en JO^^z.
394. Dans ce cas, la détermination de la fonction z se ramène aux quadratures ; car, puisque l'on a
il faut que la fonction z soit de la forme
6/ désignant une fonction de la seule variable^ qui doit être traitée comme une constante dans l'intégration indiquée par rapport à x. De là on tire, en vertu de la règle de différentiation des fonctions sous le signey [366] :
z=J<f{x^)dx +y [+(x^) -J'^^^dx^x + const.
Pour qu'effectivement ^y ne contienne pas :r, il faut qu'on ait
ce qui fait retomber sur la condition d'intégrabilité exprimée par l'équation (i).
Prenons pour exemple la fonction
qui satisfait [121 3] à la condition d'intégrabilité : on aura
, ^ a.arctanfi^a.Oj X ^y
"^ ~af4-7'~ dy ~ '
et par conséquent dans ce cas très-simple,
œ z = arc tang — h const.
395. I^orsqu'un point se meut sur la surface z:=f{xjy)j et que chaque ordonnée z ne rencontre la sur&ce qu'en un point, la différence des valeurs de z au commencement et à la fin du mouvement, ne peut dépendre que des valeurs initiales et finales assignées aux coordonnées x^j^ et nullement de la forme ni de la longueur de la courbe que le mobile a décrite sur la surface entre les de*ux points extrêmes. Donc, si l'on établit une liaison arbitraire j^=t;j a:, entre les variables indépendantes x^j au moyen de quoi la différentielle dz devient une fonction de la seule variable x^ la valeur de l'intégrale définie
z — z o == / [(!^x,y)dx + i/^x^y)dy]
doit être indépendante de la forme de la fonction -çS. Donc il faut que cette intégrale puisse s'obtenir, saus qu'on ait besoin d'assigner de liaison arbitraire entré^ et x; comme en effet nous venons de voir que cette intégrale s'obtient toutes les fois que la différentielle dz satisfait à la condition d'intégrabilité, ou toutes les fois
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que la variable z peut représenter l'ordonnce d'une surface.
Si pourtant les deux fonctions (p, f^, ou l'une d'entre elles, devenaient infinies, ou passaient brusquement d'une valeur finie à une autre dans l'étendue de l'intégration, les conclusions qui précèdent devraient être modifiées. En effet, il pourrait alors y avoir plusieurs points de la surface dont la projection en œj- serait la même, ou plusieurs valeurs de z correspondant au même système de valeurs des variables x^f : en sorte que la différence z — Zo ne dépendrait plus seulement des valeurs initiales et finales de x^jr, mais dépendrait aussi de la série des valeurs par lesquelles xetj- ont passé, ou de la courbe que le point mobile a décrite sur la surface.
Si par exemple la surface est une sphère coupée diamétralement par le plan horizontal des xjy^ et que le mobile, partant d'un point de l'hémisphère inférieur dont les coordonnées horizontales sont x^^^^ arrive à un point dont les coordonnées horizontales sont .r,^, la différence z — z^ changera, selon que ce point extrême appartiendra à l'hémisphère inférieur ou à l'hémisphère supérieur : mais, dans ce dernier cas, les valeurs de 9, <{/ auront passé par l'infini entre les limites des intégrations ; car l'équation de cette sphère est de la forme
d'où
•V/r«— (a:— Qa — Cr— yj>
valeurs qui deviennent infinies, quand on a
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OU quand le point mobile pénètre le plan ^, pour passer de rhémisphère inférieur sur Thémisphère supérieur.
396. Ces considérations s'étendent à des fonctions d'un nombre quelconque de variables. Ainsi, pour qu'il existe une fonction u de trois variables indépendantes x^y^Zj susceptible de satisfaire à l'équation différentielle
du^TLdx + Yrfj + Yrfz, {c)
où X, Y, Z désignent, pour abréger, des fonctions des trois variables x^y^Zy il faut qu'on ait [rag]
d]L_d^ dK^_^ dY_dZ ,«
dj- dûc dz dx dz dy ^^
Réciproquement, lorsque ces équations de condition sont satisfaites, on détermine la fonction u par une suite de quadratures. Ainsi l'on a
u=f^dx + ^X,z), d'où l'on tire, en différentiant sous le signe y,
dy J dy dy
et par conséquent
Pour déterminer la fonction x^, on remarquera que
dz J dz . dz ^
mais, d'un autre côté, en vertu de la précédente équation.
dz donc
dz
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et enfin
Pour que la fonction ^(j'jz) ne contienne pas œ, il faut qu'on ait
£rr_rfx_
cette condition étant satisfaite, Xz ne contiendra pas x^ si l'on a en outre
dZ rfX_
dx dz '
et enfin fz ne contiendra pas^^ pourvu qu'on ait
dy dz On retrouve donc ainsi les trois équations (</). 397. Lorsque la fonction ,
qui satisfait à l'équation (c\ a une valeur déterminée et unique pour chaque point de l'espace^ ou pour chaque système de valeurs des coordonnées x^j^z^ si l'on imagine un point matériel mobile , pour lequel la grandeur u prenne en chaque instant la valeur qui lui est assignée par l'équation {e)y et si ce mobile passe du point {pc^^^^z^ au point {x^^z)^ la différence
«— «o =/('îPjj,^)— /(^o,ro,^o)
ne peut dépendre que des valeurs initiales et finales attribuées aux coordonnées ^,/,2, et nullement de la forme ni de la longueur de la courbe que le mobile a décrite dans l'espace entre les deux points extrêmes. Donc , si
l'on établit des liaisons arbitraires ^=: tuf j?, z=-^^ entre les variables x^y^z^ au moyen de quoi la différentielle totale
du = Xûb + Xdy + TLdz
devient une fonction de la seule variable x^ la valeur de l'intégrale
doit rester indépendante de la forme des fonctions ri et ^. Donc il faut que la valeur numérique de cette intégrale puisse se calculer, sans qu'on ait besoin d'assigner de liaisons arbitraires entre z, jr et x. Le calcul du n** précédent confirme cette vue à priori^ en faisant voir comment, lorsque les conditions d'intégrabilité sont satisfaites, la fonction u se détermine par une suite de quadratures, sans qu'il soit nécessaire d'établir de liaisons entre les variables indépendantes.
Toutefois, les formules de quadrature pourraient devenir illusoires, quant à l'évaluation de la quantité» — u^y si les fonctions X, Y, Z, ou seulement l'une d'entre elles, devenaient infinies ou passaient brusquement d'une valeur finie à une autre; et en effet il pourrait arriver dans ce cas que plusieurs valeurs, de u correspondissent à un même système de valeurs des variables x^y^z^ en sorte que la différence u — u^ ne dépendrait plus seulement des valeurs initiales et finales de x^j^Zj mais dépendrait aussi de la série des valeurs par lesquelles ces variables ont passé, ou de la courbe décrite dans l'espace par le point supposé mobile.
398. On rencontre fréquemment en mécanique des équations de la forme
du = ILdx -^ Yrfj -f- TJzy
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fbins lesquelles X, Y,Z, fonctions des trois coordonnées Xyjr^ Zj désignent les forces qui sollicitent un point mobile parallèlement aux axes des coordonnées; et des théorèmes importants sont subordonnés à la condition que l'intégrale
J x^ ait une valeur indépendante des ve\dX\ou^y=:^^^z=r^x^ ou ne dépende que des positions extrêmes du point mobile, et non de la ligne qu'il a décrite en passant de l'une à l'autre. Or, pour que cette condition restrictive soit satisfaite, il ne suffit pas, ainsi qu'on a coutume de l'énoncer, que les fonctions X, Y, Z satisfassent aux équations {d)y de manière que l'équation Xrfar -f- Yéfy- 4- Zflfe = o soit l'équation différentielle commune à une série de surfaces qu'on obtiendrait en faisant varier la constante c dans l'équation u — Mo=c» ou
Il faut encore que la fonction u et ses dérivées partielles X,Y,Z ne deviennent point infinies dans l'étendue des intégrations ; et qu'à un même système de valeurs des coordonnées x^y^Zy ne correspondent pas plusieurs valeurs réelles de c, de telle sorte que les diverses surfaces dont il vient d'être question puissent avoir des points communs.
*399. D'après toutes ces explications, on voit que la théorie de la variation des intégrales, exposée dans les deux chapitres précédents, se rattache naturellement à la recherche des conditions d'intégrabilité , pour les fonctions différentielles de plusieurs variables indépendantes. Il s'agit en effet dans cette recherche de trouver
les conditions pour que les changements de valeurs ou les variations d'une intégrale définie ne dépendent que des valeurs initiales et finales, assignées aux variables qui entrent sous le signe f^ et nullement des liaisons qu'on pourrait arbitrairement établir entre ces variables dans l'étendue de l'intégration. Or, c'est à quoi s'appliquent immédiatement les formules pour la variation des intégrales, dans lesquelles on fait usage de l'algorithme de Lagrange.
Admettons que la fonction différentielle pour laquelle on veut trouver les conditions d'intégrabilité, renferme, outre les variables o:,^, leurs différentielles des divers ordres jusqu'à l'ordre n inclusivement. Pour que cette fonction ait un sens intelligible, il faut qu'elle se réduise à une fonction de la seule variable x, quand on assigne entre x etj" une relationjr=t;;^.r : il faut par conséquent que cette fonction prenne la forme
lorsqu'on y traite x comme une variable indépendante, et^ comme une fonction de x. L'intégrale de cette fonction, si elle peut en avoir une indépendamment de toute relation entre x et^, sera de la forme
de sorte que l'on pourra poser
et il s'agit de savoir si la valeur de l'intégrale contenue dans le second membre de cette dernière équation peut rester indépendante de la relation arbitraire qu'il faut nécessairement établir entre ^ et x pour rendre la quadrature possible, par les procédés ordinaires.
Afin de conserver les notations employées dans l'avant-dernier chapitre, écrivons
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JV==Xdir+Yrf7+Y('Wy+Y(«)rf/+Y(3Wy''+etc. : (/) nous aurons
^/Vd:r=Vaa:+(Y(.)-î^ + ^- etc.) (èy-y^r)
+ (Y(')— ^^+ etc.) (^y —yjar) + etc.
fl^ rfY(0 rf-YW iPYW n,. ,. ,_,
+y r--^ + ^-^r + etc.](*r-y*x)^.
Cette équation se déduit de la formule (A) du n" SyS, en omettant les termes qui se rapportent à la limite inférieure de l'intégrale, parce que les valeurs de o:,/-^, etc., à cette limite sont censées constantes, et en supprimant Findice (i), pour mieux marquer que nous considérons comme variables les valeurs de x^y^f^ etc., qui se rapportent à cette limite supérieure.
Maintenant, si, par la forme de la fonction /ou Y, on a identiquement
il est clair que la variation de l'intégrale ne dépendra plus que des variations des quantités x^y^f^ etc., qui se rapportent à la limite supérieure; de façon qu'elle restera indépendante de la relation arbitrairement établie entre y ^t x dans l'étendue de l'intégration.
Donc l'identité {g) exprime la condition d'intégrabilité de la fonction /^ ou la condition pour que cette fonction ait une intégrale F, de l'ordre immédiatement inférieur. Lors même que la fonction F ne comporterait pas d'expression par les signes élémentaires de l'analyse, on pourrait toujours en assigner numériquement la valeur, jlbur chaque système des valeurs initiales et iSnales des quantités Xj/^y\ etc., eu calculant arithmétiquement
[32o], avec une approximation indéfinie, l'intégrale
après qu'on aurait établi entre j^ et x, pour rendre le calcul arithmétique possible, une relation arbitraire dont la forme n'influerait pas sur la valeur de l'intégrale; puisque, par hypothèse, l'équation (g) est identiquement vérifiée.
*400. D'ailleurs, en vertu de cette même équation {g\ on a [375]
= E^x + n/ + Yc^sy + Y(*^ V + • • • + Y(- '>*/—>,
3,Y,Y^'\. . .T^""'^ désignant des fonctions connues de Xyy^fyy'j etc. Or, rien ne s'oppose maintenant à ce qu'on remplace la caractéristique ^ par d^ en écrivant rfF=ai:r+Yrf74.Y(0rf/+Y(»Wy'+...+Y(«-0rf/»-0. (A)
Par conséquent l'on a, pour déterminer F en fonction deo:,^,^,. . . jr^*~'\ considérées comme variables indépendantes, une équation de même forme que celles qui ont été traitées au commencement de ce chapitre : et comme le même procédé d'intégration s'y applique, il en résulte que la détermination de la fonction F se ramène toujours à une suite de quadratures.
A la vérité, ceci suppose : i* que les facteurs a, Y, Y^'^ etc. ne contiennent pas de dérivées de^ supérieures par leur ordre à ^■^'^; a^ que l'équation (A) satisfait en outre aux conditions d'intégrabilité exprimées par les équations
^ dX ^ rfY(')
dy dx^ df rfr '
Mais remarquons que, si toutes ces conditions n'étaieift pas satisfaites, il y aurait contradiction à admettre que
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F est fonction des seules variables x,y^j . . ./^""'^ considérées comme indépendantes; ce' qui est pourtant, d'après ce qui précède, une conséquence de l'identité {g). Donc, l'existence de la fonction F, dans le cas de l'identité {g\ ayant été démontrée par des raisonnements indépendants de la forme de l'équation {fi)y nous pouvons être assurés que cette équation satisfait aux conditions d'intégrabilité, et nous en prévaloir pour affirmer que la fonction F est toujours susceptible de s'exprimer sous forme finie, par une suite de quadratures.
Lagrange s'est contenté de démontrer que la fonction F peut toujours s'obtenir par un développement en série, ce qu'on regardait alors comme suffisant, et ce qui ne satisferait plus aujourd'hui les géomètres, puisque la série obtenue peut, comme celle de Taylor, et à plus forte raison, tomber en défaut ou cesser d'être convergente. Les démonstrations plus anciennes ont paru à ce grand géomètre obscures ou trop compliquées (*). Le raisonnement qui précède suppose seulement que les fonctions E,Y,r^'^ etc., n'éprouvent pas de solutions de continuité du premier ordre»
* 401. Prenons pour exemple la fonction
on a
par conséquent l'équation {g) est satisfaite, et il vient {•) Leçons sur le calcul des fonctions, ai* leçon.
OU
ou bien enfin
dF = {x+y)dx+ (7— i) rfj+^rf/.
On reconnaît sans difficulté que le second membre de cette équation^ considère comme fonction dififërentielle des trois variables indépendantes x^y^y^ satisfait aux trois conditions d'intëgrabilité indiquées au n** 396 ; et l'on en conclut, par les formules de ce n%
F(^> 7> 7') = ^* 4-y* — 27 + ^y'x + const. On peut se proposer de généraliser ce qui précède, en recherchant les conditions d'intégrabilité d'une fonction qui contiendrait plusieurs variables indépendantes avec leurs différentielles des divers ordres; ou bien en cherchant les conditions pour qu'une fonction différentielle de l'ordre n ait non-seulement une intégrale de l'ordre immédiatement inférieur n — i, mais encore une intégrale de l'ordre n — 2, ou de l'ordre n — 3, et ainsi de suite. De semblables questions comportent de trop rares applications pour qu'il y ait lieu de s'y arrêter ici.
^CHAPITRE X
DES INTEGRALES DÉFINIES PBISES ENTRE DES LIMITES SPECIALES. DIVERS EXEMPLES DE DÉTERMINATION
d'intégrales DÉFII^IES.
402. Lorsque Tintëgrale indéûnie f/œdx ne peut pas s'exprimer algébriquement ou par les fonctions transcendantes dont on a des tables , l'intégrale définie
^ fxdx (i)
ne peut en général être calculée qu'approximativement, par les sériés ou par le procédé de sommation arithmétique dont il a été question plusieurs fois [32o] : mais dans ce cas même il arrive souvent que, pour certaines valeurs spéciales des limites, appropriées à la forme de la fonction f^ telles que
o, dboo, dii, zhTir, etc., la valeur de Tjptégrale (i) s'obtient exactement et directement , sans qu'on ait à passer par l'intégrale indéfinie. Il arrive aussi que l'intégrale prise entre ces limites spéciales, lors même qu'on l'obtient par une intégration indéfinie, prend une expression beaucoup plus simple, ou jouit de propriétés remarquables qui n'appartiennent plus à la même intégrale, prise entre des limites quelconques. On pourrait attribuer la dénomination dintégrales définies spéciales à celles dont on vient d'indiquer sommairement les caractères distinctifs : le calcul
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et la théorie de ces intégrales forment maintenant une branche très-importante de l'analyse.
Pour éclaircir ce sujet, supposons que Ton demande la valeur de Tintégrale définie
* sin^ xdû: :
on remarquera que cette valeur est évidemment la même que celle de l'intégrale
cos' X(ÙC,
puisque, dans Tintervalle de o à jiu, sin x et cos a: passent suivant un ordre direct ou inverse par la même série de valeurs. Donc
*sin'^éir=- / '('sin*jr4-co8*^)rfiF = - / *d[r=-;o Vo Vo 4
A la vérité on obtiendrait le même résultat, sans recourir à la considération que nous venons d'employer , en effectuant l'intégration indéfinie , qui est possible dans ce cas, et qui donne
fsïv?xdxz=z^x-^ -J-sin %x + const. Aussi notre but a-t-il été seulement de montrer comment des rapports convenables , entre les limites de l'intégrale et la forme de la fonction , peuvent conduire à l'évaluation de certaines intégrales définies, sans qu'où ait besoin de passer par les intégrales indéfinies. 403. Soit encore l'intégrale
si nous la multiplions par une autre intégrale de même forme, où nous écrirons seulement^ au lieu de jc, le
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produit des deux intégrales simples^ équivaudra à l'inté* grale double
En effets lorsque les limites des deux intégrales simples
ffxdx, ffydy, ne dépendent point , pour la première de^ , pour la seconde de X , leur produit est égal à la somme qu'on obtient en multipliant chaque élément de la première par chaque élément de la seconde, c'est-à-dire à l'intégrale
double
JffxSy.dydx^
pour laquelle les limites, par rapport à chaque variable, sont les mêmes que celles des intégrales simples.
Posons maintenant ^=::r^, t désignant une nouvelle variable, d'où [367] dx^=^xdt\\^^ limites de / seront encore o , 00 9 et l'intégrale (a) deviendra
Donc
(/." '-''^)(J' -'•"^XJ' •-'^)"=r'
et par conséquent
e-^dxz=-i/:i, (a)
résultat d'une grande importance et d'une application fréquente. L'artifice de calcul qui nous a donné la valeur de l'intégrale (a), ne réussit que parce que les limites sont o et 00 : entre d'autres limites l'intégrale feF^dx constitue une fonction irréductible aux transcendantes usuelles, ou une transcendante qui doit avoir sa table propre, et dont nous avons donné plusieurs expressions en séries [317].
On conclut immédiatement de l'équation (a)
/•oo
et en remplaçant a: par .r J/ô,
Diffërentions / fois de suite les deux membres de Téquation par rapport à 6 , suivant la règle du n® 366 , et faisons ensuite 6=1 :il vient
On a d'ailleurs , pour toutes les valeurs entières et positives de if
puisque l'intégrale est composée d'éléments qui se détruisent deux à deux.
On doit remarquer l'artifice de calcul qui consiste à tirer de la valeur connue d'une intégrale définie y celle d'une autre intégrale définie prise entre les mêmes limites, et que l'on fait dériver de la première, en différentiant ou en intégrant celle-ci sous le signe y [366] par rapport à un certain paramètre. C'est ainsi qu'eo intégrant par rapport à m^ entre les limites (x,v, les 4eux termes de l'équation
o Tn
on trouve
Au contraire , si l'on différence / fois de suite, par rapport à m j l'équation
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dx IV
il viendra
:r' +;»)'+• a'.n»Vm '
(foù
<fa I x.3.5...(a/ — i) ir -^
o (ar»+wy+* ^V^* a. 4. 6... a* 'a' l- ^
404. Les géomètres ont calculé par des méthodes trèsvariées les valeurs d^un grand nombre dMntégrales définies : nous donnerons comme exemples les formules d'une démonstration plus simple ou d'un usage plus fréquent, en commençant par les cas où la valeur de l'intégrale définie se tire immédiatement de Texpressioa trouvée pour l'intégrale indéfinie.
On tire de la formule ((x) du n"* Sog
/, sini*~'j?cos j? f* — I /* . ,
sin^xdx=3 — • 1 1 sin^^^'aror, \h V- J
et de la formule (v)
/, sinj:cos*~'j: v— i f ,
cos'j?rfr= 1 1 cos*-*:raa:, V "^ J
d'où
y* sinï» xdx = / * sini*"* xdar,
*cos'*xdx:= 1 *cos*"*j:iir.
o V Jo
Comme les mêmes formules de réduction s'appliquent aux intégrales qui entrent dans les seconds membres, on a, en désignant par a/ un nombre pair quelconque,
/*! . . , /*l . , 1.3.5. ..(a/ — i) ic .,. / 8in«a:rfa:=/ cos»'x/ir=x— 7-^-^^ r-^.-> (*)
et en désignant par a/-|-T un nombre impair quelconque, '8in»'-»-'j?£fe=/ 'cos'*+'xd:r=^ 2.4.6 2t
Or, il est à remarquer que Ton peut toujours prendre le nombre i assez grand pour que les valeurs des intégrales
/ 'sin»'+"a?rfj?, / ^àxi^'xdx (3)
diffèrent d'aussi peu qu'on voudra des intégrales
/ ' ûvL^'^^xdx^ / * ùn^'xdx^ (4)
6 désignant un nombre positif susceptible de décroître au-dessous de toute limite. En effet l'on a
j^ *sin*a:£iar<g-e)sin*(™6),
et le second membre de l'inégalité peut évidemment, quelque petit que soit e, tomber au-dessous de toute grandeur donnée , pour une valeur convenable de l'exposant k.
Maintenant l'on peut prendre e assez petit pour que les intégrales (4) diffèrent chacune d'aussi peu qu'on voudra de l'intégrale
Ji
dx-
et pour que leur rapport diffère d'aussi peu qu'on voudra de l'unité : donc, pour des valeurs suffisamment grandes du nombre i , le rapport des intégrales (3) différera de l'unité d'aussi peu qu'on voudra.
On en conclut que le rapport des deux fractions formant les derniers membres des équations [b) et (c) tend
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indéfiuiment vers l'unité, pour des valeurs indéfiniment croissantes de /• Donc
ir s. a. 4«4* 6*6» 8.8...
a 1.3. 3.5. 5.^. y,g..é Cette expression du nombre ir, en produit continu d'une infinité de facteurs y est due à Wallis : on la retrouve de diverses manières.
Soit demandée la valeur de l'intégrale
/r désignant une fonction algébrique rationnelle, et F:r une autre fonction algébrique rationnelle, dont le degré surpasse au moins de deux unités celui de/r, et telle que l'équation Fx-=o n'ait que des racines imaginaires, afin que la fonction sous le signe ne passe point par rinfini, dans l'étendue de l'intégration. Si Ton désigne par a±p|/^ — i un couple de racines imaginaires conjuguées de l'équation F.2:=o, l'intégrale demandée sera la somme d'intégrales partielles de la forme
*V_«(:c-a)' + P'^ '^P/_«(:P_a)'+p" les constantes P et Q étant données par l'équation
dans laquelle on transforme très-simplement l'équation (3) du n** 296.
On a sans difficulté
quant à l'intégrale
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elle ne peut être considérée [3^4] que comme la limite d'une autre intégrale
^^ tdt
dans laquelle (x ^ v désignent des nombres arbitraires et e un facteur qui converge indéfiniment vers zéro. Or on a
^ fi; tdt _i, r(p-i^^ + iViii
d'où, en faisant e=o, pour passer à la limite,
CûUf^AL expression indéterminée, à ceux de l'indétermination des nombres (x, v.
Désignons maintenant par a.rfc p,j/ZI7, a,± ^\/^, etc. y les autres racines imaginaires de l'équation Fj:=o, et par P„ Q,, P„ Q„ etc. , les valeurs correspondantes de P, Q: il viendra
r^dx^li^'f^,_Yx'^=H^+ Q. + Q. +etc.)
+ i(P + P, +P. 4- etc.)log ("^Y
D'un autre côté l'on a identiquement
fx aP(a:— a)+2Qp , 2P,(a;-a,)+ 2QP, . _.
Fx— {x—ay + i^^ "*" (a:_aO" + p: ^ ' d'où il est facile de conclure que , si l'équation de condition
P + P,-4-P, + etc.=o
n'était pas satisfaite, le plus haut exposant de x dàusfa: ne serait inférieur que d'une unité , contre Thypothèse , au plus haut exposant de x dans Fx. Donc on a sîm-
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plementy dans l'hypothèse admise.
valeur d'où a disparu tout symbole d'indétermination.
Si les fonctions fx^ ¥x île renferment que des puissances paires de .r, on aura aussi
Apphquons cette analyse à Tintégrale
dans laquelle nous supposerons nKn^meXn désignant d'ailleurs des nombres entiers positifs. L'équation (5) devient dans ce cas
et il faudra [79] y substituer successivement pour a-j-p\/d7 les diverses valeurs que l'on tire de la formule
cos-^ — ^ + l/^— i.sin^— ' ^,
en donnant successivement à / les valeurs o, i , a , 3, . . . . . ., n — 1.
Or, on a par la formule de Moivre [77],
r (ii+i\K ^ . (2^+I)wV"""*'"■"'
I cos ^ ^^ -h V^— I . sm^^ i—
L 2/1 an J
=cos |(a, + i>-^ ^^ ^J
^ . F/ . \ (2»l + l)(2ïH- i)ic"l
+ V/— i.sin (2t-|-i)ic — ^ ^^ ^
(2m+l)(2i+l)lC , . . (2W-hl)(2i+l)TU
Posons, pour abréger,
Téquation (6) donnera
et par suite i^
Qi = — sin (aï+ lUir, 2n ^ '
^ = — [sin A^+-sin 3A7r+-...-|-sin (an- \)hr:\ (8)
Cette expression peut être simplifiée : car soit S=sinM-f sin(tt+t')+sin(« + 2f')+...+ sin[M+(n— i)^']; multiplions les deux membres de Fëquation par a cost^, et, la multiplication effectuée, transformons chaque terme du second membre au moyen de la formule asin(M + 7v)cosc/== sin [« -H (r -f- i)p] -|- sin [m •+■ (r- i)^], qui dérive elle-même de la relation connue
asin/?cosjf = sin(/? + y) + sin(/> — q) : nous trouverons 2Scos(^=sin(a— f)— sinii-f-aS— sin[M-f-(/i— i)f']-|-sin(M-f-/if'),
d'où
^ — sin (m — (^) + sin w + sin [a + (« — I )p] — sin {u-^-nv)
COS
Faisons dans cette dernière équation u^^kt^y if=ziÂ'% :
S désignera le polynôme qui multiplie — ; dans l'équation (8) , et il viendra
^ 2 sin ^TT + sin (2/1 — i)^ïc — sin (2/1 + i)^
2(1 — cos 2 Ait) Mais on a
sin (a/i dt i )kiz = sin (anAïc db k%) == sin [(2/71 -f- i)w ± kiz]
= zpsin ^TT,
I — cos 2lnz = 2 sin* km ;
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donc
* x^'^dx TC
a/i sm î^ i-
an Cette formule remarquable a été donnée par Euler. On
en tire
o I +/ smAiT ^ '
en posant ^=j;*". Cette dernière équation subsiste pour des valeurs quelconques de k comprises entre o et i : car, quelles que soient ces valeurs, on pourra trouver des nombres entiers rriync^ui satisfassent à l'équation (7)^ avec telle approximation qu'on voudra, et qui de plus vérifient l'inégalité m<n.
On trouverait par un calcul analogue
==iS--J5in 2^vc+sin 4^4- ...+ sina {n — i)kT:'\
(ai»+ i)^'
aw tanff ^ ^
^ un
'o I — J tangÂTu" 407. Les formules (b) du n^ 3i4 donnent
e-'^smbxdx=^-- 7-, 1
e"" cos bxcLv=-- r- .
Multiplions ces équations par da et intégrons entre les limites c , a , il viendra
I . sm àxdx = arc tang y arc tang y
-ex „
-ex __
'cosiardlrïrss-lofff •<- =• V
la.
Si l'on fait, dans les équations qui précèdent, c=o,
a=:X) , elles donneront
' * sin 3j: , , TC . ,
da;==±^, {g)
* cos bx
dx = <x> ,
On doit prendre le second membre de l'équation {g) avec le signe -|- ou avec le signe — , selon que la constante b est positive ou négative. D'ailleurs la valeur numérique de cette constante est sans influence sur la valeur de l'intégrale définie : en effet, si l'on pose bx^=.t^ les limites de t seront encore o, oo , et l'on aura
Jo X Jo t
On a par le théorème de Cotes
/ ''^ ,\/ ^'^ ^\ f 2.n—i , (i-aacos h« )(i-2«cos ha )...(i-2acos hû*)
n et passons aux logarithmes : il viendra
5^~'U, indiquant la somme des valeurs d'une fonction Uj, pour toutes les valeurs entières de/, de o à n — 1 inclusivement.
Faisons maintenant
le premier membre de l'équation (9) deviendra
2» -log(i — 2acos:r+ a'), (10)
et le signe 2 indiquera une somme prise relativement
Élevons les deux membres de 1 équation à la puissance et passons aux logarithmes : il viendra
> . -.log(i— 2acos— — + a')=Iog.(a-+i)«, (9)
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à la variable j;, qui croît par différences constanles et
/ 1 * w j r: y tin — i . , .
égales a-, de .2:=:= — a^=:^ tu inclusivement.
/ï 2/1 un
Si l'on fait croître indéfiniment le nombre n y la différence Aor = - diminuera de plus en plus; et à la limite la somme (iq) deviendra l'intégrale définie log (i — 2a cos x + a^yLc.
Dun autre coté, pour des valeurs de n indéfiniment
croissantes, la quantité
(«"-Hi)"
tend indéfiniment vers la limite i ou vers la limite a**,
selon que la constante a est < ou > 1 : donc on a
U valeur de cette intégrale définie a été donnée par M. Poisson; mais la démonstration précédente^ recommandable par sa simplicité, est de M. Delaunay.
409. La combinaison des symboles imaginaires est un moyen de calcul souvent employé pour déterminer des intégrales définies. Si dans la formule {a) on change x en or, ce qui donne
et qu'on pose ensuite
elle deviendra
ou bien , après qu'on aura remplacé l'exponenlielle ima-
gindire par sa valeur en sinus et cosinus,
f (cos a'^ — ï/~ . sin a'^')rfr=^'~^~^ \/- ,
équation qui se décompose dans les deux suivantes
/ sina*^.rfr = — 'V/ -» J Jo aa V 2 f
/ cosa*x^.da: = — •!/ -• I Jo 20, ^ a }
Celles-ci donnent, quand on remplace a'x'par a:, /** sin xdx ^_^ /** cos ordlr /« ^
Les équations (A) donnent encore
/ sin^*,Étr=:y/ -, / cos j:*.rfj:=:y/ -• (A')
Changeons dans la première x enx — Ç : les limites seront toujours les mêmes, et il viendra
sin (^ — aÇa; -f- Ç')Étr = / sin (:f*+ Ç*) cos aÇjrflte
— / cos {x^-k- Ç") sin aÇa: rfj: = k/ - •
Mais, comme cos (a:'-|-Ç") sin 2^' est une fonction impaire de .r, on a évidemment
cos (ar* 4- Ç*) sin a^ ûir == o ,
et par suite
/ sin(.r* + Ç*)cos 2Çj:rf^ = %/ -,
ou
Ç*/ sin x* cos 2^j: rfr + sin ^* / cos jt* cos 2^dx=\/ - En traitant de la même manière la seconde équation (h')
on aurait cos'
Ç* / cos x^ cos 2$j: djc — sin $* / sin a^ cos 2^^ dlr =y/ " !
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et de là on tire
/ cos a^ cos aÇar dx = (co&Ç* + sin Ç*)^/ - ,
/sin ar* cos aÇar «tr = (cos Ç* — sin Ç*)\/ - . £n observant que
Sin - = cos - = — r=: >
on mettra ces équations sous la forme
/ cosj;*cos25a:<ir= V/i.sinf -4-Ç*)>
/ sin j:* cos 2Ç:Frfr=i/i.sinf - — Ç* V 410. Soit
Imtégration par parties donne
/«~**'*sin bx.xdx^= r- sin ia: H -/ ô"""*'* cos ij^ctr:
d'où
/•• ^ /*oo
I ^-«»** sin bx.xdx = — - / tf-«*'* cos bxdx.
et par suite
diù b diù I , If
-n-= 1 w, ou — = -r.bdb,
do aa* iù 2a'
Donc, si Ton représente par coo la valeur de cû pouri=o,
on a
Mais, d'autre part^
Jo a«'
donc
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^-*'*** cos ba:da; == — ^ . e" 4^« (k)
Quand on fait converger a vers zéro , le second membre de l'équation précédente converge vers zéro [89]: donc , à la limite , et pourvu que b ne soit pas nul , on a
cosbxcLrs=o.
conformément au résultat trouvé [3^5].
41 1. li'intégrale double
lî = / / 2e-/'('+'') cos bj; .ydydx devient , quand on effectue d'abord l'intégration relative
^ /* ** cos bx.dx
Si l'on intégrait d'abord par rapport ào:^ on aurait, par la formule (k) ,
Maintenant posons
t = -^ , dou ( -^ ) =^* + 2A,
dr= -de( 1+ . ) :
les limites de la nouvelle variable t , correspondant à j^=z:QO ,^zzzo, seront ^:=:-|-oo ^t=z — QO , et il viendra
Or, rintégrale qui subsiste dans le dernier membre de l'équation précédente est nulle pour b>o\ car, d'une part , le facteur qui multiplie er^^dt sous le signe/
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est nomériquement < i , en sorte que la portion de Tintégrale comprise entre les limites o, x) , a une valeur numérique, finie, <-îJ/1t; et cela posé, puisque tous les éléments de l'intégrale changent de signe avec ^, on a r* e-'^tdt _ro e-ndt r* e-'^tdt _^
Donc, pour A>o,
_ /* * cos bxdx TC * / ,N
Jo 1+X^ 2 ^^
On doit remarquer cet artifice d'analyse qui consiste à évaluer une intégrale simple par la comparaison des deux résultats qu'on obtient en intervertissant dans une intégrale double l'ordre des intégrations.
Si l'on remplace dans l'équation (/) x par mx et h par
-, on aura
* cosbxdx w _i , .
et en faisant maintenant m=o, on en conclura comme précédemment, pourvu que b ne soit pas nul,
COS bxdx = o.
Si l'on remplace dans l'équation (/) x par — et é par mb^ il viendra
cos bxdx TÇ .
o m^+x* 2Fn doù, en difierentiant par rapport à é, *'^xsin bxdx ic .
Dans le cas où le paramètre b serait négatif, la même analyse conduirait aux formules
x&in bxdx w ,
* CHAPITRE XI
DES INTEGRALES DÉFINIES , GONSIDiREES GOMME FONC- TIONS DE PARAMÈTRES VA.RIABLES. FONCTIONS
EULÉRIENNES.
On peut poser
et la fonction F ainsi définie constitue une transcendante nouvelle si l'intégrale définie qui figure au premier nombre de l'équation ne peut pas s'exprimer algébriquementy ou par le moyen des transcendantes dont on a déjà des tables, soit pour des valeurs quelconques des limites ao, a^ , soit du moins pour les valeurs spéciales attribuées à ces limites. On peut toujours calculer numériquement, avec une approximation indéfinie [3^o], les valeurs de F^ pour chaque valeur de x, à moins que la fonction /{x^cl) ne passe par l'infini dans l'interyalie des limites de l'intégrïtle. On peut aussi soumettre la fonction F^ à la différentiation ou à l'intégration par rapport à x^ en différentiant ou en intégrant sous le signe J\ sans qu'il soit besoin d'effectuer rintégration relative à la variable auxiliaire a.
Les transcendantes dont il s'agit ici, supposées irréductibles, sont d'un ordre plus élevé que les intégrales
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supposées pareillement irréductibles. En effets le caractère essentiel de ces dernières transcendantes est d'avoir pour dérivées des fonctions /i qui s'expriment algébriquement, ou qui sont composées des transcendantes élémentaires dont on a des tables, tandis que la dérivée fx a une expression
de même nature que celle de la fonction dont elle dérive. Si la fonction F'x pouvait s'exprimer sans le secours du sigoe d'intégration définie, on devrait mettre l'expression de Fx sous la forme
Txdx,
et alors elle sortirait de la catégorie des transcendantes (i) pour rentrer dans celle des transcendantes (2).
Une fonction qui dépend de plusieurs quantités peut se ranger parmi des transcendantes de diverses catégories, selon que l'on prend pour variables telle ou telle des quantités qui entrent dans sa composition. Par exemple les fonctions elliptiques de première et de seconde espèce appartiennent à la catégorie des intégrales (2), si l'on y considère le module comme constant et la limite supérieure d'amplitude comme variable; et elles rentrent au contraire dans la catégorie des intégrales (i), si l'on y considère les limites d'amplitude comme toutes deux constantes, et le module comme une grandeur susceptible de varier sans discontinuité entre les limites o, 1 .
413. La fonction /pourrait passer par l'infini, dans l'intervalle des limites de l'intégrale, sans que la fonction Fx cessât d'être continue; et si, pour une certaine va-
leur de oL^fÇxyOL) passait brusquement d'une valeur finie à une autre, la fonction F.r n'éprouverait pas en général de solution de continuité. Ceci est une conséquence des premières notions de la théorie 'des quadratures, sur laquelle il n'est pas nécessaire d'insister.
Réciproquement , la fonction F peut éprouver des solutions de continuité pour des valeurs de x qui ne rendent pas discontinue la fonction /, Soit par exemple
J o a on aura pour les valeurs positives de x [407], Fj:=-î7c, et pour les valeurs négatives de la même variable, F,x= — -;7u. En conséquence, pour x = o^ la fonction Fx passera brusquement de la valeur -^tu à la valeur — ^7u, quoique cette valeur de a: ne rende pas discontinue
la fonction -. De même, si l'on posait
on aurait \l\^\\ Fx-=-\T:e'"^ ou Fa:= — k^^^j selon que la valeur de x serait réputée positive ou négative, et F.r éprouverait le même changement brusque dans sa valeur.
On en conclut que l'équation
a pour lieu géométrique le système de deux droites MN, M'N' [^fig. 91) parallèles à l'axe des .r, qui s'étendent à l'infini j l'une du côté des x positifs, l'autre du côté des X négatifs, et qui s'arrêtent brusquement aux points où elles rencontrent Taxe des^. A l'abscisse o cor-
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respond d'ailleurs la valeur^=o, c'est-à-dire là moyenne des ordonnées OM=^tc,OM'= — ^'n^. On reconnaît l'analogie de ces résultats avec ceux du n® 1 1 3, où la valeur de y se trouvait exprimée par une série infinie, au lieu qu'ici elle se trouve exprimée sous forme finie, par le moyen d'une intégrale définie.
Ceci fait comprendre comment les intégrales définies, où la variable entre comme paramètre, peuvent être propres à représenter des fonctions discontinuies , et comment le progrès naturel de l'analyse doit les amener, dans le traitement des questions qui supposent, comme condition essentielle, la discontinuité de certaines fonctions. L'emploi des intégrales définies offre alors cet avantage sur celui des séries, qu'on peut aisément faire sul)ir aux premières les combinaisons et les transformations analytiques, de manière à reporter à la fin des calculs l'opération de quadrature arithmétique dont le signe d'intégration définie est l'indice, ou à éluder cette opération, quand elle n'est pas essentiellement inhérente au problème.
414. On tirerait de l'équation (3), par des transformations convenables, d'autres formules appropriées à d'autres cas de discontinuité. Soit, par exemple, la fonction
/* ** sin a cos ou: , , ,.
Mo — ï — ^'- ^^^
on a
sin a cos ax = -^ [sin(i + .r)a -4- sin (i — •^)a], d'oii
îi/o a ijo a
Or, d'après ce qui a été prouvé, l'intégrale
se réduit à 7 ir pour x> — i,età — ^ikçowv x< — i; de même Tîntégrale
sin(. -x)»^
se réduit à Itt pour.r < i et à — ^ ir pouro: > i : il en résulte que la valeur de ^ est ^ 'tt quand x est compris entre -|- I et — I, et que /• devient nul quand la valeur de^ tombe hors de ces limités. Par conséquent, si. Ton prend OP=OP'= I {fig. 92) , PM =PM'= i-ir, le lieu de Téquation (4) sera formé de la portion de ligne droite MM' parallèle aux x^ et des lignes droites PX, P'X' limitées aux points P, P', mais indéfinies dans l'autre sens.
415. De semblables solutions de continuité ont lieu pour des intégrales dénnies qui se déduisent d'intégrales indéfinies dont on a la valeur algébrique. Considérons notamment la fonction de x exprimée par
~Jo vm
sinarfa ,^.
le radical devant rester positif dans toute l'étendue de l'intégration : on a
sin arfa i
Aux limites a=o, « — iz, le radical devient l/(i— j:^
V/(i4-d?)» ; et comme il doit toujours être pris positivement, nous en conclurons
d'où
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l/^(i — a;)» = ±(i — o?), selon que a: i, l/(i + xY = ±: (i + a:) , selon que x — i ;
ou
pour 07 > I , j = - ?
o:<i,>— I, 7=2, ^<— I, jz= — --
£n conséquence, le lieu de l'équation (5) est formé [fig. 93) de deux arcs MN, M'N' d'hyperboles équilatères, et d'une portion de ligne droite MM', parallèle à Taxe des x.
Dans ce cas, les solutions de continuité que la fonction
/éprouve pour j:= 1, x=z — i, ne sont que du second
ordre : sa dérivée
/*w sina(cosa — 07) ,
y=/ 7 ^ 5TT»a
Jo (i — 2o;cosa-f-o: )â
éprouve, pour les mêmes valeurs de .r, des solutions de continuité de premier ordre, en passant brusquement de la valeur — 2 à la valeur o, et de celle-ci à la valeur a.
Fonctions eulériennes.
416. Dans la catégorie des fonctions qui nous occupent rentrent notamment deux espèces remarquables de transcendantes auxquelles Legendre a imposé le nom ^intégrales eulériennes^ eti mémoire du grand géomètre qui en a étudié le premier les propriétés, et dont les immenses travaux ont donné tant d'e^t4îi>$ion à toutes les brancbes de l'analyse. Les transcendantes eulériena<}s de première espèce sont données par l'intégrale
/(i — ^-^fty-'àoL^ (a)
qui devient
quand on pose
i + P et nous les désignerons par le symbole {pc\f). Les transcendantes eulériennes de seconde espèce sont données par l'intégrale
qui se transforme en
lorsqu'on fait
et nous les désignerons, diaprés Legendre^ par le symbole rr. Il convient de considérer en premier lieu les transcendantes eulériennes de seconde espèce, qui sont les plus simples, puisqu'elles ne dépendent que d'une seule variable.
L'intégration par parties donne
d'où
[x étant supposé positif), ou bien
T{x + i)=xTx', (a)
formule qui exprime la propriété caractéristique de la fonction Txj et en vertu de laquelle cette fonction sera connue pour toutes les valeurs positives de x, si l'on a
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une table de ses valeurs entre les limites a:==o, ^= i; ou plus généralement entre les limites x-=.i^ a:=^-|-i, { désignant un nombre entier et positif quelconque. Legendre et M. Gauss ont en effet calculé, pour l'usage des géomètres, d'après des formules d'approximation qui ne peuvent être détaillées ici , des tables de la fonction Yx.
On a
et de la comparaison de cette formule avec la précédente on conclut
ri = 1.2.3. . .(« — i),
i désignant un nombre positif entier.
Les produits de facteurs ëquidifférents jr(^ + A) (j7 + aA) (x + 3A) . . . , ont reçu les noms de Jactorielles et de Jacultés numériques, à cause de leur analogie avec les puissances. Par un changement de variables on les ramène très-aisément â dépendre des factorielles plus simples
qui ont un rôle si important dans la théorie des combinaisons et des chances. La fonction continue Tx se confond avec une factorielle de cette forme, toutes les fois que X passe par une valeur positive entière ; et en conséquence la table des valeurs de la fonction r^ peut être considérée comme une table d'interpolation entre les factorielles [21].
Leséquations(a),(fl,)donnent r(o)=:oo :ainsila courbe f=zTx a pour asymptote Taxe des j^. A partir de j;=o, la fonction Tx va en décroissant jusqu'à une certaine valeur de :i: que l'on trouve égale à 1,461 63 ; elle
T. II. i3
croît ensuite jusqu'à .r=2; d'où il résulte clairement, à cause de Téquation (a), que, pour les valeurs supérieures de Xj elle doit croître indéfiniment et rapidement avec cette variable.
Pour les valeurs négatives de x, la fonction
n'a plus de valeurs assignables, et l'équation (a) n'est plus applicable.
Changeons dans l'équation (^) ^ en ma : il
viendra
Tx
e-^a'-^da = (b)
o fn'
Écrivons dans cette dernière formule xJ^jr au lieu de Xj T -|- P au lieu de m : nous aurons
Multiplions les deux membres par p-^""'û?p, et intégrons par rapport à ^ entre les limites o, oo : il en résultera
Or, on a par la formule {b)
en sorte que le premier membre de l'équation (Ô) devient, après qu'on a effectué l'intégration par rapport
f '^*e-^ft*'^r'-^daL=iTxi e— a— 'da=r/.rj:.
,Donc l'équation (p) donne
Ts.Tr = Ti.+r).fJ.^t^^i (7)
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et si l'on pose x-|-jr^== i, l'on aura
Tr.r{i-r)=T{i),J^^t.
ou bien, en changeant^ eu x^ et en remarquant que r( i ) se réduit à l'unité,
ra:.r(i-;c)=r*ti:f^,
ou enfin, d'après la formule (d) du n"" 4^6,
^ ^ sm ir:r ^ ^
Par cette dernière formule on calculera la table des valeurs de la fonction Tx entre les limites x=20^ ^=i} quand on aura la table des valeurs de la même fonction entre les limites x=if x=z i .
Pour x=-^j la formule (c) donn^
[r(7)]'=w, ou Ti{)=\/n; (c.)
mais on a
ce qui fournit une nouvelle démonstration de la formule (a) du n* 4o3.
419. D'après la définition de la fonction eulérienne de première espèce, l'équation (7) peut s'écrire ^
Cette formule fondamentale, due à £uler, et dont nous venons de reproduire la démonstration donnée par M. Poisson, ramène au calcul de la table de la fonction r.r, celui de la table à double entrée [i 16J qui donnerait les valeurs de la fonction {x\jr)j pour les valeurs positives des variables Xj/. On en conclut
ce qui résulte d'ailleurs directement de ce que l'intégrale
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(a) ne change pas de valeur par le changement de a en I — a.
On en conclut encore
(^+%).r(ar4-r-f-«)n=r(^+^).rr,
z désignant une variable positive, aussi bien que x et/; et de là on tire
ou bien , en raison de ce que le second membre de l'équation précédente est une fonction symétrique des variables x^y^z^
{x + z]^). {x\z) = Cr + ^x) . {y\z).
De la combinaison des formules (c) et (é/), il résulte
^ ' ' simza:
Faisons dans rintégrale(a)^=j;,a=ï(i-|-<a): nous
aurons
et si l'on remplace maintenant iù par 1/ a, il viendra
(x\x) = / (i ' — ' a)*~'a *rfa= • ( x\- j •
En vertu des équations (d) et (Cg), cette dernière formule est identique avec la suivante
ilL.îM.
2"-» Tx On en conclut, pour un nombre entier ij
^/. I\ \/ï I.2.3...(ai-l) l/w ^K / ; ,N
\ nj a' 2'-M.2.3...(t-l) 2» ^
d'où
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On a identiquement
ou
Fintégrale double du second membre s'étendant à toutes les valeurs positives des variables Ç,» qui vérifient l'inégalité
Mais l'intégrale simple qui figure au premier membre de l'équation n'est autre chose que la fonction (a|p-|- i): donc, en vertu de la formule d'Euler, et sous la condition exprimée par l'inégalité (8),
Posons
il viendra, en conséquence de cette formule,
If"
ou biea
la double intégration devant s'étendre à toutes les var leurs positives de x,^ qui satisfont à l'inégalité
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Les constantes oLj^a^b^p^q sont supposées positives. Si, pour iSxer lés idées, et aussi pour prendre le cas susceptible de l'application la plus fréquente, on fait /7=^=a; on aura, ea étendant la double intégration à la totalité de Taire limitée sur le plan xjr par Tellipse
et en quadruplant pour cette raison la valeur du second membre de l'équation {e\
f/x^-'j^-^'djmfy = a«*P •
Cette formule reproduit l'expression connue de l'aire de l'ellipse, lorsqu'on prend a=p=i.
421. Soit maintenant un nombre n de variables x,^,2, etc., et désignons par /<"> une intégrale multiple d'ordre n : admettons que l'intégration multiple s'étende à toutes les valeurs positives de j?,^, z, etc., qui satisfont à l'inégalité
on aura
a^b^ci...
P9''"' 'rr.A-t^t^l.
if)
Cette formule bien remarquable, dans laquelle l'équation (e) rentre comme cas particulier, a été donnée par M. Dirichlet; et l'artifice ingénieux de calcul, qui lui
Coogle
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sert à l'établir.^ a l'avantage de s appliquer à beaucoup d'autres intégrales ('); cependant, nous préférerons le tour de démonstration suivant, employé par M. Liouville.
D'abord, au moyen d'un changement de variables, tel que celui qui a été pratiqué dans le n"^ précédent, on remplace la formule (/') qu'il s'agit de démontrer, par la formule plus simple
A'?-v--;.- . . .«*<■ . . =,(. ;;viK-V- -y *'
l'intégration multiple devant s'étendre à toutes les valeurs positives des nouvelles variables ^,7)9^9 etc. propres à vérifier l'inégalité
Ç+Ti-l-Ç+etc. <i.
Substituons pour un moment. à cette dernière condition la condition plus générale exprimée par l'inégalité
s+Yi+ç+etc. <e,
6 désignant une quantité positive quelconque ; et posons en premier lieu
il s'agira d'obtenir la valeur de l'intégrale V.
Soit
5=:(i.v, ^=:ix(i — v):
les limites de l'intégration, relativement aux nouvelles variables (i^v, seront respectivement 0,6; 0,1, et il viendra [364]
Posons maintenant
(') Voyez le Journal de mathématiques de M. Liou ville, tom. lY, pa^. 164 et 2a5.
rcFF^/'V^-'^^'^î
on pourra écrire
Mais l'intégrale double
A pour valeur, d'après ce qui précède^
donc
Enfin l'on a, toujours d'après le calcul précédent, en remettant pour 11, sa valeur^ et en désignant par p., une nouvelle variable,
par conséquent
Si Ton fait présentement 0=i, on tombe sur la formule (f), restreinte au cas de trois variables; et comme l'analyse dont on a fait usage s'étend visiblement, par un calcul de proche en proche, à un nombre quelconque de variables, il en résulte que la formule (<p), et par suite la formule ( /), se trouvent établies dans toute leur généralité.
422. Remplaçons dans la formule (é), x — i par n et a par x : elle deviendra
ce qui donne, pour le cas de n entier positif^
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oH^ff^^dx =
' o wt"-'
ainsi qu'on pourrait le déduire de l'équation (a) du tf 3i3, en y changeant a en — m.
Posons dans la formule (g") //z=a-|-é|/_i,a désignant une constante positive , et mettons pour l'exponentielle imaginaire sa valeur en sinus et en cosinus : la formule deviendra
ou bien, si l'on fait
û' + **=p-, ^=tangX,
a af€r-^{cos bx — V/^~ . sin bx)dx
= ^^^, [co»(/i 4- 1)^— 1/1=7. 8in(/i— i)X].
Celte dernière équation se décompose en deux autres
afe'"^cosbXnaxr=i-^ — -r — ^.cos(/i + ilX,
I x^d-^sin bx,ax=z ^ .^ ^.sin(n"f» ijX;
et dans l'hypothèse /2=o, celles-ci reproduisent les formules (/) du n* 407.
^CHAPITRE XII
DÉVELOPPEMENT DES FONCTIOMS EN SÉRIES TRIGONOMÉ- TRIQDES. THÉORÈME DE FOURIER.
423. Désignons par ^ une fonction périodique de .r, de la forme
/==A^sina:4- A, sina:r+ A3 sin3j:+. • . + AnSin/«r : (i) chaque coefficient A^ étant indépendant de x. Représentons par fx une autre fonction de x qui peut être mathématique ou empirique, continue ou sujette à des solutions de continuité d'un ordre quelconque : on demande de déterminer les n coefficients A,-, de telle sorte qu'on ait jz=zfx pour ces n valeurs particulières équidifférentes
ir 2^ 3ir 1VK . .
comprises, entre j;=o,^=iir. En d'autres termes, il fout [a I ] que la courbe représentée par l'équation ( i ) ait avec la courbe yz=fx^ n points communs , correspondant aux abscisses (2).
Appelons j, yj^jji ,.../, les ordonnées de ces points communs : on aura pour déterminer les coefficients A^
les n équations
ir ^ . 2W .., nu \ r,=sA,sm h-A.sm f-...+A„sm y
7,=A,sm — ; hA.sin— h.. .-+-A,sm — - — ? L^x
, . mz ^ . 2»ic . . n*ir
7„=AjSm — f-A,sm — h. . .-|-A„sm — - —
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Si on les ajoute, après les avoir multipliëes respectivement par
iiç aiTT . niiz , ,.
asm > asm ,...2sin y (4)
Imconiiue kff aura pour multiplicateur
asm — ; — .8111 h asm .sm h. .•
nîTz . ni'tç
. . . + a sin . sm >
c'est-à-dire la différence des deux sommes
(f — Aïc 2(1' — i\K n(i'—im ^ \ i-hco5^ — -^4-cos-^^ ^4-...+cos-^ ^==sS,,J
i+cos^ ^ -f-cos ^ ^- -f-...-hcos > ^ ==S,.\
Soit, plus généralement,
costt-+- cos(m +v) + cos(a + î^) . . .+ cos(a+ nif):=S : on trouve y par un calcul semblable à celui du n'' 4069 ^__^-~cos(k — t^)+co8a4-cos(a-t-nt^) — cos[M4-(/t-i-iy] 2(1 COSi^)
et pour M = o,
o if COS/lf' — cos(w+ iVl
2 L I — cos«? J
Si l'on fait maintenant
on aura
COS(/»4-iy=:±l, COSIlf' = d=COSf^,
selon que (izpijic sera un multiple pair ou impair de it: ainsi, dans l'un et dans l'autre cas il viendra
cos/if^=cosi^.cos(/i+ i)^, S=7[i — cos(n+ i)^'], «t par suite
S.=j[i — cos(*'— 1>], S.=^i— cos(i'+i>]. (S') Tant que l'indice H est différent de /, les nombres i' — i.
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/'-j-i sont pairs ou impairs en même temps; on a S, — tS,=o; de sorte qu'à Texception de A,, tous les coefficients A disparaissent de la somme des équations (3) , multipliées respectivement par les facteurs (4)-
Pour i =/ , on a , en vertu de la seconde équation (S') , S,=o; la première équation (S^ devient illusoire parce qu'on ne peut pas supposer l'angle (^ nul dans la valeur de S d'où cette équation a été déduite : mais dans ce cas la première équation (S) donne directement S, = w-j- 1 .
En conséquence de toutes ces remarques on a pour déterminer la valeur du coefficient A, l'équation
A,= -— — (/,sin— ; hr,sxn— h...-fr«sin — -— )i
et pour résoudre la question proposée il suffit d'attribuer successivement à / les valeurs i , » , 3 , . . , /i.
424. Plus le nombre n est grand , plus la courbe définie par l'équation (i) a de points communs avec la courbe yz=ifx^ dans l'intervalle des abscisses j;=:o, jr=w. Donc à la limite (/^=oo) les deux courbes coïncident pour tous les points compris entre ceux qui ont pour abscisses les valeurs précitées. Or, à cette limite, la somme qui exprime la valeur de A, se change en une intégrale définie; et si l'on fait
VK
il vient
'KJ o
et par conséquent
^ = - . 2 . sin ilr / sin jÇ .yÇrfÇ, (a)
le signe 2 indiquant que l'on attribue successivement à i toutes les valeurs entières positives, depuis l'unité in-
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clusivement jusqu'à l'infini , et qu'on prend la somme de tous les termes ainsi obtenus.
La démonstration que nous venons de donner de la formule {a), appartient à Lagrange : elle se rattache à la tliéorie de l'interpolation , comme celle dont nous avons fait usage [98] pour établir la série de Taylor , et par suite celle de Maclaurin : et il convenait d'arriver par une même méthode à ces formules capitales pour le développement des fonctions en séries; mais il reste encore à prouver que la série exprimée par le second membre de l'équation (a) est toujours convergente ^ quelle que soit la fonction y^ sujette ou non à des solutions de continuité, pourvu seulement qu'elle ne devienne pas infinie entre les limites ^z=o,:i: = 7:. La méthode que nous suivrons pour établir en toute rigueur, et sans restrictions inutiles, cette proposition essentielle, nous fournira en même temps une nouvelle démonstration, et même, sous certains rapports, une démonstration plus directe de la formule (a).
Cherchons la limite vers laquelle converge l'intégrale
V sm m ,
-1 ao),
|A smo)
quand on prend pour i un nombre positif de plus en plus grand. A cet effet , remplaçons / par - , e désignant un nombre positif qui converge indéfiniment vers zéro , et posons - = 6 : il viendra
y-; dv>= I *-. — Â*sin0^6. (<ù)
pt smw j!t sm w ^ '
Mais, quand on traite e comme un nombre infiniment
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petit, le facteur-: — ^s'évanouit, à moins que sin e6 ne soit en même temps infiniment petit, auquel cas
sineO
donc, à la limite, on peut remplacer Tintégrale proposée par
' 7sm(
Or on a [407]
o e 2 ' 7-cD e
Maintenant si (jl et v sont des nombres positifs, et si e est un nombre très-petit, les deux intégrales dii premier membre de l'équation précédente sont l'une et l'autre à très-peu près égales à ^ir : donc leur différence, ou l'intégrale proposée (w), est à très-peu près nulle, et à la limite (/=oo ) elle s'évanouit rigoureusement.
Par la même raison , dans le cas oii l'on aurait (jt.=o , V conservant d'ailleurs une valeur positive quelconque, (o)) prendrait, à la limite , la valeur 7 ir; enfin, si (^ désignait un nombre négatif et v un nombi« positif, l'intégrale (o)) convergerait vers la limite tt.
En conséquence, et comme on suppose que la fonction y reste finie entre les limites de l'intégration, il arrive que, pour des valeurs positives de /, de plus en plus grandes, correspondant à des valeurs positives de 6 , de plus en plus petites, la limite vers laquellie converge l'intégrale
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est zéro si les nombres [jl , v sont de mêmes signes et différents de zéro. Elle devient f '^fip) si le nombre \l est zéro; et enfin elle prend la valeur 75/(0) quand les nombres (A, V sont affectés de signes contraires.
Dans cette dernière hypothèse, si la fonction /io convergeait vers des limites distinctesyj(o) ,^(0) selon que w convergerait vers zéro en passant par des valeurs négatives ou positives; ou, en d'autres termes, si la fonction fiù passait brusquement de la valeur fj^o) à la valeur /,(o), la limite tt/^w) se trouverait remplacée par
Après avoir ainsi déterminé , dans tous les cas , la valeur limite de Tintégrale (o) , nous passerons au théorème en vue duquel nous avons cherché cette limite ^ en suivant, pour cette dernière partie de la démonstration, une marche indiquée par M. Dirichlet (').
La fonction
S,= - I sin 07 / /? sin Çrf| + sin 7^ 1 f\ sin aÇrf^ + . . .
. . . 4- sin ixl f\ sin zÇrfï 1 >
ou la somme des i premiers termes de la série {a) , peut
se mettre sous la forme
■/ /5^[3 sino:sinÇ+ 2 sin ao: sin 2?+. . .-f-asinirsinij]
_i /*w r i-+-cos(a: — $)-*-cos2(^ — Ç)4-..-|-cos«(a: — Ç) "1 ^î/o*^ L-[i+cos(or+5)4-cos2(o;+?) ^..4-cos/(^-hÇ)]J '
D'après les formules du n^ 4^^? ^^ ^ (*) Journal de math,^ de M. Crelle , toin. IV, pag. x66.
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I +cos(ardzÇ) -h cos 2(;r±Ç)+ . . . +cosi(j?dt?)
I r cos/(j:±Ç) — cos(i+ i) (ordtQT
aL I — cos(j7±Ç) J
"~2L sin^(a?±Ç) J' en sorte que la somme Sj devient
aiu/o*^ 8in7(a:-Ç) aic/o*^ sinK^+Q
Faisons dans la première intégrale j;* — Ç=aa), et dans la seconde x -|- Ç = aw , d'où
c ^ r» /•/ \ sin(2«+i)û) , S,= - / ^f(sc — a») . — ^ ^ diù
V sin(az4-i)» .
-x) . — ~ ^ ow.
"'ato-
sinco
Nous admettons que x tombe entre o et ir, d'où il suit que les deux limites de la seconde intégrale sont positives, et que la limite inférieure de la première est négative. Dès lors, en vertu du lemme qui fait l'objet du numéro précédent, la seconde intégrale est nulle pour /=:oo . D'ailleurs, quand on fait (i)=o dans la fonction f(x — aci)), elle se réduit k/x : donc la limite vers laquelle converge la première intégrale est - . Tçfx. Donc
le second membre de l'équation (a) est une série convergente qui a pour somme^, sous la seulf^ condition que la variable x reste comprise entre o et ir, et que la fonction fx ne devienne point infinie dans cet intervalle.
Si la fonction passait brusquement , pour la valeur a, d'une valeur finie à une autre, la valeur de la série (a) serait la demi-somme des deux valeurs que prend alors la fonctiony[38].
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Il faut encore assigner les valeurs de S, pour les Valeurs extrêmes de x^ savoir o et tt. Or , on a , pour .
î/_:^^ ^ su.» ic/o-^^'* ^' sino. ***♦
etpourx=TC,
ir/o-'" sinw î/:-^^ "^ sina>
quantités identiquement nulles , quel que soit /.
427. Le second membre de l'équation (a) est une fonction périodique de x^ tandis que rien n'assujettit fx à être une fonction périodique. En conséquence , lorsque fx ne s'évanouit pas pour ^ = o et ^rrnir, la courbe qui a pour ordonnée
^= ^ S.sin ixl^smi\.f\dk, (5)
est formée d'arcs disjoints, alternativement reportés de part et d'autre de l'axe des x {fig. 94). Pour les abscisses des points de disjonction , l'équation (5) ne donne ni l'une ni l'autre des deux ordonnées OM^, OM, égales et de signes contraires, mais la demi-somme de ces ordonnées, c'est-à-dire o.
Exeny^es. i°/2;=ix
7 ^ =sin 07 — |sin 2J7 + ^ sin 3j7 — ^i sin 4r + etc. , (6) formule déjà trouvée [1 i3j. A cause que la fonction i x est inripaire aussi bien que sin ix, lequation (6) subsiste , non-seulement pour les valeurs de x comprises entre o et ir, mais encore pour celles comprises entre —r- TT et o.
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3^ Supposons enfin que /x soit égale à ^ entre les limites o,7ir,et à te — ^^ entre les limites -jiTjTr; de manière à représenter l'ordonnée d'un triangle isocèle ^ ayant pour base ir et pour hauteur ~ ir : on aura
/ sîni5./5^=/ *sinzÇ.Ç^+ / sini:'$.(ic — Ç)rf5,
et la formule (5) donnera jrs=i-[ sîno: — ^ sin3ar+ ^YsinSo: ^sinjor + etc. j.
429< Si l'on savait à priori qu'une fonction fx peut être exprimée, entre les limites o,tr, par une série coovergente de la forme 2. A, sin ixj il suffirait d'un calcul bien simple pour déterminer les coefficients A|. En effet, de l'équation hypothétique
yâ? = A, sinor-f A, sinajr + . . . + A, sin û: + etc., on tire
sin /^j/'^'&sa Aj sinii sin VS+ A. sin i^ sin a^ -f>. . .
. . . -H A,sin' iSflK + etc.; (7)
et puisque cette équation subsiste^ par hypothèse, quelque valeur que prenne Ç entre les limites o,7r, on a, eu intégrant entre ces mêmes limites,
/ siniE/?d5=A, / siniJsinÇrfS+A,/ siniîsin2W5+...
. . . + A, / sin* ildi + etc.
D'un autre côté
/sin A sin i'Ç4 = t/cos(i— jî')WÇ — i/cos(/ + «0 WE _ sm{i—i')l sm{î+i')l
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expression que rend nulle le choix des limites o,ir, tant que les nombres entiers /, ï diffèrent l'un de l'autre. Pour I =i', il vient [402]
En conséquence, le second membre de 1 équation (7) se réduit au terme affecté de Aj, et Ton en tire
Ai^^f\iniX.f^,
ainsi que nous l'avons trouvé par un calcul plus compliqué. Mais, selon la juste remarque de M. Poisson, la méthode donnée en dernier lieu repose sur une hypothèse qui a besoin d'être démontrée, et qui consiste à admettre qu'une fonction quelconque peut se développer en série convergente, dont les termes procèdent suivant les sinus des multiples entiers de la variable.
430. Nous pouvons maintenant, par un changement de variables, modifier la formule (a), de manière que la formule transformée subsiste pour les valeurs de la variable comprises entre des limites quelconques, autres
que o et tç. Ainsi, en remplaçant JC par — et Ç par — ,
nous aurons
Mais rien ne s'impose à ce qu'on supprime les accents des variables x\ $'; et puisque la caractéristique y désigne une fonction absolument arbitraire, il est permis
d'écrire fa au Ueu de ff — J : en conséquence, il
vient
yd:= - 2.sm — / sm — ./ça$; [o)
et cette dernière formule subsiste pour toutes les valeurs de X comprises entre o et a.
Si nous y remplaçons a par a/, x par x'+l^ $ par ^'4- /, elle deviendra
OU plus simplement, d'après ce qui vient d'être expliqué,
cette dernière formule subsistant pour toutes les valeurs de X comprises entre les limites — /, -|-/. On peut mettre l'équation (b) sous la forme
H te , ÎTtx fa , |ic5 /a7=3--2.-sin — / sm — . f^d^; •^ 7c a a Jo a ^ ^
admettons maintenant que a devienne infiniment grand, et posons
la limite vers laquelle converge la série, pour des valeurs de a de plus en plus grandes, est
/ir= - / / sin 0u? sin aÇ . f\âXdft\ {d}
'kJo Jo
de sorte que la valeur àéfx^ entre les limites o, oo f se trouve exprimée par une intégrale définie double. Cette expression toutefois deviendrait illusoire* dans le cas où, par suite de la nature de la fonctionyj l'intégrale double, dont les limites supérieures sont infinies, ne conserverait pas une valeur finie et déterminée [3a4]»
Prenons /ir= -: la fonction /devient infinie à la li-
mite x=:o; cependant on tire de la formule {d)
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- = ~ / / sinooT — -— ûRrfa==/ sin oucdoLy X 'kJ o J o Ç J o
ce qui s'accorde avec le résultat du n^ SaS.
431. £n opérant de la. même manière que nous l'avons fait dans les n""* qui précèdent, on démontrerait qu'une fonction quelconque, assujettie seulement à ne pas devenir infinie entre les limites o , 77 de la variable x^ peut se développer entre ces limites par une série convergente, procédant suivant les cosinus des multiples de lare x; et l'on établirait la formule yar= Ao-hAjC08a?-h A^cosaor-f.. . .+ A,cosi!2? + etc., dont les coefficients sont donnés par les équations
de sorte qu'on peut écrire
/r = - / fld\ + - . 2 . cos ixl cos i\ . f\d\. (e)
TT/o w J o
La valeur du second membre de cette équation, qui est une fonction paire et périodique de x, est représentée par l'ordonnée d'une ligne symétrique relativement à Taxe àesji^Jig. gS), et sans points de rupture correspondant.aux abscisses a:=o, a;=iu; en sorte que la formule subsiste à ces limites, sans modification.
De cette formule on tire la suivante
qui subsiste entre les limites o,a, et à ces limites mêmes. Puis, en supposant infinie la limite supérieure a, on obtient
fa:z=^l I cos ouc cos oLl.fldldoL. (g)
£n suivant la même analogie^ on trouve encore
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formule qui subsiste entre les limites — A-|~ A ®^ même à ces limites.
432. Pour donner quelques applications de ces dernières formules, prenons successivement
/^==|x, /ar=sinx, /j:=vit :
on aura, par Fëquation (e), entre les limites o, tt,
iiaT ioii- 1
-j: = -;7c cosj:-|-7îTCOso^+T;-cos5a:4-elc. |i
2 4 Tcos ^x cos Ax cos 6âr 1
sm^ = = h a g -h -T h etc. h
ic ic L 1.3 3.5 5.7 J
i. 7ç = cos jr — J cos 3^ + ^ cos 5^ — y cos 7:f + etc. Il suffit de faire a:=o ou j:=:iu dans chacune de ces dernières formules, pour avoir autant de développanents curieux du nombre transcendant it, et ces développement peuvent être variés à l'infini.
Multiplions par dbc les deux membres de la dernière équation obtenue, intégrons entre les limites o, Xj et divisons par I TT : il viendra
-^=- [sina: — •=-sin3^+ rr-sm 5^— -—sm 7j:+etc. 1 (11) 2 tt'- 3* 5* 7 J V /
La série (9) étant convergente, celle-ci Test à fortiori; et ce rapprochement des deux formules montre qu'une même fonction peut avoir plusieurs développements convergents, procédant suivant les sinus des arcs multiples : ce qui distingue essentiellement les séries dont il s'agit dans ce chapitre, des développements suivant les puissances de la variable, qui ne peuvent être opérés que d'une seule manière , par la formule de Maclaurin. Il résulte aussi de cette remarque que leprocédé du n** 4^9 ne donne pas tous les développements que la fonction
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est susceptible de recevoir en séries procédant suivant les sinus ou les cosinus des arcs multiples.
433. Si Ton ajoute membre à membre les équations (a) et (e)y et qu'on prenne la moitié de la somme, il viendra*
/^=± /'''/WI + i 2[sin Lx;f''smil ./WÇ + cosixpcosil./Xdl]
=i^ Cf^^^ + - ^rcosi{x-ï).fidi (i)
Le lieu géométrique de l'équation
jr^l-^J^ f\d\ + l^ f\osi{x
est formé {Jig. 96) : i* d'un système d'arcs disjoints... M^N^^,MN,M''N",.- ^"^ d^ portions de l'axe des abscisses, comprises entre les ordonnées des points où ces arcs s'interrompent. On en conclut que la formule {C) ne subsiste aux limites o et tu que si Ton a o=if(p)=f(Ti). Dans le cas contraire, la série donne ■^/'(o) pour x=o et 5-/(ir) pour a;=T:.
En combinant de la même manière les formules (b) et
434. Toutes ces formules sont encore suscipptibles de nombreuses transformations : nous«nous bornerons à en indiquer une.
Soit fx une fonction qui a pour valeur 9.r, de zéro à aj et pour valeur ^Xy de zéro à — a : d'après la formule {k\ la fonction
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se réduira à çx pour les valeurs de x comprises entre o et a, et à zéro pour les valeurs de x comprises entre o et — a. Pareillement la fonction
se réduira à ^ pour les valeurs de x comprises entre o et — a, et à zéro pour les valeurs de x comprises entre o et a. Donc la fonction
se réduit à ^x pour les valeurs de x comprises entre —a et o, et àçj; pour celles qui tombent entre o et a; ce qui revient à dire que la formule
subsiste pour toutes tes valeurs de x comprises entre —a et '\-a. On pourrait changer a en /, et l'on aurait une formule distincte de Téquatioa {t)y quoique toutes deux subsistent pour les valeurs de x comprises entre les mêmes limites^
43#. Par un procédé semblable à celui du n^ 4^9 on tii-e de l'équation (/w), en y supposant rt=QO ,
/j7=- / ? cosa(a: — \).f\d\d(i\ («)
et cette dernière formule subsiste pour toutes les valeurs réelles de x^ puisque l'intégration relative à \ s'effectue entre les limites — oo , -|-bo . On l'appelle la formule
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de Fourierj du nom du géomètre célèbre qui en a enrichi l'analyse. La démonstration de cette formule résulte de ce qui précède; mais, à cause de son importance, nous en donnerons une autre démonstration plus simple et plus directe, due à Deflers, de son vivant maître de conférences à i'École normale, Soit
/=-/ / cosa(a: — \).f\d\d<i\
et effectuons d'abord l'intégration relative à a erilre les limites o,a, sauf à faire a=:QO après la seconde intégration : il viendra
TT/— 00 x — \ ^ V— 00 s "^ \ a/
en posant Ç = .ir
Or, quand on fait a=QO , on a
excepte pour les valeurs de z qui sont elles-mêmes infinies, valeurs auxquelles on peut se dispenser d^avoir
égard, à cause que le facteur 1 rend infiniment petite la portion correspondante de l'intégrale : on a donc simplement
r = - fx\ dz = fx.
Quand la fonction /"est telle que l'intégration relative à la variable ^, indiquée dans la formule (/i), puisse s'effectuer, cette formule détermine les valeurs d'intégrales définies simples, comme celles qui ont fait l'objet. des deux derniers chapitres. Supposons, par. e](emple,que^ doive se réduire à ^~'*, entre les limites o,qo :on a [407]
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et en conséquence la formule (n) donne, pour toutes les valeurs positives de ar,
_^ a /** cos aurda
~^Jo i+a' ' ce qui s'accorde avec la formule {m) du n® l\ii.
436. Toutes les formules données dans ce chapitre peuvent se généraliser et s'étendre aux fonctions d*un nombre quelconque de variables. Ainsi, en écrivant f[Xyjr) au lieu à^fx^ on tire de la formule de Fourier
f^'^^r) = \j^ J^^ cosa(a:-Ç)./(Ç,r)rfWa, et par la même raison
P, T) désignant deux nouvelles' variables auxiliaires : doue
formule qui subsiste pour toutes les valeurs réelles des variables x^j-. Si les limites d'intégration, relatives aux variables $,to, sont données par le contour d'une courbe tracée dans le plan xj-, l'intégrale quadruple se réduira ^/(^fj) pour les points qui tombent dans l'intérieur de la courbe, et à zéro pour les points.extérieurs. De même l'intégrale sextuple
^/ */ * / * /// ^* a(^ - 5) . cos P(/- Tfi) . cos y(« - 0 . /(Ç,Tï,î>^fi«^^«/Ml pour laquelle les limites des intégrations relatives aux variables Ç, », Ç sont les mêmes que celles du volume d'un corps donné, se réduira 2if{x^j^z) pour tous les points situés dans l'intérieur du coi*ps, et à zéro pour tous les points extérieurs.
Digitizec^by
Gof)gIe
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CHAPITRE PREMIER
♦ DE t.'lNTlêGRATIOW DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES A DEUX VARIABLES ET DU PREMIER ORDRE.
437. On peut envisager sous deux aspects le problème de l'intégration des équations différentielles- entre deux variables. Sous le premier point de vue, il s'agit de trouver, entre la variable indépendante et la fonction, une équation qui satisfasse de la manière la plus générale à l'équation différentielle proposée, au moyen des valeurs qu'on en déduit pour les coefficiens différentiels des divers ordres. En d'autres termes, il s'agit de trouver l'équation la plus générale des courbes qui jouissent en tous leurs points de la propriété exprimée par l'équation différentielle.
Sous le second point de vue, le problème de l'intégra* tion consiste à déterminer la série des valeurs numéri^ ques par lesquelles doit passer une fonction en partant d'une valeur numérique assignée, quand la loi des variations infinitésimales de la fonction est exprimée par une équation différentielle donnée. Nous verrons qu'il
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^e présente des cas où le problème de rintégration des équations difFérentielles ne se résout pas de la même manière, selon qu'on l'envisage sous Tun ou sous l'autre de ces aspects.
On a indiqué [liv. III, chap. Y] les liaisons qui subsistent entre une équation différentielle d'un ordre quelconque, et les intégrales ou les équations primitives des divers ordres dont on peut concevoir que la proposée dérive, par la différentiation immédiate ou par la différentiation combinée avec Télimination des constantes. En nous appuyant au besoin sur les principes posés dans le chapitre cité, nous commencerons par examiner les cas ^ principaux où l'on peut retrouver l'intégrale de laquelle dérive une équation différentielle proposée. Nous étudierons ensuite, sous le second point de vue, la théorie des équations différentielles.
§ I*'. Séparation des variables.
438. La formule générale des équations différentieltes du premier ordre à deux variables est
Si cette équation est algébrique et du premier degré par rapport à^', on peut la mettre sous la fopn>e
9(ar,7)^H-iKa:,7)rfr = o. (2)
L'équation (a) s'intègre toujours, ou du moins l'intégration est ramenée à de simples quadratures , lorsque les variables y sont séparées^ c'est-à-dire lorsque cette équa-^ tiou est mise sous ta forme
fxdx -h ljdy^=o^ L^intégrale générale est alors
ffxdx+ffydy^Ç., C désignant une constante arbitraire, ou
/ fxdx+i fyify=:Oy
J *o Jro
en passant aux iatégrales définies, et en représentant parjTo 1^ valeur de ^ qui correspond à l'abscisse x^. Soit proposée, par exemple, Téquation
ydx — a:dy^o\ (a)
on k mettra sous la forme
dy dx y X et les variables se trouvant séparées, on aura en intégrant log^ — logâ;=:=C, d'où l'on tire^:=ca:, en désignant par c le nombre dont le logarithme est C.
La séparation des variables s'opère immédiatement, toutes les fois que l'équation (i) se présente sous la forme
dy
y=/r.fr, doù '^=fxdx.
439. D'autres fois la séparation ne s'opère qu'au moyen d'une transformation ou d'un changement de variables. Si, par exemple, les .fonctions Ç, i( qui entrent dans l'équation [tl) sont homogènes \^ï'^ol\ par rapport aux variables x^y, on posera jz=xt^ d'où
n désignant la somme des exposants de x et de j^ dans chaque terme de l'équation proposée. En conséquence cette équation, après la suppression du facteur x", deviendra
ft.dx + ftJxdt-\-tdx)z=o.
ou
dx ft.dt X Ji-^tfû équation où les variables sont séparées. C'est ainsi que l'équation
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devient
dx dt
d'où, en intégrant par logarithmes et en repassant ensuite des logarithmes aux nombres,
X* — ncy — c* =o.
En effet, lorsqu'on difTérentie cette dernière équation et qu'on élimine c entre Téquation primitive et sa difFérentiélle immédiate [i6a], on retombe sur l'équation différentielle proposée.
Il arrive en certains cas que l'on peut, par un changement de variables ou de coordonnées, rendre homogène une équation qui ne l'est pas; L'exemple le plus simple de cette transformation nous est fourni par l'équation
{ax + by + e)dx + {a'x + b'jr -\- d)dy^==^ o. Si l'on pose .r=Ç-|-a,^;^=)fi-j-p(cequi revient à déplacer l'origine des coordonnées x,^, sans changer la direction des axes), et si l'on dispose des constantes arbitraires a , P , de manière à satisfaire aux équations de condition
«a + ip + c = o, a'a + i'p -|- c' = o,
réquatioh proposée deviendra
{a\ + *yï>K + {pl\ + Vt\)dt\ = o, et sera rendue homogène. La transformation précédente ne serait plus possible, si l'on avait ab' — ba^=o^ ce qui rendrait infinies les valeurs de a, p. Mais dans ce cas l'climination de b' met i'équation proposée sous la forme
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[ax + by) {dx + — ^j?j) + cdx + &df=. o;
et si Ton pose ax-^-by^izz. t^ on obtient une équation en t,dt,dx^ où les variables se séparent sans difficulté, comme dans toutes celles oîi Tune des variables n'entre quQ par sa différentielle.
§ 2. Équation linéaire du premier ordre.
440. Une transformation très-simple opère aussi la séparation des variables dans l'équation
que l'on nomme équation linéaire du premier ordre, parce qu elle ne contient ni les puissances, ni les produits de la fonctionnel de sa dérivée n'. Soit
8 et t désignant deux fonctions auxiliaires et inconnues de X : la proposée deviendra
Mt + tdB + ^t.fxdx = Ixdx^ Oo peut disposer des fonctions indéterminées t et 6, de manière À décomposer cette équation dans le» deux sui* vantes
%dt^=îxdx^ dA-\-i.fxdxt==iO.
La seconde se prête à la séparation des variables et donne
Après qu'on a substitué cette valeur dans la première, il vient
dt=^{xdx.eff^^ t=rh:dx.eff'^ + C,
ou
y=[fixdx.6ff'^ + C\.e''ff'^\ Exemples, i*
il vient
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7=1 — ^ + Ce-*,
on a
ffxdx^x, fixdx.é'=^^^[x^ — ^^+6{x—i)]^C^ /=— [x^ — 3:r» + 6(a: — i)] 4- Ce-'. * (4j 3^
dans ce cas les exponentielles disparaissent , puisqu'on a
d où Ton tire sans difficulté
On intègre de même l'équation
^" '7 + 7*^ = f J? ; car, pour la ramener à la forme de l'équation (3), il suffit de poser y^=u, Enfin^ si la proposée était
y+Xfx=jmfa;^ (5)
on la ramènerait encore à la forme (3), en posant
/"""'= -. L'équation (5) est connue sous le nom d'équa'
tion de BernoidlL
441. Lorsqu'on intègre une équation différentielle en commençant par séparer les variables, l'intégrale peut se présenter sous une forme mal à propos compliquée : elle peut affecter une forme transcendante, quoique l'équation proposée comporte une intégrale algébrique. C'est ce qu'on a vu [438] sur l'équation très-simple
ydx — xdjr=o^ dont l'intégration, par la séparation des variables^ amène le signe transcendant logy qu'on peut ensuite faire disparaître, en se prévalant des propriétés de la fonction logarithmique. Prenons encore pour exemple Féquation
i/Trp.dx'{- l/i— x*.rf7=o ; (6)
si Ton sépare les variables ell^ deviendra dx dj
et préparée ainsi elle conduira à l'intégrale de forme transcendante % arc sin x + arc sin / == A, (7)
où k désigne la constante arbitraire. Mais, en intégrant par parties chaque terme de l'équation (6), et en désignant par (i. une autre constante arbitraire, on aura , , C xydr C xrdx
Les deux termes de cette équation qui sont affectés du signe/peuyent se grouper en un seul
pourvu que Fon regarde^ comme une fonction implicite de X, déterminée par l'équation (6). Or, en vertu de cette même équation (6), le facteur qui multiplie xy sous le signe /est constamment nul : donc la proposée a pour intégrale algébrique
ou, par l'évanouissement des signes radicaux,
La valeur de la constante (jl dans l'équation (8) est ^elle de la variable j- quand x est nul : si l'on fait à la i^\% x-=.Q^ jz=i\}. dans l'équation (7), elle deviendra T. n. i5
arc sin jjt==A, ce qui ramène cette équation à la forme
arc sin x -f- arc sin y = arc sin jjl. (9)
Il faut que les deux équations (8) et (9), qui sont l'une et l'autre des intégrales complètes de la proposée, la première sous forme algébrique, la seconde sous forme transcendante, rentrent l'une dans l'autre; et en effet, l'identité de ces deux équations résulte de la formule
sin a cos i 4- sin * cos a =3 sin {a + i). Si cette relation n'était pas donnée par la trigonométrie élémentaire y elle résulterait du rapprochement||es formules ( 8 ) et (9); et l'on constaterait ainsi une propriété fondamentale de la fonction transcendante arc sin x^ ou de l'intégrale définie
dx
C'est en procédant d'une manière absolument semblable que nous avons établi, dans le chapitre IV du livre précédent, les formules pour l'addition des fonctions elliptiques.
§ 3. Du facteur propre à rendre l'équation intégrable.
442. Quand le premier membre de l'équation (2) est une différentielle exacte rf.x;^(:i:,^), on trouve cette fonction vi par le calcul indiqué [394], et l'intégrale se présente sous la forme 'd(:i:,^)=:c, c désignant une constante arbitraire. Réciproquement, après qu'on aura obtenu, par un moyeu quelconque, l'intégrale de l'équation (a), concevons qu'on la mette sous la forme x;J(j:,jr)=c, en résolvant l'équation obtenue par rap-
port à la constante arbitraire que rintëgration a introduite : la différentiation donnera
équation dont le premier membre est nécessairement une différentielle exacte, et qui doit subsister en même temps que l'équation (a). On aurla donc
dvi dxi
dx dy
|i désignant en général une fonction de x et de y. Par conséquent, si Ton multiplie le premier membre de l'équation (a) par le facteur (x, ce premier membre deviendra identique avec la différentielle totale dxi^ et satisfera à la condition d'intégrabilité.
Ainsi le premier membre de l'équation {ci) ne satisfait pas à la condition d'intégrabilité; mais comme on a trouTe [438] pour l'intégrale de cette équation
y , xdy—ydx •^=c, dou -5 =0,
on voit que le* facteur -5 est celui qui rend le pre-
mier membre de la proposée une différentielle exacte. De même l'intégrale de l'équation
(7 H- \/x*^j^)dx — xdyz=^ o
pouvant [439] être mise sous la forme
-7+ l/ar»-hj^=c, d'où -^u -^^^^^o
il en résulte que le facteur par lequel il faut multiplier la proposée pour en»rendre le premier membre une différentielle exacte, est
443. II est à remarquer que, quand on connaît une valeur du facteur (x, on peut en déduire une infinité d'autres : car, puisque
on a
(if(trf)[<p(^,jy^ 4- 4<^^)rfr]=f(trfytrf, (lo)
f(ri) désignant une fonction quelconque de la quantité vi dont on connaît la composition en x^/. Or l'expression ({xS)dri est essentiellement une différentielle exacte, et la détermination de la fonction dont elle dérive résulte d'une simple quadrature : donc le premier membre de l'équation (lo)est au9si une différentielle exacte. En d'autres termes, le facteur (jl i{^\ où les fonctions ^^xi sont connues, et où la fonction f peut être particularisée d'une infinité de manières, jouit comme le facteur ^ de la propriété de rendre le premier membre de l'équatioa il) une différentielle exacte.
Prenons pour exemple l'équation (a), et supposons simplement f (xii) :=-^. On a dans ce cas
Ce dernier facteur rendra donc le premier membre de l'équation proposée une différeotielle exacte; et en effet l'on a
. 444. Pour déterminer <i/7r«(9r/ le facteur (JL, il faudrait satisfaire à l'équation
dy dx '
>:quations du premier ordre. 229
ou . .
^ dy ^ dx ^\dy dxj mais rintégration de cette équation qui est aux différences partielles par rapport à la fonction \l des deux variables x,/, suppose en général, comme on le verra par ta suite, rintégration préalable de l'équation (2). Ce n'est que dans des cas très-particuliers que Ton peut assigner le facteur (x et par suite ramener l'intégration de la proposée aux quadratures.
- Si, par exemple, le facteur (x ne devait renfermer que la variable x^ l'équation précédente se réduirait à
I rf|A __ I (dfif d^\
|x * i£r ^1^ V^ dx) ' et en vertu de l'hypothèse , il faudrait que le second membre de cette dernière équatioo se réduisît à une fonction fx de la seule variable x. On aurait donc jj^-_g//xrf.^ D'ailleurs on ne restreindra pas la généralité deThypothèse en posant 4'=;= i, puisqu'on peut toujours admettre que l'équation (a) a été divisée par le coefficient de dy; et dès lors, il faudra que le coefficient ^
dy
soit indépendant de j^ ou qu'on ait
fi/^x^)^yfx+{x', c'est-à-dire que ce cas est celui où la proposée se présente sous la forme d'une équation linéaire du premier ordre.
JJ^+I
^■KS)-S-'g)]
I^a condition d'intégrabilité appliquée à la fonction
xf^x^)+y^x^) ' qui doit être une différentielle exacte quand les fonctions <p, 4* ^ont homogènes et du même degré, donne
^^d.^{x^) ^ d.(f{x^) ^d.^x^) ^ d4(x,jr) dx dj dx ^ dy
Donc cllaque membre de cette dernière équation a une valeur indépendante de la forme des fonctions ?,^, et si Ton prend ^ (a:,^)=x", il vient, conformément au théorème des fonctions homogènes [laa],
§ 4* Des équations supérieures du premier ordre.
446. Si l'équation (ï) renferme la dérivée^ élevée au carré ou à des puissances supérieures, on en tirera par là résolution algébrique d'autres équations
/ — fi(-^»7)=o, /— f,(:r,j)z=o, etc., en nombre égal à celui qui indique le degré de la proposée par rapport à^'. On les intégrera séparément, si c'est possible : et chaque intégrale ^ complétée par une
. constante arbitraire, satisfera à la proposée. Le produit de toutes ces intégrales satisfera donc de la manière la plus générale à l'équation différentielle proposée; ou, en d'autres termes, ce produit en sera l'intégrale générale. On pourrait désigner les constantes arbitraires qui entrent dans chaque facteur par des lettres différentes; mais on ne restreindra pas la généralité de l'intégrale en désignant toutes ces constantes arbitraires par la même lettre; puisque, si l'on attribue à cette lettre unique toutes les valeurs numériques possibles, on obtiendra évidemment toutes les intégrales particulières que chaque facteur de l'intégrale générale est susceptible de fournir. Par exemple, la résolution de l'équation
j'* — aa:z=zo donne
y — v/'«pc=o, y-i-\/^=o,
équations qui ont pour intégrales ^
c+jr — 7V/^=o, A4-7-f-TV^^=o.
En faisant le produit on a, pour l'intégrale générale de la proposée,
(c+7 — fi/5ï^)(£î,H-7+fV/^) = o; et l'on n'en diminuera pas la généralité si l'on posec,=i:, ce qui donne au produit la forme rationnelle
Il est visible, par la théorie de la composition des équations algébriques, que dans tous les cas l'intégrale générale sera rationnelle en a:,j^, lorsqu'on identifiera les constantes arbitraires qui entrent dans chaque facteur irrationnel, et lorsque la proposée sera elle-même rationnelle en Xj x-ij'
447. U y a possibilité dans certains cas d'éluder la résolution de l'équation proposée par rapport àj^'. Si,
par exemple, la variable y n'y entre pas, et qu elle soit réductible è la forme x-^fj/, on aura, en appliquant à la fonction dy"=zy'dx la règle de l'intégration par parties,
y—fx—fxdf + C=yjr'—/ffdf+C.
Lorsque la quadrature indiquée dans le dernier membre de cette équation pourra s'effectuer algébriquement, il n*y aura plus qu'à éliminer j^' entre cette équation et la proposée pour obtenir l'intégrale complétée par la constante arbitraire C. On traiterait d'une manière semblable
l'équation ^=:^', après avoir posé^'=—^, c'est-à-dire
après avoir pris^ pour variable indépendante.
448. Quand la proposée sera de la forme^=:y(j:^'), on en tirera
dx dy aor Cette dernière équation e£t du premier ordre par rapport aux variables x^f : en admettant qu'elle tombe dans la catégorie de celles qu'on sait intégrer, il suffira d'éliminer^' entre l'intégrale obtenue et la proposée, pour avoir l'intégrale même de la proposée. Par exemple, si celle-ci est. de la forme
on aura
,rfy' dx ©V' W
y=?/+(+'r-H^r)i^ ou -^œ^^=^.
et par suite \t\k^
On doit remarquer en particulier l'équation
d'où Ton tire par la difFérentiation
Od satisfait à Téquation (i4) eo posant
^ = o, dou y=^,
et la substitution de cette valeur de^^ dans l'équation (i3) donne pour intégrale générale
équation d'une ligne droite qui se déplace sur le plan xy quand on fait varier la constante arbitraire c.
On satisfait encore à l'équation (i4) en posant
et sil'on élimine^' entre les équations (i3) et (i6), on aune équation en x^jy qui satisfait à l'équation (i3), mais qui n'en est pas l'intégrale générale, puisqu'elle ne contient pas de constante arbitraire, et qui n'est pas non plus une intégrale particulière, puisqu'on tire de l'équation (16) une valeur de f en x, incompatible avec les valeurs ^'=c, tirées de l'intégrale générale. Cette équation résultante en x^j est donc une intégrale singulière delà proposée [i64].
11 faut remarquer que l'élimination de c entre l'équation(i5) et sa dérivée par rapport à c,
<|*'cH- jc = o, donne la même équation finale en x^y^ que l'élimination dey entre les équations (i3) et (i6) : ce qui doit être, puisque l'intégrale singulière représente [189] la courbe enveloppe de toutes les droites qu'on obtient en faisant varier sans discontinuité, dans Féquation (i5), le paramètre c..
CHAPITRE IL
DE l'iNTIÎGRATIOW DES ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES DES ORDRES SUPÉRIEURS^ ET EN PARTICULIER DE l'intégration DES EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LI- NÉAIRES.
S i^*". De rabaissement de l'ordre des ëquatioDS diffërentielles.
449. On ramène toujours aux quadratures l'Intégration des équations différentielles d'un ordre quelconque, de la forme
^.+.)=^«), ou ^=-f^'>i (i)
car on en tire
On a ensuite
et en continuant ainsi on obtient la valeur de^ exprimée en fonction dejr^"^ par une suite de quadratures. Il ne s'agit plus que d'éliminer jk^"^ entre la dernière équatioR obtenue et l'équation (2), pour avoir l'intégrale de l'équation ( I j, complétée par /i-j- 1 constantes arbitraires. Par exemple, l'équation du second ordre
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donne d'abord
^^_ eirf/ d'où \r = C---;^=. (3)
On a ensuite
et en éliminant y on tombe sur l'équation d'un cercle
(x-c)'+(r-co*=«*. (4)
Effectivement l'équation proposée exprime [190] que le rayon de courbure de la ligne plane dont x^j désignent les coordonnées courantes , est égal à la constante a,
Lorsqu^on pourra résoudre l'équation (a) par rapport à y^^ et en tirer
il viendra
j(«-0 ,=^fdxji{x, C)dx 4- C , X H- C , ; et en continuant ainsi, on obtiendra immédiatement, par anesuil;^ de quadratures , la valeur de^ en .r, renfermant/i-|-i constantes arbitraires.
Ainsi, de l'équation (3) l'on tirerait
OU
ce qui conduit encore à l'équation (4).
450. On ramène pareillement aux quadratures l'intégration de toute équation de la forme
/«-h.)=/j.(-), ou ^^ =//">; •
car on en tire .
et en intégrant
d'où
tk\dx J
ou
dyi")
»/;&<")«&<») + C li vient ensuite
et en continuant de la même manière on obtient la valeur de y en fonction de /("^ par une suite de quadratures. Il n'y a plus qu'à éliminer ^"^ entre la dernière équation obtenue et l'équation (5) : l'équation résultante est Tintégrate générale que l'on cherche.
Quand l'équation (5) peut se mettre sous la forme 7W=f(ar,C,C,), on obtient immédiatement , comme tout à l'heure, par des quadratures successives, la valeur de j en x, renfermant le nombre de coustantes arbitraires requis pour la généralité de l'intégrale.
L'équation
f=fy^ ou -^^fy^
que l'on rencontre fréquemment en mécanique, a donc pour intégrale complète
ordinairement, dans cette formule, la variable x désigne le temps.
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tiennent qu'une seule des variables primitives, s'abaisse au moins d'une unité. La proposition est évidente pour toutes celles qui ne contiennent que la variable indépendante et les dérivées de la fonction, ou qui sont de la forme.
puisque cette équation, de l'ordre /î-f-v par rapport aux variables x^j^ n'est plus que de l'ordre v, quand on prend pour variables primitives .r, ^"\
Si la fonction^ entrait dans l'équation proposée au lieu de la variable indépendante x, on pourrait changer de variable indépendante [i34 et ^wiV.], et l'ordre de Téquation transformée s'abaisserait au moins d'une unité.
Après qu'on aura obtenu l'intégrale de l'équation (6), en prenant pour variables x,^"^,4)n résoudra l'équation intégrale par rapport à j; ou à ^"^ ; et en suivant l^un ou l'autre des procédés déjà indiqués, on déterminera, moyennant une suite de quadratures, la valeur de^en x^ avec /i-j-v constantes arbitraires.
Lorsque l'équation à intégrer est de la forme
j(«)=/j;, ou ^=/^,
on a, en intégrant n fois de suite par rapport à x, et en écrivant, pour simplifier, /^*) au lieu Ae ff^ f^^^ dixx lieu àeJJJ\ et ainsi de suite, y=f{^)fxdaf'r=fdxfda:...ffxdx + (ic«-'-f-C,a:«-»+ . . .
Mais, au moyen de l'intégration par parties, on remplace, dans le dernier membre de l'équation précédente, Tintégrale multiple par une suite d'intégrales -simples. £n effet, l'on a, en omettant d'abord les constantes,
f^*)fxdx * = fdxffxdx = xffxdx — ffx . xdx^
P)fxdx^ r=.fdxfi-)fxdx^ ^fxdxffxdx—fdxffx.xdx,
fxdxffxdx:=^x^ ffxdx—^ffx.x^dx, fdxffx,xdx=txffx,xdx — ffx.x^dx^ d'où
f^^)fxdx^ = (x^ffxdx — 2xffx.X€lx + ffx.x*(Lr).
On trouverait de même
f^^Yxdx^ = 5 {x^ffxdx—Za^ffx.xdx +• Zxffx.a^dx —ffx^dx),
d'où, par induction ,
f^'')fxdx^^=^ 5— p ? xT-^ffxdx ^^ ar-^ffxjtix
-h (^— 0(^— ^) af^iffa.x^dx. . .dz//x.a:--^dxl ou symboliquement
en convenant qu'après le développement on fera passer les puissances de Ç sous le signe J'y et qu'on remplacera ensuite ^ par x.
On démontre cette formule, comme celle du binôme, et comme toutes les formules analogues , en prouvant que- si elle est vérifiée pour une valeur particulière de rij elle subsiste pour la valeur consécutive n-^- 1.
Nous aurons donc, en rétablissant les constantes arbitraires que chaque intégration introduit, et en conservant, pour abréger, la notation symbolique employée ci-dessus,
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§ 2. Des facteurs propres à rendre întëgrables les ëquations diffëreutielles des ordres supérieurs.
453. On peut toujours concevoir qu'uue équation différentielle de Tordre n a ëté ramenée à la forme
D'un autre côté, si l'on représente par
Téquation d'ordre n — r dont «la proposée dérive, C désignant la constante arbitraire qui disparaît dans le passage de l'équation (8) à l'équation (7), la différentiation donnera
r^+--+rf;<;^/""'^+rf^^ (9)
dx'^dy^'
ou
rrfirf dvi . dvi ^ dvi j .1 dvi ^ , ,
En vertu de l'hypothèse, les équations (7) et (10) doivent être identiques : donc, réciproquement, si l'on multiplie Féqùation (7) par un certain facteur __ dri
qui ne peut dépendre, commç la fonction '^ elle-mêm^^ que des quantités ^,7,^',...:/^'*"'^ on rendra la proposée identique avec l'équation (9), c'est-à-dire qu'on rendra le premier membre de la proposée une difTérentielle exacte. II est d'ailleurs évident que, non-seulement le facteur [x, mais tous ceux, en nombre infini, qui se trouvent compris dans la formule (i.f('Ci), f désignant une fonction quelconque, jouissent aussi de la propriété de rendre le premier membre de l'équation (7) une différentielle exacte.
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L'équation proposée étant du rC ordre, comporte n intégrales premières de l'ordre n — i [i64]; soit
une autre de ces intégrales premières : par la même raison que tout à l'heure on rend encore la proposée une différentielle exacte , en la multipliant par le facteur
ou plus généralement par un des facteurs, en nombre infini, compris dans la formule |i,,f,(xS,), f, désignant une autre fonction arbitraire.
Donc, plus généralement, si l'on désigne par ^ti^^xi^,) une fonction quelconque des deux quantités tj^tn^^, tous les facteurs compris dans la formule
ou
d/^-^y dx^ '^'^/(«-O' dvi, ' jouissent de la propriété de rendre le premier membre de la proposée une différentielle exacte, ce premier membre devenant alors la . différentielle de la fonction
Donc enfin, si l'on désigne par
les n intégrales premières de la proposée, et par 4» une fonction quelconque des quantités trf, xS,, ti,,....x;J,_,, les facteurs propres à rendre la proposée une différentielle exacte, sont compris dans la formule générale dvi d<b ^ dvi, d^ . rfxS„_, d^
dfy— 0 rfxj^rfj(«-0 dvi, ^âfjC»-") dvS,^r
Appliquons cela à l'équation du second ordre
qui devient, suivant qu'on la multiplie ou qu'on la divise par ûù^
équations dont les premiers membres sont respectivement les différentielles exactes des fonctions
XS = ^/_2/, trf.=^- (il)
La proposée a pour intégrales du premier ordre
et pour intégrale seconde, résultant de l'élimination de la fonction^' entre les intégrales premières, C,^*— aj = C.
Dans ce cas, les facteurs qui jouissent de la propriété de rendre le premier membre de la proposée une différentielle exacte , sont exprimés par la formule
dxi X dvi^ '
la composition des fonctions t;^, vi^ étant donnée par les équations (ii)^ et la fonction ^ restant arbitraire.
S 3. Dcft équations différentielles linéaires, (f un ordre quelconque.
455. On nomme équation différentielle linéaire celle qui ne renferme, ni les puissances supérieures à la pre- RÔère, ni les produits de la fonction et de ses coefficients différentiels des divers ordres, et qui est par conséquent de la forme
/(")+ P^C^-O 4- Qj("-») -f- . . . 4- Uj = V, {a)
T. II. l6
P,Qv...U,V désignant des fonctions de la seule variable | indépendante .r. £n général y si l'équation !
est celle qui exprime rigoureusement la loi d'un phénomène; et que de plus, par la nature de ce phénomène, les quantités jr^jr'?/*'? •••7^"^ soient assujetties à rester i toujours très-petites, de façon qu'on puisse négliger les j produits et les puissances supérieures de ces quantités, ' la fonction O se transforme en une fonction linéaire des mêmes quantités variables; et l'équation du problème devient une équation différentielle linéaire. La théorie de l'intégration des équations de cette espèce doit donc attirer notre attention, non-seulement à cause des faits d'analyse très-remarquables qui s'y rattachent, mais aussi à cause de l'importance des applications. ,
Supposons d'abord que le second membre de [a] soit nul , ou qu'on ait à intégrer l'équation
j(«) 4- PjC"-0 + Qj(«-») -I- ... 4- Uj== o. (i) La propriété caractéristique d'une équation de cette forme consiste en ce que, si l'on a diverses valeurs particulières de ^ en fonction de x qui y satisfassent, valeurs que nous désignerons par^„^j,^3, etc., la somme de ces valeurs, multipliées respectivement par des constantes arbitraires Ci,Ca,C3, etc., ou
C,j, -f-C,7, 4-C373 -f-eic, y satisfait pareillement. La forme du calcul sur lequel cette proposition repose, résulte si évidemment de la forme même de l'équation (^), qu'il suffit de l'iiidi- ^ quer. |
Il suit de là que si l'on connaît n valeurs particulières et distinctes, ^.ty, , J^3,. . .jr«, propres à satisfaire
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à l'équation (è), celle-ci aura pour intégrale générale
car cette valeur de y satisfait à la proposée, et à cause des n constantes arbitraires et distinctes qu'elle renferme, elle a toute la généralité qu'une telle intégrale comporte.
456. Or, il est un cas où l'on trouve facilement n valeurs particulières dé y propres à satisfaire à l'équation (é).: c'est celui où tous les coefficients P,Q,....U se réduisent à des constantes ; car si l'on pose y=je^'^ on aura, quelque soit i^y^^z=.nûe'^\ de sorte que cette valeur de y^ substituée dans l'équation {b\ donnera pour résultat
et dès lors, il est visible que la fonction ^/r=:^' satisfait à l'équation (^), pourvu que la valeur assignée au nombre m soit l'une des racines de l'équation numérique
iw" + P»i^-' + Qw»-*-f-... + U=îO. {m)
Donc, si l'on désigne par m^^m^^nii^ m^ les n racines
de cette équation, et par C, ,C„C3, C„ des constantes arbitraires, l'équation {h) a pour intégrale générale
457. Avant d'aller plus loin, il est bon de donner à comprendre pourquoi le cas que nous traitons en ce moment, cas en apparence si particulier, a néanmoins assez d'importance dans les applications [>our mériter un examen spécial. .
D'abord il est <îiair que ce cas comprend celui où le second membre de l'équation {b\ au lieu d'être zéro, se-
rait un nombre Y quelconque; car il suffirait de poser
j^=Y)-|- —, pour réduire à zéro le second membre de la
transformée en v).
Remarquons ensuite que dans la plupart des applications de l'analyse à la physique le temps est la variable indépendante désignée ici par x^ et que cette variable n'entre pas, pour l'ordinaire, autrement que par ses différentielles, dans les équations des problèrnes. Si, par exemple, il s'agit d'une question de mécanique, les forces qui sollicitent un système matériel ne varieront communément qu'avec les distances respectives des parties du système : elles seront des fonctions explicite^ de ces distances à une époque quelconque, et ne dépendront pas explicitement du temps écoulé depuis l'instant pris pour origine.
458. Lorsque toutes les racines de l'équation (/n) sont réelles et inégales, on vérifie aisément que les constantes arbitraires Cx,Ca,C3 ,. ..C„ peuvent toujours être numériquement déterminées au moyen des valeurs initiales
7o,7'o,j"o,...ro^"-'\ (o)
correspondant à .r=o. Soit, par exemple, /i=3, on aura
d'où l'on tire
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La symétrie de ces formules indique suffisamment la. loi des expressions qu'on obtiendrait , si Ton avait un plus grand nombre de constantes arbitraires à déterminer, au moyen des valeurs initiales de la fonction et de ses dérivées.
Si l'on sait, par la nature de la question, que la grandeurs^ ne peut pas croître indéfiniment avec a;, il faut nécessairement supposer nulles les constantes arbitraires Q qui correspondent à des racines positives rrii de l'équation (m). Alors les valeurs initiales (o) ne peuvent plus être données arbitrairement; mais il faut qu'il y ait entre elles autant d'équations de condition que l'équation (m) admet de racines positives. On doit remarquer ce mode de réduction du nombre des constantes arbitraires, d'après des considérations tirées de la forme des fonctions, indépendamment des valeurs numériques de leurs paramètres. Des considérations du inême genre reviennent fréquemment dans les applications dç l'analyse • aux questions physiques.
459. Si l'équation {ni), avait des racines imaginaires, les exponentielles devenues imaginaires se conjugueraient deux à deux et se transformeraient en sinus et cosinus d'arcs réels. x\insi, aztpj/^i désignant deux racines imaginaires conjuguées de l'équation (m), les termes exponentiels que ces racines aipènent dans l'intégrale générale, savoir
se changent en
==^[(C,-f-COcosp^+(C.— C.)v/~.sinp:r], et Çnalement prennent la forme
^(M cos p^ •+- jM sin p^?),
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quand on établit entre les constantes indéterminées Cx,C,,M,N les deux relations
On peut encore simplifier cette expression en posant
M ="X cos ty N = — X sin E, ce qui donne
e^(M cos p:r -h N sin ^r) = V»* cos(pjf + 0 : alors "ky 6 sont les deux constantes arbitraires.
Si la partie réelle a du couple de racines imaginaires que nous considérons, est négative, le facteur é^ décroît indéfiniment pour des valeurs croissantes de Xj tandis que le facteur >[ cos (fia: H- e) oscille périodiquement entre les valeurs — \ et -{-'k: la fonction donnée par le produit de ces deux facteurs éprouve donc des oscillations périodiques dont l'amplitude va en décroissant très-rapidement pour des valeurs croissantes de x. Au contraire, pour a positif, l'amplitude des oscillations de la fonction irait en croissant avec une grande rapidité et au delà de toute limite^ ce qui est manifestement incompatible avec la loi de tout phénomène naturel. Un cas semblable ne saurait avoir qu'une existence purement abstraite.
Lorsque l'équation (m) n'a que des racines imaginaires dont les parties réelles s'évanouissent, la valeur complète de^ est une suite de termes de la forme
Xcosfpj?-f-e). (ti)
Imaginons que jy désigne la quantité variable avec x, dont une grandeur s'écarte en plus ou en moins de sa valeur moyenne y), ou ce que les astronomes appellent plus brièvement Yinégalilé de yi : cette inégalité sera la somme de plusieurs inégalités périodiques, exprimées chacune par un terme de la forme (yi). La constante X
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se nomme le coefficient de l'inégalité; elle en détermine \ amplitude^ et dépend ^ ainsi que la constante e, des valeurs initiales de la fonction et de ses dérivées. I^e nombre ^ détermine \ étendue de la période, puisque l'inégalité reprend les mêmes valeurs pour des valeurs de x dont la
diiFérence est — : la grandeur de ^ est donnée par Té-
quation difîérentielle, indépendamment des valeurs initiales de la fonction et de ses dérivées. Toutes ces considérations sont d'une application fréquente, à l'occasion des phénomènes soumis à la loi de périodicité.
460. Lorsque quelques-unes des racines de l'équation (w) deviennent égales entre elles, l'analyse précédente se< trouve en défaut. Soit, par exemple, /w,=/w, : les termes C,Éf"**-|-Ca^** se confondront en un seul (Ci-|-C,)^'"'% et le coefficient C,-|-C, n'équivaudra qu'à une seule constante arbitraire [i64], en sorte que l'intégrale (<?)
n'aura plus la généralité requise. Dans ce cas , si nous
posons
la substitution de cette valeur dans l'équation [h) donnera
-l-B.e"''[/iw,«-'+(/i-i)P/»,«-*+(/i-2)Q/w,'*-'+..+T]=o. I^e facteur
s'évanouit, puisque w, est racine de l'équation {m)\ et le polynôme qui multiplie B,^'' s'évanouit aussi, puisque, par hypothèse, /w, étant une racine double de l'équation (w), est aussi une racine de l'équation dérivée /iw"-' 4- (« — i)Pw»-* + (/^— a) Qw-^-h . . . -hT=o.
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Donc, si l'on continue de désigner par m3y....m^ les racines simples de l'équation (m\ et si l'on pose
^= «"«' (A, + B,x) + €3^3* + . . . 4- C^«^ on satisfera à l'équation (b) dont on aura ainsi l'intégrale générale, à cause que les constantes Aj^Bi^CavOiy ^^ nombre n^ sont irréductibles entre elles.
On trouverait de même que, dans le cas de trois racines égales iw,,/Wa,/W3, il faut remplacer le trinôme
C,e*i' + G^er^' + €36*3* (i3)
par
et ainsi de suite.
La forme que prend l'intégrale générale dans le cas oii l'équation (m) a des racines égales, résulte encore du calcul suivant.
Au lieu de poser immédiatement mf=m^j faisons d'abord /w,=:7W,-j-c, ce qui donnera
en substituant à e" la série toujours convergente qui en est le développement, i^^est permis de mettre cette expression sous une autre forme, en changeant de constantes arbitraires, et en posant pour cela Gi-|-C,=A„ C,e=B,. De cette manière, l'expression çi-dessus devient
et si l'on fait maintenant e=:o, elle se réduit au second membre de l'équation (la)^
Le trinôme (i3) ayant été remplacé par
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dâQs le cas où les deux racines m^, m, deviennent égales, on pourra faire /»3==/w,-}-e, ce qui change lexpression précédente en
«-''(A.-f-B^-f-Ca^")
eV
=:^''[A, + B,a: + C3(H H + -j::^ + etcO].
Rien n'empêche de changer de constantes en posant
A, + C3=D., B. + C,e=E., |C,e»t==F.; au moyen de quoi le second membre de Téquation précédente devient
^-'Fd. + E^^H- F,x'+ f/?|. + etc.^1 ,
et se réduit à
tf»«'(D, + E,a:4.F,^»),
lorsqu'on fait 8=0. La même méthode s'applique évidemment au cas où le nombre des racines égales devient quelconque. Il est bon de connaître cette méthode que les analystes ont souvent employée dans des cas analogues et plus compliqués; bien qu'elle soit sujette à quelques difficultés qui disparaissent lorsqu'on justifie directement, comme nous l'avons fait d'abord, la forme attribuée à l'intégrale générale, dans l'hypothèse où Téquation {m) acquiert des racines égales.
461. L'équation {b) peut rarement s'intégrer Ibrsque les coefficients sont des fonctions de x. Prenons pour exemple l'équation du second ordre
si I on pose
elle devient
_ + z» + P2+Q = o; et lorsque cette équation du premier ordre en^ et a;
peut s'intégrer, par la séparation des variables ou autrement, on a par les quadratures la valeur de^ en x.
En général, si Ton substitue dans l'équation {b) la valeur de j- en z donnée par l'équation {d\ la transformée en zêta: s'abaisse à l'ordre /2 — i,mais en cessant d'être linéaire.
On intègre les équations linéaires de la forme {a -F *x)«7(»)4- P(a + *^)— »j(«-0 + Q(a -f, ia:)«-y»— ) . . . . . . -t- T(a4-*^)+ U = o, (e)
oii P,Q5 T,U désignent encore des coefficients constants, en posant ^;'^=(a-j-èa:)"', ce qui donne, pour déterminer m, l'équation algébrique du degré n
Q / % / os Tw u
en sorte que, si l'on désigne par m^^m^^ m^ les n racines de cette équation, et par C„C,, C. des constantes arbitraires, l'équation {e) a pour intégrale générale
, Cette intégrale est donc transcendante, à moins que l'équation en m n'ait toutes ses racines rationnelles.
462; Si l'on connaissait une valeur particulière ^„ propre à satisfaire à l'équation {b\ on pourrait abaisser d'une unité l'ordre de l'équation {b) et même l'ordre de l'équation {a). Pour cela il suffirait de faire
y=yjzdx, {/)
z désignant, comme ci-dessus, une nouvelle variable, fonction de x. Remarquons à cet effet que, si l'on désigne par UjV des fonctions quelconques d'une même variable indépendante, on a :
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d, us> = udsf + \>du^
£n conséquence de ces formules, la substitution de la valeur de y dans l'équation (a) donne
Or, le coefficient de/^dîr dans cette équation est nul par hypothèse, puisque^, est une intégrale particulière de l'équation (b). Si l'on divise cette équation par^, qui est une fonction *conQue de x^ on la ramènera donc à la
forme
zin- «)+ p,z(«-») + Q.zC—s) 4. . . . + T,z = - , . (aj
P„Q„. . .T,, désignant comme P,Q,. . . .T, des fonctions connues de x^ et l'ordre de l'équation {a) se trouvera "khaissé d'une unité.
Dans le cas où il s'agit d'intégrer, non pas l'équation (aj, mais l'équation (é), la dernière équation obtenue est remplacée par
2(«-0 + p^z(»-.) + Q^zC--^) + . . . ^ T,a = o. (A,)
Dans cette hypothèse, si l'on connaissait une seconde valeur particulière ^„ propre à vérifier l'équation (è), l'une des valeurs de z tirées de l'équation {b^ devrait vérifier l'équation (/*), après qu'on y aurait remplacé/ parj,. On aurait donc, en désignant par z, cette valeur particulière de z,
y-=yj^^àx, ou z^r= J^ .
Donc, si l'on connaît deux intégrales particulières de 1 équation (^), on connaîtra par cela même une intégrale particulière de l'équation (è,); et par suite l'ordre de l'équation (A,) s'abaissera d'une unité au moyen de la transformation z-=zz^fudx. Comme ce raisonnement peut être continué de proche en proche, il s'ensuit que si l'on connaît m intégrales particulières de l'équation (^), l'intégration générale de cette équation, et même celle de l'équation (a), seront ramenées à dépendre de l'intégration d'une équation/ différentielle de l'ordre n — m\ de façon que celle-ci étant intégrée, on aura l'intégrale générale de l'équation {a) par de simples quadratures. Ce beau théorème est dû à Lag^ange ; mais ia démonstration donnée ci-dessus, a l'avantage, comme M. Libri l'a fait voir dans un mémoire fort intéressant ('), de mettre parfaitement en lumière les analogies qui rattachent étroitement la théorie des équations algébriques à celle de l'intégration des équations différentielles linéaires.
463. Quand les coefficients P,Q, .... U de l'équation {a) sont des nombres constants, le dernier terme Y étant seul fonction de x^ on connaît n intégrales particulières *de l'équation {b).
nii^m^j. . . .//^„ désignant toujours les racines de l'éqiia- • tion {rn). L'intégration générale de 1 équation (a) se trouve donc ramenée aux quadratures.
(■) Journal de mathématiques de M. Crelle, ton». X.
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Soit, par exemple, l'équation linéaire du second ordre
où P,Q désignent des nombres constants : m^</n^ sont les racines de J'équation numérique
et l'on a
Posons
y = y^zdx = e^^'J zdûc :
la transformée en z sera
z' -h (a/w, + P)^ == Vô-'»«% ou -3' - (/», — /w Jz == Vtf-*»*,
à cause de P= — {pii^rn^. Faisons en outre
la transformée en u donnera
/Wa /Wt
De là on tire
ou bien^ en intégrant par parties,
Les deux intégrales indéfinies sont censées renfermer chacune une constante arbitraire.
Lorsque m^^m^ sont deux racines imaginaires conjuguées, de la forme a±P|/IIï^ l'expression précédente se change en
7 = -~ (sin ^xfSfT^ cos p^p . flùi? — cos ^fVer^sïn ^x.dx).
Enfin, si Ton avait /7i,=7W,, le second membre de l'équation (A) se présenterait sous la forme ~ ; mais, en pre-
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nant les dérivées du numérateur et du dénominateur par rapport au paramètre m^^ et en posant ensuite m;=m^j on trouverait pour ce cas
464. Nous ne quitterons pas ce sujet sans faire connaître la méthode employée communément pour démontrer le théorème du n** 462.
Supposons d'abord que Ton connaisse n intégrales particulières de l'équation (è), de manière qu'on ait pour l'intégrale générale de cette équation
r^C,/, + C.7, + C373 4-. . .+C^„ : (0 nous disons que cette valeur de y peut encore être prise pour l'intégrale générale de l'équation (a), pourvu que l'on considère les facteurs C,,C,,. . . .C„, non plus comme des constantes, mais comme des fonctions de x, qu'il s'agit de déterminer convenablement.
Dans cette hypothèse en effet, l'on a
/ =c,y , -hC.y . +C3/3 +. . .-f-c„/„
(C/ désignant la dérivée de Q par rapport à x\ et si l'on assujettit les fonctions d- à vérifier l'équation
7xC\-4-/.C\+73C'3 4-...+7«C'„ = o, il reste
j'=cy,+c,y,+C3/3+...+a/„,
comme dans le cas où les facteurs Q sont des constantes.
De cette dernière équation l'on tire
ou simplement m
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quand on assujettit les dérivées C^i à vérifier l'équation de condition
/.c. -f-y.c\+/3C'3+. . .-hy„c„=o.
En continuant de la sorte, on trouve que la valeur dej* donnée par l'équatioa (i\ et qui par hypothèse vérifie 1 équation (b\ satisfait aussi à l'équation (a)j pourvu que les dérivées C\ vérifient le système des équations de condition
• 7x Ci\+7. G'. +73 C'3 + ...+7„ C'„=o,
Or, de ces équations en nombre n on tire la valeur de chaque inconnue C\ égale à une certaine fonction -cJ^^r, et par conséquent une simple quadrature donne
G, =ifxiixdx + Ci y Ci désignant une nouvelle constante arbitraire. On obtient donc de cette manière, par de simples quadratures, Fintégrale générale de l'équation (a), avec les n constantes arbitraires qu'elle comporte.
Supposons maintenant que l'on ne connaisse que n — I intégrales particulières de l'équation (^) ; et afin de simplifier l'exposition, prenons pour types des équations (a) et (b) les équations du 4* ordre
r^+Py+Q7"+T/+iir=v, (i4)
J^^+Pj'" + Qr"+Tj'+Ujz=o :
/•„ j„/3 désignant trois fonctions connues de x qui satisfont à la dernière équation. Si l'on veut que la fonction
r=G,rxH-G,j.-hG373 /' (i5)^
satisfasse à TéquatioD (14)9 on peut encore établir entre
les facteurs inconnus C, 9 C, , C3 les deux équations de
condition
7'.C'.+y,C\+/3CS=o;f ^'^^
au uioyen de quoi les valeurs dej/^y^ conservent la même forme que si les facteurs C„C,,C3 étaient constants; mais les valeurs dey'\y contiennent les premières et les secondes dérivées de ces mêmes facteurs ; et pour que la fonction (i5) satisfasse à réquation(i4)9 il faut encore assujettir les facteurs C,,C„C3 à vérifier une troisième équation C . (2/" . +Py' . ) -i-C' ,(a/". +Pr".) + C ,(a/", +P/3)
On tirera des équations (16) et de leurs différentielles les valeurs de C'„C'3,C".,C"3 en fonction de C'.,C'.; et on les substituera dans l'équation (17) qui deviendra une équation du second ordre par rapport à C^,Xj ou du premier ordre par rapport à C'„x. Celle-ci étant intégrée, on aura la valeur de C, en x, et par suite celles de Cs^Cs en x au moyen de simples quadratures. Les quatre intégrations ou quadratures auront amené quatre constantes arbitraires, de sorte que l'intégrale (i 5) jouira de toute la généralité requise.
En suivant absolument la même marche^ on prouverait généralement que l'intégration de l'équation (a) ne dépend que de l'intégration d'une équation de l'ordre n — m y et de m quadratures subséquentes, lorsqu'on connaît m intégrales particulières de l'équation (p).
CHAPITRE m
DE L'iNT^GRilTION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES PàR LES SÉRIES ET PAR LES INTÉGRALES DÉ- FINIES.
4&5. Ou peut eu général, à la faveur du théorème de Maclauriu, développer une fonction en série ordonnée suivant les puissances entières de la variable indépendante, lorsqu'on a entre la variable indépendante et la fonction une équation différentielle d'un ordre quelconque. En effet, soit
cette équation difTérentielle : on en déduira, par de nou. vdles différentiations, les valeurs de^"+*^,^"+*^, et en général celles des dérivées d'un ordre quelconque supérieur à 72, en fonction de x^y^y\y'\. , . .^'^'^. D'un autre côté, la formule de Maclaurin donne
^•^^ i.2.i...{n-iy'^'' i.2.i...n^'^'' i.a.3...(n+i) -f etc. ,
/o>/'o, etc., représentant les valeurs de^, /, etc., pour ^t=o. Si donc l'on fait x=Oyy=.jr^yy-=zy\^ etc., dans les expressions de /^"^J^^""*"'^, etc., déduites de l'équation différentielle proposée et de ses dérivées successives, on déterminera tous les coefficients de la série qui précède, €0 fonction des ti premiers coefficients ^oïJk'oi- • -^o^"""'^- T. II. 17
Ceux-ci resteront arbitraires et donneront à l'expression de y toute la généralité qu'elle comporte. Une telle série peut servir à calculer les valeurs numériques de y pour toutes les valeurs de x qui rendent la série convergente.
Prenons pour exemple l'équation /'= — -(/-(-.r^) : le calcul indiqué donnera
y — y à ïo 7 +/o -— /o
L'équation proposée est de celles qui peuvent s'intégrer en termes finis; par conséquent la série précédente est de celles qui peuvent être sommées ; et en effet, l'on met l'expression de^ sous la forme
• <-f -*"rî-7^3)=^^-^>-'^«('-^)-^^=
et cette valeur de j- se confond avec celle que donne l'équation (4) du n^ 44^9 quand on remplace la constante arbitraire jTo — 6 par la constante C, pareillement arbitraire.
Considérons encore l'équation
y'=-xy: . (i)
on aura pour le développement en série
466. Si la valeur x=:o rendait infinis les coefficients différentiels, à partir d'un ordre quelconque, il faudrait
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ordonner la série, non plus suivant les puissances dejt', mais suivant les puissances de x — a, a étant une valeur de X qui ne rend point les coefficients différentiels infinis. En conséquence on aurait
/.,/'.,/'«, etc., désignant les valeurs de^,/,y, etc., pour x==a. .
Soit, par exemple,
l'équation proposée : la valeur x=o rendj^'o infini, à moins que ^o ne s'évanouisse. Dès lors, ce cas particulier excepté, la série de Maclaurin ne peut pas être employée sous la forme ordinaire. Si on lui fait subir la transformation indiquée, on trouve
jTa+a^ x — a
y=jr, —
^ ^{^x-aY _ .(3J.4- g') (x-ar ^ (4)
^désignant une valeur quelconque de x^ autre que zéro.
La différentiation de l'équation proposée donne •=«7"+2y+2.rt=o, d:/ "+3y+2=o, a:7"^+4r'"=ro, etc.; d'où l'on conclut , dans l'hypothèse où l'on aurait à la fois xz=zo,y:=.o, (aucune des fonctions dérivées ne devenant infinie), '
/,=o, /', = -f, /"„=o, ^-=0, etc.
£a conséquence la proposée a pour intégrale parti* culièr^ (correspondant 2 l'hypothèse ^0=0)^7^= — \x'^. En effet , l'on a trouve [44©] pour l'intégrale en termes finis
et cette valeur de jr, qui ne peut se développer suivant les puissances de x, tant que la constante C n'est pas nulle, reproduit la série (4) lorsqu'on la développe suivant les puissances entières de x — a, pourvu qu'on pose, ainsi que cela est permis, (j^=aj-a'\'i^^ - 467. Soit encore l'équation
Y y= — --' ou xf -^yzi^o. (5)
La valeur x==o rend^'^o infini, à moins que^^ ne s'évanouisse* C'est donc le cas d'employer la série (3), qui devient
r^^Ja+fa ^-^^ ^ -f-*^^— •^— ^ + etc., 6)
^*^*^ I ai. 2 a" i.a.3
et qui dépend des deux constantes arbitrifires^.,^,.
Les dérivées successives de l'équation proposée sont
^7'"+r"— / = «> -^7"+ 2/"+/"= o, ^7^+37^^ + /"=: o, etc.,-
ce qui donne, dans l'hypothèse où ja valeur oc=q annulerait^ et ne rendrait infinie aucune des dérivées/,/'.', /",etc., .
7 o— 7o, 7 0=^^' 7.— 1.2,3' «te-' et par suite
/ / I •^' la:' I x^ , , ,
yz=.y\{x 1 5 T ^r-2 4-etc). (7)
Mais comme ce développement ne dépend que de la constante arbitraire/'^,, il ne représente qu'une intégrale particulière de l'équation préposée, laquelle intégrale correspond à l'hypothèse /o=^.
Représentons par y^ la fonction de x que détermine la série toujours convergente
X + 5 ^—5 5 5— r + etc. :
on peut exprimer Tintégrale générale de Téquation
(5), qui est linéaire, par^=C,^, , pourvu que Ton
considère C,, non plus comme une constante, mais
comme une fonction de x^ qu'il faut déterminer en
appliquant le procédé du n"" 4^4* On obtient ainsi Té-
quatioD
nu , ^^ j I ^C', 2 rfr,
^.C". + .C'./.=o, ou ^._L + _.^ = o,
doii, par deux intégrations successives,
c^^c^ désignant deux constantes arbitraires. Ainsi l'intégrale générale de réquation (5) a pour expression, outre la série (6),
r=rx^c, /— +c,j, oubien j^^jY / — 4-c, j-
468. La fonction déterminée par une équation différentielle peut souvent se développer en série procédant suivant les puissances négatives ou fractionnaires de la variable indépendante. Quand de tels développements sont possibles, on les obtient par la méthode des coefficients indéterminés, dont l'usage est presque toujours préférable à l'emploi direct de la série de Maclaurin , lors même que le développement est susceptible de procéder suivaht les puissances entières et positives de la variable indépendante, ainsi que le montrera l'exemple suivant.
Prenons l'équation
qui comprend comme cas particuliers les équations (i)
et (5) : il s'agit de savoir si l'on peut en représenter Imtégrale par la série
7 = Aa:«H-A,j:«'+A.a:«-+A9«3-^etc., en déterminant convenablement les coefficients A/ et les exposants a, qui peuvent être positifs ou négatifs, entiers ou fractionnaires.
La substitutiou de cette vaienr de j dans l'équation proposée donne
Aa(a-i)j?«-»4-A,a.(a,-i)jr«i-='+A,a^(a,^i)2:*»-*+etc. =*Aj:*+^ -h >!:A„a:««+" + k^ ,^>+«4, etc. On ne peut rendre cette équation identique qu*en posant
. a,==a + i(7i + 2), A/a,(a/ — i)=A'A,-_,, au moyen de quoi tous les exposants a, sont numériquement déterminés, et tous les coefficients A, s expriment en fonction de A, qui tient lieu de copstante arbitraire. ^
On satisfait à l'équation (9) de deux manières, en prenant oL=o et a=i. Aces deux solutions correspondent deux séries distinctes, chacune renfermant un coefficient arbitraire , et qui toutes deux vérifient l'équation (8) dont elles sont des intégrales particulières. La somme des deux séries donne donc l'intégrale générale [4^^]^ et si l'on désigne par Co,Ci les valeurs du coefficient A qui correspondent respectivement à aT=o, a=J , on trouve sans difficulté, pour l'expression en série de l'intégrale complète.
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Toutes ies fois que Texposant n est un nombre entier positifj cette série procède suivant lés puissances entières et positives de x^ et coïncide nécessairement avec celle que l'on déduirait de la formule de Mackurin. Go et C„ représentent alors ^o et ^'o. Si l'on fait en particulier fc=— I, n=L\^ on retombe sur la série (a); et cette dernière manière de l'obtenir a l'avantage de mettre en évidence la loi de formation des coefficients suc-
Lorsqu'il reste moins de coefficients indéterminés dans la série qu'il n'y a d'unités dans l'exposant de l'ordre de l'équation différentielle, la série ne représente qu'une intégrale particulière : c'est la preuve qu'on ne peut développer la fonction suivant une série de cette forme^ qu'en assujettissant implicitement les constantes arbitraires à des conditions qui en réduisent le nombre et qui restreignent la généralité de l'équation différentielle proposée.
Si, par exemple, on supposait dans l'équation (8) k=i — i,/i=: — I, ce qui la ferait coïncider avec l'équation (5), les différents termes de la série qui multiplie Co deviendraient infinis à partir du second : ainsi cette série doit être supprimée, comme cessant de représenter une intégrale ^particulière de l'équation (8); bien entendu que la série qui multiplie G, coïncide alors avec celle qui multiplie jr'o dans l'équation (7).
469. Gonformément à la remarque du n** 46 1 , l'équation (8) s'abaisse au premier ordre, mais en cessant d'être linéaire, si l'on faitjr=^'^'*'*, ce qui donne pour la transformée en z
dz ,
dx
Réciproquement, étant donnée l'équation du premier ordre
/ + «7*=*^i (lo)
(qui porte le nom de Riccatij et qui a été l'objet de beaucoup de recherches), on en ramènera l'intégration à celle de l'équation (8), qui est plus simple à cause de la forme binomiale et linéaire, en posant
I du .
■^ au' dx'^
d'où, pour la transformée en m,
rf"a
équation identique avec (8), lorsqu'on remplace u par/^ et ab par k.
On ramène encore l'équation (8) à la forme
/'-*-î/=Ar, (")
en changeant de variable indépendante et en posant
=^; car on trouve ainsi
dy n idy kjr
dr n-^3tdt fn \«' ^
et pour faire coïncider les équations (ii) et (12), il suffit de changer / en a: et de prendre
Enfin l'équation
rentre encore dans les équations (8j, (10) et (11), puisqu'il suffit de faire^y:=j;"M, pour la changer en
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d*u ^mdu ,
âtr* x dx Les équations (i i) et (i3) se présentent dans des problèmes de physique mathématique, et sous ce rapport elles offrent plus d'intérêt que les équations (8) et (lo) dont elles sont des transfomnées.
470. Si nous nous étions proposé d'appliquer dh*ectement à l'équation (i3) la méthode suivie pour le dé-* veloppement en série de l'intégrale de l'équation (8), nous aurions eu à rendre identique l'équation
A[a(a — i) — m{m — i)]jc*~* -h A,[a,(a,— i) — m{m — i)]j:*«~* + Aa[a;(a,— i) — /»(/»— i)]a;*»-*+ etc.
= hkx* -h hk^x^^ + AAjO:"» -h «te. ; ce qui entraîne les conditions
a,= a+2«, A,{a,-(o{,- — i) — m{m — i)] = AA,_x.
La troisième formule devient, quand on remplace a. par sa valeur tirée de la seconde^
A,[a(a — i)-f- 21(21 + 2a — i) — m(/»— i)] = AA,_,, ou plus simplement, en vertu de la première condition,
2i(2i4- 2a — i)A,-=AA,«,. (i5)
LesrSicines de l'équation (i4) sont a=/w, a=i — m: 00 trouve en conséquence pour la valeur de l'intégrale complète, exprimée en séries,
* "■ 2(2»i+i) 2.4.(2/n+i)(aw+3) •'
+ C,a:'-"[i ^ — 75 ^H --75 TT^ r+etc.].
' ^ 2(3 — 2/re) 2. 4. ('3 — 2»i)(5 — 2/w) ^
* 471. Les séries que l'on vient d'obtenir ont cela de
remarquable qu'elles peuvent être sommées et remplacées
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par des intégrales définies de }a nature de celles que
nous avons considérées dans les trois derniers chapitres
du livre précédent. Effectivement, quand on fait dans la
formule (v) du n® 3o9, j;=co, |i, = 2ot — i,v=:2i, il
vient
^ . , cos*' cd sin*» w
/ cos*' co sm*«" ' iùdtù = — :
^ ai + 2a — I
-ycos"-' cd^in **-' corffc);
ll-i-^OL — I '
et si l'on prend o, tt pour limites des intégrales, le terme hors du signey s'évanouit toutes les fois que a est une quantité réelle positive , ou une quantité imaginaire à partie réelle positive, en sorte qu'on a
cos** ci> sin**"" ' coâfo)
1 cos*"~*û)sin**~'a>rfa). (i6)
21 + 2» — ijo
En vertu de cette dernière relation, l'équation (i5) se trouve satisfaite, si l'on pose
A| = = y^-, r— . I cos*' co sm*»""* iùdiù :
ai — i)a«^o
et par suite on peut mettre l'intégrale obtenue sous la forme
r=C„j:" / ( I -\ — — cos*coH s-7cos*co+etc.)sin*'"- Ww
•+-C,^'-"/ (iH cos'wH 5-jCos*w+etc.)sin»-**CfMAi),
en attribuant successivement à aies valeurs m et i — /w,
qui sont les racines de l'équation (t4)-
Maintenant on a
I H cos* (ù H 5— cos* (ù H ô-rvT. cos' « -f- etc.
= cos ( i/zn . xi/k . cos (.))= i d**^* *=" • + i e-'^* ■ *=*** • ;
donc
donc
Cette expression peut encore se simplifier; car on a, à cause du choix des limites et de la nature des fonctions sin iùy cos (ùy
-hC^oî'-'"/* «'^*'^«»-sin'-»'»wrf«. (17)
L'équation (16) ne subsiste que sous la condition que a désigne une quantité réelle positive, ou une quantité imaginaire à partie réelle positive. Donc, pour ne considérer que le cas de la réalité des valeurs, l'équation (17) ne subsiste que sous la condition que m et 1 — m dési* goent des nombres positifs, ou que la quantité m tombe entre les limites o, 1 . Moyennant cette restriction, l'équation (17) donnera l'intégrale complète de l'équation (i 3), exprimée par des intégrales définies.
Aux limites /w=:o,/w=i, l'équation (iS) se réduit à f'zizhy^ et l'on sait que dans ce cas elle a pour intégrale complète
Quand on fait dans la formule (17) /n = 7, elle donne
/ = (C, + COw"irV^**^«*«rftà; et comme les. deux constantes arbitraires Co,G, se con-
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fondent en une seule, on n'a plus qu'une intégrale particulière. Cependant, même dans ce cas, on obtient l'intégrale complète par un artifice de calcul déjà employé [460]. Faisons dans le terme qui multiplie Co,/72=^7 et dans celui qui multiplie C„ /n=:-J-|-e; il viendra
+ C,»/iy ^^•««••(^ sin* co)-'rfw. (18) Or on a
""' = ^ — 7 log a + — (log uf — j-^ (log uf 4- etc.;
de sorte que si l'on développe l'expression (18) suivant les puissances de e, et qu'on pose C^-|-C,=A, C,c= — B, il viendra
-l-Bv/i r^^^* ^*»» - log {x sin' co)rfa) + eBX,
X désignant une quantité qui conserve une valeur finie quand e s'évanouit. Donc, si l'on pose maintenant e=o, on aura
+ Bv^xje''^^' «>• -log(a: sin' w>fc>,
pour l'intégrale complète de l'équation (i3)qui devient dans ce cas
* 472. Si m a une valeur positive plus grande que l'unité, le terme affecté du coefficient C, doit être supprimé dans l'équation (17); et au contraire on ne
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doit conserver que ce terme quand m a une valeur négative. Dans l'un et l'autre cas on n'obtient donc impiédiatement, sous forme finie, qu'une intégrale particulière de l'équation (i 3). SoitjK, cette intégrale particulière dans laquelle on aura fait, pour plus de simplicité, la constante arbitraire égale à l'unité : on trouvera, par un calcul semblable à celui du u° 4^7, que l'intégrale générale est
Si l'on pose cos (i>=J^, on mettra l'équation (l'y) sous la forme
I équation (i3) aura pour intégrales particulières, dans le cas de w > i,
et dans le cas de /w < o,
II est clair, d'après le n® 3i3, que quand m désigne un nombre entier positif, l'intégration définie indiquée d^ns la formule (20) s'effectue, et qu'il en est de même de l'intégration indiquée dans la formule (2 1), lorsque m désigne un nombre entier négatif. Donc, toutes lea fois que m désigne un nombre entier, positif ou négatif, on a sous forme finie, et dégagée du signe /i une intégrale particulière de l'équation (i3); et d'après la formule {19), la détermination de l'intégrale générale de cette même équation se trouve ramenée aux quadratures.
* 473. Rappelons maintenant que Téquation de
Riccati
y + a7* = i:p" (lo)
se change lorsque l'on pose
I du au ^' en
(Pu
r= -j-. ab-—k^
équation qui devient à son tour
cPm 2/» du ,
et enfin quand on pose
Soit /w=T:±i!V« désignant un nombre entier positif: on tirera de la seconde des équations précédentes
n=-=JL. (.3)
L'intégrale générale de l'équation (22) se ramène aux quadratures, toutes les fois que m est un nombre entier positif : donc l'intégrale générale de l'équation de Riccati est aussi ramenée aux quadratures, pour toutes les valeurs de n comprises dans la formule (a3); ce qu'on trouverait également en cherchant dans quels cas l'équation de Riccati se prête à la séparation des variables.
Soit
une équation différentielle du premier ordre, dont on a Tintégrale complète sous la forme
F(Xyjr,a)=o, * (a)
a désignant la constante arbitraire introduite par l'intégration : d'après ce qu'on a déjà vu [liv. IV, chap. II], l'équation
résultant de l'élimination de a entre l'intégrale (a) et l'uoe des équations
rfF rfF , ,.
satisfait encore à l'équation (/*) dont elle est une intégrale singulière; à moins qu'elle ne se confonde avec une intégrale particulière, la valeur de a tirée de l'une des équations (af) se réduisant à une constante, ou à une fonction de ûo^j- qui elle-même se réduit. à une constante en vertu de l'équation (f). On sait de plus, que l'équation (?) appartient à une ligne qui touche ou enveloppe toutes les lignes dont le système est représenté par l'in-
tégrale générale (a), tant que le paramètre a conserve son indétermination.
De là résulte une règle très-simple pour trouver les intégrales singulières d'une équation différentielle du premier ordre, dont on a préalablement déterminé l'intégrale générale : nous disons de plus que ces intégrales singulières peuvent être assignées , sans qu'on ait besoin de connaître l'intégrale générale, et lors même qu'il y aurait impossibilité d'assigner à l'intégrale générale une expression analytique sous forme finie, cequi est le cas le plus ordinaire.
Effectivement la ligne enveloppe qui représente, l'intégrale singulière, ne peut exister que lorsqu'il y a intersection entre les lignes qui représentent des intégrales particulières, et qui répondent à des valeurs distinctes de la constante arbitraire. Donc, pour les valeurs de jj,/ relatives à ces points d'intersection , la valeur de/ en j;,jr, tirée de l'équation ( /*), doit être multiple; c'est-àdire que celte équation, supposée algébrique, doit être . du second degré ou d'un degré supérieur par rapport à y, après qu'on en a fait disparaître les radicaux.
Il suit de là qu'en général tous les points correspondant à des valeurs de x^jr qui ne rendent pas y imaginaire, sont les points d'intersection de deux lignes au moins, prises parmi celles qui représentent des intégrales particulières.
Mais, pour les points situés sur l'enveloppe ou sur la ligne de contact de toutes ces courbes, il n'y a plus d'intersection, ou du moins une intersection disparaît : donc il faut que l'équation (/' ), oh l'on considère y connne l'inconnue, acquière alors des racines multiples, ce qui entraine la' condition
Donc réciproquement l'équation ( /') détermine la relation entre x ^X, y qui caractérise la ligne de contact ou l'intégrale singulière.
Prenons pour exemple l'équation difTérentielle
qui a pour intégrale générale
X* — 2aj=r*H-a*, (a)
a désignant la constante arbitraire.
La première équation {a) donne dans ce cas a= — -j^ et cette valeur de a, substituée dans l'équation (2), donne pour intégrale singulière x'^Aç-j^ — r^=.o. Or, sans qu'on ait besoin de connaître l'intégrale (a), l'équation (/') fournit la relation
et cette valeur de^', substituée dans l'équation (i), reproduit l'intégrale singulière déduite en premier lieu de l'intégrale générale.
475. Le 'Succès de cette méthode tient à ce que Téquation différentielle est préparée de manière à ne pas contenir de radicaux. Si au contraire elle était résolue par rapport à^', ou mise sous la forme ^=£(.2:^), la méthode se trouverait en défaut. Mais il faut remarquer que lorsqu'on différentie l'équation (/) par rapport à / et par rapport à j;, en y considérant y' comme une fonction des variables x^jr^ déterminée implicitement par cette équation, on a
ày dy'dy dx dx* dy'
Or, la valeur de ^ en j; qui appartient à l'intégrale sin-
giilière, fait évanouir^: donc la même valeur doit
dr^ dv' rendre infinis les coefficients différentiels-^, ^, après
qu'on y a substitué pourj sa valeur en x^jy tirée de l'équation (/*). Par conséquent, si l'on peut déduire des équations
dK^^X) di{x,y)
une valeur de ^ en x qui satisfasse aussi à l'équation ( f), cette valeur reproduira l'intégrale singulière.
Par exemple, l'équation (i), résolue par rapporta/, donne
d'oii
df{x,y)____x__ . V^x'+y-r'±x dy X* — r* i/j;i+j.._r' '
rf<(a;,y)_— (^+r'}r»/x'+j-'-r':F'(j:'+/'— r'jiyjy.
et ces valeurs deviennent infinies quand on pose
^««L V* r*=o, ce qui satisfait à l'équation (i) dont on
obtient ainsi l'intégrale singulière.
476. Quand on différentie l'équation (/), en y traitant r, / comme des fonctions implicites de x , il vient
dx^ dy^^dy'^ -""' ^^ ^
d'où
^ - \dx^ dy^ J'd/ ^^
Mais la valeur de j en x qui donne l'intégrale sin-
gulière, annule^, et réduit l'équation (/") à
doue cette même valeur de jk en ^ met sous la forme \ la valenf
donnée par l'équation {c) ; ce qui fournit encore un autre procédé pour trouver l'intégrale singulière. En effet, Ton posera
puis on éliminera successivement^' entre chacune de ces deux équations et la proposée (y). Si les deux équations résultantes ont un facteur commun, ce facteur donnera l'intégrale singulière cherchée.
En opérant de cette manière sur l'équation (i), on trouve
7'(a:' — r") — xy L'élimination dejr' entre la proposée et chacune des équations
jj^+a: = o, y{x* — r') — ^j==o, donne pour résultantes où le facteur commun est en évidence,
* 477. Il est essentiel de remarquer que la considération géométrique sur laquelle on s'est fondé dans les trois n*^ qui précèdent, s'applique à toutes les lignes de contact des courbes données par l'intégrale générale, aussi bien à celles qui pourraient exceptionnellement représenter des intégrales particulières qu'à celles qui
représentent des intégrales singulières. Ainsi, après qu'on aurait cherché les intégrales singulières par l'un des procédés indiqués ci-dessus, il faudrait en outre s'arssurer qu'on ne peut pas les faire rentrer dans l'intégrale générale, en particularisant convenablement la constante: vérification impossible, tant que l'intégrale générale n'est pas donnée. L^ caractère distinctif des intégrales singulières doit donc se tirer de considérations analytiques, et pour cela il faut reprendre la question sous un nouveau point de vue.
Considérons une équation différentielle du premier ordre, mise sous la forme
/— f(ar,/) = o, (rf)
à laquelle satisfait l'équation ^=X, X désignant une certaine fonction de x, sans constante arbitraire, de sorte qu'on ait identiquement
Pour que l'équation ^^'t^rX coïncide avec une intégrale particulière, il faut que l'intégrale générale puisse être mise sous la forme
7=X + «^ (js)
t désignant la constante arbitraire, et 9 une fonction de X et de e, qui ne s'évanouit ni ne devient infinie pour v=o. On aura en même temps
f(:r,jr)=f(:r,X) + (e9)*.t*, W
k désignant l'exposant de la plus haute puissance de e qui soit facteur de
f(^,X+e9)-f(^,X), et tj indiquant une fonction de x et de 69, qui ne devient point nulle ou infinie pour 6=0. Posons
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en désignant par % xii des fonctions de a:, et par a,-^^, des exposants positifs formant une série croissante: puisque la fonction f est donnée, on connaîtra le développement de f(^,X-|-6(p) suivant les puissances de ef ; et par conséquent les fonctions vii , ainsi que les nombres Pi, sont censés connus : il s'agit de déterminer les fonctions (fi et les exposants a, de manière à satisfaire à l'équation (h) indépendamment de e.
Or, la substitution donne, après qu'on a supprimé les termes qui se détruisent en vertu de l'équation (e),
•è + («. + 0-^ + («. + >)«-% + etc. j
= e*(Ço + «"9. + e"*9. + etc.)*ti. | ^*^
+ •*+P^(9o •+• «"*?, + «••?. + etc.)M-PxxJ, + etc. ) Supposons X-=i : on aura, pour déterminer %j l'é- ^tion
-^=9oXi. , doù (f^zzzef^oJ*-^ il faudra poser ensuite
et en continuant ainsi, on déterminera de proche en proche toutes les quantités qui entrent dans le développement de 9, c'est-à-dire qu'on développera l'intégrale générale en série ordonnée suivant les puissances de 8.
Soit X: > I : on ne pourra rendre l'équation (a) identique qu'en posant d'abord
-^==0, ou (f^=zconst.
Prenons, pour plus de simplicité, cette constante égale à l'unité : on fera ensuite
«,==*, (a, -+.i)^=trfo, d'où <p,==— L--/^^^;
et en prolongeant le même calcul, on obtiendra encore successivement tous les termes du développement de l'intégrale générale.
Mais si l'on a au contraire X'< i, il sera impossible de rendre l'équation (a) identique : par conséquent la solution j^'tznX ne pourra pas résulter de l'intégrale générale moyennant la particularisation d'une constante arbitraire; ce sera donc une intégrale singulière de la proposée.
Or, d'après ce qu'on a vu sur les cas de défaut de la série de Taylor [106], la valeur X, pour laquelle l'exposant A est < i, rend infinie la dérivée
dr djr'
dr' donc l'équation -f- =:zfc 00 est le véritable critérium des dy
intégrales singulières, et les renferme toutes comme facteurSy à l'exception de celles qui seraient de la forme x:=iconsLy et qu'on obtiendra en traitant dans la proposée la variable^ comme indépendante.
Par conséquent, en nous reportant aux équations (é),
si les valeurs Aejr en x qui font évanouir -^^ conser*
vent aux dérivées -^, -*^ des valeurs finies, ces valeurs dy^ ax
appartiendront à des intégrales singulières de (/); mais si elles annulent ces mêmes dérivées, il faudra chercher par les procédés ordinaires les valeurs des seconds membres des équations (é), qui se présentent alors
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SOUS forme indéterminée. Quand ces. valeurs seront infinies, les solutions qu'il s'agit d'éprouver constitueront encore des intégrales singulières; sinon, elles rentreront dans la catégorie des intégrales particulières, et néanmoins continueront de représenter des lignes enve^
La démonstration que nous venons de donner, d'après M. Poisson, n'est pas exempte des difficultés attachées à l'emploi des séries qui peuvent devenir divergentes : nous aurons encore à revenir sur ce sujet , en parlant de la construction des équations différentielles.
* 478. Par les équations (rf), (^), (^), (A), on a
fc^^=%,j)-f(^,X)=(e<p)*tS=(r-X)*ïJ;
et si l'oa change de variables en posant^ — X=:«, cette
équation devient
du
1^ désignant alors une fonction des variables x,m, qui uacquiert pas une valeur nulle ou infinie pour w=o. Nous pouvons encore changer de variables et prendre à celte fin w'~*=:v, ce qui mettra Féquation différentielle sous la forme k
Pour A" < I , cette dernière équation se décompose d'ellemême en deux autres
La première, qui équivaut à j- — X;==o, donne l'intégrale singulière; la seconde au contraire ne peut plus
être satisfaite par cette intégrale singulière^ puisque xij est une fonction qui ne s'évanouit pas avec v.
Donc, lorsqu'une équation différentielle du premier ordre comporte une intégrale singulière, on peut par uq changement dé variables la transformer en uneautre^où l'intégrale singulière apparaît comme facteur commun; de sorte qu'après la suppression de ce facteur la transformée n'a plus d'intégrale singulière , et représente, dans un système de coordonnées rectangulaires, une série de lignes qui n'ont pas d'enveloppe.
* 479. Appliquons ceci à l'équation
y» — 4rr' + 4r=o, ou / = a(jr±i/in7), (3) dont l'intégrale générale est
et qui représente en conséquence un système de droites ayant pour ligne de contact la parabole ûc'^ — f=o* Faisons or* ^^=w = i;* : l'équation (3) deviendra
du ^ rdv , \
^=zF.v/., ou \j;^±^)-o.
Après la suppression du facteur Vy il restera l'équation
— ± h=o, qui a pour intégrale générale
et qui, lorsqu'on prend x pour abscisse, et v pour ordonnée rectangulaire, représente un système de droites parallèles, n'ayant point par conséquent de ligne de contact. D'ailleurs, si l'on substituait pour j sa valeur en V et x dans l'équation (4), on retomberait sur l'équation (5). .
L'application de cette méthode à l'équation (i) ne serait pas exempte de quelques difficultés, dans le cas où
1 OU voudrait conserver x comme variable indépendante. Mais si Ton met cette équation sous la forme
et si Ton chasse ensuite x'^ et xdx au moyen des équations auxiliaires
x^-i-y* — r*:=:zu*y xdx+j-djrt^udu^ elle prendra la forme très-simple u(du:jpdy)===o; de sorte qu'après la suppression du facteur u^ elle ne comportera plas d'intégrale singulière.
* 480. Inversement, on peut transformer une équation différentielle qui n'admet pas d'intégrale singulière, de manière qu'après la transformation elle admette pour intégrale singulière une équation donnée. Soit, par
exemple, l'équation trouvée ci-dessus -j-±i=o, dans
ax
laquelle il s'agit de substituer pour v une fcmction de x et d'une nouvelle variable z, telle qu'après la substitution^ l'équation résultante admette pour intégrale singulière l'équation linéaire
z — mx:=:o, (6)
On multipliera la proposée par (z--^/wj;)*, k désignant un nombre compris entre zéro et l'unité, ce qui la changera en
(z — mxydç ± (z — mxfdx = o. (7)
Cela fait, déterminons la variable z, qui doit être fonction de V et de x^ de manière qu'on ait
il viendra par l'intégration
I — k X désignant une fonction arbitraire de j;; et par
suite
dz — mdx=^{z — mx^^dv + rfX).
Tirons de là la valeur de dv et substituons-la dans Véquation (7) : celle-ci deviendra
dz — ^ mdx — {z — ma:Y(cni zç: dx) = o ; et il est visible que Téquation (6) y satisfera comme intégrale singulière.
*481. Nous avons vu [448] que l'équation du premier ordre
étant soumise à une seconde différentiation, donne Téquation du second ordre
qui se décompose immédiatement en deux facteurs, dont l'un fournit l'intégrale générale, et l'autre l'intégrale singulière de la proposée. Il faut généraliser ce fait de calcul , et montrer que loi*squ'une équation du premier ordre admet une intégrale singulière, on peut toujours la mettre sous une forme telle que sa dérivée se décompose en deux facteurs, dont l'un donne l'intégrale singulière, par l'élimination de ^' avec la proposée, tandis que l'autre, qui est' annulé par la valeur de^ en x tirée de l'intégrale générale, ne l'est plus par la valeur tirée de l'intégrale singulière.
L'équation
dF d¥ , . ,.
étant résolue par rapport à a donnera
a^Vi{x,y,yy, * . (i)
et si l'on substitue cette valeur de a dans l'équation (â), l'équation résultante
F(j;,7,trf)=o U)
équivaudra à Téquation (y ), en ce sens que, si elles ne
se coiifondeat pas, ou passera de Tune à Tautre en multipliant le premier membre de la première par une fonction convenablement choisie des variables x^y^f. Or, en difierentiant l'équation (y), Ton a
^"^^•^ '^dvi\d^'^df^ '^d/^ )—'"' et (le plus la somme des deux premiers termes est identiquement nulle, puisqu'on a substitué pour a^ dans la fonction F, sa valeur tirée de l'équation («',) : donc la dérivée de l'équation (y ) se réduit à
dF/dri dxi , d^ ,\_
dxi\dx '*" d^^ '^^'^ y ~ ""*
et se décompose en deux facteurs
dxi dxi . dxi jf ...
L'équation (y,), qui est du second ordre, a évidemment pour intégrale du premier ordre l'équation (y); et l'élimination de /' entre les équations (/) et (y ) aura lieu si- Ton élimine xi entre les mêmes équations, ou si l'on remplace xi par a dans l'équation (y), c'est-à-dire que cette élimination donnera l'intégrale générale de la pro-
De même réiîmination dey' entre les équations (;) et (/,) s'opérera par l'élimination de xi entre les mêmes équations, ou par l'élimination de a entre l'équation {a) et sa dérivée par rapport à a : elle conduira donc à l'intégrale singulière de la proposée, ou du moins à Téquation d'une ligne de contact des courbes qui en représentent les intégrales particulières.
On voit aussi par ce calcul que la valeur de y en x
tirée de l'intégrale singulière, laquelle donne pour j^ une valeur qui vérifie la proposée, ne donne pas pour/'' une valeur propre à vérifier l'équation (y,), ni par conséquent pour y*\y^9 etc., des valeurs propres à vérifier le3 dérivées successives de la proposée.
Appliquons cette analyse à l'équation (a) : on aura
dF dF ,
d'où
trf = £, F(ar,^,trf)=:r>-^_îl-r» = o, (8)
équation qui se confondrait avec (i) par Texpulsion du dénominateur /^. I^a diffërentiation de l'équation (8) donne
Zl' ^ j-^'^' — o
ou bien
La valeur dey tirée de l'équation /-|-^=o, et substituée dans la proposée, donne l'intégrale singulière .r*-|-^ — r*=o. L'autre facteur est la dérivée par rapport
à X de la fonction ^: l'intégration donne donc ^ =a;
et cette valeur de jr\ substituée dans la proposée, reproduit l'équation (a).
*5 a. Intégrales singalières des équations différentielles des ordres supérieurs.
Soit
F(*,7yy,---r^V)=o (K)
une intégrale première de l'équation de Tordre n^i
a désignant la constante arbitraire introduite par Fintégration : si Ton élimine a entre l'équation (K) et
S=o. . (KO
l'équation résultante
satisfera aussi à l'équation (^) et en sera une intégrale singulière, sauf le cas exceptionnel où la valeur de a tirée de l'équation (K) se réduirait à une constante, immédiatement ou en vertu de l'équation (x), ainsi qu'on l'a expliqué pour les équations du premier ordre.
L'équation (k) a n intégrales premières de l'ordre /?, que Ton peut représenter par
F„(^,/,/y,.../«),aJ = o.
Or, si l'on élimine respectivement les constantes arbitraires de chacune de ces intégrales, au moyen des équations dérivées
rfF, dF, rfF.
a^i cfa. da^ '
on retombera toujours sur la même intégrale singulière.
Pour fixer les idées, considérons une équation du second ordre
/(^,7,r'yO=o, (/)
dont l'intégrale complète soit
F(ar,7,a.,a.)==o, (L)
a.jU^ étant les constantes introduites par les deux intégrations successives.
Par la théorie générale, on aura les deux intégrales
du premier ordre, en éliminant alternativement a, et a, entre l'équation (L) et sa dérivée ^F dF ,
que, pour plus de commodité, nous représenterons par
Cette élimination donnera
F.(^>rvr>.) = o, F,(^,7y,a,) = o; puis on aura les intégrales singulières du premier ordre, en chassant a^ et a^ de chacune de ces équations , au moyen des suivantes
dF, dF, ,., .
Supposons que ce soit l'intégrale singulière donnée par F, que nous voulions obtenir : le calcul indiqué revient à éliminer a„ a^ entre les équations (L), ff ), et la dérivée de celle-ci
df di da^ ..,>
prise par rapport à a^ et a. , mais en considérant r/, comme une fonction de «,, implicitement déterminée ])ar l'équation (L). On a donc
da, dF ^ dF
da, da^^da^'*
ce qui change l'équation (f ') en
^.d(^_dF.^_ rp \
da^ da^ da, da^
Ainsi l'intégrale singulière cherchée résulte de l'éliminatioif de a, , a, entre les équations (L), (f ), (f,,,); et comme la dernière équation ne changerait pas par la permutation des indices , la proposition se trouve démontrée, l^
est facile d'étendre cette démonstration aux équations d'un ordre quelconque.
Soit, par exemple, l'équation du second ordre
qui a pour intégrale complète
y — aa.j + aî^r + a, ==o,
et pour ses deux intégrales du premier ordre
F.=^*— 2«y + a;=o, (lo)
F>=4^*(7-^/)"-4(a.— ^)(7-^/y-4-(aa-|^^)'=o.
Les équations (L',,,) deviennent
et 1 on a par l'élimination
La seconde équation comprend la première et n'a pas plus de généralité : car, si l'on égale à zéro le facteur J—x/^ on en tire une valeur de j^ qui ne satisfait pas à l'équation proposée du second ordre.
483. Le théorème du n^ 48 1 s'applique sans difficulté aux intégrales singulières des équations d'un ordre quelconque. Admettons que la proposée soit du second ordre et représentée par l'équation (/), en sorte qu'elle ait pour l'une de ses intégrales du premier ordre
F,(x,/y,.zO = o- (L.)
en chassant a au moyen de l'équation
qui donne
a, = xS(x^y,7")> on a l'équation du second ordre
F,(x,/,/,irf) = o, (trf)
identique avec la proposée (/), ou qui n'en diffère que par la présence d'un facteur commun, fonction de x,/, y\y\ D'un autre côté, en chassant a, de l'équation (L,)
par sa valeur tirée de ^-^ =o, on a l'intégrale singulière.
Or^ si l'on difierentie l'équation (x;$), en supprimant les
termes qui disparaissent en vertu de l'équation (L',)^ il
vient
rfF/rfcJ dv^ . dxi „ dxS j„\
et la démonstration s'achève comme dans le u** cité. On j en conclut de même que la valeur de^' en Xjj-, tirée de l'intégrale singulière, laquelle donne pour y une valeur qui vérifie la proposée, ne donne pas pour^, y,yj etc. des valeurs propres à vérifier les dérivées | successives de*la proposée.
Ea prenant pour J=Oy F,=o, les équations (9) et
(10), on a trf=p,d'où
équation qui se confondrait avec (9)^ si l'on en multipliait tous les termes par <--^. La difierentiation de
l'équation (11) donne
y xyY" X x^y'"
ou bien
La valeur de y tirée de l'équatioa
et substituée dans l'équation (i f ), ramène l'intégrale sin-
gulière ,r* — ^^'^=0. D'autre part, de l'équation du troisième ordre
on tire, en intégrant, -j- =ax; et cette valeur, substituée
dans l'équation (11), reproduit l'intégrale (10).
484. L'équation (x), qui est de l'ordre /^, comporte une intégrale générale de l'ordre n — i
et comme cette intégrale doit satisfaire, non-seulement à l'équation (x), mais à toutes ses dérivées, il en résulte que les valeurs de/("\jr^'*"'\ tirées de l'équation (^), coÎQcident avec celles qu'on tirerait de .l'équation (x): par conséquent l'équation (^) satisfait à la proposée (A*), aussi bien que (x).
Concevons maintenant que l'équation (x) ait une intégrale singulière
d'après la remarque du n^ précédent, on en tire pour j(«+0 une valeur qui ne coïncide pas avec celle que fournirait la dérivée de (x) : donc l'équation (^) qui satisfait comme intégrale singulière à l'équation (x), ne satisfait pas à la proposée (A*) dont (x) est déjà une intégrale singulière.
On prouve encore la même chose par le raisonnement suivant, que nous appliquerons^ pour plus de clarté, à l'équation du second ordre
Son intégrale singulière du premier ordre
résulte, comme on l'a dit, de l'élimination de a„a, entre T. II. 19
les équations (L), (f ) et (f 'i„). Soit ^ (xjj):=o une intégrale singulière de (\) : nous disons que cette intégrale ne diffère pas de l'équation qu'on obtiendrait en éliminant a,, a,, entre l'équation (L) et ses dérivées
dF dF ,,-«.
£n effet, l'équation ainsi obtenue satisfait au système des équations (L), (L'), (f 'i,,), et par conséquent vérifie 1 equation (>.) dont elle est l'intégrale singulière, attendu qu'elle ne contient pas de constante arbitraire.
Maintenant on sait que, pour obtenir l'équation (/), il faut éliminer a„ a, entre l'équation (L) et ses dérivées du premier et du second ordre, prises en traitant a^^a^ comme des constantes, savoir
dF dF , „.
rfT d'F , d'F , rfF „
Quand a^^a^ ne sont plus des constantes, mais des fonctions de Xjj', déterminées par les équations ((L)), l'équation (17) est encore satisfaite-; mais l'équation (L") ne l'est plus , et par suite l'équation (/) ne peut pas Têtre. 485. Prenons comme exemple l'équation
qui a pour intégrale seconde
jr — ia,a^—a^a:'^(a\ + ai) = o, (i3)
pour intégrales du premier ordre
Q — aM^'— (.1 — 2ai)a;y — a\— /» = o
et pour intégrale singulière du même ordre
jKi+^) + ^-(7 + ^)r'-/'=o. (i4)
En résolvant cette dernière équation par rapport kjr\ on la met sous la forme
d'où, eir intégrant,
V/jfiy 4- 4jc»+ x4 =zx{/i+x* — log(v/'7+x» — f)-|-c. (i6) L'équation (i6) satisfait à la proposée (i a); mais comme elle ne contient qu'une constante arbitraire c, et qu'elle ne peut pas rentrer dans l'intégrale générale (i 3) par un choix convenable des constantes a,, a,, elle constitue, encore une intégrale singulière de la proposée.
L'équation (i4j comporte elle-même une intégrale singulière^ qu'on trouverait en faisant usage des me* thodes indiquées ci-dessus, mais que l'on déterminera plus simplement en formant les équations ((L')), qui deviennent alors
7 ar* -4-. a«x =^j ^ + ^^2 = 0' Les valeurs de a^a, qu'on en déduit, étant reportées dans l'équation (i3), il vient
i6j -4- 4^^ -4- jT* =5 o ; et cette dernière équation satisfait visiblement aux équations (i4) ou (i5), mais non pas à la proposée (12).
486. L'équation (x) comprend en général les dérivées de^, jusqu'à ^"^ inclusivement; mais il peut arriver aussi que j^"^ disparaisse de la fonction <p, et alors cette même équation est une intégrale singulière de la proposée , de l'ordre n — i. Elle serait une iiitégrale singulière de l'ordre n — 2, si^"~'^ disparaissait également de la fonction <P^ et ainsi de suite.
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Soit^ par exemple, réquation du second ordre
{xjr— i) (oj'* — // 4- 2^JjT — ^7(7 + ^/)y* = ^y qui a, pour l'une de ses intégrales complètes du premier ordre, l'équation
77'"— 2a,^Xr'4-aî<P=o. (17)
On formera l'intégrale singulière de la proposée, en chassant a^ de Péquatîon (17), au moyen de sa dérivée prise par rapport à a,. Ce calcul donne
d'où les trois solutions
qui sont trois intégrales singulières de la proposée, la • première du premier ordre et les deux autres algébriques, ou de l'ordre zéro.
487. Les valeurs de jk^") en .^,7,^',. • • v?^^"~'^> 1"^ vérifient l'équation (A*),- et qui rendent infinie la dérivée
tirée de cette même équation (/r), sont des intégrales singulières de la proposée, de l'ordre /i, et toutes les intégrales singulières de l'ordre n doivent rendre infinie la dérivée (n). D'autres conditions sont encore exigées, si l'intégrale singulière s'abaisse accidentellement à un ordre inférieur : mais nous renverrons pour ces détails, qui sortent des éléments, aux Leçons de Lagrange sur le calcul des fonctions f et plus particulièrement encore à un mémoire de M. Poisson, inséré dans le 13** cahier du Journal de F École polytechnique.
CHAPITRE V
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE LA THÉORIE DE l'iW- TÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES A DEUX VARIABLES.
488. Nous traiterons dans ce chapitre de quelques questions de géométrie qui se rapportent à l'intégration des équations différentielles à deux variables; et d'abord nous nous proposerons de déterminer les lignes dont le rayon de courbure est proportionnel à la normale [17a], condition qui s'exprime par l'équation différentielle du second ordre
^l±J^=ir^TTF..
ou
k désignant un rapport constant, et les signes supérieur ou inférieur devant être choisis selon que le rayon de courbure doit être dirigé dans le sens de la normale ou eu sens contraire.
L'équation (a) est de celles où la variable indépendante n'entre pas [45i ] : elle se met sous la forme
d'où
dy kydy
y— -HT^^yî,
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et en intégrant deux fois de suite,
La quadrature indiquée s'obtient sous forme finie pour les deux valeurs At=i, fera. Soit en premier lieu k=^i: on a, en prenant le signe supérieur,
équation d'un cercle de rayon arbitraire, et qui a son centre sur l'axe des x. Il est évident en effet que, pour un cercle ainsi placé, la normale se confond en grandeur et en direction avec le rayon de courbure. Le signe inférieur donne
d'où
équation de la chaînette [384]-
Lorsqu'on fait ^=2, et qu'on prend le signe supérieur, l'équation (è) donne
ày^
équation d'une cycloïde qui a l'axe des x pour base et dont le cercle générateur a pour rayon 7 h. On sait effectivement [198] que, pour la cycloïde ainsi placée, le rayon de courbure est double de la normale et dirigé dans le même sens.
Quand on prend le signe inférieur, il vient
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(iquatioQ d'une parabole dont Taxe serait perpendiculaire à celui des x, et qui aurait sou sommet au point x=a,
489. Si le rayon de courbure, dans la courbe cherchée, devait être réciproque à l'abscisse, on aurait pour l'ëquation du problème
et en intégrant
Nous pouvons désigner la constante c par — A*, la constante X* par —, ce qui rend l'expression homogène, et
enfin permuter entre elles les lettres x,^, au moyen de quoi l'équation précédente devient identique avec la première équation (la) du n"" 387. La courbe qui jouit de la propriété énoncée est donc celle à laquelle nous avons donné dans le n** cité le nom de courbe élastique^ précisément à cause de la propriété qui vient d'être traduite en équation.
490. Cherchons une courbe telle que le produit des perpendiculaires abaissées de deux points donnés sur chaque tangente à cette courbe soit constant. Prenons pour axe des x la droite qui joint les points donnés^ et pour origine le milieu de la distance qui les sépare. Appelons ac cette distance et b^ le produit des deux perpendiculaires : l'énoncé du problème donne l'équation différentielle
et il faudra prendre le signe supérieur ou le signe inférieur, selon que les deux points d'où partent les perpendiculaires seront ou ne seront pas situés du même côté de la tangente. Cette équation se ramène à la forme
et Ton a
En la différentiant selon la méthode indiquée [44^] pour le traitement des équations de cette forme, on trouve
d'où
Si l'on élimine^' entre les équations (c) et (c',), on aura l'intégrale singulière de la première de ces équations. Pour faire l'élimination commodément^ on les met sous la forme
d'où l'on tire, en éliminant le radical et en élevant au carré ,
L'équation ( i ) donne aussi, quand on élève au carré les deux membres,
^ •+- (c^dz O [^' — {c^ ± **)] '
et si l'on égale ces deux valeurs de y% il vient, après la suppression des facteurs communs,
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Suivant qu'on prend les signes supérieur ou inférieur, cette équation appartient à une ellipse ou à une hyperbole dont les foyers sont les deux points d'où partent les perpendiculaires aux tangentes : *ib est le petit axe de l'ellipse et l'axe non transverse de l'hyperbole.
* I^'intégrale générale de la proposée s'obtient quand on substitue dans cette équation la valeur f-z^const.^ donnée par l'équation (c',). Cette intégrale générale est l'équation du système des droites tangentes à l'ellipse ou à l'hyperbole que l'on vient de déterminer. Il est clair que ces droites satisfont, dans la généralité mathématique, à la condition du problème; mais que. Ja seule solution qu'on ait pu avoir en vue en l'énonçant, est fournie par l'intégrale singulière. La même remarque s'applique à tout problème géométrique qui conduit à déterminer une courbe par une équation différentielle de la forme (4^).
Une équation différentielle de la forme
jW/7+?^=/(^ + 7/) {d)
exprime une relation entre la normale et la distance de l'origine au point où la normale rencontre l'axe des abscisses. Par la différentiation il vient
(i+7'"+7/0[^7=;-/'(*+xr')] = o,
d'où les deux solutions On tire de la première
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a désignant une constante arbitraire ; et la valeur de/ qui s'en déduit, substituée dans la proposée, donne Fiatégrale générale
V/(x-«).+7I=/fl, (3)
qui est l'équation d'une série de cercles, ayant leurs centres sur l'axe des x^ et dont les rayons ont avec les distances des centres à l'origine des coordonnées la relation indiquée par le signe /.' Il est clair que l'enveloppe de ces cercles satisfait à la question géométrique qui consiste à déterminer une courbe au moyen de la relation exprimée par la proposée. L'équation de l'enveloppe est précisément l'intégrale singulière qui résulte de l'élimination de y entre les équations (é/), (<^'a), ou, ce qui revient^ au même, à cause de l'équation (2), l'équation résultant de l'élimination de a entre l'équation (3) et sa dérivée par rapport à a
492. Les coordonnées Ç, t) du centre de courbure d'une courbe plane étant données [190] par les formules
si l'on assigne l'équation de la développée.
<p(Ç,ti) = o, ou -n—f^, (f)
les coordonnées x^j- de ses développantes devront satisfaire à l'équation différentielle du second ordre
Pour intégrer cette équation, on la difFérentie d'abord par rapport à la variable indépendante x, et l'on voit que réquation dérivée peut prendre la forme
|,+/r-[.-ai+2:2]j=„,
dx de sorte qu'elle se décompose en deux autres
La première a pour intégrale
6 désignant une constante arbitraire ; et par conséquent, d'après l'équation (a),^ l'on a aussi
pourvu que la nouvelle constante a soit liée à b par la relation
i = fa. (d)
Les équations (b) et (c) donnent
X — « + (/ — *y = o; d'où, par une nouvelle intégration,
Cette dernière équation qui renferme deux constantes arbitraires a, c, et une troisième constante b^ liée' à a en vertu de l'équation (d), est donc l'intégrale complète de 1 équation (a). Cette intégrale complète représente évidemment l'un quelconque des cercles osculateurs de l'une quelconque des développantes de la courbe proposée (f ), ou plutôt le système de tous ces cercles osculateurs.
Si maintenant on élimine la quantité ^ entre les
équations (a) et (a,), ce qui est censé possible quand la fonction f est donnée, on a une équation en x^y^f qui est une intégrale première singulière de l'équation (a). Par une intégration subséquente on introduit une constante arbitraire A, et l'on a en x^y^h l'équation des développantes de la courbe proposée, laquelle ne doit en effet contenir qu'une seule constante arbitraire, puisque chaque développante est déterminée dans son tracé quand on a assigné arbitrairement la longueur de son rayon de courbure, pour un point de cette développante correspondant à un point donné sur la développée. Chaque développante est la ligne de contact d'une série de cercles comprise dans l'étendue de l'intégrale générale (e), et même elle a avec chacun des cercles de Gtiie série un contact du second ordre.
Le calcul de l'équation de la développante se ramène à une simple quadrature au moyen des formules rfp z=z l/^M^^, (Ç — :c)rf$+(t)— 7)Ai==prfp,
(ç— xyYï— (t) — j)rf5 = o,
dans lesquelles p désigne le rayon de .courbure de la développante, et dont les deux premières ont été établies au n"" 191, la troisième résultant évidemment de ce que le rayon de courbure de la développante est tangent à la développée. On en tiré
Quand la fonction f est particularisée, et que la quadrature indiquée dans l'expression de p est effectuée,
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il suffit d'éliminer ^ entre ces deux dernières équations pour avoir en x^r^h l'équation des développantes. En d autres termes, la détermination de Téquation des développantes dépend uniquement de la rectification de la développée, comme cela doit être d'après la propriété caractéristique des développées.
493. Il résulte du n^ 284 que le système des projections des lignes de courbure d'une surface sur l'un des plans coordonnés s'obtient par l'intégration d'une équation différentielle {i) commune à toutes ces projections. Si l'on prend pour exemple l'ellipsoïde à trois axes
inégaux
l'équation différentielle des projections des lignes de courbure sur le plan xj est
A^77'' + (^*— Ar^— B)/— ^=0, {e)
oîi l'on a fait pour abréger
On différentie l'équation (e), et il vient après réduction
(2A^j/+ ;r*— Aj»— B)/'-h (A/»-4. i) (^/— 7)= o. Si Ton remplace le polynômes* — A/^ — B par sa valeur tirée de (e), l'équation précédente ^prend la forme
d'où les deux solutions
Occupons-nous d'abord de la première qui donne
et en intégrant deux fois de suite,
j- = aar-4-p. (5)
On aurait pu se dispenser de la seconde intégration et éliminer jr' entre les équations (e) et (4)? conformément à la méthode que nous avons suivie dans d'autres cas. Il vient par ce calcul
Aa:V+(a:'— A/* — B)a— 7* = o; (6)
et en comparant le résultat à l'équation (5) on en conclut
^ Aa+i a\l^—c')aL+b\a^ — cy ^^'
mais, pour simplifier, on peut retenir la constante ^.
Soit (x^^j'^jZo) un point de l'ellipsoïde par lequel doit
passer une ligne de courbure déterminée : l'équation (6)
donne
Admettons maintenant qu'on ait a>b>Cy ce qui rend positives les constantes A, B : les deux valeurs de a données par l'équation (8) seront réelles et de signes contraires; à la valeur positive de a correspondra une valeur négative de p en vertu de l'équation (7); enfin à la valeur négative de a correspondra une valeur positive de p, car on a
=:c;+ A/î+B— v/(x2+Ar:+B)>— 4Bi:2 ; (9}
en sorte que le dénominateur Aa-|-] qui entre dans Tex-
pression de p, reste positif pour les valeurs négatives de a. On conclut de là que les projections en xj des deux lignes de courbure qui se coupent à angles droits sur l'ellipsoïde au point (x^^j^^ z^), sont une ellipse et une hyperbole rapportées au même centre et aux mêmes axes : Taxe transverse de l'hyperbole se confondant avec celui des x. En vertu de cette remarque, si l'on pose
-= — ^%p=:± Y)% les quantités Ç, y) sont toujours
réelles : la double série des projections des lignes de courbure coïncide avec la double série des ellipses et des hyperboles données par l'équation
et les lignes $, tî , ou les demi*axes de ces courbes, se trouvent liées par l'équation (7) qui devient
et qu'on peut construire au moyen d'une hyperbole et d'une ellipse.
Considérons en premier lieu l'hyperbole auxiliaire
dont la construction détermine la série des lignes de courbure à projections elliptiques, comprises dans l'équation
^ peut croître depuis la valeur a\a^— b\
jusqu'à l'inimi, et les valeurs correspondantes de v)^ sont
^^?=42 fe)
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o, 00 . D'après l'hypothèse sur l'ordre de grandeur des lignes a,A,c, on a toujours n^ < $*, et toutes les projections elliptiques ont leur grand axe dirigé suivant les x {Jig» 97). L'ellipse se change en ligne droite et se confond avec l'axe même des jc, lorsqu'on prend y)*=o. Elle se confond avec la section de l'ellipsoïde par le planx/, lorsqu'on fait Yi*=è^, d'où ^*=a^ Pour de plus grandes valeurs de 71* les ellipses données par l'équation (/), quoique toujours réelles, sont étrangères aux lignes de courbure de l'ellipsoïde.
Considérons à son tour l'ellipse auxiliaire
dont la construction détermine la série des lignes de 1 courbure à projections hyperboliques !
Ç* peut croître depuis zéro jusqu'à la valeur {g)^ tandis que 71* décroît depuis la valeur
jusqu'à zéro. L'hyperbole (/j) se confond à la première |
limite avec l'axe des ^ et à la seconde avec l'axe 1
des X.
Il résulte de cette double construction, que toutes les i lignes de projection, elliptiques et hyperboliques^ tournent leur concavité vers les deux points situés sur l'axe des Xj qui ont pour abscisses
et qui sont les projections sur le plan xy des quatre ombilics de l'ellipsoïde [283].
Nous aurions encore à discuter les solutions données par l'équation (e,); mais comme le coefficient A est positif , par suite de l'hypothèse, le facteur A^'*-]-i, égalé à zéro, ne saurait donner de solution réelle; et
requation-7=: o, combinée avec (^), reproduit la solution déjà obtenue x=:o.
495. Si l'on avait supposé a<b<c, les coefficients A,B seraient toujours restés positifs, et rien n'aurait été changé à la discussion qui précède, si ce n'est qu'on aurait trouvé les grands axes des projections elliptiques dirigés suivant lesjK".
Il ne s'agit donc plus que de construire les projections des lignes de courbure sur le plan qui comprend le plus grand et le plus petit axe de Tellipsoïde, et qui devient celui des ay dans L'hypothèse
Le coefficient B reste positif; mais comme le coefficient A devient négatif, il résulte de l'équation (8) que Içs deux valeurs de la constante a sont toujours de même signe. Nous disons de plus qu'elles sont toutes deux négatives, ce qui supposi; Tinégalité aj— A/î— B<o,
ou, par la substitution des valeurs de A,B, ^ g'— c» ^,' c^ — b^
Mais, de ce que le point (^09^09^0) appartient à la surface de l'ellipsoïde , il résulte
(le signe < n'excluant pas le cas d'égalité) ; et si cette
inégalité est satisfaite, la précédente l'est à fortiori ^ car
T. n. ao
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les rapports
sont plus petits que l'unité, par suite de Thypothèse sur Tordre de grandeur des lignes a^b^c. De plus, en vertu de l'équation (7) et des signes de A,B,a, la constante p est toujours positive.
En conséquence, on peut poser -= — Ç%p=:7i*;(le
sorte que la double série des lignes de courbure se confond avec la série des ellipses qu'on obtient en faisant varier dans l'équation
les paramètres Ç,yi qui sont eux-mêmes les coordonnées d'une ellipse auxiliaire
a^a'—b^y b^a'—b") Le paramètre Ç* varie entre les limites
tandis queyi^ varie entre les limites
Quand on prend S*=o, l'ellipse (/i) se confond avec l'axe des /, et elle est allongée dans le sens des^*
tant qu'on a Ç*<— 7-- Elle devient un cercle lorsque Ç* atteint cette valeur, puis s'allonge dans le sens des ,r pour des valeurs croissantes de $*; se confond avec la section de Tellipsoïde par le plan jç/ quand on a $'=«*; s'allonge de plus en plus, et finalement se confond avec Taxe des x quand ^^ atteint sa limite supérieure, ou lorsque yi* s'évanouit {^g, 98).
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Il reste à considérer la solution singulière donnée par l'équation
Ay»4-i=o, solution réelle à cause du signe négatif de A. La valeur de^' qui s'en déduit, étant substituée dans (^), donne *•(«• — c')x^ ± 2ab j/(rt»~c>)(c» — 6*) . ^7 H- a'(^ — *'}r*
et cette dernière équation se décompose dans les deux suivantes
qui sont les équations de quatre droites passant par les sommets de l'ellipse auxiliaire (lo). D'après la théorie des intégrales singulières, ces quatre droites doivent toucher toutes les ellipses données par l'équation (yj), comme on peut le vérifier en ayant égard à l'équation (lo) qui ne laisse arbitraire qu'un des paramètres $,Y1.
La section de l'ellipsoïde par le plan xj^ étant l'une des lignes de courbure, touche les quatre droites qui viennent d'être déterminées, en quatre points op\o\o"\ qui sont précisément les ombilics de la surface. Car on trouve pour les abscisses de ces points
et dans cette formule, 6 désigne le plus petit axe de l'ellipsoide, c l'axe moyen, en sorte qu'elle se confondrait avec la formule {h) si l'on désignait par h l'axe moyen et par c le petit axe, ce que ces lettres représentent en effet dans l'équation (Ji).
La $olution — = 0 ne ferait que reproduire les solu-
lions particulières o.'^o, yz=zo.
ao.
308 LIVBE VI. CHAPITRE V.
L'élëgante consti*uction des lignes de courbure de l'ellipsoïde a été donnée par Monge, et M. Leroy y a apporté un perfectionnement en tenant compte du facteur Ar''-|-i pour obtenir directement la solution singulière, ce qui rentre au surplus dans la théorie générale.
496. Nous avons dit [277], et l'on pourrait admettre comme évident que la sphère est l'unique surface qui ait en tous ses points ses deux rayons de courbure égaux et dirigés dans le même sens. Afin de ne rien laisser d'essentiel à désirer dans cette partie importante de la théorie des surfaces, nous placerons ici la démonstration de la proposition que l'on vient de rappeler.
Les deux, équations aux différences partielles qui doivent être satisfaites en tous les points de la surface dont il s'agit, sont [28a]
et elles peuvent être écrites sous la forme
dy ^ , dx
Dans l'intégration, il faut remplacer la constante arbitraire par une fonction arbitraire de la variable indépendante , autre que celle relativement à laquelle l'intégration s'opère, et ainsi l'on a
d'où
<fx jjjr
• P~ V^i— (<px)>— (^ir)»' ^~V/'i-^(<P*)»-(4r)»'
, (fx.dx-^ify.df
l/^i— (<p)«— ((fer)»
Mais l'équation de toute surface doit satisfaire à la condition d'intégrabilité
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et cette dernière équation doit se vérifier identiquement, c'est-à-dire indépendamment des valeurs de t, /. Par conséquent , il faut qu'on ait
7 désignant une constante arbitraire. De là on tire en intégrant
et en intégrant de nouveau
équation d'une sphère dont le rayon et les coordonnées du centre sont arbitraires.
497. On sait [ia6] que les projections en xj- des lignes de niveau et des lignes de plus grande pente d'une surface ont respectivement pour équations différentielles
Cela posé, si une famille de surfaces est caractérisée par une équation aux différences partielles de la forme
/f •^:iy,- j=o, on a /(^,j^,^')=: o, pour Téquation
différentielle' des lignes de plus grande pente, commune à toutes les surfaces de cette famille.
Par exemple, les surfaces de révolution autour de l'axe des z étant caractérisées [-254] P^r l'équation aux différences partielles /?7-=çx, l'équation des lignes de
plus grande pente est xy^=yy So\3iy=.cx^ c désignant une constante arbitraire; et en effet les lignes de plus grande pente se confondent avec les méridiens de la surface qui se projettent en xj suivant des lignes droites passant par l'origine.
De même les surfaces conoïdes droites [12 53], dont l'équation aux différences partielles est /?,r= — qy^ ont, pour l'équation différentielle des projections de leurs lignes de plus grande pente, ^y=: — x, d'où ^*-|^*=ic^; c'est-à-dire que les lignes de plus grande pente, pour toutes les surfaces de cette famille, se projettent suivant des cercles dont le centre est à l'origine des coordonnées; comme on le conclut de ce que toutes les lignes de niveau sont des droites passant .par Taxe des z.
Les ligues de niveau de l'ellipsoïde
se projettent en xj suivant les ellipses concentriques et' semblables données par l'équation
le paramètre k pouvant varier entre zéro et l'unité. L'équation différentielle des projections des lignes de plus grande pente prend la forme
a^dx b^dy
d'où , en désignant par y une constante arbitraire,
Quand les axes a^b sont commensurables, les lignes de plus grande pente deviennent des courbes algébriques; sinon, ce sont des courbes transcendantes.
Soit {po^yf^^z^ un point de l'ellipsoïde par lequel on
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veut faire passer la ligne de plus grande pente : lequation (k) devient
et quelles que soient les valeurs rationnelles ou irratiouuelles assignées aux exposants a% é^, la courbe a un cours continu pour toutes les valeurs de x^y qui sont respectivement de mêmes signes que x^j y^. En d'autres termes, si nous imaginons l'ellipsoïde partagé en quatre régions symétriques par les plans rectangulaires des xz et des ^2, la courbe n'éprouve aucune solution de continuité tant qu'elle ne sort pas de la région à laquelle appartient le point [x^^y^^z^. Elle vient toucher au sommet de l'ellipsoïde le plan des xz ou celui des jz , selon qu'on a a* > ou < 6* ; et elle s'y raccorde avec toute autre ligne de plus grande pente, construite arbitrairement dans l'une des trois autres régions de l'ellipsoïde, ou même dans celle où se trouve déjà le point
Dans le cas particulier de la commensurabilité des nombres a% i% on peut, pour plus de simplicité, les remplacer par des nombres proportionnels /w,/?, entiers et premiers entre eux, ce qui revient à multiplier par un facteur constant les équations (^),(^'). Alors la ligne de niveau, devenue algébrique, ne peut, en tant que courbe algébrique, s'arrêter au sommet de l'ellipsoïde , et elle ne forme algébriquement qu'une seule et même courbe avec une autre ligne de plus grande pente, de manière que la projection sur le plan xy de la courbe complète offre l'une dear dispositions indiquées par les jig. 99, 100 et 10 1- Si l'on suppose, ce qui n'ôte rien à la généralité de la construction, m> n^ ou a^ >/>>*, la fig, 99
correspond au cas de m impair et n pair, ^à.fig. loo au cas de m pair et n impair, \^Jig* loi au cas de m et n tous deux impairs. Or, il est bien évident que la commensurabilité des nombres a?^ b^ ou /tz, /z, la propriété arithmétique des nombres /7i,/z, d'être pairs ou impairs, ne changent rien aux conditions géométriques du problème qui consiste à tracer sur un ellipsoïde des lignes de plus grande pente, ou sur un plan des courbes perpendiculaires à une suite d'ellipses concentriques et semblables. Il n'y aurait aucune raison géométrique du changement brusque de forme qu'éprouveraient les lignes de plus grande pente ou leurs projections, en subissant par exemple au sommet de l'ellipsoïde ou à l'origine des coordonnées, une inflexion au lieu d'un rebroussenient, et cela en vertu d'une variation aussi petite qu'on le
voudrait dans le rapport —, qui est celui des carrés de
deux demi-axes de l'ellipsoïde. Il faut donc reconnaître que la liaison deux à deux des lignes de courbure partant du sommet, dans le cas de la commensurabilité du
rapport —, est un fait de pure algèbre, une conséquence
de la règle des signes , dont la nature du problème ne rend pas raison, et qui ne correspond à aucun fait géométrique.
Ces observations étaient essentielles pour compléter ce que nous avons dit jusqu'ici, et notamment dans le chap. IV du quatrième livre, sur la nature des connexions entre la géométrie et l'algèbre.
499. La pente de la surface au point (x,^,z)est mesurée [i a6] par le radical [/"^pr^^^ qui devient pour l'ellipsoïde
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Sur une même ligne de niveau le maximum et le minimum de pente correspondent donc au maximum et au minimum de la fonction
qui devient, en vertu de l'équation («'),
Supposons, pour fixer les idées, a>b: le maximum de la fonction correspondra à :c=o, et le minimum à x=a ouhjr=:o. Ainsi la section de lellipsoïde par le plan qui comprend l'axe vertical et le plus petit des deux axes horizontaux, est la ligne de plus grande pente sur laquelle, pour la même hauteur verticale , la pente est la plus grande; ou, dans le langage des géomètres, cette ligne correspond à un maximum maximorum. Au contraire, la section de Tellipsoïde par le plan qui comprend avec Taxe vertical le plus grand des axes horizontaux, est la ligne de moindre pente ^ parmi les lignes de plus grande pente , et elle correspond à un minimum maximorum.
500. Les lignes de plus grande pente sont celles que décrirait sur la surface à laquelle elles appartiennent un filet liquide, cédant à l'action de la pesanteur. L'ensemble des lignes déplus grande pente que l'on peut concevoir tracées à la surface du sol, détermine le système orographique et hydrographique d'une contrée. Le voyageur qui remonte une vallée, côtoie une ligne de plus grande pente, occupée d'ordinaire par le lit d'un cours d'eau, et qu'on désigne sous le nom allemand de thalweg. A
sa droite et à sa gauche, les ravinements des collines dessinent d'autres lignes de plus grande pente, dont le thalweg, dans l'hypothèse idéale d'une parfaite continuité de formes, serait la ligue de contact ou l'asymptote. Les croupes des collines ou des montagnes se terminent à la ligne de fatte^ ou ligne de partage des eaux, qui serait aussi, dans les mêmes circonstances, la ligne de contact ou l'asymptote des lignes de courbure ordinaire. Par rapport à celles-ci, les lignes de faîte et de thalweg sont encore des lignes de moindre pente^ dans le sens qui vient d'être expliqué. Enfin les lignes de faîte et de thalweg vont se couper à angles droits, en tournant leurs courbures dans des sens opposés, en des points que l'on nomme cols^ qui sont ceux où l'on dirige le tracé des routes et des canaux pour franchir la ligne de faîte, et qui correspondent à des minima relatifs de l'ordonnée verticale de la surface.
Tel est le type géométrique auquel on peut rapporter la configuration des vallées dites d! érosion^ c'est-à-dire de celles qui ont été creusées par des actions lentes et continues : mais en général les grandes inégalités de la surface du sol ont été le produit d'actions convulsives et de dislocations dont les traces ne sont point effacées, malgré l'influence prolongée des agents atmosphériques qui tendent sans cesse à combler les failles et à adoucir l'aspérité des contours. Il en résulte des solutions de continuité dans les valeurs des coefficients p et ^ : le plan tangent et la normale passant brusquement d'une direction à une autre. Alors les lignes de faîte et de thalweg sont remplacées par des arêtes que les lignes de plus grande pente ordinaires rencontrent sous des angles finis.
501. La détermination des projections des lignes de plus grande pente rentre, comme cas particulier, dans un problème qui a acquis de la célébrité^ sous le nom de problème des trajectoires^ à l'époque où les BernouUi , mettant en œuvre les idées deLeIbnitz, donnaient au calcul intégral ses premiers développements.
On a appelé trajectoirCy dans un sens purement géométrique, la courbe qui coupe sous un angle constant toutes les lignes que représente l'équation
quand on y fait varier sans discontinuité le paramètre a. Si l'angle d'intersection est droit, les deux systèmes de courbes orthogonales peuvent être pris pour les systèmes des projections sur le plan xjr des lignes de niveau et des lignes de plus grande pente d'une surface.
Soit en général a la tangente de l'angle d'incidence des trajectoires, ^,7) les coordonnées courantes d'une trajectoire, parallèlement aux x et aux j^ : on aura au point d'intersection, dy _^ dF dp _/^f^ ^^ f ^'^ ^A
~ài—~dx • d^' '^—\di~dx) • y'^'d^^ny
d'où
/rfF rfF dyi\ dF d% d¥
\^~li'll) — dr^dl'^di' w
Au point d'intersection on a 0:=$, 7^=7), en sorte que l'équation précédente ne contient de variables que Ç,y),
-^, et le paramètre a. Après qu'on a chassé ce paramètre au moyen de l'équation F(^,r,,fl)=o, l'équation {m) est l'équation différentielle des trajectoires.
Prenons pour l'équation des courbes coupées jr"=a:i;": l'équation différentielle des trajectoires sera d'après ce calcul
et comme elle est homogène, on pourra la traiter par la méthode du n** 439. Dans l'hypothèse /n=/i=i, le système des lignes coupées étant un système de droites qui passent par l'origine, l'équation (mf) devient
d'où l'on tire, en divisant par Ç*-|->î* et en intégrant,
a log . v/^a -|- D» — arc tang ? = c. Si Ton fait
$=:rcos9, Yi = rsin9, e*=^,
l'intégrale prend la forme
et elle est l'équation d'une spirale logarithmique [181]^ courbe qui a en effet pour caractère de couper sous un angle constant les droites menées par le pôle.
Pour avoir les trajectoires orthogonales, il faut poser a=oo , ce qui réduit l'équation {m') à n^d^-^minch==0' L'intégrale /i^*-|-/?2yi*=c appartient à une série d'ellipses ou d'hyperboles concentriques et semblables , selon que les exposants rriyn sont de mêmes signes ou de signes contraires , c'est-à-dire suivant que les courbes coupées sont du genre des paraboles ou des hyperboles.
CHAPITRE VI
DE L INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES SIMULTANEES,
502. Considérous, comme dans le n** i65, un système de V équations entre la variable indépendante t^ les vvariables ^,jK,3, . . . qui dépendent de ^^ et leurs dérivées x'y^z\. . .x'y\z" . . .etc. : le problème de l'intégration des équations différentielles simultanées consiste à tirer d'équations qui se présentent sous cette forme les valeurs de x^jr^z. . . ., en fonction de t, en donnant à ces valeurs toute la généralité qu'elles comportent, par l'introduction d'un nombre convenable de constantes arbitraires. Pour fixer les idées sur une application, imaginons des points matériels en mouvement dans l'espace, et qui exercent les uns sur les autres des actions attractives ou répulsives, variables avec leurs distances mutuelles; désignons par t le temps; par r,j,z; a;„^„3,, etc., les coordonnées des points mobiles : les variations infinitésimales des vitesses dépendront des forces auxquelles les points matériels sont soumis, et par conséquent des coordonnées en fonction desquelles s'expriment leurs distances mutuelles; les vitesses mêmes s'exprimeront par les variations infinitésimales des coordonnées; et sans qu'il soit besoin d'entrer dans des développements qui appartiennent à la mécanique, on conçoit que toutes ces liaisons doivent conduire à des équations où entrent à la fois les coordonnées des points
mobiles et leurs coefficients différentiels, pris par rapport au temps. Il s'agit d'en tirer les valeurs des coordonnées en fonction du temps , puis d'éliminer la variable t^ de manière à avoir des équations entre x^y^z\ .r„ jTi, 2„ etc., qui sont celles des courbes décrites dans l'espace par les points mobiles. La plus belle question de la philosophie naturelle, la théorie des mouvements planétaires, se trouve ainsi ramenée à un problème d'intégration qui porte sur des équations différentielles simultanées.
503. De quelque manière que l'on obtienne le système des équations intégrales, ou le système des équations en t^x^y^ z, etc., qui satisfait aux équations différentielles proposées , ce système , pour avoir le même degré de généralité que le système proposé, doit contenir un nombre déterminé de constantes arbitraires, nombre qu'on assignera sans difficulté, dans chaque cas particulier, par des considérations analogues à celles qui ont été présentées au n** 465.
Prenons deux équations
f,{t',x,x\ oK-x) ; j,/, . . . .jK)) =o ; (/-)
et examinons en premier lieu le cas où l'on aurait 7;2>/7i„ n<n^. Si, pour une valeur de t que nous désignerons par tôt on se donne arbitrairement les valeurs ^correspondantes
x^,x\y jt/^-O ; Jo , j'o , jo("x~0 , {p)
on tirera de l'équation (/*) la valeur de Xo^'*\ de l'équation (/i) la valeur de jKo^"'^, et de leurs dérivées suc- <.»essives les valeurs de
^o<'"+'^^o^'"^■'^ etc.; jo^»x+x), j^(«x+>) ^ etc. On pourra donc construire, par la série de Taylor, les
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valeurs de Ji\y en fonction de tj qui contiendront les constantes arbitraires (o), en nombre m -h «,. Donc, sous quelque forme qu'on obtienne les deux équations intégrales par lesquelles sont déterminées les valeurs de .r,^ en fonction de t^ il est essentiel que ce système d'intégrales renferme m -f-/i, constantes arbitraires, telles que le système des quantités [o) puisse se déduire des valeurs de ces constantes, et réciproquement.
Le raisonnement serait encore le même si l'on avait à Ja fois m=m^^ n=n^^ ou si l'une seulement de ces égalités subsistait.
Mais si l'on avait à la fois m>m^^ n>n^,\e calcul ne pourrait plus se faire de la même manière. Admettons, pour fixer les idées, que l'on ait
77Î + /2, > m^-\-n j ou m — /w, > n — «, : on différentiera Al- — /«, fois l'équation (y^), ce qui donnera
fm a:,x\.... ^("^+');7, j', .... /»>+*)) =0,
Au moyen des valeurs initiales (p\ en nombre m + n^j on déterminera par les équations (/), (/) et {//) les valeurs de
^ (m) . ^ (hj) /y. (wi+i) /y. (n) .
ensuite, les dérivées successives de l'équation (^f) et de la dernière équation {f\) détermineront de proche en proche les valeurs de
^^(m+i)^ ^^(m-ha)^ etc. ; /o^''+'),/o^''+*>, etc. ;
et l'on pourra construire les valeurs générales de .r, y par la série de Taylor, comme précédemment. Donc, dans tous les cas , le système des intégrales complètes
des équations {f)y (/,) doit renfermer /w4-/^^ constantes arbitraires : m-hn^ étant le plus grand des nombres
504. Nous savons [i65] qu'il est toujours possible de tirer d'un système d'équations différentielles, en même nombre que les fonctions .r, ^, z , etc. , de la variable indépendante t^ une équation finale qui ne contiennne que ty X et les dérivées de x par rapport à t. Ainsi le problème de l'intégration d'un système d'équations différentielles simultanées peut toujours se ramener à l'intégration d'équations différentielles ordinaires, entre deux variables. Ordinairement il suffit d'intégrer l'équation différentielle finale entre ^ et :i: : les valeurs des autres variables ^, 2, etc., en fonction de t sont données par de simples éliminations algébriques ; et dans ce cas le nombre des constantes arbitraires qui doivent entrer dans les intégrales complètes du système proposé, marque l'ordre de l'équation finale en t et x. Mais il peut arriver aussi quejr'^"... s'en aillent avec/, dans le calcul d'élimination qui conduit à l'équation finale, dont l'ordre se trouve en conséquence abaissé. Après l'intégration de celle-ci, on a à intégrer, pour déterminer la valeur de jr en t^ une équation de la forme
Les constantes arbitraires, amenées par cette nouvelle intégration, complètent le nombre des constantes qui doivent figurer dans les intégrales générales du système proposé. Une discussion plus minutieuse des différents cas possibles compliquerait l'exposition de cette théorie, sans utilité réelle.
505. On peut, dans certaines circonstances, sans avoir besoin de former l'équation finale, intégrer co/?yb//?//?me/ï^ des équations différentielles simultanées, Loi'squon
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a, par exemple, entre trois variables x^y ^t deux équa^ tions linéaires du premier ordre, il est toujours possible de les mettre sous la forme
;r'-hPj: + Qr = V, /-hP.^ + Q^ = V.j P, Q, V, P„ Qx, V, désignant des fonctions dé la variable indépendante U Multiplions la seconde équation par un facteur \ fonction de la même variable t^ et faisons l'addition membre à membre avec la première équation : il viendra
^'4-Xr'-f-(P + XP.W + (Q + >Q07 = V + XV,. Posons w= a; -4-^^, u désignant une autre variable auxiliaire: nous aurons £ ^\y-=.u! — /V, eten substituant, li' + CP+XPO«— ^ [x'+X(P+XP J— (Q+XQ J] =V-+.XV. . Si Ton détermine la fonction \ de manière à satisfaire
à l'équation
V+X(P+XP.)-(Q+XQ:) = o, {a)
laquelle ne renferme que \ et ty il n'y aura plus qu'à substituer cette valeur de X dans l'équation
ii' + (P-i-XPJii = V-+.XV,, (6)
oïl n'entreront alors que les variables u et t^ et qui est linéaire par rapport à u.
Lorsque les coefficients P,Q,Px, Q, sont constants, on satisfait à l'équation (a) en prenant pour \ l'une des racines X„X, de l'équation du second degré
X(P + XP.)— (Q+XQ,)=o. . («)
Substituons successivement ces deux racines à la place de \ dans l'équation (B) ; désignons par </„ u^ les valeurs correspondantes de ^, et par Cx,C, des constantes arbitraires : l'intégration donne \l\l\ô\
u^ =x + \y = ér-(>»+XxP,> [C. +fdt (V+X. V,>(^+X«ï*x)'] , (i^)
«.=a:-i-X^=^-(m.p.)'[C.-|-/rff (V+X.V.)^^+^-P«)'] ; (^0
T. II. ai
On change, comme à l'ordinaire, les exponentielles en sinus et cosinus, si les racines de (a) sont imaginaires.
En cas d'égalité des racines X„ \y les valeurs de x^y deviennent infinies, à moins qu'on ne pose Ci=C2, ce qui les met sous la forme ^\ mais on lève Tindétermination comme on l'a fait dans un cas semblable [463], en prenant les dérivées des numérateurs et des dénominateurs par rapport au paramètre X,, après quoi Pou pose dans ces dérivées X, = X,.
506. Admettons maintenant que l'on ait trois équations linéaires du premier ordre entre x^y^ z et la variable indépendante t : on pourra toujours les ramener à la forme
ar'-4-Par +Qj+IU i^V,
z' + V^ -h Q^ + R.z= V, , P,Q, R,V;P„ etc. désignant des fonctions de t. Si l'on fait l'addition membre à membre, après avoir multiplié la seconde par un facteur X et la troisième par un facteur jx, il viendra
H- (R-h XR,4- jxR.) ^= V -h XV, -H fxV, . On fera ensuite
'«? + V+H^ = "> ^'^^ or'+X/' + t^zr:!*' — jrk' — V» et par la substitution ,
U'+ (P + XP^4.j;,P,)tt
-7[X'.fX(P + XP.+^P,)_(Q+XQ.4-fiQ0] — z[l*'+KP+AP. H-H^P.) — (R+.XR,-h,tR,)] =:V+XV,-hfxV, .
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Il est permis de disposer des fonctions X, p. de mmnîère à satisfaire aux équations
(iL'+i.(P+XP, + iAP.)— (R-+-XR,+fxRO=:o.j ^""^ Quand elles pourront s'intégrer, on en tirera les valeurs de X, [JL en fonction de t pour les substituer dans la troisième équation
w'+(P-PXP.+ (*P,)«=V-hXV, + jxV,, (rf)
où n'entreront plus que les variables u et ty et qui est linéaire par rapport à u.
Admettons, comme plus haut^ que les coefficients P,Q, etc., se réduisent à des constantes : on satisfait aux équations (c) en prenant pour X,[jl les racines des équations numériques
X(P-|->P,^.^*p.)_(Q-HXQ. + JxQ.) = o, |it(P-hXP.-l-(AP,)— (R+>R,+ttR,) = o .
Afin de faciliter l'élimination, nous poserons
P+XP,+fxP. = i7i, (e)
ce qui donne
X(m_QJ_j.Q,=Q, |*(m— RJ-XR,=R . (^0
Les valeurs de X, [jl, tirées de ces équations linéaires et substituées dans l'équation {e) , conduisent à l'équation finale en m
(m-P) (91-Q.) (m-R.)-Q.R.(m-P)-P.R(m-QJ -P,Q(i«-R.)=P,Q,R+P,QR. .
Celle-ci étant du troisième degré, a trois racines m^yin^^iy auxquelles correspondent pour X, (x., en vertu des équations (^'), trois systèmes de valeurs X^jx.,; X„|x.,; X3,(jl3. L'équation (d) devient
w' 4- iii«== V -4- XVx + f*V, :
en y substituant succe^ivement pour m^\^ les trois
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systèmes de valeurs dénotés par les indices (i), (a), (3), et en intégrant, on obtient les trois (équations
^ + ^3/ + H^s2= «-"»' [Cs^/rf^ (V + X3V, + |i.3V,)^i' ] ;
d'où il est facile de tirer x,jr,2 en fonction de t et des constantes arbitraires C^C^Ca. Rien nj serait plus simple que de généraliser ce calcul , en l'appliquant à un système d'équations simultanées, linéaires et du premier ordre, renfermant un nombre quelconque de variables. 507. On peut aussi y dans le seul cas qui se prête généralement à une intégration effective, celui où les coeflBcients P,Q,. .-, Pi,Q«,. • • e^^-» ^^^ ^^s nombres constants, donner au calcul une marche synthétique^ plus analogue à celle qui a été suivie [455 et suîi^.] pour les équations différentielles linéaires, à coeflBcients constants et à deux variables seulement.
Soit d'abord
y + Par + Qj+Rz-l- -+-Utt=o, \
y-hP.a7+Q^ + R.2+ +U.K=o, i
^'+P.^+Q.7+R,^+.....+U,tt=o, \ (g)
un système de n équations , sans derniers termes et à coefficients numériques, entre les n variables ^,jr,2, . . .«, fonctions de t^ et leurs dérivées du premier ordre : on aperçoit la possibilité d'y satisfaire par un système de valeurs particulières
JF=zz G^"' , J= XCe-"' , 2=:(iCtf~"»' , M = wO-* ,
C désignant une constante arbitraire, et X,{x,. . . u des nombres donnés par le système des n équations algé-
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briques
P +xQ+H^R+..,,.+uU=m,
Px+XQ.4-H^R,+ +uU,=X/« ,
P. + >^Qa + KR,+ -f-wU,z=fx/n,
P„-,+XQ^, + fxR^_, + -f-uU„-., = u/« .
On peut substituer, dans la première de ces équations, les valeurs de X, (x,. . .u en fonction de m^ données par les autres équations du même groupe, en nombre n — i ; et, d'après la règle de Bezout , ces valeurs sont exprimées par des fractions dans lesquelles m entre au numérateur à la puissance n — ï2, et au dénominateur à la puissance n-^i : donc l'équation finale en m est du degré n. Ses racines étant désignées par m^^m^j. . ./7i„, et les mêmes indices afiectant les valeurs correspondantes deX,pL,. .u,C, on a pour les intégrales complètes du système {g\ .
:r= C,«--«' + C,«-"> + 4- C^er^ ,
^=\C,e— i' + X.C,ir-.'+ .... +\C^€r^nt ^
Supposons maintenant qu'il y ait aux seconds membres des équations '{g) des fonctions de t désignées par V,V„ Va,. . . V„_, : les équations (^,) seront encore les intégrales générales du système, pourvu que les facteurs C„C„. . .C„ désignent, non plus des nombres constants, mais des fonctions de t qui satisfassent aux équations
\C\er--^'+\G\e--''+ +\fi'^er--ni —y. ,
y^G\er^''+ (*.€>--•' -h + ^G^er'^-' =* V, ,
On tirera de ces équations , par une élimination brdinaire, les valeurs des dérivées C^,C'„. . .C'„, et par des quadratures subséquentes les valeurs des fonctions C,y €,,...€„ y qu'il faudra ensuite substituer dans les équations (^,).
508. On a vu qu'on peut éliminer une variable d'un système d'équations différentielles simultanées, en substituant aux. proposées des équations différentielles en inoindre nombre , mais d'un ordre plus élevé [i65]: réciproquement on peut abaisser l'ordre d'une ou de plusieurs des équations proposées, en se donnant à intégrer simultanément un plus grand nombre d'équations différentielles. Ainsi l'intégration du système des deux équations linéaires du second ordre
/'+py+QyVRx^-hS.r=v,,
peut être ramenée à dépendre de l'intégration simultanée des quatre équations linéaires du premier ordre entre les variables a:,^,Ç,Yi,^ :
Donc les calculs qui précèdent sont susceptibles de s'appliquer à l'intégration simultanée des équations linéaires d'ordres quelconques.
509* Désignons par
/(^f^,rj«i \x%f^^'^ )=07 ]
un systènte de n équations difiierentielies simultanées du
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premier ordre, et par
le système de leurs intégrales complètes, dans lesquelles les constantes a, a.,. . «^11^x9 introduites pat* Tintégra^ tion, se trouvant combinées d'une manière quelconque. En général^ on peut , par une élimination dirigée convenablement, transformer ce système d'équations dans un autre
fx(^;^,7, 2i, .... ; ai)z=zo ^
équivalent au précédent, et qui jouit, comme celui-là ^ de la propriété de satisfaire au système ( /) avec toute la généralité requise. Si maintenant on détermine «,a„. . .On^t en fonction de /; x,^,2,. . .par les équa* tions
et qu'on substitue les valeurs > ainsi trouvées dans les équations ( f ), on forme d'autres équations
>n-x(^;^jr>^» )=o, )
qui, prises ensemble, satisfont au système (/), mais en qualité d'intégrales singulières ; à moins que, par accident, les valeurs de a, «,,... a^x? tirées des équations (f '), ne se réduisent à des constantes^ ou à dee fonctions de
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/; a:^,z, . . .qui prennent elles-mêmes des valeurs constantes, en vertu des équations (ç).
Au lieu de prendre à la fois tout le système (f ) ou tout le système (f ), on pourrait remplacer, partiellement certaines des équations (f) par leurs correspondantes dans le système (9), c^est-à-dire f^ par f,, et ainsi de suite. On formerait ainsi des systèmes mixtes^ qui satisfont encore à leur manière au système des équations différentielles proposées.
Cette analyse s'étendrait, s'il était nécessaire, aux équations différentielles simultanées , d'ordres quelconques.
510. Pour donner un exemple d'intégration simultanée dans le cas où les équations différentielles* proposées ne sont pas linéaires , et pour indiquer en même temps l'application qu'on peut faire de la théorie des intégrales singulières aux équations différentielles où toutes les variables sont mêlées, prenons les deux équations du premier ordre à trois variables
{xy + xxJ^%ta^y=:o, (1)
xjr — t ( x/ — a!y) = o . (a)
En les diffërentiant on a
Si Ton tire de la seconde de ces équations dérivées la valeur de xj pour la reporter dans le second membre de la première, on mettra celle-ci sous la forme
( xy+ ^xY + xy") ( x> + /a? — aO == o , (3) et on la décomposera dans les deux équations
xy+ -xx'y' -h^' = o , (4)
L'équation (4) équivaut à
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^^P = o , d OÙ xx=^at+b , (6)
a^b désignant deux coflstantes arbitraires.
Ces deux constantes ne sont pas indépendantes l'une de l'autre; car les deux équations (1)9 (^) doivent s'acr corder lorsqu'on eu chasse ^,jr' au moyen de l'équation (6); et l'on trouve que, pour rendre ces deux équation^
identiques, il faut poser A= — — -; au moyen de quoi
l'intégrale (6) devient
xy=at — -j^ (7)
Chacune des équations (i) et (a) donne ensuite adt dx
8^» — 'xat T^
d'où, en intégrant et en désignant par c une constante arbitraire,
xH-=ic{i^t~a) . (8)
En conséquence, le système des équations (7) et (8) donne les intégrales complètes des deux équations proposées (i) et (2).
On peut substituer à l'équation (8) une autre équation plus simple; car on en tire
tandis que l'équatioti (7) donne
^ ^' le 4"- i *
donc, si Ton désigne par a, une nouvelle constante ar^ bi traire, telle que aa, = 4c, l'équation (8) pourra être remplacée par
xt^a,y . (9)
Maintenant, si l'on emploie le second fecteur del'équa-
tion (3), et qu'on élimine x' ^f entre Féquation (5) et les deux proposées, il viendra
xy^t',* (lo)
intégrale singulière, puisqu'elle ne contient pas de constante arbitraire, et qu'elle ne peut pas rentrer dans l'intégrale (7), par une dét^mination convenable de la constante a. D'ailleurs la dérivée de l'intégrale (7) par rapport à a donne a=aA et cette valeur reportée dans l'équation (7) fait retomber sur l'intégrale singulière (10), conformément à la théorie exposée dans le n* précédent.
Au moyen des valeurs de^,j^', tirées de l'équation (10), les proposées se changent l'une et l'autre en X — 2j;'tizio, d'où, eu intégrant et en désignant par a une constante arbitraire,
a:' = ar . (n)
D'ailleurs il est aisé de voir que le système des équations (io),(i i) devient identique avec celui des équations (9), (iq), quand on pose a=«,.
511. Si l'on excepte les équations dififérentielles linéaires dans lesquelles les fonctions de la variable indé* pendante et leurs dérivées sont multipliées par des nombres constants , il est bien rare que des équations différentielles simultanées puissent s'intégrer autrement que par approximation. Dans certains cas, qt notamment dans les problèmes relatifs aux mouvements des corps célestes, on a donné à l'approximation une forme trop remarquable pour que nous ne l'indiquions pas brièvanent.
Afin de fixer les idées, soient
/ (^; X, x\ ai' ; J,/»/'» ....)=«>
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deux équations entre le temps t et les coordonnées x,y d'un point mobile sur un plan. Admettons de plus que l'on ait
f>?>fît ?i désignant d'autres fonctions des mêmes variables et de leurs dérivées, et 8 un nombre très-petit : de sorte que, si l'on supposait ce facteur e tout à fait nul y les équations du problème se réduiraient à
Supposons enfin que le système formé de ces dernières équations puisse s'intégrer, et qu'il ait pour intégrales générales
F(^j,r,7;a,i,c,...)=z=o, F,(^;:p,7-;a,i,£?, . . . )=<>, (f) a^b^c^ etc., désignant les constantes arbitraires amenées par l'int^ration. Si l'on élimine t entre ces deux équations, on aura
Fo,x(*»/;«,*,c, )=o (yj
pour l'équation de la courbe que le point mobile décrirait sur le plan xy^ dans le cas où l'on pourrait supposer nal le facteur t.
Maintenant il sera permis de représenter encore par les équations [i) les intégrales générales des équations (A), dans lesquelles on ne suppose plus nul le facteur <, pourvu que dans les fonctions F, F, on regarde les paramètres a, é, c, etc., non plus comme des constantes, mais comme des fonctions de la variable indépendante ^, qu'il Êiut déterminer de manière à satisfaire aux équations {h). D'après l'hypothèse, celles-ci ne diffèrent des équations {h^ que par la pré&enoe de termes qui restent très-petits : donc on peut traiter comme de très-petifees quantités les dérivées ou les fluxions
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da db do ,,.
qui s'évanouiraient rigoureusement avec e. Ordinairement il y a lieu de profiter de cette remarque pour simplifier les équations qu'il s'agit de traiter, et qui se trouvent substituées au système des équations proposées.
Dire que les fluxions {U) sont des quantités très-petites, c'est exprimer en d autres termes que les paramètres Ujb^Cj etc., varient très-lentement, ou conservent pendant un long laps de temps des valeurs sensiblement constantes. Donc, si l'on observait à une certaine époque le mouvement du point {x^j\ on trouverait qu'il décrit sensiblement la courbe donnée par l'équation (y), dans laquelle il faudrait attribuer à a, ^, c, etc., de certaines valeurs constantes. Au bout d'un temps considérable, si l'on répétait les mêmes observations, on trouverait encore que le mobile décrit une courbe de même espèce, mais pour laquelle les paramètres a,é,c, etc., ont des valeurs sensiblement différentes de celles que leur assignaient les premières observations ; et ainsi de suite.
Il ne faut donc pas voir seulement un artifice ingénieux d'analyse dans la méthode d'intégration par la variation des constantes arbitraires^ dont Lagrange a été le promoteur, et dont nous avons vu une application élégante à l'intégration rigoureuse des équations différentielles linéaires où les fonctions et leurs dérivées ne «ont multipliées que par des nombres constants. Elle aurait pu être suggérée par l'observation des phénomènes, à la représentation desquels elle s'adapte naturellement dans des circonstances comme celles qui viennent d'être définies.
■^'*»*'^'<t^'^^'»<**»»*^%^«>^^»»^%^^<»^><^%^v^^<»%^/%'^«»^^m/«w%<fc'»»%*>%.«/^^»^^f%%<» %/m^ «/%M
CHAPITRE VIL
DE LA COWSTRUCTIOir DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES A UNE SEULE VARIABLE INDEPENDANTE.
512. Nous avons 'discuté les cas principaux où l'on sait assigner la fonction qui satisfait de la manière la plus générale à une équation différentielle donnée, ou trouver l'équation générale des courbes qui jouissent en tous leurs points de la propriété exprimée par l'équation différentielle. Nous avons indiqué comment, lorsqupe l'intégration n'est plus possible sous forme finie, on peut encore souvent, ou ramener l'intégration aux quadratures, ou développer l'intégrale en séries convergentes, ou quelquefois même remplacer les séries par des intégrales définies, prises entre des limites spéciales, et susceptibles d'être évaluées numériquement, avec une approximation illimitée, pour chaque valeur de la variable indépendante. Mais une équation différentielle à laquelle aucun de ces procédés d'intégration n'est applicable, n'en détermine pas moins la série des valeurs numériques par lesquelles la fonction doit passer, apèrs qu'on a assigné, pour une certaine valeur de la variable indépendante, les valeurs correspondantes de la fonction et de ses dérivées, jusqu'à celle dont l'ordre est inférieur d'une unité à Tordre de l'équation proposée. Il peut même arriver que, par la discussion directe de l'équation différentielle, on découvre la marche et toutes les propriétés caractéristiques de la fonction qu'elle dé-
termine implicitement , mieux qu'on ne pourrait le faire à l'inspection de l'intégrale géaérale, donnée sous forme finie, ou développée en séries ^ ou bien enfin exprimée par des intégrales définies ou indéfinies. C'est ce que M. Sturm a montré dans son beau mémoire sur la discussion des fonctions V, déterminées implicitement par l'équation différentielle du second ordre
— ^ + GV=o, (V)
dans laquelle G^K désignent des fonctions de la variable indépendante x Q).
Cette équation comprend celle de Riccati , ou celles dont l'intégration par les séries et par les intégrales définies a fait l'objet du chapitre III du présent livre. Lorsque les fonctions G,K se réduisent à des constantes réelles et positives, la fonction Y représente un sinus ou un cosinus. Dans le cas général, la marche de la fonction y offre avec celle des fonctions sin et cos des analogies très-remarquables, que fait ressortir la discussion directe de l'équation (V), et qu'il faut voir dans le mémoire cité. Ce chapitre doit porter sur des considérations beaucoup plus élémentaires, et indispensables [4^7] pour compléter la théorie de l'intégration des équations différentielles.
Soit
une équation différentielle du premier ordre, à deux variables, qui devient
(0 y oyez le Journal de maûtématiques de M. Lionville, iom, I> pag. io6.
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quand on la résout par rapport à y' . Pour chaque système de valeurs de x et de y^ cette équation détermine le rapport de la variation infiniment petite de ^ à la variation infiniment petite de x : elle détermine donc implicitement la différence finie des valeurs de /, correspondantes à deux valeurs de x séparées par un intervalle fini, lorsque dans l'intervalle cfy- ne cesse pas d'être une quantité infiniment petite, ou lorsque la fonction y n'éprouve pas de solution de continuité du premier ordre; ce qui a lieu quand la fonction y reste finie, et même dans certains cas, quoique la fonction^ passe par l'infini.
Désignons par Xq^'S. deux valeurs de x séparées par un intervalle fini; posons nikX = X — .r^, n désignant un nombre assez grand pour que la quantité Ao: puisse être considérée comme une quantité très-petite du premier ordre [45]; faisons
a:,==Xo + Ax, x^=x^ + aàa? ,0:3 = 0:0 + 3Aor , etc. ,
et désignons par/o^^i*^»» etc.;yojX> /^y «^^m ^^^ valeurs dej-^y qui répondent respectivement aux valeurs de a; désignées par x^, x^, x^, etc. Si l'on se donne arbitrairement la valeur ^q, on peut, avec l'équation (/), calculer approximativement, de proche en proche, la série des valeurs de la fonction j- entre les limites x = x^^ a: = X. En effet, cette équation donne
/• = /(^«i7o); et Ton a, en négligeant une quantité très-petite du second ordre,
r.=ro-+-yoA3:=ro + /(^o,7o)-Aa:.
Parla substitution de cette valeur de^, dans l'équation
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on obtient la valeur de/,, afTectée d'une erreur qui ne peut être non plus, en général, qu'une quantité du second ordre; car, en général, la variation de la fonctionyest une quantité de même ordre que les variations des quantités x,jr dont elle dépend. On aura donc, aux quantités près du second ordre,
7a=7«+r'i^=7o+/(^o,7o) .^ +/(a?, ,rO . \x ,
et ainsi de suite. Comme n est, par hypothèse , un trèsgrand nombre , ou - une quantité de l'ordre de Aj;,
Terreur qui se commet , à chaque valeur de y que l'on détermine, étant répétée n fois, peut amener sur la valeur trouvée pour Y qui correspond à X, une erreur égale à une quantité très-petite du premier ordre, ou de l'ordre de Ajc, et qui sera négligeable si l'on a pris pour A.r une quantité suffisamment petite.
Ce raisonnement tombe en défaut lorsque les dérivées
dx ' dy sont susceptibles de devenir infinies, pour des valeurs de a: et de/ qui tombent respectivement entre x^^ etX, ^<, et Y ; car alors une variation très-petite du second ordre, attribuée à j; ou à^, peut faire varier la fonction /*de quantités du premier ordre: mais, dans ce cas même, si la fonction /ne devient pas infinie, on conçoit que la fonction^ passe, en vertu de l'équation (y), qui en règle les variations infinitésimales, par une succession de valeurs déterminées ; bien que la méthode d'approximation ne soit plus propre à donner, avec une précision suffisante, une série de valeurs séparées par des intervalles finis (').
(') Oo n'a guère océasîon de pratiquer ' le calcul d'approziiua-
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On remarquera que le calcul arithmétique qui vient d'être indiqué, équivaut à construire la courbe dont l'ordonnée est la fonction jr^ en substituant à cette courbe un polygone qui s'en rapproche d'autant plus que la ligne Ao: a été choisie plus petite , et en se donnant en outre un point par lequel la courbe doit passer, et qui est un des sommets du polygone construit.
514. Quand la valeur de/', donnée par l'équation yj passe par l'infini, on peut renverser cette équation et écrire
en prenant^ pour variable indépendante. Si la fonction^ doit devenir infinie en même temps que^', l'équation différentielle, mise sous cette dernière forme, pourra servir à prolonger tant qu'on le voudra la branche de courbe m^/iifig. loa), sur laquelle on a pris le point ttIq pour point initial , et qui est située en deçà de l'asymptote PN, parallèle à l'axe des j-. On ne pourra continuer la construction de la courbe, de l'autre côté de PN, qu'en se donnant arbitrairement un autre point initial rn^j par lequel la branche m'^/i' sera assujettie à passer. Rien ne s'oppose à ce qu'on choisisse pour nif^ comme pour m^ un point quelconque, sous la seule condition que les valeurs de ses coordonnées ne rendent pas imaginaires les valeurs correspondantes de^ données par l'équation (/*).
tioo indiqué dans ce numéro, et par conséquent de désirer une expression rigoureuse des limites de Terreur commise. Cette expression a été donnée par M. Gauchy. On peut consulter là-dessus les ouvrages de cet habile analyste, et un mémoire de M. Biuet inséré dans le Journal de math,, de M. Liouville, tom. II, pag. 229. T. II. aa
Quand on peut exprimer analytiquement l'intégrale de l'équation (f\ la branche m^/i^ qui doit être associée à nif/iyse détermine ordinairement par la condition que la constante arbitraire ne change pas de valeur dans le passage d'une branche à l'autre; mais cette condition déterminante disparaît, lorsque l'équation dilTérentielle n'a pas d'intégrale susceptible de s'exprimer avec les signes de l'analyse.
La différence de deux valeui*s de ^, entre lesquelles a lieu le passage de la fonction j- par l'infini , ne peut plus exprimer la somme des accroissements infiniment petits que la fonction a reçus dans l'intervalle; et la dénomination d'intégrale ne s'appliquerait plus qu'improprement à l'équation en .r,/ qui satisfait à l'équation différentielle proposée, si l'on avait en vue la comparaison de ces valeurs. Soient pourtant x^^X. les valeurs de X entre lesquelles tombe celle qui rend j- infini, et j'-f^Y les valeurs correspondantes de^ : si l'on fait passer .r de la valeur Xq à la valeur X par une succession de valeurs imaginaires qui ne donnent point àjr des valeurs infinies, la différence Y — y^ exprimera de nouveau la somme des accroissements infiniment petits, réels ou imaginaires , reçus successivement par la fonction /^ dans le passage d'une valeur à l'autre [32 1]. I^ somme des parties imaginaires de ces accroissements devra être nulle, puisque, par hypothèse, les valeurs ^o^Y, et par conséquent leur différence Y — ^q, sont des quantités l'éelles.
515. Il y a lieu de soumettre à une discussion spéciale le cas oii l'équation différentielle serait de la forme
En effet , soit^^^ une valeur de^ qui fait évanouir 9/:
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si la valeur de la fonctioujr croît ou décroît sans discontinuité, de la valeur initiale jTo à la valeur t^^, au moment où / aura atteint cette valeur ^„, celle dey sera nulle; la valeur consécutive
se réduira donc à/„; de sorte que j^'yj^., sera encore une quantité nulle, et ainsi indéfiniment. Par conséquent la valeur de la fonction , après avoir été une quantité variable de^^ à^„, deviendra tout à coup une quantité constante.
Il faut bien considérer que la remarque faite ici ne porte pas seulement sur la construction arithmétique ou graphique au moyen de laquelle les valeurs consécutives d'une fonction se trouvent déterminées avec une approximation illimitée, en vertu de Téquation différentielle qui exprime la loi de ses variations infinitésimales, lors même que cette équation ne comporterait pas d'intégrale exprimable analytiquement. La remarque porte avant tout sur la génération même de la fonction, toutes les fois qu'elle passe effectivement et dans le sens propre par une succession de valeurs ; ce qui suppose que la variable indépendante x désigne le temps ou une quantité qui croit avec le temps.
516. Il s'agit de savoir dans quelles circonstances la fonction^ peut atteindre la valeur qui fait évanouir <p/, en partant d'une valeur initiale différente. Pour cela , considérons d'abord le cas où la fonction ^ {fc^j) se réduirait à une constante c, et où la fonction <p^ serait de la forme mj-^-n, m et n désignant des nombres constants. L'équation
/=c(/7ij-|- n)
a pour intégrale
•^09 J'o désignant les valeurs initiales des deux variables. La quantité mj-Q-^-^ ^st par hypothèse différente de zéro : il résulte donc de la forme de l'intégrale , que la quantité mjr^n ne peut devenir nulle pour aucune valeur finie de x; que seulement elle converge vers zéro quand la quantité mc{x — xj, supposée négative, prend des valeurs numériques de plus en plus grandes.
Passons au cas général , et admettons seulement que la fonction ç^ ne devienne pas infinie pour la valeur de / qui annule <p^. Soit % cette valeur : si la fonction j, en partant d'une valeur plus petite ou plus grande, peut croître ou décroître jusqu'au point d'atteindre h valeur yi , il sera permis de prendre pour y^ une valeur infiniment peu différente de yi , et alors <^y différera infiniment peu de (/ — Yi) <p'yi. Admettons, pour fixer les idées , qu'on ait /^ > y) , ç'yi > o : djr ne pourra pas devenir négatif pour des valeurs positives de dx, et par conséquent^ ne pourra point passer de la valeur /o à la valeur yi , si la fonction ^j; {xyj) ne prend dans l'intervalle des valeurs négatives. On exclut d'ailleurs le cas oii cette fonction passerait par l'infini ou deviendrait indéterminée. Soit donc — c la plus grande numériquement des valeurs négatives que la fonction ^ (^,J^) prend dans l'intervalle : on vient de voir, d'après la forme de l'intégrale que comporte l'équation djr=i—c {j—'ii). <pyi dx, (a)
que la différence^ — -n ne peut devenir nulle pour aucune valeur finie de ^; à plus forte raison il est impossible, quand la fonction j doit satisfaire à l'équation différentielle
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que la différence / — n s'évanouisse pour aucune valeur finie de x ; puisque , par hypothèse , la fonction ^j; {Xjj\ en la supposant même constamment négative, n'atteindrait jamais une valeur numérique égale à c, et qu'ainsi X décroît moins rapidement en vertu de l'équation (3) qu'en vertu de l'équation (2).
Si l'on supposait j^^ <y), ou <p'Yi <o, on démontrerait par un raisonnement semblable^ que y ne peut devenir égal à Yi pour aucune valeur finie de x.
Il ne reste donc plus que l'hypothèse où le coefficient ç'tj devient infini; ce qui arriverait, par exemple, si l'on supposait
k désignant un nombre compris entre o et i, ou bien encore
et alors l'équation ^=7) est une intégrale singulière de l'équation (i).
517. Nous avons admis que l'équation (F), résolue par rapport à jr\ ne donnait pour y' qu'une seule valeur réelle y (.r,^). Évidemment dans ce cas il n'y a pas d'intersection entre les lignes, en nombre infini, que l'on peut construire en vertu de l'équation (F), en se donnant arbitrairement un point de chaque ligne; puisque, si elles se coupaient,^' aurait, contre l'hypothèse, plusieurs valeurs correspondantes aux coordonnées x,j des points de rencontre. Ce principe ne souffre d'exception que si la valeur de / devient indéterminée pour certaines valeurs de x^y. Par exemple, l'équation diffé-
n'ï]{'\e\\ey='<^ appartient à une infinité de lignes droites
qui se coupent toutes à l'origine des coordonnées, point pour lequel la valeur de y se présente sous la forme t[<82].
Jjorsque l'équation (F) donne à y plusieurs valeurs distinctes ^zziif, (j:,j-),^=f, (a:,j"), etc., chacune de ces équations, prise séparément, peut se construire comme l'équation (/*), et donne naissance à un système formé d'une infinité de courbes ou de branches de courbes , particularisées par le choix du point initial.
Ainsi l'équation
équivaut aux deux suivantes
dont chacune peut être séparément construite.
Dans cet exemple, y prend une valeur imaginaire, toutes les fois que les variables x,j satisfont à l'inégalité
La courbe
limite donc sur le plan xj la région dans laquelle peuvent s'étendre les courbes caractérisées par l'équation [a). Les deux valeurs de^' deviennent égales pour les points situés sur la courbe (é); c'est-à-dire qu'elle est le lieu des points où se raccordent deux à deux les branches de courbes caractérisées respectivement par les équations {ci^)^(a^. Or ce raccordement peut avoir lieu de deux manières difTércntes.
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£n géoéral y la tangente commune aux deux branches de courbes (<7,),(a,), pour les points situés sur la courbe {b)j diflere de la tangente à la courbe (b) en ces mêmes points. C'est ce qui arrive notamment dans l'exemple que nous avons choisi. La valeur de y tirée des équations (a,)y (a,)^ se réduit pour les points situés sur la courbe (è) à
tandis que la différentiation de l'équation {b) donne
dx p
dr et pour que cette valeur de ~- fût égale à celle précédemment trouvée pour^', il faudrait qu'on eût —— — —^^ ou p{p—x)—a:^=o,
relation inconciliable avec l'équation (è), excepté quand jr=o.
En pareil cas, les branches («,), (a,) se raccordent sur la courbe (b) en formant un rebroussement; et cette courbe limite est le lieu de tous les points de rebroussement des courbes auxquelles appartient l'équation différentielle («).
Mais si l'on a l'équation
r"^" — 2/^ (a/— />) + a/- (aj— p) -f a:» = o , (a) laquelle se décompose dans les deux suivantes :
y— ^r—P+ ^pip—^ry-^' ^ (« )
il arrive que la tangente commune aux branches (a,), (a,).
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aux points de raccordement de ces branches situés sur la courbe (é), se confond avec la tangente à cette dernière courbe, qui devient ainsi l'enveloppe de toutes les courbes caractérisées par le système des équations (aj),(a,). £n effet, l'équation qui établit celte coïncidence, savoir,
est identique avec l'équation {b).
Ce résultat s'accorde avec ce qu'on a vu [i84] • l'équation (a) est celle qui s'obtient quand on élimine la constante a entre l'équation
et sa dérivée immédiate. L'enveloppe de toutes les paraboles caractérisées par l'équation (a), ou par l'équation (c) qui en est l'intégrale générale, est précisément la parabole {b\
De sorte que le point de contact de chaque enveloppée avec l'enveloppe divise l'enveloppée en deux arcs paraboliques , sur l'un desquels la valeur de y' est donnée par l'équation (a,), tandis que sur l'autre elle est donnée par l'équation (a»).
519. Ceci fait naître une autre difficulté : car, si x désigne le temps ou une quantité croissant avec le temps, on ne voit pas de raison pour que la fonction y y dont la loi de variation est exprimée par l'équation (a), soit représentée, pour des valeurs de x plus grandes que l'abscisse Qp {fig. 48) du point de contact de l'envelop pée avec l'enveloppe, plutôt par l'ordonnée de l'arc mn appartenant à l'enveloppée, que par celle de l'arc m\L appartenant à l'enveloppe; et cependant il est impos-
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sible que celte fonction, partant d'une valeur Initiale donnée, ait à la même époque, ou pour la même valeur de j;, deux valeurs différentes.
Cette difficulté sera levée à Paide des considérations suivantes :
Désignons par w=o l'équation de la courbe enveloppe, u étant une fonction de a:, ^, au moyen de laquelle nous pourrons chasser^ et dy de l'équation différentielle proposée. Il faut que cette équation prenne la forme
duz=Z(^u . \ [Uy x) dx ^
ffu étant une fonction de u qui s'évanouit avec £/, et dont la dérivée ^^u devient infinie pour {^=o, du moins lorsque la fonction if (u^ x) ne devient point elle-même infinie ou indéterminée. Car, de cette manière, lorsque la fonction Uy après avoir eu à l'origine une valeur différente de zéro, vient à s'évanouir, ce qui arrive au point de contact de l'enveloppée et de Fenveloppe, la tangente de l'enveloppée est déterminée par l'équation du =o, et se confond avec celle de l'enveloppe , comme cela doit être.
Il en résulte [5i 5] que la fonction m, ayant une fois atteint la valeur zéro, conserve indéfiniment cette valeur pour des valeurs croissantes du temps ou de la variable X : de sorte que la fonction y, représentée dans une première partie de son cours par l'ordonnée de l'enveloppée, est représentée ultérieurement par l'ordonnée de l'enveloppe.
Pour appliquer ceci à notre exemple, si l'on pose
u=p{p—^y) — j:\ les équations {a,)j(oi^) deviendront
, .- 2 i/S -h I , ._ a ï/tt — I {lu = \/u . , duziz Vu . •
520. Nous retombons de cette manière sur la théorie des intégrales singulières exposée dans le chapitre IV du présent livre. On voit pourquoi nous leur avons conservé le nom ^intégrales que quelques auteurs leur refusent à tort : c'est qu'en eflfet, quand le temps joue explicitement ou implicitement le rôle de variable indépendante , le problème de l'intégration proprement dite, qui consiste à assigner la somme des accroissements infiniment petits de la fonction dans un intervalle de temps donné , est résolu successivement au moyen d'une intégrale particulière et au moyen de l'intégrale singulière; de sorte que la solution n'est complète que quand on joint l'intégrale singulière au système des intégrales particulières ou à l'intégrale générale.
Cette propriété de l'intégrale singulière lui appartient en raison de ce qu'elle représente la ligne enveloppe de toutes les lignes données par les intégrales particulières. £n conséquence , lors même que l'équation de la ligne enveloppe pourrait se tirer de l'intégrale générale par une détermination convenable de la constante arbitraire (auquel cas elle ne serait plus une intégrale singulière dans le sens purement abstrait que les analystes sont convenus d'attacher à cette expression ), elle n'en mériterait pas moins la qualification d'intégrale singulière , en ce sens qu'il faudrait la joindre à chacune des autres intégrales particulières , pour compléter la solution du problème d'intégration, lorsque la variable indépendante est le temps ou une quantité croissant avec le temps.
Par exemple, l'équation différentielle
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a pour intégrale générale Téquation
7^ + 07' — aûjizzo ,
([ui représente une infinité de cercles ayant leurs centres sur l'axe des^, et touchant tous Taxe des x à l'origine (les coordonnées. L'équation ^=o , qui satisfait à la proposée, n'est qu'une intégrale particulière, en ce sens qu'elle se tire de l'intégrale générale quand on y fait a = co : mais , si la variable x' représente le temps, et que , pour une valeur négative de x on donne à /• une valeur positive , assujettie seulement à la condition d'être numériquement plus petite que œ , la fonction j s'annulera en même temps que a:,et restera ensuite constamment nulle pour toutes les valeurs positives de .X. Il faut donc associer l'équation j^=:o à chacune des autres intégrales particulières, pour en former un système qui, dans chaque cas particulier, résout le problème d'intégration; et, sous ce rapport, réquation/=o est vraiment une intégrale singulière de la proposée. Pour comparer l'équation (d) à l'équation (i), on posera
et la fonction 9jr ne satisfera plus à la condition établie [5i6], pour que la fonction jr, partant d'une, valeur initiale autre que zéro, puisse devenir nulle; mais cela tient à ce que le facteur ^ {^^j) devient infini pour le système de valeurs ,r =0,^=0; et ce cas était exclu dans la démonstration rapportée au n° cité.
Passons aux équations du second ordre: ce que
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nous allons en dire s'appliquera facilement aux équations d'uQ ordre quelconque.
Soit
uoe équation du second ordre, résolue par rapport 2Ljr' : admettons que, pour une valeur x^ de la variable indépendante, on se soit donné arbitrairement les valeurs correspondantes ^o? y©; i' viendra
et si Ton pose x, — ^jJq-^At, àx désignant une quantité très-petite du premier ordre, on aura, aux quantités près du second ordre,
puis
et ainsi de suite; en sorte que la série de valeurs par lesquelles passe cbacune des fonctions y, ^, peut être calculée arithmétiquement avec une approximation indéfinie.
Si l'équation (e) est de la forme
et que y atteigne une valeur -n qui fait évanouir 9^, y s'évanouira, et par suite^ conservera, à partir de cette époque, une valeur constante. La proposée aura pour intégrale première singulière y=/\'; et l'intégrale de celle-ci, ^;':=D'a:-}-c, satisfera à la proposée, mais sans en être l'intégrale générale^ puisqu'elle ne renfermera que la constante arbitraire c.
Si la proposée se met sous la forme /'=cpj.^(a:,j,/)=o, et que^ atteigne une valeur vi qui fait évanouir <p/i j-"
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s'évanouira; mais comme eu même temps ^' a une valeur en général différente de zéro, ^ et^" prendront aussi y dans Tinstant suivant^ des valeurs différentes de zéro. Par conséquent l'équation j=^^ qui est une intégrale singulière de la proposée, sans constante arbitraire, ne représentera point, à aucune époque, la suite des valeurs par lesquelles doit passer la fonction ^, lorsque la variable indépendante x désigne le temps ou une quantité croissant avec le temps, à moins toutefois que^' ne sevanouisse en même temps que ?^.
On pourrait donner plus de généralité' à ces remarques , comme nous l'avons fait pour les équations du premier ordre; mais il sufBt que ce sujet soit indiqué.
522. Considérons encore le système des équations simultanées [5io]
{ûdy+yx^—ita^y =o, xy:^t{xx' — x'y) z=o ; et posons xy — ^*=m, ce qui les changera en
a'*-|-4M = o, 7,t{u+e)x' z=z{e + u't—u)x . Lorsque t^x^y auront atteint des valeurs qui annulent la fonction u^ vl s'évanouira, et par suite la fonction u restera constamment nulle : on aura pour déterminer x l'équation ^tx'=Xy d'où x'^:=aj. Les intégrales générales des équations proposées sont
xyz=:at — -r-^ xt^aj.
Supposons, afin de fixer les idées, a>o : ce système .représentera les valeurs de x^y pour les valeurs de ^< -;
mais, pour ^ > ~ , les valeurs de or,^ seront données par le système
xy — f*=:0 , X^z=za^t ^
qui représente l'intégrale singulière des proposées.
CHAPITRE PREMIER
DE l'intégration DES ÉQUATIONS AUX DIFFEREN- TIELLES TOTALES. APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES.
523. Si ron a, entre les variables indépendantes .r, >', et la fonction z qui en dépend, une équation de la forme
l'intégration de cette équation se ramène aux. quadratures [SgS], pourvu que les fonctions <p, <f satisfassent ii la condition d'intégrabilité
dy dx
Si les fonctions cp, ^ renfermaient la variable z, ou si l'on avait entre les variables Xj^^z et leurs différentielles totales, l'équation
XûT^ + Yrfj + ZfiferziO, (i)
X, Y,Z désignant des fonctions de .r,/,z, on ramènerait encore aux quadratures l'intégration de cette équation [396], pourvu que les fonctions X, Y,Z satisfissent aux
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conditions d*intégrabilitë
dX._dY^ dX^_^ dY_dZ.
dy dx dz dx dz dy et l'intégrale aurait la forme 'E{x^/,z)^consLf F désignant la fonction dont le membre de l'équation (i) est la difTérentiélle exacte.
Dans tous les cas, en admettant qu'il existe une fonction z de deux variables indépendantes x^y^ propre à satisfaire à l'équation (i), et d'où l'on puisse tirer la valeur de dz sous la forme
dz = pdx -f- qdy , il faut qu'on ait
dp dq .
mais, en vertu de Téquation (i),
d'où
ou
dy \ dy "^ dz dy
dy ^ dz * Z '
^ i<l)XI)..! <IV(l)x.
dx \ dx dz dxj dx dz Z
de sorte que l'équation (a) donne, après les réductions , ^/rfY dZ\ ^fdL d^\^^fd^ dY\
Lorsque cette dernière équation, qui exprime la condition d'inlégrabilité, est satisfaite, l'intégration de l'équation (i) se ramène à celle des équations à deux variables. En effet, si l'on avait l'intégrale , de l'équation (i), et qu'on la différentiât en y traitant z comme une
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constaote, le résultat obteou devrait coïncider avec Téquation (i) après qu'on y a fait dz nul, c'est-à-dire avec Tcquation
X^ + Yrfr = o. (4)
Réciproquement, si l'on désigne par [jl le facteur qui rend ILdx-^-Ydj une différentielle exacte , lorsqu'on y regarde z comme une constante^ et si l'on pose
/ji(Xrfar + Yrfr)=F(j7,7), l'équation (i) aura pour intégrale
Z, désignant une fonction de la seule variable z. Afin de la déterminer, remarquons que l'on a
d¥ , d¥ j dF ^ dZ,, ^dx + -djr + ^^dz=-^^dz,
et d'autre part
d'où
Il faut donc, si Téquation (3) est satisfaite, que les deux variables x^y s'en aillent à la fois du second membre de l'équation (6), quand on chasse l'une d'elles au moyen de l'équation (5j; ou, en d'autres termes, il faut que la dérivée de ce second membre, prise par rapportai', soit nulle, lorsqu'on y considère^ comme une fonction de X et de Z,, donnée par l'équation (5). Ainsi, la condition qu'il s'agit de vérifier, est exprimée par l'équation
dx , dy dx . ^
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OU par
en remettant pour -£ sa valeur tirée âe l'équation (4). On a d'ailleurs
iLrdz dz '^ dz dz
dydz dz dz dz
et le facteur |jt. satisfait [444] ^ l'équation de condition
dy dx ^ \dy dx )
Si maintenant on substitue dans l'équation (7) les valeurs de
tirées des trois dernières équations, les quantités
^'^'^ s'en vont^eii même temps, et l'on retombe sur l'équation (3), qui exprime la condition d'intégrabilité.
524. Lorsque cette équation n'est pas satisfaite, il n'existe pas une fonction z de deux variables indépendantes Xyj^ susceptible de vérifier l'équation (i); ce qui revient à dire que cette équation n'exprime plus une propriété dont puissent jouir les coordonnées x^jr^z d'une certaine surface. Cependant l'équation (i) n'est pas dépourvue pour cela de toute signification, et rien n'empêche qu'elle exprime, par exemple, une propriété commune à une série de courbes, dont x^y^z désigneraient les coordonnées courantes [a63 et 267] : seule- T. H. a3
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ment il n'existe pas de surface qui soit le lieu géométrique de toutes ces lignes. Si Ton établit une liaison arbitraire entre ^ et x, ce qui revient à tracer arbitrairement la projection d'une de ces lignes sur le plan xy^ z devient fonction de la seule variable indépendante Xj et l'équation (i), construite comme une équation différentielle ordinaire, détermine la projection de la même ligne sur le plan xz^ pourvu seulement qu'on donne un point par lequel cette projection doit passer. L'intégration de l'équation (i) consiste dans c*e cas à trouver entre les coordonnées finies x^jr^ z un système d'équations renfermant une fonction arbitraire, et d'où l'on puisse tirer, par une détermination convenable de la fonction arbitraire, toutes les lignes dont les coordonnées jouissent de la propriété de satisfaire à l'équation différentielie proposée.
Or, la solution de ce problème dérive immédiatement de l'analyse qui nous a conduit à l'intégration de l'équation proposée, lorsqu'elle satisfait à la condition d'intégrabilité; car si, dans le cas contraire, au lieu de déterminer la fonction Z, qui entre dans l'équation (5), on pose
f désignant une fonction arbitraire, et ensuite
les valeurs de x^jr en fonction de z, qui vérifieront les équations (8) et (9), vérifieront aussi l'équation proposée, dont l'intégrale sera exprimée en conséquence par le système des équations (8) et (9), contenant la fonction arbitraire f et sa dérivée.
Supposons qu'il s'agisse d'exprimer que la ligne dont
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les coordonnées courantes sont x^y^ z, est déterminée par le contact d'une surface conique ayant son centre au point (Xo^j'oy 2o)ï et d'une surface de révolution autour de l'axe des z î les coordonnées des points situés sur cette ligne' devront vérifier à la fois [a 49 et at54] les équations
py — qx = Q, (11)
dz «= pdx + qdy , d'où Ton tire, par l'élimination de p et de q^
dz xdx H- ydr , .
Z — z^ ^(^— ^oJ+jC?' — 7o) Cette équation ne satisËiit pas à la condition d'intégra* bilitéy tant que x^yjr^ ne sont pas nuls: on a dans ce cas
jA=a7(^— ^o)+r(r— ro),
au moyen de quoi les équations (8) et (9) deviennent
L'équation (1^), ou le système des équations (i3) qui en est l'équivalent, appartiennent donc à toutes les lignes qui jouissent de la propriété géométrique définie ci-dessus.
On aurait pu modifier l'énoncé du même problème, en demandant quelle est l'équation de la surface qui se trouve comprise à la fois dans la famille des surfaces coniques caractérisées par l'équation (ïo) et dans celle des surfaces de révolution caractérisées par l'équation (11). L'équation (12) à laquelle on est conduit pour exprimer cette double condition, ne satisfaisant pas à la condition d'intégrabilité tant que x^^y^ ne sont pas
nuls, il en résulte que, dans le cas général, une telle surface n'existe pas. Lorsque x^^y^ soiit nuls, l'équation (la) s'intègre et donne
^— z^ =i c l/x» +-/• , c désignant la constante arbitraire. Cette, équation appartient à tQUS les cônes droits qui ont leur centre au point de Taxe des z dont l'ordonnée est ^09 ^\ ^ ^^t bien évident qu'en effet ces cônes droits satisfont au problème ainsi énoncé.
En mettant l'équation (12) sous la forme dz \x{x—x^ +y (/— ^^) ] = (^— Zo) {xdx -^-ydj) , on voit qu'elle est satisfaite par lequation 3—2^=0, sans qu'on ait besoin de supposer nulles les coordonnées :ro,^o* Ainsi le plan mené par le point (^o?^o9 ^o), perpendiculairement à l'axe des z, est une surface qui satisfait à l'énoncé du problème; mais cette solution nest que singulière, comme le montre bien la forme de l'équation ci-dessus, et l'on n'y trouve pas la constante arbitraire essentielle à l'intégrale complète.
^ 525. Lorsque l'équation proposée n'est pas linéaire par rapport aux différentielles dx^dj^dz^ elle n'est susceptible de satisfaire à l'équation (3), et d'avoir en conséquence pour intégrale complète une équation entre Xyfy Z et un paramètre arbitraire, qu'autant qu'elle peut se décomposer préalablement en facteurs linéaires. Cependant, parmi les équations non linéaires qui ne satisfont pas à cette condition préalable d'intégrabilité, il 7 en a encore qui comportent une signification géométrique, et qui sont susceptibles de s'intégrer, avec toute la généralité requise, moyennant l'introduction de fonc* tions arbitraires.
Ainsi le problème de la rectification des courbes
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planes consiste à intégrer l'équation différentielle à trois variables
ds'z^da;^ + dx\ (i4)
qui ne peut point se décomposer en facteurs linéaires, ni comporter pour intégrale une équation unique entre XjjTjS et une constante arbitraire, mais dbnt néanmoins l'intégrale générale peut s'écrire sous une forme plus complexe. ^
£n effet, il est permis démettre l'équation (i4) sous la forme
€&* = (dûccos ot — djr sin à)* + (dx sin a-{^dj- ço$ a)'', a désignant un angle arbitraire; et par suite on peut remplacer cette équation par le système de deux, autres
ds = dx cos a — û^ sin a , djs sin a -4r ^T ^^ «= o , , qui ont pour intégrales
j = ^cos« — jsina + p, ^sin a^^jcosa=:Y , (i5)
P,Y désignant d'autres constantes arbitraires. Maintenant que le système (i5) nous fournit une solution particulière de l'équation (14)? î^ s'agit de .généraliser cette solution.; et pour cela, suivant la méthode déjà appliquée dans le chapitre YUI du quatrième livre, nous poserons d'abord g=z<pa, y=4'*î puis nous égalerons à zéro les dérivées des équations (i5) par rapport à a, considéré maintenant comme variable. Ce calcul donne
oz= — o^sina — «/cosa+ç'a , orcosa — jrsina=v|/V, d'où AJ/o^npV, Yoc — y g. Conséquemment on satisfera à l'équation (t4).pair le système des trois équations
szz^.JC cosot— ••/ sina -f- ^a ,.
X sina + jr cos % = ff' et ,
X cos a — j sitt a = 9"a , dans lequel la fonction ? reste arbitraire, ou par le sys-
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tème suivant qui s'en déduit,
07= ^'a . sin a H-ç''a . COS a,
j = (p'a . COS a— 9"a . sin a , ( i6)
^ == <pa + ?"« ; et d'où l'on tire en effet
dx = (<p'a -f- ç'"a ) COS a rfa ,
fi?J = — ( <p a + ?"'«) sin a rfa ,
ds = (?'« + (p'"« ) £/a , valeurs qui vérifient bien évidemment Téquation (§4). Si Ton assigne la forme de la fonction 9) on aura Téquation de la courbe plane dont^f,:r,^ désignent respectivement Tare, l'abscisse et l'ordonnée, en éliminant a, si c'est possible, entre les deux premières équations (i6), et la valeur de l'arc en fonction de x ou de^, en éliminant a entre la troisième et la première ou la seconde des équations de ce groupe. Si l'on donne au contraire l'équation de la courbe
on y substituera les valeurs précédentes de x et de^, ce qui donnera une équation différentielle du second ordre, entre a et fa , dont l'intégration complète doit amener deux constantes arbitraires. Or, dans ce cas, la troisième équation (i6) donnerait aussi la valeur de s avec deux constantes arbitraires; tandis que cette valeur ne comporte essentiellement qu'une constante arbitraire, en raison du choix arbitraire de l'origine des arcs. Voici comment cette difficulté a été levée par M. Poisson, d'après une remarque analogue de Lagrange [49^] •
Quand on difFérentie l'équation (/) et qu'on y substitue pour dx^ djr leurs valeurs en fonction de a , il vient
r ^"^ COS a — . -^ 3in a j ( ça 4- cp'^'a ) rfa = o ,
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équation qui se décompose en deux autres
^p'a-f-ya = o, -j^ cos a — ^sîna = o .
La première s'intègre immédiatement et donne ^ + <p"a = consU 5 maïs cette solution ne satisfait pas à la question, puisqu'on en conclurait s=xonst. La seconde équation ne contient pas 9'' a, et elle est du second ordre par rapport à % aussi bien que lequation (y ). Si donc on élimine ff'^oL entre ces deux équations du second ordre , on obtiendra une équation du premier ordre , qui sera une intégrale singulière de (^f) : en intégrant de nouveau , on aura la valeur de fa, et par suite celle de s avec une seule constante arbitraire.
* 526. Le système des équations (16) n'est pas le seul qu'on puisse poser comme équivalent à Téquation (i4). Il est clair que l'on satisferait à cette équation par le système de valeurs particulières
ar=a^+a, 7 = ^ l/i — «* + P > dans l'expression desquelles a, a, ^ désignent des constantes. Donc on satisfera aussi à l'équation (i4) par le système de formules
ar = 5(pa+a, 7=^l/i— ((pa)* +<!«, (17)
dans lesquelles f^ if désignent des fonctions arbitraires de la variable a , assujetties à vérifier les équations dérivées
Kl— (cpa)'
Les équations (17) et (i8) peuvent s'écrire ainsi qu'il
^uit :
JT-— a I
ça c= o , c'a H — = 0,
or— !«
par où l'on voit que la première s'identifiera avec la quatrième, si l'on détermine la fonction f de manière à satisfaire à la relation
En même temps la seconde équation, qui est la dérivée de la première par rapport à a, s'identifiera avec la dérivée de la quatrième ou avec la seconde dérivée de la troisième : la fonction ? se trouvera éliminée , et Ton aura, pour satisfaire à l'équation ( i4)) 1^ système des trois équations
^— ot + Cr— +a)4/'a=:o, | (19)
— I — (^'a> + Cr— ^a) f '« = o ; ) à l'inspection desquelles on reconnaît que a, 4*^ ^t j* désignent les coordonnées parallèles aux x et aiix^^ et le rayon de courbure de la ligne qui aurait pour développée celle dont x^jr sont les coordonnées courantes [190 ^^ sidif.^ 344 ^^ 492^]'
Si l'équation (i4) était remplacée par cette autre plus générale
la même analyse donnerait, au lieu des équations (19),
CHAPITRE II
DK l'intégration, EN TERMES FINIS, DES EQUATIONS AUX DIFFERENCES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE.
527. On a VU [i 66 e^ suw.] comment se pratique réiiminatioa des fonctions arbitraires entre une équation à plusieurs variables indépendantes et ses dérivées; et comment , par cette élimination, on tombe sur une équation aux différences partielles , qui a autant de généralité que l'équation primitive, et dont cette équation primitive est l'intégrale. Ce sujet a été repris avec plus de détails, en vue des applications à la théorie des surfaces, dans les chapitres VII et VIII du quatrième livre. Maintenant il s'agit d'exposer les procédés les plus généraux qu'on emploie pour remonter d'une équation aux différences partieHes à son intégrale; quand cette intégrale peut s'exprimer sous forme finie, ou en séries convergentes d'un nombre infini de termes , avec les signes reçus dans l'analyse. D'ailleurs les équations aux différences partielles, considérées en elles-mêmes^ indépendamment des accidents de forme qui fout qu'elles admettent ou qu'elles V^^i^^^^^i^^ P^^ ^^^ intégrales analytiques, ont une signification et une valeur propres qui doivent faire l'objet d'une étude particulière et d'une discussion directe : c'est par cette discussion que nous terminerons le présent livre.
S i^'. De FiDlëgration des équations linéaires da premier ordre.
528. L'intégration des équations aux différences partielles du premier ordre, linéaires par rapport aux dérivées partielles qu'elles renferment, a été ramenée par Lagrange à dépendre de l'intégration d'un .système d'équations différentielles simultanées. Soient
-^ du ^r du -du —du T- , V
1 équation qu'il s'agit d'intégrer, et
F(m, Xy 7, z^ tj etc.) = o l'intégrale cherchée : u désignant une fonction des n variables indépendantes Xyj', Zj tj etc., et U, X, Y,Z, T, etc. des fonctions quelconques des n-[- 1 variables u^x^y^^t, etc. On a
d^ dY du dF d?^_ dF^ dFdu
dx du dx ' ^ du dy ' dz du dz '
en conséquence, l'équation (a) peut prendre la forme ^^dF ^d¥ ^r/F „d¥ ^d¥ ...
et le problème est ramené à déterminer de la manière la plus générale, la fonction F qui satisfait à Téquation (^). Concevons qu'on ait intégré, avec toute la généralité requise, le système des n équations différentielles simultanées, renfermées dans Téquation continue
du dx dy dz dt ,.
on pourra mettre les intégrales sons la forme
. . . fn{x^jZ^tj . . . Il)=:=a„, W
flr„a„. . .a^ désignant les /^ constantes arbitraires amenées par l'intégration ; et l'on aura par conséquent
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dt, , df,, dt, , . dt, . d£, , -^du^-r^dx+^djr + ^dz + ^dt+exc. = o,
-du + ^da:+^djr + -^dz + -^dt+etc.^o, OU bien, en vertu dès équations (c),
AtDsi les n fcmctions f^ f.,. . . f. satisfont à l'équation (&) et fournissent autant d'intégrales particulières de la proposée (a).
U est facile de voir qu'une fonction arbitraire O des quantités f,, f„. . .f. satisfait pareillement à l'équation (a) ; car si l'on ajoute les premiers membres des équations (</'), après les avoir multipliés respectivement par d$ d^ d<b
il vient
„rf* _rf* _,</* ,rf* ^rf*
Donc on a pour intégrale de la proposée
<l>(f,,f,,f3 . . .f„)==o, ou f, =<p(f.,f3>--f»)> ^, f étant des caractéristiques des fonctions arbitraires; et d'ailleurs on reconnaît /jue cette intégrale a toute la généralité requise, attendu qu'on ne peut éliminer qu'un signe de fonction arbitraire , par la combinaison d'une
équation avec ses dérivées partielles du premier ordre. 529. Appliquons cette analyse à l'équation à trois variables
^è+^$ = ^' °" X/'+Yy=Z, (i)
et supposons en premier lieu que les fonctions X, Y, Z se réduisent à des nombres constants P, Q, R : les équations (c) deviennent
et elles conduisent aux intégrales
ILr— Pa=a,, R/— Qjs=fl,; (a)
de sorte que la proposée (i) a pour intégrale générale
R^~ Pjz= ç(R/— Qs),
Cette équation caractérise la famille des surfaces cjHndriques, et les équations (2) sont celles des droites génératrices [247]. •
CoDservons à X, Y leurs valeurs constantes P, Q, et posons Z = z : on aura pour équations différentielles à intégrer
Vdf — Qé£r=o, Mtp^-Prf8=o, d'où
ce qui met l'intégrale de la proposée sous la forme * ^=/.ç(Pr-Qx> (3)
Enfin, si nous prenons pour dernier exemple l'équation px + qjrz^nX/ITilp'y (4)
nous aurons à intégrer les équations différentielles à deux variables
xdz = ndx v^x* -f.^», x^— /<ir=o:
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la seconde donne ^= a, a:, et la première devient, par la substitution de cette valeur de ^,
dz===ndx\/t + a]y d'où z=/ï l/i-f-aj .a:+a^ , et en remettant pour a^ sa valeur,
En conséquence l'intégrale est
530. Le propre des intégrales complètes (d) est de satisfaire aux équations (c) immédiatement, en ce sens que les valeurs de duy dxy dy^ dz, etc., tirées des dérivées des équations (d\ rendent les équations (c) identiques, sans qu'on ait besoin de revenir aux liaisons établies entre les variables w, x,jy, 2, etc., par les mêmes équations {d) ; puisque ces liaisons dépendent des constantes a^j a^j etc., et que les équations {d\ ou leurs dérivées, doivent vérifier les équations (c), quelles que soient les valeurs assignées à ces constantes arbitraires. Inversement, et par une raison contraire, si les équations (c) admettent des intégrales singulières
?.(-^î7»Vi- • .'*) = o,. . .<p«(jr,/,V,' . .«)=o, j ^ ^ les dérivées de celles-ci ne vérifieront les équations (c) qu'autant que l'on tiendra compte des liaisons j^xprimées par les équations (^); ou, en d'autres termes, il faudra combiner les équations (J) avec leurs dérivées, pour satisfaire au système des équations (c*). Cela posé, chacune des équations (^) satisfera à l'équation (6), ou à l'équation {a) dont celle-ci est une transformée ; mais on ne satisferait pas à l'équation (é)'€n prenant pour F une fonction arbitraire des quantités <p,, f„. . .f^, ou une fonction arbitraire dans laquelle entreraient, en
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totalité ou en partie, les quantités ç,, <p,,. . .ç„, associées aux quantités f,, f,,. . .C,^ prises aussi en totalité ou en partie. Donc l'équation (a) n'admet pas d'autre intégrale coiAplète que celle oîi les quantités f,, f,,. . .f» entrent exclusivement sous le signe de fonction arbitraire, mais elle est satisfaite par chacune des équations (8) ; et ces équations sont des intégrales singulières de l'équation {a), puisqu'elles ne se trouvent pas renfermées dans l'intégrale complète.
Prenons pour exemple l'équation linéaire du premier ordre à trois variables
Z'— î(t+^ — v^^*+r4-^)=7 — •^ + l/*»+^ + «> (5) dont l'intégration est subordonnée à celle des équations différentielles simultanées
que l'on peut remplacer par
et qui ont pour intégrales complètes,
La seconde de ces intégrales donne naissance à Fintégrale singulière
Chacune des équations
donne pour p ei q des valeurs qui , mises dans Féquation (5), la rendent identique : en conséquence, l'équation (5) a pour intégrale complète
^ étant une caractéristique de fonction arbitraire. Au contraire, l'équation (6) donne pour p et q des valeurs
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qui, substituées dans Téquation (5), ne satisfont à cette équation qu'autant qu'on tient compte de Téquation (6) pour supprimer le radical qui entre dans i'ëquation (5). Dès lors l'équation (6) ne satisfait à la proposée (5) qu'en qualité d'intégrale singulière.
Si l'on met l'équation (4) sous la forme équivalente
dF dF ^ elF
on trouvera de même qu'elle admet pour intégrale singulière l'équation
ou le système des équations .r=o,^=:o.
* 531. Soient ^, /, z, etc., des variable^ indépendantes en nombre n; u, v, w, etc., des fonctions de ces Variables en nombre /w-[" ^j ^.^^ doivent vérifier le système des /w+ i équations aux différences partielles, linéaires et du premier ordre :
„ du ^r du „du V
^dif ^.dif rw^^if I , ^ .
dx dy az '
etc.,
dans lesquelles U, V, W, etc. ; X, Y, Z, etc., désignent des fonctions quelconques de toutes les variables dépendantes et indépendantes. Soient
des fonctions des mêmes variables, qui, mises à la place de F, rendent identique l'équation
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■TT^F --flfF -_,rfF U-^ + V— +W;^ + etc.
du dv dw
OU bien des fonctions telles que le système d'équations difFërentielles simultanées
du dv dw dx dy dz
ait pour intégrales complètes
le système des équations [È) aura pour intégrales complètes
4>,7 Oai • • • ^M+i étant des ca^ractéristiques de fonctions arbitraires. Voici comment ce théorème remarquable a été établi par M. Jacobi :
Désignons par \^ X,,. . .X^, des quantités auxiliaires telles que les rapports de l'une d'entre elles à toutes les autres soient déterminés par le système d'équations linéaires, en nombre m :
etc.; et posons pour abréger
nous aurons , en différentiant successivement chacune des équations (*^) par rapport à la variable indépendante Xy
d^, d^, du rf<^, dv d^, dw \
rfjf du dx dv dx dw dx * ' , rf4>, d^^ du rf^, dv rf*4 dw
rf^;,+t d^m+^du ^ d^^^, di> ^ d^„,+, dw ^^^_^
dx du dx d\f dx div dx
Multiplions les équations ( 7^ ) respectivement par
dv div 19 / - / X du
^, -p, etc., i équation (A) par— , et ajoutons, en tenant
compte des équations (^') : il viendra On trouverait de même
etc.
Mais, parce que les fonctions f^ et par suite les fonctions ^ , mises à la place de F, vérifient l'équation (B), on a identiquement
U^'+V^'4-etc.4-X^^4-Y^+etc.==o.
au dv dx djr ^
Multiplions ces équations respectivement par \y \, . . .
X^^.„ et ajoutons, en ayant égard aux équations (^',) : il
vient
_- ^ du ^ ^du r,du ,
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c est-à-dire, que nous retombons sur la première de& équations du systènie propose, et Ton prouverait de même que toutes les autres équations sont vérifiées.
*^ 2. De rintëgration de» équations non linéaires du^ premier ordre^ à trois variables.
532. La méthode exposée pour Tintégration des équations linéaires du premier ordre a été étendue par La* grange aux équations quelconques du premier ordre, mais à trois variables seulement. Soit
une équation de cette forme , que nous différeittierons successivement par rapport à chacune des variables iodépendantes ^^j^, en ayant égard à TéquatioD de condition -f- = -j- : il viendra fùv dy
" dz dx dp dx dq dj-^
" dz djr dp dx dq dj^ et si Ton y joint Téquation identique
df df df dz df dz ,^,
^dp'^'^Tq—TpTx "^ l^Ty' ^-^'^
on aura un système de trois équations entre les variables itidépendantes x^j et les trois variables 2, /?, q^ considérées comme fonctions des deux autres : système de même forme que le système (A) du n^ précédent. Ainsi l'intégration des trois équations aux différences partielles (yi) et (y^) dépend de celle des quatre équations différentielles ordinaires r df <lf\à<JO df r df df\dY df f.
On tire de ces quatre équations
ce qui doit être, puisque les variables x,j, z, p, q sont liées par l'équation (/). Dès lors il suffira de prendre les trois équations {g) çt {g,\ qui ne contiendront que les variables x,j, z, p, après qu'op y aura rais pour q sa valeur en x, 7, z,/?, tirée de l'équation (/). SI nous désignons leurs intégrales complètes par ft(^xr»2,/')=«o f.{x^,Zyp)^a,, U{x,x,z,p)^a,,(h) le système (g) et (g,) aura pour intégrales générales l'équation proposée (/), combinée avec les suivantes
^.(fof.,f3)=o, <&.(f.,f.,f3)==o, (H)
dans lesquelles 4>,, <I», entrent comme caractéristiques de fonctions arbitraires. Mais la généralité de cette solution doit être restreinte, en raison de ce que les fonctions p^ q sont tenues de vérifier les équations aux différences partielles
dz dz '
ou l'équation aux différences totales
dz ^=^pdx + qdy^ n\
533. Des équations (/) et (A) on peut tirer les expressions de x,jr,p,q en fonction de z, a^.a^, a^ , ou <^e z^ f, , fa , fa; et si l'on chasse x,^, ^, q de l'équation [i), on aura la relation entre f„ f^, fg, à laquelle doivent satisfaire les équations (H), pour pouvoir être regardées comme des intégrales de l'équation proposée.
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Or, lorsque l'on considère x, y^ />, q comme des fonctions de z, f i , f2 , fa , Téquatiofi {i) devient
Mais, en vertu des équations (^), l'on^ a
dx dy ,,,
ce qui réduit l'équation précédente à
P.rff,+P.rff. + P3rff3 = o, (/)
qaand on pose , pour abréger,
^ dy ^ dx dy ^ \
dx dy / w
On a aussi
d», \t dz ^ dzj dp dx^ dg dy
dz d(^ dz ' rff , dz' di^
r dp dx dq dy\
~\dr;'^'^dr/'^J'
ou plus simplement , en vertu de l'équation (k)j
dP, dp dx dq dy / dp dx dq dy\^
'l^~TzW,'^Tzdf~\^,'Tz'^lî,'di^^
et si nous substituons dans le second membre, pour dx dy dp dq
-r^ :r-' :r' ^' dz dz du dz
leurs valeurs données par les équations {g)^ (gi) et {^2)? en posant en outre , afin de simplifier l'écriture.
il viendra
np-^nq-^^
dz~ dz P Wrff. d/df, ^dpdU dq'dfj
Mais on a identiquement^^=: o , après cj^u'on a substitué
dans f^ pour x^jj p^ q leurs valeurs en 2, fi, fa, fa,
qui satisfont à la proposée : *donc l'équation précédente
se réduit à
1 dP^_ i df
et par la m^me raison Ton a
I rfP. i df 1^ rfPa _i d/
¥ldz— VTz V^^lk~ VTz' d'où, en intégrant et en désignant par Fi, Fa, F3, des fonctions de f| , fa , fs , qui ne contiennent plus z,
P.=F,e-^"** , P.=F.éJ^'* * , P,=F,é?'^'' * •
En conséquence l'équation (/), équivalente à (/), se réduit, après la suppression du facteur commun, à
F,rff,+F.rff3 -|-F,rff3=o, (/i)
Lorsque les fonctions fi, fa, fa auront été déterminées par les équations (A), les fonctions Pi , Pa , P3 seront connues, en vertu des équations (/n);et par la suppression du facteur commun en ^, dont on vient de démontrer I existence ^ on connaîtra de même la composition des fonctions Fi , Fa , F3 en f i , fa, f^. Cela posé, l'équation aux différentielles totales {ri) s'intégrera toujours [5^4] par le système de deux équations renfermant une fonction arbitraire de l'une des quantités fi, fa, fa» et la dérivée de cette fonction arbitraire. On aura ainsi le système de toutes les intégrales particulières, ou l'intégrale générale de l'équation proposée.
Mais on peut y arriver aussi d'une manière plus
rapide : eu effet , l'équation fi^^=ai est évidemment une tolutiôh particulière de l'équation (n) ; k résolution de cette équation , oii à, désigne une constante et f| une fonction connue de ^,7", z,p, donnera
et ensuite on aura , par l'équation (/),
Ces valeurs , substituées dans la formule (1), rendront le second membre une différentielle exacte, puisqu'elles doivent conduire à une solution de l'équation proposée. Si donc on intègre par la méthode connue [SgS] l'équation
on obtient une équation de la forme
Ojt étant une autre constante introduite par la nouvelk^ intégration ; et Cette équation qui renferme deux constantes arbitraires , satisfait à Tintégrale proposée dont elle est une intégrale particulière.
Donc l'équation
F(x,7y2,û,,'GJa.)=o, ^ [xi]
oîi ti est employé comme caractéristique de fonction arbitraire, est aussi une intégrale de la proposée, qui se trouvera pareillement satisfaite si Ton détermine ai en fonction de Xy jy z par l'équation
Conséquemment le système des équations (tJ) et(tr) représente, à cause de la fonction arbitraire tJ qu'il renferme, l'intégrale générale de la proposée; et Ton en déduira chaque intégrale particulière, par l'élimination de ai entre ces deux équations, après qu'on aura particularisé la fonction aAitraire 'd.
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Il est visible , quand on se reporte à la théoriie de 1 enveloppement des surfaces [livre IV, chap. VIII], que réquation {p) est celle des surfaces enveloppées qui ont la propriété de satisfaire à la proposée; tandis que les surfaces enveloppes qui y satisfont d'une manière plus générale, à cause de l'indétermination de la liaison établie entre les deux paramètres variables de l'enveloppée, sont représentée» par le systènne des équations (isi) et
Les familles de surfaces, caractérisées par des équations aux différences partielles du premier ordre^ à trois variables, se distribuent donc essentiellement en deux groupes. L'un se compose des surfaces dont l'équation différentielle caractéristique Ht linéaire par rapport aux coefficients p^q : en sorte que l'intégrale générale est donnée par une équation unique comprenant une fonction arbitraire , et que la surface est définie par le mouvement d'une ligne génératrice qui peut varier de forme en même temps qu'elle se déplace. L'autre groupe comprend les surfaces dont l'équation aux différences partielles n'est plus linéaire : d'où il résulte, d'une part, que l'intégrale générale est donnée par le système de deux équations où entrent à la fois la fonction arbitraire et sa dérivée; d'autre part, que les surfaces qu'elle représente peuvent être considérées comme autant d'enveloppes. Selon que les équations différentielles simultanées, à l'intégratron desquelles on ramène celle do réquation proposée aux différences partielles, ont ou n'ont pas d'intégrales alg^ébriques , les lignes génératrices ou caractéristiques sont ou ne sont pas des courbes algébriques : mais cette circonstance accessoire ne change rien à la distribution dont nous parlons.
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535. Appliquons l'analyse qui précède à Téquahou aux difFérences partielles
qui est [â6i] celle des surfaces-canaux, à section circulaire constante : l'équation (gi) devient pour ce cas
et, par sa combinaison avec la proposée, dp R*dz _
p '^ zÇK'—z'') — ''' équation dpnt l'intégrale est
a^ désignant la constante arbitraire. La proposée donne ensuite
et la formule (J) devient
zdz , . ,
d'où, en intégrant et en désignant par ^ une nouvelle constante arbitraire,
— |/r* — »» = ow? -i- l/ni^.j -h p.
Si nous changeons de constantes , comme cela est permis, en posant
réquation précédente prendra la forme
,i + a* ' et elle appartiendra au cylindre droit, qui fait fonction d'enveloppée développable pour les surfaces-canaux, a section circulaire constante.
536. Il ne sera pas inutile d'indiquer quelques cas particuliers où Ton peut arriver à l'intégrale plus rapidement qu'en suivant la méthode générale. Soit , par exemple ,
l'équation proposée qui appartient à une famille de surfaces développables [2^5 et !&66]^ caractérisée par la forme de la fonction donnée n : on a
et en intégrant par parties ,
z == xUq 4- qy —f{xU!q + y)dq.
Pour que l'intégration indiquée soit possible , il faut
poser
et alors on a
Donc le système des équations
z=^xYLaL -i-a/ — ça, xTL'a -|- j=:îp'a, renfermant l'indéterminée a, la fonction arbitraire f et sa dérivée 9', représeute l'intégrale générale de la proposée.
Soit encore l'équation
on pourra poser
/(p^)=a=%,^), d'où
L'intégration par parties donne
quand on pose , pour abréger,
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Donc rintégrale ' générale consiste dans le système des deux équations
cil f désigne une fonction arbitraire.
Enfin , si Ton avait l'équation
sa forme indiquerait qu'elle admet pour intégrale particulière l'équation
a , p désignant des constantes arbitraires : donc l'intégrale générale est donnée par le système
z = 9a.e""*'âî o=:^'a + (x — ^ )ça«
537. Nous avons exposé la. méthode de Lagrange pour Fintégration des équations aux différences partielles du premier ordre , avec les perfectionnements <]u'y a apportés M. Jacobi. Lorsque l'équation n'est pas linéaire par rapport aux différences partielles, et que le nombre des variables indépendantes surpasse deux, l'intégration générale de l'équation aux différences pa^ tielles se ramène encore, mais par des procédés plus compliqués y à celle d'un ou de plusieurs systèmes d'équations différentielles ordinaires. On peut consulter le mémoire de Pfaff dans le volume de l'Académie de Berlin pour i8i4, le Journal de mathématiques de M. Crelle, T. II et XIII, et celui de M. LiouviUe, T. III, oïl se trouvent consignées les récentes et belles recherches de M. Jacobi sur ce sujet important, qui sort du cadre •des éléments.
* CHAPITRE III
D£ L'ilTTÉGRATIOir ^ BIT TEEMES FINIS, BBS EQUATIONS AUX DIFFERENCES PARTIELLES DES ORDRES SUPÉRIEURS, A TROIS VARIABLES.— REMARQUES SUR LES INTEGRALES SINGULIÈRES ET SUR LES INTÉGRALES PARTICULIERES DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES.
5 1^'. De rintëgratîon y en termes finis, des ëquations aux différences partielles do second ordre , à trois variables.
G>nsidéroDS d'abord l'équation du second ordre
linéaire par rapport aux dérivées du second ordre r^ Syt: R, S, T, y désignant des fonctions quelconques des variables x^/yZ et des dérivées p^q. L'élimination de r,/, au moyen des équations
dp = rdx -h sdy-y dq = $dx + tdfy (a)
donne
^dpdy + Hdqdx — \da:dx = s (Rrf/'— Sdxdf + Trfr») . * Posons séparément
Rrf/7rf7 + Tdqda; — Vdydx = o , <*)
Rrf/' — &irrfr+T4atr»=o; (c)
joignons-y
dz z=, pdx ^ qdy '^ (rf)
et admettons qu'on puisse satisfaire à ces trois équations entre les cinq variables ^,./, 2, /?, gr, par des équations de la forme
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réquation
. f.=<pf. if)
satisfera à la proposée dont elle sera une intégrale du premier ordre; et, à cause de Tindétermination du signe 9, cette intégrale aura toute la généralité qu'elle comporte.
Pour établir cette proposition , mettons l'équation (c) sous la forme
et désignons par^', l'une de ses racines : l'équation (b) devient
Ry . «^ + Wj — vy , «& = o . (i.)
Les équations (e) ont pour dérivées
dt\ . rff. , d(, , df^ . </f. j
dÛ'^+Tr'^r+^^dz+^^dp+^dç^o,
ou bien, en remplaçant efy- p&rjr\dx, et en chassant dz,dq, au moyen des équations {d) et (^i),
Os demièi*es équation§ doivent être identiques, puisque , par hypothèse , les équatious (e) vérifient le système {b)y (c)j (d); et ainsi l'on a séparément
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d(. ,di, , ,.dï, vy, «ff. ,
dp T dq~ ' df, jdf, , ,.df, ■\y, df,
d{._^ ^»-' . dp 1 'dq~
D'autre part, l'équation (/) donne
df,, df,. dr,. df,, df,_, ^d. + ^djr+^dz + ^^dp+^dq
/df, , df^ , df,, df, , df, , \ ,^
et œlle-ci , quand on y met pour
dz ^',^,^,^ ' dx dp dx dp
leurs valeurs tirées des équations (d) et («'), devient
^y,dp-i.Tdq^\y,dx=cdx—f,da^, (g)
en posant, pour abréger,
Remettons dans Téquation (g) pour dp, dq leurs valeurs tirées des équations (a), et nous aurons
Puisque les variables x^j sont indépendantes, il faut qu'on ait séparément
R7>+T;f— V/'. + Oy.^o, Ry,5 + Tr— *=o . Mais de là on conclut que Téquation {g) satisfait à la proposée, quelle que soit la forme de la fonction <p qui n'entre que dans ^; car, si l'on tire des équations précédentes les valeurs de r^t en fonction de j, pour les
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substituer dans la proposée, ^ disparait, et il reste
/(Ry.-Sy.+T) = o, équation identique , puisque y'i désigne une racine de l'équation (ci).
539. Pour éclaircir ce calcul par quelques exemples , supposons d'abord que les coefficients R,S,T se réduisent à des constantes, et qu'on ait y::=o : les racines de Féquatton (ci) seront aussi des nombres constants mum%\ en employant la première racine, on aura pour intégrales des équations [c) et \h\
d'où l'on conclut que la proposée a pour intégrale première
Km^p + Tq = 9, (r — w,ar) .
L'emploi de la racine ni^ donnerait de même
T A cause ik la relation nigm^=^j ces deux intégrales
premières peuvent être mises sous la forme
p+m,q=^^^fr(jr—m^\p+m,q=:r^^ (h)
et Ton en déduit
en posant , pour plus de simplicité ,
VkniJ^m^—m^ ^ ^ ^ RmJ^m^ — m^) ^^ .
Si l'on substitue ces valeurs Aep,f dans l'équation {d)^ il vient
dz=idy—m^dx) . <f{y~m,x)—(djr—m^dj:) • Mj"—^^) 1 d'où, eu intégrant et en désignant par 4»,^ les fonctions
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qui oni pour dérivées les arbitraires 9 et — j^^
Les deux fonctions arbitraires qui entrent dans cette intégrale de la proposée, lui donnent toute la généralité qu elle comporte.
Soit
la proposée devient
et elle a pour intégrale complète
L'équation (i) qui exprime la loi des vibrations transversales d'une corde élastique , et celle de la propagation du son dans un tuyau cylindrique , est la première équation aux différences partielles dont ou ait trouvé rintégrale générale. Les recherches des géomètres , à propos de cette équation, sur laquelle nous reviendrons dans les chapitres suivants, ont fondé la physique mathématique , et créé une branche nouvelle de l'analyse. Si le terme Y n'était pas nul, et s'il renfermait seulement la variable indépendante x^ on serait conduit à ajouter aux premiers membres des équations (A) le terme
— n /Vâfr, et à la place de l'équaticm (/) I'cmi aurait
540. Cette analysl demande à être modifiée, dans le cas cil le terme V contient à la fois les deux variables Xyjr^ et dans celui où les racine^ mi,m^ sont égales; ce qui fait que les deux fonctions arbitraires ^^ se confondent en une seule, et que la valeur de z n'a plus la
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généralité requise. Ck)nsidérons d'abord le premier cas : nous aurons pour Tune des intégrales premières
L'intégrale y V^ est prise dans l'hypothèse où l'on a dy — m^dx^=zQ^ d'où j — iw^=a,; en sorte cju'il faut d'abord substituer dans Y cette valeur de^, intégrer ensuite par rapport à x^ puis remettre pour ai sa valeur^ — myX; ce qui donne
f étant une fonction connue , qui se tire de V par une simple quadrature.
La valeur de p^ substituée dans (d) ^ donnera donc dz:=q {dy — m^dx) +f (x^ — m^).dx + <p (j — m^).dXi équation qui s'intégrera si l'on peut intégrer conjointement les deux équations différentielles ordinaires
dy — m^dxzzizo , dzz=i[f{x,y—m^) +^(r — m^x)] dx .
La première donne
au moyen de quoi la seconde devient
et elle a pour intégrale
^ désignant une constante arbi traire, -^^ une fonction arbitraire, et F une fonction connue, qui se tire de /au moyen d'une quadrature. L'intégrale de la proposée sera Pa=^a2,oîi il faudra substituer pour ao, pa leurs valeurs fournies par {k)y{rn) : or, cette substitution donne z=V{x,y — m^)+^{y—m^)-^W{j—m^) .
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541. Passons au cas d égalité (les raciqes miy-m^^ et, ' pour simplifier, prenons V=:o : on a, en supprimant les indices qui deviennent inutiles ,^ — /72a:=a, dy"==:nidxy P'\-mqz=ifSf{y — /7ij;)==<pa, et l'équation [d) devient 1
dz=iz(fa . djc , d*où z — ^<pa= p ; |
en sorte que la relation p=:<j^a donne pour l'intégrale
2 = 0:9(7 — ma:) -4- + (7 — ^^) i («)
et comme Tes fonctions arbitraires 9, 4^ ne se confondent plus, cette intégrale a la généralité Requise. Ceci s'applique à l'équation [sàSi]
B»r — 2 ABj -h AV = o , qui est celle des surfaces réglées dont la génératrice reste constamment parallèle à un plan directeur kX'\-By=o : on a pour l'iutégrale complète z =x^ (Ax -hBj) -i- ^.{Ax + Bj) .
Les mêmes surfaces ont pour équations aux diffé^> rences partielles, quand le plan directeur est celui desx;;*,
yV — 2pqs +p*t = o .
Les équations (c) et (A) deviennent alors
pdx + qdy -^idz = o , qdp — pdq z=z o ; on a, en les intégrant, z=aiyp=:^q; ce qui donne pour intégrale première de la proposée p=q<^z. Afin de passer à l'intégrale seconde, on substitue cette valeur de /> . dans l'équation (âQ, et il vient
dz = q(fz . e£r -h djr) , formule dont l'intégration se ramené à celle des équations différentielles ordinaires
rfs tr=: o , <pZ , û£p + rfj = o .
Mais celles-ci ont pour intégrales îma, ,.rq>a,-j-/zz=fi,; ce qui donne pour l'intégrale seconde de. la proposée,
x<fz+x=z^z . (o) ^
T. II. l5
542. Snfin nous avons trouve [2 5o] pour l'ëquatiou aux difFérences partielles qui caractérise l'ordre des surfaces réglées à directrices rectilignes,
x^r 4- 7,xys +7*/ = o .
Les équations (c) et (U) deviennent, dans ce cas,
xdy — ydx:=-o ^ xdp -\- ydq •=. o ^
et elles ont pour intégrales^ = oo:, /?-j-agrzz=p, d'où
l'on tire
pour l'intégrale première de la proposée. En substituant, comme à l'ordinaire, la valeur de/? dans l'équation {d\ on a
flte = !pK j . dx + q(dy — ^ d3c\ \
ce qui conduit à intégrer les équations difFérentielles
xdy — ydx=,o , dz — <? ( - ) • ^^ == o .
L'intégration àoxmey=aiX^z — ^^(pai=pi ; et l'on trouve, en conséquence, pour l'intégrale seconde de la proposée,
On peut remarquer l'analogie de forme des équations {n)y (o), (/?), qui toutes trois rentrent dans le cas d'égalité des racines de l'équation (c^).
543. La méthode exposée ci-dessus, d'après Monge, et dont nous venons de faire diverses applications, tombe en défaut lorsque le système des équations {b)^{p\ (d)y dans lesquelles entrent, en général , les cinq variables x, /, z, /?, Çj et qu'on ramène par l'élimination à une équation différejitielle entre trois variables , ne satisfait pas aux conditions d'intégrabilité. Soit, par exemple.
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I equatiou proposée
les équations (c) et (é) deviendront, pour mi=± i,
dyzj^dxzzzo ^ dp-j^dq ^ -^^ •
mais 9 quel que soit le signe adopté, Téquation en dp^ dqy dx ne satisfait pas à la condition d'intégrabilité[523]. Cependant l'équation {g) a pour intégrale en termes finis
^=^{3r+x) + '^{jr—^)—x[^'{y + x)—^\y—x)] , comme on s'en assurerait aposteriori; et là théorie de la construction des équations aux différences partielles montrera que cette intégrale a toute la généralité requise, à cause des deux signes de fonctions arbitraires f,^.
§ 2. De Tintëgration des équations linéaires aux différences partielles, à trois variables et d'un ordre quelconque.
544* Parmi les équations aux différences partielles , d'un ordre plus élevé que le second, nous nous bornerons à considérer ici Téquation linéaire à trois variables
A3iC, . . . G.H désignant des coefficients constants. Prenons zzzrtp (^-^mx) : il viendra d^ z df^z
__ _;„«y(»)f^_,.;^)^____OT»-. <pW(jr+;„j.), etc. ;
et l'on satisfera à la proposée, pourvu que la constante m soit une des n racines m, ,m',...m^, de l'équation al-
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gébrique
Aw« + B/n«-' + C/n"~» + ...... +G/w -|- H=o . (r)
Doue on pourra prendre , à cause de la forme linéaire de la proposée,
2==?i(r+'w.j:) + cp. ( j+/Wa^) + + (pn ir+^n^) ,
<Pm ?a- ?/i étant employées comme caractéristiques de fonctions arbitraires distinctes. On s'assurerait d'ailleurs que cette valeur de 2 a toute la généralité que peut comporter l'intégrale de l'équation proposée.
545. Il n'en serait plus de même si l'équation (/') avait des racines égales, par exemple, /w,=7W2, car alors les deux fonctions cp,, 9» se confondraient en une seule: mais si l'on pose dans ce cas
on a
^;j:::j^==/72.«-'[cp/«)4.j;ç.(«)] + (« — 0 etc. ;
en sorte que la substitution dans la proposée donne
et il devient évident que cette valeur de z satisfait à la proposée, puisque, par hypothèse, m, est une racine double de l'équation (r). Donc pn peut preodre dans ce cas
le nombre des fonctions arbitraires distinctes restant à H.
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§ 3. Refnarques sur les intégrales singulières et sur les intégrales particulières des équations aux différences partielles.
546. Considérons une équation aux différences partielles du premier ordre
délivrée de radicaux et de dénominateurs : et soit
une solution de cette équation , dans laquelle n'entre pas de fonction arbitraire , et qui peut être, ou une intégrale particulière, ou une intégrale singulière. Si c'est une intégrale particulière, il sera permis de représenter l'intégrale générale par
ç désignant une fonction de Xyj, a, qui lie s'évanouit ni ne devient infinie quand on y fait e=:o [477]- En substituant dans la proposée, on trouve, pour déterminer la partie de ç indépendante de la constante e, l'équation
^ dz dp dx dq dy ' ^
dans laquelle les différences partielles
dz^ dp^ dq se rapportent à la valeur z = f(^,^). D'ailleurs on peut s'assurer que la partie de 9 indépendante de e doit renfermer le même nombre de fonctions arbitraires que la valeur complète def; en sorte que la considération de cette partie de ? suffit pour reconnaître la nature de la solution (f).
Cela posé, si la valeur z=i.î (^x^y) donne
df df ^ .
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sans qu'il en résulte
on ne peut satisfaire à l'équation (f^) qu'en prenant (p=o; de sorte que la solution (f), n'étant pas susceptible de se compléter comme l'indique l'équation (ç), constitue une intégrale singulière de la proposée.
Ainsi la recherche des intégrales singulières consiste à déterminer les valeurs de z en x^ y^ qui satisfont à la fois aux équations ( /) et (j), q^), en éliminant/;, g entre ces mêmes équations. Il faut, de plus, s'assurer que ces valeurs de z ne vérifient pas l'équation (z).
Appliquons ceci à Téquation des surfaces-canaux
on aura pour les équations (p, y), z^p:=zo^ z^qz=zo. On ne peut pas en tirer z=o, car la proposée ne serait pas satisfaite, et au contraire l'équation (z) serait vérifiée; mais les solutions /?=o, y=o, conduisent à Finlégrale singulière z'^ — R*=z=o.
Si l'on donnait une équation dii second ordre
le même calcul mènerait aux équations de condition (p, y), et en outre à
df df df , ,
de manière que l'élimination de /?, q, r, Sy l entre les équations (/?, y )i(/'^ j, Z) et la proposée donnerait une valeur de ^ en x,^, qui serait une solution singulière, pourvu que cette même valeur de z ne vérifiât pas l'équation (z). Si la valeur ( f ) vérifiait seulement les équations (r, s^ t)j on aurait, pour déterminer la partie de ^ indépendante de e, l'équation (?^) aux différences partielles du premier ordre , dont l'intégrale ne pourrait
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renfermer qu'une fonction arbitraire : en sorte que la solution ( f ) 9 n'étant pas susceptible de se compléter par l'adjonction de deux fonctions arbitraires , comme le requiert l'ordre de l'équation proposée , ne serait qu'une valeur particulière provenant de l'intégration d'une solution singulière du premier ordre.
On conclut de là que, si l'on trouve une équation du premier ordre qui satisfasse à la fois à la proposée et aux équations (r, s^ /), cette équation sera une intégrale singulière du premier ordre..
Soit donnée, par exemple, l'équation du second ordre
r-_(argr-7)(^/7 — ;^^^=o, '(3)
qui ne cointient, ni x, ni t : le système des équations (r, j, /) se réduit à
On satisfait à cette équation , ainsi qu'à la proposée , en faisant
équation du premier ordre, qui a pour intégrale
ç désignant une fonction arbitraire. Par conséquent cette dernière équation est une intégrale singulière de la proposée.
548. On peut aussi, dans certains cas, assigner des intégrales particulières à des équations aux différences partielles dont les intégrales générales ne sont pas connues, ou même ne pourraient exister sous forme finie; et les intégrales ainsi obtenues , quoiqu'elles n'aient pas toute la généralité requise pour la solution analytique ,
peuvent résoudre avec une généralité suffisante le problème qui a copduit à l'équation aux différences partielles. Admettons que cette équation soit du second ordre, de la forme f(/?, q^r^Sj e)=Oj de manière quelle ne contienne point les variables ^,^, z; et supposonsla en outre homogène en r^s,t: malgré ces restrictions, elle ne pourra s'intégrer généralement que pour de cer~ taines formes de la fonction f; mais si, parmi toutes les surfaces susceptibles de satisfaire à cette équation , on n'a en vue que les surfaces développables pour lesquelles p=Uq^ on pourra poser
s — tVL'q^ r=:sU'g = t{n'qy •
en sorte qu'après la substitution de ces valeurs de s et de r dans la proposée, qui est homogène en r, ^, /, la dérivée t s'en ira. Il restera une équation différentielle
ordinaire en q^Ug^ li'q , ou q jp ^^^ par laquelle on
déterminera la fonction n avec une constante arbitraire. L'équation /?=n^ étant ensuite intégrée, donnera une équation primitive avec une fonction arbitraire^ laquelle équation primitive caractérisera une famille de surfaces développables, jouissant de la propriété exprimée par la proposée.
Par exemple , l'équation du second ordre
{i'\rq*)r — tàpqs-\-{i'{-p^)t=iO ,
qui appartient aux surfaces pour lesquelles les deux courbures principales sont égales et de sens contraires [a8i], et dont l'aire est un minimum entre des limites données [Sgi], ne* comprend que les dérivées du premier et du second ordre, et elle est homogène en r, s, t. Si donc l'on cherche quelles sont,- parmi ces surfaces,
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celles qui peuvent se développer sur uo plan , on sera conduit à Téquation
{i ^ q*) dp^-^zpqdpdq + {i'^p*) dq* =:0 . (4) Pour l'intégrer, on fera j9 =:/wgr-|-/i, w, /i désignant des cofistantes, et il viendra i ^-/;^^^-/^'=o, ce qui donne px=^ mq^{i 4-m')T v/~ . (5)
D'ailleurs les équations ^=a, q^=zb satisfont aussi à réquation (4)^^ conduisent à l'équation générale du plan
^ j8 =3ûa?4-i/-f-tf . (6)
En appliquant à l'équatiou (5) le procédé du n^ 536, on obtient une intégrale exprimée par le système
Mais il est impossible d'en tirer un résultat réel à moins de poser i-|-/w'=:o, <pa=:c,a — c, et alors on a simplement 2=c : solution moins générale que celle qui est donnée par l'équation (6), quoiqu'en apparence le système (7) ait une généralité plus grande, <i cause de la présence du signe de fonction arbitraire «p. Au reste, puisque les surfaces développablesont l'une de leurs courbures principales nulle, il est bien évident que l'autre doit s'évanouir aussi , pour satisfaire à l'une des propriétés géométriques exprimées par l'équation proposée; et qu'ainsi le plan seul, parmi les surfaces développables, peut fournir une solution réelle de cette équation.
* CHAPITRE IV
DE L INTiGRATIOir DES JÉQUATIOlfS AUX DlFFl^REirGES PARTIELLES PAR LES SÉRIES, ET EN PARTICULIER DE l'intégration DES ÉQUATIONS LINÉAIRES, A DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES, ET A COEFFICIENTS CONS- TANTS.
549. Le chapitre précédent a mis en évidence rîmperfection des procédés par lesquels on détermine, sous forme finie , les intégrales des équations aux diflerences partielles d'un ordre supérieur au premier, dans les cas peu étendus où cette, détermination est possible. D'ailleurs le problème de l'intégration n'est effectivement résolu que lorsqu'on a déterminé, d'après les conditions propres à chaque question, et sans les restreindre, les fonctions arbftraires qui entrent dans la composition des intégrales; ce qui est souvent impossible, même lorsque le signe de fonction arbitraire ne porte que sur des quantités réelles , et à plus forte raison lorsque les procédés d'intégration ont fait arriver sous ce signe des quantités compliquées de facteurs imaginaires. Aussi, quand les progrès de la physique mathématique ont exigé que le calcul aux différences partielles fut cultivé dans un autre but que celui de caractériser et de classer des familles de surfaces ^ les géomètres ont dû essayer de résoudre d'une autre manière les' problèmes d'intégration qui s'offraient à eux; et il était naturel qu'ils
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recourussent d'abord au procédé le plus ordinaire de l'analyse , à celui du développement en séries.
En général, soit une équation aux différences partielles de l'ordre n entre la fonction u et les variables indépendantes x^y^ Zj t^ etc. Prenons une variable auxiliaire 6, composée d'une manière quelconque en XyjTj Zy ty etc.: on peut supposer la fonction u développée en sériée de la forme
M s=a 06» H- 0,e«' •+ 0>» + etc. ; (8)
de manière que les exposants a, forment une suite crois* santé ou décroissante de nombres constants, tandis que les coefficients 8i sont &%% fonctions inconnues de va- i riables indépendantes, en nombre inférieur au moins d'une unité à celui des variables donjt u dépend. % l'on substitue cette valeur de u dans l'équation proposée, que l'on ordonne le premier membre suivant les puissances de 6 , et qu'on égale séparément à zéro les coefficients de chaque terme du développement, on aura une suite infinie d'équations différentielles ou aux différences partielles, dont chacune renfermera une variable indépendante de moins que la proposée , et si l'on parvient à obtenir les valeurs les plus générales de 9„a,, propres à vérifier cette suite d'équations, la série (6j satisfera, aussi de la manière la plus générale, à l'équation proposée. En prenant successivement pour 6 chacune des variables Xy jr, 2, t, etc„ ou des fonctions, différentes de ces mêmes variables, on peut assigner à u plusieurs développements distincts : bien entendu que ces développements seront illusoires, toutes les fois qu'ils ne conduiront pas à des séries convergentes.
Dans ces divers développements, les coefficients ©,, dé-terminés de la manière la plus générale^ pourront néau-^
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moins renfermer des fonctions arbitraires en nombres inégaux, selon qu'on aura choisi pour 6 telle des variables indépendantes, ou telle fonction de ces mêmes variables. Le nombre des fonctions arbitraires qui entrent dans la composition de ces coefficients ne peut pas surpasser iiy mais il pourrait être moindre. Nous établirons ce principe d'une manière fort simple en traitant de la construction arithmétique des équations aux différences partielles, et il se vérifiera sur les exemples que nous discuterons dans ce chapitre.
550. Ce que nous venons de dire sur le développement en série par la méthode des coefficients indéterminés^ a pour but de donner à la théorip toute la généralité désirable; mais ordinairement il suffit de recourir pour le développement aux théorèmes de Taylor ou de Maclaurin. Le& exposants a< suivent alors la progression des nombres naturels. Soit^ par exemple, Téquation
du du ^ S'
la formule de Maclaurin donnera
t /'du\ t* /d'u^ t^ /d^u\ , .
f j: étant ce que devient la valeur de u quand on y fait
fczo, et{-7^j désignant la valeur de la dérivée -jy-
pour la même valeur particulière t=io. En vertu de l'équation proposée, on a
^^)=<l^) =''<£) =«V-, etc.,
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moyennant quoi la série (i) devient
M = çx H .ç\r H ,Yx-\ ^ .<p'"^H- etc.
Mai« le second mçmbre de cette équation n'est autre chose que le développement de la fonction ç(^-j-a^) suivant les puissances de at: on retrouve donc de cette manière l'intégrale sous forme finie-
telle qu'on l'aurait obtenue par la méthode du n^ SaS. L'équation proposée laisse la fonction ç arbitraire, comme cela doit être.
Nous aurions pu développer la fonction u par le théorème de Taylor, suivant les puissances de t — fo» en laissant la constante 4 indéterminée, de manière à éviter l'exception à laquelle est sujette la formule deMaclaurin, lorsque le développement de la fonction suivant les puissances entières et positives de la variable cesse d'être possible. 9«r désignerait alors la valeur de la fonction {^ qui correspond à la valeur particulière t=zt^. Mais, pour la plus grande simplicité des calculs, nous ferons toujours usage de la série de Maclaurin : il sera facile de substituer, si l'on veut, aux «développements obtenus, des développements ordonnés suivant les puissances de la variable, diminuée d'une constante arbitraire.
Passons à l'équation
du cfu .« .
en développant l'intégrale suivant les puissances de /, et en conservant les mêmes notations que ci-dessus, on aura
d'où
ii=:<px+ -.ç"j:H .ç'^xH ç.ç^'x-t-etc. (4)
On ne peut plus, comme tout à l'heure, revenir de la série à une intégrale sous forme finie , du moins de la nature de celles que nous avons rencontrées jusqu'ici; mais 9 toutes les fois que la série est convergente, elle détermine la valeur de u en fonction des variables indépendantes .r, t\ et cette valeur ne dépend que de la fonction arbitraire <p qui doit être assignée dans chaque cas particulier.
Par un procédé absolument semblable on trouverait pour la valeur de u^ développée suivant les puissances de .r,
Les fonctions ^t^ tiJi^ restent toutes deux arbitraires, et désignent respectivement ce que deviennent les valeurs
de w, -j-, quand on y fait x-=: o.
Pour montrer que fes intégrales (4)$ (5) rentrent Tune dans l'autre, quoique la première ne renferme que la fonction arbitraire ^x et ses dérivées, tandis que la seconde dépend des deux fonctions arbitraires ^ty 'àt^ M. Poisson développe les fonctions ip^, t;^^ suivant les puissances de tj et il pose en conséquence
t f ^ k=: A+B — l-C hD 5 + etc.
trf/=A'-hB'-4-C' — -hD— ^ + etc.
L'équation (5) devient alors
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f(B + B'- + C— +C'-i,+ etc.) i^ I
-4- (C + C- 4- etc.) 4- etc.
Maintenant, si Ton désigne par ç^^ comme cela est
permis, la fonction arbitraire
A+A'-+B HB'-^ + C— f^— +etc.,
le second membre de Téquation précédente se confondra avec la série (4).
552. Le théorème de Maclaurin donne encore pour Tintégrale de l'équation
développée suivant les puissances de ty
j/=çtr+-. /(j^«trH • / j<fxdx*'\ 0/ / / Ç^2:</^+etc.,(7)
et sous cette forme l'intégrale ne semble dépendre que de la fonction arbitraire (fx qui représente la valeur de u pour ^ = 0. Mais il faut observer que chacune des intégrations, en nombre infini , indiquées dans le développement, introduit une^onstante arbitraire, et que le système de ces constantes, multipliées respectivement par des facteurs variables, équivaut à une autre fonction arbitraire. En effet Ton peut écrire :
f<^xdx^=i B -h A — h 9,07,
/r<px^^ = C + B - + A — + 93^, I I • 2
etc.,
A, B, C9 I>, etc. 9 désignant des constantes arbitraires, et (f^x, <f^x, o^x, etc., des fonctions qui s'évanouissent avec X. Par la substitution de ces valeurs dans la formule précédente, il vient :
Xt 3^1^ S(?^
t -h - . 4/,< 4- — . ^i^ H ^ . ^^4^ 4- etc
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Quand la constante A et le^fonctions 9,, ^, auront été assignées arbitrairement, toutes lés fonctions f,,^,) 939 ^31 etc., s'obtiendront par des quadratures. A est la valeur numérique de u pour le système de valeurs x=o, ^=0; A-j-Çx^F, A-|-J/x^ sont les valeurs de u en fonction de x et de tf qui correspondent, l'une à tero, l'autre à x=o, 553. Les équations aux différences partielles, traitées dans les n"* précédents , étaient linéaires : considérons maintenant l'équation (3) du n** 547,
/rf*z\* / d'z dz \f^^ * A
Km) ~Vd?'d^~^)\ji~ TT^j ~ "" '
à laquelle nous avons trouvé pour intégrale singulière ;8=(i+J7)97. (8).
Son intégrale générale, développée par la formule de Maclaurin suivant les puissances de x , est
H-etc. ;
et si on la développe suivant les puissances de j^, il vient
J3==yx4-- -+etc.; (0)
en sorte qu'elle dépend dans le premier cas des deux, fonctions arbitraires ^ , x;^ , et dans le second de la seule fonction arbitraire fj.
Si l'on considère l'intégrale , au point de vue géométrique , comme l'équation d'un ordre ou d'une famille de surfaces, on pourra dire que l'intégrale singulière (8) a autant d'étendue que l'intégrale générale donnée par la série (9) : car, pour particulariser l'équation (8), il faut se donner la courbe z = <p^ suivant laquelle la surface coupe le plan des ^2; et de même T. H. 216
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pour particulariser l'équalion (9), il suffît de se donner la courbe z = yx qui est Tintersection de la surÊice avec le plan des xz. Les deui. équations caraotérisent donc deux familles distinctes de surfaces , dans chacune desquelles les surfaces individuelles sont déterminées par des conditions de même nature et en même nombre.
554. Le développement des intégrales en séries , par l'emploi des formules de Taylor ou de Madauriu , ou par la méthode plus générale des coefficients indéterminés, indiquée en premier lieu, mène pour l'ordinaire à des calculs pénibles ou même inextricables, lorsque l'équation qu'il s'agit d'intégrer n'est pas linéaire, ainsi qu'on en jugerait d'après l'exemple du n* précédent , si l'on voulait prolonger le développement au delà du troisième terme. Au contraire , le développement de l'intégrale en série prend une forme aussi simple que remarquable , lorsque l'équation aux différences partielles est linéaire, à trois variables indépendantes, à coefficients constants, et quand elle ne contient pas les variables indépendantes dans un dernier terme , indépendant de la fonction et de ses dérivées partielles.
Désignons en effet par u la fonction , et par x,t\es variables indépendantes : si l'on substitue dans l'équation proposée la valeur
ii = Céî«+P', (C)
C désignant une constante arbitraire et a, p des paramètres indéterminés^ l'exponentielle et la constante C qui la multiplie s'en iront comme facteurs communs : il restera une équation algébrique
à laquelle devront satisfaire les indéterminées cl^ p , pour que l'équation (C) soit une intégrale particulière de la
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proposée. Celle-ci , à cause de sa forme linéaire ^ sera donc satisfaite quand on y substituera pour u la somme d'un nonsbre infini de valeurs psarliculières telles (]ue (C), ou la série
C,d««'+*»' + Cd»**+»»' -h C,^»'+Pi' + «t€., que nous désignerons ordinairement , pour abréger , par
et dans laquelle il n'y aura d'arbitraires que les coefficients C, a; les nombres^ se trouvant détermines en fonction des nombres a, au moyen de l'équation (f ). 555. Appliquons ceci à l'équation linéaire du premier
ordre
du d» .
i'équatknu (f)aura la forme ^z^aoL^b ; de sorte qu'oa satisfait à la proposée en prenant
Pour t^= o j celte série donne
Soit donc <fx uue fonction telle que , si on la développait en série d'exponentielles [if 4}» on aurait
la valeur générale de 2£aera, sous forme finie,
comme cela résulte par un changement de lettres de la formule (3) du n* Sag. f^ fonction 9 reste arbitraire , à cause de l'indétermination des coefficients C, a : elle sera déterminée, si l'on assigne la valeur de u en fonction de X, pour ^=0.
Quand on fait é=o, on retombe sur l'équation (ri). En général , si l'on a une équation auic différences partielles de la forme
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fa] désignant, pour abréger, un€ fonction linéaire des dérivées partielles de m, par rapport aux variables x,7, ^v- autres que t, où posera u=ife^% et Ton aura la transformée en <^
Soit l'équation du second ordre
l'équation (f ) devient p*=::a*a% d'où ces deux valeurs de p : p'=aa, p''=— «a. A chaque valeur de p correspondent deux séries distinctes, propres à vérifier la proposée, et qui en sont des intégrales particulières ; la somme de ces deux sériés compose l'intégrale générale
équivalente à l'intégrale sous forme finie
.u = ^{x + at)'^i/(x—at), (ii)
qui ne diffère que par le choix des lettres, de la formule
(a) du n** 539.
D'après, cette analyse, l'intégrale générale de la proposée doit s'obtenir sous forme finie et renfermer n fonctions arbitraires distinctes, lorsque f (a,p) se décompose en n facteurs linéaires p— (aa+i), et en partieulier lorsque la fonction f est homogène par rapport aux indéterminées a, P, ou lorsque l'équation linéaire aux différences partielles ne renferme que des différences partielles du même ordre [544].
Les deux fonctions arbitraires 9,1}; qui entrent dans Tintégrale (i 0> ^ déterminent sans difficulté lorsqu'on
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assigne deux fonctions^, £1;,. dont. la première repré-
du di
sente la valeur de u et la seconde celle de -7- , pour t=o.
Effectivement, d'après ces données, on a
ffx + ifX=fx^ c'a:— tj;'ar=- .fo.
Par l'intégration de la seconde de ces équations, il vient
car— i|Ars=- / fcrctpcssFx+c,
Fx désignant une fonction connue de x, et c une constante arbitraire.
De là on tire <pa7=^(/ar + Far-|-£?), iju?=-^(/jc— Fjp — c), et par suite
M==i^[/(^+flr) +f{x—at) \'Y{x+at)—¥{x - ai)], . ( ca) la constante arbitraire c ayant disparu. 557. Reprenons l'équation déjà traitée du d^u
pour laquelle l'équation (f) se réduit à P=a*. Suivant qu'où se sert de cette équation pour chasser les coefficients ^ ou les coefficients a, on a les deux développements
Si l'on développe la série (i3) suivant les puissances de r, il vient
a = 2.Ce^H — ,2.Ca'e«-* .S.Ca^e^-f-etc.,
développement qui se confond avec la série (4), quand
on pose 2. C^=çx, la fonction arbitraire ffx désignant
toujours la valeur de m, pour t=o.
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On trottveniit de même , en dévdoppaot le second membre de l'équation (i4) suivant les puissances de X :
Si maintenant on pose
trf/=2.CVp>^' — X-Ci/^tf»"', on retombera sur la série (5). Ponr monU^er qae les deux fonctions ^^ri sont arbitraires et indépendantes l'une de Tautre, nous ferons
d'oïl
i|*^z=Vf-4-II/, (i5)
tïjr=v/— n/. (i6)
A la place de cette dernière équation l'on peut écrire
tSV=V/— ro, (17)
ni* étant une fonction qni dérive de ri par une opération inverse de celle au moyen de laquelle les fonctions 1^^,11^, dérivent respectivement des fonctions V, H ('). On tire des équatioiiB (i5) et (17) :
(«) De réquation l.Ce^'=:Y^ on tire
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en sorte (fue, quelles que soient les fonctions ^^%i qui peuvent être choisies arbitrairement, les fonctions W, n, et par suite les séries 2. Ce^\ ï.C V" se trouvent tou* jours déterminées.
Si l'on avait développé la série (i3) suivant les puissances de Xy on aurait eu
ii=z=2.Ctf*'' + -.2.Ca^*'H .2.CaV-f-etc.;
et ce développement coïncide encore avec la série (5) quand on pose
mais alors les deux fonctions ^, xi ne sont plus indépendantes : on a entre elles une relation qui, suivant la notation ci-dessus employée, s'exprimerait par Trf^=^/, ou vi^t=^t; ce qui revient aussi à supposer nulle la fonction n dans les équations (r 5) et (17). Couséquemment la série (i3) doit être considérée, ou comme l'intégrale générale de l'équation (3), ou simplement comme une intégrale particulière, selon que cette série est conçue
n désignant un nombre positif et entier quelconque. On peut écrire par analogie
dn et, en Vertu de cette notation , remplacer les équations (16) et (17) par les ittivantes :
d'^Cvt—nt) ^.x ^ ,1 dei -^
Le calcul des différentielles et des intégrales à incKoèS fractionnaires, admis comme une conséquence du défeloppement deè fonctions en séries d'exponentielles, est l'objet d'un mémoire important de M. Liouville, inséré dans le ai® cahier dn Journal de l'École polytechnique.
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ordonnée suivant les puissances de t ou suivant les puissauces de :r : ce qui revient à déterminer les paramètres arbitraires qu'elle renferme, au moyen de la valeur de u en fonction de x pour t=o,o\x au moyen des valeurs de
a et de -Y- en fonction de t pour x=o.
Nous ignorons si Ton a remarqué cette singulière propriété de certains développements, de représenter à la fois une intégrale générale et une intégrale particulière. Cette remarque contredit même l'assertion avancée par mégarde par M. Poisson (*), que l'on peut développer la série (i3) de manière à la rendre identique avec la série (5).
Reprenons aussi l'équation
qui donne pour (f), ap=i, d'où
ii=2.0*'"^^ (i8)
et en développant suivant les puissances de t^
a=2.C^+~.2.C 1 .2.C— -i-etc.
Comme on peut poser ^0^=2. C^, il est évident que
ce développement rentre dans la série (7). Seulement^
quand la fonction 9 a été assignée, et que les coefficients
C,a sont par cela même déterminés^ tous les termes des
séries
G — -zuftfxdx^ 2 . — p z=i£f(^dx*^ etc., ot oc
se trouvent aussi déterminés complètement; en sorte que
les constantes arbitraires qui entrent dans les intégrales
(*) Théorie dt la chaleur^ p. iSg.
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ps^vdx^JJ<^dx^^ etc., sont elles-mêmes complètement déterminées. Par conséquent, la série (18) ne donne qu'une intégrale particulière de l'équation (6), et non pas une intégrale générale ou complète, comme ou le lit à la page 149 de l'ouvrage cité tout à l'heure. L'équation (6) serait également vérifiée si Ton prenait
ii== A sin (ow:+ ^t) -4- B cos {olx + ^t)^
pourvu qu'on eût entre les paramètres a,^ l'équation de condition a^-|-i=o. Donc on satisfera à Téquation (6) en posant
a=2J Asinf aa? J+BcosTaur j lî
mais ce ne sera encore qu'une intégrale particulière de la proposée ; et lors même qu'on écrirait
ii=:2,Asinra'd7. A+Z^^cosla^'x ^y
l'intégrale, ainsi qu'il est facile de s'en assurer, n'aurait pas plus de généralité.
559. En général, comme |es constantes arbitraires C, a, P peuvent être supposées imaginaires aussi bien que réelles, il est clair qu'à toute série d'exponentielles il est permis de substituer une série de sinus et de cosinus, et réciproquement. La nature du problème détermine la nature des fonctions qui doivent rester dans la solution finale, après qu'on a déterminé toutes les constantes artraires et fait évanouir les signes d'imaginarité.
Si l'équation (f ) était telle que les paramètres a, p ne pussent pas être réels en même temps, on serait par là même averti de la nécessité d'introduire dans la série des fonctions circulaires à la place de certaines exponentielles. Ce cas s'offrirait pour l'équation
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à laqaelie se réduit l'équation (lo) quand on donne à la constante a la valeur y^"^. On y satisfiiit en posant
u=2;.(A' sin ol'x + B' cos gt'x)^*'' + 2, (A" sin a"^ + B" oos a''jr)d— "'.
Désignons par j^ et par fjcz=-^. les valeurs de u cl de
du
— pour t=:= o : on aura
A*' sina^x^ B" cosa''j:)=^(/ar — Fjt — c
c indiquant une constante arbitraire; et quelles que soient les fonctions /^ F, mathématiques ou empiriques, pourvu qu'elles ne deviennent point infinies, on pourra, d'après les formules du chapitre XII du cinquième livre, déterminer tous les coefficients A',B',a'; A",B'>", de manière à satisfaire aux équations précédentes, au moins pour les valeurs de x comprises entre des limites données.
L'intégrale sous forme finie de l'équation (ig) serait, d'après la formule ( i !^),
F(a: + *|/C:7) — F(;r— ïl/ZIT)!
la caractéristique F ayant la même signification que dans les équations (ao); et cette intégrale devient illusoire, du moins pour le calcul numérique des valeurs de w, lorsque les fonctions /,F n'ont pas d'expressions algébriques dans lesquelles on puisse substituer les va-
INTIîGEATION PAR LI^S SERIES. 411
leurs x±i,{y^^ de manière à faire disparaître les signes d'imaginarité.
560. Les équations aux difTépences partielles, linéaires et à coefficients constants, s'appliquent surtout à des problèmes de mécanique et de physique mathématique, dans la résoltitton desquels il est permis de i>égiiger, à cause de leur petitesse, les produits et les puissances supërieimes de certaines quantités variables. Pour détenniner les fonctions arbitraires qui entrent dans les intégrales, il faut assigner les valeurs initiales de certaines fonctions dans Tétendue limitée d'un système matériel à une, deux ou trois dimensions : rien n'assujettit d'ailleurs ces fonctions à comporter une expression mathématique; elles doivent seulement, dans l'étendue du
.système matériel pour lequel elles sont données, conserver des valeurs déterminées et finies, parce qu'elles mesurent des grandeurs physiques, essentiellement finies et déterminées. Les formules du chapitre XII du cinquième livre, et toutes celles qui sont propres à représenter dans une étendue limitée une fonction quelconque, mathématique ou empirique, s'appliquent donc essentiellement au développement des intégrales des équations aux différences partielles, dans lesquelles les fonctions arbitraires doivent être déterminées d'après des données physiques. Au contraire, les développements en séries d'exponen-^ tielles ne sont applicables que quand les fonctions ar« bitraires initiales comportent une expression analytique; et alors, sauf l'exception résultant de la divergence des séries, ils représentent les fonctions développées pour toutes les valeu» possibles des variables.
561. L'équation la plus ample à laquelle on puisse appliquer ce que nous venons de dire sur la détermina «
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tion des fonctions arbitraires d'après des données physiques, est l'équation des cordes vibrantes [SSg]
dans laquelle t désigne le temps, x l'abscisse d'un point de la corde en mouvement, u l'ordonnée de ce point qui serait nulle dans l'état de repos, et a un coefficient qui dépend de la tension, du poids et des dimensions de la corde. Les deux extrémités de la corde vibrante ayant pour abscisses x-=-o et a;=/, et ces deux extrémités
étant fixes, les valeurs de £/ et de ^ sont nulles pour
x=Q et j:=/, quel que soit t : à l'origine du mouyement, et pour les valeurs de x comprises entre o et /, on a
«=/r, -j-= £r, les fonctions /i: , £r étant assujetties à la condition d'avoir des valeurs finies et déterminées»
On satisfait à l'équation (21) en prenant
ii=:2(A sin cuU + B cos acur) sin ou:; (aa)
et si Ton pose
/ désignant un nombre entier quelconque, on satisfait à
la condition que les fonctions m, -j- s'évanouissent poui'
xz=io e!i pourx=/, quel que soit t. L'équation (22) devient
U'=^lé[ A sin —j — h B cos -j- J sm -j- 1
et il ne s'agit plus que de déterminer les coefScients A, B en fonction de l'indice L Pour indiquer cette dépendance, nous écrirons A„ B/ au lieu de A, B.
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Or^ d'après les conditions exprimées, il vient
L'équation
du ^itu ,
qui se confond avec l'équation (3) quand on prend, pour plus de simplicité, a=i, a lieu entre la température u de la section droite d'une barre cylindrique homogène, le temps t et l'abscisse x de cette section, comptée de Tune des extrémités de la barre. On désigne par a un coefficient qui dépend de la conductibilité de la barre et de sa capacité pour la chaleur, par / la longueur de la barre ; et l'on prend pour zéro de l'échelle thermométrique la température (supposée constante) du milieu dans lequel elle est plongée. En conséquence il faut que, pour j2=o et oc=l^ on ait £/=o, quel que soit t. Il faut de plus que, pour £=o, u se réduise à une fonction fx^ arbitrairement donnée entre les limites 3c=Oy x=U^ et qui exprime l'état initial des températures de la barre.
On satisfait à l'équation (a4) P^r la série
c£ = 2.Â sin flLTtf-**"*'; (a5)
et si l'on prend, comme dans l'exemple précédent,
on aura teau compte des conditions qui se rapportent
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aux deux extrémités de la barre. Il suffira ensuite de faire
pour que la valeur de Uj qui répond à £=a, représente l'état initial des températures de la barre.
563. Dans les deux applications qui viennent d'être faites, on peut considérer les valeurs du paramètre a, données par la formule (23), comme les racines, en nombre infini, de l'équation transcendante sin a/==o: en général on a pour déterminer la série infinie des valeurs de a une équation transcendante, mais de forme plus compliquée et telle qu'on n'en peut déterminer que par tâtonnements les racines consécutives.
Supposons les mêmes données que dans le problème précédent, si ce n'est que la fonction u, au lieu d'âtre constamment nulle pour <r=:/, devra à cette limite, et pour toutes les valeurs de r, vérifier l'équation différentielle
du , , ^.
_ + Aii = o. (a6)
Ce nouveau problème se rapporte à la détermination des températures d'une sphère homogène, plongée dans un milieu dont la température est constante, et primitivement échauffée de manière que tous les points à égale distance du centre aient la même température. La variable X désigne la distance d'un point au centre de la sphère; la fonction u est le produit de la température dn point dont il s'agit par la distance x\ lest le rayon de la sphère. La condition d'avoir 2/=o, pour x=Oy quel que soit t, résulte de ce que la température du centre ne peut pas devenir infinie [4^8] t ^ iVxistence
de réquation (a6), dans laquelle h exprime un coefficient constant, est une conséquence de la déperdition de chaleur qui s'opère, par rayonnement et par contact, à la surface de la sphère.
La valeur de u sera toujours donnée par la formule (îS) : mais en vertu de l'équation (26), les paramètres a devront être les racines de l'équation transcendante
a cos a/^+ h sin a/=o, (27)
Admettons qu'on ait calculé ces racines : il s'agit de déterminer les coefficients A de manière que, pour ^=0, M se réduise à une fonction /r. assignée arbitrairement entre les limites x=.o^ x=l. Voici la méthode donnée par M. Poisson pour effectuer cette détermination, et pour démontrer en même temps que l'équation (a^) ne comporte pas de racines imaginaires.
564. Multiplions par sin ttjxdx les deux membres de réquation (2/1), et intégrons entre les limites x=o^x==l:
il viendra
ri
-M-^ =«y;sin«.^^. (a8)
L'intégration par parties donne :
ri . d'u, {du . V fi du ^
Jo dx \dx Jo Jo dx ^
I cos aar -^ oo? = u cos aa: \ + a I i^ sin (ixdXy
d'où
ri . d^u, \da . V .C^ ' j
Jo dx* [dx Jo Jo
Pour x=Of on a m=o, sin oorrro; pour .r=/, on a, en vertu de l'équation (26),
-r- sin or — au cos our = — u(h sin a/H- a cos a/), dx
quantité nulle à cause^ de Téquation (27). En conséquence réquation (a8) se réduit à
d,j usmaxdx
—i^^î — î = — a*a'/ Il si
sin dxdx^
el elle a pour intégrale
Il sin OLxdx == C^-***'',
C désignant la valeur de
Il sin OLxdxy o
qui correspond à t=Oj c'est-à-dire l'intégrale fx. sin OLxdx,
On aura donc, par rélîmination de la constante C,
I usin axdx = «-•***' / fx . sin OLxdx. (îq)
Si nous substituons dans cette dernière équation la valeur de u en série, donnée par la formule (a5), il faudra, pour l'identité, qu'il ne reste dans le premier membre que le terme correspondant à la racine a employée dans le second membre. En conséquence, pour toute autre racine s, numériquement différente de a, on aura
/ sin ax sin a!xdx= Oj (3o;
et l'équation (29) donnera simplement
Al an* axdx =1 J'x.sin oLxdx,
ou bien, après la première intégration effectuée,
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a/ — sin a/cosa/
d'où
a / fx . si
sinoo:^
M = 22 . -^ ; ; ^— sin or .d-**"^', f 3 1 )
a/— >sina/cosa^ ^ '
ce qui détermine complètement la valeur de m.
Il faut remarquer que, si a est une racine de l'équation (^7), — a en est une autre; mais on ne donnerait pas plus de généralité à la solution en tenant compte des racines négatives, puisque la somme de deux termes
Aj sin ar,e-«'«'' + A, sin ( — ûtr).e-«*«''
équivaut à
(Aj — A,) sin aar.«-«'«*'= A sin cuf.^-**"*',
le paramètre a ne devant plus recevoir maintenant que des valeurs positives.
565. Au moyen de l'équation (3o) on prouve, comme nous l'avons annoncé, que l'équation (27) n'admet point de racines imaginaires. Soit en effet a={jt.-|-v l/HT une racine imaginaire de l'équation (27) : Celle-ci aura une autre racine imaginaire conjuguée a'={jt. — ^v|/II7; et l'équation (3o) deviendra, après les transformations ordinaires,
i / [sin'fix(««^ + ^-*')'+cos*p?(e»*-^«^»*)*]rf:F===:o,
équation impossible^ puisque tous les éléments dé l'intégrale qui en constitue le premier membre sont essentiellement positifs.
On trouve en effectuant l'intégration :
' . . f . sin(a — (i')l sin(a + a')/ sm oursin aaYLr= ^ ^ ^ — - — ^
a'sina/cosa7 — asina7cosa/
= l^FI^' • (3=»)
Comme a, a' désignent des racines de l'équation (ay), le numérateur de cette dernière fraction est nul ; et l'on vérifie ainsi l'équation (3o), déjà démontrée par un raisonnement indépendant de la forme particulière de la fonction soumise au signe/i
Pour a-=a^ le dernier membre de l'équation (3îi) se présente sous la forme ^, et sa vraie valeur, trouvée par la méthode ordinaire, est
a/ — sina/coso/ ^i '
comme on l'a obtenue en calculant directement l'intégrale y^' sin ^oLxdx.
566. Faisons dans l'équation (3 r), ^^=:o : la fonction u devra se réduire kfx entre les limites x=o,x=i^ et l'oii aura, en remplaçant pour plus de netteté sous le signe d'intégcatioB la variable x par une variable auxiliaire ^,
/^=22.-*7-^ — ; r >.sina:r.
•^ eu — sm ail cos al
Ce sera une nouvelle formule de développement de la fonction fxj analogue à celles du chapitre XII dn cinquième livre, et aussi rigoureusement démontrée, quoique d'une manière indirecte. Les formules de cette espèce peuvent être indéfiniment multipliées comme les équations linéaires aux différences partielles auxquelles elles correspondent; maïs elles ne peuvent être erapbjées avec sécurité qu'après qu'on a établi rigourensement la convergence des- séries qu'elles engendrent.
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567. S'il y avait trois variables indépendantes x^y^t dans l'éqùation aux différences partielles y linéaires et à coefficients constants, on pourrait prendre pour intégrale particulière
et l'on aurait entre a, ^^y une équation de condition
qui laisserait deux de ces paramètres indéterminés. En conséquence on pourrait prendre pour intégrale générale
le double signe 22 indiquant qu'il faut combiner successivement toutes les valeurs possibles de a avec toutes les valeurs possibles de ^. La valeur précédente de u subirait des transformations analogues à celles qui ont été exposées dans le courant de ce chapitre, à propos du développement des fonctions de deux variables. Mais en général de tels développements, quand le nombre des variables indépendantes surpasse deux, sont inapplicables à cause de leur prolixité. Il faut substituer alors à l'emploi des séries infinies celui des intégrales définies, et cette substitution sera l'objet du chapitre suivant.
>^%^^m/%^tài^%^^m^^wm<* ^^^^9^^0^^^%^*^ «.'%<%•«<•'
* CHAPITRE V
DE l'iNTÉGRA^TION DES EQUATIONS LlNÉiilRES AUX DIF- FJÊRENGES PARTIELLES , PAR LE MOTEN DES I1VT<- GRALES DIÉFINIES.
Nous avons trouvé [55 1] pour Tintëgrale de
l'équation
du d*u
dt dx la série
«==9^4--.©''^^ .9'^arH 5. ©"or Hh etc.: (2)
cette série à son tour est susceptible d'être sommée ou exprimée sous forme finie , par une intégrale définie. En effet, d'après les formules connues [4o3]
tf — »rfa> == v/« , {a) j e— *a>»M-'£fo) = o, (*)
r* , ,,. 1.3 y— « l'équation (2) prend la forme
, .- 1.3. 5... (21 — i) _ fs
l/^ir^— odL i-^ 1.2.3 ^
H- ^ =-^. ?'^^ + etc. er^diù
I /** ==—=./ 9(^ + 2wv/F)c-^dw. (3)
On aurait aussi
u = -^ • / ç(ar — 2<d|/'F)tf^*'Vft),
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et par conséquent , •
En mettant l'expression sous cette forme, on voit mieux qu'elle s'applique aux valeurs négatives de t comme aux vaileurs positives : les termes* affectés d'imagiiiarité, pour t négatif, se détruisant mutuellement sous le signey*; et en effet rien n'empêche de donner à t des valeurs négatives dans la série (a) , d'où l'expression (3) est dérivée.
Celle-ci se tire encore très-simplement de la formule
car l'équation (a) donne, quand on y remplace îù par w — al/7,
/oo
d'oîi
I /** ef^^t,^ I C— »*'+-ata«l/'7rfû), (4)
et par suite
V^ic J — 00 formule qui coïncide avec (3) lorsqu'on remplace, comme cela est permis,
2 . Cc*(« -H ««W^D par <p(a: rh aw V^J). Pour l'emploi dé cette formule, la fonction 9, quoique arbitraire, doit cependant être supposée telle que le produit ç (x-|-2wl/7) ^'"** s'évanouisse pour ci)=±oo , quels que soient t et j;, afin que l'intégrale conserve toujours une valeur finie. Au moyen de cette restriction on peut reconnaître , par un. calcul direct , que l'équation (3) satisfait à la proposée.
(tu dxdt
(tlL
il/ O
<//. = ^-^-7^ -, / ' (t — w)'-'J«drfa).
En effet , l'intégration par parties, répétée i fois, donne f{x — îùy-^t^iùdfùz=.{x — cd}*-"9,û) + (ï — i){x — <«>)'-*<p,w -f(/— l)(ï— 2)(a: — w)"^<p3w+...4-(«— 1)(«— 2).,.3. 2. i^.w; à la limite cd=o, toutes les fonctions <p, a> s'évanouissent en vertu de la définition; à la limite w=j?, tous les termes du second membre qui ont x — a> pour facteur s'évanouissiçot aussi, et Ton trouve pour ^^x la valeur écrite plus haut. Le même calcul s'applique à la fonction ifit.
Il viendra , en conséquence de cette transformation ,
. , XZ X Z X Z \
"^jfo L^-*- (ly- -+--(1:^ + (i.a.3)- +«<^-J?«^
Ëo. dé$igQ«iit toujours par i un nombre entier positif 9 ona[4o4]
I . . , 1.3.5. . .(21 — ï) ic 1.2.0. . .ae
ou
iijo
sin'Wa.
On peut donc mettre la première partie de la valeur de u sous la forme
-AI ( 1+ sm*a-| X — rsin^a-l-etc. ]aa
zz: - A / * (e« V' ^ • «n'a + «— *W^«' • »in**)rfa.
Pour les deux autres parties de la valeur de u, dont la composition est analogue , il sera plus simple de changer les exponentielles en cosinus ^ et l'on aura définitivement :
+ -/ / *cos(2l/'/(tt-,x)sin*a)éfa <pwrfw
-H-/ / *cos(2l/'4«--osin*a)^U'*«>^-
Nous tombons ici sur des intégrales définies doubles, tandis que nous avions obtenu l'intégrale de l'équation (i), exprimée par une intégrale définie simple.
570. Afin de donner un exemple de l'intégration des équations linéaires à coefficients variables j prenons l'équation
du d^u ku .ws
dt—d^~'P' ^ ^
qui admet pour intégrale particulière umzj-e*^, pourvu que ^désigne une fonction de ta seule variable x, assu-
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jettie à vériBer l'équation difFérentielle
L'intégrale de cette dernière équation renfermera deux constantes arbitraires A, B ; et Ton peut prendre pour intégrale complète de l'équation (5), u=^. j- e^, la somme s'étendant à toutes les valeurs possibles des constantes AyB^a.
Pour la commodité du calcul , remplaçons a par a et A* par m (m — i) : l'intégrale complète de l'équation (6) sera, d'après la formule (17) du n® 471^
y = \af^l é-^-sin»*-'wA) + Bar*^*/ '^e^'^^sin"-»»©**».
Substituons cette valeur de^ dans l'équation u — 2.j-g''^^ et remplaçons-y ensuite e**' par sa valeur tirée de J'équation (4), en accentuant les co qui entrent dans cette dernière équation, pour éviter de les confondre avec ceux qui entrent dans l'expression de ^ : il viendra
W^w J —«y o et si l'on pose
—;=.2.Ae^=<par, -4=^.S.Bé~=dLr.
on aura plus simplement
u = x^l j ff(x cos w 4- aa)'i/'?)é^-*'* sin**"" * tùdfJdm
-f- x'-* / / ^o: cos o) + 2w'v/?)tf"""'* sin'-'^ûki»'^. D'ailleurs M. Poisson a démontré (') que, nonobstant (') fouritalde VÉcote polytechnique , 19^ cahier, pag. s4i*
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la présence des deux signes de fonction «p , ^ , Tintégrale ne dépend que de la fonction arbitraire de Xy qui représente la valeur de u pour ^=0.
57 1 . Les artifices de calcul à l'aide desquels on vient d'exprimer par des intégrales définies les intégrales complètes de diverses équations aux différences partielles y ne procèdent point d'une méthode uniforme : on peut recourir, comme Fourier l'a fait le premier, à d'autres considérations qui se rattachent plus étroitement à la propriété fondamentale des équations linéaires.
Prenons encore pour exemple l'équation
du d^^
dt ^' à laquelle on satisfait par la valeur particulière
u = Atf~**' cos a(a: — Ç) ,
A, a, ^désignant des paramètres indéterminés. Au lieu d'attribuer à ces paramètres des valeurs séparées par des intervalles finis, rien n'empêche de supposer qu'ils passent sans discontinuité par une infinité de valeurs; et même on peut établir entre les paramètres A, \ une dépendance arbitraire
qui , loin de restreindre la généralité de la solution , lui donnera au contraire la généralité requise par l'introduction d'un signe de fonction arbitraire dont on pourra disposer selon les exigences du problème. On doit remarquer l'analogie de cet artifice avec celui dont Lagrange et Monge se sont servis pour tirer d'une intégrale particulière^ mais pourvue de constantes arbitraires en nombre suffisant , le système d'équations propre à
représenter Tintégrale générale, en vertu des fooctions arbitraire^ qu'il renferme [5a5 et 534].
Ainsi l'on satisfera à la proposée , à cause de sa forme linéaire, en prenant
M==:^^-*''cos a(jc — Ç).x*($)^«?a, quelles que soient la fonction x^ et les limites des intégrations. Admettons de plus que la fonction u doive se réduire à 90: pour /=o : d'après la formule de Fourier [435], il suffira de prendre
en assignant aux intégrales, pour limites supérieures -[-00 , pour limites inférieures — 00 ; et Ton aura ea conséquence
u=: — / / <5—*''cos a(a: — ^Id^dcL, (7] ^T^J —«y —00
Nous avons déjà obtenu la valeur de u, exprimée par une intégrale définie simple : pour retrouver cette valeur, il n'y a qu'à effectuer, dans la formule précédente, l'intégration indiquée par rapport à a. On a en effet, d'après la formule (Je) du n** 4io>
d'oi
ou
^■^*'cosa(ar — Ç)ifa=»--^e 4* ,
et il ne s'agit plus que de changer sous le signe la va*^ riable auxiliaire en posant
i --^=:a>*, ou ^ = x4- awl/r,
pour retomber sur la formule (3^).
Si l'on avait , au lieu de la proposée , l'équation
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du ^ d^U
il faudrait évidemment changer dans les formules (7) et (3), t en (ûty ce qui donnerait
tt=— / / e-«*'»*'cosa(ar— Ç)cpÇ^rf«, aiçy — tcj — 00
572. Les équations précédentes expriment les lois de la transmission de la chaleur dans une barre cylindrique , à section droite infiniment petite , indéfiniment étendue dans le sens de sa longueur ; lorsque la déperdition de chaleur par rayonnement et par contact , à la surface latérale de la barre, est supposée nulle ou insensible. La barre étant considérée comme indéfiniment allongée, il n'y a plus de conditions relatives aux valeurs extrêmes de x : ce qui distingue en général les problèmes pour lesquels on emploie les intégrales définies prises entre des limites infinies , de ceux pour la résolution desquels on développe l'intégrale en séries dont les termes sont donnés par la suite des racines d'une équation transcendante
Soit maintenant l'équation à quatre variables indépendantes
du ,/rf'M àhu d^u\
dt ~'^ \dp ■*" dy- "*" dz-y
qui se rapporte à la propagation de la chaleur dans un solide homogène, illimité en tous sens^ la fonction u devant se réduire à (p (x, ^, 2) pour ^=0 : si nous posons , dans la vue de simplifier l'écriture ,
la formule de Fourier, étendue aux fonctions de trois va-
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riables^ donnera
l<===^i^//////e.coaa(«--Ç).co8P(^— ïj).cos7(z—
Par une analyse telle que celle qui vient d'être employée, l'intégrale sextuple se réduit à une intégrale triple, et Ton a
I oo
in^ oe
Les barres placées au-dessus et au-dessous des signes d'intégration, indiquent que toutes les intégrales soot prises entre les mêmes limites.
Passons à l'équation
rf^a , d^u
de ~^ do^'
à laquelle on satisfait par les valeurs particulières A C08 OLCU cos tL{x — $), B sin aat cos a(^ — Ç) ;
et admettons que , pour t^=.o , les fonctions w, -7- doivent se réduire respectivement à
/• / \ du ^ dFx f s
On satisfera à l'équation (8) et à la condition (9), en prenant
w = — / / cos (mt cos a(^ — Ç)yÇrfÇda ;
mais cette valeur de u donne ~-:=0, pour ^=0, et
dt
conséquemment ne satisfait pas à la condition (10). Au
contraire la valeur
I r* r^ sinaa^r r\ccjtA
d'où l'on tire
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di = -^J^^J^^ cosaatcost^x-md^da,
satisfait à Téquatioii (8) et à la condition (lo), mais non pas à la condition (9), puisqu'elle donne u=o pour /±=o* Donc l'on satisfera à la fois à la proposée et aux conditions (9), (10), en prenant
Il = — I / cos oiat cos (x{x -^ X)f^dcL
H / 1 cosafx — ÇjfçaÇoa.
aicfly— «»y — 00 a '
On sait que l'équation (8), qui est celle des cordes vibrantes et des ondes sonores dans un tuyau cylindrique, a une intégrale sous forme finie , dont l'intégrale précédente doit être une transformation. En effet , la première partie de la valeur de u peut être mise sous la forme
— / / [cosa(a7-h£i^ — Ç)+cosa(a: — at — Ç)]/Ç^dia,
et par le théorème de Fourier elle se réduit à \\J{^ + a£)+f{x—at)\ La seconde partie de la valeur de u devient par une transformation semblable
L'intégrale
/*• rsina(^ + g^ — 0 sina(^ — ^^~^^dst
se réduit [4i3] à ir ou à — ir, suivant qu'on a
et par suite t >o, ou au contraire
ce qui suppose t <o. Elle s'évanouit pour les valeurs
de Çqui tombent hors des limites ^=x — at, ^=zx^at, et qui donnent le même signe aux facteurs x-^-at — Ç, X — at — Ç. Donc Tintégrale (i i) a pour valeur
En réunissant les deux parties de la valeur de u, on retombe sur l'intégrale (12) du n® 556.
On trouve sans difficulté , pour Téquation
d'u , /rf'ii rf'tt d*u\
dr~^ V5^"*"^"*"^FJ
qui renferme les lois de la propagation des ondes dans
un milieu dont Télasticité est la même en tous sens, ou
dans un milieu non cristallisé, une intégrale de forme
analogue à celle de Téquation (8). Soient J* (j:, /, z),
f (Xy y, z) les fonctions auxquelles doivent se réduire u
du et ^pûur /=:o, et posons
/(Ç,7,,Ç) cos e^ + f(Ç,„,Ç)fî^^=e :
l'intégrale sera
Mais cette intégrale sextuple , dans laquelle il serait difficile de Hre l'expression des lois du phénomène, se transforme, comme M. Poisson Ta fait voir Q, en une intégrale double
4vo7o
air
o air
(') Nmufeau» mémoires de V Académie dés sciences y «6m. III.
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En général , la difficulté consiste à abaisser, autant que la nature du problème le comporte , l'ordre de l'intégrale multiple à laquelle conduit immédiatement l'application du théorème de Fourier; et cette réduction ne paraît point encore soumise à des règles générales.
Considérons en dernier lieu l'équation
^■+-^^ = ^' qui se rapporte à la propagation des vibrations transversales d'une verge élastique, dont nous supposerons la longueur indéfinie de part et d'autre du centre de l'ébranlement primitif. On admet toujours que l'on doit
avoir u=fx et ^ =:fx pour l=o.
La proposée est satisfaite par la valeur particulière !£=: Acosa*flfcosa(ar — X) :
donc , un calcul entièrement semblable à ceux qui précèdent donnera pour l'intégrale complète :
w= — / / cos oL^atcos (x(a: — l)/l€Rdoi air y — coj — «0
^ :i; / / ?"''',/'5cos a(x — ï)nd^.
La première partie de la valeur de u se ramène à une intégrale définie simple; car, d'après la première équation (^) du n** 409, on a
/ cos d^at cos 0(0: — X^doL
et si l'on pose en conséquence
Ç=:ir+2toV/'i^, (12)
la première partie de la valeur de u prendra ta forme
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-— r / , (sin (0*4- COS ^)f{x + %iù\/at)d^.
Donc, si la fonction ix est nulle, ou si les molécules de la verge élastique ont été écartées à l'origine de leurs positions d'équilibre, sans recevoir de vitesses initiales dans les plans perpendiculaires à l'axe de la verge, on aura simplement
u = y / (sin w*+ cos û>*)y(^ + 2a>V/'flf)rfû),
K aiT^ — co
formule remarquable par son analogie avec l'équation
Pour les plaques vibrantes, de même élasticité en tous sens^ l'équation des vibrations normales est d^u ^{à^u d^u d^u\
Admettons qu'à l'origine du temps la fonction e^ se ré-
du.
duise SL/*(x,y) et que la fonction — soit nulle : on exprimera la valeur de u par l'intégrale quadruple
tt==2^Jjf//cos(«»H-f><co8a(a:— Ç)co«p^
L'intégrale double
/jfcos(a'+p»)a^cosa(x — Ç)cosP(7 — Y,)£farfp
peut être obtenue ; car, si l'on effectue d'abord Fintégration relative à a , en employant les formules (y) du» n® 409, on trouve
[cos a?at oos ^'^at — sin a?at sin ^ai\ cos fx{^x — ^)</a
=y/ — • cosP'ûifsinr^-l-w' j — sinP^arsinT^ — co* J h
(d ayant la valeur donnée par l'équation (la). Ainsi l'intégrale ( i3) devient
V/ — -sinr-H- wM/ cosP'flf^cos P(j — vi)rfp
— y/ — .sinT-^-wM/ sinP*a^cost^(7 — >ï),rfp.
Mais, dans cette dernière expression, les intégrations relatives à ^ s'effectuent de la même manière, et si l'on pose
il vient pour la valeur de l'intégrale (i3)
j[sinQ+.')sinQ+.'-)-sinQ-.');inQ-.")]
= Jsin(a.'+.-).
Donc la valeur de u prend cette forme aussi simple qu'élégante ,
u = — 1 / sin (w> 4- « ») ,f{x 4- aw V^iî, y •{- ^tù \/7)d*ùdtd ,
T. Ji. a8
CHAPITRE VI
DE Là CONSTRUCTION DES lÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES.
575. Considérons d'abord Téquation aux différences partielles du premier ordre et à trois variables
F('2^,J,2)/^>î) = o, ou q=f{x,y,z^p\ [a)
et soit 90: la valeur de z en fonction de x quand la va* riable^ est nulle : on aura, pour^/^=o,
q =f{x, o, car, <p'^), ou ^ = ^o:.
Par conséquent, si la fonction ^x reste finie pour toutes les valeurs de x^ et si ùlj désigne une quantité très-pe tite du premier ordre, on aura, aux quantités près du second ordre, ^.z=^xAjr;àe sorte que, à ce degré d'approximation ,
Çia? + ^or. A/ = ç^ar
est l'expression, en fonction de or, de la valeur de z qui répond à y=hy. On déterminerait de même l'expressiou ' z=Çaj; qui répond \y^=.'^tijr^ et ainsi indéfiniment.
Concevons que x,/*, z désignent les trois coordonnées j rectangulaires d'une surface : I
2s=açar (i)
sera l'équation de la ligne d'intersection de la surface avec le plan xz. Le plan tangent à la surface suivant cette ligne aura pour trace en xz la tangente à la courbe {h\ En vertu de cette condition et de l'équation (tf), la direction du plan tangent se trouve complètement
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déterminée pour chaque valeur de x,; en sorte qu'on peut tracer dans l'espace la surface cylindrique qui enveloppe, suivant la courbe arbitraire (b) , la surface qu'il s'agit de construire au moyen de l'équation (a). Si l'on coupe la surface enveloppe par un plan parallèle à celui des xz^ et dont la distance à ce plan est une quantité très-petite du premier ordre , l'ordonnée de la section de l'enveloppe ne diffère que par une quantité trèspetite du second ordre, de l'ordonnée de la trace de l'enveloppée sur le même plan : la secition de l'enveloppe peut donc être prise pour la ligne de contact de la surface avec une seconde enveloppe que l'on construira comme la première, et ainsi de suite.
Au lieu d'assigner arbitrairement l'équation de la courbe d'intersection de la surface et du plan xz^ on aurait pu donner celle de la section de la surface par tout autre plan parallèle.
Il résulte de là que, si l'on peut assigner une expression de z en x^j^ qui satisfasse à l'équation (a), cette expression , pour avoir le même degré de généralité que réquation aux différences partielles à laquelle elle satisfait ^ doit contenir une fonction arbitraire dont on puiâse disposer pour faire passer la surface par une courbe donnée.
576. On arrive au même résultat quand on substitue à la construction d'une. surface dans l'espace, la construction sur un plan horizontal de la série de ses lignes de niveau [126]. Supposons qu'en outre de l'équation {a)\ on donne la trace de la surface sur le plan horizontal des xj^ ou l'équation de cette trace
j=ça;: ^ (jj)
on aura, pour tous les points de la surface qui appartiennent à la courbe (^), /?-f-5r(p'r=o. Cette équation,
jointe à la proposée (à) , donne en fonction de a<',/ les valeurs de^, q et celle de p^+q* pour chaque point de la surface appartenant à la ligne de niveau (p). Menant des normales à chaque point de cette courbe , et prenant sur chaque normale une longueur égale à la quantité très-petite du premier ordre — , on tracera
sur le plan xjy (aux quantités près du second ordre) la projection d'une seconde ligne de niveau , pour laquelle l'ordonnée z aura la valeur Az. En suivant le même procédé, on se servira de cette courbe pour tracer la projection d'une troisième ligue de niveau, dont Tordonnée z aura la valeur 2Az, et ainsi de suite.
577. Ces considérations s'étendent aux équations aux différences partielles du premier ordre, entre un nombre quelconque de variables. Soit l'équation ^/ du du du\ du ,,. du du^ , ,
avec laquelle il faut construire la fonction u des trois variables indépendantes ,r,jr,2. A cet effet, il est nécessaire qu'on assigne la fonction ttzi=<p(^,/) pour une valeur particulière de 2, telle que z=^o. On aura ensuite, pour 2=i:Az, quantité très-petite du premier ordre,
d'où, aux quantités prèâ du second ordre, Au==^(xjf)M,
uz=<f{a:jx) + ^(^,7). Az= ?,(^ar)- On déterminerait de même la valeur u=xf^{x^y)^ qui correspond à z=2Az, et ainsi indéfiniment.
Donc, si l'on peut assigner une expression de u en ^fj^h ^"î satisfasse à l'équation (c), cette expression, pour avoir le même degré de généralité que l'équation
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aux différences partielles à laquelle elle satisfait, doit contenir une fonction arbitraire de deux quantités variablesy dont on puisse disposer pour que la fonction a se réduise à une fonction donnée de deux des variables Xjj^z, lorsqu'on assigne à la troisième variable une certaine valeur particulière.
La même chose se voit par la considération des surfaces de niveau [1^9]. Concevons, en effet, qu'on ait ti'acé dans l'espace une première surface de niveau
pour laquelle la fonction u ait une certaine valeur particulière, telle que zéro : on aura, pour les points {xyf^z) qui appartiennent à cette surface,
I du du 1 du
p dx dz <l dy ^ "^
p^q désignant les valeurs de — ? -^, qui se tirent de
l'équation (y). Les équations [c] et (y') détermineront donc, pour les points en question, les valeurs des
trois dérivées partielles — ? — j -j-, et, par suite, celle
dûc viy cLTr
du radical
Si maintenant on élève en chaque point de la surface (y) une normale à cette surface , et qu'on prenne sur chaque normale une longueur égale à la quantité trèspetite du premier ordre —-, on tracera dans l'es-
pace (aux quantités près du second ordre) une seconde surface, de niveau, pour laquelle la fonction u aura la valeur Aw [129, i5i et a38]. Par la continuation du
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roéme procédé ^ on bonstruira la fonction u^ en construisant la série de ses surfaces de niveau.
578. Une équation aux difîérences partielles du second ordre, entre la fonction z et les variables indépendantes Xy/j est, dans le cas le plus général, de ta forme
Admettons d'abord qu'elle se réduise à si on la met sous la forme
on s'en servira pour construire comme précédemment [575] la fonction z , après avoir assigné arbitrairement la valeur z^=r(fXj pour^=o.
Mais si l'on résout la même équation (d) par rapport à r, et qu'elle devienne
on construira de proche en proche les valeurs de z pour .ir=Ax, x=rzixlix, x=z3i^y etc., en se donnant arbitrairement les fonctions de / qui expriment les valeurs de
dz z et de/? = -j- pour ^ = o. Car, soient i(x ^^ '^ ces
deux fonctions arbitraires, on aura : pour x=:o,
d'où, aux quantités près du second ordre,
D'ailleurs, les fonctions 2 et ^, qui ont pour valeurs ^/ et ij^y, quand x est mil, deviennent, pour x:=A^, toujours au même degré d'approximation,
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Maintenant, pour x=2Aa:» la valeur de z est
et, en continuant de proche en proche le même calcul ^ on déterminerait la série des valeurs de z.
On voit donc que l'équation en x,)r^z qui satisfait avec toute la généralité possible à l'équation {d)^ peut contenir une ou deux fonctions arbitraires, selon que ces fonctions arbitraires doivent être déterminées par des conditions relatives aux valeurs initiales àe Xy ou par des conditions relatives aux valeurs initiales de jr. Ce fait d'analyse, qui a presque semblé paradoxal, la première fois qu'on en a fait la remarque sur l'équation r==q [55 1], s'explique donc trè&-simplement par la nature des équations aux différences partielles.
579. Admettons présentement que la dérivée s entre dans l'équation proposée qui aura la forme
S'il s'agit de construire la fonction , au moyen de sa valeur initiale 2=r(p^, pour ^=0, la substitution de cette valeur initiale donnera
V[^, o, ffx, <f% q, i'x, ^ J = o, (e)
équation différentielle du premier ordre, d'où Ton peut tirer par l'intégration la valeur initiale de q en fonction de X. L'expression de cette valeur initiale dépend de la fonction arbitraire 9^, et contient, en outre, une constante arbitraire introduite par l'intégration ; ce qui revient à dire que, pour la construction de la fonction ^, il faut se donner, outrie la fonction <px, la valeur numérique de q relative à^=o et à a: =0, ou à toute autre valeur particulière de x. Soit qz=.^{xf^ la valeur de q en
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fonction de x et de la constante arbitraire C ^ obtenue par Tintégration de l'équation (e) : on aura, pour^-=Aj', aux quantités près du second ordre ,
Pour la même valeur de ^, on aura y=*, («^yC»), C, désignant une nouvelle constante arbitraire, amenée par l'intégration de Téquation
et ainsi de suite. La série des constantes arbitraires C, C, , etc., peut être considérée comme une fonction arbitraire de ^, qui doit être donnée, ainsi que la fonction <fXj afin qu'on puisse construire la fonction z^ assujettie à vérifier l'équation (e\
Si l'on donnait, pour j^irro, les valeurs initiales z= ^, p z=z xSj-f on aurait en même temps
(*t l'on rentrerait dans le cas traité au' n"" précédent.
Enfin j si la dérivée t entre dans l'équation proposée aussi bien que r, la symétrie se trouvera rétablie, et le mode de copstruction sera le même , soit qu'on résolve l'équation par rapport à r ou par rapport à t.
Cette discussion s'étendrait aisément aux équations des ordres supérieurs, où le nombre des variables indépendantes serait quelconque.
580. il convient de remarquer que, si le temps est l'une des variables indépendantes, c'est par rapport aux valeurs initiales de cette variable que doivent toujours être censées données les fonctions arbitraires exigées pour la construction de l'équation aux différences partielles. Par exemple, pour la construction de l'équation
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du d^U , .
où u désigne la température au bout du temps t, de la tranche d'une barre cylindrique qui correspond à l'abscisse x [662], il faut admettre qu'on donne la fonction w=<p.i: qui exprime la loi des températures de la barre, quand t a une valeur déterminée, telle que zéro. Abstraction faite de la signification des lettres w, .r, t^ on pourrait sans doute construire la même équation en assignant les valeurs ^t et xit de w et de —
pour une valeur déterminée de x, telle que a:=o: mais il répugne que Ton ait pour données du problème les fonctions ^t et fit; et, au contraire, la série des valeurs de u est essentiellement déterminée en vertu de l'équation (i), jointe à la condition initiale w=ç.r. Ceci est une conséquence de l'attribut de la variable t sur lequel nous avons maintes fois insisté, celui d'être indépendante par essence, et non en vertu d'une convention arbitraire.
Les procédés exposés ci-dessus seraient sans doute presque inapplicables dans la pratique : mais cette exposition a pour but de faire comprendre ce que représente en soi une équation aux différences partielles, qu'elle comporte ou non une intégrale analytique.
581. Tous ces procédés de construction arithmétique exigent que les dérivées conservent des valeurs finies. Soit, par exemple, l'équation
([ui appartient [^54] aux surfaces de révolution autour d'un axe perpendiculaire au plan ary, et qui coupe Taxe
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des^en un point dont la distance à l'origine est désignée par jv, ' on mettra cette équation sous la forme
et , en supposant qu'on donne la valeur
z = (par, (3)
pour^=:o, on pourra appliquer le procédé de construction du n^ 570, mais pourvu qu'entre les limites de la construction x ne s'évanouisse pas, ce qui rendrait infinie la valeur de q. Effectivement nous avons remarqué [2 56] que la courbe méridienne d'une surface de révolution autour d'un axe donné, n'est pas, en général, déterminée dans toute l'étendue de^ son cours, parce qu'on donne la courbe d'intersection de la surface avec un plan tel que le plan xz; et que, par conséquent, la surface même ne l'est pas dans toute son étendue. D'après la direction que nous attribuons ici à l'axe de révolution, si l'on mène des plans parallèles auplanx^, par les points où la courbe (3) coupe l'axe des z, la portion de la surface de révolution comprise entre ces plans est la seule que détermine le système des équations (2) et (3). A la rigueur, la construction du n^ 5^5 ne donne même pas toute cette portion de surface, mais celle qui est comprise entre d'autres plans parallèles au plan xj-j et aussi rapprochés qu'on le veut de ceux qui ont été menés par les points où la courbe (3) coupe l'axe des z. La solution de continuité^ correspondant à /r=o, est là pour empêcher que la construction ne puisse s'étendre à des portions de surface qu'en effet les ^lonnées de la construction , savoir les équations (2] et (3) , ne doivent pas déterminer.
CHAPITRE PREMIER
CALCUL DES DIFFERENCES FINIES ET DES IINTEGRALES AUX DIFFÉRENCES Ï'INIES, POUR LES FONCTIONS EXPLI- CITES d'une SEULE VARIABLE.
582. Nous avons, dès le commencement de ce Traité [livre I, eh. IV], considéré les différences finies entre les valeurs que prend successivement une quantité variable, et nous les avons désignées par la caractéristique A placée devant la variable; nous avons opéré sur la série de ces différences comme sur la série primitive, en prenant les différences des termes consécutifs, de manière à former des différences du second ordre désignées par la caractéristique A* , et ainsi de suite. Mais nous n'avions alors pour but que d'arriver à la théorie des différences infinitésimales des divers ordres, et de poser les principes du calcul différentiel , auquel se rattache tout ce que Ton connaît jusqu'ici de plus important dans la théorie des fonctions. Cependant il existe entre les différences finies des divers ordres et les variables dont elles dérivent, des relations qui méritent aussi d'être développées , et dont le développement donne
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naissance à une autre branche de la théorie des fonctions que Ton nomme le Calcul des différences finies. C'est le sujet dont l'exposition sommaire terminera le présent ouvrage.
Désignons par
une série de valeurs de la quantité^, au nombre de /^-f- 1 : on aura [43]
n ^ nin — i) ^ n[n — \){n — 2)
Cette formule, où la valeur ^„ gç trouve exprimée au moyen de la valeur initiale jo et de ses différencesjusqu'à celle de l'ordre n inclusivement, peut s'écrire symboliquement
7„ = (i + A)«jro, W
ainsi qu'on la expliqué dans le n® cité.
Réciproquement, la différence \"j'o peut s'exprimer au moyen des termes de la série (^„) : ainsi l'on trouve par des substitutions successives
Aro=7x— Jo, A>o=ra— 27,4-7„, A37„=j3— 3jr,+3j,— 7o, etc. Toutes ces équations rentrent dans la formule . n n(n — i) n(n — i)(n — 2)
^y,p=rn— Y 7n-x -h \ ^ Vf>-a —TTï — ' ^"^^
à laquelle s'applique sans difficulté le tour ordinaire de démonstration de proche en proche. Admettons en effet que la formule (b) subsiste pour l'indice n: on aura
A"+'7o=A"7.— A"7o=7„+. Xn+
~r ^ ~^^±ir I (^"^'>r (^+0K^-0 ,. . etc.;
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en sorte que la formule subsistera encore pour l'indice /^-f-i. D'ailleurs elle peut s'écrire symboliquement
pourvu que l'on convienne de changer après le développement les exposants de j^* en indices, et d'écrire jr© au lieu de l'unité dans le dernier terme du développement.
583. Considéronsjr comme une fonction d'une autre variable x, de manière que le passage de la variable x par les valeurs successives
entraîne le passage de la fonction j par les valeurs correspondantes
le calcul des différences de la fonction ^=/i:, a pour .objet d exprimer ces différences en fonction des différences de la variable .r, d'après la forme assignée à la fonction/
La supposition la plus simple qu'on puisse faire, consiste à admettre que la variable x croît par intervalles égaux^ en sorte que les séries (x^ et (^„) deviennent
^o, x^-i'^XJX^ + n^x , x^ + 3^x , x^'\' nùkPc ;
fxJ{x,+ÙLr),f{x,+'i\x),f{x,+Zlix), . . . .f{x.+ntix).
Dans cette hypothèse , rien n'empêche de prendre Aj: zzz 1 ; car si l'on avait ùijc=ihf h étant une constante différente de l'unité, il suffirait de poser j:=.ro-*-//i, pour que^ devînt fonction d'une nouvelle variable i, qui croît par intervalles égaux à l'unité.
Si la variable x ne croissait pas par intervalles égaux, le calcul des différences de la fonction^ ne deviendrait un problème déterminé qu'autant qu'on exprimerait la
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loi suivant laquelle se succèdent les valeurs de la quantité X. Il faudrait donc que chaque terme .r. de la série {x^ prît une valeur déterminée par cela seul qu on assignerait la valeur numérique de l'indice i^ ou qu'on eût j;,=f/. Mais alors/ deviendrait aussi une fonction de if dont on pourrait prendre les différences, en admettant que la variable dont elle dépend passe par la série des nombres naturels, et en conséquence croît par différences constantes, égales à l'unité.
-Celte variable i , qui désigne l'indice ou le numéro d'ordre d'un terme, dans la série à laquelle il appartient, est donc la variable essentiellement indépendante, dont on peut concevoir que toutes les autres variables dépendent, et qui remplit ici (en vertu d'une analogie philosophiquement très-remarquable) le rôle que remplit la variable t désignant le temps, dans la théorie des fluxions.
En général, une série de termes qui varient d'après une loi déterminée , est susceptible de se prolonger indéfiniment dans deux s^ns, en avant et en arrière d'un terme pris arbitrairement pour origine ou pour point de départ. On devra donc, en général, concevoir que la variable / passe par la série des nombres entiers , tant positifs que négatifs , sauf à rejeter une portion de la série dans les applications à des questions particulières.
584. La variable i, désignant un indice ou un numéro d'ordre, est essentiellement discontinue ; mais les variables x,/ peuvent représenter des grandeurs continues; et, bien que le calcul des différences ne porte que sur des séries de valeurs séparées par des intervalles finis, les résultats du calcul doivent s'interpréter diffé-
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remment, suivant qu'ils s'appliquent à des grandeursf essentiellement continues ou discontinues. Considérons en effet lés deUx séries
• • • • T'-S) ^— a?/-o/oj^i>^a) Xzj • • • • J^n • • • • (p)
iT-s, Ajr_,, A7_„ Ij^, Ij, , Ar^Aja, . . . . à7< , (y)
et pour simplifier, admettons que le terme général de chacune d'elles soit donné immédiatement en fonction de l'indice /. Il est clair qu'on pourrait ajouter à chaque terme de la série (c) une constante arbitraire C, sans que cela amenât de changement dans la série (y), dérivée de la première. Réciproquement, étant donné le terme général A^,, ou la série (y), si l'on peut trouver par un moyen quelconque une fonction ^, qui ait A^, pour dilBFérence du premier ordre, il faudra ajouter à^, une constante arbitraire C pour construire la série (c), sans lui rien ôter de la généralité qu'elle comporte.
Par conséquent encore, la série (c) ne sera complètement déterminée au moyen de la série (y), qu'autant qu'on assignera la valeur numérique d'un terme de la première série , par exemple la valeur numérique du terme^o- En ceci l'analogie'des différences avec les différentielles se soutient parfaitement.
Supposons maintenant qu'il ne s'agisse plus seulement de construire des séries, mais que, les variables xety désignant dés grandeurs continues, on ait pour toutes les valeurs possibles de y et de x^
7=/x, ^x=:f{x•\•^)—fx=^i{x,x+^): (f) on pourra remarquer que la fonction f ne changerait pas, non-seulement si l'on ajoutait à fx une constante arbitraire C, mais encore si l'on ajoutait kfx une fonction périodique
xS(:r, Sx)
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^ui repreud les mêmes valeurs chaque fois que x augmente de A^ , et qui d'ailleurs peut avoir une forme quelconque. Donc^ par réciprocité, si la fonction f est donnée , et qu'on puisse trouver par un moyen quelconque une fonction y qui ait f pour différence, la fonction j' sera encore indéterminée, non-seulemeot quant à sa valeur numérique , mais quant à sa forme.
Pour construire, au moyen de l'équation (f),.une courbe dont jr est l'ordonnée, il faut concevoir que l'on ait préalablement tracé, d'une manière arbitraire, la portion de courbe MN {^g- io3), dont les poÎQts extrêmes ont pour abscisses OP=Xo, OQ=^o -h Ao:; en s'assujettissant cependant à la condition que la différence HN des deux ordonnées extrêmes soit la valeur de 1/ donnée par l'équation ( f ) quand on y fait a:z=j:o^ Ija courbe sera déterminée alors, dans tout le surplus de sou cours : car, soit Op=:x une abscisse quelconque comprise entre x^ et x^+^x j on prendra />^=Aj:, et la différence hn des ordonnées pnij qn sera donnée en vertu de l'équation (f)..Donc le tracé de l'arc MN déterminera, concurremment avec l'équation (f), le tracé de l'arc NN, , dont les points extrêmes ont pour ordonnées .To-f-A-r, Xo-f-aAo: ; et comme la même construction peut être indéfiniment répétée, tant dans le sens des x positifs que dans le sens des x négatifs, le tracé de la courbe entière se trouvera déterminé. Bien entendu que ce tracé peut offrir des solutions de continuité d'un ordre quelconque.
585. L'opération qui consiste à revenir du terme A^, au terme ^„ ou h, construire la série [c) par le moyen delà série (y), est une sommation proprement dite. En effet , l'on a identiquement
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rf^jo + Ajo+Arx + A/aH hA/i-x ;
en sorte que, par une simple addition algébrique, on construira la série (c) avec la série (y) , pourvu qu'on ait en outre le terme initial j^ , qui tient lieu de la constante ou de la fonction arbitraire dont il vient d'être question , selon que j est une variable discontinue ou continue.
De même qu'on emploie le signe /'pour indiquer une somme de différentielles, ou une intégrale proprement dite , on emploie le signe 2 pour indiquer une somme proprement dite, ou une intégrale aux différences finies. Les caractéristiques 2 , A sont inverses l'une de l'autre, et s'effacent réciproquement , comme les caractéristiques f, d. Ainsi, de la formule précédente on tire
27<= 27o -H/o +7x +ï^ •+•.... +r<-. , (rf) et le terme ^y^ désigne alors la constante ou la fonction arbitraire amenée par l'intégration.
En adoptant une notation analogue à celle qu'on emploie maintenant pour les intégrales définies ordinaires, on écrira
. 2/^ — 2jo = ^o'j,- , et par suite
Nous avons déjà employé, d{)ns le coursde cet ouvrage, la caractéristique 2 comme signe de sommation ; et quelquefois la notation
sert à désigner d'une manière abrégée la somme des valeurs de la fonction^/, pour toutes les valeurs de l'indice «, de /=io jusqu'à «=/, inclusivement. La formule {e) montre qu'il faut exclure de cette somme le T. II. 29
dernier terme /i, lorsqu'on prend la caractéristique 2 pour signe d'une intégrale aux différences finies.
Dans le cas contraire^ on lèvera toute ambiguïté en remplaçant 2 par S , et en écrivant
L'opération dont le signe 2) est l'indice, peut se répéter indéfiniment y de même que l'opération inverse, indiquée par le signe A , et la répétition de l'opération s'indique de la même manière par un exposant affecté à la caractéristique. Ainsi l'on tire de la formule (d)
r/, = r7o + 2>o+r7, + r7,+ ... +2><-. , etc.
Comme 2;^,, Xy^y. . .2;k<~i sont déterminés en fonction de ^jo p^r là formule {d), on voit que l'expression de ^ji renferme deux constantes ou* fonctions arbitraires, savoir 2^^ et 2;^o- La valeur de .2^7 dépend de ces deux quantités arbitraires, et en outre d'une troisième quantité de même nature J?jo* £n général , l'intégrale indéfinie "jr, dépend de n constantes ou fonctions arbitraires, selon la nature de la quantité^.
586. En désignant par {/, if^Wy. . . des fonctions quelconques d'une mêikie variable, et par a une constante ^ on a évidemment
A('«H-(/-f-«'H- )=Att + At' + AH;;+ ,
2(Mrh(^ + «'-H ) = 2a+2j'+2«'+ .... ,
A./ZK=aA« , 2.att=:a2«.
Le procédé de l'intégration par parties [55J s'applique aux intégrales 2 comme aux intégrales ordinaires. Si Ton pose
ap = ^2w — 2(A«'2aJ
Le même calcul répété donnera
"L.uvznzçlu — Ap2»a,-4-2(A»(/£»«,) , 2 . «(/ =: i;2a — Ai;2*«, H- WI,\ — 2 (A V2^a3) ,
2 . tt(> z=: (^2w — ^4^^^u^ + AV2^«, — - A^2;2*ii3 + etc. On peut écrire cette dernière équation sous la forme 2.«^ = i'2tt — At'(2'a + 2M)
+AV(2'tt+ 22'm-4-2«)— A3i<2*«+323tt+32*tt4-2tt)+ etc. Le développement s'arrêtera lorsque les différences de la fonction i^, après un nombre sufBsant de différentiations, deviendront constantes.
587. Admettons quejr=/i soit une fonction entière et rationnelle de a: : cette fonction se composera d'une somme de termes de la forme Aaf'y A désignant un nombre constant et m un nombre entier positif, .de §orte que la différentiation des fonctions rationnelles entières se ramène à celle de la fonction /= a:".
Posons donc
^o = ^"*, r, = (^-»- A^)"*, etc. :
on aura, par la formule du binôme, en ordonnant suivant les puissances décroissantes de Xy
A/o= A.o:'" =/w^'»-^'Ar H ^ ^^ ^»»—*Ar* + . . , (g)
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et par suite, en ordonnant toujours de la même manière, A*jo=A* .af^=im{rn — i)jF"-"'Aa:* +
On trouverait de même
A'.j;*=/n(/n — 1)('» — a) ar*""' Aj;' -h . . . ,,
et généralement
/Sf.af'^=m{m — i)(m— a) {m — i-*-i)a:*— Aor^^- ;
A* • jc* ce qui résulte d'ailleurs de ce que le rapport ' . doit
se réduire à ]• , quand on fait à la limite Aa:=o.
Donc on a
A"'.^=iw(i» — i)(m — a) S.a.i.Aj;* , (h)
et comme cette différence est constante, les différences des ordres supérieurs s'évanouissent.
D'un autre côté la formule (b) donne
\\x^ = [^+/iAjr]* — - [^-*-(ii— i)Ax]*
-*- ^^T7^ [a^*.(/i— a)Aa;]* — ±a^ .
Si nous développons et ordonnons le second membre selon les puissances de Aj:, en posant, pour simplifier,
_fc^)(^3y-f- =N,,-
il viendra
A* . a*=Noa*»H N, JT— ' AjfH — i^ ^ N,a-->Aj^-f-
Mais on vient de voir que la moins haute puissance de j AXy dans le développement de ^''.àT, est Ax"; donc la i
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fonction N, est identiquement nulle pour toutes les va* leurs de / inférieures à n.
On a aussi , d'après la formule {h) ,
6!^.x^ = n(n — i) {n — 2) . S.a.i.lo;?" ;
et par conséquent
Soit
jri=zx{x — ^a:){x — 2êkx) [x — (m — i)Ar] :
il viendra
A/=a?(j:— A^)(.r — :2Aa?) ..... [x — (m — 2)Ajt]./wAa? , d'où il est facile de conclure
A*/=^(a; — &ji;)(a: — 2Aj?)
[x — [m — 3)Ar] . iw(/?i— i)ALr' ,
et plus généralement
^*jr=x(a: — ÈLx:) {x — 2Aj?) ....[ar — {m — i — i)A^].m(iw — i) .... {m — « -h I ) Ax* .
Il y a donc une analogie remarquable entre la formule qui donne la différentielle de la puissance x"", et celle qui donne la différence de la factorielle [4 '7] composée de m facteurs, quand les facteurs consécutifs ont pour différence Aj;, et quand le premier facteur est x. Si Ton posait
y=:x{x+tix){x-\''^^) [a:4-(/n— i)Aj;] ,
on trouverait de même
^yz=z{x-\'^){X'\-ii^x) [:c-f-(/n — i)Aa7].i»Aa? , {i)
et par suite
A*j=(x-HAj:)[^-f-(<+i)ALr] .. . .|[a:-|-(»i — i)^'\,m{m^i), . . . .... (m — ^+I)Ar* .
Soit enfin
a:(iH-Aa;) (07+ 2 A^) .... [a:-+-(/w — i)A^j *
il viendra
m{m-\-i) (/w+a) (m+^— 1)> Aj;^
les signes -j- et — correspondant respectivement à i pair et à / impair. •
589. Les fonctions exponentielles et circulaires se prêtent d'une manière fort simple à ropération indiquée par le signe A. On a immédiatement
Aa*=a*(aA*— i), \-a' — i^{a^—ty , . . .
et, par les premières formules de la trigonométrie,
A8in^= 2sin|Aa7. cos(x4-|Aar), I ^n Acos^=— asin^Aar. sîn(^ + 5Aa:) . j On en conclut
A* sîn j: = — 4 sin* | Ax. sin (^-|-Ajr) , A* cos x= — 4 sin* I Ar . cos (jt-H Aar) , et plus généralement , A« sin x= ± a*» sm*»| A^ . sin (a: -4- lAx) , A'»cosjp = ±:a*»sin»*|Ar . cos (x-H'Ar) ,
A^+'sinx=±a**+' sîn*»+'*Ar.cos (x-^ AxJ ,
Ay-^'cosx La»*-*" sin**+'-Ajr.sin( x-f--— î--Ar J •
On doit prendre le signe supérieur>ou le signe inférieur, selon que i est pair ou impair.
590. Les intégrales (aux diflFérences finies) des fonctions en petit nombre sur lesquelles peut s'effectuer l'opération indiquée par le signe 2 , s'obtiennent par le renversement des formules de diflFérentiation établies ci-dessus. Considérons d'abord la fonction x' : la formule (o) donnera , après qu'on y aura remplacé m par
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d'où
+ ^ ^ \ -^ a:*»-» Aar' + etc. ,
+ i — ■ ^ \ î 2.a:»»*-' Ai' + etc.
et enfin
(mH-ijAr ( i.a i.a.3 )
Si Ton fait successivement dans cette formule /w=o, =:i,=2,=:3,etc., on trouve:
Ar
a Ajr 2 '
— or' H iC* Ajc ,
la^z
etc.
4 Ax
5 Aâ; I ^ I 5 1 •
^=rë— â^+r'^-ô^^''
'6 Ax a
Chaque intégrale doit d'ailleurs élre complétée par une constante ou par une fonction périodique arbitraire, ainsi qu'on l'a expliqué [584]. On obtient par ces formules l'intégrale aux différences de toute fonction algébrique, rationnelle et entière.
On ne verrait pas facilement sur ce tableau la loi
que suivent les termes successifs du développement de £r*: nous reviendrons sur ce point, par des considérations plus générales, dans le chapitre suivant. On tire des formules (î), (j), (k), (J)
2 \x {x + ^x){x + :iàx) . . . . [x + {m — i)bLx]
'=^{m^i)tix i (^-^M^+^)- • • • [a:+{m-^i)Sx] | +Trf, [n)
x{x+^){x+%l^). . . .[x'\'{m — i)Ax]
{m — lykx.x{x+^x){x+^^x)....[x'^{m — 2)Aj?]'^^ ^^'
« . <:îos(x — \^œ) \
A sm j: = — ^ ^-; — r-4 ^ -h X5 • i
2 sin ^ A^ f / >
* V in
2cos:r= ^ . , ^ ^ H- trf, I
2 sin ^ Aâ: ;
t;;^ désignant la constante ou la fonction périodique arbitraire.
591. Les formules du précédent n^ s'appliquent naturellement à la sommation des séries. Suivant la notation indiquée [585], désignons par S^^ la somme des termes de la série dont le terme général est /., cette somme comprenant les termes extrêmes ^,„ ,^,, de manière qu'on ait
SL^' =2ly< + 7* , ou S\ji = ^u^ /*; les formules (m) donneront d'abord
S{ . ar' = I -*- 2' -4- 3' + 4- 1»= L^ + i j» 4- JL / ,
S\.x^=i +2^+3'+ ^p—li^+lp + JL.i-,
etc.
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On sait que les séries des nombres figurés commencent par l'unité , comme les précédentes , et ont pour termes généraux
on peut donc appliquer la formule {ri) à la sommation de ces séries , et il vient
etc. ;
en sorte que la somme de l'une quelconque de ces séries est le terme général de la série de l'ordre immédiatement supérieur : relation bien connue, et qui peut être prise pour la définition des nombres figurés.
Les séries réciproques qui ont pour termes généraux
se somment au moyen de la formule {p\ à l'exception de la première , pour laquelle la formule fait dé&ut , à cause d'un facteur qui s'évanouit au dénominateur. On trouve pour les autres
'^i{i-{ri){i+%) 2 (/+iX«+a) '
etc.
Si Ton fait ^=:oo , on a 7, 7, etc,, pour les sommes des séries prolongées à l'infini.
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De la formule {q) Ton tire
c'est-à-dire, la règle élémentaire pour la sommation des progressions géométrique^.
Faisons dans les formules (r) x=p^q , aj;=9 : elles donneront
.8.n {p+uf)^ asinly ' '
• ^^ ^' 21 sm^;
et par suite [4o6 et 4^3]
*^*^*^*^'**^****«^«*'**o»^ ^**%<%'%<*'»»^«^«10'»W«*%%i»>«»»«m<%»/»«l/«ÎO«fc<<«»%%«»V> %%%%»% ^MW
* CHAPITRE IL
FORMULE d'eULER, POUR l'iÉVALUATIOW DES SOMMES PAR LES IJJTTEGRALES ORDINAIRES ET DES INTÉGRALES PAR LES SOMMES. — i APPLICATION A LA FORMULE DE STIR- LING. DE l'interpolation.
§ i^*". Formule d'Ealer pour l'éTaluation des sommes par les intégrales ordinaires et des intégrales par les sommes.
La formule de Taylor donne
d'où
fo:=:^.2f'x+^.2f"x+-^.2f'":r + etc. ,
et, en posant {'xz=fx, ou bien
Mais , par la même raison ,
2/'.=^./.--. 2/"—^. V'"— etc., W
^f^=£f'^~- V'"— r^- :S/".r-etc. (a") etc. ;
ce qui permet d'éliminer de la série (a) les intégrales sy'a:, 2/^'^;, etc. On fera l'élimination à la manière ordinaire^ en combinant par voie d'addition les équations
(«), {a)y (a"), etc., après ayoir multiplié tous les termes de {a) par le facteur A^Aj?, tous les termes de {a") par le facteur A.Aj;*, et ainsi de suite ; puis en égalant à zéro les multiplicateurs des intégrales qu'il s'agit d'éliminer. Ce calcul donne
2/^= ^ ffxdx -h k^fx + kMfx+ k^l^f'x
+ A3Axy"a:+etc. : (i)
les coefficients numériques A. étant déterminés de proche en proche , indépendamment de la forme de la fonction/*, par le système des équations suivantes
I * Ao I
Ao+ = Q, A.-|--^ +
. . A, Ai Ao I
A3 H 1 sr-f 5— tH Q / g-=o,etc. ,
Prenons yinzre* : il viendra
et l'équation (1) nous donnera, après la suppression du facteur commun ^,
— = -r- + Ao H- èlJ^ + A,Ar' + A3 Ar' + etc. ;
c"*^ • I CkX
d'où il suit que le coefficient A^ est celui qui multiplie a' dans le développement de la fonction
suivant les puissances entières et positives de a. En remettant pour Ao sa valeur — 79 on a
I II
A,a + A,a* + Aja' + etc. = h"
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Or, le dernier membre de cette équation est évidemment une fonction impaire de a : donc , dans la série qui est le développement de cette fonction impaire , les coefficients des puissances paires de a doivent disparaître. Donc, pour toutes les valeurs paires de l'indice «, autres que zéro , le coefficient A, est nul.
Si l'on effectuait le développement dont il vient d'être question , on obtiendrait l'expression de A| en fonction immédiate de l'indice / : mais nous n'insisterons pas sur ce calcul compliqué, quoique élégant; les coefficients A, pouvant être comipodément calculés de proche en proche au moyen des équations (À) dont la loi est évidente.
Comme les coefficients A,,-^, sont alternativement positifs et négatifs, nous mettrons l'équation (i) sous la forme
+ AsAr^ - px — etc. , (2)
C désignant la constante arbitraire qu'entraînent les signes d'intégration indéfinie 2 et y! Alors les lettres Aa,^, représenteront toutes des nombres positifs. 593. Si l'on pose
Baj^., = I . a . 3 . . . . (2/ H- 2) . Aai+i , la suite des nombres B„.|.^ est celle des nombres de Ber^ rwulli, ainsi appelés parce que Jacques BernouUi les a signalés le premier à l'attention des analystes. Cette suite de nombres revient souvent dans les développements en séries, et jouit de propriétés curieuses par rapport aux sommes des puissances , tant directes qu'inverses , des nombres naturels. Prenons , par exemple , f3C==j^ : l'équation (2) nous donnera
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_ mCm — i)(m — a)Aa:^ _^ , .
. -^' ,...3.4 ""-^+*^'^-' ce qui met ea évidence la loi des formules (m) du n^ La suite
A, — A3 + As — A, + etc.
est convergente, mais la suite
B, — B3 + B5 — B^ + etc.
ne l'est pas : les nombres B^:^^ croissant au delà de toute limite. Voici les valeurs des premiers termes de cette suite, exprimées en fractions ordinaires et décimales :
Bi=^ ==0,166666 ,B9= ^ =0,075757....,
B3=^-==o,o33333. . . .,B„=— ^— =:o,253ii3- . . ., 3o , 2730
B5=-7-=o,o238q9. . . ., Bi3=: 2 =15166666. . . ., 4^ o
B.j=:^-^=o,o33333. . . ., B,5=-p--2 ==7,0921 56. . . ., ctc,
594. Admettons que l'intervalle x — x^ soit un multiple exact de la différence A.r : on tire de l'équation (a), en passant des intégrales indéfinies aux intégrales définies ,
2lA=^7/^^'' -^-/"^ - -^"^"^ + A.Ax(/>-/xo) ~A,A/(/'''x—f^\\+A,àa:'U^^ (3)
La formule (2), communément attribuée à £uler, et désignée par le nom de ce géomètre, ou la formule (3) qui en est une transformation, comportent une double application, selon que l'intégrale jfJCriafcix est ou n'est pas
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susceptible de s'exprimer en fonction de x sous«forme finie. Dans le premier cas, il arrivera le plus souvent que l'intégrale ^x^foo ne rentrant pas dans la catégotie de celles auxquelles s'appliquent les procédés (fuit^[ratioD indiqués ci-dessus , on n'en poariail obtenir la valeur exacte que par une sommatk»! eifTective ^ opération laborieuse et souvent impraticable, si la différence a; — Xo contient un très^graiid nombre de fois la différence A.r. On regardera^ èiàiM ce cas, le terme
hp""^
comme une valeur approchée de l'intégrale ^"^fx^ et la correction qu'il faut apporter à cette valeur approchée sera donnée en série par la formule (3). Si, au contraire, on ne peut pas obtenir en fonction de x l'intégrale indéfinie jÇ^, et qu'il s'agisse de calculer par approxi- ^mation la valeur de l'intégrale définie
fxdx ,
on partagera l'intervalle x—x^ en parties égales A.r, assez petites pour que le produit
fournisse une valeur approchée de l'intégrale cherchée ;
de manière pourtant que la grandeur du nombre — -r — -*"
ne rende pas trop laborieuse la sommation arithmétique par laquelle on obtient 2^^ fx. La correction que doit subir cette valeur approchée sera encore donnée en série par l'équation (3) qui remplit ainsi le double office d'une formule de sommation et d'une formule de quadrature.
Si nous substituons le signe S au signe 2, selon la notation convenue [585] , nous aurons, au lieu des formules (a) et (3),
+ AgA^ . px — etc. , (4j
_A3Aa^V'^-/'''^o)+A3A^V'^-y>a;o)— etc. (6) 595. Toutefois , pour légitimer , en général j l'emploi de ces séries qui ne sont pas toujours convergentes , il est indispensable de pouvoir assigner des limites à l'erreur que l'on commet en arrêtant la série à un terme de rang quelconque [a 5]. Or, M. Poisson a donné une méthode par laquelle, en même temps qu'on obtient la série d'Euler, on trouve l'expression en intégrale définie du reste de la série, et par suite la limite du reste. L'importance du sujet nous fait une loi d'indiquer ce perfectionnement essentiel , apporté à une formule fondamentale de l'analyse.
Admettons, pour la simplicité des calculs, que les limites des intégrales dans la formule d'Euler soient égales numériquement et de signes contraires , ce qu'on peut toujours obtenir en changeant l'origine de la variable, et reprenons la formule (jn) du n** 433
qui subsiste pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites des intégrales. Aux limites mêmes on a
it/.+x-")i4/:>+^/'j2>^']»(8)
Posons a=ntkx^ et donnons successivement à ^ les
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in — I valeurs équidifférentes
— (« — i)tix , — (/i — 2)Aar, .... — Ax, o, Aj7,2A^, ....(n — i)Aar, pour lesquelles l'équation (7) subsiste : en prenant la somme des valeurs correspondantes Aefxj et ajoutant la demi-somme des valeurs de/r, relatives à a:==dtâ5, on a
Nous avons remplacé Ç par x sous les signes d'intégration , ce qui peut se faire mairltenant sans équivoque, et nous avons posé, pour abréger,
m 'AÎTç Zit: (n — 1)11:
i7=i-|-2COS — hacos h^cos h-. . . .-f-acos^ <— •
La quantité p se réduit h. in — i toutes les fois que / est un multiple de m. On a d'ailleurs
p cos — = 0 + cos n: — cos -^ — >
d'oîi l'on tire /;=-— cos /tc, pour toutes les autres valeurs de L Cela posé, on prendra la somme 2" en admettant d'abord que cette valeur Aep ait lieu sans exception : on fera ensuite i=.iin , et l'on prendra une seconde somme 2* , relative à i ^ en faisant dans le cours de cette autre sommation
p:=nn — I + cos li'rvK = un .
La série périodique, contenue sous le signe /', sera la somme de ces deux séries partielles, et à cause de l'équation
cos nz cos — .— = cos — ^^ ,
on conclura de cette remarque
T. II. 3o
En conséquence, l'équation (9) donne
ou bien, en vertu de l'équation (8),
Rien ne s'oppose maintenant à ce qu'on remplace i' par/, et à ce qu'on change l'origine de la variable .r ou la forme de la fonction Jl de manière que les limites des intégrales soient quelconques. Ainsi y nous écrirons
j/^'^^^^lLi^'^^^^^] /j«&. (lo)
Posons
ï+^+^+^+<^«<^- =;(2^r A,„,. ,(ii)
et prenons garde qu'aux limites de l'intégrale, pour lesquelles la valeur de la variable x est supposée un multiple exact de A^, on a
cos-^ — == I , sm -T — = o :
ax ax
le procédé de l'intégration par parties donnera
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596. En rapprochant tes équations (lo) et (la), nous retrouvons la formule d'Euler telle que la donne l'équation (3); et de plus nous obtenons en intégrale définie la valeur du reste négligé quand on arrête I9 série à un terme de rang quelconque. Les coefficients A,, A3, etc., définis par l'équation (11), ^^ peuvent être autres que les coefficients donnés par les équations (A), ou par le développement de la fonction (a), suivant les puissances de a. Ainsi , l'équation (11) exprime une propriété trèsremarquable des coefficients A, ou des nombres de BernouUi qui s'en déduisent.
A cause de l'équation (11) on a évidemment
Désignons de plus par \ la plus haute valeur numérique que puisse acquérir la fonction f^^^x entre les limites de l'intégrale : on aura^ abstraction faite des signes.
S'il s'agit d'appliquer la formule d'Euler à une quadrature, on pourra toujours prendre dx assez petit pour que la limite supérieure du reste R„ tombe au-dessous de toute grandeur donaëe. Si la même formule est appliquée à l'évaluation d une somme ou d'une intégrale aux différences finies, la différence A.r étant don-
née, il pourra se faire que la valeur de R. n'aille pas en décroissant indéfiniment pour des valeurs indéfînimeut croissantes de Findice n : ce qui n'empêchera pas de fîàre usage de la formule, quand la limite supérieure de R„, pour une valeur convenable de l'indice n^ sera de l'ordre des quantités négligeables.
Lorsque la fonction f^^^x conserve le même signe dans toute l'étendue de l'intégration, on a aussi, abstraction faite du signe ,
ou
c'est-à-dire, que le reste négligé est numériquement plus petit que le dernier terme conservé.
La formule d'ËuIer se trouve en défaut quand les différentielles impaires de /r s'évanouissent, ou, plus généralement, sont égales aux deux limites de l'intégrale : le second membre de l'équation (lo) cesse alors de pouvoir se développer en série procédant suivant les puissances ascendantes de Ax.
597. En général, lorsque la fonction^ conserve le même signe dans toute l'étendue de l'intégration, on peut prendre Ao: assez petit pour que la valeur numérique du rapport
tombe au-dessous de toute grandeur assignée, à cause des changements de signe qu'éprouve le facteur àefxdx dans la première intégrale. Si, en outre, tix est une quantité négligeable comparativement à la distance X — Xq des limites des intégrales, il est permis de né-
FORMULE d'eULER. 469
gligêr, non-seulement la première intégrale (i3) vis-àvis de la seconde, mais encore les termes ^Jo(jfx — \fa^ vis-à-Vis de Hx^^fx, et Ton a
de sorte que , relativement à nos moyens d'expérimentation et de mesure^ les choses se passent comme si un système de parties discontinues se transformait en un tout continu. C'est en vertu de ce principe que, s'il s'agit, par exemple, d'évaluer l'attraction d'un corps sur un autre ) on considère les deux corps comme des masses continues, en faisant abstraction des pores ou interstices dont l'existence est mise hors de doute par une foule de phénomènes, mais dont les dimensions sont inappréciables pour nous. On admet que la masse des particules groupées dans un espace de dimensions inappréciables, et qui pourtant peut contenir un grand nombre de particules , se trouve uniformément répartie dans tout cet espace; et l'erreur commise doit être, par rapport à la grandeur mesurée, du même ordre que les dimensions du volume élémentaire par rapport aux dimensions des corps observés ; c'est-à-dire , que l'erreur est inappréciable par nos moyens de mesure.
Au contraire, lorsque la fonction /^ change de signe dans l'étendue de l'intégration, les deux termes du rapport (i3j peuvent avoir des grandeurs comparables, malgré la petitesse de A^. M. Poisson a tiré de cette remarque une explication ingénieuse de quelques-unesdes lois auxquelles paraît soumise la constitution moléculaire des corps.
En exposant, au commencement de ce Traité, les principes du calcul infinitésimal, nous avions pour
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tâche de faire bien comprendre comment l'on est parti de )a notion des variations discontinues pour adapter le calcul auK variations continues qui se manifestent ou semblent se manifester dans la plupart des phénomènes naturels. Ce qui précède contieut l'indication d'un procédé inverse, par lequel on introduit, pour la commodité du calcul, une continuité fictive dans des variations effectivement discontinues. Ce pr<^cédé trouve surtout son application à propos de l'évaluation des rapports de grands nombres , évaluation qui revient sans cesse dans la théorie des combinaisons et des chances , et pour laquelle on fait un usage continuel d'une formule due à Stirling, qui se déduit de celle d'Euler établie cidessus, comme nous allons le montrer dans le paragraphe suivant.
S a. Application à la formule de Stirling.
598. Proposons-nous d'appliquer la formule d'Euler à l'évaluation de la somme des logarithmes des nombres entiers , depuis i jusqu'à a: inclusivement : nous aurons Ar = I , y logxdx = x log X — X + const. ,
En conséquence , ht formule (4) donnera log[ i.a.3. . . .or) =C-|-^log^ — j: + -loga7-f — \
"' f-^-IS-r^^ + etc. (.4)
i.i.x^ JTôTj? 7.8.0:7 Nous en déduirons, en remplaçant x par ax,
log[i.2.3...(2j: — i)2j:]=C4-ajrlog2j:— aorH — logaa>+--p — etc.
Mais on a identiquement
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et par conséquent ,
log ( i.a.3,..../r) -h log [i.3.5 (a^— * )]
= C-+-xlog2 -f-aarlogo: — aa?-f-- loga^-4- j^: — etc.
En combinant, par voie de soustraction, Téquation (j4) avec celie-ci, nous obtiendrons cette formule où n'entre plus la constante C,
log[i .3.5...(aar— I )] =:f :i:4— jloga-l-J?loga:-^- j-' 4- etc. ( 1 5)
On a, d'autre part,
[t .3.5....(2a? — i)]»=:i.3.3.5.5.7 . ..;.(aar — 3)(ajr — i)(aa:? — i); et en combinant ces équations avec les formules (i4) et (i5), d'après les règles dû calcul logarithmique, on trouvera sans difficulté , ra.a.4.4«6-6-— (^«^ — a)(aar — a)aa: 1 ^ , '^g Li.3.3.5.à.7..,>U--3(a^iX2^- x)J=^^- ^ '^^ ^
H h etc.
Maintenant, quand on fait converger x vers l'infini,
le premier membre de l'équation , d'après le théorème
de Wallis [4o4], converge vers la limite log -, tandis
que le second membre se réduit , pour x= 00 , à a C —
a log a, d'où l'on conclut C=:log. l/aîi, et par suite
log(i.a.3..,..a;) = log\/'^-f-a:log j: — a: + ^logx
Faisons dans cette équation j:=z= looo, multiplions par le module des tables [64] les termes non affectés du signe log,^ afin que la somme se rapporte à des logarithmes tabulaires, et arrêtons la série au terme
qui a pour coefficient B3 : nous trouverons
log.vulg.(i. 2.3.. ..1000)= 2567,6046442221328 ,
valeur exacte jusqu'à la treizième décimale. Si l'on prenait j:r=:io, et qu'on poussât jusqu'au terme affecté du coefficient B^s, on trouverait, une valeur exacte jusqu'à la vingtième décimale (').
Ce calcul nous apprend que le nomfal*e i .2.3 . . . 1000, exprimé dans notre système de numération , a 2568 chiffi*es y dont les quatre premiers sur la gauche sont 4o23 ; de sorte qu'il se trouve compris entre . 4024. lo**^ et 4023. lo»*^*.
Dans la théorie des chances, on a précisément à assigner les rapports de très-grands nombres que les règles de l'analyse combinatoire donnent sous forme de factorielles, et dont le calcul arithmétique serait tout à fait impraticable. Or, pour assigner ces rapports avec une approximation suffisante, comparable à celle que comporte la détermination des constantes empiriques, il suffit évidemment de déterminer pour chaque terme du rapport, comme on vient de le faire pour la factorielle 1.2.3. r.iooo, la caractéristique de son logarithme et les premiers chiffres de la partie décimale.
599. Si l'on faisait dans l'équation (i 4)^= i, on en tirerait
fi, 1 83 85 4 ^ B9 . __fi"
OU bien, par la substitution des valeurs trouvées [SgS] pour les nombres de Bernoulli ,
(') Voj'ez riotroduction placée en tête de l'opuscule intitulé : Taùularum ad faciliorem et hreviorem probabHitatis compuiatronem utilium enneas y psir Degen. Copenhague , 1824.
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C = i—o,o8333,.. .+0,00275. ...—-0,00079... .4-0,00059... — o,ooo84«.. +0,00209.... — ^^' )
ce qui suffit pour manifester la divergence de la série , et pour montrer qu'elle ne peut servir à déterminer la valeur de la constante C.
La série qui procède suivant les puissances impaires et négatives de a:, dans les équations (i4) et (i5), est pareillement divergente; mais quand on prend pour x le nombre 1000, le terme affecté de B3 n'influe déjà plus que sur les décimales d'un ordre supérieur au. 11^; et il faudrait embrasser un nombre immense de termes pour que la divergence de cette série se manifestât, par suite de Faccroissement progressif des coefficients B. Si l'on prenait seulement ^ = 10, le terme affecté de B5 serait moindre qu'une unité décimale du 8* ordre; et le nombre de termes qu'il faudrait embrasser, pour rendre sensible la divergence de la série, serait encore trop grand pour qu'on pût, dans la pratique, en effectuer le calcul.
Cependant il suffit que la série finisse par diverger pour qu'on ne puisse, en l'employant, attribuer aux calculs une rigueur mathématique, que sous la condition d'assigner une limite au reste négligé [^5]. Or, cette limite , dans le cas particulier, se déduit avec une grande simplicité de celle que M. Poisson a assignée au reste de la série d'Euler. Il faut seulement , pour obtenir des limites assez resserrées, changer l'origine 'de la sommation. Ainsi ^ nous pourrons décomposer la somme S' log X en S'** log j:-|- S', log x , et rien n'empêchera de calculer directement la constante S 7 log x avec toute l'exactitude désirable. On aura ensuite
§* log X = ^log X — x-^- I — 1 1 log II
B./i i\ B3/ I i\ Bj/i i\ . .
Quand on arrête la série au terme affecté de B5 , le reste négligé tombe , d'après ce qui précède , au-dessous d'une unité décimale du 8^ ordre, quelle que soit la valeur x assignée à la limite supérieure de l'intégrale.
Au surplus^ M. Liouville a mis le reste de la série (i 6), arrêtée au terme affecté de B,,.., sous la forme
I.îl.3...(2«+2)yo
fa désignant la fonction [^9^] t et 6 uu nombre
compris entre zéro et l'unité ('). Si donc l'on représente par>,i^ le maximum numérique de la fonction f(**+'^a, entre les limites o, od , le reste négligé sera numériquement plus petit que
Si+a
i.2.3..(2«4-2)y o * (ai+ 1 ) (2/-ha)r»»+'
Quand on ne conserve dans la série (16) que les termes indépendants des coefficients B, ce calcul donne pour l'expression du reste négligé
~ r er^r (8a) da ,
et la valeur maximum de la fonction
est, comme M. Liouville le fait voir, f"(o) = | = B,. Dans ce cas, par conséquent, le reste négligé tombe au-
dessous de ->^ ; et si x est de l'ordre des mille, le reste
(') Journal de mathématiques^ tom. IV, pag. 817.
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est moindre qu'une unité décimale du 4^ ordre. Ce calcul, oïl l'on met à profit la détermination exacte de la constante C, a donc, sur celui que nous avons indiqué, l'avantage d'atténuer la valeur assignée à la limite du reste négligé , quand on supprime dans la formule de Stirling tous les termes où entrent les nombres de BernouUi. Mais, pour que cette suppression soit permise, il faut que .r désigne un grand nombre , au moins de Tordre des mille : au cas contraire , on arrive plus simplement, par les considérations que nous avons présentées, à une valeur de la limite du reste, dont la petitesse suffit dans toutes les applications.
§ 3. De Tinterpolation.
600. Nous avons eu plusieurs occasions de parler du problème de l'interpolation [ai], dont l'objet est d'assigner une fonction continue, susceptible d'une expression mathématique, laquelle prenne, pour certaines valeurs de la variable indépendante, des valeurs déterminées , qui sont celles d'une autre fonction , continue ou discontinue. Lorsque cette dernière fonction est continue^ et que les valeurs entre lesquelles il s'agit d'interpoler sont suffisamment rapprochées les unes des autres, on admet que les deux fonctions se confondent sans erreur sensible dans l'intervalle de ces valeurs; par la raison que deux courbes se confondent sensiblement dans . l'intervalle des points qui leur sont communs, lorsque les points communs se trouvent suffisamment rapprochés, et que ni l'une ni l'autre courbe n'éprouve de solution de continuité dans l'intervalle.
Le problème de l'interpolation est évidemment indé-
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terminé de sa nature : sous certains rapports il peut être considéré comme une application de la théorie mathématique des chances ; nous n'avons à en traiter ici qu*en tant qu'il se rattache au calcul des différences finies.
Reprenons la formule des n~ 43 et 58^
n. n(n — i)., n(n — lY/i— 2).. .
OÙ yr est une fonction de la variable x, donnée pour les valeurs x=o, x=\x, j;=aA.r, . . ,x=LnAx.' Posons nèkX=Xyj'n=^,f^fJ'o=f(p) • cette formule deviendra
Si la valeur ^^ ne correspondait pas à a:=o, mais à x^Xot il faudrait remplacer, dans le second membre de l'équation précédente , x par x — x^ jet /(o) par^o- Lorsque, dans la formule (17) dont lanalogie avec la série de Maclaurin est manifeste, on fait j: = o, x=^x, x=^\x, . . .x=n^Xj on retombe sur les valeurs jTo? /ij^a?» • -/m qui ont servi à former les différences A^„, A^o?« • -A'/o : mais on peut admettre aussi que l'équation (17) subsiste pour toutes les valeurs intermédiaires de X, et alors cette équation remplit le but d'une formule d'interpolation. Rien ne s'oppose à ce qu'on la mette sous la forme
fx = A^ + A.x + Agjr» -f- A^x^ + etc. , (18) Ao, A„ Aa,. . .A, désignant des constantes donné.es. Il faut supposer que les différences A, A*, A^ etc., vont en diminuant, de manière qu'on puisse s'arrêter aux différences de l'ordre /^, en négligeant celles des ordres supérieurs; et alors les formules (17) ou (18) ne contien-
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nent qu'un nombre fini de termes; en sorte que la fonction yj? se trouve remplacée par une fonction rationnelle et entière dex, '
601. Si les différences des ordres supérieurs à l'ordre n étaient rigoureusement nulles , rien ne s'opposerait à ce qu'on prolongeât indéfiniment, en avant et en arrière du terme pris pour origine, la table des valeurs de^: soit qu'on employât à cet effet la formule (17); soit qu'on fit de proche en proche le calcul des différences des ordres inférieurs par de simples additions. On peut encore se permettre de prolonger la table, si les différences de l'ordre n sont seulement très-petites, en les traitant comme nulles : mais alors il est nécessaire d^avoir, au delà des limites primitives de la table, quelques valeurs connues de/i, servant de repères, et dont l'accord avec les valeurs calculées donne une garantie suffisante de l'exactitude des valeurs intermédiaires, aux quantités près de l'ordre de celles qu'on a droit de négliger. Les limites entre lesquelles on aura été autorisé à prolonger la table, sont celles entre lesquelles on sera en droit d'employer l'équation (17), comme formule d'interpolation.
Lorsque les tables sont dressées pour des valeurs de la variable, tellement rapprochées qu'on puisse, dans une certaine étendue, considérer les différences du premier ordre comme constantes, et les différences des ordres supérieurs comme nulles, l'interpolation se réduit au calcul des parties proportionnelles, ainsi qu'on l'a déjà souvent expliqué..
Quand on applique la formule (3) au calcul
numérique de l'intégrale définie / fxdx^ il peut'arri-
ver que ta fonction^ ne soit donnée que par une taUe qui fournit seulement les moyens de calculer d'une manière approchée [44] l^s valeurs des àévviée»fxyfxy f'xy etc. Admettons que cette table donne lea valeurs de^ pour des valeurs équidiflerentes de Xy l'intervalle des limites x — x^ étant toujours un multiple de ^x. Employons comme quantités auxiliaires une variable z et une fonction
de sorte qu'on ait
fï»)(o)=/(")j:— /(->a:o, A«f(o) = A''/^— A«/ar. ; (ip) et supposons que la variable z prenne successivement les valeurs o^Ao;, sAj;, 3Aj:, etc. : la formule (17) donnera, par le simple changement de y* en f et de x en z,
fe = f (o) +-4- Af (o) + ^""".^^ A'f (o) + etc. .
Si maintenant, conformément au principe de l'interpolation, on regarde cette formule comme subsistant pour des valeurs quelconques de z, on pourra différentier les deux membres comme des fonctions continues de ^; et en faisant ensuite z==o, on obtiendra
Axf(o) = Af(o)— iA*f(o) + iA'f(o) — iA^(o)+etc., Ar'r'(o) = A^f (o) — |A*f (o) + etc., etc.
Remettons pour i'{p\ f"'(p)^ . . . ,Af(o), A*f(o), . . . leurs valeurs données par les équations (19)9 et substituons dans la formule (3) : il viendra
/ fa:dx==^x^^lfx+^fx-^fx,^^^
+ J^(Ayi-Ayi.)-i|(AV^-Ay:r,)
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formule donnée par Laplace dans la Mécanique céleste^ Il faut supposer que la table des valeurs de fx s'étend au delà de la limite supérieure de l'intégrale, pour qu'elle détermine implicitement les différences ^fxy ^fxj t^fx^ etc*, relatives à cette limite supérieure.
603* Le problème inverse de l'interpolation consiste à déterminer la valeur de ^ qui répond à une. yaleur donnée fx de la fonction f. Quand on emploie, comme formule d'interpolation, l'équation (17), la solution de ce problème revient à la résolution d'une équation algébrique de degré n^ A*/(o) étant la plus haute différence conservée dans la formule. Mais, au lieu de faire usage pour cette résolution des méthodes générales dont l'application est si pénible^ on a recours à des approximations successives. Ainsi l'on posera
b.x fjc_ — f{^
Yx ts.f{p) ' Fx étant une fonction de x qui a pour valeur
te Vi.a.A/(o)+W Aax Vi.a.S.A/oV On prendra, pour une première valeur approchée de X,
pour seconde approximation
,_l^Jx-f{p) Ax . A-/(o)
*'- FÎ: A/(o) ' P"'' **- n, A/(o) ' et ainsi de suite.
Le problème de l'interpolation comprend, comme cas particulier, celui de Vintercalationy qui consiste à insérer, entre les valeurs données par une table , un nombre déterminé de valeurs intermédiaires. On sup-
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pose ordinairement que les termes intercalés doivent être équidistants, commç les termes de la table primitive.
604. Si la table ne donnait pas les valeurs de la fonction pour des valeurs équidifTérentes de la variable indépendante, ainsi qu'on Ta supposé dans ce qui précède, il faudrait recourir à d'autres formules d'interpolation. On pourrait en donner dont la construction se rapporte au calcul des différences finies; mais il est plus simple, et il suffit pour notre but, de poser directement avec Lagrange
fo^yxiTr^' . ./„ désignant toujours les valeurs données de la fonction y y qui correspondent aux valeurs .ro, x^y x^j. . .^„ de la variable .r; et X, étant une fonction de X, qui se réduit à l'unité pour x=Xi et à zéro pour x=Xi'y quand l'indice i' a toute autre valeur que i. Il est clair qu'on satisfait à cette double condition, en prenant
~ {xt—x.Xxi—x^) (oTi— a;„) '
on pourrait d'ailleurs y satisfaire d'une infinité d'autres manières, parce que le problème de l'interpolation est essentiellement^ indéterminé.
CHAPITRE in
TUIÉORIE DES ÉQUATIONS A.UX DIFFÉRENCES FINIES , F.NTRE DEUX VARIABLES DISCONTINUES.
§ I*'. lotëgration, en termes finis, des équations aux différences finies, à deux variables.
605. La théorie des équations aux différences finies^ sans être, à beaucoup près, aussi féconde que celle des équations différentielles en applications importantes, mérite pourtant d'être exposée avec quelque détail , même dans un traité élémentaire. La comparaison des deux théories manifeste des analogies et des contrastes qui jettent de la lumière sur Tune et sur l'autre, et qui font mieux ressortir les lois générales de l'analyse.
Nous ne traiterons avec. quelque développement que des équations aux difTérences entre deux variables x et y^ et nous les envisagerons successivement sous deux points de vue : d'abord comme exprimant la loi de la série des valeurs de^, qui correspondent à une série de valeurs déterminées de x\ ensuite comme exprimant une propriété de la fonction y qui croît, ainsi que la variable indépendante .r, sans discontinuité.
On peut toujours supposer que l'intervalle A^r des valeurs de la variable indépendante est.consts^nt, et prendre cet intervalle pour unité [583]. Si â^r n'était pas un nombre constant,' mais une fonction de x seul, ou de X et de jr, on pourrait regarder x et^ comme des T. II. 3i
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fonctions du nombre entier /, positif ou négatif, qui fixe le rang du terme Xf dans la série des valeurs àex, et celui du terme correspondant^, dans la série des valeurs de^. Les variables ^ et^ seraient alors définies en fonction de l'indice i par deux équations aux différences, auxquelles on pourrait appliquer le procédé d'élimination indiqué au sujet des équations différentielles [165], de manière à arrivera une équation Eoale d'où Tune des variables Xyj', et ses différences se trouveraient chassées. Dans cette équation finale , qui serait en- général d'un ordre supérieur à celui de l'une ou de l'autre des équations proposées, la variable indépendante I varierait par intervalles constants, égaux à l'unité.
Au reste, dans la plupart des problèmes auxquels s'applique l'intégration des^ équations aux différences, en tant qu'elle a pour but d'exprimer le terme général d une série, la loi de génération de la série, dont l'éqùatiou aux différences est la traduction, se trouve immédiatement exprimée au moyen de l'indice qui remplit ainsi, sans qu'il soit besoin de transformation préalable, Tof- £ice de variable indépendante.
606. Une équation aux différences de l'ordre n, dans laquelle la variable indépendante x a des incréments constants, égaux à l'unité, peut être représentée ^énénr lement par
F{x^y^Xy^yJ a«/)=o 5 ou par fix^yTtir^ .r«)=o j
si l'on exprime les différences successives en fonction des valeurs consécutives de jr [58a]. En conséquence on tire d'une équation du premier ordre^^, exprimé par le moyen dé ^; d'une équation du second ordre, ^, exprimé au moyen de j^, et de^;et généralement une
ÉQUATIONS AtrX DIFFÉUEKOKS FINIES. 483
équation du rf ordre fait connaître la valeur numérique d'un terme de la série, au moyen des valeurs des n termes précédents. Réciproquement^ l'intégrale de l'équation aux différences, ou l'expression analytique du terme général de la série engendrée , doit contenir autant de constantes arbitraires qu'il y a d'unités dans lexposant n de Tordre de l'équation : la détermination de ces n constantes devant équivaloir ci la détermination des n termes qu'il faut se donner arbitrairement , pour pouvoir construire numériquement la série au moyen de l'équation proposée. C^s remarques sont tellement analogues à celles qui se présentent dans la théorie des équations différentielles, qu'il suffit de les indiquer ici , sauf à en développer bientôt certaines conséquences, après que nous aurons examiné quelques cas où l0s éqM^ltions aux différences comportent une intégration proprement dite : en ce sens qu'on peut exprimer analytiquement'le terme général de la série correspondante, avec des constantes arbitraires en nombre égal à celui qui marque l'ordre de réquatiou.
607. Considérons d'abord l'équation générale du premier degré et du premier ordre
on poserai comme au a"* (\k^% y"=^^^^ ^ S^i donnera
En raison de l'indétermiination desi fonctions 0 , ^^ cette équation est susceptible de se déc&mposer dans les d/eux suivantes
m + A0, Af =;= fo , AO -f. ôy> =;= o . Pour faciliter l'intégration de la seconde, Élisons ^z^zui'' :
i| viendra [§89]
Aô =e* («Az — I )z:=; 0 ( càz — , ) ^
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d'oîi
et enfin
en désignant par Fx le produit dç toutes les valeurs que prend la fonction i — -Jx entre les limites de Pihtégrale 2. Cette fonction F ainsi déterminée, on aura
fr
7 = Fx.2-
Dans le cas oîi la fonction ^r se réduit à une constante I — a, cette formule donne
fsc
4 ^ -^ ax+i
et si la fonction fx se réduit aussi à une constante by il
vient
En général, quand la fonction /devient constante, l'intégration s'effectue toutes les fois que if désigne une fonction rationnelle et entière.
On peut déjà remarquer que, si la constante a se trouvait négative, il serait impossible de considérer^ comme une fonction continue de^ [i^], à moins que la constante arbitraire ne vînt à s'évanouir, ce qui ferait disparaître a* de l'équation précédente. Mais dans l'hypothèse oîi^ désigne le terme général d'une série, et a: un indice qui ne comporte que des valeurs entières, rien ne s'oppose à ce que la constante a soit négative : il en résulte seulement que les valeurs consécutives de a' sont alternativement positives et négatives.
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608. Considérons 1 équation linéaire aux difFérences, d'un ordre quelconque, qui a pour, forme générale A«74-P.A»-:*7 + Q.A»-»j4- i-+. U/rsY ,
P, Q,. . .U, V désignant des fonctions de- ar, ou (ce qui revient au même, attendu que les différences des divers ordres s'expriment en fonctions linéaires des valeurs successives de la variable dépendante)
Jar-H» + P/a:+«-i + Q/or+n-a + 4- U/, =r V . (a)
On prouve, comme pour les équations difTérentielles analogues, que l'intégration de (a) se ramène à celle de l'équation
Si l'on désigne parj-,^'^,^,^*^, etc., des valeurs de^, propres à vérifier Téquation (è), celle-ci a pour propriété caractéristique, comme l'équation différentielle correspondante, d'être encore vérifiée par la valeur ^,=2. ^ij's^j les coefficients Q désignant des constantes arbitraires. Par conséquent, si l'on connaît n solutions ou intégrales particulières de l'équation (é), on en aura l'intégrale générale avec les n constantes exigées. L'ordre de l'équation à intégrer s'abaisse d'une unité, si l'on connaît une intégrale particulière, et ainsi de suite [462].
Les n intégrales particulières s'obtiennent très-aisément quand les coefficients P, Q,. . «U sont des constantes; car, si l'on pose^,=//i% d'oîi^,^,==/w*+', on a , pour déterminer m , l'équation algébrique
w«" + Pm"-" -I- Q/w«-* 4- + U = o ; (m)
et si l'on en désigne les racines par /w„ /w,,. . .w„, l'intégrale générale de l'équation (b) prend la forme 7^=C./w/ + C.W/ + , + C„w/ .
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609. Nous appliquetï>ns ce qui précède à un problème assez cuHeux d'analyse combinatoire que Ton peut énoncer comme il suit, en convenant, pour plus de brièveté, d'appeler le nombre m X exposant d'une combinaison m h m:
« Sur le nombre total des combinaisons que l'on peut faire avec un nombre d'objets désigné parx, en les prenant I à 1, a à a, 3 à 3,. . .j; à X, déterminer séparément le nombre de celles dont les exposants, divisés par un certain module n, donnent pour reste l'un des nombres G, I, a, 3,. , .n — I. »
Désignons par^"\^*),^*^,. . . ^"^ les nombres à déterminer, qui sont autant de fonctions discontinues du nombre x. Si x augmente de l'unité , il est clair que le nouvel objet à combiner, introduit dans les combinaisons de la classe r (ou dans celles dont Texposaût , divisé par /i, donne pour résidu r); les fait passer à la classe r-^-iy et que de plus cet objet, pris seul, donne une nouvelle combinaison à exposant t. En conséquence on a
et par suite
Ay«)=:Ay»-'>, Ayo = a/<») , Ay»>= a/'^ .... A*/»'->=Ay»— ^ (c,)
£n continuant de prendre les dtflTérences successives, jusqu'à ce qu'oh soit arrivé à celles de l'ordre n, on trouve finalement
Ay «)=rA'^y»- 1 ), Ay >=A*-y»), ....Ay»— ^5=A'^y '^»).(c.)
L'élimination entre les équations (c,),(c,). . .{c^ donne Ay-)=^*) + i; (i4)
Ay)=y"\ Ay''=y»>, ...... Ay?-')=7('--'> . (rf)
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Chacune des équations (d) est de la forme à"7-,Œ^,, cl -où Ton tire, en exprimant les différences en fonction des valeurs successives {58a]^ n n(a — i)
Quand n est pair, le terme en^« disparaissant, l'ordre de réquation s'abaisse d'une unité, et il vient
Pour le eas de n impair on a n n(n — i)
L'équation (m) devient dans le premier cas
et dans le second
(m — I )» — is=o;
d'où [79]
1»= I «4- cos — - dt K— I . sin— n n
lie / nr . . . /ic\
=2Cos— ( cos— 4- K — 1 . sm — ) >
et en transformant convenablement les exponentielles imaginaires,
rx=c.2* \
+M,( 2 cos- ) cos- — l-M,l 2 cos — ) cos hetcf . .
-hN,( 2C0S- ) sm l-N, ( 2COS — ) sm h etc. 1
\ nJ n \ nJ n J
Maintenant, si l'on prend successivement pour /« chacune des fonctions ^'^,^*\^'"""\ on déduira de la formule (e) les valeurs de toutes ces fonctions de x, qui ne différeront que par la détermination des constantes
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arbitraires G, M,, N, , M, , N», etc. Quant à l'équation {d^ , il est clair que la formule {é) en donnera aussi Tintégrale, pourvu qu'on ajoute au second membre le terme constant — i . D'ailleurs , par une conséquence très-connue de la formule du binôme de Newton ,
j(o)^^0 4.jK»)-f. -f. j(»— >)-=:2* — I .
En prenant, par exemple, /2=:4i et en déterminant convenablement les constantes arbitraires, on trouve
j(o)==i ,2* + - r^â ) cos^wa? — i ,
/") = ^.2^ — ^f^l/i j COS^IC^F, I I / -\* I
j<^)= - . a* ( l^a j sin- tçx .
610. Ou parvient quelquefois à exprimer les intégrales des équations aux différences, au moyen d'intégrales définies ordinaires. Pour faire connaître l'esprit de la méthode, prenons l'équation
dans laquelle nous supposerons que m est une constante positive. Posons
a désignant une fonction de lo dans laquelle x n^entre pas : il s'agit de déterminer cette fonction et les limites de l'intégrale, de manière à satisfaire à l'équation proposée.
Cette équation donne
{m-^x) fa o>a?+'rfù)-f.(/n + 2ar)/ûw*rfft) = o , ou
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Mais on a, en intégrant par parties,
Donc, si l'on prend pour les limitesde l'intégrale deux raciales de l'équation
l'équation (f) deviendra
/j m(i+a>)ûA)— é/[û(aa> + <o")]}w*=o,
et l'on y satisfera indépendamment de x , en déterminant la fonction 0 par l'équation différentielle
m{i + ta)iïdfa — rf[Û(auiH-w*)] =o , qui donne
û = C(aco-i.ci)')" ', C désignant une constante arbitraire. Après qu'on a substitué cette valeur de 0 dans l'équation (a>), elle devient
et comme on a supposé le nombre m positif, on y satisfait en prenant pour les limites de l'intégrale
10 = 0, (0= — a , d'oîi
/^» îi— I
L'expression deviendra plus élégante, si l'on fait
(o = cosa — .1 , aii)-i-cû* = — sin*a, A)= — sin arfa , ce qui donne
X^=. C ( — I f y ( I— cos a)* (sin a)»»-' rfa.
On a d'ailleurs, pour déterminer la constante arbitraire C, au moyen de la valeur initiàle^o» l'équation
7o = C / (sina)"*"'rfa.
611. Pour donner un exemple d'intégration, dans le cas où l'on ne suppose pas constante la diflerence de l'une des variables , concevons qu'il s'agisse de détemtiner en fonction de a? la quantité x* qui satisfait à l'équation
r^x=rx"—^, ^' ■ ie)
ou le terme général de la série des valeurs de/ que l'on construirait avec cette équation : les valeurs initiales de X, y étant x^^ j^. Soit i l'indice de deux termes qui se correspondent dans la série des valeurs de x et dans celle des valeurs de/: on aura
L'équation {g^ est linéaire et a pour intégrale
X(=zx^.iK
Si l'on met la valeur initiale /^ sous
la forme
l'équation (^,) donnera
7, = ^*+^, ra==«^-i-^,
'Ti-
et par suite'
On doit remarquer que la dernière équation, qui est l'intégrale complète de {g\ renferme les deux constantes arbitraires et indépendantes oTo, c, ou ^01/0; parce qu'en effet l'équation (g) ne peut être construite <{u'après qu'on l'a transformée dans le système des équations (^,) et (^,), et qu'on s'est donné arbitrairement x^j /;.
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§ %. De la construction arithmétique des équations aux différences finies , à deux variables. — Conséquences relatives à la multiplicité des intégrales générales, à l'existence des intégrâtes singttlièrea et au passagédu fini àrinfiniment petit.
Revenoas à la constraction arithmétique de
réquation
et supposons que de cette équation Ton puisse tirer deux valeurs de Aj^ en fonction de x^jr. Après qu'on se sera donné arbitrairement la valeur initiale^oy correspondant à une valeur déterminée de «t:, telle que j;=r:o, on aura, suivant qu'on choisira pour A^ l'une ou l'autre des deux valeurs fournies par l'équation (F), deux valeurs différentes de /,, à chacune desquelles, par la même raison^ correspondront deux valeurs différentes de^„ de sorte qu'il y aura quatre systèmes distincts de valeurs pour la série partielle (/o>^i»/a)« On obtiendrait huit systèmes distincts pour la série partielle {/'o^TuJ^ijJ'i^ qui comprend un terme de plus, et ainsi de suite. En général, si l'équation (F) donne m valeurs pour Ay, la série partielle (/ofjijj'zv'j'n) pourra être construite d'après cette équation, d'autant de manières différentes qu'il y a d'unités dans m", l/équation aux différences prise pour exemple, est du premier ordre, mais les mêmes remarques sont applicables aux équations aux différences d'un ordre Quelconque.
Si, parmi les diverses séries, ainsi dérivées arithmé^ tiquement de l'équation (F), il s'en trouve plusi^irs dont le terme générai puisse être exprimé par une fonction algébrique ou transcendante de l'indice et de la valeur initiale ^o> ou d'une constante arbitraire qui en lient
lieu, l'équation proposée aura plusieurs intégrales distinctes, et néanmoins complètes, puisqu'elles contiendront une constante arbitraire.
Tel est en effet le résultat auquel on arrive indirectement, quand, au lieu de remonter de l'équation aux différences à l'intégrale complétée par une constante arbitraire, on part d'une équation entre x^jr et une constante, pour arriver à une équation aux diiTérences d'où cette constante se trouve éliminée.
Prenons comme exemple l'équation très-simple
/zzrax-f-a", (i)
qui donne par la différentiation , pour Aj;=i,
Ar=«, (a)
et par l'élimination de la constante a,
' Aj*4-arAj — 7 = 0, (3)
d'où il suit que l'équation (i) est l'intégrale complète de l'équation (3).
Considérons maintenant dans l'équation (i) le paramètre a comme une fonction variable à&x^ et afin que les équations ('^) et (3) n'en subsistent pas moins, égalons séparément à zéro la portion de la variation du second membre de l'équation (i), qui provient de la variation de ai nous aurons
Aa(Aa-i-2a4-ar 4- i) = o ; et cette équation se décompose en deux autres
Aa=o , Aa-f- aa+ ^+. I =* o . (4)
La première donne azuzconst.^ ce. qui fait retomber sur l'équation (1). On pourrait appliquer à la. seconde la formule générale du n® 607 pour l'intégration des équations linéaires du premier ordre; mais si l'on pose directement œzzzu-^mx^n^ u désignant une nouvelle fonction de x, et m^n des constantes = indéterminées, il
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viendra
Am + au + ( am +1 ) ^ + an + w* + 1 ===o y
ou simplement, en prenant m= — 7, /i="— -J, .
Aii.-|-att=: o . (5)
L'équation (5) qui peut se mettre sous la forme '^ar+i-h":r=o, a pour intégrale complète
«*==*(— i)*, d'où az=b(—i)^ — ^ — ^^ b désignant une constante arbitraire.
Cette valeur de a doit être substituée dans l'équation (i). Pour faciliter la substitution^ on met celle-ci sous la
forme
ce qui donne
On obtient ainsi une équation en x^y^ jouissant de la propriété de satisfaire à Téquation (3), et qui en .est, aussi bien que Téquation (i), une intégrale complète, puisqu'elle renferme la constante arbitraire b,
613. Le géomètre Charles^ qui a signalé le premier la multiplicité des intégrales que comportent les équa? tions aux différences, distingue ces intégrales en directes et en indirectes. Suivant son langage, l'équation (3) au* rait pour intégrale directe l'équation (i)etpour intégrale indirecte l'équation (6); mais ces expressions doivent être bannies comme propres à donner des idées inexfictes. S'il est vrai qu'en opérant comme on l'a fait ci-dessqs, c'est-à-dire en se donnant directement Tintégrale (i), pour en conclure l'équation aux différences (3) et ensuite la seconde intégrale (6), celle-ci n'a été, obtenue que d'une manière indirecte^ il est vrai aussi que, quaqd ou
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se donne d'abord Téquation aux différeuces, les deux intégrales qui y satisfont, qui sont toutes deux complétées par une constante arbitraire, sont aussi directes Tune que l'autre, bien que Tune d'elles puisse avoir accidentellement une forme algébrique plus simple.
Rien ne s'oppose en efFet à ce qu'on traite l'équation (6) comme on a traité l'équation (i), en y considérant le paramètre b comme une fonction de .r, et eu égalant séparément à zéro la somme des termes provenus de la variation de ce paramèti*e. L'équation en b est , toutes simplifications faites,
A6-f-2*+i( — i)^=o, et si Ton y applique la formule du n** 607, il vient
b=\x{—iY-^-c{—iY,
c désignant une constante arbitraire. Cette valeur de b^ substituée dans l'équation (6), donne
et enfin si Ton change de constante, en posant c— ^=a, on retombe sur l'équation (1), qui par conséquent: dérive de l'intégrale (6), de la même manière que l'équation (6) dérive de l'intégrale (1).
On peut encore, par un autre procédé, obtenir simultanément les intégrales (1) et (6). Car si l'on difierentie l'équation (3), il vient
Ay(Ay4-aAjrH-^+-i)«^o , équation du second ordre, qui se décompose en deux autres
Ay=o , A'jr-i- aAjr + i«r-f. 1=0.
La première donne ^jr=aj et cette valeur de A^, substituée dans l'équation (3), reproduit l'intégrale {\\ En intégrant une première fois la seconde équation ^
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comme on a intégré la seconde équation (4), on obtient
et cette autre valeur de A/^ substituée à son tour dans Téquation (3), reproduit rintégrale (6).
Le lecteur remarquera l'analogie de ces calculs avec ceux qui donnent les intégrales singulières des équations différentielles dont on a l'intégrale générale; mais il s'en faut bien que cette analogie soit complète, puisqu'icî les deux intégrales obtenues ont chacune une constante arbitraire, et que, si Ton voulait maintenir sous un certain point de vue l'assimilation avec le» intégrales singulières, la réciprocité des rapports existant entre les deux intégrales de l'équation aux différences, obligerait de regarder successivement chacune de ces intégrales comme i^emplissant, par rapport à l'autre, la fonction d'intégrale singulière.
614. M. Poisson a présenté sous un autre aspect, qu'il est intéressant de connaître, ce mode de dérivation réciproque.
Concevons l'équation (i) résolue par rapport à la constante a et mise sous la forme
(a — tt)(a — v)=o, y (7)
u^ V désignant généralement des fonctions dèpr,^. Soient M„ ^, ce que deviennent u, i^, quand on yfcliange x^j en a: -H A x^y 4- À^*, on aura encore /
et l'élimination de a entre les équations (7) et (8) re* viendra à réliniinatlon de cette même constante entre l'équation primitive (1) et son équation aux différences
(a). Le résultat de cette élimination sera évidemment réquation aux différences
laquelle doit par conséquent être identique avec Téquation (3). Or, l'équation finale, mise sous cette forme, se décompose en quatre autres
. if,-^u=?o, f, — ^=0 , tf. — (^.= 0, p.-ru^zzo , Les deux premières conduisent immédiatement aux intégrales u — :<y, i^=aj qui se confondent Tune et l'autre, après l'évanouissement des radicaux , avec . réqqatjoA primitive (j). Les deux autres équations conduisent précisément à riutégrale que Charles qualifie d'indirecte, par opposition à l'intégrale primitive de laquelle on est parti.
Dans l'exeipple qui nous occupe, on a
ce qui donne
i'i— «=K— I — V/(^-i-i)'-h4(r+ArhH/^M^)=o.
Afin d'opérer plus commodément l'intégration , changeons de variable , en posant l/j?» -f- ^y=z t ces équations deviendront
— 1+J2, -4-;8=0, i-f-z, 4-ja=:o, ou bien
AzH-2«— 1 = 0, A;3-|-22 + i=o; et l'intégration donnera
b\ V désignant dès constantes arbitraires. De là on tire
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équations identiques. avec l'intëgraJe (6), pourvu qu'oA pose, ce qui est permis, 4'= — 2 A, ^"=2^.
Si Ton conserve la variable auxiliaire z, Téquatioû (9), qui est une transformation de f équation (3), prend la forme
(— i"+«,-^X""^'*"*x"^^)("'^^^«"*^)( — I— ^,+J5)s£:o; (ko) et il est clair qu'on y satisfait, ou par une valeur de z en fonction de x qui rend nul un des facteurs pour toutes les valeurs numériques de x^ ou par une valeur de z qui annule successivement, tantôt l'un des facteurs^ tantôt l'autre. C'est ce dernier cas qui a lieu si l'on prend pour z l'intégrale de l'équation
— I +(— i)X;s.— jK=o , (11)
X désignant une fonction quelconque de x, qui soit un nombre entier pour toutes les valeurs entières de x; car, selon que X a pour valeur un nombre pair ou impair, la fonction ( — i)^ prend les valeurs +1 ou — i, et le premier membre de l'équation (11) coïncide avec le premier ou avec le troisième facteur de l'équation (10). Pour intégrer l'équation (i i), il suffit d'en multiplier le premier membre par
car elle prend alors la forme
_(_ I )sx + A[( — i^sx 2,] = o , d'où l'on tire
On simplifie ce résultat, en remarquant que l'intégrale 2X doit être, comme la fonction X, assujettie à la condition de prendre des valeurs entières pour toutes les valeurs entières de x. Le carré de la fonction
est donc constamment égal à i ; et par conséquent, si l'on T. II. 3a
élève au carré les deux membres de l'équation précédente, en remplaçant la fonction arbitraire 2X par X, on aura
j5' = ar* + 4r=[co/i*^-4-2(— i)^r . (12)
Suivant qu'on prendra X=i, ouX=x, on retrouvera par cette formule l'int^rale (i) ou l'intégrale (6); mais on pourra en déduire une infinité d'autres intégrales, en assignant d'autres formes à la fonction X.
Si Ton représente par X^ une fonction de x^ qui soit, ainsi que X, un nombre entier pour toutes les valeurs entières de x^ l'intégrale de Téquation
— I + (— I )Xz. — ( — I y^'z = o
devra encore satisfaire à l'équation (10); mais en effectuant cette intégration, on trouve que les deux fonc* tions arbitraires X et X' se confondent en une seule dans l'intégrale, fet l'on retombe sur la formule (la).
Ces remarques sur la multiplicité indéfinie des intégrales que comportent certaines équations aux différences, sont encore dues à M. Poisson, et font l'objet du mémoire par lequel ce géomètre éminent a débuté dans une carrière parcourue depuis d'une manière si glorieuse et si profitable aux sciences. On voit d'ailleurs que cette multiplicité indéfinie doit résulter de ce que l'on peut construire arithmétiquement [612] une infi* nité de séries distinctes , ayant toutes un premier terme commun, et satisfaisant toutes à la même équation aux différences, lorsque celle-ci, résolue par rapport à la différence de l'ordre le plus élevé, comporte plusieurs racines. Mais il s'agissait de montrer que, parmi toutes ces séries, il y en a un nombre infini dont on peut exprimer analytiquement le terme général, et c'est ce que la discussion qui précède met hors de doute.
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615. Il est bon de remarquer que le passage d'un facteur à l'autre peut avoir lieu, non-seulement pour les intégrales qu'on obtient dans l'analyse précédente par l'introduction du facteur ( — r)^, mais encore pour les intégrales qualifiées par Charles de directe et d'indi* recle. Supposons , par exemple, que l'on ait pour x=oi y"=i I et par suite 2=2 ; les quatre facteurs du premier membre de l'équation (lo), séparément égalés à zéro et intégrés d'après cette condition initiale, donneront : jz=r:a: + 2 , d'où j = ar -4-1 ,
La première équation donne à z une valeur néga* tive quand x prend des valeurs négatives, numérique^ ment plus grandes que 2 ; au contraire la quatrième équation donne à z' des valeurs négatives pour toutes les valeurs positives de x, plus grandes que a ; la valeur de z, tirée de la seconde ou de la troisième, est positive qu négative, suivant qu'on prend pour x un nombre pair ou impair. £n conséquence, l'équation ^"^=^-1-1 satis&it à l'équation auK différences
Ar=|( — or + l/'^ÏM^), (i3)
pour toutes les valeurs de .r > — 2, et au contraire à l'équation
Ar=:i(— a;— 1^'+4^) , (i4)
pour toutes les valeurs de x< — 2. Quant aux équations
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elles satisfont alternativement à l'équation (i3), et à lequatioa(i4).
€16. Les diverses intégrales que peut comporter une équation aux difTérences finies^ ont entre elles des liaisons analogues à celles qui existent entre les intégrales singulières et les intégrales générales des. équations difTérentielles ; mais cette analogie, comme on Ta déjà dit , n'est que partielle et incomplète. Si l'on considère comme la propriété caractéristique des intégrales singulières, de ne pouvoir être complétées par une constante arbitraire, l'analogie s'évanouira; mais, d'autre part , on peut , ainsi que M. Poisson l'a encore fait voir , assigner à certaines équations aux différences des intégrales singulières , qui ne rentrent point . dans les intégrales déterminées par les méthodes précédentes, et qui sont analogues aux intégrales. singulik*es . des équations différentielles , précisément d'après ce caract^e de ne pouvoir être complétées par. une constante arbitraire.
En. effet , le calcul du n^ 477 s'applique aux équations aux différences comme aux équations différentielles, et l'on en conclut également que toute valeur, de. / en fonction de x, qui jouit de la propriété de. satisfaire à une équation proposée, aux différences finies, en même
temps qu'elle rend infini le coefficient différentiel -^^
ne peut être qu'une intégrale singulière de la proposée, dans le sens qui vient d'être expliqué. Soit proposée l'équation
X^i^r-^{64)'^jr' = o, (i5)
qui a pour intégrale complète
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a désignant la constante arbitraire : bii en tire
d/iy 3 I
rfr— 4 (64)'Ar--i'
valeur qui devient infinie, si l'on pose (64)*A/— i=o.
Quand on élimine ^j- entre cette équation et la proposée y il vient
On satisfait à cette dernière équation en prenant
mais le premier couple ne satisfait pas à la proposée, tandis que les deux dernières valeurs de^, qui y satisfont, donnent deux intégrales singulières de l'équation (i5).
L'équation (]6) qui détermine lès valeurs de la constante arbitraire a pour tout système de valeurs initiales attribuées à x et à^, comporte, en général, trois racines inégales ; mais elle acquiert, deux valeurs égaies lorsque les valeurs attribuées à j: et à ^vérifient l'intégrale singulière.
La valeur^^'^^zo satisfait à la proposée, mais n'en est pas une intégrale singulière , puisqu'on l'obtient en faisant a=o dans Féquation (i6)-
617. Une équation dans laquelle un paramètre constant n'entre qu'au premier degré, mais où la variable^ est élevée ait carré ou à des puissances * supérieures , conduit, par l'élimination de ce pai*amètre^ à une équation aux différences d'un degré élevé par rapport
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à ^y. Prcfnons pour exemple Féquatioa
«y — ar=5=o: (17)
on en tire, par l'ëlimination de a, l'équation aux dif-* férences
Ar' + ajA/— ^ = 0, (i8)
qui devient ^ étant résolue^
Il est clair que la construction arithmétique de cette équation aux différences donne une infinité de séries distinctes pour un même système de valeurs initiales; et pourtant on ne peut pas, en faisant varier la constante a dans Téquation (17), en 'déduire indirectement d'autres intégrales de Féquation (18). Mais si l'on résout cette même équation (17) par rapport à jr^ on pourra remarquer qu'elle comprend , non-seulement les valeurs
(qui sont les seules qu'on en puisse déduire, lorsqu'on s'astreint à traiter^ comme une fonction, continue de x)^ mais encore une infinité d'autres valeurs comprises dans la formule générale
X étant une fonction de x^ assujettie seulement à donner des nombres entiers pour toutes les valeurs entières de X. La multiplicité indéfinie des fonctions comprises dans cette formule, correspond à la multiplicité indéfinie des séries que l'on peut construire arithmétiquement , au moyen de l'équation aux différences.
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618. Nous avons supposé jusqu'ici, pour plus de simplicité , Ax == i : admettons toujours que cette différence soit constante, mais laissons-en la valeur numérique indéterminée. L'équation
jr=ax + a* , (i)
que nous avons prise pour exemple, conduira , par Télimination de la constante a, à l'équation aux différences
La seconde ^équation (4) sera remplacée par
Aa + 2« •4« x -I- Aa:=o , et celle-ci aura pour intégrale
d'oïl résulte cette autre intégrale complète de l'équation (i),
Si maintenant on suppose que Ax^ et par suite Aj deviennent des quantités infiniment petites, l'équation (19) se changera dans l'équation différentielle
et l'intégrale (i), dans laquelle la différence Ao; n'entre pas, sera encore l'intégrale complète de cette équation différentielle, à cause de la constante arbitraire qu'elle comprend. Mais comme l'intégrale (20) renferme une fonction
6(-i)^, de l'espèce de celles que nous avons indiquées au n" a,
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laquelle reste discontinue, même quand l'exposant v^rie d'une manière continue , on ne peut faire que la valeur de^, tirée de Tintégrale (ao), soit une fonction continue; et ainsi cette intégrale n'a aucun sens par rapport à l'équation (2 1), à moins qu'on ne fasse disparaître la fonction diseontinHe, en assignant à la constante
arbitraire b la valeur zéro. Dans ce cas, le terme --
s'évanouissant aussi à la limite, l'équation (ao) donne
or*
valeur qui satisfait à l'équation (21), et qui en est une intégrale singulière, puisqu'on ne peut la déduire de l'équation (i) par une détermination convenable de la constante arbitraire a.
Le même résultat, se verra peut-être mieux encore, si l'on remplace la fonction
B{ — i)^* par6cos-r-;
comme cela est permis, tant que x désigne une variable discontinue assujettie à croître par intervalles constants Ao;. Assigner la valeur de cette dernière expression quand Aj; s'évanouit, ce serait assigner la H- ^ mite vers laquelle elle converge quand Ar converge vers zéro. Or, cette limite est, par la nature de la fonction, indéterminée et inassignable. On sait seulement
que le facteur cos -r- reste toujours citopris entre les
limites -j-i et — 1 , et par conséquent, que la quantité
indéterminée b cos— disparait toujours , lorsqu'on
prend la constante b égale à zéro.
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619. Ces faits d'analyse s'accordent parfaitement avec ce qae nous savons sur la nature des fonctions continues et discontinues, et sur le passage du fini à l'infiniment petit par la considération des limites , sans qu'il y ait lieu d'en conclure en thèse générale, comme l'a fait Lagrange ('), que, « dans le passage du fini à l'infiniment petit, il faut supprimer entièrement tous les termes qui peuvent contenir l'infiniment petit , quoique ces termes puissent n'être pas eux-mêmes infiniment petits »; ni surtout que « si le passage du fini à Finfini* ment petit peut être admis comme mojen mécanique de calcul, il ne peut servir à faire connaître la nature des équations différentielles. »
Nous sommes seulement autorisés à conclure de ce qui précède, que, parmi les intégrales complètes, en nombre infini, que comportent certaines équations aux différences, toutes, à l'exception d'une seule, contiennent des fonctions de àkX qui deviennent discontinues pour tix=o : car, s'il en était autrement^ on en dédui- ' rait, en passant à la limite, plusieurs intégrales complètes d'une équation différentielle correspondante, ce qui est absurde. Quand cette équation différentielle admettra une solution singulière, celle-ci pourra se déduire, tantôt d'une intégrale singulière de l'équation aux différences , tantôt de l'une de ses intégrales complètes, moyennant qu'on supposera nulle la constante arbitraire que celle-ci renferme^ pour supprimer la fonction de ^x dont la présence empêchait le passage du fini à l'infiniment petit.
(") Leçons sur le calcul des fonctions, p. 3o3 et 3o4 de l'édit. de 1806.
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L'équation
qui nous a aussi servi d'exemple , conduit par l'élimination de a, quand àx a une valeur constante quelconque , à l'équation aux différences
qui donne à la limite
et l'on peut, en effet, vérifier que l'équation (16) est l'intégrale générale de l'équation (aS). En prenant ia dérivée de l'équation (16) par rapport à a^ on a , pour déterminer ia valeur de a en fonction de a: qui convient aux solutions singulières de l'équation (a3), , 16 I
d'où l'on tire
et par suite
Mais le premier couple ne satisfait pas à l'équation (a3\ et l'autre système de valeurs iie peut représenter une fonction continue : ainsi , l'équation (2 3) ne comporte pas de solution singulière , bien que l'équation (22) qui lui correspond en admette une.
^CHAPITRE IV
VARIABLES CONTINUES. ^NOTIONS SUR LES ÉQUATIONS
AUX DIFFiRENGES MÊLÉES ET SUR LES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES FINIES, A DEUX VARIABLES INDE- PENDANTES.
§ 1^'. Des équations aux différences finies entre des Tariables continues.
620. Lorsque Tod considère une équation aux différences comme une condition- à laquelle doit satisfaire une fonction continue de la variable indépendante, la fonction ne peut être déter^linée, dans toute l'étendue de son cours, qu'autant que Ton assigne arbitrairement, ou par des conditions indépendantes de Téquation proposée, la forme de la fonction dans Tintervalie ^x de deux valeurs consécutives de la variable indépendante, si l'équation aux différences est du premier ordre, ou la forme de la fonction dans l'intervalle Aj:-|-Aa;„ si l'équation est du second ordre, et ainsi de suite.
Ainsi, étant donnée l'équation
/(^>r»Ar)==o, (i)
où nous supposerons, pour plus de simplicité, que a: croît par différences constantes, égales à l'unité, on ne pourra construire pour toutes les valeurs de j; la courbe dont^ est l'ordonnée, qu'en traçant d'abord arbitrairement cette courbe entre deux abscisses Xo, To-j-'j ^^^^
l'une est arbitraire : réquation aux difFérences déterminera le tracé de la courbe dans tout le surplus de son cours, puisqu'on en déduira les valeurs de/- correspondantes aux abscisses
...j X — 3, X — a, X— I, x+i, J?-4-a, x+3,*.. X étant une valeur quelconque de l'abscisse, comprise aitre x^ et x^-^x. Il faut donc réciproquement que l'iotégrale de l'équation (i), pour avoir le même degré de généralité que l'équation dont elle dérive, admette dans son expression une fonction arbitraire d'une espèce particulière.
Lorsque l'équation aux différences est du second ordre,
ou de la forme
/(ar,7Ar,A'j)=o, (a)
il faut, pour la construction de la courbe dont j est l'ordonnée, que l'on trace d'abord arbitrairement cette courbe, non-seulement entre les abscisses oTo, Xo-f-ii mais encore entre les abscisses itoH"' 9 "^oH"^ 9 ^ 9"* ^^ vient à tracer entre les abscisses x^x^'-\'\ les deux courbes qui auraient pour ordonnées j^ et Ay. Réciproquement, l'intégrale seconde de l'équation (a), pour avoir toute la généralité qu'elle comporte, doit admettre dans son expression deux fonctions arbiti*aires, et ainsi de suite.
621. Lorsque x désigné une variable indépendante, à difFérences constantes, l'introduction de ces fonctions arbitraires n'exige pas d'autres procédés de calcul que ceux qui ont été suivis pour l'intégration des équations aux différences, quand cette opération avait pour bat la détermination du terme général d'une série. En effet, rien n'empêche de considérer les constantes arbitraires introduites par l'intégration comme des fonctions pé-
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riodiques telles que
V'"Â^' cos— j, assujetties à reprendre les mêmes valeurs chaque fois que a: augmente de Xx^.el d'ailleurs arbitraires : la différence A(p étant nulle, en vertu de cette hypothèse, pour toutes les valeurs dex^ de, la même manière: que si 9 désignait un paramètre constant. Tant que la variable yr n'indique que les termes successifs d'une série dont x est l'indice, cette distinction n'est d'aucune importance, puisque la fonction f , aussi bien qu'une constante pro-^ premeut dite, conserverait toujours la même valeur numérique pour toute la série des valeurs de/; mais quand au contraire a: et 7* sont des variables continues, la fonction 9 varie avec a:; et il ife s'agit plus que de la déterminer de manière que la courbe dont jy est l'ordonnée se confonde avec une courbe tracée arbitrairement entre les abscisses Xo^Xq-^-^x.
Soit F(x,/,a)=o l'intégrale d'une équation aux différences du premier ordre, avec la constante arbitraire
a: elle deviendra
quand on y remplacera la constante par la fonction arbitraire 9. Nous supposons que l'intégrale F=:o ne contient pas de fonctions telles que ( — i)', incompatibles avec l'hypothèse de la continuité des variables x,j.
Désignons par (x l'ordonnée de la courbe tracée arbitrairement entre les abscisses XoyXo-\^x : on aura, pour les valeurs de x comprises entre ces limites,
F(ir, fr , 9) == o , d*où <p = ^x , ^ désignant une fonction déterminée et connue. Il suf-
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fira donc [livre V, chap. XII] de développer en série trigODométrique convergente la fonction ^x donnée entre les limites x^^x^-^^x^ puis de reporter cette série à la place de 9 dans l'intégrale (3).
Si l'on avait l'intégrale seconde d'une équation du second ordre avec deux constantes arbitraires a^bj on en tirerait deux équations de la forme
F(jr,7,Aj,a) = o, F,(^,j,A/,*)=o, et en remplaçant a^b par deux fonctions périodiques arbitraires 7,91,
F(^,j,Ar,?) = o, F.(j:,/,Aj,9,)=o.
Soit (entre les limites x^^ x^-^ ^x) y=Sxj ^jr={j^x : il viendra
V{x, £r,f,x,(p)=o, F,(a:, fa:,f.ar,(p,) = o, d'oîi
et il ne s'agira plus que de développer les fonctions données ^x^^xX en séries trigonométriques , pour les substituer ensuite au lieu de a^ b dans l'intégrale seconde. Le même calcul s'appliquerait aux intégrales d'un ordre quelconque, mais on a besoin de le modifier dans le cas où les différences de la variable x ne sont plus constantes.
622. Prenons pour exemple l'équation traitée ci-des- «us [61 1]
dont l'intégration, lorsque x el y sont regardés comme des variables continues, revient à déterminer la fonction if par la condition
Nous avons trouvé qu'on y satisfait en prenant
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mais, ici, les constantes x^^ c perdent la signification qu'elles avaient lorsque x^jr désignaient les termes correspondants de deux séries distinctes; et Tëquation (5) étant regardée comme une solution de l'équation (4), on peut, sans restreindre l'étendue de cette solution, rem-
placer c'° par c, ou, ce qui revient au même^ poser
0^0=1. On a ainsi
Remarquons maintenant que cette équation résulte de l'élimination de / entre les deux équations
x= 2', 7= c»' + c — a'^ dans lesquelles i est une variable qui croît par différences constantes*, égales à l'unité. On y peut donc remplacer la constante, c par une fonction périodique de i, <p(sin 1 ir/, cos '^T:i)y qui ne change pas de valeur quand i augmente de l'unité : ce qui revient à écrire, au lieu de l'équrftion (6),
Toutes les formes de la fonction if^ comprises dans la précédente formule, satisferont à l'équation (4).
Il est facile de voir que l'on pourrait construire la fonction if dans toute l'étendue de son cours, en vertu de l'équation (4)> si l'on traçait arbitrairement la courbe dont cette fonction est l'ordonnée, entre les abscisses x^, 'àx^^ Xo désignant une abscisse quelconque, différente de zéro. Soit (x cette valeur donnée de i/x^ entre les limites indiquées ci-dessus : on aura
f(20=<p^' + 4;., d'où (p^O)/. ((p)
£n conséquence 9 sera une fonction de / assujettie à reprendre les mêmes valeurs quand / augmente de Tunité, et à se confondre avec une fonction donnée de i entre les limites
log^. log^o
log a log a
On pourra donc exprimer ç en série trigonométrique de ij remettre pour 1 sa valeur en x, et substituer dans l'équation (7) cette valeur de ç, au moyen de quoi la fonction i(X aura reçu l'expression qu'elle comporte.
Les deux termes du. dernier membre de l'équation (7) se réduisent à l'unité pour x=o, à catise que les quantités de la forme sin (±00 ), cos. (±00 ), quoique indéterminées, sont comprises entre des limites finies [618] : d'ailleurs on tire directement de l'équation (4), ^ (oJ=2, quelle que soit la forme particulière de la fonction ^, pourvu seulement qu'elle soit assujettie à rester coi^tamment positive, condition sans laquelle la formule (7), dont le dernier membre est essentiellement positif, ne pourrait subsister. .
En différentiant l'ëquatiou (4) par rapport à x*, on a ^'{pLxy=-^x.'^' Xj d'oii tj;'(o)=o, quelle que soit la forme particulière de la fonction ^.
La formule (7) ne s'étendrait pas aux valeurs négatives de Xy parce qu'en effet la fonction (fx ne peut être construite au moyen de l'équation (f) que pour les valeurs positives de j:=a', après qu'on s'est donné la forme de la fonction {x entre les abscisses x^ tix^j x^ désignant une abscisse positive.
Ajoutons ici une remarque essentielle et dont il ne parait pas que les auteurs qui ont traité de ce point d'analyse aient tenu compte : c'est que la formule (7),
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malgré sa généralité, ne satisfait pas aussi généralement que possible à l'équation (4); précisément parce que l'emploi de cette formule suppose que la fonction ^ reste constamment positive, et par suite que la fonction £r, donnée entre les limites x^^ ^Xoj ^^t elle-même constamment positive entre ces limites. Or^ rien n'empêcherait de construire la fonction ^ hors de ces limites, en vertu de l'équation (4) 9 quand même la fonction £r serait constamment négative ou passerait du positif au négatif entre les limites Xo^ 2x^,
623. On a ramené à l'intégration d'équations aux difTérences, entre des variables continues, la détermination des fonctions arbitraires dans les intégrales des équations aux différences partielles ; et quoiqu'il ne paraisse pas que ce rapprochement mène à des applications vraiment utiles, il convient de l'indiquer pour l'enchaînement des théories. Un seul exemple remplira suffisamment ce but.
Soit l'équation
z=^<f{a; + ay) -h ^{x—ay) , provenant de l'intégration de l'équation aux différences partielles du second ordre
et dans laquelle on se propose de déterminer les fonctions arbitraires ^ , i|;, par la .condition d'avoir i"* pour j==i?ix, z=:fx\ pour y^=.nx^ z=zfx\
ce qui revient à donner les courbes d'intersection de. la surface dont a:,^,^ désignent les coordonnées courantes, et de deux plans menés suivant l'axe des z. On aura
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/r = (p[^i +am)] + ^x{i —am)] , ix = ^\x{i + a/i)] -f- i|{ai[i — ««)]; et si Ton pose successivement
x{i — am)z=:v^' x{i — rt7t) = f^, ces équations prendront la forme
En combinant ces équations par voie de soustraction, on élimine la fonction ^ et Ton a
VI — am J ^\\ — an ) ''\\'--amJ \\ — an)
ou plus simplement
?(*«) — ?» = Fmj (9)
en posant
i+g/t {\+am){x — an) ,
I — an (i — am)\\-{-aji)
et en désignant par F^ une fonction dont la composition est donnée. Or, il est clair que l'équation (9) peut se ramener à une équation aux différences, comme l'équation (4) du n° précédent, et se traiter d'une manière analogue. Ainsi, quand on regarde £^ et ^ comme des fonctions de l'indice i, t[ui croît par différences constantes égales à l'unité, on a
tt,4..z=A«„ (pt+x— ç,=F«„ d'où «,=iioA', <p,=i:S.F(ttoA'> Après que l'intégration indiquée par le signe 2 aura été effectuée, on remettra pour i sa valeur en u^ et l'on aura fi/ exprimé en fonction de u : cette fonction devant contenir, au lieu de constante arbitraire, une fonction arbitraire qui ne change pas de valeur par te changement de il en hu^ ou une fonction de la forme
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On remettra pour u^ dans fa, sa valeur en v^ et Tune quelconque des équations (8) détierminera la forme de la fonction ^.
Mais il faut bien remarquer que les données de la question ne font point connaître la forme de la fonction ^ entre des abscisses telles que u^^ hu^^ et par conséquent ne conduisent pas à la détermination de la fonction arbitraire t;^ qui entre dans l'intégrale aux différences de l'équation (9); sans compter que cette intégrale , quoique complète , pcfut ne pas avoir autant d'étendue que l'équation (9), ainsi que nous l'avons fait observer dans le n*" précédent, au sujet de l'intégrale de réquation (4). U faut donc regarder comme une simple transformation analytique, qui au fond n'avance pas la solution du problème, ce procédé pour la détermination des fonctions arbitraires dans Içs intégrales des équations aux différences partielles : procédé qui a occupé les géomètres, avant que tes applications à la physique eussent fait envisager la mépne question sous d'autres faces.
624. Parmi les problèmes de pure géométrie, dont la solution peut se rattacher à l'intégration d'équations aux différences, entre des variables continues, nous citerons le suivant, connu' sous le nom de problème des trajectoires réciproques. On ^lemande de tracer une courbe MM' {Jig. io4 ) telle que, si l'on construisait? la courbe NN' qui lui est symétrique par rapport à l'axe des^, et si l'on imprimait à celle-ci un mouvement de trahs-^ lation parallèlement à l'axe des/*, elle couperait toujours la première sous un angle constant âErrzj'a^/aj,/^^ étant
les tangentes aux deux courbes, menées par le point a oïl elles coupent Taxe des^.
Soient /^y^ deux points pris sur .l'axe des x à égaies distances de Forigine ; menons les ordonnées pm , qnri^ et traçons la trajectoire vv' qui passe par le point rî : Tangle v/^'^r=N/l^, puisque la trajectoire NW s'est transportée eu vv' en glissant parallèlement à l'axe des 7; l'angle Nnq est égal à Mmp, à cause de la symétrie <les courbes MM', NN' par rapport au même axe; donc l'angle ari>i=anq-\^n>i=an!ij-\-Mmp. Mais on a aussi, par hypothèse, fl/^'v=a, et si l'on désigne psLV fx l'ordonnée de la courbe MM', par x et — x les abscisses OÇj Opj il viendra
tang/i/i'y = ^, UingMmp=jr^^^\
par conséquent la fonctionna: doit, d'après les conditions du problème, vérifier la relation
arc tangjp^ + arc tangy^p^ = «. (10)
Posons
-T- - a 4- arc tang yy- =to : (11)
l'équation (10) devient ix-W — 3c)=.o\ et elle exprime que la fonction f , qui d'ailleurs peut être prise arbitrairement, est une fonction impaire.
On tire de l'équation (11)
nf^_ ' _ï — tangua. tangfjT
tang(7a-|-£r) tang^^a+ tang£r '
mais quand fr désigne une fonction impaire quelconque, tan^ îx désigne aussi une fohction impaire quelconque : donc on peut écrire plus simplement
^ I — tang^-tt'f*^ •^ tang7a4-far
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et par suite
•^^-y tangi«-4-fx '^' Tintégration amenant une constante arbitraire.
Si Ton voulait rattacher cette solution au calcul intégral aux différences, on poserait
arctang-^i=7„ arc tang jrr:^^ =7i+.> ^.+.=— ar,, d'où
et en éliminant i\
Les lettres a^bjC désignent, dans le cas de la discontn uuité des variables, des constantes arbitraires qui devien> nenty dans le cas contraire, des fonctions de / assujetties seulement à ne pas changer de valeur lorsque i augmente de l'unité ou lorsque x se change en — - x. Donc, dans l'équation
arc tang 77- = - a+CAy (12)
c représente une fonction paire quelconque, et ex une fonction impaire quelconque de la variable x\ au moyen de quoi les résultats exprimés par les équations (1 1) et (12) coïncident. Ce raisonnement a la rigueur exigée, parce qu'on peut concevoirque le passage de la discontinuité à la continuité n'a lieu qu'après l'éliini nation de la. fonction discontinue ( — 1)^; mais on vient de voir qu'il est plus simple de n'y pas recourir.
S 2. Des ëquatioDs aux diffëreuces mêlées.
625. On appelle équations aux différences mêlées celles dans la composition de.Hquelles entrent à la fois tes.
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coefficient» différentiels et tes différences finies d'une fonction^ comme ^nssi celles dans lesquelles figurent les coefficients différentiels d'une différence ou les différences d'un coefficient différentiel. Des équations de cette nature se rencontrent, non-seulement à Foccasion de problèmes de géométrie qui ne sont guère que de pure curiosité, comme celui du n^ précédent, mais encore dans les recherches analytiques qui se rattachent à l'intégration complète des équations aux différences partielles, et à la détermination des fbnctîpns arbitraires d'après des conditions physiques données.
Supposons, pour prendre un exemple, qu^une fonction fx soit assujettie à vérifier l'équation
fx—f\x+^T) — h^{fx+'f{x+^l^ = ^, (i3) ^,/ désignant des constantes : si l'on pose^^ci=:/, a/ — A.r, cette équation prendra la forme
'^■*"^'(^-^ + ^^^ = ''' et elle sera (lux différetices mêlées ^ d'après la définition que nous venons de donner.
On y satisfera en posant
y^=^fx = A cosXr + B sin Xr, A, B, X désignant des constantes : car il vient en conséquence de cette supposition,
/a?-h/(^+2/)=2[AcosX(a:-f-/)+BsinX(a:+/)]cosX/, /^— /(^+2/)=2[Asinî^:r-^-^ — BcosX(x+()]s*n^^> /'JT— /'(j:+a/)=:2[AcosX(j:-h/)H^Bsin ^x+lyÇk sin X/, d'où, en vertu de l'équation (i3),
2[AcosX(^ + /)+ BslnX(^^-/)][XsinX/— A:'cosX/]='0. Si donc on désigne par A„ B< des constantes indéterminées, et par X, Tune des racines, en nombre infini, de
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rëquatioD transcendante
XftiuX/ — A:*ct>5W=o, (i4)
on pourra poser^ à cause de la forme linéaire de Téqua-
tion(i3),
yi?==: S, Ajcos Xrfj?.+ 2.B, siuX^r,
la sommation s'étendant à toutes les valeurs de Tin*
dice /.
La formule précédente, (}onne
B,- sm Xiar = |[/a:— /(— a;)]==F^; (i
et par là on arrive à la détermination des coefficients A|> Bj^ quand la fonction/^ est donnée entre les limites — /,-j-/, ou quand les fonctions jÇr,Fa:, dont la pre^ mière est nécessairement paire , et la seconde nécessairement impaire, sont données entre les limites o, /.
En effet, si l'on désigne par i' une valeur particulière, et d'ailleurs quelconque, de l'indice i, ou tirera de l'c^ quation (i5)
. /ki sîn Xil . cos \cl — \^ sin "kfl . cos X A
En vertu de l'équation (i4)i '^ coefficient de A, s'évanouit pour toutes les valeurs de i différentes de i ; lorsque i=i!^ ce coefficient se présente sous la forme -^ et il
a pour valeur
a\/-f-sin aXil
on en conclut
Â-ki
' aX,/-|-sin2X|/
L'équation (i 6) donne
ii BX cosX^r =F'^ ,
et par conséquent
aXt/ + sin aX-/
En générai y les intégrales de toutes les équations linéaires, aux différences mêlées, s'expriment par des sommes d'exponentielles, de sinus ou de cosinus, qui ont pour paramètres les racines en nombre infini d'une équation transcendante, et qui sont affectés de coefficients constants et arbitraires.
Lorsque l'équation aux différences mêlées, linéaire ou non linéaire, est susceptible de s'intégrer, d'abord par rapport aux différences finies, ensuite par rapport aux différentielles, ou réciproquement, on dit qu'elle est aux différences successives; et l'on peut concevoir qu'elle résulte immédiatement, ou d'une différentiation effectuée sur une différence, ou d'une différence prise après une différentiation. Ainsi rien n'empêche de regarder l'équation (lo) comme une équation aux différences successives; car, en la traitant, on a d'abord déterminé la fonction f'x par une opération équivalente à une intégration aux différences, et ensuite on est remonte de la rouctiouy*'.r à la fonction^ par une intégration proprement dite.
% 3. Notion» sur les équations aux différences finies, à deux variables indépendantes.
626. Nous ne quitterons pas cette matière sans parler brièvement de l'application du calcul des différences finies aux fonctions de deux variables.
Soit z une fonction de deux variables x,^, qui croissent par différences constantes tkXjtkfj désignons par
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àj,z^\^z les différences partielles de la fonction z, prises en: faisant varier séparément x et /, et par àz la différence totale : on aura
A,A^js = A^A,z, z + iiz rsssz-hàsZ -f- âkj(z + A,z), d'où A2=A,2-|-A^z-j-Aj^^z^ résultat qu'on peut exprimer par l'équation symbolique
Az = [(i + A,) (H- A^)— i>.
On trouverait de même
A-^=[(i-hA,)(i + A^)— i]'^,
A»^=[(i + A,)(i + A^) — i]"^; et, si u désignait une fonction d'un nombre quelconque de variables x^j-^ 2,,.., on aurait encore -■ - ' '
A««=[(i-hA,)(i4-A^)(i + A,)... — i]-a.
Les différences Ar, A;^ étant supposées constantes, on peut les prendre égales à l'unité [583] et admettre que les variables x^j^ passent par la série des nombres naturels : dans ce cas la fonction ^^,^ désigne le terme général d'une table à double entrée [116]; x et y sont les indices ou les numéros d'ordre des deux entrées' de la table, ou des deux bandes horizontale et verticale auxquelles appartient la case dans laquelle est inscrite la valeur z,^.
Quelles que soient les valeurs constantes ou variables des différences Ar,A;^, les différentes valeurs dont la fonction z est susceptible ne peuvent être déterminées et coordonnées en table, que si l'on détermine la série des valeurs par lesquelles passe k variable ^et celle des valeurs par lesquelles passe la variable^. Appelons 1, i^ les indices de ces deux séries : x sera une fonction déterminée de l'indice /, et^ une fonction déterminée de l'indice /'; donc on pourra regarder z comme une fonc-
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lion des iadices i, /, qui sont des variables discontinues}, joiii^tit esseutielleroent dd la propriété de crmtré par différences constantes, égales à l'unité. Donc réciproquement, dans tous les raisonnements indépendants de la forme de la fonction z,^j ou peut, sans ^n restreindre la généralité, supposer Aj;=i, A/=;i .
627. Pour indiquer seulement la nature des relations exprimées par les équations aux. différences, dans lesquelles figurent plusieurs variables indépendantes, prenons réquation très-simple
et admettons que Ton donne la fonction Z;r,o==fo^ - on tirera de l'équation proposée
^*+i.i == ^,f + ^*.o» ou A^,,, =ftfar,
et par conséquent .
On déterminerait dé même z«^,, z^s, et enfin z«.^,
jr ayant une valeur positive quelconque, et x une valeur positive ou négative; '
lA Coiictipn initiale (^ reste arbitraire, et en outre les intégrations successives introduisîent dans les fonctions fior^f,^, etc., des constantes arbitraires, dont la série prolongée jusqu'à l'infini, sera implicitement déterminée si Ton assigne la fonction Zo^ pour toutes les vale.urs positives de j-.
Mais si Ton doniie la fonction Zo^y=Foy pour toutes les yaléurs de^,' tant négatives que positives, la fonction z<,o=C^ ne reste arbitraire que pour les valeui-s négatives de or, et elle est au contraii*e implicitement déterminée pour toutes les valeurs positives de la même variable. Ëneftet, l'on tire de l'équation (a)
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on détqnumerait de même ^s^, z^^^. . .^s^^^a:. aya^l une valeur positive quelconque, et^ une valeur positive ou négative. , .
On peut considérer l'expression de z^^ qui s'étend à toutes les valeurs de / et aux valeurs positives de x^ comme ayant une étendue coniparable à celle de Tex^ pression de la même fonction qui s'étend à toutes les valeurs de x et aux valeurs positives do / : cependant la première ne comprend essentiellement qu'une fonction arbitraire Fp^ qui doit être donnée entre les limites — 00 ,-|-oo ; tandis que la seconde comprend deux fonctions arbitraires , savoir f^ qui doit être donniée entre les limites — ao ,-|"^ ^^!^ ^oj qwi doit être donnée seulement entre les limites o^-l^oo. Ce fait d'analyse tient à ce que les variables x^j n'entrent pas symétriquement dans l'équation (a), et il a de l'analogie avec le cas de réduction des fonctions arbitraires, dans les intégrales des équations ordinaires, aux différences partielles, où les plus hautes dérivées de la fonction ne sont pas de même ordre par rapport à chaque variable indépendante; mais il offre de plus cette circonstance singulière (qui ne nous paraît pas avoir été remarquée) que le nombre des fonctions arbitraires indépendantes varie selon le signe dont les valeurs numériques des variables indépendantes se trouvent affectées.
Pour les valeurs négatives de /, la table des quantités Zg^ se construirait sans qu'on eût besoin de connaître autre chose que la fonction i^pt^ -entrie; les limites ±00 : en effet l'équation (a) donne «*,-.==fo(^-l-i)— f«^, 2,,-.»=to(^+a)— -aC(ar+i)+f^, etc;
Au contraire, la construction de la table, pour les va-^ leurs négatives de .r, exige qu'on assigne la fonction Fojr
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entre les limites ± oo , et en outre la fonction f^z entre les limites o, — oo ; car on tire de Téquation proposée
équation aux différences, d'où Ton ne peut tirer 2_,^ que par une intégration relative à /, qui amène iine constante arbitraire. Le passage de z_,,^ à z_,,^ en amènerait une autre, et ainsi de suite.
Supposons que nous voulions construire la table des valeurs de la fonction z,^^ seulement pour les valeurs positives de jr,^, et qu'on ait 2,„=fo-^^^=ii pour toutes les valeurs positives de x. Admettons de plus qu'on ait 2„,o=ii et z^^y:=F^j^'=o pour toutes les valeurs positives de l'indice^: il vient, par suite de ces hypothèses,
3<ar — i)(x — a). . . (jT — r +.i) .
c'est-à-dire que la fonction z«^, définie par l'équation (a), est, en vertu des hypothèses sur les fonctions initiales, le coefficient de a*'^ b^ dans le développement de la puissauce (a-^by.
Si x^j^ désign«aient des variables continues, la sur&ce dont l'ordonnée verticale est 2,,^ pourrait être construite pour toutes les valeurs positives de x^ moyennant qu'on donnerait la valeur de la fonction pour toutes les valeurs de j- et pour les valeurs de x comprises enti'e o et -j-i, ou la bande de la surface comprise entre le plan des^z et un plan parallèle mené h la distance .x;=ï. En
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effet, soit F(.r,^) la fonction donnée entre ces limites, on aura
2,+.,,= F(x,jr)-f- aF(j:^— i) -hF(j;,7— a),
et ainsi de suite.
Considérons encore l'ëquation
à laquelle on peut donner la forme
et qui est analogue à Téquation des cordes vibrantes
Il y a ceci de remarquable que l'intégrale générale de réquation(&) aux différences partielles, savoir
f ,v|; désignant des fonctions arbitraires, satisfait aussi aux équations (p) et (B) aux différences finies, comme on le vérifie sans difficulté.
La table des valeurs de la fonction z,,^ se construit, en vertu de l'équation (p), pour toutes les valeurs des variables x^y^ si Ton donne arbitrairement, pour toutes les valeurs de x, les deux fonctions z,,o?=f^,^,^,=fia:; car il vient :
j8,,,=f,(^-M)+f.(jr— i)— fo^,
;ï,,3=f.(^+a)+f,ir+f,(ar-2)-f,(a:+i)-f.(^-0» «««• ^*.-«=fo(^+i)+fo(^— i) — ft^i 5f,.-,=fo(^+a)-hfoa:+fo(^-a)-f,(aî+i)-f,(a:-i),etc.
Avec les mêmes données on déterminerait dans l'intégrale {£) les fonctions f et ^ ; car on aurait
(po: + ^«F = f,^, <P^ + ^^ — a) == f , (^ — i), d'où
<ju: — i^x — a) = foa; — i^{x — i),
équation aux diffiérenees finies enlre deux variables, qui fait connaître la fonction ^ et par suite la fonction <p.
Il vient <p=^9 si Ton a entre les fonctions Cf. la relation
f.^=Tfo(^+i) + Tfo(^-i);
et alors l'intégrale prend la forme
Admettons que la fonction ^«^ ne soit donnée qu'astre le& limites ^c=o, a:=lj mais que les fonctions z^^^ Zi^ soient assujetties à rester nulles pour toutes les valeurs de ^ : on aura, en vertu de ces conditions,
f.7=-f.(-r), \ on \ f.^ = -f.(-^). f.(/ + j)=:_f.(/_j),j °" (f.(J + x)=f.(:r-/).
La première de ces équations nou^ montre que la fonc* tion fo, prise dans toute son étendue, est impaire; la seconde, que cette fonction est périodique ; en sorte qu'il suffit qu elle soit donnée entre les limites o,/ d'une période, pour qu'elle doive être réputée donnée dans toute rétendue de son cours.
Quand x^j" désignent des variables continues, Téqua-, tion (z) n'est plus qu'une intégrale particulière de l'équation (P) à laquelle on satisfait plus généralement. par la formule
^'.x = ?[^ + rM^»7)l + ^[^ — r,trf,(a:,7)] , (Z) vijVij étant des fonctions arbitraires de x,^, assujetties seulement à ne pas changer de valeur quand ces variables augmentent de Tunité.
Au lieu de preadi*e Ars=i, J^^cr^i , on peut supposer Ax=Ajàif=::/iy h désignant une constante quelconque; et suivant qu'on regardera les variables x , ^ comme discontinues ou comme continues, on exprimera encore par {z) ou par (Z) l'intégrale générale de l'équation
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qui peut, à cause de Ax=A/=A, se mettre sous la forme
A^^x-Aj^ A>x,7-A , j. .
Ao:* Aj» ' ^ '^
Dans ce cas les fonctions -d, vii se trouvent assujetties à ne pas changer de valeur quand ^ ou jr augmentent de /i; ou, si l'on veut, x;i etx^^ sont fonctions des quantités
sin-j-> cos— 7-, sm— ~, cos-^* (H)
Faisons converger la constante h vers zéro : à la limite l'équation (B,) se changera dans l'équation (b) ; et comme les fonctions (H) éprouvent une solution de continuité pour A=o, l'équation (z), délivrée de ces fonctions discontinues^ et qui est d'ailleurs indépendante de k^ donnera l'intégrale la plus générale de l'équation (B,), dans l'hypothèse de la continuité des variables et pour h=o; c'est-à-dire qu'elle donnera l'intégrale la plus générale de l'équation (&), coinme cela résulte directement de la théorie des équations aux différences partielles in- Bniment petites.
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5 en rem.
demi-arc
demi-axe
fig> 74
figl"^
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poligone
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6 en rem.
fg'l^
(r + rfr»)
à ceux de
à cause de
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Page 3 1 3, ligne 7 en remontant, après cédant à Taction delà pesanteur, ajoutez et dont la vitesse resterait très-petite, par l'eflet des frottements et des autres résistances.
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