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AVANT-PROPOS
Dans cette édition, comme dans celle qui l’a précédée, nous nous sommes proposé d'exposer les principes fondamentaux de la Mécanique céleste, en ayant recours à des démonstrations assez simples pour qu’elles puissent être adoptées dans l’enseignement des Facultés.
Pour déblayer le terrain et en même temps pour faciliter la Lecture du texte proprement dit, nous avons cru devoir placer en tête de l’Ouvrage une Introduction où se trouvent traitées, d’une manière spéciale, la plupart des questions de Mécanique analytique et d'Analyse qui doivent ultérieurement se présenter, et parmi lesquelles nous signalerons les suivantes : dans le Titre 1, nous avons donné les équations de la Mécanique analytique, dues à Lagrange, Hamilton et Jacobi, suivies de celles auxquelles conduit la méthode de la variation des constantes arbitraires. Le Titre IT se rapporte à l'emploi des coordonnées elliptiques dans la solution de certains problèmes relatifs au mouvement d’un point matériel dans un plan.
Dans le Titre III, nous avons reproduit les intégrales connues des équations du mouvement relatif, par rapport à l’un de ses points, d’un système matériel uniquement soumis à ses actions mutuelles.
Nous avons eu pour objet, dans le Titre IV, d'établir les équations du mouvement dans l’espace d’un point matériel, exprimées en coordonnées polaires, équations auxquelles on doit avoir recours dans la théorie de la Lune. Le Titre V et dernier de l’Introduction renferme les solutions de quelques questions d'Analyse dont les énoncés ne peuvent
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pas être traduits en langage ordinaire et pour lesquels nous renverrons à la Table des matières.
Nous arrivons maintenant à la partie essentielle de lOuvrage.
Dans le Chapitre 1, nous nous sommes occupé du mouvement elliptique des planètes, de la gravitation, de la détermination des masses, de la formule de Lambert et de ses conséquences dans le mouvement parabolique des comètes; de la détermination des constantes introduites dans les formules du mouvement elliptique et notamment par la méthode de Gauss, qui n’est mentionnée ni dans la Mécanique céleste de Laplace, ni dans l'Exposition analytique du système du monde de Pontécoulant; des développements en séries des coordonnées d’une planète suivant les puissances ascendantes du temps et de leurs applications, ainsi que de la détermination des éléments d’une orbite cométaire. Comme première innovation apportée au programme de la première édition, nous avons terminé le Chapitre dont il s’agit en nous occupant du problème du mouvement plan d’un point matériel attiré par deux centres fixes en raison inverse du earré de la distance; ce problème, posé par Euler, a été complètement résolu par Legendre, puis par Liouville, dont nous avons reproduit la démonstration, en raison de sa simplicité.
Le Chapitre IT est consacré entièrement à la théorie des perturbations. Nous avons pensé que, pour bien faire comprendre le sens du problème que l’on à en vue, il convenait de faire précéder les recherches analytiques de la théorie géométrique des perturbations, dont l’idée première est due à Newton et qui a été reprise plus tard par Lagrange, dans l'hypothèse où les planètes circuleraient dans le plan de l’écliptique. Dans cette seconde innovation, nous avons eu uniquement recours aux propriétés de l'accélération, qui, comme on le sait, n'ont été établies que vers le commencement de la seconde moitié de notre siècle. Nous avons déduit très facilement, des résultats obtenus, les formules de Poisson qui s'appliquent au mouvement d’une planète
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dans un milieu dont la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse. Nous avons exposé ensuite la théorie analytique des perturbations des planètes, en prenant pour point de départ les théorèmes d’'Hamilton et de Jacobi, méthode qui est beaucoup plus simple que celle de Lagrange, lorsqu'on s’est bien assimilé les matières contenues dans l’Introduction. Nous avons terminé le Chapitre en donnant les formules qui se rapportent aux perturbations du mouvement elliptique des comètes. À
Dans le calcul de l'attraction des corps, qui fait l’objet du Chapitre IF, nous avons reproduit, à quelques modifications près, les démonstrations géométriques que nous avions données dans la première édition, en vue d'apporter quelque clarté sur cette partie de la Mécanique céleste. Nous avons continué à démontrer & priori, au moyen d’une double intégration par parties, la convergence du développement du potentiel en fonctions sphériques dans les cas douteux auxquels Laplace ne s’est pas arrêté. Nous avons employé, pour déterminer la forme de ces fonctions, la méthode de Jacobi, à laquelle nous avons donné plus de développements, et qui est l’une des plus élégantes et des plus simples.
Parmi les questions traitées dans le Chapitre IV, relatif à la figure des planètes, nous citerons celle de l’ellipsoide à trois axes inégaux de Jacobi, la discussion des équations qui en résultent, établie d’abord par Meyer, puis modifiée et complétée par Liouville; les hypothèses de Legendre et de E. Roche sur la variation de la densité dans l’intérieur de la Terre; le théorème de Liouville sur la stabilité de l'équilibre d’une masse fluide animée d’un mouvement de rotation, théorème dont nous avons donné une démonstration géométrique et que nous avons ensuite appliqué à la stabilité de l'équilibre des mers.
Nous avons déduit (Chap. V), de considérations géométriques sur le mouvement d’un point, les propriétés, dues à Laplace, des lignes
géodésiques tracées sur la surface d'un sphéroïde.
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Dans le Chapitre VI, où nous nous occupons des atmosphères des corps célestes, nous avons notamment emprunté à E. Roche les considérations qui, en tenant compte de l’hypothèse de la force répulsive due aux radiations calorifiques, imaginée par M. Faye, permettent d'expliquer la forme des comètes.
En tête du Chapitre VIT, intitulé Des oscllations de la mer et de l’atmosphere, nous avons établi immédiatement les équations des petits mouvements d’un fluide recouvrant un noyau sphéroïdal, en nous appuyant uniquement sur le théorème de Coriolis dans le mouvement relatif, et sur le principe de l'indépendance des forces centrifuges composées avec les mouvements composants. Nous sommes parvenu à établir la formule pratique relative aux marées, donnée par l’Annuatre du Bureau des Longitudes, formule qui paraît être due à Poisson, mais dont nous n’avons trouvé nulle part la démonstration.
Une interprétation géométrique des propriétés du mouvement d’un solide autour d’un point fixe nous a permis de poser presque immédiatement les équations du mouvement de la Terre autour de son centre de gravité (Chap. VII). En ce qui concerne les déplacements séculaires de la Terre, nous avions, dans la première édition, pris pour origine du temps l’année 17950; mais ici nous partons de l’année 1850, et nous mettons à profit les chiffres obtenus par Le Verrier en discutant les résultats des observations de Peters. Une simple considération géométrique basée sur la théorie des mouvements relatifs nous a permis d'établir facilement ce théorème de Laplace : Les phénomenes de la precession des équinoxes et de la nutation sont absolument les mêmes que si la mer et l'atmosphère formaient une masse solide avec le sphéroide qu'elles recouvrent.
Les équations du mouvement de la Lune et de l’anneau de Saturne, comme celles qui se rapportent à la Terre, ont aussi été déduites de considérations géométriques.
La publication de notre Ouvrage sur la Physique mathématique nous
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a dispensé de reproduire, dans le Chapitre IX, relatif à la chaleur terrestre, les développements sur le mouvement de la chaleur dans une sphère et sur la chaleur centrale du globe, que nous avions donnés dans la première édition; nous n'avons eu dès lors, à quelques préliminaires près, à nous occuper que de la diminution de la durée du jour due au refroidissement de la Terre.
Nous avons ajouté au programme que nous avions adopté dans la première édition, et d’après Laplace dont nous nous sommes efforcé de simplifier les démonstrations :
1° La théorie des réfractions astronomiques;
2° La théorie des inégalités du mouvement des planètes dues à l’ellipticité du Soleil, avec son application à Mercure;
3° Enfin, pour terminer, les principes fondamentaux de la théorie de la Lune, en suivant la voie tracée par Laplace.
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ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE LA MÉCANIQUE ANALYTIQUE
1. Considérons un système formé de 72 points matériels, dont nous représenterons les masses par 7n,, m,, ..., m,.
Soient æ, y, : les coordonnées, parallèles à trois axes rectangulaires Ox, 0 y, Oz, de l’un quelconque » de ces points; X, Y, Z les composantes parallèles aux axes ci-dessus de la force qui sollicite ce point.
Celles de ces six quantités qui se rapporteront à la masse 72, seront caractérisées par l'indice c.
Nous supposerons que
E(X dx --Ydy +Zd:)
est la différentielle exacte d’une fonction U des 3x coordonnées des points m;, de sorte que nous aurons
( UN RU dU
dx Lu, RACE Te
Cette fonction est appelée foncuon des forces où potentiel.
Pour nous placer au point de vue le plus général, nous admettrons que les 32 coordonnées des points x;sont reliées entre elles par véquations
(2) Ie 0, LE OMR, 150;
ÀESAL, — Mécanique céleite. [
y étant évidemment inférieur à 37. Ces équations ont reçu le nom d'équations de liaisons, où plus simplement celui de aisons.
Désignons par dx, dy, ds des déplacements virtuels de 72 parallèles à Ox, Oy, Oz, compatibles avec les liaisons, c’est-à-dire tels que x + x, y + y, z + Jz satisfassent aux équations (2), comme æ, y, 5. © En vertu du principe du travail virtuel, les équations du mouvement des points 7x; seront comprises dans la suivante :
@zx dy HREAN ee 7 Le bo op 0=— SN OZ Eire 703 DA 5 © de 0} de ( V )
QT dx dy az 3 ÔT LES Ôs || — OÙ) (5, DA ae Ge Er 4
JU étant la différentielle totale de la fonction U par rapport à la caractéristique D, c’est-à-dire l'accroissement infiniment petit du premier ordre de la valeur de cette.fonction quand on y remplace les æ, y, 3 par æ + dx, y +ÔY, 3 + ds.
Des équations (2) on déduit les suivantes :
CR Al k THON Ty, ip de, “ME dx, Lo NE NTes CE 7 dl,
y À do D ee es Me he 0, a cé cote = 0, GAL dr, OT ere RE EN CEE EC PLUIE CE == 5},
qui permettent d'exprimer v des 3x déplacements (variations) dæ, ÿy, ÿs en fonction des 32 — v autres, et, en portant leurs valeurs dans la formule (3), on obtiendra une équation linéaire renfermant les variations restantes, et, comme ces variations sont arbitraires, leurs coefficients devront être égalés à zéro.
On arrivera ainsi à 32 — y équations entre les 32 coordonnées et le temps et, en y joignant les équations (2), on aura le nombre voulu
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d'équations pour déterminer les coordonnées en fonction du temps.
Pour effectuer l'élimination des variations, nous ajouterons l’équation (1) aux équations (2) respectivement multipliées par les coeficients indéterminés à,, X, ...,X, et, dans le résultat obtenu, nous égalerons à zéro les coefficients de toutes Les variations. Nous obtiendrons ainsi les 37 équations suivantes : |
j AGE dL, dL, d£, NUE 6 5 —— +... + à, 0; AS de © k dx; BA dx, Fa 1
: PY1 dE GLS de 11 PTE t Re, RO TION DO Die 0 ACER 0,
de Al 1 FO (5) Z, nt PTE À: ds, = to OV = je da — 0;
: GÈEES dE, 4
X,—m TS )\ DES EN en eus M IC) due di. 4 Z,y — m de + DA MA LE de — 0
En éliminant entre elles les coefficients indéterminés, nous obtiendrons 37 —v relations entre les coordonnées et le temps qui, jointes aux équations (2), donneront les 37 équations du mouvement.
2 Équations du mouvement dans un système de coordonnées quelconques. — Formules de Lagrange. — On peut admettre que, au moyen des équations (2), » des 3x coordonnées +, y, z puissent s'exprimer au moyen des 37 —v autres considérées comme des variables; à ces variables, et par certaines relations, on pourra substituer autant d’autres variables, et même en nombre inférieur, en raison de relations établies entre ces dernières variables.
En conséquence, nous supposerons dorénavant que les 32 coordonnées æ, y, = sont exprimables en fonction de Æ autres variables indépendantes &,, u,, ..., Uy, dont le nombre ne peut être qu’inférieur à 3n. Jusqu'à nouvel ordre, nous pourrons admettre que les relations qui existent entre les æ, y, z et les u peuvent renfermer le temps.
Nous désignerons par +’, y’, z’, u’ les dérivées totales de x, y, =, u par rapport au temps.
Nous avons
: dx dx d:
DR = OU = OUR. + = — Uk du du, duy à dy, OV ERRONÉE ONE S la du; (6) GER & DS QU centre CUS Le dau ; du, dU dU OUT ECS EU ER | du du
En substituant ces valeurs dans l’équation (3) et identifiant dans les deux membres les coefficients de x, on trouve
dU : RAT OAV du =Ÿ dé du © de du dé du)
Mais on a, par exemple,
CRE ET EC AN Fe dx ä CRUE SR de du dt de ddr du
JUS ( 14% AT Us
| du di D CF da Dodo Ge)
| Vr (x d'dx Par. d dy es d a).
\ + dE MEN dé du
De la relation
il vient donc
dx dx du, dx du, dx dx ; Gas
LAN ERA Re RTE ee = u,- (a) PTS ÈE du, dt F du; dt a FT LiDE
on déduit
GP EE 8 ie (8) du du!
On a aussi d dx __ dx GRR rh ARGENT dt du dudt dudu, dt du dE dx GET PB ñ 1, }
— u, + - t HONGROIS GITE
Mais, en dérivant l'équation (a) par rapport à w, on voit que le second
SA
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A ; dx membre de la formule précédente n’est autre chose que ——; nous
du?
avons donc dada (9) CAR TT 7 Si l’on substitue les valeurs (8) et (9), ainsi que celles en y, = qui s’en déduisent, dans l'équation (7), on trouve
dU __d dx" Nodamd ” pd’ RANCE PE du DES J PCA TE Ÿ PDT. Cas
ou, en représentant par
JT ÉD TT ONU (Ka) AL FF IT
Les équations du mouvement du système se déduiront de cette formule en y remplaçant successivement & par &,, u,,..., us; et, en faisant la somme de ces équations multipliées respectivement par les variations arbitraires du,, du,, ..., elles seront toutes comprises dans la suivante :
a D CHR ENA AN RUE ee (11) mr = Fe OU oU.
Équations d’Hamilton. — Nous supposerons dorénavant que
les relations entre les 37 coordonnées x, y, z et les Æ variables w sont indépendantes du temps; la fonction T ne dépendra plus alors que de ces variables et de leurs dérivées w’ par rapport au temps.
En remarquant, par exemple, que l’on a
re TOR dE AURERdE se DX 2.
MR CT du, du”
on voit que æ’, y’, z’ sont des fonctions linéaires des w’ et que, par
suite, T est une fonction homogène du second degré en w,,u,,. .; et, en posant
d'T (b) jo == PA
nous aurons, d’après un théorème connu, (12) 2T=pu, Faure =ZEpu.
Il est évident, en raison de ce que l’on vient de dire, que les p, sont des fonctions linéaires des w; et que, inversement, les w; pourront s’exprimer linéairement au moyen des p; que nous leur substituerons. En nous plaçant à ce nouveau point de vue, nous emploierons la caractéristique d, au lieu de d, dans la représentation des dérivées partielles;
T ie ce .
gr sera la différentielle partielle par rapport à «
de la fonction T des p et des u.
Nous avons ainsi
ra d ainsi, par exemple, ;
IT __ AT, GLS RICE 11 du du’, | du. du NET T DNT NIORREET Aer Rae ea " | dt al a adT du, au du, . dp du, dp a du, dp Dia ra dp Pa dp re
Si l’on différentie successivement l’équation (12) par rapport à wet à p, on voit que
CSP ne () rare Pa É
| d'E / AU TE, "
2 u D + De dp ms dp Pa dp En comparant entre elles les premières, puis les secondes des équations (ce) et (d), il vient
(13) mil ul 2 ST FINE AN DPF L'équation (10), mise sous la forme
dp dT dU
CTI TT OT
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Sa
se trouve ainsi remplacée par ces deux autres :
: A ne TU T & dÙÜ du _ dr CE) ARE CAE CT ENT pe En posant (e) T—U—=H
et remarquant que U est indépendant des &’ par suite des p, on a
dr _ au, UE Qu rrre
les équations (14) deviennent ainsi
de CD HEC ULESU EE QE 7e de ie dp
Les équations de cette forme ont reçu le nom d'équations canoniques du mouvement.
En retranchant l’une de l’autre les équations (15) multipliées respectivement par les variations arbitraires du, dp de u et p, on obtient la suivante :
du 2p — dp du = dt 1H “dH,, u èp Ip àu — Ju 4 de dpi )e
qui les comprend toutes les deux.
Si l’on ajoute les équations semblables à cette dernière, en y remplaçant successivement p Par Pi, Pas «.., EN Même temps que &w par &,, #5 alyient
(16) E(du ip — dp èu) — dti, SH étant la variation totale de la fonction H quand on y remplace p,, DR Un DATI DPI APS Opera Li 0U4, Uri Our.
et il est clair que l’équation (16) comprend toutes celles du mouvement.
4. De la fonction principale. — Hamilton a donné ce nom à la fonction
nl (15) s= | MEAU)ar
re) INTRODUCTION.
Re AT EU = f DIECT Dr «de
mais, en intégrant par parties, on voit que
is d! CAN fau a [+ —— du = [Tdi =T Qu — _ dur 0u dt;
il vient, par suite,
RE D
ie You) nee D du dt du’ l SIA
ou simplement, en vertu de l'équation (10),
aT aT 8 ds = =) = 0 (6) : ZAC) ee Ÿ (a) êt
l'indice o caractérisant les quantités qui se rapportent à l’instant inital ou à — 0.
On déduit de là
et l’on a
dS __dT
(19) ni le 1) GÈNE « (24 NN, .
(9 217, 0 DE Pa
Ces deux équations comprennent toutes celles du mouvement, car, en y faisant successivement uw = u,, u,, ..., elles donneront 24 équations entre le temps, les inconnues & et les constantes arbitraires (w),, dépendant de l’état initial du mouvement.
9. Équation aux dérivées partielles à laquelle satisfait la foncqd
tion principale. — D'après l'équation (18), la fonction S est indé-
pendante des x’ et ne renferme, par suite, que le temps et les w. Si
à ds He - :
donc on représente par (%) la dérivée partielle de cette fonction par apport au temps, l'équation (17) donne
dS ds :
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Ke)
ou, en nous reportant à la formule (19),
ds + aT or AN el Te CU + TI de. Le
Mais, en nous rappelant que T est une fonction homogène du second
degré des w', nous avons
par suite,
pe (20) (R)=u-T--u
Comme au n° 3, nous supposerons que T est exprimé au moyen des «
dT et des p— + et nous poserons
Foie en.
duo",
(f) LE NCD pe UiNts, Dene GA a dote .
ou, en nous reportant à l'équation (r9),
LASINTS C1) T=r(s LS LL et | (8) A NAU pt
De la formule (20) on déduit alors l'équation aux dérivées partielles
St fe d3 (21) Cu — LE ET
à laquelle doit satisfaire la fonction S.
On obtient de la même manière, en ayant égard à l'équation (19),
dS AS { dS Ë o “sig — [| NA DE JE 3 —| —— AAC ( à CIN (NC (22) ( ne). US | (a). { ne), Cir)os Cros |
6. Théorème de Jacobi. — Il s’agit de démontrer que toute intégrale de l'équation (21), renfermant # constantes arbitraires, donne la solution du problème de Mécanique.
Soit, en effet,
(23) DT MAL NL dis Core cts LR)
Resa. — Mécanique céleste. 2
une de ces intégrales, dans laquelle les « sont Æ constantes arlu traires.
Nous avons à prouver que, si &,, &,, ..., #, désignent # autres constantes arbitraires, toutes les équations dont le type est
dS (21) a
donneront la solution complète du problème, c’est-à-dire qu'elles fourniront les valeurs des w en fonction de £ et de 24 constantes arbitraires.
En différentiant l'équation précédente par rapport au temps, on a
d?S dS At, ŒS du,
— ] ni
9 — Hdi dadu, dt FE adu, de
ou plus simplement _ JA GED dis (29) odidr Nr ge
L’équation (21), différentiée par rapport à «, donne aussi
d?S dE CASE dadt * ÿ a) du
Pour que ces deux dernières équations soient compatibles, il faut que l'on ait
dE
> 6 Reset, (26) u a d du
La seconde des équations (13) donne
i Dir (27) DE Gp Ciopi
Les équations (26) et (23) sont les types de deux systèmes d'équations
Rd Ve AE IS
qui doivent être identiques, ce qui exige que P=T on retombe NES ; ; u
ainsi sur l’équation (19).
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Si l’on différentie cette dernière équation par rapport à & et l’équation (21) par rapport à &, on trouve
Gi) " ds, ds ’ dp u ee dudt dudu, ! Ê dudu, Pare dé” dès K. dE LASER dE GES 00 AAA A TR dudit SAS N dudu, dS \ dudus; HU du.
d d\ — 5 du, du
d'où, par comparaison, en ayant égard à la relation (20°
dp_dU dF ci
GT ANT GE du”
ce qui n’est autre chose que ce que devient la première des équations (15), en y supprimant la distinction entre les caractéristiques d et d, devenue dorénavant inutile.
Done les valeurs des inconnues déterminées par les équations représentées par le type (24) satisfont aux équations différentielles du mouvement, et c’est ce qu’il fallait établir.
Supposons la fonction S définie par l'équation (21) ou (20); nous avons
ds aSsà 43 . ,dS Æ Eu = —H+Zx de dt } du du ou, en vertu de la formule (19) et de celle qui précède la formule (20), ds dv =—H+z uw = — 11 dé F* du HAE TX
d’où t +4 il @T—Hd= | (T + U}dt, 0 710) ce qui s'accorde bien avec la définition de S donnée au n° 4.
Les deux systèmes d'équations dont les types sont respectivement les équations (19) et (24) sont comprises dans la formule
(28) 2S —ZE(pôu+ada),
qui représente en même temps les intégrales premières et finales des équations du mouvement.
7. De la fonction caractéristique. — Hamilton a désigné ainsi la
fonction SE
(29) V==® [ Tdt Ci) qui sert de point de départ dans la question du principe de la moindre action.
Nous avons, par définition,
fe
[ He.
l l s= fr+u)4= f GT H)4=ve 0 0
Mais, en vertu du principe des forces vives, la quantité H est constante : 1l vient donc i
30) Sven et, en différentiant par rapport à £,
ds dv
Rap dl
ou, en vertu de l'équation (20),
dv
ne 0
dé Ainsi done [a fonction V ne renferme pas explicitement le temps et peut, par suite, être substituée avec avantage à la fonction S.
En considérant maintenant V comme étant une fonction de & ct de H, l’équation (30) donne
SE UN US NE ee dé code A 0e Go TRE
et, en portant la première et la dernière de ces valeurs dans l’équation (21), on trouve
a. NAN AN (32) F(° Gi tt ne) = HU
et ORDER Lire
»/ . FR ° à ne à Ê pour l'équation aux dérivées partielles à laquelle satisfait la fonction caractéristique.
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8. Le temps n’entrera pas explicitement dans les intégrales dont
les types sont fournis par les équations (15), si l’on met ces intégrales sous la forme suivante :
33 dpi APE dus dus (#2) AE re RS CITE F4 dH ETLSHE du; dus dpi dp;
et le temps ne sera introduit qu’à la fin du caleul et accompagné d’une seule constante arbitraire / dans les quadratures
TERRE RAILS AL EURE FAURE Aie (en dp: : A fa. Dre GE ER du, : a Mais nous venons de voir que ds adNV
ET
dH dH
et, comme H est une des constantes arbitraires de la solution complète de l'équation (21), on obtiendra, d’après le n° 6, une des intégrales en égalant la dérivée précédente de S à une autre constante arbitraire C; on aura donc
dS :
AH ct ai —=t+C dd S
Cette dernière intégrale devant coincider avec l’une de celles qui sont comprises dans la formule (34), on doit avoir G— /, et il vient alors
dS
net (3) { | ca —t+l dd :
9. Méthode d’intégration de Jacobi. — En général, la détermination de $S ou de V suppose que le problème du mouvement a été résolu; car la théorie connue des équations aux dérivées partielles, appliquée à l’une ou l’autre des équations (21) et (32), conduit à des équations différentielles simultanées qu’il faut d’abord intégrer, mais
qui ne peuvent être autre chose que les équations (14) du mouvement. Cependant les propriétés des fonctions S et V permettent, dans certains cas où l’on connaît un nombre déterminé d’intégrales, de trouver les autres à l’aide d’une méthode générale due à Jacobt, et que nous nous bornerons à appliquer au cas de deux variables w, u,, le seul qui se présente dans la théorie du Système du monde.
Les équations types (15) du n° 3 nous donnent, pour les équations du mouvement,
{ du __ dH du di | CCD dr AD (a) dp __ dH dp, _ dH di D TT EC TIRE IT
en nous rappelant que nous avons posé
1 IT (b) P 1 pi"
— du ÿ Q % à à 10 " à 1 0 al Supposons que, outre l’intégrale (c) H — const.,
fournie par le principe des forces vives, on en connaisse une autre de la forme
(d) K=Æ= Const K étant une fonction de w, u,, p, p, qui ne renferme pas 4; nous avons
LS _dK dK dK LÉ = 7. du +- : du; - “1 Dr ls — 0
ou dK du fe dK du, dK dp dK dp; du die du Cd ON TP OUT NRA
Si nous posons
M dK dH dK dH dK dH GK dp du du dp dp; du, du, dp;’
l'équation précédente, en ayant égard aux valeurs (a), se réduit à
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Supposons maintenant que p et p, soient exprimés en fonction de & et u,, au moyen des équations (c) et (4); ces deux équations, différentiées successivement par rapport à &w et u,, donneront les suivantes :
_ WHO dp H dpi,
2 du dp du dp; du
o—K dK dp dK dp; ur Ua dus
dd dp dW dp, du, dp du, dp; du,”
dK dK dp dK dp, dp din dpi dus
u ARTE dp . d Si l’on élimine Z entre les deux premières d’entreelles, et 1 entre
dt du les deux autres, puis qu'on fasse la somme des résultats obtenus, on trouve
_{dK dH GA dK\/dp dpi.
(HR (S dp; dp — (Se du ) Te d'où, en ayant égard à la formule (f), 1 dpi _ dp “+ VTT
Il suit de là que pdu + p,du, est une différentielle exacte, et que l’on peut obtenir l'intégrale
(2) V= f(pdu + p; dus),
qui, renfermant [a constante K et une autre constante introduite par l'intégration, est une solution complète de l'équation (32) ou la fonction caractéristique; done, d’après les formules (24), (30) et la seconde des formules (35), nous aurons
ds dV_ dV
(36) Const —
— on 1 ak 2e dire di)
pour les deux intégrales qu'il restait à trouver.
(1) Il est facile de constater directement l'exactitude de ces résultats. En effet, de la se-
Connaissant la fonction V, on en déduira immédiatement (n°7) celle S=V—HE
de la fonction principale.
10. Méthode de la variation des constantes arbitraires. — Formule de Lagrange. — Supposons que H se compose de deux parties H,, H,, ou que H = H,+H,, et que l’on connaisse les intégrales des équations ayant pour types
du __ dH, dp _ di;
(4) H dé
qui seraient, d’après les formules (15) du n° 3, celles du mouvement si H, était nul; soit
(b) Of (£, ui Ua, De Dee I PE ie de)
l’une de ces intégrales renfermant les 24 constantes arbitraires «,, Danse oO ae hs Aa ce
Proposons-nous de représenter les intégrales relatives à la valeur totale de H par des équations de la forme (b), dans lesquelles les « et « ne représenteront plus des constantes, mais des fonctions du temps qu'il faudra déterminer.
Les variations que du et dp éprouveront par suite de la considération du terme H,, dans la désignation desquelles nous emploierons la caractéristique d’ substituée à d, auront pour valeurs
, dB Mu (c) Ut 5 dt, dp=— ie dt
conde des formules (15) on déduit dH
lu = «au dp
dt, du = = de, dpa
et l'équation (4) donne par suite, en remarquant que la différentielle totale de H est nulle,
dV _«dp dpi dp dd dys dH dH dv
l — = l = l == — 2 =u—— = OÙ — = ns
TR CA DEAR (X dp dk m) HER TS NE dV «dp dpà dp dH dp1 M dH ad
ÈS = —— — li = le — 1 — = —— = l'où —— = Herr HU (& M mn) Fan 2 CN er AE
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et toutes les formules que l’on déduira de ces dernières seront comprises dans la suivante :
(d) E (d'u ôp — d'p du) = dti.
Les différentielles (c) résulteront des accroissements dx, ..., d2 donnés à &,..., «’, ... dans les équations dont le type est (b), sans faire varier le temps qui y entre explicitement, ou encore ces différentielles s’obtiendront par une opération identique à celle par laquelle on obtient les du, ÿp, ..., en remplaçant à par d devant les constantes.
Nous avons trouvé, à la fin du n° 6, la relation
d’où l’on déduit, d’après les observations que nous venons de faire,
DS — E(pôu + x'Ôa),
(e') d'S —2(p d'u + u' di).
Si nous différentions respectivement ces deux équations par rapport aux caractéristiques d’etÿ, en remarquantque d'iS —IdS, d'ju—ÿd'u, elles donnent, par différence,
E(d'u ôp — d'p Su) — 2(dux' x — da dx!) ou, en vertu de la relation (4), (dx! 04 — da da!) = dt M, équation qui se décompose en 2# autres, ayant pour types
du. dH, GE MNCA à FR CLOS dé dt da?
on voit donc que, si S est la fonction principale, dans l'hypothèse de
H, = 0, et si(n° 5)on pose : — 2, les arbitraires se trouvent partagées en deux séries qui se correspondent deux à deux, de manière à satisfaire aux équations (37
Si, au lieu dew,,æ,,...,0%, &,,0,,...,«,, On introduit d’autres arbitraires B,, B+, ..., ,, celles-ci ne pourront être que des fonctions des premitres, et leurs différentielles seront de la forme
dB n a ge
da
AS n Br = da, = da + —T CP es ar mL CC
da,
ae CS
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ou, remplacant les dx et dx par leurs valeurs tirées des équations (37),
a (dén dd; din di, , dôn dE din db. :
(7) UT EAS {| dx, da, 7 du GI FAR EX AUTRE ); mais nous avons
AA TH: da TG dH, !_ di, dû, :
da Me, a u CR Men EAU ECCES dH, dl, 8, dH, _dH, di PEL d8, du rte dis DO TENUE
En substituant ces valeurs dans le facteur de dt du second membre de
7 + 0 dH, 5 l'équation (f), on voit que le terme en re de ce coefficient est pi ae, aie AP ae) a, GA den dB, ù dB da da da da datdr da: 02, +) Si donc nous posons (38) (BR Bad — din don : dom on . rm dôn dm du PURE AE da, da da aux, dx, da da» da; é
expression qui ne change’ pas de valeur, mais seulement de signe, quand on permute entre elles les lettres B,, et $,, nous aurons
À ” dH, , :
(39) dé Fr (Be en) “io de +- (Bo fa) dB, dé + ou, plus simplement,
dM,
DD
( 9 ) d' mn (En B,) d8, de,
la somme X se rapportant aux valeurs successives de x depuis l'unité jusqu’à 2#.
La formule (39°) est due à Lagrange.
MM. Poisson, Cauchy, Liouville et Bertrand ont fait connaître d’autres formules très remarquables se rapportant à la Mécanique analytique et que nous ne croyons pas devoir reproduire en raison de ce : qu'elles ne nous seraient d'aucune utilité dans le cours de cet Ouvrage.
IT
DE L'EMPLOI DES COORDONNÉES ELLIPTIQUES DANS LA SOLUTION DE CERTAINS PROBLÈMES RELATIFS AU MOUVEMENT D'UN POINT DANS UN PLAN.
11. Considérons deux séries de coniques homofocales, l’une composées d’ellipses et l’autre d’hyperboles, courbes que nous rapporterons à leurs axes principaux.
Comme en chaque point (x,y) du plan on peut faire passer une ellipse et une hyperbole, les coordonnées x, y pourront s'exprimer en fonction des demi-axes focaux respectifs 4, b des deux courbes; il suit de là que a et b pourront être substitués à +, y comme variables indépendantes.
Nous supposerons que la force qui sollicite le mobile 2 dérive d'un potentiel V, et nous désignerons par ce l’excentricité constante des coniques et par ds l'élément de chemin décrit par 7».
Des équations des deux coniques
on tire (1) m7, = Ve ete à).
Nous supprimons les doubles signes, parce que nous conviendrons d’attribuer à b et Ye? — b? des valeurs tantôt positives, tantôt négatives, ce qui revient à poser bD=ccose, » , \ d'où
M —#COS%, y —Va—c'sine.
Des équations (1) on déduit
a db + b da I cb la (2) AL : » dy — = (VE a BEN — V 2 pi bab)
et, par suite,
(3) AS — (a? — b?) (= — Gr pe
Si nous posons
(4) Eve = fr Va— c° Ve? — 2
les quantités a et b pourront être considérées uniquement, la première comme une fonction de x, l’autre comme une fonction de Ê, et « et £ deviendront aussi deux variables substituées à a et b.
Nous poserons de plus |
(5) = p—*, ele
La formule (3) se réduit, par suite, à AS — À (al? + 62) de?,
et, en désignant par À une constante dépendant uniquement des conditions initiales du mouvement, l’équation des forces vives donne
(6) = (ut 482) =(VSEA),
formule dans laquelle on pourra considérer V comme étant exprimée au moyen, soit de a, b, soit de «et £.
À l'équation (6), 11 nous suffira, pour arriver à la solution du problème, de joindre l’une des deux équations de la Mécanique analytique qui s'appliquent au problème actuel, et nous choisirons la suivante :
d dT CLR dt da! dx dx
dans laquelle T représente la demi-force vive
(eo) LA = | Di Pam) £ re Je TD eo +
DE L'EMPLOI DES COORDONNÉES ELLIPTIQUES. 21 De cette dernière formule on déduit
CAR UE er ANRT AN AR LT CS DE
et l'équation (7) devient
ou, en vertu de l'équation (6),
dax. V+A dx, dV d'A NX da da
En multipliant cette dernière équation par xdz, elle prend la forme suivante :
HOVEEA )
da
(9) 3 dQx = du.
Nous remarquerons que X est la somme des deux fonctions de x et de B; dorénavant, nous ne considérerons que les cas où V est tel que À V est aussi une pareille somme. L’équation (9) peut alors s'intégrer et donne, en désignant par o(6) une fonction arbitraire de B,
LE ESS
LINE GRR = DER — Q@ (10) DM — (V4 A) (p)
En portant cette valeur dans l'équation (6), on trouve
(1) PSE = e(8).
En divisant entre elles les équations (10) et (11), il vient
Ge) vs da _ dp .
VA(V+A)—oœ(8) Ve(s)
mais, comme la fonction o(6) est arbitraire, on peut la prendre égale à une constante arbitraire, augmentée du terme de x(V + A) qui dépend uniquement de &, les variables seront alors séparées dans les deux membres de l'équation (12).
Supposons que, en vertu des relations (4), on substitue respective-
ment a et b aux variables x et 6; d’après ce qui a été convenu, VX sera de la forme
(13) IV =R(a)=F(b)
On a d’ailleurs da : db 11 GR D AR EN — :
! 2 FRS 2 . 122 ol HTC ICE \ \
et, en remplaçant la fonction arbitraire 0(8) par Ÿ(b), on a, au lieu de l’équation (12), da a db Va e VF(a) FO) FAC) (0) Ve Vo) En prenant L(b)=B—F,(b) — A4?,
B étant une constante arbitraire, 1l vient
É — — - _ AR
Va —c)[F(a)+A&— BD) -V(e—6)[B—F(6) - AG]
L'équation (10) se transforme dans la suivante
: 1 (a2— b?\? da?
6 — 7 fa) IE
de DCR CL RU,
d'où
(a? =— b?)\ da
lé (k = = EE EE = = \ 2 Y(a—c)[F(a) +Aa—B]
et, en ayant égard à l'équation (15),
(17) GI RE _— ni EE RE SR EE = — ——}) V2(a—c)[F(a)+ Ac —B] Vale D)[B=F,(b) A8?)
et l’on obtiendra aussi l'expression du temps par une double quadrature.
Soient
M,m, m',...les masses des éléments matériels du système ;
x, n, Cles coordonnées de M par rapport à trois axes fixes rectangulatrest07 01; 0€
M) lt OP les Coordonnées dés, m1 par rapport à trois axes mobiles Mx, My, Mz, parallèles aux précédents, ayant pour origine le point M.
L’équation du mouvement de translation parallèle à Oy nous donne
de? le? de d’où | y I & x — DO di? Mn de?
et de même (1) dn I =. y , de M+>2m de?
da I d?3 si — en Pre de M+2m de?
Les intégrales de ces équations nous étant inutiles, nous croyons devoir nous dispenser de les écrire.
Dans les équations du mouvement relatif du système par rapport aux axes Mæ, My, Mz, nous n'avons à faire intervenir, comme forces apparentes, que les forces d'entrainement prises en sens contraire.
L'équation des moments par rapport à Mz sera ainsi
sm( y DE x 20 F) = — -im(yi-27) A de Ge de ou 2m ( 14 Le — & _ 4 ) + on Emy Les Emx=0:
nl de ) Pr de ;
ou encore, en ayant égard aux valeurs (1),
(M dr ie & HAE 1e lr * Sr) | DEN —-EmyÈmM == É Te OU de RAR
En désignant par C une constante, cette dernière équation a pour intégrale première
dx pare dy dx M+2m om(y — DD D Ep oo == = (LC Pr de HET ou MS _dxr 2 Ÿ )+ dy dy : à dx ee Lx 2m = LE MEDMNE—— OT TMIT DUO = ON ET) — dt dt dt di dt ‘ A7
Le terme du premier membre de cette équation qui ne dépend que de 2 et »7° a pour expression
(max + m'x') (rm 2 + M a ) (m + m') Cr D a + mn Aa ) tar PTE Dur a) î LE — FH REL dt dt dE dé dx 1x! ] ci — (my + m'y) Cr 2 L m' e ) L(m+ m!) (mo TS FU %) C “die DZ Tee mn LU y) d(L'— x) re Ie 2 |
Nous avons donc
‘de GRAVER : , Go — 56 ; AURAS) | Mxm(o A — <®) —+- 2mm Lo — Yi) TE TE (2 es 0) AUS 7 21 —(%
et de même
; al CPR ; 1e To Meme 9 ne Tr. ) + mm LC — x) rer (2: pie c'— x)
dy _dz GNGES A) : 2 > 3 —— — + GI ZE PE y 2 | ME < Een ) + Emm A ) di (y'—7) all
C, C’ étant deux nouvelles constantes.
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V la vitesse relative du point 2 par rapport aux axes Mx, My, M;
U le potentiel des actions moléculaires développées dans tout le système ;
h une constante.
Nous aurons, d’après un théorème connu dü à Coriolis,
2 dy &r d€ hi EN TENTE Æ TOC TE Le
ou, en ayant égard aux valeurs (1), EmV?—} | 2 ; Re dy (Gas À = 2 Ù + J (om —— Em dx + Em —* Em dy -+2m De Sn ds ).
M+>m de de? €
Nous avons, en développant les calculs,
Gare + SONe Gr dr DO ESS re = PS AE) mn = dre — dx) dE? | dt de 12 Ï ir EU CU D DR Ne |
de is
Mais cette expression n’est autre chose que la différentielle de
PRESS
ce S
+ | li
ou encore
PS © LA a à + E S © ea | ui | »
F PLCTRS, LA = D ra | Q | | "7 to] à L4 = Ÿ ee SAN | LR De MT a
Les intégrales des équations (1) et les intégrales (2) et (3) sont les seules que l’on puisse déduire des équations du mouvement relatif
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d’un système libre, soumis uniquement à des actions mutuelles, par rapport à un point de ce système.
Avant de terminer, nous ferons remarquer que l'équation (3) peut se mettre sous la forme suivante :
_ AT ATTE dz?
Men (Te de A
; dx \?2 1x2 = (2U+A)(M + Em) + Qu a) A0 _. D
(= AYA REEUE - VESTE CR ds? à Sn — Sms Sn Sy SV SL.
ÉQUATIONS DU MOUVEMENT DANS L'ESPACE D'UN POINT MATÉRIEL
ÉQUATIONS DU MOUVEMENT DANS L'ESPACE D'UN POINT MATÉRIEL EXPRIMÉES EN COORDONNÉES POLAIRES.
15. Pour n'avoir à considérer que les accélérations, nous supposerons égale à l'unité la masse 72 du mobile, sauf à la réintégrer ensuite, comme facteur, dans les résultats obtenus quand cela sera nécessaire.
Soient
Ox, Oy, Oz trois axes coordonnés rectangulaires ;
r le rayon vecteur O7»;
0 l’angle qu'il forme avec la trace OI du plan 2072 sur le plan æ0y ;
e l'angle xOT;
R, 90, & les composantes de la force qui sollicite 72 suivant r, la perpendiculaire à O7 dans le plan 207» dirigée vers Oz et la perpendiculaire à ce plan dans le sens de l’accroissement de re.
L'équation des moments, dans le plan æO y, par rapport au point O, nous donne
1 de” (a) (cos) = & r cos0,.
Nous avons maintenant à établir deux autres relations entre les éléments du mouvement et les composantes &, 90 et &.
Le point peut être considéré comme étant animé de trois mouvements simultanés : le premier a lieu suivant le rayon r; le second est celui dû à la rotation de ce rayon autour de O dans le plan 301; le troisième est celui de ce plan autour de Oz.
Voyons d’abord ce qui a lieu dans le plan 201, abstraction faite de
son ct ne se rotation. L'accélération relative de m2 suivant le
rayon On est — : la composante de l'accélération d'entrainement due
2 ; \ Q do? , 117 ù à la rotation de ce rayon est — STE la composante de l'accélération
æ9 ci-dessus suivant la direction de A est r -— Sr enfin l'accélération cen- 6 : ; ; dO dr :
trifuge composée, changée de sens, a pour valeur 2 = et est égale-
ment dirigée suivant ar. L’accélération absolue dans le plan OT a donc
pour composantes GT do?
a suivant R, de ‘dr Maure d0 d8 dr À :
rer me 0 suivant JI, de? 7 dt”
Cette accélération devient une accélération relative dans le plan OT. L’accélération centrifuge composée, changée de sens, due à la rotation
ao, : nc 1 Po : : :
— étant perpendiculaire à ce plan, il n’y a pas lieu d’en tenir compte. di
L'accélération d'entraînement donne les composantes
— r COSÛ TE COS0 — — r cos?0 Ta > suivant &, r cos Ô sin0 — 7 cos sinô 5, suivant JT Nous avons donc, en définitive, Û RCE EC (ce) + Tr de sin0 Cos0 + 2 : : OI
pour les équations qu'il s'agissait d'établir. Considérons le mouvement de la projection #7’ de rm sur OT; l’accédr cos0 laccele Te CES
tion d'entrainement donne suivant OI la composante — CRE
lération relative de ce point dans le plan mOI est ”
po?
TE 5 a pas lieu de tenir compte de l’accélération centrifuge composée, chan-
il n'y
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gée de sens qui est perpendiculaire à OI. Nous avons donc
dr cos0 È
d (d) — —rCos8-- —8RCosô--Mesin0, de c
p le?
équation que nous substituerons dorénavant à (b).
Supposons maintenant que la force dérive d’un potentiel Q:; nous aurons, en égalant deux expressions du travail élémentaire,
R dr + Ar dû = Er cos0 de — so) dr + 40 dp ci dy, dr do d\ dQ dQ AS Le dQ ; R — dr. ] Dire LE do 2 O7 cos — GT »
et les équations (d), (a), (e) deviennent
æŒr cos0 ds? _ dQ 1 dQ
EN FRE) = 0 sin 0 PTE r COS dE 7. cos 0 he sin 0, d do dQ RE À | D Que — (A) nu cos 7 à RER, dv” nt de dv dà _ dQ den ges Mdr a
Dans ce qui suit, nous substituerons à la variable 8 sa tangente s et à r l'inverse w de sa projection sur le plan x07y; en d’autres termes, nous poserons
= ang 0, UE neo A) :
ds— ———, du——u?(cos0 dr — r sin ), cos?6 et de l'identité dQ HORS 70) dQ cn dr sn BL == Es GES me ds
nous déduirons par suite
dQ ae 0 | ce DE — u°Cos0 ‘5 | 102 AT nn 40) afin du cos?0 ds
Si l’on multiplie la seconde des équations (A) par 7°? cos?8 de et que
l’on effectue l'intégration, il vient, en désignant par 2 une constante, {1 d\? dQ de
LE de = li? +- 9 dQ as ,
u? dt de u?
de (1) dl 00, 24 /p? RUN u Ÿ li +af D ya
d'où
En ayant égard à ce qui précède, la première des mêmes équations
prend la forme
leg Te , dQ dQ dt ir de DT RES ou (x du de 1 dr? OS A0) da a) Mr (a ie =) ce
En remplaçant dé par sa valeur (1), en vue de substituer 6 à la va-
riable {, on trouve dO TUTO s dQ … du *e de 12 ds du u ds FE de? 1e LONTRE h?— 2 La ne NC CRT:
La troisième des équations (A) donne de la même manière
dQ ds 40 dQ à ds _ dv TRUE # ds ‘du ($) dv? 1: (7 ‘dQ dv\ + u Cr +a [ #)
Les équations (1), (2), (3) sont celles qu’il s'agissait d'établir.
Nous croyons devoir faire connaitre une dernière équation qui est utile dans quelques questions de Mécanique céleste.
Supposons que la fonction Q renferme d’autres variables que les coordonnées de 7x et représentons par dQ sa différentielle lorsque l’on fait
varier seulement ces coordonnées.
; . . he I L'équation des forces vives donne, en désignant par - une constante, [44
dr? 2° dé+ r?cos?0 di? I »
USE —— — - =2/f4Q.
f _ — (4) de? «
Formules de Lagrange. — Soit (1) Ste te) (Ce
l'équation qui détermine une fonction £ de +, f'étant une fonction quelconque et e une constante supposée assez petite pour qu'on puisse développer z en série conyergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de e.
En distinguant par l'indice zéro les valeurs de z et de ses dérivées par rapport à e relatives àe—o,ona
(3) ite fs)
d’où, par l'élimination de f'(z2),
/ ds _ pp ds.
(4) de Re De cette dernière équation on déduit
: 3 Eh VAT DANCE (2) de dx = (> sat AE Ale ,2
SUR QUELQUES QUESTIONS D'ANALYSE. Se) Soit o(z:) une fonction quelconque de 3, on à
3 nes de de d'3
de dx te) de dx
(6) arr OO
en remarquant que
, : da) . fs \? Ne dl 3 &'(s) (3) (ax) +o(s) (3) (x) +w(z)/(=) _— , FRONT n / 15 n’est autre chose que la dérivée par rapport à x de o(z) f(:) ai
En différentiant l'équation (4) par rapport à e, on obtient, en vertu de l’équation (6) où l’on fera o(=) = j (=),
PR IN CE
d?z d | es a | Arr
et si l’on différentie de nouveau par rapport àe, en faisant o(z) — /(5)° dans la formule (6),
D EL TGS 3 d df(=) | 4 >
des dx de Ei dx?
ainsi de suite, et en général
dz di 1 : GNU CAES ; A ), dæ.
den — daxm-i 2 AE ; RD TE = Cr e MAIS, pOur € —O0,0N AZ —%, 7 — 1, par suite dr z dr D 2) Le | ( de’! ) = dim et, enfin, le développement (2) de z sera , e? d ; DA 2 et drr-1 f x)" (WE RE NCSA CAES PAPE SE = = KE) te 12 UT D AOE 72 dx!"
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Proposons-nous maintenant de trouver Le développement d'une fonction quelconque F(£) de la variable z définie par l’équation (1), suivant les puissances ascendantes de e; la formule de Maclaurin donne
Ne ro LE de dk CiE , MÉDENNCEE Roi he (ue JE Ne FAT
mais on à, eu égard à la valeur (4), dE … F'(= ds F'C2) Fe @E de ul de LC 2 d'où, en tenant compte de la relation (6), | PE Sd EME RIT Pe FEler Er : GE PRES | Re Le (=) (5) |
Cette équation conduit de même à la suivante :
BF
Ac
; Pr ust PH /GYE |
2 "à Ages et l’on à en général di F _ Les [l F'( 5 ( cpu ds de’! dx"r-i ù RAR
$ d= dou en remarquant que - = 71 pour € — 0, , dx
dmF\. du | ( de’! ) = den LEFCRS TnEIe Il vient done, pour le développement cherché,
ET NP D MR AT PR e't CRIE Lie RS (8) F(S) = FEZY PET RUT) + 5 ee. eme (HARIE IA EST
17. Sur le développement en série trigonométrique de la fonction
(ab aatcoso CLP)
Nous désignerons par E la base du système logarithmique népérien,
SA
et nous poserons
comme nous avons
il vient (a? — 2 aa! cos8 + «)°— 44 A) =}
Puisque cette fonction estsymétrique en a et a’, où peutadmettre que a 5 SRE De PORT DT SR : x EURE 7 =2est plus petit que l'unité, car si a’ était inférieur à à, il suffirait de faire permuter entre elles les lettres & et &. Chacun des deux der-
niers facteurs de l'expression précédente est alors développable en série convergente, ordonnée suivant les puissances ascendantes de x, et nous
avons QT TE Qi dt) NT VAE VERLE pe Eten > de is en posant J(Y = 7) (+ i1)( +2) 11 — =) V3 — qe er 1) 1.2 ES)
Silontemarquequesytr.ibvient
(it — 28) ( — ay) = 1 +av(8 Hy)+ r[m(B+ St) +]
+ a [va (855) + (8 +y)]
ue 4" [v, (8? _E cé) ne Ve E VS (02 _ te je
comme on à en général Bi + yi— 2 cos 60,
le produit ci-dessus, par suite la fonction proposée, s'exprimera par une série de termes proportionnels aux cosinus des multiples suecessifs de 9, et si nous posons
MP nie (leva vrar via. ),
| P,—0a {y RUE ET \ id (Or SES EE ERERREEOE
| PS3 a (Mia ENS EE Na),
nous aurons, pour le développement cherché,
e (b) (a'?— 2 aa! cos8 + &) = P,+ P, cos0 + P, cos 20 +... > Pcosre.
Il suffit de calculer directement les coefficients P, et P, au moyen des formules (a), car les autres P; peuvent s’en déduire successivement. En effet, si l’on différentie l'équation (b) par rapport à 9, on trouve
2aa'vsin6(a?— 2aa cost + a?)=(a"?— 2aa'cos0 + AD) cP;sin 0
où 2 aa! y Sin o\ P;cos 10 = (a'?— 2 aa! cos + AD tP;sinc0
ou encore
aa \ P;fsin(i+1)0— sin(i—1)0] Led
= (a? + DD i P;sin é0 — aa Y iP;[sin(i+1)0+sin(i—r)60].
Si l’on identifie Les coefficients de sin(r — 1)9 dans les deux membres de cette équation, on trouve
(é—1)(at+ me) P;,—(i+v—o0)aa P;,
(i—v)aa É formule au moyen de laquelle on calculera le coefficient P; au moyen des deux précédents et, par suite, tous les coefficients P,, P,, ... de proche en proche, lorsqu'on connaitra P, et P,. Elle serait en défaut, en particulier du moins, si y était un nombre entier positif; mais, comme ce cas ne se présentera pas dans les questions que nous avons à étudier, nous ne nous en oceuperons pas.
18. Représentons par Q ce que devient P, lorsqu'on remplace v par ÿ + 1, Où posons
co
(a? — 9 aa! c0s 0 + a? )= 6H) =Ÿ Q;cosr0.
Au lieu de calculer directement les coefficients Q, on peut les déduire des coefficients P si ces derniers sont connus. En effet, en multipliant l'égalité précédente par €
(a?— 2aa'cos0 + a?)
et ayant égard à l’équation (b), on trouve
œo Fe a En :
ÿ P,cost0— (a? = aa! cosû = a°) D Q, cost 0 0 — (ar + AD Q; cos 10 — TD) Qi[cos(e +1) 0 + cos(i —1)0]; 0 0
d’où, en identifiant de part et d'autre les coefficients de cost6, P;=(a?+a)Q;—aa'Q;;,— aa'Q,,;;
mais de l’équation (c) on tire, en y changeantient+r,venv+ret P en Q, (a+ a)Q;—(i+v)aaQ; ;
Qu
et l’on a, par suite, 2vaa'Q;_
En (a? pe a?) Q;
P; RE — NY et de même PP. — 2vaa' Q;—v(a?+ a) Qi:
ie eme
Si, par la méthode des coefficients indéterminés, on élimine Q;_, et Q;., entre les trois dernières des équations que nous venons d'établir, on trouve
VE rie
__ (T+v)(at+a)P;—a(:
La
Si, dans cette expression, on remplace P;,, par sa valeur déduite de l'équation (c), elle prend la forme suivante :
(—i)(at+a)P,+o(i+v—r)aa P;., (e) Qu à mr ee a}? e %
19. Les dérivées successives par rapport à a de la fonction P; peuvent s’exprimer au moyen de fonctions de cette nature. En effet, en différentiant l'équation (b) par rapport à a, on trouve
\ dP, — av(a— a! cos0) (a? — 2aa! cosû + a2)-P+0 — \ re Ze Ù ou (a?— 9 aa'cos8 + ae) — (a"?— a?) (a"?— 9 aa"cos8 + a?) CL
z a N\ dP; :
= — — cos c0, (6
ou encore
X : À ' a N° dP, , Ÿ Pi cos it — (a me) Ÿ Qu cosi6 = — Ÿ - cos £0 0 (]
Sy da
et, en identifiant les termes semblables,
dpi (re 09" y I - 07
Enfin, si dans cette équation on remplace Q; par sa valeur (d) ou (e), il vient
ñ) dp; RARE NL) re p DUTEEN +R
( Si mem
À da a(a?— &) ; PIRE age dpP,; NA Lit e ) s DT EU) CL :
(#) = PE — Pi lit RATS (12) TEE
à : PP; RS , ; ’ | On obtiendra —— en différentiant l'équation (g) par rapport à a et da?
à GARE he PR remplaçant, dans Le résultat obtenu, —+, — par leurs valeurs dé- “ da da : à ; è UE ; &P; duites de [a même équation, et ainsi de suite pour PAU CE
20. Comme a et a’ doivent entrer de la même manière dans la fonc- {ion P;, cette fonction est homogène en a et a! et du degré 2v, et
l’on à
(A) do 5)?
: ne RAR ee Le, PP, d’où l’on déduira ==, et par des différentiations successives, ="; da dada dP
=, da’?
LS
21. Sur deux cas particuliers dans lesquels on peut donner une forme trigonométrique à l’intégrale de l’équation
CLSVAETI UV ie ; ete es 1 (/a 0 0 da " x f. SE
dans laquelle /2 et y sont deux quantités réelles, — En substituant dans cette équation lexpression
V—=UuSINnyr + rCoSgE,
où u ete sont deux fonctions inconnues de x, et égalant à zéro les coefficients des termes sin gx et cos gx du résultat obtenu, nous obtien-
drons du dv mu 2 —0O | dx? Tax Le d (2) > = | dv du mn a 24 — da> Ge x?
dans lesquelles N, P, Q sont des constantes. En identifiant Les termes
ES pi 7?
(1) Dans le cas où #2 < + et en posant # = + + V4 — 1x, 3 = ux*, on est ramené à l’équation
du 24 du à
— +—— +qu—=0o
de x de 1 ?
que l’on sait indiquer par séries où au moyen d’intégrales définies.
4o INTRODUCTION.
semblables dans Les résultats obtenus, on arrive aux relations
P(6+m)=0o, 290 EmN=oc; 207 rQ=L;,
OS
dont la première exige que l’on ait 6 +72 — 0 où P —o. Nous avons donc deux cas à distinguer :
1° En supposant m — — 6, nous avons N 3N Q = , P = — = ; (1 q
. D 3N A (1— }> (DEEE ga, qa
Mais, sinous remarquons que, d’après les équations (2), les fonetions « ete ne différent l’une de l’autre que par le changement de signe de g, nous aurons aussi, en désignant par N’ une constante arbitraire, cette autre solution
k : EN à 31 3N = N\1 — } U—= — à
qx
d'où 1} suit que
mn o
nl - MAMA + N | ( I ) cos ya re singe |
est l'intégrale complète de l'équation
| 0 à o $ | MEN 1 — —— | singæ + -— COS qæ
dy 6 y Le ——— — — + y =o.
dx? x? 1e
(te)
2° Admettons maintenant que 72 soit différent de — 6, nous avons
EG), Vin = 5 CE
, q et l’on voit facilement que
PÈRE I i / (4!) HAN (sin JE + — COS + ) IN (cos qx — Ie sin ns) 4x ; 2
est l'intégrale complète de l'équation
22. Solution trigonométrique de l’équation tang y — 77 tang x, dans laquelle 7? est une constante donnée. — En ayant recours aux imaginaires, on déduit successivement de cette équation, en dési-
gnant par e la base de logarithmes népériens et en posant ? —4ÿ— 7,
CIN ei 02 e=ix RE = JL = — =
EX + eY e!4 ie ex AU. = = [ COLE [ ——© = MN —— ; e?ty ef CRETE
(a) Cr nt Te nr
CNET EE
Nous avons maintenant deux cas à distinguer : 1° m<1. — Nous pouvons poser » — coso, et l’équation (a) devient
1 + e?ix tang? +
e2iy — e?ix €
1 + e2it tang? +
et, en prenant les logarithmes,
fe log ( ei tano? 2) Ê > à 2
== À + 1 loc: —2ix f on “ = 2p 02 Me ang =
Si l’on développe en série les logarithmes de cette expression et que l’on substitue aux imaginaires leurs équivalentes en lignes trigonométriques, on trouve
o . RO à (9) Y—=7—tang? 2 sin 2x + ttang'<sin 4x — {tango sin 6x7 +...;
et en suivant la même marche
2° m>>1.— En posant m —
Sur l’intégration de l’équation
dy
dx°
(1) + ay —=\X,
Dans cette équation, «& est une constante réelle et X une fonetion de x. Si, en considérant & comme une fonetion de +. on pose
VMC OSATE
on trouve, en substituant cette expression dans l’équation (1)
du snaæ du X = 24 10) bee COS GANT TC OS ’ : Dar du TR : , Ë équation linéaire en = dont l'intégrale est, abstraction faite de la constante arbitraire, du 1
— = ——— fXcosaxr dx, dx COS at:
d’où, en intégrant par parties, Unes . I 7 7 u= =) dtangazx [X cosax dx — (tang ax f X cosax dx — [Xsinax dx). : EE L'équation proposée sera donc satisfaite par Le nE 7 (to) rie, (sinazx/f X cosax dx — cosaxf X sinax dx).
rnin 1: : 6 à à à A A ati : i h Pour avoir l'intégrale complète de cette équation, il suffira d’ajouter à cette valeur l'intégrale de la même équation sans second membre, ou
Csinazx + C'cosax,
en désignant par C, C’ deux constantes arbitraires.
SUR QUELQUES QUESTIONS D'ANALYSE. 43 Si l’on a (53) X —ÆkÆcos(mx+>:), Æ, m, « étant des constantes, l'intégrale particulière y, deviendra, sans avoir recours à la formule (2),
HP CONS E
/. NE Je SRE :
Cette formule est en défaut si nm — a, mais il est alors facile de s’assurer que l’équation (1) est satisfaite par
AI > “ (8) DA Sa ?sin(ar L 2),
Cette valeur peut d’ailleurs se déduire de la valeur (4) en négligeant Î à S'15 , N .
le carré de #2 — a — 5, ce qui donne
- Cos(ax +e)
k & æ SIN(ax +2), 240 DCE
Comme 11 n'y a pas lieu de tenir compte du premier terme de cette expression qui satisfait à l'équation (1) sans second membre, on retombe sur la formule (4°).
DE
N 1. — Du MOUVEMENT ELLIPTIQUE DES PLANÈTES.
1. Lois de Kepler. — Accélération du centre des planètes. — Les planètes, dans leur mouvement autour du Soleil, obéissent aux lois suivantes, que Kepler (*) a déduites de l’observation :
PREMIÈRE LOI. — Le centre de chaque planète parcourt, dans un plan passant par celui du Soleil et autour de ce dernier centre, une orbite dans laquelle le rayon vecteur qui ront les centres des deux astres décrit des aires proportionnelles au temps.
DeuxièME Lor. — La courbe décrite par le centre d’une planète est une ellipse dont le Soleil occupe un des foyers.
Troisième Lor. — Les carrés des durées des révolutions des planètes autour du Soleil sont proporuonnels aux cubes des grands axes de leurs orbites.
Nous rappellerons que le point de l'orbite le plus rapproché du Soleil se nomme le périhée et Le point le plus éloigné l'aphéle.
(1) Johann Keppler, né dans le Wurtemberg en 1571, mort à Ralishbonne en 1630.
On déduit d’abord de la première loi et du principe des aires en Mécanique que la direction de l'accélération du centre de chaque plancte passe par le centre du Soleil.
Soient, à un instant quelconque,
r la distance du centre 72 d’une planète à celui M du Soleil ;
e l'angle formé par r avec une droite fixe Mx passant par le point M et comprise dans le plan de l'orbite; cet angle est appelé l'anomalie vraie de la planète;
a le demi-grand axe de l'orbite ou la distance moyenne de la planète au Soleil, dont la direction est ce que l’on nomme la Ligne des absides ;
e l’excentricité relative de l'orbite: ï
o l'angle formé par la ligne des absides avec Mx ou la longitude du perihelre ;
T la durée de la révolution complète de la planète;
o l'accélération du centre de la planète considérée comme positive ou négative, selon qu'elle sera dirigée vers le centre du Soleil ou en sens INVErse ;
k le double de l’aire décrite par le rayon vecteur dans l’unité de temps.
On a (1) KT —oraV/1— e et, d’après la première loi de Kepler, (2) RAA
Le carré de l’élément de chemin parcouru dans le temps 4 étant r° dé? + dr*, le principe des forces vives donne, en désignant par À une constante,
r2 do? dr?
(3) TE —=2h—02/f+dr
ou, en éliminant d/ au moyen de l’équation (2),
= h — 2 fo dr;
Fe nl à] F
or l’ellipse décrite a pour équation
(5) I 1+ eCOS(F—w) .) = :
r a(s — €) | I 2 d— . . ll , . »
en exprimant, par suite, [= / au moyen de r et réduisant, l’équa-
tion (4) devient
Carr +2h—2fodr,
d’où, par la différentiation, fè I
et, comme e est plus petit que l'unité, cette valeur est positive. Done :
Dans son mouvement elliptique autour du Soleil, le centre de chaque planète obéit à une accélération dirigée vers le centre du Soleil et qui varie en raison inverse du carre de la distance des centres des deux astres.
En remplaçant dans la formule (6) la constante # par sa valeur tirée de l'équation (1), on trouve
ALT
(7) g=hr
nl
expression dans laquelle, d’après la troisième loi de Kepler, le coeffi-
cient de à est constant; par suite :
L'accélération planétaire, rapportée à l'unité de distance, a la méme valeur pour toutes les planètes.
Supposons que, la position du foyer M restant invariable, sa distance D au sommet correspondant reste constante en grandeur et en direction; admettons de plus que a croisse indéfiniment, l’ellipse deviendra à la limite une parabole et a(r — e°) aura 2D pour valeur; la formule (6)
1) On trouvera, dans le t [ de notre Traité’ de Mécanique générale, une démonstration géométrique de ce théorème.
se transformera, par suite, dans la suivante :
quinous sera utile plus loin.
La formule (6) est aussi applicable au cas théorique où l'orbite serait hyperbolique; mais alors l'accélération » deviendrait négative, ou répulsive, si l’on peut s'exprimer ainsi.
2. Supposons que, réciproquement, l'accélération d’un point mobile soit dirigée vers un centre fixe M et varie en raison du'earré de la distance à ce centre, et proposons-nous de déterminer la nature de la trajectoire de ce point, courbe qui sera évidemment plane, car deux vitesses consécutives se trouvent dans le même plan.
Posons à cet effet © — -;, y. étant une constante; l'équation (4) de-
vient
d'où
En convenant de considérer de comme positif, on devra prendre le signe supérieur ou le signe inférieur, selon que r décroitra ou croîtra; les changements de signes auront lieu pour les valeurs maximum et minimum de 7 données par
d ra a I be pe t Ch GONE ie — + —.
do F k° / je : J2 SI nous supposons que 7 commence à croître à partir de la position initiale du mobile, on devra prendre le signe inférieur dans l'équation ci-dessus, qui, après avoir effectué l'intégration, donnera k?
Nes b-
RD CIC OS © Vu?+ hk?
en désignant par wo une constante. On déduit de là
TE V IE COS (= ü ) / y?
équation polaire d’une section conique rapportée à l’un de ses foyers. Cette courbe sera une ellipse, une parabole ou une hyperbole, selon que l’on aur:
Si nous désignons par #,, 7, la vitesse et Le rayon vecteur du mobile à l'instant initial, on a, en vertu de la formule (3),
PAU DM — pe == TE
et, au lieu de (&),
PR Ne Fe +07 On voit ainsi que la nature de la courbe dépend seulement de la vitesse initiale et non de sa direction.
De la comparaison entre les équations (5) et (9) on déduit, dans le cas d’un mouvement elliptique,
(Van 25, |
et, en désignant par æ la vitesse du mobile au bout du temps 4, le
principe des forces vives ou-léquation (3) donne
(11) pe
Principe de la gravitation universelle. — Soient
M la masse du Soleil; un ns -cellesdes planètes:
r,r,r”,.… les distances de leurs centres à celui du Soleil.
Resa, — Mécanique céleste,
SI
Les dimensions du Soleil étant très petites par rapport à leurs distances mutuelles, on peut, dans une première approximation, en faire abstraction et supposer que ces astres sont réduits à l’état de points matériels. Nous dirons done que la masse M d’un point matériel exerce
’ 7: : m m sur les masses », m', m’, ... les forces attractives 4 — nr" en
désignant par & une constante indépendante dem, mn', m", ..….
Si l’on considère cette attraction comme inhérente à l'essence même de la matière, il faut admettre que, inversement, les masses 72, n°, m" attirent de la même manière la masse M et avec une énergie égale et contraire à celles des forces précédentes, d’après le principe de l'égalité entre l'action et la réaction. Par analogie avec ce qui précède, lat-
traction de 2 sur M sera de la forme > le coefficient +’ ne pouvant
5 M m : ; dépendre que de #7, et, comme 4’ nn et que est indépendant de
m, il faut que l’on ait « — fm, x — fM, f étant une constante indépendante des masses attirantes et de leurs distances. On est done conduit à admettre que :
Deux particules matérielles s'attirent mutuellement suivant la droite qui les joint, proportionnellement à leurs masses el en raison inverse du carré de leur distance |").
(1) Ces actions ne soat pas les seules qui s'exercent entre les éléments de la matière; il en existe d’autres appelées spécialement wctions moléculaires, dont l'intensité, très considérable à des distances extrêmement faibles, décroît avec une grande rapidité quand les distances augmentent. Ces forces, auxquelles sont dues la cohésion, l'élasticité des solides, etc., sont les unes attractives, inhérentes à l'essence méme de la matière, les autres répulsives, dues au calorique. Mais les forces de ces deux systèmes, dont les relations de grandeur définissent les trois états d'un corps, n'étant appréciables qu'entre les particules d’un même corps, ne jouent aucun rôle dans les phénomènes astronomiques. En ce qui concerne l’équilibre et le mouvement des corps solides ou fluides, elles ne sont représentées que par des résultantes fictives auxquelles on donne le nom de pression.
L'attraction proportionnelle à l'inverse du carré de la distance, due à la gravitation, est très petite entre les corps de faible masse, tels que nous les observons à la surface de la Terre. Cependant elle est mise en évidence par l'attraction des montagnes sur le fil à plomb et dans l'expérience de Cavendish, répétée par M. Cornu, pour la détermination de la densité moyenne de la Terre. Mais, lorsque deux corps en présence offrent chacun, ou seulement l'un d'eux, une masse considérable, cette attraction se traduit, même à de grandes distances, par des phénomènes parfaitement caractérisés el qui de tout temps ont frappé les yeux des observateurs.
pm
Tel est le principe de la gravttation universelle dû à Newton (!), basé, comme tous les principes élémentaires de la Physique, sur une extension théorique d’une lot observée. Nous avons supposé, en effet, que le Soleil et les planètes sont des points matériels, tandis qu’ils ont des dimensions appréciables, quoique très petites par rapport à leurs distances mutuelles, et qu'ils sont composés d’un très grand nombre de ces points qui devraient exercer entre eux, de l’un à l’autre corps, des attractions suivant la loi ci-dessus énoncée. Or nous verrons plus loin que, en raison de la presque sphéricité de ces astres et de leur grand éloignement, les résultantes de ces attractions élémentaires produisent, à très peu près, le même effet que si les masses de ces astres étaient concentrées en leurs centres de gravité respectifs. Le principe de la gravitation de Newton se trouve donc complètement d'accord avec le phénomène plus complexe en lui-même observé par Kepler et auquel ce principe doit son origine.
Nous dirons done que tous Les corps célestes s’attirent mutuellement proportionnellement à leurs masses et en raison inverse du carré de leur distance.
En raison de leur grand éloignement du système solaire, Les étoiles fixes n’exercent aucune action appréciable sur les éléments de ce système, lesquels ne sont ainsi soumis qu’à leurs actions mutuelles : d’où il suit que le centre de gravité du système ne peut être animé que d’un mouvement rectiligne et uniforme. Ce mouvement de translation du système dans les espaces célestes est accusé par l'observation, malgré son extrême lenteur.
Les attractions auxquelles est soumise une planète de la part des autres éléments du système solaire, non compris Le Soleil, produisent dans son mouvement elliptique des modifications ou perturbations, mais dont nous n'avons pas à nous occuper quant à présent.
Si nous ne considérons qu’une seule planète en présence du Soleil, en faisant abstraction de tous Les autres corps du système solaire, l’accélération du Soleil Le sera dirigée de M vers »; celle sera dirigée
en sens inverse ou de 72 vers M. En supposant que l’on imprime aux
(1) Né en 1642, mort en 1727. Il à vécu ainsi un siècle environ après Kepler.
bo CHAPITRE 1.
deux masses une vitesse et une accélération égales et contraires à celles du Soleil ramené ainsi au repos, l'accélération de la planète dans son
: AR mouvement relatif par rapport au Soleil sera, par suite, EU + m), et comme, d'autre part, elle est représentée par l'expression (7) ou, d’après
LL . ° le n22"par 6 il vient
(12) FA M - mn) = —— = Ue
D’après la troisième loi de Kepler, cette quantité devrait être indépendante de #3; d'où il suit que cette loi n’est qu'approximative et que mn M tous les cas une très petite fraction.
En Mécanique céleste, on prend, pour unité de masse, la masse du Soleil, et, pour unité de force, l'attraction entre deux masses égales à l'unité situées à l’unité de distance; ce qui revient à supposer =1,
, où le rapport de la masse d’une planète à celle du Soleil, est dans
en négligeant Z J de) D y I
Ces conventions offrent l'inconvénient de supprimer l'homogénéité des formules, mais autant les admettre immédiatement que plus tard ; nous y gagnerons au point de vue de la simplicité. Il en résulte que les unités de longueur et du temps sont dépendantes l’une de l’autre, car
JT (D 1 Er UT”
Si done nous choisissons une certaine unité pour Le temps, et si, dans nos calculs subséquents, nous introduisons une distance / dont le rapport à a serait x, cette distance /, dans les calculs numériques, devra
ètre remplacée par Ve D =.
LT
Avant d’être parvenu à une démonstration générale de la loi de la gravitation, Newton avait entrevu l’énoncé de cette loi par les considérations suivantes.
devantliunité, ety/=r;
nous avons
Les planètes décrivant des orbites d’excentricités différentes, on
PREMIÈRE APPROXIMATION DU MOUVEMENT DES PLANÈTES. 5%) peut admettre que les lois de Kepler s'appliquent encore au cas d’une orbite circulaire, et cela avec d'autant plus de raison que ces excentricités sont généralement petites ("). Dans cette hypothèse, appelons o, o’ les accélérations qui retiennent deux planètes dans leurs orbites ; T, TL’ les durées de leurs révolutions autour du Soleil;
R, R'les rayons de ces orbites; on a, d’après l’expression connue de l'accélération centripète,
e KR T"
DU TES Per TP:
d’où
ce qui est conforme au résultat déduit de la considération du mouve-
ment elliptique.
4. De la pesanteur terrestre. — Si l’on fait abstraction de la force centrifuge, très faible d’ailleurs, due à la rotation de la Terre, le poids d’un corps à sa surface n’est autre chose que la résultante des attractions exercées pour toutes les molécules du sphéroïde terrestre sur Chacun des points matériels du corps, résultante qui ne dépend que de la masse de ce corps et de sa distance au centre du globe, conformément à ce que l'expérience nous enseigne. Et en effet, on à reconnu, à la suite d'observations faites à différentes hauteurs, que
(1) Sous le rapport des excentricités des orbites, les planètes peuvent se classer ainsi qu'il suit :
1° Deux entre la Terre (e = 0,017) et Uranus (0,047), savoir Concordia (o,o41) et Harmonia (0,046 );
2° Neuf entre Saturne (0,056) et Mars (0,093). Leurs excentricités sont comprises entre celles 0,066 de VNemausa et 0,090 de Festa;
5° Quarante-quatre entre Mars et Mercure (0,203), dont les excentricités ont pour limites 0,0976 ( Parthénope) et 0,202 (Hebé);
4° Enfin seize qui ont des excentricités supérieures à celles de Hercure et comprises entre les limites 0,209 (Zsis) et 0,338 (Polymrue). Celle qui a la plus forte excentricité après Po-
lmnie est Atalante (0,298).
l'accélération de la gravité terrestre diminue à mesure que l’on s'élève au-dessus de la surface de la Terre.
5. Des satellites. — Les satellites d’une planète circulent autour de cette dernière, en vertu de la gravitation, et leurs orbites sont elliptiques, à quelques inégalités près dues à leurs attractions mutuelles, à celles du Soleil et des autres planètes.
Le mouvement de la Lune autour de la Terre à permis à Newton, à l’aide des considérations suivantes, de vérifier la loi de la gravitation.
L’orbite lunaire est très sensiblement circulaire, et son rayon est égal, à tres peu près, à 6o fois le rayon moyen de la Terre; de plus, le centre de la Lune décrit, en une minute, un are de 61020", dont le sinus verse, 4*,87, représente la distance dont ce centre s’écarte de la tangente menée à l’origine de l'arc, distance qui peut être considérée comme ayant été parcourue d’un mouvement uniformément varié. On a done, en désignant par +’ l’accélération qui se rapporte à ce mouvement,
or la distance, 4,87, est très sensiblement égale à la moitié, 4",9044, de l’accélération g de la pesanteur à la surface de la Terre; on a donc à peu près
AO à [o) ll
c'est-à-dire que g et w’ sont en raison inverse des carrés des distances au centre de la Terre.
On arrive également à ce résultat en remarquant que, d'apres le 19,100
d’où
Or la Lune fait une révolution autour de la Terre dans 2,922; ON a donc ainsi
ex d
et, de plus, 2 ARE 400000002060, 4=— 09", 809:
par les substitutions de ces valeurs, le rapport ci-dessus devient
soit (x)? environ.
6. Généralités sur les masses des planètes. — Masse de Jupiter. — Soient
nm la masse d’un satellite circulant autour d’une planète dont la masse est représentée par 7»; 24 le grand axe de son orbite ; T’ la durée d’une révolution.
La formule (12), appliquée à cette planète et à son satellite, donne, en nous rappelant que nous devons supposer / — 1,
D ln ee
L 4 SERRE A # C \ , +0 2 d’où, en divisant par cette même équation, où l’on doit prendre égale à l'unité la masse M du Soleil,
METTRE = e =) 777 HAE
; m' LEE JÉ et, comme les fractions, — sont généralement petites, on à, par ap-
proximation,
(1000 Les rapports —> + dernière formule fera connaitre la masse de la planète rapportée à celle du Soleil. C’est ainsi que Newton a trouvé = pour Jupiter, résultat qui diffère peu de la fraction = obtenue depuis par des procédés mo-
étant supposés donnés par l'observation, cette
dernes et plus précis.
7. Masse de la Terre. — La masse de la Terre ne peut pas se dé-
terminer par La méthode précédente, attendu que l'inverse de son-rapport à celle de la Lune n’est plus négligeable vis-à-vis de l’unité. On opère alors de la manière suivante.
Nous verrons plus loin, en nous occupant de la forme des planètes, que, pour tous les points du parallèle dont le sinus de la latitude (35°, 14") est VE, l'attraction exercée par la Terre sur un corps qui lui est extérieur est la même que si la Terre était sphérique. Pour ce parallele, le rayon de la Terre est r = 6364551", et l'accélération apparente de la pesanteur 9°,79886 ; mais, avant d’égaler cette accélération à celle G qui est due à l'attraction terrestre, 11 faut l’augmenter dans la proportion de 5 pour tenir compte de la composante verticale de l’accélération centrifuge aux différents points du même parallele. On a ainsi
D . - == Sn0
Mais l'équation (12) nous donne, en y faisant f— 71, M =: et négli-. geant 72 devant l'unité,
d’où, par division,
mais on à en secondes T = 86400 x (365i,256374)
et, pour la parallaxe du Soleil correspondant au parallèle ci-dessus,
— — {ang 8",60,
ra d’où « = 29984 ; = par suite, [l Pl DIPATES 9294902
Le diamètre du Soleil étant égal à 112 fois celui de la Terre, on déduit de cette relation que le rapport de sa densité moyenne à celle de
PREMIÈRE APPROXIMATION DU MOUVEMENT DES PLANÈTES, 2 la Terre est 32/4992 112% Soit + environ.
En appelant R le rayon du Soleil, on a, pour Paecélération de la gravité à sa surface,
La correction que l’on devrait faire subir à cette valeur pour tenir compte de l'accélération centrifuge due au mouvement de rotation du Soleil autour de son axe peut être négligée; car, le Soleil exécutant sur lui-même une révolution en 25,5 environ, le rapport de l’accélération centrifuge à son équateur à l'accélération pareille à l'équateur de la Terre est seulement de
soit un peu plus de <.
8. Masse de la Lune. — Pour déterminer cette masse, on part du principe suivant, dont nous démontrerons l'exactitude dans un autre Chapitre : Pour un point de la surface de la mer, dontle rayon vecteur, partant du centre de la Terre, fait le même angle avec les rayons vecteurs menés aux centres de la Lune et du Soleil, les actions de ces deux astres qui produisent les oscillations de la mer sont entre elles comme leurs masses divisées par le cube de leurs distances au centre de la Terre, et, toutes choses égales d’ailleurs, les amplitudes de ces oscillations sont proportionnelles aux forces qui les produisent. Si done on appelle m, m les masses de la Terre et de la Lune ; a, a’ les distances des centres de la Terre et du Soleil et de la Terre et de la Lune ; v Le rapport de la marée lunaire à la marée solaire pour des positions semblables des deux astres,
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on aura
ou mn! CLIS EX
1 CORET Un grand nombre d'observations, faites dans le port de Brest, ont
donné pour moyenne == /0500
et comme on à, à très peu près,
4— 00, Le 299000, mn il vient mn ru dE
9. Masse des planètes dépourvues de satellites. — Ces masses ne peuvent être déterminées que par les perturbations, dont nous n'avons pas à nous occuper quant à présent, apportées dans leur mouvement elliptique par les attractions des autres planètes.
Le même procédé peut également s'appliquer aux planètes pourvues de satellites; c’est ainsi que l'on a trouvé = pour la masse de Jupiter (6).
Les rapports des masses des satellites d’une même planète à celles de cette planète peuvent également se calculer au moyen des perturbations que leurs actions mutuelles apportent dans leur mouvement elliptique autour de la planète, et l’on en déduit leur rapport à la masse du Soleil, puisque l’on connaît la masse de la planète rapportée à cette dernière.
En appliquant cette méthode au systeme de la Terre et du Soleil, on a trouvé
valeurs qui différent peu de celles auxquelles nous sommes arrivé plus haut,
10. Des comètes. — On reconnait que les lois de Kepler se vérifient dans la partie des orbites cométaires que l’on peut observer; mais,
comme les grands axes de ces orbites et les durées des révolutions sont généralement inconnus, on calcule les éléments du mouvement des comètes dans le voisinage du périhélie, comme si leurs orbites étaient paraboliques. Nous aurons donc ici à faire l’application de la formule (8) du n° 1.
Les comètes, à cause de la petitesse de leur masse, ne produisent aucun effet appréciable sur les planètes: mais leurs mouvements sont troublés par les attractions planétaires qui influent notablement sur les époques de réapparition de chaque comète, c’est-à-dire sur l'intervalle de temps compris entre deux passages consécutifs au périhélie.
appelant (3) que l’on doit supposer w — 7,
En posant y — 5 ou o — 5 l'équation (2) du n° { devient, en se
V2D UNE
D'autre part, si nous mesurons l'angle 6 à partir du périhélie, nous avons, pour l'équation de la parabole,
D # (14) FD: ctange!).
Posant y — tange et portant la valeur précédente de 7 dans l'équation (13), on trouve
DU dé= D?V20+%?)dy;
d'où, en intégrant et prenant, pour origine du temps, l'instant du passage au périhélie,
NT e [ o
) b—= D? tance tance); (15) V ( Bots lang
Les équations (14) et (15) sont celles dont on se sert dans la théorie des comètes; mais, comme presque toujours l’inconnue de la question est # et qu’elle dépend d'une équation du troisième degré, on à construit, pour éviter la résolution de cette équation, des Tables donnant les valeurs de # qui correspondent à celles de 6 dans l'hypothèse de D — r. Ces Tables permettent de trouver l'angle 6 décrit au bout du
temps & dans une parabole quelconque en y cherchant la valeur de 6 . =D qui correspond au temps 4D *.
6o CHAPITRE I.
11. Relation entre le temps écoulé entre deux observations d’une comète et des quantités connues. — Supposons que r, ?, £ se rapportent à une première observation, et désignons par 7”, #’, d' les quantités semblables relatives à une seconde observation; désignons par c la corde de l'arc parcouru. L'équation (15) donne la suivante :
À 2 M2 2 FR
© o I o EN 2 ANS TAN (rang! — tang ;) [ 2 2 mn” PE
— p? 3 (tang ne —D°\2|tang- ang
2 nm) À
Or nous avons
ç! ç J fl o \? I ç! p \2 {ang = ang — PA lang — + (ang — — A tang Ar lang ) É
si done nous posons
(a) AE Fe |tanee lang =) ) } 2, 2
nous aurons
3 / \ / ! AS : & l (a 1 ç p\?
LD Ve (tang = ang = ) [re ho — ( (ang — — tang 2) |
ou encore, comme :l est facile de s’en assurer,
j Il f eu ç 3 n | tan ans | 2 19] 2
En projetant la corde e sur l’axe de la parabole et sur une perpendieulaire à sa direction, et faisant la somme des carrés, on trouve
3 = / ' À à ) D JE I ce p\ JE (PB) d—i=S ONE +(tnes tags) | + 2 2 2,
c— (r' cos — r cosv)? + (r'sin pv — 7 sin)?
7 ( = p! à F © \ 7e , . v! PL ee p\?2 =] 7 EC == r(acosr— 1) — (7 SIN — COS — — 7° SIN — COS — , ù ) 2 2 2 2 2
LABO \ 4
et, en remplaçant 7°, r par leurs valeurs déduites de l'équation (14),
22 7. 2} lé AG ce es I ? (2 (EE nm — n “4 (rang -— lang >
# 7 2 2 COS? — COS? — 2 2 ; À (#1 p\2| fu pl p \ US PURE RE ER 1 2 = { (lang = —tang- | 1e ;(tane — +iang= > _# p 2 4 —4 | tang— —tang— )"1?, , \ d’où (+) [e = 2D(tangs'+tange)r.
D'autre part, on a, en vertu de la formule (r ),
ji enr (2 re ri— 21) L: +- z(tans? Coins |
I nent er : (2 (2 Fi tang = + (ang | oran ne
1 1 (ol p\.
D + + (tang = — ang =) | L'AS 2
et par suite, eu égard à la valeur (+),
TN/ gl GNU EE CD RE ane re # »
PA HO E HE
= = (rang AT lang | ;
RSR EE = LA) É 2%,
L'équation (É) devient enfin L2 Es (16) lt —1—=1 | (r+r+e)TE(r+r— c) |.
En se reportant à cette même équation, on voit que, dans la formule (16), il faudra prendre le signe supérieur ou le signe inférieur, selon qu'on
aura
K # (Pal [AA és E (tang © — lang”) ON OUR AO
comme le premier membre de cette double inégalité à le même signe
que l'expression
(RE o
cos ( )
LS aa NT LAURE p ROLE (f D: ane tang : HAE - ee = )
2 p' e COS — COS — 2 >
qui sera positive ou négative, selon qu'on aura p’—e<rou >; ne peut y avoir aucune ambiguité sur le choix des signes dans la formule (16).
Cette formule, dans laquelle n’entre pas le paramètre de l'orbite, constitue ce qu'on appelle le théorème de Lambert, quoique Euler Fait établi le premier dans le septième Volume des Wescellanea Berolinensia. Nous verrons plus loin comment on arrive à trouver ses équivalentes pour l’ellipse et l'hyperbole.
12. Du mouvement relatif par rapport à leur centre de gravité de deux points matériels qui s’attirent mutuellement, suivant la loi de la gravitation. — Concevons qu’on imprime aux deux points matériels de masses », rm» une vitesse égale et contraire à la vitesse constante en grandeur et en direction du centre de gravité G de l’ensemble de ces deux points. Les masses », m' se mouvront sur la droite »#Gmn" qui pivotera autour du centre G et décriront des courbes semblables, puisque, entre leurs distances respectives x, à ce centre, on à
ML = MMM TN TE
r étant la distance des deux masses.
Le mouvement de 7» est done uniquement dû à sa vitesse relative initiale par rapport à G, et à l'accélération
mm 7rae
ER EE ï
1 Ua m0) re
dirigée vers ce centre et qui varie en raison inverse du carré de la distance au même centre. Il suit de là que, dans leur mouvement relati) par rapport à leur centre de gravité, les masses m, m' décrivent dans un méme plan et autour de ce point, comme foyer commun et centre de similitude, deux sechons coniques semblables, maïs inversement situées. Ce cas est notamment celui des étoiles doubles, lorsque les attractions aux-
quelles elles sont soumises de la part des autres astres sont négligeables par rapport à leurs actions mutuelles.
13. Problème de Kepler. — On désigne sous ce nom la détermination des coordonnées polaires d’une planète en fonction du temps.
Supposons que l’anomalie vraie + soit mesurée à partir de la portion du grand axe dirigée vers le périhélie; l'équation de l'orbite sera
a(ri — €)
ya PE 9 (7) 1 —eCOSP
Si l’on observe que r est compris entre a{r +e)et a(r — e), on pourra
poser
(18) 1 = A(I — CCOSU).
L’angle &, qui passe en même temps que l’anomalie vraie par les va-
leurs zéro, 7, 27, à reçu le nom d’anormnalie excentrique de la planète (1). De ces deux équations, on déduit
( COS COS P = — ——— MCICOSN (19) + d’où / 2 / 2 { SENE (l NC Ë | HAN = tang—, dv — NOR (EE 2 1 — € * à I — E COS
(1) Cet angle a une signification géométrique qu'il est bon de connaitre.
Soient A le périhélic; F le foyer correspondant; O le centre de lellipse; z2Y la perpendiculaire abaissée d’un point 72 de la courbe sur le grand axe et qui prolongée rencontre en Z la circonférence décrite sur 24 comme diamètre; « l'angle ZOA. On a EY = —7cosv, EY = OF + OY = «ce -- « cosu,
d’où FCOSP = — «fe — COS).
En éliminant cose au moyen de la formule (17), on retombe sur la formule (18), desorte que l'anomalie excentrique n’est autre chose que l'angle ZOA. (2) De la formule précédente on tire en effet É + € \ nc dit
o NC 7/7:
dp = cos? \/ = : ; 2 hi {4 = + e S% a OS tang?— cos?
el, en réduisant, on obtient bien le résultat dont il s'agit.
Désignons par T la durée de la révolution de la planète et posons
TG
nr estce qu'on appelle la #0yenne vitesse angulaire et nt le mouvement moyen où l’anomalie moyenne de la planète. Si lon prend le jour moyen pour unité de temps, on a, relativement à la Terre,
PE 366 256974 d'ou CSS
en remplaçant 27 par 360°. Cette valeur de T est la durée de l’année sidérale ou l'intervalle de temps qui s'écoule entre deux retours consécutifs du Soleil à une même étoile dans son mouvement par rapport à la Terre.
Si l’on élimine # entre les équations (r) et (2) du n° f, on trouve
rdv = na\1 — e? dt
et, en remplaçant dans cette formule 7 et de par leurs valeurs (18) et (19),
ALAN Ce COS M) d'où, en effectuant lintégration et prenant pour origine du temps l’époque d’un passage au périhélie, (21) ni u— esin«.
Nous remarquerons que, d'après la formule (12) du n° 3 et continuant à supposer & — 1, On à
LE
(22) ha
14. Cas où l’on peut négliger les puissances de l’excentricité d’un ordre supérieur au premier. — L’équation (21) donne, dans cette hypothèse qui est admissible pour la plupart des planètes,
(23) u—=n+esin(nt+esinu) = 724 +esinnt, et l'équation (18) devient par suite (24) H— ai —ecosnt).
En posant 6 — nt + à, à étant du même ordre de grandeur que e, la
première des équations (19), eu égard à la formule (23), donne un degré d’approximation convenu
cosnt —Ô0sinnt——e+(1+ecosu)cosu — CoOsu — esin?u — Cosnt —2esin?nt; d’où à ; D—2esinnt et (25) = ni+2esinni:
Si nous considérons un astre fictif animé de la vitesse angulaire constante z et partant du périhélie en même temps que la planète, il passera en même temps qu’elle à l’aphélie, puisque, pour ce point, sinzt — 0, et reviendra au même instant au périhélie, et ainsi de suite indéfiniment. Dans la première moitié de la trajectoire, le rayon vecteur de l’astre fictif se trouvera en avant de celui de la planète, et il sera en arrière dans la seconde moitié. La quantité 2e sinnt qui mesure l’écart des deux rayons vecteurs est ce qu’on appelle l'équation du centre. On corrige de cette manière, par la considération de l’astre fictif, l'inégalité du mouvement apparent du Soleil autour de la Terre dans l’écliptique.
Pour corriger celle qui résulte de l’inelinaison de l'écliptique sur l'équateur, il suffit de concevoir un second astre fictif, circulant dans le plan de l'équateur, passant par l’équinoxe en même temps que le précédent et animé d’un mouvement angulaire uniforme ; il détermine ce qu’on appelle le zemps moyen, qui coincide quatre fois dans l’année avec Le temps vrai indiqué par le mouvement réel du Soleil.
15. Développements des coordonnées polaires du mouvement elliptique en fonction du temps. — De l’équation (21) du n° 13, mise sous la forme
(26) U—X+esinu,
en posant æ — rt, on déduit d'une formule de Lagrange (‘)
: e dsin?x en GET AS U—X+eSINT + Eo do ce = SLDEET PONT 12,270 AD
(1) Formule (7) du n° 12 de l’Introduction, en y faisant 3 = w, f() = sinx.
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or on à | à Sin?z—-cos2x + 1,
2? sin?æ — — sin3x + 3sinx,
23 SiNtT— COST 4 COS2L 3, (a) 4 A
HSIN D SIN 0 SIN OZ ET O SIN
> ein6» — nn» /. À 25 sin°æ — — COS6æ + 6 COS4X — 19 COS2X +10,
En faisant les substitutions de ces valeurs dans l'équation précédente et après avoir effectué les différentiations, remplaçant æ par zt, on trouve, pour le développement de l’anomalie excentrique en fonction du temps,
; CP ; 5 : F u—nt-Pesinni#? 2 SiN2 nt + — (3? sin3nt— 3sinnt) E 2,2 D'SADE e* ; :
27 EE (I SIN #70 (22720 di) en MOT E e° Le Er Aude es EE So M Sn = Gin eee DORE OR DE 12
L'équation (18), mise sous la forme
— —1I1—eCOS4, a donne () r RE e dsin?x e* d'sin*r — LI — Ce COST —- e* SIN“? + i = Ten 7 Mes dx 1.313 da ED sin t e$ d*sinfx
MS ste Clio Lode
En ayant égard aux valeurs (a), effectuant les différentiations, puis remplaçant + par nt, on trouve, pour le développement du rayon vec-
(1) Formule (8) du n° 16 de l’Introduction, en y faisant
2H (TL) enr EG) =1=ec0sr
PREMIÈRE APPROXIMATION DU MOUVEMENT DES PLANÈTES. (Os
teur, QE e? e? S : * 1 — € Cost — — (cos2nt —1) — —— (3 cos3 nt — 3 cosnt) 2 2.27 Æ] fe / G} s (28) — on cos4n!t — 4.2? cosant) eÿ ve : nee Hal — ——, | 2° coso né — 2.3 COS nt + COS AE) —.
Pour obtenir le développement de l’anomalie vraie, nous remarquerons que la seconde des équations (r9) peut se mettre sous la forme
LADES 15e Rev it En — = 9 E'v-i tr I —e Euv-1 he ji
en représentant par E la base du système de logarithmes népériens. On déduit de là
EU (Vite+yi—e)+ÿi=e-vire
E° V=1 — — = be LS EuvV1(V1—e—yite)+Vi—e+Vi+e
Si l’on pose
Vite Vi+e + Vi
e 1 Vie
il vient D — À Et v=i
Erv=i — Euv-1 e = AEvv-i
et, en prenant les logarithmes dans le système népérien,
log(r —_)}E-"v=1) == log(t 2e. KE V=1) nr
La quantité à étant plus petite que l'unité, les logarithmes peuvent se développer suivant ses puissances ascendantes, et, en remplaçant ensuite les exponentielles imaginaires par des sinus ou cosinus, on trouve
2 13 < À + ; (30) P=u+2 (usine + TZ sin2u + z sin + AT +).
L'équation (27) nous fait déjà connaître & en fonction du temps ; en
y joignant l'équation (21), on obtient pour résultat
u — nE
sin nt — 27 sin3 nt + 4 sinnt
Sin 3 & = sin 3 6 +- A 3sin4{nt— 3sin2rt)
EE re ee ue + = (19 sind nt — 18 sin3nt-+5sinnt)
+ 7 ( gsinGnt— 12sin4nt+3sin2nt) +...
I ne nous reste plus maintenant qu'à développer les puissances de à, suivant celles de e. Posons à cet effet
d’où
En développant L? suivant les puissances ascendantes de e?, on trouve (?)
At ue) WU En, 2P 2p+2 2,9P+# ; 2,3,9P+56 21e d’où >P 9 / FE Past Ê eP+2 + PP de RE j P(P + 4) (P Se Den DD D Pr? 2,9P+# 2,3.92P+6 RETE
(1) Formule (8) du n° 16 de l'Introduction, en y faisant z=u, f(x)=sinr, F(x) = sin2x, 3%,... el ensuite x = +4. (2) En se reportant aux formules (1) et (8) du n° 16 de l’Introduction, nous devrons
remplacer e par — c? et faire x = 2, z= L, f(2) — =) Here
L'équation (30) donne alors
ll Le 3
. DATE. e a eu p— nt+2esinnt+ “LE Sin2 nt + —— (13sin3 né — 3sinnt)
DS e* : :
(31) a 55.3 Uosinént — 44sin2 nt) + — (1097 sin 5 né — 645 sin 3 né + Sosinné) +...
pour le développement cherché.
Si, au lieu du périhélie, on prend, pour origine de la longitude, une position quelconque de la planète, 11 faudra remplacer dans la formule (31) 6 par e — w, en continuant à désigner par o la longitude du périhélie; si, de plus, on choisit pour origine du temps un instant quelconque après le passage correspondant à la longitude moyenne e, l'angle nt devra être augmenté de la constante
D D — A; e est ce que l’on appelle la longitude de l’époque et l'représente le temps moyen employé par la planète pour aller du périhélie à la nouvelle origine du temps.
Les formules (21), (28), (3r) deviennent alors
(A) n(t+l)=u—esine,
7 D à (28) 7 ecosn(£ + 1) — © [cos2n(t + l)—11+..., (na) p—nt+e+aesinn(t+{) +ie sinan(t +) +...
16. Supposons maintenant que l’on veuille rapporter le mouvement elliptique à un plan fixe x M y autre que celui de l'orbite et soient
o l’angle de ces deux plans;
MN leur intersection ou la Agne des nœuds ;
#,, à les longitudes de la planète et du nœud N estimées dans le plan æMy, mesuré à partir de Mx';
r, la projection de r sur le même plan;
0 la latitude de la planète ou l'angle formé parr, r, ;
6 la longitude du nœud dans le plan de l'orbite, mesurée à partir d’une origine quelconque.
La longitude 6 — £ de la planète, dans le plan de la planète, mesurée à partir du nœud, est ce que l’on appelle l'argument de la latitude 9. Le triangle sphérique rectangle, formé par les directions de MN, r et r,, donne tang(p, — x) == cosvwtang(r —B), d’où (Introduction, n° 22), en posant ÿ — tango,
(A) p—a—mp—$8—-ÿsin2(p —8)+{iy sin4(e —B; —1yfsin6(e — À);
mais e est de la forme p—=n+e+epP,
P étant une fonction des sinus de l'angle né + e — w et de ses multiples. Si nous désignons par : un nombre entier quelconque, nous aurons
siné(p — 8) — cosieP. sint(nt + e— $) + sinceP.cosi(nt+e—$),
d’où, en développant,
k L Ê e? P?2 Al e* P* Pl] ei ps à sint(p—$8)—t{71 - — +... ]siné(nt+e—8 F) ( 0 2 es LU 00 F) ep 1e PER me be UICEL + 8 +- | ce = = ——- =. ICOSE(0 ee 1.220 RUES Rae SU OL 4 P)
et, en supposant successivement & — 2, 4, 6, ..., on arrivera finalement au développement (A) de , — x en sinus et cosinus de x et de ses multiples.
Le triangle sphérique ci-dessus donne aussi
tangô — tangy sin(p, — a) — Yysin(#, — x).
On déduit de là, en appliquant la méthode des exponentielles imaginaires, comme nous l’avons fait au n° 22 de l’Introduction,
5 [sin3(v,—x)— 3sin(r, — «)]
0— ;sin(p; — x) + (B) _
SRE 2.16
[sin5(v; —a) — 5sin3(v, — x) + iosin(p, — a)] +...
Enfin, en posant tangô —s,on a
LL A \ (C) re rcost=7 (is?) Er de — LS st Si PTS k «): F 2 2
Les formules (A), (B), (C) ne sont convergentes que si e et o sont suffisamment petits.
17. Expression, indépendante de l’excentricité, du temps qui sépare deux positions d’une planète. — Nous prendrons le périhélie pour origine de la longitude. Appelons, pour la seconde position, 7’, w’, #’, les quantités analogues à r, w, 6, t qui se rapportent à la première ; désignons par c la longueur de la corde qui joint les deux positions et posons
(a) mb, ——— —=$ 7 À},
De l'équation (21), établie pour les deux positions, on déduit par différence
(b) == 2 (B— e cos sin ) et l’équation (18) donne (c) r+r—2a(i—ecosf, cosB).
D'un autre côté, on a
C—=r?+r?—02rrcos(e — p}; mais on déduit de la première des équations (19), en ayant égard à l'équation (18), r cos —a(cosu e), “rsinv —aV1e sin,
et, en établissant lesvaleurs semblables pour l’autre position de la planète, il est facile de former l'expression der’ cos(e,e’). Nous avons ainsi
c— a (1 — cosu} + a(1—cosu')— 2a7(e— cosu)(e —cosu') —92a?(1—e)sinu sin!
—92a(1—e)(1— sinusinu!) + ae (cos u + cos u') — 24? cosu cos u’ = 2@(1—e)(1—sinusinu — cosu cosu') + a e?(cosu —- cosu'}? — 2a(1—e)(2— 200$ 8) + a e*(2sinf sinf, )° et enfin
(d) c?— 4 a? sin?$(1 — e? cos?B;).
En portant la valeur de cosB,, déduite de la formule (c), dans Îles équations (b) et (d), on trouve
3 2 RE (b') "= (e Ve eur tangé).
ES SIN SE (d') ce =#a/tans 6e Cos ie Pro) ( % 2 a 1
Posons maintenant
2a—c—(r+r) __ 2a+c—(r+r) 24 DORE 24 É
nous aurons, eu égard à la valeur (d'),
Cos28— 235 +V(1—2<")(1—5;) (!) et 26 — arc COS3 — arc COS £, sin(arc cosz) — sin(arc CoSz;).
tang £ — s ZS)
il vient donc, pour la relation cherchée, I . :
COR — : [arc cos z — arc coss, — sin(arc cos) + sin(arc coss,)|].
Dans le cas d’une orbite hyperbolique, z, z, étant plus grands que l'unité, la formule précédente sera compliquée d’imaginaires, que l’on fera disparaitre en remplaçant are cosz et arecosz, par leurs expressions logarithmiques :
Ven: log(z Se V= — 1 ÿ
arc COSs —
arc cos Zi — n—
VERT
(1) On donne le signe + au radical, parce que l’on doit avoir 6 = o pour r = 7", ce = 0, et par suite z = z1.
ce qui donne
On n’affecte d’un double signe que les termes en z, dans l'hypothèse de =: >z,, puisque + doit être positif. Les signes supérieurs correspondent à #’— e<7; car, pour # —# —0, + doit être nul et l’on a 3 —3,. D'autre part, comme + est une fonction continue de # — #, les termes en z, ne peuvent changer de signe qu’autant qu'ils viennent à s’annuler, ce qui a lieu pour # —+=—7#, puisque alors c=r+7", 3, = 1, et quand ?"— y arrive à surpasser 7, les signes doivent changer pour que 7 continue à croître.
La formule (33), qui donne le temps indépendamment de l’excentricité du mouvement elliptique, doit encore s'appliquer quand l’ellipse, s’aplatissant indéfiniment, se change en une ligne droite limitée par les deux foyers: De ce que z et 3, ne dépendent que de la somme des distances au point attirant, on conclut qu'une planète décrira un arc de son orbite dont la corde est c et dont les extrémités -sont à des distances r, r’ du Soleil dans le même temps qu’elle mettrait
RerieIC
à arriver directement vers le Soleil de la distance à la distance
r+r'—C . ve : : dSGnE è AT —————,; si elle était partie sans vitesse initiale d’un point situé à
une distance égale au grand axe de son orbite. De ce qui précède on déduira sans peine, en supposant a — «, le théorème du n° 11.
S IT. — DéTEeRmMINATION DES CONSTANTES INTRODUITES DANS LES FORMULES DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE.
18. Généralités. — Proposons-nous de déterminer complètement l'orbite d’une planète, connaissant l’une de ses positions et la grandeur et la direction de la vitesse correspondante. Ainsi les données de la question sont la vitesse æ, de la planète dans la position considérée m,, les distances q, et r, de la vitesse et de la position #2, au centre M du Soleil.
La position du plan de l'orbite est évidemment déterminée.
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À CHAPITRE Le Le double de l'aire décrite dans l'unité de temps par le rayon vecteur de la planète est donné par ko 540
La formule (11) du n9 en mean re rem connaître le demi-grand axe a.
De la première des formules (10) du même numéro, on déduira l’excentricité.
Nous prendrons, pour origine du temps, l'instant du passage de la planète au point 7, et nous considérerons w et # comme se rapportant à ce point, angles qui sont à déterminer. De la relation
; lo—a(1—ecosu)
on déduira w. La formule (21°) du n° 15 donne, en y faisant : — 0,
e Sin &
ou, d’après la formule (22) du n° 13,
e sin u).
era
Supposons que l’on mesure l'angle + à partir de la Ligne des nœuds, intersection MN du plan de l'orbite avec un plan fixe æMy; soient o l'angle compris sous ces deux plans, ou l’inclinaison censée connue de l'orbite; : RS 4 la longitude NMx de la ligne des nœuds mesurée à partir de lorigine Mx, qui est aussi censée donnée; L la longitude, mesurée à partir de la même origine, de la projection Mn, du rayon vecteur Mm, sur le plan æM y;
Ê ART 0, la longitude »,Mm, de m,.
Le triangle sphérique rectangle déterminé par les trois droites Mn, Mr, MN donne
| cosô, — cosp cos(L — 4) + sine sin(L— +) cosv,
cos p — coS0, cos(L — z);
d'où, par l'élimination de cos0,,
Ë PRES COS
Enfin, on calculera la longitude w du périhélie au moyen de l’équation (5) du n° 1, qui donne
1 __ 1 HeCOs(s —w)
QT a(i — €)
et tous les éléments de l'orbite se trouveront déterminés
19. Méthode de Gauss. — Généralement, on détermine les éléments d’une planète en observant cet astre dans deux de ses positions séparées par un intervalle de temps déterminé. Cette recherche, qui, envisagée à un point de vue général, présente de grandes difficultés de calcul, se simplifie notablement lorsque les deux observations sont très rapprochées l’une de l’autre, comme nous allons le reconnaitre, en reproduisant ci-après les formules données par Gauss dans son célèbre Ouvrage intitulé : Theoria motus corporum cœlestium.
Soient
r, r', r” les distances du centre du Soleil à trois positions d’une planète ;
pv <Cv” les anomalies vraies relatives à ces positions mesurées à partir du périhélie ;
2p le paramètre et e l’excentricité de l’ellipse.
L’équation polaire de l’ellipse donne
P 5 —ecosr, P 5 —ecose’, LE _1ecose".
7e Ta 1e
Si l’on ajoute entre elles ces trois égalités multipliées respective-
ment par sin(p"—#!), sin(e —p"), sin(e'— 0),
on reconnait, en remplaçant les produits des lignes trigonométriques par des sommes, que le second membre du résultat obtenu est nul, et l’on a
[Sn TES DEEsin(o re) r'r"sin(p"— #") +. rr" sin(e —- ") + rr'sin(v —#)
1 P+p! (DEA ; ' cos {re cos 2sin(e — +!) Dont 2
1e ss r'r"sin(e"— 6") + rr"sin(e— 6") + rr'sin(o"—+v)
P —= rr'r"
hrr'r' sint(e"— #') sint(e — p") sini(e— + »)
rt sin(e"— 6°) 77" sine — #7) + 77 sin (vw — p JA
Il est facile de s'assurer que le dénominateur de cette expression, changé de signe, représente le double de l’aire du triangle formé par les cordes qui joignent deux à deux les trois positions considérées de la planète.
Cela posé, admettons que l’on détermine par l'observation deux positions de la planète, les rayons r, r”, l’angle #’— v et le temps 4 qui sépare les deux observations, et que 7’ soit le rayon vecteur qui divise en deux parties égales l’angle formé par r,r”; on a
et la formule précédente se réduit à
TT Sn (IE SIN (QUE e (3) D 1 ta de 2 2 r( )
P'(r + r"):= 217" cosE (6 PAUL à \ \ He (+53) 2 0084 (6 — f) > g
équation qui renferme les inconnues 7’ et p.
La formule de Simpson, appliquée à ji r° de donne, pour le double
de l’aire du secteur elliptique limité par les rayons r, r”, la valeur ap-
prochée 1(#— +) (rt Gr r't),
en supposant la différence 6” — + assez petite pour qu'on puisse, avec une approximation suffisante, se contenter de la diviser en deux parties égales. Or, en remarquant que p = a(1 — e?) et en se reportant à la première des formules (10) du n° 2, où l’on fera = 71, le double de
l'aire décrite par le rayon vecteur dans l’unité de temps est égal à ÿp; il vient donc
(56) VDS ESC) GE TEE
En remplaçant, dans cette formule, r’ par sa valeur tirée de la relation (35), on obtiendra une équation qui fera connaitre p, par suite, les
PREMIÈRE APPROXIMATION DU MOUVEMENT DES PLANÈTES. 77 autres éléments de l'orbite. Mais, comme cette équation est du cinquième degré en Vp, pour en éviter la résolution dans chaque cas particulier, on procède par approximation en vue d'arriver à des formules
d’une facile application.
Posons, à cet effet,
At
ral 7 s VD: + = tang (45° + À), nous aurons
(37) 1,21 I r 1 1+tang(45+)) 2 COS À 7 RU = Der: a le S DO PLUS VE ÿri" Viang(45 +2) ÿrr" cos2à
r! 2 rr"
DO) + nr )=rr + tang (45° + À) | — =.
So, (Z de =) tang(49°+ À) 1 8 (4 cos 2 À
D'autre part, l'équation (35), résolue par rapport à r’, donne, eu égard à la relation (37), EL cosi(s"— v)(rr"cos2À)?
2Sin 1{(r—0p)\/rr0cos2X à
:( = DV cos À g° COS À
(39) al
et, en portant cette valeur dans l'équation (36), ainsi que celle qui est donnée par la formule (38), on trouve
io) 3 gt HR. | 2 COS2À COS?1(6"— 6) sp" 31! NT et cn) E . ere 2 rr'(#—v). cos2À 2 sint(e"— p)Vrr" cos2à .
L 2 COS? À 4? COS À
On obtiendra une première valeur approchée g, de g en remplaçant +] 112
», ° ,2 = bei 24 4 1: ac A ù dans l'équation (36) 7? par —— ("), ce qui donnera, en ayant égard
(1) On remarquera que l’on a 72 =? or (r—r) +(r'— r}, r2= 72 ar" (r— 7") + (r — r}?, d’où r2+ 7"2
r'2 A se r(r'— r) ne r"(r'— 720) + (r'— r} ie (r'— r"y2.
Si les observations sont suffisamment rapprochées l’une de l’autre, on pourra négliger les
à la relation (38),
Si l’on pose g = q,+æ, æ étant une quantité censée assez petite pour que l’on puisse négliger ses puissances d’un ordre supérieur au premier, l'équation (40) permettra de calculer x, et par suite une seconde valeur approchée de g. Mais nous n’entrerons pas dans ce détail de calcul, qui ne présente aucune difficulté, et nous nous bornerons à donner le résultat auquel on arrive et qui est le suivant :
— _(e"—6)rr" 144 +oar$
/ ne 0 (a) LONP ENS cossà 156
dans lequel on a a sin?1(e"— p)rr" cos2À
= /4 TRE 2 à RP ARE tCos2 À nAIMCcos 2 cos LUE) FT Gi —3B)cos2x
et la valeur de p ainsi déterminée sera d'autant plus exacte que les observations seront plus rapprochées.
Gauss a donné, dans l’Ouvrage précité, une autre méthode de calcul que nous ne reproduirons pas et pour laquelle nous renverrons soit à cet Ouvrage, soit à l’Astronomie de Delambre.
20. On peut aussi déterminer les éléments de l'orbite d’une planète en se donnant les rayons vecteurs correspondant à trois positions de la
deux termes de cette valeur; la somme des deux termes précédents est égale, au même degré d'approximation, à
nu: Tr +7" Tr —r) +r(r!— 7") = 2r(r — —— ) et peut être aussi négligée, car on a, à très peu près,
Mr
On a donc ainsi approximativement
RE
PREMIÈRE APPROXIMATION DU MOUVEMENT DES PLANÈTES. 79 planète et Les temps employés à parcourir les arcs qu’elles déterminent. On est alors conduit à des équations dont quelques-unes ne sont pas résolubles algébriquement ; mais cet inconvénient disparait lorsque les observations sont assez rapprochées pour qu’on puisse développer les coordonnées des positions correspondantes en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes des intervalles de temps écoulés, et c'est maintenant Ce qui Va nous occuper.
21. Développements en séries de coordonnées d’une planète suivant les puissances ascendantes du temps. — Soient, à un instant quelconque t#, æ, y, z les coordonnées d’une planète parallèle à trois axes rectangulaires fixes passant par le centre M du Soleil. Nous poserons
{ ue dx RS dx _. | ot ré É (42 té S—r dr = ga'+ yy'+ 33! s— as = Ps.
die my ne nr de?
Toutes les quantités qui se rapportent à l'instant initial seront caractérisées par l’indice zéro.
Le temps £ sera considéré comme positif ou négatif selon qu’il sera postérieur ou antérieur à son origine.
On a, en supposant le temps # suffisamment petit,
b ru, OR AU dx\.
(b) RC COCA PAT PUIS FATET Ts
et, pour l’une des équations du mouvement elliptique,
C == (c) de Si l’on diflérentie successivement cette équation, on trouve
Bx 32 DA ETS 0) di 75 je
d'æ s° IP \ GE 250 ae (38 99 + ) = SL,
Us sis a tots este cols elelelr ee te elahele.s eoetacs oterAelehels e
En ayant égard à ces valeurs et à l'équation (c), et si nous posons
/ TU DS Te s°? I I VA TEL - + — + (35, 60 +) es, : : : HAT M2 ot
| Le D 05, G°
p = r 5 ,5 / \ 7220 TD ou
la série (b) prend la forme GTI Er U, | et l’on a de même
| Je 0T mi De U, 8 = 51 + 5; U.
Il convient de rappeler que s, est une fonction linéaire de æ,,y,, 3,, dont les coefficients sont respectivement x, y4, %o. Nous remarquerons que, en différentiant l’une des formules (a), on a ae + æ& y Fe dz Lx y? Sr D à de RUE de J ou, en ayant égard à l'équation (c) et à celles qui en résultent quand on y remplace x par y ets,
[l (x) SES re
Si donc on désigne en général par æ la vitesse de la planète, nous aurons (e) = Hat Pot = +.
22. Supposons que l’on connaisse deux positions de la planète, ou x,, Vos Zos Lys Y, 7, et le temps £ écoulé, supposé assez petit pour qu’on puisse en négliger les puissances supérieures à la troisième. Les valeurs de T'et de Use trouvant alors indépendantes des,, s,, les équations (43) seront linéaires en æ,,y,, #, et permettront de déterminer ces quantités; on sera ainsi ramené, pour la détermination des éléments de l'orbite, au cas étudié au n° 18. La valeur s, se déterminera en raison même de la signification de cette quantité, et celle s, au moyen de la
formule (e).
On peut calculer immédiatement a et e au moyen de s,ets,; en effet,
AE do ; :
en éliminant + entre les équations (2)et(3) du n° f, en y remplaçant
I . . N 9 par -;> puis substituant à # et À leurs valeurs (10) du n° 2, on trouve
2R— — —s?—a(1—e*), « d'où, en différentiant, dir: r dr rue — — — — —$$ —O; dé a di E AT TEE ; mais, COMME $ — 7 7 il vient I I RE A de (42 Nous avons donc | I î :
Sy; 76 a (44) 52 | 2lo— — —si —=a(i—e).
On remarquera que les quantités s,, s,, qui entrent dans T et U, ne dépendent que de la forme de l'orbite et non de sa position.
23. Admettons maintenant que l’on connaisse trois rayons vecteurs ro ra, ra et les temps 4, # employés à parcourir les intervalles qui séparent les deux derniers du premier; les équations (43) donnent, en fatsant la somme de leurs carrés, |
ri = riT +2 TU +(x +yi+3)U:;
mais de l’équation (11) du n° 2 et de la première des équations (44) du numéro précédent, on tire
il vient donc
On a de même, en désignant par T'et U’ ce que deviennent T et U
RESAL. — Mécanique céleste. 1i
lorsqu'on y remplace 4 par /’,
\ re rn/ I ; = T2 + 25, T'U'+ Ge à %) U#, ro
et, en s’arrétant aux termes du troisième ordre en £ et £', on aura deux équations qui permettront de déterminer s,, s,, par suite a ete, au moyen des équations (44), et enfin les autres éléments de l'orbite.
S LL. — DÉTERMINATION DES ÉLÉMENTS D'UNE ORBITE COMÉTAIRE
2%. Le problème de cette détermination au moyen de trois observations, sur lequel Newton's’est exercé le premier et dont il n’a laissé que des solutions Imparfaites; a occupé plusieurs grands géomètres : Euler, Lambert, Lagrange, Legendre, qui ont proposé des formules approximatives d’une application plus ou moins facile.
La méthode qui se prête le mieux au calcul est celle d’Olbers, telle qu'elle a été perfectionnée par Gauss à l’occasion de la seconde comète de 1815, et c’est la seule que nous exposerons.
Soient (/ig
T le centre de la Terre supposé fixe; N le nœud descendant de l’écliptique; S, C deux positions contemporaines du Soleil et de la comète ;
Fig. 7.
ARS — ST, 0 STN Ja distance du Soleil à la Terre et la longitude du Soleil; e— TT la projection, sur l’écliptique, de la distance de la comète à la Terres
« = TPN, & = CTP la longitude et la latitude de la comète; r — SC la distance de la comète au Soleil.
Nous affecterons respectivement des indices o, 1, 2 les lettres qui se rapportent à la première, à la deuxième et à la troisième observation, en ne perdant pas de vue que les longitudes du Soleil et de la comète et la latitude de cette dernière sont les seules données de la question.
Nous avons
R=US Va PSI Vhttang Rp = 2Rpcos(e 0)
1/5 —2Rocos(x — 0) + R?.
Si donc nous posons (45) ps vpn cos(to —6,)cos8, = cost, cos(x, —0,) cosf, = cosŸ;,
nous aurons
Po — A — R, cost, ) + R?sin°b..
COS p2 *
Concevons qu'on rapporte la comète à trois axes rectangulaires Sx, Sy, S3 passant par le centre du Soleil, l’un parallèle à la direction de TN, le deuxième compris dans le plan de l’écliptique et perpendiculaire à cette direction, et le troisième perpendiculaire à l’écliptique. Les coordonnées du point C par rapport à ces trois axes étant respectuvement
(a) æ —pcosx — R cosô, y=psinx—Rsin0, z—ptang8,
il vient, en désignant par c la longueur de la corde qui joint la première position observée à la troisième,
LPo(Y COS2, — cos) — (R, cos0, — R, cos0,)P = + [eo(v Sinx, — sina) —(R, sin, — R, sin0,)f ;- \ + po (vtangf;— tang Bo)? |
Si nous introduisons dans cette formule les quantités auxiliaires 2,
G, 2, H, ©, 0, définies par les relations
R; cos, — R, cos0, = z cos G, R,sin0, — R,sin0, = gsinG, (47) Svcosx) — cos —hcostcosH, vsinæ, —sina —hcos{sinH, vtangf, —tang8, —/Asiné, cost cos(fi —H) — gcose,
nous aurons
c=Vpih— 29h 008€ cos(G — H) + 22 = (poh — g cosv) + g?sin’e
en substituant à l'inconnue 5, l’auxiliaire (49) U = pol — gCose.
Enfin, si nous faisons
hi (bo) gcose — hcosB Ro cosh — y», £gcose — — cos BR, cost, — y, £ :
les équations (46) deviennent
Nous allons maintenant chercher à calculer approximativement la aleur de v. Les formules (43) du n° 21, en conservant les notations
du n° 23, donnent Li = LT + &,U, Le = MT! + x, U';
d'où, par l'élimination de x, (b) Ur, — Ur, + Uzx, = 0, en posant
(c) WETUr= UT
et l’on aura deux équations pareilles à (b) entre les coordonnées de la comète parallèles aux deux autres axes.
En remplaçant, dans l'équation (b) et dans celles qui lui correspondent relativement aux axes des y et des z, les coordonnées de la comète dans les trois positions observées par leurs valeurs déduites des formules (a), on trouve
{ U’hcosas — U'o,cosa, + Up,cosa, — U’R;cosô, —U'R,cos0, + UR;,cos0,, (52) { Ü'po Sin 2 — U'pisinz; +Up, sine, =U"R,sin6, —U'R, sin0, +UR, sin6,, U’e, tang 8, —- U'eo, tang8, + U'o, tangB, — o.
Désignons par X ——Rcosÿ, Y — —Rsin6 les coordonnées de la Terre parallèles aux axes Sx, Sy et par X’, Y’ leurs dérivées par rapport au temps; ces éléments satisferont à des équations de la même forme que les équations (43) du n° 21, et, désignant par 6 et Y ce que
4 S deviennent alors les fonctions T et U, nous aurons
X,—X,0 +XSr, Y—V,0 + Y'r, Xi X,0 +X; Y,—Y,8'+ Yi".
En représentant respectivement par L, L’ les valeurs des seconds membres des deux premières équations du groupe (52), nous avons
D UX AUX —UX, L'=U'Y, +U'Y, — UY
ou, en vertu des valeurs (d),
L = X,(—U"+ U'e — Ue') + X'(U'T— Ur’),
(e) L'— Y,(— U'+U'e —Ue')+ Y,(Ur—Ur’).
En s’arrêtant aux termes du troisième ordre en #, #’, on a (21)
TRE ta Gr + or or?
0 A0 Ge SL NE 0 : T al SRE AU 2SU0
d’où l’on déduit, en se reportant à la formule (c),
t'—t)} K, (#) MES 7 L: ; 2 (TL. |.
Les formules ( f) nous donnent aussi, en appelant S l’équivalent de s pour la Terre,
one Ë PA DR LOIRE j De Soc e PNR Rte = fi ue + 7e 6R; 4R
= fi 1 +R) | GR AR;
En substituant les valeurs (f), (g), (k) dans les formules (e) et posant
(z) jy ee) LE à + (40 (+ ee)
on trouve \L = W(X+ x), (1) {
[1 =w (+ _. Ya)
l+ty LEE :
Or X, + É X,, Yo, + un Y;,, représentent, aux termes du second
ordre près, les coordonnées de la Terre au bout du temps
à partir de la première observation. Si donc on désigne par R’et le
rayon vecteur et la longitude du Soleil à cet instant, qui seront don-
nés par les Tables, les formules (52) deviennent
compté
Up, cos — U'p,cosay + Up, cosæ, —=— WR' cos, (53) U’posinæ — U'pysina + Up,sinæ —— WR'sin/, U'potang 8, — U’pitang8, + Up;tangf, — 0.
En divisant l’une par l’autre les valeurs de Uo,, U”9, que l’on tire de
ces équations, on trouve
(54) ÉR (ang 8, sin (9 — 4,) — (ang 8, sin(0'— 4) U" Po tang 6, sin (0— 2,) —tang8, sin(0'— z,) UÜ
et la valeur de v se trouvera ainsi déterminée. On remarquera que, si les observations sont suffisamment rapprochées, on peut prendre ap-
proximativement t'—1t
U" di —
Les équations (48) et (51) ne renferment plus que l’inconnue «, dont on obtiendra la valeur par tâtonnements, en cherchant à satisfaire, au moyen des expressions de €, r,, r à l’équation (16) du n° 11, qui devient dans ce cas
3 3 (55) = il(n+r+eo-(n+n—ce)]
en prenant le signe — pour le second terme du second membre, attendu que #” correspond à un espace angulaire moindre que 180°.
La quantité w étant connue, on en déduira la valeur de 6, ; par suite, Ccllelders ne;
$ IV. — Du MOUYEMENT DANS UN PLAN D'UN POINT ATTIRÉ OU REPOUSSÉ PAR DEUX CENTRES FIXES SUIVANT LA LOI DE LA RAISON INVERSE DU CARRÉ DE LA DISTANCE.
Soient
HPoles deux centres ÿixes ; O le milieu de la droite qui les joint; 2c la longueur de cette droite; r, r' les distances du point mobile 72 à F, F; !
mn ja : + nr à ; EE les forces qui sollicitent #2 dirigées vers F, F", chacun des coefficients w et u’ étant positif ou négatif, selon qu'il s’agit d'une attraction ou d’une répulsion.
Pour plus de généralité, nous admettrons avec Lagrange que 77 est de plus sollicité par une force 2vx dirigée vers le point O et propor-
tionnelle à la distance On — x à ce point, le coefficient v étant aussi positif ou négatif, selon que Ia force sera attractive ou répulsive. Nous avons pour le potentiel
(a) V== + — — vi?
La solution que nous allons donner, et qui est due à Liouville, est basée sur l'emploi des coordonnées elliptiques, dont nous noussommes occupé au Titre I de l'Introduction.
Nous prendrons le point O pour origine des coordonnées et la direction de OF pour celle de la partie positive de l’axe des x.
Dans l’ellipse dont le grand axe est 24, on a
tk «
et, en vertu de la première des équations (r) du Titre IT de lIntroduc- Lion,
(b) r = a+ db, d'où (c) DE D De
Des équations précitées on déduit
(d) eo ml rm 2
La formule (a) donne alors
(e) AV={(u+p')a+vcea—vat]—{[(u—u)0+ve02— vb), en se rappelant que l’on a posé à — a? — b?.
La condition d’intégrabilité exprimée par l'équation (14) de l’Introduction est donc satisfaite, et l’on a
| Fa) =[(u-+p')a+vetat— va],
CP) F,(b)=[(u—p)b +ve?b?— vb].
- sm à à
L'équation (16) de l’Introduction donne, par suite,
da \ | V(a? —©@)[(u+u)a VC =Vat LA B| ë | PSS Ce NME db VOCAL AE END yep ny z l et la formule (17) 7 a” du db a —— cb | Vote c'N(u En)ar veau = var Aa BR] 4 | b? db V2 (ce? — D?) [B = ND rp) Ve DE (QE — m')b]
27. Proposons-nous maintenant de déterminer les constantes arbitraires À et B introduites par les intégrations, mais seulement dans le cas où le point O n’est pas un centre d'attraction ou de répulsion, c’està-dire lorsqu'on a y — 0. En se reportant aux équations (A) et (B), on voit que la solution du problème se ramène à des intégrales elliptiques de première espèce.
Les conditions du problème sont, pour { — 0 : 1° les valeurs r,, r, deretr’; 2° y, la vitesse du mobile; 3° l’angle + que forme la direction de cette vitesse avec l’axe Ox.
Nous distinguerons d’ailleurs par l’indice o toutes les autres quantités qui se rapportent à l’origine du temps, et nous poserons
da _ db
RIRE EE O Aie dt Des équations (b) et(c) on tire A0 te Oo Ti: &y— by Fr d’où
(8) Ty — EL
valeurs qui se trouvent ainsi déterminées.
Nous avons
ee CO h 111 — | =# Sd 7 | — Vo SIN ZX, (a : 0 ) de : 0 )
Resa. — Mécanique céleste. 12
et les équations (2) du Titre I de l’Introduction donnent, par suite,
| I 1 n £ | Pocosa— — (ab, + «a, bo), :
TS CE CHE | Vo Sing = — ( —— ya Û = bob, }.
CONVRCT i CS de Ci )
d’où l’on déduira &!, et b,.
La constante A, introduite dans l'équation des forces vives, à évidemment pour valeur
,2 2 (FANS 1Î L (DE U. ue \ ; U. mr (£) ne (- RS Er 2 AE ru 4 + Lo
ru & a — D
L’équation (17) de l’Introduction donne, en ayant égard à la valeur (f) de F(a), (dy — by) a?
(7) B—{u tb ul)at Aa CHR
S L. — CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES
28. Nous conviendrons, pour simplifier le langage, de comprendre les satellites dans le système des planètes, à la condition de substituer au centre du Soleil celui de la planète autour de laquelle circule un satellite.
Nous avons déjà fait remarquer au n° 3 que le mouvement d’une planète autour du Soleil n’est pas rigoureusement elliptique en raison des actions qu'elle recoit de la part des autres planètes de notre système solaire; les différences entre le mouvement elliptique et le mouvement réel avaient déjà été constatées bien avant Newton pour certaines planètes ; mais les lois auxquelles sont soumises ces inégalités restaient inconnues et n'ont pu être établies qu'après la découverte du principe de la gravitation. Kepler a dû faire abstraction de ces différences, dans les éléments de l'observation dont il disposait, pour établir les lois fondamentales de l’Astronomie moderne.
La détermination, même approximative, de la trajectoire réelle d’une planète présenterait de grandes difficultés et ne serait d'aucune utilité au point de vue de l'observation. Aussi la question a-t-elle été posée autrement et de cette manière : Détermuner à des époques successives les elements de l'ellipse que decrirait la planète à partir de chaque époque, si les causes perturbatrices dues aux autres planètes venaient subitement à s’annuler.
On a done, en premier lieu, à déterminer les éléments de l'orbite elliptique, connaissant, à un instant donné, la distance au Soleil, la grandeur et la direction de la vitesse de la planète.
Supposons d’abord que les époques soient infiniment rapprochées les unes des autres; au bout d’un temps infiniment petit, la grandeur et la direction de la vitesse de la planète auront été modifiées par la résultante perturbatrice; on obtiendra alors une autre ellipse, dont la position du plan, l’orientation du grand axe dans ce plan et les grandeurs de -ce grand axe et de l’excentricité seront différentes de ce qu'elles étaient auparavant.
On aurait done à déterminer les variations infiniment petites éprouvées par les éléments elliptiques en fonction de la résultante perturbatrice ou, plus exactement, de ses composantes.
Il suit de là que l’on aurait à considérer une série d’ellipses dont l'enveloppe serait la trajectoire réelle de la planète. |
Mais, comme les variations éprouvées par les éléments de l'orbite elliptique sont très lentes, il n’est pas nécessaire de supposer infiniment petit l’intervalle qui sépare deux époques consécutives; il suffit d'admettre qu'il est assez petit pour qu’on puisse en négliger le carré, ce qui revient à le considérer comme une différentielle du temps.
Cette manière d'envisager le problème des perturbations est due à Newton; elle a été développée géométriquement par Lagrange (') lorsque la force perturbatrice est comprise dans le plan déterminé par le centre du Soleil et la vitesse de la planète à un instant quelconque; d’où résulte que la trajectoire de la planète reste plane. Nous allons reprendre cette question, en suivant une marche qui nous paraît plus simple que celle qui à été tracée par l'illustre auteur de la Mécanique analytique.
29. Perturbation du mouvement elliptique dans l’hypothèse où la force perturbatrice est comprise dans le plan passant par le Soleil et la vitesse de la planète en un instant quelconque. — Proposons-nous d’abord de déterminer les éléments d’une orbite elliptique, connaissant la vitesse de la planète en un point déterminé de cette orbite.
Soient (/£g. 2)
M le foyer de l’ellipse occupé par le Soleil; F, l’autre fover, dont la position est à déterminer;
(1) OEuvres, t. V, p. 565.
MP la perpendiculaire abaissée du foyer M sur la tangente au point » de l’orbite où la vitesse æ est donnée;
» la composante de cette vitesse normale à M»;
b le demi-petit axe de l’ellipse.
Nos autres notations seront celles du $ du Chap. I.
Le principe des aires donne
Vo æ.MP —0.Mm,
d'où
, k (1) UE MP”?
1 ee OT) D — >
Nous avons trouvé (n° 1 et 3) k2 j
(2) Permanence ce)
a(i—e)r? Te et o peut être considéré comme une donnée de la question. L'élimination de Æ entre (1°) et (2) donne, pour le demi-paramètre
p = — de la courbe, «
qui se trouve ainsi déterminé par une troisième proportionnelle. On peut obtenir une autre expression de p en éliminant # entre les équations (1) et (2), ce qui donne
Si par le point 77 on mène une droite #F, faisant avec la tangente #2 P un angle égal au supplément de l’angle connu PM, cette droite ser: parallèle au diamètre PO, dont la direction sera par suite déterminée.
Abaissant du point M la perpendiculaire MQ sur OP, on à
OM —MP + OP —2OP.PQ—MP +2—aPO,
OM — a? == b2 == ca —— ap, d'où
MP
ous PO — p.
TS
Portons sur le prolongement de PQ, à partir de Q, la longueur QQ, — PQ, puis, en revenant sur nos pas, la longueur Q,R —p; élevons en R une perpendiculaire à PQ jusqu'à sa rencontre U avec le cercle déerit du point P comme centre, avec un rayon égal à PM; l’intersection de PO avec la perpendiculaire en U à PU déterminera le centre O de l’ellipse, dont tous les éléments seront par suite connus.
Les triangles PM, PMQ sont semblables et donnent
[AQP —= un? Ar y Fa r
et, en substituant cette valeur ainsi que celle (3) de p dans la formule (4), on retrouve ce résultat déjà obtenu (n° 2)
(5) RL =—= Nous arrivons maintenant au mouvement troublé et nous désignerons
par d l'accélération imprimée à 7» par l’action perturbatrice, et par , la composante suivant My? de la vitesse æ de la planète.
Dans le temps dt, r augmentera de w, dt dans l’ellipse que continuerait à décrire le mobile, si à s’annulait subitement, comme dans la
. . ñ Ù , . À trajectoire réelle de #2; l'angle de, décrit dans le même temps, par le même rayon, aura également la même valeur dans les deux cas.
En différentiant l’équation (5), dont tous les éléments sont variables, on voit facilement que l’on a
d-—wdw
/ ; l à ADN nn CC) - 2 av dw.
Si nous appelons v’ et d’ les composantes de » et Ÿ suivant la direction de æ, nous avons pi (o'+ d' ) de :
d’où, en se reportant à la formule précédente, I »\ da — 2 a? (= d'= + v'wdt ] + 24? L'ct; :
or le premier terme de cette dernière formule n’est autre chose que l'accroissement que recevrait & dans lhypothèse où 2 resterait sur l’ellipse primitive ou initiale. Ce terme est donc nul, et l’on à simplement
(6) da = 2%4'av dt,
expression qui peut également se mettre sous la forme suivante :
Nous avons trouvé au n° 13, pour l'expression de la vitesse angulaire moyenne de la planète,
d’où De 3 da A —- GR Es RE 2 a
ns (ee) —
ce qui, au moyen de la formule (7), fera connaitre la variation de ».
Soient maintenant
m' la position qu’occupe le mobile # au bout du temps d;
P'r' P' la tangente à la trajectoire réelle de ce mobile arrivé en »'; P’n'P" la tangente en #7 à l’ellipse initiale;
F le second foyer de l'orbite elliptique correspondant au point 7x;
S la projection de F° sur la direction de 72F,.
On à mM+mE—=2a, mM+ TEA —2a+2da, d’où m'E,—m'F,—2da,
ou
Pa, V' a? wdt (9) F,S=2da = — ———.
Nous avons maintenant
LAS ASS ZA LAS ARS AS ARS FomP= Fr; 7 PE lPir M eMmPEEP'rPE Mr PES bre
et de même
NET Sp Fm'P, =Mm' P +2P;m'P,
d’où ARE LEURS . AS n FM EE = (Pr EP; 74P0)
Soient 9” et Ÿ” les composantes de » et de Ÿ, estimées suivant la normale; on à, d’après une propriété connue,
!D' $ ne PR LT ue, é à dé Ù dl d’où, en se reportant à la relation précédente, he U4 d" FmE,=2—dt—2— dt; [14 (5%) mais de l'équation (5) on déduit ro) ae I mE, ere 10 UT e = NnmE,;:
FAT ar a 2
il vient donc
et enfin
Fm F;, —=02 ep di C7 70e dl &
OS => = pp
Les équations (9) et (r1) détermineront la position de F,, par suite
ex : NE LEE ; RS la variation de l’excentricité et celle F,ME° de la longitude du péri-
hélie.
Soient X, Y les projections de F, et x sur MF,; on a
FX=—=—24d.ae=F;SsinmtF
LD ee —— LAS 1Ÿ —K,ScosmF,\ —
d'où, pour la variation de l’excentricité linéaire,
d.ae
NON UE
ee = ïe = ed
nt,
£ ( W' mY 20° QE, Y )
———_— T = ® mk, Ÿ a Mois
Si nous désignons par do la variation F, MF de la longitude du péri-
hélie égale à res Li nous avons ji 5] L TRE = me red S Le S DR ONTX >MO” ae — E,Y TN od! & K,\ Ldt a mY PANEÆTIS — + F,S = L - _ 0 dE + 2 5 ww dé m, mm; CCS 72 Re D GHOiRS d’où (13) ’ d'a F,Y wdt où! a@ mY wdt e) UD | = -
MO
planète dans un milieu
résistant. — Proposons-nous de déterminer les altérations que produirait la résistance d’un milieu répandu dans l’espace, dans le mouvement d’une planète, en supposant la résistance proportionnelle à la
seconde puissance de la vitesse.
L'accélération due à la force perturbatrice, dirigée en sens inverse de la vitesse, est ainsi de la forme d’— — ow?, D étant un coefficient
RESAL. — Mécanique ce
éleste.
(sh) | CHAPITRE I.
proportionnel à la densité du milieu, et ’ est nul. En désignant par ds = w di l'élément de chemin décrit par la planète, et en se rappelant que or?=— 1, on a, d'après ce qui précède,
(6!) da = —2pn°a? ds, LISE (12!) dae = — 2pw?a? cosmF,Y ds, 27 VOTES ue GES ds (130) do = —o2p#w?a sinmE,\ Ê MO
De la deuxième et de la première de ces équations on déduit
re.
(14) D ET Soient
Mx une droite fixe passant par le centre du Soleil:
APN . Aa °1" wo — AMx la longitude du périhélie A; ASS , . . . N e — mMx l'anomalie ou longitude vraie de la planète.
L'équation de l’ellipse étant
a(i — e?) A ES ?
D CICOS RE)
on a, en se reportant à l'équation (5),
: 1 /2a 1+ 26 COS(E — w) + €?
(a) (PE tn — —_—— ; a GUNENEE
Le triangle »MF, donne
RS: rsin(e—w) (Te) Sin (ro (a') sinmF,Y — ) ER = DM ) _ 2a— 7 1+e +2eCos(r —w)
et l’on à de plus, en projetant sur MF,,
D RESS (2a—r)cosmF,Y— rcos(e —w)—2ae, d’où
AT 24e + l'COS(P — 2e+(1+e)cos(r — w (70) COS MINES ( Le 6 ) ; ( ): 2@ 1" [+ € + 2eCOS(F—w)
DES PERTURBATIONS DES PLANÈTES. 99 En ayant égard aux valeurs (a), (a’),(a”), et remarquant que MO —ae, les équations (6’), (14) et (13°) se réduisent aux suivantes :
DPANT 2 | da = — ——>|1+e+2ecos(r — w)]ds, 1 — €? :
19) (9) de — — 2p[e+cos(r —w)]ds, \edw—— 2psin(e —w)ds (!).
De la relation connue (n° 13)
RNA E on déduit D 3 A di=—= a =" — da; 2 Did d’où D] ee DDYLIES ; (16) dun => |1+e+2ecos(v"—w)|ds (!).
On devra substituer dans les équations (15) et (16) Fa valeur
VrEmecostr =). e?
17 ds = a(1 — e?) - .
pe \ [1e cos(e —w)/
do
de l'élément d’are de l’ellipse.
Si os est donné en fonction de 7, et par suite de e, ces équations, dans lesquelles on considérera à, e, w comme des constantes, donneront, soit par des quadratures, soit par des développements en séries, les nouvelles valeurs de ces quantités qui devront être introduites dans les équations du mouvement elliptique.
Considérons, en particulier, le cas où la densité du milieu est constante et où l’excentricité est assez petite pour qu’on puisse négliger e et e? devant l’unité; nous avons
da = — 2pa? dv, de ——12pacos(r — w)dr,
edw——2pasin(r—w)dr, dn— 3pandr:
(1) Ces formules, ainsi qu'une autre qui donne la variation de la longitude de l'époque et que nous ne croyons pas devoir établir, sont dues à Poisson (Traité de Mécanique, 1, p. 434), qui les a déduites de la méthode de la variation des constantes arbitraires. Nous avons reproduit l’analyse- de l'illustre géomètre, en y apportant quelques simplifications, dans notre Traité de Mécanique générale (1. T, p.159).
Si nous désignons par la caractéristique à les parties variables des valeurs correspondantes, nous aurons, en intégrant,
N da——2pa#, 06——294SIn(r = w),
n é n 9) CobE— 204COS(PF—w), o7n— pans,
La résistance d’un milieu sur le mouvement d'une planète très peu excentrique aurait donc pour elfet de faire décroitre indéfiniment la distance moyenne, d'augmenter le mouvement moyen et de produire dans chacune des quantités e et w une inégalité dont la période est la même que la révolution de cette planète. Le mouvement angulaire s’accélérerait de plus en plus, en même temps que la vitesse æ, car on à très sensiblement æ — an — Te En vertu de la diminution de la dis- / 4 tance moyenne a, qui s'élèverait à 4rpa* à chaque révolution, la planète finirait nécessairement par atteindre la surface du Soleil. S'il existe dans l’espace un milieu très rare qui influe sur le mouvement des astres, c'est sur les comètes que cette influence peut être sensible. à cause de la petitesse de leur masse et parce que, toutes choses égales d’ailleurs, le coefficient 5 varie en raison inverse de la masse du mobile. On n'a reconnu jusqu'à présent aucune trace d’un pareil milieu sur le mouvement des comètes à retour périodique, à l’exception toutefois de celle de Encke, dont on explique quelques petites irrégularités en admettant l’existence d’un milieu interplanétaire très rare. On peut expliquer la chute des aérolithes en supposant que, à une époque très reculée, ils circulaient autour de la Terre, comme des satellites, dans la partie la plus raréfiée de notre atmosphère ; la distance moyenne au centre de la Terre d’un aérolithe allant constamment en diminuant, et d'autant plus rapidement que la densité de l'air est plus grande, il arrive naturellement un moment où le mobile vient rencontrer la surface de la Terre. Si nous admettons que les aérolithes sont les fragments d’un satellite qui se serait brisé, ce sont les fragments les moins denses qui ont dù tomber les premiers sur la Terre.
Ÿ 11. — EXPRESSIONS GÉNÉRALES DES VARIATIONS DES ÉLÉMENTS DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE.
31. Les considérations géométriques que nous avons exposées dans le paragraphe précédent ne donnent qu'une première idée de la nature du problème des perturbations; mais les formules que nous en avons déduites ne sont pas suffisantes, puisqu'elles ne comprennent pas celles qui doivent donnerles variations de l’inclinaison de lorbite, de la position de la ligne des nœuds et d’autres éléments encore que nous rencontrerons dans ce qui suit; de plus, les formules dont il s’agit ne sont pas d’un usage commode lorsqu'on veut en faire l'application aux résultats de l'observation.
Il était réservé à Lagrange d'établir des formules complètes en même temps que simples, faisant connaître les valeurs des variations des élénents du mouvement elliptique en fonction de ces éléments et des dérivées par rapport aux mêmes éléments d’une fonction dite perturbatrice. Cette fonction n’est autre chose que le potentiel, rapporté à l’unité de masse de la planète qu’on considère, des actions exercées sur cette planète par les autres corps du système solaire.
La fonction perturbatrice peut être estimée en faisant abstraction des perturbations, ce qui revient à négliger les carrés des termes du même ordre de grandeur que les variations des éléments du mouvement elliptique.
Lagrange est arrivé à ces résultats en faisant l’application de la méthode de la variation des constantes arbitraires dont il est le créateur. Les longs développements de calculs par lesquels il a dù passer peuvent être notablement abrégés lorsqu'on fait intervenir, dans la solution du problème, les théorèmes de Jacobi et d'Hamilton, comme cela aura lieu dans ce qui suit.
Mais auparavant nousreprendrons la question du n° 2, en la résolvant au moyen de ces théorèmes, parce qu'en opérant ainsi nous établirons un certain nombre de formules intermédiaires qui nous seront plus loin d’une grande utilité.
32. Application des théorèmes d’Hamilton et de Jacobi au mouvement des planètes autour du Soleil. — Nous nous reporterons,
dans cette équation, au Titre 1 de l’Introduction et, pour éviter toute confusion, nous ferons suivre, entre les parenthèses de la lettre T, les numéros qui se rapportent à l’Introduction.
Nous ne ferons d’abord aucune hypothèse sur l'orientation des trois axes rectangulaires fixes menés par le centre du Soleil.
Nous avons
Ur "p I 19 12 12 (1) OS CR 6 H —T—-
Soient à l'angle formé par r avec sa projection sur le plan +y et L l'angle compris sous cette projection et l’axe des x; on à
DIT COS) COS, ECO SITE En
En posant
“UR Arr e a EE Ps NW = — de de dé
nous avons
Li HUCOS) COS LE ASIN ACOS DE ACOS En y'= 7" cosx sin L — r sin sin L:}' + r cosÀ cosL.L;,
ST USIN EE 7ACOS CAE d’où
(2) Le di r°(L" cos? À + }?)].
En nous reportant au n° (3, 1) et suivants, nous prendrons
= Die UN}.
d’où Mer, ue LUE et dY 4 d'U d'Y
4 / 2 27 ! A 3 Pr D ee COS, D pa) (Hi P1 du’ » Pa du, AT de !
L'expression (2) peut alors se mettre sous la forme
d'où ; MN RP: Pi) _ 1 (4) H 2 (ri 1 COS2X 7? ra et par suite IPAHNERGHAERY Et ( p? à) 7% M _, AUTRE ATEN Tr COS | ii 1) SET nute : (1 5 À à 1 ue dHAD:
(5) APER à Be, 7 dp;. r?cos®À\ dH __dH _ p? sin} M ps SMTP TEL COS 1e ADS Les formules (15) du n° (3, I) nous donnent alors 2 SE] à 2 2 22 Er — dpi _ dpa RTE CRE Le dr __ 1? cos À dE Mn dH 0 p5 Sin À Pi P2 Ps
dr En numérotant ces six valeurs de dt, le n° 2 nous donne (62) | Pa = Const, et, si l’on égale entre eux les n° 3 et 6, on trouve
sin À MOD hi 7j):
RESES | cos te
d'où, en désignant par «* une constante, (B) Pin
Des n° 5 et 6 on tire, en ayant égard à cette valeur,
dÀ ÉE ea Is
2 eng?) A2 Vecos’1— 7 ‘
et, en posant M— CICOSY,
il vient d cote tang À
Vi — col’ tang?e et enfin, en désignant par + une troisième constante,
(y) tang À — tango sin(L — x);
ce qui exprime que la trajectoire est comprise dans un plan et que ce plan est incliné de l'angle 9 sur le plan x My, qu'il coupe suivant une droite (gne des nœuds) faisant l'angle + avec l’axe des æ.
Les trois intégrales ci-dessus ne sont autre chose que celles qui sont fournies par le principe des aires.
La variable L, n'entrant que par sa différentielle dans les équations (6) du mouvement, se trouvera toujours ajoutée à la constante — x, et l'on à
ASTRA RE i Pas
mais, en vertu de la formule (19) du n° (4, 1), on a aussi
ds ” dT rt CRIE td dE d'où ds (7) APS LE
Si l’on désigne par # l’anomalie vraie de Ja planète mesurée à partir du nœud, on à
(à) COSVECoOS COS (Ac):
Considérons l'orbite dans son plan de manière à réduire à deux le nombre des coordonnées et à nous trouver dans le cas du n° (9, I). Si, dans l’expression (4) de H, on remplace L par 6 et à par o, et que l’on désigne par GEL.
Pr = 1 1 72 dy!
lo]
ce que devient p,, on trouve, en remarquant que p, est nul,
(4°) nt ete
et les équations (6) du mouvement se réduisent à
: Ve dp; dy de TES (6') QE ï a in Œ) =. 7 ; D CU TANT 2
On tire d’abord de là
(&) Ge CON ce qui n’est autre chose que l’équation des aires, et l’on doit avoir
Re a (in
Cos ©
D'après le principe des forces vives, H est une constante que nous représénterons par , et l'équation (4) donne, en y faisant 9, — #4,
2 ke?
(n) Pi — -+eh —— a
La formule (2) du n° (9, 1) nous donne
V = f{(p, dr + q: de) = [p, dr + kv,
d’où (6) S—=V—HE= fp, dr + ke — he.
La valeur de 6 étant censée donnée par l'équation (5), la fonction S se
(1) C’est ce qu'il est facile d’ailleurs de vérifier; en effet, en différentiant l'équation (9)
par rapport à 4, on a sinp.v"= sinÀcos(L — &).\'+ cos sin(L — ).L’
ou, en ayant égard aux valeurs (3) et (2).
sin(L — x).p
Sinv.42 = Sin}.p3 COS(L — >) :
1 u COS À
Pour L — z — 90°, les formules (+) et (9) donnent À =, v — 90°; et, en substituant ces
valeurs dans l’équation précédente, on trouve
EST
T9 = fr COS ù
Resaz., — Mécanique céleste.
trouvera exprimée au moyen des coordonnées r, L, x et des trois constantes &, k, #. On a done, en vertu des formules (36, I), pour les deux intégrales cherchées,
ds d | TU ar Eee (u) dv d (= an JPidr=t+l,
e, et / étant deux nouvelles constantes.
Si nous choisissons pour limites inférieures des intégrales qui entrent dans ces formules, celle des deux racines de l’équation
qui correspond à un minimum 7, de r ou au périhélie, nous pourrons effectuer, dans les équations (8), les différentiations sous le signe de
interet enter les ter £ + dr) dr) intégration, en remarquant que les termes — p. A) ne h),
résultant de la variation de la limite inférieure, sont nuls. En nous rappelant que V — S + /t, les équations précitées se rédui-
sent aux suivantes :
dS SONT ET r° KE — — v;, dk , TÈ pi
Trelte. [ #= ’
AR) PRES d'après lesquelles on voit que », représente la longitude du périhélie mesurée à partir du nœud ascendant et — / l’époque du passage au périhélie.
La solution complète du problème sera donc donnée par les intégrales (8) et par l'intégrale (7), qui, en se reportant à la valeur (8), devient
DE ne A Re
da da ou, en ayant égard à la formule (3),
k cos} sin(L — x) sin ç
— y = # co$e.
33. Théorie des perturbations. — Pour simplifier les équations que nous avons à établir et dans lesquelles la masse »2 de la planète troublée entrerait en facteur commun, nous supposerons cette masse égale à l’unité, ce qui revient à ne faire intervenir dans le problème que la considération des accélérations.
Si l’on représente par R la fonction perturbatrice, nous aurons, pour le potentiel dans le moment troublé,
U=-+R et, d’après le principe des forces vives, en désignant par L une constante,
r ou
= Comme nous connaissons les intégrales de l’équation
ee 1
T — es h, du mouvement non troublé, nous voyons que nous rentrons dans le cas du n°(10, I), en supposant H, — À, H, —R.
Si nous nous reportons aux équations (8) et (9) du numéro précédent, quise rapportent au mouvement non troublé, et si nous attribuons successivement aux « du n° (6, 1) les valeurs 2, #, x, les valeurs correspondantes des g’ de ce dernier numéro seront /, 6,, —,et les équations (37) du n°(10, I) nous donneront
CIO A À Ci. DERE dR LRO TL d'A ETS
ARTE DPAENNEUR GE NT Rd ie Cle | das dR dy di |
CCR dy er da
Nous devrons donc exprimer tous les éléments du mouvement elliptique en fonction des six variables A, #, 2. /,0,, +.
100 CUAPITRE IL.
Nous avons déjà, en remarquant qu'ici 2 est la moitié de la constante que nous avons représentée par la même lettre au n°2,
| 1 ——— ja | ES A EP A TU PEU d’après le n° 2, 2 a (a) NT L 2e ei eue 0 PR EE DO LCD ES Cle nes ae » » 13, | € = E chere rien te cie CAO To DO » » 15, PRICOBG = nue Pre: TO ONE CO » DONNE
A ces équations, nous devrons en joindre une dernière que nous allons chercher à établir, dans laquelle devra se trouver la variable », qui n'entre dans aucune des précédentes.
Considérons les grands cercles déterminés, dans une sphère d’un rayon égal à l’unité ayant pour centre celui du Soleil, par les plans de deux orbites elliptiques consécutives; nous pourrons, par la pensée et uniquement au point de vue trigonométrique, substituer les deux grands cercles aux ellipses correspondantes.
Soient (fig. 3)
Fig. 5.
N, N' deux positions consécutives du nœud ascendant de l'orbite: P, P'les périhélies correspondants ; I l’intersection des plans des deux orbites; NQ l'élément du grand cercle passant par N et normal à IN’ Nous avons da = NN, IN INENOQO—= TZ cos, N'P'-2 NP — dp,,
et, si nous mesurons la longitude du périhélie à partir du point I,
dw = 1IP'— IP — N'P'— NP +IN'—IN
(b) du — dy, + cose dx.
Cette relation, qui est celle qu’il s'agissait d'établir, aura encore lieu si l’on substitue au point [, comme origine de, un point quelconque de l'orbite IP, assujetti à cette condition que deux positions consécutives de ce point coincident lorsqu'on rabattra l’un sur l’autre, autour de leur commune intersection, les plans des deux orbites.
Au moyen des relations (a) et (b), on arrive facilement à établir le Tableau suivant :
da É du da «la da da
= A) 0 Al Sr l d| (1) ri () no C) tt — 0:
d'à dk L dl 7 el ONE ; dy 4
dn … dn dn dn dn din
dh JT, Re TR =0, FPT AD re — 0, 77e 0, LŸ , L 4 42
de a(i—ce) de anÿi—e de de de de
Ve TTC OR OEM dr DC dan 7 té L il C Ï
du do du de du du
— = 0 — — — —O —= jf — —=ÇCOSCG — —= O0
dh i dk d à dl ? dt 2. du OT 5
do do ancote do do do de an
——< 0, > 7 =}, —=0; = — 0; En ——
dh di Vi —e? dl ds, da d'y Vi—esine
e ide de de de de G]
a 0 Le Un ee
dh 2 dk 4 dl RTE D 5 2 d'/ à
da da da da da da
ss = (() —> = Q === 0 re (0) Es T —— ZOO,
dh : dE : dl CONTI CET: ; d'y
Soient p, g deux quelconques des cinq constantes &, €, ©, 9, :, que nous substituerons à L, #, £, 6,,7, la constante & étant la seule que nous conservions de celles qui entrent dans les équations (11). Nous aurons
2 pee dp dq { dp dq 8) ap “a ce dy de il dp dg dt dh dh dt ds dk CGT EN dy da
Il est facile de former, au moyen des valeurs (12), les expressions
suivantes :
dg (CIE 2x7) dr
__ a(i—e) dÿ nayvi—e ag (69) e dl e dv, 1 dq dy.
CREME Fe à ancote dq an dq DO : + (st Vie ds Vi—esins da” : 4 dy TITI RATE (é gl ant “RU T RC ST re Cose.
Nous avons par suite (Se) = 0, ANG ECC =D, (a, «)—0, (e,g)=0, (e, x) —=0, (vw, 0, (w, €) —=0, (W,4)— 0, (9,e) 0, (es, x) —0o (AE) = NE A) un, (e,H)== Kw, Ee) S'ARTEEE (ee ETeIE= es Li _ (: Vin e), an D, 4) —
Au moyen de
| da
de
Vi—esin ces valeurs et de la formule (39°) du n° (10, FT), on trouve
dR —=—2a@n—— dt,
de an ; dR anV/1—e? =— 5 dR
V Sr dt + > Lever )=> dt, = — Vi — e? ea
an dR — dé,
Vi—e?sine da OP SR an V1 —e? , dR none dt : FENTE le de, an dR
| Vie sine d
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Telles sont les équations que nous nous proposions d'établir et qui feront connaître les variations des éléments du mouvement elliptique quand nous aurons déterminé la forme de la fonction perturbatrice.
34. Variations de la longitude moyenne et du mouvement moyen. — Si l’on remplace n{ par & — © dans les formules (28’) et (31°) du n° 15 qui donnent les expressions des coordonnées polaires du mouvement elliptique en fonction du temps, on voit que »£ n'entre dans ces expressions qu'ajouté à e et réciproquement. Il en sera par suite de même pour la fonction R, dont la dérivée partielle par rapport à e sera alors égale à la dérivée partielle de la même fonction par rapport à nr. Nous avons ainsi L
_ dt = Jos dt = AR,
la caractéristique d se rapportant à la différentielle de R relative au temps, mais prise en ne faisant varier £ qu'autant qu'il est multiplié par ». Les valeurs de da et de peuvent ainsi se mettre respectivement
sous les formes suivantes :
da— ak,
(14) m Rae NCTE Do, PRIE (1 Vie lUR,
e du e 4
De la relation » — a * et de l’expression ci-dessus de da on tire F [12 .
(15) dr da =sSardR;
d’où l’on déduira la valeur qu'il faut substituer à » dans les formules du mouvement elliptique.
Soit BE la longitude moyenne dont la détermination a été le principal objet du calcul de 2; on a
nd far Ed;
expression dans laquelle il faudra substituer les valeurs de da, d& trouvées plus haut.
j : à dR ,
Occupons-nous d'abord du terme de de qui renferme => et représendR CHONT : M ; à
tons par =. la dérivée partielle de R par rapport à l'arbitraire à,
sans faire varier 2 qui est fonction de cette variable. Nous avons, eu égard aux relations établies plus haut,
dR dR dR dn.
da “Fr E ) dé dn da de u _ RDS EU 1 DH ORLUR UN Er BR.
da de da da, 2 a de da 2 4
Le terme de d dont il s’agit sera donc æ)
2@R (2) — 3antdR —24n (%) — tdn.
da da
Il résulte de là que, toutes substitutions faites, le terme # dn introduit par la variation de » disparaîtra dans l'expression de dË.
Donc, pour calculer la longitude moyenne, il suffira d'employer la formule
(16) Ta pale ele,
dans laquelle on substituera à de sa valeur obtenue en considérant n comme une constante.
En représentant par € Ji dt
le mouvement moyen et remplaçant, dans son expression, z par l’intégrale de l’équation (15), on trouve pour la variation de ce mouvement
(17) À — 3/{ f[ an dt AR.
35. Expressions de do et dx lorsque l’inclinaison de l’orbite sur le plan fixe x} est très petite. — Les orbites des planètes sont généalement peu inclinées sur le plan de l’écliptique, qui lui-même se déplace, mais avec une grande lenteur.
ILest donc permis de choisir un plan fixe qui, pour une longue période, fasse avec les plans des orbites des angles très petits. Mais les
dénominateurs des valeurs de do et dx fournies par les équations (13) sont eux-mêmes très petits, ce qui est un inconvénient; mais on y remédie en substituant à © et « deux autres arbitraires p et g, données par
(18) p =tangosinsx, q—tangecose.
On déduit de là
| = de + q ds,
he | ee Ag — & — p da.
| 1 Eat He
Mais, si l'on considère la fonction R comme ne dépendant que de et ou de p et g, sa différentielle totale a la même valeur dans les deux cas, de sorte que l’on à
dR dR dR dR de a da a dp GES dq TE
En-substituant dans cette identité les valeurs ci-dessus de dp et dg et identifiant les coefficients des termes en do et dx qui se trouvent dans lun et l’autre membre, on trouve
dR _ sins dR cosz dR
de Cos’o dp cos’e dq” dR __ dR dR
da — 1 dp 2 dq.
La quatrième et la sixième des équations (13) deviennent alors, en supposant coso — 1, ou que l'angle » est assez petit pour qu’on puisse en négliger le carré,
de = — ee ( D pa) de
= ——— | q -- Vi--e?sin® 1 dp dgq di ns 7. (sine ge = Ccosa a) de.
1 —€° Sin? dp dgq
Si l’on substitue ces valeurs dans les formules (18°), on trouve, au
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degré d’approximation convenu,
L “ dR
dp= ——""— (psina+ gcosa) — de, Vi—e sin® ag
ant
dq ne
—— (psinx+ 7 Cos4) A Vi—e sinv dp
et enfin, en ayant égard aux relations (18),
/ an dR
| dp = Ter dq dé,
(19) an dR dq=— -——— -- dt.
| Vi— e? dp
Ces formules, substituées à celles du groupe (13) qui leur correspondent, offrent sur ces dernières, comme nous le reconnaîtrons plus loin, l'avantage de réduire à la forme linéaire, avec des coefficients constants, les équations différentielles qui déterminent l’inclinaison et la longitude du nœud d’un certain nombre d’orbites, ce qui permettra d'effectuer facilement les intégrations.
En supposant que les parties variables dp et àg de p et g aient été ainsi obtenues, les formules
ang = VF, P
CAN
feront connaître les valeurs
SE p Èp + qq É MATTER pt
des variations de o et «.
L'équation (b) du n° 33 devient, toujours au même degré d’approximation,
(21) dw = dy, + da.
Si nous prenons pour origine de #, et w la droite avec laquelle coïnciderait l’origine de « en rabattant autour de la ligne des nœuds le
plan de l'orbite sur le plan fixe, ou, autrement, la projection sur le plan de l’orbite de la droite à partir de laquelle on mesure «, l’équation précédente donne
36. Expressions des variations de ©, », « lorsque l’excentricité de l’orbite est petite. — Nous avons vu que c’est le cas général, et à ce sujet nous avons à faire quelques observations sur le mode d’application de la deuxième, de la troisième et de la cinquième des formules du groupe (13). En développant en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de e? les radicaux des seconds termes des expressions de de et de, on voit que le dénominateur e disparait et ilne se présente alors aucune difficulté.
Il nous reste à considérer Le premier terme de de et la valeur de do, en d’autres termes à poser
| de = 0” \ 1 € ar de, e du (23) | = 2 V1 e? à dé e
La présence du dénominateur très petit e, dans ces deux expressions, estembarrassante et, pour éviter toute difficulté à ce sujet, nous substituerons à e et w deux autres arbitraires b etc définies par
(24) b—esinvu, c—ecose, , A d’où (24!) db —sinvw de + e cosw dw, de —=cosw de — e sin dw;
mais nous avons
di dR dR dR FE de + 0 do 70 db + Ge
de, et, en portant dans cette équation les valeurs (24°), puis identifiant de part et d’autre les coefficients de de et do, il vient
dR __dR . dR IE D Fa dar es
—— = SIDE IC OS 0 a — COS — SINE de db de ? du db de
si l’on substitue ces expressions dans les formules (23), on trouve
le — NN LEE? di COS & — dk sin w | dt de — anyi—e ("7x cos El ; IR duw —= — an\ ES ce Sin © — sE cosw ) dé, e db de
et les équations (24°), en remarquant que = b?+ c*, donnent, par
suite, | db —— anyi— b?— c? n7 Ge | IR _ free | dc — anÿi—b—c TA de.
Supposons que l’on puisse effectuer les intégrations et déterminer PI 5 ainsi les variations 96 et ÿc: des relations
Bic e, Mango 7
on déduira bob + côc _ bôb+cèc
e pu Vo? + c?
6 > cob— bôc
2 D re (20) ' bc?
Mais la valeur ci-dessus de ÿe est incomplète, puisque dans de nous di
avons fait abstraction du terme en + On devra donc prendre
1 Te) 2h d
Le e de
(27) De + 0
he bôb + cc Re Va?+ Ce
Il ne nous reste plus maintenant qu’à déterminer la forme de la fonction perturbatrice R, et c’est de quoi nous allons maintenant nous oc-
cuper.
N III. — DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE TRIGONOMÉTRIQUE DE LA FONCTION PERTURBATRICE.
Expression de la fonction perturbatrice. — Soient
m, nm, nm, ... les masses des différentes planètes du système solaire rapportées à la masse M du Soleil prise pour unité;
Mx, My, M: trois axes rectangulaires de directions fixes ayant pour origine le centre du Soleil ;
æ, y, = les coordonnées de la masse 72 et r sa distance à l'origine M;
ru: cn "
p’, ... les distances de m à m',m”,m", .
Pour obtenir les équations du mouvement relatif des planètes par apport au Soleil, 1l faut concevoir que l’on imprime à tout le système solaire une vitesse et une accélération égales et contraires à celles du Soleil, qui se trouvera ainsi ramené au repos.
1: . ’ ’ 11: . [712 nn L'accélération de M est la résultante des accélérations -;> = » dirigées de M vers », m', ...; celle de 77 se compose des suivantes :
Nr rl
=> 5 0 * * Qui sont respectivement dirigées de 7 vers M, m',m",. 1? De 0 O
L’équation du mouvement de 72 estimé parallèlement à Mx est donc CE e TEE TND = CRETE TL m'x"— x
ii — SE EN7r Te = 3 Éd di? 3 ( ) 72 7! pe p! 72 7° p
Si nous remarquons que 72 est négligeable devant l’unité, que
DEN EEE CRE CEE
el si nous posons I xx + yy'+ 33! I vx" + yy"+ 25" R= m'( , 2 m' (> 7 = }- = PME e AE \
a æxæ'+ yy'+ 32!
En te p' eT 73 L
il est facile de voir que l’équation précédente peut se mettre sous cette
forme CECI D: dR
hr sue de 7 dx
Si Rest nul, on obtient une des équations du mouvement elliptique, et par suite R n’est autre chose que la fonction perturbatrice.
Il résulte de la forme linéaire des équations (13) du n° 33 et de la forme de l'expression de R, que la variation de chacun des éléments du mouvement elliptique de la planète troublée 72 est la somme de celles que l’on obtient en considérant séparément chacune des planètes perturbatrices.
On est donc ramené au cas d’une seule planète perturbatrice #7", ou à poser simplement
(2) | R== me VUE one Se = ;
l LE P ait
38. Développement de la fonction perturbatrice dans l’hypothèse d’orbites peu inclinées et d’une faible excentricité. — Soient «, © les projections de r, r’ sur le plan xy; L, L’ les angles qu’elles forment avec l’axe des x. On a
p=\u- bu col ReCEe er CoLlo y Shl,
TNT, A ICOS Li, nec Eine
par suite
RE —— = Vr—2u Ccos(L'— L)+i?+ (3 — 3) (2 32)
à PES doses |
Les valeurs de v, t’, L, L’, x, s’ ne différent de celles qui résultent du mouvement elliptique que de quantités de l’ordre des masses 27’, m”, m",...; mais, comme l'expression de R est affectée du coetlicient »»' et que l’on peut négliger les produits deux à deux des masses perturbatrices, nous supposerons que les valeurs ci-dessus, introduites dans R, se rapportent au mouvement elliptique.
Comme nous l'avons fait remarquer au n° 35, on peut choisir le plan æy de telle manière qu’il comprenne de petits angles avec les plans des orbites elliptiques; la fonction R est alors développable en série
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ordonnée, suivant les puissances ascendantes de z, 7’, ce qui donne
{ AA | e = == . Col EL) ; m Vo Do cos (L'— L) re v/2 JE ( 8 t3° cos(L'— L) (ze)? ; ND nr x 5 “Te 2 [re = Dre cos(L'— L) + ] Soient
a, a les distances moyennes des planètes 72, mn’ au Soleil;
e, «les longitudes de l’époque de ces planètes, mesurées à partir de l'axe des æ, en supposant (n° 35) que les plans des orbites soient rabattus sur le plan æy, en les faisant tourner autour de leurs lignes des nœuds respectives;
n, n' les vitesses angulaires moyennes de 7», m' autour du Soleil.
Posons hu = a (re 0), ti (0), L=nt+e+y, L'=nt+e+y!, Ù =D mi Les, / à 1 \ :
(4) (a?—2aa! cos + a?) 1=Ÿ arcosit,
AIS (a = 2aa! cos0 + a?) ? = B cost.
Les coefficients À, B ne sont autre chose que ce que deviennent les coefficients des n° (17,1) et (18,1) dans l'hypothèse de v — Le développement (3) prend alors la forme suivante :
D IA
ITR à I — à Fo partit a) ais )a(i + s) cos(0 + y — 7) + a(r+ 6)? a(i1+s) rer 323! 3 a(1+o) A LE à (5) co a(1+ 5} COS (Er) aS(1+ 5) Fa mo) COS (0 + y'— y)
2[a?(i+o)—oa(i+o)a(r + o)cos(0+y—y)+a(i+c)]
Les quantités 6, 5, y — y, qui ne dépendent que des excentrieités et inclinaisons des orbites, seront généralement petites, et chacun des
R : } se termes dont se compose =; pourra par suite se développer en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de ces quantités.
L'un des termes à développer sera de la forme
flaG+o), al(i+),0+y—7y]
Aro USSR) = AG) da La À Ja CU PT 2 æf RASE df os : d f DT 671 ARRET GAS 6 da! d (HUE) ne E f 9 1 Of DAE Pf ALIEN | » da INDE "2 di Ca
et, en partant de là, il est facile d'arriver à l'expression suivante :
R NE Fe dA , dA; ae di Moda bas 0
d? À; AP. 1 dA; , \ à ee ao + — 3 3%... ]eosi(u'i—ni+e 0)
À TRES res € da da! 2 da? 2 da
d'A; dA ; tie V': Me ce) el : Li TEE sas — (y! — y) ) (a De ER UE NT +... )ésiné(nt EE ) SR TENS D Ver ) ÊA;cost (n't— nt+ec —e)
a —f1+o—2s— 200 + 30°?—1(y —y)?]cos(n't— nt+e —:) @e 2 VE ” a ! ! ‘ ! !
E —(to—20 EM (y ry)smir EE rmEreE) a?
| Z3' (6) | (304 6084...) 3 Ga? 1, ÿ2 HAE |: +o—4o'+105+... 2 = x) COS(n't— nt+e —c) DS .
7 (Gi+o-—4o'+...)(y"—y)sin(n't— nt+e—e) (zi= 7)? ( dB; dB; dB; — 2 _—> B;+——ac + ao + aa'cs!
2 qu ï da da © dada tits 1 ŒB; 1 dB; ; = + dec lee cosi(n't— nt+:—e) 2 da? DANCE le AAC es dB; dB; re + CG 1) (B, Ù - AG + ra's'+.../)isiné(n t—nlt+e—e) 2 N da da
gl — 5) (y — >) se ; FE - YU PV ébicosi (nent + CIE) | +
Ra tee te ie ee seen ele tisse ris ete aaialine late) see etre aise
En remplaçant dans cette expression 6, y, %, 6’, y’, 3° par leurs valeurs en séries de termes périodiques en nt, n'tdéduites du mouvement elliptique, la fonction R se trouvera développée en une suite de termes
de la forme nJ cos(é'n't — int + j),
où Jet 7 sont des fonctions des éléments elliptiques des planètes mn et m', indépendantes du temps, ets’, : deux nombres entiers qui peuvent prendre toutes les valeurs possibles entre zéro et l'infini.
À chacun de ces termes, en se reportant à la formule (13) du n° 33, correspondront des inégalités des éléments du mouvement elliptique, qui seront périodiques, sauf dans le cas où et : seront simultanément nuls; dans ce cas, les inégalités sont dites séculaires, et méritent d’être étudiées d’une manière spéciale, comme nous le ferons plus loin, car ce sont celles qui frappent le plus les yeux de l'observateur. Les inégalités périodiques ne sont en quelque sorte que passagères et ont par suite peu d'importance en Astronomie; d’ailleurs, on pourra toujours les calculer en considérant comme constants les coefficients des termes correspondants de R, approximation qui est bien suffisante pour un grand nombre de sièeles avant ou après l'époque prise pour origine du temps.
39. Nous allons chercher à effectuer complètement les calculs dans le cas où les excentricités et les inclinaisons des orbites sont assez petites pour qu’on puisse négliger celles de leurs puissances qui sont supérieures à la seconde.
La formule (6) se réduit à la suivante :
KR 33! ( a ! f D 19 Ge) 9 2 en Le D | en er CE : A x cos(n't— nt+e—c) a à + = (1+o—o2c)(y —y}sin(n'é— nt+e —e) aie É :
[ d'A; CAT DANS CAT AERRES À; L COR OO ee mere CL CU (7) où La: da " da da da/ > da?
1 d'A ; 1 y}. FN ES Ne ND ÿ = 1) aa, ( : PB
x cosé(n't— nt+z—e)
À ; TA ; ARS — (y! — DY (a: - Pasta ) ésiné(n't— nt+2'—e).
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Nous attribuerons, en ce qui concerne la planète», aux lettres x, L, 4 la même signification qu'au n° 17; mais nous conviendrons de mesurer l’anomalie vraie 6 à partir de l'axe des æ, après le rabattement du plan de l'orbite sur le plan fixe xy, au lieu de l’estimer par rapport au nœud, ce qui revient à remplacer, dans les formules (a) et (b,) du numéro précité, ? par p— +, en substituant aussi x à 0, (n° 32). Nous avons ainsi |
tang(L — x) — cosy tang(r—«),
COS(P — «) cos(L — a)
COS
SI nous posons L== + 0L,
jL sera une quantité du second ordre en », et la première des formules précédentes donne
ÔL — — tang’ysin2(p-— «),
en remarquant que l’on doit prendre coso — 1 — tang*o. Nous avons donc
(a) L= v — itang’osin2(p — «), puis
cree COs(# — x) (b) COS(P — 2) — sin(e — 4) ÔL
—1+ tang(s — a) ÔL— 1— itang’osin?(v — à) et enfin
(c) v=r cos) —=7r[1— Etang’ ysin?(# — )];
mais les équations (28’) et (31°) du n° 15 nous donnent, en y remplaçant a/par (e — w),
__— 1 J # SN SNS Den 2
a —1—ecos(ni+e w) - [cos 2 (nt + 2 —w)—11, p— nt+:+2esin(né +2") + 5e sina(nt + e— vw).
En substituant ces valeurs dans les formules (c) et (a), on trouve, au
degré d'approximation convenu,
Fe) — —1—eCOoS(n{ +e —w) a
nu. [cos2(nt+ e— w) —1]— Itang?g sin?(nt +e— a),
(8) L—nt+e:+oesin(nt+:—v) + Se sin2(nt+e—w)— ttang'osin2(nt+e— a).
Si l’on compare ces valeurs à celles qui leur correspondent dans les équations (4), on a
s ——eCos(nt+e—w) e?
— —[cos2(né+e—w)—1]— ;tangssin(nt+e— a),
X— 26 Sin (762 € 0)
\ + Se? sin2(né+e—w) — ttang’osin2(nt+e — 4).
On peut substituer aux variables © et x celles p et g du n° 2%, don-
nées par p=tangesina, g—tangycose,
d’où D (10) tango = /p? +, tanga = À.
Les équations (9) deviennent alors 5 ——eCOs(nt+E—w) + = COS2(nÉ+E—0w)] (9') 1[p?+ + (p?— q?) cos2(nt +e) — 2sin2(nt+e)pg],
4=2esin(nt+e—w) +ie sin2(nt+e—w) — 1[(qg?— p°) sin2(nt + e) — 2pq cos2(nt +e)].
On a, pour l'équation du plan de l'orbite de la planète 7»,
2=qy—pax(!);
(1) Soit en effet P la longueur de la perpendiculaire abaissée du pied de lordonnée z sur
la ligne des nœuds; on a ZIPAnE Pi COST Sinx;
mais, comme R ne renferme que des termes du second ordre en z et £, on peut remplacer, dans l’expression de z, les coordonnées +, y par leurs valeurs approximatives indépendantes de l’excentricité et de l’inclinaison, ou poser
æ=.acos(nt-+-e), y—=asin(nt+e), d'où
(11) re) Se He) — p COS(nt +e)].
Il ne nous reste plus maintenant qu'à substituer les valeurs (9) et (11) et leurs analogues relatives à 77° dans l'équation (7), sans perdre de vue le degré d’approximation convenu, et à remplacer les coefficients À et B par leurs valeurs P et Q déduites des n° (17 et 18, 1), pour y =;
Nous nous bornerons à calculer le terme R, de R indépendant du temps, qui, comme nous l’avons fait remarquer plus haut, est le seul qui présente de l'intérêt au point de vue astronomique, puisque c’est celui qui se rapporte aux inégalités séculaires.
Il est facile de s'assurer que le premier terme de l'expression (7) est périodique et qu'il doit par conséquent être mis de côté.
La constante du groupe de termes suivant ne peut résulter que des termes en'cç’ et yy’, et l’on trouvé qu’elle a pour valeur
Re. ee cos(w'=— vw),
La constante du second groupe ne peut dépendre que des termes en 54’, 54, et l’on reconnait qu'elle est égale et de signe contraire à la précédente, avec laquelle elle donne ainsi un résultat nul.
d’où, par l'élimination de P, z = y lango cosx — x tangosinx = y px.
Les équalions de la perpendiculaire au plan étant
v TX
—_ nn 0 = à lang y COS x lang o sinx
on à Cos(P,7) = — tangy COSx COSy == -sinv cosz, cos(P,x) = sinysina.
ce qui définit les inclinaisons du plan de lorbite sur les plans zx et 27.
Le terme constant du troisième groupe a pour valeur
A4 Ce Lee) E Ce ne ns)
QUE 1 _ da! à da?
da SG I 2 dA, A) 6 F { d'A, Raul 0 2 2 MIE [2 4e 12) Bees (or Lo (pE 9) ea 72 (P que) Force aa'ee'CoS(w'--w)
+ Auce/cos(u'—w) — Def at ( pe ge) — a4( pe qe) + “ aa (pp'+ qq"). 2e L
Enfin on a, pour la constante du dernier groupe,
( dA, Te) ee! COs(w'— w) a + a
da — da 2
Il vient ainsi
RS dA, d? Aÿ\ve? dA5 AAA ——AÀ,+|a Lie ——)— + {a LOU | m' g da 2 da? ) 2 da/ Fe da"? } 2 dA dA d'A, \ee!
== (2 A + «4 . <= a! Se Î aa’ RS LS COS (tw! => &)
dA IA, (ee) ue ang (et +ern)t+e)
ad
'B +7 Gp'+ gg").
Nous allons maintenant chercher à exprimer la fonction R, uniquement au moyen de À, et À,.
Reportons-nous à cet effet aux n°17 à 20 de l’Introduction, où nous ferons DA D A0 =D 0=RB 7 Lesformules (t/, 1), (g, 1) donnent, en y faisant respectivement : = 0,1 —7,
dAs aA,—a'A,
Le da — a?—@ ” A La a, GNT NT fr
En différentiant la première de ces formules, puis en y ayant égard ainsi qu'à la seconde, on trouve
Ge (a'?— a? )? * {is
On déduit de là, pour le coefficient du terme en e? de R;, I dAs PAST 2 =) | 2 \ da 5 de ) de da.
ang et A (2e ta)TAS);
ce coefficient sera également celui de e?, puisqu'il est symétrique en a elae
Occupons-nous maintenant du coefficient de ce’ cos(ow'-- w). Comme la formule (4, 1) nous donne
GA ONE [44 Fri sr FH = == AS
ce coefficient se réduit à
1 se, 2h ! PA: è (a Toners Du)
, , ee e LE) , 0 A, et l'on n’a ainsi qu'à chercher l'expression de ;da da De la formule (x) on déduit d'A;- 1 dA, | CLOECIERATS da da! a da a da da!
La formule (x) donne d A I d'A d'A 2 a!
SE : ni ET MES + ji nl i à 12 2 \2 (aA a'A;). da da a? — da da’, (a?— a}?
D'autre part, on déduit de la formule (4, 1) du n° 20 de l’Introduction
dAs a dA, A,
de ae a' el
dA;, a dA, A,
de MR AT a
ou, en vertu de la relation (x),
LA NEA À Re AN
Giles En da a
DES PERTURBATIONS DES PLANÈTES. 127 Nous avons donc
d A, 1 dA, a A, DIU " dada a da à (ait PE (a? a?}? Gt re 0
2 | S 12 PA ue dA A0 : ae - («A,— a'A,) dada! a da a®—a a(a?— «)! ne
Il ne nous reste plus qu’à substituer dans cette dernière expression
la valeur (œ) de —— et, après quelques réductions, on trouve da d'A, _ (a?+a)À, 2aa'AÀ, da da (a'?— a)? (a°?-- a)?
Nous avons donc enfin, pour le coeflicient de ee’ cos(w’— w),
(B) (Ai Lau!
d'A, ) CNET RN , (a'— a? a+ a*\AÀ,
da du FENETRE (ar?)
De la formule (d) du n° 18 de l’Introduction, en y faisant y —;,1— 0, PAP 4 10 =PB" on deduit
(a®+ &)A,—2aa'À, (a®— &æY
d'où, pour le coefficient de (p° + g°),
1 d'A aa Er TP D A Ga {un 2 :
( ) 5 Le da Te 0 Star ay l 0 ( + a )Ai] ce coefficient sera également celui de (p?+ g?), puisqu'il est symétrique en a et a’.
La formule (e) du numéro précité donne, en y faisant ë — 1,
d’où, pour le coefficient de (pp' + gg’),
I aa! 2 :
FC l'eau Au — (a+ at) A]
Nous avons donc
R aa! : : | , - À = À, + Sa? &) [2aa'A,—(a?+a)A,][2(e+e?) —(p—p'}}—(g —g'}] T Ka : 2 [aa'(a®+ @)A,— 2(a't-- a?a?+ a*)A,]ee'cos(w'— w). LE)?
On peut mettre cette expression sous une autre forme en substituant
à e eto les quantités b et c du n° 16; on obtient ainsi
R, aa
= gr Lean'Au— (a+ a) Ai] [a (DA et D cf) (pp
D ACT [aa' (a? +a)A,—2(a"— aa + aï)|(bb'+ cc).
Pour simplifier, nous poserons
: ta ’ | J (a, 40e ee [eat A; = (a 20") AT (5) 4(a2== a?) (5) E ni ad ar &ÿ [aa'(a + a) A,—o(a'— aa + at) A),
fonctions qui sont symétriques en a et «’.
Nous aurons alors
(13!) Hi 2 2
Ar TNYO ns [\2 Ro m'a m'f(a, a')| et 4e CPE PARA 2>|
— m'f,(a,a') ee! cos(w'— w),
2 2 — m'fi(a, a')[ bb'+ cc].
{ = - Am NINS AIN = m'Ao+ m'f(a, a!) Lo C°? + DEEE ce ( e ) — (g = 7 À
40. En nous reportant au n°17 del’Introduction, nous pouvons supposer a'>> a et les formules (a) feront connaître, pour v — À, les va-
leurs de A,—P,, A, — P, en séries ordonnées suivant les puissances
a : LES .
ascendantes de =" Mais ces séries sont peu convergentes et exigent par
suite le calcul d’un grand nombre de termes pour obtenir une approximation convenable, ce qui est un inconvénient sérieux. C’est en vue d'éviter cet inconvénient que lon exprime A, et A,, au moyen de deux
autres séries &,, +, et qui ne sont autre chose que celles qui représentent P,, P,, quand on y fait y — — À.
Nous avons
| = «'| 1-7 ne La es L 1\° 4 EM ; l 3 < PUR LB DAS AE ar 2 4 6 3 320:
S IV. — DES INÉGALITÉS SÉCULAIRES
41. Reportons-nous aux équations (13), (19), (25) du $ IT, dans lesquelles nous ferons R -- R,; nous aurons
(1) AU 0, - | db = — an fi D & D dt, ACER Vi— b2— ce? Re de A ADI EN dp= LS Se chi de, x Vi € dq (9) Re an dk, sx ETS Vie Cje ee —_——\dR (4) d—2@n se PIRE que Vi—e(1—V1—e) ee de, e ; Resaz. — Mécanique véleste. 17
42. De la moyenne distance de la planète troublée. — D'après la première des équations (1), nous voyons que la distance moyenne a reste constante au degré d’approximation convenu au n° 38, c’est-à-dire en négligeant les termes de l’ordre rx.
Il paraît intéressant de s'assurer si ces termes n’ont pas d'influence sur la valeur de a, et c’est à cette recherche que nous allons nous livrer.
Nous avons, d’après la première des équations (14) du n° 3%,
da—— 2 a AR:
Or, au bout d’un certain temps, a deviendra a + da, et R, R + oR, la caractéristique à ne se rapportant qu’à des termes de l’ordre #7". L'équation précédente nous donne par suite |
— T2 f(a + 5a) (AR + AR) = & [AR + 2, f0a AR + a? fa ÈR
ou encore O7
es — 2 fa dR +- a [4 oR,
puisque, en négligeant dans le second membre de l'équation ci-dessus les termes affectés de la caractéristique à, on a, d’après ce qui précède, da = 0.
D'autre part, comme da est de l’ordre 2°, mm’, ..., et que R est de l’ordre rr, on a simplement
da — —2a0R.
Il nous suffit, dans cette formule, de substituer à la fonction R un des termes de la série trigonométrique qui la représente, soit (n° 38)
R= m'Jcos(tn't— int +;),
expression dans laquelle J, 7 sont des fonctions a, a’, et n' = a *,
os
n — a ?. Nous avons alors da — — 2a?m'}[cos(ér't — int + j)]ù : DT 3 in | Te WT, ÿ vs Es Êa! Ô 0 J sin(cr int + j) re De dr en |
ou simplement da = —2am'[cos(én't — int +) — Jsin(ir't — int +j)ù],
attendu que da et par conséquent da’ sont du second ordre en », mr’.
Il suit de là que la variation de la distance moyenne de m» au Soleil sera périodique si 'n' — ën est différent de zéro, ou si, comme cela a lieu dans notre système planétaire, les mouvements moyens de #2 et’
. . . mn > .
sont incommensurables. Mais, si le rapport mi» tout en restant Incom-
mensurable, diffère très peu de celui de deux nombres entiers #, 7’, la distance a variera avec une grande lenteur, et sa variation pourra en quelque sorte être classée parmi les inégalités séculaires. Les irrégularités considérables que présentent les mouvements de Saturne et de Jupiter, et qui, pendant longtemps, sont restées inexpliquées, sont dues à cette cause; et, en effet, le mouvement moyen »' de la première est sensiblement égal à deux fois celui 2 de la seconde; d’après l’observanm a
Mais, en résumé, les grands axes des orbites planétaires n’éprouvent pas de variations séculaires proprement dites dépendant des masses des planètes et des produits deux à deux de ces masses. Il en est par conséquent de même des mouvements moyens.
tion, la différence 57’ — 2n est inférieure à
43. Théorèmes généraux relatifs aux inégalités séculaires. — Nous poserons (5) (-R,=m'F, DE 7700 HS le signe Z se rapportant à la somme des produits deux à deux des masses des planètes du système solaire.
1° La fonction ® conserve une valeur constante. — Les équations (2), (3), (4) ont pour équivalentes les suivantes :
dæ
| m db — — CRT vie dt, ni | .… mdc— anVi—b— € ar db
MADp—= —— #% dé, | | 1 Vire: dq de) an d m dqg = — —— -- dt, | Vi = e? dp dæ an — -\ dd 1 Eee a TR ÉTAT, » / 2\ (5) me 20 nr NE Er e) 7 dt.
Ces valeurs sont complètement indépendantes du degré d’approximation avec lequel R, ou ® a été calculé.
En retranchant l’une de l’autre les équations (2’), multipliées respectivement par de et db, on trouve À
Les équations (3') donnent de même
dp dæ 2 dp + de Flo = ©:
Comme ® est une fonction de a, b, c, p, q, a’, L', c', ... indépendante du temps et que les grands axes n'éprouvent pas d’inégalités séculaires, il résulte des deux équations précédentes que d — o. Done, la fonction ® conserve une valeur constante.
2° Des excentricités. — Sinous négligeons les cubes desexcentricités et des inclinaisons et les termes du troisième ordre relatifs aux masses,
m',..., la valeur de R, sera donnée par la formule (14) du n° 39,et l’on
à dæ db db d :
voit que >; —» — —— seront du premier ordre; nous devrons, en doc pe
conséquence, substituer aux équations (2’) et (3’) les suivantes :
| MAL = Lis dE, (2) de j | OA EU de dt Ch | App = Wan ci de, ” dq (5°) { dæ | m dq = — an —- dt.
dp
En ajoutant entre elles les équations ( 2”), multipliées respectivement —ÿ 2 2 par bet c, on trouve, en se rappelant que nr = a ?, b+ c? —e?,
dp dæ
et, pour tout le système planétaire,
— de? dæ dæ | db , d?
Che Gb 4 ACC D! + dc!
DIECARRRE
Si l’on se reporte à la formule (14) du n° 39, on voit que, en ne considérant que les termes de I, qui dépendent en même temps de b, 6, À”, c', on a une expression de la forme
P—H(b+ + b°+ ce) + G(bD' + cc!);
d’où l’on déduit
ee — a b —=H{(b'c — c'b),
: Hip er!
a de DCE cb'},
et ces deux termes se détruisent par addition. Il suit de là que le second membre de l'équation ci-dessus est nul, ou que l’on a
(6) SmV/ae? — const.
Donc :
La somme des produits des masses des planètes par les racines carrées des denu-grands axes et les carrés des excentricités reste constante.
Il suit de là que les excentricités des orbites planétaires ne peuvent pas croître indéfiniment, et qu’elles restent très petites, puisque, actuellement, la constante de la formule est très petite.
3° Des inclinaisons. — Des équations (3”) on déduit — p dp + q dq dp dp , dB , dæ » SR — l — = FE dt aq 7 dp P dq' 7 dp' HE
On démontrerait, comme plus haut, que le second membre de cette
équation est nul. On a donc
Em\/a(p?+ q?) = const.
ou
(5) SE mV/atang?e == const. ;
d’où ce théorème :
La somme des produits des masses des planètes par les racines carrées des demi-grands axes et les carrés des tangentes des angles des inclinaisons est constante.
Il suit de là que les inclinaisons resteront très petites, comme elles le sont actuellement.
4° Des équations (3”) on tire
& Ve 70 Æ db dæ
EmVa dr ture ; — dq __ dB dv
LL ALT RO. Eat
mais, en se reportant à la formule (14) du n° 39, on voit que les seconds membres des équations précédentes sont nuls. On a donc
{ EmVap = const., (8)
| 2m Vag — Const
5° Relations entre les vitesses angulaires des périhéelies et des nœuds des orbites. — Des équations (2”) et (3”) on déduit la suivante : - bdc—cdb+qdp—pdg _d® dt dé d& dÿ dæ
Em\a |
de = db doll dp à dq Fab | de
Re 00)
Comme ® est une fonction homogène du second degré en b, c, p, q, b',e, ..., le second membre de cette équation est égal à 20 ou est constant.
D'autre part, nous avons
b—esinw, C —eCosw,
p=tangysina, g—tangvocosa,
d’où
bdce — e db — —e? dv, q dp — p.dq = tang?o da.
Nous avons donc
du da mac? à read ma tang?v
— Const dé
En se reportant aux équations (2”) et (3”) et à la formule (14) du n° 39, on voit que db, de sont indépendants de p, q, et dp et dg de b et c; en d’autres termes, le couple de valeurs e, w est indépendant du couple de p et g et vice versa. L’équation précédente se décompose, par suite, en ces deux autres :
— , dw
| EmVyae? — — const., dt
EmV/atang?v Ti = LOnSt.,
: 5 . . + DERON ei (© du desquelles il résulte que, si les vitesses angulaires des périhélies ni duw'
> "sont toutes de même signe, ainsi que les vitesses angulaires des
: dax da!
nœuds des orbites RTE croitre indéfiniment.
6° Relations entre les variations des longitudes de l'époque. — La troisième des formules (13) du n° 33,
-, ces différentes vitesses ne pourront pas
CS = GR te Vi 2 "dt de ou AN. —_— AP m do — re dr, e de
permet de réduire l'équation (4°) à la forme suivante :
(ae }m dw + »Va Sat,
en se rappelant que x — a *. On déduit de là
Smya & = Smya(s AVI a)? -osaP
Or, ® étant une fonction homogène du degré —renaeta,ona
dæ Ea— —=— D —const.
dt
D'autre part, en négligeant le cube de e?, nous avons
= , do — — 15mV/ae —;
di
Sm\/la(i — Vi
quantité qui est constante en vertu de la première des formules (9). Il vient donc
= CE (10) 2mVa—- — EOonst.
dt
Si, dans cette équation, on ne considère que les termes de €, &’, …, qui ne contiennent le temps qu’à des puissances supérieures à la première, on peut faire abstraction de la constante du second membre, et l’on obtient, en intégrant,
(10!) Em\/as— const.
44. Considérations générales sur la stabilité du système solaire. — Nous avons démontré que les grands axes des orbites planétaires restent constants aux termes du second ordre près relativement aux masses des planètes; on a même démontré qu'il en était encore de même lorsqu'on tient compte de ces termes. Il n’y a done plus à revenir sur ce fait que les grands axes restent constants; mais il estimportant de s’assurer si le second théorème du numéro précédent, relatif aux inclinaisons et aux excentricités des orbites, a encore lieu lorsqu'on tient compte des termes du second ordre en 7x, »', ..., quelle que soit l’approximation à laquelle on s'arrête dans le calcul des quantités e, o, e’, Derre.
La première des équations (2) du Titre II de l’Introduction nous donne, en y supposant la masse M du Soleil égale à l’unité,
LUS, + ae-2|;
- dx FRET x 17e RL FES , / F em(y Te 2) C+Emm Le 7) (Y'—Y)— (y — 7)
Nous avons vu (n° 2) que, dans le mouvement elliptique de 7», le double de Paire décrite dans l’unité de temps par le rayon vecteur a
DES PERTURBATIONS DES PLANÈTES. Re
pour expression ÿa(r — e?), ou que
dx dy Ÿ — x T— late) cose:
de dt ;
Cette relation a encore lieu dans le mouvement troublé, en y considérant eet comme variables. Nous avons donc
EmVa(i—e?)cosge — C + >mm| (x
2e (y'—7)—(7"— 7) 4 (El s | :
Conformément au degré d’approximation que nous avons admis, nous devrons substituer, dans le second membre de cette équation, les valeurs des coordonnées qui se rapportent au mouvement elliptique; or, comme æ, y et x’, y’ ne dépendent respectivement que de termes périodiques en 4 et n't, on voit que le second membre dont il s’agit ne peut se composer que d’une constante et de termes périodiques dont nous devons faire abstraction. Nous sommes donc conduit à poser
EmVa(r — e?) cose = const.
La deuxième et la troisième des équations (2) du Titre Ide l’Introduction donneront de la même manière
Emya(i—e)singcosa—const. (!),
EmVa(i—e)sinesins — const.
Si, pour simplifier, nous ne considérons d’abord que deux planètes », m', dont les plans des orbites comprennent l'angle y, nous aurons COS y = Cosv cos + sinv sinw' COS(x' — &).
En ajoutant membre à membre les carrés des trois équations suivantes :
mVa(i—e)coso + m'V/a(1—e"?) cosv' const mVa( mVa(i—e)sine sina-+m'V/a(1—e") sine! sinx — const.,
&) sine cosa + m'Va!(1—e"?) sin! cosa! — const.,
(1) Dans la note du n°39, on a démontré, en effet, que les cosinus des angles formés par le plan de l'orbite de 2 avec les plans zx, zy ont respectivement pour valeurs — sine cosx, sing Sin.
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on trouve
ma(1—e) + m?al(s — e?)+ 2mm'V/aa(i—e?) (1 — e"?) cosy = const.
Nous remarquerons qu’on a identiquement
: 12 — e SUENIT (3 Vi—e=i;i— il PES, —— 1+Vi—e? 1+Vi—e® sin°y COST 1 + COSY
et, en nous rappelant que Va = na?, Va — n'a"?, nous aurons
Vaal(1— e)(1— e?) cosy
9 9 ES 5 FX = ann! (Vi e'2 ——_—
COS y I + Vi = €?
= LOS NIV a —_—— —— } CoS y 1 Teen 1+V/1— 6e?
D: sin? CA EP, ge — caen in - - — COST — —_— = COSY |.
LHCOSY 14 V1 —e? 1+ViI—e"? /
Introduisons cette expression dans l'équation établie plus haut; en faisant passer dans le second membre les termes constants qui ne renferment que &, a ,netn', nous aurons
DNS 12 19 \ DS : e2/1—e"? e!2 sin?
maermae?+ommaa"?nn (5 \ RS De pe Os const.
1+Vi1—e 1+Vi1+e? 1-+ COSY
La constante, qui est du quatrième ordre ene, e’, y, m, m', est très petite d’après les valeurs mêmes de ces éléments qui résultent des observations actuelles, et, comme les vitesses angulaires », n' sont de même sens et de même signe, tous les termes de l'équation précédente sont positifs, d’où il suit que les quantités e, e’, y resteront toujours très petites, comme elles le sont actuellement.
Onarriverait au même résultat en considérant un nombre quelconque de planètes m', m", ..., puisque chacune des planètes 7x’, m7”, ne ferait qu’ajouter au premier membre de l'équation ci-dessus des termes semblables et du même ordre de grandeur’que ceux qui le composent.
in]
Ainsi donc, la stabilité du système planétaire est assurée relative-
ment aux grands axes, aux excentricités et aux inclinaisons des orbites,
en ayant égard aux termes du second ordre dépendant des masses perturbatrices.
45. Calcul des inégalités séculaires, des excentricités et des longitudes des périhélies. — Nous désignerons par y le nombre des planètes 7, m', ... qui agissent les unes sur les autres.
En ayant égard à la formule (14°) du n° 39, qui donne le terme en de la fonction perturbatrice séculaire, les équations (2) du n° #1 nous donneront
| dd =—an {2c{m'f(a, a')+ m'f(a, af) +...
_micfi(a, a) m6 fi(a; al) 1""#,
Jane bin f(a arr fie; ar) 2."] — m'b! fi(a, d'}=— m'b' fifa, &”)—...,, (1) db'=— an |2c'[m f(a,a)+m"f(al, a") +...
CII, GC i(d, AR
don Nab ira are m'f(a al) +.
— mbf,(a,a')— m"'b"f(a!, a") —...},
Ces 2 équations seront satisfaites par des valeurs de la forme
b—=Gsin(At+k), c —Gcos(hkt+k), b'—Gi'sin(ht+k), c'— GX cos(ht+k), b'—=G'sin(ht+k), c'—G?Xcos(ht + Kk),
dans lesquelles 2, #, G, \, 1”’;... sont des constantes. En substituant ces valeurs dans les équations (1), on obtient les v suivantes :
h —=— an |2[m'f(a,a')+m'f(a, a") +...) — ml f(a, a')—m'\'fi(a, a')+...i, (3) Vh=— a'n'{2\'[mf(a, a) + m'f(a!, a") +...]
— m fi(a, a) — m'X\"fi(a', a!) +...},
En éliminant les x, X’, ... entre ces équations, on obtiendra une équation en 2 du degré v; à chacune de ses racines correspondra un système de valeurs de w, x”, .
Soient (A MAN. ele systèmedemaleurs eee \’, .…, correspondant respectivement aux racines ht he deedqus tion en 2; G;, 4; deux constantes arbitraires. Les 2v équations (1) seront satisfaites par
b — G, sin(At+k)+G sin(At+k)+..., c = G cos(h,t + k;) + G cos(hot + ki) +..., (4) b'= GX; sin(Ait + ki) + GX sin(hit + k)+ ..,
c'= GX, cos(hit + ki) + GX, cos (hit + k)+...,
et ces expressions en sont les intégrales générales, puisqu'elles renferment 2v constantes arbitraires G,, G,, ..., #,, £,, ..., qui ne pourront être déterminées que par l’observation.
Les valeurs de b, c étant supposées connues, on déduit celle de e de la formule
e=P+ce—=G+G2+...+2GG C0oS[(ho— lu )E + Ko k]+...,
et l’on aura 2 L (Gi + Go +...)
si les cosinus qui entrent dans l'expression de e? sont tous réels; en d’autres termes, les excentricités des orbites pourront, à la longue, éprouver des altérations appréciables, mais qui, néanmoins, resteront toujours de très petites quantités, si les racines L,, h,, ... sont toutes réelles et inégales, et c’est ce qui a lieu. En effet, si nous supposons que quelques-unes de ces racines soient imaginaires, b renfermera un certain nombre de termes de la forme BEY', E étant la base du système de logarithmes népériens et B, y des constantes réelles. Soient CEY', B'EY, C'EY, B'EY, ... les termes, correspondant à BEY', de c, b’, c', b’,..., les coefficients C, B’, C’, B”, ... étant aussi des quantités réelles. Ces expressions de e?, e?, ... renfermeront respectivement les termes (B°? + C?)E°*, (B°?+ C?)E?, ...; mais nous avons trouvé au n° 43 l'équation
(2) EmVae?= const.,
dont le premier membre comprendrait le terme E[mV/a(B?+ C2) + m'Va/(B2+ C2) +... ],
qui ne se réduira avec aucune autre; par conséquent, si les radicaux Va, Ve .… sont de même signe, c’est-à-dire si les planètes circulent dans le même sens, il faudra qu’on aitB — 0, C— 0, B'—=0,C—0o,.…. pour que l’équation (x) soit satisfaite. Il suit de là que b, c, b', «’, ne renferment pas d’exponentielles, et par conséquent l'équation en L n’a pas de racines imaginaires.
Si cette équation avait des racines réelles et égales, b contiendrait un certain nombre de termes de la forme B£*, et si CeY, BY, Ca sont les termes correspondants de €, b’, c', le premier membre de l’équation (x) renfermerait le terme
er mVa(B?+ CHE al(Dee C2)" 4!
et l’on démontrerait comme ci-dessus que B = 0, C — 0, B'—0o, ..…. L'équation en À ne peut done avoir que des racines réelles et imégales. La longitude du périhélie de » sera donnée par
__Gsin(hé+k)+G sin(lét+ k) +...
ce _Gcos(hit+ k;) + Ga cos(hot + k) +...
tango —
Si l’on porte cette valeur dans l'expression
tango — tang(A;é+ Kk;) 1 + tango tang(At + Ki)
tang (wo — hit k;) = on trouve, après réductions,
tang (0 — ut — ki) _. Gsin[(,—A)t+k—k]+G;sinf(A,—M)ié+k;—Kk]- | Gi Gcos (Mere AI]E Gi cos[(h hi) &, = Ki] +...
Si, en ne considérant que les valeurs absolues, on a G, > G: + Gy +.…., le dénominateur de l’expression précédente ne pourra devenir nul; les oscillations de l'angle © — L,t—.#, resteront par suite comprises entre 90° et — 90°, et 2,4 + #, représentera le mouvement moyen du périhélie; toutefois, de ce cas particulier, on ne peut rien conclure de
général, et les périhélies pourront se déplacer d’un mouvement varié,
mais très lent (n° 43), sans qu’on puisse assigner des limites à leurs déplacements séculaires.
Dans les applications, on opère d’une manière différente de la précédente pour calculer les inégalités de e et w; on emploie à cet effet la deuxième et la troisième des formules (13) du n°33, en y faisant R =R, et en ayant égard à la formule (13°) du n° 39.
Nous avons d’abord, en négligeant e? devant l'unité,
an dR TE — ST) sis CU Cor un dR Done ON TA e de puis | an Cr IN ETES ! up NVNES " de eu Em! f.(a, a')e'Sin(w'— w) + m" fi (a, a”)e’sin(w"— w) +...], OP do —— an |: mJ(a, aan (a, ae e! e!
—m'fi(a, a!) “ cos (w'—w)— mm" f,(a, a") PL LICE +. ;
On aura des expressions semblables pour de’, du’, de”, du”, ..., qu'il nous parait inutile d'écrire.
Qu’il nous suffise de considérerles équations (5). Nous pourrons, avec une approximation satisfaisante pour plusieurs siècles, avant et après l’époque choisie comme origine du temps, intégrer ces équations en donnant, dans les seconds membres &, e, e', e”, ..., w, w', w”,..., les valeurs qui se rapportent à cette époque.
Pour obtenir des valeurs plus exactes, il suffira de remarquer que e, w deviennent, au bout du temps £, |
de A Lane LE , de à LC OR ASE ES Soon ds net T° di > dû ‘ Me; our k
et, comme les équations (5) et leurs semblables en e’,w', é’,w”, ... donar _ de de del Gel e ] rentiation, les valeurs de 5; =; +, =, =, ... nent, par la différentiation, les valeurs de MT Eat) Let) Be Del on pourra étendre autant qu’on le vou de ar 0 2 are ar x 1? COUP |
dra les deux séries précédentes; mais 11 suffit, dans la comparaison des
observations les plus anciennes que nous connaissons, de s'arrêter au troisième terme de ces séries.
46. Calcul des inégalités séculaires des inclinaisons et des longitudes des nœuds. — Des formules (3) du n° 41 et de la formule (14') du n° 39, on déduit, en négligeant e? devant l'unité,
dp= an [m'f(a,a')(g’ —q)+m'f(a,a")(g" —g)+...]de,
dq = an |m'f(a,a")(p"p )<+ m"f(a, a") (p"— p) +...] de,
() dp'= a'n'{mf(a,a')(q —g')+m'f(a,a")(q"—q)+...1dt, | dg'= — a'n'[m f(aa!) (p —p') + m'f(a, a")(p'— p) +...]dt.
Ces équations s’intégreront comme les équations (1) du numéro précédent, et nous obtiendrons ainsi des résultats de la forme
p=Nsin(t+l)+N(ut+l)+..., g=Ncos(t+l)+Ni(üut+l)+..., p'=N'sin(it+l)+Nisin(ñt+l) +...
g'=N'cos(it+l)+N'icos(üt+ li) +...
1, Li, ,... étant les racines d’une équation d’un nombre égal à celui des corps qui réagissent les uns sur les autres, et les N, / des constantes qui dépendent de la position des orbites à une époque donnée. Nous avons conclu de l’équation (7) du n° 42 que les inclinaisons resteront très petites, comme elles Je sont à présent; les racines & seront, par suite, réelles et inégales.
Nous rappellerons que l’on a
tango —|\/p°+qg, tanga— EA G Dans les applications, pour calculer les variations éprouvées par o et «, on substitue aux équations (1) d’autres équations, qui peuvent s’en déduire, mais qu'il est plus simple d'établir directement.
Les quatrième et sixième équations (13) du n° 33 nous donnent
[ ’ an nr AN do = — —— — | Vr— e Sing da 4 G) an mn LAN A — de,
Vi—e sine de
et la formule (13°) du n° 39, pour le terme de R,, qui ne dépend que
ler p, Pre
(aa) Fa
R,=—m [tango sina — tange'sina’)? + (tangecosa— tange cosz")?].
De là on déduit
dR ; :
7 = — m'y (à, a')tansrlianselsin{ac), du ; ‘ dR (æ a tango’ ==" on _ ) tango [1 — © cos(x'— 4) |:
de cos? tango |
Les formules (2) nous donnent alors, en négligeant les carrés des inclinaisons et des excentricités,
{do = — an [m'f(a, a')tangs’sin(a— «)+m"f{(a, a’) tange!sin(a—c) 1],
On | m'f(a, a) —m'f (a, a") ">.
S tango’ tango” ah mn fu, a) cos "a) eur(d a) "Coste de tang rs tange é (3) ane ane à dy'—= — a'n'[m f(a, a”) tangesin(a—«') + m'f{(a',a") tango" sin (ai— à) PF. ] dt,
da — a'n! |- mf (a, a')— m"f(a', a") —...
tango ; tango” , + m f(a, a) 2% cos(a x )+ mi f(al, a" COS (nn). 7e tango’ È tango’ é
Pour rendre applicables ces formules aux usages astronomiques, il faut leur faire subir une modification, en raison de ce que les astronomes ont coutume de substituer le plan mobile de l’écliptique au plan fixe auquel nous avons rapporté jusqu'ici les orbites planétaires.
Supposons done que 72 représente la Terre; considérons un plan fixe My, passant par M, censé peu incliné sur les orbites des planètes, et deux axes rectangulaires Mx’, My’ tracés dans le plan. Soient Mz la perpendiculaire en M à ce plan, x’, y’, z' les coordonnées de +’ à un instant quelconque, z l’ordonnée du plan de l’écliptique correspondant aux abscisses æ', y’.
Nous avons (n° 39)
= Qype = y = pr
et, pour la hauteur z, de 7’ au-dessus de l’écliptique,
nes NT
en négligeant les termes du second ordre relatifs aux inclinaisons. Mais, si ,, 2, désignent l’inelinaison et la longitude du nœud de »' sur l’écliptique, on a aussi 3, = y'tango COsa, — x tange sin x! ; d’où tango cosa; —g'—q, tango sina —p—p,
DD
tangp;, =V(p—p}+(g —q}, tange, — qd —q
et
de = &'=p)(dp'— dp) +(g'— q)(dg'— dg)
LES ; = — ; VCp—p'}+(q — q'}
a — @'— 9) (dp'— dp) — (p'—p) (dg'— dq)
RES EAGEETIE
Si nous prenons maintenant pour plan fixe +'y’ celui de l'écliptique à l’époque à partir de laquelle on mesure le temps, nous pourrons supposer p = 0, g — o dans ces différentielles, qui deviennent par suite
de, = sinx'(dp'— dp) + cos2' (dq'— dgq),
, _ Cos2’(dp'— dp) — sina'(dq'— dq) FES tango
da
Mais nous avons (n° 35), en continuant à négliger les carrés des inclinaisons, dp = Sina de + tango cos x da, dgq = cosa de — tango sins da; par suite,
do, — de'— cos(a"— à) dp — sin(a'— «) tango de,
Ja! da!-+ sin(a'— «) do — cos (x — à) tango dx AK — , ; tango’
expressions dans lesquelles on devra substituer les valeurs (3), en y faisant © — o, après avoir toutefois multiplié par tango celle de dx.
RESAL. — Mécanique céleste. 19
Nous trouvons ainsi
de’ De :
7 =(an—a'n')[ m"f(a', a")tange” sin(x"— 2%) di + m/ f(a', a")tange” sin(a— a) +...], da’ CET ER) R Fe = mf(a,;a')— m'f(a, a") +...
dt = tango’ | : | tang v” tang w/” (4) + M" À. cos (a — à!) + m" 2% cos(x"— a!) +... |; lang © tango — an\|m'f(a, a) + m'f(a, a") nes cos (a 1) à LR | ; tango », tange/” 3 1 m° fa, a) OBS cos(ar— x) +. |:
Ge Er d :
On aura des valeurs semblables pour les autres masses 77”, m", ..., et l’on obtiendra des valeurs aussi approximatives que l’on voudra de ÿ;, d,, en appliquant la méthode indiquée à la fin du numéro précédent.
Supposons que deux planètes », m' soient assez éloignées des autres planètes pour que ces dernières n’atent pas sur elles une influence sensible, ce qui a lieu à très peu près pour Jupiter et Saturne. La première des équations (4) nous donne do, = 0 : donc l'angle des plans des deux orbites reste constant. On voit que, sans faire aucune hypothèse sur le choix du plan +'My', pourvu qu'il fasse de petits angles avec les orbites, la quantité (p'° — p}° + (g'-- qg}° reste constante.
47. Calcul des inégalités séculaires de la longitude de l’époque. — En ne conservant que les secondes puissances des excentricités, l'équation (4) du n° #1 devient
dR
ane dR d=2an Tr ÿ da 2 de
de,
ou, en se reportant à la formule (13) du n° 39 et en ne considérant d’abord que la planète perturbatrice »+',
1 de _ NRLNRNE AAC) eg" D p\: ; q'——=g \?
anm dé da da 2 D) q
A tara) da
ce’ Cos(w'—w)— f(a, a) +17, (a, a!) ee! cos (w'—w).
PT
DES PERTURBATIONS DES PLANÈTES. 147 Comme nous avons trouvé au n° 39
dA, __aA;—a'A,
CG I
il ne nous reste qu’à déterminer les dérivées par rapport à a des fonctions / (a, a’) et f,(a, a’), en nous rappelant que nous avons aussi établi au numéro précité la relation
(8) dAs = &'dAo, da a da Nous avons posé
Tara AGE DE [zaa'A,— (a+ a)A,l],
d’où
df(a, a') _ a'(a®+3@) JOIE tar
[2aa'A;—(a?+ a?) A]
1 aa! dA, dA, L GG (GE 2) 0 GAS À ||; Te De da ( la P 4
dA) > dA, 240) 1 (a — À) aa'À, —2aÀ; da da {{ .. a! dA —(3a— a!) + oa'A,—2aÀ, a da
_ A,(a+a")aa +A,(a*—5aa"+o2a) a(a'?— a?)
et enfin
CHUTÉ a!
(2) 5 dre (0 à 24 )au'—(a?+oa)a?A,].
Considérons maintenant la fonction
Aya )= es [aa/(a®+ a)A,— 2(at— aa + ai) A;T.
148 CHAPITRE Il.
Nous avons
Aie a ; ; Un _. = tas ne (C0 a)A,—2(a'— aa a')A;] I DAT ANGES Fe FU FC ————., |aa'(a?+ a? 2(at— a+ at) —— + 4(a?— &) | ( Fo da ( ) da + da 3a)Au+ ha(a®— 2) | et d'A ,, SA Tee aa'(a'?+ B) —2(at— a?a+ at) . - a(a?+3a@)A,+4a(a?—2a)A; (4 a! AN A ee = —(2a"—3@a?+ at) Fe + a'(a?+3a)A,+4a(a?—2a)A,
I Le de , era a+ 5ata'?— Lat)aa'A,+ (2a%— a'*a?—11a"at+8a)A,].
Après quelques réductions, on trouve
ANG UE da 7 4a(a?— æ@}
(3) [(ga?— a")aa' A, + (2at—9a?a—3a')a"?A,].
Les formules (2) et (3) ne sont réellement utiles qu’au point de vue des calculs numériques, car elles n’offrent pas de symétrie.
C’est pourquoi nous nous en tiendrons à l'équation (x), en ajoutant toutefois aux notations qui s’y rapportent la suivante : A, —/,(a, a’), en nous rappelant que ce coefficient est symétrique en a et a’. Nous avons donc, en tenant compte de {outes les masses perturbatrices,
A, ; ANNE) PORC ls
| d— m'an | 24 7 [2 a a Je )|e Reda a) WP CET AR É es L/(a, a ) ee COs(w'— w)
Joe r ; , DIN RS INSe eee CAC 8) LE (2 ) (2 ) | 7 da VS 2
( di ((G, A) Le after, GN) ne. a) |e
+ m'an(2a - | da da
NN) _ + [2e =. EE a) Jee' eos (a — «)
sy À 7 - H\ 9 / H\ 9 Due Gil) jen (£ — p ) à (2 TL) l« da 2 2 |
oUalre lots loele ren less A los le re tete ee ts ele nee data serie) see Dee
Si, comme dans le calcul des inégalités des autres éléments de l’orbite de 72, on n’avait eu égard qu'aux premières puissances des excentricités et des inclinaisons, l'équation (4) ne donnerait, par l’intégration, qu'un terme proportionnel au temps, qui, dans l'expression de la longitude moyenne, ne ferait que modifier le mouvement moyen ; ÿe ne peut donc dépendre, par suite, que des termes en e?, «? oup?, a, que nous avons dü dès lors conserver.
Supposons que l’on ait substitué (n° 36), dans l'équation (4), à e?, Sins ecoso,..., leursexpressions (02 16c);.b; cie let à10, c;.b!, c! leurs valeurs approximatives limitées à la première puissance du temps, conformément à la méthode indiquée à la fin du n° 45, nous obtiendrons un résultat de la forme
de = Mn dt + 2Kt dt,
H, K étant deux constantes dont les valeurs sont connues; on tire de là, en intégrant, © a 7 2 de — Hat + K4?, , = se SC A7 et l’on a, pour la longitude moyenne corrigée,
nt+et+èe—n(1+H)t+Ke.
Le terme Hz£ ne fait qu'augmenter le moyen mouvement primitif dans le rapport de 1 + H à l'unité, et le moyen mouvement corrigé semblerait répondre à la distance moyenne corrigée
(4 ' 2) GG +H) mais, comme H est une très petite quantité, puisqu'elle est de l’ordre des masses 2,m,...,il ne résultera de là qu’une correction insensible, dont il est inutile de tenir compte dans les distances moyennes.
Il faudra, au contraire, tenir compte du terme K#°, qui constitue une véritable inégalité séculaire dans €, par suite dans la longitude moyenne; toutefois, comme le coefficient K est du second ordre en 7», m,m",..., il y a tout lieu de croire qu'il sera toujours peu considérable. Ainsi, si l’on considère Jupiter et Saturne, qui, par leur grand éloignement des autres planètes, ne sont soumis, pour ainsi dire, qu’à leurs trois actions mutuelles indépendamment de l'attraction solaire,
et qui sont les deux planètes dont les perturbations sont les plus considérables, on a, pour Jupiter, en évaluant z en années juliennes,
de — — 0/,000000 325 /?,
d’où l’on tire pour Saturne, au moyen de l'équation (ro) du n° 43, mise sous la forme 77 Va de + m'Va! je = o, la valeur
CO
Ces deux inégalités, ne s’élevant pas à + de seconde par siècle, sont
insensibles pour les plus anciennes observations qui nous sont parvenues.
Mais le même terme Kz° devient très sensible pour la Lune, troublée par le Soleil, dans son mouvement autour de la Terre; on a, en effet,
soit environ 10” par siècle, ce qui s'accorde assez bien avec l’observation, qui donne à peu près 9”.
L’équation (4) peut s'intégrer dans le cas où l’on ne considère qu’une seule planète perturbatrice #7’; en effet, nous avons démontré, à la fin du n° 46, que le terme en (p—p}+(q'— q)° de cette équation est constant; de plus, nous avons, en nous reportant au n° 45,
b —=esine — G;sin(At+ ki) + Ga sin(hat + k),
e =ecosw — G,cos(h,t + k;) + G,cos(hat + k2),
b— e'sinw' — G;X, sin(Aé+ 4) + GX, sin(ht + &),
c'—e'cosw = GX, cos(A,t + ki) + GX, sin(lst + k2),
= Gi+ 62200 cos[(A ht 4 El, el GA? + GNE + aG GX X cos[(ui — 4) + A], ee! cos(w/— w) — bb'+ cc!
A EN PS lo NL CA AT
en substituant ces valeurs dans l’équation précitée, on obtient un résultat de la forme
e = Mn dt + N cos[(hi — )t + k— ke],
M et N étant des coefficients connus; d’où, en faisant abstraction de
Mn dt, conformément à ce que nous avons dit plus haut,
_ em MESA ES ki — k |.
Le)
Cette inégalité séculaire est périodique comme celle des autres éléments elliptiques; mais sa période, qui dépend de l'argument (, — h,), est extrêmement longue et est égale notamment à 70414 années pour Jupiter et Saturne.
V. — DES PERTURBATIONS DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE DES COMÈTES
48. Les excentricités et les inclinaisons sur l’écliptique des orbites cométaires étant considérables, on ne peut plus appliquer, pour calculer leurs perturbations, le procédé que nous avons adopté pour les planètes, et qui est essentiellement basé sur le développement de la fonction perturbatrice, ordonné suivant les puissances ascendantes des excentricités et des inclinaisons.
La méthode dont on fait alors usage consiste à partager l'orbite en portions suffisamment petites, pour chacune desquelles on puisse calculer, au moyen des formules de quadratures par approximations, les altérations produites par les forces perturbatrices, exprimées en fonction des coordonnées de la comète et des planètes perturbatrices.
49. Variations des éléments du mouvement elliptique des comètes. — Nous négligerons, dans ce qui suit, les carrés et les produits deux à deux des forces perturbatrices, ce qui nous ramènera à déterminer les variations des éléments elliptiques de l'orbite cométaire dues à chacune des planètes perturbatrices comme si elle agissait seule.
Soient
Mx, My, M: trois axes rectangulaires de directions fixes passant par le centre M du Soleil;
æ, y, z les coordonnées à l’époque # de la comète m7;
mX,mN\,mZ les composantes parallèles à ces axes de l'accélération qu’elle reçoit de la planète perturbatrice 7».
Si nous posons
(1) 7% y 20, 0. RE CAE
nous avons, d’après un principe connu,
| dC = m'(xY — yX)dt, dC'= m(zX — x1)dt, dC'=m'(y2—2:Y)dt.
ns el
Il est évident que C, C’, C” se rapportent aussi au mouvement elliptique que prendrait la comète au bout du temps £ si la force perturbatrice venait subitement à s'’annuler.
Nous prendrons pour plan æy celui de l'orbite de la comète correspondant à une certaine époque prise pour origine du temps; de sorte que z, C’, C’et l’inclinaison + seront de l'ordre de la force perturbatrice. Les équations (2) se réduisent, par suite, aux suivantes :
| dC = m{(xY—7yX)dt, (2!) CAD ele dC=m'yZdt.
Nous avons maintenant, dans le mouvement elliptique ("),
[ntte—w—=u—esinx, a(i—e) he —a(i—ecosu), 1+ eCos(p —w)
5) e — Cosu ‘ie CET) A en
d 1— e COS
; Vi — e?Sinw SIN (6 — ©) = ————— ; ) LPC COSU
1— eCOSu du 1 Ti GUN,
CE Re T7 an
r(e—cosu) £ ap
LE TCOS(P—w) — a(coSu — e) —.
I — e COS
/ D VERT ae 1) : __—_—;: 1 e sin ( Y=rSin(#—-v)— are? innives PÈME;
: 1—eCOosu
e V AL A SIQU AU 7777, Vi e?
| dy =aVi—ecosu du =V1= #(%ae)du.
(1) Voir les n° 13 et 15 pour l'établissement des trois premières formules du groupe (5) et la première du groupe (4). Les autres s’en déduisent sans difficulté.
Les équations (2) deviennent, en y remplaçant dt par sa valeur cidessus,
| dû = m'ra*(Yæ— yX)du, D il (2) GB = = Ro Merle sl dE Tn Ta Ly du.
La partie variable du second membre de l'équation (11) du n° 2, qui [l Cr Il .
est — = augmentera au bout du temps df de la quantité — d > quine sera autre chose que le double du travail élémentaire de la force perturbatrice rapportée à l'unité de masse de la comète. Nous avons donc
(A) — d= =2m{X de + Y dy);
d’où, en ayant égard aux valeurs de dx, dy, x, y données par les formules (4),
da = 2m'æ# (X dx + Y dy) = - :
(As) Vi—e
— 2m (— X sinu + Y Vi — ei cos u) du.
[— Xy +Y(x +ae)(1—e)]du
On déduit de là, au moyen de la relation ? — à :
(A) do = Sr e7 n(x Sin & — Yi — € cos u) du.
Si l’on se rappelle (n° 2) que # = ÿa(i — e)* représente, dans le mouvement elliptique, le double de l'aire décrite dans l'unité de temps par le rayon vecteur, et qu’on peut prendre cos 1, on à
[A res CI Fcosre = Va(nrer), C'——ksingcosx (!),
C'=Kksinpsinzx (},
(6) { M tangie cr?
tango — ul Æ
(1) Voir la note des pages 123 el 124.
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Si nous posons, omme au n°39,
p—=tangesine, q—tangycosæ, ces deux quantités pourront être considérées comme étant respectivement égales à sinosinz, sino cos, et nous aurons, en ayant égard à la seconde et à la troisième des formules (5) et à la valeur #= Va(r — e*),
at … Zy du d} == = D — * k Vi—e?
(As, dCi Zz du dg = — =mTr— — [A Vi — et
En différentiant, par rapport aux constantes, la première équation (6), M
en ayant égard à la première des formules (5), on trouve
(1—e)da— 2aede—2m'ai—er(Yz—X}y)du,
et, en remplaçant da par la première de ses valeurs (A, ),
ede=m'y/1—e{(Vz—Xy)(a—r)+Yae[—ex+a(i—e)]}du; d’où, ayant égard aux valeurs (3) et (4) de ret de x en fonction de w’,
A) { de= m'a \1i—e [(Y x — X y) cos u + Yr| du A% | =
= m'a Vie [Y(1—2ecosu + cos’ u)— XV1— esinucosu |du.
Si l’on différentie l'équation r — a(r — ecosu) dans le mouvement troublé et le mouvement elliptique et que l’on fasse la différence des du, on arrivera au même résultat que si l’on avait différentié en faisant uniquement varier les constantes. Il vient donc, en désignant par du la portion de la différentielle de & dépendant de da et de de,
acosu de — (1—ecosu) du L ae sin «
(7) du —
Si l’on différentie de la même manière, par rapport aux constantes, la valeur de sin(v — w) donnée par la quatrième des équations (3), en ayant égard à la troisième, on trouve
( 3) dw =
[sin u de + (1 e?) du | Vi—e(1—ecosu) k
ou, en substituant à du sa valeur (7),
(8!) d—Uz#)da—a(e+cosu)de,
DEN CASTTNTE
Si l’on substitue dans cette expression les valeurs (A,) et (A,) de da, de, qui renferment x, y, il vient
Ce [(Yæz—Xy)(2 —ecosu — cos u) + Yr(e — cosu)] du
m'a ss Ë — Len CR -Xy)(2 —ecosu — cos u) — Yæx(1 —e cosu)] du sin x. l HONG nus ; = ——|Yæsin?u — Xy(2— e cosu — cos’ u)] du Sin « £ m'a ; 2 eu :
==. [(Yz— Xy)sinu — Xy(1—ecosu)] du Sin S :
m'a 7 \ — PNR à:
2, LeY æ—X7y)sinu — XrVi—eæsinu (P72 ; L L
Nous avons donc enfin (A) edo = m'a [(Yx—X}y)sinu — Vi—eXr]du.
Il ne nous reste plus maintenant qu'à calculer la longitude de l’époque. Si l’on différentie la première des équations (3), comme on l’a
fait ci-dessus, c’est-à-dire par rapport à & et aux constantes seulement, on à
de — dw —(1— e cosu)du — sinu de — tdn,
expression dans laquelle il est inutile d’avoir égard au terme -- { dn, attendu qu'il disparaît, dans la variation
n'dt=Ætdn Ed: — dv,
de la longitude moyenne où entre uniquement e. Nous prendrons donc simplement de — do = (1
ecosu)du — sinu de ; si, dans cette formule, on remplace du par sa valeur (7), on trouve { de — (1 — V1 — €) dw HGCOSU EE
— : [(2 — ecosu) cosu —e]edw = sin « de.
VT—e I1—e
Il nous reste maintenant à substituer dans le second membre de cette équation les valeurs de edw, de, que nous avons obtenues plus haut. On trouve d’abord, sans difficulté,
de—(1—V1—e)de _ (Yxz—Xy)e(i1—ecosu)sinu am! du RÈ Vi — € — [(2 —ecosu) cosu —e]rX Sin & —(2—ecosu — C)Yr ——— Viz &
z En remarquant que (1 — ecosu) — => r se trouvera en facteur commun €
devant X et Y et, en substituant ensuite à æ, y leurs valeurs en fonction de w données par les équations (4), on obtient pour résultat
de — (ï . de —_ e)dw —.. Sn u re on am du fret et enfin (A7) 35 = (1 = V1 > ei) dw —2m'r(Xx+Yy)du.
On calculera, au moyen des formules précédentes (A,), ..., (A,), les altérations des éléments de l'orbite de la comète par l’une ou l’autre des méthodes connues de quadrature par approximation : 1° lorsqu'on aura exprimé r, x, y au moyen des formules (3) et (4) en fonction de la variable & à laquelle on donnera différentes valeurs numériques ; 2° lorsqu'on aura déterminé les valeurs correspondantes des coordonnées de la planète perturbatrice qui entrent dans les expressions de X, Y, Z, ce dont nous allons maintenant nous occuper.
Soient
x’, y, z les coordonnées de la planète 77’; r' son rayon vecteur Mr;
ù l’inclinaison de l'orbite de la planète sur le plan de celle de la comète ;
à la longitude du nœud ascendant N de la planète mesurée sur ce dernier plan à partir de la Higne des absides de la comète prise pour axe des x;
9’ l'angle formé par le rayon vecteur 7’ avec la ligne des nœuds MN.
DES PERTURBATIONS DES PLANÈTES. 157 Nous avons (')
æ'=r'cosv cos À — r'sinv'sinÀ cos),
(9) y'=r'cosr" sinÀ+ r'sins/cos} cosô,
ASIN SI,
(!) Il est facile de retrouver directement ces formules en faisant seulement appel à la formule fondamentale de la Trigonométrie sphérique.
Soient (fg: 4) #1, N les projections de 2’ sur le plan +y et sur la ligne des nœuds.
Fig. 4.
| 77 = Le ; AN .
/ \v’ Dm ME ro
Le triangle sphérique rectangle formé par les droites M», Mm',, MN donne cos(m', mi) = cosv’ cos(r7, N) + sinv' sin(/x°, , N) cos, coss' = cos(r7',n1)cos (7, N).
En multipliant entre elles ces deux équations, on trouve
tang (7, ,N) = tangv' cos; par suite,
sin» COS À 1 — sin2v' cos20
cos v' V1 — sin?v/ cos? 0
En portant ces dernières valeurs dans la première des formules que nous avons établies, on trouve
sin (2°, ,N) — COS (7 IN)
cos(m',m)— 1 —sin?v'sin29, d'où sin(»',m,)— sine’ sind.
Nous avons donc déjà !
z'= r'sin(/n", mi) = r'sinv'sino.
Si nous remarquons que MN = 7’ cose', m4,N = MN tang(”,,N) = r'sinr' cosd, nous avons, en projetant ces deux droites sur Mx, æ'= rcose’ cos À — r'sinv' sin} cosd.
Pour obtenir 7’, il suffira de remplacer dans le second membre de cette valeur À par — (go° — À), d’où Ps ! ne (RCE) (PEQ / = = y =7"cose sinÀ—+ 7'sinv'cos À cosd.
avec la relation
JE
Sa 1 + e'Cos(e' — w')
Les constantes à et ? se détermineront d’après Les positions relatives et connues des orbites de la comète et de la planète; d'autre part, si l’on prend pour origine du temps l'instant du passage de la comète au périhélie, l’angle & — o devenant nul, la première des formules (5) nous donnera simplement
(u—esinu)
(Rte) FC
pour le temps, en fonction de w, écoulé depuis le passage au périhélie, et les Tables astronomiques feront connaitre les valeurs de 7’, #’ correspondant à celles de 4 qui seront calculées d’après cette formule.
90. Calcul de la variation éprouvée par la durée de la révolution complète d’une comète. — Désignons par N la valeur de x à l'instant du passage au péribélie pris pour origine du temps. (valeur qui représenterait la vitesse angulaire moyenne du rayon vecteur si le mouvement elliptique n’était pas troublé) et par £ l’anomalie moyenne.
Nous poserons |
CE fl n dE,
n—=N +ûôn,
nat
Ge f ôn dt.
Nous aurons GC Nr + (GE),
La variation (Ÿ),, éprouvée par le mouvement moyen € au bout du temps £, se calculera par une double quadrature, en substituant à 5 sa valeur
Ôn — 3m'a? | (Xsinu— Y/1—e? cosu) du,
déduite de la formule (A,) du numéro précédent.
DES PERTURBATIONS DES PLANÈTES. 199 Soient T, T’les intervalles de temps qui séparent respectivement le premier passage au périhélie, pris pour origine du temps, du second passage et le second du troisième ; N' la valeur de z au second passage; (dx), la variation éprouvée par # au bout du temps z.
Nous pourrons supposer (SE )r+r — (8 )2r, en négligeant les termes du second ordre relatifs aux masses »2 et "m', et nous aurons | | ar — NT + (Cr,
N'=N+(ûn)r,
(12) | 2m = NT + (rem — (06)r = N'T' + (6€ jar — (C}re
La première de ces équations fera connaitre N si T est donné par l'observation; la valeur de N’ étant fournie par la seconde, la troisième permettra de prédire, par la valeur que l’on déduira pour T', le troisième passage au périhélie.
51. Développements en séries des perturbations d’une comète lorsqu’elle s’éloigne beaucoup du périhélie. — Si l’on considère une portion de l'orbite cométaire dont la distance de chaque point au Soleil soit très grande par rapport à celle de la planète perturbatrice #7’ à cet astre, -on peut remplacer la méthode précédente, qui dans l'application conduit à de longs calculs, par la suivante, qui est basée sur le développement de la fonction perturbatrice en série.
On a, d’après le n° 37,
4 LE) nl FUN [ TT + YY + S8
R=m(S un } re]
en se rappelant que ’, 7’ représentent respectivement les distances mm,Mm.
Désignons par 0 l'angle formé par r = My avec r'; on a
p—=Vr®—2rr cosû + r°
ou p —=r—7r"cos6,
Q 1 aux termes du second ordre près en = On déduit de là, avec la même approximation,
sl 4 7 ] /
C050; = SR
et, comme on a
Pal paie QE cos = > DA il vient T'ES MIA Yi ee.
o! Fa ne d
La fonction perturbatrice prend, par suite, la forme suivante :
2 PA ral ana Se! 1 l (15) R=7r É (xx + yy'= ss) (à —)|:
L’équation du mouvement troublé qui se rapporte à l'axe Mx, ou (n° 37)
dr æ dR
de Ti dx’ devient, par suite,
a 78 Et _ De :
(14) Te +a="| æE (eZ +77 ee) À
Admettons maintenant que x, y, = représentent les coordonnées de la position qu'occuperait la comète si son mouvement n’était pas troublé, et soient x + ÿx, y + dy, = + 3: les coordonnées de sa position réelle, les quantités dx, dy, dz étant, de même que la variation à de r, de l’ordre de la force perturbatrice.
Nous devrons, dans l’équation (14), remplacer æ, y, z respectivement
NI
par æ + dx, y + dy, = + Ôz, et nous obtiendrons ainsi
Mir AT dr HA 2 TS 7 ; : Ÿ F 73 778 75 (xæ sp enerec) |
Mais on à LÔX + YVÔyY + 30 1 — CE
par suite,
LS
Die I ae = (èr— m'a!) ( = — — 430 — m'y) LE + 8(35 — m'a) ©
Nous pouvons remplacer dans le second terme du premier membre de cette équation TL ia ar leurs valeui de CAE” estimées ë QUE - - par leurs valeurs ) ?S ES
| 73 7 E de de?
dans les mouvements elliptiques, et alors nous avons
d'or dx JP" 2 a Ut 2 de? de? dE
3x? I : TL . es — (0 mx) ( - ) r 3(0y— m'y!) F + 3(0: — m'3) À - F5
et deux équations semblables pour les coordonnées y et z. Ces trois équations, abstraction faite du premier membre, seront satisfaites par dx — max, dy — m'y", dz —m'z, Ce qui nous conduit à poser
De mat, y=my En, -de—m's +t, L'équation (15) devient alors
dE m' Ê2 . ou DT | DÉSES 325,
de de? 15 TE GE 7 14e
! 1e te » mx nv) = Son M = 5 3 9
il en sera de même des équations différentielles en n et £. Nous avons
donc enfin SN æ NN 7 N ; =
(16) ème (a+ ; ) = m (y +% ) ds = m'( a+ : p 3 £ : 3
d’où nous déduisons
[l ! ll »
: LEE) EPS / (15) O1 —= me! re Î 2
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Dorénavant nous ferons abstraction du terme _ de R, car ïl cortres- !
$ m SR AGE ae : .
pond à la force —, dirigée de z2 vers M, qui vient s'ajouter à l'attraction ne .. M AA solaire -;; cette force ne trouble done pas le mouvement elliptique et
n’a pour effet que de modifier d’une manière insignifiante le coefficlent y du n° 2, que nous continuerons à supposer égal à l’unité. Le second membre de léquation (14) se réduit ainsi à
dR DC qu I EE (18) _ NE | | = 3) (æx' + y y! + ss) | E
Proposons-nous maintenant de déterminer l'inégalité du grand axe de lorbite planétaire en nous reportant à l’équation (A) du n° 49. Nous avons, aux termes du second ordre près,
MATE) ah Ge =e Ex dy É Ê dx dy Ê 7à Ë l L 1 ! à All , sl 0h all /- I ; = Hi IE — 5) (æ'dxe+ y'dy) + (xx + y) 4 |
{ + yy" xdx'+ydy" x'dx+7y'dr Dale) —— - —— — j
et, dans le mouvement elliptique,
æ «Lx PU (Le ÿ | HN D ALES dE” (19) ! > [A A > { | LS Pb Ne (ER) A A, © PT APAT E de?
par suite,
m'(X dx + Y dy) — m'd(— +yr!. dx dx dy dy"\
F5 2 EAN die di
En introduisant cette expression dans l'équation (A) et intégrant,
on trouve
I eu LE EME Ar dr! ë dy 2) Ti EN, _ nu os à LA — a ( Ta D TE 2 ORALE 774
l'indice o caractérisant les quantités qui se ‘apportent à une époque déterminée /,. Si nous posons & — a, + da, nous trouvons, pour l'iné-
galité de la distance moyenne,
(B ) ôa > m'a? LA le A 2 L dx dx! : A dy'\ [0 7 9) 2 - 4 | on Û 73 d£ dt CERTES
On déduit de là, au moyen de la relation n — «a *,
A{LE TE yy dx dx! dy dy!\ LB: DL NOT { = + E = — ):
(B2) mi U ne MT NT GE EN,
En ayant égard à la formule (18) et à celle qui s’en déduisent relativement à y et =, les équations (2°) du n° 49 deviennent, au degré d’approximation convenu,
Es Ar I | AU m'a ve) (à a NZ RU Pesl I à UNE (=; — = | dé, 1 l' + + ip AGENT le — — }4 ù TE !
ou, en vertu des relations (19),
IE id don. dénn dr _ dz\, de ki dt . dt J TE Ÿ dé 2 «2 }' E SE ra L'an ; .
AC Gi T “ PT d Ai de, d {_,dy S2) de ZE d Le “ an : ll:
ZA m | e 3 7 5
on déduit de à
ùC — aie dy’ dx! Vans d a ) ie CRE: EN di dt } ie 12!
(20) AC = HUE ee — 2 HS À | dE Cu
PY RUES l ed dy eo ” dz' =
Les formules (A,) du n° 49 donnent ensuite, en faisant # = Va(i — e°),
ôC” . ôC!
(B3) ÎP—= ————, y = — Va(r—e?) Va(
Supposons que l’on rabatte, en le faisant tourner autour de la ligne des nœuds, le plan de l'orbite elliptique de la comète sur le plan xy, et que l’on prenne pour axe des æ le grand axe de l’ellipse correspondant à l’époque où elle se trouvait dans ce dernier plan. La longitude du périhélie © étant de l’ordre de #+', nous pourrons en négliger le carré, et l'équation de l’ellipse, qui se rapporte au temps £, ou
r[recos(s —w)] = a(1—e)— C?, prendra la forme
(a) eæ+ewy =C— 7,
En différentiant cette équation par rapport au temps dans le mouvement elliptique, il vient
dx dy ( dx dy > pl | ? {
CP “a OCT ARE “Hi
dt dé
Si à cette équation multipliée par y on ajoute la suivante,
dy da c Di] ds Es 1 ‘s dé «de 2 après l'avoir multipliée pare, on trouve Je dx in 12 Fur eWVY +— er — — ee V — - - LC, COR di El a} y ou, en vertu de la valeur (a), d) dx dy\ 3 " (Ce) EE LES AUe, dt dt allo ele je d dx c Cæ C PE —— ) LE = — De du 1 de ll I OS par suite, a de d E—=—— +0.
(6? r dé
En retranchant maintenant l’une de l’autre les équations (b) et (c\,
multipliées respectivement par + et ew, on obtient successivement
LA ) dx TE y\e C ex D AN In ta | (et PAGE (+ ir MY sn r Le n dx dx d) ) 1 C—7 — æ Gen.
) dé (a di CLR + çe } dr ( Cy ( De — à; 14 éd (ler dé Cr de 0 ed A r fre } dax 7 De Le? Ex 1 di
Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que, la valeur imitiate de w étant nulle, nous avons fe) 0.CW — € 0.
De l'équation (d) on tire
Ce rio . dû dy : RS Sa
Te dé dl
N DENT
{, en substituant aux variations leurs valeurs données par les formules 16) et (20) et ayant égard à la relation (c),
: VA — HT + r! É | 1 dy RL , dx ne Are 1e NPA CT AMEN
ANT PT NT PR AT ) de |
On a de même
s (YÔr— rôèy No CL LES ©. CU) — 7740 |N - ! Û UC 1? dé dé ou
a a Ses ee) dy". dr) APRES AC re ue Mar)
| ( dy! ALU , dy dr! | RER nd d )
HR 7e AL. dt
nous reste plus maintenant qu'à calculer l’altération de Fano-
malie moyenne, définie dans le mouvement elliptique par
= nt+E— uw,
Dans le mouvement troublé, nous aurons
dé= tdn + ndt + de — du;
mais nous avons fait remarquer au n° 3% qu'il n’y avait pas lieu de tenir compte du premier terme de cette expression; 1l vient donc, en intégrant,
= fndi+e—"w, d'où, en spécifiant que la caractéristique ÿ ne doit s'appliquer qu'aux termes de l’ordre de la fonction perturbatrice,
n Nn ni) ns d = f èn dt + ds — du.
Nous supposerons que l’origine du temps est l’instant du passage de la comète au point de l'orbite à partir duquel on peut obtenir une valeur approchée (13) de la fonction perturbatrice.
L'équation (A) peut se mettre sous la forme
(1— ecosu}? 2 — e COSU — €?
Ca a du = —_ Sin de.
Vi—e? I
Par l'intégration, en considérant les coefficients comme constants, on obtiendra l’expression de (de — do), qu’on portera dans celle de à, et l’on
aul'a
Ne 1 (1—ecosu}, 2 — ECOSU — on dt Ô
QE = 9] FE SIN 4 6€, formule dans laquelle on remplacera ÿ2 par sa valeur (B,), et l'on n'aura plus qu’à effectuer une quadrature par approximation.
52. Proposons-nous maintenant de calculer les parties des inégalités qui dépendent de l’ensemble des termes du développement en série de la fonction perturbatrice que nous avons négligée. Nous avons
"HIT LT NoUeE sa BR 77: ( RER TE E,
! Rés, D Ta f
a V(æ ie (Nm Mes Crese ce — (UM (ra + py" + 33!),
; re : è I et, en développant en série suivant les puissances ascendantes de Æ
EC
| || le (RE) | | CH re HS (e & SE JE ta mn | w| TE m D € ES)
Nous avons done, par suite,
\ 40 = [Æ] 3) 12 2 2 3 r2\2 rt |- CES (er EN rl ) ) 7 2 & 12 \ 3 :
5 ; NL + Sox + yy +as——) +... 7 y
mais, comme nous avons calculé les inégalités qui dépendent du premier terme de cette expression, il nous suffira de poser
72 a 2/2\2 | R=n| en a (ae Lyy'+ 33 — =: ) : | (21) 5 FAN ; | 2e ri (a+ y + sai A ne |:
De là on déduit dR e EN PE Pix), Œx dE (22) { nn 70) 7 1(l) ES EEE dy £ , dR Plon TU miK(P = P':); dz
en désignant par P et P'les fonctions
D 12 ” 12N 2 2 # 3 D ÿ 19 HE 1 PES FE (ue + yy'+ 33 | 7 (2 c'+ yy'+ sa") oo DO) 6 je 1) TN | De . ax! + yy'+ 33 — \ dx! + yy'+ 33 — - ) < \ r ae ME à,
qui sont symétriques en x, y, set en x’, y, 7’.
Substituant, en y faisant = —o, ces valeurs dans les équations (A), (A,}, (A,)}, (A;), (A,) du n° 49, on obtient les suivantes :
C) da = 2mla[P (x dx + y dy) + P'(z'dx + y'dy)]; ( ( Die Je
pe LA a Vi EN Là 3 du Vie (G) _-l D/ T CS) dq == mm > du ; Vi e°
(C;) de —-m'aÿ: — e[P'{æxy'— yx') cosu +r(Py+ P'y')]du; (CA) Me To m'a| P'(xy — yæx') sin u — IVe (Par P'x')] du ; (CA) de —(1— Vie) do —2m'r[P(x+ 7?) + P'(xx!+ yy!)] du. En avant égard à la première des formules du n°49, les équa- 3 D I tions (C;) peuvent se mettre sous la forme suivante :
j ms 0Pe 7 dp = dt, | 7 Va(i—e?)
(10) ; m xs!P'
| Ag =
du.
| Va(i— €)
Nous avons aussi, en vertu de la quatrième et de la troisième des mêmes formules,
ayvi—e cosudu= dy, asinu du =— dx
et, de plus,
dy =ydr=Vath—e)dt=a\u1=erdu, et les équations (C,) et (C;) peuvent alors s'écrire ainsi
(C3 de == m'[P'(xy'— yx!) dy + (Py + P'y1) (x dy — y dæ)],
EU) edw = m'[P'(yx'— xy')dx + (Pæ+P'x!) (y dx — x dy)].
Enfin, en remplaçant, dans l'équation (C;), du par sa valeur en fonction de de, il vient
(CL) (ir Viet) do Cna, [LPC MP rEEyH)] de,
Si maintenant on fait, dans les formules (C), (C,}, (C,), (G;), (C:),
D AICOS M ASINE, a(i—e?) ; AU CE RER = : :
I+eCosr 1 + 6 COS(P'— w')
puis que l’on remplace x’, y’, =’ par leurs valeurs (9) du n° 49, en observant que l’on a
(24) Pdo=Nate cdi, red Ne tdr,
on voit que les expressions ci-dessus des inégalités de l'orbite cométaire pourront se développer en une suite de termes de la forme
m'Jcos(ie Er Æ7)dr.
Comme, dans la portion de l'orbite que nous considérons, le mouvement de la comète est relativement lent, ze pourra, en général, être négligé devant w, et alors les intégrations pourront s'effectuer. Toutefois on peut tenir compte approximativement de we’ en opérant comme 1l suit.
Des équations (24) on déduit
12 s 3 TA a(i1—e*) dep = — : NS 72 are)
et l’on est ramené à considérer l'intégrale
Me : : , (25) f = cos(ie + c'e + y) ds".
Mais on a
LICE (1+ecosv})?
et [1+e'cos(r — w')[?
Te (26) ie
CET
et, comme l’excentricité e’ est une petite fraction, on pourra développer cette expression suivant les puissances ascendantes de e’; alors l’intégrale (25) pourra elle-même se développer en une suite de termes de
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170 CHAPITRE IT. — DES PERTURBATIONS DES PLANÈTES, la forme J, f cos(üe +i,e' = 7,)dv!
J ; : re a AE ; — a Jcos(üe + dr + y) (eu do + à ds — à, dv)
RS : Ta Ou * À = sin(ne+iv + Ji) ol cos(i,p+ 6 + Ji) de.
ll ll
Or le second terme de cette expression, qui, en ayant égard à la valeur ci-dessus de 4, se met sous la forme
$ | 2] a 15 L a'(1 — e*?) que + TE ë ; TS 7. [l COS Vue Eee 0 Gp FA ae eE) 07e (a : J i
sera généralement beaucoup plus petit que
J,fcos(ie+ie + yi)ds,
: : 7e a en raison de la petitesse du rapport — V5 1e d !
On peut donc considérer l'intégrale (27) comme étant approximati-
vement égale à Co
1 65 1 7 Sin(ée+ie + pi)
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N [. — (GÉNÉRALITÉS SUR L’ATTRACTION DES SYSTÈMES MATÉRIELS
53. Lorsqu'on veut chercher à rattacher à la gravitation la forme particulière, et pour ainsi dire géométrique, qu'affectent Les corps célestes lancés dans l’espace, les phénomènes qu’ils présentent, soit dans leur mouvement sur eux-mêmes, soit dans celui des fluides qui en recouvrent la surface, 1l convient d’abord de chercher à calculer les résultantes des attractions exercées par les particules d’un corps sur les éléments matériels d’un autre corps ou, plus simplement encore, la résultante des actions qui émanent du premier corps sur chacune des molécules du second, et c'est ce qui fait l’objet de ce Chapitre.
04. Expressions des composantes parallèles à trois axes rectangulaires, de l’attraction d’un système matériel sur un point matériel. — Soient c
m',m,,m,,... les masses élémentaires du système dont nous représenterons la masse totale par M';
r, Ti, lo, .… leurs distances respectives au point matériel de masse 2 sur lequel elles exercent leur attraction;
æ, y, = les coordonnées du point 77 parallèles à trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz fixes dans l’espace.
Si nous supposons que la loi de l'attraction soit, entre deux masses
égales à l'unité, représentée par une fonction quelconque o(r) de la dis-
tance r, l'attraction exercée par 77 sur + sera mm'o(r), et, pour un dé-
placement de 77 par rapport à M' considéré comme fixe, son travail total sera — mm'fe(r)dr.
En désignant par V la somme des travaux semblables des attractions de tous les éléments matériels de M’ sur », nous aurons
V—=— mSm'fo(r)dr, le symbole S ayant la signification ordinaire de somme. Soient X, Y, Z les composantes de l'attraction totale de M sur »; le travail élémentaire de cette attraction, représenté par dV, étant égal à la somme des travaux élémentaires de ses composantes, on a
dV =X dx + Ydy +Zd:;
mais, comme V est une fonction de r,,r,,r,, ... et par suite des trois variables æ, y, z, on a aussi
dV dadN dV AN ie dx + ch dy - 2 des d’où x dV aN PE CNE X— Ta er LE de
done les composantes de l'attraction s'expriment très simplement au moyen des dérivées partielles de la fonction V du travail à laquelle on a donné le nom de potentiel, et le tout se réduit à déterminer cette fonction.
La fonction V de x, y, z, égalée à une constante arbitraire C, ou l'équation
VC
représente une famille de surfaces, dites surfaces de niveau, jouissant de cette propriété que l'attraction exercée par M sur chacun des points de cette surface est dirigée suivant la normale correspondante de cette surface; et, en elfet, le travail élémentaire 4V est nul pour tous les déplacements qu’on peut concevoir sur la surface.
Dans le cas de la gravité, on a
et, par suite, [2 = T0) V — NDS —°:
Si +’, y’, 3’ sont les coordonnées de 7», il vient
d'où Se Ve LA Ce 2 NUE — ) dx 13 Y av mt) Nr de = > dy 7 , d\. ROULE == = ms - Ë dz rè
expression qu’on aurait pu écrire & priort, en remarquant que la composante suivant l’axe Ox de l'attraction de #2’ sur », par exemple, est
; Se HOTTE. TE c égale à
multiphiée par le cosinus de l’angle que fait la di-
rection de cette force avec l’axe dont il s’agit.
Admettons maintenant que »2 fasse partie d’un système matériel M, dont nous représenterons les masses des autres éléments par »,, He. . etisoient(æ,,y, 21) (2e, Je. 22)... les coordonnées de cés molécules. Désignons par U la somme des fonctions telles que V, étendue à toutes les molécules de M; U est égal à la somme des produits deux à deux des masses des molécules de l’un et l’autre système par l’inverse de leurs distances. La somme des composantes suivant Ox des attractions exercées par M'sur les molécules de M sera donnée par
dU dU dU
t ec:
dx dr, Li dns
attendu que, V, par exemple, étant la seule partie de U qui renferme x,
Ie dl Spa:
la composante de l'attraction de m’ sur mest ou =: On voit ainsi [ dx dx
que les composantes de l’attraction entre les deux systèmes s’expriment encore facilement au moyen des dérivées partielles du potentiel total U.
55. Attraction d’un système matériel sur un point matériel qui en est très éloigné par rapport aux propres dimensions du système. — Supposons qu'on prenne pour origine des coordonnées le
centre de gravité O du système M’ et pour axes coordonnés les trois
axes d'inertie principaux de ce système, et soient (fig. b)
Lig05e
a la distance On de l’origine O au point attiré ; / ! l . à / U © (4 . .
d',a,, d,, ... les distances Om, 07.10 m,.." de celte origine aus différents éléments matériels zx’, »,, m,, ... de M’;
«, 8, y les angles formés par Om avec les axes Ox, Oy, Oz;
A, B, C les moments d'inertie de M par rapport à ces axes;
mm P la perpendiculaire abaissée du point »+' sur Om;
r, bts... les distances m0 mm, NIMES 2 / / ! 1 1 e rs » . ñ 1
y e ) (are sa Tes coordonnées es DOI Er ARE
Sri ME, et, d’après la définition même du centre de gravité,
SITE 0, SM 0 Per ON OUEN
puis, en exprimant que Ox, 0y, O£ sont trois axes principaux d'inertie,
SLT ME 0, SIND SE 0,0 MANS 0e
on voit de plus que OP=zx'cose-+#y'cosf Etsicosy,
r=Va+ a?—2a OP.
Pa L TOP En s’arrêtant aux termes du second ordre en pa
» ON «& «d
_1 - | 25 I TA ae OP\ ? I y 2 OP\- 30P FR LIN EM QE ES Sn À + ee = 5 r a a? « a | 2 | a? a DT
par suite, eu égard à ce qui précède,
rt mM' Fe 2 LEE VS — + — Sn! (30P — a?) ; Fe a DICLE
or On à
PERCE\ CG PES ar D Sy C - A Ke, Ê 2 Ne (fe Sc eE= :
: = } Nue Fi (0 Sm'a?—S mr +yr + sr) = ——— ,
Sm'OP = cos’as m'2?+ coSBS m'y"? + cos yS m'="?,
et enfin
mM' 1m 0 4 £ |L'ORUE TUE cos*2(B +C— 2A)+ cos B(C+A—2B) + cos?7(A + B—20)]. Si l’on néglige le second terme de cette expression ou le carré du rapport des dimensions de M’ à la distance & supposée beaucoup plus
grande, il vient mM
expression qui est la même que si le corps M était remplacé par un point matériel de même masse placé à son centre de gravité. Donc :
L'attraction d'un système matériel sur un point qui en est fort éloigné est à peu près la même que si toute la masse de ce système était concentrée
en son centre de gravité.
En supposant que 2 fasse partie d’un système matériel M fort éloigné de M’, l'attraction exercée par le second de ces systèmes sur le premier, égale et contraire à celle de M sur la masse M’ censée concentrée en O, sera par conséquent la même que si ces deux masses se trou-
vaient concentrées er leurs centres de gravité respectifs, et l’on a ce théorème, indépendant de la loi de l'attraction, comme il est facile de s’en assurer :
Les centres de gravité de deux systèmes matériels fort éloignés l’un de l’autre s'attirent comme si les masses de ces systèmes s'y trouvaient respectisement concentrées.
Le système d’une planète agit donc à très peu près, sur les autres corps du système solaire, comme si les masses de la planète et de ses satellites étaient concentrées à leur centre de gravité, et ce centre est attiré de la même manière par les différents corps du système solaire.
Chaque corps céleste étant un assemblage de molécules douées d’un pouvoir attractif, et ses dimensions étant très petites relativement à sa distance aux autres corps du système du monde, son centre de gravité est à peu près attiré comme si toute la masse y était réunie, et il agit de la même manière sur ces différents corps. C’est ainsi qu’il nous a. été permis, dans la recherche du mouvement du centre de gravité d’un corps céleste, de considérer ce dernier comme un simple point matériel ayant la masse du corps, hypothèse que rend plus exacte encore la presque sphéricité des planètes et de leurs satellites, comme nousle verrons plus loin, et qui, admise a priori sous la réserve d’une justification ultérieure, a conduit Newton au principe de la gravitation.
Revenons à l'attraction d’un système matériel sur un point qui en est éloigné; si l’on veut pousser plus loin l’approximation et tenir compte des termes du second ordre, il suffira de considérer le second terme de V ou de poser simplement
V=—= . _ [cos?2(B + C — 2A) + cos B(C + À — 2B) + cos y(A + B -- 2C)],
en convenant d'ajouter, quand il sera utile de le faire, aux composantes parallèles aux axes déduites de cette expression, celles qui proviennent de l'attraction sur le point 2 de la masse M’ concentrée au point O.
4 LEE A Pour obtenir X — Tr? NOUS ferons dans V
COS — =, COSY— -» COS a — 1 — COS 8 — COS Y — 3 = — « « ae
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ad?
NL LB C0" CT EEO 9]
En différentiant par rapport à + et remarquant que
on trouve
DEN X=—; 6 )B +0 2A + 2 L(A—B) + (4 — CN
ANS m7 | ; SE aile (y= io —2B+ S,[at(B— A) + :(B oi},
(2) 1 3 mz 2 5 "AE à [z= PEU AHB—aC + + [e(C—A)+ y (CB) |.
Dans ce qui suit, nous aurons moins besoin de ces formules que de celles qui donnent les valeurs des moments, par rapport aux axes Ox, Oy, Oz de l'attraction de »2 sur M’, attraction dont les composantes sont égales et de signes contraires à celles que fournissent les mêmes formules. Le sens positif des moments étant censé avoir lieu de la droite vers la gauche, si nous désignons par d,, ov,, oi, les projections de l’axe 9% du moment par rapport au point O de l'attraction dont il s’agit, et si nous faisons abstraction de la résultante Et diri-
gée de 77 vers O qui ne donne aucun terme, nous avons
À 3m PV mir pri (B—C)zy, et de même (3) 3m AC, — FA (C—A)xz, 3m DIT —— D. (A Re B)yz.
Ces formules nous seront fort utiles lorsque nous nous occuperons du mouvement d’un corps céleste autour de son centre de gravité.
Resau. — Mécanique céleste. 23
S IT. — ATTRACTION DES CORPS TERMINÉS PAR DES SURFACES SPHÉRIQUES
56. Considérations générales sur la constitution des corps célestes. — Les corps célestes ont une forme à peu près sphérique, et, d’après ce que nous connaissons sur la constitution physique et l’origine ignée de notre globe, nous sommes conduit à croire que, à une certaine époque, ils se trouvaient à l’état fluide, sous toute réserve de ceux qui pourraient encore l'être. Ainsi, avant la formation de la première couche solide, ils ont dû affecter la forme d'équilibre d’une masse fluide soumise à ses actions mutuelles et animée d’un mouvement uniforme autour d’un axe, forme que le retrait, dû au refroidissement, n’a pu modifier d’une manière notable; et il y a tout lieu de présumer que, dans de pareilles conditions, les matières de même densité se sont distribuées symétriquement autour de l'axe de rotation.
La force centrifuge, développée par le mouvement de rotation, a dû modifier la forme sphérique que la masse fluide aurait naturellement prise si cette rotation n'avait pas existé; mais comme, d’après l’observation, les mouvements de cette nature sont généralement très lents, les déformations qu'ils ont produites sont très faibles; nous pourrons donc, dans une première approximation, en faire abstraction et admettre que chaque corps céleste est composé de couches sphériques concentriques et homogènes dont la densité varie avec la distance au centre.
Nous sommes ainsi conduit en premier lieu à calculer l'attraction d’une couche sphérique homogène sur un point matériel.
97. Attraction d’une couche sphérique homogène sur un point extérieur. — Quelle que soit l'épaisseur de la couche, on peut la supposer décomposée en couches extrêmement minces, et il suffira de considérer chacune d'elles en particulier, puis de faire la somme de leurs attractions, qui évidemment sont dirigées du point attiré » (Jig. 6) vers leur centre commun, pour avoir l'attraction de la couche totale.
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a’ le rayon d’une couche infiniment mince; e son épaisseur;
° sa densité;
a la distance de son centre au point attiré ».
Nous conviendrons, une fois pour toutes, d'appeler ouverture d'un cône la portion de la surface qu'il détermine sur la sphère d’un rayon égal à l’unité et dont le sommet du cône est le centre.
Cela posé, concevons un cône ayant pour sommet le centre O d’une ouverture infiniment petite do, aboutissant à un point »7’ de la surface extérieure de la couche; ce cône déterminera dans la couche un élé-
l'ig. G.
ment de volume dont la masse sera sa'?e do. Cette masse donnant lieu
à c a? e dw à lPattraction x °
> on à, pour le potentiel,
Ë ee * dw V emae | _,
min!
mm
l'intégrale se rapportant à la surface entière 47 de la sphère ayant l'unité pour rayon.
Quant à la masse de la couche sphérique, elle a pour expression
Soient p le cosinus de l'angle 20m, angle qui doit varier de zéro à 7, et g l'angle formé par le plan mO7» avec un plan fixe (P) passant par O. Portons sur O7», à partir du point O, une longueur O7 égale à l'unité, projetée en Os sur O7. Si le plan mOn tourne de l'angle dg autour de Om, l’are décrit par » est
— Le ins dy X< ns = dy sinnOs,
180 CUAPITRE I
et si, dans les deux positions de 7, on fait varier l'angle 0 d’une quantité infiniment petite, on déterminera un élément sphérique mesuré par
dq Sin 0 x dnOs — — dg dp, et que l’on peut prendre pour de. D'autre part, on a, dans le triangle Om'm,
mm'=—\/a?— 2 aa'p + a”;
il vient done, après avoir effectué le calcul,
4 22 AT: % dy mM' (a) M pmae dp 7 ; Le à Va— 2aa'p + a a
Il résulte de là que le point 72 est attiré par la couche comme si la masse de cette dernière était concentrée en son centre; de là on déduit immédiatement ce théorème :
58. Une sphere pleine ou creuse, homogène ou composée de couches concentriques homogènes dont la densité peut varier avec le rayon suivant une loi quelconque, exerce, sur un point extérieur, la même attraction que si toule sa masse élait concentrée en son centre.
On déduit de là, comme conséquence, en faisant le même raisonnement qu'au n° 55 :
Deux sphères composées de couches concentriques homogènes s’attirent comme st leurs masses étaient concentrées en leurs centres de gravité r'espec-
ufs.
59. Attraction d’une couche sphérique homogène ou plus, généralement, limitée entre deux surfaces ellipsoïdales homothétiques sur un point intérieur. — Concevons un cône d’une ouverture infiniment petite do, ayant pour sommet le point attiré 77; 1l déterminera dans la couche, censée elliptique, deux segments exerçant sur 2 deux actions directement opposées. Soit r la distance de #2 à un point quelconque de l’un de ces segments; on pourra décomposer ce dernier en éléments de volume, tels que 7? do dr, dont la masse donnera lieu,
sur 2, à l'attraction du dr
mor?
— mp dw dr.
En intégrant par rapport à r et appelant « l'épaisseur du segment dans le sens de r, on trouve mou de pour l'attraction qu’il exerce sur m; et comme, d’après une propriété connue, & a la même valeur pour les deux segments, on voit que leurs actions sur 7» se détruisent. Donc :
Une couche homogène sphérique ou limitée par deux ellipsoides homothétiques n'exerce aucune attraction sur un point, par suite sur un système matériel, placé dans son intérieur.
L'attraction d’une sphère composée de couches homogènes concentriques sur un point de sa masse se réduit done à celle des couches intérieures à la surface sphérique passant par ce point.
60. Application à la pesanteur. — Comme on l’a fait remarquer plus haut, le poids absolu d’un corps à la surface de la Terre n’est autre chose que la résultante des actions attractives qu’elle exerce sur les différents éléments matériels de ce corps; mais Le poids apparent, tel qu'on l’observe, est la résultante de cette première résultante et de la force centrifuge due à la rotation de notre planète autour de son axe. Si, dans une première approximation, on néglige la force centrifuge ainsi que l’aplatissement de la Terre aux pôles, éléments dont on tiendra compte ultérieurement, on peut déduire des théorèmes qui précédent l'expression de l'accélération g de la pesanteur terrestre; on a en effet, en désignant respectivement par a’ et 9 le rayon moyen et la densité moyenne de la Terre,
D’après le numéro précédent, la formule qui donne g est également applicable à un point intérieur de la Terre situé à la distance a’ de son centre de gravité. On voit ainsi que, dans l’intérieur de la Terre, l’accélération de la pesanteur croit comme la distance au centre.
61. Le Soleil, les planètes et les satellites, d'après ce que nous avons dit au n° 56, pouvant être considérés à peu près comme formés de couches sphériques homogènes, doivent attirer les corps extérieurs, ou du moins sensiblement, comme si leurs masses se trouvaient condensées en leurs centres. L'erreur commise est du même ordre de grandeur que la différence entre la surface de l’astre considéré et celle de la sphère; pour un point attiré voisin de cette surface et pour un point très éloigné, elle est du mème ordre de grandeur que le produit de la différence ci-dessus par le carré du rapport du rayon du corps attirant au point attiré; car on a vu au n° 55 que l'éloignement d’un corps attiré rend l’erreur résultant de la seconde des suppositions précédentes du même ordre que le carré de ce rapport. Les corps célestes s’attirent done très sensiblement comme si leur masse était concentrée en leur centre, non seulement parce qu’ils sont fort éloignés relativement à leurs propres dimensions, mais encore parce que leur figure diffère peu de celle de la sphère.
62. Recherche des lois de l'attraction suivant lesquelles les sphères s’attirent comme si leurs masses étaient concentrées en leur centre. — La propriété des sphères composées de couches sphériques homogènes d'attirer un point extérieur, comme si leur masse était concentrée en leur centre de gravité, est digne de remarque, et il n’est pas sans intérêt de rechercher s’il n'existe pas de lois autres que celles de la gravitation qui y conduisent.
Cette propriété, ayant lieu, par hypothèse, pour une sphère et la sphère que l’on obtiendrait en enlevant à la précédente une couche sphérique superficielle infiniment mince, subsiste nécessairement pour cette couche. Il suffit donc de déterminer les lois de l’attraction pour lesquelles une couche sphérique infiniment mince attire un point extérieur comme si toute sa masse était condensée en son centre.
Désignons par o(r) la loi de l'attraction et posons
F(r)—=—fo(r) dr,
en nous reportant au n° 57, dont nous conserverons les notations. Nous voyons immédiatement que le potentiel relatif à cette loi s’obtiendra en remplaçant, dans l'intégrale de la formule (a) du même nu-
méro, I Foire. dr
— — - , 12 Va — 2aa'p + a/? 7 DR
par F(r); nous aurons ainsi, après avoir effectué l'intégration par rap-
port à g, et en remarquant que M'— 4ra"es,
(1) V=" [0 F(r)dp.
Or il faut, d’après l'hypothèse admise, que V soit de la forme V=Mm[F(a) +U],
U étant une constante indépendante de a, mais pouvant renfermer a’. On a donc
= 1 F(r) dp=2F(a) + 2U.
Mais de la relation
r?—= a — 2aap + a”?
on tire
il vient donc, en substituant à p la variable r,
a+a [ rE(r)dr =2aa F(a) +2aaU
ou V(a+a)—%V(a— a) —2aa F(a) +oaa'U,
en posant SrE(r)dr=%(r).
Si l’on différentie deux fois l'équation ci-dessus par rapport à a, puis par rapport à a’, on a
Y(a+a)—#Y'(a—a)=2a[alF"(a) +2F'(a)]—=—2a'[ayv'(a)+2y(a)],
7 1 7 FN PC A dU Y'(a+a)—4 (a—a)= 2a(a 2 +)
d’où, en faisant la différence,
ta) 2 Case dU ME dU ; FR ge da? à da}
Or le premier membre de cette équation est uniquement fonction de a et Le second de a’, ce quine peut avoir lieu qu’autant que chacun d’eux est égal à une constante A. Il vient done, en changeant a en 7,
do(r) D nn.
dr. RUES :
d’où (!) ; !
A7 PTE nie
B étant une constante arbitraire; telle est la loi cherchée. Si À — 0, on retombe sur la loi de la nature, et l’on voit que c’est la seule qui, rendant l'attraction très petite à de grandes distances, donne aux sphères la propriété de s’attirer, comme si leurs masses étaient concentrées en leurs centres respectifs.
On démontrerait, par une analyse semblable à la précédente, que la loi naturelle est aussi la seule pour laquelle un corps placé dans l’intérieur d’une couche sphérique homogène est également attiré de toute. part; mais nous ne nous arrêterons pas à ce Calcul, qui ne présente aucune difficulté.
S ILE. — ATTRACTION DES ELLIPSOÏDES HOMOGÈNES
63. Les recherches analytiques, relatives à la forme des corps célestes, s'appuient essentiellement sur la considération des ellipsoïdes,
(1) En faisant abstraction de A, on a
d’où, en appelant U une constante,
Sabstiluant cette expression dans l’équation du texte, en considérant maintenant U comme une fonction de 7, on trouve
NAURES 72 dr non d'où Ar RAR
CALCUL DE L’ATTRACTION DES CORPS. 185 et nous allons, en conséquence, chercher à déterminer l'attraction exercée par un ellipsoide homogène sur un point extérieur; c’est d’ailleurs le seul cas que nous ayons à examiner, puisque, d’après Le n° 59, l’attraction d’un pareil corps sur un point de sa masse se ramène à celle d’un ellipsoide semblable passant par ce point.
64. Digression sur quelques propriétés des ellipsoïdes homofocaux. — On appelle points correspondants sur les surfaces de deux ellipsoides ceux dont les coordonnées sont proportionnelles aux axes qui sont parallèles à ces coordonnées.
Les points correspondants de deux ellipsoides homofocaux jouissent des propriétés suivantes :
1° La différence des carrés des distances du centre à deux points correspondants de deux ellipsoides homofocaux est constante.
Soient 12 a72 2 US ENT Ee Lee ee TE PE 5 = 4 | v'? VE -12 HENAU Euf
les équations des deux ellipsoides, dans lesquelles les coordonnées sont censées être respectivement celles de deux points correspondants. Nous admettrons, pour fixer les idées, que lonax > 8 >, par suite «>$> 7; on a, par hypothèse,
x x 12 1 Z 3 — D + — 20 = LT; ) x ml 8 A1 y y!
A 0 — 8? — Go we:
l \ Œœou a+ y+s—(x?+ y? 2") 2 2 L” ? 12 vs A>2 A/2 5 2 12 2 12 = (at) + À (Br) EL (p—yr)— at 2, (04 P Ÿ
ce qu’il fallait établir.
2° Le produit de deux rayons vecteurs quelconques, se rapportant respectivement aux deux ellipsoïdes, par le cosinus de leur angle est égal au produit semblable relatif aux points correspondants.
D ES
ResaL. — Mécanique céleste.
Soient R, R, les deux rayons vecteurs aboutissant aux points (x, 7,5). (æ,,71, z,) des deux ellipsoïdes, et accentuons ces lettres pour représenter les quantités ci-dessus qui se rapportent aux points qui corresondent aux précédentes; nous avons
! [el leu # 0
BTE a 2 9 à Re nn Nr Ta = at RE; Î là ! Le re RR; cos(R, R)= 2, +yn + = xx + gi Pen à # % b | 1
= 22 yet ecos (RER)
3° La distance de deux points appartenant respectivement à deux ellipsoides homofocaux est égale à celle de leurs correspondants.
En effet, d’après le premier théorème, on à
R°—R?—R?—R:, d'où
Rè+ R?=— R?+ Re et, par suite, en vertu du second,
R?+ R?— 2RR, cos(R, R;)= R°?+R2— 2R'R cos(R!, R,).
Remarque. — Concevons une couche infiniment mince terminée par deux ellipsoides semblables et une seconde couche ellipsoïdale dont les surfaces soient respectivement homofocales de celles de la première ; on reconnaitra sans peine que ces deux dernières surfaces sont semblables entre elles et que le rapport de similitude est le même pour les deux couches. Si l’on considère, dans la première couche, une surface ellipsoïdale semblable à celles qui la terminent, il existera, dans l’intérieur de la seconde, une surface homofocale avec elle et semblable à celles qui limitent cette seconde couche. On conçoit dès lors ce que l’on doit entendre en disant que tout point pris dans l’une des couches a son correspondant dans l’autre.
4° Les portions de volume de deux couches homofocales infiniment minces à surfaces respectiwement semblables, limitées par des contours dont les points sont correspondants, sont entre elles comme les volumes de ces couches.
Car, en décomposant les portions des deux volumes en parallélé-
pipèdes élémentaires dont les sommets soient des points correspondants, le rapport de deux parallélépipèdes correspondants est exprimé par
dx dy ds _ ap
dx’ dy'dz! ; CACHE
65. Le probleme de l'attraction d'un elhpsoide homogène sur un point extérieur se ramene au cas où le point est situé sur la surface extérieure d'une couche infiniment nunce, terminée par deux ellipsoides semblables.
Comme on peut supposer l’ellipsoide décomposé en couches infiniment minces, terminées par des surfaces semblables à celle qui limite le corps, il suffit de chercher à quoi se réduit l'attraction de l’une de ces couches sur le point attiré.
Concevons que l’on fasse passer par le point attiré + un ellipsoide limitant extérieurement une couche homofocale de la proposée et ayant la même densité. Soient
m' le point correspondant de »2 sur la couche proposée ; ds’, dy deux éléments de volume correspondants pris respectivement = dans cette couche et dans son homofocale :
r la distance de 77 à de’ égale à celle de 77° à dv; on à de! ag"; don aG
et, pour le potentiel relatif au point x et à la couche proposée, en laissant de côté le facteur 7,
HA RC EE GC EE ne er
DA AE
en désignant par V’ le potentiel relatif au point #7’ et à la couche passant par le point 2. Or, si le point 7" se déplace sur la couche proposée, 77 se déplace sur son homofocale; mais V' reste constant, puisque » est en équilibre (59) sous l’action de la couche passant par le point 2. Donc, lorsque 72 se déplace sur la couche homofocale de la proposée, V reste constant ou, enfin, l'attraction de la couche proposée est normale à son homofocale passant par le point attire.
Pour une couche intermédiaire entre celles que nous venons de considérer et dont x”, 8”, y” représenteraient les demi-axes, V” le potentiel correspondant du point 2, on aurait de même
EEE
par suite,
V V! N7 a { == a! 8 A —= a! Qu, Soient S'eE CAS Nr dv" j dx | dx
les composantes parallèles à Ox de l'attraction de la couche proposée et de la couche intermédiaire sur le point », dont les coordonnées sont æ, y,z; On tire, de l’équation précédente,
X/ Ne UP = _ (x |
= 0 TETE 0 « D (e 4 P Ÿ
et, comme cette proportion doit avoir lieu, quelle que soit la position de la couche intermédiaire et, par suite, lorsqu'elle se confond avec celle qui passe par le point #2, il vient, en désignant par X l'attraction exercée par cette dernière estimée suivant Ox,
dl LRI e , a È { 4 X al” £ 0
Le tout revient donc à calculer X, Y, Z, ou l’attraction exercée par une couche ellipsoïdale infiniment mince, limitée par des surfaces semblables sur un point de sa surface extérieure; mais, avant d'aller plus loin, nous devrons faire remarquer que les différentes propriétés que nous venons d'établir sont indépendantes de la fonction de la distance qui entre dans l'expression de l'attraction.
Attraction d’une couche homogène infiniment mince, de
forme quelconque sur un point de sa surface. — 1° Le pont se trouve sur la surface extérieure. — Soient (Jig. 7) mn — e l'épaisseur
de la couche en 77 ou la normale abaissée de ce point sur la surface intérieure.
Nous supposerons que la figure résulte d’une section faite dans la couche par un plan passant par mn; soient ma’, mb' les génératrices, comprises dans le plan, du cône ayant 72 pour sommet et circonserit à la surface intérieure; ces génératrices touchent cette surface en a et b et rencontrent la surface extérieure en a’ et b'. Soient de plus s et 4 les intersections de la tangente en m avec le profil de la surface extérieure. L’attraction cherchée sera la résultante des attractions dues aux
segments anbn, (msa', mtb'), a'abb”.
lig.
Considérons en premier lieu le segment ambn et concevons dans l’intérieur du cône a’mb' un cône ayant le même sommet et une ouverture infiniment petite mesurée par l'élément sphérique do. Nous pouvons admettre que le plan de la figure passe par l’axe de ce cône élémentaire. Soient
mg', mg, celles de ses génératrices qui sont comprises dans ce plan; p, g et p:, q, leurs points de rencontre avec la surface intérieure ; g', q, leurs intersections avec la surface extérieure ;
pj la perpendiculaire abaissée de p sur la direction de mn.
En suivant la même marche qu’au n° 59, on trouvera que l’attraction de l'élément pp, sur le point 2, abstraction faite du facteur 72, est pdwmp, et sa composante suivant zrn sera pdwmy. L'épaisseur mn = e étant un infiniment petit du premier ordre par rapport à 774,
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mb, limites de mp, il suffira de conserver les secondes puissances de ma, mb, mp, pj, puisque ces puissances sont de l’ordre e. Il nous sera donc permis de remplacer l'arc an par celui de son cerele osculateur enn. Soient
C le centre de ce cercle:
RU —= 40 —70sonrayon,
re ù l'angle pnC; « l'angle pCn, dont nous négligerons le carré ;
q l'angle formé par le plan de la figure avec un plan fixe passant par mur,
PR ne AIS ?
La limite supérieure », — am£C de l’angle Ÿ sera donnée par 1 ®)
R=—=(R—+e)sino,, d’où
4 2e » COS — A) —:
/ KR
ESS
(a) Sin 0 — 1 —
me
Comme nous pouvons prendre
dw — sinè di dgq,
nous avons, pour la composante suivant mn de l'attraction sur »2 de l'élément pnp,, pe dq mj sin dô.
Si nous posons my sinô dè — dF,
F étant une fonction de à qu'il s’agit de déterminer, l'attraction du segment ambn sur m, estimée suivant mn, sera
(8) [ cFG@) ro) 4g.
La figure donne
: ; AtLA 2 — < Sin x m =R+e-Rcosa—e + > MY = mp cosi— R mi COSÈ — Ra cot à,
CALCUL. DE L'ATTRACTION DES CORPS. LUI et, en vertu de la seconde de ces valeurs, il vient
dE = Racosè do.
S1 l’on égale entre elles les deux expressions ci-dessus de m CON > y
trouve Re Rrcotè PS Re— 0,
d’où R—VR°—2Retang®d
Ra —-
tango
en prenant la racine qui s’annule avec 3. Nous avons, par suite,
EEE AS var à Es EC A 2e COS 0e SO
(+) CAE R ( 1 — \ = mn (ang Sins À
OU, en posant z — cosÿ,
_ a ” 3e REA ELLES 2 T2 Pa "F] RME (x) a=R| 4, (+R) dr ne (: eee
On déduit de là
; 2e 7 UE Re ) 22 (0) FIN EIRE o | Re — ‘log Le V — Re V : 2 + const. (!) R/\ OT En serie dar I +) 3— — . ose A" R tue + S : Q 3 2e Comme, pour à == o età = ÿ,,ona respectivement z — retz--4, FR (1) On a, en effet, (L z? dz [ dz 11. 1+2 — ï = —2—+3l0og _ J 1— 7 J 1—32? L— Z Posant 22 — + = u?, il vient, en continuant à négliger le carré de Re 7 ch De 3 ds ® wdu I e \/ D ÉRGS 24 De £ D OT, |, \/ R 1 — 7? PATTES 2 Ro/ ” 5e UD ea R \ R ;
d’où l'on déduit l'intégrale donnée dans le texte en remplaçant « par sa valeur en fonction de z.
il vient, au degré d’approximation convenu, F(à)—F(o)—e et, pour la composante normale (6) de l'attraction, (B") 2rpe.
L'attraction du cône pmp, sur »# donne, suivant la perpendiculaire à mn, la composante
e dq dF tang à
ou, en ayant égard à la valeur (+),
d, | Ô & PES né lù OS EN S20 — = sin?0 | do:
p aq | COS (: | R \ ne 0;
d'où, pour la résultante relative au secteur de amn aéterminé par deux plans passant par #2 et faisant entre eux l'angle dg,
ô / à Là ni (4 / > D 2€ = o à ni edqg| sinô — | r-- n V cos®ô — > sin°è di |.
Pour le secteur correspondant de #»b, on a une composante égale à la précédente, mais de sens contraire; 1l suit de là que le segment ambn n’exerce sur 72 qu'une attraction normale à la couche.
Considérons maintenant le segment (2sa', mtb') et concevons momentanément que les points p, p, se trouvent sur l'arc ma; l’attraction du cône pmp, sur le point », estimée suivant »2n, où on] dq sind dÿ, est de l’ordre »y, c’est-à-dire du second ordre, et est par suite négligeable. On démontrerait d’ailleurs, comme ci-dessus, que les composantes élémentaires de l'attraction perpendiculaires à zan se détruisent deux à deux. Il n’y a donc pas lieu de tenir compte du segment en question.
La composante normale de l'attraction exercée par le segment a'abb' sur le point » à évidemment pour expression
,2 ; ef da Î qq cosèsino dû, 0 0
Si nous posons qq cosdsino — f(à,q)
et si nous nous rappelons que
nous avons, pour la composante cherchée,
2x 2 VE ef dq F5, q) dè (e) L o TT T 2T 2 Lx L 7 \ 5e 2H 2% À = f dq 1 MORE Et À a) 110 [l dq l FC, 4), 0 0 À - 0 0
en remarquant que /(5, g) est de l'ordre e.
La composante perpendiculaire à »C de l'attraction dont il s’agitne pourra se déterminer que dans chaque cas particulier.
2° Le point attiré se trouve sur la surface intérieure. — Soient (fig. 8) n le point de la surface extérieure correspondant au point attiré #2 et
Fig. 8.
e l'épaisseur mn. Nous conserverons les notations qui précèdent, mais en mesurant les angles à à partir de an. Nous aurons toujours, pour la composante normale due à l’attraction du cône élémentaire pnp,,
my sin à dù dq = dF dg,
et la composante semblable due à l'attraction du segment déterminé
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dans la couche par le plan tangent en »+, du côté de n,
227 _ (B”) 2 | LF(Z) — Go) | 47.
Nous avons BR
RACE
mj = R cosz
, Sin e m =R-— cosù — Racoto; ; sin Ô
R22 + 2Racotô — 2Re—o, BTE 1+ tango R7=R s 4 tang Ô 1. 2e | cos?è m=R|—1+4/: (ang? 0 NS 1] ( \ AM STEON) puis
z 2e SU COS ; dE ni) 14 1/1 tango ee CO!
: É \ (RRbÈRE sin è
En continuant à poser z — cosÿ, il vient
É in / DEN CS EE = de er |: 1/ (0) CRI
er
ct, pour la composante cherchée (6”), 2TpC.
On reconnaitra, comme plus haut, que le segment dont il s’agit ne donne pas de composante perpendiculaire à mn.
Quant à la composante normale de l'attraction de l’autre segment de la couche, elle sera également donnée par la formule (+).
Si donc on considère un point de la surface extérieure et le point de la surface intérieure situé sur la normale au premier, la différence des composantes suivant cette normale des attractions de la couche sur ces
deux points sera {rome,
en restituant le facteur », dont nous avions fait abstraction.
67. Attraction d'une couche infiniment mince, terminée par deux surfaces ellipsoïdales homothétiques sur un point de la surface extérieure (fig. 7).— Les attractions exercées par les éléments coniques (pp), (4:4,q q) ont respectivement pour expressions
mp.mpdw et mp.qq'dw,
el, comme gg" — mp, on a pour résultante amp.mp do,
c'est-à-dire le double de l’action exercée par le cône élémentaire pp, sur 7n. La composante normale de l'attraction exercée par la couche entière sur 72 à donc pour expression
(È) hrpme.
Il résulte également de la dernière de ces considérations, eu égard à ce qui précède, que l'attraction est normale à la couche, ce qui est conforme à ce qui a été établi au n° 65.
68. Composantes de l'attraction d'un ellipsoïde sur un point extérieur. — Supposons que la couche dont nous nous sommes occupé au numéro précédent représente l’homofocale, passant par le point attiré 7, de l’une des couches à surfaces semblables, dans lesquelles on peut supposer l’ellipsoide décomposé. Soient
OQ — P'la distance du centre O de l’ellipsoide au plan tangent en »; ile point d’intersection du rayon O7 avec la surface intérieure de la couche passant par 77;
mn — e l'épaisseur de la couche en 1; y, 8’, x! les demi-axes de cette surface dirigés suivant Ox, Oy, Oz; y, B, « les demi-axes correspondants de la couche homofocale de l’ellipsoide.
Les épaisseurs de ces deux couches, suivant Oz, seront respectivement dy et dy.
Les deux triangles semblables m7, OQr donnent
O0, .mt Pa; et ele
Om Ÿ
on a d’ailleurs, en désignant par x, y, z les coordonnées de »,
P2— — - il cos(P”, z) — — pes t cos(P’, y) = — ne cos(P', æ) — — Le
En se reportant au numéro précédent, on voit que les composantes de l'attraction de la couche passant par le point » sur ce point, suivant Oz, Oy, 0x, ont pour valeurs
PR D PRET UR Pdy AT? 7/3 Tr 4 TO /N 7 ME > = HTpINT Jar »
Ov Si on les multiplie par PAUL (n° 65), on aura les composantes dZ, dY,
dX de l'attraction de la couche considérée de lellipsoide sur.le point»,
| d'y! d'; es et, en remarquantque + — 7, on obtient
di - ; 7 CUVE
YU Are my P'238 d'
ee PATES? ?
CA
pu ,D/°,0
eu hrpmzæP'uf dy
ak 1STQURT
Soient c, b, a les demi-axes de la surface de l’ellipsoide déterminés par 0:,0y, 0x, en admettant que e soit le plus petit d’entre eux, et posons
À a — ce ‘ ci re Des relations PRES QUE 2 Rae Ne NES fs ER SLT: b c x? Le z2 ME © QE De ME = [, on tire ssh a D (n) = Vur?+ SR Vu?+ PTE . TU 7 (0) Di NPA. "EEE RerEeS Him) Une
équations qui permettront de déterminer y, «, £, x’, £', par suite
=,» en fonction de w, x, y, £. D'autre part, nous remarquons que
nous avons
FL
DIE l p?— = ;
T2 (u-?+ }?)? | (ur? + }72)?
z? TE
Si l’on différentie l'équation (0) par rapport à & pour exprimer dy au moyen de du, on obtient Prey" du
En partant des différentes relations que nous venons d’établir et en introduisant dans les résultats la masse M = £roabc de l’ellipsoide, on trouve
. = ue du di =—3Mm= — ; 1) (+ ue)? (1 +X2u?)?
; V uw? du (1) { dY =—3Mm = : 2 L COL OTOOANE RUE «> du
aX = — 3Mm :
al où (+ Vu)?(1+ 270)?
Le demi-axe ce’, suivant Oz, de l’ellipsoide homofocal du proposé et passant par le point »2, sera donné par l'équation
> c D o 2 > 5 SE 1, &'E C'°+ bp— c° TEE, GR
qui ne peut fournir qu'une seule valeur positive pour c'?, les valeurs négatives se rapportant aux hyperboloïdes homofocaux. Les limites de
, GC 2 MeV u étant o et =; on a, en définitive, >
E fe oMmz fc «> du Z — = 73 “, = 1 “127 o (+kuw)}(1+22u)?
- ; 3Mmy fc u? du (2) ere / 5 1?
o (+Vuw}(1+2X2u)?
: . 3Mmazx fre u? du X— / . _ \ Jo GHVu) (1 ira)?
La recherche de ces trois intégrales se ramène à celle de la suivante:
3Mm _ ut du (3) L— 3 fr ; AVE 12 Jo (G+Xu)"(1+ ut)
quine peut généralement s'exprimer qu'au moyen des fonctions elliptiques. En effet, on reconnait sans peine que l’on a
y LE æ d\'L PONT
Dans le cas de x —Y, il ne faudra faire cette supposition qu'après avoir effectué les différentiations par rapport à x et». . . ‘U, , . .. C Si le point attiré se trouve sur la surface de l’ellipsoïide, on a nm = et la limite supérieure des intégrales (2) est l'unité. Nous allons maintenant considérer deux cas particuliers. 1° Ellipsoide de révolution aplati. — On a b— a ou X — 2 et l’on
obtient / 7 3Mymn = à (e FN C = EP (A3 CNE ) , L 3 Mmy wc Nec (5) Y = 5 (arcanes = 3 Mmx A Xcc!
one cr }2c)?
formules dans lesquelles on devra supposer = c quand le point attiré se trouvera sur la surface de l’ellipsoïde.
2° Ellipsoide de révolution allon gé..—Onac—b,1=0; d'où
Li) À P { f ] te Fu 9 5 : SM el NC) CE C / Ve ce Z — re 5 T A res ie “ER log G: à \ Tue \2 A) Ê 9 > } SONT e 3 Mmy ue ee / RC Na —= 7 1 + À — log (3° — + 4 je 7e &) > (6) 2 AUDE (HE \ C 20e ; HER net ne » / > 1 : 3 Mmx FIG / NC: C X=— - —— F Ne = 1 +}? — ; =.
DNA CP NT UE Co 2 a 12 | /: Po
69. Attraction, sur un point de’sa surface, d’un ellipsoïde de révolution assez peu aplati pour qu’on puisse négliger la quatrième puissance de son aplatissement. — Supposons que l’on fasse passer Le plan yOz par le point attiré ou que l’on ait x — 0; les deux premières des formules (5) donnent, en y faisant c — c’ et négligeant la quatrième puissance de ?,
| Mmz D à ZL=— = (1242), : Mmy at Y=— PS Co)
d’où, pour l'attraction,
RER = een (ane #2),
De l'équation de la courbe méridienne
on déduit 22+ = c°(1 + }?) ser À) (1— hp \ once CINE = AS ne , Un 2 22 À° ae A vi À); + y? ce) par suite, T2 DS PSS al f 32) Cp (: }(: =) :)| : ce 2 DC te Em! g2 c? c?
Si Lest la latitude du point attiré ou l'angle que forme la normale en ce point avec Oy, on a, aux termes du second ordre près,
— Shin
OI
et enfin 3 M 7:
G= —(1— 5 X cos°l).
Cette formule est applicable à l'accélération apparente de la gravité terrestre, en y supposant »2— 1 et en introduisant dans le second 2T\°? . te ne : Ë - ) ccos*/, relatif à l’accélération centrifuge,
membre le terme — (Fr dans lequel T représente la durée de la révolution diurne. On a ainsi
Eu je eosh) — (T ) eco.
En supposant que l’on ait obtenu par l’observation la valeur de ?, de G en un point dont la latitude est /,, cette formule permettra de calcu-
M ler 0 n $— 00000001. ; : : :
On a CE —— , T=S$0400 Met Pit = 85 un 0e
g — 9,8088, ce qui conduit à la relation suivante :
(6) G — 9,830094 — 0,05074 cos? /.
70. Attraction d’un ellipsoïde hétérogène sur un point extérieur. — Considérons un ellipsoide composé de couches semblables homogènes, mais dont la densité varie de l’une à l’autre suivant une loi Pere A que l’on pourra représenter par
r(ï) L'équation (5) du n° 68, ou
4% Ÿ PONS v? | me É RES PE; = SE mi : A ME C c Hu 0) He }\e
permettra d'exprimer & en fonction de w, soit p — Y(u). Au lieu des équations (1) du numéro précité, nous aurons les suivantes :
V(u)u? du
dZ =— Krabcm = cs e
Ar a+) (1422)
V(u)u? du
(7) JAN = irabem?
E 24 (+ Mu)? (1+2u2)?
V(u)u? du
: Gi dX = — {rabcm = " | (+ Yu)? (1+)?u?)
UE c
d’où l’on déduira, par l’intégration entre les limites & — 0, u — me les valeurs de X, Y, Z.
71. Attraction, sur un point extérieur, d’un cylindre indéfini homogène dont la section droite est une ellipse. — Supposons que l'axe des x soit l’axe du cylindre; pour obtenir les composantes de l’attraction du cylindre sur le point 7», il suffit de RRUEGUE dans les for-
mules (1) du n° 68, par sa valeurirco(r + 2?)(r LArE, puis de supposer X’ infini ; on trouve ainsi X — 0, comme on devait le prévoir, puis
udu = Krmez 0) = Ge)
u du ?
Y==hnmpy(1 x) fe :
(1H uv)?
formules dont les intégrations s'effectuent facilement.
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Si le point attiré se trouve sur la surface du cylindre, on a
se
par suite,
7 ae Ne (nent Z—— YKnmos À »
e d EN E Tr ete M Su is - : }?
b ve | (9) Fou OURS AC il vient ( « | Z—=—Hrmps- as (10) 4 ï e 1 Y—=—/4rmoy ) Ve,
formules auxquelles Laplace est arrivé directement dans ses recherches sur la figure des anneaux de Saturne.
IV. — ATTRACTION DES SPHÉROÏDES
12: Équation aux différentielles partielles à laquelle satisfait le potentiel. — Reportons-nous au n° 54, en continuant à désigner par V le potentiel de l'attraction exercée sur un point matériel 2 par les masses élémentaires #2’, m”, ... d’un corps.
Nous avons trouvé que les composantes de cette attraction
__ dV EP PE En LS ME, x _. = RO 1= = = = RS L'REs <) mais, si l’on remarque que HU al} + O V'P+(s 273,
on a ŒV : Ho Gr .m - = HMS ) MS — ) dx? pe 1 Œ@V , (= 00) m — —3msS C — ) OS = dy? 7 r3 LENS EU EEZ à) mm!
— —3mns =: ms dz> di 7% 73 ?
, \ d'où ŒV ŒNV d'V (1) TES —= 0}
Telle est l'équation cherchée qui est applicable à tout point ne faisant pas partie du corps attirant, puisque, les distances 7 ne pouvant être nulles, les différentielles premières et secondes de V restent finies. Mais, sil’on considère la matière comme continue, c’est-à-dire comme remplissant complètement toute portion de volume d’un corps, quelque petite qu'elle soit, la formule (1) ne peut plus s’appliquer au cas où le matériel » fait partie du corps, puisque, pour les molécules contiguës, les r, (&œ— x'}, (y—y'), (3 — 7) sont nuls, et que les parties cor-
mn? Ê :\ I , respondantes des différentielles premières et secondes de = se présen-
tent sous une forme indéterminée. En considérant ce cas, concevons une sphère enveloppant le point attiré »2 et dont le rayon soit assez petit pour que la matière qu’elle renferme puisse être regardée comme homogène. La portion de V, relative à la masse du corps, extérieure à la sphère, satisfera à l'équation (r).
En désignant par «, $, y les coordonnées du centre de la sphère, on a (n° 57) pour les composantes suivant Ox, Oy, Oz de l'attraction qu’elle exerce sur 1,
—+rmp(x —a), —{rmp(y —$), —irmp(z—}Y),
dont la somme des dérivées partielles prises respectivement par rapport à æ, y, z est — {rmno. On conclut de là que, dans l'hypothèse actuelle, V satisfait à l'équation aux différentielles partielles
ŒV —— CAM + CAVE — Arm dx? dy? dite | Ês
Substituons maintenant aux coordonnées rectangulaires un système de coordonnées polaires, et soient a la distance du point » à l’origine O prise dans l’intérieur du corps attirant:
0 l'angle formé avec Oz par le rayon vecteur a; o l’angle du plan m0: avec le plan x Oz; a’, 0, s’ les valeurs analogues à a, 0, & pour un point »' du sphéroïde.
Posons de plus D COS0, MH COS 0
L'élément de la surface de la sphère ayant son centre en O et pour rayon l’unité, déterminé par un cône d’une ouverture infiniment petite dont O est le sommet et qui comprend 77’, a pour expression
dw' — sin’ d6/dw!, de sorte que, en appelant p’ la densité du corps au point 7»#’, on peut prendre
m'=p'a°?dw' da! — — p'a? da! du! ds.
Nous aurons done, pour le potentiel du point attiré,
27 1 112 1 Ve. de f du [ES 0 #1
en faisant abstraction, pour simplifier l'écriture, du facteur », ce qui revient à ne considérer que l’accélération due à l'attraction. Si l’on remarque que
PRIS
cos(mQm')— p — cos cos0'+ sin sind’ cos(5 — w'),
on à
r= mm =Va— 2aa[cos0 cos6/+ sin6sin8’ cos(m —w')]+ a/”?,
et enfin
2H I © ‘E p'a°?da/
(©) AVE de f de f | = —— _ ù e Va— 2 aa'[cosé cos6"+sin6 sin6’cos(s —w/)| + a"?
En ayant égard aux valeurs
(a) 2—ay, z—aÿi—p'eosw, y —aVi—pisins,
l'équation (1) devient (*)
: d a NE ES Ç2) dy. TA. dy. ua da?
ou
3 NV cosô dV | ir APM FO, He Lo) Ole 00 US 00 dm Ju 0!
(1) Si « désigne l’une quelconque des coordonnées x, y, z,
(A) NV ŒNdae AN d}? dN du? dN da?
on a d’abord
aNV dy? : aN dy?
+ A — du? da? du? d}? du? du? du? da de
Des relations
à (B) @=x2-+y?+ z, tangl = AN on déduit, en ayant égard aux relations (x) du texte, A. NE ——— — = -—= ÿi—p?cos T3 —Vi-# cos}, d} M" sind ee = :
dx 22 + y? ai — pà CNNRT EN vip? cost .
ABS 0 IE D à Gras sin2Ÿ + uw? cos?
2 2 ( 5e 2) = = * ; LE de — a dy __ 2x7 L. 2sinŸ cosŸ dx? (x?2+p2} a(1—p) du 2 ; — = —(242— 2 — 72) = = (2cos2Ÿ — sin?
dx? 1 J ) & Far
Au moyen de la formule (A) on formera l'expression ——
— 3u2 cos? ).
| dy du? de. du?”
> qui donnera celle de
EN
dx 2 y changeant Ÿ en = — ‘b. En ajoutant, on obtient d2V ” Che : à dN I dV (C) dx? dy? ( og da? Fæa — pu?) d?
| RÉCE E) NNEUIE et av av RTE ) dV.
a2 dy? A Lo a du.” Nous avons maintenant da 3 dy du 7 ; es 2, & a dE Mr UT). à :
da I à : LD BY GA à 3(TÈ+ v2)z | 3u(1— 12?) dz? SAS DR 20 di LAS aÿ AE |
Au moyen de ces valeurs, l'équation (A) permettra d'obtenir l'expression de Ta
l’ajoutant à (C), on obtiendra l'équation (3) du texte.
31et en
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73. Développement en série de l'attraction d’un sphéroïde sur un point. — Nous supposerons que le sphéroïde est entièrement compris dans la sphère ayant le point O pour centre et On = a pour ayon; s'il n’en est pas ainsi, nous ne considérerons que la portion de sa masse comprise dans cette sphère, de sorte que a’ sera au plus égal à d.
dE LS Si nous désignons par à l'angle 207, nous aurons
I I 2 a! Gi Pont Cr es L D a a
Reportons-nous au Titre V de l’Introduction en y faisant v = À, 0 — à, et, permutant entre elles les lettres a et a’, nous verrons que le dévelop-
I Re ; 0 .
pement du facteur de =» en série ordonnée, suivant les puissances ascen-
a : : Fo dantes de — estencore convergent, lors même que l’on atteint la limite
7 = 1. Nous n'avons donc plus à nous préoccuper de la question de convergence, quelque soit le procédé employé pour arriver au développement dont il s’agit.
Si l’on fait maintenant usage de la formule du binôme, il est maintenant manifeste que, dans le développement de
2 a — , | y 1 42) Leu + Vi né Vin cos(s — 5')| +
Cu
: 710 : b. 3 le coefficient de P, de (£) sera une fonction entière et rationnelle
du cosinus p=pR+Vi-pVi-n?cos(m — x),
% [+] UE 'p a" TI "a+?
Y= 10 2 | ET 11 Fe ! (4 Lylv+2 \ =\ Ho de | P, du! fé'a da.
ne , nm _* EL # 21 r 7 Si l'on représente par Y, le coefficient — dans le développement de V,
et nous aurons
CALCUL . DE L'ATTRACTION DES CORPS. 207 on aura 27 1 :
ds’ [ P, du! [sad
En substituant le développement de V dans l'équation (3) et égalant à ; ; n : 1 :
zéro les coefficients des différentes puissances de => on trouve que Y,, fonction entière et rationnelle de y, V1 — n°? cosw, Vi —u?sins, satis-
fait à l'équation aux différentielles partielles
| | IY, PY
Ut
dy. dy. | 1 — 2 du°
à laquelle satisfera également P,, puisque cette fonction n’est autre chose que ce que devient Y, quand le corps attirant se réduit à un point. Nous donnerons à Y,, dont nous donnerons plus loin l’expression, le nom de fonction sphérique de l’ordre v.
Supposons momentanément que l’on fasse coïncider Oz avec On: nous aurons = p; w’ deviendra l'angle qg formé par le plan »'Om avec un plan fixe passant par Om. La formule (2) peut ainsi se mettre sous
la forme
a 2 a A VE | dq [a da! —— p'ap < Vai— 2aa'p + a?
on déduit de là, pour la composante de l'attraction suivant Om,
De AT Ne dp Pr 1 dq [ «da | ge :
Me à
et cette intégrale devra être prise entre les limites de p qui correspondent à a’ et g; comme les radicaux qui y entrent sont développables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de
L quand même ce rapport atteindrait l'unité, on voit que la composante, suivant Om, de l'attraction peut se développer en série suivant les puissances ascendantes de . et que, pour obtenir l'expression, il suffira de différentier, par rapport à a, la seconde des formules (4). Pour la portion du sphéroïde extérieure à la sphère du rayon a, le a , 7 N , PS. , rapport — étant au plus égal à l’unité, on pourra développer r°' en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de ce rapport, et l'on aura
; LA Cr —.
P, représentant la même fonction que ci-dessus. Désignant par Y," le coefficient de a”, qui sera une fonction sphérique de l’ordre v, on aura
RO [r TIRE (6) #4 "A |
} 0 DT | e/
On s’assurera, de la même manière que plus haut, que la dérivée par rapport à a de la série qui représente V est convergente. Le potentiel dû à l'attraction du sphéroïde total sur le point 72 s’obtiendra en faisant la somme des deux valeurs de V données par les équations (5) et (6).
Les corps célestes affectant des formes peu différentes de celle de la sphère, nous sommes conduit à chercher ce que deviennent, dans ce cas, les formules que nous venons d'établir. :
74. Attraction d’une couche homogène infiniment mince terminée par deux surfaces sensiblement sphériques sur un point de sa surface extérieure. — On peut considérer l'attraction d’une pareille couche comme étant la différence géométrique de celles qui sont dues à deux autres couches limitées intérieurement par une sphère intérieure à la couche considérée, mais qui en est infiniment voisine (sphère à laquelle nous donnerons la qualification d'auxilaire), et
d'autre part et respectivement par la surface extérieure et la surface intérieure de la couche considérée.
Supposons, par exemple, que la fig. Q représente une section faite dans la seconde des couches fictives par un plan passant par la droite qui joint le plan attiré 72 au centre O de la sphère, 2 étant censé très voisin de la surface extérieure de cette couche.
Soient
A le rayon de la sphère ;
ñ, n° les points où la droite O x rencontre la surface extérieure et celle de la sphère ;
a la distance Om;
e l'épaisseur très petite 27’ de la couche en x’;
2 la densité de la couche;
ma, ma, les tangentes menées du point #2 au profil de la surface extérieure, les contacts ayant lieu en a et a;;
Fig. 9.
mb, mb, les tangentes pareilles menées à la circonférence intérieure, rencontrant la courbe ci-dessus en x, b et «,, b,, les points de tangence étant a’ et a;
à l'angle formé avec O7 par un rayon quelconque #4 compris dans le plan de la figure, rencontrant en p et g le profil de la surface extérieure et en p', g celui de la sphère.
D'après ce que nous avons dit au n° 66, le segment (bam, b,a,m) n’exerce aucune attraction sur 2 suivant AO, et, à plus forte raison, en est-il de même de la partie (bax, b,a,x,) de ce segment.
La composante suivant n0 de l'attraction du segment (a'424,4@,) peut
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ètre considérée comme étant la différence de celles que produiraient les segments (ama,), (zm2,), et, d’après le numéro précité, on a, pour cette composante,
arp(mn! — mn)—=2nve.
Considérons maintenant le segment (a’bb, a) et appelons & la longueur gg’ et dw l’élément sphérique mesurant l’ouverture d’un cône élémentaire issu de #2 et tangent à mg; la composante suivant mO de l'attraction de ce segment sera
e fu do cos,
et l’on a, par suite, pour la composante de l'attraction totale,
dv
rl p fu Cosè dw + 27pe.
da Ù
On n’a pas à tenir compte du potentiel dù au segment (a'xz, a), attendu qu’il est du second ordre. | En ce qui concerne le segment (a’bb,a;), Le potentiel a pour expres-
SION
2 o me V1 ; mq? — mq'? mq + ne — Ve / RER ps pe TT — : [ro u do,
en négligeant le carré de u; mais on prendra, au même degré d’approxisus , S
mation, TG RQ == 2AICOBD,
On a donc V = 214 fu cosù du
et enfin
à (7) V + a — — kreAp.
Pour la couche fictive formée par la sphère et la surface intérieure de la couche proposée, on aura une équation pareille et, en la retranchant de la précédente, on obtiendra une relation de la même forme. Done léquation (7) s'applique à une couche homogène infiniment mince et à un point de sa surface extérieure, pourvu qu’elle soit peu différente de la forme sphérique, e étant l'épaisseur de la couche au point attiré, estimée suivant le rayon.
75. La même formule s'applique également à la différence des attractions d’un sphéroïde peu différent d’une sphère et de cette sphère, en considérant l’épaisseur e comme positive ou négative, selon qu’elle sera extérieure ou intérieure à la sphère. Pour s’en convaincre, il suffit de retrancher les résultats de l'application de l’équation (7) à deux couches infiniment minces limitées, l'une par la surface extérieure du sphéroïde et celle de la Sphère auxiliaire considérée plus haut, et l’autre par la sphère et la surface intérieure de la couche.
Si l’on fait passer la sphère de comparaison par le point attiré, on à
mais, pour la sphère entière ayant pour rayon 4, on a
r dV ï 9, V +oa—— —=Énoai| — — — | — — ir Fi da GE N dl UT et la formule 2 dV \ SRE — ue) A?
da L
est par suite applicable à toute la masse du sphéroïde.
76. Attraction d’une couche homogène très mince, peu différente de la forme sphérique sur un point de sa surface intérieure. — La valeur de V, aux termes du second ordre près (n° 7#), est la même
he el l | av LA pour le point »’ que pour le point »; l'expression — == de la compoda sante de l'attraction suivant 20 devra (n° 66) être diminuée de 4ore. Si donc maintenant V est censé se rapporter au point », il faudra,
d dN d dans la formule (7), remplacer — 7 par — >
- 4ore, et l’on a, par suite,
Attraction d’un sphéroïde homogène peu différent d’une
sphère sur un point de sa surface. — La question se réduit évidemment à déterminer l'expression de V qui se rapporte à l'excès du sphéroïde sur la sphère.
Pour les portions extérieure et intérieure de cet excès, déterminées par la sphère de rayon a, on devra faire respectivement l'application des formules (4) et (6) du n° 73.
Soient A(r + z')le rayon vecteur de la surface du sphéroïde correspondant aux angles 4 et sw’; A(1+ =) le rayon pareil déterminé par la direction de a, c’est-à-dire celui pour lequel on à W— 9, & = 5. Nous supposerons que z’et ses dérivées sont des quantités assez petites pour qu'on puisse négliger leurs carrés et leurs produits deux à deux. Nous pourrons ainsi tn dans les pre mières des formules (4) et (6), les puissances de a’ par les mêmes puissances de 4, et nous aurons, en remplaçant ,* par la densité constante bp,
æ af af dy 1e da’,
Vox paf dx! il a IL da’.
Si l’on ajoute entre elles ces deux égalités, l’intégration par rapport à da’ dans le résultat obtenu devra s'étendre-à l’épaisseur totale 42 de la couche, et l’on aura
2T +1 ANR PA Î ds! Î P'z au 0 1
Des secondes des équations (4) et (6) on déduit respectivement, pour les portions V’ et V” du potentiel V qui se rapportent aux parties de la couche extérieure et intérieure à la sphère de rayon à,
/ aN! T (il + = péi 22040), Fe) COR ST " CA F(1) yv À Vr= 2A TT Du a (142)
Si le point attiré se trouve sur la surface du sphéroïde, ou si a—A(1+S),
la première des expressions ci-dessus est égale à — Areas (n° 74) et
CALCUL DE L’ATTRACTION DES CORPS. Se) 5) la seconde est nulle, puisque l'épaisseur de la portion de la couche extérieure à la sphère de rayon «& est nulle en 2. On à ainsi, en faisant a — A, dans ces mêmes expressions,
AY
d’où / Y, h N (b) Anpas "2 (2y Hoi + ar).
Mais la fonction y vV(1) Do y,
satisfait, comme chacun de ses termes, à l'équation aux dérivées partielles (5), d'où 1l suit que =, et en general une fonction quelconque de u el w, pour toutes les valeurs de ces variables comprises entre — 1 et +1 el o et 27, pourvu qu'elle reste finie, est développable en suite, limitée ou non, de fonctions sphériques ; z peut en effet être considérée comme étant une fonction quelconque de w et w, qui reste finie entre les limites ci-dessus, multipliée par un facteur constant aussi petit que l’on voudra.
Le potentiel auquel donne lieu lexcès sphéroïdal relativement au point » de la surface du sphéroïde à pour expression
(e) Vo (ee . “oi
Supposons que z soit développé en fonctions sphériques Z, ou posons
(d) BR Dee
En portant cette expression dans l'équation (b)etidentifiant les fonctions sphériques semblables contenues dans l’un des deux membres, on trouve hp 4?
TE
Si cet ellipsoide diffère peu d’une sphère d’un rayon égal à A, on . Oo
eo TARA / Û / ((:
trouve facilement, pour 4= ——; en négligeant le carré de la diffé-
rence, une expression de la forme
= —esin20cos w + =</sin20 sin°w = EeCos20,
: LA A À où e, ’, <” sont des constantes de l’ordre TT 2 2 1 ; A
Cette expression peut se mettre aussi sous la forme suivante :
el(1 — ?)
CNE — ue #0 = COS2m)
Z (1— cos25) + sp?
Si l’on fait y — 2 dans l'équation (5) du n° 73, on reconnait que cette équation est satisfaite par
dE - (1+ cos2m) — 4, Je rai
= ( = }G— cos2)—#,
Yo ui— À,
mais la constante de cette expression satisfait à la même équation quand on y fait y — o : d’où il suit que, lorsque le sphéroïde est elliptique, on a
CE
et, si l’ellipsoïde est de révolution autour de l'axe OZ ou sie — +’, 3—e+p?(e"— :),
78. Propriétés caractéristiques des fonctions Y,. — Si Y,, Y, sont deux fonctions sphériques d'ordres distincts, on a
27 1 (f) Î de f. MAUR 0 a) — 1
En effet, en multipliant l’équation (5) du n° 73 par Y, d5 dy et intégrant par rapport aux variables y, 5, il vient
: SSSR LEE RUN. ! d\, 22 CEMR Co dy.
VO HI) S Y,Y, du du = — ff EE um?) 7 do du. — [ [ Y, FR EC et l’on a de même
’ z rod __dN ŒY, di dy.
ÿ (v'+ 1) Ye Y, deds ==) Era = us — [SY, CN rs ue? d’où, par différence, | Loto +) — (+ D) SX, Y, du dy A ei) dY . & Ge — — y (1 pi : À u? = | di dy.
(£ LA 7 [| Le pris br) dy. L EN Fe dis APE | ff f(x d Y Tr d2 5) dis cu \ dr? da? | 1—p?
Oron a y d ed; ÿ d AA ARE nn dY,. Le fi F PA br) dy. Ê Fa be) du a Co Cm ie,
expression qui s’annule entre les limites — r et +1 de y, et
[ (x æ ! Ne Ti) He Ve dY, Caÿé dY,
do? ds? do "do
résultat qui s’annule aussi entre les limites o et 27 de 5; car, d’après la forme entière et rationnelle des fonctions Y,, Y en cos et sins, ces fonctions et leurs dérivées, par rapport à 5, reprennent les mêmes valeurs pour les deux limites. Si donc v est différent de y’, en se reportant à l’équation (g), la formule {f) se trouve établie; mais, siv— y, les deux membres de cette équation étant nuls, on ne peut pas conclure que l'intégrale du premier membre de cette formule est nulle, et elle a, en effet, une valeur déterminée dont nous chercherons plus loin l'expression.
De la même formule (f) on déduit comme conséquence
27 1 (12) fl Ydu—0, 0 1
lorsque v est différent de zéro, puisque l'unité satisfait à l'équation (5) du n° 73 et qu’elle n’est d’ailleurs autre chose que P, ; on remarquera
que l’on à 27% 1 f du | Pour.
79. En désignant par Z, ce que devient Z, (n°77) lorsqu'on y change » en p’, o en w’, et remplaçant z’ par son développement = — X7,,
dans la seconde des formules (11), on a simplement, en vertu de la formule (4),
Y HI
(13)) lb, = a il du | LP GE “ES 0 1
ar P,, étant symétrique en g et w’, s ets’, est une fonction sphérique de l’ordre y en y’ et 5’.
80. Pour un point extérieur suffisamment éloigné du sphéroïde, on
doit prendre WW = 26 re ide) 122
et, d’après la première des formules (a) du n° 77, on a
27 #1 Ne DAS [ da | P,s du
0 Ces
ou, en remplaçant = par XZ,, 27 +:
VE pass [| dt pa
ou encore, en vertu de l'équation (13),
Il vient donc, pour l'excès sphéroïdal,
(14) V— 474? ru
a'tl av +i et, pour le sphéroïde entier,
à A’ L 15 V— ip + {non se:
(5) me 4m) 2V HI 81. Des fonctions X,. — Désignons par r la distance au point
d’un point 7’ de Oz dont la distance a’ à l’origine est inférieure à @. Nous avons
2 - Lee Ge , Nous désignerons par X, le coefficient de (£) dans le développe-
ment du second membre de cette formule. Il est évident que la fonction X, n’est autre chose que ce que devient la fonction P, quand y fait 8 —0. La première de ces fonctions satisfait donc à l'équation
déduite de l’équation (5), en y supposant Y,— P,—X, et en y supprimant les termes dépendant de 5.
Resaz. — Mécanique ecleste.
Si X estune fonction semblable à X,, mais d'indice différent, on a
PA | | X,X, ds. ==) CE cette propriété résulte de l'équation (g) en y supprimant] l'intégration et Les dérivées qui se rapportent à s et remplaçant respectivement Y,, YhperX et Are
82. Simplifications que l’on peut apporter dans le développement en série de l’attraction d’un sphéroïde peu différent d’une sphère sur un point extérieur. — Supposons que l’on prenne pour origine des coordonnées le centre de gravité O du sphéroiïde et pour la sphère celle qui lui est équivalente en masse ou en volume. Le volume du sphéroïde sera, en ayant égard à la seconde des équations (rr),
27 = 27 ï TT AS + A$ (l ds! ( s'du=— £a + 4 1 ds' L,du'= {+ra+uraiz;, Je 0e J, SANS d’où Z, = Z, = 0 d’après l'hypothèse admise.
La fonction Z, est, comme la fonction P,, une fonction linéaire de sinbcoss, sinbsinw, cosÿ, sans constante indépendante, c’est-à-dire qu'elle est de la forme
Zi. =2sin0 cos + $ sin coss + y cos0, 2, P, y étant trois constantes. On peut d’ailleurs s'assurer que chacun de ses termes Satisfait à l'équation (5) dans l'hypothèse de v=r, Y,=Z,, après avoir remplacé cos0 par y et sinô par ÿ1 — u?. Nous avons, par suite,
(A) Z, = asin0'cosw' + $sin0'sinw’ + y cos0'— = (az + neo),
en désignant par y, n, € les coordonnées parallèles à Ox, 0y, Oz d'un élément de masse dr" de l'excès sphéroïdal, correspondant aux angles Ohetn-
Pour que le point O soit le centre de gravité du sphéroïde, il faut naturellement qu'il soit aussi celut de lexcès sphéroïdal ou que l’on all
JAN = 0, MN ANTE= 0, MICAMESS
| CALCUL DE L’ATTRACTION DES CORPS. 219 .il vient donc, en multipliant l'équation (k) par
dm'= — p4°:'d5w'dy' et intégrant,
07 ll ; ; I .
— 420 f ds’ f Z,z'dp'= -(afy dm'+ 8 fn dm'+ y; $ftdm')=0o. V0 —1
L'intégrale du premier membre de cette équation (n° 78) se réduisant à la suivante :
à 27 [l / r7!° fl LT D D D f def deep, 0 e = |
étilfaut, pour qu'elle Soit nulle, que l’on ait x —0, £ = 0, y — 0.
Ainsi la double hypothèse que nous avons faite permet de supprimer les deux premiers termes de la suite des fonctions sphériques qui représentent =.
83. Réduction des formules relatives à l’attraction sur un point d’un sphéroïde homogène peu différent d’une sphère. — Nous désignerons par p la densité du sphéroïde.
1° Le point attiré est extérieur au sphéroide.
La sphère du rayon 4 donne lieu au potentiel
Considérons maintenant l'excès sphéroïdal auquel les formules (4) du n° 73 sont applicables en y faisant +’ =: 9 et a°*?= 1"*?; nous aurons
d’abord |
2% il VE A0 f: ds! [ 10 dat f de 0 CR 27 1 2 27 | A ef de [ PAGES e [ da | P,Z, du 0 = 0 = il
ou, en vertu de la seconde des formules (11),
La seconde des formules (4) donne par suite, pour le potentiel qui: se rapporte à l'excès sphéroïdal,
3 » A5 L ai N v+i 1 (16) Vi rp +48 Ÿ (5)
Soient
mM la partie de la perpendiculaire en #2 à Om, comprise dans le plan zOm, dirigée dans le sens de l'accroissement de 6;
mT la partie de la perpendiculaire en ce point, menée au plan cidessus, dirigée dans le sens de l'accroissement de 5;
R, M, T les composantes d’une force quelconque agissant sur 72 suivant Om, mM, »T, cette force étant censée dériver du potentiel V.
On a, en égalant entre elles deux expressions du travail élémen-
taire de la force, dV =Rda-+Ma dt Tasin0 dx;
d’où ZAM AY Re 1 dV (52 Le. M= 7: Nr ds
Dans le cas que nous étudions, nous avons, en vertu de la formule (16),
| ; A ENCE à Y£ RE Te ro D (NE = Et a 4 ï ( ) a 2V + r° re Ar I dZ, (18) M— 4x — "
a a 2y + 1 dû
_ At AAC J GE,
T= 4m NN ) asin %\a, 2V+1 do
° Le point attiré est intérieur au sphéroïde. Le sphéroiïde peut être considéré comme formé de deux parties dont l’une est la sphère qui passe par le point attiré 7». Pour éviter toute confusion, nous placerons «& entre des parenthèses lorsqu'on ne devra
pas différentier, par rapport à cette constante, le potentiel pour obtenir la composante de l'attraction suivant Om. La sphère du rayon « donne le potentiel
| il
(a) CG Supposons d'abord que l’on ait a <<4; la couche sphérique ayant pour épaisseur (4 — a) ne donnera qu'un potentiel constant et que l’on
peut supposer nul. Pour obtenir Le potentiel de lexcès sphérique, nous appliquerons les formules (6) du n° 73, qui donnent
27 1 > ar 7 : p p A?
| JU _— { ds’ / Pda { de! | Pau (8) à 4° 0 PE À Jo ="
.s (1) lv = NE,
On déduit de là, en ayant égard à la seconde des formules (11),
(4) O À Fe 4 TR) 4 \
NUE [ do! PrTaUE —
CON L V 4x Ÿ (2) ’ À ONECSr
(19) V=éne(a) 2 + émpat À (£) ee
Admettons maintenant que l’on ait & >> 4, le potentiel se composera de lexpression (x) augmentée du potentiel dû à l’action de la partie du sphéroiïde extérieure à la sphère de rayon a, potentiel dont nous allons maintenant nous occuper.
Plaçcons-nous momentanément à un nouveau point de vue en prenant pour sphère de comparaison celle de rayon (a) et représentons par (a)(1+u)=(a)(r +ZU,) le développement en fonctions sphériques du rayon vecteur de la surface du sphéroïde qui correspond aux coordonnées angulaires & et (.
La première des formules (B) recevra ici son application en y rempla-
çant À par (a) et Z’ par w'. Nous aurons ainsi
PRES 2% AA L 2 : JA TE i HU, CUS M'A LEE f do’ / jp dy! M hre &} te _ 7 —0
(OR (a) 2v+1 AVE ER
par suite, pour le potentiel dont 1l s’agit, AR ON EU, port Vi) cu 2V HI û
Mais de l'identité
ou A(THEZ)—= (a) (GE EUr,
on déduit, aux termes du second ordre près, comme nous avons con. tinué à Le faire jusqu'ici, A—(a) à Lez A et = 7'0poue = 0;
il vient donc
| É GANT (20) V = — brel(a) —a)}a+ great Ÿ (x) EN
d'où, pour le potentiel total,
? Ge x l Ai GANT RS
OI VE Ta) Tp A? —
(21) 3 TP(a) = +ér D a
en faisant abstraction du terme en [(a) — À ], qui ne joue aucun rôle dans l’estimation des composantes de l'attraction. La formule (19)
s'applique donc sans restriction à l'attraction du sphéroïde sur un point intérieur.
84. Attraction sur un point intérieur d’une couche homogène peu différente de la forme sphérique, quelle que soit son épaisseur. — Soient A(1+2Z,), AM(1+2X7Z") les rayons vecteurs des surfaces extérieure et intérieure de la couche correspondant aux angles 9’ et 5’. Nous remarquerons que l’on a, aux termes du second ordre près,
A(+H 22) =A(+ 2 +52) =AG
ou simplement A(1 in 2; Zi};
en substituant 4 à A(1 + Z,).
Le rayon vecteur de la surface intérieure peut de même être considéré comme se réduisant à A0 {(1+ 2,21).
Comme le point »2 n’est pas influencé par la couche sphérique dont les rayons sont 4, 4°, la force attractive qui le sollicite ne peut résulter que de la différence des potentiels qui se rapportent aux excès sphériques extérieur et intérieur ou de
Pour qu’un point quelconque situé dans l’intérieur de la couche soit également attiré de toute part, il faut que V soit indépendant de @, 5, 0 ou que
Si la surface extérieure de la couche est elliptique, Z se réduit à Z, (n° 77), en faisant abstraction de Z,, conformément à ce qui à été dit plus-haut; 2Z) se réduit aussi à Z°”, et l’on a
ou A(IHZ) 24 AU (I+H ZE) NO
Les surfaces extérieure et intérieure de la couche sont ainsi des ellipsoides homothétiques, ce qui est conforme au résultat obtenu Ann 0
85. Attraction sur un point d’un sphéroïde formé de couches homogènes peu différentes de la forme sphérique, mais dans lequel la densité varie d’une couche à une autre, — Nous con-
tinuerons à désigner par a = Om, 0, © les coordonnées polaires du point attiré 2 relatives à l’origine O.
Soient r — A(r + 2)le rayon vecteur déterminé par la direction de Om, de la surface intérieure (5) de la couche dont la densité est p; z— 27, la suite de fonctions sphériques qui représente z, la fonction Z, pouvant dépendre de 4.
1° Le point attiré est extérieur au sphéroïide.
Pour un sphéroide homogène limité par la surface (5), le potentiel serait (n° 83)
En faisant varier le rayon vecteur r d’une quantité infiniment petite, on déterminera une couche homogène limitée par. la nouvelle surface (6,), et le potentiel auquel elle donnera lieu sera la différentielle par rapport à 4 de l'expression précédente, ou
Lx A? 0) pda +4 ) ——— d(A SZ).
(2V + 1) art
Revenons maintenant à la réalité, et supposons que la couche élémentaire ci-dessus appartienne au sphéroïide hétérogène; o sera une fonction de À, et, si l’on désigne par 4, la valeur de 4 qui se rapporte à la surface du sphéroïde, nous aurons pour le potentiel cherché
2 un 1 (23) NES pa? da + hr ) RS 1 D C(CAVEE, 77) 0 e40)
(EME En:
2° Le point attiré est situé dans ! intérieur du sphéroide.
Pour la portion du sphéroïde limitée par celle (5,) des surfaces (6), qui passe par le point 2, on appliquera la formule (23), dans laquelle on remplacera 4, par (a), conformément à la notation admise au n° 83.
Considérons maintenant l’autre portion du sphéroïde. Si le sphéroide limité par la surface (6,) était homogène, on devrait lui appliquer la formule (19) : en donnant un accroissement infiniment petit à 4, on déterminera une couche élémentaire homogène pour laquelle le poten
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tiel sera la différentielle par rapport à À de cette même expression ou
a’ Z, fe d ne D 2V +1 p re
En revenant à la réalité et supposant que la couche élémentaire appartienne au sphéroide hétérogène, on aura, pour le potentiel cherché,
v L Z, — / T * [ re] : 9 (24) M DS 2v eat), pd (2)
A étant le rayon de la sphère de comparaison sur laquelle se trouve le point attiré.
En se reportant à la formule (23), le potentiel total sera
(25) Te
En 0) A R a” > Z, f 0 ren | + ÿ en) sd( 53)
La composante de l'attraction suivant On sera donnée par
AY ua [ A ÿ SET 18 De.
ee ASE Ÿ D d\(LAES7; da CN ue “Là (av +H1)a” Sen Hi ”
ou, en remplaçant & par A(1+2XZ,) dans le premier terme et par 4 dans les deux autres,
= T de ï be Y—HI En Ses ne 152) [ed CM dl 0 71)
SR fu(e)
84. Détermination de la forme générale des fonctions P, et X.. — Dans tout ce qui précède, nous nous sommes servi de ces fonctions sans nous préoccuper de leur détermination. Nous allons chercher à arriver à la forme sous laquelle elles se présentent, en employant la méthode de Jacobi, qui est la plus simple et la plus élégante de celles qui ont été proposées jusqu'ici.
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Nous prendrons pour point de départ l'identité
da : L),
y) ARR CT , A+éBcos:+iCsinz
(1) Si, #2 et x étant indépendants de +, nous remplaçons sinz et cosz par leurs expressions en exponentielles imaginaires, nous aurons
j L dz 12 da æ— — 9; = FANS: = \ 1 + nn C03% + in Sinz D DER NURE)ER e EURE d)
ca dr
ei ( ju mn) 2er Ein — 1)
ei de
FA VTT : 1e ?
(éme + 1) | ext - RAR es LES DE 1 im + 1 : im Ru / ai |
e CUS ER = à 2 D Ver 72 În + 1 = = Fo nr e + | —— — jet] da.
an +
Vive HE VIE ME
Mais nous avons, en développant en série,
an” 1 nr 2 _ 2 112 ar Vi+m+n jeu ( Vi ao LE nl ) us
rà / 2 2 1 — y 1 + 2? + 2 er UNE +:
DIIDEEUTE x Un It an +
g ne En = IL Vi+nmè+ un?) .
NL = # CA 4 ün + 1e
Dans le produit de ces deux séries, au point de vue de l'intégrale J, nous ne devons conpuisque les termes dépendant des puissances de donneraient, par l'intégration,
un + un + à
E TE TE 1+Vi+m+n Dar CE
sidérer que les termes indépendants de 2, ei, transformés en sinus el cosinus d’angles multiples de +, des résultats nuls. Dans ces conditions, le produit dont il s’agit se réduit à
PTT ET R RT R Qi 9 mure I—Vr + mn + 72 Lea
1 + | —— I+Vi+ni+ a, 1+Vi+nè+ re / ES a — 1—Vi+nè+n 1 VE TETE ={}i ——— - = EE , 1+Vi+ ne + 2 Vi + 2 + 12 On à donc J 27 cé dz acné Ji 1+incosx+éasinc B Û =, on retombe sur la formule du Lex'e.
Si maintenant On pose 71 = NUE
dans laquelle x représente En et À, B, C des quantités indépendantes de la variable +.
Nous rappellerons que P, est le coefficient de #” dans le développement J
(B) E = : nn => DA fe Vi-—24[cos0 cos0’ + sin6 sin0'cos(® — ©’ )| + #2
de l’inverse de la distance des deux points dont les coordonnées polaires sont #, 0, 5 et 1, 0’, &’. La quantité sous le radical est donc la somme des carrés des différences
À = cos0/ — X cos0, B =sin0' cos’ — kÆsin0 cos®,
C —=sin0/sins! — ksinô sin
des coordonnées rectilignes de ces points; Les premiers membres des formules (+) et (6) devenant identiques, on a, en égalant entre eux les seconds membres,
UD
1 da 27 Ju COS0 + SIN 0 Cus(u) 152) — A[COS0 + cs.n0 cOS(S —2)]
Si l’on développe, suivant les puissances de #, le second membre de cette égalité, et si l’on identifie de part et d’autre les coefficients de #”, on frouve
En) pl [cos0 +rsin0 cos(m —)["[cos0'+ isin0"cos(s'—2)]" (+0 qu, 27H û he F
Soient
| [cos0 +- rsin0 cos(s — 2)]"
—=X,+2X{rcos(m— 1) —2X!?cos2(m — 2) + 2X 08); cos3(m — 2) —...,
[cos + ssin0'cos(æ'— 2)]-(#1) =X;+2X,0) :cos(m — 2) — 2 X 0) cos2(m'— 4) +2 X' {cos 3(m/— x) —…
les développements suivant les cosinus des arcs multiples de (5 — *), (s'— ) des deux facteurs qui entrent dans l'intégrale précédente : on remarquera que le premier de ces développements est limité au terme
en cosv(m — x); le second, au contraire, est indéfini. En effectuant la multiplication des deux développements, puis l'intégration entre les limites &« — 0, «x = 27, on trouve
() P,=X,X,—2X{ X M cos(m —w').+2X{? XP) cos2(mù —w') —....
Les fonctions X/”, X,” de 6 et 9’ sont identiques à un facteur numérique près; Car, SI on Ra l'expression (6) suivant les puissances ascendantes de cos(s — &'), les angles 0 et 0’ entreront symétriquement dans les coefficients de ces puissances, par suite dans ceux du cosinus des multiples de (5 — 5).
Pour 4 — 0, la formule (y) donne, en ayant égard au premier des développements (à),
[ [cos0 + rsin0 cos(æ — 2)] da = X,,
et l'on voit, par suite, que X, est le coefficient de Æ’ dans le développement de
(1— 2kcos0 + A?) ?;
en d’autres termes, X, n’est autre chose que le type des fonctions que nous avons considérées au n° 81.
En supposant 0 — o, on trouve de même P,= X,, et X, est ainsi le coefficient de # dans le développement de
Lu
(1— 24 cos0/ + X2) ?
donc les deux fonctions X,, X,, l’une en 9, l’autre en 0’, sont identiques.
Si nous posons COS SIN
nous avons
24(C0$0 + z sin0 cosa) = s[2pu + rsin0(eri + e-“)]
d’où
(£) [Cu +s)}— 1] (25) (cos0 + rsin6 cosx)
Le \
CALCUL DE L'ATTRACTION DES CORPS. 220 et, en vertu du premier des développements (3), en y remplacant 5 — x par c, 25) (X, + 2 X{1)z cosa — 2 X!2) cos2a —...)
2 ZX, Je x) Lei — RUPENE PAUDENTE + JE DU En — AUDE AMC Fe )
=) = is + LA] = fe=s < Î OMR
À 3 oc) NN NU NE Ki) ai C HU CEE SIT sins0 N — XMsinô3-1+ X(2)sin?03-2= X!3) sin80 3-31... | :
D'après une remarque faite plus haut, ce développement n'a qu'un nombre limité de termes et le coefficient de (23) s'arrête aux termes en #’et 7; d’où il suit que ce même développement est une fonction entière de z.
Les fonctions X}” ne renferment que y, et le coefficient de 3° a
pour valeur (mn) _— ANS
SL Ca ( =)
Mais, en développant [(u + z)*— 1}, suivant les puissances de z, on trouve que ce coefficient a aussi pour valeur
I dm (2 — 1)
v+m) dyvrm
IL vient donc
X Un) — a 2)? DE)" D ter ; : 5) 2429 (VE mn) dut
par suite X, — : Gen)
(A) | 7 2.1.2.8...v dy XV — 120 à DGUX, La D TUE ON p?) dun”
IT nous reste maintenant à déterminer la forme des fonctions X!°”:
Si nous posons cost SN asnmtier7
nous aurons, au lieu de la formule (£),
(a LOS = AE (2 RON COS GES int cosæ)=6-"1)
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ou, en nous reportant au second des développements ($) après y avoir remplacé (m'— «) par «.
(here
= m2 PS lie (be) | XLR EEE is ( ) ( tp sin 0’ sin? 0’ sin 6’
0) Simroier KES =, ).
expression dans laquelle le coefficient de z'°"97* est
sin”:0' Mais, si une fonction de (= + y’) est développable en série ordonnée suivant les puissances entières sure et négatives de =’, etsiu_\,, est le coefficient de 3-1), celui de 3°7°+1#* sera
(17 Per CD ee 2 Doc e dur ®
(1) En effet, soit fe + = S UP
le développement d’une fonction f(z'+ s'), ordonné suivant les puissances entières positives et négatives de ’. On a, par la différentiation,
fe + pl) (dz'+ du!) = 3pupz'P A1 dz' + Lz'P-1du',
d'où
: SN dtn-1 CEE >puhz Pol > pe PE
LS dit pi 4 D du’ J: Î On déduit de là successivement rs I Lupa I HUE I dt pm TUTO Gi AUDE NUeoN M UpeiblalUo Men) M P{/ l 1107 )(E l PNY i2 !
et, en faisant p = — (y +1) + m2, I dus U_(541)+m — (— 1)? =
v—7n) du ph
— 1) - - 1.229. 07 dure
Le coefficient de = 051 étant 2 +9X", celui de z*1)## à pour va-
leur .. ee LENS dmx!
.V dun ?
et, en égalant cette valeur à celle (1) que nous avons obtenue plus haut, il vient
nt
= dm X°
TEE Ca dur ?
(B) Xi (— 1)"
comme X,, X, sont deux fonctions identiques, l’une en y, Pautre en y’, nous avons, en vertu de la première des formules (A),
1 CHAQUE Ans
DD ON dy”
En ayant égard à la seconde des formules (A) et à la formule (B), le développement (:) devient
HT = y
A TÉE ES FA 1.2.3... (V— m) ” Le ER 2duX, duX! CRC » To (v + -m) LG je Le dan dom Eu)
TL
et se trouve ainsi complètement déterminé.
85. Forme générale des fonctions sphériques. — Il résulte des premières des formules (4) et (6) des n°73 et 74 que la forme générale des fonctions Y, s’obtiendra en multipliant P, par une fonction Re de y’, s’, affectée du coefficient dy'd5' et en intégrant le résultat entre les limites = (— 1 et 1), m'—(o et 27). On arrive ainsi à une expression de la forme
NT
S\ qe dx, (D) MAX ÿ (1— up)? (A! cosmw + Bl"sinms),
du
dans laquelle les AV” et B}” sont des constantes arbitraires. De la première ie formules (A) on déduit
x ax,
Nan till;
ER dy 2
. dX, n GAIN
No — == 20 re 2, « D du V7 Ghe
et l’on a, par suite, + Yi= Af'u+ (ip) (AT cos5 + Bl'sin2w), Ye AD (ut— +5) +p(i— pp?) (AU cos5 + Bfsins) + (1— pu?) (AD cos25 + Bfsin2w)
ou, en employant des notations plus simples,
1 tb y 2
| Y,=a(i— pu)" coss5 +8B(i—p)"sins + y, (E) |
1 1 Y—=ap(—p)'coss + fui —u?)*sinm + y(u?—1
+a,(i—p)cos2m + B,(1—u?)sin2v.
Il est facile de reconnaître que les valeurs particulières de Y, obtenues à la fin du n°77 sont comprises dans la seconde des formules précédentes.
Détermination de l'intégrale
SE +1 ff de [ M7, an, 0 —41
dans laquelle Ÿ, et Z, sont des fonctions sphériques du même ordre. — Supposons que la première de ces fonctions soit donnée par la formule (D) et soit
! — AUDE \ TE 3 dwX, (D) 67, — À: x + Ge) D
rl
[A cosm'5 + B'isinm's].
Nous remarquerons d’abord que 27 27 (0) fl cosmwcos m5 d5 = 0, 1 sinnssinmn'© ds — 0, 0 Û
lorsque 72’ est différent de #2, puis que
2% (0°) f cos sin» 5 dm — 0, “0
quels que soient les nombres entiers » et »'; et enfin que
27% 2x (07) 1 cos m5 do — f sin? mw dm = 7".
IL vient donc, en effectuant l'intégration par rapport à 5,
' 27 +1 J Fe il Y,7, du 0 — 1 +1
(À) M = y à À dx 2 , == (0) A'(0) VW 2 2 es (n) A!/(72) (mn) PR’ = TE A! J\° 0 Xe +Ÿ (1 7 Fa ri (A{" A!" ne B!" B!vn1) dy. \ mn NU—= 1 Soit M = y m 1 x!
? T7 dr Ka d L= EN HET RS cosmw + B"sinmw) au.
CA
ce que devient la fonction Z, quand on y change w en »’, et 5 en 5”. L'expression (C) du numéro précédent peut.se mettre sous la forme
RS NS 0 Dr Minc
Pi Pa 2 - - —“ | LE) RE - NUE 2
: his 12:34 (VeE M) ù dut ; du!" m'=A1
x (cos mw Cosmw +sinmwsinmw).
La formule (x) donne, par suite, en y remplaçant Y, par P,, et 5 paru’eto', X, par X,,
27% +1 Î ds! P,Z, du!
2.9. VE 2 mx, m dnX! 2 (4!) ST ANPIXXSE À DS LE : ê mn) (1 = m2) d (1 Le pr n)
V=7n) CU ajoute
ET m—=1
x (A!")cosmm + B;"#sinms) | du’.
Or, d’après la seconde des formules (13) du n° 79, cette intégrale est
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égale à
M = Y m UnZ, Ms s Ÿ ss amX, , - 2 y _ = 2 + I AJ X, + (t É uè) : dy (AE COSMmT + Be sinnv) ? 4 = ES
et, en identifiant les coefficients des termes semblables, on trouve
+1 A ul X!2 dy! = = [Aie 2 2V HI 2,
srl m 71 +1 m | IGIENS M. Moose) RG TENS 1 a rL Die dur du— ei (Qi E ee nez dy.
AVS TUT.229. CCE) NS
La formule (x) nous donne donc, en définitive,
sf LMD L 0 — 1
(EF) Mm—=Y 2T .2.9..,(Vamer 2 A0 A'(0)- ÿ 20 (v + m) PAU AMIE B{ B'un)
pour la valeur de l'intégrale dont 1l s’agit.
87. Relation entre les moments d'inertie principaux qui se rapportent au centre de gravité d’un sphéroïde formé de couches homogènes peu différentes de la forme sphérique, mais dans lequel la densité peut varier d’une couche à une autre. — Soient
A le rayon de la sphère dont une couche difière très peu;
e la densité de cette couche, qui ne dépend que de 4;
a—A(1+ 2) le rayon vecteur d’un point » de la surface intérieure de la couche ;
0, & les coordonnées angulaires correspondantes ;
(a) X— ar — ie COS 0 a: 2e pè sinw, t— ap.
les coordonnées linéaires de »m parallèles à Ox, O0 y, Oz; (8) OT
la suite des fonctions sphériques que représente z, les coefficients qui entrent dans ces fonctions pouvant dépendre de 4.
On à, pour exprimer que le plan y0z passe par le centre de gravité,
les intégrales par rapport à & et étant respectivement prises entre les limites 5 —=0, © — 27 et Dr LL 1.
En remplaçant, dans cette formule, a par A(r +=) et négligeant le carré de z, il vient JS SeVi— L coss do du(dai + 3da%z) — 0
ou simplement Le diff S'EVi— vu? cos5 ds dy) — 0.
Mais nous avons (n° 85) (+) L= Vip coss + Br — psins + y,
etV1i—yw?coss est, par suite, une fonction sphérique du premier ordre. L’équation précédente se réduit donc à la suivante :
Led JS Zi co25 de du) — 0;
d’où, en remplaçant Z, par sa valeur, A:
p d(a*x)— 0, A0 en représentant par 4, la valeur de À qui se rapporte à la surface du sphéroïde. On trouverait de même, en prenant successivement les moments par rapport aux plans 30x, yOz,
A ed) — 0.
Cr)
La densité p étant censée exprimée au moyen de la variable 4, on voit que les constantes qui entrent dans chacune des fonctions de la même variable, que représentent respectivement «,, 6,,y,; devront avoir entre elles une relation déterminée.
Mais si, comme nous le supposerons dorénavant, la constitution du sphéroïde est telle que toute portion de sa masse limitée par une
couche quelconque ait son centre de gravité au même point que la masse totale, les trois conditions qui précèdent devant être satisfaites, quelles que soient les valeurs de À,, depuis o jusqu’à la surface du sphéroïde, il faut que l’on ait «, = 0, f, — 0, y, = 0 ou Z,— 0, ce qui est une généralisation du second des théorèmes démontrés au n° 82.
Nous admettrons que la constitution du sphéroïde est telle que les trois axes principaux d'inertie d’une portion de la masse, limitée par une couche quelconque, coincident avec ceux de cette masse.
Parmi les trois conditions qui doivent être remplies pour que les axes coordonnés soient les axes principaux d'inertie, considérons d’abord la suivante :
o= SJ f [ea yt de du da =1 [ [ feu p? cos daï ou, en remplaçant a par (1 + :)et continuant à négliger le carré de z, o = fed[ af fui cos du do + 545 f fu V1 — pe? :c0s5 do dy] = 5 fe d[ A5 f fui pe 30085 ds dy].
De ce que l’on a (n° 85)
(à) (Z=anpi pcoss + BuVi— psins + y(u®— 1) + a, (1— p?) cos2w + B,(1 —p)sin2s,
il résulte que wÿ1 — u?coss est une fonction sphérique du second ordre, et que l’équation précédente se réduit à la suivante :
Seda ff ei 127, cos de du] = 0; en y remplaçant Z, par sa valeur, on trouve, après avoir effectué les intégrations par rapport à & et à p, J'e d(aÿa) = 0, d'où, d’après ce qui a été convenu plus haut,
La condition 0 — ff fpa*nt do dy da
conduira évidemment, de la même manière, à Bo 10)
puisque x ne diffère de n que par le changement de 5 en 90° — .
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= SSSR — à) sin28 de dy de = 2 fed[af [Gi — )sin20 do du + 545 f f(1 — L°)s5sin25 do du]
ou Sedfaf fi —):sin25 do du] — 0.
Or, d’après la formule (y), le facteur (1 — x?) sin25 est une fonction sphérique du premier ordre; on a done, par suite,
Jed[af fi — v2)2, sin2vds dy] — 0
et, en remplaçant Z, par sa valeur et effectuant les intégrations par
rapport à w et,
Jed(#8;)—o, d’où By — 0.
La valeur (ÿ) se réduit ainsi à la suivante : (3') L= ptu—i)+ a, (ip?) cos25.
Soient maintenant A, B, C les moments d'inertie du sphéroïide ou
d’une partie du sphéroïde limitée par une couche, par rapport à Ox, Oy, Oz. Nous avons
AB + CS. (n + 0) ES:n(e EL) ES.m(n + x) —928.m(x+n +60) —028.ma —2/f ffpa* di du da =? /$f/feds du d\+2f [ fods dud(4s,
CS fe a*(1— 1?) ds dy da =+fffe(G—12)d5 de da + ff [fe ds du d(aÿs), 2C—(A+B) = — $$$ [Pete — 1) do du da — 3 ff [e(u?— 1)d5 ds d(aÿ3) et, comme(u.? — =) est une fonction sphérique du second ordre, 20— (A+ B)=—3ffp(u?—1)da5Zs.
Si, dans cette expression, on remplace Z, par sa valeur (à) et que l’on
2338 CHAPITRE I. — CALCUL DE L'ATTRACTION DES CORPS. effectue les intégrations par rapport à 5 et y, on trouve
2C— (A+ B)=— LE fpd(a5ys).
En ne conservant que le premier terme de l'expression (e), 1l vient
C— —..fp da.
Nous avons donc, aux termes du second ordre près, la relation cherchée
2C0—(A+B) fd(aiy:)
(G) 2 C 1e Je d'A
qui nous sera très utile plus tard dans les questions relatives au mouvement des corps célestes autour de leurs centres de gravité respectifs.
GÉNÉRALITÉS
88. Comme nous l’avons fait observer, nous sommes conduit à admettre que, à une époque fort éloignée de nous, les corps célestes se trouvaient à l’état liquide.
En faisant abstraction des actions exercées par les corps célestes sur l’un d’entre eux, que nous considérerons en particulier, les particules de ce corps, soumises uniquement à leurs actions mutuelles, ont dû prendre, les unes par rapport aux autres, des mouvements divers que les résistances passives ont successivement modifiés. Dans ces diverses phases, l’axe du moment des quantités de mouvement relatif au centre de gravité est resté constant en grandeur et en direction. Avec le temps et par l'effet des résistances passives, les oscillations des particules liquides ont fini par s’anéantir, et la masse fluide à pris une figure d'équilibre de rotation autour de l'axe du moment des quantités de mouvement.
Il résulte de là que les seules données que nous ayons sur les conditions primitives d’un astre considéré en lui-même consistent dans l'invariabilité de sa masse, de la position de son axe de rotation dans l’espace et du moment des quantités de mouvement par rapport à cet axe.
Soient u le moment des quantités de mouvement;
n la vitesse angulaire de la masse autour de l’axe ci-dessus défini; I le moment d'inertie de cette masse par rapport au même axe.
Nous aurons la relation (1) bo 5e
Nous commencerons par examiner l'hypothèse la plus simple que l’on a été conduit à faire sur la constitution des corps célestes, c’està-dire celle où l’on suppose que la masse est homogène dans toutes ses parties.
$S IT. —- DE LA FIGURE D'ÉQUILIBRE D'UNE MASSE FLUIDE HOMOGÈNE ANIMÉE D'UN MOUVEMENT DE ROTATION.
Soient
Oz l’axe de rotation de la masse fluide parvenue à son état d'équilibre relatif;
Ox, Oy deux axes rectangulaires, perpendiculaires au précédent, entraînés dans le mouvement de rotation;
X, Y, Z les composantes parallèles à Ox, Oy, Oz de l'accélération de la résultante des forces qui sollicitent un point (x, y,z) de la masse et qui dérive d’un potentiel.
Nous avons, pour l’équation différentielle des couches de niveau, X dx + X dy + Zdz — 0.
Les composantes X, Y, Z de l’accélération proviennent de la force centrifuge et des attractions, suivant la loi de la gravitation, de tous les éléments matériels du liquide; elles dépendront, par suite, en général, de la forme de la surface du liquide, de ses surfaces de niveau, et réciproquement cette forme dépendra des mêmes composantes. Cette dépendance mutuelle rend la solution du problème très difficile, même en supposant le fluide homogène, et l’on n’y est parvenu que lorsqu'on admet que l'accélération centrifuge est assez petite pour que la surface de la masse diffère peu de la forme sphérique qu’elle prendrait si la vitesse angulaire était nulle; on reconnait alors que, dans ce cas, le fluide ne peut affecter qu'une seule figure d'équilibre, qui est celle d’un ellipsoïde autour de l’axe de rotation. Nous reporterons cette solution au paragraphe suivant, et nous nous bornerons ici à vérifier que, pour cer-
PA
taines valeurs de la vitesse angulaire, la masse fluide peut affecter la forme d’un ellipsoïide.
90. De la forme ellipsoïdale que peut affecter la figure d’équilibre relatif d’une masse fluide homogène, animée d’un mouvement de rotation uniforme autour d’un axe fixe et dont les éléments matériels ne sont soumis qu’à leurs attractions mutuelles suivant la loi de la gravitation. — Reportons-nous au n° 68, et principale-
ment aux formules (1) de ce numéro, en y faisant = — 1, puisque nous
n'avons ici.à nous occuper que de l'attraction d’un ellipsoïde sur un point de sa surface; nous avons d’abord, pour l'équation de l’ellipsoide,
: y LC
SONT À — C
ne À? ï =
Fe 3M Ô uw du qe … Î 1 5 1°?
EN) N'errie
3M 1 ue? du (a) PRET L g (te
EAu)(r +)2u?)
Si nous posons
3M ff! | u? du PéRsee les composantes, suivant Oz, Oy, Ox, de l'accélération due à lattiac. tion de l’ellipsoide sur un point de sa surface seront
Z=—Rz, Y—=—Q7, X—=—P>z, et celles de l'accélération centrifuge
LRO NR=RÉMAEX EN E.
L’équation différentielle de la surface libre du liquide est done Rzds+(Q —7)y dy +(P — nr?) x dx —o,
d’où, pour l'équation de cette surface,
(b) &+ — = RE = CONS À
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242 CHAPITRE IV Pour que cette équation coïncide avec celle de l’ellipsoide, il faut que
R ‘res TD EEE UT
d'où, par l'élimination de n,° G+X)G+A)(Q —P)=R(Q?— 2)
et, en remplaçant P, Q, R par leurs valeurs, Q2— 22) | (+42) (1 +272) 1 Re - (1+Xu?) 21 eut)?
ue? du rs ne : Mau 1+)2u?)? |
Cette équation se décompose en deux autres : la première,
(3) hrs
donne l’ellipsoide de révolution aplati; la seconde, mise sous la forme
ue du
‘k LH) HA )u— (1 + Vu) (1 +22 u?)] : 3 —0;
(i+ au)? (1 + 22)
ou, en réduisant,
ntu(i— u?)(1 2272 4? 1e (4) Jl 3 BE — O, N (1H u?)? (1 + 2 u?)?
ne peut être satisfaite que par des valeurs positives de 2?, X?; car, si d’abord ces deux quantités étaient de signes contraires, tous les élé- O ments de l'intégrale seraient positifs ; si elles étaient négatives ou si l’on 5 5 : = D2 CG avait (n° 68)b<c, ac, leurs valeurs absolues, ou (=) (=) seraient inférieures à l’unité, et fous les éléments de l'intégrale seraient encore positifs comme 1 — 2?X?u°?. Donc :
St l’ellipsoide à trois axes inégaux est une figure d'équilibre, l’axe de 5 8 q rotation est le plus petit des axes principaux. Pour toutes valeurs de x? inférieures à l'inverse de celle de x? choisie arbitrairement, tous les éléments de l'intégrale seraient positifs et finis, O
et l'intégrale ne serait pas nulle. Ainsi l'équation (4) ne peut être satisfaite qu'autant que l’une des deux quantités x*, N°? est supérieure à l'unité ou que l’un des rapports _ . est supérieur à 2. Donc l’elipsoide à trois axes inégaux doit différer sensiblement de la sphere, et l’on ne peut admettre, par suite, que sa figure soit celle des astres du système solaire. Néanmoins cette forme n’a rien d’impossible pour certains astres, et l’on pourrait expliquer de cette manière les variations périodiques qu’éprouve l’éclatde quelques étoiles de la constellation deSirius.
Si, à restant constant, X augmente indéfiniment, l’intégrale (4) deviendra négative, de sorte qu’à chaque valeur de 2? répondra au moins une valeur réelle et positive de x? et, par suite, une surface ellipsoidale à trois axes inégaux. Nous compléterons ultérieurement cette discussion,
En désignant par » la densité du fluide, la masse M de l’ellipsoïde et son moment d'inertie I par rapport à Oz ont respectivement pour expressions
MALE M M di 2 ++?
ne T1 (it +}i(r +2?)
Pour l’ellipsoide de révolution, on remplacera, dans cette équation, R,
Q par leurs valeurs — 2 — D déduites des équations (5) du n° 68
eu
. c ; ; GX dans l'hypothèse de = = r, et l’on obtiendra, eu égard à la valeur ci-
dessus de M, lorsqu'on y fait —1,
2 n° I 0] 2 : > 9 (9) DRE [(3 + À?) arc tangÀ — 31]
et, en vertu de l'équation (1) du paragraphe précédent et en ayant égard
à la seconde des valeurs (c),
5 L2 T9 3 A 2 0 A2) arc ts TO À (6) 25 y (5) sr + À?) arc tan; 3
Revenons maintenant à l’ellipsoide à trois axes inégaux et remplacons dans l'équation (4) les quantités Q et R par leurs valeurs (a), nous obtiendrons
if (=) [OP MA) (+ w?)]du
3M 3 3 3 Jo, GHM)G +) (r+XEu)?
LL
ou, en ajoutant cette équation à l'équation (4) multipliée par
RERO M ls u?(1— uw?) du = 3 3 3 | / G+Luw)?(1+ 2242)?
EL + 1 u?2(1— uw?) du | {np (td A7) ES ( )
| Js il u') (ru)
nes À
De là on déduit, en remplaçant »° par sa valeur déduite de l’équation (1) du STeten ayant égard à la seconde des formules (c),
29 \Arp
(bone 3 M° ie ae f here (HA) HA), G+Xuw)?(1+ 22m?)
Les équations (4) et (6’) permettront de déterminer 2°? et x? lorsque le moment de rotation » sera donné, et réciproquement, si l’on donne à 2°, à? des valeurs positives satisfaisant à l'équation (4), l’équation (6) fournira toujours pour y une valeur réelle.
Remarque. — Les composantes =Rz, =(Q0=7)y, = (P=7)x de l'accélération d’un point de la surface de l’ellipsoide étant proportionnelles aux dérivées partielles par rapport à z, y, x du premier membre de l'équation (b)de cette surface, leur résultante ou {a pesanteur à la surface est proportionnelle à la racine carrée de la somme des carrés de ces dérivées ou à l'inverse de la distance de l’ellipsoide au plan tangent mené au point considéré.
91. Examen des conditions qu’exige l’ellipsoïde de révolution comme figure d'équilibre. — Pour établir cette discussion, admettons en premier lieu que l’on se donne la vitesse angulaire x et non le moment de rotation ».
Ot
En posant
l'équation (5) devient
(a) v= [8 -+%)arctang) — 3] ou
3À +2p)5 | (b) os arctangh=— o.
Les valeurs de à tirées de cette équation sont égales deux à deux et de signes contraires; nous n'avons donc qu'à déterminer le nombre et la valeur des racines réelles et positives de cette équation. Considérons, à cet effet,
C f = — = arc tansx ( ) J Je) e)
comme l’ordonnée d’une courbe dont à serait l’abscisse. Nous avons
Cette expression est nulle pour x = o et positive pour de très petites valeurs de à; la courbe est par suite tangente, à l’origine, à l’axe des abscisses et commence à s'élever au-dessus de cet axe du côté des abscisses positives. Pour que l'équation (b) ait ses racines réelles, il faut que la courbe, après s'être élevée jusqu'à un certain point, s’abaisse ensuite vers l’axe des abscisses, puis qu’elle le rencontre; en d’autres termes, il faut qu'elle ait un point maximum ou que l'équation suivante en }?,
(e) p XF + 2 (010 1e OO
ait ses racines réelles et positives.
Ces racines étant
(J) ME Ve) Ge)
on voit qu’il faut, pour que les deux conditions dont il s’agit soient
remplies, que l’on ait
Mais il faut aussi que la courbe ait un point minimum situé au-dessous de cet axe ou que la plus grande des racines (f) rende y négatif, puisque l’ordonnée finit par devenir positive et indéfiniment croissante. En éliminant e entre les équations (c) et (e) et exprimant ensuite que l'ordonnée est négative, on arrive à l'inégalité
(5) are tang x ==
o: il en est de même de sa
dont le premier membre est nul pour x —
dérivée Sa (AE 3) CHENE ET
Cette dérivée devient ensuite négative, redevient nulle pour x = V3, valeur à partir de laquelle elle reste constamment positive. Le premier membre de l'inégalité (g) commence donc par être négatif, devient nul pour une valeur de x supérieure à ÿ3, puis reste constamment positif. On voit donc que l’on satisfera à cette inégalité pour toute valeur de à plus grande que la racine positive de l'équation
GARE CI LOT CRT
arc tang À à
racine dont la valeur approchée est d==2,0200;
d’où, en se reportant à la formule (a),
Si done l'équation (e) a une racine plus grande que 2,5293, l’équation (b) aura deux racines positives, l’une inférieure, l’autre supérieure à ce chiffre, pour lequel les deux racines sont égales ; d’où il suit que le problème aura deux solutions lorsque
CHR OR SE
tendra vers zéro; d’où il suit que la plus grande vitesse angulaire compatible avec la figure de l’ellipsoide de révolution sera donnée par la formule (2). En faisant décroitre x depuis cette limite jusqu’à zéro, l’une des racines (f) augmente indéfiniment et l’autre tend vers zéro; l’un des ellipsoides s’aplatit indéfiniment jusqu’à devenir un plan, tandis que l’autre converge vers la sphère, qu'il atteint lorsque == 0! A cette limite, ce qui est nur a priort, il n y a plus en réalité que la sphère qui soit une forme d'équilibre.
92. Cas d’un mouvement de rotation très lent. — Si x ou v, ce qui revient au même, est très petit, une des racines positives en x de l'équation (b) sera également très petite, et, en prenant
+ arc tang À — À — DE e 1" 0 }? Ce DORE CO e
la même équation donne, après avoir supprimé le facteur x et en négligeant les puissances de à supérieures à la seconde,
L’aplatissement sera, au degré d’approximation convenu ("),
TR 2 4 bnp 4 impec
(1) En remarquant que les deux demi-axes sont e et ci += c Ci + — =)
» ° GE 5 . 2 > 7 ; Donc l’aplatissement est égal aux + du rapport de la force centrifuge,
mesurée à l'équateur, à l'attraction à la surface. L'autre racine de l’équation (b) a pour valeur
: T s 90 Î== = 2p = I }, D Frs Tr?
aux termes du second ordre près en p(").
93. Si la valeur de 6 dépasse la limite o,1123, à partir de laquelle, comme nous le verrons plus loin, l’ellipsoïde à trois axes inégaux n’est également plus admissible, il ne faut pas en conclure que la figure permanente du liquide est impossible ou que le fluide se dissipe; car, si l’on excepte le cas où la figure est peu différente d’une sphère, on n’a pas encore démontré que la formule elliptique est la seule qui convienne à l'équilibre : on n’a pas même prouvé que la sphère est la seule figure que peut prendre une masse fluide en repos dont les molécules s’attirent mutuellement, quoiqu'il soit naturel d'admettre qu’il ne peut pas en être autrement.
(1) Posons
y = arctang), À= -; DA il vient nm = dy —— dx dx — ï — N' (— 1)/H1 m2:
ADD IN GE 1 + x? > 2 In = 0
d'où, en intégrant, I = © T EST) Tr = EN Cr x?/+1 2. Æm 2/N+I
m = 0 ou t ) T I 1 I : ane } — Re m1 arctangi=—s + ns te...
Nous avons aussi
; 1 9 \ AT 0 9 3 2\—1 — _ AL © (3 + À) = (145) & TS De
l'équation (b) devient
340€ TON TAB 199 1 2 (à ++. )eT ne PRE Ta FS tete
et l’on en déduit la valeur approchée de } donnée dans le texte.
Ne pourrait-il pas se faire que, e dépassant 0,1123 à l’origine du mouvement, la figure d'équilibre finit par devenir un ellipsoide de révolution? Rien ne paraît s’y opposer; car, en s’aplatissant de plus en plus, la masse prendrait une vitesse angulaire plus faible; on comprend ainsi qüe, après une série d’oscillations moléculaires successives, finalement détruites par les résistances passives, la masse puisse parvenir à un état de mouvement satisfaisant aux conditions ci-dessus établies et qu’elle prenne une figure permanente.
9%. On est donc conduit à chercher st, pour des conditions initiales données du mouvement de la masse fluide, ou pour toute valeur du moment de rotation, 1l y a toujours une figure elliptique de revolution qui convient à l’équhbre, et s'il n'y en a qu'une seule.
En posant
quantité qui se rapporte uniquement au mouvement primitif de la masse, l'équation (6) devient
2 (3 + À?) arc tang À — 31
galere) vé POT 2
et l’on reconnait facilement que son second membre est nul et infini avee à; 11 suit de là qu’il y à au moins une valeur positive de à qui rend ce second membre égal au premier. Pour démontrer que cette valeur est unique, il suffit de faire voir que la dérivée du second membre est positive pour toute valeur de à. Si l’on pose
(K { Ne AC AN) A2) DIS CN DE
la dérivée dont il s’agit est
CHENE Lure Lang} + _ (3 + 5x) 10)|
et est positive pour toute valeur positive de X, attendu qu’elle est nulle pour À = o et que la dérivée
JU) (14 À
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reste elle-même positive. Ainsi donc, pour chaque valeur de q ou de y, il y a une figure d'équilibre et une seule, qui est celle d’un ellipsoide de révolution.
95. Expression de l'accélération de la pesanteur à la surface de l’ellipsoïde. — Soit g cette accélération au point (x, y, =) de la sur- \ + C
face; on a, d’après les formules (5) du n° 68, en y faisant = —1, M — <orc° (1 + 2?),
À — arc tang À
}3 pe
(1 + À?) arc tang À — À
DNS
R— hr(1+ N°)
OZP=FT
Les composantes de g suivant les trois axes étant
Rs, —Qy+ny, —Pxr+nx, il vient
g=VR'2+ (Q y — R?) (y Ex?)
ou, en vertu de l'équation (4) du n° 90,
Pour exprimer cette valeur en fonction de la latitude Z, nous pourrons supposer que le point attiré est situé dans le plan 20 y ou que æ — 0. Au moyen des relations 2 2
dy SC, ane
dx
on trouve Re
VAE N cos
Si l’ellipsoide est assez peu aplati pour que l’on puisse négliger la quatrième puissance de à, il vient
s=Re(i—
l'accélération de la pesanteur varie ainsi proportionnellement au carré du sinus de la latitude.
On peut mettre cette dernière formule sous la forme g—= K(i1— k'cos20),
k et Æ étant deux constantes dont la première représente la valeur de la pesanteur à la latitude de 45°.
96. Discussion relative à la possibilité de l’ellipsoïde à trois axes inégaux comme forme d'équilibre. — Pour continuer la discussion que nous avons commencée au n° 9,0, nous remplacerons, dans les formules (4), (5'), (6’), La variable & par une autreË, déterminée par
la relation
LU — ) Vi+c et nous poserons OR DT EMONTE NT Vs Ve d’où — a LR CPOMENS puis
R VE ET) (st E 1) Er),
ces formules deviennent
HAT ORNE DONS RS (6) G NES P I) ol EE SE € dû (8) ou 1 CÉPOITCEEUR 1. (SE) 1 SES, “in € d£ =, — Sep: ee * D Re. oies
et s et & sont Les inconnues de la question. L’équation (7) montre que l'énase nr Qrou s C1. / Mr ou encore c<@0, c <a, c'estra-dire que le plus petit diamètre principal de l’ellipsoide est l'axe de rotation, ce que nous savions déjà.
Pour discuter l'équation (3), représentons par F son premier membre, soit
: ME dé sd, (10) F=(—s— 0) f ni) Ro :
En posant on DEN Sent PS tee lat, SPA Rte (1118) A, = f ser [a+ (3—s—71) —stC]d, ANR on à dE (12) Ze an E-: ASE,
et, comme s et £ entrent symétriquement dans F, on doit avoir aussi
dE (121) Te — don is Nous allons maintenant prouver que A, et 2A,+ 3A, sont positifs.
En intégrant, entre o et « , l'identité
:| ce É RE+(3+s +) —astti— 35e tt ARE NT EMMA 2(5t +1) (+R + on à
(4 de (13) of Ke a LA +s+e)t— 35 — 351%] dt,
et, en retranchant de l'équation (11) la moitié de ce résultat, il vient ne MOCCEE ad Tr = hs DU nee
En ajoutant les équations (11) et (11”), multipliées respectivement par 1 et, à l'équation (12), multipliée par — {, on trouve
°-{2( 4 2A6+ BA 3350) f RE,
DE LA FIGURE DES CORPS CÉLESTES. 253 et, à l'inspection des valeurs de A, et de 24, + 3A,, on voit qu'elles sont nécessairement positives.
« ; De dE dE .
Il suit de là que les dérivées =, =>; mises sous la forme
dE 3 l :
= +4) 3 (2A0+ 3A:), dE : $ 2 2m 0 25) 3 (240 À 3A1),
sont négatives et que, par suite, la fonction F est décroissante quand on fait croître s et £.
Pour une valeur de £compriseentreoet r, l’équation (7) admet pour s au moins une racine comprise entre les mêmes limites, puisque les hypothèses s —o, s — 1 donnent, pour le premier membre, deux résultats de signes contraires. Cette racine estunique; en effet, en admettant qu'il y en ait plusieurs, et soits’ la plus grande, comme on doit avoir
s'+t<1, on aurait & fortiort
Em mais, en faisant décroitre s depuis s’ jusqu'à zéro, la fonction F va en croissant à partir de zéro et ne peut plus s’annuler; par suite, l’hypothèse d’une seconde racine est inadmissible. De même, à chaque valeur de s comprise entre o et 1 correspond pour £ une racine de l’équation (7) comprise entre les mêmes limites.
Faisons décroître s à partir de sa plus grande valeur 1 : la fonction F croitra et ne pourra redevenir nulle que si £ augmente. On finira par avoir 4 —s, puist > s; mais il est clair que l’on peut se borner à considérer les valeurs de s et £ pour lesquelles s est plus grand quer, ce qui revient à supposer que best le plus petit des deux demi-axes de l’équateur. En désignant par + la valeur de # correspondant à s = 4, l’équation (7) devient
€ dé
(14) (ar) = f € dt 2.
0 (+1) (E +1) 0 (Té+1)(E+ 1)?
la valeur de + est un peu supérieure à +, et & variant de o à +, s varie de rà%.
Discussion relative à la vitesse angulaire. — On à
dob, n'acp He eudr", # Ch 7e ds + Fr dé, À ds + Te db 0,
d’où, par l’élimination de ds,
3 dt {de dF de dF (19) pre dE é ds ds an)
ds Or, en posant
| a tn. + (Er) dé Es sp euh G—ist)dt, B,— [ nr +5
l'équation (8) donne
do s et, à cause de la symétrie de v en s et #, on doit avoir aussi À de l (16') 27 = Best Bio(s— À).
Le coefficient B, est évidemment positif; il en est de même de B,, car, en faisant la différence entre l'expression de 4B, et le second membre de l'équation (13), on trouve
“Be= f sers s—t+ste?) d, à R
valeur qui est essentiellement positive.
Au moyen des équations (12), (12), (16), (16’), on trouve, sans difficulté,
dv dE de dF
ds dt dt ds
4" = 1) FAR Ets AB € sh Pi]
st
S — st 3st . 2 sb + AB, + (244841) (s LE “Ja |
valeur qui est positive, puisque celles de A,, 2A,+3A,,B,,B,,(s —6)
n que l’on a aussi le sont et I
JS D 35 AO NN EMI 7 ]Z 0.
Il résulte de là, en se reportant à la formule (15) et en se rappelant que
dE ; ; x : ; :
as eStnégalif, que de et dt sont de même signe et que, lorsque l’on fait
varier { depuis zéro Jusqu'à +, # croît et atteint son maximum ?’ lorsque ROMA =:
Commeonas+i>t, R>> VC(C + 1)66, on déduit de la formule (8)
1 d eve f re
(SCT)
le troisième membre de cette inégalité s’évanouissant avec #, on voit que, à chaque valeur de # comprise entre o et’, répond un seul couple de valeurs réelles de s etc, et tous Les ellipsoides obtenus de cette manière sont différents; pour e > 6’, l’ellipsoide à trois axes inégaux ne peut plus être une surface d'équilibre.
A mesure que e augmente et que s et £ se rapprochent de +, la forme des ellipsoïdes tend de plus en plus vers celle de l’un des ellipsoïdes de révolution dont nous nous sommes occupé plus haut, et elle l’atteint lorsque ? — +’.
Discussion relative au moment de rotation. — L'équation donne (9)
9 — (s + Ab (& A de de) | pe) [(se 2 E)ds + (st — 25?) df], + \ds dt 1 a(s€) 3(st)
et, en éliminant ds au moyen de l'équation
dE dE Ts ds + LC il vient ’ SEE) dE || dome at ESA CONS UE TE FRE TM PET IP OC MEN CErTÉ |
Te dv dF : ; Si l’on remplace v, 4° a Par leurs valeurs, que fournissent les équa-
tions (8) et (10), on trouvera l'expression de de , D AFS 70 _ = (2 ALAMO TS El Ar
et une simple permutation de lettres donnera celle de
de a 26— 4s |dF ds SG IA En posant
A st st ASUS E = st) ro A OA OA = — * HS ser s ( He 3 SE c
A ss S+é CG (s+t) + st=(Ao+ Co) >
il vient 2 2" 2 ag Fe nu re t) [ sn (Co + 16 + Ge) dt.
A # dk . R5 (SE) FÈ 0
Deteques-7=h10n2 s+t—hst>(s+t} —4st—(s —1} > 0,
d’où il suit que C, est positif et, comme conséquence, qu'il en est de même de C,, G.
dE ; 5 5 x : ; Comme -— est négatif, on voit que, lorsque £ croîtra depuis zéro
ds jusqu’à +, la quantité q ira en décroissant et atteindra sa plus petite valeur g' lorsque l’on aura $s —t—7, c'est-à-dire lorsque l’ellipsoïde
sera de révolution. Pour s = 1, t —o, l’équation (9) donne g =. Ainsi g prend toutes les valeurs comprises entre zéro et l'infini lorsque te varie de + à zéro ets de + à 1. Donc à chaque valeur de g supérieure à g' répond un seul ellipsoide d'équilibre à trois axes inégaux; mais, pour g << q', l'ellipsoide de révolution est seul possible,
Supposons que les valeurs s et # qui conviennent à l'équilibre soient
connues, et proposons-nous de déterminer celles des demi-axes de l’ellipsoide, nous avons
M rp abc;
De l’équation dE dF
7 rte — ds . dt ; <
en ayant égard aux formules (12) et (12’), on tire
A +- À S Res ab Tee ds foie d’où MENT sud .
Comme les quantités dE (s — 4€), A, Ao+A;it— F F5
sont positives, le produit s£ croit avec £; d’où il suit que & plus petu axe c alteint son maximum quand l'ellipsoide est de révolution.
Pour trouver le maximum de e ou de n, il suffit de supposer x — 7 dans les formules (4) et (5”) du n° 90; on arrive ainsi à
0=—A(3 +18) + (3 +14 + 32) arc tang), n? = _X(3+A)—(3—X)(1+ X) arc tangi A Toi à 4x5 D d’où à E n°? ee.
À —1,3946, Grp =—=10 000008
par suite,
0,939, tandis ‘que, pour l’ellipsoide de révolution, nous avons trouvé les limites
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Supposons que les conditions du mouvement soiont, celles de la Terre; soient
e sa densité moyenne; R son rayon moyen; g l'accélération de la gravité à sa surface.
Nous avons
g—3TR, et le rapport RPORET ETC hp 5" 3 S = 4
qui est celui du tiers de l'accélération centrifuge à l'équateur à celle de la gravité, à pour valeur 0,0014986. Les équations (4) et (5’) feront connaitre les valeurs de s et de £, et l’on trouve
‘a == à — Een — 1} 010, Fou CAVE
Pour les deux ellipsoïdes de révolution, on à respectivement
On voit donc que l’ellipsoide à trois axes inégaux est trop ‘différent d’une sphère pour que l’on puisse admettre que la Terre en affecte la forme, ce qui est d'accord avec ce que nous avons dit plus haut d’une manière générale.
On remarquera que, si la vitesse angulaire diminue de plus en plus, le petit axe de l'équateur diffère de moins en moins de l'axe des pôles, tandis que le grand axe va en augmentant. Si done cette vitesse est extrêmement faible, la masse fluide affecte la forme d’une longue aiguille à peu près ronde, tandis que les deux ellipsoides de révolution étudiés en premier lieu se réduisent : l’un à une sphère, l’autre à un disque elliptique très aplati.
Ti face d'équilibre peut être celle de l’un ou l’autre des ellipsoides de
En résumé, on voit que, quand est inférieur à 0,09356, la sur-
; : ; 2 Ë ; : —. 71e révolution aplatis ou d’un ellipsoide à trois axes inégaux; lorsque ;—
os
atteint cette limite, le dernier ellipsoïde se confond avec l’un des pré- - n° : A cédents; pour les valeurs de 7 comprises entre 0,09356 et 0,1123, AT les ellipsoides de révolution subsistent seuls et se confondent pour la
Ge RE seconde de ces limites ; pour une valeur de
F supérieure à o,1123, la forme ellipsoidale ne peut plus être une surface d'équilibre.
Enfin, pour des conditions initiales données du mouvement, il existe toujours un ellipsoïde de révolution satisfaisant à l’équilibre, et il n'y en a qu'un seul; si le moment de rotation ne dépasse pas une certaine limite, la surface d'équilibre peut être un ellipsoïde à trois axes inégaux; au delà, cette forme est impossible.
$ LIT. — DE LA FIGURE D'ÉQUILIBRE D’UNE MASSE FLUIDE PEU DIFFÉRENTE D'UNE SPHÈRE POUVANT RECOUVRIR UN SPHÉROÏDE.
97. Les résultats auxquels nous sommes parvenu au paragraphe précédent ne peuvent être considérés que comme donnant un premier aperçu sur la forme des corps célestes, car il est à peu près certain que ces corps ne sont pas homogènes et que la densité va en augmentant lorsque l’on se dirige de la surface vers le centre. Le problème, considéré dans sa généralité, présente de grandes difficultés, que Laplace n’est parvenu à surmonter que dans le cas de la nature, celui d’un sphéroïde peu différent de la sphère.
Mais, avant d’aborder cette question, il convient d’établir que la figure d'équilibre d'une masse fluide homogène, animée d’un mouvement uniforme de rotation, est unique lorsque cette figure diffère peu d’une sphère.
98. Figure d’équilibre d’une masse fluide homogène, peu différente d’une sphère, animée d’un mouvement uniforme de rotation. — Continuons à désigner par x la vitesse angulaire de la masse et négligeons le produit, nécessairement très petit, de sa seconde puissance par la différence entre la sphère et le sphéroïde. On a, pour le travail de la force centrifuge d’un point de la surface, dont la masse est censée égale à l’unité, en conservant les notations du $ IV
du Chap. HT, n°?1A?s1n°0 TER DAC ed),
expression (n°% 77 et85) dont le second terme n’est autre chose qu'une forme particulière des fonctions Y, où Z,. En remplacant a par A(1+z) dans le second membre de la formule (15) du n° 80, négligeant le produit zZ,, puis ajoutant le résultat obtenu à l'expression précédente pour égaler le tout à une constante C, on obtient, pour l'équation de la surface d'équilibre,
Z, n°? A? DONC (1) Brat(i— 3) + dr d r (ui) GC = 06.
En remplaçant dans cette équation = par son développement XZ, et égalant à zéro les coefficients des fonctions sphériques du même ordre, on trouve
TA? (1 — Lo) + 4mA?Zo + — n'A—C, F 7 = dore ) : 16 xp a
La fonction Z, reste indéterminée; mais, en se reportant au n° 82, on peut la supposer nulle, ainsi que Z,. Pour v > 2, on a Z, =. En posant
quantité qui est sensiblement égale au rapport, à la pesanteur, de la force centrifuge à l'équateur, il vient
GAME Z;)— A[I— 5 pu +)}
ce qui n’est autre chose que l'équation polaire d'un ellipsoïde de révolution aplati et dont l'aplatissement est mesuré par +0, résultat conforme à celui que nous avons obtenu au n° 92.
L’attraction exercée par un sphéroïde homogène peu différent d'une sphère sur un point de sa surface ne donnera, perpendiculairement au rayon, qu'une composante du même ordre de grandeur que l’aplatissement et dont le carré est négligeable; on peut, par suite, considérer l'attraction totale comme étant égale à sa composante suivant le rayon.
La formule (15) du n° 80 donne, pour cette composante, en supposant a = A(1 + Z,) après la différentiation par rapport à &,
Si l’on en retranche la composante semblable, n?ASin?0 —+#rpAp(I1—1u?),
de la force centrifuge, on obtient, pour la pesanteur à la surface,
Re 15 DELS Pam p At 1e D + ou),
et cette accélération varie proportionnellement au carré du cosinus de la latitude, ce qui est conforme à ce que nous avons trouvé au n° 95.
Si la Terre était homogène dans toutes ses parties, la variation relative que la pesanteur éprouverait en allant de l'équateur au pôle serait, à peu de chose près,
tandis que les expériences faites sur le pendule ont donné 0,0054. L'homogénéité n’est donc pas admissible, et nous sommes conduit à reprendre la question, comme nous le ferons plus loin, en considérant la Terre comme ayant été formée, à l’origine, par un fluide hétérogène.
99. Si une masse fluide homogène, animée d’un mouvement de rotation uniforme, est sollicitée par des forces extérieures très petites, indépendantes de la forme d’équilibre; si, de plus, cette forme est peu différente d’une sphère, elle est unique. — Ce cas est celui d’un corps céleste, en tenant compte des actions exercées sur lui par les autres astres, lesquelles peuvent être considérées comme équivalentes sur la surface d'équilibre et sur la surface de la sphère dont elle diffère peu.
En représentant par 474*bN la portion du potentiel V qui correspond à ces forces et à la force centrifuge, nous aurons, au lieu de l’équation (1) du numéro précédent,
15 e (a) L(1—3) Ne EN = const.
Supposons que = et Z, se rapportent à une figure d'équilibre et qu'il
y ait une seconde figure ayant pour rayon vecteur A(1+z+#w); si ZW, est la suite de fonctions sphériques qui représente w, nous aurons, pour cette seconde figure,
Z,+ W, Lis —w)- ) -N= const.
DV
d’où, par différence,
ï : W, (b) 7 DW+ÿ — Const.
En identifiant les fonctions, on voit que W, = o pour = 2; W, est nul (n° 82) comme Z, par suite de l’équivalence des volumes compris sous les deux surfaces d'équilibre et de celui de la sphère. Les termes enZ, et W, disparaissant des équations (a) et (b), la fonction N ne doit pas renfermer de termes de cette nature. Si l’on prend pour origine le centre de gravité de la masse, on aura Z, — 0, Z, + W,—o, et les
rayons vecteurs des deux surfaces se réduisant à ÿ2, sont, par suite,
identiques : c’est ce qu'il s'agissait d'établir.
100. Surface d'équilibre d’une couche fluide homogène, peu différente d’une sphère, recouvrant un noyau sphérique homogène. — Soient ?’ La densité et c le rayon du noyau; l'excès du potentiel de son attraction sur un point extérieur sur ce qu’il serait si la sphère était
(rate formée par le liquide étant 57 (6 : ‘) on est ramené au cas d’une
masse fluide homogène, en introduisant cette expression divisée par 74? dans l’équation (a) du numéro précédent, après y avoir remplacé a par A(1 +); on obtient ainsi
I cure z Une L al ; sl: w (P | 4L : = (P | Der - N — const.;
la fonction Z, ne disparaît pas de cette équation et sera indéterminée ou nulle.
Soit A(I1 +: +5) le rayon vecteur d’une seconde surface d'équilibre si elle existe; on à, au lieu de la formule (b) du numéro précédent,
l cÿ « W, —3[7+ see |Sw+Y — Const d A° 2V—H+I
DE LA FIGURE DES CORPS CÉLESTES. 263 on pourra supposer, comme ci-dessus, W, — o, et la constante de cette
équation sera nulle.
Si l’on ne peut pas satisfaire à la relation
— [DE — (po! — 0 = s(e+Se-e|=
pour une valeur entière de v, toutes les fonctions W, seront nulles, et il n’y aura qu’une seule surface d'équilibre. Dans le cas contraire, æse réduira à la fonction W, et il y aura une infinité de surfaces d’équilibre, puisque cette fonction renferme 2v +1 constantes indéterminées.
101. Formules générales relatives à l’équilibre d’une masse fluide hétérogène, à peu près sphérique, pouvant recouvrir un noyau sphérique. — Soient M la masse totale ;
O son centre de gravité, pris pour origine des coordonnées lorsque le fluide a atteint sa forme d'équilibre;
n la vitesse angulaire constante de M autour de Oz;
a, 0, © les coordonnées polaires d’un point »2 de M;
M’, M”, les masses de corps célestes exerçant leurs attractions sur, et qui, comme nous le savons, peuvent être considérées comme étant concentrées en leurs centres de gravité respectifs.
Les éléments matériels de M se meuvent dans l’espace en vertu d’une vitesse translatoire dont on peut faire abstraction, et de leurs accélérations, parmi lesquelles nous distinguerons d’abord celles qui sont dues aux attractions de M, M”, ... L’accélération du point O est la résultante de 2 Le -..; mais, dans la question dont il s’agit, nous
OM' OM’ devons considérer O comme étant en repos relatif, ce qui revient à introduire dans le mouvement de »2 des accélérations égales et contraires aux précédentes.
Nous sommes ainsi conduit à étudier en particulier l’effet produit sur »2 par l’un M des corps célestes.
Nous supposerons que 72 appartient au fluide, et nous désignerons par a',0’, sw’ les coordonnées polaires de M’.
Le potentiel de l'attraction de M’ sur le point matériel », ramené à l’unité de masse, est, en se reportant au n°73,
M' = Frs) . Va? — 2aa'[cos6 cost/+ sin0sin®’/cos(s —w/)}]+a? € \a
te os Pre - Te UE M'., Désignant par I la projection de #2 sur OM’, l'accélération — => égale
et contraire à celle de O que 2 est censé posséder, dérive du potentiel
| ! A! ee N' - a x OI = — MO — AD.
DE a
d’où résulte que le potentiel dû à l’action de M’ sur 2 se réduit à
! = y > \ ! = y e[n()-#]-#rÿe(s) (42 (4 «& [41 «d
ou, en ne considérant que les termes dépendant de la position de», Nous représenterons par
le potentiel qui se rapporte à toutes les masses M, M’, .... Ce poten tiel se réduit, à très peu près, à
(a) DE Dr. (à);
A étant le rayon de la sphère de comparaison de la couche du sphéroiïde sur laquelle se trouve le point attiré.
Le potentiel qui se rapporte aux attractions des éléments matériels du sphéroïde sur 72 est donné par la formule (25) du n° 85, qui donne, en remplaçant & par A(1+ :) = A(1 + XZ,) dans son premier terme,
et a par 4 dans les deux autres,
4r = is : I 1 s Te 4, lA3 - hr a —_— A°+3 ni | 3. ( BE e da + ) EE a pe d(A*°7,)
Enfin nous avons vu que le potentiel de la force centrifuge a pour expression
(c) FE = (pi — +).
En égalant la somme des expressions (a), (b), (ce) à une constante arbitraire C, nous aurons, pour l'équation générale des surfaces de niveau exprimée au moyen des coordonnées a = A(1 + 2Z,), ©, 6,
Fe A = : A r)|| AN = a [ op d(a"#37,) (1) * Jo (2H DANS, A A : . DU n°A° MAS car Ÿ ef oder et EG DAV (S) PNEU \ dd « Posons US; te] U=—= 0,
et, pour v > 2, M' = ) SEE É ai
les quantités U, étant des fonctions sphériques de l’ordre v indépendantes de 4. En identifiant les fonctions semblables contenues dans l'équation (1), on obtient d'abord
2 A FR À A; ee p da + 2 ( 0 d(A5Zo) + 4 [ p d(4?Z5) 4- AU, = C
V HI
On pourra choisir à volonté la constante Z,, qui entre dans l’équation (2). En considérant maintenant l'équation (3) et posant be f" hr,
ce qui est une fonction sphérique indépendante de À, il vient
A A == (He OUE das + 3 p d(A'#7Z,) ( P Û 10
Fun nr
A BE 3 A2v+1 f p LOT) re 3 A2°+1 ir 0.
Aa
Si l’on différentie deux fois de suite cette dernière équation par rapport à 4 et que l’on élimine entre les résultats obtenus l'intégrale
[ pd(aZ,),
la fonction U, disparait, et l’on trouve
h. RINL, v(v +1) Gpa GE cé (2) É : Z Ë c
Fee x : da f e da ni p da
L'intégration de l'équation (5) introduira deux fonctions sphériques dépendant uniquement de set deu; une première relation entre ces fonctions résultera de l'équation (4); si le fluide recouvre un noyau solide, la seconde relation s’obtiendra en exprimant que Z, a la même valeur pour la dernière couche intérieure du fluide que pour la surface donnée du noyau; les deux fonctions dont il s’agit seront ainsi déterminées. Mais, lorsque le sphéroïde est entièrement fluide, il semblerait au premier abord que le problème est indéterminé et que, par
DE LA FIGURE DES CORPS CÉLESTES. 267 suite, il peut avoir une infinité de formes d'équilibre. Nous allons maintenant étudier ce cas, qui est d'autant plus intéressant qu'il parait se rapporter aux conditions primitives des corps célestes.
102. Figure d'équilibre d’une masse fluide hétérogène dont les couches de niveau sont peu différentes de la sphère. — En se reportant à l'explication relative à l’arrangement des fluides pesants hétérogènes, on est naturellement conduit à admettre que la densité de la masse fluide considérée va en augmentant à mesure que l’on s’approche du centre. |
S1 la masse était homogène, le rapport
serait égal à l'unité. En partant de là, nous poserons
pAë ’
re ht)
A I À ll pda 1— FE [ A do FRE Î e
en désignant par F(A) une certaine fonction qui est nulle pour 4 = 0, puisque le noyau infiniment petit que l’on peut concevoir au centre doit être considéré comme homogène : la valeur de cette fonction est inférieure à l’unité et de plus essentiellement positive; car, 9 allant en décroissant quand À augmente, le second membre de la double égalité ci-dessus est plus petit que l'unité.
En mettant l'équation (5) sous la forme
_ CFE RTS 6[1— F(4)] dZ, (2) Te UO +1)—6[1—F(a)])2 : nn
on voit que Z, est de la forme (d) LIRE,
X, étant une fonction sphérique de l'ordre v en 5 et w indépendante de A et À, étant uniquement fonction de 4.
Par la substitution de l'expression (a) dans l'équation (5), on trouve
(Ah EN CN
6[1—F(a)] dh,.
LC +1) —6[1 F(a)]|A, EN
Concevons que L, soit développé en une suite de termes ordonnés sui-
vant les puissances ascendantes entières ou fractionnaires de 4, et soit Ne GUN a 0
ce développement. En le substituant dans l’équation (6), on trouve
Gr (S+v+3)(s—v+a)aas + (s + v +3) (s —v+2)aas 2 +... 7 Ü —GF(A)[(s +r)aas + (s + r)aas2+...].
Si l’on conçoit que F(A) soit développé de la même manière que k,, ce nouveau développement ne pouvant pas renfermer de terme indépendant de 4, puisque F(o)= 0, 1l faut, pour que l’on puisse identifier les deux membres de l'équation (9), que l’un des termes du premier membre soit nul et que, par exemple, on ait
d’où deux valeurs pour s. Pour chacune de ces valeurs, on identifiera les autres termes du premier membre avec ceux du second, et l’on obtiendra ainsi deux séries dont la somme, après qu'elles auront été multipliées chacune par une constante arbitraire, sera l'intégrale complète de l'équation (6). Mais, dans la question dont il s’agit, on doit rejeter la valeur s — — (+ 3), pour laquelle la fonction Z, serait infinie au centre, et l'on ne peut, par suite, admettre que la série
I = CN PEN EL à Pour v — 1, l'équation (6) est satisfaite par )
a fn =— “1e A
Mais, comme l’origine est au centre de gravité du sphéroïde, on à (n° 82)
r a 7 Des L= = XI = ON d'OURE D.
A l'inspection de l'équation (7) on reconnait que les coefficients «!, 4,, .. se composent chacun de deux facteurs, l’un «,, l’autre indépendant du précédent. Mais on peut supposer le premier de ces facteurs égal à l’unité, puisque cela revient à le comprendre dans X,.
Si, lorsque v est au moins égal à 2, la quantité 2, commence à croître avec À à partir de A — 0, elle ne cessera pas de croître avec
é CE, ne ARE : ES 7.
cette variable, car autrement Fr décroitrait ou deviendrait négatif, ce qui est incompatible avec l'équation (6), puisque v(v +1) > 1 — F(4)
dA
et que serait essentiellement positif.
On pourra satisfaire à la condition que la fonction F(4) soit très pe-
tite pour de très petites valeurs de 4, en posant
É et x étant des nombres positifs entiers ou fractionnaires. L'équation (7), après y avoir fait s—v — 2, «,=1 devient, par la substitution de cette valeur,
(SENS) (5 — va) a+ (sy 3) (sv Lojatasr p., = 6B(y— 1)aMtr3t + 6B(s/+1)a airs, d’où CT et (S'+v+3)(s —v+2)a —68B(v—1), s"—2—X\+s — 0,
On déduit de là
7 5 SV NX 2
à [6B\? G—1)(+ hr) 2 Khan)
par suite,
68 VE n GB\? (0 —1)(v+À—17) :
À. — AT? ! Lee & à a7F—2 E l à : Une TS al. = ; LIN ETES ETES RU
se da
GB(v—1)(v +2 — 2) X(2V+X1+I) [GEB\? (V— 1 (V+X—-r)(v+2Xx— 0) (+) 2(3V-r 8e) à
Av+i—3
= (v —- D) AE +
ME er Non Eee
et ces deux quantités sont essentiellement positives quand v est égal ou supérieur à 2.
Lorsque y est égal ou supérieur à 3, la valeur de U, est insensible pour la Terre, la Lune, Jupiter, etc., et l'équation (3), en y remplaçant Z, par 2,X,, se réduit à
A à É Sol e d(A?"h,)— (av +1) vf p da A 0
A == sf au) | X,— 0:
Si l’on désigne par H, ce que devient X, à la surface ou pour 4==1,, il vient : A1
Ai E (2v +1)A H e di+3 f p awn)| NC
En effectuant les intégrations par parties et en groupant convenablement les termes,
y A, ci Lee 2(v— 2)pH, + f [(2v+1)H,—32,] (i) dx 0.
x : do Comme, pour y? 2, À, croît avec 4, on à À, <H,; d'autre part, zx St
négatif; Le coefficient de X, est donc essentiellement négatif, et il faut, par suite, que l’on ait X, — o pour v => 2. Le rayon vecteur d’une surface de niveau se réduisant à
A(1+ Zi + 2),
il s'ensuit que les surfaces de niveau sont des ellipsoides. Pour simplifier l'écriture, nous ferons dorénavant 4, = 1, ce qui re-
vient à considérer À comme représentant le rapport du rayon moyen d'une couche élémentaire à celui de la surface du sphéroiïde.
Supposons qu'il s'agisse de la Terre et négligeons les attractions des astres extérieurs; nous devrons prendre simplement
Revenons maintenant à l'équation (3), où nous ferons = 2; supprimons l'indice devenu inutile de H, et k, et remplacons Z, par X,2; nous avons
1 1 2 [ten f p du f 700) Xe 4)—0.
Soit n°?
(e) RE sf p daÿ César)
le rapport, aux termes du second ordre près, de la force centrifuge à l'équateur à la pesanteur à la surface. L'équation précédente donne
(32) X— F f eat) Het fete a ou We) Xe — k(u— +),
en désignant par
(8) ve
une constante qui ne dépend que du volume et de la composition de la
masse fluide. Le rayon vecteur & de la surface de niveau, dont le rayon moyen est À, sera donc
a =Afi1+Z— kh(u?— 1).
Si nous profitons de l’indétermination de Z, pour établir la relation
il vient simplement a—aA(i1—Khpu?),.
On voit ainsi que la surface de niveau considérée est un elhpsoide de revolution autour de l'axe de rotation dontles demi-axes principaux sont a et A(1+/#h), et dont £h est l’aplatissement ou, si l’on veut, l’elipucite.
Nous avons fait remarquer plus haut que 2 croit avec À, d’où il suit que l'aplatissement des surfaces de niveau va en croissant en allant du centre à la surface.
L’aplatissement de la surface libre a pour expression (A) E — ci ,
pe d(a5h) TE :
f e da
rs D : . - ; etest supérieur à +; puisque À croit avec À et que le dénominateur de
son expression est, par suite, inférieur à 2H. Si nous posons
ll — 7,9 Fe u croitra avec 4, et l’on aura dAÿh . du CULLINRS ; Ps PU p A RE Je das + A3 do)
d à 5 er os 3 Ne fr . É a 1 d'A? J'A d ,
d'où Je d(ASh) = u fe da + [du [ À de.
Comme « augmente du centre à la surface libre, tandis que o dimi-
nue, la seconde intégrale de cette expression est négative, et l’on a, par suite, Je d(A$h) < u [p dai,
et, à plus forte raison, en remplaçant & par sa plus grande valeur H correspondant à A — 1,
ed AIN fe di ou
et la formule (2) donne, par suite, E < iv,
c’est-à-dire (n° 98) que /4 Lmute superieure de l'aplatissement est l’aplatissement qui correspond au eas de l’homogéneitée.
103. De la pesanteur. — Les directions successives de la pesanteur dans la masse fluide, en allant d’un point de la surface libre jusqu’au centre, sont normales aux surfaces de niveau qu’elles traversent ou, si l’on veut, sont tangentes à une trajectoire orthogonale de ces surfaces. Nous allons d’abord chercher à établir l'équation générale de ces trajectoires, dont chacune est comprise dans un plan méridien.
Soient (fg. 10) Fig. 10.
A un point de la surface libre ; 0, l'angle que forme le rayon OA avec l’axe de rotation Oz;
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mm un élément de la trajectoire qui passe par le point A;
SES
a = Om, 0 — mO3z les coordonnées polaires de »; u — mp la distance du point 2 à OA; ÿ l’angle aigu formé par »un' avec OA; 21 le grand axe de la surface de niveau passant par m.
On remarquera que les quantités (5 —8,), (A - a), u, à sont de l'ordre de l’aplatissement #h, avec lequel elles sont nulles.
On à
AU NN S1n 0 = dd A0
L'équation polaire de la section méridienne de la surface de niveau passant par 7» est, aux termes du second ordre près,
a—=A(1 — hk cos°6),
et l'angle aigu que forme sa normale en »2 avec la direction de On a pour expression kh sin 20 = kAsin20,.
Nous avons ainsi d — khsin20,— (0 — 0, );
par suite, — du =Tkhsin20,— (0 —0,) da.
D'autre part, on à re.
W— a sinmOA—x (00), et l'équation précédente devient du u ; —— — = + Asin20,.}=—o.
da A On déduit de là, en remarquant que, pour À —1,on au — 0, : : Ur (é) u—=Aksin20, - d'A, ; À ERA équation qui permettra cle construire la trajectoire, lorsque l’on con-
naitra À en fonction de A.
La composante, suivant #0, de l'attraction sur 2 s’obtiendra en
changeant de signe l'expression (26) du n° 85, puis en y faisant — 0, v— 2, en se rappelant que Z, —o; on à ainsi, en continuant à poser
TRE
EU — ja 2h aa) | p da + T5 | o d(45Z,) V0 0 DT ! 8T + Hs Fe f e d(A5Z)) + or p dl, —?n°a+ n'A(u?— 1). es) Cal
La gravité apparente à la surface sera donnée par
{ 21 g= (22 22) [ pd + br f e d(AŸZ)
(4) À oh 2T / 9 9 9 2 1 Te p d(AÿZ3) — 3 n+ n(u2— 1).
Maïs l'équation 16) 4dtn 101 ten tisane = Tr D, Ÿ 1 PL Re U,= -- -—(u?-- ;), donne
/ 1 / D) 2 Te T _ Ne — + ail pds + [l PAU) (net).
0 ® Vo < En éliminant l'intégrale qui renferme Z, entre cette relation et la formule (Æ), on trouve
(£) g = G+ 2 f e dài+in(u?—1)—o,
en posant LE 1 nl (rm) Di : (1 — 27,) 1 ep da + x | pe d(A°7,) = £rn2,. 2720) 0 Au degré d’approximation convenu, on peut remplacer, dans la for-
mule (/), le coefficient de Z, par G. D'autre part, on déduit la formule (e)
On a donc simplement 4) AY s=û|: Hz tre n|.
Enfin des formules (f) et (2) on déduit
Z;,=HX;,—=—E(p?—1),
et l’on a, par suite,
ou encore (na) s=c|i-{ - Ps :) vs |,
ë| 1 c A1 2 en remplaçant la constante G{ 1 2 ("#7 E)| simplement par G. 3 Ï (
Soient L la longueur du pendule à secondes à l’équateur ou corres-
pondant à la gravité G; / la longueur du même pendule sur le parallèle dont 0 est la colatitude; on a
= Li: £ (Ge—E)u],.
Si À est l’excès relatif de la longueur du pendule au pôle sur celle du pendule à l’équateur, on a
ou ALES.
Dans le cas de l’homogénéité, on a E — Ÿo; par suite, A—E. Mais, s le sphéroide est hétérogène, autant l'aplatissement est au-dessus et audessous de <o, autant À est au-dessous ou au-dessus de la même quantité.
Des moments d'inertie. — Soient C et À les moments d'inertie du sphéroïde par rapport à l’axe de rotation et un diamètre quelconque de l’équateur. La formule (G) du n° 89 donne, en y faisant B — A et en y remplaçant y, par le coefficient — LX de l'expression de
Lo = hX, = — Rk(u? — 5) Î » d(A5À)
= 1£ et — ==
C 4 | e daÿ
ou, en remplaçant l'intégrale du numérateur par sa valeur, déduite de l’équation (k),
ou encore
(P) Ca ci
puisque l’on a E — #H.
En ce qui concerne la Terre, on déduit de la théorie de la précession
des équinoxes, comme nous le verrons plus loin,
Se —0,00320; ef, en prenant
p—0,00349, E— À, on trouve
1 e A? da
[ pat da
10%. Attraction sur un point extérieur d’un sphéroïde qui est ou qui a été liquide et qui peut être recouvert d’une masse fluide. — Désignons par M la masse totale du fluide et du sphéroïde; nous rappellerons que l'on a Z, — o et que l’indéterminée Z, peut être prise égale à zéro. L'équation (3) du n° 101 donne pour la surface, abstraction faite des astres, en ayant égard à la formule (c) du numéro précédent,
e an T Lo s £ n° M D à f saute fear tu 5 = Ep et, pour y > 2,
LT
VEN
(r) | p d(A"#Z,) = MZ, Si, au lieu de prendre À, pour unité de longueur, on prend une unité quelconque, les valeurs (q) et (r) devront être multipliées respectivement par A° et A’. Ayant égard à ces valeurs, la formule (23) du n° 85, relative à l'attraction du sphéroïde sur un point extérieur, devient
: __M 1,72, MMA se (8) V= e + M D ns A (pu? — 4).
Dans le cas d’un ellipsoide, v s'arrête à 2, et l’on a
VuM. Ma: (7. £(w—3 |
a (LE
mais nous avons trouvé, au numéro précédent, 1 — Eu)
Il vient done en définitive, pour le potentiel cherché,
_. 2 ee
EUR Ur L a PE 2 ] E)(u 3).
105. Hypothèses sur la loi de la variation de la densité de la Terre avec la profondeur. — Les considérations qui précèdent reçoivent leur application à la Terre, lorsqu'on la considère comme ayant été formée à l’origine d’une seule substance, en tenant compte de l'augmentation de densité à mesure que l’on s'approche du centre, augmentation due au poids des couches supérieures.
La loi qui régit les gaz et d’après laquelle, la température restant constante, la densité croît proportionnellement à la pression, ne convient ni aux liquides, ni aux solides, et l'expérience semble indiquerque ces corps résistent d'autant plus à la compression qu'ils sont plus comprimés; ce qui revient à regarder la dérivée de la pression par rapport à la densité comme croissant avec cette densité, mais suivant une loi qui n’est pas connue et sur laquelle on ne peut faire que des conjectures.
L'hypothèse la plus simple que l’on puisse faire consiste à supposer que la dérivée dont il s’agit croit proportionnellement à la densité, et c’est celle qui a été imaginée et traitée par Legendre et discutée plus tard par Laplace.
E. Roche a modifié l'hypothèse de Legendre par l'introduction d’un terme proportionnel au earré de la densité, ce qui a pour effet de rendre plus rapide encore la loi de la compressibilité ; 1l a tiré de là cette conséquence : la diminution de densité croît proportionnellement au carré de la distance au centre, ce qui s'accorde d’une manière très satisfaisante avec le résultat de l’expérience pendulaire, exécutée en 1854 par M. Airy dans la mine de houille de Harton, à 385" de profondeur. Nous allons exposer successivement ces deux hypothèses, qui l’une et l’autre conduisent à des résultats intéressants.
Hypothèse de Legendre. — Nous considérerons la Terre
comme formée de couches sphériques homogènes, dont la densité peut varier d’une couche à une autre.
Le potentiel du sphéroïde sur un point »# de son intérieur, situé à la distance À du centre, sera dE [pus da, Æ 0
en distinguant uniquement a de À relativement à la différentiation de cette quantité par rapport à a. Si p désigne la pression au point 72, on aura, d’après un principe connu de l’Hydrostatique,
ou simplement (1) Bar f pA?dA.
Désignons maintenant par « une constante positive et par o, la densité du sphéroïde à sa surface, où la pression est censée nulle ou négligeable, et posons
dp 5) . 200; (2) de ?
d’où (3) p =a(p— pi).
Des équations (1) et (2), on déduit, par l'élimination de dp,
dp RATE 7 NE EE 2 (4) A at) p A? da.
Posant 2T : ner (a) er RE la formule (4) devient dx F = — __ 2 / RU A | æ A da,
d’où, par la différentiation,
DE LA FIGURE DES CORPS CÉLESTES. 281 On déduit de là, en désignant par &, # deux constantes arbitraires, ul
- dd .
æ = SinAg + V COSA CN D = RKINnA ge CoSAG.
La densité ne pouvant être infinie au centre où 4 est nul, 11 faut que d — 0, et l’on a simplement
(6) p—- sinag ou
__ fa Sinag (7) ER sing ”
en remarquant qu’à la surface on a A = r, p — p;. Si l’on désigne par D la densité moyenne de la Terre, on a
x L Î (8) | pda =D f NE EU y ) 0 n Les équations (4) et (7) donnent à la surface do ce: g°D = = — ae = (£).. 1 Î “ É 5 ?
do rs 4 ; Eine LS a( fi me
d’où l’on tire D 3 €
ET (: FE _
pi q tang q
Nous admettrons, dans ce qui suit, que les formules que nous venons d'établir sont applicables au cas où l’on tient compte de l’ellipticité.
Reportons-nous à la formule (5) du n° 101, dans laquelle nous ferons v — 2 et où nous remplacerons Z, par une fonction k de À; d’après le n° 102, nous avons
x PRAGRE 2p4 A dh + h da (1 ) da? au! x
A° dA 1 e A? da
équation que l'on peut mettre sous la forme suivante, comme il est fa-
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cile de s’en assurer :
À A a (if td) 6a [| e A° da d e h de as A?
cd?
gb do se ’ :
ou, en remplaçant p par = et 7° par sa valeur tirée de l’équation (4),
(11) es Cf rad) f ad qhf DAC I0R da? k A?
À à 2 k DA AA = UN LC: — n) SINGER cosy] GAS q A
LU pere zistnes] +N'|[1— ——)cosga— — singa|, “ee ge 2
en désignant par N et N’ deux constantes arbitraires.
Substituons maintenant, dans le premier membre de cette équation, la valeur x — pa donnée par la formule (6), abstraction faite du coefficient 4, qui viendrait se fondre dans N et N'; il vient
[( 3 ) ; 3 | ‘| 3 DE N\{1--——})singa+ —cosga|+N (— —— |COSgA — — singa FE GA AS ON à CS IE L' gA"/ SGA TEE
— qACOSAG + Sinag
2 = 3 24-52 _ x(é- qtangaq ) ÉNVBESN ARC) A2 AG -— lang Ag qA Ag —tangag
Cette expression est celle de l’aplatissement de l’ellipse dont le grand axe est 24; il est en effet inutile de la multiplier par le facteur constant # du n° 102 pour obtenir l’ellipticité, puisque le facteur se confondrait dans les constantes arbitraires N, N'; mais, comme son second terme devient infini pour À — o, nous devons supposer N’ nul et nous avons simplement
(13) h— N(S La ) A? Ag—tangag
CL AIN ER IDONEESE
oir le n° 21 de l’Introduction.
La formule (2) du n° 102 nous donne, pour l’aplatissement à la sur-
face, d “ en f æ À dA 7 P +
f eduim Ut f cad }Hn+if and oH 2 10 TA (0 0 J
De la formule (12), abstraction faite du terme en N’, on déduit
[l H radi=N|(r %)sng Éeoss| 0 — g q _
d'où L( à) ; 3 | oN|(1——})sing+ -cosq EF TRS B GY MT 1) #2 — = - 5 eN| (1 2) sing — © cosg He fl A5 À do qg q = 0
En remplaçant H et 2 par leurs valeurs données par la formule (13)
et do par sa valeur déduite de l’équation (7), on trouve
1 — = — g coq)
E — io = —:
re COLOR GATE GI CO)
(14) Le, So — 0,00865, on obtient
En prenant E — -, q — 2,04
et, en vertu de l’équation (9), pi = 0,458D.
Si l’on se reporte à la formule (7), on en déduit, pour la densité au
centre, 0091):
Conet sing
La pesanteur en un point intérieur du sphéroïde ou l'attraction de la
sphère de rayon À passant par ce point a pour expression A p = as f pA? da = p;(SinAg — Ag COSAg)
ou, en appelant g, la valeur de g à la surface de la Terre ou correspondant à A=7, : | . SiINAG — AG COSAG (15) 8 —=81—— cn Sing — A COSq
SiR est Le rayon de la Terre, on a, pour un petit abaissement * au-
T dessous de sa surface ou pour Da — -— +, R
Le rayon moyen de la Terre étant de R = 6366000", et la profondeur à laquelle M. Aïry a fait ses observations étant n — 385", on a
Ôg I Be qe Fan 26400
nombre beaucoup plus petit que celui, <=, qui est donné par l’expérience. Si l’on voulait que la valeur (15) de g reproduisit l’accroissement observé, il faudrait prendre g = 2; mais alors l’aplatissement
prendrait la valeur trop faible de +. Ainsi l'hypothèse de Legendre ne
permet pas de représenter à la fois d’une manière satisfaisante la loi de la pesanteur et l’aplatissement.
107. Hypothèse de E. Roche. — Désignons par o, la densité au centre de la Terre et par B une constante; en posant
(16) p=patr— Bat),
l'équation (1) du numéro précédent devient
dp I B IT, ci = —= Asp a da (3 == as) es F da? ($po<+p). Mais nous avons — di= — dp;
Pof
par suite CN Re
de Doip Un
Cette formule ne diffère de celle qui résulte de l'hypothèse de Legendre que par l'introduction dans son second membre d’un terme ‘proportionnel au carré de la densité.
Nous avons obtenu à la fin du n° 103 la relation
fe e A? da
{ pa! da
et, en y remplaçant s par sa valeur (16), on en déduit 6 = 0,08, d’où (17) p — po(1 — 0,842)
En partant de là on trouve, pour l’expression de la densité moyenne de la Terre,
D= sf PA di =0,900;;,
d'où Po — 1,920 D.
D'après les expériences de M. Aïry, la densité moyenne de la Terre n’est pas inférieure à 5,6; en admettant ce chiffre pour la valeur de
D, on trouve Po—10,08,
et, pour la densité à la surface, Pr 0,20 lle
Cette densité est inférieure à la moyenne 2,7 des densités des divers granits que l’on considère comme formant la partie essentielle de l’écorce terrestre.
L'attraction de la sphère de rayon 4, ou la gravité à la distance À du centre, a pour expression
x f A A5 re F e=tf pat du = Ha (3 - 0,8 F)=#at - 254),
en nous rappelant que nous avons désigné par g, l'accélération de la pesanteur à la surface de la Terre ou pour À — 1. On voit que l’accélération gaugmente à partir de la surface jusqu’à la distance À = ?, pour laquelle elle atteint sa valeur maximum 1,068g,, qui est supérieure de plus de + à la valeur à la surface. La pesanteur décroit ensuite, reprend la valeur g, pour 4— 0,655, puis diminue à peu près propor-tionnellement à À jusqu’au centre où elle est nulle. Pour une faible variation 34, on a
dg SAR = Fe 5 OA.
Supposons que l’on descende à la profondeur n, nous devrons faire
PI =Rr ñ CES dans la formule précédente = — +, A—1, g=—g,, d’où
R do (BTE AA HEIN
En se plaçant dans les conditions de l'expérience de M. Airy, on obtient
Pl gi 19530 La différence entre ce résultat et la fraction + donnée par l’ex-
périence est évidemment inférieure à l'erreur possible de l'observation. En faisant p — 9,(1 — BA?) dans l'équation (10) du numéro précédent, on trouve
dh . 3o(1—P4) dh 126/ — TORRES GA) CARS ECTS Si l’on pose ÿBa — , il vient æd 3o0(1— 2) dh 12
HE: (5 — 35) 0ds Mr
Comme z est inférieur à l’unité, on pourra exprimer À par une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de cette variable et déterminer ensuite l’aplatissement des couches de niveau et, par suite, celui de la surface.
$ IV. — DE LA STABILITÉ DE L'ÉQUILIBRE D'UNE MASSE FLUIDE HOMOGÈNE, ANIMÉE D'UN MOUVEMENT DE ROTATION UNIFORME.
108. Concevons qu'une masse fluide homogène, animée d’un mouvement uniforme de rotation, soumise à ses attractions mutuelles, pouvant recouvrir un noyau central solide, subisse sous l'influence de certaines causes extérieures des modifications de forme supposées très petites, et proposons-nous de déterminer les conditions nécessaires pour que ces modifications restent très petites, de manière que, après une série d’oscillations, la masse finisse par reprendre sa forme d’équilibre. Nous aurons ainsi les conditions relatives à la stabilité de l’équilibre de la masse.
Le tout se réduit, comme on le sait, à exprimer que l'accroissement infiniment petit du potentiel, qui est du second ordre, est négatif.
Soient
(S) la figure d'équilibre de la masse;
g la résultante sur un point de la surface de (S) de l’attraction de la masse et de la force centrifuge ;
e la densité du fluide;
do, du’ deux éléments de la surface d'équilibre ;
A leur distance;
z, z' les portions censées très petites des normales correspondantes, limitées par la surface variable.
L’accroissement du potentiel est dû : 1° à l’attraction sur lui-même de l'excès sphéroïdal limité par la surface variable et celle de l'équilibre; 2° à l'attraction de la masse (S) sur cet excès combinée avec la force centrifuge. Si la masse 5 do ds s'élève au-dessus de la surface variable
au point correspondant à do, l’attraction qu’elle reçoit de l'élément
. : À # sd ps'dw' de l'excès sphéroïdal donne lieu au potentiel &? do de ——;
l'élévation dz' au-dessus de la surface variable au point correspondant
à dw’ donne de même, relativement à l'élément oz do, le potentiel
5 Â 9 du dw! ñ ; la somme de ces deux expressions étant L? - d(z21},
= pl = =
o? do dw'
il vient, pour les déplacements =, z’ au-dessus de la surface d’équilibre,
Si l’on fait la somme des expressions semblables à cette dernière pour tout l'excès sphéroïdal, ilest clair que l’on aura le double du potentiel dû à ses attractions mutuelles, puisque chaque élément s’y trouvera répété deux fois. On a done, pour ce potentiel,
— il — dw dw',
chacune des intégrales s’étendant à la surface entière du sphéroïde.
Le travail élémentaire du poids pgz do étant — og do z dz, il vient, pour le potentiel correspondant au déplacement z mesuré à partir de la surface d'équilibre,
[e] er 70
et, pour tout l'excès sphéroïdal, pires ps fg 3° du.
L’accroissement total du potentiel est donc
p? z3! dw dw' " (1) SL a — L fes du,
et cette quantité doit être négative pour que l’équilibre soit stable.
109. De la stabilité de l’équilibre des mers. — Supposons que la surface d'équilibre et celle du noyau soient peu différentes de la forme sphérique et que la vitesse angulaire n, soit assez faible pour qu'on puisse négliger le carré de la force centrifuge à laquelle elle donne lieu à la surface, par rapport à l'attraction de la masse. L’accélération d’un point de la surface produite par cette attraction sera, par suite, représentée par g.
En prenant pour unité de longueur le rayon de la sphère équi-
valente au volume du sphéroïde et, pour unité de densité, la densité moyenne de la masse, nous aurons, à très peu près,
DE
ÉFEX ni Nous avons
P, étant la fonction du n° 73 symétrique par rapport aux angles 0, Ÿ bo oe es fixent les positions de do et du’.
Soit z —2XZ, le développement en fonction sphérique de z. Nous continuerons à dite par Z, ce que devient Z, quand on y change respectivement 9 et en 0’ et sw’.
Les éléments do = — dy. ds, dw'= — dy’ d5' peuvent être considérés comme étant sensiblement sphériques, et si une intégrale sous laquelle se trouve l’un de ces éléments doit être étendue à la surface entière du sphéroïde, ses limites seront o et 47.
Nous avons ainsi (n°78), v étant différent de ,
[ ACT ET. J bec 0 0 LT &T j° A doi 0, jl NAT RS.
et, en vertu de la formule (13) du n° 79,
Il vient, par suite,
jh pue AE 2Z EP, du! LA LP, du! > 12 ?
AVE M RS er EL NT du, 2%—+I 2V-I1
" . ” 9 Resac. — Wécanique céleste. 97
Au moyen des deux dernières de ces formules, il est facile de voir que l'expression (r) devient
7, J- 2 )Z3 du 2 JE 2V HI
=- ts) f Lente (3e). de À
enremarquant que Z, est nul par suite de l’invariabilité de la masse totale. Pour que cette quantité reste positive quelle que soit la déformation ou pour toutes les petites valeurs que l’on peut attribuer à Z,, Z,, ..…, il faut que l’on ait pb 1. Donc, pour que l’équlbre de la mer soi stable, il faut que sa densité soit inférieure à la densité moyenne de la Terre.
Si cette condition n'était pas remplie, 1l y aurait certains déplacements pour lesquels les éléments matériels du fluide tendraient de plus en plus à s'éloigner des positions qui conviennent à l'équilibre, et l'équilibre serait instable pour ces déplacements.
V. — DE LA FIGURE DE L’ANNEAU DE SATURNE
110. L’anneau de Saturne est une couronne circulaire d’une très faible épaisseur, dont le centre est celui de la planète et dont la largeur est environ égale à la moitié du rayon intérieur, ce rayon étant égal aux + de celui de la planète.
L'anneau n’est pas simple, et l’on a reconnu jusqu'ici qu'il est formé de trois anneaux concentriques presque situés dans le même plan, si toutefois on peut s’exprimer ainsi (‘).
L'irradiation doit considérablement augmenter, en apparence, la largeur des anneaux. Il peut se faire aussi que chaque anneau se compose de plusieurs autres qui, par la cause précitée, paraissent se confondre en un seul pour l'observateur.
Nous supposerons, dans ce qui suit, que chaque anneau partiel est
(1) Rayon équatorial de Saturne........... 64000" Rayon intérieur de l'anneau ........... 94000 Rayon extérieur de l'anneau........... 142000
L'épaisseur de chacun des trois anneaux partiels est inconnue; mais elle ne paraît pas devoir dépasser 120".
fluide ou qu'il l’a été, qu'il affecte en conséquence la forme d’une surface d'équilibre, qu'ilest homogène, que la distance entre deux anneaux partiels consécutifs est assez grande pour que, en raison de leurs faibles masses, on puisse négliger leurs actions mutuelles.
Chaque anneau partiel se trouvera ainsi sollicité par ses attractions mutuelles, par l'attraction de la masse de Saturne, planète que nous considérerons comme sphérique et composée de couches homogènes concentriques; enfin par la force centrifuge résultant de son mouvement de rotation autour de la planète censé uniforme, comme cela parait résulter de l'observation.
L’attraction d’un anneau partiel sur un point de sa surface étant très petite par rapport à l'attraction de Saturne, et sa largeur, dans le sens du rayon, paraissant elle-même devoir être une très faible fraction de ce rayon, nous pourrons, sans inconvénient, négliger le rapport des dimensions transversales de l'anneau à son rayon, ce qui revient à considérer ce rayon comme infini. On est ainsi ramené à déterminer l'attraction d’un cylindre indéfini de même section que l’anneau sur un point de la surface.
111. La figure elliptique satisfait à la condition d’équilibre
d’un anneau supposé fluide. — Soient
OZ l'axe de rotation et M Ia masse de Saturne;
C le centre d’une section méridienne de l’anneau:
Cz la parallèle à OZ menée par ce point;
OCy la perpendiculaire à OZ passant par le point C prise pour axe des y;.
a = OC le rayon du cercle décrit avec la vitesse angulaire n par le point C;
M la masse de la planète;
y, 3 les coordonnées d’un point » du périmètre de la section considérée de l'anneau.
Nous prendrons la densité de l’anneau pour unité. Le travail élémentaire de la force centrifuge du point » a pour valeur
(a) n(a+ y) dy.
Le potentiel, c’est-à-dire le travail total de l’attraction de Saturne sur le
même point, est, en négligeant les puissances de z et y supérieures à la seconde,
M _M My
My 1 Me
toi = 2 3 3 D V(a per a a a D
d’où, pour le travail élémentaire,
(b) al Fe 2My dy __Mzds
Si l’on suppose que la section de l'anneau est une ellipse ayant pour équation (1) REX
les formules (10) du n° 71, abstraction faite du facteur 729, nous donneront les composantes de l'attraction de l’anneau sur 2, et, en les ajoutant après les avoir multipliées respectivement par dz, dy, nous avons, pour le travail élémentaire de cette attraction,
(c) nu
(yz ds + y dy).
La condition d'équilibre à la surface ou la somme des expressions (a), (b), (c) égalée à zéro sera
M s bn 2M : : BTy ML (En «jar e- mn n) à dy + (I + )sds=o.
Pour que cette équation coincide avec l'équation différentielle de l’ellipse, il faut que l’on ait
RÉTNESNM DL y +1 a ef (d) ee) ÉRROTee 2, Ven a d’où l’on déduit, par l'élimination de »?, (2) MS share : na (y+1)(3y +1)
On voit, d’après cette formule, que + doit être supérieur à l'unité ou que l’anneau est nécessairement aplati. Considérée comme une équation de y, elle a deux racines positives, puisque son second membre
devient nul pour y = o ety = >.
Le maximum du second membre de l’équation (2) correspond à
et à pour valeur 0,0543026.
Si l’on désigne par R le rayon moyen et par D la densité moyenne de Saturne rapportée à celle de l’anneau, on a M—:xRD,
et, d’après les chiffres que nous venons de donner, la plus grande valeur que l’on puisse attribuer à D, en se reportant à la formule (2), est
En supposant que l’on prenne pour a le rayon moyen de l’anneau total, on à à peu près (42 R — 2, et 1,3 pour la limite supérieure de la densité de Saturne. De la première des relations (4) ou
on conclut que chaque anneau partiel se meut autour de la planète comme un satellite place à la méme distance.
Il suit de là que la période de ce mouvement doit être de oï,/44 pour l'anneau intérieur, ce qui est conforme à l’observation.
112. Instabilité de l’équilibre d’un anneau régulier et irrégularité nécessaire pour la stabilité de l’équilibre. — Nous avons supposé à l’anneau de Saturne une forme régulière; mais, pour que son équilibre soit stable, il est nécessaire que la distribution des masses qui le constituent n'ait pas ce caractère d’une manière absolue, soit que la section soit variable, soit que son axe curviligne soitexcentrique ou à double courbure, soit enfin qu'il ne soit pas homogène dans toutes ses parties. Ces inégalités de forme, quoique très faibles, sont indiquées par les apparitiôns et disparitions de l’anneau dans lesquelles les
deux anses présentent des phénomènes différents. Sans ces inégalités, l'anneau, sous l'influence du plus faible déplacement dû à la cause la plus légère, telle que l'attraction d’un satellite ou d’une comète, finirait par se précipiter sur la surface de Saturne.
Supposons, en effet (fig. 11), que le centre de Saturne soit en O et que le centre de l’anneau déplacé soit en C, et considérons une des cir-
Fig. 11.
conférences matérielles dans lesquelles cet anneau peut se décomposer; la corde ab menée en O, perpendiculairement à OC, déterminera, dans cette circonférence, les deux arcs inégaux adb, ad'b, dont le premier sera plus petit que l’autre. L’attraction de Saturne ou de O sur deux éléments rar, m'n' des deux arcs, déterminés par deux cordes infiniment voisines passant par O, sera plus grande pour le premier que pour le second, d’où résulte que l'attraction de la planète sur l’are adb sera supérieure à celle qui se rapporte à ad'b ou que l'attraction totale sur la circonférence sera dirigée de O vers GC et tendra à éloigner le second de ces centres du premier. Le centre de l’anneau supposé régulier ou composé d’un certain nombre de circonférences semblables à Ja précédente finirait donc par s'éloigner de plus en plus de celui de la planète, et l'anneau arriverait à se joindre à Saturne.
Les divers anneaux qui entourent le globe de Saturne sont, par conséquent, des solidesirréguliers d’une largeur inégale dans les différents points de leurs circonférences, de telle sorte que leurs centres de gravité ne coincident pas avec leur centre de figure. Ces centres de gravité peuvent être considérés comme autant de satellites qui circulent autour du centre de Saturne, à des distances qui dépendent de l’inégalité des parties de chaque anneau, avec des vitesses angulaires égales à celles de leurs anneaux respectifs.
113. Dans le Chapitre précédent, nous avons reconnu que la Terre doit affecter la forme d’un ellipsoide de révolution, en partant de cette hypothèse qu’elle a été primitivement fluide et que le refroidissement n’a pas dû modifier sensiblement la forme de sa surface libre.
Cette induction théorique est-elle admissible? C’est ce que les mesures géodésiques peuvent seules décider. Or on sait que les opérations de cette nature ont pour objet de déterminer la forme et Ja longueur des arcs d’une classe de courbes appelées lignes geéodésiques, définies par cette propriété, savoir que chacune d’elles est le plus courtchemin de l’un de ses points à un autre, sur la surface de laquelle elle est tracée. On est done conduit, en premier lieu, à déterminer la relation qui existe entre la forme d’une surface et les lignes géodésiques.
Une ligne géodésique jouit des deux propriétés suivantes :
1° Son plan osculateur est normal à sa surface (");
(1) On arrive facilement à ce résultat par les considérations élémentaires suivantes : Soient
a, b deux points infiniment voisins d’une courbe quelconque ;
O le centre de courbure en a;
s — aOb l’angle de contingence au même point; c la longueur de la corde de l'arc ab = ds; p le rayon de courbure Oa.
RE | eÿ ’ c2 ’ 02 = — = le] = — D£ D = ’ RS Ro AS (GE P 24 PAC lt
On a
d’où
Si «. b sont deux points d’une courbe tracée sur une surface, on voit que ds sera mini-
2° Un point assujetli à se mouvoir sur la surface, sans l'intervention d'aucune force extérieure, décrit une ligne géodésique (*).
La recherche de l'équation générale des lignes géodésiques d’une surface présente, au point de vue de l’intégration, de grandes difficultés, qui n’ont été surmontées, pour le cas simple des surfaces du second degré, qu’en ayant recours à l'emploi des coordonnées curvilignes.
Nous nous bornerons, dans ce qui suit, à étudier le seul cas réellement utile dans la Géodésie proprement dite, étudié par Laplace et à la solution duquel nous conduira d’une manière très simple la théorie des mouvements relatifs.
Pour déterminer une ligne géodésique, il suffit de se donner les positions de deux points par lesquels elle doit passer ou un point et la direction de la tangente à ce point.
114. Lignes géodésiques d’un sphéroïde très peu différent d’une sphère. — Soient (fig. 12)
Fig. 12,
Ox, Oy, Oz trois axes rectangulaires menés par le centre O de la sphère dont le sphéroïde diffère peu;
mum quand p sera maximum, ce qui, en vertu du théorème de Meusnier, démontre la propriété énoncée.
On comprendra, sans qu’il soit nécessaire d’insister sur ce point, qu'un are géodésique peut être le maximum de la distance d’un point à un autre sur la surface.
(1) En effet, l'accélération du mobile est normale à la surface, comme la réaction de ectte surface à laquelle elle est due.
r= a(1+u)le rayon vecteur d’un point quelconque 7 de la surface du sphéroiïde, a étant la valeur de ce rayon relative à un point déterminé ;
m', Iles projections de » sur le plan æ0 y et sur Oz;
, dles angles m'Ox, mOm';
AB une ligne géodésique du sphéroïde, cette ligne étant censée décrite par le point #2 qui n’est soumis à l’action d'aucune force extérieure, en vertu d’une vitesse constante qui reste arbitraire.
Nous admettrons que toutes les valeurs que peut prendre la fonction u de et à sont assez petites, ainsi que celles de leurs dérivées, pour qu'on puisse en négliger les carrés et leurs produits deux à deux.
Désignons par A le point de départde la ligne et prenons pour a la valeur du rayon vecteur de ce point. Cette ligne ne différera que de quantités de l’ordre & du grand cercle dont le plan est mené par la tangente en À, censée donnée en direction, soit immédiatement, soit indirectement.
Soient R, M, P les composantes de l'accélération du mobile 72 suivant Om, sa perpendiculaire en » comprise dans le plan mOz, dans le sens de l'accroissement de ÿ, et la perpendiculaire au même plan dans le sens de l’accroissement de %.
La position du plan x0 y pourra être choisie arbitrairement par rapport au plan du grand cercle ci-dessus, à la condition toutefois que ces deux plans fassent entre eux un angle de l’ordre de &. Il suit de là que à sera de cet ordre et devra être traité comme la fonction & au point de vue du degré d’approximation convenu.
Supposons que « soit développé en série ordonnée suivant les puissances ascendantes de à, et soit
U—= Up + 0 + Ua +...
ce développement, dans lequel le premier terme est du premier ordre, le second du second ordre, etc.
Nous emploierons la lettre 9 pour caractériser les différentielles partielles relatives à la surface du sphéroïde, en réservant la lettre d pour désigner les différentielles qui se rapportent à la courbe.
Resaz. — Mécanique céleste.
On a, aux termes du second ordre près,
DNS
| OUR EAL ROUES On tida LÉ UE AE (a) ( ”
du du du dù du où En
da dx dù PE VENTE RER
valeurs qui sont indépendantes de à.
Si s désigne l’arc An, on a, aux termes du second ordre près,
(1) ds — a(1 + u) du.
Comme la vitesse constante = du point » peut être choisie arbitraï-
rement, nous la prendrons égale à a, et nous aurons
da (1+-u) Tr Cd d'où da (a) Fed
Le point » décrit dans le plan mobile z07»’ une courbe #n, en vertu d'une accélération dont nous allons d’abord déterminer les composantes. A cet effet, nous pouvons considérer ce mouvement comme résultant d’un mouvement relatif suivant le rayon On, qui tourne luimême autour du point O; on a donc, dans le plan ci-dessus, l’accélération relative ÉGAL
(6) 2e A Gr
> Suivant On,
l'accélération tangentielle d'entraînement
d à dù
(ce) a(i-+u) Hi NET suivant la direction de M,
et ce sont les deux accélérations dont on ait à tenir compte, attendu
AE : di \? ANT :
que l’accélération centrifuge (à) et l'accélération centrifuge compodt 2
Connaissant les composantes de l'accélération du point 7 dans le plan mobile 207», cherchons à déterminer celles de l'accélération absolue.
La vitesse relative du point 72 en projection sur le plan x0 y étant égale à dr di du
= COSC 7e ISIMO— de de dé dt?
on a, pour l'accélération centrifuge composée prise en sens contraire due à la rotation du plan 207» autour de Oz,
di: du : : :
(d) RTE suivant la direction de P.
La composante tangentielle d'entrainement est
SCOR C2 : À ; :
(d') r COS Ts — HE) de? suivant la même direction de P.
HR Ou 2 da? ER ; L'accélération normale d'entrainement — 7 77 cos), dirigée suivant
la perpendiculaire Ir à Oz, donne les composantes
da £ (0) me Aie) dé” suivant Om, CRE A GHCSS ; : .
(ci) a(i+u) TE SN a Ô suivant la direction de M. Nous avons donc d'u de 1 HO ET) ER AR et dx du da { 24 — + a(i u —1P (2) dd Re ?
di CEPMS DAME à
ou, en remplaçant £ par & dans les termes du premier ordre, en vertu
de l'équation (2) bar sa valeur fournie par la même équation, 27 que + 7j Par Sa vi par Î: juation, 73
par celle qui s’en déduit,
du ——> = (I u)= —; da »
(3) 4 du = Pr da a d?ù . M o 0= — da? a
Les deux premières des équations (3) donnent respectivement la valeur de R et de P. La troisième est la seule à considérer et le tout se réduit à trouver l'expression de M.
La résultante de R, M, P étant normale à la surface, on a
(f) o=Rdr+Mr dd +Prcosèdi=R dr + aM di + aP di;
mais de l’équation PAR EM =C on déduit
OUR
DS O0 Ai 0, ) où dx
dr
En identifiant ce résultat avec l’équation (f), on trouve
1 ) [mn (£) de ou | PR _.
ou, en vertu de la première des équations (3), en continuant à négliger les termes du second ordre,
| M — su
du PTE | UE La dernicre de ces formules, comme cela devait être, est identique à la seconde des formules (3), en raison de la quatrième des relations (a).
En se rappelant que
æ&i s 6) — (2) ae 0:
»] SV) Li 1 et a pour intégrale (‘) (6) [8 = Ccosa + C'sina — sin f w cos a da — cosa f u, sina da,
en désignant par C, C’ deux constantes arbitraires que l’on déterminera en vertu des conditions auxquelles le point A doit satisfaire.
Soit 9 le rayon de courbure au point B de la trajectoire; l’accélération en ce point est
VR EM -+P
ou
en continuant à négliger les termes du second ordre. Il suit de 1à, en ayant égard à la première des équations (3), que
(7) Re TL UE M
On reconnaitra facilement que l'angle que forme la tangente au point B
de la courbe avec le plan yOx est égal à
Soit Ÿ l'angle formé avec Ox par la normale en 77 à la surface; la composante M, qui est du premier ordre, ne donnera suivant Om, par suite suivant Ox, qu'une composante du second ordre; la projection de l’accélération du mobile sur Ox se réduisant à Rcosa — P sine, 1l vient, en ayant égard à la seconde des formules (g),
R cos«— Psinx _ Rcosæ— Psina
Cos L — a — AC + VRP R
LS OSa—— sinx dx L
(1) Voir le n° 23 de l'Introduction.
d’où du du d - LEE + (8) T LE DE da ou EE du du (9) Me HU"
en substituant à & la variable Ÿ dans ee ce qui est permis aux termes du second ordre près.
Menons par Oæ un plan (P) parallèle à la normale au point 7» de la surface, et désignons par V l'angle que fait ce plan avec yOx. La trace du plan dont il s’agit sur Le plan y0z sera la projection sur ce dernier plan de l'accélération de #2 transportée parallèlement à elle-même au point O. Or nous avons, pour les composantes de l'accélération,
Rsine + Pcosa.r"ErrrRne suivant Oy RISIN 0 EMICOSOP PEER EE » Oz Il vient donc Ro+M 00 LACOSTE no Gr
(Go) ane NN
Rsinza+Pcosax sina sina 00 sin® sin® dd
Désignons par 5 l'angle formé par la tangente en 77 avec le plan (P), et soit # le point où ce plan coupe #77’; m'k étant égal à la distance asinx du point "à Ox, multipliée par tang V ou V,ona
mk— a(V sinax — à).
En passant de »# à un point», infiniment voisin de la ligne géodésique, le plan (P) étant supposé fixe ou V constant, #4 varie de
d.mk = a(Vcosada — dà).
La projection de >, sur le plan (P) pouvant être considérée comme
LS
égale à adkOx = ad, il vient
d.mk a da
tangs — = V cosa —
da
ou
>: dè (11) (aie) GERS
115. Application à la Géodésie. — Les formules précédentes deviendront immédiatement applicables à la Terre en les transformant convenablement en coordonnées géodésiques. Nous nous bornerons à examiner les deux cas particuliers développés dans le t. II des Œuvres de Laplace.
Nous rappellerons que le séxuh en un point de la surface du sphéroide terrestre est l'intersection de la voûte fictive, dite céleste, avec la normale en ce point. Le méridien céleste au même point est le plan déterminé par la ligne des pôles et le zénith, ou encore le plan qui, passant par la ligne des pôles, est parallèle à la normale au point considéré de la surface.
La latitude en un point de la Terre est Le complément de l'angle formé par la normale avec la ligne des pôles; on donne à ce dernier angle le nom de colatitude.
La longitude d'un lieu est l'angle compris sous le méridien céleste correspondant et un méridien céleste fixe.
La longitude et la latitude ou la colatitude sont les coordonnées employées en Géodésie, par le motif que ce sont celles qui se prêtent le mieux aux observations.
1° La tangente au point de départ est parallèle au méridien céleste correspondant.
Soient (/ig. 13)
PP’ l’axe de la Terre;
PAP’ le grand cerele passant par la tangente AT au point de départ A;
A' la projection de A sur son méridien, qui, aux termes du second ordre près, se trouve sur la circonférence comprise dans le plan de ce méridien et dont le diamètre est PP’.
Nous prendrons le plan PAP" pour plan des æy et OP pour direction de l'axe des æ; nous conserverons d’ailleurs les notations qui pré-
cèdent.
L’angle V représente alors l'angle formé par les méridiens des points
m et À, c’est-à-dire la différence des longitudes de ces deux points; la colatitude du premier de ces points; & l'angle formé par la tangente en B avec le méridien de ce point et qui est nul pour le point A par suite de la condition que nous nous sommes imposée.
Fig. 13.
mi IDR | D \ \ \ A = \\ LA D'AD\ dd
En affectant de l'indice zéro les quantités qui se rapportent au point A, nous avons &, — 0, V,—0o; les valeurs des dérivées partielles affectées de l'indice zéro seront celles qui correspondent à æ = o, et la formule (11) nous donne, par suite,
Comme à — à, est une quantité du premier ordre ou nulle avec w, on
: dè VOILQUe =
dy négligée d’après ce qui a été convenu, et la formule (11) se réduira à la
suivante :
» développée suivant les puissances de ($ — à,), devra être
(12) V cosb — 5.
Si le point » est suffisamment voisin de À, on pourra remplacer dans cette formule Ÿ par d,, et l’on aura simplement
(121) VIcOS =:
On voit ainsi que, par l'observation seule et indépendamment de la connaissance de la figure de la Terre, on peut déterminer les longi-
tudes des extrémités d’un arc géodésique qui a été mesuré, et si la valeur de 5 déduite de la formule (12’) est telle qu’on ne puisse pas l’attribuer aux erreurs d'observation, on sera certain que la Terre n'est pas un sphéroïde de révolution.
2° La tangente au point de départ est normale au méridien correspondant.
Nous conserverons aux lettres P, P’, À, A’ la même signification que ci-dessus; aux termes du second ordre près, la direction de la droite AA est celle de la tangente en A.
Nous prendrons pour axe des x la direction de OA’ et pour axe des y la perpendiculaire en O au plan P A’P’.
Soient ( g. 14)
Fig. 14.
o, o, les colatitudes de 7x et de À; à l'angle POA’, qui ne diffère de 9, que d’une quantité de l'ordre deu; Oz la perpendiculaire en O0 à OP comprise dans le plan PA'P".
Aux termes du second ordre près, l'accélération de »2 à pour composantes :
RE A A A co eo de suivant Ox (a) Y=Rsine + P cosa — Môsina=R sine + P cosx... » O0 y sino M cosd = RôoM POP suivant Os (EX = (R cosx— Psins) SM = (Ro EM) cos » O7 ou (b!) X—R(cosasinÀ —3cos2,) — Psinzsine, — M cosc,,
ls Resar. — Mécanique céleste. 99
et enfin
(e) Z=(R cosa — P sina) cos) +(RÔ+M})sin}... suivant OP
(cu) Z=KR(cosacosX +5sine,) — Psinxcose,+ Msino,.
Nous avons, par suite,
7 : 1 Le COSO — ——COSa COS} OÔSiINv, -—SINdCOSC, SIN) ; R + oi R R :
ou, en vertu des formules (g) du n° 114,
ou
; OUI ë COSY — COS a COS À + Ô Sinpo+ -— SinxCOSY — — Sin Po. | DE où }
Pour le point A, la valeur , de « est du premier ordre et à est nul;
on a ainsi, en se rappelant que les dérivées de w doivent être considérées comme étant indépendantes de à,
où
(Lo) ve : du
SIN À — Sin 9; — —< COS Yo.
| . du .
| COS COS 2 SIN Co, | où
Il vient donc
O1 du (14) cose — cosa Cose, + à sinvs + à. Sin % COS 29 +
x TS (cos2—1)sinvs.
Si nous désignons par U l’angle compris sous les méridiens des points m et À ou la différence des longitudes de ces points, nous avons
Rsina + P cosa
tangl=e—
X R(coszsinA — 3 cose) — Psinzsine, — M cos, tang a 1 G M M = — —— Ô COS Vo + —SiNvy + — COS sin Cos’asin?v, SORT AM ESS
ou, en se reportant aux formules (g) du n° 11#et (13),
ou ô SIN — (1 —SinxCos2)cosu
dt ) 0% où
» tang x l G5) tangU = =—- + -
- —— à COS ®o — sin® cos?a sin?® |.
Comme on doit avoir U = o pour 4 = 4,, à — 0, cette formule donne
‘du du st ET == —=— mi [de 0 dx las (% : T0?
en caractérisant par l'indice zéro les valeurs des dérivées correspondant 0: .
Proposons-nous maintenant de déterminer l’angle I que forme la tangente au point 2 avec le méridien de ce point. Supposons, à cet effet, que, dans les formules (a), (b), (ce) établies plus haut, R, M, P, À, Y, Z représentent, non plus les composantes de l’accélération, mais celles de la vitesse. Nous avons
T du du P J da Tu = d— A —) = ANT — 4 = 4 de da Gr dè dè ee Mac, VRP M = Gr tu):
di da Y \ ); OX nu Tr : ; : dùà … | to. COS 2 Sin? — (1 + «) Sinx sin À — 7e COS Co « [442 ŒZ (2), à | du ; 3 . (D) HrEN 2 di — —-COSASINCy — (1 + &) SiNxSiN Lo, + — SIN ZX COSLp— — COS Lo; da (UNE s Ent AE AR nt Y du .
(e) mn; SIN 4 M1 + &) COS4; [41 ŒZ { Z du ; Cie dù .
— — = COSa COSV, CENT) IST MICOS EE SIN | a da ! da CP) du . a + EE dù il — —— COS A COSS — (1 + &) SinxCOSV, — — Sinxsinv — Sinvs. Se 2o ( 20 95 70 de Po
La composante de la vitesse parallèle à la trace du méridien de 72 sur
le plan x0 y étant X cosU + Y sinU,
nous avons
LOS == Le VA + (X CosÙ + YsinU} CAGE 12)
art)
RETZ Ein U.Y cosU}
ou
7 “ : pit — Y cosU |?
10) COLE a(i+u)
et 1l est facile de s'assurer que l’on a bien I — 90° pour le point A. Supposons que l'arc Am soit assez petit pour que l’on puisse négli-
ger le cube de & dans les termes indépendants de w et le carré dans les
termes dépendant de cette quantité. Nous avons, en négligeant la se-
conde puissance de (o — 0),
COSY — Cos(o
et la formule (14) nous donne
; 2 OLANE /1 à 10 (EE Ps (5 [&] = == = — 0) ( l ) ï 7Ù ot#0| 2 _ ), |
Comme cette valeur est du second ordre, c’est avec raison que nous en avons négligé le carré.
La formule (17) nous donne
{ % mn (fs ou ; du
= —— + ——15cosp# — Es Sin, — (5e) CosU, U3 Sing, Sin°v,l 027 Do, 134)
| Au | mu ou “ de | x ) — 0 sin — | coso, — [ — | cose, |.
Nos ele ee où GE (TE Pet Qi 1 à
De la formule (16) on déduit
RON. Vrai au (16!) EME Vo nie roi (ou) x):
Nous avons, au degré d’approximation convenu, ( du du fdu\ , fæu
U== 5 à _ EE (72
da n Ds (757 a }, (a }
dè dù «Œù = ==W#) ER es 4 ER … Ga di),
Les valeurs (d) et (e) se réduisent ainsi aux suivantes :
et de plus
X ie ï AATIN h A Fee ‘de
= nb à es ON MORT SINR EE NES IECUCOS ONE = COS
( da Jo da? \e ji PV \Doue T0 de ), Pos r 2
SRI Î ne.
ss RIR Le Fe | (
ce
et nous voyons déjà que la formule (16’) se simplifie et devient
OA ER et cos Le = SOMMES EDS ad” a? d
; ET DS du\ Tarn 6" de NO ET EE ET EL (16") = /: _ 2 (z }* -2Usine, le À :| _U
F ‘du SE PUNTO = 4/22 (9) à +- Usine | (Te) — | SAUT
Il vient donc enfin
çr nes ve : à) us % 1 (10 ) COS A DE — 5 EP 4 — 4
et l’on arrive ainsi au même résultat que si le sphéroïde était une sphère.
Nous nous arrêterons à ces recherches théoriques et nous renverrons, pour l'application aux résultats des mesures géodésiques des formules ci-dessus, au tome V des Œuvres de Laplace, où est discutée la majeure partie des mesures exécutées jusqu’à présent. Qu'il nous suffise de dire que ces mesures n’ont pas accusé de différences sensibles entre la forme de la Terre et l'ellipsoide de révolution, c’est-à-dire que l'observation n’a pas donné de valeurs appréciables pour les angles que nous avons désignés par V, 5.
S [. — DES ATMOSPHÈRES DES CORPS CÉLESTES
116. L’atmosphère d’un corps céleste est une masse gazeuse qui l’environne et qui s'appuie sur sa surface en raison des attractions exercées sur les éléments de cette masse.
Les couches atmosphériques participent au mouvement de rotation de l’astre, qu’elles recouvrent en raison des composantes tangentielles de leurs actions moléculaires au contact et des composantes semblables relatives à la dernière couche et au sphéroïde.
La faible densité d’une atmosphère permet de négliger l'attraction mutuelle de ses propres molécules, et l’on peut, de même, faire abstraction de l’excentricité du sphéroide qu’elle recouvre et auquel nous supposerons, par conséquent, la forme sphérique.
Il est évident qu'une atmosphère affecterait une forme permanente si ses différentes particules n'étaient sollicitées que par la force centrifuge et l'attraction du sphéroïde. Mais cette hypothèse, la seule étudiée par Laplace, n’est guère admissible que pour l’atmosphère solaire; c’est pourquoi nous envisagerons avec E. Roche, à qui est due presque toute la substance de ce Chapitre, la question à un point de vue plus général, en supposant que la masse est attirée par un astre qui en est éloigné et dont le centre est situé dans le plan de l’équateur du sphéroiïde. En dehors de ces deux cas particuliers suivants : 1° l'attraction extérieure est négligeable; 2° le mouvement du centre de gravité de l’astre extérieur se réduit à une rotation identique à celle du sphéroïde autour
de son axe, cas pour lesquels l'atmosphère aura une forme permanente, la figure de la masse fluide subira des fluctuations dues à l’action variable de l’astre extérieur et périodiques avec cette action; mais alors nous nous proposerons de déterminer la figure d'équilibre qui conviendrait à chaque position du même astre. En supposant la rotation nulle, on se trouvera dans les conditions d’une comète ayant un simple mouvement de translation autour du Soleil.
1177 Équation générale des surfaces de niveau. — Soient
(fig. 15)
M la masse du sphéroiïde ;
ñn sa vitesse angulaire autour de son axe:
O son centre de gravité;
7 la distance à ce centre d’une molécule #2 de l'atmosphère; l'angle formé par r avec l'axe de rotation Oz;
M’ la masse de l’astre extérieur dont le centre de gravité, que nous désignerons par la même lettre, est situé sur une perpendiculaire Ox à Oz;
a la distance OM’;
Oy la perpendiculaire en O au plan 30x;
Ÿ l’angle formé avec Ox par la projection O x de Om sur le plan +0 y;
æ, y, z les coordonnées du point 72.
La partie du potentiel due à l'attraction du sphéroïde et à la force centrifuge est M. nir7sin0
(a) EE à 2
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RAP ANT 2 M'_
L'accélération au centre de gravité O de M produite par M'est =; si l’on
veut apprécier les phénomènes qui se passent à la surface du sphéroiïde, il faut concevoir que l’on imprime à ce corps, ainsi qu’à son atmosphère, une vitesse etune accélération translatoires égales et contraires à celle du point O, qui se trouvera ainsi ramené au repos. On voit ainsi que l'élément matériel 2 doit être considéré comme possédant Les deux accélérations
M' À 3 — _ TE suivant Ox, !
M =; OU Goo » mM'.
mM'
Il suit de là que la partie du potentiel, résultant de l'attraction de M’, est
! | LA ( b) Mr == Mis
Cela posé, désignons par à l'angle mOx, ce qui revient à écrire
æ — Tr COS,
à . . , . , et supposons que le rapport — soit assez petit pour qu'on puisse né- (2
gliger celles de ses puissances qui sont supérieures à la seconde; nous aurons
: à Rare r COS Ô HN = 1 — VE 2 TC OS) 1e = (3 COS 0 — r) |; mM' a a 2 a
l'expression (b) devient, par suite,
M' Mr:
(b') (3 cos? — 1).
On obtiendra l’équation générale des surfaces de niveau en égalant à une constante arbitraire C la somme des expressions (&) et (b'), ce qui donne, en remarquant que cosù — sin6 cosy,
(c) - (3 sin?0 cos?Ÿ — 1) + = (0
N'RMUTE : M n'rasin 05 « 24
jeter ; R£saz. — Mecanique céleste, 0
Soient T la durée de la révolution de M’ autour du point O; + la durée d’une révolution de M autour de Oz; nous avons
et, d’après la formule (12) du n°3,
3 Tux a Si donc nous posons (1) be — _ Ÿ — nous aurons (a) ny M LE,
à : ; : a M' et l’équation (c) devient, en faisant passer dans la constante du second membre,
7? sin? 0
Re un : 2u e ma (® SINAUICOSA DES FR ro ae) = (;
En OS
a Cette équation, exprimée en coordonnées rectangulaires ou
22? — y — 7°? DT T°? + y? :
) - _ —— - -yG+y) — =, VÉPSEN) MSTEESE
montre, conformément à ce que l’on devait prévoir, que les surfaces de niveau sont symétriques par rapport aux plans coordonnés, qu’elles ne deviennent de révolution autour de O0 z que si M’n’existe pas ou que =, et autour de Ox que si la vitesse angulaire x est nulle ou si
118. De la surface limite d’une atmosphère. — L'’atmosphère d’un corps céleste ne peut s'étendre indéfiniment et doit être limitée à la surface au delà de laquelle les molécules cessent de peser sur le sphéroïde. L'équation de cette surface s’obtiendra en égalant à zéro la composante, suivant r, de la force qui sollicite une molécule ou la dé-
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5 7 ee o be r sin?0 (2) 3 (9 Sin? 0 cos 4 — 1) — = +yG+p)- 0
et l’on doit avoir, pour tout point intérieur à la surface libre ou appar-
’ : 5 dv tenant réellement à l'atmosphère, = <o ou
J. r sin?0 = + y(i + 1) PT 40:
(6) = (3 sin?0 cos? — 1)
On s’assurera facilement que la surface limite est symétrique par rapport aux plans coordonnés et qu’elle est de révolution dans les mêmes cas que les surfaces de niveau.
En égalant à zéro les dérivées partielles " D pour obtenir les directions correspondant aux minima de r, on trouve que ces directions sont celles des trois axes coordonnés Ox, Oy, Oz; les valeurs corres-
pondantes r,, r,, r, de r sont données par
Ainsi la surface ne coupe pas l’axe Oz ni l’axe Oy si y(1+u)<1. dans tous les cas, le plus petit rayon est dirigé suivant Ox.
Pour que ” reste une petite fraction, 1l faut qu’il en soit de même ne : | c . : : Ë
de —, condition qui sera toujours remplie dans les applications que nous ferons des formules que nous avons établies, soit parce que y est très petit pour les comètes, soit parce que y est très grand quand il
s’agit du Soleil.
119. Discussion des surfaces de niveau intérieures à la surface limite. — L’équation (3), différentiée par rapport à 0 seulement,
donne dr 3 COS Ven) D = NRA RE : OS ( (7) H sin9 cos0 db,
AT NET L rsin?0 «a
= — — (3 sin?0 COS L — 1) —y(1+ 7) .
Te (4/4 d et, comme le dénominateur de cette expression est positif en vertu de “ee Mn. x dr AS la condition (6), il en est de même de == + Ainsi le rayon vecteur augmente avec 0, quel que soit l’azimut 4, en allant de l'équateur au pôle. L’axe des pôles est, par suite, le plus petit des trois axes. ; RE NUTE : : dr Si, 0 restant constant, d augmente de zéro à 3 le dénominateur de +
, où nie . LITRES augmente et son numérateur diminue; d’où il suit que 7 diminue,
c’est-à-dire que l'augmentation de 7 avec 0 est d'autant moins rapide
que Ÿ s'approche plus de =: On conelut de là que le plus grand des trois
axes est dirigé vers le corps troublant.
Tous les rayons r étant finis, la surface est fermée, et comme chacun d'eux est inférieur au rayon minimum r, de la surface fermée, on a
aV y LC
. 1e (3) TE D — ou D YU):
L’équation (3) peut se mettre sous la forme suivante : [
3co$ 4 + y(1+ u)]sin?0—71 , : DANSE DUR
aÿ
et n’a qu’une seule racine positive correspondant à chaque valeur de C si la condition (6) est remplie ou si
3 n PEN _ : ; [3 Cos20 + +(1 + w)] sin?0 —1
En effet, si cette équation avait deux racines positives « et B, la troisième racine serait — (x +6) et sa valeur absolue, d’après l'inégalité précédente, serait inférieure à
3 VUE à. Le à :
24 RE s [3 cos2b + y(1+ u)]sin?6 — 1?
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2 La?
[3 cos2% + y(1+p)]sin6 — 1°
tandis qu’il doit être égal à cette expression qui est le dernier terme de l'équation en r. Cette équation ne peut done avoir qu’une seule racine positive; en d’autres termes, l’armosphere n'a qu'une figure possible d’equibre.
Soient R>R'>R’ les valeurs de 7 correspondant aux directions Ox, O y, Oz; l'équation (3) donne NES
QI
| R® (9) [r ae u.)| + CR —2U—0O,
d'où, par l'élimination de C,
KR 2e oo, _ UC (0) ed nn en ER re IFRS 2 ua? Re 2 ua?
(11) [1 QG t u)| R3 | [FE Er nat: +) R 5 BR: — 0.
Il résulte de ces équations que les couches de niveau, sensiblement spheriques vers le centre de gravité, vont en s'aplatissant en allant vers les pôles et en s'allongeant dans la direction de l'astre extérieur à mesure que l’on s'éloigne de ce centre.
En effet, en posant va R' 1e R
l'équation (ro) donne
nl An IR
(12) Qu ea . à
d’où
(13 de 2—29
lé nr — —— —— … du 2 aus (ru)
et cette dérivée est positive, puisque pe 1; ainsi, quand on s’éloigne
À ; : : ; R du centre ou que R croît, u décroît, et 1] en est de même de v — FR:
Dans le voisinage du centre, & est très grand et, en vertu de la for-
re Be UE À an ART ; mule (12), # diffère peu de l'unité; + étant très petit, + reste sensiblement égal à l'unité.
R' CDR R° l’équation (11) donne , nes G+u)le+fi+y(+u)lw, (ei 2 — 941 É dr d’où dsw D 19 (x?
dudou+re types re vu)?
Le numérateur de cette dérivée est positif; 1l en est de même du dénominateur lorsque 1 — y(1+u)Zo.
Supposons maintenant que l’on ait
1—Yÿ(1+u) Lo; pour que la valeur (14) soit positive, 1l faut que
,_2+4G+u) Tor ll Il suit de là que
au+2+y(i+u)—3[y(i+u)—-i]a?>olu—2—y(i+u)]
ou que le dénominateur de . est positif, puisque, d’après la condition (8), le second membre de 1e inégalité est positif.
Ainsi donc È croit avec R, et l’on verrait, comme pour le centre, ce rapport est sensiblement égal à l’unité.
pr que, vers
120. Discussion de la surface libre d’une atmosphère. — Nous appellerons surface libre de l'atmosphère la plus grande des surfaces de niveau fermée, c’est-à-dire celle qui atteint la surface limite. C’est à la surface libre que se termine l’atmosphère quand elle s'étend aussi loin
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Pour trouver la valeur de la constante C qui correspond à la surface libre, il suffit d'exprimer que le demi-grand axe R de cette surface est égal au plus petit rayon r, (n° 118) de la surface limite ou que
= V/ L Far, Ho rer)
En ayant égard à cette valeur, la troisième des équations (9) donne
(16) CiR= à me d’où (16/) ce 3 Vr+ryG+u) UE « et me) (ay) Gta)
Les équations (12) et(14) deviennent
(17) + S[2+y(G+m)]e—2l2+yG+n)]=o,
(18) [i—yG+p)}ei+i2+y(i+u)]w—-o2f2+y(i+u)]—=o. De l'équation (17) on tire
des ES D dpi y) (30 — 2)?
du. CAD IeN drn Ge?(1— 6)
et, comme s est inférfeur à l’unité, ces dérivées sont constamment positives, c’est-à-dire que # croit avec & et y. Le minimum de +, qui correspond à & — 0, y — 0, est donné par l'équation pi Gp — 4 —=o, qui n’a qu’une racine réelle dont la valeur approchée est 0,626. Le maximum de ?, qui a lieu pour = ,y—=, est 5 — 0,667, et l’on TA RS à voit ainsi que, dans tous les cas, — diffère peu de *.
Lorsque y ety seront donnés, on pourra toujours calculer le rapport e au moyen de l’équation (17), et1l n’y aura pas d'incertitude, puisque
cette équation a deux racines imaginaires et une racine comprise entre 00201610, 007 L'équation (18) donne
dw _y(m—1r) (m2) | Des GE u)(r nr +2) AT D LOrPt (1160) MONT LS (1 — (1) d
et, comme æ <[ 1, ces deux dérivées sont positives ou æ croit avec y ety. Le minimum dew, qui correspond à # — 0, ÿ = 0, est donné par la même équation que celui de » et a pour valeur approchée 0,626. Son maximum, qui à lieu pour = ,7— x, dépend de l’équation
Di— 3v+2—(v—i)}(m+2)—o
ou est égal à l'unité. Le rapport de l’axe moyen au grand axe ne pourra donc varier qu'entre 0,626 et l’unité, limites entre lesquelles se trouvera comprise l’unique racine réelle de l’équation, qui correspond à des valeurs données de w et de y, sir — y(1 +») > 0; dans le cas contraire, cette équation à une racine négative, une racine positive plus grande que l'unité et une autre racine comprise entre 0,626 et 1 qui conviendra seule à la question.
' - : $ 3U 5 - L'équation (4) donne, en substituant à C la valeur +; qui convient
à la surface libre, et en y remplaçant x par x +R, de manière à placer l’origine à l’un des sommets situés sur Ox,
22? + 4Rx +2R— y = 2 lu d V(TER) Eee 2+oRz+R+yt 3u Ai ler FE ==
Pour æ —=0, y =0, 3 —0, les trois dérivées partielles du premier ordre du premier membre de cette équation, que nous désignerons par F, sont nulles; 11 y a donc, par suite, au sommet une infinité de plans tangents dont l'équation de l'enveloppe est
GERS Le æF (2 2e (Te de Fe Der ( LA ŒF æ&ŒY GAEN 84 + (£ je Le (e 7)» ue Ca ) Mo
DE LA FIGURE DES MASSES GAZEUSES QUI ENVIRONNENT LES CORPS CÉLESTES. 321
ou, en remplaçant F par sa valeur, (19) CEE BEN b ae 370;
équation d’un cône du second degré qui est de révolution autour de Ox lorsque + — o. En vertu de la symétrie, l’autre extrémité du grand axe jouit de la même propriété.
Au delà de ces deux points singuliers, la surface libre formera deux nappes indéfinies qui ne peuvent offrir de l’intérêt qu'au point de vue géométrique.
121. Des surfaces de niveau extérieures à la surface libre. — Examinons maintenant ce que deviennent les surfaces de niveau au delà de la surface libre.
La troisième des équations (9) donne
Un DUT [2 cn AU EU )] ne \ 7 € (== Æ = , [a ne EN) où - / 2 y Nes AC ; Se ; NOT dR Re?
On voit ainsi que les surfaces de niveau qui coupent l'axe Ox à des distances croissantes depuis zéro Jusqu'à la valeur (15), correspondant à la surface libre, répondent à des valeurs de C décroissantes depuis l'infini jusqu'à la valeur (16).
En supposant que CG aille encore en décroissant à partir de cette limite (16), on aura des surfaces de niveau qui couperont la surface limite, mais qui ne rencontreront plus l’axe Ox, puisque R devient imaginaire. Les courbes d’intersection de l’une de ces surfaces de niveau avec la surface limite satisferont à la condition
obtenue en retranchant de l'équation (3) l'équation (5) multipliée par r.
REsAL. — Mécanique céleste. 4
En considérant 9 et } comme constants, l'équation (3) donne
dC O7 Me 2 al 2y(1+u)rsin?0 Re (O0 SiN COS UN) D se I b) dr a?
et, en éliminant 0 et à au moyen de la même équation,
dr Ï ACL D (e mn Æ\ < Eos)
Tant que cette dérivée aura une valeur finie, deux surfaces de niveau consécutives, répondant aux valeurs C et C + dC de la constante, différeront infiniment peu. Mais, d’après la formule (x), dans le voisinage de la courbe suivant laquelle une surface de niveau traverse la surface
dr
libre, TC devient infini.
En considérant la surface libre, puis la surface de niveau correspondant à une valeur un peu moindre de C, on reconnaitra que la seconde surface enveloppe la première, qu’elle en diffère infiniment peu jusque dans le voisinage de l’axe Ox, mais que, au lieu de couper cet axe comme la surface libre, elle s'arrête avant de l’atteindre, devient tangente aux rayons vecteurs partant de l’origine O et s'éloigne ensuite
indéfiniment.
122. De l'atmosphère solaire. — Nous pouvons 1iei supposer vu =, attendu que l'attraction des planètes sur un point de l’atmosphère est négligeable par rapport à celle du noyau solaire, soit en raison de la petitesse relative de leurs masses, soit par suite de leur éloignement de la masse qu'elles attirent.
En vertu de la formule (3), les surfaces de niveau ont pour équation générale
À. TÉSIN
7 «a et sont de révolution, comme on devait le prévoir. Dans cette équation, on devra supposer, en se reportant à la formule (2),
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Les équations (11) et (ro) nous donnent
R' RRTR R 1 R _2+ak
On voit ainsi que l’aplatissement des couches va en croissant avec la distance au centre.
L’équation (5) de la surface limite devient
LAS et celle de la surface libre, en se reportant aux formules (3) et (16’),
ä ASIN to.
sv
Les deux demi-axes de cette dernière surface sont
L’équation (19) du lieu géométrique des plans tangents à chacun des sommets du grand axe de la surface libre devient
et représente deux plans faisant entre eux un angle de 120°. On voit ainsi que la surface, qui est de révolution, possède dans le plan de l'équateur une arête saillante qui n’est autre chose que l'intersection fermée de la surface libre avec les deux nappes indéfinies.
La section faite par l'axe de rotation du Soleil doit donner un profil analogue à celui de la /g. 16, dans laquelle L et L' représentent les deux nappes de la surface limite, s la surface libre, s, une surface de niveau intérieure, s, une surface de niveau extérieure à s. Si, par suite d’une certaine influence, le fluide atmosphérique enveloppant le Soleil dépasse la surface libre, 1l s’écoulera dans le plan de l’équateur par les ouvertures que présentent dans cette région les surfaces de niveau s>, formera une sorte d’anneau cireulant autour du Soleil, mais indé-
pendant de l’atmosphère; cet effet se produira, par exemple, si le noyau solaire éprouve, en se refroidissant, une contraction, d’où une réduction du moment d'inertie et une augmentation de la vitesse angulaire; car, & allant en augmentant et R en diminuant, la surface se rétrécit, en restant semblable à elle-même, et le fluide qui se trouve au dehors s'échappe ainsi qu'on vient de le dire.
Fig. 16.
La matière qui réfléchit la lumière zodiacale ne peut pas être considérée comme faisant partie de l’atmosphère solaire, car elle affecte la forme d’une lentille très aplatie dont l’arête vive se trouve dans le plan de l'équateur, tandis que, d’après ce que nous avons vu plus haut, le rapport du petit axe au grand axe de l'atmosphère ne peut pas être inférieur à 0,626. D'autre part, les valeurs trouvées pour R, R”’ montrent que cette atmosphère ne peut pas s'étendre jusqu’à l'orbite d’une planète qui cireulerait autour du Soleil dans un temps égal à celui de la rotation de cet astre sur lui-même, c’est-à-dire à 25 : jours; elle est done fort loin d’atteindre les orbes de Mercure et de Vénus, tandis que la lumière zodiacale s'étend beaucoup au delà. Il y a donc tout lieu de croire que le fluide zodiacal circule autour du Soleil suivant les mêmes lois que les planètes et que c’est pour cette cause qu’il n’oppose aucune résistance sensible à leurs mouvements.
123. De l'atmosphère lunaire. — Jusque dans ces derniers temps, l'existence de cette atmosphère était considérée comme rentrant dans
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le domaine des hypothèses; mais MM. Thollon et Trépied, en observant à Souhag (haute Égypte) l’éclipse totale du 17 mai 1882, ont reconnu par l'analyse spectrale qu’il y avait une atmosphère lunaire, malgré son état de raréfaction.
L’attraction de la Terre est la seule force qui peut influer d’une manière sensible sur la forme d'équilibre de l'atmosphère lunaire, et, comme la Lune nous présente toujours la même face, on doit conclure que sa rotation autour d'elle-même est égale à la rotation relative de la Terre autour de son satellite. Nous savons d’ailleurs que la distance a est très sensiblement constante.
Nous devrons donc supposer + — T dans la formule (1) ouy = 1 dans les suivantes. Nous ferons remarquer, en prenant à la lettre les conventions qui précèdent, que l'atmosphère lunaire affectera rigoureusement une forme d'équilibre.
Les équations (3) et(5) des surfaces de niveau et de la surface limite deviennent respectivement, dans le cas actuel,
Te 2 1 7° sin°0 ! 2 cin20 coc2t 5 ! — (à (53) 7 (sin 0 COS?L — 1) + re (1+u) _ — G; LA Te he ; LL r sind (9 ) — (3sin?0 COS?Ÿ — 1) — à + (1+ pu) nn (#5 La €
Nous rappellerons que les couches atmosphériques sontsensiblement sphériques vers le centre et qu’elles vont en s’aplatissant aux pôles et en s’allongeant vers la Terre à mesure que l’on s'éloigne de ce centre.
En négligeant la petite fraction y devant trois unités, la formule (16') donne, pour la valeur de la constante correspondant à la surface d’équilibre,
et la formule (15), pour son demi-grand axe,
La masse de la Lune rapportée à celle de la Terre étant estimée à
GITE
or a “Er Re ; À : :
soit environ ;, et l’on voit que l’atmosphère lunaire ne pourrait pas Re “ es J s'étendre au delà de la sixième partie de la distance de la Lune à la Torre Des équations (10) et (11) on déduit, en y faisant y — 1 et en y négligeant , R' R' — —=0,638, — —2.
R (nes CINE L'équation (19) du cône enveloppe des plans tangents aux sommets de la surface libre devient
Si le fluide atmosphérique se trouve en excès, on reconnaitra, en
employant un raisonnement analogue à celui du numéro précédent, que l’écoulement aura lieu par les deux pointes opposées que présente sa surface libre suivant la direction de son grand axe.
124. Cas où l'atmosphère n’est pas animée d’un mouvement de rotation. — Nous avons ici y — 0, et les équations (3) et (5) des surfaces de niveau et de la surface limite deviennent respectivement
È au
— (Scos 01) + = —=0C, (7 Va D io one?) É En COS DEEE 0 a? (5 ) 7? 2 N , 7] AS ù représentant, comme au n° 117, l'angle #nOx. Ces deux surfaces, qui sont de révolution autour de Ox, ont un cône
asymptote commun représenté par l'équation d’où
En oordonnées rectangulaires, ce cône a pour équation
Ms Te
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On trouve facilement, pour la surface libre,
HR COQUE {A
On reconnaît également que ce cône ( /g. 17), lieu géométrique aux extrémités de l’axe 2R, est identique au cône asymptotique ci-dessus.
Fig. 17.
125. Application aux phénomènes cométaires. — Une comète, pendant une grande partie de son trajet, marche presque en ligne droite vers le Soleil, mais décrit, dans le voisinage du périhélie, un arc sensiblement circulaire. Dans l’un et l’autre cas, le demi-axe de la surface libre atmosphérique (n° 123 et 124) sera donné par
en supposant y —o dans la première hypothèse et ; — 1 dans la seconde. Il est probable que l'allongement, suivant la direction du Soleil, tend à régler l'orientation de la comète de telle manière qu’elle présente constamment la même face au Soleil, par assimilation avec ce qui à lieu pour la Lune par rapport à la Terre.
Quand la comète se rapproche du Soleil, son fluide atmosphérique,
sous l'influence de la quantité de chaleur qu'il reçoit, se dilate progressivement, en même temps que les dimensions de sa surface libre diminuent avec la distance au Soleil. Pour ces deux motifs, le fluide atmosphérique doit s'échapper sous la forme de gerbes ou de queues vers les sommets du grand axe. Après le passage au périhélie, a augmente; la seconde eause de la production des queues n’existant plus, ces queues ne subsistent qu'en raison de l'accumulation de la chaleur solaire et de la dilatation qui en résulte dans l’atmosphère cométaire. D’après cette théorie, l'observation, au lieu d’accuser une seule queue à l’opposé du Soleil, devrait constater l'existence d’une seconde queue, symétrique de la précédente ou dirigée vers cet astre, ce qui ne parait jamais s’être présenté. II faut done que le phénomène dépende d’autres causes que de celle de la gravitation, et c’est ce qui a conduit M. Faye, au sujet de la comète Donati, à se demander si l’on ne pourrait pas se rendre compte des apparences par la considération d’une force répul-
sive, attribuée aux radiations solaires, et qui aurait pour effet de sup-
primer la seconde queue; c’est ce que nous allons maintenant étudier avec E. Roche.
S IL. — Dxs ATMOSPHÈRES COMÉTAIRES DANS L’HYPOTHÈSE D'UNE FORCE RÉPULSIVE.
126. Dans ce qui suit, nous conserverons les notations du paragraphe précédent, en supposant, selon les cas, ? = o ou ; — 0. Nous admettrons que la force répulsive varie en raison inverse du carré de la distance, qu’elle est proportionnelle aux masses, mais qu’elle est d'autant plus grande que la densité de la matière sur laquelle elle agit est plus faible; l'accélération qu’elle produit sur » peut donc se représenter par — 9 Fu (Jig. 15), en désignant paro un facteur qui varie en sens
M'm inverse de la densité de la matière ci-dessus et que l’on devra considérer comme nul pour le noyau cométaire dont la densité est très grande.
Si la force répulsive agit avec la même intensité dans toute l’étendue de l’atmosphère, le coefficient © est constant et le travail élémentaire
Me re ; f à h — 0 ; dM'm est une différentielle exacte; il n’en serait plus de même Mn
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si © variait avec r et 5; mais, le travail total des forces n’étant plus une fonction des coordonnées, il n’y aurait plus de surfaces de niveau, l'équilibre serait impossible, et le problème proposé serait sans objet : c’est pourquoi nous supposerons dorénavant que + est constant.
127. Équations des surfaces de niveau et de la surface limite. — L’équation générale des surfaces de niveau sera
M' Mz M
EN — — +— —=C M'm a” 2 ou [ le !
RESTE M et Mm a? 7 æ&
et, en remplaçant le coefficient de (1 — ©) par la valeur approchée (6) que nous avons obtenue au n° 117,
PÉTER 2 cos d Fe CCE ne
On déduit de là, pour l’équation de la surface limite,
L COS Ô Te à a? enr
= [e] hr.
(1— ») 2 (3cos°d 1) d
et l’on aura, pour les points de l’atmosphère intérieurs à cette surface,
ETS Le cos ù = (3Cos? 0 — 1) = = 0,
(3) (ro)
Les surfaces de niveau et la surface limite étant de révolution autour de Ox, la discussion devra uniquement porter sur une section méridienne, qui sera, si l’on veut, celle que détermine le plan 20x.
128. Discussion du méridien limite. — Supposons d’abord o<1, et soient (/g. 18) À’, À les points où la courbe limite coupe Ox entre O et le Soleil et de l’autre côté du point O0; r— OA’, r, — OA les valeurs déduites de l’équation (2) pour i—o,ÿ—7;ona (4) A er D la(i—v)riPeari=pa— 0,
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équations qui n’ont chacune qu’une racine positive et qui donnent par soustraction
ce qui exige que r’ > r, ou OA’ > OA.
On reconnaît facilement que :
1° La courbe a deux asymptotes correspondant aux valeurs
I . . . » # COSd— FE qui se coupent en un point C situé entre O et A’ et dé-
terminé par
2° Les rayons vecteurs parallèles à ces asymptotes ne rencontrent pas la branche de courbe qui passe par le point A’, mais l’autre branche.
Fig. 18.
En faisant croitre ® jusqu’à l'unité, C s'éloigne indéfiniment dans la direction du Soleil et la branche qui passe par A s’évanouit.
Si o est assez petit pour qu'on puisse en négliger le carré et le produit par w, les équations (4) donnent approximativement
3/u © 3 /ù , TE ÉD S e Hans (5) p=aÿ/ e G ? n=a\/? 6
Dans le cas où +, n'étant plus très petit, va en croissant sans atteindre l’unité, on voit sans peine que la racine positive de la première
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Ca TS TER EAN, 2
quantité de l’ordre a, c’est-à-dire très grande par rapport aux dimensions de l’atmosphère cométaire. La racine positive de la seconde des mêmes équations est très sensiblement égale à cette limite lorsque, étant très petit, © a une valeur sensible. Il suit de là que, si © augmente, la branche qui passe par A s'éloigne rapidement et n’existe pour ainsi dire plus, en raison de son grand éloignement, pour une valeur finie de ©; mais il existe du côté opposé une branche qui est la limite de l'atmosphère.
Sio — 1, l’équation (2) devient
rÉCOSd HR pa? — 0;
la courbe limite est formée d’une seule branche située à gauche de l'axe Oz qu’elle a pour asymptote et coupe Ox à la distance ay de l'origine.
Lorsque © +1, la branche limite située à gauche subsiste seule et coupe Oz en deux points symétriques déterminés par
3 {2 Rs Ts) .
129. Discussion des lignes de niveau. — L’équation (r) peut se mettre sous la forme suivante :
o)(3C08?20 —1)r— 2var? cos +2pa— Car.
(6) (Qi
Supposons d’abord que + soit très petit et considérons les lignes de niveau qui passent par À et À’. La constante C se déterminera en donnant à r, dans l’équation (2), la seconde ou la première des valeurs approchées (5) qui se rapportent respectivement aux suppositions D — 7, — 0. On trouve ainsi
PR
| = CEE + 2va° ÿ*|
Ô—1)r— 2var?cosù + 2pa*
SI SX
pour l’équation de la courbe qui passe par le point A, et
(1—w)(3cos?0 —1)7— 2war? cosÔ + 2 pa
(8) 3 me 3 us — 6 2 = ——, (de (Es — (do) 2 _ ” = PEU ©) ñ 204 Vi
pour celle de la courbe qui passe par le point A’.
La seconde des courbes représentées par les équations (7) et (8) est extérieure à la première ; en effet, comme toutes les courbes de niveau, elles ne se coupent pas, et la seconde rencontre Oz; car, si l’on désigne respectivement par r, et R, les valeurs der dans les équations (7)
et (8) qui correspondent à à — -; on obtient par soustraction
tue :/4 oi (i—9)(RÈ — 75) + 6(R;,—7r0)(1 — ya (Roi NETAVES
d’où
Sr
La forme de ces courbes se déduit des deux théorèmes suivants :
1° Une courbe de niveau quelconque est tangente au rayon vecteur en chacun de ses points de rencontre avec la courbe limite.
Car, si V — C est l’équation générale des courbes de niveau, on a
aN TRE dù De NN dr
et, comme
av 1. , : ns 7; = © pour la courbe limite, l'expression précédente est
infinie pour les intersections de cette courbe avec une courbe de niveau, ce qui démontre le théorème énoncé.
2° Si l’une de ces intersections se trouve sur l'axe Ox, il passe par ce point deux branches de la courbe de niveau, et la surface correspondante y aflecte la forme conique.
Car, pour Î—o, ÿ= % la dérivée par rapport à à du premier
dNV ; 0 COMM RONA ATSSI
membre de l'équation (r) est nulle, ou =
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av dr
a = 0; la dérivée + estindéterminée, et le point considéré est double
ou multiple.
Il suit de là (g. r9) que la courbe de niveau passant par le point A se partage en ce point en deux branches infinies et reste fermée entre À et A’; que la courbe de niveau passant par A’se bifurque de la même
manière que ci-dessus en ce point et s’ouvre au delà de ses intersections F, F’ avec la courbe limite, points où elle est tangente aux rayons vecteurs.
Ses surfaces de niveau correspondant à ces deux courbes sont : l’une fermée, sauf en A, et c’est la véritable surface libre; l’autre, se transformant au point conique À’ en une nappe indéfinie, s’entr’ouvre du côté opposé en F, F’, pour s'étendre indéfiniment. Si ces deux surfaces ne sont pas trop éloignées l’une de l’autre, elles pourront contenir une couche de niveau, entretenue par la dilatation continue du fluide atmosphérique qui s’écoulera, d’une part, par l’ouverture (F, F’) pour former une queue et, de l’autre, en A’ vers le Soleil pour déterminer un jet secondaire ou aigrette.
On reconnaitra sans peine que, tant que ® est très petit, les courbes de niveau ont des asymptotes parallèles à celles des courbes limites ; mais, dès que © prend une valeur suffisamment grande, les asymptotes sont très éloignées et n'existent plus, pour ainsi dire; les droites correspondant à cos — + ÿ£ continuent à définir les branches indéfinies.
Sie — 1, l'équation des courbes de niveau peut se mettre sous la forme
— Ca + VC'at +16 ma? cosd
Li = cos
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et, pour obtenir des courbes fermées, 1l faut prendre le signe supérieur du radical, puisqu'elles doivent couper les axes coordonnés, notamment Oz, à des distances finies de l’origine. Les intersections avec Ox sont données par
gi o
FN TS 14 r— Cat +16pa — ) | 4
ïà 2
pour à —0,
pour à — +.
PT
VC? ai — 16pa +
La seconde de ces valeurs sera réelle si Ca? > 164; les courbes fermées correspondent à des valeurs de C décroissantes depuis lPinfini
jusqu’à C — à Vu, et, pour cette valeur extrême, on a
aVp.= OA,
rayon vecteur de la surface libre.
Lorsque o > 1, on a également, vers le point À, une ouverture qui peut donner naissance à une queue.
En résumé, l'hypothèse d’une force répulsive très petite suffit pour expliquer la formation d’une queue et d’une aigrette; mais, dès qu’elle devient comparable à l’attraction due à la gravitation, la queue disparait, et il ne reste plus qu’une queue opposée au Soleil. Les figures géométriques résultant de la théorie exposée ci-dessus sont en quelque sorte les esquisses des formes observées, et cet accord est d’autant plus frappant que nous avons supposé que l’atmosphère cométaire est en équilibre, tandis que, en réalité, elle est en mouvement.
I. — ÉQUATIONS GÉNÉRALES DES PETITES OSCILLATIONS DE LA MER
130. Sous l’action du Soleil et de la Lune, la mer, en raison de la différence des accélérations imprimées à chacune de ses molécules et au centre de la Terre, se met en mouvement relatif par rapport au noyau terrestre tournant autour de son axe, sur lequel elle forme une couche dont l'épaisseur est une très petite fraction de son rayon. Les oscillations résultant de ce mouvement, connues sous les noms de flux et de reflux de la mer, quoique très sensibles dans les ports de l'Océan, ont cependant, comparativement aux dimensions de la Terre, une très petite amplitude, en raison même de la faible intensité des forces qui les produisent. Le phénomène est d’ailleurs compliqué par l'influence de l’inertie de la mer, des forces apparentes dans le mouvement relatif, de la variation de la pesanteur résultant de la déformation variable de la figure de la couche liquide, des frottements, des pertes de force vive dues aux inégalités que présente le fond de la mer ou aux changements brusques de section de la masse fluide lors de son passage dans les canaux qui font communiquer les ports avec la masse principale de l'Océan. C’est à ces pertes de force vive, dont il parait à peu près impossible de tenir compte dans les recherches analytiques sur les marées, que l’on doit attribuer ce retard, sensiblement constant pour chaque port, de la marée sur le passage au méridien de la Lune, dont l'influence sur la production du phénomène est essentiellement prédominante sur celle du Soleil. On sait que ce retard a reçu le nom d’éablissement du port. Quant aux frottements, comme il s’agit iei de mouvements très lents, on pourrait, à la rigueur, admettre qu'ils sont pro-
portionnels à la simple vitesse; mais on en fait généralement abstraction dans les recherches analytiques sur les marées, recherches qui ne sont dès lors que de pures conceptions théoriques, ayant surtout pour objet de faire ressortir l'influence considérable des résistances que l’on néglige.
Malgré ces simplifications, le problème des marées présente de très grandes difficultés, qui n’ont pu être surmontées que dans quelques cas particuliers, en se donnant à l'avance une loi de profondeur qui ne peut pas être celle de la nature et en remarquant que la partie des oscillations dépendant de l’état primitif de la mer a dû bientôt disparaitre, par suite de la résistance que les eaux éprouvent dans leurs mouvements; de sorte que, sans l’action du Soleil et de la Lune, la mer seraït depuis longtemps parvenue à un état d'équilibre permanent, dont les deux astres tendent sans cesse à l’écarter. On n’a donc qu’à déterminer les oscillations qui dépendent de cette action, conformément au principe suivant, posé par Laplace : L'état d’un système de corps dans lequel les conditions. uutiales du mouvement ont disparu, par suite des résistances développées dans le mouvement, est périodique, comme les forces qui solhcuent le systême.
131. Des petits mouvements d’un fluide recouvrant un noyau sphéroïdal. — Nous admettrons que le noyau a été primitivement fluide et formé de couches homogènes, peu différentes de la forme sphérique ; qu'il a été uniquement soumis à ses attractions mutuelles et à la force centrifuge, et que sa force générale est une figure d’équilibre, en négligeant ainsi l’action de la masse fluide qui le recouvre, soit en raison de l’épaisseur, censée très faible, de la couche liquide qui est en contact avec [ui et qui, à l’origine, se trouvait à l’état de vapeur, soit aussi parce que la densité de la masse gazeuse ou atmosphère, juxtaposée à la couche précédente, est relativement très petite.
Quant à l'atmosphère, nous pourrons la considérer fictivement, au point de vue du problème qui nous occupe, comme étant limitée par une certaine surface de niveau (S), peu différente de la sphère, au delà de laquelle la densité du fluide pourra être négligée.
Par ce qui précède, nous voyons que nous rentrons dans les conditions de la question du n° 101, en supposant le sphéroïde limité par (S); les
surfaces de niveau, de la catégorie dont nous avons à tenir compte, sont alors des ellipsoides de révolution, peu aplatis suivant la ligne des pôles.
Soient (/£g. 20)
O le centre de la sphère dont diffère peu la surface du noyau sphéroidal ;
n la vitesse angulaire de la masse totale autour de la ligne des pôles Oz;
a’ le rayon moyen de la surface de niveau qui passe par le point 7»? de la masse fluide ;
r—=a' +", le rayon vecteurOm, rencontrant en », la sphère de rayon a’;
l'ig, 20,
6 la colatitude du point »2 et s sa longitude estimée dans le sens de la rotation 7;
g la pesanteur absolue de »2 ou l'attraction de la masse limitée par (S) sur ce point. Cette pesanteur peut être considérée comme constante pour tous les points de la surface de niveau passant par m2, aux termes en #, près, qui sont censés très petits;
e la densité du fluide en 72 rapportée à la densité moyenne du sphéroïde prise pour unité;
p la pression correspondante.
Sous l’action d’astres plus ou moins éloignés du noyau sphéroïdal, la masse #2 éprouvera lentement un déplacement run’ qui restera très petit, quel que soit le temps écoulé. Soient æ la projection den, m»'sur Om,; u, v les projections de 72m’ sur la méridienne sphérique de »,, dirigées respectivement suivant l'équateur, et la tangente au parallèle en», menée dans le sens de la rotation ». Nous négligerons les termes du second ordre en #,, w, u, v, Y compris leurs dérivées.
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Le rayon vecteur r et les angles 0 ets sont devenus, pour la posi-
tion »', (0
[42 r= d'Esp, 0 DD 1 ——_— + IP r sinô
Si mn fait partie d’une atmosphère, la pression et la densité éprouveront des variations et n’auront pas généralement les mêmes valeurs aux différents points de la couche de niveau déformée.
En se reportant à la théorie des mouvements relatifs, on a, pour les composantes de la force centrifuge composée de #’, en y joignant les composantes semblables relatives à l’inertie (*),
NCA d , 2 n sin 0 ES 1 ES SES suivant æ du MS dv a { — 2n|cos0 ——- + sin0 EE » ç \, | ( de de dE Ds GT 2 n COSÙ — MOT ON Pound db 0 » u dt de?
Il n’est intéressant pour nous que de suivre une molécule #7’ sur la surface de niveau déformée de m#. En considérant un déplacement infiniment petit de 7»’ sur cette surface, on aura dr’ — dw, et le travail élémentaire de la première des forces (a) sera du second ordre ou négligeable. Si l’on remarque que db’ et do’ ne diffèrent de d9 et do que de termes du premier ordre, la somme des travaux élémentaires de la deuxième et de la troisième des forces (a) sera
dæw\ 6e de dt?
(b) — [an (cos 9e + sin 9e —— De |e'sin0 dm + (ancost® — DE) ad.
Le travail de la pesanteur est (c) ; — g dw.
En considérant n°, qui est une quantité très petite, comme étant de l’ordre des déplacements, le travail élémentaire de la force centrifuge de n° sera égal à celui de 72, ou à
(d) — d(r? sin?6);
(1) Voir notre Traité de Mécanique générale, {.1, Chap. VII de la première Partie.
la différentielle se rapportant au passage du point #2 à un point infiniment voisin de sa surface de niveau.
Si donc on désigne par p’, ?’ la pression et la densité du fluide en m', par dp' l'accroissement de la pression lorsqu'on passe de 7° à un point infiniment voisin de la surface de niveau déformée, et enfin par V le potentiel du à l’action des astres étrangers et à la modification éprouvée par la pesanteur par suite de la déformation des couches de niveau, nous aurons, eu égard aux expressions (b), (c), (d) et en vertu d’un principe connu,
k du UT &p :
—|an(cos0 sin) : a! sin0 di dt dt de
de du n? NE dp' + (2 n COS TN ee a'd0 — g dw + = d(r?sin?6) + dV — Fr
mais, en supposant que 2 se déplace sur sa surface de niveau, il vient n°? Me _ d(r? sin?0) — g# dm, — 0.
Si donc on retranche cette dernière équation de la précédente et si l’on
désigne par z l'élévation # — w, positive ou négative de 77, dans son déplacement, au-dessus de la surface de niveau, on trouve
l 1 du nds PE:
ue — Lan (cos Aie sin 0 a) Lu Fe | a' sin0 do dé ru\ ne udp + (an cos0 7 — L di — 9 ds + dV = —.
A cette équation nous devrions joindre l’équation de continuité, mais nous nous réservons d'établir ultérieurement cette dernière en étudiant les deux cas spéciaux des liquides et des gaz.
132. Équations des petites oscillations de la mer. — Nous prendrons pour unité le rayon moyen a’ de la surface d'équilibre de la mer. La profondeur de la mer au point », que nous désignerons par y, étant très petite, nous pourrons supposer que les déplacements éprouvés par les molécules situées sur un même rayon, lors de l’équilibre,
sont égaux. La formule (A) nous donne, à la surface de la mer, Fan du p 2 de — |2n(cos0 — + sir —— |sin0 | n(e S PA Tr 109 ) + PTE (o)
do _ ® u dt de
+ (an cost 7) dû — g'dz + dV — 0.
La profondeur y, en »+’ étant égale à la profondeur, correspondant au même rayon lors de l'équilibre, augmentée de z, on a
dy re dy © db de Sinô |
L'élément superficiel sphérique — dcos6.d5, qui se rapporte au point mn, devient en m’
dcos(ô+u) d :
( d cos0 &( x 5) cos0.dw d(usin) dot” — — dcos0.de | j ie 7 L sin 0 dô sin 0 |
L’équation de continuité s’obtiendra en exprimant que ce dernier élément, multiplié par y,, est égal à — y dcosô.d5, ce qui conduit à
; d(yusin0) d(yv) (b) sin 0 d0 sin0 ds
LA
Comme la profondeur y est très petite, il résulte de cette formule que = div
est très petit par rapport à wet y; pourra donc être négligé È [ PARSEAPT Dir À gs dans le premier terme de Ve équation (a), qui se décompose ensuite dans celles-et :
(UD ee - _
| dt? CL MERE te é
Ne | LT + on cost dz net dE? = 0 5 7 AS ;
Si nous posons cosb — y, les équations (c) et (b) deviennent
du den — d L:
Rein Ad nd) d? l
(1) Ts onper = LAN ER ENT
Soit SZ; le développement de = en fonctions sphériques. La portion V’ de V qui se rapporte à l’excès sphéroïdal aqueux, déterminé par la déformation de la surface d'équilibre de la mer, sera donnée par l’équation (14) du n° 80, en y faisanta—a=—1,et l’on aura
Z, Z V!— Aro £ 0 _ vd 2V +1 CAS 2V+1
en remarquant qu’on peut supposer ici, en négligeant seulement les termes du second ordre,
Enfin, si l’on désigne par V’la portion de V relative à l'attraction des astres, 1] vient
(2) gs—V=gsh (ie) ve
Les équations (r) étant linéaires en &, ?, z ou Z, et V, on voit que, st V' se compose de plusieurs parties, l'oscillation totale s’obtiendra en faisant la somme des oscillations partielles résultant de chacun des termes de N', considérés isolement et successivement.
En admettant que les frottements du liquide sur lui-même et sur le noyau solide donnent une résultante proportionnelle à la simple vitesse, ce qui ne paraît pas devoir être exact, et en désignant par à une
du di
constante, on devrait ajouter respectivement x TA Me aux premiers
membres des deux premières équations (1), ce qui n’altérerait pas la forme linéaire de ces équations. D’après Le principe énoncé au n°130, il n’est pas nécessaire d'obtenir les intégrales générales des équations (r) : il suffit de satisfaire à ces équations pour chacun des termes dont se compose V’.
133. Calcul de l’attraction du Soleil et de la Lune. — Soient
M la masse de l’un ou l’autre de ces astres; a la distance de son centre à celui de la Terre;
Ÿ l’ascension droite de ce centre mesurée à partir de l’équinoxe du printemps O7;
y sa déclinaison;
On la perpendiculaire à Oy dans le plan de l'équateur.
La formule (b’) du n° 117 nous donne, pour la partie de V’ qui dépend de l’astre considéré,
ae VE 3 M cost OM mn À
MIRE
en faisant abstraction du terme en —; qui ne jouerait aucun rôle dans
les équations (1). Nous mesurons l’angle xt décrit par l’origine Ox de à partir de Oy; l’angle formé par la projection de Om sur le plan de l'équateur avec Oy sera nt — 5, et nous aurons
cos(mOy)=sintcos(rt—x), cos(mOx:)=sintsin(rt—w), cos(mOz)=— cos,
LA LES ; AR , cos (MOy)=cosvcosg, cos(MOn) —cosvsinY, cos(MOz)—sinv,
par suite, en appliquant une formule connue,
LABS M :
cosmOM — cos siny + sin0 cosy cos(zt + m — b).
On remarquera que xt + © — Ÿ est l’angle formé par le méridien passant par l’astre avec Le méridien du lieu.
Nous avons ainsi
d'ÉE IC + 3 cos 20)(sin?v — Lcos?v) el
(3) + 3 sin 20 sin2v cos(zt + 5 — 4) + 3 sin?0 cos? v cos 2(nt+ m —%)|
= _ [a(sin?v — Lcos?v) (p?— 1) + au 4/1 pe sin2v cos(né+m —) + (1— p2) cos vcos2(nt + —4)].
Cette fonction est une fonction sphérique du second ordre en 8 et s, d’après la seconde des formules (E) du n° 85. Comme elle est périodique, elle nourra se développer en une suite de termes de la forme X COS(E + s5 +),
x étant une fonction de 9, # et € deux constantes et s un nombre entier qui ne peut prendre que les valeurs o, 1, 2. Chacun de ces termes sera évidemment une fonction sphérique du second ordre.
134. Classification des oscillations en trois espèces. — Chacun des trois termes dont se compose V' donnera lieu à un genre particulier d’oscillations : 1° les oscillations de la première espèce seront, comme le terme correspondant de V’, indépendantes du mouvement de rotation de la Terre sur elle-même et ne dépendront que du mouvement de l’astre. Comme elles seront très lentes, l’inertie, la force centrifuge composée, les frottements, les chocs, ne joueront qu’un faible rôle; de sorte que les oscillations seront sensiblement les mêmes que si la mer prenait à chaque instant sa forme d’équilibre sous l’action de l’astre et de la pesanteur. Nous avons donc, dans cette hypothèse, quelle que soit la loi de la profondeur,
ou, en vertu de l'équation (2),
Re )= 70 + 3 cos 20)(sin?v — 5 cos?v
comme le second membre de cette formule est une fonction sphérique du second ordre en 6, l'indice v ne peut avoir que la valeur 2, et l’on a,
par suite,
__M(i+3cos20)(sin®v — 1cos?v) Fi gt 3e)
2° Les oscillations de la seconde espèce dépendent essentiellement du mouvement diurne ; leur période est d’un jour environ.
3° La période des oscillations de la troisième espèce est à peu près d’une demi-journée.
Nous verrons plus loin que la différence entre les hauteurs de deux marées d’un même jour est due aux oscillations de la seconde espèce, différence qui, d’après l'observation, est très petite.
Les oscillations totales produites par le Soleil sont beaucoup plus faibles que celles qui sont dues à la Lune, en raison de la différence considérable des accélérations relatives de chaque molécule
fluide résultant des attractions de ces deux astres. Le rapport entre les hauteurs des marées lunaire et solaire est environ
135. Loi des oscillations de la mer dans l’hypothèse d’une profondeur uniquement fonction de la latitude. — Considérons le
terme 4 Cost + sw +)
du développement de V'. Dans l'hypothèse actuelle, on satisfera aux équations (1) en y remplaçant « et les fonctions Z, par des termes en cos(it + s5 +), ayant pour coefficients des fonctions de y, et v par un terme en sin(&#+sw+£), affecté d’un coefficient également fonction de y. Le temps disparaîtra et il restera des équations différentielles qui permettront de déterminer ces différents coefficients.
Nous poserons donc
z—=acos(iu+ sm +C), u = bcos(it + sm +C), p = csin(it+sw +),
3—— —aCoS(üt+sm +), ©
a, b, c, a’ étant des fonctions de s. La substitution de ces valeurs dans
la troisième, la première et la deuxième des équations (1) conduit à
4 — AxbVi— vw) GT:
F5 d. Vi pl
b+anicu—=—g\1—u -—,
. : 7sa PE SONORE
Eu
Des deux dernières de ces nouvelles équations on déduit
Ve) 2ngU(—b) = — gsa
(E— nt?) V1 pe
En substituant ces valeurs dans la première des mêmes équations et posant, pour abréger, a — ï — ie rt ETC N
on trouve
CA ans ; re édul! L pa CENT
_ 2R8SUY | 2nsua' en Te | ee Va(2— kr?) T . 9 . 6] [ra TM EX 3 r E(1 — pà) t (
"1 mil
; dy.
On remarquera, en raison de la signification de y’, que si 2ns a!
U Sont dy.
da
est divisible par le facteur (4 — 4n°u?), la valeur de a ne renfermera pas ce facteur en dénominateur.
136. Examen du cas où, la profondeur de la mer étant supposée constante, on ferait abstraction de la rotation de la Terre. — On a
= 0, Y =) ; d ee sa ide D?) —— - T8 dy. Far 1 —
De la formule (2) nous déduirons, en nous rappelant que v = 2,
a'=a(1—3ÿp)—
D'autre part, l'équation (5) du n° 73 donne, en exprimant qu’elle est satisfaite par a’ cos(it + sm +),
ci] da' sa! ne il LU HO, dy. ( ; dy. I ne Nous avons donc ba Gygal—6yg (1 —3e)a —6yy, d’où 6:
PEROU T G(1—$p)— 1 RESAL, -— Mécanique céleste.
LE ES
$ 11. — Des OSCILLATIONS DE LA MER DANS L'HYPOTHÈSE OU ELLE RECOUVRIRAIT COMPLÈTEMENT UN ELLIPSOIDE DE RÉVOLUTION PEU DIFFÉRENT D UNE SPHÈRE.
137. La surface d'équilibre de la mer étant elle-même une surface de révolution peu différente d’une sphère, la profondeur est de la forme
ft),
l'étant la profondeur à l'équateur et g une constante. On a, par suite,
PE ne ME E— 4 n°? p?
D=N EN, REP
D’après la première des formules (A) du n° 8% et la formule (D) du n° 85, la fonction Y,, est de la forme À d( 2 — 1)?
DD Mare à a dy?
A, étant une constante arbitraire; cette fonction est du degré 2v, et nous rappellerons que y est une fonction de même nature que Y.. De l'équation (2) on déduit
Fr É 30 - k 3 (2°) 7 DYE pi) s AS F2 $
Soit Gu? le terme du degré le plus élevé de Y,, ou de a; le terme correspondant de a’ sera 7 30 :
LIVE
et celui de
aura pour expression
(d) Gi ë SP Mona (SE a
Au lieu de supposer que le coefficient g est donné, considérons ce coefficient comme indéterminé et assujettissons (v + r) constantes arbitraires À, à satisfaire à la condition que
soit divisible par (2°? — 4n°u?); on établira ainsi une relation entre cés constantes et g. En identifiant ensuite les fonctions semblables des deux membres de l'équation (5’), on obtiendra » + 1 nouvelles relations qui, avec la précédente, permettront de déterminer g et les G.
Supposons que l’on ait effectué la division dans l'équation (5), le coefficient du terme du second membre ou en s? sera
GY(2v en) (i ; D 0 ) lgq un )
et, comme il doit être égal à G, il vient
L'identification des autres termes de l’équation (5’), jointe à la condition de divisibilité par © — 4n?u?, fera connaitre les coefficients 1nconnus de z ou a et, par conséquent, les oscillations qui dépendent du terme Æcos{it + €) de l'attraction.
n°? : ; pe Le rapport — de la force centrifuge à la pesanteur, à l'équateur, (o)
n'étant que +, on voit qu’en prenant pour y un nombre tel que 12 ou 15, la quantité g sera assez petite pour pouvoir être négligée, et l’on aura approximativement la loi des oscillations de la mer dans le cas d’une profondeur constante.
Le terme de V’, correspondant à la rétrogradation de la ligne des
nœuds de la Lune, donnera pour b (n° 135) une grande valeur, en raison de la petitesse du coefficient 7, qui entre en dénominateur dans l'expression de cette fonction.
Mais nous n’aurons pas, dans la suite, à tenir compte de la solution précédente, puisque, au n° 13%, nous avons donné la loi des oscillations de la première espèce, indépendamment de la loi de la profondeur de la mer.
139. Des oscillations de la seconde espèce. — On a s=1, 4 = hu Vi — u?. L'équation (5) devient
! d'\ 19 2n Ua) = gl -—)- - La! 2 (3) | ae du(è—4n?p{ | A EE du D ‘ 2 ù ! 2 | angl(i— qu?) 2nua/ t: he . #tGi—gu)a | i(i—m)(2—4nu)| € Te D(1—p?)
Considérons le terme de l’expression (D) du n° 85 qui correspond à mm —=1etàvy, en y faisant
Alt cosz + Bil/sinm — A,cos(nt+m+t),
A, étant une constante arbitraire. Le coefficient du cosinus, eu égard à la formule (A) du n° 8%, sera
—— dX, Are Lau) À Mt ali ul Q, A,V 5 dy. DONNE Me Er) due
ou simplement
_- d'+1 ( ve? ee 1?
O;= A ,V I Le PRES pa”
en faisant rentrer le dénominateur dans la constante A,.
On voit ainsi que Q, est égal à A,ÿ1 — n° multiplié par un polynôme de degré (v— 1).
Supposons maintenant que & soit de la forme
a=Q,+ Q;, +. HT Q,:
l'équation (2) nous donnera
’ L La
= ( ve )Q. = UVI— pb?
CN ETRL S
DES OSCILLATIONS DE LA MER ET DE L'ATMOSPHÈRE. 349 Si nous représentons par Gÿr — w?u?-t le terme du degré le plus
élevé dans Q,, ou a, le terme correspondant de a’ est
G (: = V1 Do \ ANNE
et celui de 2nua! Ne - — (1 — pÀ
L RE) du.
a pour expression 1 3 0 == D \ Ge — )vi nus (2 nc nn.
VEN u
En suivant la voie tracée au numéro précédent, nous déterminerons q en exprimant que
I 2nua! » da!
= a Ep 2 — n° p? c dy.
est un polynôme. En supposant la division effectuée, on trouve, pour le terme du degré le plus élevé du quotient,
G 30 2e ES 2 ,,2y—2 > DAME ge Se L I— Lt F 27% (NET ou ;
On obtient enfin, pour le terme semblable du second terme de l’é-
quation (5”), Lo n 30 — G © DV EN I D el lon t 4v +1 V ME À
et, en l’égalant au terme correspondant de @, il vient
Pour que cette loi de profondeur soit admissible, il faut qu’elle soit indépendante des termes du développement de V’ ou que l’on aiti— n, ce que l’on peut admettre sans inconvénient, attendu que # diffère très
peu de ».
. LA . a .
Si l’on prend y assez grand pour que = soit négligeable devant
2%? + v, on retombe sur la loi de profondeur du numéro précédent.
140. De la différence entre deux marées d’un même jour. — Si nous SUPPOSONS ? = 2, Y — I, NOUS AVONS
k k a'—(1—3$p)Q: Te (1— $p)As— = [uyr— ui, (e] (»] SRE, da. {fm , — LA — (1 te) RER du U
Le second membre de l’équation (5”) se réduit à
leaa! 2 19 k TEE RES DR ET Lt 3041 = ui te
ne? n? 2
et, en l'identifiant au premier, c’est-à-dire à A,uyÿ1 — y?, on trouve
2lqk
21gq (1 — Èp) — 7À
Le terme de z qui dépend de
kuyi—ncos(itEto+t)
sera donc 2e pi — p?
Fe kcos(it+m +).
Mais, en se reportant à l'équation (3), on voit que la somme des termes # cos(it + & +- €) n’est autre chose que
: = Sin v.p 1 — pÀ cos(né + m— 4).
Nous avons done, pour la valeur totale de z, qui se rapporte aux oscillations de la seconde espèce,
6M {4 sin cos6 sinv cosv cos(nt+m — y) A5 219q(1 — ip) — n°? |
quelle que soit la valeur de la constante, et les oscillations seront nulles si g = o ou si la profondeur est constante.
La différence des deux marées d’un même jour dépend des oseillations de la seconde espèce. En effet, en raison de la signification de ni + m — (n° 133), selon que M passe au méridien supérieur du lieu
DES OSCILLATIONS DE LA MER ET DE L'ATMOSPHÈRE. OO ou au méridien inférieur, on a nt+m—db—o, nt+m—4Ÿ—1800.
Pour ces valeurs, l’excès de la première marée sur l’autre est
12M /q sin cos sin v cosv A 2lgq(1—%p) — n°
D’après l’observation, cette différence est très petite, ou /g est très petit, ou encore la profondeur de la mer est sensiblement constante. Le dénominateur de la fraction précédente étant alors négatif, si, comme paraît l'indiquer l'observation, la marée due au passage supérieur de l’astre l'emporte sur l’autre, g sera négatif et la mer sera plus profonde aux pôles qu’à l'équateur. Mais il ne faut pas perdre de vue que cette conséquence est subordonnée à l'hypothèse que la mer recouvre complètement un solide de révolution, ce qui n’est pas Le cas de la nature.
En portant la valeur de A, dans l'expression ci-dessus de &’ et dans celles de b, c du n° 135, où l’on fera $ — 1, on trouve
: n° ; V1 Ta pe En 7 ku.
ŒUE—= - 2) = - 0 (= ; RD 21gq(1—5$p) — nr? 21gq(x—+$p) — n° 213q(1—5p) —7à
et, par suite,
ue 3M sinvycosvcos(nt+m—#) == y
a° 21gq(i—3$p) — 7?
es 3M cos sin y cosv cos (nt + 5 — 4) ne: 218q0 ip) |
ce qui complète la solution du problème.
141. Des oscillations de la troisième espèce. — Dans ce cas, on as—2, y —=#k(r — p*), et l'équation (5) devient
ji der , dal rire. Pa CAURE à Fe
(5") ne RASE nya G HU
LES VONT TEE) l dy.
_4glGi—qu)a e(1— up?)
Considérons le terme de l’expression (D) du n° 85 qui correspond à m = 2 et à v, en y faisant
A) cos25 + B!?sin2w — A,cos(nt +25 +t).
Le coefficient du cosinus sera, en ayant égard à la formule (A) du n° 84, NRA) (ur)
2) TR UN re DR CE
ESTE
Q, = (ie pe) I pe? ) P,-> P, étant un polynôme du degré (v — 2) affecté d’un coefficient arbitraire. Supposons que a soit de la forme
ai p)(Po EP EE PS);
l'équation (2) nous donnera
SN HE CR “| ) (: ne ps Pa — + Gv + I £
et le dénominateur (1 — 4?) disparaîtra de l’équation (5”). Considérons, comme aux n° 138 et 139, la constante g comme une inconnue, el exprimons que
&nua' da ns l du.
est divisible par & — 4n°?u?; nous aurons, comme aux numéros pré-
cités, par l'identification des termes semblables des deux membres de l'équation (5”), le nombre voulu d'équations pour déterminer g et les coefficients des fonctions P.
Soit Gu?*? le terme du degré le plus élevé en y de P,, ,; le terme correspondant de «' sera |
CD Qt Q9
et celui du second membre de l'équation (5)
ve 2 n 30 G 54 2V? + v + 1 : Gr) Lee; 2 n° l 4v +)
: Ê : ARE D en égalant ce dernier terme à G(1 —p?)#?" ? et remarquant que —
est sensiblement égal à l’unité, on trouve
Q= : ; 30 ) Lo I Î 9 y? L I | ( 4v +1 Fur)
et l’on pourra déterminer, pour la loi de profondeur résultant de cette valeur, qui est la même que celle du n° 139 qui se rapporte aux oscillations de la seconde espèce, Les oscillations de la troisième espèce.
142. Loi des oscillations de la troisième espèce dans l’hypothèse d’une profondeur constante. — Nous avons vu (n°140) que cette hypothèse est la seule compatible avec les résultats de l’observation.
Comme les quantités À, v, Ÿ varient très lentement relativement à la durée du jour, nous pourrons les considérer comme constantes.
D’après ce qui précède, v, dans la formule (2) du n° 132, ne doit pas être inférieur à 2, et, comme la densité relative p est plus petite que ?, on peut, sans inconvénient, la négliger dans cette formule.
Nous avons __3M
Ve Fan p?) cos? v cos2(n£ + 5 — 4),
et si nous posons 3 = aCos2(nt+m—4),
il vient, en se reportant au n° 135,
ae 3M ; ; GANG — 1 EC Ve
Nous devrons supposer :— 27, q —o dans l’équation (5”), et, en
posant UE SIN 72 cette équation devient
2 da da x s CS COM a? (1 — & 2 — 9 AM TÈ - æ* | + A LACOSENE—= 0;
à bre dx
Re à . 2e Resa. — Mécanique céleste. 49
Pour satisfaire à cette équation, supposons que a soit développable en série convergente ordonnée suivant la puissance de x?, et soit
a—=A,2t+ A,xg +... HA, DV EAST A, TE...
Si l’on substitue cette valeur dans l’équation ci-dessus, on trouve d’abord, en identifiant les coefficients de æ?,
3M AS _— FRS cos? Y.
EN g
La comparaison des coefficients de x' donne une identité; enfin, pour v51, la comparaison des coefficients de æ°*** donne
(ea PS
Cette équation permettra de déterminer A;, A4. ... lorsque A, et A, seront connus. En les mettant sous la forme l
Aoyye de Le A Al et AV + 3v — (2%? + Cv) aise À +0 on en déduira an Aou lg ATOS ln? | | Te LEE) 2 y? + 34 e 7
— L(PREnUE ES er]
d’où, en supposant y —1,
HO Le AT— = PE = (pa 0) , Le PR te EU a — = (2°+ 3,9) D. 2243.09 2] _— = OR RES 1 (31493) à Lg >.3- 3,8 = —5—
LUS n°? :
On aura ainsi A, au moyen de À,. Le rapport — de la force centrifuge (e]
s . . 21 à la pesanteur est 55; si l’on suppose successivement = = 20, 5 ‘2
4 a en Q < à — ! L An pe les profondeurs correspondantes seront /= >, :5—, 557, en se rappelant que le rayon de la Terre a été pris pour unité. Les valeurs cor-
respondantes de a seront
7 1,0000 —-20,1862æ? +10,1164x* 3Mzx° cos®v{.—13,10472$ — 15,44882x8 — 9,4561x!° (GT E 19 = 1 16 |»
4aëg — 2,19799æ!?— 0,45o1xti— 0,068x \— 0,0082æ!5— 0,0008æ4%— 0,0001 2°} Le 3Mz? cos?v 1,0000 +6,19602? +3,2474æxt + 0,7238xt AE + 0,09192%+0,C076æx!+0,0004x!? $ 2 12 2 3Mz° cos? v : ses ; (OM GE (1,0000-+0,7504x? +0,1566x*+0,01574xî+0,0009 x).
LA g
Dans l'hypothèse actuelle d’une profondeur constante, Les oscillations de la seconde espèce sont nulles (n° 140); celles de la première espèce sont données par la formule (4) du n° 134 en y négligeant le terme en s, et, si on les réunit à celles de la troisième espece, on a pour résultat
M : à (B) Ce AN Ne -Lcos?v)(1+ 5 cos20) + a cos2 (rl + m — 4). (e]
En désignant par » la vitesse angulaire sidérale du Soleil dont l’orbite apparente est censée circulaire, on a
<a, d’où SMS RTE TER 3 haie &g n° 4 x 289 x (366,26
Si, au lieu du rayon terrestre, on prend le mètre pour unité, cette quantité devra être multipliée par 6366200, ce qui donne
Le rapport de la masse M’ de la Lune, divisée par le cube de sa moyenne +
distance a’ à la Terre, à la masse du Soleil divisée par le cube de sa moyenne distance à la Terre, étant égal à 3, on a
3M' & ue Gaz 0 012010:
Nous désignerons par v’ et !’ l'ascension droite et la déclinaison de la Lune.
En nous plaçant dans le cas de la formule (x) qui correspond à une profondeur égale à = du rayon terrestre, l'équation (6) nous donnera, pour l’oscillation totale due à l’action combinée du Soleil et de la Lune,
1 + 3 COSÙ
0212010 sin? y — 1 cos? v + 3 sin°v'— À cos?v' 3 2 2
IS 0000.00, 1802 7210, 11042 non sie —13, opt —19,44882$ — 5,4581x!" — 2,19799æ12— 0,45o1æ&!*— 0,0687x!f — 0,0082æ&15— 0,000827— 0,0001 4°?
X [cos?v cos2(nt+m — 4) + 3 cos? v'cos2(nt + 2m — d")].
Le coefficient des termes qui dépendent de la longitude est négatif pour æ —1, C'est-à-dire à l’équateur, nul pour x = sin 18° environ, positif à partir de la latitude de 18° jusqu’au pôle où x = o, valeur pour laquelle il s’annule encore.
Supposons que les deux astres se trouvent dans le plan de l’équateur où que v—0, v'— 0, selon qu'ils sont en conjonction ou en opposition, on à d'—4, d’— r80°+ 4; la basse et la haute mer correspondent respectivement à 74 + 5 — L—=0, nt +m—% = 9g0°,s10< 18°, etinversement lorsque 0> 18°. La différence des deux mers est de 5,34 à l'équateur, nulle à la latitude de 18° et au pôle. Ainsi donc la haute mer aurait lieu quand les deux astres se trouvent à l'horizon et la basse mer quand ils passent au méridien, dans la zone limitée par les latitudes de 18° et — 18°; l'inverse aurait lieu en dehors de cette zone jusqu'aux pôles, la différence des deux mers serait nulle pour les latitudes de 18° et — 18°.
ER
Dans le cas de la formule (x') ou de / —
on à
3cos2( 20m, 12316
g }(sinev — 1 cos?v + 3 sin?v'— 3cos?v')
0 123162%(° , 0000 + 6,19602?+ 3,2474 xt + 0,7236 x ) ,12
X [cos?v cos 271 + 5 — 4) + 3 cos?v' cos 2 (76 + — Ÿ')].
La haute mer aurait toujours lieu lors du passage au méridien des astres supposés en conjonction ou en opposition dans l'équateur, et la différence de la haute et de la basse mer à l'équateur serait de 11",05, en négligeant les carrés de v et v’.
L Ù Enfin, dans le cas de /— = ou de la formule (x”), on à Le , st el dC0S 20 RS MS be. 7x SC NNSAE 7 — 0%, PH (sin*v — + cos? v + 3sin°v' — £ cos? v')
à YA 12 = 4 + om, 12816 &% (000 +-0,7004 x dre)
X [cos?v cos 2 (nt + m — 4) +3 cos? v'cos2(nt + — 4/)],
et, dans les mêmes suppositions que ci-dessus, on aurait 1,00 pour la différence de la haute mer et de la basse mer à l’équateur.
Si laugmente, z diminue et la valeur de & se réduit bientôt à une quantité peu différente de la limite
—— cos? v/ A! g ?
SAMI I AAUR + —— L? COS? V + Lg
Es) ©
qui correspond à / = + ; on trouve alors, lorsque les deux astres sont en conjonction dans le plan de l’équateur, 0",98528 pour la différence des deux mers, ce qui est une limite inférieure.
La valeur ci-dessus de & n'étant autre chose que celle qui conviendrait au cas où la mer prendrait à chaque instant sa forme d'équilibre, nous sommes conduit à étudier directement cette question sans nous imposer aucune des conditions restrictives établies au commencement de ce numéro et en tenant compte simultanément des trois espèces
- d’oscillations.
tr
143. Forme d’équilibre que prendrait la mer sous l’action du Soleil et de la Lune. — Nous avons
ou
La portion V’ de V relative à l’action des astres est, comme nous l'avons vu, une fonction sphérique du second ordre; l’autre portion, due à l’excès sphéroïdal, est
(ZA +iZ2+...),
d’où il suit que z doit se réduire à Z,, et que par suite la forme d’équilibre est un ellipsoide. Nous avons ainsi, en nous reportant à la formule (3) du n° 133,
1 in2v 1 2y 2 in? v/ 1 2 y bi te gai —32p) {+ [sin v — Lcos?v + 3(sin?v'— À cos? v')] (1+ 3cos20)
+ 3 sin0 cosô [sin v cos v cos(zat+ m4) +3 sinv'cosv'cos(rt+m—#1')] + à sin?6 [cos?v cos 2(né + © — 4) + 3 cos! v'cos2(nt + — d')] |.
Si, avec la même déclinaison, le Soleil et la Lune sont en conjonction, l'excès de la haute mer à midi sur la mer qui la suit est 6M
Fetes sin?6 cos?v(1 + 2 tangy cot0), © Ent
et l'excès de la haute mer à minuit sur la basse mer,
AgC —5e)
sin?0 cos? v(1 — 2 tang v cot0).
Le rapport de ces excès 1 + 2 tang v cot0
1 — 2 tang v cotb
serait environ égal à 8 pour v — 23° et 0 — 48°23/22", colatitude de Brest.
Comme, d’après l’observation, ce rapport est très voisin de l'unité, on voit que l'hypothèse actuelle est inadmissible et qu’il importe de tenir
compte de l’inertie de la masse fluide, des forces apparentes dans le mouvement relatif.
$ LIT. — Lois GÉNÉRALES DES MARÉES.
14%. D’après ce qui précède, en supposant que le noyau terrestre est un ellipsoide de révolution, la marée aurait lieu précisément à l'instant du passage de l’astre considéré au méridien du lieu, ce qui est contraire à la réalité. Il nous reste donc maintenant à voir quelle influence peut avoir, sur les retards des marées, la profondeur de la mer en longitude et en latitude, indépendamment des résistances que nous avons négligées et qu'il nous parait impossible de soumettre au calcul.
Nous n'avons pas à revenir sur les oscillations de la première espèce, que nous avons déterminées au n° 134%, quelle que soit la profondeur de la mer.
La fonction V’ étant censée développée en une série de cosinus et de sinus d’angles multiples du temps, dont le type général est #, on satisfera aux équations (1) du n° 132 en posant
{ z—=F cosit + Gsincé, h gz— V =F'cosit + G'sincé, (8) u = H cosit + K sin, p = P cosit + Q sin,
F, G, F’, G’, H,K, P, Q étant des fonctions inconnues de y et 5. En identifiant les termes semblables, on trouve
. à HS dk!
BH + sai Q= VE ie dG' At = NN Fer KES SN 3 Lx F Bi me) P—onipVT KT, 3 RPPSA It nf (1 — a) Q+oniuVr1— 2 H — dG à do s d : 7 F 2e LEE ee P), ù d : d GE A UEVIE KE 00)
d’où, par l’élimination de F et G,
| pes dk" np. dG' | H Y dy. iVi us di ne — n°? ÉauE ARE dG' onu : dF' KL V du ii p? ds, (B) Gil 2 — Yn?pè è AFIORER D , aG' De ds Wii Ce ie) dix (2—4nw)(1—p) dG' 2nu CA mr ANNE He do l dy.
(— 4n?p?) (1 — pp?)
On a, par suite,
res VIT IGT ERRN CENT) lt TO Pre dé (mwen) de | du| = Urpt| du 1 dy daF' 2n 4 dy dG'
Gt —p)(2— 4) ds do — 4rp?) do dy A G) vu dG' it d®—-4nrw) du
En changeant dans cette équation F en G, F’ en G’, et réciproque-
2n 2n . ment OCDE 00 obtiendra la suivante :
| ee v{a—w) æ&G Y d&G E— 4n?u? dy? (1—w)(2— 4nu?) do?
(c') RAS de ar ï du — hn?u? du G—m)(2— 4nu) ds do 2np dy dE" on d yu dF!
ini? do'du 1 du e — ra) dy.”
et six des coefficients qui entrent dans les équations (6) se détermineront en fonction des deux autres F’ et G”.
145. Loi des profondeurs pour laquelle les oscillations de la seconde espèce sont nulles pour toute la Terre. — Nous avons F—0o,G—o et, d’après l’équation (2) du n° 132, gz — V se réduit à
for
— V', et en se reportant à la formule (3) du n° 133, les fonctions F', G’ sont de la forme
F'=Nuyi—pcoss, G——Nuyi—vwsins,
N étant une fonction du temps indépendante de s et de 5. Les équations (C) et (C’) deviennent
a d: .sinw d:
Vi— p?cosw AN Dm PAIE dy. Vi ds
———, . dy mCOosS dy Vi — ° SINT RE — — 10) dy Vi di d’où Ets Ci , EN To je
Donc, Les oscillations de la seconde espece ne pourraient disparaitre pour toute la Terre que si la profondeur de la mer était constante, ce qui est conforme au résultat obtenu au n° 140 dans un cas particulier.
146. Loi des profondeurs pour laquelle les oscillations de la troisième espèce sont nulles pour toute la Terre. — Nous avons F= 0, G—o, et (n° 133) F’ et G’ sont de la forme
F'=N(i1—p)cos20, G'——N(i—p)sin2s,
N étant une fonction de z indépendante de y et de 5. Les équations (C) et (C’) donnent
27 COS25 dy He ne : d'y ———; + pCOS25 - —_ SIN25 — — 0, [— p}? dy 2(1—4) ds 2ySin2w b dy 1 + pu? dy nt (Le SIT 2 TD 7x COS2w 0, 1— du 2(1— 1) do d’où a à" d'y > ï 5) LL + === 0) ds LANGE 1— et 1 — ° —= À — ;
A étant une constante arbitraire. Comme, pour & — o ou 6 — 0o°, on a y=®, on voit qu'#n’y a aucune lot admissible de profondeur qui puisse rendre nulles, pour toute la Terre, les oscillations de la troisième espèce.
Resa, — Mécanique céleste
147. Expression de la surélévation de la mer dans chaque port. — 1° Oscillauons de la premiere espèce. — L’équation (4) du n° 134 nous donne
La
1 + 3cos20 | M M' (D) |
— (1— 3sin?v) + —(1— 3sin?v')|.
Seat) la HEC è 2° Oscillations de la seconde espèce. — Nous pouvons, dans les formules (6) du n° 144, remplacer sintt par
LR Pre | 5 SV COS v sin(z£-— vd),
el cost par
— SINV COSY COS (rt uw); A°
car, par la substitution dans les équations (1) du n° 132, les dérivées par rapport aux temps de 4, v, Ÿ seront très petites, en raison de la lenteur avec laquelle varient ces quantités comparativement à la durée du jour, et pourront, par suite, être négligées. La première des formules (6) du n° 14% pourra alors se mettre sous la forme
ob!
— SinvCosysin(né+m—4—$),
+, 6 étant des fonctions de w et de & dépendant uniquement de la loi de profondeur de la mer.
En ajoutant à cette oscillation celle qui est due à l'attraction de la Lune, nous aurons pour résultat
Me |s=a| — SINV COSY COS(7L + æù — 4 — 86)
N c ! AAC : 1! !
+ 15 SIN V COS v cos(nt+m—td'—8$6')].
3° Oscillations de la troisième espèce. — En faisant le même raisonne-
ment que ci-dessus, on est conduit à poser
| M ; | ü COS? V COS2 (76 + m — Ÿ — À) (D") ' + UE cos? v'cos2(nt+m—4—))|,
en désignant par ws et x deux fonctions analogues à & et 6.
En faisant la somme des expressions (D), (D’), (D”), on a, pour l’oscillation totale, |
| 1 + 3C0S20 Le nr M' ee 8g(1—%) FE 9 SIN DE — 3sin°y')
| 15 SINY COSV Cos(nt + m —d — $) M’.
(7) ( + sin v'cosv'cos (nt + m—4'— fi) M 2 + V ns COS V COs2(né + m —% — À) M Ne D | + — cos? v'cos2(né + m —d'—))|.
D’après cette formule, on voit que l'instant du maximum ou du minimum d’une oscillation peut être différent de celui du passage au méridien de l’astre qui l’a produit, ce qui est conforme à l’observation; mais le maximum et le minimum des oscillations d’une même espèce suivraient d’un même intervalle les passages de leurs astres respectifs. Il faut donc supposer que à et 8, qui se rapportent au Soleil, ont des valeurs différentes de celles des constantes X et £’, qui sont relatives à la Lune. L'hypothèse la plus simple que l’on puisse faire sur la loi de la variation de ces constantes consiste à supposer qu’elles varient proportionnellement à la vitesse angulaire de l’astre. En désignant par y et T deux constantes spécifiques pour le port considéré, par mr, m' les vitesses angulaires du Soleil et de la Lune, nous poserons
Les constantes y et T ne paraissant dépendre que des inégalités du fond de la mer et de la plage, nous pouvons poser
br NE
Le coefficient 1, qui est censé se rapporter au Soleil, paraît avoir une autre valeur w#’ pour la Lune, et, en admettant que ces deux coeficients suivent la même loi que à, X, nous aurons
db'—=P(r—2m'Q),
en désignant par P et Q deux constantes pour un même port.
Les quantités (7 — n)T, (m'— n)T, mPQ, m'PQ sont assez petites pour qu'on puisse en négliger les carrés ou les produits. Nous avons, en conséquence,
COS (nt + m — 4 —). ) = cos(nt + m — 4 — y) + sin(ré+m—% — y).(m— n)T,
COS (né + m —W'— 1) — cos(nt +m—V— 7%) + sin(nt+m—Ÿ'— +).(m— n)T, COS2 (nt + 7m — 4 — À)
— COS2(n7É+m—4—y)+osin2(nt+m—4
y) (nm — n)T,
Cos2(nt+m —d'— )) = Cos2(nt+m —0Ù
y) +2sin2(nt+m—d'—,)(m—n)T.
L'équation (7) devient, par suite, au degré d’approximation convenu,
3 cos 20 , ; à me as a G 3Sin?v) + (= 3sintv |
| | 73 Sin cosy COS(nt + mm —d — y)
1 _ RE sin v'Ccos v'cos(nt + m' — 4 — |
M . ) e «| — SiNv COSV SIN (7{ + m — 14 A
== x sin v'Cos v'sin (né + m'— V—y)(m—n)T (31) , 2PQ il OS?V COS2(7É + — à — y (7 \ cr HE PEN 2 (RE D = dy)
M' + m'— cos? v'Ccos2(7t + m'— 4.) A 1
M +P| ü COS?Y COS2(7t + 7m — 1
; £ Se 15 COS V'COS2 (nt + w — Y— 7) |
+2PT| (m — n)= COS*v Sin2 (né +m —4 —})
+(m'— n) NE cos?v'sin2(né+m —d— + )|.
148. Prédiction des heures des marées. — Laplace, en discutant les résultats d’un grand nombre d'observations faites à Brest, a reconnu que les termes dépendant de Q et T sont très petits, et, en les
négligeant, il vient
RTE [as sine) + Gr 8sintv ]
Mare ’ ; Y)+ = sinv'cosv'cos(nt+m—4—7) NE
+ db [5 SIN VCOS V COS (76 + 7 — 4 È
M M' + P É COS? v COS 2 (726 + m — 4 — +) + RE cos? v’ cos 2 (nt + 5m — L'— D |:
Si nous considérons 4, v, d comme constants dans la différentiation par rapport au temps, par des motifs que nous avons fait connaître plus haut et sur lesquels nous n'avons pas à revenir, et si nous négligeons
S118 eb Q \ Q y . dz .
le rapport ,p° dui, à Brest, atteint au plus +, l'équation TH —=0 qui doit donner les heures de la haute et de la basse mer, devient
x cos’ vsin2(né km—% —7)- 1 COS? V'sin2 (né +m—Y/— +) —0,
d’où M :
5 cos?vsin2( — V')
tango(nt+m—t—})— =
ME E M’ (Œ) Fe CO COS CON) — cosiys
M'.M cos?v' ADAM COS2V
Soient 5, à les demi-diamètres apparents du Soleil et de la Lune correspondant aux distances 4, 4’; 5,, à, les valeurs qu’ils prennent pour les distances moyennes 4,, 4;
Les résultats des observations de Brest ont conduit Laplace à poser
M'.M ot 3,06,
rapport qui diffère peu du nombre 3 que nous avons admis plus haut Nous avons
SR T = NF = F5
A Ô, A do
En supposant le rapport — égal à l'unité, quoiqu'il lui soit supérieur de 0,03 environ, la formule (E) devient
sin2(4 — V)
SIND CET Ô COS°Y AE D 3,06 (7) a.
nt+m—%'—;,—tlarc tang
Soient
t’ le temps au bout duquel la Lune est passée au méridien ;
p l’heure de ce passage ;
H celle de la marée;
« — — Ÿ' l’excès de l'ascension du Soleil vrai sur celle de la Lune.
Nous avons nt +m— V4 —0;
par suite, sin 2% ; dASECOS AE COS24 + 3,006 CS RE Ô cos? v
n(é—t')—y—{tarctang
mais nous AVONSs AUSSI n(t—{t) H—p
s 12Y d’où, en remplaçant —— pare,
6 Sin 2 % H— p—e— -arctang — = TRSr 0 T 0 \3 Cos?v cos 2 a + 3,06 | — [eo]
cos? v
Si nous convenons d'exprimer l'arc en degrés, on devra multiplier le
, Q T second membre de cette équation par > et nous aurons finalement
sin2x (3) H—p—e—-larctang
cos22 + 3,06 (+
SIC OS AVE COS” V
Cette formule est celle que donne l'Annuaire du Bureau des Longitudes ; mais, dans l’application, on à reconnu qu'il convenait d'attribuer à v, v’, «, 3, à les valeurs qui correspondent à 1i,5 avant le passage de la Lune au méridien.
La quantité e est constante pour un port, mais varie d’un port à un autre en raison des circonstances locales.
Soit E l'établissement du port ou le retard H — p de la pleine mer sur le passage de la Lune au méridien, le jour d’une syzygie équinoxiale, quand la Lune est à sa moyenne distance de la Terre. Comme l’ascension droite du Soleil surpasse celle de la Lune de 18° un jour et demi avant
la syzygie, nous avons H D = 19e;
mais, par définition, H -- p — KE; par suite,
E | ape,
et, en posant
/ NV nt
0'\3 cos? v | A = 3,06 Le Ses
() | 0 / COS°y C 1_ arc tang US = RCE ARE —— 5
50 © COS 2 a + A?
il vient, pour l'heure d’une pleine mer quelconque, (10) H=—p+C+E—1:o"i.
L'Annuaire du Bureau des Longitudes comprend des Tables qui font connaître, pour tous les jours de l’année, les valeurs de 10 A, « et du terme de correction C exprimé en minutes.
Hauteur des marées. — Soient C—n+m
l’angle horaire du Soleil; z le rapport de la mayenne distance du Soleil à sa distance actuelle; # la parallaxe horizontale actuelle de la Lune, divisée par sa valeur moyenne 57'1”. Les quantités, #, comme v, v', Ÿ, d’, doivent être calculées pour l'instant qui précède de ri,5 le passage de la Lune au méridien.
Laplace a déduit d’un grand nombre de marées syzygies observées à Brest y — 0i,18358 — 66°5’ pour l'intervalle dont la marée solaire suit le passage du Soleil au méridien et a donné, pour la hauteur de
la mer dans ce port, la formule suivante :
fs——0",02745[5(1— 3 sin?v) + 34'8(1 — 3 sin?v')] + 0%,07179[4* sin v cos v cos (© — 66°") (11) + 31% sin v'cosv'cos(£ + — g'— 66°5')] + 0%,78112{8% cos?v cos2(€ — 66°5') + 313 cos?v' cos2(6 +4 — 4 — 66°5')].
Lors des grandes marées syzygies qui suivent d’un jour et demi l’instant de la pleine ou de la nouvelle Lune, on a
C— 6605 —C+4— 1665 —o ou —180!, et la formule (11) donne
3—= — 0%,02740 [&(1 — 3 sin?v) + 31#(1— 3sin?v')] + 0%,07179 (ÆE & sinv cosy + 3: sin v'cosv') + 0%,78112 (1% cos? v + 3% cos?v') ou simplement = 0%,78112(4 COS VE ST COS V0), en négligeant les deux premiers termes en raison de leur petitesse par rapport au troisième.
Si la Lune est de plus à sa moyenne distance de la Terre, et se trouve sensiblement dans l’équateur, on a, à très peu près, 1 =1, v=0, Vi— 0, 4.—=%;:hparsuite,
0 GOT En prenant cette hauteur pour unité, on aura, pour une syzygie quelconque,
3 — 0 (1 COS + 37 cos’ v').
150. Loi des pressions dans l’atmosphère supposée en équilibre. — Nous ferons abstraction de la variation de la température de l'air à différentes altitudes. Soient
p, » la pression et la densité en un point de l'atmosphère; g la pesanteur; l'une constante.
Nous avons, d’après la loi de Mariotte, la relation PE
qui donnerait à l’atmosphère une hauteur infinie; mais, à une hauteur très petite par rapport au rayon terrestre, la densité est si faible qu’elle peut être considérée comme nulle.
La constante / représente la hauteur qu'aurait l'atmosphère si elle avait en tous ses points la même densité qu’au niveau de la mer; elle est très petite par rapport au rayon de la Terre, dont elle n’est guère que la + partie ('). Nous ferons remarquer que l’équilibre de la mer exige que la pression à sa surface, par suite la densité de la couche d'air adjacente, soit constante. On a, pour un point #7 de l'atmosphère situé à la distance r du centre de la Terre,
à sin?0 +v=f 2 —= lg logp + const.,
n, 0 ayant les mêmes significations que ci-dessus et V étant le potentiel des attractions des éléments matériels de la Terre et de l'atmosphère sur le point considéré m.
Soient R le rayon vecteur de la surface de la mer déterminé par la direction de r, etr—R+A; en négligeant l’aplatissement dû à la force centrifuge, 2 représentera la hauteur de 72 au-dessus de la mer, et, comme à une très faible hauteur la densité 9 est sensiblement nulle, À sera supposée une très petite fraction der. Nous pourrons donc écrire, en désignant par V' la valeur de V à la surface de la mer,
/ 2 jé 2 LAB SPEARS r2— R°+2RA, dr dr? 9
et nous aurons, par suite,
22 1 20 dV'! :
2 logp = V'+ + RAT | = +n°R sin?0) +
l2 dV'
DETTE
(1) La pression de 1°" sur 11 étant r0336*5 et le poids du mètre cube d’air 1“#",3 à o°,
on a 10336 Es ne NES ts 799 ; soit ÿÿ7 du rayon terrestre.
Resaz. — Mécanique véleste, 47
Or, à la surface de la mer, on a
n?R?sin?6 l'E ere — const.
À A 2 i ) 2 d’autre part, — (Sr ri R sin*0) est l’expression de la pesanteur ap-
parente 2’ aux différents points de cette même surface. Quant à la déri-
; V Dares : LR vée seconde >> comme elle est multipliée par le facteur très petit —;
on peut la calculer en négligeant la force centrifuge, c’est-à-dire comme si la Terre était composée de couches sphériques homogènes, ce qui revient à poser, en désignant par M, la masse de la Terre,
aV!' _M, WT ot dNPMEM IAE ER ES Cr Cr RSA EE Il vient donc h lg logp — sus -n) + const.,
d’où Dei ed nes :
ILE ACER I 8 rJG+R)
E étant la base du système de logarithmes népériens et Ii la densité de l'air à la surface de la mer.
On voit ainsi que les couches d’air de même densité sont partout également élevées au-dessus de la surface de la mer aux quantités près
de l’ordre Lg — g) qui, dans le calcul de la hauteur des montagnes, ne doivent pas ètre négligées. Mais, pour l’objet que nous avons en vue, nous pouvons supposer & — 1 et négliger : devant l'unité, ce qui revient à poser L
DA À
On déduit de là
dp __ de _
I as Fe ii dr M dh al
Comme au Chapitre VI et pour les mêmes motifs, nous ferons abstrac-
tion, dans ce qui suit, des attractions mutuelles des molécules de l’atmosphère.
151. Loi des petites oscillations de l’atmosphère. — Comme aux n% 132 et suivants, nous prendrons pour unité le rayon moyen de la surface d'équilibre de la mer sous l’action de la pesanteur et de la force centrifuge; les lettres w, v, 3 continueront à représenter Les déplacements de la surface de la mer, et nous les accentuerons pour caractériser des déplacements semblables d’un point quelconque de la couche gazeuse qui recouvre cette surface. Nous pourrons supposer a’ —1 dans la formule (A) du n° 131 aux termes près de l’ordre des produits des déplacements par la petite hauteur 2; nous devrons faire,
à D} . à À dans la même formule, s — ?; nous continuerons à représenter par V
lg?
le potentiel qui se rapporte aux attractions du Soleil et de la Lune. La formule précitée deviendra ainsi
L du! dz! dd vo!
| ; —— So = je = nt) É nm (cos0 7 + sinû a) l PTE [sin da
de’ du! ; + (2 n cos0 2r PTE }t g dz'+ dV = gld logp'.
La pression p’ étant très peu différente de celle p qui convient à l’équilibre sans l'intervention des astres, nous poserons = yotisE Ch}
g étant une petite fraction dont nous négligerons le carré, et nous
aurons en Conséquence log p'=— log p +;
0 de = sin 0 ‘ : pu sin dw 0 S t + - I An | n| COS 7 L d dE
! PT
Le De) D + AV = d(s + lg).
| + (2 n COS0 LT GE
La différentielle totale de l'élément de masse 97? drsin0 dô d5 par
rapport à la caractéristique à, abstraction faite du facteur r° drsin0 dodo, est
A dr? or Ter d d0 sino | 1 =) ON Tr Tr RETRO RE 7 sin0 dm.
On obtiendra l’équation de continuité en l’égalant à zéro, après y : : ; u' p! :
avoir fait do — p — 0, dr — 2", 0 — —; ds — ——, ce qui donnera $ ù 5 r r sin 0
4 o (: dr23! 1 du'sint 1 2 rare Var sin6 dû sin d, Or nous avons
p'lo—p'=p(i+gqg)=ple(i + aq), d'où
et, par suite,
+ Are 1 du'sin6 t de)
7 dr Siné & ‘ siniæ
HER
Supposons, sauf à voir si la suite des calculs ne s’y oppose pas, que :
1° les molécules situées sur un même rayon, lors de l'équilibre, restent
constamment en ligne droite avec Le centre de la Terre dans l’état de mou-
vement; 2° le déplacement suivant le rayon soit le même que celui de
la mer ou que z'— z; ce déplacement sera négligeable devant w’ et »’, 1 )
THON : : é comme devant u ete; 5° les rapports —; — soient indépendants de r;
les équations (2) et (3) deviennent, en faisant en outre r — 1 dans la
seconde, du! GITES | (on COS0 —— + sin 0 di
té di de 4) do! GANT 2 (Re ($ IN — © El | AE n cosÙ cr qe) + 4 gd(z'+ lq), < 7 l fdu'sinô de’ (9) 1 sind d 2e 4
L'équation (4), en vertu de l'indépendance des ditférentielles de 0 et s, se décomposera en deux autres qui, jointes à l’équation (5), permettront de déterminer w’, #' et lg.
152. Variations de la hauteur barométrique. — La hauteur barométrique est proportionnelle à la pression de l'air sur la surface du
mercure. Mais cette surface est exposée à l’action des couches de niveau qui s'élèvent ou qui s’abaissent avec la surface de la mer. Aussi, la hauteur barométrique varie avec p : 1° parce que cette densité est celle d’une couche de niveau qui, dans l’état d'équilibre, était moins élevée
: NE d + de z, d’où la variation — 3 _ — ra de p; 2° parce que la densité d’une
couche varie dans l’état de mouvement de /g. La variation totale éprouvée par la densité est done ainsi
LA
et auront ainsi la même valeur pour toutes les hauteurs au-dessus d’un même point du niveau de la mer, tant que la raréfaction de l’air ne sera pas trop forte.
153. Hypothèse d’une mer d’une profondeur constante. — Soit y cette profondeur et posons
(l— y)u'+yu— lu, (Eire Te = 07, (l— y)lq + ls —lz".
Les équations (4) et (5), en ayant égard aux équations (1) du n° 132, donnent
du HÉCNS e dv" Œ u” (ONE (2 R COSÙ —— + sin0 ds + (2 COS ) dù — gdz'— dV.
dt de? dt di?
HACIUUN du"sin0 de” (9) Am iana ere de
Ces équations sont celles des oscillations d’une mer dont la profondeur / est constante, et l’on est ramené ainsi à une question que nous avons étudiée plus haut.
L'expression (3), qui donne les oscillations de la hauteur barométrique, prend la forme suivante :
Kk(l3— y2) (9 Te
154. Application. — Pour nous faire une idée des oscillations de la colonne barométrique, nous supposerons que la température est
telle (!) que l’on ait
My22,0.
qui est l’une des profondeurs pour lesquelles nous avons donné au n° 142 les valeurs de z. Celle de ces valeurs qui correspond au cas actuel représentera le produit de z” par le rayon terrestre, c’est-à-dire par 6 366 200".
Nous supposerons de plus
ce qui est encore une des profondeurs considérées au même numéro. La valeur obtenue pour z sera celle du z des formules (8) et (9), également multipliée par la longueur en mètres du rayon terrestre. En ayant égard à ces diverses valeurs de /, 7,7”, z, et supposant # — 0,96, on aura, pour déterminer les oscillations barométriques,
A(lz'—ys) _K E(— y) 1 — 0,000010623
(as 18)
ICOS 20 x: Nr. ; à — (sin?v — + cos? v + 3 sin?v'— + cos? v')
+ 0,000010623 sin*0[ cos v cos 2 (26 + m — 4) +3 cos? v'cos2(nt+m—)]
mn 000 4,6952 sin?0 — 2,9342 sin*0 — 0,6922 sin60 ( — 0,0899 sin#0 — 0,0076 sin1°0 /
Si l’on suppose le Soleil et la Lune en conjonction ou en opposition PI dans le plan de l’équateur, on trouve 0%®%,6305 pour la différence entre la plus grande élévation de pression de la colonne mercurielle.
(1) Soit environ 28°.
155. Vent produit par le Soleil et la Lune. — L’attraction du Soleil et de la Lune doit produire un vent correspondant au flux et au reflux de la mer. Proposons-nous de déterminer l'intensité de ce vent à l'équateur dans les conditions particulières que nous venons d’étudier.
L’équation (4) donne, en y faisant 0 — 00,
p! Ce: GNU RER dV (11) Pris ie 6 VE ét. (22. <1): :
Mais on a, en se reportant aux n°° 133 et 142,
3M V=—= REA COs2 (né + m — db) + 3 cos?v'cos2(nt + 7m — V')]
— 0,12316g [cos v cos2 (nt + 5 — 4) + 3 cos v'sin2(nt+ mm —4)],
—— —=—0,12316.29 [cos vsin2(né+® — 4) +3 cos? v'sin2 (nt + — W/)].
L’équation (10) devient par suite, en y remplaçant 3, z” par leurs valeurs,
PE —— 1,0369.2g [cos®vsin2 (nt + — 4) + 3 cos®v'sin2 (né + æ —/)]. al” .
On déduit de là par une intégration, en considérant v, v’, L, d’ comme constants et désignant par H une constante arbitraire,
de'=H dt + PA dt.1",0369[cos?vcos2(nt+75—14) +3 cos°v'cos2(nt +7 — /)].
Si dt représente une seconde, dt sera environ la cent-millième : : ; n°?
partie d’une circonférence; de plus — est + du rayon terrestre que
nous avons pris pour unité et que nous introduirons explicitement dans la formule ci-dessus, en le désignant par R; nous aurons ainsi
Rde' = RHdt + 0",01883[ cos° v cos2 (né +m—4)+3 cos?v'cos2(nt +m—1/)].
Si la constante H n’était pas nulle, il se produirait à l'équateur un vent constant, et l’on aurait une explication des vents alizés; mais, comme cette constante dépend des conditions initiales du mouvement, elle a dû disparaître depuis longtemps, par suite des résistances déve-
loppées dans le mouvement oscillatoire de l'air; on conclut de là que les vents alizés ne sont pas dus à l’action du Soleil et de la Lune sur l'atmosphère.
Lorsque les deux astres sont en conjonction ou en opposition dans l'équateur, on trouve R dé" = 0",07532 pour le maximum de l’espace parcouru par l’air dans une seconde, vitesse trop faible pour ne pas échapper à l'observation.
Si la mer n’existait pas, le mouvement oscillatoire de l'atmosphère suivrait la même loi que celui d’une mer d’une profondeur constante (n° 140), et les oscillations de la seconde espèce disparaitraient. Elles disparaitront également ou deviendront insensibles lorsque l’atmosphère recouvrira une mer dans laquelle ces oscillations seront nulles ou très petites, comme cela a lieu dans nos ports.
156. Résultats de l’observation. — La variation de la hauteur barométrique due au flux solaire redevenant toujours la même à la même heure, ce flux doitse confondre avec la variation diurne sans qu’on puisse l’en distinguer. Il n’en est pas de même des variations barométriques dues au flux lunaire, qui, se réglant sur les heures lunaires, ne redeviennent les mêmes aux mêmes heures solaires qu'après un demi-mois lunaire. Laplace, en discutant les résultats des observations faites par Bouvard à l'Observatoire de Paris aux syzygies et aux quadratures du 1° octobre 1815 au 1% octobre 1823, en remarquant que les flux lunaires partiels dépendent de la déclinaison et de la parallaxe de la Lune, a trouvé - de millimètre pour l'amplitude du flux total, et 3 + heures pour l'instant de son maximum du soir aux syzygies. Il a pris pour point de départ la formule empirique du n° 147, qui se rapporte au flux de la mer, et il a reconnu que la probabilité avec laquelle les observations de Bouvard indiquent un flux lunaire atmosphérique
est de =.
$ [. — RAPPEL DES ÉQUATIONS DU MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE.
Soient (/ig
OX, OY, OZ trois axes rectangulaires de directions invariables passant par ce point; A, B, C les moments d'inertie du corps par rapport à ses trois axes
principaux Ox, Oy, Oz; Fi. 21
ion è
P; q, r les composantes, suivant ces derniers axes, de la rotation instantanée; ces composantes sont censées positives lorsqu'elles ont lieu de la droite vers la gauche, en supposant que l’on ait les pieds en O;
Oz, On les traces sur XOY des plans x0Yy, ZOz; il est évident que Ox est perpendiculaire au second de ces plans et par suite à On;
LAS LOIRE RS
o, Ÿ, 8 Les angles ;0x, x OX, Z0z, ce dernier angle étant aussi celui qui est compris sous les plans æ0y et XOY;
My AM OI, les projections sur Ox, Oy, Oz du moment, par rapport au point O, des forces extérieures qui sollicitent le corps.
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Nous avons
dp Sd A + (B — C)g7 = AN;, dq à:
B+ +(C—A)rp =, Ur 4 £ : Ge + (A — B)pg — 9, ; (39 | db > ras F dt == — p COSG + 7 SINY, do ocre 3 10 5 na + g CosSv) cotô + 7, do dy | — — — SES ((E / 5 cos 0 7 (2)
(1) On trouvera une démonstration très simple des trois premières de ces formules à la page 340 du tome I de notre Traité de Mécanique générale, où l'on devra remplacer », p, 4, JA respectivement par — p, — qg, —7, — JI, par suite du changement de notation et : de convention relativement au sens des rotations positives. Les autres formules se déduisent de celles du n° 43 du même volume; mais, comme les changements de notations et de sens des rotations pourraient donner lieu à quelques ditlicultés, nous croyons devoir les établir
directement.
Les rotations p et 4 donnent les composantes X = P COSY — qSiny, suivant O7.
ñn = pSiny + q COSY, DO
Cette dernière se décompose en ces deux autres : l’une,
PSin® + q COS
En > suivant OZ;
fl ==
l'autre, :
z = (psSiny + gcosw)cotf, suivant Oz, à laquelle il faut ajouter r.
Or, dans un temps infiniment petit, les composantes y, Z, z ont pour effet de faire varier respectivement 0 de — 49, ÿ de — &}, # de dy. Nous avons donc
COS in RU D C0 0 y No — La tte POS UE dy psiny +qcose , — SR —#/ dt sin 9 CIRE .
ne (p Siny + 7 COSw) cotO + r = z;
d’où les formules du texte.
On remarquera que l’on a aussi dl
PO Sin Le BE + CO80 Tr + n Co.
di dt
NT
$ IE. — Du MOUYEMENT DE LA TERRE AUTOUR DE SON CENTRE DE GRAVITÉ.
158. Les phénomènes relatifs à la précession des équinoxes et à la nutation font connaître que la Terre, dans son mouvement autour de son centre de gravité, ne tourne pas autour d’un axe absolument fixe dans son intérieur, mais autour d'un axe instantané qui se déplace avec une extrême lenteur. Ce déplacement de la ligne des pôles peut-il être attribué à ce que, dès l’origine, l’axe de rotation ne coincidait pas exactement avec un axe principal d'inertie? C’est ce que nous allons d’abord examiner sans faire intervenir les actions du Soleil et de la Lune, en supposant que l’angle formé par les deux axes reste constamment très petit, puisque, d’après les mesures géodésiques, la ligne des pôles diffère peu d’un axe de symétrie.
159. Du mouvement initial de la Terre autour de son centre de gravité. — Dans ce qui précède, nous supposerons que O est le centre de gravité de la Terre, que Oz est l’axe principal d'inertie qui diffère peu de la ligne des pôles, ou axe instantané de rotation, et que M — 0.
La composante r, sensiblement égale à la rotation de la Terre, est très grande par rapport aux composantes p et q, et si l’on néglige le produit de ces dernières, la troisième des équations (A) donne, pour la valeur approchée de r, une constante que nous désignerons par r. Au même degré d’approximation, nous pourrons faire r —7r, dans les deux premières des mêmes équations qui ont par suite pour intégrales
[ D —H7r SIN Ce) 7H Cos (ar ee), 1 1
(0 An . C—A (2) frs AB 1 AVE
et en désignant par H et « deux constantes dépendant uniquement des conditions initiales du mouvement.
Pour que pet g restent toujours très petits, comme on l’a supposé, ou que la ligne des pôles diffère constamment peu de l’axe Oz, il faut que + soit réel ou que C soit le plus grand ou le plus petit des moments
d'inertie principaux, et nécessairement le plus grand en raison de l'aplatissement de la Terre aux pôles.
Soient à et v les angles formés par le plan passant par Oz et la ligne des pôles avec z0x et la ligne des pôles avec Oz.
Nous avons
in(srt+e (3) COS ENT = — Sin(xr, nn ) Vp®+g® . Vsin’(arste)Æecos(arot ee) - (4) COSVE==
VarTes
Pour obtenir l'angle y qui est petit, 1l faut tenir compte dans r du terme du second ordre que nous avons négligé. De la troisième des formules (A), en ayant égard aux valeurs (1), on tire
AI Die (.
r=r|: cn Ca Micos2(art + |:
Nous avons alors
COSY 1 — — L' + + EE — Dcosa(ars +e) | par suite (5) V—E[r+e+i(é—1)cos2(ar té +e)].
La Terre étant très sensiblement un solide de révolution autour de Oz, les moments d'inertie À, B doivent différer très peu l’un de l’autre; chacun d'eux diffère davantage de C, mais encore d’une petite quantité, en raison du faible aplatissement aux pôles.
Il suit de là que l’on a à très peu près
CA CRT CG que (i—:1)est assez petit pour qu'on puisse en négliger le carré; ül suit de là que l’on à, aux termes en (4 — r) près,
— 4 Jp É —"2,
D IA
angle qui décroitra très lentement.
L'équation (5) devient ainsi, en négligeant seulement les termes de l’ordre (4 — 1}, HÆ(1+ 2)
V2— Hu 7? — L(2— 1) cos2À ] =
1 + —————— cos2 À 2(1+ 1)
Si l’on désigne par x, y les coordonnées de l’un ou l’autre des pôles
5 P parallèles à Ox, Oy, par 2R la distance des pôles, on déduit de cette dernière formule
2 LE LD LL ONE 9 æ[1+ TE rJ |: Les [= Cp)
On voit ainsi que chaque pôle devrait décrire une petite ellipse, d’une faible excentricité, sur la surface de la Terre, lentement et d’un mouvement uniforme rétrograde. Mais, comme les observations les plus précises n’ont pas accusé de déplacement semblable, on doit conclure que H — o et que les causes du mouvement initial ont disparu depuis longtemps.
Ainsi, sans l’action combinée du Soleil et de la Lune, le sphéroïde terrestre, en raison de sa non-sphéricité, tournerait autour de son plus petit axe d'inertie. Mais, cette cause perturbatrice ayant une faible intensité et étant périodique, les déplacements, par rapport à cet axe, éprouvés par l’axe instantané de rotation sont très faibles et la vitesse angulaire ne subit que des variations très petites et périodiques.
160. Du mouvement de la Terre en ayant égard à l’attraction du Soleil et de la Lune. — Nous devrons tenir compte de la variation de position qu’éprouve l’écliptique résultant de la réduction séculaire de son obliquité, déplacement qui est actuellement de 48” et qui s’effectue cent fois plus lentement que le déplacement déjà si lent de la précession. Ges déplacements sont périodiques; mais, en raison de leur extrême lenteur, on peut, sans grande erreur et pour une très longue durée, les considérer comme s’effectuant d’un mouvement uniforme ou, avec une plus grande approximation, d’un mouvement uniformément varié. Nos observations sont d’ailleurs trop incomplètes pour fixer la longueur de la période, et nous ne pouvons que préciser les valeurs numériques des coefficients des premiers termes du développement suivant les puissances ascendantes du temps, approximation qui est très suffisante pour une période de onze à douze siècles.
Nous prendrons pour plan XOY le plan de l’écliptique relatif à une époque antérieure déterminée, qui sera pour nous l’origine du temps, et nous mesurerons la longitude à partir de léquinoxe du printemps correspondant et par laquelle nous ferons passer l'axe OX.
Soient ( fig. 21)
dÿ dy Æ LX=—7n= sinÛ cn les composantes suivant Oy et On de la rotation
instantanée ;
MC, My, A, les moments des forces perturbatrices par rapport à O7, On, Oz;
n la vitesse angulaire moyenne de la Terre autour de l’axe principal Oz, qui ne diffère de r et de la rotation instantanée que de quantités très petites de l’ordre de at, 2, ., p, q, x, n, dont nous négligerons les produits et les secondes puissances.
On a, par la composition des rotations,
P=YCOS? +nsinv,
q = n COSY
x Sinv,
et, pour les moments des quantités de mouvement par rapport à Ox, 0 y, Ap = A(y cosy? +nsine),
Bg=—=B(n cosy — ysino).
Les moments pareils, relatifs à Oy, On, sont, par suite,
Ap coso — Bgsins — } - NT (nsin2ç + ycos2y),
AB er M (XSIN29 — n cos2y).
Apsiny + Bgcose —
Il est évident que les axes mobiles Oz, Oy, qui entrainent avec eux
TL fee da dy O7, ne se déplacent qu'en vertu des rotations — = —% et — + autour de Oz; mais cette dernière se décompose en deux autres, l’une, dy: : dy 7, sn0 =», et l’autre, — 7 cos8, autour de Oz; il ne faut pas perdre de vue que ces différentes rotations sont de l’ordre de p et g.
D'autre part, le moment total des quantités de mouvement par rap-
port à O, représenté par la droite OP ('), ne différant en grandeur de
(1) Voir, à ce sujet, les n° 56 et 104 de la seconde Partie de notre Traité de Mécanique générale, t.1. Il nous parait utile de rappeler que linclinaison de l’écliptique vraie sur l'équateur est actuellement de 23°27' 10”.
Cret en direction de Oz que de quantités du même ordre, la vitesse d'entrainement du point P aura pour composantes Cnn, suivant Oy, — Cry, » On.
On a donc, en exprimant que la vitesse absolue du point P estimée suivant O7, On est égale au moment des forces extérieures, estimé de la même manière,
dI A+B vA —B : j jt STE (n Sin2v + y Ccos2v)
C7rn = HT),
dt 2 de A DU AL ! her : (x Sin29 + ncos2vp)| — Cry — M.
Or, n et y étant indépendants de l’angle o, on peut supprimer les termes en sinus et cosinus de 29 qui n'introduiraient dans le déplacement de l’axe terrestre Oz que des termes dont la périodicité serait journalière et dont l’observation n’a pas constaté l’existence. Il résulte de là que la différence À — B est très petite ou que la Terre (qui, d’après les mesures géodésiques, est à fort peu près un solide de révolution) est composée d'éléments matériels distribués sensiblement d’une manière uniforme autour de Oz.
A+B ne :
En appelant A’la moyenne —— des moments principaux d'inertie
relatifs à l'équateur, nous avons donc
dy - e A' “rh Crn =,
AU “ —_ CNY = ON.
Les mouvements déterminés par les rotations y et n étant très lents relativement à la rotation moyenne » autour de Oz, les dérivées de à sont très petites par rapport à », n, 7, et nous pouvons dès lors écrire simplement
JT: JT.
Telles sont les équations dont nous ferons usage dans la question qui nous occupe.
161. De l’action du Soleil. — Les formules (3) du n° 55 nous donnent, en remarquant que nous admettons ici que le sens positif des
moments est de la droite vers la gauche,
Mz= 3m me JAN 3m D
dans ces expressions, » représente la masse du Soleil, æ, y, z ses coor-
données par rapport à Ox, Oy, Oz, eta sa distance moyenne à la Terre. Soient (fig. 22)
Fig. 22.
Ecliptique vraie.
Orbite lunaire
n' la vitesse angulaire moyenne du Soleil autour de la Terre;
x’, y les coordonnées du Soleil parallèles à Oy, On;
h le rapport de la masse de la Terre à celle du Soleil;
ya le cercle déterminé par l'équateur dans la sphère d’un rayon égal à l'unité dont le centre est celui de la Terre;
MOUVEMENT DES CORPS CÉLESTES AUTOUR DE LEUR CENTRE DE GRAVITÉ. 385 O7 la trace du plan de l’écliptique fixe sur Le plan 320, et yn’ le cercle déterminé par ce plan dans la sphère ci-dessus, cercle sur lequel nous marquerons par la lettre X l’équinoxe du printemps correspondant; 'S l’écliptique vraie coupant le cercle précédent au point N; 1 — — NX la longitude du rœud ascendant N mesurée à partir de l’origine X; A = XP la longitude du Soleil ; i linclinaison de l’écliptique vraie sur l’écliptique fixe; 4 l'arc y X.
Ces deux derniers angles, qui ne dépendent que du déplacement de l’écliptique, restent très petits, et l’on peut, par suite, négliger leur produit et leurs secondes puissances.
Nous avons, d’après le n° 6,
par suite,
De AL = 18 ADI DEV ts = ès
Are Cx NH
Nous avons aussi My = Jxcosp—M,siny, æ—x'cosy + y'siny, Mn = Mzsinp FIL, cosy», y =7" cosy? — z'siny. En faisant abstraction des termes périodiques en sin 29 et cos2o pour des motifs déjà connus, on déduit des formules précédentes
SLR CAL ; y 2), de. - = Ai /) a? Ê [+ h a?
LT
(2) JT —
Nous négligerons dorénavant devant l’unité la constante 2, qui est . a 1 o au plus de 5555 (n° 7).
En admettant que P soit la projection de S sur l’écliptique fixe et né-
gligeant le carré de t, on a OP =aet æ'= a cosy P — a cos(A +).
L’ordonnée y” de S ou P parallèle à Or’ a évidemment pour valeur
y'== asin(A + Ÿ).
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Enfin on a, pour l’ordonnée parallèle à OZ des, — AN ZEN Z—=—OSsinSP = asin NP sini— aisin(A — À).
On déduit facilement de là, par une transformation de coordonnées dans le plan 02,
J'= afsin(A + 4) cosô + £sin(A — À) sin],
3—a[sin(A+%)sino — £sin(A — À) cos0].
En portant les valeurs précédentes dans les formules (2), on trouve
AC, = in?(0 — A')[2sin8 cos8 sin?(A + v) | — iC0s26 cos À + icos28 cos(2A — })], 9) 1 : ue : : Mn —— 257 *(C—A')[sinésin2(A +4)
— {cos sin(2A — À) + cos sinÀ)|.
Si, dans ces dernières formules, nous faisons abstraction des termes en sinus et cosinus de l’angle A — »’# ou de ses multiples donnant lieu à des déplacements annuels que n’accuse pas l'observation, elles deviennent
y = $n°?(C— A’) (— £cosÀ cos20 + sin0 cos),
YÊ (4) Mn = — $n°(C— A')rsinà cos,
et les équations (r) se réduisent aux suivantes :
[ CEE d® 20 (= COS A COS 20 inô cos) = sin8 — | n—=Èin Cr ( COS À COS 20 + S cos) —Ss SE (9) ( : !
37/2 er sin À cos 0 se y — à ARCS S EE .
KT 2 Cr di
En négligeant les inégalités séculaires de l’éeliptique, supposant, par suite, à — 0, la rotation y serait nulle et l’angle 0 aurait une valeur constante 0’; nous admettrons que cette constante est la valeur de 0 qui se rapporte à l’origine convenue du temps.
Nous pourrons, sans erreur sensible, remplacer respectivement, dans les formules (5), sin8 et cosô par sinb’ et cos W'.
Conformément à la remarque que nous avons faite au n° 160, nous poserons
(6) LSInA= pt, TCOoSÀ = 80,
en désignant par g, g’ deux constantes positives ou négatives dont les valeurs absolues sont très petites. La seconde des équations (5) nous donnera alors, pour la mesure de la nutation due à l’action du Soleil,
C— A ge?
) DE cos 4’ ?
F Cr 2
ns
et la première des mêmes équations, pour la précession correspondante,
Air cos20! 2?
(7!) Vin? — fige RÉSSERMIE ‘à /è
sin! 2
De l’action de la Lune. — Soient (fig
L la position de la Lune, que nous supposerons, pour simplifier la figure, située sur le grand cercle PSQ;
N,, N, les intersections de l'orbite lunaire avec l’écliptique vraie et l’écliptique fixe ;
A = N,X la longitude du nœud descendant N, ;
A, = XP la longitude de la Lune;
[, , les inclinaisons de l'orbite lunaire sur l’écliptique vraie et l’écliptique fixe ;
n, la vitesse angulaire de la Lune autour de la Terre;
h, le rapport de la masse de la Terre à celle de la Lune, qui (n° 8) est peu différent de 75 unités.
L’angle I est petit et diffère actuellement peu de 5°8/48”; il en est par suite de même de l'angle z,, dont on peut ainsi négliger la seconde puissance.
Les formules (5) peuvent done ici recevoir leur application, en y remplaçant 9 par 4’, x par À,, 2° par n,, à par — &,, et en introduisant au dénominateur le facteur 1 + 2,, dont l’équivalent pour le Soleil a été remplacé par l'unité. On a, de cette manière,
Qi AV n=3n? 1 COS À s20/+ sin0! (h , | 7, EE s1, Co sin’ cos8/), 0) « æ | | fc on QE sin À, cos0’ NT CRT ET +
Nous allons maintenant chercher à exprimer :, au moyen de I. La
figure nous donne PSN Pr Ssnee2")
LP—= LS —SP—IsinN,S — :sinNS — [sinN,P — csinNP —Isin(A, —À,) —isin(A; — À),
d’où, en égalant ces deux valeurs, SN MN NC = À, à = AGENCE == Le
En faisant successivement dans cette formule A, — 0 et A, — 90°, on trouve, en ayant égard aux valeurs (6), SinÀ, —Isink, —csinÀ —TIsinÀ, — ge, ü Cos = I cosÀ, — cs cos, = TI cos, — 2'é.
Soient « la vitesse angulaire, sensiblement constante et rétrograde, du. nœud N, ou N, qui correspond à une révolution en dix-huit ans ? environ, et À, une constante; on peut écrire
et, en posant
(9) no (1),
les formules (8) deviennent
dy CAN : } , n —SIn0! T = 3 n"? Ge [lcos(zt + 2,) cos 20" — 24 cos 20 + sin6' cos0’], [444 alt d CA = = D COS DS D le cle dt È Cn [ \ st] d’où, en intégrant, CAS [| cos 20/ cos20/ DU COS DER no | | LE Cr % l sin’ Pin ou
ñ < CE: A! Ï of?
| 6 — 0 —0, —0+ 37? —— « cos0 (cos), ne | x nm (4 Co} /
(1) On a. d’après Laplace, w = 12,35333.
expressions dans lesquelles on à
LE V0 C AS LEE COS 20 | MT, Cn Ve un TTL : | UE L CRE ‘ 2 Ca a. ÿ
163. Effet total des actions simultanées du Soleil et de la Lune. — En faisant la somme des valeurs de 4 et (6 — 8") fournies par les équations (7), (7) et (10), on trouve
(Be = A 24) e | \Y=u—in"? ia LUS) (1+w){é— — TsinÀ,cot20/—2"(1+w)cot20/.2 |, z ut œ
(Tan) = JV u) lt?
| 5—6—in"? 6 -—— Cos0' | — TI cosÀ, — 2 (1 + w) — |. É /è W 4 2 1]
164. Nutation. — En négligeant les inégalités séculaires de l’écliptique, on a simplement
à C Ê DD | —W —=$in? — — cos0/ ([+Hwm)£4— —Tsin},cot26 |, F Lu 7t Gi Capri) ‘ k.
; L CAVE ins | 6—0 —5in"?- PSE De DC OS 0 à Pt a
Si L'était nul, la ligne des pôles, que nous représenterons par OA, et qui sera pour nous l'axe moyen de la Terre, décrirait, autour de la perpendiculaire OZ au plan de l’écliptique, un cône de révolution avec la vitesse angulaire Vo Ait Ê ae (T+w)cos0,
Le déplacement de l'axe réel OB par rapport au plan ZOA et à OA se compose ainsi des deux déplacements angulaires suivants :
2 no Esina, cos0' cot28/,
3 n°2 2 "cos cosû!,
Cr 2
respectivement perpendiculaires au plan ci-dessus et compris dans ce
plan.
Le pôle vrai B est ainsi animé par rapport au pôle moyen A de deux mouvements rectangulaires périodiques et complémentaires. Il décrit donc par suite autour de À une petite ellipse dans le même temps que les nœuds de l'orbite lunaire accomplissent une révolution, soit en dixhuit ans ©. Cette ellipse a été observée pour la première fois par Bradley, à qui on doit la découverte de la nutation (1742-47).
La valeur de 0’ pour l’année 1882 étant de 23°27’ 10”, on a, pour le rapport des deux diamètres principaux de l’ellipse,
2 cot280/sin0/—
chiffre qui diffère très peu de celui de 0, 7462 qui est donné par l’observation et le plus grand des deux diamètres est celui qui est dirigé vers le pôle de l’écliptique.
165. Déplacements séculaires de la Terre rapportés à l’écliptique vraie. — Pour comparer la théorie à l’observation, il faut rapporter l’axe de la Terre à l’écliptique vraie.
Si nous laissons de côté l’influence de la rétrogradation périodique des nœuds de l’orbite lunaire, ou les termes en I, pour ne nous occuper que des déplacements séculaires, les formules (11) se réduisent aux suivantes :
» C — A! ; ; ps | Vo re Cr (1 w)cos4'(£ — 2’ cot28/2), (12) FN C— A! ot?
QG 37 (1 + w) cos 0 = —.
a Cr 6 2 Soient
6 l’inclinaison de l'équateur; 4, X = Y la longitude de l’équinoxe vrai y’, prise en valeur absolue ; A—=yY O0 —0— 90, g — bd — 0.
Le triangle sphérique 7;7'N donne cos8 — cos(0 + à) — cos cost + sinô sinscos(b +),
d’où, en ne conservant que les deux premières puissances des angles
MOUVEMENT DES CORPS CÉLESTES AUTOUR DE LEUR CENTRE DE GRAVITÉ. 391 et 50, qui sont censés être du même ordre de grandeur que Ÿ,
2 1 502 50 — “ cotô — icos(4 + À) cot0 =
l : # L x L = 7 Cosô — 1COS(L + À) — — Cotb Cos?(Ù + À)
L FE
= 7 cote sin? (4 + À) — ccos(Ÿ + ));
par suite, l . ne. < | 0 —0—£cos(} +2) + —sin?(4 + X) cotô (13) { L e Re COLE | — 0 — {cos À + Li sin À + ERA Sin? À.
Le même triangle sphérique donne aussi
MA OUR ES. sin (4 + À) sinr | isin(ÿ + à) sin O sin — ; cos0 cos(Ÿ + À) ou (14) nel isin(y +) ê'sin2(4+)cos0, sin 0 2 sin?0
FENTE) ; à Ve 20 Tale AO : TC Pl Enfin on à, en considérant le triangle sphérique rectangle yy'y°,
tang(Ÿ — W) —— ÿJ — tangA cost — A cos6,
d’où
Re: LE :
(15) Y— 4 + ssin(Ÿ + À) cot0 + —sin2(y+)) cot?0 19 2 — d + LrcosÀ cotô + sin À cot0 + £? sin À cos À cot?0.
Nous avons dû conserver les termes du second ordre en # et Ÿ dans les valeurs de 6 et W, puisque nous poussons l’approximation jusqu'aux termes dépendant du carré du temps. Par la même raison, nous devrons employer pour #sinx et zcosx des expressions de la forme
(0°) ésinÀA=gt+ke®, ccosÀ— g'é + Kk'E,
k et £' étant deux nouvelles constantes.
Les formules (13) et (15) deviennent ainsi
{ o2 N (008) De su ere ee Cot0 — “ie
Don W=— 4 + cot6 gé + Ÿ cot0 g'4 + cotô (gg cot6 + 4).
392 CHAPITRE VIIL.
Si nous posons
CRUE
les équations (12) se réduisent aux suivantes :
b—E(E — 2COt2.0% ), CLR
Nous avons donc enfin
Pol \ | T — (£ + g'eot 6") = ( FEV, x £28" cot?0/ + Æ cot®' ] le (18) Co o°2 à | NE se ( Z + es Cot20!— h') Le
Les quantités €, 0’, g, 2’, 4, #' sont censées exprimées en nombres. Si, comme dans ce qui suit, nous prenons la seconde d’arc pour unité, les termes du second ordre en €, g, g’ devront être multipliés par
166. Formules numériques. — Nous conviendrons de mesurer le temps à partir de 1850; les valeurs de £ pour les années antérieures seront considérées comme étant négatives. Nous prendrons pour unité du temps l’année julienne, qui est de 365,25 jours solaires moyens. La quantité €, qui dépend des moments d'inertie principaux de la Terre, ne peut être déterminée que par l'observation, de même que £, g’, re
Le Verrier, en discutant les résultats obtenus par Peters, est arrivé, pour 1850 ou pour £ — 0, aux chiffres suivants :
QE
valeurs qui peuvent convenir avec une assez grande approximation pour une période de mille à douze cents ans avant et après l’origine du temps, en supposant { négatif dans le premier cas.
On déduit de là et des formules (18)
167. Invariabilité de la durée de la rotation de la Terre. — La durée de cette rotation est donnée par l’équation
dr " A—B DIT —— — }) = ——0 di CRE ART Nous avons P—=Yy.Cosv +=nsine, q = Cose — y sinv,
pq =yncos20 +E(n —y?)}sin2e.
En nous rappelant (n% 161 et 162) que x et n sont indépendants de », le produit pg sera périodique et sa période sera de un demi-jour. Ce produit peut done être négligé dans l'équation ci-dessus; car, en outre, les longues périodes de n, y ne peuvent pas avoir d'influence sensible sur l'intégration. Considérons, par exemple, le terme de 3, qui dépend de l'attraction du Soleil ou posons
Nous avons (n° 161)
æ—=x'coss +y'siny, y—=7y'cose — r'sino, d’où my =E(y xl )sin2e © xy cos 0.
Les termes de x’, y’ ont des périodes beaucoup plus longues que v; de sorte que xy et, par conséquent, 3%, ne dépendent que de termes dont la période diffère peu de la rotation de la Terre et dont l'influence est insensible. Comme ce que nous venons de dire s'applique à la Lune, on conclut que l'attraction du Soleil et de la Lune ne peut avoir aucune influence sur le mouvement de rotation de la Terre.
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168. Précession annuelle et valeur de l’année équinoxiale. — La précession annuelle est la différence des valeurs de W pour les valeurs
t+r et & du temps ou 50”,37140 — 0!,00017722 €.
L'année sidérale est constante, égale en jours moyens à 365i,256374, et, pendant cette période, le Soleil décrit une circonférence. Le nombre de jours employés pour parcourir l'arc ci-dessus est, par suite, de
0i,1425456 — oi,000000501435 4,
et, en le retranchant de l’année sidérale, on trouve, pour la longueur de l’année équinoxiale,
365i,113828 + oi,000000901/435/:
elle augmente ainsi de o°, 06 environ par siècle.
169. Rapport des moments d'inertie principaux de la Terre. — En prenant pour unité l’année julienne, qui est de 3651, 25, nous avons
ee 309,29 EL Qt À 369,256354
RU ya À n 365,25637/ noie 3609 x 365,29 à TE
ñn (365,256374 )* 90999 180
Comme, d’après Laplace, © — 2,35333, on déduit de la formule (16)
CA (4) ee — 0,003928.
On a d’ailleurs, en négligeant le cube de cette fraction,
CARO RAA UC CE AN CP CERN APN ADS A EC GO RICE
De la formule (p) du n°103, ou
GX fee A -=(E- fe —,
MOUVEMENT DES CORPS CÉLESTES AUTOUR DE LEUR CENTRE DE GRAVITÉ. 349 en ayant égard à la valeur précédente (x) et en se rappelant que le rapport o de la force centrifuge à la pesanteur est égal à +, on déduit, pour l’aplatissement de la Terre,
pA‘ da
ë ë © 0 E — 0,0017301 + 0,00328 — e A? da
Or, en appelant ?’ la densité à la surface, on à
d’où
NL ; ; Es à de 1 pat da—3 | AVG | A5 (1 — A?) 2, da <0, d'A Û 0
attendu que 4 € 1 et que, la densité allant en décroissant du centre à do [a surface, — PA - est négatif; on obtiendra donc une limite supérieure de E
en remplaçant par ? le rapport des intégrales qui se trouvent dans son expression, Soit 0,00360981 —
Nous avons vu d’ailleurs que
Nous avons done deux limites entre lesquelles se trouve compris l’aplatissement. La limite supérieure diffère peu de la valeur ,5 que l’on attribue généralement à l’aplatissement de la Terre.
170. Variations séculaires du jour solaire. — Soient (/ig. 22) u = Q l'ascension droite du Soleil mesurée à partir de l’intersection 7 de l’écliptique fixe avec l’équateur ; A, = Ny’, v, —Sy' les distances respectives du nœud descendant N et du Soleil à l’équinoxe du printemps y’.
Les triangles rectangles Sy'Q et PNS donnent
tang (uw — A) cos0 tang "; tang (A — 4 — ))
— cos tang(v; + A),
d'où, en développant et en négligeant les puissances de tang® supérieures à la quatrième et celles de z supérieures à la seconde,
SIDA
: sin ® d
d'autre part, on déduit de la formule (13) du n° 165, en y remplaçant cot®’ par cote dans le terme en à,
; : LOUE à 1 0—=0 + ccos(Ÿ + À) — — sin?(Ÿ -- À) cote.
On a, par suite,
à ; s ID :
sin A, = — Sin (Ÿ + »)| 1 + ccos(d + À) cote — é COS (LEE)
LAURE \ re —— sin?(b +)) cou |
etenfin
= |y+a+ sin 2) | cote — = cos (4 +) ||.
(1) Voir le n° 22 de l’Introduction.
On déduit de là
= À + sin(Ÿ + 1) | écote — = cos (ÿ + |, : Re ET à u—A+At+sin(t +à) Lécote L cos(4+2)|,
et, comme nous avons trouvé (n° 165)
SL CUEENX SE ape sin 0
il vient
ee or u—A—isin(t + À) tang = . sin (4 + À) cos(Y + À).
En ayant égard à la première des formules (17) et à la seconde des
formules (18), on forme facilement les valeurs suivantes :
isin(td+A)=gt+(g'C+k)E,
sin(b+)cos(b +1) = gg'e,
t Ê tar ss st CT EE ee Eee a CF 2 COS? 0/?
on peut d’ailleurs prendre À = #’t, en négligeant les termes pério-
diques. Il vient done
oc
nl ot: y 0 olr fe (el 0 s 6 DU AMATES AE lang — tang —:
Si l’on désigne par S l'ascension droite du Soleil (z£ — u), mesurée à
partir d’un méridien déterminé de la Terre, on a
4 L 6! > ol 0!
(19) S=(n—n)t+g lang t- (g'e -k—® tang = }e.
Le jour moyen est l'intervalle pendant lequel cet angle augmentera de 360°. En négligeant le carré de cet intervalle que nous désignerons
par æ, et posant
oo! 6! 6!
— One 22 tance: œ — H (e + À à ang — tang s°
on trouve 0’ Z ( n— n'+ 2 tang — +2 «) 00 ; 2
Supposons que l’on prenne pour unité de temps le jour moyen en 1850; on aura æ —1 pouré —o; mais la valeur de g donnée plus haut, se rapportant à l’année julienne, devra être divisée par 365,25, ce qui
() : RÉ Re rendra le terme g tang — complètement négligeable. Nous aurons ainsi, pour 1850-51,
De 360!, et, en prenant x — 0°,98561, 11 vient n — 360°,98961 ; puis, pour Le jour sidéral exprimé en fraction du jour moyen, oi,988900.
Après avoir divisé les valeurs de g, g’, € par 325,25, et celle de 4 par le carré de ce nombre, en vue de les rapporter à la nouvelle unité, on trouve
On voit ainsi que la variation séculaire du jour moyen est pour ainsi dire insensible.
171. De l’influence des oscillations de la mer sur le mouvement de la Terre autour de son centre de gravité. — Nous avons supposé, dans ce qui précède, que la Terre était un corps solide; il nous reste à voir si les résultats auxquels nous sommes parvenu ne peuvent pas être modifiés d’une manière appréciable par les oscillations périodiques de la mer, dues aux attractions simultanées du Soleil et de la Lune.
Nous remarquerons en premier lieu que l’accélération d’entrainement de chaque molécule de la mer est la résultante de l'accélération due aux forces qui la sollicitent, de l’accélération centrifuge composée et de l’accélération relative oscillatoire prise en sens contraire. En d’autres termes, les équations du mouvement résultant d’une molécule de la mer sont les mêmes que si cette molécule faisait à chaque instant corps avec le noyau terrestre, en la supposant de plus sollicitée par la
force centrifuge composée et par la force d’inertie due au mouvement relatif oscillatoire.
Les termes dus à la force d'entrainement et aux attractions du Soleil et de la Lune peuvent être calculés, sans erreur appréciable, comme si la surface d'équilibre de la mer n’éprouvait aucune variation sous l’action de ces deux astres, etalors À, B, C, dont ils dépendent, représentent les trois moments principaux d'inertie du système invariable formé par le noyau terrestre et la mer à l’état d'équilibre, tel que nous venons de le concevoir.
Il nous reste à comprendre, dans les termes at,, 5, du n° 160, les moments par O7, On de la force centrifuge composée et de la force d'inertie dans le mouvement relatif, calculés avec l’approximation que nous venons de définir, c’est-à-dire comme si la surface de la mer n’éprouvait aucune variation dans sa forme.
D’après Le n° 132, les composantes des forces précédentes suivant la méridienne et le parallèle sont, pour la molécule »»,
de du ) AO ; NE
Ge
_. UE du a HOME EEE E
cs ( Fe Ÿ dr.
La première se décompose en deux autres :
de du
Tee ) Vi—u, suivant O:;
Z=-m (ar nm
F di du : Alt .
(b) m (2 RUE — Æ) w, suivant la trace du méridien sur l'équateur. a ai”
Des composantes (4) et (b), on déduit les suivantes :
X (2 2 de =he A) sin(s +w) ARE LIRE S Ge EN & THE 2n se CA }cos( ) suivant O Goom. = = om). SUIV - DErLUEET 1 CDR AS = — N|27U—- + —— |cos + D Ÿ At à) (?
L'OEIL
- m (2 NU — —— ) sin(s :-m) suivant Or.
dt
4oo
Enfin les coordonnées de 77 parallèles aux axes O7, On, Oz sont, en prenant pour unité, comme au n° 132, le rayon moyen de la surface d'équilibre de la mer,
= Vi pcos(s +w),
= V1 vw sin(e ED),
ln
et il vient, pour les moments par rapport aux mêmes axes,
Pour obtenir
oscillations de la mer, il faut faire la
' : . de Œ&u\ HABIONE SENS
( Ê. dr
MoN] + In à n ie Ù 24 TE ms ( Êge T de J\
| non GA ou
1 L—— —- (anus
CA | ls 1h (fe HU. du + de LU CR ÉCTDATE ER
n l d n IR — M Cruz SE %) V
les portions de 91,
n(o+mw)
cos (vw),
PT JE
sin(o +),
JU, JT, qui se rapportent aux somme de ces expressions pour
toutes les molécules de la masse fluide. Or, en raison de leur petitesse, on peut calculer les déplacements, comme aux n° 132 et suivants, à-dire en négligeant les déplacements de l'équateur terrestre; on peut de plus, comme on l’a fait aux numéros précités, supposer que ces déplacements ont la même valeur pour tous les points de la couche fluide situés sur un même rayon lors de l'équilibre, ce qui revient à prendre
m— — 07, dy. d,
en nous rappelant que y représente la profondeur de la mer.
7 mn
“ sin(o +) 2n ai cr) — |
PT ( Te
du EAN ( du
BOS ( © Lo ET RE =
ADD er PAT AREES
On a ainsi JT, — flCreg- Mn HE nb.
QUE = fC nb AE den
Vi u?- + du ds.
+ ni p. COS(o +)
dv)
dv)
5 usin(s +)
de
c’est-
| \ du dis,
| + dub,
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Ces expressions, en raison de la petitesse de y, sont elles-mêmes très petites par rapport à & et à 6 ou sont du même ordre de grandeur que la surélévation = de la mer. Concevons que l’on remplace « ete par leurs valeurs (6) du n° 14%, en remarquant que o diffère très peu de #4. Les moments ci-dessus se composeront de termes périodiques dont la plus longue période correspondra à l’arc (7 — :)r. Pour les oscillations de la première espèce, 2 étant très petit par rapport à », la plus longue période sera d’un jour environ et n’aura ainsi aucune influence sur la précession et la nutation. Il en sera de même pour les oscillations de la troisième espèce, en observant que : diffère peu de 27.
Quant aux oscillations de la seconde espèce, » — i ne dépendra que du mouvement annuel du Soleil autour de la Terre, et la plus longue période de 3r,, at, sera d’une année environ et n’influera en rien sur le phénomène.
De la même manière, 3, ne produira aucun changement appréciable sur la moyenne rotation de la Terre.
Les considérations précédentes étant applicables à l'atmosphère, on doit conclure que les phénomènes de la précession des équinoxes et de la nutation sont absolument les mêmes que si la mer et l'atmosphère formaient une masse solide avec le sphéroïde qu'elles recouvrent.
Nous remarquerons enfin que les vents alizés (allant de l'Occident vers l'Orient, entre les tropiques), qui sont dus au mouvement que Îla chaleur solaire imprime à l’atmosphère, malgré leur action continuelle sur les montagnes qu’ils rencontrent, les tremblements de terre et en général tout ce qui peut agiter la Terre dans son intérieur ou à sa surface), n’ont également aucune influence sur le mouvement de notre globe, puisqu'ils ne modifient pas le moment résultant des quantités de mouvement par rapport au centre de la Terre.
S LL. — Du MOUVEMENT DE LA LUNE AUTOUR DE SON CENTRE DE GRAVITÉ.
172. On sait que la Lune nous présente toujours la même face dans son mouvement de révolution autour de la Terre; il suit de là que sa vitesse angulaire autour de son axe et celle de son mouvement autour de la Terre ou sont égales entre elles, ou ne different l’une de l’autre
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que de quantités très petites et périodiques. Si, comme tout porte à le croire, la Lune a été primitivement fluide, elle a dû s’allonger dans le sens de la Terre, de sorte que son plus grand axe principal d'inertie doit faire un petit angle avec le rayon vecteur qui joint le centre de la Terre à celui de la Lune, et c’est la seule hypothèse que nous ferons dans ce qui suit. Il doit paraître évident, d’ailleurs, et d’après tout ce qui précède, que le plus petit axe d’inertie de la Lune doit être l’axe fixe dans sa masse autour duquel elle tourne.
173. Formules relatives à la libration de la Lune. — Libration en longitude. — Nous ne changerons rien à l’état de la question en considérant le centre de la Lune comme fixe et supposant que la Terre décrit l’orbite lunaire autour de son centre.
Soient (fig. 23)
Fig. 23.
Ox, Oy les axes principaux d'inertie de la Lune passant par son centre de gravité et déterminant le plan de l'équateur; z son troisième axe d'inertie;
T la position du centre de la Terre à un instant quelconque;
T’ sa projection sur l’équateur;
v le nœud descendant de l'équateur sur l’éeliptique ;
N, celui de l'orbite lunaire:
OZ la normale à l’écliptique;
: l'angle, supposé très petit, que forme OT’ avec l’axe principal Ox dirigé vers la Terre;
0 l'angle très petit compris sous les plans de l'équateur et de l’écliptique ;
t l'angle constant, et très petit, déterminé par les plans de Porbite lunaire et de l’écliptique ;
n le mouvement moyen de rotation de la Lune autour de la Terre;
æ, y, z les coordonnées de T;
A la distance moyenne de la Lune à la Terre, à laquelle nous supposerons égales la distance OT et, par suite, sa projection OT;
y la longitude du nœud descendant N, de l'orbite lunaire;
& la vitesse angulaire des nœuds de cette orbite sur l’écliptique;
P; q, r les composantes de la rotation instantanée de la Lune autour de son centre de gravité, suivant Ox, O y, Oz, les deux premières étant très petites par rapport à la troisième.
Nous supposerons que y et N, ont coincidé avec le point X de l’écliptique à l'instant pris pour origine du temps, et nous négligerons les puissances 6, &, « supérieures à la première.
Nous pourrons, vu la petitesse de z et 0, considérer TT’ comme se confondant avec l’arc de grand cercle perpendiculaire à l’équateur, qui rencontre l’écliptique en T,.
Nous aurons ainsi
— 4,5 A Sinc- AE,
= ACOS
3 — pi n/
—A(csin NT, +
sinp li) 4 |2Sin(o ne)" ûsin(o ee) |.
En négligeant la masse de la Lune devant celle » de la Terre (n° 8), nous aurons 2 — n°4°, et les formules (3) du n° 55 deviendront, eu égard au sens positif actuel des moments,
JU, = 3n2(0—Bje[isin(og +e—+) +0 sin(s +e)], NL, = 3n°(A—C) [iésim(g=re y) 6sin(y+e)],
AL. — 3n°(B — A )e.
Le premier de ces moments, étant du second ordre, peutèêtre négligé; le second at, peut s'exprimer d’une autre manière en remarquant que
4o4 CHAPITRE VIL.
© +e est la latitude de la Terre mesurée à partir du nœud y et qu’elle
est de la forme CE 4
en désignant par c une constante arbitraire; 1l vient ainsi
(1) AT, — 3n2(A —C) lisin[(r+ajt+c—7y]+0sin(?+e) L.
by A—B
En raison de la petitesse des rapports FE, ok leur produit peut être négligé, et celle des équations du mouvement de la Lune, autour de son centre de gravité, qui se rapporte à Oz, se réduit à
dr LOIR AB EANE:
dé NT NU en À
Si l’on néglige le carré de 0 ou que l’on suppose cosô = 1, r n’a pour effet que de déplacer Ox dans le plan de l'équateur (n° 157). Or la vitesse relative de Ox par rapport à OT’ dans le sens direct est
— —; la vitesse de OT’ est la dérivée par rapport au temps de la longidt
tude de la Terre par rapport à la Lune, mesurée à partir de l’origine X
censée fixe en raison de l'extrême lenteur des déplacements de l’écli-
ptique. Cette longitude est de la forme (Chap. I et Il) nt+ EHsin(at + al),
le signe È comprenant une somme de termes périodiques dont les uns dépendent uniquement des éléments du mouvement elliptique et les autres de leurs variations dues aux forces perturbatrices, dont la principale est l’attraction solaire.
Il vient done
de l ; P=— TL + 2 Diet + 2Hsin(at + a')], RS Re 2 Ha? sin(at l Hire et ie
etenfin, en ayant égard à l’équation écrite plus haut,
2 D— (2) Re > = SHa sin(at + a!).
din C C
Si l’on fait d’abord abstraction de l’excentricité de l’orbite ou des H,
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l’intégrale de cette équation est, en désignant par K, # deux constantes
arbitraires, ce — K sin y t +k].
Pour que « ne croisse pas avec le temps, il faut que B soit plus grand que À, ce qui est conforme à nos inductions premières sur la disposition des trois axes principaux d'inertie de la Lune. Les observations les plus précises n’indiquant aucune trace de ce mouvement oscillatoire, la constante K, dépendant de l’état initial du mouvement, ou était nulle à l’origine, ou son influence est depuis longtemps annulée par des causes étrangères. Si ces oscillations existaient, leur durée serait
_ £ nois lunaire / ne —1/ -—— —— = 1 moi EX 37 — SAV ErEerS CAVETHETS En admettant, comme nous le verrons ci-après, CN — 0700001 on trouve que cette durée serait de 24,3r mois lunaires. Si l’on pose cz —Lsin(at + a), L étant une constante, on fera disparaître le terme en H du second membre de l’équation (2) en prenant
Ha?
BA x 3n G _
La différence entre les déplacements angulaires dans la rotation et la révolution autour de la Terre sera, en laissant de côté les termes qui
dépendent de l’état initial, B — A 3 n°? — —:+2Hsin(at + a )= 2 sin(at+ a").
De tous les termes dont se compose ZH sin(at + a’), il n’y a de sensibles que ceux qui dépendent de l'équation du centre et de l'équation annuelle due à l’action perturbatrice du Soleil.
Bouvard et Nicollet ont trouvé, par la comparaison de 174 observations de la libration de la Lune en longitude, que la libration due à l'équation annuelle a pour valeur
L = 4'49",7, et, comme H=666%7, 00 17.0,0748,
l'équation (a) donne
te — 0,000964.
Mais ces observations n’offrent pas une garantie d'exactitude suffisante pour que la valeur numérique ci-dessus présente la même certitude
CN : ns que celle de —,> que nous donnerons plus loin. La différence entre la rotation de la Lune et sa vitesse angulaire de révolution est
de x !
Dore SaH cos(at + a!)
=-Kr/ 0 cos (/ TE ( F4) e>a(H"TL)cos(at ra),
et, comme elle est périodique, les deux mouvements moyens seront éternellement égaux. Il n’est pas nécessaire que ces mouvements aient été égaux à l’origine, 1l suffit que la rotation de la Lune ait été com-
prise entre è 3(B— A) | 3(B — A) a—Kn /3ŒB—A) et a+Kr LEP C C limites, à la vérité, assez restreintes, à cause de la petitesse de K, mais suffisantes pour faire disparaitre l’invraisemblance d’une égalité parfaite des deux mouvements moyens à l’origine.
174. Du mouvement de l’équateur et de la variation de son inclinaison. — Les équations du mouvement rotatoire de la Lune, qui se rapportent aux axes Ox, Oy, sont, en y faisant r = 7,
le 1 + (A— C)np —=3n (A — C)}csin[(n+a)t+c—7y]+0sin(p+e) i
en se rappelant que 9, — o et en ayant égard à la valeur (1).
Soient (fig. 23) P et P, les pôles de l’écliptique et de la Lune, supposés à l'unité de distance du centre O. L’arc de grand cercle PP, peut être considéré comme rectiligne, parallèle à l'équateur et perpendicu-
SN I laire à Op: si l’on désigne par s, s' ses projections sur Ox, Oy, les dé- Î ) ®,
rivées ©, À
ACT point P dans son mouvement relatif par rapport à la Lune. Or la vitesse d'entrainement de ce point, considéré comme invariablement lié à la Lune, à pour projections sur Ox, 0y
seront les composantes correspondantes de la vitesse du
— ns" +q, ns —p,
et, comme le déplacement de P ou de l’écliptique dans l’espace est extrêmement lent, on peut négliger la vitesse absolue de ce point devant ns, ns’, p, q et écrire simplement
ds ds' DS nr = SEP, d’où !
(a) P= +R, q—=— PARLE
ou, portant ces valeurs dans les équations (3), on obtient les suivantes :
dis! B — C\ ds ,0—B ; (4) HR DEEE or OL A ii { ds A— C\ ds’ 7 U.
me =" (: murs Jr "B (4) 20
—— 3n° E A ee lo tsinte-te
Si nous remarquons que PP, —9, nous avons
(5) s——06sing, s'——06 cosy,
par suite | Bsin(o-+e)——scose —s'sine —— 5,
en ayant égard à la petitesse de e.
L’équation (4') devient
ÉANEE)-s
| = 07 tsinf(n+a)t+c].
En désignant par W, W' deux constantes, les équations (4) et (4”) seront satisfaites en posant
(s=Wsinf(r+e)t+c] | s'—=W'cos[(r +a)t+c],
ces constantes étant déterminées par les relations
— (na) W'+ n(a+a)(r+ 2) W ÈS W'=0, — (n+a} W—+n(n+a) (: | ‘ <)w De : Eyes an De la première on déduit, en négligeant &? et le produit de « par ee
3 nt S ee 4 Phares B 2 NA Nous avons donc 6sino = — Wsin[(nr +oa)t+c], 8 cosy = W(— :) cos[(z +a){+ cl], (8) = wi cos[(n + a)t +0] É (2 (9) tange = (14 À) tangt(n + a)e+ co].
L’inclinaison 0 de l’orbite lunaire sur l’écliptique n’éprouverait donc
qu'un très petit mouvement oscillatoire, dont la période serait très peu différente d’un mois lunaire et qui échappe à l'observation. La formule (7) donne, en y faisant W — — 9,
CASE T0 Sd ET
Les observations les plus précises ont donné
AL 001010 0102800 EI
d'où
chiffre qui diffère très peu de celui (0,000599) qui a été obtenu par Laplace.
L’équation (9) donne, en négligeant le carré de « ('),
œ . = o—(n+a)it+c- A Sin2[(n +a)t+c];
en faisant abstraction du terme périodique dont la période est environ de deux mois lunaires, et qui ne peut pas être accusé par l’observation, on voit que : la vitesse des nœuds de l’équateur par rapport au rayon vecteur mené au centre de la Terre est la même que celle des nœuds de l'orbite lunaire ; comme les deux lignes des nœuds coïncident actuellement, cette coïncidence se perpétuera éternellement.
Quant à l’action du Soleil sur la Lune, dont nous n'avons pas tenu compte, elle peut être négligée devant celle de la Terre, car les coefficients qui entrent dans les expressions de at,, at, ot, pour le Soleil et la Terre sont entre eux comme les carrés des vitesses angulaires de la Terre autour du Soleil et de la Lune autour de la Terre, et ce rapport n’est que :3+.
Les termes qui dépendent de l’état initial du mouvement s’obtiendront en intégrant les équations (3) en faisant abstraction du second membre de la seconde. Mais ces équations ne sont alors autre chose
(1) Voir le n° 22 de l’Introduction.
Resa. — Mécanique céleste.
que celles que nous avons intégrées au n° 159 et leurs intégrales, en remarquant que l’on doit faire r, —n, sont
D— PSinUEt; qg—=PJycos({t +1),
EU DUC MES 1 AB IV ES
et en désignant par P et I-deux constantes arbitraires. Nous avons ainsi, en vertu des équations (x),
Rss — ns — —Pycos({t +1),
ls!
nr —Psin({t+1);
d’où l’on déduit
s—Py;({j+n)sin({ +1) + P'sin(at+ 1), s'—P (nj +1) cos(lt + I) + P'cos(nt + I’),
en désignant par P’ et |’ deux nouvelles constantes arbitraires et rem-
plaçant simplement par P.
DAME Pre JO D
Pour avoir les valeurs complètes de s et s’, il faudrait ajouter à ces expressions les intégrales particulières (6); mais, comme, d’après l’observation, o est sensiblement égal à (7 + %)4, il s'ensuit que les arbitraires P et P’ sont très petites ou insensibles.
Ainsi se trouve vérifié, pour la Lune comme pour la Terre, le principe posé au n° 130 et qui doit naturellement s'étendre à tous les corps célestes.
S LIL. — Duo MOUVEMENT DES ANNEAUX DE SATURNE AUTOUR DE LEUR CENTRE DE GRAVITÉ.
175. Nous avons vu, en traitant de la figure des anneaux de Saturne (n° 111 et112), que chacun d’eux est un solide dont le centre de figure coïncide à peu près avec celui de la planète, mais dont le centre de gravité doit se trouver en un point différent. Ce centre tournant autour de Saturne dans le même temps que l’anneau, l'anneau tourne
autour de son centre de gravité dans le même temps qu’autour de la planète.
Nous allons chercher à déterminer la cause en vertu de laquelle les anneaux se maintiennent constamment dans le même plan, malgré l’action des satellites et du Soleil, action qui doit produire sur eux des mouvements de précession différents de l’un à l’autre et qui ont, par suite, pour tendance de faire sortir les anneaux de leur plan.
Nous supposerons d’abord que l'anneau total se réduit à une circonférence matérielle dont le centre diffère très peu du centre de gravité de Saturne, et dont le plan fait un petit angle avec l’équateur de cette planète.
Soient (/£g. 24)
O le centre de l'anneau ;
C celui de Saturne;
C’ la projection de C sur le plan de l'anneau ;
G le centre de gravité de l’anneau ;
Gæ la parallèle, menée en ce point, à la trace de l'équateur de Saturne sur le plan de l'anneau;
Gy la perpendiculaire à cette droite dans le plan de l'anneau, laquelle perpendiculaire est parallèle à OC;
Cz, l’axe de rotation de Saturne ;
Gz la perpendiculaire en G au plan de l'anneau;
0 l'angle très petit formé par Gz et Gz, ou par les plans de l’anneau et de l’équateur de Saturne ;
a, b, c les coordonnées de C parallèles à Gx, Gy, Gz;
« la distance OC’;
m la masse d’une molécule de l'anneau ;
æ, Y, = Ses coordonnées ;
« la distance Cm;
u le cosinus de l’angle qu’elle forme avec Cz, ;
R le rayon de l’anneau, le rayon moyen de Saturne étant pris pour unité.
Nous prendrons également la masse de Saturne pour unité, et nous négligerons les termes du second ordre en 6, cet «.
Si, comme 1l est naturel de le supposer, on admet pour Saturne l’état de fluidité primitif et la forme d’équilibre correspondante, et si l’on a égard à la rotation dont il est animé, le potentiel de l’attraction qu'il exerce sur 7» sera (n° 104)
a CIE
en désignant par E l’aplatissement et par v’ le rapport de la force centrifuge à la pesanteur relatif à l'équateur. Quand même on rejetterait notre
hypothèse, on pourrait toujours, pour une valeur un peu grande de v,
admettre cette formule; car les coefficients de — dans l’expression
précédente et dans le développement général du potentiel du sphéroïde ne différeront (n° 71 et suiv.) que de termes en sin2vw et cos25 qui n'auront aucune influence sur le déplacement de l’anneau ; en effet, ces termes ne donneront lieu, dans l'attraction sur l'anneau, qu’à d’autres termes dépendant de la rotation relativement très rapide de la planète sur elle-même, que l'intégration rendrait très petits; de plus, l’observation n’accuse aucun déplacement correspondant aux termes de cette nature.
Le cosinus de l’angle z,Cm», étant nul avec 9 et ce, est du même ordre de grandeur que ces quantités; il est donc permis d’en négliger le carré et de supposer « = R dans les coefficients qui affectent sa première puissance. La composante de l'attraction de la planète sur 2, estimée suivant Cm, se réduit ainsi à
et, au degré d’approximation convenu, elle a elle-même pour composantes
(HER I 3) 3 - = | is = > suivant C'n, ve Ù (ot [ as ; I + UE suivant G3 CES PR = à RiX [FE R° Ë
La composante de l’attraction de Saturne suivant la méridienne de cette planète, ou
A mr À HA 2e (E nu r) VE Et 1e Rr ?
donnera, en la changeant de signe, une composante égale suivant Gz, ou Gz, et une composante du second ordre ou négligeable parallèlement au plan de l’anneau. Il résulte de là que les composantes de l’attraction exercée par Saturne sur 7x suivant Gx, Gy, Gz sont, en tenant maintenant compte de la masse de cette molécule,
Et 2 m 2 }æ—a X = — : Ê=, : = = 9 © t / ce ( FU m 2 y —b Ve— = 1=} : É , t te tv IN ge te Ne ; 2 ml o' m E SIC 2 r (E es NEC 5 ee.
R 2 R? Hè R
Il est inutile d’avoir égard au second terme de Z, qui donnerait, pour
toutes les molécules de l'anneau, une résultante passant par son centre de gravité, sans influence par suite sur le mouvement de rotation de l'anneau.
En égalant deux expressions de la projection de Cm sur Oz,,ona
ur = —cCos0 —(b—y)sinô—=—c—(b—7Yy)0, d’où CH Ey)d
be — Tee à)
et, en continuant à négliger dans Z les termes constants,
Nous avons ainsi, pour les moments par rapport à Ox et Oy de l’attraction de Saturne sur l'anneau,
Té O7 —— 2 g ,2 MO 2) — FF ( = L)o8m) 2 à 2 o! L NY STE Re (En £)0Smxy,
le symbole S se rapportant à la somme de toutes les masses élémentaires de l’anneau.
Soient maintenant x’, y’ les coordonnées de 77 parallèles aux axes principaux Gx’, Gy’ de l’anneau menés par son centre de gravité; A, B les moments d'inertie correspondants ; o l'angle x Gx.
On a A=Smy?, B=Sr re æ —æx'cosp—y'sing, y—=æx'sins + y'cose, Smy® — Acos?y + B sin?o, Smæxy —=(B—A)sinycosy; par suite, Mx = 2 (E- ) (A cos? o + B sin°+)06,
(E- )cB— 1) siny COS®.
Enfin, si l’on remarque que les moments de l'attraction de Saturne par rapport à Gx’, Gy’ ont pour expressions
Hz = Az COS? + M, sinyp, JM, = AM, cos? — M, siny,
on trouve ai E-£ Mo = — A6 cosy, (2) ; rs JE — er BO sine \ db R° es
Le moment M:—=S(Yz—X7y)
de l’attraction par rapport à Oz étant indépendant de l'orientation des axes Ox, O y, supposons momentanément que ces axes coïncident avec Ox’', Oy'; nous aurons
ST 0 LOT
SL 0, SM A Sn T—b.
Le triangle C'Om donne
r—VR+a—2a(b = y) = R| 14 de b) |
d’où
par suite,
l / sl
== A7 re L 2 Aa, 2 Se = re Sielur (bx—ay)=aT (3 - Mais il est inutile d’avoir égard à ce moment; car, puisqu'il dépend de a ou qu’il est périodique comme le mouvement relatif de Saturne par rapport à G, il ne peut affecter la moyenne valeur de la rotation de l’anneau autour de Gz.
176. Considérons maintenant les valeurs des moments A4’, My, 9 qui se rapportent à l’action sur l’anneau d’un astre L qui en est très éloigné, et auquel se rapporteront les coordonnées courantes.
Nous avons, en nous reportant au n°55, remarquant que C = À + B et « représentant la distance moyenne de L et de G,
3 L 3 LA À D _ Ay'z = ——-(y cos? — æsinv)s, va de: LR 1 3 LB ; dr Br = (x cosy + y sinv)z, … D "oe L 3 D 3L AU = EE BAT D (B — A) Le COS2% + — sin2 |.
Dans le calcul de x, y, z, nous pourrons, sans erreur appréciable, supposer que G représente le centre de gravité de Saturne. Soient (fig. 25)
Fig. 29.
Gæx l'intersection de l’anneau et de l'équateur de Saturne; GI celle de cet équateur avec l'orbite, censée fixe, de L; Ÿ l'angle IGx; 0’ l'angle compris sous les plans de l'orbite et de l’équateur ; , FR e l'angle LG; [> Oy, la trace de l'équateur de Saturne sur le plan 20 y.
Conservons d’ailleurs celles des autres notations qui ont été admises plus haut.
MOUVEMENT DES CORPS CÉLESTES AUTOUR DE LEUR CENTRE DE GRAVITÉ. 41% De la considération du triangle sphérique LxT résulte x = CcosLzx—4:(cosvcos$ — sine sing cosû').
Du triangle sphérique Liy, on déduit, pour la projection y, de +
sur O y;, = -CosLy, =: (cose sind + sin cost cos0').
Enfin le triangle Lz, 1 donne, pour la projection de + sur Oz,, 2 — 0 COS SIN SIN Nous avons donc, en continuant de négliger le carré de 6,
J =:(coss sint + sin cos cos®') —:sinpsin0".6,
z —.(cosvsin® + sin p cos cos0/)0 +-4 sinpsin0.
En substituant les valeurs x, y, z dans les expressions ci-dessus des moments, nous supprimerons les termes en sinus et cosinus de 2 et des multiples de » qui deviendraient insensibles par les intégrations. Nous aurons ainsi
AT. 0 (or — sin0’cos6/cos(s—d)+(cos?0/— Lsin?0' )0cose— - Sin” 20’ cos(e ap |, (CM 3 ñ re l . i ES (f] ’ | 2 — - sin®’cos0"sin (os —%)+(cos?0"— Lsin?6”)6 sin g — - Sin? 20’ sin(s —24) di He =
L’équation du mouvement de rotation qui se rapporte à Oz ou
dr. B—A Van ROLE A An
fait voir que la rotation r de l’anneau n’éprouve pas de variations appréciables en raison de la petitesse de p et q.
Nous obtiendrons les deux autres équations du mouvement en remplaçant respectivement, dans la première et la seconde des équations (A) du n° 157, Ht,, OÙ, par les sommes des valeurs de ,, ne, fournies par les formules (1) et (2). Nous poserons, de plus, comme au nei7#,
s——0sine, s'——06cose,
«ls! ds À PE, | Gi + ns / «ul 119€ di
REsar. Hécanrque céleste.
E—*) 3 = ES
FE (COS dre +sin-0!), t
et, de plus,
et nous remarquerons que C = À + B.
Nous obtiendrons ainsi
Ps! oc 0 à = = —, s1n 0 0! D WN ee etci 20! o— 921 ZE js | sinb'cos cos (o —") ; Sin cos(c d)|, GPS Le Re Pa ie PRESS 4 De MS sin0”cos0’sin(o — vd) — ; sin°0 cos(?— 2%)
ou, en négligeant les termes en 6,
CLS NE ST | +20 Paint cost cos(e — +) de dv:
f (4) | &s A SL pe (Ta +252 ;5sn0'cos"sin(e — 4).
Si l’on néglige seulement le carré de 6, on a
de — dh —rdt où 3—4%—7rt+const.;
il suit de là que les équations précédentes ont pour intégrales
pi 3L sin0’cos0' .
s —K sin(At+Kk)- REC REE sin(o—4),
. à 3L sin6’cos0' s'— K'cos(At+k!) + PV cos(o—4v),
en désignant par K, K’, #, £’ des constantes arbitraires. Pour que 0 — Vs? + s? reste constamment très petit, 1l faut queK, K' et
3 L re — sin0’ cos’ 3Lsin0’cos0" 21°
(5) rie r) 2(E LOT RS ue, OA A ER NT x
aient de très petites valeurs.
Si Saturne était parfaitement sphérique, on devrait supprimer le
wo! , . o M e # Ki 1 terme E — = du dénominateur de l’expression (5), qui, se réduisant à
sin 0/cos0’ cos* 0" — 1sin?0/ aurait une valeur sensible.
Supposons que L soit le Soleil; soient «, la distance du centre de Saturne à son dernier satellite; T, T, les durées respectives de leurs révolutions sidérales; on a, en continuant à prendre la masse de Sa-
turne pour unité, Dur di CADRE AU
Les observations donnent, en prenant le demi-diamètre de Saturne pour unité, == 107001, 08 Ti — 79i,3206;
ti— 00,194, Dore
On s'éloigne peu de la vérité en prenant R — 2, et l’on trouve, pour la valeur de l’expression (5),
ait une valeur sensible, et, s’il en est ainsi, l’anneau et par suite les divers anneaux de Saturne seront maintenus dans un même plan sous l’action de la planète. Telle est la cause de ce phénomène qui a conduit Laplace à déterminer le mouvement de rotation de Saturne bien avant que l’observation des taches de cette planète l'ait fait découvrir.
La coincidence des anneaux dans un même plan ne sera pas modifiée par le cinquième satellite de Saturne qui donne un terme analogue à celui du Soleil, ni par les autres satellites de la planète qui se meuvent à peu près dans ce même plan.
Nous empruntons à la Mécanique céleste les considérations suivantes, qui termineront ce Chapitre :
A20 CHAPITRE VIII. — MOUVEMENT DES CORPS CÉLESTES, ETC
«€ Un anneau pouvant être considéré comme une réunion de satellites, on conçoit que l’action de Saturne, qui maintient ses divers anneaux dans le plan de son équateur, doit, par la même raison, maintenir dans le même plan les orbites de ses satellites situés primitivement dans ce plan. Réciproquement, si les divers'satellites d’une planète se meuvent dans un même plan fort incliné sur celui de son orbite, on peut en conclure qu'ils y sont maintenus par l’action de son équateur et qu’ainsi cette planète a un mouvement de rotation à peu près perpendiculaire au plan des orbites de ces satellites. On peut done affirner que la planète Uranus, dont les satellites se meuvent dans un plan presque perpendiculaire à l’éclhiptique, tourne elle-mème autour d’un axe très peu incliné sur l’écliptique.
» Les termes de l’expression de 0 qui dépendent de l’action du Soleil et du dernier satellite de Saturne étant insensibles et les dimensions de l’anneau n’entrant point dans les autres termes, 1l est clair que, si plusieurs anneaux sont attachés ensemble et se meuventà peu près dans le plan de l'équateur de Saturne, l'action du Soleil et du dernier satellite ne les en écartera pas sensiblement. Ainsi le résultat obtenu pour un anneau, en faisant abstraction de sa largeur, a également lieu pour un anneau d’une largeur quelconque. La seule partie de 9 qui puisse être sensible dépendant de constantes arbitraires, et étant indépendante de la position de l’équateur de Saturne, relativement à son orbite et à celle de son dernier satellite, il en résulte que cet équateur, dans le mouvement très lent que l’action du Soleil et de ce satellite lui imprime, emporte avec lui les plans de ces anneaux et des orbites des satellites situés primitivement dans ce plan. C’est ainsi que nous avons vu que le plan de l’écliptique, dans sou mouvement séculaire, entraîne les plans de l'équateur et de l'orbite lunaire, de manière à rendre constante l’inelinaison mutuelle. de ces trois plans et la coincidence de leurs intersections. »
DE LA CHALEUR TERRESTRE
177. Rappel de quelques-uns des résultats auxquels conduit la théorie du mouvement varié de la chaleur dans une sphère homogène ('). — Nous supposerons que, à une certaine époque prise pour origine du temps, la répartition de la température dans la sphère a eu lieu suivant une loi donnée, et que celle du milieu ambiant dépend de la position des points de la surface du volume.
Soient
a le rayon de la sphère; r, 6, & les coordonnées polaires de l’un de ses points 7x; V la température en ce point au bout du temps #.
Cette température se compose de deux parties, l’une qui dépend uniquement de la température du milieu dans lequel la sphère se trouve placée, l’autre qui en est indépendante et qui ne résulte que de la manière dont la chaleur a été primitivement distribuée dans la sphère. Cette seconde partie est la même que si la sphère était placée dans un milieu dont la température est constante; et comme c’est la seule qui nous intéresse, c’est son excès sur la constante que V représentera dans ce qui suit, et que nous appellerons simplement la température de 7».
Si le temps £ était suffisamment grand, la sphère serait arrivée ? l’état d'équilibre de température; mais, avant d'atteindre cet état final, elle a dû passer par un dernier état de mouvement de la chaleur, le seul dont nous ayons à nous occuper.
(1) Voir notamment notre Ouvrage intitulé Phys'que mathématique
En supposant que le rayon de la sphère soit très grand, on à
(1) V=Gsinrs(i— À) ét (QU
formule dans laquelle G représente une constante qui dépend de la répartition Initiale de la chaleur dans la sphère; y une constante qui dépend de la nature de la sphère et de celle du milieu; À une troisième
constante de la forme À — LK = (ï — “)| K étant ce que l’on appelle «a
(42 le coefficient de conducubilité intérieure de la matière dont la sphère est formée.
178. De la chaleur centrale de la Terre. — L'augmentation de température observée à mesure que l’on pénètre dans l’intérieur de l'écorce terrestre, et qui est de 1° pour 33" de profondeur, semble indiquer que notre globe n’est pas arrivé à son état final de température. : On est ainsi conduit à admettre que la chaleur propre de la Terre est arrivée à son dernier état de mouvement.
Quoique la densité des couches dont la Terre est formée aille en augmentant de la surface au centre, nous supposerons qu’elles ont toutes le même pouvoir émissif et la même capacité calorifique, c’està-dire que la constante K ne varie pas d’une couche à l’autre. Nous pourrons alors faire ici l'application de la formule (1). Nous choisirons pour origine du temps l’époque actuelle, en considérant £ comme négatif ou positif selon qu'il s'agira de temps passé ou à venir, et de plus le siècle pour unité de temps.
Nous avons trouvé, par la comparaison de la formule (1) avec les résultats de l'observation de la température à la surface de la Terre et dans les profondeurs que l’on a pu atteindre jusqu'ici,
1 (y UE 2e e/ : = 0170 (2) \ 7: »1/94%; 11445 h — 13 TO
(1) Formule (30) de la page 153 de l’Ouvrage mentionné dans la Note précédente, où z a été remplacé par p.
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En se rappelant que &« — 6366198", on déduit de la seconde de ces formules
179. Diminution de la durée du jour due au refroidissement de la Terre. — Soient, à l’origine du temps,
n la vitesse angulaire de la Terre autour de son axe; r la distance du centre de la Terre à un point déterminé de sa masse; e la densité en ce point.
Nous admettrons que le coefficient de dilatation cubique a la même valeur & pour toutes couches sphériques dont la Terre est censée composée, et nous pourrons le regarder comme étant sensiblement constant pour les faibles variations de température que nous avons à considérer.
Si nous désignons par dM la masse de la couche limitée par les rayons r'etr + dr, le moment de rotation de la Terre aura pour expression
> Jr°dM
et doit rester constant lorsque la température subit, avec le temps, la variation SV que nous supposerons assez petite, de même que les variations correspondantes dx, àr de » et r, pour que l’on puisse en négliger le carré.
On a ainsi ôn fr? dM+on/frdMôr—0o
ou, en remarquant que dM = 47or° dr,
A 02 l er° dr èr a
J er dr
La condition relative à la variation du volume de ZM avec la tempé-
de e =] | |l
rature donne RE) ET APOM
ou, en remarquant que le premier membre de cette égalité équivaut à d(r° ÿr),
Re = 6 [ ÔV.r72 «dr.
“20 Il vient, par suite, at } 2 ' 21 | ordr [ dV.r? dr ; 07 0 9 ) = — (4 n "0 | ETUI
Si nous admettons l'hypothèse de E. Roche sur la progression de la densité des couches à mesure que l’on s'approche du centre, nous
Ta .
devrons remplacer 4, dans la formule (16) du n° 107, par =; puisque
nous ne prenons plus ici le rayon de la Terre pour unité. En posant
nous aurons p—= poli — Ba?) et
N . 1 ÿ 2 1 æ on 7où < : < ë
(5) = — 5 æ ax [| ÔV.x? dx —8 1 me dx [| Wade ). n pie ANR è Je ve ;
Mais, en intégrant par parties, on à
PR Ne on de SV 2 Jar PONiee JedrpiNr a dr : SSV.&' dx —1/fôV x" dz,
JL dEJ EN rar JON dr ONE a"
par suite, à 1 [l
Re SOLS | ARE IV2 » ST ; SE ere SNJ: 6 à (6) nos LC F) l Ne Pr : | DV.rt dx = | D ME 7 ;
TD
Us PE À : A Si l'on remarque que = et 2 sont de très petites quantités, la for- € mule (1) donne pour des valeurs de £ qui ne dépassent pas certaines limites
A Fes G .
Nine Sin 200 Un) TL L
DES D Qt
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el La formule (6) devient ainsi
s CYPel . T al ll à 0n 39GAit | / 6 Ce B de
(7) = = ( : x Sintrx dx — æ#sinræ dx + — PASIDræ GE n 7 —56 2e x 29,
Comme on a eu, en général, [3
. 1 mm —1 ROUE ro = EN 6) f LSINTE AL L met Æ ) e È _ 346 ——— AL ie —.. A T
2 eL Jo T Te
l'équation (7) se réduit à la suivante :
! Ôn 3o(xhit à 8 _. rl (8) — = ——|0,31831 1 2) —0,12480 + 0,011848
Nous admettrons, comme au n° 106, que 8 — 0,8 et nous aurons alors on
— — 0,08780.(G Ait,
et, en substituant dans cette expression les données (2) et (2') du numéro précédent, on trouve
Tout le monde est d'accord sur ce point que Le granite forme la partie essentielle de l’écorce terrestre; d’après les quelques expériences qui ont été faites sur cette matière, son coefficient moyen de dilatation linéaire serait de 0,00085, sans qu'il y ait d'écart sensible de part et d’autre de cette moyenne.
Le coefficient de dilatation cubique du granite serait, par suite, de 0,00255. Mais, comme la matière pâteuse qui forme la partie essentielle du noyau terrestre doit avoir un coefficient de dilatation supérieur, Comme cela arrive pour les liquides, nous pourrons sans exagération prendre
di
\ESAL. — J/ccanique céleste )
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Nous aurons ainsi, en chiffre rond, ce qui est suffisant dans cet aperçu, r Ôn I 9331 n 10°
Ainsi, au bout de dix siècles ou pour £ — 10, on aurait
et le jour moyen ne varierait ainsi que de 0°,03, ce qui est insensible.
2 © —— ' / 1 #-% “ | . ‘ L re D 1 D D .
k Cut À | | A à ‘54 + fn ! :
PF. F
180. Désignons par O le centre de la Terre, 72, un point de sa surface où se trouve un observateur qui se propose de déterminer la position d’un astre A,
Un pinceau lumineux partant de À (/g. 26), et que l’on peut considérer comme se réduisant à un simple rayon, viendra frapper l'œil de l'observateur. Ce rayon sera en ligne droite tant qu’il se trouvera en dehors de l’atmosphère; mais, en deçà de cette limite, 1l s’infléchira de plus en plus, en raison de la densité rapidement croissante des couches atmosphériques, ou, si l’on veut, les particules lumineuses du rayon décriront dans l’atmosphère une trajectoire comprise dans le plan passant par À et la verticale Om,z, convexe par rapport à cette verticale.
Il résulte de là que l'observateur n’appréciera que la position d’un point A’ du ciel déterminé par la tangente en m», à la trajectoire, et dont la distance zénithale sera moindre que la distance semblable relative à À, qu’il a en vue d'obtenir. Il y a donc lieu d’établir une relation entre ces deux distances, de manière à déduire la seconde de la première.
Les variations irrégulières de température dans l'atmosphère, dues à des causes diverses, paraissent produire sur la réfraction des effets compensateurs.
Nous considérerons done l’atmosphère comme étant en équilibre, et nous négligerons la faible ellipticité des couches qui la composent.
Soient mm, mm deux éléments consécutifs de la trajectoire, Le premier étant
le plus rapproché de la Terre; mT' le prolongement de m'm;
DR FES 1=:0m, D=mOmMm,r—=0m;:
y,y + dy les angles de réfraction "m0, mm'O; {, {+ dl les indices de réfraction, par rapport au vide, des couches qui passent respectivement par 72, mm” et mn, m'; m, le point de la trajectoire qui se trouve sur la couche qui limite l’at-
mosphère.
Fig. 26.
Mo
Les quantités qui se rapportent à 2,, m, seront respectivement affectées des indices o et 1.
Nous avons, d’après une loi connue,
HAN in etes - siny l+dl l Mais on a ARS
TmO = 7y+ dy + di,
par suite É0S* / LS [ (dy D —— d , siny l
En remarquant que do
tang y = ME 7 Ù or
il vient cosy Ar en dl SR AT En OT d’où, en intégrant LS (1) AlSiny== Const. 7, 5m,
Soient I l'intersection de la direction de r#7m" avec Oz; € l'angle de contingence T’»1; nous avons RS db miz=Y;+06, r le tangy,
dr sin
Ca
he dr @) dé =dml:z=d} + d8 — dy + — tangy — J' I COSY
Des formules (1) et (2), on déduit la suivante :
ri d Sin y, dl
F n/ E— En désignant pars, p, les densités de l'atmosphère en #etm,, et par P une constante quiareçu le nom de pouvoir réfringent, on a, d’après Biot,
(3) dé —
2/2 «/ ri lf sin? y:
(4) = Vi Ph UV PE, 1, 00029412,
et comme pour le point 7, on à p$ — 0, par suite 4, — 1, on voit que / ne varie que dans des limites très rapprochées l’une de l’autre et que Po, est la très petite quantité o, 00058833.
Quoi qu'il en soit, l’équation (5) devient
7 iPVi+Po sin Va do
27 (3 +ro/: De Œ
En supposant que r soit exprimé en fonction de b, l'intégrale de cette équation entre les limites b, et o fera connaître l'angle € formé par 2, A avec m, À’ ou, vu le grand éloignement de A, l'angle qu'il faut ajouter à la distance ONE D pour avoir la Fe zénithale vraie.
Mais, avant d’aller plus loin, 1l convient, au point de vue des applications, de simplifier la même équation en opérant par approximation.
AC
mil
2 (1+Pp1)sinty,
Si nous posons ri Po:
tn) 2( + Pa)
nous avons d’abord, en négligeant les termes du second ordre en P»,, P£;
1 Pp 56 : p # à a+ : à 1+Pa =1+Pa(£ de va(s 7) et l'équation (5) devient G—s)asiny, d © (ni 26 > LEA D" ER P1 à .S
pe 7 — — %:
[i—or(i 2) cos. ue - )+ (25 — s?) sin?y; re) le] Re F1,
181. Supposons que l’astre observé soit assez éloigné de l'horizon pour que cosy, n'ait pas une valeur trop petite. La variable s restant très petite, en raison de la faible hauteur de l’atmosphère rapportée. au rayon terrestre, nous négligerons les termes du troisième ordre ens
TD
etio L’équation (7) devient alors
% S fl p\2CoS$ y; +1 do — tang y; Li : a (i i ) — GIFE Pi COSSA Pi (CES CES
d’où, en intégrant entre les limites b, et o de p,
2 12,COS {I 1 # 2 COS? y; COS? y1.
(8) C—«tangy: ( I -
pi
Si nous intégrons par parties en remarquant que $ — o pour p — p,,
nous avons
En faisant abstraction des variations de température dans l’atmosphère, nous aurons, en appliquant la formule (1) du n° 150,
l'étant la hauteur d’une colonne d’air ayant o, pour densité, do t le poids représente la pression atmosphérique.
L'intégrale précédente devient
riSo
en remarquant que la densité o, —»,e ‘ doit être considérée comme nulle. On reconnait facilement que l’équation (8) prend alors la forme suivante :
s / 3 {Pa fa l 3 (9) E—=aliHe— angels Lang” y:
é 2 . Dour
ou, en exprimant € en secondes,
(99 ; / : o l ht , a L tanes C SP — = | I = an£g y = ( | £ v.
3, arc 1” ( 7 Lio 04 0. UE arc 1” \2 ra) Lt e° 1 (1
Admettons que l'air se trouve à la température zéro et sous la pression correspondant à une colonne de mercure de 0",760. Le rapport de la densité du mercure à celle de l’air étant 10473,04, nous avons
=. ÉTÉ 2 f.
d’où
Mais Laplace a reconnu, en discutant un grand nombre d'observations relatives à la hauteur des montagnes, qu’il convenait de prendre = 7974".
Nous avons d’ailleurs = 63601 90",
d'où — — 0,001292093.
Fi Delambre, en comparant entre elles un grand nombre d'observations circompolaires, a été conduit à prendre
pour la valeur de ce que l’on appelle la constante de la réfraction.
La formule (9') devient ainsi (10) 6 — 60”,56706 tang y; — 0”,067018 tang*..
182. Cette formule représente très bien les réfractions lorsque y, ne dépasse pas 79°; mais au delà elle se trouve de plus en plus en défaut et n’a plus de sens à l'horizon ou pour y, — go°.
Aussi Laplace lui en a substitué une autre, que nous allons faire connaître pour le cas où l’astre se trouve à l’horizon ou dans le voisinage de l’horizon.
Nous négligerons dans la formule (7) s devant l’unité, 2scos°7, devant cos”y,, et nous remplacerons le facteur 1 — 2a(1 _- £) par la ET moyenne 1 — x de ses valeurs extrêmes 1 et 1 — 22. Nous obtiendrons ainsi : de a SIN y, — al —= se —
Ga) / eos aa(i + FI
Posons maintenant
en désignant par & une variable que l’on substitue à s, et /, /’ deux constantes que l’on déterminera en comparant les résultats du caleul à ceux de l’observation.
L’équation précédente devient
/ u\ —5 ; (+ %)e du « Sin Y: Jh
JUS) © cosy; au
ou
4 Slil V1 2
n GED) ( UNS a COS? -/1 ne) CLIS
as I 4
en posant encore
Les limites inférieures s et & étant zéro, celle de £ est
Free COS:
LE
Pour que ? devienne nul à la limite de l’atmosphère, il faut que, à cette limite, w, par suite £, soit infini. Nous avons, par suite,
ER . ja }et 1 ('), «/fsin2y:
ext dt
Le ME TA
Ex rl
Dans le cas de la réfraction horizontale, on à +, = 90°, {, 0, et simplement
(3) ler
(1) Pour obtenir cette intégrale par approximation, nous remarquerons que l’on a g ) [ il
5 re De 12 »
COINS Le — = — il = = Fr | CC an DJ G > 2) 12 24 DEA DRE
pre La D 221) 1.3.5...(at4r) f'ætidt SES [ SE “ES = rose = = es e ne Ë Pa Pa 8 ME GW 21? (2423 (Der Jn+i JL Rare d'où nn ex Ë de («4 é 1 he , Pe > a - " À ) ex ti [ He Momo 0 (OT) 190 (O7) red t E OW | “(or $ pe RES DE JF on+i pur 1 A (2 1) (2 1) 1,
, 2 — co. Ctant entr, ON a
par suile,
De een) es (nu) = — _ » 1 — it
ÉRRE R LIL RSS L 2R+2 © TEE ;
c'est-à-dire que le terme complémentaire de la suite (&), qui est de signe contraire au dernier terme de cette suile, lui est inférieur en valeur absolue. On voit donc que, 4 étant donné, on pourra calculer la valeur de l'intégrale dont il s’agit avec telle approximation que l'on voudra, en prenant suffisamment grand.
On devra d’ailleurs se rappeler que
et dt = Lyr.
ResaAL. — Mécanique céteste.
Soient g la gravité à la surface de la Terre; p la pression en un point de l’atmosphère dont le rayon vecteur est r. Nous avons, au degré d’approximation convenu,
et (n° 150)
Pi= £geil, d’où, en ayant égard aux formules (x r),
lei
p de;
[14 AT ri [ ——, 7.4 FA de al ALES
Pi ail Pi AO \ Ja
Hu u s
EN ANT SCAN PT ie nel Al ( ns MES pr
‘ mais à la surface de la Terre nous avons u = 0, p=p,, p—p,; par suite,
/. » l 4 (14) JAI) ER
TA
En portant la valeur de / déduite de cette relation dans l'équation (13), on trouve
- : Sue Aer l NE (19) Sea) ft mr af— +) =.
Si l’on prend avec Laplace
C0, OID2TOLO,
1 6366198", not ne
[ En 7974 5
on trouve que l'équation (15) a trois racines positives qui ont pour valeurs respectives
f'=0;,000%f1816, d'où =" "0,4100300,
J=—10, 0019004489, OU
NE Êe à ONE ENS de f.=0:000281900, "ALOU 7 — 212:920070:
Le second systeme de valeurs de /, f” n’est pas admissible, car il con-
duirait à
— (ln 220, 4111)enP20u
TO
et , serait nul pour 4 = 0,004538/424, ou pour s = u + x = 0,0048323
et sr, = 30763", ce que l’on ne peut admettre. Le troisième système de valeurs de /, /’ doit aussi être rejeté, car l’équation (13) donnerait pour £ une valeur négative. Il ne nous reste donc à considérer que le premier système au moyen
duquel et des données précédentes l’équation (r2) devient
° eti €
e-Ëdt + 10021",343 sin2 a
(16) C—92990,157(0,7b47916t?)siny, - Vr 1,
avec t1—25,00192/4 COSY;-
hp Les formules (10) et (16) sont d'accord à 0”,005 pour ;, = 60°; c’est donc à partir de cette limite qu'il convient de substituer la seconde à
la première.
INÉGALITÉS DU MOUVEMENT DES PLANÈTES DUES A L’ELLIPTICITÉ DU SOLEIL
183. Nous prendrons pour unité la masse M du Soleil; en nous reportant à la formule (9) du n° 103, nous remplacerons a par la distance r, au centre de gravité O de cet astre, d’une planète dont la masse » sera censée concentrée en son centre de gravité; de plus, nous supprimerons l'indice r du rayon moyen, de la surface ; enfin nous poserons
Nous aurons ainsi
Le premier terme de cette valeur est le potentiel de l'attraction du Soleil, considéré comme point matériel, sur la planète 72, attraction qui donne lieu au mouvement elliptique de cette planète. Le second terme
(3) == Cu)
(1) Nous rappellerons que E représente l’aplatissement du Soleil, » le rapport à l'équateur de la force centrifuge solaire à la pesanteur. & le cosinus de l'angle 9 que forme 0» avec l'axe de rolation Oz du Soleil.
dû à l’ellipticité du Soleil, doit être considéré comme une fonction perturbatrice.
Soient
ON l'intersection du plan de l'orbite actuelle avec celui de x0y de [ ;
l'équateur solaire ;
y l’angle formé par ces deux plans, dont nous ne conserverons que la seconde puissance;
RE ne
OI l’origine des longitudes elliptiques ;
Ÿ la longitude du nœud N mesurée à partir de Ox;
e celle de la planète.
Un triangle sphérique rectangle donnant
cosô—sinysin(y — 41), l'expression (3) devient k À?
(4) R= _ + —_ sin (= v)]
Nous avons dans le mouvement elliptique, en négligeant le cube de l’excentricité e, en nous reportant à la formule (28°) du n° 15,
- —i1—ecos(nt+e—w) — —[cos2(nt+e—w) —1], (42 2
d’où
7° —3 : 7 (2) —=1+3ecos(nt +e—w) + $e[3 cos2(nt + —w) +1]. a ù ;
Il suit de là que l’on a, en négligeant eÿ°? et remplaçant y par nt + e (n°15,
FANS 3e?
Na me CORRE W)== CRM 2
[3 cos2 (nt +e—w) +1]
Lie & 1
| — Êfi— cos2(nt+e—%)]},
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d’où d 2 D? , DRM + ecos(ut + — 0) + —[3cos2(nt+e—w) +1] — Êfi—cos2(nt+e—y)] :
Ê— k = | cos(nt+e—u) + e[3cos2(nt+e—w)+i]{, 6 dR Fos a (6) Le — k=e[sin(nt+e—w) + 3esin2(né+e— ):
dR ASIE 2e UPS FE noble nt ets) SIN2(né+Ee—w) + y sin2(nt+e—14)], dR LUN ; 7. — k=3vli- COS EE )].
Comme nous n'avons en vue que de déterminer les inégalités séculaires de l'orbite, nous ferons abstraction des termes périodiques dans ces expressions, qui se réduisent, par suite, aux suivantes :
dR er vÈ a .
da GS 2 dR A?
— (=. €, de di 6') NR— K du # dR ete QE dR A?
dy æ&!
Si nous nous reportons aux formules (13) du n° 33, en y remplaçant d e par y et remarquant que 7 —0, nous voyons d’abord que 4, e, 7
n’éprouveront pas d’inégalités séculaires. Nous aurons ensuite, au degré d’approximation convenu,
cu A e?
= nk : I dt a 2 de RE e \ Te - nk — (2 Le? 3% ) a a 2
du ne e?
= = je (: = h
d’où ne e?\ MOoX— nk — ( I ) (5e | ai 2 = SRE ne. £ Lie (W) j. = nk (2 - + e?- 3x )e à A? e?
| 0x == — nk— (: }e a” 2 184. Application à Mercure. — Les inégalités précédentes seront
d'autant plus sensibles que la planète sera plus rapprochée du Soleil; si donc elles peuvent acquérir une valeur appréciable, c’est surtout dans le mouvement elliptique de Saturne.
Nous avons vu (n° 102) que la plus grande valeur que puisse atteindre E est 0 et correspond au cas où le Soleil serait homogène ; d’où il suit que # est au plus égal à 0. Nous admettrons cette valeur pour obtenir des limites supérieures des inégalités dont il s’agit. Si v désigne la vitesse angulaire de rotation du Soleil, nous aurons
Av? A5 v?
Co — ; M M A2
En désignant par a’ le demi-grand axe de l'orbite terrestre et par la vitesse angulaire moyenne de la Terre dans son mouvement autour du Soleil, nous avons (n° 3)
MEL
A vf CR 3 GES GE el D MATIN K— F4 . 13 12 MAC
La durée de la rotation du Soleil étant de 251,417 et celle de la révolution sidérale de la Terre de 365,256, on a
— — Jè 29,417
Le demi-diametre du Soleil observé dans sa moyenne distance à la
INÉGALITÉS DU MOUVEMENT DES PLANÈTES, DUES A L'ELLIPTICITÉ DU SOLEIL. 441 Terre est 16/2”,15, ce qui donne
A UNS
— —=sin16/2/,r9.
On déduit de ces données log k = 5,1937971.
On a d’ailleurs, pour Mercure et en prenant l’année sidérale pour unité de temps,
A A a! ; Fr 100000 —— SINO0 2 D >< Sn HEcieer CNET 0,387098> : 360° x 365i,256374
En effectuant les calculs, on trouve
nk— = 0",012192.
On a d’ailleurs e — 0,2096048.
Il résulte de ce qui précède que les équations (7) deviennent
Ôw —— 0/,0119346, (7!) de ——0",012192(1,9394259 — 2+°)4, Ôt———0/,0124904.
On voit ainsi que les mouvements du périhélie et du nœud ne s’éleveraient guère qu'à une seconde par siècle; l’inégalité de l’époque serait inférieure au double de ces dernières variations. Ces trois inégalités sont donc insensibles, d'autant plus que nous avons exagéré leurs valeurs en admettant que le Soleil est homogène. On peut donc négliger l'effet de l’ellipticité du Soleil sur le mouvement de Mercure et à plus forte raison sur les mouvements des autres planètes, qui sont toutes plus éloignées du Soleil.
Resa. — Mecanique céleste.
185. La Lune doit être l’objet d’une théorie spéciale en raison de la grandeur et du grand nombre de ses inégalités et du peu de convergence des séries qui les donnent. Il nous parait inutile de faire ressortir les difficultés que présente la question (‘), difficultés dont on se rendra suffisamment compte en suivant l'analyse que nous allons développer.
Soient M, m,m les masses de la Terre, de la Lune et du Soleil;
O le centre de la Terre pris pour origine des coordonnées;
æ, y, 3 les coordonnées de la Lune;
r, Ÿ, Ô son rayon vecteur, sa longitude dans le plan æ07y mesurée à partir de Ox et sa latitude par rapport à ce plan;
Le 5 s = tangt.
Nous adopterons, pour le Soleil, les mêmes notations que pour la Lune, en ne les distinguant de ces dernières que par un accent.
Nous prendrons pour unité de masse la somme M + 7.
Nous ferons usage dans ce qui suit des équations du n°15 de l’Intro-
(1) Les principaux géomètres et astronomes qui se sont successivement occupés de ce sujet sont Clairault, Laplace, Poisson, Plana, de Pontécoulant et Delaunay.
Nous avons cru devoir adopter la méthode de Laplace, dont les formules n’ont pas cessé de recevoir leur application en Astronomie.
duction, savoir
| dt =. :
du u? dv du uw ds (1) de? | TO | é > | de u?
dQ ds te dQ _dQ Bs de do rap ds Si du + + = dv?
*dQ do
| wma f h à)
| SN Gr
Nous supposerons d’abord les corps sphériques.
En ajoutant le potentiel , de l’attraction de la Terre sur la Lune et à
la fonction perturbatrice R (n° 37) due à l’attraction du Soleil, nous aurons
ne He m' m'(æx'+ yy'+ 33!) ù 7 V(zx! ZT) +(y'— y} +(s — 3) 11 Si nous remarquons que : ni CRE OCR SC MT re ee
D PAERRRS & à + ti LOS Nes ( |
le développement de cette expression, suivant les puissances ascendantes de -;» sera
d’où I I 1 SR LAN O = - nm = TL! PV Es + r * r CNTE 2 75 L JS € 72?
3 [ ! le ! I :
nn UE VV EES TR ENEN|N=ETS |, ONE pe Te Mais on a ER I M Vi + $s° nn —— 2 u COS0 u x cos e à sin ? 5 DI==UTICOSUICOS LE 5 )— JACOS OS n A rÉN s 7 : uw 7
et en substituant ces valeurs, ainsi que celles que l’on en déduit pour r,«,Y,=, dans l’expression de Q, on trouve
FE AIE
SR CR + 3 [uu'cos(e—v')+uu'ss" — 1u?(1 +s?)]| VIS Ur Es 0 GRTENONTE
5 [uu'cos(o— 6") +uu'ss — Lu?(1 +s?)] (1+s?)u'?
2 (L+ 52 )3 5 NS (res) uà
Comme le rapport des distances moyennes de la Lune et du Soleil à la Terre est seulement 0,002580, soit +, on pourra négliger les termes de l’ordre u°. D'autre part, quoique le plan de l’écliptique vraie ne soit pas fixe, comme il entraine avec lui l'orbite lunaire, l'inclinaison de cette orbite sur le plan reste constante ('). Nous pouvons donc
(1) On peut s'assurer, comme il suit, de l’exactitude de cette assertion.
Supposons que le plan fixe æOy soit celui de l’écliptique correspondant à une époque déterminée, et soient & la longitude du nœud de l'écliptique à l’époque # sur le plan ci-dessus et »’ l’inclinaison de cette écliptique. Nous avons (n° 16)
s'= tang9'sin(#" — x) = tangy’ coszsinv'— tango’ sin x Cosv”'; mais nous savons que (n° 46) p = tango’ sinz = ENsin(ë +4), q = #'co x = EN cos(it +),
formules dans lesquelles les À sont des quantités déterminées qui dépendent de l'attraction des planètes sur la Terre et les N et / des constantes qui dépendent de la position des orbites à une époque donnée.
Nous aurons ainsi, en remplaçant à par — # et / par — L, (a) s'= ENsin(s' + it +/)
Soient 9; la latitude de la Lune au-dessus de l’écliptique vraie et À sa latitude par rapport
prendre le plan de l’écliptique vraie pour plan de x, y et supposer, pareulte=0:
Nous aurons de cette manière, en négligeant les quantités des ordres m'u’s' et mu”,
7 .. MM : | | Q = — - m'u' + — [13 cos2(P — v!') — 25] (2) Vi+s? FE 7-1 { m'ul* ne ; : A | rer [3(1— 4s?) cos(e — 6) + 5 cos3(e — 6')];
à æO7y, en admettant qu’elle se trouve sur l’écliptique vraie. Nous aurons
; {ang + tang 0:
tane de tance ES g N L L 1 — tang À tang hi
ou simplement s = tangh + s;,
en posant 51 — tang, et remarquant que À et 0, sont de petits angles. Mais, en vertu de la formule (a), nous avons
tang À = EN sin(v + à + /):
d’où (b) s—=>ENsin(v+ü+/)+ ss.
On formera facilement l'expression suivante :
ds dQ dQ ,. 4Q I RS et OS er 3m'u ‘ AT UE a , = — || COTES) EC CONS) EETTE u* 2 u 2 «
A ORAN RP CEE $ COS(P — p ) — Sin (v — ne 00)
; ) dv à qui devient, en ayant égard aux valeurs («) et (L),
3m" «8 ’ TR à, ONE ee ; ; ; A = COS) COS pe) Sy COS(0 —p )—-SIn(0 —v)——|].
La troisième des équations (1) donne, par suite,
ds SL ES Sp Eee.
on ei ne 7 Ra — dv? 2 dQ «dv ut (lR2+2 | —= — \ Jury ou ds Bm'uñss
— + S + = ——— do? > l2ut
ET F1 G = OAÿ : Eee 5 1 Si l'on néglige les excentricités et les inclinäisons des orbites, on à u=-; w'=—;) «
d’où, en négligeant aussi les quantités de l’ordre de m'u's:,
dQ s dQ 1 Ho) RER : 1-+ 3 COs2(p — p' du u ds AE #2 O7IS [ ( )], Dm Sue [C3 — 4s?) cos(e — 6!) +5 cos3(v — v!)], (3)
dQ OO OI ne. AC :
ES = 2(ç ro PE 3 Le ls? 1 (EVE 5 gi TEA af PE sin 2 ( ) CPE [3(1-—4s?)sin( 9") +15 sin 3 ( p')] d us m'uès 3murs
Le a er: COS Cv Je | ds e 2 u? u
Avant de chercher à intégrer les équations (1), nous remarquerons que, abstraction faite de l’action du Soleil ou supposant » — 0, et en ayant égard aux valeurs (3), elles se réduiraient aux suivantes, qui ne sont autre chose que celles du mouvement elliptique mises sous une torme particulière :
do du I 2 (4) dd fus dau . dv?
h =yaGi— 2) = ya, et l'équation précédente devient
ds ve. Gr à UE ? == IN si +... = 0.
te do2 2 o8 !
Nous avons (Chap. 1) 2°? = — — 1, en supposant, comme il est permis de le faire,
ai” a:
que le mouvement moyen z de la Lune représente le temps; par suite, (d) Ro dv? c
Si l’on remarque que l’on peut prendre à = &, cette équation donne, en ayant égard à la valeur (à), ds;
a + (it 7 2)ss + ENTr — (à + r)2] sin(o + à + 7) = 0 do
et enfin, pour la partie de s, qui dépend du mouvement séculaire,
._ … ZEN(2i+)sin(e + + 7) ((@) M 32 oi À D
Cette quantité est insensible, car # s'élève au plus à 50” par année, et #72», qui est à peu près le mouvement rétrograde du nœud lunaire, dépasse 20°; d’où il suit que À»? est au moins quatre mille fois plus grand que 2 et que, par suite, la partie séculaire (4) de
s1 où le troisième terme de l'équation (4) est insensible.
Il résulte de la première que L représente le double de l’aire déerite dans l’unité de temps par la projection du rayon vecteur sur le plan æ0 y. On déduit de la troisième
(5) s—7ysin(0 — 2), y et « étant deux constantes qui (n° 16) représentent respectivement la tangente de l’inelinaison de l'orbite elliptique et la longitude du nœud ascendant.
En substituant la valeur (5) dans la seconde des équations (4) et effectuant l'intégration (Introduction, n° 23), on trouve
(6) res [V1 + 52 -ecos(e —w)|],
expression dans laquelle e et & sont deux constantes, qui représentent respectivement l’excentricité et la différence entre les longitudes du périhélie et de l’époque; le demi-grand axe de l’ellipse a pour valeur
En négligeant la quatrième puissance de y, qui est la tangente de 5°8'47",0, l’équation (6) devient D'Or ET
RG +Y
(8) u + ri
Lecos(r —m)—1+14?cos2(6 — 2)].
Les valeurs (5) et (6) supposent que l’ellipse lunaire est immobile ; mais nous reconnaîtrons plus loin que, par suite de l’attraction du Soleil, les nœuds et le périgée de l’ellipse sont en mouvement (!}. Si donc
on désigne par (1 — c) le mouvement direct du périgée et par(g —1)e le mouvement rétrograde des nœuds, nous devrons remplacer, dans les équations (5) et (8), « par «à —{(g— 1)e eto par & + (1 — cv, et
(:) Les durées respectives des révolutions de ces deux éléments sont dix-huit ans et neuf ans.
nous aurons ainsi
(51) ts —sint2t 4)
(8') u—= 1+ 5 y +ecos(co—m) — 14? cos2(,76 — x)]. ( hey) 4 | S ( ) y | LUS (2 )]
Si l’on substitue cette dernière valeur de & dans la première des équations (4), on trouve, en négligeant e‘ et y",
de — h° dv | Lee Ey)=relitee ee?) cos(c— 5) 5e cos2(ce — ©) — e? cos3(ce — ©) + LV? cos2(g6 —- a) — + ey [COS (290 cp —2a— 5) + Cos(29r — cp — 2% +) !: d’où 3 6 0) ER) 2k°e 3 t— const. + h°p(1+$ie+3)?) (tes?) sin(ce —-®) & ( DE RER à = rm CRT sing (C0 5x) 4e (9) he 3Rey?
—- sin2(g0 — «) SiN(22P ce —=92a—5) 4 S 4(25+c) or sin (2 @ 24) gr — LL Y — CP — 24 +).
&(28—c) * De la formule (7) on déduit (10) R—a(i—-e—$ +8),
6’ étant une quantité du quatrième ordre eneet +.
Portons cette valeur dans la formule (9) en négligeant e’, e?+, f, tout en conservant le dernier terme qui nous sera utile, en remarquant que nous pouvons supposer C1, g—1 dans les coefficients des sinus; ANENENE ensuite cette formule par la vitesse angulaire
moyenne x — a “et désignons par € une constante; nous obtiendrons
(1) { nt+e—v—2esin(ce—w)+£esin2(ce —5w)
+ 1sin2(20— a) —3e/sin(2sp— ce — 924 +w).
La formule (8') devient, eu égard à la valeur (10),
(12) Hit e te veQte)cos(e— s)— LY? cos 2(gP —x)].
ResaL. — Mécanique céleste. 5=
Nous aurons de même, pour le Soleil, en se souvenant que y = 0, Gr n't+e—6—2esin(cv —m')+#e?sin2(ce — x"), (GE) uw —[1+e?+e(i1+e®)cos(c'e — x")].
L'origine du temps étant arbitraire, nous pouvons supposer & — 0, — 0, et les équations (11) et(11') donnent, par l’élimination de #,
| p'— 2e'sin(cr —m')+ ie ?sin2(c' — 7x!) (a) ‘ —=mrP—2mesin(ce — m) +ime?sin2(ce —w) | +; my sin2(ge — a) —iey sin(2gr —-- cv —2a+w), .
en posant
(b) D Un UT a CE n 364i,256374 3651,256374 13,002861
En appliquant la formule de Lagrange (‘), on déduit de l'équation (a), en observant que c’ est peu différent de l'unité,
{ = ms - ame sin(cr —w) + Ÿ me sin2(ce—5w) ei “2 ç] VS FE 3 2] de) (13) + My SINn2 (gp x) met sIn(22p—= ch 0x PT) | + 2e!(1— Le?) sin(c'me — 7!) — 2mee'sin(ce + c'mv — © — 5) — 2mee'sin(ce — c'me —m +) + ie®sin2(c'me — 5")
et la formule (12°) devient
1 ; (4) De — [r+e(i—{ie?) cos(c'me — m') +e"?cos2(c'me — 5!) TN GS ;
| -- mee'cos(ce — c'mv—7m +mw')— mee'cos(ce + c'me—m—x')].
186. Avant de substituer les expressions de &w, uw’, s, # en fonction de # dans Q et ses dérivées, 1l est utile de bien définir l’ordre de grandeur des différents coefficients qui entrent dans ces expressions.
1° Quantités du premier ordre :
m —0,07690622, e—0,05/490807,. e'—0,016770ot,
y = tang5°8/47"— 0,09007450 ;
(1) Introduction, n° 16.
INTRODUCTION À LA THÉORIE DE LA LUNE. 451 2% Quantites du second ordre :
; SO 70 ou nn PE —— 1,099 X 324439 X<
==, ÀQ l 5—=0,002989, m'm PE
Laplace à porté les approximations jusqu'aux inégalités du troisième ordre inclusivement, en ayant égard aux quantités du quatrième ordre.
Nous dépasserions notre but en reproduisant les calculs auxquels s’est livré l'illustre auteur de la Weécanique céleste et pour lesquels nous renverrons au Livre VII de ses OEuvres. Nous nous bornerons à reproduire d’une manière générale les résultats auxquels il est arrivé en ayant égard au degré d’approximation ci-dessus défini.
Il résulte de la formule (12) et du degré d’approximation admis que, dans le mouvement elliptique, la partie de & indépendante de + est de la forme
(19) (1 en 22286),
6 étant une quantité du quatrième ordre en e et y; mais l’action du Soleil altère cette valeur : nous représenterons alors la constante absolue que renferme & par
(15°) Csasener + p°),
a, étant une arbitraire qui, sans l’action du Soleil, serait égale à a; nous aurons alors, au lieu de la formule (10), la suivante :
(10) Ra (1—e— y; +$).
On devra avoir égard à cette valeur dans les termes des équations (1) qui dépendent de l’action du Soleil.
Nous poserons ensuite
—2, 7 A UP nt = HAE EE
Nous représenterons d’une manière générale par A°, BY, ... des coefficients de l’ordre z, en désignant par : l’ordre de grandeur de ces coefficients et par 7, à partir de zéro, leur rang dans les développe-
Fe
ments en series.
Les formules qui suivent résultent de l'introduction des valeurs (12),
(5’), (12’), (13) dans les expressions (3) et de la substitution de ces expressions dans les équations (1). Pour nous conformer aux notations de Laplace, nous représenterons par 6, au lieu de +, la longitude du nœud lunaire.
JL AE COS(C =) RE COS2 NS
+ De cos[(2 —2m—c)r +w] + Cecos[(2 — 2m +c)r — 5]
+ D'e! cos[(2 — 2m + c'm)v +m']+CÈ/e! cos[(2 — 2m + c'm)v —w] + Se! cos(c'mv — w') + Gee'cos[(2—2m—c+cm)}e+m— 5]
+ Gee'cos[(2—2m—c—c'm)v +w +]
(7) { + See! cos[(c + c'm)e — ù — 5] + jee! cos[(c — c'm)v — © + w'] + Je?cos2[(c—1+m)r—x| + A y? cos2(ge —0) HAN, cos2[(g —i1+m)r —0] + Le cos2(e mr —m') HMey cos[(29— c)r— 20 +w]
+ dCey cos[(2—2m—28g+c)+20 —5]
(4 «a A hp COs(1— m)e + À ni e!Cos[(i — m + c'm)6— "| (P a ol eogl | ñ / di vÉ Cos[(1— mm — c'm)v+w!|, ü équation que l’on intégrera pour chacun de ses termes en &, 1, ..….
En considérant d’abord le premier terme du second membre de cette équation, on à
I 9 1 o al op: 9 : b nn CU Éd 3m à / 5. 2 0 12 2 > 7 1) AU CE — (bb)
mais, en attribuant à & la forme (15), 1l vient, en remarquant que, sans
En
l’action du Soleil, on aurait a, — a, 5” =,
ñ j n. Ë 3m 3 = — 1+èe?) + &— 3m — m?)A(1—àie?) — Bo.
à a 2 ) La, ( ) A ( 2 ) es 1)
L'action des planètes (Chap. IF) ne modifie pas a’, mais fait varier €’;
d’ OL . Li L . d . ° : SLA 5,7 où il suit que =; aux termes du cinquième ordre près, n’éprouve des
UT
ie ; ; 3m e variations qu’en raison du terme — - SE comme la constante de la 5 1
. so] : , , parallaxe de la Lune est proportionnelle à =; on voit qu'elle éprouvera
une variation séculaire, mais qui est insensible.
188. Passons maintenant au second terme de l'équation (17), et posons
ee
ee (p + ge?) "ge2\.
1 + ei Th
La formule (12) nous donne
u = =(1 + e) cos(ce — ©).
aI®
Portons cette valeur dans l’équation (17) réduite à son second terme
d ste = PRÉTEEU a ë en considérant e et & comme variables, et négligeons 7x en raison de la lenteur des variations séculaires de l’orbe terrestre; en comparant
les sinus et cosinus de (ce — ©), nous trouvons
(ce me) d'e(i1+e?) AÉE C D EC ECS
de } de a a de?
i dx \°? " Le Er + p +qe?—i =0.
De la première de ces équations, on tire, en désignant par Æ une constante arbitraire, ke (1 + e?}? 1 a do
La seconde donne, en négligeant le carré de ge”,
dos = I e'2 = 'C Vi 4 q do
Comme on peut considérer ici, sans erreur sensible, p et g comme
constants, 1l vient, en désignant par e une constante arbitraire,
D — CP — p\/1 D et Apr VERS Donc
ou
m+(i—c)e—e=v(i— Vip) +:
Je dr:
be
Il suit de là que, conformément aux observations, le périhélie a un mouvement représenté par
E(1—VI—p) + = 1 Jen
et qui n’est pas uniforme en raison de la variabilité de €’.
Comme la position de l’axe Ox est indéterminée, nous pourrons supposer qu’à une époque déterminée nous ayons — 0, et nous représenterons par e, la valeur correspondante de e’. Si le temps # ne dépasse : pas une certaine limite, nous pourrons poser, en désignant par /, f”
deux constantes, e = e + fo + f'e?,
et nous aurons pour le mouvement ci-dessus
1 ge WNYE, I /1 D + ae P° + — 26. ee pee ( tie re) Fee Dre. Vi
formule qui peut servir pendant deux mille ans avant et après l’origine du temps. La partie
‘ ges fr? < I q
Sr Ep: Vi—p
est l'inégalité séculaire du mouvement du périhélie, qui maintenant se ralentit de siècle en siècle. On peut prendre
PES
2 Vi Ep
l’angle & est alors égal à e augmenté de l’inégalité séculaire du périhélie. L’excentricité e de l'orbite lunaire éprouve une variation séculaire
analogue à celle de la parallaxe, mais elle est insensible comme cette
Ci V1 P —
INTRODUCTION À LA THÉORIE DE LA LUNE. 455 d fus AE ë à LA fn k ernière; ces deux variations sont proportionnelles à la dérivée D QU (249 : : SR ds ne devient sensible que dans l'intégrale IE dy.
| Si l’on Dép one Et a, COS (& + 6) un terme quelconque de l’équation (17) et si l’on désigne par
P cos(éie + 6) + Q sin(ce + 8) la partie correspondante de w, on aura, pour déterminer P et Q, les deux
équations A Se 1— (+ — P+ — —o, L dé en
nes Por
de} de do°
Les variations de P et de 8 étant extrêmement lentes et £ étant très
d | grand par rapport à ae la valeur de Q est insensible et l’on a te] do
189. La troisième des équations (1) prend la forme suivante :
= bysin(gv —0) + wwysin((2 —2m—2)e +0] + Wb,ysin[(2 —2m+g)e —0]
+ Seysin[(g +c)o —8 — 5] + L,eysin[(g —c)e —0 +]
+ @eysinf(2—2m—g+c)e +<0—7>]
8 + MBeysinf(2—2m+g—ce—0+w]+Deysin[(2—2m—g—cv+0155] 10 ) | :
Ge) + Ce'ysin[(g + c'm)e —0— 5] +Ee/ysin[(g — cm) —0 +]
+ $e'y sin[(2—2m—2g+c'm)r+06—55] + Fey sin[(2—2m—g—c'm)e +0 +]
+ Geysinf[(2c— g)v —20+w] + Se ysin[(2 —2m—2c+ g)e +25 —0] + Seysin[(2c+2m—2+g)r—26—7%]
+ À . ysinf(g—1i+m)r—0]+X, mt sin[(g+1—m)e—0].
Considérons le premier terme au second membre de cette équation;
456 CHAPITRE XIT.
le coefficient & est de la forme
SE =D! NC En substituant l’expression (5’) de s, ou s— ysin(ge —0),
dans laquelle on doit considérer y et ô comme des fonctions de », en raison de la variation de l’excentricité de l’orbe terrestre, on obtient, par la comparaison des sinus et cosinus de (gy — 6),
SORTENT DEAN MT) TEE
a 1 CARS 2 12
La première de ces équations donne, en désignant par H une con-. stante arbitraire,
(19) es rte
re æ) ; et la seconde, en négligeant A et le carré de g'e
de | —; ANGLE ee Se) + p -
d’où, en regardant p” et g” comme constants, ce que l’on peut supposer ici sans erreur sensible, et désignant par à une constante arbitraire,
Psp Vi Epe ‘ q fe"? de + À 2 Vi + p' et 0 —(g — D te Vi pie L Te do.
2 Vi+p'
Il suit de là que les nœuds de l'orbite lunaire ont un mouvement rétrograde représenté par
a I q - p' + — (Vi [e r)s res:
Jede:
Ce mouvement n'est pas uniforme en raison de ce que e’ est variable, et l’on voit que le rapport des inégalités séculaires du nœud et du pé-
rihélie est celui de —2— à “Re!
Vi+p' Vi+p
En vertu de la formule (19), la tangente y de l'orbite lunaire sur l’écliptique vraie est variable, mais sa variation est insensible, ce qui est conforme aux résultats des observations les plus anciennes.
Quant aux parties de s qui correspondent aux différents termes du second membre de l’équation (18), on les déterminera en suivant la marche que nous avons indiquée pour «.
190. Considérons, dans la première des équations (r). le terme de son second membre qui est indépendant de 6 et posons a (20) dE =" Kdr, Ni expression dans laquelle & est indépendant de e’. D’après le n° 188, nous avons, en n'ayant égard qu'à l'inégalité séculaire de a,
a &: A@i d’où
= a?(1 +3m e”) et
3 Er if no: e # :
TO 2(5— 3m e"?) de.
es
Mais on a très sensiblement
—? CE 7e :
TN — TO RE m° a" n°?
et, de plus, ss Lio;
par suite, p— fndt—imfe®n dt.
Il suit de là et de ce qui précède que les trois inégalités séculaires
ReEsaz. — Mécanique céleste. 58
des longitudes moyennes de la Lune, du périhélie et des nœuds sont
entre elles comme 3m?, — 7, 7.
V TETAONMEST.
Nous ne croyons pas devoir nous arrêter au développement de nt + : en série trigonométrique, pour lequel nous renverrons aux n°® 15 et suivants du Livre VIT des OEuvres de Laplace |").
190. Des inégalités dues à la non-sphéricité de la Terre. — Nous admettrons que la surface de la Terre a une forme quelconque, pourvu qu’elle soit peu différente de la sphère, en négligeant seulement la quatrième puissance du rapport du rayon moyen de cette surface à la distance moyenne de la Lune au centre de la Terre. La formule (8) du n° 104 devient
Il est inutile d'introduire dans les expressions de Z,, Z, les termes dépendants de la longitude terrestre 5, attendu que ces termes ne donneraient que des inégalités lunaires d’un jour ou d’une fraction de jour.
Il suit de là (n° 8% et 85) que Z, sera proportionnel à (4? -- {)et que Z, sera de la forme
19 [or
É k'(u3 Sn).
2 Fait
Nous pouvons donc poser
I K A? I V—= = + —(! — cos?0) + 5 k! —
- cos?0 — #cos0).
ro. + cost)
Il résulte de là deux inégalités à longues périodes, l’une dépendant
ou de l’aplatissement de la Terre, l’autre de
Ste ; 34! — (cos6 — icosb) pr 5
ou de la différence des deux hémisphères terrestres.
(1) Voir, pour la définition et la dénomination des principales inégalités de la Lune, le Cours d’ Astronomie de l'École Polytechnique, par M. Faye, t. Il, p. 310 et suiv. ù QUCNP " P
Les équations (7) du n°183 pourront alors recevoir ici, sans inconvénient, leur application en représentant par M la masse de la Terre, par 7» celle de la Lune et posant M + m= 1, attendu (n° 3 et 8) que & n’est pas négligeable devant l’unité.
Nous ne croyons pas devoir entrer dans plus de détails sur ce sujet ni même effleurer la question des inégalités produites dans le mouvement
lunaire par les attractions des planètes.
SECOND ERRATUM
Pages. Lignes. Au lieu de Lisez D AS (2) (4) 4 5 du, Ôu, d dp 12 y SE 2 Ë dt du 17 7 en remontant (n° 5) (u° 6) ad, ad, 18 4 et 5 | —— de 240 ê %e dB, Pi dB, Pi CL dr?
25 11 en remontant MAG RAGE : dt di?
db? db?
28 3 pee FR de de:
[es I 40 1 en remontant — COS % — COS à gx gx (2 29 12 en remontant x = tango X = tang — : 2 . À 1 9" (À 1 9" É\e Gr 3 7 (tang AE tang =) Z (rang re tang ni : : fee È v p\.
6 (tang v'+ tange)n tang — —tang—)" 0 ,Ÿ 8 tang 5 tang” v' [2 { 0 p\?
tang — —tang-) ang — — tang — 10 ( 8; se, tang à tang 5) 65 x en remontant Home u° 16 67 4 cost cos 3 At € e 11 je _ :
1 Wine Tr e?
65 5 — sint — sinnt 0: De 70 r en remontant nm se br 55 qu 8 » rr' cos (6, 0") rr' cos(o — 0") 7 » a?(1— cosu)?+ a?(1— cosu')? a?(1— e cosu }? + a?(1 — e cosu' )? 3 » (2 — 2cos°f) 1 —Cos2f 72 8 tang? 6 4 tang? 6 3 2sin(o— +") nn 0 Ds 79 1 en remontant Re 2 TOO
(1) Le premier se trouve à la fin de la Table des matières, p. xx. Resar. — Mécanique céleste. 59
Pages.
Lignes.
5 en remontant 3 »
7 en remontant
9 en remontant
ô 9 en remontant
8 en remontant
ERRATUM
Au lieu de 7? =
CE
deux termes de cette valeur
des seconds
dp,
(Pa) — — do = — n'(1+ 5") B; cosô
COB (HEC) LE
Lisez
deux derniers termes de...
des premiers
a'(1+ s') B;cosi0
d As da da'
- ERRATUM
Pages. Lignes. Au lieu de Lisez 195 10 deux fois 1 À A5 RU (ar &} a à d'A, dA, ie da da da da’ 7 en remontant deux fois À L 128 2 8(a?— «&) 4(a?2— a)?
2 (e2+e'2)? use 5 n° 16 n° 36 6 8(a"?— a!) (4222)?
11 et 9 en remontant ee LA _. L Pre) dæ dæ 132 3 a 133 7 I RS 9 HE) GC) GEI)" ) 139 12 m'b" mc!
146 2 en remontant ee (+) Cp —p'}}, (qg — q'}? SRG » tre he) =D = \ 112 1 5 » E el (2) GENE AT Et NT » » — [ ] — IL ë nil NS, ASS 2 » (22), (£ + ) (p—p"}, (q —g" ja 153 1 (2) (2) 154 7 dCt dC' 13 de uw” de u!
12 en remontant a? a 5 » (1— e cosu) du (1 — ecosu) da 157 13 » deux fois cos? à sin? Ô :66 8 4 G—ecosu}, (CREER Vi — ei Vr—e?
ÿl » (B;) (B,) 3 3 167 3 5 2r$ 2 Eu —, 3 i he] le I I ? PU ai 5 3 7 7° 278 5 5 ë ri Ta 3 3 10 en remontant = en 7 27 5 5 9 » 53 277
AE
L ï | : EC = en . d , Fe » À * 464 j (a : ERRATUM. S Pages. Lignes. à Au lieu de DR", Lisez E - T0 35) CT 167 3 en remontant NÉE M ere 2 » s 5 E? LE 2 mr 219” 971 168 1 (A) (A) T7 3 en remontant 73 Je.
IST 5 » a? LS as 182 3 » MENT ; n° 54 1 » : même numéro . i no D) a+a a+ a 183 Il » 1f . h , 1 - a— 1 | a—a' 184 I » . = . … + , RE « 2e Le CHAOS UE TS Re Li 3 » log no log re + u Dose R ] . à E È LATE NS « 2 | 5 59 7 f'rG [ren & «/0 ‘ e 199 3 en remontant VX + ÿ2 s VA+ Y?
209 - : ; MES È 7 r a Dans la note de ce numéro, Ÿ a remplacé la lettre & du texte. 206 1 en remontant | coefficient = RUES coeflicient de ae (Corot (CUS a # (RE 207 I » (—<)r Run) 210 15 » m'q! 7 2 10 » af ae ff 219 7 » a a ds d\ ap. du x » [ce] RAC dY CNT a Tr S TEA 2m 216 13 sk f 1 ds f° 0 ‘ 0 , 217 2 ca dy. du 218 TT | : à X» l à X, 220 5 en remontant A$ : ë A?
224 3 et it r a 298 | Praz ao » ea re 3 en remontant ee - Es 2 À £ M. 6 z 229 5 0 ei e—iz 2 — X(W+ X0) 7 Fo xUTee ia 230 2 en remontant dr DT au . ‘+ œ, :
si nes. e Cr 4 À 0] | DL « à Ü , sf {l = ; $ , } L CL] À “ e _ ù Fe » vw: _.
© = LE re LS F eu « À : er Lu # fu ee #“ Qu Cu LZ ra Re" P | OR, 12 n
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He) 3 ; 3 1 »
$ en remontant
8 en remontant
5 et 6 6 en remontant 2 »
IT
4 en remontant
ERRATUM
Au lieu de
Lisez
Abstraction faite du facteur & de X, qui rentrerait dans les constantes
arbitraires de Y;.
la seconde des formules (13)
C0S2T cos & da dis dû ds‘
ds do d (A2)
v— m' vom la formule (13) cos cos do dy. daÿ ds dy da do dy d(Aÿz) Je day)
hro\ 7 (SE)
supprimé
… 2 5 ATP
SL 4rp\ 3 (15) (Q — »?)?
(+ N}27° dy dz
fre\ ( ) R° 2st6?
(s+t— 4st)
de la forn° 87 8 = 0,8
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10 en remontant
(CPR CE |
10 en remontant
11 en remontant
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6 en remontant
15 en remontant 1 »
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4 en remontant
ERRATUM
Au lieu de
(17) Pangle cos0 dû 3 cos 24 même correction 2 +.
SH
(i—gu)a
{À (= i2) COS V 2(V+2)+3(v+i) cos Ô x?, 7,481!
dF
Lisez
(15) 0, l'angle cosÔ 3 cos? W
ÿ2 Se + 6v 7 = + 23 Le.
3, — V CE le cône 3 ,3 (Ri—7i) 2V +7 2ng 1 ë
(G—qu)a"
n° 85° mr QG — np?) cos? v
cos 20
CAD FAO) Al
dr"
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1 en remontant
1 en remontant
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7 en remontant
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10 en remontant
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3 en remontant
4, 6, 11 en remontant
5 en remontant n 11 en remontant ë
6 en remontant
10 en remontant
ERRATUM
Au lieu de
(a) ; ; ( a) Û M' Aÿ es | ( Av à Ô, sin?
sin2(at+m—4) (10) + n cos29 deux fois La Z des angles É cos 0 ..k cot0')c cot?0"
as
329,25 par O7 puissances 0, , « de la Lune
(0,7547916 €?) Saturne =") V2
SRE) ele
sin 2 œ Sin2(nt + —') (1)
— N CoOS29
a des angles
© cotô
1 ÆICONOM)IE cot0"
d ACTA cos? .
tang F. t '
(5 ) tang = te 365,29 par rapport à Oy puissances de 0, ë, €
de lorbite de la Lune
et Cz
tv
Gy;
sin (® — 24)
Ôv x? dx
dr siny TN COS
n° 104 Mercure — 3 y?
“LR (03 lieu ECC
1 dû
se. k À 7 2 6 en remontant EX = LT Tara
ET 445 È 3 : ; ? ' È À 3 L ï x T0 -(1+ s2}5 r (ee s'2)5 eve = 7 en remontant à g' cosæ à supprimer dE 4 PEN 4 - 3m'u' 3m'u'$ à :
2 ee ne 200 446 oet6en remontant É DR FR a ‘ $ $ > LES SR 447 2 FN Hi Ve PA Pa) 12 do h° dv : LE € 457 54 n° 188
DA PA Sr (3
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