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Traité élémentaire des fonctions elliptiques; ouvrage destiné a faire suite aux traités élémentaires de calcul intégral
Pendant longtemps, les fonctions logarithmiques, exponentielles et circulaires , ont été les seules transcendantes sur lesquelles se soit fixée l'attention des géomètres. Ce n'est que dans le siècle dernier, qu'ils ont commencé à en considérer d'autres. Parmi celles-ci, il faut distinguer les fonctions nommées elliptiques, dont la première idée appartient à l'immortel Euler, qui trouva l'intégrale algébrique complète de l'équation différentielle
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composée , comme on le voit , de deux termes séparés ,
mais semblables. Après lui , Lagrange se signala dans la
même carrière , en donnant une méthode générale pour
ramener , par des transformations successives , l'inté-
Vdx
, dans laquelle P est une fonc-
tion rationnelle de œ, à une autre intégrale semblable, plus facile à évaluer par approximation. Mais le premier qui ait approfondi la nature de ces fonctions , est l'illustre Legendre, qui depuis l'année 1786, où il a fait paraître ses premières recherches sur les arcs d'ellipse ,
na cessé de perfectionner cette nouvelle branche d'analyse , dont on peut , à juste titre , le considérer comme le créateur. Après avoir jeté les fondements de sa doctriné , dans ses Exercices de ealcul intégral, il rassembla les résultats de ses longues recherches , dans le Traitédes fonctions elliptiques , publié en 1827. Jusque là, comme il le dit lui-même , les géomètres n'avaient pris presqu aucune part à ses travaux; mais à peine son ouvrage avait-il vu le jour, à peine son titre pouvait-il être connu des savants étrangers , qu'il apprit , avec autant d'étonnement que de satisfaction , que deux jeunes mathématiciens, MM. Jacobi (C.-G.-J.) de Kœnigsberg, et Abel(*) de Christiania , avaient réussi à perfectionner la théorie
O Niels Henrik Abel , naquit le 25 août 1802, à Frindoë, sur la côte occidentale de Christiansandstiflt , en Norwége. Ses travaux sur les fonctions elliptiques, et sur d'autres transcendantes auxquelles on a donné le nom de fonctions ultra-elliptiques ou àbéliennes, témoignent assez ce qu'il fallait attendre de lui, si une mort prématurée n'était venue l'enlever aux sciences, le 6 avril 1829. Les géomètres les plus distingués de notre temps , parmi lesquels il suffit de nommer Poisson et Legendre, n'ont pas hésité à placer Abel au premier rang des analystes , et s'il eût été contemporain de Newton , nous pensons , avec M. Crelle (à qui nous empruntons ces détails), qu'on aurait pu dire de lui ce que Newton disait de Cotes : a S'il eût vécu plus longtemps , il aurait pu nous apprendre encore bien des choses ! *> Il est à remarquer qu'Abel , et son digne rival Jacobi , ont marché , pour ainsi dire, de front dans leurs recherches sur les fonctions elliptiques, sans se connaître et sans se rencontrer.
Voici la liste des mémoires d'Abel sur les fonctions elliptiques , publiés dans le journal de M. Crelle :
Tome II. Recherches sur les fonctions elliptiques, page 101. Tome III. Suite du mémoire précédent , page 160.
Sur le nombre de transformations différentes qu'on peut faire subir à une fonction elliptique , par la substitution d'une fonction donnée de premier degré, page 394.
Théorème général sur la transformation des fonctions elliptiques de la seconde et de la troisième espèce , page 402. Tome IV. Note sur quelques formules elliptiques, page 85.
Théorème sur les fonctions elliptiques, page 194.
Précis d'une théorie des fonctions elliptiques, pages 236 et 309.
des fonctions elliptiques dans ses points les plus élevés. Néanmoins , tout en rendant justice aux savantes recherches de ces géomètres, on doit convenir, avec M. De Pontécoulant {Théorie analytique du système du monde, tome III), que sous le rapport du calcul pratique, c'est véritablement Lcgendre qui a rendu les services les plus éminents à cette partie du calcul intégral. En ramenant
à la forme C— — ^ , l'intégrale générale traitée par
Euler et Lagrange, il a, pour ainsi dire, mis en évidence une foule de propriétés, qui seraient peut-être restées inconnues , sans cette ingénieuse transformation de la source des fonctions elliptiques. Non content d'être le principal auteur de la théorie de ces transcendantes , il a fait pour elles ce que les successeurs de Néper ont fait pour les fonctions logarithmiques et trigonométriqucs : il a construit des tables , au moyen desquelles on peut, dans chaque cas , trouver la valeur numérique d'une fonction quelconque des deux premières espèces , avec toute la précision désirable , sans être astreint à des calculs laborieux . Le secours de ces tables , qui sont à elles seules un travail immense, rend l'emploi des fonctions dont il s'agit, presqu 'aussi facile que celui des logarithmes et des ares de cercle.
Après Legendre, la première place appartient incontestablement à M. Jacobi. Sans parler de son beau théorème , et des autres richesses d'analyse spéculative qu'il a prodiguées dans ses Fundamenta (*), la découverte de la transcendante ï, au moyen de laquelle on peut réduire
O Fundamcnta nova theoriœ functionum ellipticarum ; KœDigsberg. chez les frères Borntrseger ; — Paris , chez Ponthicu et chez Trcuttel et Wiierz.
à des fonctions de deux arguments , les transcendantes elliptiques de la troisième espèce , à paramètre logarithmique y lui assure à jamais la reconnaissance des géomètres , même en ne l'envisageant que sous le seul point de vue de son utilité pour le calcul pratique des transcendantes qu'on vient de mentionner.
Le titre du livre de M. Jacobi , semble annoncer un traité exprofesso, dans lequel la théorie des fonctions elliptiques se trouve établie sur des bases nouvelles. Cependant, pour tout ce qui concerne l'origine, la classification, la comparaison et même la plupart des propriétés de ces transcendantes, l'auteur renvoie constamment à l'ouvrage de Legendre. On doit donc regarder le livre de M. Jacobi, plutôt comme un précieux complément de celui de Legendre , que comme un traité spécial , où se trouvent présentées , dans leur entier et sous une face nouvelle , les propriétés fondamentales des fonctions elliptiques.
Dans une note de ses Exercices de calcul intégral (t. I er , page 18), Legendre fait remarquer que les fonctions elliptiques réunissant un grand nombre de propriétés, il peut devenir nécessaire de leur imposer un nom particulier. « Il semble, dit-il, qu'on caractériserait assez bien la
fonction F(?)= en lui donnant le nom de nome,
parce que celte fonction a la propriété de régler tout ce qui concerne la comparaison des fonctions elliptiques. Peut-être conviendrait-il, en même temps, de donner . . les noms d'épinome et de paranome^ aux fonctions E et II, qui constituent les deux autres espèces. » L'absence de dénominations convenables , rend très-pénible , en effet , l'énonciation des propriétés de certaines fonctions analytiques, sans le secours de l'écriture. C'est surtout dans
renseignement que cette difficulté se fait sentir; si elle ne se trouvait levée à l égard de la fonction / — , par exemple, par l'usagé du mot logarithme, comment énoncerait-on la proposition , que le logarithme d'un produit est égal à la somme des logarithmes de ses facteurs ?
Malgré ma répugnance pour les innovations, j'ai cru devoir donner des noms aux trois espèces de fonctions elliptiques, et j'ai choisi ceux de digamma, à' epsilon et de kappa, en réservant la dénomination de nome, pour une transcendante particulière, dont la découverte est due à M. Jacobi , et que ce savant a désignée par la lettre q. J'ai dû changer aussi la notation de Legendre, pour mettre le nom de chaque transcendante , en harmonie avec le signe destiné à la représenter, et avec la notation usitée pour les fonctions logarithmiques ettrigonomélriques. Ainsi, j'ai dénoté par
<%-(c,?), eps.(c t5 .), kap. (n,c, f ), les transcendantes que Legendre représente par
notation qui a le grave inconvénient d'attribuer aux lettres F et II, employées dans l'analyse comme signes généraux de fonctions, une signification particulière ; ce qui empêche d'en faire usage concurremment avec d'autres transcendantes, sans avertissement préalable. Les motifs qui m'ont porté à préférer les dénominations précédentes, à celles de nome, d'épinome et de paranome , sont les suivants :
1° La lettre F , employée par Legendre pour désigner la fonction i porte en grec (*) le nom de âtyotu.fia.
O Les Éolicus se servaient de cette lettre . pour remplacer le signe d'aspiration que les grammairiens appellent l'esprit rude.
2° La lettre D . initiale du mot digamma , que j'ai employée pour dénoter la fonction complète de première espèce , précède , dans Tordre alphabétique , la lettre E , adoptée par Legendre , et que j'ai conservée pour désigner la fonction complète de seconde espèce.
3° En donnant aux fonctions de seconde et de troisième espèce , le nom de la lettre qui représente leur valeur devenue complète , j'ai suivi l'exemple de Legendre lui-même , qui a nommé le gamma de p, et dénoté par
r(/>), l'intégrale définieyX^log.ij P .
L'avantage de la nouvelle notation sur celle de Legendre , devient frappant , si l'on considère que je propose d'énoncer le kappa circulaire de > , de cet de 9 , et de désigner par kac. (X, c, 9), la transcendante que Legendre a nommée fonction elliptique de troisième espèce, à paramètre circulaire, et dénotée par II ( — l-(-j6 2 sin. 2 > , c, <p).
Pour ne pas sortir du cadre d'un livre élémentaire , j'ai cru devoir passer sous silence , ou rejeter dans des notes placées à la fin du volume , tout ce qui ne se rattachait pas directement à la théorie des transcendantes elliptiques , ou qui me paraissait offrir un caractère trop particulier. Indépendamment du grand traité de Legendre , dont celui-ci n'est en quelque sorte qu'un abrégé, j'ai fait des emprunts plus ou moins considérables aux ouvrages de MM. Jacohi, Lacroix, Poisson, De Pontécoulant, ainsi qu'au journal de M. Crelle ; et si j'ai cru pouvoir profiter de celte occasion, pour livrer au public les résultats de mes propres recherches , je n'ai usé de cette faculté qu'avec une extrême circonspection. Parmi ces résultats, je me bornerai à citer, en les recommandant à l'indulgence des géomètres :
La formule générale qui sert à réduire aux transccntlantes elliptiques l'intégrale J ■=====. y dans laquelle
Q désigne une fonction rationnelle quelconque de sin. 2 ?.
La représentation géométrique des fonctions elliptiques par des secteurs de courbes polaires, ainsi que de la transcendante T par un héliçoïde.
La réduction (sous forme imaginaire) des transcendantes elliptiques de troisième espèce , à paramètre circulaire, à des fonctions de deux arguments.
Les développements des fonctions elliptiques en séries convergentes, pour toutes les valeurs du paramètre, du module et de l'amplitude.
La démonstration de la formule approximative
L'application de la double méthode des modules croissauts et décroissants , au calcul de la transcendante Y , ainsi que le développement de cette transcendante , tant en fonction de q et de as, qu'en fonction de r et de x.
Enfin , la plus grande partie du chapitre XIV, qui contient l'expression transcendante de la loi de dérivation des paramètres successifs , dans les fonctions elliptiques de la troisième espèce , et une nouvelle méthode pour calculer les fonctions complètes des deux premières espèces, avec un grand nombre de décimales exactes.
NOTICE HISTORIQUE
SUR LEGE1XDRE (*).
Legendre ( Adrien -Marie ) , né à Paris en 1752, se distingua d'abord par ses succès dans l'enseignement des sciences mathématiques à l'école militaire de Paris , et il n'avait pas encore atteint sa trentième année, qu'il débuta dans la carrière des sciences par un de ses plus beaux mémoires , celui où il traite de l'attraction des sphéroïdes, qui lui ouvrit, l'année suivante, les portes de l'académie des sciences ( 1783 ). Les autres travaux de Legendre eurent pour objet des questions non moins importantes , telles que celle de la figure des planètes, composées de couches soit homogènes soit hétérogènes. Ayant pris part , en 1787 , à une opération astronomique qui avait pour but de lier le méridien de Paris à celui de Greenwich, il fut conduit à s'occuper de trigonométrie, et la science y gagna plusieurs beaux théorèmes. Legendre est encore auteur d'une Nouvelle méthode pour la détermination de l'orbite des comètes (1803) , de la règle de calcul si ingénieuse qu'il a nommée méthode des tnoindres
(') Mémorial encyclopédique (te Bailly de Merlieiur , tome III.
carrés des erreurs, et de recherches sur les intégrales eulcriennes. \\ a coopéré au calcul des grandes tables de logarithmes y construites sous la direction de Prony en 1794, et qui sont restées inédites. On lui soit aussi des Éléments de géométrie, ouvrage réimprimé bien des fois et devenu classique dans le monde entier : des Exercices de calcul intégral (1811 à 1819), etunexellent Essai sur la théorie des nombres, publié en 1798 et réimprimé avec de nombreuses additions en 1816. Mais un genre de recherches, qui fut pour lui un objet de prédilection sur lequel il est revenu bien des fois , est celui qu'il a terminé par un grand ouvrage , où est réuni en corps de doctrine tout ce qu'il a fait sur les transcendantes elliptiques, Legendre est un des hommes de noire époque, dont les travaux ont le plus puissamment contribué à l'avancement et à l'enseignement des mathématiques. Tous ses travaux portent le cachet de l'élégance et de la profondeur. Ce respectable vieillard est mort à sa campagne d'Auteuil, le 9 janvier 1833 , dans sa 81 me année.
Dans le discours prononcé aux funérailles de Legendre, par le célèbre Poisson , dont la science déplore encore la perte (*), on remarque ce passage : « M. Legendre a eu cela de commun avec la plupart des géomètres qui l'ont précédé , que ses travaux n'ont fini qu'avec sa vie. Le dernier volume de nos mémoires (de l'Institut) renferme encore un mémoire de lui, sur une question difficile de la théorie des nombres ; et peu de temps avant la maladie qui l'a conduit au tombeau , il se procura les observations les plus récentes des comètes à courtes périodes ,
C) Mort à Sceaux près de Paris, le 25 avril 1840.
dont il allait se servir pour appliquer et perfectionner ses méthodes. C'est une chose bien digne de remarque et aussi bien consolante, de voir que quand les forces physiques nous abandonnent , les forces intellectuelles conservent encore toute la vigueur nécessaire pour s'occuper de spéculations difficiles. L'histoire des sciences en offrait déjà plusieurs exemples : dans un âge presqu'égal à celui que M. Legendre a atteint , Lagrange est mort en publiant une seconde édition de la Mécanique analytique, double de la première ; Laplace en achevant le cinquième volume de la Mécanique céleste; et Euler, à la fin d'un calcul sur la force ascensionnelle des ballons , qui occupait alors le public et les savants. »
Un Mémoire sur les travaux et les écrits de Legendre, a paru dans la Bibliothèque universelle de Genève, en 1833.
CHAPITRE PREMIER
Vdx
•+■ yx* h- fx* -+- far 4
S 1. Dans l'introduction qui précède son Traité des fonctions elliptiques, Legendre fait observer que si l'on pouvait ranger dans un ordre méthodique les diverses transcendantes qui n'ont été connues et employées que sous le nom de quadratures; si, en étudiant leurs propriétés, on trouvait les moyens de les réduire aux expressions les plus simples dont elles sont susceptibles dans l'état de généralité , et d'en calculer avec facilité les valeurs approchées quand elles deviennent entièrement déterminées ; alors les transcendantes dont il s'agit , désignées chacune par un caractère particulier , pourraient être employées dans l'analyse à peu près comme le sont les arcs de cercle et les logarithmes.
Ce qu'il est , pour ainsi dire , impossible d'exécuter sur un plan aussi vaste que celui qui vient d'être tracé, Legendre l'a réalisé à l'égard des transcendantes qui se rapprochent le plus des fonctions circulaires et logarithmiques, telles ^ que les arcs d'ellipse et en général les transcendantes auxquelles il a donné le nom de fonctions elliptiques.
Ces fonctions , comme on le verra dans la suite , dérivent toutes de la formule
/\ Vdx V a h- &x -+- yx % -f- «ta 3 -i- ex A '
dans laquelle P désigne une fonction rationnelle de x. Nous allons emprunter à M. Lacroix (*) l'exposé des transformations algébriques dont elle est susceptible.
Toute différentielle Xdx dans laquelle X est une fonction rationnelle de x et de
\/a -4- fix -+- yx* ■+- fx l ■+- ex A ,
radical que nous désignerons par R, pourra toujours se ramener à dépendre de P car il est évident que X ne pourra avoir que la forme £qr^ , A , B, C et D étant des fonctions rationnelles de x; or, en multipliant les deux termes de cette fraction par C — DR, il viendra
AC — BDR a — (AD — CB) R AC — BDR* (AD — CB)R C* — D R' C 1 — D R 1 C'-D'R a '
La première partie de ce résultat est rationnelle ; si l'on multiplie par R les deux termes de la seconde , elle se changera en
(AD — CB) R a ^ C 1 — D'R* R
et faisant
C-*- DR R
Je vais montrer maintenant que , quelle que soit la fonction rationnelle P , la différentielle ^ peut être ramenée à d'autres plus simples. En substituant d'abord ^rj~ a * a P^ ace de * dans ' a quantité soumise au radical et réduisant tous ses termes au même dénominateur, elle deviendra de la forme
on pourra par conséquent faire sortir du radical le dénominateur. En égalant à zéro les coefficients 0' et l'intégrale proposée se réduira à
P' étant une fonction rationnelle de y: p et q seront déterminés par les équations & — o, J 1 ' = o, mais il est essentiel de s'assurer que ces quantités auront toujours des valeurs réelles. Pour y parvenir, mettons
a -f- $x -+- r*' -+- ete 3 -»- ex A
sous la forme
et concevons que la quantité renfermée entre les parenthèses, soit décomposée en facteurs réels du second degré x* — fx ■+■ g, tf 1 — fx* -+- g\ ce qui est toujours possible ; il suffira alors de fairedans chacun de ces facteurs la substitution indiquée, et d'égaler à zéro les termes affectés de la première puissance dey; on négligera le dénominateur commun , puisqu'il sort du radical. Ce calcul étant effectué , il en résultera les équations
lesquelles donneront sous une forme rationnelle, les valeurs de p ■+■ q et de pq; or, il suit de la théorie des équations que p et q seront les racines d'une équation du second degré de la forme u 2 — (p -+- q) m -4- pq = o, et seront réelles si \(p ■+■ q)* surpasse pq, ou si l (p •+- q)* — pq est une quantité positive.
Voyons maintenant si cette condition est toujours remplie : soient a, b, c, d les quatre racines de l'équation
il est évident qu'on aura
f=a + b, g—ab, f'=c-^d, g' — cd, et les équations
-l j q — f(P + Q) + %g = o et îpq — f' {p + q) + 2g' deviendront
%pq — (a+b) (/?-»- ç) -h 1ab=o, %pq — (c + d) (p + q) + %cd=o :
tirant de ces dernières les valeurs de p q et de pq, on aura 2(00 — cd) ab(c-*-d)-~cd(a + b)
formant, au moyen de ces expressions, celle de J (p + q)* — pq, quantité qui revient à i(p — y)% et décomposant en facteurs le résultat qu'on aura obtenu , on trouvera
l(r> (*>-*)<*-*) * KP q) (a + b-c-dy
Lorsque les quatre racines a, b, cetd seront réelles , on pourra les disposer dans l'ordre de leurs grandeurs respectives, en plaçant les négatives après les positives; dans ce cas, les différences a — c, a — d, b — c, b — d seront toutes positives, (p — g) 2 sera donc positif, p et g seront donc réels.
Si deux racines o, b sont imaginaires , elles seront nécessairement de la forme m •+■ *V — 1 , m — n|/ — 1 et elles pourront toujours
être comprises dans le même facteur du second degré : posons donc
a = m n\/ — l, b = m — «l/ — 1; il en résultera
ao = w a -+- n\ a h- © — c — d = 2m — c — d; ainsi les quantités p -f- g et /rç seront réelles. On aura de plus a — c=m -t-nl/^ï — c, a — d = m n\/^\ — d , 0 — o=m — ni/— 1 — c, 6 — <f = m — nl/^ï — d ,
cfoù
(a— c) (6— c) = m' — 2c»» -f- c 1 -*-*»' = (m — c)' n' , (a_d) = m* — îdm + d * n' = (»» -<*) ' 4- ,»« ,
quantités essentiellement positives.
Enfin , si l'on a à la fois
a = m +■ n V—\ , b = m — n i/^T , c = m' h- nV~—i , cf = m' — n'V~\ , on développera les produits
(m nV/- 1 - m' - n V^T) (»» - n\^\ -»»'-+- n'|/=ï) ,
(«_</) (6-c) = (m nV^T — m'-+- nV^X) (m — n\/^\ —m'— n'V~) , les imaginaires disparaîtront, et il viendra
m » _t_ n ' 2mm' — 2nn' m" -1- n" = (m — m')' + (w — «')' , m' »' — 2m»»' 2»»' +-,»"_4_n" = (♦/» _ m'y -+- (n -f- n')' , résultats nécessairement positifs.
Si les racines c et d étaient respectivement égales aux racines a et b, les valeurs précédentes de p + q et de p — q deviendraient J j mais , dans ce cas , on aurait
et le radical disparaîtrait.
Lorsque l'une des racines a ou b sera égale à Tune des racines c ou d, il en résultera p — q = o : dans cette circonstance, on peut, en combinant ensemble les deux racines égales , en former un facteur carré qui sortira du radical. Soit, par exemple , a = c, il vient (x — a) 1 (x -1 ■+- hx -+- k) au lieu de x k ■+- ^x 3 ■+■ etc., et l'intégrale proposée se change en
rdx
fi
(x — a) V x 1 -h hx -+- k)
qui ne dépend que des arcs de cercle et des logarithmes.
Enfin si l'on avait a h- b — c -+- d 7 les quantités p -f- q et p — q deviendraient inGnies ; mais on aurait en même temps /* = /", ce qui changerait les deux facteurs du second degré de x*-*-^ j^-^elc. , en x" 1 — fa-*- g etar 1 — fa g': la simple supposition de x — y h-/, ferait disparaître le second terme de l'un et de Tau Ire.
Nous voilà donc convaincus que la transformation proposée cidessus conduira toujours à une expression réelle , et qu'on pourra changer R en
par la substitution de 'yqpj" au lieu de x ; mais cette substitution donne aussi
dj __ 0-+-y)g<fy - (p + qy)*y
et désignant par P' ce que devient alors la fonction P, on aura
C V JL _ C ng~p)dy :
l'intégration de J'^- sera donc ramenée à celle de
Qdy
Q étant une fonction rationnelle de y.
§ % Je vais montrer qu'on peut réduire cette fonction à ne renfermer que des puissances paires de y. En la supposant fractionnaire , on lui donnera la forme b + y , les lettres S, T, U, V représentant des fonctions de y% et si on multiplie les deux termes de cette fraction par U — Vy, il viendra
US — VTy* 4- (UT-VS)y #
U' — vy ;
posant
US - VTy' _ UT-VS
u>— vy — ' u'— vy ~~ '
G et H seront encore des fonctions de y", et la fonction Q étant transformée enG + Hy , la différentielle
Qcfcr
Va' ■+- ay -4- r 'y 4
deviendra
Grfy Hyrfy
W r'y 4 W ay h- r'y 4
Faisant y a = * dans la seconde partie , elle se changera en
Hdz
H étant une fonction rationnelle de z , et sera rendue rationnelle par les méthodes connues ; alors il ne restera plus à traiter que
V* H-py -+- r y
Nous nous occuperons donc désormais de la seule intégrale
Vdx
Va h- /S»'' r# 4
dans laquelle P ne contient que. des puissances paires de*, et nous ferons pour abréger
V& -h (te 2 ■+- yx k s= R.
En décomposant le polynôme
en deux facteurs de la forme x 1 — fx -4- g , x* — f'x+g' , nous avons supposé implicitement que le coefficient de x* était positif. Si au lieu de h- ex* on avait — ex* sous le radical , on poserait
Va. -4- (ix yx'+Jx* — ex* — V—\ . V ex*— cto 3 — yx*— 0.v — « ,
et toute la discussion précédente resterait la même : seulement le radical du second degré en y .
l/V •+■ ey •+• r'y* ,
devrait être multiplié par |/ — 1 . Quant à la réalité ou à l'imaginante de ce radical , elle dépendra des signes des coefficients a y' et des relations de ces coefficients entre eux. Pour traiter la question dans toute sa généralité , il faut donc supposer le double signe à ces coefficients.
§8. Si la fonction P est entière, elle ne pourra avoir que la forme A -4- Bx' -4- Cx* -4- Dx 6 -4- etc. , puisqu'elle ne doit contenir que des puissances paires de x : dans ce cas
/Vdx , Pdx px^dx
-jp deviendra ^J~~^~ + J — etc - ï
/x 2m dx , r x 2m ~ 2 dx rx^-'dx se ramène à / et à / , R J R J R
comme nous allons le prouver en différentiant la quantité R***-*; ce qui donne
/a o\ _2m— 4j ■/ T"! 7 or 21 " - 3 [dx -\-?>yx l )dx
(2m— 8) V# K« -4- /ar 1 -4- yx* -4- v • ' :
-4- &X* -4- yj? 4
réduisant au même dénominateur , prenant séparément l'intégrale de chaque terme et remettant R au lieu de
|/a Ar 1 -4- yx* ,
il vu
Par le moyen de cette équation , on ramènera tous les cas de l'ex- — -g — aux deux suivants
et Ton voit par là que P étant une fonction rationnelle et entière , renfermera deux parties , Tune intégrée, et l'autre de la forme
§ -4. Passons au cas où P est une fonction rationnelle quelconque. Après en avoir extrait la partie entière qu'on traitera comme il vient d'être dit, on fera ar 7 = u, et on décomposera la fraction restante en fractions partielles de la forme (<< ^ a)w , ou (r ^ fl) n , N et a étant des quantités réelles ou imaginaires, et il viendra à intégrer une suite de termes, tels que N f^^ y^K c l u il fau ^ ra tacher de réduire à d'autres dans lesquels l'exposant de h- a soit le moindre possible.
Pour suivre la même marche que dans le paragraphe précédent, nous chercherons une fonction qui, étant différentiée, puisse donner une suite de termes de la forme
kdx todx Cdx
etc.
Or, en réduisant ces termes au même dénominateur, la fonction qu'on trouvera par la réunion de tous les numérateurs ne contiendra que des puissances paires de x, et avec un peu d'habitude de la diffé-
rentialion , on verra que la différentielle de — — ^rj satisfait à
j-ii
cette condition. On trouve pour cette différentielle
(s* -h a) (xdK -f- Kdx) — 2(n — l)rMx
mettant pour R et dR leurs valeurs , et réduisant tous les termes au même dénominateur, l'expression précédente deviendra
dx r — (2»— tyyx*— [(2w— 4)/3— 3ar]s 4 — [(%»— S)*— Sa/3]s'-»-g& "|
faisant x % a = * , nous aurons = z — a, et substituant dans la quantité qui multiplie -g- , on pourra lui donner la forme
As 3 -f- Bg* h- Cs -4- D A_ _B_ _C_ D
En effectuant avec attention les calculs indiqués , remettant pour z sa valeur, multipliant le résultat par ^ , et prenant l'intégrale de chaque terme , on trouvera
* R «, P dx
~(2»-4)(/3-3ay) f—^-— v M V (*»-*-a) B - 2 R
d'où il suit qu'on pourra exprimer f. t R par des intégrales de plus en plus simples , tant que n surpassera l'unité. Lorsqu'on sera parvenu à y j x< ^, & , on aura » = 2,2» — 4=0, et l'intégrale proposée dépendra de
y* dx S* dx P dx — et de / — - = / (x* + a) — -.
Quand a? a -f- a sera un diviseur de la quantité a. -+- •+■ <yx A , il faudra que le reste a. — /3a -f- ya 3 de la division de ce trinôme par a; 1 -f- a soit nul de lui-même. Or, ce reste étant précisément un des coefficients de la dernière intégrale dans (a) , si l'on écrit » 1
au lieu de n , on aura par ce moyen
y* dx p dx r dx
et l'on pourra pousser les réductions successives jusqu'à ce qu'on soit arrivé à Jj^hy*'» ^ se trouvera exprimé par
/dx r dx
§ 5. En rapprochant ces résultats de ceux du paragraphe précédent' il sera prouvé que, quelle que soit la fonction P, l'intégration de
?dx
V x -+- (àx* •+- fyx*
peut être ramenée à celle de
y"* dx rdx PxHx
Si l'on avait des moyens pour obtenir ces dernières intégrales , au moins par approximation , comme on en a pour calculer les logarithmes et les arcs de cercle, on pourrait regarder comme intégrées toutes les expressions qui s'y ramèneraient, de même qu'on regarde comme intégrées toutes celles qui conduisent à des logarithmes et à des arcs de cercle.
Les intégrales
/dx /x*dx p dx "R ' J ~~R~ ' J (*' -f-a)R '
sont donc de nouvelles fonctions transcendantes qu'il faut introduire dans le calcul. Mais nous allons bientôt ramener ces transcendantes à d'autres plus faciles à calculer et dont on peut donner une interprétation géométrique.
CHAPITRE II
mucion *, la aWrenHeUe ^ a n X fonCion, eUipt^. _ « fication de ces fonctions. — Réduction de la différentielle 5^.
§ 6. Puisque , par une première préparation , on peut faire en sorte qu'il n'y ait pas de puissances impaires de la variable sous le radical , nous ferons toujours
ce qui peut se réduire encore à la forme
en observant que
V V-4-/3V-*- = Va' X / l -, *' 21
ni
Cela posé , nous allons prouver d'abord par l'cnumération des différents cas , que la différentielle
dx dx
/>ewf toujours se ramener à la forme
mdf
|/l — c a sin. 3 $> '
où /'on a c plus petit que Vunité.
Nous poserons en général
p étant toujours censé plus grand que q.
Toutes les combinaisons de signe de 1 , 0 et y sont au nombre de huit
(2) .... I -4-#r a — y**=(l -f-p'ar'XI— 1 ^-(p'—a'^'-p'a^
(3) ....l-&r , -+-yar 4 =(l— J>\r')(l — 9 ^')= I—^'hY 0 >*4,
r .-r 4 =(l— pV J )(lH-o^)= I— (p'— o>'— py* 4 ,
(5) . — 1 -4- fa? h- ?* 4 =(1 ? 1 )=— 1 (/J-î'K+p'î' 3 ' 4 »
(6) . — I -f- fa''— yjr 4 =( 1 — q 7 x J )(p*s*— 1 )=— 1 -*-(/>' -4- g'k 3 — p^q*x*,
(8) ._ 1 _ fa*— r x 4 =(— 1) (1-h/3x ? -+- yx*) .
Nous ferons abstraction de la dernière combinaison qui suppose le radical essentiellement imaginaire et qui rentre du reste dans la première.
Voyons dans quels cas ces équations hypothétiques donnent pour p et q des valeurs réelles.
Les combinaisons (2), (4), (S) et (7) donnent pour déterminer p et q les équations de condition
p' — q 1 = & > /> Y = r, d'où
Ainsi p et g sont essentiellement réels , si l'on donne au radical V i^-hylesigne -i-.
Les combinaisons (i), (8) et (6) donnent lieu aux équations
d'où
|,'=i(/ÎH- V/0'-4 r ), g a = *(/î-l/>-4y);
il s'ensuit que, pour la réalité de p et de g, on doit avoir (T — 4y>o .* chacune de ces combinaisons offre donc deux cas différents
(!').... 1-4- 0x' -4-yx* (3' ) . . . . 1 — fa % yx*
(6') . . . .—1 -4- /3* a — yx<
(i") .... I h- fa y yx 4 (3") .... 1 — fa* yx* (0") ... .—1 /a** — yx 4
avec
avec 0' — 4><o.
ion de (2) et de (4). — La limite de x dans (2) étant
- , on fera
* = - cos. o> et = c 3 ,
ce qui donnera
rfj? c — df
mu , - mm m ■■ . ■ ■ ■ — ^» •
R P sin.'f
La combinaison (4) se ramène à la précédente en changeant simultanément p en q et q en p dans chacun de ses facteurs. Sa transformée sera donc la même, mutatis mutandis.
Transformation de (5) et de (7). — On fait
p cos. ? p* + g 1
et I on a
R P 1/1 — c' lin.' f
La combinaison (7) se déduit de (5) en changeant p en g et g en p. On posera donc
q cos. y p* h- g*
et la transformée sera
dx c df
R ? |/1 — c a sin.> Transformation de (V). — En posant
x = - tang. f , — ^— = c' ,
il vient
cto l rfy
R P V\— C sin.>
Discussion et transformation de (3'). — Pour que le radical R soit réel , on doit avoir simultanément
1— />V >o, l-çV>o; ou l-pV<o, l-çV<o:
c'est-à-dire
*<-,*<-; ou x >-,#>- .
Puisque/) est par hypothèse plus grand que q, ces quatre inégalités se réduisent à
X < - ou X > -•
La formule
servira donc depuis x = o, jusqu'à x = ^ , et
(3') = (/>'*'- 1) depuis jusqu'à x = co . Dans le premier cas on fera
x — - sin. », - = c ,
et l'on aura
<fo 1 df
R P l/l — c'sin. 1 ?
dans le second , on posera
sin. y p
et la transformée sera
dx — dy
la même, au signe près, que la précédente.
Discussion et transformation de (6'). — Le radical sera réel si l'on a simultanément
l-^V>o, p'x* — 1 > o, ou l-gV<o, px 1 — l<o, c'est-à-dire
Or, la seconde hypothèse
est visiblement absurde , puisque q étant moindre que p, si x surpasse il surpasse a fortiori X -, Soit donc fait
on aura la transformée
dx l
R P |/1 _ c l sin. 3 y
Discussion et transformation de (1") et de (3"). — Les quantités f et étant imaginaires , les méthodes précédentes deviennent inapplicables.
On traitera les deux combinaisons simultanément en posant 1 zk. flx* -+- ?x* = 1 -f- COS. ô fl*X* | ce qui donnera
u — : et cos. d = zfc —
On fera
* = l/J • tang. { f , et prenant c = sin. \ 6 , on aura la transformée
tf* 1
Discussion de (6"). — Le radical
pouvant s'écrire sous la forme
V~~ï- V\ — (Sx 1 + yx*,
la transformée de (0") sera celle de (3") multipliée par ~ÇÏ~ X , ct P ar conséquent imaginaire de sa nature.
On pourrait démontrer a priori que le radical est essentiellement imaginaire, en posant 0* = Ky cos. 4 *; d'où
R = l/_l_ H 2i/ r cos.'fl. a? 1 — yx* , valeur dont la réalité dépendra de l'équation de condition
2 V/ycos.'ô.s 3 > 1 y* 4 , ou 1 — 2 î/ycos.'ô.a?* -f- y* 4 -»- A 2 = o = ( 1 — l/y) 3 -f- 2*' l/y"sin.'* -4- A\
Cette dernière équation étant une somme de carres, il est impossible d'y satisfaire par des valeurs réelles de la variable.
On peut remarquer maintenant que les valeurs de x\ qui opèrent la réduction de la transcendante , sont au nombre de sept , savoir
1 , , 1 a sin.>
X* = COS. C , X
p' COS. 'y p 1 COS.'f)
=- ; sin. , ? , x> = , a , x* = — . ,
^ sin. 1 © /»'— pVsin. 1 }»
j?' = - tang.'ip.
Les six premières sont comprises dans la formule générale
A -f- B sin.'f
C h- D sin.'y '
en assignant des valeurs convenables aux coefficients constants A , B , C et D.
§ 7. Pour opérer la transformation des deux autres transcendantes
/x'dx p dx
nous substituerons dans ces fonctions , au lieu de x 1 les valeurs générales
A -+- B sin. 3 ? 1
et x 1 = — tannvip :
ce qui donnera pour résultat les trois transcendantes
df
y"A-*-Bsin.>
J C-*-Dsin. a ? |/fH
c sin. y
df
M' C tang.'-| ? . , wf- t l a| - ■■ ? :
M , M', M'' étant des coefficients constants. Le résultat de la substitution de la valeur
A-»-Bsin. a » , p dx
= dans / ■ : — *
C-*-Dsin. a o df
"7fî
( A -4-0C) -h (B -f- oO) sin. 'y l/l—c'sin.'©
il est inutile de s'en occuper, puisque cette forme rentre dans le type
•A •+- B sin.'©
C + Dsin.> c'sin.*f
Nous essaierons tout à l'heure de ramener à un même type les trois transcendantes nouvelles que nous venons d'obtenir. §8. Ce type est la formule générale
•A-t-Bsin.*? df
nsm.'y ^1— c a sin.>
qui renferme les trois indéterminées A , B et n.
Les transcendantes qui s'y trouvent comprises portent le nom de fonctions elliptiques. Nous verrons au § 29 l'origine de cette dénomination.
Elles peuvent toutes s'exprimer par les trois intégrales
, /d f VT^fm.y , l/l-c'sin.'» J
1/ 1 r sin.'©
df
(l -+- n sin.' ©) V\ — c' sin. a s
En effet , pour n = o, on a
H = /(A-4-Bsin.» df
J l/l-c'sin.>
= f A ^) f / d? - ~ \ fd'r |/l-c"sin.>; l c'/ y |/l_ c '.in. > c ./
et, quand n n'est pas nul ,
n y V/l — c sin.>
An — B
y (l-+-nsin.» V\
■c sin. y
Delà, la division des fonctions elliptiques en trois espèces distinctes, représentées par les trois intégrales précédentes.
Nous dénoterons dorénavant le radical V \ — c a sin. 1 ? par A et aussi par A (f) et A (c, ?) lorsqu'on le regardera comme fonction de f ou de c et de f. Ce radical est toujours positif, car il ne devient jamais nul ou inOni , et pour qu'une quantité positive quelconque devienne négative, on sait qu'elle doit passer par zéro ou par l'infini.
La transcendante H étant une fonction de j> , son étendue dépend de cette variable qu'on appelle l'amplitude : la constante c , toujours plus petite que l'unité, s'appelle le module (*).
On pourra représenter c par sin. 5, et 6 sera dit l'angle du module. En même temps |/l — c% que nous désignerons constamment par b, pourra s'appeler le complément du module,
La constante n qui n'entre que dans les fonctions de troisième espèce,- et qui peut être positive ou négative, réelle ou imaginaire , se nommera le paramètre.
(*) Ce mot désigne aussi le coefficient constant au moyen duquel on passe d'un système de logarithmes à un autre. Pour éviter toute équivoque, nous ne remploierons jamais dans cette dernière acception , sans en avertir expressément.
Lorsque ce paramètre sera exprimé au moyen d'un angle , comme lorsqu'on pose n = c sin. A, n = — c' sin. 'A, etc. , cet angle sera dit Vangle du paramètre.
Nous appellerons digamma , epsilon et kappa les trois espèces de fonctions elliptiques, et nous les désignerons par les notations abré-
dig.(c, f ) = f— ======. =f-^ .
J V\ — c' sin.> J M c > v)
eps.(c, f ) == J *d ? V\ — c 1 sin.> ==^* a(c, - r )rf v ,
kap. (», c, :== f— — = f- 1 .
J (U-nsin.\)j/l-c'sin. s y J ( ! -*-«Mn.»A(c,f)
Dans la comparaison des fonctions elliptiques qui ne diffèrent que par quelques-uns de leurs éléments, on pourra faire abstraction des éléments communs. Ainsi , par exemple, à la place des équations
<%• (c, f) <%• (c, = dig. (c, ^u),
kap. (n, c, ? ) + kap.(n, c, = kap.(n, c, ,*) ,
on pourra écrire plus simplement
dig. o -+- dig. ^ = dig./*, kap.j» -4- kap. kap./*.
Puisque les transcendantes elliptiques sont des fonctions de leurs amplitudes , on peut regarder à leur tour les amplitudes comme des fonctions de ces transcendantes. Ainsi, en posant dig. (c, f) = p, on aura
3>:=amp. (c,/>), sin. *=sin.amp.(c, p), $>) =Aamp. (c,/>),elc. ;
ou simplement , quand le module est partout le môme ,
? = amp.p, sin.p = sin.amp./?, A = A arap.p.
§ 9. Les propriétés communes aux trois espèces de fonctions elliptiques sont :
1° De s'évanouir avec leur amplitude.
Pour le démontrer, nous écrirons la formule générale H sous la forme
H==/(;AH-Bsin. * v ) (1 h- n sin.' v ) -1 (1 — c' sin.'^)~^ mais
(1 -+-n «in. = 1 -4- x sin.'p h- x sin. 4 ? -f i" sin. 6 y -+- etc. ,
(l — sin/ ?)~* = 1 -f- £shi.'p -f- C' sin. 4 ' r -4- C" siu. 6 ? -4- etc. ,
a, a', etc., étant des fonctions entières de n, et C, etc., des fonctions entières de c\ Faisant le produit des deux séries précédentes et de A sin. 1 p, on obtiendra pour résultat une série de la forme
A -t- A' siu.> -+- A" sin. 4 ç> -4- A'" siii. 0 ? -4- etc.,
A', A", A'", etc. , étant des fonctions de A, B, n etc*, qui ne deviendront pas infinies tant que ces coefficients ne le seront pas euxmômes. Or, il est aisé de voir que si, dans la dernière série, on remplace le sinus par son développement en fonctions de l'arc , le résultat sera de la forme
A -+- A, f -4- A, -4- A 3 f G -t- etc.,
et que l'on pourra appliquer aux coefficients A,, A a , \ v etc., la remarque que nous venons de faire sur A', A", A'", etc. En substituant au coefficient de d? sous le signe f\e développement qui précède , l'intégration donnera pour valeur de H
H = A - -4- A. — - -4- A. — A, — - -h etc. -4- const. : 1 '3 '6 7
et comme le second membre de cette équation s'évanouit, à la constante près, lorsqu'on y fait ? =o, on pourra supposer cette constante nulle en attribuant à la fonction H la môme origine qu'à son amplitude (*).
(*) Il n'est pas permis de supposer pour toutes les fonctions qu'elles s'évanouissent avec la variable. L'iutéprale f—^-— log. y, par exemple, au lieu «le devenir nulle quand ? = o, prend alors uue valeur infinie. On ne peut donc pas toujours prendre zéro pour valeur de la constante arbitraire.
2" De changer de signe avec leur amplitude, en conservant la même grandeur.
En effet , dans la fonction générale H , la différentielle df change seule de signe quand on écrit — f au lieu de f.
3° De n'avoir besoin d'être calculées que depuis ? = 0 jusqu'à
Pour le démontrer, soit f un angle quelconque : on pourra poser
f = f r dr et
i étant un nombre entier et a un angle qui n'excède pas 90°. D'où
df == rfc da, sin.? == ± sin.«cos.«V , et par conséquent
sin. a y =sin.'«:
substituant h df et h sin.'y ces valeurs dans la différentielle de H, il viendra , en intégrant ,
H (f) sa const. ± H (a).
Mettant au lieu de ? sa valeur tV ± a dans celte équation , puis faisant a = o pour déterminer la constante , on aura
H (t> ±«)«H (tV) ± H («) ; d'où 1 on tire aisément , en faisant a = 2 et i =■ 1 ,
H (r).SH (^) , H («-5) -«H (|) , et en général , en donnant à i et à a des valeurs convenables ,
Par conséquent , puisque
on en conclut
H(tV±«)==2tH ^ij ± H(«). La fonction déterminée qui répond à l'amplitude v= 2 est donc,
en quelque sorte , la fonction devenue complète. Nous la désignerons par
D , ou D(c) quand nous la considérerons comme une fonction du module c, pour les digamma ;
£ ou E(c) pour les epsilon;
K ou K(n, c) pour les kappa :
de manière que nous aurons
On verra par la suite ( §§ 16, 28 et 50) que les fonctions elliptiques peuvent être représentées par des secteurs de courbes fermées, symétriques par rapport à deux axes rectangulaires comme l'ellipse. L'amplitude , qui n'est autre chose que l'angle du secteur, se compte à partir du même axe que le secteur, et la fonction complète est le quart de l'aire totale. Les propriétés précédentes sont évidemment la traduction algébrique des propriétés géométriques de ces secteurs. Le secteur BCDF {fig, 1), par exemple, compté à partir du demiaxe AB, est égal à deux fois Taire BAC plus le secteur DAF, égal à son opposé par le sommet BAR , compté à partir de AB. Le secteur BCDS" = 4BAC — BAS", et BAS" = BAS si l'angle BAS" est égal h l'angle BAS compté de B en S; et ainsi de suite.
§ 10. Avant d'aller plus loin , nous ferons une remarque importante sur une transcendante que l'on rencontre fréquemment dans la théorie des fonctions elliptiques. Cette transcendante est représentée par l'intégrale
J 1 - GY
Si l'on considère — ? comme le carré de qV — 1 , on aura
P = • arc (tang. = Cp V — 1 ) const. ;
ce qui devient , en vertu de la relation générale
arc ( tan S- = * V/^î ) = * log. ({37)
qui lie les fonctions circulaires aux logarithmes ,
1 , M+-ty\
p = Te ,08 * \T^) - const - ;
mais si l'on effectue l'intégration en décomposant le dénominateur 1 — G^p* en ses deux facteurs 1 -+- Gp et 1 — Gp, on trouvera
const.
On comprendra ces deux valeurs de P en une seule formule , en écrivant
d'où il suit que si Ton veut que l'intégrale s'évanouisse avecp f il faudra déterminer le signe ambigu de manière à ce que P ne contienne point le logarithme d'une quantité négative.
§11. Occupons-nous maintenant de la discussion des trois transcendantes
/A •+- B sin. a v dj S* d? S* 1 df — / tang. 7 ±*. - , / -, C-4-Dsm.' ' f A ,/ A J a(L ■+- tang. ^ y a
qu'il s'agit de réduire aux fonctions elliptiques. D'abord, il est évident qu'à l'exception du cas où C serait nul, la première ne diffère pas de la fonction générale H , à laquelle on la ramène immédiatement en divisant les deux termes de la fraction par C. Quand C est nul , on a
/ A-t-Bsin.-v _ A p d- r B
Dsin. > ' ^ ~~ 5y sin.^.A D ' g * ? '
ce qui donne lieu à une nouvelle transcendante f^j^ '
Pour la réduire, je différence le produit a cot. f ; ce qui me donne successivement
— c 1 sin.e cos. 9. da cos.? d?
d ACOt.' f = r ~ - A.-^-l-
a sm.y Bin.'?
— C' COS. 3 ? rfy A'rfv
a a sin. a 9
— (c'sin. a ? cos.\+ a') a sin. y
rf ? rf y c'sin.' y .rf ?
(l-c'sin. 4 -,,)^ — +
Asin.\ Asin.' r d'où (*)
/' /^c' sin.'' r .rf- r — : = / a cot. - 7 = dig. - r — eps. ? — a cot. r . ASin.'y e/ A
La valeur de la seconde transcendante s'obtient en observant que
1 — cos.v (I — cos.-A' tan ff .'i ? = — = . , - ;
I -f- COS.* Sin
d'où
tang.'i r . - = /—V ~ / ~- 2 - /
a «/ a sin. y */ A «/ a sin. ^
Des trois intégrales du second membre , les deux premières nous sont connues, et la troisième s'obtient sans peine en posant c sin. y on trouve ainsi
cos. o a
a sin. <f sin. y
et finalement , toute substitution faite ,
/d-j tang. a {? — = 2a tang.£? -4- dig. ? — Seps. - r .
C) On peut voir au § 14 une manière plus directe d'obtenir cette intégrale.
ntp. . nous frirons ? —
cos. y
Pour réduire la troisième transcendante , nous écrirons ?- . !?M au
' 14- cos.»
lieu de tang.'J^; ce qui donnera
J aft -+-tang. a £î> A J afL + \ + (a(t— l)cos. ? A
Posant, pour abréger, =A, il vient pour l'intégrale précédente
(2) 1 p . rf?
ai*. — \J h cos. ? A
1 f*(h — cos.p) ( 1 cos. y) d?
Xfl — \J h* — C0S. 3 v A
h — 1 -4- [h — 1) cos. » -+- sin. a © dy
sin.'ç» a
Sous cette forme , elle dépendra de
*h — 1 sin.*? df
A 1 — 1 •+- sin. a ? a
la même que
A B sin.'y df
C B sin. 2 ? A que nous venons de discuter , et de
cos.? dy
h ! — 1 sin. a © a Cette dernière expression s'intègre avec facilité en posant
h 1 — 1 = m , siu.? =
Vf -f- y 2
y étant une nouvelle variable. On obtient ainsi
K 1 ' ' ' J h' — 1-4- sin.* r a
arc ( tang. =
\/m-\ m ! c \ sin. f .l/m-»- wV
Si Ton avait A 1 — 1 =s o, ce qui répond à a = o , celte équation se réduirait à
/cos. <p.d? A sin. V a sin.p
Dans le casde an -f- 1 = o, on a A=o, m = — 1 et la formule (S) devient
/* . ? arc (tang.= =^=V
c /_l H _ 81 n.v f A \ sin.^-(l-c')i
mais , à cause de la relation 1 = o'-»- c a entre le module c et son complément b t ainsi que de la formule générale
areftang. =s|/— 1) = \ log. I- ,
il vient simplement
p cos. ? df J_ / fesin.y h- a \
y _l H_sin.\ ' T ~~ ~ 2Z> ° 8 \ fcsio. ? — a/
Observons à l'égard de cette dernière équation , que la quantité entre parenthèses est essentiellement négative , car on a
a = \^ 1 — c* sin. a ? = V cos.*? o a sin.'y ,
et, par conséquent, osin.y <a. Mais si Ton fait /? = ^il^£ ? on reconnaîtra que l'intégrale cherchée revient à — \J\~-i et qu'ainsi on devra changer le signe de la quantité h sin. y — A, en vertu de la remarque que nous avons faite au § 10 , si l'on veut que l'intégrale s'évanouisse avec pou, ce qui revient au même , avec l'amplitude f. Dans le cas de a a — 1 =o, la formule (1) devient
~— = 7 dig. ? -arc sin. = csm. r ) •
(an 1 ) a a/u. -4- 1 L c -J
§ 12. Lorsque la constante a est imaginaire , m qui est une fonction de a devient également imaginaire ainsi que la fonction circulaire qui entre dans la formule (8). Dans ce cas , l'on commencera par mettre cette fonction sous le forme A -4- B V — 1 , A et B étant des
quantités réelles , par les méthodes connues. On remarquera ensuite que le polynôme qui a fourni le facteur
en contiendra nécessairement un autre de la forme
qui donnera lieu à une seconde fonction circulaire dont la combinaison avec la précédente donnera un résultat réel. En effet, dans le § -4, au lieu de décomposer la fraction rationnelle P en facteurs de la forme , N et o pouvant être imaginaires, nous eussions pu la
décomposer en facteurs de la forme
M -t- MV
M, M', a et j3 étant toujours réels; de cette manière, la fonction J aurait dépendu d'un certain nombre de transcendantes élémentaires de la forme
M -+- M' du-
réelles de leur nature, puisqu'elles ne contiennent que des coefficients réels. Par conséquent , si un autre mode de décomposition fournit des transcendantes qui renferment des termes imaginaires, il faudra nécessairement que ceux-ci se détruisent entre eux soit immédiatement , soit après qu'ils auront été développés en séries.
§ 18. Résumé. Les trois transcendantes
/'dx p a dx r 1 dx R~' J * TT' J x* + a ' TT
dont dépend, en dernière analyse, l'intégration de la fonction générale
ri"
R -, peuvent toujours être réduites soit à des fonctions connues,
soit aux transcendantes elliptiques. Les valeurs de .r a qui serviront à opérer cette réduction , seront de la forme
A h- B sin.'o x 1 = -,
C -»- D sin. a
ou
x* — M tang. a i f si le radical ramené à la forme V 1 ± &x* yx k offre la relation
§ \A. Théorème. Si Q est une fonction rationnelle paire de sin.?, la formule J % -^- pourra toujours se réduire aux fonctions elliptiques.
Démonstration. Si Ton pose sih. ? = on obtient immédiatement
/rf? f* dx A J V~~\ — (l -t- c a )3r a ic a x*'
et Q étant une fonction rationnelle de sin.'?, devient une fonction rationnelle de x*. Ainsi l'intégrale cherchée dépendra de la formule y" P R x , et se trouvera, par conséquent, sans difficulté en réduisant celle-ci aux transcendantes elliptiques qui en constituent la dernière expression. Mais on y parviendra d'une manière plus directe par la méthode suivante.
Considérons d'abord le cas où Q serait une fonction entière , et soit
Q = A-4-Bsin. a <f -t-Csin. 4 ?H- etc. ; y^iiueviendra kf—~ ■+■ B p«tÙ± + C fH^+«c.;
mais en différentiant la quantité a cos.y sin. 2 *- 3 ^ , on trouve aisément la formule
A COS.fr siu.2A-3 ?== (2*--3) J ** 1 "' 2 *"''*-*?
sin. 2A fr.</',
d'où il suit que tous les cas de l'expression
sont ramenés aux deux suivants
/sin.°w . d ? pdv _ _ =y _ = d, e . ? ,
Soit maintenant Q une fonction rationnelle quelconque de sin.*? : après en avoir extrait la partie entière et l'avoir traitée comme il vient d'être dit , le développement de la partie fractionnaire pourra toujours se faire de manière que chaque fraction partielle soit de la forme
(l -+- nsin. J - r )*'
n et N étant des coefficients constants réels ou imaginaires ( voyez la note I r0 ). Il s'agira donc de réduire la formule
(l nsin. a ç,)*A
aux formules les plus simples de la même espèce. Or , si l'on différentie la fonction
A sin. ^ cos. y (1 -4- n sin.'î.)*- 1
on trouve pour résultat
d'f 1(1 ■+- nsin.^) 1- *[1 — (2 •+- 2c 1 ) sin.'y -*-8c*sin. 4 y] ) A (-f-2n(l— *)(l^-nsin. a - r )-*[sin.>— (l-t-c^sin.^-j-c'sin. 6 ,,]) *
Faisant 1 -t-n sin. a y = a, d'où sin.'f — 1 ^, et substituant dans le polynôme entre accolades , on pourra lui donner la forme
Remettant alors au Heu de s sa valeur l -\- n sin.% , multipliant le résultat par ^ et prenant l'intégrale de chaque terme, il viendra
Asin.vcos.? s* d?
(î^-n~sm.%)*-«~ = J [\ -4-nsin.' ? )*A
■+- n sin. a ' r )*- 3 A '
formule dans laquelle A , B, C et D représentent les valeurs suivantes
/ 1 -♦- c* Se 3 \
D=-(2*-S) Si l'on y fait * = 2 et que l'on pose , pour abréger,
on aura
2* cf ? a sin. y cos. ?
(l -t- n sin.'^'A 1 -f- n sin.'p
\ n li 7 / P * ? i? y( l ^ n8,n - r)
Mais, au moyen de la formule (4), on trouve
J*(\ -4- n $in.» ? ) ^ = ( l -h ^ ] dig. ? - ^ cps. - f ;
par conséquent
V ' nj{\ -f-»sin.' r )'A
Asin. ? cos. ? fi c'x 1 /, a+Sc' Sc'X
Si l'on fait A= 1 dans la formule (4), on tombe sur la valeur de AA- trouvée au §11.
§ 15*. Les formules (4) et (5) offrent le moyen le plus sur et le plus facile de ramener l'intégrale J % ^^- aux fonctions elliptiques, chaque fois que l'on n'aura pas simultanément R = l ± 0x* y.r 4 et /3' — 4y<o. En effet , les valeurs de x* qui servent à opérer la réduction de ce radical étant alors de la forme
A -4- Bsin.'o x * — I
~C-v-Dsin.V
leur substitution dans le polynôme P n'y introduira que des puissances paires de sin.y , et l'intégrale proposée prendra immédiatement la (ormeJ^Z.
Il n'en sera pas de même dans le cas d'exception précité : alors le radical affectant la forme
R = V\ -f- 2/*r' cos.0 -+- ft*x* (§6) , il faudra prendre
1 11 — COS
x l = ~ tang. a £y = — ,
fi fi 1 COS.?
valeur que l'on ne pourra substituer dans P sans y introduire des puissances impaires du cosinus.
Pour éluder cette difficulté, on cherchera d'abord à transformer le radical de manière à ce qu'il offre le produit de deux facteurs binômes réels. Ou y parviendra par l'hypothèse
fix y -+- cos.0 + K 1 + 2jKff' cos. 4 [Sx* = %f ,
qui donne
Vy — cos. a £ ô) sin.' £4)
où Ton voit qu'en effet les deux facteurs de la quantité sous le radical sont réels. On voit aussi que la moindre valeur de y étant
COI
suivante , où l'on a fait c=sin. £4 ,
cos. \ â, on pourra faire y = co ' t * ■ , ce qui donnera la transformée
/dx i_ r d ?
et deviendra
1 / cos.'£9 sin.'ô. cos.'g \
jr a = - -—2 cos. 4 — — •
fi \ cos. f 4 cos. ^5 /
En substituant cette valeur, on atteindra , à la vérité , le but proposé ; mais cette méthode a l'inconvénient de rendre le polynôme transformé Q, d'un degré double de celui du polynôme P. C'est pourquoi , nous pensons que , cfans le cas d'exception dont il s'agit , il est plus avantageux de ramener l'intégrale J aux trois transcendantes
/dx px^dx s* dx R" 1 J ~FV(7"^)r ;
sauf à réduire ensuite ces transcendantes, soit aux fonctions elliptiques, soit aux logarithmes et aux arcs de cercle.
CHAPITRE III
Propriétés générales des digamma de même module.
§ 1 6. La première et la plus simple des fonctions elliptiques est J* — , que nous avons nommée digamma, et dont nous allons donner une représentation géométrique ( voyez la note II).
On sait que l'aire mixtiligne comprise entre un arc de courbe et les deux rayons vecteurs qui le terminent , a pour expression { J'p*d?, en désignant par p le rayon vecteur et par y l'angle compris. Si nous posons l'égalité
l'équation polaire que nous en déduirons
l/l— VsmS 9
sera celle de la courbe CBED (fig, 1) qui jouira de la propriété que l'aire RAB sera égale au digamma de l'angle y. Nous l'appellerons la fausse ellipse , à cause de son extrême ressemblance avec l'ellipse , courbe à laquelle il est donc naturel de la comparer.
L'équation de l'ellipse dont le demi-grand axc=l, le demi-petit axe =3 b, et l'excentricité = c, est y a -f- b 3 x" 1 = o a : si l'on prend le centre pour pôle , et qu'on représente par y l'angle entre le rayon vecteur R et le petit axe , l'équation polaire de cette courbe sera , puisque y =R cos. y et .r=R sin y ,
V/l-c' sin.' 4 ,
d'où l'on conclut cette relation
qui subsiste pour toutes les amplitudes et pour tous les modules. Il s'ensuit aussi que , si l'on construit une parabole dont le paramètre = ses abscisses représenteront les rayons vecteurs de l'ellipse, et ses ordonnées ceux de la fausse ellipse.
Nous proûterons de cette propriété pour construire la fausse ellipse par points. Après avoir construit l'ellipse cbed , que nous nommerons l'ellipse génératrice, dont le graudaxe=2et l'excentricité = c, et mené autant de rayons vecteurs que l'on voudra , on prendra sur la ligne indéfinie Dx {fig. 2), deux longueurs AD , AF égales entre elles et à 2 l /; . Alors, si Ap représente un rayon vecteur de l'ellipse, pm représentera le rayon vecteur correspondant de la fausse ellipse, pourvu que Fm ait été pris égal à Dp.
En effet , par cette construction , le point m appartiendra à une parabole dont la directrice sera DE , le sommet A et le foyer F.
Soit 2a le grand axe d'une ellipse quelconque : l'équation de la fausse ellipse devient
l-V— c 1 sin. 3 ?
si l'on y met , au lieu de l'unité , les puissances du demi-grand axe a qu'elle doit représenter pour que l'équation soit homogène. Faisant successivement r =oet ? = 90°, on a pour valeurs du demi-petit axe et du demi-grand axe de la fausse ellipse
d'où
VA* cos.>h-B4 sin.^y
C'est l'équation générale d'une fausse ellipse de dimensions quelconques , rapportée à son centre et a ses axes.
§ il. La propriété la plus remarquable des diçamma fait l'objet du théorème suivant :
Étant données deux amplitudes $ et <p , on peut toujours assigner algébriquement une troisième amplitude telle que
dig. ? dbdig. £ = dig.ya.
En différentiant l'équation précédente dans l'hypothèse de (a constant (ce qui est permis , car les variations de y peuvent être attribuées a celles de la seule amplitude f) , on obtient
d>j dp
aurons
► IaIIo nno rit
Choisissons une nouvelle variable t, telle que dt — -£r- : nous
= — c'sin.^cos.y , j— = — c'sin.^cos. f .
dt 1 dt
Si Ton prend p — ? , o= y — </< , il viendra
v = i(^ + 9 ), * = d> ? + d^ = d'p, d^-d^âq;
dp
( 1 ) — = — -1 c* [sin . (/> -4- q) si n . [p — g)]=— c'sin .pcos.q,
dt*
(2) — = — ic'[sin.(p-^)-sin.(/> - o^-c'cos-psin.o.
Mais on a aussi
dp dq df* df*
dt' dt == dF~dF == ~ cl ' sin *' f ~~ sin • :, rf == ^ c, ( cos - cos.2^)
= 4c'[cos.(p-<-ç) — cos.(/>— g)] = — sin. p sin. g :
divisant les équations (I) et (2) par
on aura
dp dq
dt dt r i>
du cos. a du du cas. u
— — = , ou — - ^ - , ;
dpdq sin. q dp sm. q
d q cos.w d q dp cos. p ou -—
dpdq sin./> r/^ sin. p
Ces deux résultats s'intègrent , et donnent, en désignant par x et par x des constantes arbitraires ,
dp dq Iog.-~ = log. sin.g-+-log.a, log.—- =: log. sin. p log. x ; dt dt
et , passant aux nombres ,
dp . dq .
— -=asm.g, — z= x siti.p.
a* dt
Remplaçant g, ^ et ~ par leurs valeurs, on aura
(S) a (y) =f A (f) — * sin. ( ? — <f).
W a (?) ± a sin. ( ? -+-*).
Chacune de ces équations est une intégrale de l'équation différentielle dont nous sommes parti ; mais on peut en obtenir une troisième qui sera plus simple , en éliminant dt entre les équations
dp dq
-~ = x sin . q , = x sin. p :
dt * dt r
la résultante
xdq sin. 9 = x'dp sin. jj,
et son intégrale
x cos. ç = x' COS. /ï -4- x" ,
conviendront à l'équation différentielle, lorsqu'on aura réduit à une seule les trois constantes arbitraires x , a et a".
Pour y parvenir, je remarque que , puisque <p = 0 donne dig. } = o, U suit de l'équation hypothétique dig. r rh dig. ^ = dig. /u, que/u est
ce que devient Tare y dans l'hypothèse de -p = o. Les deux intégrales (3) et (A) donnent alors
=P I -4- à{fA , Zfc 1 A (/*)
sin.ytc sin.^.
mettant ces valeurs dans l'équation « cos. q=a' cos. p-t-a", qui (dans l'hypothèse actuelle où p — q = devient (a — <x')cos. /te— a", nous aurons
COS. fJL
sin. /et '
substituant ensuite dans a cos. g = a' cos. p après y avoir mis
? H- ^ et ^ — f à la place de p et de q, nous obtiendrons
cos. — [q= 1 -4- à (/<)] =cos. <p) [dz 1 -H A (/tf)] zp2 cos. /t<; résultat qui se réduit à
(5) . . . . cos. > r cos. ^ipsin. % sin. | a(,u) = cos./u.
§ 18. Le premier usage qu'on peut faire de cette équation double, consiste à trouver l'arc jx qui répond à la somme où à la différence des digamma de y et de -p, lorsque ces arcs sont connus. Il faut , pour cela, résoudre l'équation (5) par rapport à sin. p. ou h cos. /tt j mais on arrivera plus facilement au résultat, en mettant dans les équations (3) et (4) les valeurs de a et de a rapportées plus haut, et en éliminant successivement a (/u.) et sin. /x. Pour éviter les embarras du double signe , nous opérerons ces calculs avec les signes supérieurs seulement : nous obtiendrons de cette manière , après les réductions et les développements nécessaires ,
sin.'ti cos.> — cos.'œ sin.'^
sin . fi =
sin. y cos. f a (f) — sin. </- cos. ©A (?) * sin. f cos.$± (?) — sin. <p cos ? a (^)
sin. ff cos. «£A — sin. <p cos. ?a (p)
On multipliera ensuite les deux termes de chacune de ces fractions , par sin. f cos. </,A (p) -+- sin. f cos. ?A ( r ) , et on les divisera en même temps par
sin. ''y cos.' £ cos.'f sin. ,
en observant que cetle quantité n'est autre que
(1 — COS. *f) COS. > — ( I — COS. \) COS. 'ç> s= COS. > — COS. ''y ,
(1 -- sin.» sin.>— (1 — sin. * f ) sin. 'f = sin. > — sin. ^ : il viendra , pour lors ,
sin. f cos. <^a ( j ) ■+■ sin. ^ cos. yA ( - r )
(a) . . . . sin.yu
1 — c 1 sin. 'y sin. a ^
A (r) ù (f) — c'sin.j» sin. ^ cos. y cos. «/>
1 — c 1 sin. y sin. J $
Substituant cette dernière valeur dans l'équation
cos. f cos. <p — sin. y sin. A (/u) = cos. yu ,
on aura
cos. o cos. f — sin. y sin. 4, A (< r ) a (a)
(c) . . . . cos.ju — — — - — : — ;
1 — c sin. \ sm. 3 ^
d'où l'on déduira
m\ . tang. y A(^)-4-tang.f A(>)
(a) ... . tang./< = — - — - — - •
w 1 — tang.y tang. a (y) a(
Dans le cas où l'on considère les signes inférieurs (ce qui revient à changer -4- ^ en — <p , et par conséquent
sin. * , -4- tang. ■+■ dig. 4, ,
en
— sin. <p, — tang. — dig. |,
tandis que les fonctions cos. ^et a ($) restent les mêmes), on trouve , en vertu de ce qui précède ,
sin. y cos.^a ( — sin.^ cos.yA (- r )
sin. ft =
COS./i =
(e) lang.^ = j
1 — c' sin.' y sin.'f A ( ? )a (|) -4- c'sin.y sin. cos. ? cos.^
1 — c 1 sin.' y sin.> cos. y cos. sin. y sin. 4 a (^) a (f )
1 — c' sin. J y sin. if tang.yA (|)~ tang.^A( ? )
tang. r tang. |a( ? ) a(*)
§ 19. La construction de l'ellipse génératrice facilite beaucoup celle des formules (d) et (e), qui donnent la tangente de l'amplitude jx correspondante h la somme ou à la différence de deux digamma. La formule (d) , par exemple, donne ^= ? ' -4- quand
tang. / = tang. - f A(^), tang. p' = tang. <l>±(ï) :
or, si l'on construit à la fois l'ellipse cbe (fig. 1), et le cercle epe dont le rayon est l'unité , on aura
tang. < r =«»/>, ±{ï) = ■-=:',
tang. * = m'p, a ( r ) = — ;
Ar
d'où
tang. '/ : mp bl Ar' ,
tang. y' : w'/> : : o : Ar.
De cette manière, on pourra construire par leurs tangentes trigonométrîques , les angles •/ et dont la somme /x repond à l'aire BAS , égale h la somme des aires R'AB et RAB.
Si l'on fait fi — \* dans la formule générale
dig. (y)-+-dig. (*) = dig. (fc),
les deux fonctions seront en quelque sorte compléments l'une de l'autre, puisque leur somme est égale à la fonction complète D. Alors on aura immédiatement, par la formule (Sj du § 17 , l'équation
b tang. ' f tang. ^ = 1 ;
d'où l'on déduit , pour Pcxpression de | en > r ,
cos. v b sin. - r b
sin. -p = — r-, cos. * = — — , A ; = — • * (?) (r) A ( ? )
Si l'on prend les angles • et ; l'un au-dessus et l'autre au-dessous
du petit axe de la fausse ellipse, le secteur qui répondra à leur somme , sera équivalent au quart de Taire de cette courbe. De plus t les deux rayons vecteurs p et / qui correspondent à ces angles , sont liés entre eux par une propriété que nous allons démontrer. D'après le § 16 , nous avons
|/a 4 cos.^h- U 4 siti. a y KA* cos. > sm.>
L'équation de condition l=fctang. ? lang. ^, devient a=b tang. - r tang.<^, quand le demi-grand axe de l'ellipse génératrice n'est pas égal à l'unité. Remplaçant o et b par leurs valeurs, déduites des équations
/lia* b
A — , R=Vîa
que nous avons trouvées au § 16, il viendra
A 3 cos. r cos. $ — B* sin. ^ sin. ^ = o :
multipliant entre elles les valeurs de p^eide /»'% l'équation précédente réduit ce produit à
AB
propriété analogue à celle des diamètres conjugués daus l'ellipse.
Le secteur RAB (fig. 1) de la fausse ellipse, étant toujours moindre que le secteur correspondant pris sur le cercle dont le rayon est p = AR , et plus grand que le secteur correspondant pris sur le cercle dont le rayon est AB = B , on a
<%• ? < -, dig. y > y.
Lorsqu'on sort des limites assignées à la constante c. la transcendante digamma change de nature, et se réduità des fonctions connues. Ainsi
= dig. v
V 1 — c'sin.'V devient , quand c = o ,
c'est-à-dire que le di gara m a est alors l'amplitude même. Dans le cas de c= 1 , on a
«/l/l-c'sin.'y ycos. ? U-sm. ? 7
§ 20. Puisqu'au moyen des formules du § 18, onpeutlrouver l'amplitude de la somme ou de la différence de deux di gamma , il est clair qu'on peut résoudre sur la multiplication et la division des secteurs de la fausse ellipse, les mêmes problèmes qu'on résout sur la multiplication et la division des arcs de cercle. On peut donc se proposer le problème suivant:
Assigner l'amplitude f„ , correspondante à un digamma qui mille n fois le digamma d'un arc donné f.
C'est, comme on le voit, déduire la valeur de de l'équation transcendante
Considérons d'abord le cas le plus simple , qui est celui de la duplication : il suffira de faire <p = ? dans les formules du § 18 ; ce qui donnera
2 sin-y cos.^-a(^)
sin. f =— - — — ,
1 — c'sra. 4 ?
1 — 2sin.\ -h c'sin. 4 y COS. Yi == —
tang. ( y J
1 — c'sin. 4 ?
1 — 2e ï sin. a ? -+- c'sin. 4 ^ 1 — c^sin. 4 ^ 2tang. ? A( r )
1 — tang.'y c'sin.'y tang, a y
Mais , à l'aide de la formule de trigonométrie
1 — cos. x
taiig.* x = — : ,
sin. x
la dernière expression se remplacera avec avantage par la suivante
tang. (i' r ,)=taiig. ? A(- r ).
En suivant cette marche , on trouvera successivement el , en général 9
tan &- U?™) = tan &- (?J M?J-
Essayons maintenant de résoudre le problème inverse de la duplication , c'est-à-dire de déterminer ? au moyen de Pour cela , il faudra résoudre par rapport à sin. , l'équation
1 — 2sin.'ç, h- c'sin. 4 ^
fi =
en se rappelant que
cos. y, = j-— :
A (?,) = V / l-c ï sin. î ' r , , on trouvera successivement
,i„. - ld =MrO [ldrA(, 3 )] [lrpA^JJ
c J (l+cos.' fï ) c'(l- t -cos. fî )[lz F A( ? . i )] sin.'
sin.^. =
2co8.'i ?J ,Llq=A( ?a )]
sin. sin. i- ^,
Cette formule donne pour sin. ? deux valeurs, parce que l'angle ? a et son supplément ont le même sinus. Si l'angle <p , est aigu , on prendra le signe inférieur, puisque c'est celui qui donne la plus petite valeur pour sin. f . En appelant, par analogie, l'amplitude du digamma qui est égal à la moitié de celui de f , on aura
sin. a ?
sin. ?x
Si l'on fait c sin. r =sin. £, ce qui donne a (y) = cos. £, on aura plus simplement
sin. i ?
sin. i. i ,
r ' cos. K '
et Ton satisfera ainsi à l'équation
Passons à la recherche des amplitudes correspondantes à des multiples quelconques de dig,?.
Soient deux amplitudes qui, d'après la notation
adoptée, répondent aux fonctions
»g- (»-<-*) di C- * di g- ? = d «g. (?«) <%• (?/),
dig. ( rn _ J = (»- 0 dig- V = » <%• f - * <%• ï M - dig. :
nous pourrons faire usage des formules du § 18, en y écrivant au lieu de - t , et y. au lieu de ■} ; ce qui donnera
sin. (v„)cos. (tri) a rb sin. (- r ,)cos. a (- fn ) 8IU * (r "=b' } ~ 1- C 'sin.'( y „)sin.'(f/) '
cos.(?,,)cos.(? t ) q=sin.(v„) sin, (y,) A (?„) a („) cos> ton*:? — 1 -c'sin.'^sin.'y ;
d'où
2sin.( ?/t )cos.(^ )A( v/ ) «o. ( W| ) -h «n. ( ?n J ~ i — T - i -^ in — ,
COS. ( ?B ) COS
«»• +COi -^-i» Œ l-^i„.-(. rli )«n.-y 1 *
et, en divisant ces deux formules l'une par l'autre ,
tang.£( w , -t- r„_ < )= lan g'(r«) A (v.)- Soit , pour abréger,
2A( r )cos.» r =/), 1 — c' sin.* r = </, c sin. 4 v — r .*
on trouve , pour la suite des sinus , P .
sin.o, = — si n -j ,
» — rt'
sin «f 3 = — ~ sin. ? ,
q — rp*
s.n. P4 = fgs.n.y,
et pour celle des cosinus , on a , en faisant de plus s — \ — 2sin. a ? r=2cos. i î . —9:
COS.y, = - .
cos.^ = ; — cos. v ,
q -rp
_ r(»V-Vy»)(^-^i-fp') -»
etc.
Connaissant la suite des sinus et des cosinus , il sera aisé d'en déduire celle des tangentes , des cotangentes ou de telles fonctions trigonométriques que l'on voudra.
Lorsqu'il s'agira de calculer fH par le moyen de ? , on emploiera la formule
tang.* ( ?n+| + = A taDg. ?n ,
d'où l'on tire
tang. | f 3 =>Atang. ? , tang.(i ?3 - + -i î; ) = Atang. ?a , tang. (i ?4 -f- 1 ?a )= a tang. -j.- ? , etc.
On connaîtra ainsi successivement, par un calcul très-simple, les valeurs de y,, ? 3 , etc.
§ 21. La division d'un digamma donné en un certain nombre de parties égales , est un problème algébrique qu'on résoudra par le développement des formules qui servent à la multiplication. On a déjà vu les formules pour diviser par S ou par une puissance de 2. Supposons qu'on veuille diviser en trois parties égales un digamma quelconque : on désignera son amplitude par f 3 , et <j> sera celle du tiers de ce digamma. On aura donc pour déterminer sin. y, l'équation
sin.( ?3 )= V — — sin. ?
q —rp
4(1— c T sin.%)(l— sin.\)-(l-c'sin.^) a .
~~ (1— c 9 sin. 4 - r ) a ~4c , sin. 4 v (1-c , sin.\)(l-sin.\) Sm,?,
qui s'élève au neuvième degré. Elle serait du vingt-cinquième pour la quintisection , et ainsi de suite.
Les équations sont moins élevées de moitié, lorsqu'il s'agit de diviser un digamma complet en un nombre impair de parties. H en est , à cet égard, de la division des digamma comme de celle des arcs de cercle: tandis que la division d'un arc quelconque en m parties égales , exige la résolution d'une équation du w m0 degré , celle du quart de circonférence n'exige que la résolution d'une équation du degré
Supposons , en général , ^=|t, afin qu'on ait dig. f — ~ D : en faisant
D = dig. o
on aura
dig. ? -v- dig. ?n t = D,
et, par conséquent (§19),
otang.y tang. ?n _, = l ;
d'où l'on déduit
^"g-fn^.— ^^-f^ang-y^ ^^^^-'rst^S-^.s^ £ cot *'r5> elc -
Si Ton change successivement n en n — 1 , n — 3, n — 5 , etc. , dans la formule générale
tang. (i VjH .i * ) = a tang ?|| ,
démontrée au § précédent , il viendra (à cause de ?a s=$T )
tang. (£ r -t- 1 ?n 2 ) = a tang. ?n _ ( = ~ cot. ? ,
lan C-(*?„_ 2 + * ?„_ 4 ) = A ?„_ 3 cot ' ?a ' etc.
De là résultent des formules assez simples pour déterminer » ?n-4 » etc * » développant celles qui donnent cot. ? 3 , cot. ? s , etc., on aura , par la rencontre de ces deux suites, l'équation qui doit déterminer y , et le calcul sera moins compliqué que par le développement de sin. ou de cos. r „.
Par exemple , lorsque n = 5 , il faudra éliminer £ r3 entre les deux équations
tang.(£ f 3 )=jCot. y , tang.(i ?3 -f4 v )= a tang. ^ = —cot. ^3, et mettre ensuite, au lieu de cot. ? 3 , sa valeur
cot. f
déduite des équations du § 20. Cependant , il sera plus avantageux , dans ce cas particulier , de remplacer tang. o a par sa valeur
2 a sin. ? cos. y
1 — 2 sin.* y -h sin. 4 ? ' tirée du même paragraphe. On obtiendra ainsi, en faisant sin. ?=#, }+x __ l-t-2# — 2c'# 3 — c*x k
équation pour la quintisection de D , laquelle , étant entièrement développée, montera au degré 12 = ^"-.
§ 22. Nous venons de voir comment on trouve la relation entre ?/1 et y pour que dig. (yj = n dig. y , n étant un nombre entier. S'il fallait trouver la relation entre - f et >p pour que dig. | = ^ dig. », m et n étant entiers, on prendrait un angle auxiliaire w, tel qu'on eut à la fois * dig. |=dig. a, et m dig. ^ = dig. a. La première condition donnerait une équation algébrique entre les sinus des angles p et cj ; la seconde en donnerait une entre ceux des angles ^ et a : d'où , éliminant a , on aurait la relation cherchée entre f et En général , on pourra toujours satisfaire, par une équation algébrique, à l'équation transcendante
m dig. y n dig. 4 j> dig. u -t- etc. = o.
Pour le démontrer , nous poserons
m dig. f =: dig. / ,
n dig. ) = dig. ^ ' ,
p dig. « = dig. «' , etc. j
ce qui donnera
dig. / -4- dig. </ -+- dig. a' -4- etc. =■ 0.
La question sera ramenée à trouver les relations algébriques qui correspondent aux équations précédentes : or , on sait comment il faut s'y prendre pour les premières ; et quant a la dernière , on la décomposera en d'autres qui n'aient que trois termes. Supposons, pour fixer les idées , qu'elle n'en ait elle-même que trois : on posera
et il viendra
dig. fi! h- dig. w' = o.
En chassant y! des équations algébriques qui correspondent à cellesci, on obtiendra une résultante algébrique entre les sinus et les cosinus des arcs y', y et a. On la combinera avec les équations algébriques qui répondent aux équations (6) , pour éliminer y', ^' et w', et l'équation finale sera la relation demandée.
§ 23. Étant donnés le modulée et l'amplitude y, on peut trouver, par une construction géométrique assez simple , l'amplitude y n qui convient à la fonction dig. (c, f n ) égale à n dig. (c, ? ).
Construction. Sur la circonférence, décrite du centre C(fig. 3) avec un rayon égal à l'unité, prenez l'arc AM 1 égal à 2* ou 2?, ; prenez ensuite , à compter de la même origine A et dans le même sens , l'arc AM,M a égal à2? a ; tirez la corde M t M a , et divisez en deux parties égales l'angle AM,M a , par une droite M,D , qui rencontrera en D le rayon AC prolongé. Du point D comme centre , et du rayon DO, perpendiculaire à la corde AM, , décrivez une seconde circonférence qui touchera les deux cordes AM t , M,M a . Cela posé, si du point M 3 , on mène au petit cercle une troisième tangente M,M 3 , qui rencontre la grande circonférence au point M 3 , ce point M 3 déterminera l'arc AM 1 M a M 3 = 2? 3 , dont la moitié y 3 servira à la triplication du digamma de p; de sorte qu'on aura
<%• (c, f3 ) = 3dig.(c, y ).
De même, si du point M 3 , on mène une nouvelle droite M 3 M 4 , qui soit à la fois tangente au petit cercle et corde du grand , on connaîtra le point M 4 , qui déterminera l'arc AM I M a M 3 M 4 = 2? 4 . Continuant ainsi indéCniment , on formera un polygone , dont chaque côté sera tout à la fois inscrit dans la grande circonférence , et circonscrit à la petite. Ce polygone déterminera, par les sommets M,, M a , M 3 , etc., de ses angles successifs, tous les arcs 2?,, 2 ?3 , 2? 3 , etc. , dont l'origine est commune en A, et qui, à compter du second, serviront à multiplier le digamma proposé par les nombres 2, 8, 4,5, etc. , jusqu'à telle limite qu'on voudra ; d'où il suit que v par une construction géométrique qui n'exige que la règle et le compas , on peut parvenir à déterminer l'amplitude y n , qui satisfait à l'équation
dig. (c,y„)t=:ndig. (c, f ) ,
n étant un nombre entier quelconque.
Les données dont nous avons fait usage, sont l'amplitude et l'amplitude ? a de la fonction double dig. (c, ?a ). Pour construire cette dernière amplitude , nous remarquerons que, par le § 20 , on a
tang. i ?J = a( ? ) tang. - r .
Cette expression étant comparée à la valeur de tang.?'=tang. f^ du § 19, on voit sur le champ que, si l'on prend ^=y, devient égal à l? a . Par conséquent, en vertu du méme§, on aura la proportion (fig. 1)
tang. £y, :»!/>:: Z> ; Ar;
ce qui réduit la construction de tang. \ ? , , à celle d'une quatrième proportionnelle , et du rayon vecteur de l'ellipse génératrice.
Démoîistr at ion . Pour plus de généralité, fious supposerons qu'après plusieurs circonvolutions du polygone , les deux sommets consécutifs M a etM 3 , représentent les extrémités des arcs 2y«_i, 2^„. Si le polygone n'avait pas achevé une révolution , pour parvenir du point A au point M, , l'arc AM 3 M, serait 2r — 2?„_i ; si, pour arriver au même point M, , le polygone a fait i révolutions , le même arc AM 3 M a sera
Dans cette dernière hypothèse , qui s'applique à tous les cas, Parc AM 3 sera pareillement 2r («-*- 1 ) — 2?„.
Nous dénoterons, pour abréger, par e la distance CD, et par r le rayon DO du petit cercle.
Joignons , DM, , DM 3 , AM, , AM 3 , pour former les triangles ADM,, ADMj, DM, M 3 . Dans le triangle ADM, , on a , pour les deux cotés AD et ÂM a ,
AD=l-t-e, AM a = 2sin.£ arc AM 3 M a = 2sin. (ri-*- x— ?„_,)
e=2sin. f n _ x cos. ri.
L'angle compris DAM a a pour mesure
* BM a = i ( AM 3 M, -*) = ri + ^- ^ ,
et le troisième côté DM, , est donné par la formule
(DMJ 1 = ÂD a -f- ÂïC — 2ÂD X AM, cos. DAM, = (l-+-c) J -+- 4sln.' î ; n _ I
--2(l-»-e)x2sin.' r/f _ i cos. Ttcos. ^*-+-^— J •
Mais
cos. | ni ~ — s= cos. r» sin. :
donc , en réduisant et en observant que cos. Vi = 1 ,
et semblablement
(DM 3 ) a = (l+e)» — 4«8in.V
Avec le s deu x cAtés DM a et DM 3 , que nous appellerons p et g, et le troisième M a M 3 =2sin.( ? w — ? )— y , on trouvera l'aire du triangle , par la formule connue
Cette même aire ayant pour expression | ry, on aura
substituant les valeurs
y=2sin.( ?rt -?„_,), /j'-+-^ = 2(1 -t-e)' — Msin.V-t-sin. 5 ^.-^ ^-^^^(sin.^.-sin.^.J^^sin.^^^Jsin.^-^J, il viendra
~4e'sin.'( ? „ + Pn _ i ),
ou
r^cos.'^-^Jn-Secos.^-^Jcos.^^
+ « , coa.'( ?H -h ?ji _ | ); et , en extrayant la racine carrée, on obtient ce résultat .très- simple r = cos. ( ?n - y n _ t ) e cos. ( ?H ) ,
ou
r= (l + c )cos. ïn cos. + (1-e) sin. ?/l sin.
Maintenant , si l'on se rappelle que l'équation transcendante
diç.ft — dig. v = dig. ? , „
est satisfaite par l'équation algébrique (§ 17)
cos. /cicos. v -+- sin. yusin. v. a(^)=cos. y ,
on voit qu'en faisant /* = y n , et » = , l'équation précédente s'accorde avec la valeur que nous venons de trouver pour r, si l'on a
— =Mr), et ^—i-f:
il nous reste à prouver , que ces deux équations sont précisément celles qui résultent de la construction des quantités r et e.
Puisque l'arc AM,= 2y, on a BM x = r — 2 y, et l'angle À du triangle rectangle ADO est égal à \x — ? : donc
(7) . . . AO = (1 -t-e) sin. ? , DO = r = (ln-e) cos. y.
D'un autre côté , la corde AM t =2 sin. ? : donc
OM I = AM I — AO = 2sin. ? — (1-4-e) sin. f = (l — e)sin.?,
(8) . . . . tang. OM,D =— *— = cot « ?•
v ' ° (1 — e) sin. ? 1— e
Suivant notre construction, l'arc AM 1 M a = 2y a ; et, par conséquent, le reste de la circonférence AM 3 M 3 = 2t — 2 ?a ; ce qui donne jt — f 3 pour mesure de l'angle AM,M, , et |jt — pour mesure de l'angle AM,D , moitié de AM,M,. On a donc
tang. AM,D = cot. Jf,.
Celte valeur de tang. AM,D, comparée à l'équation (8), donne
(9) tang. i ?a = y-j-^ tang.? ;
mais, comme l'amplitude £? a se détermine parla formule
(10) tang. * ?a = A(- f ) tang.
on voit que les équations (9) , (10) et (7) , s'accordent à donner
ce qu'il fallait démontrer.
Il suit donc de notre construction, que deux sommets consécutifs du polygone indéfini qui en résulte , sont tels que si le point M, termine l'arc 2j>*_i , le point suivant M 3 terminera l'arc 2?„. Or , dans l'origine de la construction , on a désigné par M 3 le point qui termine • l'arc 2?., : donc , alors , le point M 3 a dû terminer l'arc 2^ 3 ; et ainsi , en prolongeant le polygone indéfiniment, on obtient successivement toutes les amplitudes y a , ? 3 , etc., qui servent à la multiplication de la fonction dig. (c, ? ) , suivant l'équation générale
( c > ?») = »dig.(c, ? ).
Nous remarquerons que, pour ne pas tomber dans des cas où lu construction deviendrait embarrassante, on pourra toujours se borner au cas, où l'amplitude donnée ? est moindre que \x ; car toute amplitude plus grande que £*r, peut être représentée par ir± y étant moindre que \r : alors, la fonction correspondante est égale à 2ïD(c) ±: dig. (c, y), et cette fonction multipliée par n, devient
2m'D (c) db dig. (c,
Lorsqu'on prend f =|r, le rayon du petit cercle r devient nul , et le polygone , dont le premier coté se confond avec le diamètre AB, a tous ses côtés superposés sur ce même diamètre : alors la construction est sans objet , puisque le digamma proposé est égal à la fonction complète D(c) , et que la valeur y—ir , donne ^ n T=\nr.
La construction géométrique que nous venons de donner , appartient à M. Jacobi, professeur à l'université de Kœnigsberg, auteur d'un ouvrage intitulé Fundamenta nova theoriœ functionum ellipticafum, qui renferme un grand nombre de découvertes importantes dans la branche d'analyse qui nous occupe. Remarquons , que cette construction pourrait servir à trouver la valeur approchée de tout digamma , dont l'amplitude serait donnée , en faisant connaître son rapport avec le digamma complet. En effet, si l'on continue à tracer les différents côtés du polygone, jusqu'à ce qu'on trouve, dans la suite des sommets M a , M 3 , M 4 , etc., un point M n qui soit très-près de
Tune des extrémités du diamètre AB , il est visible qu'en comptant les circonvolutions du polygone, on saura combien il y a de demicirconférences dans l'arc 2?,, , termine au point M„. Soit m le nombre de ces demi-circonférences, on aura donc, à très-peu près, 2p„ = mT : par conséquent, dig. (c, ?w ) ou n dig. (c, f)=mD(c), et
dig.(c> T )'=^ D(c);
valeur aisée à évaluer numériquement, au moyen de la table des digamma complets , calculée par Legendre , qui se trouve dans le tome II du Traité des fonctions elliptiques , et dans le tome III des Exercices de calcul intégral du même auteur. Dans tous les cas, il sera facile de tenir compte de la petite distance qu'il peut y avoir entre le point M„ et l'un des points A et B, pour en déduire une valeur encore plus approchée de la fonction dig. (c , f„) ; et, par conséquent , de la fonction proposée dig. (c, y).
§ 24. M. Jacobi a publié en 1836, dans le Journal de M. Crelle, la formule suivante, qui donne le sinus de l'amplitude correspondante à la somme de trois digamma ,
sin.amp.(p)sin.amp.(ç)-»-sin.amp.(r)sin.amp.(p-»-g-4-r) — sin.amp.(/?-f-r)sin.amp.(ç-i-r) =
sin. amp. (p) sin.amp. (q) sin.amp. (r) X sin . amp . (/> -f- r) sin . amp. [q r) sin . amp. {p -+-5-4- r) .
Pour la démontrer, nous remarquerons que la formule (a) du § 18, peut s'écrire sous la forme
sin. amp. (u-t-v) =
sin.amp.(«)co8.amp.(r)Aamp.(t!)-t-sin.amp.(r)cos.amp.(M)Aamp.(u) 1 — c" sin.' amp. (m) sin. ' amp. (v)
ce qui donne , en posant
isîn. amp. [p •+■ q -+- 2r) X [ 1— c* sin. 'amp. (/)-f-r)sin.*amp [q-^r)"] — sin. amp. (/?-*-»•) cos. amp. (q-t-r) A amp. (</ +- r) sin. amp.(g-t-r)cos. arap.(/?-f r) a amp. [p f r).
Or, si l'on différcntie par rapport h r, le produit
I7=sin.amp. (p-*-r) siu. amp. [q -*-r) ,
on trouve , pour résultat ,
^ ( sin. amp. (p+ r) cos. amp.( q +r) d. amp. (9-4- r) j (-t-sin.amp. (q+ r) cos. amp. (p-nr)rf. amp. (p-t-r) )
et comme , en général ,
d, amp. « = dx» à amp. a;,
on a
cf. amp. (9-4- r) = A amp. (y -t- r)cfr, «/. amp. (ja-4- r)= a amp. (p h- r) rfr.
% Substituant ces valeurs dans celle de dn , on voit sur-le-champ , que ^ est égal au second membre de l'équation (II), qui devient, par cette remarque ,
/ sin. amp. (p-t-ç-*-2r ) =
(12) < d. [sin. amp. (/7-+-r)sin.arap. (e/-M')]
' rfr[l — c'sin.'arap. (p+rjsin.'amp. (g-4-r)]
Comparant cette expression à l'intégrale générale
/» dx 1 / 1 -f-cx\
on voit que
y sin. amp. (/)-t-ç-+-2r) «fr =
1 j" 1 H-csin. amp. (p-4-r)sin. amp. (ç-4-r) 1 2c L 1— csin.amp. (/>-4-r) sin. amp. (q+r) J
const.
Pour déterminer la constante arbitraire, je supposerai que l'intégrale précédente s'évanouit quand r = 0; ce qui est permis, car si l'on développait la fonction sin. amp. (p-\-q 2r) en série ordonnée suivant les puissances de r, on obtiendrait , en multipliant tous les termes de celte suite par dr et en intégrant , une nouvelle série qui procéderait suivant les puissances de r, et dans laquelle aucun terme ne deviendrait infini par l'hypothèse de f = o. Mais cette
même hypothèse, réduit p+r et g+r, à p et à g respectivement ; et la constante se trouvant déterminée , la formule précédente devient
y sin. amp. (p+q -4- 2r) rfr
1 r ln-csin.arap. (p-+-r)sin.arap. (g+r) ~| 2c |_ 1 — csin.amp.(/>-+-r)sin.amp. (g-*-r) J
1 (" 1 -+-csin. amp. [p) sin. amp. (g) ~| 2c L 1— csin. amp. (p)sin. arap. (g) J
Dans cette équation , le premier membre ne change pas de valeur tant que la somme p+ç+Sr reste invariable ; ce qui aura lieu , si Ton pose g=o , et que Ton remplace en même temps p par p+g .* il doit donc en être de même du second membre. On conclut de là , en passant des logarithmes aux nombres ,
[l-Hcsin.amp.(p-4-r)sin.amp.(g-4-r)"J [1 — csin.amp.(/))sin.amp.(çY] [l — csin.amp.(p-+-r)sin.amp.(g-t-r)] [l+csin.amp.(p)sin.amp.(g)]
1 -+-csiu. amp. (r) sin. amp. [p+q-*-r) 1— csin.amp. (r) sin. amp. {p + q+r)
Si l'on représente le premier membre de cette dernière équation , par
P + cQ P — cQ '
les polynômes P et Q ayant pour valeurs
P=l— c' sin. amp. (p) sin. amp. (g)sin. amp(p-4-r)sin. amp.(g-t-r), Q= sin. amp. {p-\-r) sin.amp.(g-t-r) — sin. amp.(p) sin. amp. (q),
la comparaison de cette fraction avec le second membre , fournit la relation
Q= Psin.(r)sin.amp. (p-*-g-f-r);
d'où l'on déduit immédiatement la formule de M. Jacobi.
Ou peut donner à cette même formule une forme symétrique, en posant
elle devient alors
sin. amp. (w—x) sin. amp. (y — z) ■+* «in. amp. (w— y) sin. amp (*— x) -4- sjn. amp. (w— z) sin. amp. (a:— y) -+- c'sin. amp. [w — x) sin. amp.(t<?— y) X «in. amp. (u? — z) sin. amp.( x — y) X sin. amp. (y— z) sin. amp. (2— x)
§ 25. La fonction digamma jouit d'une propriété, dont nous ferons un fréquent usage dans la suite, et à laquelle les autres fonctions elliptiques participent d'une manière analogue. Cette propriété est exprimée par l'équation
dig.(c, v )=l/=ïdig. (&,/), à laquelle on parvient en posant
sin.yssV'— ltang. ? ',oucos.? = •
^ COS
Si l'on fait
dig. (c, ? ) =p , dig. (c, * )=o , dig. (c, « ) =r ,
dig. (0, /) =,>' , dig. (6, =0' , dig. (0, a') = r- ,
on voit que l'on pourra changer p, q, r, en
pourvu que l'on remplace, en général, sin. amp. (c, u) , par V — l tang. amp. (6, u'). Cette transformation, appliquée à la form ule (f ) , donne pour résultat, en divisant les deux membres par V — 1 , en supprimant les accents, et en permutaut les modules b et c,
tang. amp. (p) tang. amp. (q) -+- tang. amp. (r)tang. amp. (p+q+r) — tang. amp. (p+r) tang. amp. (<j-*-r) =
6 3 tang. amp. (p) tang. amp. (q) tang. amp. (r)
X tang. amp.(jt> -f- r) tang. amp. (g -4- r) tang. amp. (/»-*- 9-*- r).
Dans le cas où b — 1 , les digamma se confondent avec leurs amplitudes, et l'on a la formule trigonométrique
tang. ? tang. f-4-tang.wtang.(y-*-^-f-w)— tang.( ? -*-w)tang.(/.-*-w) =tang. ?tang. $ tang. u tang. (p-i-a) tang. (/-4-6))tang.(yH-^-+-w).
§26. L'éq uation sin. ?=l/—l tang. •/, qui change />=dig. (c, ? ) en p'V r ^\ = V — 1 dig.(6, ? '), étant écrite sous la forme
sin. amp. (c, />) = V—\ tang. amp. (6,j/J,
si l'on fait / = on aura/>'=D(6) , et (à cause de />=/>' l/^î) ? j = |/ZTD(o) :donc
sin. amp.[c,^— 1 D(o)]=V/ — 1 tang.£ r= co .
Ce résultat, dû à l'amplitude imaginaire V^-i D ( b ) , parait fort singulier ; mais il n'est qu'un cas particulier de la formule générale
sin.amp.[c,/>-f-|/^ÏD(o)]r=-^ — ,
csin. arap.(c, p)
que nous allons démontrer.
Soit la formule
sin. amp.(p+q)
sin. amp./? cos. amp. q Aamp.ç+sin.amp.g cos.amp. jDAamp./> 1— c 1 sin. a amp. p sin. 1 " amp. q
si Ton y fait q = V '— 1 D(Z>), ce qui donne sin. amp. q — » ,
cos. amp. q —V'i — sin.' amp. q = \S — 1 sin. amp.
a (amp. 9/) = V l — c 3 sin. J amp.g= \/—\ csin. amp. q,
cos. amp. q a amp. q = — c sin. a amp.
on aura
sin. amp.
— c sin. ainp.p sin. 1 amp. q -+- sin. amp. q cos. amp. /? A amp. p
— c 1 sin. 5 amp. p sin. 3 amp. q
csin. amp. p
Cette formule est l'expression d'un théorème fondamental , d'où se déduisent plusieurs propriétés des fonctions elliptiques. On en tire d'abord , en y mettant p -4- V — 1 D (6) à la place de p ,
sin.amp.fp+aV^I D(Z>)]= — ' — = sin.amp p;
csin.amp.[/?-t-K — lD(o)J
mettant, dans cette équation,/?-»- 2k — lD(o) a la place de/?, on aura de nouveau
sin.amp.[^-+-4V / —lD(o)]=: sin.amp. [/>-»-2l/ — 1 D(fc)=sin.amp./? ;
donc, en général, m' étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif, on aura
(13). . . sin. amp. [/>-*- 2 m'I/ — 1 D (©)] = sin. amp. p :
ainsi, Tonne change point le sinus de l'amplitude, quand on ajoute au digamma , ou qu'on en retranche, la quantité 2m' V — 1 D
D'un autre coté, quelle que soit l'amplitude, la fonction /?-+-2D pourra être remplacée par dig.(- r -+-;r); et, puisque siu.(?-t-x)= — sin. y, il s'ensuit qu'on a , en général ,
sin. amp. (/>-+- 2D)= — sin. amp. p:
donc, en mettant /?-*-2D à la place dep, on aura aussi
sin.amp. (p+ 4 D)= sin. amp./).
De là résultent évidemment les deux formules
sin. amp. [/? -+- (4m -4-2) D]= — sin. amp./?, sin. amp. [/? -+- 4mD] = sin. amp./) ,
m étant un nombre entier quelconque , positif ou négatif.
Portons maintenant, dans ces deux formules , /9-+-2m'V / — 1 D(b) à la place de/?/ et nous aurons, en vertu de l'équation (13; , ces deux nouvelles formules
sin.amp.[/ï-i-(4m-<-2)D-»-2m'V / — 1 D(6)]= — sin.amp./?,
sin.amp.f/?-t-4mD-»-2m / K / — 1 D(o)]= sin.amp./?,
qui ont lieu , quels que soient les nombres entiers m et m', positifs ou négatifs, et qui contiennent ainsi une propriété très-générale de* fonctions elliptiques de la première espèce.
§ 27. La relation
(14) . . cos. ? cos. ^ — sin. y sin. c'sin.'/c* = cos. ft t
que nous avons obtenue entre les amplitudes, qui entrent dans l'équation transcendante
dig.yH-dig.^dig.^,
peut être rapportée à un triangle sphcrique.
En effet, dans le triangle quelconque f t/u. {fig . 4), on a , par les formules connues,
cos. f cos. ^ •+- sin. y sin. ^. cos. M =cos p ;
équation qui devient semblable à (14), si cos. M= — l/l — c'sin.Vî ce qui exige que l'angle M soit obtus. On tire de la dernière condition : c= jj-jj 1 -^. Par conséquent , les trois côtés représenteront les trois amplitudes, si , V angle M étant obtus, son sinus est au sinus du côté opposé, dans le rapport du module à l'unité. La même condition devrait avoir lieu , dans le cas où Ton aurait
<%.? — dig.* = dig./u ;
mais alors l'angle M serait aigu.
CHAPITRE IV
Propriétés générales des epsilon de même module.
§28.De même que les di gamma, les epsilon peuvent être représentes par des secteurs de courbes polaires. En suivant une marche semblable à celle que nous avons tracée au § 16, on trouve, pour équation de la courbe des epsilon ,
En appelant B , Taxe de cette courbe qui correspond à f =o (axe que nous supposerons horizontal comme dans la fausse ellipse), et A , l'axe qui correspond à ç>s= on obtient
ainsi , Taxe horizontal est le même , pour la courbe des epsilon , et pour celle des digamma ; mais l'axe vertical A est moindre que B ; ce qui nous apprend que la courbe , au lieu de s'allonger dans le sens vertical, comme la fausse ellipse, a au contraire une forme aplatie. Soient ? et ^ deux amplitudes telles , qu'on ait
dig.y H-dig.*=D, ou , ce qui revient au même (§ 19) ,
otang. ?tang. f = 1,
les carrés des rayons vecteurs p et / , que nous supposerons correspondre respeclivement à ces amplitudes , auront pour valeurs
d'où
/>V*= -4a(c, f )A(c, ^)=4& = A'B l , et , par conséquent ,
p p = AB.
Cette égalité est la traduction algébrique de la propriété suivante :
Lorsque deux rayons vecteurs, situés l'un au-dessus et l'autre audessous d'un même demi -axe horizontal de la courbe des epsilon , comprennent un angle égal à la somme des amplitudes de deux digamma complémentaires, le rectangle de ces rayons est constant, et équivaut à celui des demi-axes.
Il résulte de la forme aplatie de la courbe des epsilon , qu'on a
cps. f <Cf i eps. f > j»a.
Si Ton désigne par R=-~y le rayon vecteur de l'ellipse mentionnée au § 16, on aura p 9 =~ : ainsi, l'ellipse génératrice de la courbe des digamma, servira également à la construction de celle des epsilon ; mais nous allons trouver une relation bien plus intime entre cette ellipse et la fonction epsilon.
§ 29. Soient (fy. 5)
ÂC =CD = 1 , Cb = b = ]/l^7' ,
l'ellipse ACB aura pour équation
Si l'on fait x — CV = M'E égal à sin.y, et y égal à 6 cos.p = MP , cette équation sera satisfaite , et l'on aura
fVdi^df = fd ? VX-c 1 ain.'y :
ainsi , tandis que l'arc de cercle M'D représentera l'amplitude ? , l'arc d'ellipse MB représentera la fonction cps. (c, f).
C'est à cause de cette propriété , que l'on a nommé fonctions elliptiques , les transcendantes qui dérivent de la formule générale H du § 8.
L'exactitude de cette dénomination se confirme h l'égard des fonctions de la première espèce, car on prouvera au § 90 , que tout digamma peut s'exprimer par deux arcs d'ellipse. Cependant, elle est impropre à l'égard des fonctions de troisième espèce, qui ne peuvent s'exprimer par des epsilon ou par des digamma, que pour certaines valeurs particulières de n, de c, et de f.
§ 80. La propriété fondamentale des digamma consiste en ce que l'on peut assigner algébriquement l'amplitude de la somme ou de la différence de deux digamma donnés. Les arcs d'ellipse sont, de toutes les autres transcendantes , celles qui approchent le plus de jouir de la même propriété, mais non d'une manière absolue. Ainsi , deux arcs étant donnés sur une ellipse , à partir de l'extrémité du petit axe où ? = o, on peut trouver algébriquement, non pas un arc égal à leur somme , mais un arc égal à cette somme moins une quantité algébrique ; ce qui prouve , que les epsilon sont des fonctions d'une nature plus composée que les digamma. On doit donc regarder ces derniers , comme tenant le premier rang, après les arcs de cercle et les logarithmes.
Soient v , <l> , et ft , trois amplitudes liées entre elles par l'équation transcendante
(1) . . . . dig. ? -t-dig. f — dig.^ = o, ou par l'équation
(2) . . . . cos.^cos.^ — sin.^sin.| a (yu)=cos. /u,
qui en est la traduction algébrique. Pour que la propriété , que nous venons d'attribuer aux arcs d'ellipse , soit vraie , il faut que l'on ait
(8). . . . eps. -+- eps. <p — eps./K=P,
P étant une quantité algébrique. Celte équation , différentiée dans l'hypothèse de ft constant, donne
(A). . . . A ( ? ) A(*)cty=cJP.
Changeons simultanément f en — } dans les équations (1) et (2), et rappelons-nous que
dig. (— = — dig. + , cos. (— } ) = cos. (f) , sin. (— <p) = — sin. $ : nous obtiendrons , pour transformées ,
dig. f — dig. f — dig. /i =o, cos. f cos. ^ -f- sin.? sin. ^A(ya)=cos. yu.
Permutons maintenant ^ et f , dans les deux équations précédentes , et il viendra
dig. f — dig. fc — dig.^=o,
(5) . .. . . cos* f cos. ft -f- sin. ? sin./iA (^)=cos. <f>.
Changeons dans celles-ci , ^ en— * : nous trouverons, en observant que a(— ^)=a(*),
(6) . . . . dig. f-f-dig.^ — àig.fi=o,
tandis que l'équation (5) n'éprouvera aucun changement.
Il suit de l'identité des équations (1) et (6) , que les équations (2) et (5) sont également identiques. Et , comme il est permis de permuter ? et ^ dans l'équation (6) , on pourra le faire également dans l'équation (5), qui deviendra
(7) . . . . cos. ^ cos. -h sin. f sin. p. a( ? )=cos.p.
Si nous tirons des équations (5) et (7) , les valeurs de A (?) et de A (</<) , pour les reporter dans l'équation (4) , nous obtiendrons
. / COS. 9 — COS. ii*COS. u\ . /cos.4 COS. o COS. u \
dV = d ? h : -+- cty -I ,
\ sin. <psm.fx. J \ sin. f sin. ft J
ou , en réduisant le second membre au même dénominateur,
^(sin.^cos.ç— sin.^ccs.^cos.^-H^^sin.dcos.^— sin.^cos.fcCOS.A)
IV
sin. ? sin. f sin. p.
'£ol(sin.*f.-t-sin. , 'j> -h 2cos. r cos. <f cos./*)
sin. ' T sin. ^ siu. ju
Mais de Péquation (2) , on déduit, en dégageant A (/x), puis en élevant les deux membres au carré ,
/ COS. 9 COS. — COS./te\ a
1 — c*sm.> = : : ;
\ sin. ? sm. <// /
d'où
sin. a 9M-sin.>+2cos.A«cos.çcos.<i==l-*-cos. a /w+c , sin.>sin. 9 çsin.V,
et , par conséquent ,
^(c'sin.^usin.^sin.'^) . .
dP = — — — ■ = c a (sin./£sm. » sin. <M :
sin.^sin. <psin. ;
donc
P=c 3 sin./asin. ?sin. <p -+- const.
Pour déterminer la constante, nous remarquerons que, si l'on porte au lieu de P , la valeur précédente dans l'équation (3) , il viendra , en supposant ? = o,
esp. <p — eps. fi = const. ;
mais cette même hypothèse de v = o, change l'équation (t) en dig. } — d'iQ./x=o; d'où ^—/u., et, par conséquent,
eps. <// — eps./u=o .*
ainsi la constante dont il s'agit est nulle , et l'équation (3) devient
(8). . . eps. f •+■ eps. <p — eps./£ = c' sin. ç sin. <J» sin. /u.
C'est la formule générale , qui servira à comparer entre eux les epsilon , comme nous avons comparé les digarama.
§ 31. La remarque que nous avons faite au § précédent, sur la nature composée de la fonction epsilon , va se trouver confirmée par la transformation imaginaire de sin.® en \S — 1 tang. f. Cette transformation donne sur-le-champ
i^sin/t// dp
sin.'ti a (b,$)
En comparant cette formule à
'A-4-Bsin.^ dp
1 |/l-i'8in.'/ qui donne (§ 8)
H = -dig. (6, *) -f- kap. (n, 6,
il viendra
(9). . . eps.(c, = [4 a di ff .(4,*) + c'kap.(— l,6,f)]: or, on a
kap. (-1 , 6, 0= / n . . ,
y COS. 3 /* A (6, ^)
intégrale dont la valeur , que l'on trouvera au § 43 , est
substituant cette valeur dans l'équation (9), il vient , après réduction ,
(1 1) . eps. (c, f ) = V 7 — 1 [dig. (6, }) — eps. (fc, à (6 , tang.
ainsi, tandis que la fonction dig. (c, ç.) peut s'exprimer au moyen de la seule transcendante dig. (6, ^ ) , la fonction eps. [c, f) ne peut s'exprimer qu'à l'aide de deux transcendantes, plus une fonction trigonométrique.
§ 32. Puisque la même amplitude répond à la fois à un epsilon et à un digamma, il s'ensuit que l'un peut regarder l'epsilon comme une fonction du digamma de même amplitude. Posant donc
P =di&*.p, 9=dig.^, nous écrirons , au lieu de
eps. ç>, eps. <l> ,
les symboles
eps. amp. j», eps. amp. g, et l'équation (8) prendra la forme
(12) . . . . eps.amp/) H-eps.amp.ç — eps. amp. (p q)
= c' sin. amp. p sin. amp. q sin. amp. q) ;
d'où l'on conclura , en général ,
eps.arap.r-4-eps.amp.(p-4-a) eps. amp. -4- 9: -4- r) = c 1 sin. amp. r sin. amp. (/)-4-ç)sin. amp. (p 4 9 -*-r).
Faisant la somme de ces deux équations , on a
eps. amp. p ■+■ eps. amp. q -4- cps. amp. r — eps. arap.(p -4- q -4- r) = c*[sin. amp. pain. amp. q sin. amp.(p q ) -+- sin. amp. r sin. amp. {p+q) sin. amp. (/»-+- q -+-r)] ;
formule dans laquelle le second membre n'est pas symétrique , bien que le premier le soit ; mais ce second membre le devient, au moyen de la formule générale (f) du § 24 , et l'on a
eps. amp./) -4- eps. amp. q h- eps. amp. r — eps. amp. [p ■+■ q ■+- r) =s [c 5 sin. amp. [p -+- q) sin. amp. (p-4- r) sin. amp. (q ■+■ r)] X [1-4-csin. amp. p sin. amp. çsin. amp. rsin.amp. {p+q -*-r)1 •
§33. On peut développer l'epsilon en fonctions du digarama , au moyen du théorème de Taylor. On aura , en représentant par h l'accroissement de p t
eps. amp. (/>-+- À) = rr U'A U"A* IT'À 3 U«vA4 rjvA5
U -4- -4- -4- -4- -4- -4- elC ,
1 1.2 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3.4.K ' série dans laquelle
rfU rfU rf, «HT <t ?
= eps.amp.^, U =_=_•-, U = ~- . - ,
U"«fLi, Cw = ^.^ L ^^A etc.
Cherchant la valeur de toutes ces fonctions, dans l'hypothèse de f=o, qui donnep = o, on obtiendra le développement deeps. amp. h; ou , en écrivant p au lieu de h dans les deux membres ,
(13). . . eps. amp./>= p — — £ h (c'-4-c 4 )-£— — etc.;
d'où
(14)....ceps.amp.p=cp ~- -4- (c 3 -*-c 5 )^-~ — etc.
= arc(tang. = cp) — 1 r -f- etc.
Quand c=l , la formule ci-dessus sera encore convergente , si y est assez petit ; mais pour cette valeur particulière du module , on a
eps. ? = sin. />==dig. ? = log. tang. (45° -f- £ (§ 19) :
la différence entre cette valeur rigoureuse de esp.?, et celle que donne la formule (14) , servira à faire apprécier jusqu'à quelle limite on peut compter sur une approximation suffisante. § 34. Considérons les trois équations
G( r ) = eps. y h- A dig. f , G (<p) = eps. ^ -4- k dig. f, G (/x) = eps. fit k dig. fit,
daus lesquelles G représente , comme on le voit , une fonction composée d'un epsilon et d'un digamma , et k un coefficient constant : il est visible qu'on aura
G{f) •+• G(|) — G(fit) =c a sin. y sin. f sin. fit ;
de sorte que toutes les conséquences qu'on tirera de l'équation (8) , pour les fonctions epsilon , s'appliqueront généralement aux fonctions G.
Désignons , comme précédemment , par ? a , y 3 , % , etc. , les amplitudes qui donnent dig. = 2 dig. ( ? ) , dig. ( r3 ) = 8 dig. ( f ) , etc. : on aura , en vertu de l'équation (8) ,
2eps.ç>— eps. r \, = c'sin.p sin. ? sin. p., ,
Seps. f — eps.p 3 t=c'sin.y(siu.$>sin.f\, -+- sin. y, sin. y 3 ) ,
4eps . ? — eps . ? 4 = c'sin . f (sin . f sin . -+- sin . ? a sin . p 3 -4- sin .f> 3 sin ,
donc, lu même relation entre p /( et ^, qui donne dig. p„ = «dig. y, donnera n esp. ? — eps. ? ,„ égal à une quantité algébrique.
En général , si m, n, p, etc., sont des nombres entiers, positifs ou négatifs, on peut faire en sorte que le polynôme
m. eps. ? n eps. | -f- p. eps. a -+- etc. ,
soit égal à une quantité algébrique, pourvu qu'il existe entre les angles », ^, w, etc., la relation qui donne
(15). . . . iwdig. y-t-ndig. i-+-jpdig.w + etc. ===0,
relation que nous avons discutée au § 22. En effet, si nous désignons par A, A.', A", etc. , des quantités purement algébriques, nous aurons , d'après ce qu'on vient de voir ,
m eps.f— ep$.f OT =A, n eps.p — eps. ^„=A', p eps.w— eps.«?^=A",etc; d'où
(m eps. © -+- n eps.f p eps.w etc.) — (eps.^ ro -f-eps.^-i-eps.w/, -4- etc.)= A-*-A'-*-A"-4- etc.;
mais , d'après l'équution (8) , le polynôme
eps. tf m -+• eps. $ n -f- eps. u p ■+- etc. ,
sera égal à une quantité algébrique , si
dig. dig dig.w,, -4- etc. = o;
or, cette dernière équation revient à
m dig. j> -4- n dig. </, -*-p dig. a -4- etc. = 0,
qui n'est autre que l'équation (13).
Si Ion fait ? = } dans l'équation (8) , on aura
2 eps. y — ep$./t*= c'sin.'» sin. ^ ,
et la relation algébrique correspondante, sera
COS.'y — SUl. t-A (ju) = CO$./Z,
C'est l'équation qui sert à la duplication des arcs d'ellipse , ou à leur bisection. On en tire, pour la duplication (§20),
2sir —
in . & cos
sin. i u=— 7-t— ; — , Ung.i^ = A( f }tang.- f ;
1 — c sm.'y
et pour la bisection ,
Vl-cos.^ : — .
§ 85. Lorsque les amplitudes ^ et ^ correspondent à des digamma complémentaires , on a
dig.^ = D, = -, eps. ft — E,
et l'équation (8) devient
(16) eps.p -t- eps. <p — E = c' sin. ^ sin. f ,
tandis que les équations algébriques correspondantes, sont (§ 19)
6tang. ^tang. £=l ,
cos. y bsin.v . . b
sin.* ==-—--, cos.^ = — — -, == — '
Si, d'après ces dernières relations , on détermine sur l'ellipse (fîg. 8) , les arcs BM=eps.^, DN = eps.^ , on aura , en observant que l'on peut permuter y et } dans l'équation (16), et, par conséquent , dans toutes celles qui en découlent,
(17) . . . eps.y — (E— eps.^) = BM — AN = c , sin. r sin. ^
c' sin. r cos. y c' sin. A cos. <p
L'amplitude se détermine géométriquement avec facilité au moyen du rayon vecteur CF. En effet, d'après le § 16, on a
— b CF =
et comme M'E=sint y, en remplaçant et sin. f par ces valeurs ,
dans l'équation cos. = ^'("y/ 1 , il vient , en observant que CD = 1 ,
CF X Mlî
cos. t =
CD
Une propriété remarquable du point N , déterminé par suite de la construction de l'angle $ , c'est que la différence des arcs BM et AN, est égale à la partie de la tangente OM ou ZN f terminée à la perpendiculaire CO ou CZ abaissée du centre de l'ellipse. Ce théorème , dont ta découverte est due à Fagnani, peut se démontrer de la manière suivante :
On sait , par la géométrie analytique , que si
est l'équation d'une droite MO, la longueur de la perpendiculaire CO , est représentée par
(18) CÔ= 0 .
Kl h- a 2
Si la droite MO est tangente à l'ellipse , elle a pour équation
I = AH
# et y désignant les coordonnées du point de contact ; d'où il suit que
ou, en mettant pour x et y leurs valeurs sin. ? et h cos. <?,
osin.9 6 * = — -, 0 =
COS. y COS.p
par conséquent
V\+cC M?)
et , en verlu de 1 équation (18),
Mais le triangle rectangle CMP, fournit la relation
ÔT==CP J PM^^-f-y^sin.'y^i'cos.'y; et comme
MÔ' = CM' — CCT ,
on a
MO = sin.> ■+■ o 5 cos. a s =1 — c'cos. *«
A' — A Vcos.'\ — ©* c 4 sin.* ? cos. 2 ?
d'où x
— — c* sin. © cos.', MO = j-
Le point N étant situe par rapport à l'angle ^ , comme le point M par rapport à si Ton change <? en ^ dans la formule précédente , on changera MO en NZ ; ce qui donnera
c' sin. ipcos. $
valeur égale à celle de MO , en vertu de l'équation (17). § 36. Voici une propriété nouvelle des arcs AN et BM : Le rectangle des rayons vecteurs CG et CF, est équivalent à celui des
demi-axes AC et CB.
En effet l'on a
— h — b CF =-—, CG ==— :
faisant le produit et remplaçant a(?)a(-|) par sa valeur b, il vient CFxCG = lX& = ÂCXCÏÏ-
On peut remarquer aussi que CF = CO, en verlu de l'équation (19): on trouverait pareillement queCG = CZ.
En remplaçant AN par sa valeur AB — BN ; on a simultanément
BM -4- BN = AB -+- MO , CF X CG = ÂC X CB :
il résulte de ces deux équations, que le théorème de Fagnani peut s'énoncer de la manière suivante : si les arcs d'ellipse BM et BN, sont tels que le rectangle des rayons vecteurs correspondants CF et CG, équivaut à celui des demi-axes, les deux arcs valent en somme le quart de V ellipse, plus la ligne MO.
Lorsque ^ et ^ sont égaux à un même angle d, dans l'équation (16), les deux poiuts M et N coïncident en K. Alors on a
tang.'O = \ . sin.'fl = — l — , cos.'O = — — ;
ce qui donne
BK — AK=1 — h :
donc la différence des arcs BK, AK, est égale à la différence des demiaxes CA et CB. En même temps , si Ton remplace AK par E— BK dans l'équation précédente , il vient
BK = *E -+- 1(1— b), AK = £E — 4(1 — A):
il y a donc au point K, une sorte de bisection du quart; d'ellipse.
Nous démontrerons au § 60 , la relation entre les quatre fonctions D(o), D(c) , E(o), E(c) , exprimée par la formule suivante
CHAPITRE V
Propriétés générales des kappa de même module et de même amplitude.
§ 87. Lorsque dans la formule
A B sin. a y df
nsm. ? A
la constante n, qui porte le nom de paramètre, n'est pas égale à zéro, nous avons trouve (§ 8) , en opérant la division du numérateur par le dénominateur,
H— - r~ An ~ B f d Y
nj a n J (l -+-nsin.\) a '
ce qui a donné lieu à une troisième espèce de transcendantes dont le type est
( 1 nsin. 3 ? ) A
Nous avons nommé cette fonction, le kappa de ? , et représenté parK , ou K (n, c) , l'intégrale définie
1 •+- nsin.'y a
On pourrait croire que le cas où n est imaginaire , diffère essentiellement du cas où h est réel , et qu'il constitue une quatrième espèce de fonctions elliptiques; mais, par des réductions et des transformations que nous exposerons ci-après f on verra que cette qua-
trièuie espèce est inutile à considérer , et qu'on peut ainsi restreindre la troisième espèce aux seuls cas où n est réel.
Provisoirement, nous partagerons en quatre classes, les kappa à paramètre réel. La première se composera de ceux dont le paramètre est positif, et , par conséquent, de la forme
n = cot.'O.
La seconde contiendra ceux dont le paramètre est négatif, compris entre — c' et — 1 , et , par conséquent, de la forme
n = — 1 fc 3 sin.'ô.
La troisième renfermera ceux dont le paramètre est négatif, compris entre zéro et — c% et, par conséquent , de la forme
n = — c 1 sin. J 0.
La quatrième contiendra ceux dont le paramètre est négatif, compris entre — 1 et — », et , par conséquent , de la forme
sin.'d
Les deux fonctions kap. (— c% c, - T ), kap. (— 1 , c, r ) , sont exclues de ces quatre classes. En effet , nous verrons au § 43, que ces fonctions se réduisent à des transcendantes d'un ordre inférieur aux kappa.
§ 38. Faisons voir maintenant, que les deux premières classes peuvent se fondre en une. Soit , à cet effet ,
sin. f cos. ' r
et k un coefficient indéterminé : on aura , par la differentiation ,
dp I — 2sin. 5 ? c'sin. 4 ? d ?
kp 1 = 1 -4-(A— c 1 ) sin.> — Asin. 4 P * T
Si l'on fait ensuite
I -4- (k — c'Jsin.'y — k sin. 4 , = (1 -»-» sin. '\ ) (l -4- m sin. ? p) ,
il en résultera
k = — mti , (1 -+-n) ( 1 -4- w») = b' , et 1 équation différentielle prendra la forme
dp d r I 1 -4-n l 1 -f-w 1
\ » l-+-»sin.*^ m 1+msin. 3 ? mn j
d'où l'on tire, en intégrant ,
(|). .... LlH kap.(«, c, ? ) i^-l rt -kap.(m,c, ? ) n în
— c* , 1 / V — mn sin. r cos. - f \ = diff . v h arc tang. = ï \ •
Par cette formule , les deux kappa peuvent être réduits l'un à l'autre , pourvu qu'entre les paramètres » et m , on ait la relation
Cette relation est telle, que si l'on fait » = cot.*0, on aura
m = — 1 -t-o'sin.'ô;
par où l'on voit, que le» deux première» classe» de kappa, n'en font à proprement parler qu'une seule, puisque la réduction d'une fonction à l'autre, peut se faire immédiatement au moyen de la formule
/x , \ o'sin.'Ocos.'O, > (a) . . . kap.(cot.'0,c, v ) = -^-^ — kap.(-l+& a sin.'0,c, î ')
c'sin.'O
sin.Ocos.0 r sin.^cos.u a(o, on
qui est ce que devient l'équation (1), quand on y remplace m et », par leurs valeurs — 1-4- o'siu.'d et cot.'ô.
§ 89. Les deux dernières élusses de kappa peuvent aussi se fondre en une. Pour le démontrer, soit
et * une constante indéterminée : on trouve par la différentialion
dp d ? 1 — c'sin. 4 ?
l-+-«p a A ' (1— c a sin. 3 ?) cos. 3 ? -f- asin. 4 ?
Supposons que le dénominateur A a cos. 3 ? -+-a sin. 4 ?, soit égal au produit des deux facteurs
(1 -+-»sin. a y) 1 1 -+-~ sin. a ? j :
la valeur de a devra être
et alors , l'équation différentielle se décomposant ainsi
l+^ a a ^-4-sin. a y C , / '
l ^ sin. «
son intégrale sera
(6) . . . . kap. (n, c, y) -4- kap. , c, ?j
1 / |/«tang. ?
= dig. y h — — arc I tang. = —
Va \ A
Si l'on fait n = — c a sin.'ô , ou n = — jj^> l'équation (2) devient
a = ( 1-C sin. a 0) ( 1 _ - J_) = _ A a (ô) cot.'O , et la formule (fc) se change en
(c). . . kap.(—c'sin.^c, ? )H-kap.^ g -J-^, c, f J
1 f |/— 1a(ô) cot.Otang.» I =dig.?-H — ^ arc tang. = ^— n •
En représentant par m la fonction qui contient des imaginaires , nous lui donnerons une forme réelle au moyen de la relation connue
\ 1 -4- V — 1 tang. x)
et nous obtiendrons
(3) . . . u-¥*±he. l*(f™s-°+*m°s-?\.
v ' 2i(«) u \i(i.)taDg.e — i(e) tang. f )
Cette expression donnera un résultat réel, aussi longtemps que a( ? ) tang.O surpassera a(o) tang.',*; c'est-à-dire, depuis 7=0, jusqu'à y =ô, le logarithme qu elle contient devenant nul à la première limite et infini à la seconde. Mais lorsque a(?) tang.0 sera moindre que A(e)tang. elle prendra une forme imaginaire, et pour la rectifier, conformément à la remarque du § 10, nous devrons changer le signe du dénominateur. Elle servira, alors, depuis f =0 jusqu'à f=y: à cette dernière limite, elle s'évanouira, et la formule (c) donnera, entre les fonctions complètes, la relation
(4) . . . K( — c'ain.'O.cJ-f-K ^ — ^7— - , c j = D;
d'où l'on voit que les logarithmes ont entièrement disparu.
§ 40. Remarquons que si l'on fait « = cot. a 0, oun= — 1 -4- o'sin.'fl, dans l'équation (2), a prend une valeur positive, et la formule (b) contient un arc de cercle. Au contraire , si l'on fait n = — c 1 sin. fl 0, ou » = 7^4^, «devient négatif, et la formule (b) contient un logarithme. C'est pourquoi, nous appellerons kappa circulaires, ceux qui ont pour type du paramètre n=cot.* 0 ou w= — 1 -+- 6' sin 1 0 ; et kappa logarithmiques, ceux qui ont pour type du paramètre n= — c'sin. 0 , ou n= Un examen plus approfondi des fonctions de troisième espèce , nous fera connaître que ces deux classes de kappa sont essentiellement irréductibles entre elles.
Il résulte des formules (a) et (c) , que le paramètre de tous les kappa circulaires peut être ramené au type — 1 -+- b^ sin.' A , que nous considérerons comme normal ; et celui des kappa logarithmi-
ques, au type » = — c 1 sin.* A. Nous appellerons kappa circulaires normaux, ceux du premier type , et kappa logarithmiques normaux, ceux du second.
Pour abréger la notation , nous conviendrons de designer par kac.(A,c, f), le kappa circulaire normal , dont A est l'angle du paramètre; et par kal.(A,c, ? ) , le kappa logarithmique normal correspondant au même angle A ; ce qui s'exprimera par les équations
kac. (A, c, ©) = kap. (— J-f-o'sin.'A, c, y) , kal. (A, c, ? ) = kap. (— c'sin.'A, c, - r ).
Il est inutile d'étendre cette notation aux kappa complets, car nous démontrerons plus tard (chap. VI), que ceux-ci se réduisent toujours à des fonctions de la première et de la seconde espèce. § 41. Si dans l'équation de condition du § 38
on fait »i = — c'sin.'O, il viendra
n (cos.'fl-t-o 2 sin.'fc) = — c 3 cos. } 0 ;
d'où il suitque n sera de la forme n = — c' J sin. 3 A, et que l'on aura, entre 0 et A , les relations réciproques
cos. Q . cos. A
sin. A = — -— , sin. 0 sss — — ?
d'où résulte
1 =o tang. 0 tang. A.
C'est la même relation qui donne
dig.O -f- dig. A = I).
En substituant , au lieu de m et de n , les valeurs précédentes dans l'équation (1), on voit que l'expression
1 ( V — mn sin. y cos. o \ r tang. = — — i !
K — wm
garde sa forme imaginaire, puisque w» = c 4 sin,' dsin.' A. C'est un
résultat qu'il était aisé de prévoir , puisque les deux kappa sont logarithmiques. Si l'on réduit cette expression à une forme réelle, l'équation (1) devient
(5) cos.'d kal. (0, c. <f) -f- cos.'A kal.(A, c, ? )
/ A •+- c'sin. 6 sin. Asin. ^cos. ^\
= dig. «- — i sin. 0 sin. Alog. ± — — -—. — — ;
u T u \ a — c sm. ôsin. A sin. ^cos.?/
formule au moyen de laquelle on pourra exprimer l'un par l'autre , les deux kappa logarithmiques
kal.(0,c, ? ), kal. (A, c,
pourvu qu'entre les angles des paramètres, on ait la relation
l=o tang. 0 tang. A.
Cette même relation entre les angles des paramètres des deux fonctions
kap -(^' c '4 kap -( s iSi ,c ' »)•
donne la formule
cos.'okap. c, f ) + cos.'Akap. ( ^ — 1— , c, f )
c'dig. 9 . . . . / , Asin.0sin.A- sin.ç>cos.s\
= : ^ isin.ôsin.Alog. =h — : : : — r - r - \ .
sin.'Osin.'A ° \ a sin.0sin.A+ sin. ^ cos. fj
Si 0=A, d'où
sin.'ô = --Î-7 , dig. 6 = |D, 1 0
la formule (8) donne
ka p.(-l + i, c, f )_ -g-d* , - -log. (± (l _ t>in-tC08 „ f _J =
ainsi, dans ce cas, la fonction de troisième espèce se réduit à un digamma , moins un logarithme.
§ 42. Appliquée aux kappa, la transformation imaginaire qui se fait au moyen de l'équation
sin. ?=]/ — 1 tang. } ,
offre cette particularité remarquable , qu'en même temps que le dulese change en sou complément, le kappa proposé de logarithmique devient circulaire , et vice versa : ainsi l'on obtient
(d) . . kal.(A,c, ? )=— — [dig.(ô,^)-c a sin. a Akac.(A,6,ri].
A {C, AJ
C'est à l'aide de cette formule , que nous sommes parvenu à étendre aux kappa circulaires, la propriété démontrée plus~haut, d'après Legendre, pour les kappa logarithmiques. Si l'on change sin. f en V — 1 tang. dans la formule (5) , qui suppose
dig. (c, 6) dig. (c, A) = D(c) ,
^ .1 = 0 tang. 6 tang. A ,
cos. 0 . cos. A
sin. A = —7 , sin. 0 = — ; — -r ,
A(c,fl)' A(c,A)
et si l'on observe que
( A (6, ^) h- c 3 sin. 9 sin. Atang.^|/^ï \ A (o, ^ ) — e sin. 0 sin. A tang. * |/^ï /
/ c a sin.*0sin. A tang. <p\
= Sl /=l arc ^ang — j ,
on trouvera la relation
cos.'fl
A ? (c,fl) cos ."A
[dig. (6, <p) — c a sin.'fl kac. (0 , b, *)] [dig. (6,^) — c'sin/Akac. (A, 6,
(c*sin.0sin. A tang. &\ lalî 8- = ±(b,<p) / '
Écrivant ? au lieu de <f dans les deux membres de cette équation , et y permutant ensuite b et c , ainsi que dans les formules (6), on obtiendra le système de relations suivant
dig. (b, 6) -♦- dig. (b, A) = D(i) , l = c tang. $ tang. A ,
kac. (0,c, y) kac. ( A, c, y) =
.... 1 / ©' sin. 0 sin. A tang. » \
dig. (c, ©) h- 7— : arc tang. = — — •
0 v T/ o'sm.Osin. A \ a(c, ? ) /
§ 48. L'équation (6) offre plusieurs corollaires importants.
1° Elle permet de réduire les kappa circulaires, qui ont pour type du paramètre n = cot.'fl, à d'autres kappa, dont le paramètre , également positif, est exprimé par le type moins général n = c sin. 0. En effet, cette équation faisant dépendre kap. («, c, y) dekap. ( ~, c , f ) , il s'ensuit que , si le paramètre n est plus grand que c , c'est-à-dire de la formée c/% étant une quantité essentiellement positive, le paramètre
sera nécessairement moindre que c, et, par conséquent , de la forme n = c sin. 0.
2° En l'appliquant aux cas de n = c et de n = — c, elle donne kap.(±c,c, f )=*idi S . ? + 2j]^ arc ^tang.= ( 1±c ^ an S- y j .
ainsi , dans ces deux cas , la fonction de troisième espèce se réduit immédiatement à un digamma.
8° En l'appliquant aux cas de n = — c a et de n = — 1 , dans lesquels * s'évanouit et l'intégrale f du § 89 se réduit à p , la formule (6) donne
kap. ( — c',c, f ) kap. (— l,c, f ) = dig. y h- ta " g ' ? :
de plus , le deux kappa s'intègrent séparément par des digamma et
des epsilon. En effet , la formule (6) du § 1-4 donne, pour ces deux cas ,
S*d? 1 c* sin. © cos. « kap.(-c\ C , ? )=y -^-eps.f-p " ,
kap. ( — 1 , c , y ) ==y ^ c ^ , y « dig. y — p eps. ç» h- ^ A tang. f .
§4-4. Passons maintenant aux kappa dont le paramètre est imaginaire. Soit
sin. e cos. «
(l-t-gtin.*,)*'
Ç étant un coefficient constant : on aura , en diflcrentiant et en introduisant un second coefficient constant k, l'équation générale
dp 1 — (2 -f- K) sin.'y ( 1 -f- 2Qc' sin.* y — fr 3 sin. 6 y
1 ~~ A ' (l H-Çsin.^JMl— c a sin. J f )-t-*sin.>(l— sin.'?) '
que l'on pourra écrire sous la forme
dp _d ? ^-(2^+r)sin.>-4-(g-^2r)c 3 sin . \~-rc a 8in. 6 y ( l + ty a ~ a' Ç[(l-t-Ç8in.\) (l-c 3 sin. 3 f )-4-Asiu.^(l-sin. a ? )]*
en multipliant à la fois le numérateur et le dénominateur de la fraction qui compose le second membre, par le coefficient £. Posons
{8) . _* ifîu A , l_ + c y
v/ \-t-kp 1 A\K l + nsiD. a f> l-*-n'sin. 3 ? 1 h- wsiu.^j
M, A, B, C, n, n' et m étant des coefficients indéterminés: en identiGant les deux valeurs précédentes de , on trouvera d'a-
bord, par la comparaison des dénominateurs, les trois équations de condition
nn'm — c*'C ,
(c 1 -+- ») (c 1 w') (c'+»i) = — oV£ ,
qui détermineront le paramètre »» et les deux coefficients Çel k, lors-
que les paramètres n et »' seront connus. On en tirera , pour valeur deÇ,
» w' ensuite on aura m et k par les équations
nn
fcV
Quant aux coefficients M, A , B et C , on les déduira de la comparaison des numérateurs, en égalant les coefficients des mêmes puissances de sin. 3 ?. Et d'abord , il est aisé de voir que M = 1 , car si Ton fait sin. ? = eo dans les facteurs qui multiplient-^ dans les équations (7) et (8) , le premier de ces facteurs se réduit à v, et le second à -ç • La valeur M 1 étant substituée dans l'équation (8) , on aura l'identité
f K— (2Ç ■+■ V) sin. a ? -4- (K -4- a?') c a sin.* ? — ÇV sin. 6 ?
1 AÇ -4- BÇ CÇ
(18). ^ + ( n+n ^ m4 .AÇn / -hAÇ«n-BÇn+BÇm-hCÇ»H-CÇn')sin. , ?
(n»' -4- ntn -+- n'm -4- AÇn'w -f- B£nm -4- CÇnn') sin. 4 ? nn'm sin. 6 ?;
d'où l'on conclura
A _ »* a -4- (2 -4- K) * a -4- ( 1 -4- at) c 3 n-4-fr a n(n— •*»') (n — m)
fU , ) n' 3 -4- (2 -4- 1) n' 3 -4- (1 -4- ag) cV-4-fo a
Si l'on intègre maintenant les deux membres de l'équation (8) , il viendra
/* dp 1 = ^dig.^i-Akap.^c^KBkap.^c^J-t-Ckap.t»!,^?);
formule qui servira à déterminer l'un des trois kappa en fonction des deux autres. Elle contient, comme cas particuliers, la formule (o), en faisant m — — I , »' = ^ ; et la formule (a), en faisant m = o , n = cot.'O, n' = — 1 -4- j&'sin.'G. Mais elle est susceptible d'une infinité d'autres applications, qui peuvent répandre un nouveau jour sur la théorie des fonctions elliptiques de la troisième espèce. Si l'on prend les paramètres n et n', tous deux de la forme — 1 -4- b* s'm.' ft, , le troisième m sera de la môme forme; si on les prend tous deux de la forme — c a sin. a A, le troisième m sera également de cette forme; mais si l'on supposait n et n', l'un de la forme — 1 -»- o' sin.'jtc, l'autre de la forme — c^sin.'A, on trouverait pour le troisième m, une quantité imaginaire. En effet, si dans l'expression deÇ, on écrit au lieu de n et den' les valeurs — 1 sin.'jcc, — c 1 sin.'A, il vient
V~\ A (b , ft) sin.'A \\/~\ a(o, fi) ± sin ./UCOS.yUCOt.AûfCjA)] ~~ A' (6, fx) sin. 7 A-*- A a (c, A) sin.V '
quantité dont le carré est essentiellement imaginaire ; d'où il suit que w = — est également imaginaire. Ce résultat était facile à prévoir : car si l'expression de m se rapportait à la forme — 1 +6'sin. 2 «, il s'ensuivrait que le kappa, dont le paramètre est — C" sin.'A, pourrait s'exprimer par les deux kappa dont les paramètres sont — 1 -t-ZTsin.'/tc et — 1-4- i'sin'.a; ce qui est contraire à la nature de ces fonctions. De même, si m se rapportait à la forme — c^sin.'a, alors le kappa dont le paramètre est — 1 ■+- o 1 sin.'/u, pourrait s'exprimer par les deux kappa dont les paramètres sont — c 2 sin.'A et — c' sin.' d\ ce qui est également impossible.
Puisque , dans l'hypothèse précédente , la valeur de m doit toujours être imaginaire , il parait s'ensuivre que tout kappa dont le paramètre est imaginaire , peut s'exprimer par deux autres kappa dont les paramètres sont réels, l'un étant de la forme — 1 -4-fc' sin.> ; Vau-
tredela forme — c*sin. a A. C'est ce que nous allons démontrer, d'après Legendre , avec tous les développements qu'exige cette proposition , l'une des plus importantes de la théorie des fonctions elliptiques. § 45. Soit le paramètre donné
n = y(cos. 0 -+- \/ — 1. sin. d) ,
y étant positif et cos. 0 pouvant être positif ou négatif à volonté : ce paramètre sera toujours accompagné , dans l'intégrale réelle dont on cherche l'expression , d'un autre paramètre (§12)
n' s= y (cos. 0 — ]/ '— 1 sin. ô).
D'après ces deux données , il faut trouver la valeur de chacune des fonctions kap. (n, c, ^), kap. (n' c, ?), exprimée par deux autres kappa dont les paramètres sont réels.
Pour cela, il ne s'agit que de substituer les valeurs de n et n' dans les formules (10), (11) et (12). Soit, pour abréger,
v a •+- 2c a v cos. 0 -4- c a ' on trouvera
Ç = — yA=hyKl-*-2AcOS.Ô-|-A 3 ,
m = — — — ^- = — c 2 [2A a h- 2 A cos.O -4- 1 =p 2A V 1 -4- 2 A cos. 0-*- A' 1 ] ,
A =— (c 4 -t-2c a ycos.0-4- y a ) ;
par où l'on voit que les trois quantités Ç, m, k sont toujours réelles. Il en est de même du coefficient C , dont la valeur donnée par la troisième des équations (14), est
,n 3 + (2H-g ) m*-*-{ l 2 Ç) c'm -4- Çc a
m (m 3 — 2»ty cos . ô y 2 )
mais les coefficients A et B contiennent chacun une partie imaginaire.
§ 46. Il y a deux valeurs de Ç, et, par conséquent, deux de m, et deux des autres coefficients. Les valeurs de m méritent une attention particulière , parce qu'elles sont les paramètres réels des kappa par lesquels nous voulons exprimer les fonctions kap. (n, c, 7), kap. (n'e, 7), dont les paramètres sont imaginaires.
Soient m' et m" les deux valeurs de m : on aura
m' h-c'= — 2Ac' [A -+- cos. 9 — \S\ + ïh cos.O-f-A 1 ] , *»" h- c' = — 2Ac" [A h- cos. e -f- |/l -4- cos. 6-*- A'] ; de là résulte
(m* + c') (m" -4- c 3 )— — 4c 4 A a sin.'O :
il faut donc que des deux facteurs m' -+- c* , w" -4- c% l'un soit positif et l'autre négatif. Remarquons maintenant que m' et m" sont tous deux négatifs , et que si l'on remplace n et n' par leurs valeurs, dans la seconde des équations (9), celle-ci devient
(1 -t- 2 v cos. ô -*-*') (l-4-wi)=Z> a (l
expression dont la réalité exige que 1 -f* m' soit toujours positif, ainsi que 1 -t-m"; mais pour satisfaire à toutes ces conditions, il suffira de prendre
m' = — c'sin.'A, m" = — 1 -h 6*sin.>.
Cela posé, en partant de la valeur m' = — c'sin.% et en désignant par un accent placé au bas de la lettre, les valeurs correspondantes ôcpj Ç, A, C, A et B, on déduira de l'équation (15),
g /7 A, _^ B, Vj, ,/ xl + nsm.*? l-t-n'sin.\/ A
^À,-f-B,H-(A,n'-»-B,n)sin.\ ^ ,/ (l-4-»sin. J ' r ) (I H-n'sin.V) A
Ecrivant au lieu de n et de n' leurs valeurs
n=v(cos.Ô + l/^lsin.0), n'=y(cos. 0 — l/^ïsin. et faisant, pour abréger,
le second membre de Péquation précédente deviendra
f -+- sin. 3 ? tf?
H-2vcos.0sin. a ç>-*-v a sin. 4 ? a
Soit aussi
c* •+■ 2c a j> cos. 0-4- * a = r a ,
les équations
*, = — (c* -t- Sc'vcos. 0 -f- vA ——— , m' = — c a sin. a À ,
donnent
r a cos. J A
par conséquent
,/ l4-*,p, a 2rcos.A ° \ p,TCOS.\ — b} et l'équation (16) devient
, 17 x f' + g'smS 9 dy
' J 1 -f-2ycos.ûsin. a ? -t-^sin. 4 ? ' A
0 / p.T COS. A -f- £>\
= lofj. zk 1
27 COS. A \ p.TCOS.A— 6/
Si l'on part maintenant delà valeurw" = — 1 o a sin. a /tc, et que l'on désigne par deux accents placés au bas de la lettre , les quantités correspondantes, on aura
/ A„ -4- B„ ( A,,*' -h B„n) sin.'y d?
(l + «sin.\) (ln-n' sin. a ? ) a
Soit toujours
c 4 -+- 2c a v cos. 0 -t- v a = r a ,
les équations
*„ — — (c 4 -t- 2cV cos. 0 + ) ,
m" = - 1 -t-o'sin.>,
donnent
t" cos.'/*
et conséquemraent
- — : ; = arc tang. = - :
l +K,P„ T COS. fi \ Ç J
faisant de plus, par analogie,
l'équation (1 8) devient
( i9) /: r dj_
J l-Hâycos.Osin.^H-y'sin. 4 ^ à
arc
t cos. fi
y- dig. « — C„ kap. (»*",c, f ).
§ 47. n faut remarquer que toutes les quantités qui entrent dans les formules (17) et (19) sont réelles de leur nature, à l'exception des quatre coefficients /*',</', g" , dans l'expression desquels entrent les paramètres imaginaires n et n', et les coefficients A,, B,, A„, B„, également imaginaires. Mais cette exception n'est qu'apparente, et l'on peut même calculer les quatre coefficients dont il s'agit, sans connaître les valeurs de A,, B,, A„, B„.
Soient , à cet effet ,
A = A +B, ( j = An' -+- Bn,
f \g\f" } g" seront alors ce que deviennent f et g quand on remplace successivement m par ses deux valeurs m' et m", dans les coefficients A et B. Lorsqu'on égale les coefficients des mêmes puissances de sin.'y dans l'identité (13), ou obtient les deux équations de condition
1 + ?(A + B + C)=Ç, —(2Ç+Ç 1 ) = n -t- n'+ m -f- AÇ»'-*- AÇm -4- BÇn -t-B£w CÇn CÇn',
dont la combinaison donne
? = An'+Bn=tn(C — 1) — (ft + n') ^C-f- — 2 — Ç;
valeurs essentiellement réelles, puisque
n ■+- n' = 2v cos. 6.
§48. Au moyen des deux formules (17) et (19), toute intégrale proposée
/■* a-*-£sin.*p
I 2vcos. Q sin.'y -f- v'sin.^ A
dans laquelle le dénominateur 1 -4- 2v cos. 0 sin. a ? -t- sin. 4 y est le produit des deux facteurs imaginaires
1 j>sin.\(cos.0 -i- V — lsin.ô) , 1+ vsin.\(cos.O— V— 1 sin. fl) ,
pourra toujours s'exprimer par les deux fonctions kap.(m',c, kap. [m" , c, f) , dont les paramètres sont réels , l'un étant de la forme — e° sin'A , l'autre de la forme — 1 -f- ©' sin. a /*. En effet, connaissant les coefficients f g' , f" , g", a. , 3, il sera aise de satisfaire à l'identité
a -t- 0 sin. a f = M' (/' -t- g' sin.» -t- M" (/"' + ?" sin. a y ) ,
où M' et M" sont des coefficients constants , par lesquels on multipliera les équations (17) et (19), afin qu'en ajoutant les produits, le premier membre soit égal à l'intégrale proposée.
§ 49. Il est bon de prévenir une difficulté que pourrait offrir l'équation (17), relativement au terme
/L*l., _ _J_ log . U .
J l+k,p, 2 Srcos.A u \ p,T cos. A — b } Puisqu'on a
sin.y cos. o
( l X, sin.'^a '
on voit que p, est nul lorsqu'on a ? = o ou f = 90° , et que p, est infini lorsque sin. ? = ; valeur qui suppose Ç, négatif. Or, cette hypothèse ne peut jamais avoir lieu, car nous avons établi ci-dessus les équations (9) , en supposant identique l'équation
(20) .... (lH-Ç,sin. a ?) a (l — c a sin. a ï) *, sin. a ? cos. a P = (1 -4-nsin.\) (1-+- n'sin. 9 ?) (1-+- m' sin. a ^ ) = (l-*-2vcos.0sin.\-i- y a sin. 4 ^) ( 1 — c a sin.'Asin.^) ,
dont le second membre est toujours positif, quelque valeur que l'on donne à sin. y , depuis 7 = 0 jusqu'à ^ = 90° : donc le premier membre est également positif. Mais l'hypothèse de 1 -+- Ç, sin a p=^=o, réduit l'équation précédente à
k, sin. a ? cos. a ? = (1 -f- 2vcos. 0 sin. a y -+- v a sin. 4 r ) (1 — c a sin. a Asin. a ?) ,
et si l'on met au lieu de h f sa valeur — r c ° s ' , on voit que le premier membre devient négatif j ce qui prouve l'inadmissibilité de l'hypothèse.
Non -seulement p, n'est jamais infini, mais on ne saurait avoir P, = rcoi ; ce qui rendrait infini le logarithme qui entre dans l'cquation (17). En effet, si l'on divise tous les ternies de l'équation (20), par ( 1 -t- Ç, sin. 9 ?)' A', on obtient
k, sin.'ycos.'y (l-t-2ycos.0sin. a ?+y'sin. 4 ^)(I— c'sin.'Asin.'f)
et comme
Mn.yo8. a ?
(l+^sin.'^A* /F/ '
il s'ensuit que 1 est toujours positif. Mettant au lieu de k, sa
valeur rapportée ci-dessus, on en conclura que If— /j/V'cos.'A est positif, et, par conséquent, aussi o — |>,tcos. A : donc, on a toujours p f < ^ ; ce qu'il fallait prouver.
Si nous passons à l'examen de la formule (19), nous verrons que la quantité
sin. f cos. y P//== (l+?„sin." v )A '
qui est nulle lorsque ç> = o et lorsque 7 = 90°, devient infinie entre ces deux limites, si le coefficient Ç„ est plus grand que l'unité. En effet, ce coefficient ayant pour valeur
— vh —v 2àcos. 0 A%
est essentiellement négatif, et s'il est plus grand que l'unité , son produit par siu.'f pourra annuler le dénominateur de p„. Lorsqu'on aura donc
1 H- Ç„ sin.'f = o y ou sin. ,
l'arc dont la tangente est *'"' qui entre dans la formule (19), sera £t, et l'amplitude f continuant à croître depuis
= arc ^ sin. = y/—!^ ,
jusqu'à f = \x , cet arc croîtra depuis \x jusqu'à
arc
/ t cos. fi, sin. \ x% cos. \x\
l tang ô (TCT~) '
qu'il faudra prendre égal à r, poursuivre la loi de continuité.
§ 50. Si l'on regarde la fonction kap.(n, c, y), comme le secteur raixtiligne , compris entre l'arc d'une certaine courbe (que nous nommerons, pour ce motif , courbe des kappa) et les deux rayons vecteurs qui le terminent, nous aurons, en suivant la notation employée au§ 16,
9 ~ (l + nsin.'^A'
pour équation polaire de la courbe. Lorsque les kappa que Ton considère appartiennent à des types normaux , cette courbe se construit avec assez d'élégance , au moyen de deux ellipses.
Soient E, E', E" trois ellipses , dont les carrés des demi-axes et des excentricités ont pour valeurs respectives
b* = o a , b' 2 = fc a sin. a A , b" 2 = l — c a sin. a A ,
c a = c\ c' a = 1 — o a sin.'A. c" a = c a sin.'A.
L'angle ç> et les rayons vecteurs r,r',r", étant pris comme au jj 10, nous aurons
de manière qu'il viendra , pour la courbe des kappa circulaires normaux,
P (l— c' a sin. a ? )A(c, f ) "~~ A a (c', f ).A(c,y) "" 2 F a * b 5
et pour celle des kappa logarithmiques normaux N
' (l-c # "8in.» ? ) 4 i(c, f ) A a (c''> fc" a * 6 :
ainsi la courbe de tout kappa normal, pourra se construire au moyen des rayons recteurs de deux ellipses ayant même grand axe.
En rapprochant la valeur de p , île celle du rayon vecteur R de la fausse ellipse (§ 16), il est aisé de voir que Ton a respectivement, suivant que le kappa est circulaire ou logarithmique,
Rr' Rr"
relation remarquable par sa simplicité.
§ 51. Pour trouver la valeur du grand et du petit axe (2Aet2B) de la courbe des kappa normaux , il faut faire successivement
? = ^ » et ? — 0 >
dans son équation. On trouve de cette manière : Pour les kappa circulaires normaux ,
V b l sin. a A
et pour les kappa logarithmiques normaux ,
V iA'(c,A)
En appliquant à ces fonctions la remarque du § 19, relative aux secteurs de la fausse ellipse, on trouvera de la môme manière : Pour les kappa circulaires normaux
et pour les kappa logarithmiques normaux ,
kal. (A, c, ?) < r ».:,/, la : n , W ' el > ?•
— c sin. a sin. y) à
CHAPITRE VI
Propriétés générales des kappa de même paramètre et de même module, — Théorème sur les kappa complets. — Relations entre l'amplitude et l'angle du paramètre. — Propriété des fonctions complètes des deux prefnières espèces.
§ 52. Considérons les deux fonctions semblables
dp
(iH-wsin.^)A(d) '
et supposons , comme nous l'avons fait pour les epsilon , qu'on ait l'équation
di{> ? +- dijj. ? — di(j. fi =o, fi étant une amplitude constante. Si l'on fait
kap. <f kap. f — kap. ^ = Q ,
on aura
y \(l-*-nsin.'y) a ( y ) (lH-»sin. a ^)A(^/ '
mais puisque
il vient
Q = /I^L . n(s\\\.\ — sin.\)
J w (sin.-</*-h sin. n a sin.>sii
t^sin.^ f
et comme on a en posant
sin. a ^ sin. a ? = />, sin. f sin. y = £,
on obtient
c*J l + np + n'q
Remarquons que
[i'(?)-^W]=^îMr)- = *, 4 ( r ) + * *(*) ;
et comme on a trouvé au § SO ,
rfy a(^) -t- <fy A (^) = c'rf (sin. fi sin. y sin. = c 1 sin.^ cty,
Fintégrale précédente se réduit à
/* nsin. ,acfy
,/ 1 np n a g*
La relation dig. y -+-dig. ^— dig. ft=o, suppose la suivante
cos. y cos. ^ = cos. fi -f- sin. y sin. ^ A (^) ;
d'où
cos. a ? cos. a <J- = cos.'ytc 2 cos. p. sin. 3» sin. ^A
-t- sin.^sin. 3 ^ — c a sin. a ? sin. a </> sin.>.
Mais
Mais cos
•>. a y cos. a ^ = (1 — sin. a y) (l — sin. a ^)
= 1 — (sin. a yH- sin.»-+- sin. a ? sin. a |=l — p -t- q* : par conséquent
1 — = cos. 3 /* -f- 2g cos. jtc a (/te) — c a <j a sin. a /< ,
et
p=. sin. a /tc — 2g cos. fi A(yce) c a g 7 sin. 3 ^ ;
mettant cette valeur de p dans l'intégrale précédente, il vient
p n sin. /xdq
x ~ J 1 -»-nsin.>— 2»g cos. /ka(^) -t-o^» 2 + nc a sin.»
Pour trouver cette dernière intégrale , nous remarquerons que , si l'on diffcrentie la fonction générale
hq
= tang.w,
k + lq on obtient
— hhd ^
k* +Ulq + (h> + l*)q*
La différentielle du renfermant, dans son expression, trois constantes indéterminées h , h , / , on pourra disposer de celles-ci de manière à rendre identiques les dénominateurs des fractions qui représentent les valeurs de dQ et de du. C'est à quoi l'on parviendra , en posant
*'=l-»-nsin. 9 /<, */= — ncos.^A^) , A* -*-/' = n a ne* sin. > ; d'où l'on tire
-+-71 Slll. yU
A sin. ^ |/n(c a -t-n a -t-nc a H-fi)
Kl H- « sin. > et si l'on fait, pour abréger (§89),
«sin.V
„ /t . * /, c '\ . Kawsin./t
a = (l4-n) I 1+ - I , on a A = - -
\ n ' Ki-4-»sin.\«
Il suit de là que
hhdq
= _ arc [ tang.= * ] const.
1 / n l/ô"sin./usin.»sin.^ \
= arc (tanij. =- : 1 1 J+const •
|/~ \ l+«sin.>- «cos.^^siu.^in.^/ '*
et, à cause de la relation
^(/u) sin. y sin. = cos. ^ cos. ^ — cos./u ,
qui simplifie l'expression de Q, il vient
/ kap. f -t- kap.f — kap. / u=
(1) 1_L- , nV^sin.^sin.y sin.J/ \
I ■ y- ardtang. = •
\Vct v ° 1+n— ncos.^cos. r cos.^/
Nous avons supprimé la constante arbitraire, parce que les six fonctions kap. y, kap.</>, kap.p, sin.p, sin.^, sin.^, s évanouissent avec leur amplitude.
jj 53. La formule générale (1) correspond, pour les fonctions de troisième espèce , à la formule
dig. ? h- dig.^ — dig.^ = o,
pour les digamma , et à la formule
eps.y -t-eps. ^ — eps./t£ = c a sin./usin.y sin.f ,
pour les epsilon. Ainsi, la différence qui est nulle pour les digamma, et algébrique pour les epsilon t est exprimée par un arc de cercle ou par un logarithme , pour les kappa. Je dis arc de cercle ou logarithme, car on voit que la valeur de Q représentera la première ou la seconde de ces fonctions , selon que a sera positif ou négatif.
De l'équation (1) , et de toutes celles qu'on peut former semblablement entre trois kappa, nous conclurons, comme nous l'avons fait au § 34 pour les epsilon , que si t, k, /, etc. , sont des nombres entiers positifs , on pourra toujours faire en sorte que l'on ait
t kap. f -h k kap. ^ -t- / kap. a n- etc. = W,
W étant une quantité détcrminable par arcs de cercle ou par logarithmes, pourvu qu'on ait entre les amplitudes y , ^ , «, etc., la relation qui donne
t dig. y k dig. $ -\- l dig. u •+■ etc. = 0,
relation qui peut toujours être remplacée par une équation algébrique entre les sinus des amplitudes (§ 22).
Lorsque y et ^ sont les amplitudes de digamma complémentaires ,
jr COS. y
on a m= ~, et sin. p — — la formule (1 ) devient alors
kap. kap. 4.— K =
-L, m / f<1B „ n]/a sin.f cos.eA ,-arc tang. =_ 1 1 ,
et, sous cette forme, elle peut servir à déterminer kap. ? , au moyen de la fonction complète K, et d'un autre kappa d'autant plus petit que kap.? sera plus grand.
Si l'on a f =^ , ce qui donne (§ 19)
il vient
■ 1 / nV(t 1 \ kap. ? = iK -—arc f tang. = - — - ;
d'où l'on conclura , en vertu d'un théorème dont il sera question au j^85, que tout kappa dont l'amplitude a pour tangente trigonométrique pr= , peut s'exprimer par des fonctions d'une espèce inférieure,
§ 5-4. En appliquant aux kappa , la remarque que nous avons faite au jj 32 pour les epsilon, il est évident que la formule (1) pourra s'écrire sous la forme
kap. amp. p -+- kap. amp. q — kap. amp.(p q) =
1 ^ [tanT *V^*.Mn.amp.j&.sin.amp.g.sin.amp.(p+g) n |/â L' 1+n—n cos.amp./>. cos.amp.o>cos.amp.(p-*-g)J ,
par où l'on voit sur-le-champ que si Harap.p, Hamp.j, représentent des fonctions de la forme
kap.amp.p-*-*p, kap. amp. q h- fy,
A désignant une quantité quelconque , la différence
Hamp.p -f- H amp.q — Hamp. (p + q)
sera encore égale au second membre de l'équation précédente. '
§ 85. Il existe entre l'amplitude et l'angle du paramètre de la fonction kappa, des relations importantes, que nous allons faire connaître , et qui serviront à démontrer le théorème suivant :
Théorème. Tout kappa complet peut s'exprimer par des digamma et des epsilon,
Démonstratio*. Si l'on différence, par rapport à n (voyez la note III) , chaque membre de l'équation
on aura
d.kap.y p sin. a ?</ ?
dn ~~J (l-t-nsin. J y) a A '
et si l'on fait , pour un instant , 1 nsin.' ? = u , le second membre de cette équation deviendra égal à \f d'où l'on tire, en re-
mettant au lieu de w sa valeur,
. rf.kap.o = kap.p -+- n
(I nsin.'y) a A dn
Remplaçant l'intégrale par sa valeur trouvée au§ U, il vient, après réduction ,
dn |l— — -jkap.y-f- 2a. cf. kap.?c=
dn dn dn
4 Sin,? C0S>f • l^«sin.' y ~ C ' 1T> ^ - "iT (diC,? _ Cp8 - f);
et si l'on remarque que da=dn |l -j , on aura
— da. kap.?-t~a.</. kap.y
1 dn l dn Idn
= - Asin.ecos.? : — ~ c — - dig.» — - — (dig.y — eps.*);
2 r Y l-4-nsin. a f 2 n a & T 2 n v u r r rn
équation dans laquelle il faudra regarder kap.? et a, comme variables principales, et n comme variable indépendante. Multipliant, de part et d'autre, par et intégrant, il viendra
l'I). . . . K«.kap.y = -Asin.ecos.© / -
2 J (l+nsin.'yjV*
( ioi )
La généralité de cette formule , permet de l'appliquer à toutes les fonctions de troisième espèce, quel que soit le type de leur paramètre; mais , d'après ce qu'on a vu au chapitre précédent sur la réduction des kappa à deux types normaux , il suffira de considérer le cas où la fonction kappa a pour type du paramètre n = — - 1 -+-© a sin. a 6, et celui où elle a pour type du paramètre n= — c' sin.'ô.
I er cas. Kappa circulaires normaux.
On aura , dans ce cas ,
dn ^, fc'sin.Ocos.8
et l'équation générale (2) deviendra
o'sin.Ocos.O ■
l.yCOS.f / -— — — — •
J cos.^H-o'sin.'flsin.'f Or , nous avons (§ 43)
do 1 b* sin.flcos.ô
(1 — b sin. 0) v ' '
de plus, en faisant o'tang.'y =n', il vient
AS1U
p (*0a(M) ê /> ci<?(l— 6'sin.»0)
en comparant cette dernière intégrale à la valeur de H donnée au § 8 , on trouvera que
A sin.eCOS.ï / : rz—. — r-— : —
J cos.'y-i-i'sin.'Osin. 3 ?
- kap.(n', 6, e) — a cot.y dig.(6, 0).
sin.ycos.?
Substituant ces valeurs dans l'équation (3), et remettant 6'tang. 1 ? au lieu de n', on obtient
o'sin.dcos.G
[kac.(fl,c, ? )— dig.(c, ? )] =
-4^-[kap.(o*tong. a ? ,M)-cos.' f dig.(6,6)] sin.ycos.?
dig.(c, ? )dig.(6,6)~ eps.(c, f )dig.(6,fl) — dig.(c, ? ) eps.(6,0).
On n'a point ajouté de constante, parce qu'en faisant ô=o, les deux membres s'évanouissent.
# § 56. Pour ramener au type normal le kappa circulaire du second membre de cette équation , on commencera par le réduire à la forme kap.(cot.*f,0, 6) à l'aide de la formule (6) du § 39. Ensuite , par la formule (a) du § 38, on réduira ce dernier kappa à la forme kap. (—1 -4-c 1 sin. a ?,o,6). On trouvera, de cette manière , la formule générale
/ o'sin.Ocos.6
[kac.(0,c, ? )— dig.(c, ? )]
c'sin.fcos.?
[kac.( ? ,o,fl)-dig.(6,e)]
+ eps. (c, f ) dig.(o, fl) 4- eps. (6, 6)dig. (c, ?)
résulte de la symétrie de cette formule, que l'on peut y permuter l'amplitude et l'angle du paramètre, pourvu qu'on y permute en même temps les modules b et c.
En la combinant avec l'équation (a) du § 88, on en déduit
A(b,9) *(c,o) — — kap.(cot.'0,c, ? )+ kap.(cot.>,o,0)=|T sin.ocos.o sin.' r cos.y
-4-tang.0A(fc,e)dig.(c, ? ) tang.yA(c,f)dig.(o,0)
dig.(c,y)dig.(6,e)— dig.(c, ? )eps.(6,fi) — eps.(c, y )dig.(6,e).
Sil'on a fc=c, c est-à-dire si lemodulec=sin.45°, et que l'angle 6
du paramètre soit en même temps égal à l'amplitude ? , on trouve
— kap.(cot. a f,K $ ,f)=$xH-(2Atang.f-4-dig.y— 2eps.?)dig.y.
sin.^cos.y
Lorsque f>= ^, kac.(0, c, y) devient la fonction complète K ( — 1 h- 6 a sin. a d,c), et l'équation (e) donne, pour la déterminer,
v ' ) j =^ h-D (c) dig.(M) -E(c)dig.(o,9) -D(c)eps.(6,0) ;
par où Ton voit que la fonction complète de troisième espèce dont il s'agit, s'exprime généralement par des digamma et des epsilon.
La fonction non complète kac. (0,c, y) s'exprimera également par des fonctions de la première et de la seconde espèce , si l'amplitude f est telle qu'on ait
k étant un nombre rationnel ; car alors , il résulte du § 53 que
kac.(0,c,?)=AK( — 1 -4- o a sin. a ô,c) ■+- W ,
W étant une quantité déterminante par arcs de cercle. Il en sera de même, si le paramètre n est positif, et, par conséquent, de la forme n=cot. a ô. En combinant l'équation (a) du § 88 avec l'équation (3), on obtient, pour la fonction complète,
(6) . . . . . v 1 . K(cot. 2 d,c)=^ tang.0A(o,0)D(c)
sin.dcos.d " m
-*-D(c)dig.(6,0)— E(c)dig.(o,0)— D(c)eps.(o,0).
jj 57. Supposons que l'angle ô , déterminé par le paramètre n = — l + o'sin.'d, soit tel que, pour le module b, on ait
(7) dig.(M) = *D(&),
k étant rationnel : alors on aura , par les propriétés connues ,
(8) kac. (y,fc,o)=AR(— l-t-c'sin.^ojH-W,
W représentant, comme tout à l'heure, une quantité assignable par arcs de cercle. On aura en même temps (§ 34)
(9) eps.(M)=*E(i)-*-V,
V étant une quantité algébrique. Or, si dans l'équation (8), on substitue à kac. (y , b, 6) sa valeur en kac. (o, c, ? ) tirée de la relation générale (e); que l'on y substitue également à K( — 1 c 9 sin. a ?, b), sa valeur en fonctions d'espèces inférieures , que l'on déduira de l'équation (S), mutatis mutandis; qu'eu fin l'on élimine dig.(o, fl)et eps. (b f fl) au moyen des équations (7) et (9), on obtiendra
% T A (6,0) 1 a(c, ? WZ>,0)
kac. fl,c,fr = 1 7 di 6-( c >fH ,, . ' \ ! — :W;
L o'sin.flcos.O J o'sm.ycos.ysin.ôcos-ô
par où l'on voit que tout kappa circulaire normal peut être réduit à un digamma , si l'équation (7) est satisfaite.
2° CA.8. Kappa logarithmiques normaux.
§ 58. La substitution de la valeur n= — c'sin.'O dans l'équation générale (2) , donne
s>dd
cot.0 A(c,0)kap.(— c a sin. a 0,c,?)=(dig.f— eps.y) /— - — -
r de p c a rfo.sin. a O
16,? ysin. 9 eû(c,0) "*" A8m,?COS, V(l-c a sin. 9 08in.' ? )A(c,e)'
On a de plus, par le § 11,
=dig.(c,ô) — eps.(c,0) — A(c,e)cot.Ô,
sin.'tfA (c,fl) et par la formule (a) du § 8 ,
c'sin.'foto 1
r [kal.( f ,c,e)— dig.(c,ô)]:
(1— c'sin.'ysin.'ôjA^O) sin. 1 ?
donc, la formule générale devient
cot.O.A (c,0) [kal. (0,c, f) — dig.(c,?)] — cot. f .A (c, ? ) [kal. ( ? ,c,0) - dig.(c,e)] -4-dig.(c,0)eps.(c, ? ) — dig.(c, f )eps.(c,o)
Cette équation , provenant d'une intégration dans laquelle ? a été regardé comme constant , devrait avoir pour second membre , une fonction inconnue de y , que nous désignerons par F(<p ). Pour la déterminer , nous remarquerons que si l'on permute d et <p , après avoir remplacé zéro par F(p), le premier membre restera le même au signe près , tandis que le second deviendra F(0) : par conséquent F((p) -i- F(fi)=o. Or , cette condition est impossible à remplir (à cause de l'indépendance des angles Ô et f) si Ton ne suppose , comme nous l'avons fait , F(?)=o.
L'équation précédente, plus simple que celle qui se rapporte aux kappa circulaires , est composée de telle manière , qu'on peut y permuter l'amplitude et l'angle du paramètre sans changer le module. Si l'on y fait f = £ ir , on aura immédiatement
(10). Kl-c'sin.'fl^HDW-f- 1 ^ [D(c)eps.(c,fi)-E(c)dig.(c,e)l;
d'où l'on tirera la même conclusion que pour les kappa circulaires complets.
On démontrerait de la même manière que pour les kappa circulaires , que la fonction non complète kal.( 0, c, f) se réduit à des fonctions d'espèces inférieures , si l'amplitude f est telle qu'on ait dig. f = k D(c), k étant un nombre rationnel.
Nous remarquerons à l'égard des formules (e) et (/), qu'elles peuvent se déduire l'une de l'autre au moyen de la formule (d) du § 42.
§ 89. Supposons maintenant que l'angle 9 du paramètre soit tel qu'on ait
dig.O = *D (c) :
on aura
eps.0 = *E(c)-+- V
et
kal.(?,c,0) =*K( — c s sin.?,c) -+-W,
V étant déterminable algébriquement, et W renfermant des logarithmes. Ces valeurs, et celle de la fonction K ( — c'sin.*?, c) déduite de la formule (10), étant substituées dans l'équation (/}, il en résulte
i». , /- Vtannr.iA , , Wcot.cp A(c,y) V ' ry \ A(o,0) / 0 V COt.0A(c,fl)
d'où il suit que tout kappa logarithmique peut être réduit à des fonctions d'espèces inférieures , si l'angle 0 de son paramètre est tel qu'on ait dig.(c, 6)=k D(c), k étant un nombre rationnel.
Lorsque le paramètre se présente sous la forme n= — ^T^p la combinaison de la formule (10) avec l'équation (4) du § 89, donne , pour valeur de la fonction complète ,
Il est à remarquer que les formules de réduction sont plus simples pour les kappa logarithmiques que pour les kappa circulaires , puisqu'elles ne contiennent point les fonctions D(6) et E(i), relatives au module complémentaire.
Observons aussi que la valeur de K( — c 1 sin. a fl, c) donnée par la formule (10), serait indéterminée, si l'on avait fl=£y, ou » = — c*. Mais alors on a généralement, pour toute valeur de f
. , _ . 1 c'sin.ccos.f ka P .(- C ,o, f )= F ep.. y - ,
et , par conséquent,
K(-cV)=lE(c).
§ 60. Nous terminerons ces recherches en faisant observer que la démonstration de la formule
mentionnée au §36 , est la conséquence immédiate de l'équation (5), quand on attribue à 0 la valeur |.
CHAPITRE VII
De la transcendante T.
§61. Les fonctions elliptiques de la troisième espèce renfermant trois quantités, n, c et y , Ton croyait généralement, avant que M. Jacobi eût publié ses travaux mémorables , que ces fonctions n'étaient pas susceptibles d'être exprimées au moyen d'autres transcendantes , qui n'en continssent que deux. De là , une véritable impossibilité de les réduire en tables, car en prenant pour arguments (*) l'angle A du pa« ramètre, l'angle 6 du module , et l'amplitude y, ces tables eussent été à triple entrée et auraient coûté des calculs prodigieux , même dans l'hypothèse où les arguments n'auraient procédé que de degré en degré. Les recherches du savant géomètre qu'on vient de nommer , l'ayant conduit à s'occuper de nouvelles transcendantes, qui se rattachent aux fonctions elliptiques , il reconnut que tout kappa logarithmique peut s'exprimer au moyen de deux nouvelles fonctions d'un et de deux arguments, q et 0 , dont nous traiterons plus tard. Ainsi, en ajoutant aux tables qu'on possède, la table des fonctions 0 , et une table auxiliaire pour calculer q au moyen du module (**) , on aurait été en état d'évaluer les kappa logarithmiques, à l'aide de tables à double entrée seulement. Legendre , qui apprécia d'abord toute l'importance de cette découverte , fit observer cependant qu'elle ne s'étendait pas aux kappa circulaires. Voici comment il s'exprime à cet égard :
(*) Ou appelle argument d'une lable , l'élément qui sert à trouver la fonction : ainsi , les angles sont les arguments des lignes trigonométriques , les nombres sont les arguments de leurs logarithmes, etc.
( M ) On la trouvera à la fin de cet ouvrage.
« M. Jacobi est le premier qui ait remarqué cette belle propriété , » que l'usage des fonctions 0, dont il est l'inventeur, lui a fait dé- » couvrir dans les fonctions elliptiques de troisième espèce , à parais mètre logarithmique. Il a annoncé en même temps, que la même » propriété pourrait aussi s'appliquer aux fonctions à paramètre cir- » culaire ; ce qui serait un très-grand perfectionnement de la théorie » des fonctions elliptiques , puisque la détermination numérique de » ces fonctions ne dépendrait , dans tous les cas , que d'un petit » nombre de tables à double entrée , dont les principales sont déjà h calculées. Mais , jusqu'à présent, les tentatives que j'ai faites pour » étendre aux fonctions à paramètre circulaire , la propriété qui est » démontrée pour les fonctions à paramètre logarithmique, sont » restées sans succès. Ainsi nous devons suspendre notre jugement » sur ce point , jusqu'à ce -que M. Jacobi fasse connaître les formules » par lesquelles il pourrait justifier son assertion.
» Dans le cas où il serait bien constaté que les fonctions à para- » mètre circulaire ne sont pas susceptibles de la réduction qui a lieu » pour les fonctions à paramètre logarithmique , il faudrait admettre » que les fonctions à paramètre circulaire constituent une quatrième • espèce de fonctions elliptiques , plus composée que les trois autres , » et qui ne peut se simplifier que pour des valeurs du paramètre ca- » racterisées par un symptôme général ; mais alors elles se réduisent » toujours à la première espèce , et ne peuvent plus être rangées » dans la quatrième. » ( Voyez la note IV.)
§ 62. Outre les fonctions réductrices q et 0 , on doit encore à M. Jacobi la découverte d'une autre transcendante , représentée par l'intégrale
Nous la nommerons la fonction upsilon , du nom de la lettre grecque employée à la désigner. Voici, à peu près, comment M. Jacobi expose la réduction des kappa logarithmiques au moyen de cette transcendante.
Soient p. et v des amplitudes telles, qu'on ait, pour le module commun c,
(1) dig./t = dig.,; dig.A,
(2) dig.v = dig. ? — dig.A ,
A étant l'angle du paramètre de la fonction kal.(A, c, f). On aura en même temps ( § 30)
cps.v eps.A — eps.y = c'sm.Asin.ysin.v, eps.y h- eps.A — eps./u = c'sin.Asin.?sin.yu.
D'ailleurs , les amplitudes fi et v se déduisent des amplitudes y et A , par les formules connues
sin.scos.AA(x) H-sin.Acos.pA(p)
(à) . . . . sm.ft= — - : 1 — —,
1 — c'siu. 9 Asin. 3 ç»
,,. sin.ecos.AA(A) — sin.Acos.oAC^)
(4) . . . . sin.v = : L_LL_.
v J 1— c'sin.'Asin.'p
Considérons maintenant la fonction
Z=T W -TW=yg- e p 8 ., t _y±. ) eps.,:
si Ton regarde A comme constant , on aura , en vertu des équations (1) ^ (2),
dfjc. do d.dig.^=d.dig. f , ou -— = — ■ ,
et semblablement
dv df
donc
Par les formules précédentes , on a
(5) . . . eps.^u — eps.v=2eps.A — c'sin.Asin.^sin.^-f- sin.v), /BX . . 2sin.*cos.AA(A)
donc
Z= /^r eps.A— Sc'sin.Acos.AACA) S .' n ' f . 1-
*/a( ? )L 1 v ' l^-c'sin.'Asin.> J
•in.'f rfy _ — <%•? kal.(A,c, y )
(1— c'sin.'Asin.»?)^?) ~~ c'sin.'A"*" c'sin.'A
par conséquent
(7). . «eps.Adig.yn-cot.AAfA) [dig. ? — kal.(A,c, ? )];
résultat auquel il faudra ajouter une constante arbitraire.
Pour la déterminer, nous remarquerons que, puisque eps.y devieat — eps.p quand ? devient — il s'ensuit que l'intégrale
reste la même quand on change le signe de y ; d'où l'on conclut que T(ç>) est une fonction paire de ? (*). Or si l'on fait, pour un instant, f = o, on a yu=A, v= — A, et l'équation (7) se réduit à
= const.;
ce qui prouve que la constante est nulle.
§ 63. Avant de rechercher les propriétés de la fonction T, nous allons en donner une représentation géométrique, qui découle immédiatement de l'expression de sa différentielle.
Soient OA, OU (fig. 6), les demi-axes de la fausse ellipse, et Oo, Ob f ceux de l'ellipse génératrice (§ 16). Du centre O, menons un nombre indéfini de rayons vecteurs Or , Or', Or", etc. : aux points t'y r', r", etc., élevons les droites rp t r'p', r"p"y etc., perpendiculaires au plan de la fausse ellipse, que nous supposerons horizontal, et déterminons les points p f />', p", etc., par les conditions
r p = arc d'ellipse correspondant à l'amplitude BOr,
r'p' = arc d'ellipse correspondant à l'amplitude BOr',
r"p" =■ arc d'ellipse correspondant à l'amplitude BOr", etc.
(*) On appelle fonction paire , celle qui. étant développée, ne coutiendrait que des puissances paire» du la variabl« .
Ces points formeront une espèce d'hélice , dont la courbure variera continuellement depuis B jusqu'à D, où DE est égale à la demiellipse had. Mais à partir de D, la courbe recommencera à s'élever par les mêmes degrés qu'en B , parce que l'ordonnée verticale MF d'un point quelconque M , se composera d'une demi-ellipse , plus l'arc d'ellipse correspondant à l'amplitude FOE = BOr. Prenons sur l'axe vertical OH les longueurs Oq, Oq', Oq", etc., égales à rp, r'p\ ^'p", etc., et menons les droites pq, p'q', p"q", etc. : leur ensemble constituera un héliçoîde à hase de faune ellipse, qui jouira de la propriété suivante : Si l'on appelle y l'angle quelconque BOr, le solide , intercepte entre le plan vertical Oqpr, le secteur horizontal BOr et les deux surfaces courbes BOg/> et Bpr, aura pour valeur la transcendante T(c, ?), prise entre les limites ? = o et f =BOr.
11 résulte de la remarque que nous avons faite tout à l'heure , sur la variation de courbure de l'hélice , que la fonction T ne devient complète que quand on a ?=r. Pour trouver sa valeur dans cette hypothèse , examinons la figure 7 qui répète à peu près la figure précédente , les mêmes lettres désignant les mêmes points. La fonction complète T(r) sera représentée par le solide compris entre : 1° la base BAE; 2° les deux portions de surface cylindrique EDCAE et BCAB; 8° le plan DEOI; 4" l'héliçoïde OBCD1GO {fig. 6). Ou aura donc, en renfermant entre deux crochets la désignation des surfaces qui limitent chaque solide {fig. 7), /
vol.[OBA, BCA, CGOA, OBCGO] -*-vol.[KGC, EOA, KEOG, GOAC, AEKC] -<-vol.[KGC, DKGI, DKC, GCDIG].
Dénotons, pour abréger, par V, V, V" les trois volumes précédents, et par S et S" les volumes
[OBA, GNC, NBOG,GCAO, NBAC], [KGC, D1L, DKGI, IGCL, LCKD],
il est évident que
Remarquons , maintenant, que le volume égal à l'excès de S" Sur V", est précisément égal à celui que nous avons appelé V, car si l'on appliquait DIL sur OBA , la courbe DC se confondrait avec BC. Mais
par conséquent, en remplaçant S" — V" par sa valeur V , et V S" par sa valeur 2D (c) E(c), il vient
§ 64. Dans un mémoire publié en 1836 (Journal de M. Crelle , tome 15), M. Jacobi a fait connaître une propriété dont jouissent les fonctions T, qui est tout à fait analogue à celle que nous avons démontrée au § 82 , pour les fonctions elliptiques de la seconde espèce. Voici à peu près son analyse , dans laquelle nous avons remplacé la fonction n qu'il considère , par la fonction T son logarithme , afin de ne pas multiplier les transcendantes sans nécessité.
Nous avons vu aux §§ 32 et 54, que plusieurs formules relatives aux epsilon et aux kappa , prennent une forme qui met en évidence la propriété qu'elles expriment, quand on regarde ces transcendantes comme des fonctions du digamma de même module et de même amplitude. Comme il en est de même pour les fonctions T, nous suivrons la notation adoptée dans les paragraphes précités. Changeons p et q en p r et q r dans la formule (12) du § 32 : il viendra
(8) . . eps.amp.(p-+-r)-^eps.amp.(ç-4-r) — eps.amp.(p-*-g-t-2r)
=c , sin.amp.(/)H-r)sin.amp.(5-f.r)sin.arop.(pH-ç+2r).
Changeons dans celle-ci p en zéro et q en p q : nous obtiendrons
(9) . . . eps.amp.r-f-eps.amp.(jî-4-g-f-r) — eps.amp.(jo-*-gf*+-2r)
=c , sin.amp.(r)sin.amp.(p-+-ç-4-r)sin.amp.(p-t-g-4-2r).
Retranchons l'une de l'autre les équations (8) et (9) : nous aurons , en faisant usage de la formule (/*) du § 24 ,
(10) . eps.amp.(/)-4-r)+eps.amp.(^-4-r)-eps.amp.r-cps.amp.(/H-ç+r)
=c*si n . amp . (p q -t- 2r)sin . amp . (p)sin . amp . (q) X[l-c'sin.amp.(r)sin.amp.(/>+r)sin.amp.(î4-r)sin.amp.(|>+ç4-r)].
Observons qu'on déduit de cette même formule (f) ,
[l~c , sin.amp.(r)sin.amp.(p-«-r)sin.amp.(9-4-r)sm.amp.(/>-4-9+r;] X[l-4-c , 8iD.amp.(p)sin.auip.(9)sio.amp.(r)sin.amp.(p+9+r)] =1 — c'sin.'amp^rjsin.'àmp.fp+ç+r) :
par conséquent
eps.amp.f/>+r)+ep8.amp.(fH-r)-ep6.amp.(r)— eps.amp.(p+9+r)s
c'sin. amp.(p)sin. arop.(ç)sin.amp.(p-4-g+2r)[t — cHin'. , amp.(r)sin. , ainp.(fH-4M-»')] l+c t 8in.amp.(p)sin.amp.(9jsin.amp.(r)siii.anip.(p4-î+»*)
Mais si Ton change simultanément p en zéro et q en p -4- q dans l'équation (12) du § 2-4 , on en déduit
[sin.amp.(p-i-9-4-2r)][l — c'sin.'amp.^sin.'amp.^-t-ç-i-r)]
cf[sin . a rap . (r)sin . amp . (p q r)]
il vient donc, en substituant,
eps.amp. (p r)-*- eps.amp. (g -*-r)— eps.amp. (r)— eps.amp.(p-i-g-t- r)**
rf.lo^^l-t-c'sin.amp.fpJsin.amp.f^sin.amp.^sin.amp.^H-o-i-r)]
d où Ton tire , en intégrant,
Tamp.(p + r) -4-Tamp.(ç r)— Tamp.(r)— Tamp. (p-f- q + r) 4-const. = log.[l-+-c*sin.amp.(/))sin.amp.(g)sin.amp.(r)sin.amp.(p-i-g-4-r)].
Pour déterminer la constante, nous ferons r=o dans les deux membres ; ce qui nous donnera
T amp./> T arap.g — Tamp.(p-4-ç) const. =o ,
et finalement
(H) Tamp.(/>-t-c)-4-Tamp.(p-+-r)-»-Tamp.(g+r)
— [Tamp.p-*-Tamp.ç-+-Tamp.rH-Tamp.(p-*-ç-*-r)] ==log.[l-4c 3 sinamp./>sin.amp.9sin.amp.rsin.amp.(/}-4-9-4-r)].
Si Ton fait ^ = — r, comme Ton a en général Tamp.(— ar)=Tamp.^, la formule précédente devient
(12). . . 2(Tamp.p-4-ïamp.<7)=lamp.(jt)-4-ç)-t-Tamp.(p-g) — log.(l — c'sin.'amp.p sin.'amp.g).
Mais si l'on change X en $ dans les formules (1), (2) et (7), on aura en posant , comme de coutume , p = dig. g = dig. $ ,
Tamp.(/H-9)-Tamp.(p-ç)-2^(eps.amp.g-*-cot.amp.gAamp.g)
+ 2cot.amp.gAamp.g kal.(amp.g, c, amp.p)
Cette équation, combinée avec la précédente, donnera la formule fondamentale
/ïamp.jM-ïamp.g— Tamp.(p-4-^)=cot.amp.gAamp.gkal.(amp.g ; c,ainp.p)
(13) . < — p(eps.amp.g-f-cot.amp.gAamp.g)
' — £ log.(l— c'sin.'amp.psin.'amp.g).
La composition du premier membre étant telle qu'on peut y permuter p et q, on peut faire la même chose dans le second ; ce qui donne immédiatement la formule (f) du § 58, relative h la permutation de l'amplitude et de l'angle du paramètre dans les kappa logarithmiques. Et comme , à l'aide d'une transformation imaginaire , on peut déduire de la formule (f) , la formule (e) relative aux kappa circulaires, il s'ensuit que nous eussions pu tirer de notre formule, la plupart des résultats mentionnés au chapitre VI.
§65. Si l'on prend g = D, et que l'on change en même temps p en — p dans la formule (13) , on obtient
(14) . Tamp.j> -4- Tamp.D — Tamp.(D— p) —pï. — log. a amp.p. Soitp=D, et l'on a
Tamp. D = 4 DE — *log. b :
et si p = 2D , il vient
Tamp.(2D)=2DE = T(T)}
résultat déjà trouvé par la géométrie (§63).
Si l'on change/? en2D — p dans l'équation (14), on trouve, en observant que sin. amp. (2D — p )=sin. amp.p,
Tamp.(2D p) -t- Tamp.D— Tamp. (D~p)=(2D— p;E -log. Aamp.p.
Eliminant log. Aamp.p entre cette équation et l'équation (14), il reste
(15) Tarap.(2D — p) — Tamp.p=2E(D —p) ;
formule que Ton peut également écrire sous la forme
(16) T^T(r- ¥ )-2E(D-dig. ? ).
Cette équation fera connaître la fonction T ? depuis £t jusqu'à t, en la supposant connue depuis f—o, jusqu'à ? = £ jt. Or, il n'y aura jamais lieu à passer la limiter, quand on appliquera la formule (7) au calcul de la transcendante kal.(A,c, c.). En effet, les
amplitudes ? et A étant comprises entre o et f , l'amplitude fi du digamma égal à la somme dig. ? -4- dig. A, ne pourra jamais dépasser r. Soit donc ^ = \ t -h <f , et la formule précédente deviendra
Tftsr-f. <f) = T(\r — ê) -4-2E[D — dig.(*r — j)].
Si l'on change le signe de f dans la formule (16) on pourra , des deux équations, tirer les formules suivantes :
T(r h- f ) — T(r— ?) =4E dig. ? ,
T(t H- ? ) -4-T(t— ^)=2Ty -f- 2Tt.
Dans cette dernière , faisons successivement y = £x, r, | t, 2t, etc., et nous aurons, en ayant égard aux résultats déjà trouvés,
T2r = £DE — ilog.fc, ?x = 2DE,
y|t = t^t -+- 2ït, t2,t = 4ït,
T|r=YiT 6ït, ï3t= 9ït,
ï^t = T5T 12ït, t4t=16tt,
l|T = ïir -<-20ïr, ï5t==25ït, etc. etc.
Il s'ensuit que n étant un nombre entier, on aura généralement
ftn+l\ /2n-+-l\ a 1 ïl — - — Jt== f — - — J Tx + i log. -,y«T = » ÏT.
Si l'on imagine donc une parabole, représentée par l'équation
et une courbe dont les abscisses soient y et les ordonnées T ? , c'est-àdire dans laquelle on ait simultanément
x=f ety = ïy,
chaque fois que l'abscisse x de cette courbe deviendra un multiple entier n, de*-, son ordonnée sera égale à celle de la parabole, tandis qu'elle la surpassera de la quantité constante \ log. |, dans tous les points où l'on aura x = ( n-f- £ ) a-.
§ 66. Si l'on prend <7=p dans la formule (12) , on a l'équation
(17) . . ïamp.(2/>)=4ïamp.p-*-log.(l— c 2 sin. 4 amp./>) :
en la combinant avec les formules qui servent à la duplication et à la bissection des digamma , et qui sont (J 20)
lang. i amp.(2p) = Aamp.p tang. amp p ,
. . sin.iamp.p sin.amp.(ip) = —
1/ £ H- ± Aamp.p
on voit qu'il sera facile d'assigner l'upsilon qui répond, soit à 2"/> , soit à Ainsi, par des bissections répétées du digamma, on pourra faire dépendre un upsilon proposé, d'un autre upsilon aussi petit que l'on voudra.
Nous avons vu au § 83 , la formule
(18) . . . . eps.amp.p==p— -i— h etc:
en multipliant les deux membres par dp , et en intégrant , il vient
(19) . . . . Tamp.p = f— iiL. + ^ etc.
L'exactitude de cette formule dépend de celle delà formule (18) : or, lorsque c = lj on a eps. amp. p = sin. y , </p=^_, et, par conséquent, l amp.p= — log. cos. y; ce qui permet de vérifler aisément jusqu'à quelle limite la formule (19) est applicable.
Dans le cas où l'on voudrait calculer des tables d'upsilon , il ne serait nécessaire d'employer la formule (19), que depuis p=o jusqu'à p = |D. En effet, la formule (14) donne, en remplaçant Tamp.D
par sa valeur i DE — { log.6 ,
ïarap.(D— /)) = ïamp.p -♦- E(*D —p) -+- log.
équation par laquelle on fait dépendre l'upsilon d'un digamma proposé , de celui du digamma complémentaire.
§ 67. Si l'on fait q=p dans la formule (13), il vient
2ïamp./> — Tamp.(2p)=cot.amp.p Aamp.j»kal.(amp./>, c,amp./>)
— ^(cps.amp.pH-cot.amp.pAamp.jB) — ilog.(l — c* sin. 4 amp./>) :
combinant ce résultat avec l'équation (17), et remplaçant p par sa valeur dig.j> , on obtient
ï f =idig. f [eps.<p cot.?A(?)]
— — c 9 sin.* ? ) — icot. ? A(?)kal.( ? ,c, f ) ;
expression dans laquelle il faut observer que la fonction kal.(®, c, f) représente l'intégrale définie
J (1— c'sin.'fsin.'ajA^O) "
Nous avons vu au § 58 , que la fonction kal.( ? , c, 0) peut se réduire à des fonctions d'une espèce inférieure , si l'angle f du paramètre est tel que dig.?=*D(c), k étant une fraction rationnelle quelconque , ou un nombre fractionnaire. Par conséquent , il en sera de même de l'intégrale dcûnie qui précède , et par suite de la transcendante Ty. On peut donc énoncer la propriété suivante : La transcendante ï? peut se réduire à des fonctions des deux premières espèces, chaque fois que son amplitude est telle , que f— amp.{kD) y k étant une fraction rationnelle quelconque, ou un nombre fractionnaire,
§ 68. On pourrait croire, au premier abord , que la transformation imaginaire de sin.y en \S — 1 tang.y' , au moyen de laquelle on change les kappa logarithmiques en kappa circulaires (§42), servirait à exprimer ces derniers en fonction de la transcendante T, en profitant de l'équation (7), qui lie cette transcendante aux kappa logarithmiques. L'analyse suivante fera voir l'erreur de cette supposition, et indiquera en même temps, l'obstacle qui s'oppose à la réduction dont il s'agit.
Soient les équations
(20) | dig.^==dig. v + dig.A,
( dig.v=dig. ? — dig.A,
et, par conséquent,
eps.? •+• eps.A — eps.^== c* sin.p sîn.A sin./* , eps.v -t- eps.A — eps.y = c a sin.? sin.A sin.y ,
(21) . . 2eps.A-4-eps.v— eps.^=c , sin.^sin.A(sin.^ + sin.v). Faisons sin. A —V — 1 tang. A' ; d'où
(22) . . eps.A^^^dig.^A')— eps.(M')-4-A(M')tang.A']. Si A est constant , il résulte des équations (20) que
dp df dv df
et l'équation (21) deviendra, en multipliant chacun de ses termes , soit par soit par l'un de ses équivalents ,
/«ç>\ a Al dv dfx, . sin.t^f
23).2eps.A-- +eps.v— -eps./ti =c'sin.A(sin./uH-sin.v)— — .
En vertu des équations (20) , on a
lfi\ sin.fCos.A a(â)± sin.Acos.? a(?) (y) 1 — c'sin.'f sin. J A
cos.^cos.Aqpsin.f sin.A a(c)a(a)
v) 1 — c*sin.>sin.'A
ou, en remplaçant sin.A par sa valeur j/^Ttang.A',
sin.^j A(6,A') db|/— 1 cos.çA(c,y)sin.A'cos.A'
cos. 3 A' ■+- c'sin. 'A' sin. a y
cos.^cosVqzl/— 1 sin. P A (c^jsin.A'A (o,A') cos. 3 A'-t-c a siu. a A'sin.^ d'où
2sin.?A(fr,A')
sin.f« 4- sin.v —
cos.'A' c'sin.'A'sin.^
Reportant cette valeur, et celle de eps. A donnée par la formule (22), dans l'équation (23) , et désignant , pour abréger, par A' le polynôme qui multipliera |/ — l dans le premier membre , après ces substitutions, il viendra
, d? dit dfi
2K— 1 A' — eps.v — — eps.^K — - =
A ^ a(v) r A [fi)
. sin.'œ d?
2cV-ltang.A'A(6,A') — , . .„ . , -
° v ' cos.'A'-t-c'sin.'A'sin.'? A
2cV— Tsin.A' A (M') sin.'y rfy
cos. 3 A' 1 -t-c a tang.'A'sin. a y a
intégrant des deux parts et divisant par 2 V — 1 , on a
c'sin.A'A(6,A') r sin. a ? d ?
— -/ — Adig.cp.
j.3 A ' J l+c'tang.'A'sin.'y a u t
COS
Il est aisé de voir que la fonction soumise au signe J \ est réductible aux kappa circulaires , au moyen de la formule (a) du § 8. La difficulté consiste donc à substituer au système des équations (24) et (25) , qui contiennent des imaginaires , un autre système d équations entre des quantités réelles.
Il est à remarquer que les sinus et les cosinus des amplitudes p et v, peuvent s'obtenir sous une forme réelle. Pour nous en convaincre , cherchons la valeur du binôme cos./ttn- V — 1 sin./tt: nous trouverons , par les formules (24),
(cos.^ sin./ti) (cos.'A' c'sin. a A'sin a ? ) = cos. ? cos.A'[l— sin.A'A(c, ? )]-*-V / ~sin. ? A(6,A')[l--sin.A / A(c, ? )].
En observant que
cos.'A' -f- c'sin.'A'sin. 2 ? = 1 — sin.'A' A a (c, ? ) = [1 + sin.A'A (c, ? )] [1— sin.A' a(c, ? )] on obtiendra, par la suppression du facteur 1 — sin.A' a (c, ?),com-
mon aux deux membres de l'équation précédente,
, y — — . cos.X'cos.o -i-l^ — 1 sin.eA(£,A')
d'où Ton conclurait, en considérant cos./k et sin.^ comme des quantités réelles , mais d'une grandeur quelconque ,
cos. A' cos.o u gin.» a(©,a')
cos.jx — - : — -— — - , sin./ct =
• H Sf- • mm
1 •+- sin A'a(c, ? ) 1 sin.A' a(c, ? )
Si Ton fait la somme des carrés de ce sinus et de ce cosinus, on trouvera
1 — sin.A'A(c, f)
CHAPITRE VIII
Développement des fonctions elliptiques en séries.
§ 69. Les fonctions elliptiques sont susceptibles d'être développées en séries très-convergentes , dont tous les termes sont des fonctions connues de l'amplitude. L'utilité des développements de cette espèce, pour la solution d'une foule de problèmes d'analyse appliquée à la physique et à la mécanique, nous a engagé à faire sur cet sujet des recherches nouvelles , dont nous allons exposer les résultats (*).
Développements des digamma. Si Von fait sin.f t= x dans l'équation
/ Z=dlg.y,
J c'sin.'ç
celle-ci devient
/ . — = =dig. ? .
En développant ç> l ^_ c î^.ï en série, dig.y devient égal à une suite
d'intégrales de la forme J y/ X _~ t > qui 8 « rapportent , par conséquent, aux différentielles binômes. Si l'on effectue les calculs , et que Ton
O Les séries qui procèdent suivant les sinus ou les cosiuus d'arcs multiples, ont été trouvées par Lcgcndre, ainsi que les séries (6) et (11). Le développement de Tare d'ellipse est donné par plusieurs auteurs.
désigne par A , l'arc dont le sinus est x , il viendra
dig. r =A
rT / 1 1.5 . 1.3.5 \ t/ - 1.3.5 "1
etc.
d'où l'on tirera, en mettant à la place de A, de x et de \^\ — x* , leurs valeurs ? , sin.p et cos.ç» ,
f « « /, P , l a .8' 4 l\3 a .5' ft \
(1) . . dig. ? =^l + ~c'-4- — c^^-^ce + etc.j
_sin. f cos. ? L— c'-4-_c^-su>. ? +
Jl . . 5 . , 6.8 \ H c I - sin. 4 a H sin. o
c 8 - sin. 6 © — — sin. 4 ? -4- — — — sm.'s h — -
-4- CtC 1.
ce qui donne simplement , dans le cas du digamma complet ,
Si le module c est très-voisin de l'unité, on obtient une série plus convergente, en développant suivant les puissances de b. Soit donc
sin. t. = x : on peut écrire
y» dx dig.? = / •
Si Ton développe en série le polynôme [tn- 6*x'(l — j?') ! ] *, on aura à traiter une suite d'intégrales de la forme
qui dépendront toutes de
Opérant comme dans le cas qui précède , et réunissant les termes qui
p^i, il viendra , toute réduction
faite ,
(3). di C . f =log.tan(î.(45»+if ) ( I + l -b> M+ £T7r57 i6+e,c )
I rll u , s . \
-sr;Li -s* taD6, >-âi M U tane - la " 6 - f J
— etc.
La convergence de cette série n'est assurée que pour autant que blanQ.f est moindre que l'unité. Si cette condition ne se trouve point remplie, on se servira de la même formule pour calculer le digararaa complémentaire dont l'amplitude ^ est donnée par l'équation 1 =6tang.y lang.</> , tang.i étant toujours une fraction dans ce cas. Jl ne s'agit plus maintenant, que d'obtenir en fonctions de 6, la valeur de la fonction complète D, égale à la somme des deux di gamma.
§ 70. Si l'on différentic par rapport à b la fonction
J KCOS.'y-H&'sin. 1 ?
on trouve
db J a3 — c a \J "J "iaj 5
mais d'après le § 48 , on a
/do 1 c* sin.çcos.o
d'où
di>. ? A 1 1 sin.ccos.o
et comme le terme \ ^^'^ disparaît quand ? =90 a , on tire de cette équation
dD
ce qui donne , en différentiant ,
dE dD d'to dD
Mais Ton a aussi
5T JT
éliminant E et entre les trois équations précédentes, il vient finalement
C'est là l'équation différentielle dont dépend l'intégrale définie
|/cos.' ? -+- A'sin.'ç»
En considérant cette intégrale comme une fonction du module c , on obtient pareillement
d'D 1 — 8c 3 <JD
équation semblable à la précédente. Il faut remarquer que la forme de ces équations est telle, que si y est une intégrale particulière de l'une d'elles , Cy en sera une autre , C étant une constante arbitraire.
L'équation (5) établit une relation entre D(c) et le module c , qui doit subsister également entre D(6) et le module b. On a donc aussi
comparant ce résultat à l'équation (4) , on voit sur-le-champ que cette équation, qui a pour intégrale D(c), doit aussi admettre pour intégrale D(o).
Il sera démontré au § 88 , que si b est assez petit pour qu'on néglige ses puissances supérieures à la première , D(c) a pour valeur approchée log. \. Soit donc posé
D(c)=riog.(J) + n,
P et Q étant des suites ordonnées suivant les puissances de o': si l'on substitue cette valeur dans l'équation (4), on trouvera que l'équation pour déterminer P , est absolument semblable à celle qui détermine D; d'où il suit que P pourra être représentée par une intégrale particulière de l'équation (4) , multipliée par une constante indéterminée. En prenant pour cette intégrale D(o) , dont la valeur donnée par l'équation (2) est
D(b) = - 1 -+- — - b* — - b r > + etc. ,
on aura , par conséquent ,
D(c)=C. \ ( 1 -k£ b' + i!£ i« + etc.] loj. Q + Q ; et, puisque cette série doit avoir pour premier terme log. auquel
elle doit 8e réduire quand on néglige les puissances de b\ il est évident qu'il faut prendre C = ~ ; d'où
b Q -4- etc.
Désignant par m', m", m'", etc., les coefficients des puissances successives de o' dans celle série, en sorte qu'on ait
P = l -f- m'b* m"/» 4 -+- m'"/» 6 etc. , nous supposerons
D(c) = (1 -4- -4- m"M -4- m'"& 6 etc)log. - — m'A'6' — »»"A"M — m"'A"'i 6 — etc. :
substituant celte valeur dans l'équation (A), on aura, pour déterminer les nouveaux coefficients A', A", etc., l'équation suivante, dont les termes suivent une loi très-simple ,
-f-Gm'
6« -4-1 4ro"'
6 8 H-ctc.
— lCm' v
— etc.
- 8»m lv A' v
— 10'mVAv
— etc.
-f- 9*mivA'v
-4-elc.
Observant ensuite qu'on a
etc.,
on trouve successivement
elc. :
tic sorte qu'on a , en général ,
et que la valeur complète de D(c) se développe ainsi
4 1 / 4 \ D=lo S .- + -A'(lo:;.--l)
-4- etc.
Les coefficients À', A'', A'", etc., suivant une marche croissante , on pourrait craindre de tomber sur un coefficient A("), assez considérable pour rendre divergente la série ci-dessus, à partir du terme correspondant à A( rt ). Pour nous rassurer à cet égard, cherchons ce que devient A(") lorsqucnest infini, ou, en d'autres termes, sommons la série
1 ^ h 1 -+- — -— -+- etc. ,
dont la valeur sera , par conséquent , la limite supérieure des coefficients dont il s'agit. Considérons , à cet effet , la suite
u — 1 1 -+- etc.,
qui peut être mise sous la forme
/ s 3 x-> x 1 \ u = 2* \x - -+- — -*-—-*- etc. J
(X* X H X B \ x* h - -+- — -+- etc. ) .
On aura , par la sommation de ces suites ,
(1 — -1 -+-log.(l— * 3 )=(1 +:r)log.(l *)log.(l— *):
faisant ar= 1 , on trouvera «=2log. 2 == 1.S86, pour valeur de la série cherchée.
§71. Pour développer dig.? suivant les sinus des multiples de l'amplitude , on commencera par faire
(7) . . . . — 2A,cos 2y-»-4A a cos.4î>— 6A 3 cos.6?-+-etc,
puis , ayant déterminé A, A, , A a , A 3 , etc., on multipliera les deux membres parrf ? et l'on trouvera, en intégrant,
dig.?=Af> — A^in.2?-*- A a sin.4y — A 3 sin.6? + etc. Posons donc
l-b . e r <V=î—c-vV=î
C/ ===—-, SlD. f = — ; ,
on aura
d'où
et, si l'on représente par P et Q les développements des binômes
(l+c^r^lll+c^)-*, c'est-à-dire , si l'on fait
p !_ I c M 4 ? k=î 1 .8.8 ool/=l
on aura
C/ )PQ
Tout se réduit donc à multiplier entre elles les deux séries précédentes , pour former le terme constant et ceux qui contiennent cos.2?, cos.4?, cos. 6? , etc. On trouvera ainsi, pour les coefficients cherchés, les valeurs suivantes, dont la loi est facile à saisir :
1+crl 1 1.3 , 1.3 1.8.5 e 1
l-+-c,rl.8 1 1.8.5 1.3 1.8.5 7 n
ln-crl.3.5 , 1 1.8.5.7 1.3 1.3.5.7.9 ~|
l-t-c,rl. 8.5.7 4 1 1.3.5.7.9 6 1.8 1.8.5.7.9.11 8 n Ai=s ~~Tl^JM C/ ~*2 2.4.6.8.10°' ^14 2.4.6.8.10.12°' ~*" ClC * J*
etc.
On voit parla que la suite A, A,, 2A a , 3A 3 , 4A 4 , etc., décroît continuellement , de manière que le rapport d'un terme au précédent approche de plus en plus de la limite c,, le décroissement étant plus rapide dans le commencement de la suite. On voit aussi qu'en appelant N le coefficient l' 3 t l ' ' ' 2 "~ l , la valeur du coefficient A„ sera toujours comprise entre
c 1 c, Ne
^Nc, n , et ■• •
L'usage des séries précédentes sera d'autant plus avantageux que c, sera plus petit; mais si c, est trop grand pour que ces suites aient une convergence rapide , on multipliera successivement les deux membres de l'équation (7) par d?, d f cos.2?, d f cos.4ç», etc., et prenant de part et d'autre l'intégrale depuis y=o, jusqu'à ^ = 5 x , on aura
/»2 S il j 2
£?=A.^— A, / co8.2?. 2df+ fi t l cos.4y . Ad ? — c(c. ,
co8.2y.rfy __ A f cos.2p.df— 2A, / cos.^p./I^A, / «w^.cos.^.rfp— etc.,
2 X>2 cos. ? d? =A J cos> 4 ? , ( ^_2A 1 / cos.2 ? .cos.4' T .€fç,-MA 4 / cos.Mp . <fç> — etc.
L'intégration des seconds membres de ces équations, ne dépend que de la formule
y'* sin.(m-f-M)? sin.(m — n)?
COS.m-j. C08.»:;.O- r = — — -\ — — , 1 r r 2(m-+-n) 2(m — n)
dans laquelle le terme ""f" s'évanouit entre les' limites o et
tandis que le terme "°^£"j ? se présente sous la forme 5 , chaque
fois que mc=n, et a pour valeur vraie , entre les mêmes limites , \- \* On aura , par conséquent,
A i= fi 5-- /%^,§= y*=*.~
Remarquons que le cosinus de 2m peut toujours s'exprimer par des puissances entières et positives de sin.'y : ainsi, chaque coefficient peut se déterminer, en particulier, par une intégrale définie , et toutes ces intégrales ne dépendant que de fonctions de la forme
(<x-*-/3sin. a ? •+■ ysin^^-f-eTsin^y ^-etc.)^.,
elles pourront s'exprimer par les fonctions complètes D et E, qu'on sait évaluer, dans tous les cas, avec la précision nécessaire.
§ 73. Développements des epsilon. Pour ces fonctions , la formule analogue à l'équation (1) est
1 T C *~¥J* C '~~¥^Â> 5c6 - etc -)
h- s,n.,cos.,^4-— c^-sin.',-*--) 1.3 M . t 5 . 5.3 \
+■ ^ , „ c - sin. 6 ? -+- — sin. 4 »-*- — — sm. — 2.4.6.8 \8 r 8.6 Y 8.6.4 r 8.6.4.2/
-h etc J;
d'où l'on tire, pour l'epsilon complet,
(9). . Yi = ;(l-^c*-~W g c 6_ etcl
v / 2\ 2 a 2\4 a VA>& 2 I
Dans le cas où c est très-voisin de l'unité, on posera , comme pour les digamma , sin. ? = x ; d'où
Développant le radical en série , on tombera sur des intégrales de la forme jfx- (1 — x*)-P dx (§ 69) : remettant pour x sa valeur sin.? , on trouvera finalement
- iXë 4 le tans - f - H lme - f + ÏTï tan6 -' f )
il
Cette formule n'est convergente, en général, que dans le cas de b tang. f < 1 . Dan£ le cas contraire , on opérera d'une manière analogue à celle qui est indiquée au § 69 , en se servant des équations
lssàtang.^tang.^. eps.? h- eps.<^ = E -i- c'sin.ysin.^.
La fonction complète E se déduira de la formule (6) , au moyen de la relation E = o a D — (6-o 3 )^ démontrée au § 70, et l'on trouvera
IM^^^/ 4 t 2 2 1\ + FT^ 8 1 \ H ' b- l -U-S3-7Â)
2 J .4\6.8*10 \ b 'o 8.4 5.6 7.8 9.10/ \ h- etc.
Le développement des epsilon suivant les sinus des multiples de l'amplitude , s'obtenant de la même manière que pour les digamma , nous renverrons le lecteur au § précédent.
§ 73. Dèveloppenients des kappa circulaires normaux. Il faut distinguer trois cas. La formule générale étant
kn P .. r _yi_
k* sin.'y)A '
k désignant a (A, à), on peut avoir 1° k et c tous deux très-petits.
Dans ce cas, nous développerons (1— £*sin.*f) —l et (1— c'sin.*?) en deux séries que nous multiplierons l'une par l'autre. Après avoir ordonne d'après les puissances de sin.'?, nous multiplierons le tout
par d?, cl nous intégrerons. Faisant alors
A=** -+- lc\
A"'=*s -i- - AV -f- — -**c« -h — -r*^ H- — — c* , 2' 2.4 2.4.6 2.4.6.6
A'v = etc ,
nous obtiendrons la formule suivante :
(12) kap.(-*',c, f )= -
/ 1 1.3 kf 1.8.5 „ 1.3.5.7 , \
in.:,cos.? -A -h A I — sin. oh -4- A -sin. 4 *-*- — sin. h
,„(l . « 7 • 7 -8 • 7.5.SX H
- A l8 s,n • ^8i s,n - 4 ^iTw M -> + ir6Xî) - etc )
2° * très-grafïd , c très-petit.
Par les formules du chapitre V , tout kappa circulaire peut être ramené à un autre kappa dont le paramètre estw=csin.O (§ 43). Tour opérer comme dans le-cas qui précède , il faudra multiplier (l -4-csin.O. sin.'?) -1 par (1 — c* sin 3 ? )~ X *d?, puis intégrer. La formule relative à ce cas est , en posant
A=csin.O — ^c 1 ,
A'=c' sin.'O — -c 3 sin.O -f- -^-c 4 ,
A"=*rsin. 3 0 c 4 sin. a 0 h c J sin.0 — - ■ c 6 ,
1 , 1.3 B . 1.3.5 , . 1.3.5.7 ft A'"=c 4 sin. 4 ô — - c 5 sin. 3 0-H _c 6 sin. 3 o--— -c 7 sin.d-+- c* (
A>v=etc ,
— sin
(13) kap.(csin.0,c,y);
/ 1 1.8 , 1.8.5 „ \ h sin.j> cos.y — l-sin.'y-h — j l6 f 6.4 ? 8.4.2/
— etc.
On peut aussi développer la fonction proposée sans transformation , mais la série est moins régulière que la précédente. Si Ton fait 4* = 1 — A% on aura
kap.(-*% c, ? )=y^ 8 .» ? ^A»sin. a ? )A == l/L8.» f (l-4-AHang. !, ? )A : développant
(l+A'tang.*?) -1 et (1— c a sin. a ? p*,
puis faisant sin.? =a? , il viendra , en intégrant ,
(U) kap.(-*%c, ? )-
A-BA' + CA* — DA 6 + etc.
-»- s c a A,— -c a A a B a ■+■ - c a A«C,— -c a A 6 D, h- etc. 2 2 2 2
+ 53 c4A ^274 c4AaB ^ U c4A4C ^ u™^ 10 '
■ c"\ r — etc.;
série dans laquelle on a employé les abréviations suivantes :
=tang.^,
/» dx
x*dx 1 tang. 8 ?
"t/ ( ! — 3 8in ' a ?
* 4 dr 1 tang. 5 ?
~J (l-ar a )3 » sin.' v
x*dx 1 tane. 7 * 5 „
(!—*')* 7 sin.> 7
/' x'dx (!-*•)!
tang. ? — ? ,
B a = / - s =- tang.3- r — A 2 ,
/* x h dx — -»=
- tang.» f — B a ,
itaog. 7 ? — C a ,
.=sm.'ftang.f H — sm.* r cos.y
/* xHx 1 . 5 — •- — -sin. a - r . tang. 3 v — - A 4 ,
P x*dx 1 7
C, = / r = -sin.%tang. 5 ? B 4 ,
px {n dx 1 9„
D, = / r=-sin.' t tang. 7 v C 4 ,
/> x«dx /5 1.3.5 . \ 1.8.5 -=sin. 4 v tang.îH- -sin.3s + sin.» cos.s>- v, (1— U 2.4 / 2.4
/» ûfidx 1 7 =- sin.« ? U">g» s ? A 6 , (\-x>Y S 3
/» x XQ dx 1 9 -= - sin.yang. 5 r B 6 ,
A„= / 5 *= etc.
La formule (14) peut être divergente, si ? n'est pas suffisamment petit. Dans ce cas , et en général dans tous ceux où une fonction de troisième espèce se développera en série ascendante , suivant les puissances de tang.-j) , on commencera par ramener le kappa proposé à un autre kappa d'une amplitude moindre , au moyen de la formule du § 58 ,
kap. ? + kap.^ — K = -^arc ( tang.
1 /. nVa sin.ycos
Va \ i-t-n A
dans laquelle i=amp. (D — dig. ? ).
3° k et c tous deux très-grands.
Ayant remplacé A a et c 1 par leurs valeurs 1 — A' et 1 — o% on aura à intégrer la différentielle
cos. 3 ï(l A'tang.'?)|' / l-«-£Uaog. , f
dans laquelle on remplacera (1-*- A* tang.' J^ 1 et(l-t-o ? tang.'y) - * par leurs développements en séries. On trouvera , pour résultat de l'intégration ,
\8 cos. 8 ? 8.6 cos. u ? 6.6.4 cos. 4 ? 8.6.4.2 cos -f- etc J ;
formule dans laquelle on a fait , pour abréger ,
etc.
Elle peut devenir divergente, par les valeurs considérables que prennent les fonctions de ? qui multiplient A, À', A", etc., lorsque ? surpasse une certaine limite. Dans ce cas , on remplacera la fonction proposée kap. ( — £ 1 ,c,p)=kac. (A,c, y), par la fonction kac. (y,o,A), au moyen de la formule (e) du § 86. Ce nouveau kappa, ayant pour paramètre — — (1 — c* sin. 3 *), et pour module b f quantité trèspetite dans le cas actuel , on pourra le calculer par la formule (12) , si l'amplitude $> est très-grande , et par la formule (13), si cette amplitude est tellement petite , que le paramètre — k' a soit voisin de l'unité négative.
§ 74. Si l'on voulait développer la fonction générale
kap.(n,c, ? )^ iT -^ )A ,
suivant les sinus des multiples pairs de l'amplitude , il faudrait supposer
kap.(w,c,?)=M? — M^in.2^-4- M a sin.<4y — M 3 sin.6 r etc. , et l'on aurait pour.déterminer les coefficients M, M,, etc., l'identité
(16) — — =M— SlM.cos.Ss-H-iM-cos.-ic-eM^cos.es-hetc.
v ' (1 -+-nsin. a v )A 1 r f
Si Ton fait ? = i x , on aura K (n, c) = M. i x : ainsi le coefficient M est déterminé par la fonction complète K, dont on connaît la valeur en digamma et en epsilon (chap. VI). On pourrait , de même, déterminer M„ M a , etc., par la méthode suivie au jj 7I pour les digamma , et l'on obtiendrait , pour valeurs de ces coefficients , les intégrales suivantes, prises depuis ^ = 0 jusqu'à ^ — \x,
_ — 2 r* dy.cos.2-j, ,= ^(T^fisin.'^I'
««. 2 f* cfo.cos.4?
xj (1 -+- nsin. ? )a
r,/ (1 -+- nsiii.>}A '
etc
Mais , quoique ces intégrales puissent être exprimées au moyen des fonctions de la première et de la seconde espèce , elles ne peuvent guère être utiles dans la pratique , à cause de leur complication toujours croissante, et parce qu'elles contiennent comme diviseurs, des puissances de plus en plus élevées du paramètre n qui peut être trèspetit. 11 faut donc avoir recours à d'autres moyens.
Si l'on développe la fraction i_ 2 ^~, -,t^ï » en série ascendante suivant les puissances de a, par la méthode des coefficients indéter- ,on trouve
- = l-*-2acos.5-+-2<x'cos.23+2a 3 cos.8.5 -4-2a w cos.ro*
1— 2acos.
comme il est aisé de le vérifier ; car si Ton mulliplie cette série par le dénominateur 1 — Sacos. s «%on retrouve le numérateur 1 — «%
en observant que
Scos.m*. cos.*=cos.(w -+- l)a -f- cos.(w» — l)a ,
quel que soit m.
Faisons dans le développement qui précède ,
s = 2?, a= — , cos.a= 1 — asin . y ,
et nous obtiendrons
1 wsin. a ç>
a cos. 2 ? -f- 2a*cos.4? -t- 2a 3 cos.Oy -f- etc
D'un autre coté, on est censé connaître les coefficients A, A,, A a , A 3î etc., qui satisfont à l'équation du § 71 ,
! =A— 2A,cos.2 ? ■+- 4A a cos.4y — 6A 3 cos.6? -+- etc. : à
il ne s'agit donc que de multiplier les seconds membres des deux équations précédentes , et d'en égaler le produit, compare au premier membre de l'équation (16) , à la suite
h (M — 2M, cos. 2? 4M, cos. 4? — 6M 3 cos. 6? -+- etc.) ,
dans laquelle h — \^\ -+- n. Ce produit, convenablement disposé, donnera les valeurs suivantes des coefficients que l'on cherche :
AM = A — 2<xA, -h 4<x a A a — 6* 3 A 3 -f- 8a 4 A 4 — etc. , a (AM -4- A)
— 2A, 4a A, — 6*'A 3 8a 3 A 4 — etc. , «•(AM + A) — 2*A,
4A a — 6*A 3 8*'A /t — 10* 3 A 5 -h etc. , (AM -4- A) — 2«*A, h- 4aA a 6A 3 -4- 8aA 4 — 10« a A 5 -+- etc. ,
8AM ^ ( a *^^ ^) — 2« 3 A, 4«'A, — 6«A^ ( -f- 8A ; - IO«A--t- 12* A t; ~ etc.,
etc.
— 2AM, = j
4AM a = -6AM 3 = | ^
La loi de ces expressions est très-facile à saisir ; d'ailleurs connais* sant déjà les coefficients A, A, , etc., et la constante & étant toujours une fraction assez petite , il est clair qu'on pourra prolonger indéfiniment le calcul des coefficients M, M, , etc., sans craindre de multiplier les erreurs; avantage qu'on n'obtiendrait, peut-être, par aucune autre méthode. On aura donc, avec toute la précision nécessaire , le développement cherché.
§ 75. Les kappa circulaires ne paraissant point susceptibles d'être ramenés à des fonctions plus simples, les développements (12) et (18) peuvent être d'une grande utilité dans la pratique , pour le calcul de ces transcendantes.
Ces développements se composent de deux espèces de fonctions auxiliaires: les unes A, A', A", etc., qui ne contiennent que le paramètre et le module, les autres qui ne contiennent que l'amplitude. Désignons ces dernières par *, , * a , *a , etc., en sorte que
= - sm.\ -i- — — - sin.'p 4-
* 3 = - S,„.« f + — S.».' ? H- — ... y + sÂJÂ'
etc.
Si l'on remarque que ces fonctions * se trouvent également dans les séries relatives aux digamma et aux epsilon ; que de plus , elles donnent , par un calcul très-simple , la valeur des intégrales de la forme
J , - , qui se rencontrent si fréquemment en analyse, on reconnaîtra que la construction de tables pour les fonctions serait à comparer, pour l'utilité , à celle des tables elliptiques , sans offrir les mêmes difficultés, puisque ces tables seraient à simple entrée.
Quant aux coefficients A, A', A", etc., ils se déduisent l'un de l'autre suivant une loi très-simple, qui est :
Pour la formule (12)
« t pour lu formule (18)
le signe supérieur se rapportant au cas où fi est pair , et le signe inférieur au cas où ytc est impair.
§ 76. Développements des kappa logarithmiques normaux.
Le paramètre n = — c'sin. 3 A étant représenté par — comme pour les kappa circulaires , nous aurons également trois cas à considérer :
1° Celui où k et c sont tous deux très-petits. 2° Celui où ils sont tous deux très-grands.
3° Celui où k est très-petit et c très-grand.
Dans les deux premiers cas , le développement sera donné par les formules (12) et (15) du § 73. Dans le troisième , on développera en séries (1— A'sin.'?)- 1 et (1-4-*' tang. qui entrent dans l'expression
kap.(-*V, P ) = f— . r- *
J (l-^sin.^Aycos.^l-^sin.^l/l-Ho'tang.'y
et l'on trouvera , par la même méthode que nous avons suivie à l'égard des kappa circulaires ,
(17) kap. (-*V, ? ) =
A - 1 Z>'B -+- ~ o*C - i^&CD-f.etc 2 2.4 2.4.6
+k*A A - l - w-b 4 + g m r W04 + etc .
-* 6 A 6 -4- - À«A a B 6 — — *«4«C 6 + — -~ * 6 o«D 6 -t- etc. 1 2.4 2.4.6
dr k n A„ zp etc. ;
formule dans laquelle on a, en désignant sin. ? par
P dx
A =/ y— ^ = log. tang. (4So + $. f ) ,
S* x*dx 1 sin. y 1^ B J [\~-xy = 2cos.> ~~2 '
/* ar 4 <£r i sin. 3 ? 3
J (l—xy A cos.*? 4
/* x°dx 1 sin. 5 ? 5 D y (1— x') 4 = 6 cos. G ? ~~ 6 1
A a ==^-^-~ = — sin. ? log. tang. (45° *?),
s* x*dx 1 sin. 3 ? 3 B »^(ïZ^ = 2c^s7>~2
# 6 cto 1 sin. 5 ? 5
/"» x 8 c£f 1 sin. 7 ? 7 ° a y ( 1— **)*- = 6 cos.«? ~~ G "
fx^dx sin. 3 ? sin.? , , ... , .
A,= J — r = ^ p- H-log.tang.(4h''-H?),
.r 6 ££r 1 sin. 5 ? 5
p x*dx l sin. 7 ? 7 C/| ^ (l— = ^ cos.*? ~~4 "
f*x™dx 1 sin. 9 ? 9 °* y (l-* a ) 4=ï 6c^sT?"6 Ci '
sin. 5 ? sin. 3 ? sin. ?
r x*dx
_Px"dx __l sin. "y 6 T/ (!—**)*"" 5 cos.«- r C
log. tang. (45°+*?),
1 sin. 7 ?
2 cos.*?
1 sin. 9 ? 9
4cos.*? A
Px n dx
A -T/T-F= ete
La remarque que nous avons faite au§ 73, sur la formule (15), s'applique également à la formule précédente, et l'on pourra, comme pour les kappa circulaires, permuter avec avantage l'amplitude et l'angle du paramètre. En effet, puisque /t , = c'sin.*A est très-petit , tandis que c est voisin de l'unité , il faut que l'angle A soit très-petit ; de manière que si la série est divergente pour l'amplitude f , elle sera très-convergente, au contraire, pour l'amplitude A.
La méthode exposée au § 74 , étant commune aux deux classes de kappa, nous ne nous occuperons pas du développement des kappa logarithmiques, suivant les sinus des multiples de l'amplitude.
§ 77. M. Gudermann, professeur de mathématiques à Munster , a publié en 1837 , dans le tome XVI du journal de M. Crelle, une nouvelle formule d'approximation pour les digamma , que nous allons exposer.
Soit
V 1 — sin.'O sin.*?
Si l'on pose t = tang. \ ? , il viendra
2é 1 — ** y 1 H- 2 COS. 20.* 2 -4- < 4 sin. s = , cos. - f — , a(?) =
d'où
p ïdt
J V\ 2 cos.2W
Développant le radical en série , on aura l'identité
dïins laquelle les fonctions A, , A, , A 3 , etc., sont soumises à l'échelle de relation
A n =(2n-l)cos.20.A rt _, - (» - l)'A„_ a , qui donne successivement
A, = cos. 2o ,
A, = 3 cos.'2e — 1 ,
A 3 = 3.5 cos. 3 2o — 9 cos. 20 ,
A, = 8.5.7 cos.*20 ~ 90 cos.'2e -4- 9,
A 5 = 3.5.7.9 cos. 5 2o — 1050 cos. 3 2o -t- 225 cos. 29 ,
A G = 3.5.7.9.11 cos. 6 2o — U175 cos. 4 20 -h 4725 cos. a 2o — 225,
etc.
La loi que suivent les coefficients des puissances de cos.20, ne s'aperçoit par sur-le-charap. Cependant, il est certain que les rapports y* t\* T~^~i » etc * ' sont tous mom ^ res <\ ue l'unit , positive ou négative. En effet, les limites de cos. 20 étant 1 et — 1 , qui répondent à 6 = o et à 0 =-J , on a , pour cos, 20 = 1 ,
(1 #»)-« = 1 _ r + t* — t« + l« — *»» + clc. ;
d'où
1 - 1 ' 1.2~ ' l.SU ' 1 .8.8.4 ' et °' ' et pour cos. 20 = — 1 ,
(1 — f )-' = 1 + (' + l' + ( 6 + + etc. ;
d'où
la convergence de la série dépendra donc uniquement de la petitesse de t, dont la plus grande valeur est l'unité positive.
Le développement du radical , étant multiplié par îdt 'et intégré, on obtient
(18) . .d. g .(o )f )= a ( < - T . J+ ^. s -_. r — ^---e,c.). Si l'on change 0 en 2 — 0 , dans les fonctions A , et dans
ce digamma deviendra dig. (6, de plus, les fonctions A d'indice impair, telles que A, , A 3 , A 5 , etc., changeront de signe, tandis que celles d'indice pair resteront les mêmes. Il suit de là que
( .9) . . di g . (* , = 1 (, h- * • î + £ • ^ • £ + etc.) .
Au moyen des deux formules précédentes , il sera facile de calculer simultanément la fonction dig. (c, ? ), et la fonction dig. (6, y) relative au module complémentaire.
Lorsque Q = o, on a dig. ? = ? , 7- = ^ = etc. = 1 ,
et l'on obtient
J ** * ? \ ?= \ ï"*"b r " + "7" 4 ' etC 7 ;
ce qui offre le développement connu de l'arc en fonction de sa tangente , puisque t = tang. £ ? .
Lorsque 0 =y , on a
f'do
ài 8-? = /7Zr-= lo S- t» n g (*&° + 4?).
t/ COS. f
fonction qui devient infinie pour 7 = Ces valeurs de 9 et de y, substituées dans la formule (18) , donnent
ainsi la série entre parenthèses , a pour valeur l'infini ; résultat connu d'ailleurs.
CHAPITRE IX
Transformation du module dam les dt gamma.
§ 78. Jusqu'à présent nous n'avons comparé entre eux que des digamma de même module : c'est ici le lieu de faire connaître une loi très-simple , pour former une suite infinie de digamma , qui diffèrent les uns des autres , tant par le module que par l'amplitude.
Considérons les deux fonctions
je dis que si l'on fait
et que l'on détermine y' d'après l'équation
sin. (2-/ — f) — c sin. ? , on aura généralement
di 6-(c', -/) = -y di g«( c > ?)• En effet , la relation supposée entre ? et / donne d'abord
COS. (2/ — y) = A }
d'où
cos. (2/ — y) cos. f — sin. (2/— ^) sin. - T — a cos.- r — csin.'?;
mais le premier membre de cette équation revient a cos. 2 ? ' : donc
cos.2y' — a* cos. f — csin.'f , 2 cos.'y' =1 — c sin. "y -h à cos. y , 2 sin. Y = 1 -*- c sin. a ? — a cos. ? , 2 sin./ cos. f = sin. ? (c cos. f a) ,
2rf ? ' = ^(c cos. ? -»- a),
C COS. y -4- A
Des deux dernières équations on tire
df 1 c <f »
7(c77P~2~ ' ZkIT
ce qui donne, en intégrant,
dig- (c, f) = dig. (c, f ).
Mous n'ajoutons pas de constante , parce que les amplitudes y et •/ s'évanouissent en même temps.
On voit, par ce résultat, que les fonctions dig.(c', /), dig.(c, ?) , seront entre elles dans un rapport indépendant des amplitudes ? et Si l'on fait / = \x , on aura
dig. (c', /) = D(c'), sin. (r — y) = c sin. cos. (t — j>) = ± :
or a étant toujours positif (§ 8) , la plus petite valeur de ç> qui satisfait à cette expression de cos. (jt — y) , est y = t ; ce qui donne dig. (c, y) = 2D(c) , et les fonctions complètes D(c) et D(c') , ont entre elles cette relation très-simple
§ 79. Concevons maintenant , qu'à partir du terme donné c , on forme une suite inûnie de modules c', c", c'", etc., d'après la loi
c' = , c" = , c'" = -, etc.;
cette suite de modules , qui est continuellement croissante , aura pour limite l'unité , et atteindra sensiblement cette limite au bout d'un assez petit nombre de termes.
Si l'on appelle , par analogie, 6', 6", etc., les compléments des modules c', c",c"', etc., la suite b\ h", b'" , etc., sera continuellement décroissante, et chaque terme se déduira du module précédent, suivant cette loi
b' = - , b" = - -, b'" = -, etc.
Soit ensuite ?, f, etc., la série des amplitudes qui se
déduisent chacune de la précédente , par les formules
sin. ( 2y' — v ) = c sin. % , sin. — y') = c' sin.
sin.(V'-? / ')==c''sin. v ", etc. :
on formera , de cette manière , une suite infinie de digamma entre lesquels on aura les équations
dig.(c', y ') = ^ • dig.(c, ? ), di g-( c "> ?") = ^^- * <%•(<>'. ? / )=—^- • • <%-( c » ri»
t-C" 1-hC 1 -4-C' l-*-c
dig.(c"\ D =— • dig.(c", j'I^-j- -j— — ' dig.(c, ,) , etc. etc.
Quant aux fonctions complètes , l'équation D(c') = (1 c)D(c) déjà trouvée , donnera successivement
D(c') = (l h-c)D(c), D(c") = (1 -t- c')D(c') = (1 h- c)(l + c')D(c) , D(c"') = (1 + c")D(c") =(U c)(l +c')(l +c")D(c) , etc. etc.
§ 80. On peut encore donner à ces résultats une plus grande extension. En effet , la suite inGnie de modules c, c', c", etc., qui est croissante dans un sens , et qui a pour limite l'unité , peut être prolongée à l'infini dans le sens contraire , où elle sera décroissante et aura pour limite zéro. Désignons par c, c,, c„, c,„, etc., cette suite décroissante : la loi qui lie deux termes consécutifs sera semblablement
îvt, îv—, ,
mais pour former chaque terme au moyen du précédent , il sera plus simple d'employer les compléments b y b,, b„, b,„, etc., des modules c, c„ c„> c,„, etc.
Si Pou remarque que de l'équation ©'= on déduit c =
on obtiendra , en éliminant c entre les équations c = ^Sl et c 9 = 1 — b 1 , la relation
l-fi'
d'où l'on conclura la suite d'équations
= - -, 0,,= - c,„=-z r-» elc -
Cela posé, si l'on désigne par j>, p„ p „, etc., la série des amplitudes correspondantes aux modules c^c n c tn c, n% etc., on aura d'abord
sin. (2 y — f,)*=c, sin. y,;
équation qu'il faut résoudre pour déduire f, de r . On en tire successivement
sin. ©cos. s 1 — ( 1 6) sin. 9 © sin. f, = (1 -+- b) , cos. ©, = ,
1 — (1 — 6) sin. 9 * (1 •+• b) tang. ©
,<.., f ,) = _ i_j — \u, g . ? ,= \_ t ; aog v
Cette dernière peut se mettre sous la forme
et l'on calculera successivement les amplitudes f,„ y,,,, etc., par les formules
taD g' (?" tan g« ?r »
talî g' (?,//— ?//) = *,/ laD g' ?„<
etc. etc.
La suite des modules croissants c, c', c", etc., dont la limite est l'unité, et la suite des modules décroissants c„c„, c,,,, etc., dont la limite est zéro , n'en forment qu'une seule , liée par la même loi , et qu'on peut écrire ainsi
limiteO) . . . c,„, c„ t c,, c, c', c", c'" . . . (limite l.
Cette suite , qui peut être prolongée indéfiniment dans les deux sens, est ce qu'on appelle une échelle de modules. Les amplitudes correspondantes à deux termes consécutifs , sont liées par la formule générale
Ung. (,« _ ^+») _ tfP-M) taug. .,<* + •),
ou
sin. + _ ? 00) = C W 8in . ? M.
§ 81. D'après ce qui précède, on pourra former la suite infinie de digamma, dont les modules suivront une marche décroissante,
dig. (c, ? ) =— -— ' dig. (c,, 1 | c
d »g- («, . ? J = 2 "■ dig. («„ , y„) , 1 — f- c
di g- («„» ?«) = — ^«Kg- («m» f,,,)* etc.
et parce que 1 c, = -, , il vient successivement
<%• fe, ?,) = (! + A) dig. (C, y), dig.(c„, v „) = (l +6,) dig. (*,, ¥ : )«(l + ft,)(l + A„)difl.(c, ? ), etc. etc.
Quant aux fonctions complètes , puisque D(o') = (1 c) D(c), on a également D(c)=(l -4-c,) D(c,) ; d'où
D(c '' = îT^ D(c) = -l~ D(c) '
etc. etc.
On remarquera, d'ailleurs, que tandis que les modules c, c,, c„, etc., décroissent d'une manière rapide , leurs compléments 6, 6,,d„, etc., s'approchent de plus en plus de l'unité t qui est leur limite. § 82. La formule
. p Q-t-o)tanft. ?
8 ^ li-6tang.y
est susceptible d'une transformation importante. En y remplaçant tang. 9 ? par sa valeur |^|2 et £J par c„ on obtient
(1 -t- cos. 2 -) ta rift. » 2co8. a 9.tang. ? sin.2,;
taDfï. », = — ^— — — — — — — — — — — ^— — .
C-4-COS.2? C, -4- COS. 2 y C, -4- COS.2 f
Ce résultat fait voir que si c, était nul, on aurait tang. ? , = lang. 2?, et qu'ainsi :
Z>ans /a «érie des amplitudes f, j>„ y,,,, etc., chaque terme tend de plus en plus à être double de celui qui le précède. Cette duplication est rigoureusement exacte dès le second terme , quand - r = 2 ; car on a alors, tang. ^ = o, et , par conséquent , = r.
§ 83. Les équations (1) donnent, en général ,
d%.(., f )=(i (i + o(i + o (i-H C( ,)) dig - (C( ;:; ?w) ;
mais lorsque c(„) est devenu très-petit , on a sensiblement
A ( c («)' ?(«)) = 1 > ?(»))=?(«)• Soit donc x l'angle que nous appellerons V angle-limite : il viendra
dig.(c, ? ) = ( l -4- C,) ( l -4- C„) ( l -4- C,„) (1-4- C (n) )* .
Lorsque f «= £ r , on a, d'après la loi de duplication des amplitudes f> etc.,
et , en général ,
d'où *=x$t dans ce cas, et la fonction complète a pour expression
H suit de là que le produit
que nous représenterons par S, a pour valeur
H peut aussi s'exprimer de cette manière
° C > C » C (— «) Cl/c^C,,, €(„_,)
On peut encore le transformer , en remarquant que des équations on déduit
et , par conséquent ,
Le digamma exprimé en fonction de l'angle-limite , sera donné par l'équation
dig.&=Ex = .
§ 84. Pour faciliter le calcul des modules décroissants, on déterminera l'angle du module 6 , par l'équation sin. 6 = c; ce qui donne o=co8.0, et
Faisant de même c, =tang.* \ 0=sin. 0, , ce qui déterminera un nouvel angle 0,, on aura c„ = tang. a £9„ et ainsi de suite.
Lorsqu'on sera parvenu à un module fort petit, on pourra, pour éviter les angles trop petits, calculer le terme suivant c (n+1) par la formule
dont le premier , ou , tout au plus, les deux premiers termes suffiront. Cette formule se tire de l'expression
Quant au calcul des angles etc., nous n'avons rien à ajouter à
la simplicité de la formule tang. — ?) =o tang. ?, qui est trèspropre au calcul trigonométrique.
Exemple.
On demande la valeur de dig. (c, ?) , lorsque
Voici d'abord un tableau qui offre le calcul des modules et de leurs compléments :
Leurs logarithmes vulgaires.
c = sin. 75» 0' O'.OO 9.9849438,
b = cos. 75 0 0 .00 9.4129962,
ftang.'87 30 0.00 | MW96|
(sin. 86 4 16 .47 )
6, = cos. 36 4 16 .47 9.9075648,
(tang.'l8 2 8.285 j 9.0258880,
(sin. 6 5 9 .88 j
b„ = cos. 6 5 9 . 88 9.9975452 ,
(tang.'ô 2 84.69 | 74M167â
b,„ = cos. 0 9 42 . 90 9.9999982 ,
c = ic a -+- etc 4.3002761 ,
Ces logarithmes donneront aisément la valeur de S , pour laquelle il suffira d'employer quatre facteurs. On aura ainsi
log.vulg. £= 0.2460560, et 2 = 1.7622037.
De là résulte d'abord D(c) =f • £ = 2.7080681 : on trouvera ensuite, par le calcul des amplitudes,
Les autres valeurs de y augmenteraient en raison double; d'où il suit que la limite x des angles ^ est 80% ou |: donc on a
dig.(c, ^) = S . ^=0.9226877.
i ' aleurs de cet de h.
§ 85. Etant donnée la valeur de l'amplitude p, on voit qu'il est facile de trouver le digamma avec toute l'exactitude nécessaire. Réciproquement, il peut être utile de déterminer l'amplitude, en supposant connue la valeur du di gamma. A cet effet , il faudra calculer les termes de la série c„ c„, etc. , jusqu'à un terme assez petit pour être négligé. Soit, par exemple, c„ ce terme : puisqu'on a ?„ = 2f„„ (§ 82) , l'angle-limite x sera ^„„ ; et comme on connaît d'ailleurs la valeur de dig. (c, ? ) , qui est donnée , on connaît x par l'équation x = dlg " ( *' y) , et, par conséquent, l'amplitude f„„ égale à Wx.
Cela posé, on calculera successivement les valeurs de , f„ , f, au moyen des équations
sin.(2 ? ,„ — ?„„) = c„„ sin. ?„„ , sin. (2 ? „ — f ,„) = c,„ sin. y,„ , sin.(2 ? , — f„) = c„ sin.?,,, sin. (2j> — f ,) = c, sin. f, ,
et on aura l'amplitude cherchée y.
§ 86. La méthode que nous venons d'exposer est en général trèsexpéditive. Elle exigera seulement qu'on calcule quelques termes de plus , tant dans la suite des modules que dans celle des amplitudes, lorsque c sera extrêmement près de l'unité. Mais on peut s'assurer que ce nombre de termes ne sera jamais bien considérable : car , dans l'hypothèse où l'on devrait continuer la suite c, c, , c„, etc., jusqu'au dixième terme , pour que ce terme fût d'une unité décimale du dixième ordre , il faudrait que la valeur primitive de 6 fût plus petite que 10~ 21 , et, par conséquent, que celle de 1 — c fût plus petite que 10 -42 .
La remarque précédente , qui est due à Legcndre , rend l'universalité de la méthode incontestable. Cependant, lorsque 1 — c est extrêmement petit , on peut profiter de cette circonstance pour simplifier les calculs , et procéder d'une autre manière aux approximations.
Dans le cas dont il s'agit , la quantité b est très-petite ; et comme on a
dig.(c, ? )
J V cos.^ a V sin.'v / COS. r '
l/l + fc'tang.'f
si l'amplitude y est telle , que tang. ? soit beaucoup plus petite que J, on pourra négliger le terme fc 1 tang. 9 ? sous le radical. On aura alors , avec une exactitude suffisante ,
<%• ( c > r) —f~~ = lo 5- laD c- *?)•
Si tang. ? est comparable à ^, il faudra transformer la formule proposée dig. (c, f) en une autre dig.(c^, ^) où soit beaucoup plus petit, aûn que, dans la transformée, b^ 1 tang. devienne une quantité négligeable. C'est ce qu'il est facile d'obtenir, en calculant jusqu'au terme convenable, les modules croissants c', c", etc., et les amplitudes décroissantes etc., par les formules du § 79. Soit,
à cet effet, 6 = sin. A , on aura o' — tang.'iA; soit de nouveau ©' = sin. A', on aura h" = tang. *i A', et ainsi de suite, jusqu'au terme , qui ait le degré de petitesse exigé. On calculera ensuite les amplitudes f, etc., jusqu'au terme correspondant à b^ : faisant alors c^= 1 , et
cY"...>-')
l+cl+c' v c c ' '
on aura
(2) . . . dig. (c, y) = L' log. tang. (45« i f W). '
§ 87. Il ne faut pas perdre de vue, que cette approximation est fondée sur ce que , dans la valeur de dig. (c^ , ^) , on a négligé le terme [o^ tang. ; ce qui ne serait plus permis, si était assez près de 90°, pour que b^ tang. ^ cessât d'être très-petit. Supposons (ce qui est le cas le plus défavorable) qu'on ait y M = 90° : alors, il faudra prolonger les suites d'un terme de plus, ou jusqu'au l)* 9 terme; ce qui donnera, à cause de tang. — ? (|1 " H *) = tang.v^ 0 ,
tang. ^ +1 > = ^ 1 , 6<^'> J tang. V 1 ^ 0 = b^ l \ Or , l'on a
( iw )
d'où , en négligeant les puissances de b^' supérieures à la seconde ,
4 — bM*
Il suit de cette dernière équation , que &G*+«> et ftW- deviennent négligeables en même temps , et qu'ainsi le radical
A^O^cog.^+Oi/i + 40^0' tan g.. v (H+i) ŒaCOg . f i^^H-HO
se réduit à cos. ^ ([t " + " l \ La formule précédente sera donc toujours applicable , et donnera la valeur de la fonction , aux termes près de Tordre si l'on a soin de calculer un terme de plus, lorsque
[b^ tang. D e8t P as négligeable. Cette observation ne concerne pas les digamma seulement : il faudra y avoir égard chaque fuis qu'il s'agira d'appliquer la méthode des modules croissants au calcul des autres fonctions elliptiques.
§ 88. Proposons-nous de trouver la valeur de la fonction complète aux termes près de l'ordre b A : pour cela , nous ferons f = 90° , et nous passerons de la proposée dig. (c, ^) à la transformée dig.(c\ /). L'équation tang. (f — /) = b' tang. /, devenant cot. f=b' tang. /, on aura
tang./=— , fc' a tang.y=o\
sin. / = - — = 1 b' -h — b'" — etc.
Or, de la formule (S) du §69, en négligeant les termes en b' 4 tang. 4 /, qui ne sont que de l'ordre b'* , et en observant que
log. tang. (45»+ */) =- log. ,
i \l — sin. y /
on déduit
*,.(,. . /)= i loc .(f^)(, + u-.)_^^: :
2 ° \1 — sin. f}\ 4 / 4 sin./ substituant a sin. / et à b" tang. y leurs valeurs, et négligeant
les puissances de h' supérieures à la première, il vient
De plus, on a en général
<%• (0, ?) =1 — di S- ( c '> ? ) :
par conséquent , puisque ^=90°,
Remarquons que 0=^1 — 6% ©'== j-j^i d'où,, en négligeant les puissances de b supérieures à la seconde ,
et finalement
Lorsque 0 est assez petit pour qu'on néglige b* vis-à-vis de À , vis-à-vis de 16 et ~ vis-à-vis de log. cette formule devient simplement , aux termes près de l'ordre Z>%
• ■ D(c) = log. (J);
résultat fort remarquable , déjà signalé par Legendre j mais nous ignorons comment il y est parvenu (coyes la note V ).
Si le module c n'était pas assez voisin de l'unité pour que la différence 1 — c fût une quantité négligeable , on tirerait de la suite d'équations
t- c 2KC
etc.,
la valeur
c c" c'" c"V7iïF 1 D(c)= — • — • = • D(c"').
Continuant cette suite jusqu'au /u m * lerme inclusivement, et observant que , lorsque est assez près de l'unité pour que 1 — puisse être négligé sans erreur sensible, on a D(c^) = log. , la valeur de D(c) , devient
On voit maintenant qu'il y a deux méthodes pour déterminer la valeur approchée d'un digamma. U est à remarquer que cette fonc» tion peut toujours s'exprimer à volonté par un arc de cercle ou par un logarithme ; mais on voit qu'elle se rapproche davantage des arcs de cercle, si l'on a c 1 < | , et qu'elle a plus d'affinité avec les logarithmes , quand on a c* ^> i*
§ 89. A la série croissante des modules
répond la série décroissante des compléments
dans laquelle chaque terme se déduit du suivant , d'après la même loi que le terme correspondant dans la série des modules primitifs , se déduit du terme précédent. C'est-à-dire que , tandis que
on a , au contraire ,
Cette propriété se conclut sans peine de la relation c = t+j, du § 80. Il s'ensuit que
D(e) = (l+ C ,)D(c,), étant l'équation transcendante , qui lie le module c au module im-
médiatement inférieur c, , on aura , pour la même raison , entre le module h, et le module immédiatement inférieur en grandeur b, l'équation
Dft)-(UW): .
il vient, par conséquent,
et , à cause de b
D(c) DOO.
ce qui établit une relation bien remarquable entre les fonctions complètes des modules b, c, b, et c,.
CHAPITRE X
Transformation du module dans les epsilon .
§ 90. Considérons les deux fonctions
eps. (c, f ) = fd ? a (c, f ) , eps. (c', f ')=fd î 'ii(c\ 9 ') :
si Ton substitue pour d 9 ' et a(c', /) les valeurs trouvées au § 78 , qui sont
rf? CCOS.y-4-A CCOS. ? 4-A
on aura
(2 4- 2c) eps. (c', /) = y~ (c cos. f a) 1 .
Après avoir substitué , dans le second membre, la valeur
(ccos. f -+- a) 5 =2a' h-2ca cos. f — 6',
et effectue l'intégration , il viendra
(1 -4- c) eps. (c', f) = eps. (c , y) — £ 6' dig. (c ,?)-»- c sin. ^ ,
et de là résulte la formule
6* dig. (c, f ) = 2 eps. (c, y) — 2(1 -t- c) eps. (c', -t- 2c sin. ? ;
par où Ton voit que la fonction de première espèce dig.(c, peut s'exprimer par les deux arcs d'ellipse eps.{c, -f) , eps.(c\ f) (voyez la note VI).
§ 01. Considérons une suite infinie de fonctions
eps. (c , y), cps. (c, y') , eps. (c", y") , etc. , formées d'après la même loi que les fonctions
dig. (c, y), dig. (c\ y'), dig. (c", y"), etc. : on aura d'abord
£&' dig. (c, y) «=s cps. (c, — (I -*-c ) eps. (c', y' ) -f- c sin. y, | 6" dig. (c', y') = eps. (c', y') — (i W) eps. (c", y") c' sin. y' ;
mais on a de plus
<%• (c\/)==~ dig. (c, v ):
éliminant donc les digamma de ces trois équations , on aura entre les epsilon consécutifs eps. (t?, y), eps. (c', »/), eps. (c", y"), la relation
a = i 6' ( 1 + 6') eps. (c, y) - (2 V) eps. (c', y') -h 2( l c') eps. (c", y" )
+ io' (l — V) sin. y — 2c' sin. y'.
La même équation peut être appliquée h trois epsilon consécutifs, pris, non-seulement dans la suite infinie eps.(c, y), eps.(c', y'), cps. (c", y"), etc., mais, en général, dans la suite doublement infinie
.... eps.(c", y"),eps.(c', y'), eps. (c, y), eps. (c„ y,), eps. (c,„ y„), ....
dont les extrêmes sont, d'une part, Tare d'une ellipse qui a pour excentricité 1 , et qui se réduit à son grand axe ; d'autre part , l'arc d'une ellipse qui a pour excentricité 0, et qui se confond avec le cercle : il en résulte donc , que par la rectification de deux arcs d'ellipse de cette suite , on obtient la rectification de tous les autres.
La formule générale se simplifie lorsqu'il s'agit de la rectification du périmètre entier de ces ellipses. En effet, si l'on fait y" = ^T, on aura / = t et y = 2t ( § 82 ) : il viendra donc
eps. (c", y"; = E(c") , eps. (c', y') = 2E(c') , eps. (c , y) = 4E(c) ,
et l'on aura entre les trois quarts d'ellipse ci-dessus, la relation
On aura une équation semblable entre trois termes consécutifs quelconques , pris dans la série générale des ellipses. Ainsi , la circonférence d'une ellipse proposée , pourra toujours se déterminer exactement par les ciconférences de deux ellipses , aussi peu différentes de la ligne droite qu'on voudra , en prolongeant les séries dans un sens ; et aussi peu différentes du cercle qu'on voudra, en prolongeant les séries dans l'autre sens. Dans ce dernier cas , il faudrait faire usage des équations successives
etc. ,
qu'on prolongerait aussi loin qu'on aurait cru devoir prolonger la suite des modules c, , c„, c,„, etc.
§ 92. La détermination exacte et absolue dont on vient de parler , peut être regardée comme un théorème fort remarquable dans la théorie des transcendantes ; mais , si l'on a seulement pour but d'obtenir des approximations , on y parviendra plus facilement par les méthodes que nous allons exposer.
f et c et c,, étant deux amplitudes et deux modules liés respectivement par les équations-
sin. (i f — ?,) = c, sin. - f , ,
si l'on remplace c' et / par c et ? , et, par conséquent, c et f par c, et ? , daus les équations du § 78 , on aura , en désignant en général par A (l4) le radical l/l — c a (jl) sin.'?^,
et
sin. 1 ^ = \(\ -4-c, sin. 3 ?, — a, cos. ?,).
Cela posé, afin d'obtenir plus de symétrie dans les résultats, nous considérerons une fonction G, composée de la première et de la se-
conde espèce , telle que
G = f{\ -f- B sin.» ^
si Ton y substitue les valeurs précédentes de sin. 9 ? et de ^ , on aura la transformée
G = I^(G,-*Bsin. f ,),
où Ton suppose
G,=y?A, + B,sin.Y)^, A, = A+i B, B — Bc,.
On trouvera ensuite , par de semblables transformations ,
G,=-^^(G, -^srn.y,,) , G,,=I^(G,,,-i B,,sin. ? ,,,),etc. :
ainsi, l'intégrale G se ramène successivement aux intégrales semblables G„ G„, G„„ etc. , et une seule de ces intégrales suffit pour déterminer toutes les autres.
Supposons que cette suite soit prolongée jusqu'à un terme G ((t ^ assez éloigné pour que le module correspondant soit de l'ordre des quantités qu'on veut négliger : alors, on aura a^ = 1 , et la valeur de G^ se réduit d'abord à
G W == /( A (^) + \) sin ' Observons ensuite qu'on a
B,= ^Bc,, B„=iB /C „= ^Bc,c„, K, lf =^c,c„c tn , etc. :
donc , la suite B, , B„ , B //<t , décroit plus rapidement que la suite c , » c //> c,„ i etc. : donc, on peut faire , après un certain nombre de termes, B ( j =o, ce qui donnera G (fi) = A, , ?( j ; d'où il suit que x étant la limite des angles ? , {? , lf„ , etc. (§ 88) , on aura
A l'égard de A^ , puisqu'on a
A, = A -4- -B, A„=A, +jB,, etc.,
l'expression générale de A^ sera
1 * 1 n li c > c ' c " c > c » c »> , \
Maintenant , si Ton porte dans G la valeur de G, en G„ } on aura
fr-C, \+c„ l+c,l . l-*-c, 1h-c
par où il est aisé de voir , que la valeur de cette fonction déterminée par celle de G^, est composée de deux parties: l'une S.A^jf, S désignant le produit ( 1 c,) (l + c„) (1 h- c,„) .... (§ 88) , l'autre qui peut se mettre sous la forme
a cause des équations
B/Vc, . |/c,c„ .
sin.?, h — sin.y,, •+- etc
B,=^Bc,, B„ = ^Bc,c„, B„, = Ib0,c„c,„, etc.;
21/^ 2^ 2^ 1 -+-c,= , l-4-c„ = , l-4-c„,= , etc.:
donc la valeur totale de G, sera
B/Kc, . V c,c„ . Vc,c„c,„ . \ (a).G=SA (ft) *--^— sin. ?/ -»-— — sin. f „+ — sin. ? ,„-4-etc. j.
§ 93. On peut donner à la partie algébrique de cette formule, une autre forme qui sera plus facile à calculer dans certains cas. Pour cela , soit
'r,— r = ", y.- ~r, = w <> v.,.— = etc. :
on aura la suite d'équations
tang.u = 6tang.f , tang.w, =s à,tang. ? , = &,tang.(? +- w) , tang.«„ = 6,^^^,= o„tang.( y , «,) , etc. ,
par lesquelles on calculera successivement les angles « , «, , «,„ etc. Or , la valeur ?/ = ? + a donne
sin.?, = sin.? cos.a cos.y sin a — (1 b) sin.» cos.w = sin.? cos.cj = — — sin. 9 cos.o :
on aura de même
sin.?„= — — sin. ? , cos.w,^ -^zSin.pcos.acos.w,,
sin. — — — sin.f cos.wcos.w, cos.«„,
cv c,e„
etc. :
donc la valeur de G peut être exprimée par cette formule , dont la convergence est manifeste ,
G=SA (jt yr— iBsin.fCos.e^l-i-^c,cos.w,H-i c,c„cos.û),cos.«„-*-etc.j .
Dans le cas où ? = 3*-, la partie algébrique disparait, et on a, pour valeur dé la fonction complète ,
§ 94. Les suites qui composent la valeur de G, seront fort convergentes , si l'on a c a < £ , et alors trois termes suffiront pour donner la valeur de G, approchée jusqu'à sept décimales environ. Les mêmes formules pourront être employées avec avantage, quand même le module c serait beaucoup plus près de l'unité : car si l'on avait ,
par exemple, c = 0.985, il en résulterait à peu près c, = l/i ; d'où Ton voit qu'il n'y aurait qu'un terme de plus à calculer, c'est-à-dire quatre termes en tout, pour avoir la valeur de G avec le même degré d'approximation. Mais si c est beaucoup plus près de l'unité, ou si, ayant c* ^> £ , on veut obtenir un même degré d'approximation avec le moindre nombre possible de transformées , alors il conviendra de se servir d'une seconde méthode que nous avons appliquée également, en pareil cas, aux fonctions de la première espèce (§ 86).
Celte méthode consiste à prolonger dans un ordre inverse la série des transformées. Ainsi , l'équation entre G et G, qui donne
G, =- G-+-*Bsin.
s'applique semblablement aux deux fonctions G et G' , et on en deduit
G = G' iB' sin.
équation où l'on doit supposer
G'=/(A'-4-B'sin.V)^ , A' = A — | B', IV = ~ •
On aura pareillement , par des transformées ultérieures ,
G' =— — G"-+-*B"sin. ? ", G"= t-— 7. G'" -4- £ B'" sin./", etc. ;
mais, lorsque la suite G' , G" , etc. , sera prolongée jusqu'à un terme suffisamment éloigné G^\ on pourra faire = l , a V| ^ = cos. «W, et alors on aura
ce qui donne , en intégrant ,
6 W = ( A W + B W) log. tang.(4i>o + * sin. ? ( ^.
On obtiendra la valeur de l'angle ^\ en calculant, jusqu'au terme convenable , les modules croissants c', <:", c'", etc., leurs compléments
b\ b", 6"', etc., et les amplitudes décroissantes ?> etc., qui
seront données par les formules
sin. (2/— f ) =c sin. y , sin. (2/' — f) =s c' sin. / , sin. (V"— ?")=c" «in- ?" , etc.
Les compléments décroissants 6', o", etc., se calculeront avec facilité , en suivant une marche analogue à celle que nous avons indiquée au § 84. Posant, par exemple, 6=sin.A, on aura o'estang.^A : posant de nouveau o' =tang. , £A = sin.A', on aura b" =tang. a f a', et ainsi de suite , jusqu'à ce que le dernier terme de ces compléments b ([L \ soit assez petit pour que son carré soit négligeable. Alors, on pourra prendre c (|AÎ = 1, et calculant un pareil nombre de termes de la série des amplitudes ? ", y", etc., on aura le dernier terme qu'il faudra porter dans la valeur de G^. Faisant donc les substitutions nécessaires pour avoir la valeur de G en G^ , et observant qu'on a
7 = , etc. ,
on trouvera la formule qui suit, dans laquelle on a dénoté pars' le môme produit qu'au §86,
G = s' ( + BW) log. tang.(4* + Quant à la valeur de A^ -t- B (|4) , si on l'appelle I>> , on aura
cc ' c " "" " ccV / ...c ( ^- , \ comme il est aisé de le conclure des équations
B = * B'c , B' = i B'V , B" = * B" V , etc ; A=A'-4-iB', A' = A"-i- *B", A" = A'" * B'" , etc.
§ 95. La série qui précède est divergente; mais on peut lui donner une autre forme, en regardant comme composé de L = A B,
et de la somme des différences successives L ' — L , L" — L' , etc. On obtient ainsi
l»= A 5 + !5 + JL (1 _ C ") + etc. ;
c . ce cc'c' v
série que les relations
bVh'=,\~c y bVF=\-c\ etc.,
, iVbTc „ zyw #
permettent de remplacer par la suivante
V ecc ' ...c K ^ v
dont la convergence est manifeste.
On peut également rendre convergente la suite des quantités algébriques comprises dans la valeur de G. Pour cela, remarquons que
ar«p. y fr) _ ^sin. ? ^
et faisons , pour abréger,
M?) = ' — - sin. v
,jj V cc'c".... c^-o
2 V â^-'sin.^-^ — — sin. / — sin.
Vc Vcc' V cc'c"... c(*- 2 >
on déduit de là , en changeant p en fi — 1 ,
^ c ^sin.>> a^-'c^-^sin.^- 1 ) Vain.**!*-») Y(/i)-Y( i u-l)= — y
y cc'c". .j*-^ y cc'c n ... c^- 3 ) y cc'c".. c ^- a >
- 2 " fcW sin. ? W _ ^ sin. ^-'H ,
et, par suite.
*(«) - V(l) = JL sin. - ~ sio. v ' j , T(l) - Y(0) = A ^ sin . f • _ 1 5in . f j .
mais la formule (1) donne
/«v 4c" sin. . 2 sin. »'
(8) . . . 4(2) = — -sin. y--—:
K CC K C
éliminant 4(1) et 4^(2) entre les équations (2) et (8), on trouve
kc' 2c' "> Y (0)= ( — - — 1 ) sin. v ■+- / = ) sin. /;
(cVc 0
c"|/c7 |/c Vc
équation qui se réduit à
s (0) = c sin. f ,
en vertu des relations
Au moyen des substitutions successives de y(0) dans Y(l) , puis de 4(1) dans 4(2) et ainsi de suite, on aura, pour exprimer i (ju), cette série convergente
v[/t) = csin. $ h ( c' sin. / — —sin. y
4 / c' h — | c" sin. ^" sin.?' 1
y ce' \ c" ;
8 / , c" \ h- ( c"'sin. ? "' sin.*" j
Vcc'c" \ c'" )
au. / (u.— i) \
— =r( c'">sin. ? W-- w..y*-> ,
et la valeur de G, exprimée tout entière en suites convergentes , sera
(*)... G = S'L (|A) log.tang. (45° -M^) --Y^) ;
formule, dans laquelle les termes négligés sont de l'ordre S'L^o^ 3 » si tang. n'est pas d'une grandeur comparable à celle de (§ 87).
§ 96. Pour avoir la valeur de la fonction G quand elle devient complète, on pourrait faire f = 90° dans la formule générale (b) ; mais cette formule ne se simplifierait pas sensiblement, et contiendrait toujours un nombre de termes indéfini. C'est pourquoi, il vaudra mieux employer celle qui va suivre.
Soit f une certaine amplitude, telle que ^~ ,) = 90°: on aura, en rétrogradant (§ 82) ,
f l*~» = r, f ^-*> = 2t, etc. ,
et, par conséquent ,
remplaçant G(c, par sa valeur donnée par la formule (fc), il vient
mais , d'après ce que nous avons vu au § 87, lorsque = 90°, on a
tang.^=— =, sin.fW =■—==;
et, dans l'hypothèse où i^* est de l'ordre des quantités négligeables, cette expression de sin. se réduit à 1 — : on peut donc écrire
,„ B . tang . ( * . « . 16g . - * «-{à}
En môme temps, la quantité donnée par l'équation ( I ) , se réduit à
W^sin.^H-) *r*~« 8 i n .>-«>
y ce V. . . c^- 1 ) Vcc'c". . . c^- »>
àcausedesin.y^'^o, sin. ^~ 3) = o, etc. : et puisqu'on a
la dernière valeur de t(/u) peut s'écrire sous la forme
T(yu)= ^pr[$ sin. ? W - ^-oj .
remplaçant sin. par 1 — ^j/^, et substituant à V V 1 * - , sa valeur approchée 1 — fcW, déduite de la relation «Llii, il reste y(/k) = — , et finalement
(*) .... G^,-j = — log-jjjj-— •
§ 97. Les formules (a) , (a') , (o) et (o') , permettent d'obtenir une valeur aussi approchée qu'on voudra , tant de la fonction indéfinie G ( c > ?)» <l ue d e ,a fonction complète G(c, Pour les appliquer aux epsilon , il suffira de prendre
A = 1 , B = — c 7 ; d'où G = f^.
En dénotant par M , ce que devient A^) (§ 92) par ces valeurs de A et de B , l'expression de l'epsilon indéfini t donnée par la première méthode , sera
eps. (c, <?) = SMj? — - — sm. ?/ — - — sin.^,,-4- etc. , et celle du quart d'ellipse
Dans ces formules, la quantité M est donnée par la suite convergente
c 3 c 7 c, c*c,c„ M = 1 etc. ,
à laquelle on peut donner cette autre forme
en vertu de la relation 1 — — • .— =— - •
Les formules précédentes offrent les suites les plus convergentes qu'on puisse désirer pour la rectification de l'ellipse. Si le module c est assez peu différent de l'unité pour qu'on juge nécessaire d'appliquer la seconde méthode, il faudra faire A = l, B = — c* dans les formules du § 9b* ; ce qui donnera , en désignant par M' ce que devient i/^ par ces valeurs ,
ou plus simplement, parce que hyb' = 1 — c,
L V «' V eVV"...c<l'-')J
Quant à la valeur de 1', et à celle de la fonction y(/k) , elles ne dépendent point des valeurs de A et de B : ainsi, elles restent les mêmes que dans le paragraphe cité. On aura donc, d'après ces valeurs , la fonction indéfinie
eps. (c, f ) = s'M' log. tang. (48° h- cv(fi) ,
et la fonction complète
Comparant cette formule avec la valeur de D(c) donnée au § 88, on trouve pour M',
D Dl'
Au moyen de cette équation , le calcul de la fonction incomplète eps. ^ , s'abrégera par l'emploi des tables des fonctions complètes D et E.
CHAPITRE XI
Transformation du module dans les kappa et dans les upsilon.
§ 98. Si Ton appliquait la méthode des modules décroissants à la simple fonction kappa, la première transformée contiendrait une partie affectée de la fonction de première espèce dig. (c, y) : par conséquent, il convient, pour l'uniformité des résultais, d'admettre une forme plus générale , et de considérer la formule
J \ \ -\-n sin. y / a
C'est ainsi qu'au § 92 , nous avons traité des fonctions G au lieu des simples epsilon.
Après avoir écrit la formule précédente , sous la forme
\ n n 1 -hnsin. a ? / a
si Ton fait
sin.'f = i( \ h- c,sin.Y— cos.?,) ,
comme au § 92, on aura
.2 J \ n n ' \ + {n-*-{nc,s\nS 9 ,--! i n\,cos.< ? ,l a,
Dans cette équation , le dénominateur de la fraction principale contient le terme -£ma,cos. y,, qui parait empêcher la réduction de la
fonction H, à une autre fonction H, de la même espèce. Pour nous en débarrasser , nous considérerons ce dénominateur comme la différence de deux quantités , afin qu'en multipliant cette différence par la somme des mêmes quantités , on ait la différence de leurs carrés. Ainsi, nous multiplierons les deux termes de la fraction dont il s'agit, par le polynôme 1 -4- |n -4- |nc, sin. 3 », -4- |ni, cos. ? , , et nous désignerons par V le produit de ce polynôme par le dénominateur ; ce qui donnera , après réduction ,
ln-n-f- (ne, -4- in'c,H- £«'-4- £n'c, a ) sin.'y, = V.
Ce qui est vraiment remarquable, c'est que V ne contient aucune puissance de sin. y, autre que la seconde $ d'où l'on peut déjà inférer la possibilité de la réduction demandée.
En effet, ayant posé l'équation
(1-4-tt) ( I-4-n, sin. \,) = V,
en la comparant à celle qui précède, nous en déduirons pour n, ,
*», = 7^- (c, -4- £ ne, -4- *n -4- Inc;) 1 -4-n
[c, + n(£-4- \c, -4- le,*)]
et à cause de. c = — - (§80),
KJ ' (l + by (l-4-n) Alors , la fonction H deviendra
H 1- *" C ' /Ta B b l + in + in^sin.'^H-ini^cos.yA
~~ 2 \ "*~n" n(l-4-n) 1 +n, sin.'y, /
et si l'on fait , pour abréger ,
— : r (Ui»)=M, =N,
on aura
3 y L n \ l-f.n,sin. a 7 , /
A, COS. y,
1 +-n,sin. , î >J a, *
par où l'on voit que , si Ton pose
B, = M», — RN = |B
(i+Dj^l-Ms)* *
./ \ l-*-»,sin. a ? ,/ a,
on aura , pour première transformée ,
2 L ' l + nj l-f-n,sin. a ?/ J
Par cette formule , la fonction H(n , c, y) est ramenée à une fonction semblable H(n,, c,, ?,), dans laquelle les trois cléments n, c, y ont subi des changements propres à faciliter les approximations. Quant à l'intégrale qui entre dans son expression , on trouve aisément sa valeur
oVcOS.p, I — .
l-i-tt,sin. f ,
La même loi aura lieu pour les transformées ultérieures ; d'où résultera une suite infinie de fonctions H(n, c, , H(n, , c,, »,), H( w ,/î c //i ?/,)> etc «» te,les qu'une seule étant connue, on pourra déterminer toutes les autres. On trouvera de cette manière, en se rappelant que
et en désignant par S le même produit qu'au § 83
— ___. * B arctang. (l/j^sin. ?,) c 1 -+- n V'n,
VT„ £B, arctang.(|/ï^sin. ? ,,) ■ • ■ — • _____ . —
c c, U» ( Vl^„ série dans laquelle on a pris
§ 99. Posons, pour abréger,
et soit désignée par une quantité composée en c (fA) , o (ft) et n (fi) , comme k Test en c, b et n ; on aura
et pareillement
1 n ' *B iAB
Nous démontrerons tout à l'heure que B ( j s'évanouissant avec , l'intégrale H ((t j se réduit à
H W ==A (t i ) (,is '( c W^ ? (! t )) ,
et , par conséquent (§ 88) , à _
x désignant toujours Tangle-limitc. La valeur précédente de H devient , pour lors ,
U = 2A (fA) x — — . * B arc tang.(l/^8in. y ,) c 1 n Vn,
arc tang.(V/»„ sin. w,,)
Vc, |/ë7 V 7 ^" Î**,B arc tang.(l/n, „sin. ?,„) — ■ • 1 • ' ■
c c, c„ 1 + »,, Vn,„ — etc.
Cette suite étant prolongée jusqu'au terme dont le rang est ^ inclusivement, Terreur de la formule mesurée par les termes suivants, ne pourra être que de Tordre c^ +1 j ; de sorte que , si Ton ne veut pousser la précision que jusqu'aux termes de Tordre j , on aura un terme de moins à calculer, tant dans la suite précédente que dans la valeur de S et dans celle de A^.
Les arcs de cercle qui entrent dans la formule générale (a) se changeraient en logarithmes, si n était de la forme — c 1 sin.'ô (§ «40) ; mais ce changement n'est sujet à aucune difficulté.
Lorsque ç = \r , tous les arcs de cercle disparaissent , et Ton a simplement H = £A^a\ Mais x est alors égal à \x (§ 83) : par conséquent , la fonction complète a pour valeur
H(n, c, \x) = SA (lt) iT.
On peut remarquer que la valeur de H , exprimée par les transformées successives, se terminerait d'elle-même si Ton avait une des égalités
A= 0, A,= 0, *„=0, etc.
En effet , ces égalités reviennent à
n=— 1 + 6, «, = — 1 -4- 6, , n„ = — 1 6„ , etc.,
et Ton sait qu'alors la fonction H se réduit à un digamma (§41).
§ 100. Nous avons vu au chapitre V, que tout kappa peut s'exprimer par un autre kappa ayant pour type du paramètre
*i = csin.O, ou n = — sin.'fl.
Soit d'abord
n=c sin.0,
et faisons n, = c, sin. 0, : en substituant à n et à », ces valeurs dans l'équation (1), on en déduit
c -+- sin. 0
sin. 0. = sm. 0.
t-csin
ce qui prouve que sin. 0, est non-seulement moindre que l'unité, mais aussi moindre que sin. 0. En effet , pour que cette dernière condition soit remplie, il suffit que l'on ait
c sin. 0 < 1 -4- csin.0;
inégalité qui revient à
( l — c) sin. 0 < 1 — c ,
et, par conséquent, à sin. 0 < 1 ; ce qui est toujours vrai. Ainsi, dans la suite des paramètres
n t n ,i n ,/> etc « j
chaque terme est non-seulement moindre que le terme correspondant de la suite
mais la première série décroît plus rapidement que la seconde. Soit maintenant
n = — c* sin.'0:
on pourra faire , comme dans le cas précédent ,
n,= — c* sin'0, ,
et l'angle 9, sera déterminé par l'équation
sin. 0 cos. 0
ce qui est la même loi suivant laquelle ?/ se déduit de ? (§80). A la série des modules
c, c, , c„ , etc. , correspondra donc la suite des paramètres
— c 1 sin.'O, — c/sin.'ô,» — c^'sin.'fl,,, etc.,
tlont chaque terme est , comme on le voit, beaucoup plus petit que le terme correspondant de la première suite.
La discussion qui précède nous ayant fait connaître l'ordre de grandeur du paramètre , venons à celui du coefficient B (f ^. D'après la valeur de cette quantité, elle est de l'ordre it^ ^ , et d'après l'expression de * en n, il est évident que k^,) est au plus de l'ordre w (u-i)* Ma,s si lon a n = — c a sin.'fl , on a aussi
%-.) = — c V-o sin -'V-0 ' H comme c Q ^_^ est de l'ordre , en vertu de l'équation
il s'ensuit que , dans ce cas (qui est celui des kappa logarithmiques), > n (tt— i) * i) et ^i» deviennent négligeables en même temps.
Il en serait de même si le type du paramètre étant n—c sin. 9, on avait sin. 0=c, ou sin. 0 < c. En effet, d'après la loi de progression des angles 0 , 0, , 6„ , etc., leurs sinus décroissent plus rapidement encore que les modules c, c,, c„, etc. Si l'on avait sin. 0> c, il suffirait de calculer un terme de plus dans la série (a), et dans celles qui en dépendent , pour atteindre le même degré de précision.
§ 101. Pour transformer les valeurs de n, et de h de manière à les approprier au calcul logarithmique , soit A un angle auxiliaire tel que
sin. A — — :
d'où
ce qui est possible |>our les deux types du paramètre
n = c sin.fl , et n = — c 1 sin.'fl :
si Ton fait pareillement
stn.'A,
l'angle A, se déduira de l'angle A par cette formule, aussi simple qu' légante,
( 3 ) tang. i K = ~=l >
et le paramètre », se déduira de n par la relation
C, COS. a A
Des équations (2) et (S) on tire sur-le-champ
1 -+- n = b cot.^A, ; par où la valeur précédente de k devient
(1 + ») a — A 1 1 col. 1
cl , ii cause de
on peut écrire
k _ cot* a £*, - tan g.^A , _ 46 col.',} A,
Mais les formules trigonomélriques
(1 cos. A,) 3 (1 — COS. A,) 1
cot.'R = - . tang.'*A,= - — ,
sm. A, sin.A,
donnent
4 cos. A,
col. *A, lang.^A,= - T -— - ; '
sin.
par conséquent
b; cos. A b; sin.'A
k = — • = — • cos. A, ;
b sin.'A^ot.'K A 1 sm.'A,
d'où
COS.A^OSA
c c, c„ 8 Vn„, ■+■ etc.
§ 102. La formule d'approximation que nous venons de donner pour déterminer la valeur des fonctions H , peut s'appliquer à tous les cas , et le plus souvent il ne faudra calculer que fort peu de termes pour obtenir un grand degré de précision. Cependant, si la
différence 1 — c est assez petite pour que 6* puisse être néglige , on . pourra intégrer immédiatement la formule
J V 1 -i-nsm. a y/ a
en mettant cos.? au lieu de A , ce qui donnera
B arc tang.(|/n sin. r ) 1-4- n Vn
H= ( A + — — )log.tang.(4S°-+- v ) \ Un/
Cette intégrale est rigoureuse lorsque c=l; mais s'il y a une différence, quelque petite qu'elle soit, entre 1 et c, elle ne pourra s'appliquer sans erreur , à des valeurs de ? plus grandes qu'une certaine limite. En effet, la quantité a qui, en général, est y cos.'^-t- 6*sin. J v, ne se réduit à cos. y que lorsque cot. y est censé beaucoup plus grand que o. C'est pourquoi , il convient de chercher une formule qui donne la valeur de H pour toute valeur de toujours dans l'hypothèse qu'on puisse négliger les termes affectés du facteur b, élevé au carré ou à une puissance supérieure.
Pour y parvenir , j'écris la fonction H sous la forme
H=(A + T i-)di g .(o, v )-
et il restera à détermiuer P par la formule
J (1 -4- n sin.\)A
J'observe ensuite qu'on a
COS. f A'sin.'y
donc , si l'on fait
2rf* cos * r sin. 1 ?
\ n siu . a - r ) ^ (cos. - r -t- jv ) on aura
arc tanrc. n sin.o) 1
ainsi, tout se réduit à trouver une valeur approchée de l'intégrale Q. A cet effet, j'observe qu'on a cos. ? -+-a<2a , et cos.y-*- A> 2 cos.* : donc , si l'on fait
Q , = r_Jl^£l_ Qff== f d ? cos. ? sin.' ?
J ( 1 + n sin.» a ' J (1 + n sin.^) (1 - c'sin.» '
on aura Q < Q' et Q > Q". Or , en premier lieu , la combinaison des intégrales P et Q', donne
(l+»)Q' + r=/^ ; d'où résulte Q-='" 8 -( C ' f) - |> ;
donc on a
p ^ arctapg.(V/n sin . ? ) &
ou en écrivant, dans le second membre, au lieu de P sa valeur donnée par l'équation (4) ,
(5). P> — j dig.(c,v) Qj
inégalité dans laquelle on pourra négliger le terme en b*.
Cherchons maintenant la limite supérieure de P. On trouve, par l'intégration directe de la valeur de Q",
(c -*-n)Q =— log.( -arctang.(Knsin.y),
2c — csin.yj \/n
ou (en rejetant les quantités de l'ordre 6% qui n'en produiraient que de l'ordre b* dans P, lors de leur substitution dans l'équation (4),)
\ 1 i Z 1 + csin.aN 1 _ (l-f-n)Q =-log.[ j -arclang (l/«sin. ? ):
2 \ 1 — csin.a / Vn
donc on a
(0). P < ( 1 t Y ™ lan ff-^ » sin -0 ^ ( / 1-4 csin.^ V 1-» «/ V y n • 1^ n \ l-csin. ? /
La plus grande différence entre les deux limites de P données par les inégalités (5) et (6) , a lieu lorsque ? = 90°; et comme on a , dans ce cas ,
cette différence est égale à £ Iog.2. Ainsi , elle est de l'ordre-des quantités qu'on veut négliger, et l'on a , avec une exactitude suffisante,
1 y _ ^ P = — — arc tang.(K n sin.*) dig.(c, - r ) ;
ce qui donne, pour la fonction cherchée,
/ B \ B arc tang.{l/n sin.*)
H =( Ah- |dig.(c, ,) — >
\ \.+ nJ 1 -4- n Vn
et , pour la fonction complète ,
n \ A B arctang.(^n) - j=( Ah- jlog. -
n j b 1 -t- n Vn
§ 103. Les valeurs précédentes sont celles qu'il convient d'employer si la différence ± log.2 est assez petite pour être négligée , et c'est ce qui a lieu chaque fois que n est positif , ou de la forme n=cot.'0; mais il n'en est pas toujours de môme si n est négatif. Le cas de n = — c* sin.'O, ne souffre aucune difficulté si 0 n'est pas trop près de 90°, parce qu'alors reste une quantité très- petite :
seulement , il faut changer alors l'expression " c (tang ' ~ Vn ?) en
VU
celIe - ci: S71CT H-i lVcTn.b ^)- Mais si > en même temps , 0 est Irès-près de 90°, le dénominateur 1 n équivalant à ir-j- c'cos.'O, devient très-petit. Cependant, tant que cos. 0 est beaucoup plus grand que b, la fraction ~^ ou ù%+ ^ eot ,g > reste trèé- petite, et la méthode précédente est applicable; mais si cos. 0 est une quantité très -petite de l'ordre 6, ou d'un ordre supérieur, la fraction -j— cesse d'être négligeable. Pour obvier à cet inconvénient, il faut recourir au § -41 , où l'on a vu que tout kappa qui a pour paramètre « = — c' sin.'O , peut élre transformé en un autre kappa ayant pour
paramètre »i= — c'sin.'A, pourvu qu'entre les angles 0 et Aon ail la relation b tang.0 tang. A = 1 , qui revient à (§ 19)
donc, des deux facteurs , , il y en a toujours un plus petit que b; d'où il suit, qu'à l'aide de la transformation de kal. (0,c, en kal. (a, c, si elle est nécessaire, l'erreur de la formule n'excédera pas les quantités de l'ordre b. Dans le cas le plus défavorable , qui , est celui ou 1 n-n = 1 m = b, l'erreur absolue sera égale à £ b log. 2; mais alors la fonction complète a pour valeur
/ B \ h l A+ 2o) lo &-6- :
par conséquent , Terreur relative , qui a pour mesure le rapport de ces quantités, ne s'élèvera qu'à l'ordre o a .
Lorsque n = r^—r « la fraction est négligeable, si tang. 0 n'ex-
cède pas l'unité : dans le cas contraire , on ramènera le kappa proposé au type n = — c'sin.'fl, que nous venons de discuter.
Lorsque n — — 1 + o'sin.'O , on élude la difficulté au moyen de la formule (o) du § 38, qui sert à transformer tout kappa circulaire dont le paramètre est négatif, en un autre kappa, à paramètre positif.
§ 104. Lorsque le module c n'est pas assez voisin de l'unité, pour que fc' soit de l'ordre des quantités négligeables , on pourrait croire qu'il convient de recourir à la méthode des modules croissants, comme nous l'avons fait pour les digamma et les epsilon. Mais les formules auxquelles Legendre est parvenu par cette méthode, sont si compliquées et d'une convergence si faible , que cet habile calculateur conseille lui-même de s'en tenir à la méthode des modules décroissants, quand bien même il faudrait calculer quelques modules et quelques amplitudes de plus , pour obtenir l'approximation désirée. Nous ferons observer, en outre, que si le kappa proposé est circulaire , on pourra toujours le faire dépendre d'un autre kappa du module b (module qui sera d'autant plus petit, que c sera plus grand), au moyen des formules (e) ou (*»') du § 50. Si le kappa est logarithmique,
on le réduira à deux upsilon , que Ton calculera, dans tous les cas , avec autant de facilité que les fonctions elliptiques de la seconde espèce, par les formules qui seront données ci-après. Ainsi , Ton pourra toujours se dispenser d'appliquer la méthode des modules croissants , aux fonctions elliptiques de la troisième espèce.
§ 1 05. Il existe pour les kappa circulaires , une propriété analogue à celle dont jouissent les angles des paramètres successifs *, w, , n- f1 n,„, etc., pour les kappa logarithmiques (§ 100). Soient
n = c a tang.'A, n, = c, a tang.V :
si Ton fait
tang.'A = — sin.'ft, tang. 7 /* = — sin.'f,
les deux fonctions kap. (n,c,f), kap. (», , c, , j,) , de circulaires deviendront logarithmiques , c'est-à-dire qu'on obtiendra
kap. (c' tang.'A, c, y ) = kal.(a, c, y ) , kap.tc'tang.'^c,, ?,) = kal.(C,c,, ?/ ) :
par conséquent , l'on aura , entre les angles a et C, la relation
(7) dig. (c, a) = — — - dig. (c, , G) ,
dont la traduction algébrique est
(l + o) tang. a.
tang. C — — -4 Vi
1 — o tang. «
ce qui donne, en mettant au lieu de tang. a et de taug. C leurs valeurs^— I sin. A et K — 1 sin.
( 1-4- b) sin. A 1 h-o sm. a
Mais on a aussi (§28)
dig. (c, a) = V^\ dig. (6, A), <%• 0 = <lig;(o,, A») :
il vient donc, en remplaçant ces quantités par leurs valeurs dans l'équation (7),
dig. (b, A) = — ^ dig. (o,, ^).
En comparant cette équation à celle qui lie dig.(c, - t ) à dig. (c,, ?/ ), on a la proportion
dig. (6, A) : dig. (b,,n) \ \ dig. (c, ?) : dig.(c,,
par où Ton voit qu'il serait très-aisé de conclure l'angle fi des angles A, et à l'aide des tables de digamma.
On peut observer que les modules complémentaires remplacent , en partie , les modules primitifs , dans ce qui concerne les kappa circulaires. Cette remarque , jointe à celle que nous avons déjà faite au § 59, semble indiquer que ces transcendantes sont réellement d'une nature plus composée que les kappa logarithmiques. On trouvera au chapitre XIII , une nouvelle confirmation de celte conjecture.
Remarquons aussi qu'il résulte de l'équation (l), que si le paramètre de la fonction proposée H(n, c, f), est de la forme «= — 1 -i- i'sin.'fl, celui de la transformée H(n, , c, , y,) est positif.
§ 106. La transition des kappa logarithmiques à la fonction upsilon, est trop naturelle pour que nous ne cherchions pas à vérifier, si la double méthode des modules ne s'appliquerait pas avec succès au calcul de cette transcendante. D'abord, en faisant A = l, B=c , sin. a 0, «= — c'sin.'O, la formule (a') du § 101, devient
kal.(0, c, v )=2A (ft) x
1 t'sin. a 3l-+
f 1 /l+c,sin.9,sin.O log. _
, sin.9, \\ — c,sin.Q,sm. ? ,J
1 £cos.A / 1 -+-c,,sin 0,,8in. v„ \
• lo 8'i i
Vc,c„ sin.G,, V l -c,,sia.0,,siii. ? ,,/
1 Jco:î.A,cos.A / / l-f-cî„,sin.9, ( ,siii.v
Vc,c tl c,., sin-0,,, \^ l— c,„sin/;,,,siii. ? ,,, > /
•\- etc. :
^(n) représentant la série
l-*--COS.A,+ - COS. A, COS. A,, -f-
-'c' sin. ? $ \ 2 -*
' ... — - COS.A,COS.Â.,COS.A cos.A^_ i)
et les angles A„ A,„ etc., étant donnés par la formule générale
dans laquelle désigne, par abréviation, le radical A ( c (u,)»A a ))»
Nous avons déjà remarque que 0, se déduit de.0 suivant la même loi que ç>, se déduit de ? ; d'où il suit , que si 0 = y, on a aussi 0 / =y / , ô„ = ? „, etc. Or, d'après l'expression de T(?) donnée au § 67, il vient, en écrivant ? au lieu de 0 dans la valeur précédente de kal.(0, c, f), dans celle du coefficient général cos.A (fl) , et dans celle de
— i log.(l — c a sin. 4 ? )— ^cot.- r 2A ((t) jr
1 sin.ycos.5,
V c, sin. ? , \ 1— c,sin. a ^/ 1 1 c,cos.y, I
log.
Kc,c„ 2 A, sin. ?/ , 1 1 c,cos. ?/ c //C os. ?// 1
I -f-c„sin
l-c„sin.' f/ , (
l-*-c,„sin.V
-log.
sin.?
l-c,„sin.V„
-t-etc, |c sin. ?
1 C,COS.y, 1 C / C // COS . ff f COS . y, 1 H • H •
1 C,C„C„, COS. y, COS.?,, COS. y
etc. 1
Mais, d'après le §80,
sin. f,
c sin. y cos. f
c, sin. cos.?,
etc. ;
( wo )
d'où
cos. y, V/c~8in.y„
A, sin. y,
a„ un. f „
substituant toutes ces quantités dans les deux formules précédentes , elles deviennent 1
8t(^ ) = U dig. f [eps. ? -+- cot. y a(^ ) ] — S log.(l — c a sin. 4 ? ) — 4 cot.f . a(?) .SA^yr
, /l-t-^sin.'çA /l-4-c„sin. a ?„\ /l-*-c,„sinï?,„\
5 U-c,sin.V u ^t-c^in.^,,/ 0 \1— c,„smi f J
1 l/c^sin. f,L/—. 1 %/ . 1,/ .
A (K) g=1 " h 2' cos> ]rc,sm.<?,+- ^c^sm.?,,,
Pour sommer la série du second membre de la dernière équation , nous remarquerons que , d'après le § 97,
eps.y 2Ma? |/c,sin.9>, l/c,c„sin.
= ■ -h 1 h etc. ;
d'où
A to 385 1 + ~' * ( e P 8 - ?-2M*)«= 1 +— (eps.y - ZMs).
vr/ C COS. ç A COt. 155
Mais l'on a les relations
dig. ? = l,x , E = 2M- , D = 2- :
donc
A « =1 + i( ep! "'-s ,li6 ' > )'
et la valeur de 8T(' r ) se réduit à
8T(- f ) = ~dig.' f - 2log. (l-c' sin.S)
\ l—c, sin.' J ?/ /
c„ sin
c„ sin.>
d'où Ton tire , en faisant ? = £t ,
T§»=4 DE — £log.6,
comme au § 65.
§ 107. La série précédente se simplifie extrêmement au moyen des relations
sin. ?/ «(i+&) — \ — r, =
d'où Ton déduit
log.(l-f-csin.'^)-f-log.(l — csin.'ï)=log.(1 -4-c,sin. a ?,)— 21og. |-j •
En effet , en écrivant T(?) sous la forme
T(y) = - dig. a ? — - [log. (1 H-csin.'v) -+- log.(l — csin. a ?)]
^log.(l+c,,sin. a ? ,,)- llog.(l— c„sin. a y„) -+- etc.,
on obtient
— i[log. (l-f-c, sin. 1 ?, ) log.(l— c, sin.' ? ,)]
" -j^T ^.(l-v-c^sin. 1 ^) — -j^Iog^l-c^sin .\, ,)
— etc. ;
ce qui donne , par des substitutions successives ,
— ^-log. a - log. a, +-log. A„-t-etc.j.
§ 108. Pour appliquer aux upsilon la méthode des modules croissants , nous prendrons la valeur de eps. ? trouvée au §97 , qui est
eps. y = S'M' log. tang. (45° h-cy(m).
Cette équation , combinée avec les suivantes
dig. 9 = S' log. tang. ( -t- * ? M) ($ 86) ,
devient
El — 1
eps. v = dig. - r . -^r- cT(f*) :
multipliant les deux membres par — et intégrant, on a
Es' i p d
Dans le développement de m (,a), que nous avons donné en série convergente au § 95, on a une suite de termes de la forme C sin.
dont chacun devra être multiplié par
rf? _t/_ c" c
ce C • ■ • «
puis intégre; mais Ton trouve sans difficulté
'sni.;' H. ' I 1 -f- C (n)
— -log.
' COS. y
et l'on tombe ainsi sur la série convergente
/ Es.' — 1 1
r(ç,) = idig.' y -pp- c log. -
9 (c' log. 1 - Ç log. 1)
,og -i)-
Remarque. En multipliant par ^tous les termes de l'équation («) du §92 , et en profitant de l'intégrale (8), on parvient immédiatement à la formule (h) , déduite de la considération des kappa logarithmiques ; ce qui offre une vérification très-satisfaisante des diverses formules qui nous ont conduit à ce résultat.
CHAPITRE XII
Théorème de M. Jacobi.
§ 109. L échelle île modules dont nous avons traité jusqu'à présent, a été découverte par Lagrange en 1784. La loi de sa formation est très-simple ; mais cette loi peut varier , et , par conséquent , il peut exister différentes échelles de modules. Longtemps après Lagrange (en 182o), Legendre en découvrit une seconde, dont la loi est plus compliquée, mais qui jouit de propriétés analogues (*). Enfin, peu de temps après, M. Jacobi a démontre qu'on peut former une inûnité d'échelles de modules , à chacune desquelles correspond , par conséquent , une infinité de transformations diverses du même digamma , en d'autres fonctions de même espèce , dont les modules et les amplitudes sont tous déterminables par des opérations algébriques. Le théorème de M. Jacobi peut s'énoncer de la manière suivante : « Soit p un nombre impair pris à volonté , que j'appellerai l'in- » dicc :
>• Soit a, , <t % , a 3 a P —i une série d'amplitudes qui correspondent
>» aux équations transcendantes
dig.(c, *,) = -D(c) , dig.(c, «,) = --D(c) ,
dig.(c, * 3 ) = -D(c) dig.(c, a ) =£_D(c) :
» Soit
< U G-( C > ?) = A* dig.(*, » une équation transcendante hypothétique, dans laquelle l'ampli-
(') Traite des fonctions elliptiques , tome 1 . chap. xxxi.
• tude v peut avoir une valeur quelconque, depuis zéro jusqu'à >» l'infini :
» Je dis que le module secondaire kf le coefficient que j'appcl- » lerai le régulateur, et l'amplitude f , pourront toujours être déter- » rainés en fonction du module donne c, du nombre donné p, et » de l'amplitude donnée «. La relation entre v et ; sera
f\) I — sin. ; =
(i±_îiiL.V (i T sin - ? V (i-ii^)"
\ sin..>_,/ \ anvv \ *ia.xj
v * r; l — c'sin.^sinX l — c 2 sin.\sin. ^ 1— c'sin.^sin.^-i
>» dans laquelle on prendra les signes supérieurs ou inférieurs , selon » que p sera de la forme 4f» h- 1 ou An — 1 . »
La démonstration de cette belle propriété des fonctions elliptiques de la première espèce (*), a reçu le dernier degré de rigueur, dans les suppléments dont Legendre a fait suivre la publication de son traité. Mais celle qui nous a paru mériter la préférence, sous le double rapport de la méthode et de la clarté , a été donnée par le célèbre Poisson, dans un rapport sur l'ouvrage de M. Jacobi (**). Elle se divise en trois parties , que nous allons exposer successivement, avec les modifications et les développements que nous avons crus nécessaires.
§ 110. Considérons la différentielle
dx
V{\ — ax) (l —a'x){ i—a"x) (1 — a"'x)
dans laquelle a, a', a", a'", sont des constantes données, et proposons-nous d'y ramener une autre différentielle de la même forme , savoir :
/udy
V\\-by){\- b'y) ( 1 - b"y) ( l - b"'y) '
(') Legondrc a prouvé qu'elle se vérifie d'une manière analogue pouf les fonctions de seconde espèce (Traité des fonctions elliptiques, tome III . page 59).
(**) Lu à l'académie des sciences. le 91 décembre 1829. { Mémoires de V Institut, (onie X).
in prenant pour y une fonction rationnelle île r, et en déterminant eoiivenablemcnt /x , b, b', b", b'", en fonctions de a, a" «"'. On suppose ces quatre constantes inégales, ainsi que i, 6', b'\ b'" \ de de manière que ces différentielles ne sont point intégrantes sous forme finie.
Désignons par U et V deux fonctions rationnelles et entières de x , premières entre elles, l'une du degré p, l'autre du degré/? — 1. Pour que leur rapport y — y soit une intégrale de l'équation
dx ftdy — = — — ,
V ( 1 -ax) (1 -a'x) ( t -a"x) ( 1 -a"'x) ^(\ -by) (1 -by) {\-b"y) ( 1 - b"'y)
il faudra qu'en substituant à y sa valeur " , dans l'équation précédente , le résultat
(1) (V — MJ)(V_ATJ)(V-6"U) (V—fc'"U)*=
/ di) d\
y? (1 _ ax ) ( 1 - a'x, ( 1 - a"x) ( I - a'"*) V — - U -~
\ dx dx
soit identiquement vrai.
Lorsque les polynômes U et V renferment un grand nombre de termes, la substitution dont il s'agit devient excessivement laborieuse, quelquefois même impraticable. C'est pourquoi nous allons chercher à remplacer la condition exprimée par l'équation (S), par une autre plus aisée à vérifier.
Lemme. Soit T tin troisième polynôme en x : si la valeur y ~y rend identique l'équation
(2) (V_MJ)(V— 6'U)(V— À"(J)(V— 6"'CJ) =
(1 ax) [\ — a'r){\—a"x){\-a'"r)T* ,
je dis quon aura nécessairement
I dV dV\
A étant une constante; d'où il suit que, si A était précisément égal à les équations (1) et (2) seraient les mêmes , et que , par conséquent , la valeur y = y rendrait identique l'équation (l) ; condition qui équivaut , comme nous l'avons vu , à la vérification de l'équation différentielle proposée.
Pour démontrer le lent me précédent , je fais observer :
1° Que les deux polynômes U et V étant premiers entre eux , et les coefficients o, b' t 6", 6"', inégaux, les polynômes V — 6U, V — Z/X, V — 6"U, V — 6"'U, sont aussi premiers entre eux ;
2° Que si les facteurs du premier degré en x du polyuome T, sont représentés par X, X', X", etc., ceux de T 1 sont X% X'% X'"\ etc.. que j'appellerai facteurs doubles ;
3° Qu'il résulte de ce que les polynômes V — 6U, V — fc'U, etc. , n'ont pas de facteurs communs , que les facteurs doubles de T a ne peuvent provenir de la multiplication de deux facteurs égaux contenus dans deux polynômes différents, et que , par conséquent, T ' n'aura pas d'autres facteurs en x que les facteurs doubles d'un ou de plusieurs de ces quatre polynômes ;
4° Que, réciproquement, puisque les coefficients a, a', a", a'", sont aussi inégaux , tous les facteurs doubles des quatre polynômes précités (facteurs que je désignerai par F% F'% F"% etc.) ne peuvent être compris que dans T a ; d'où il suit que T" doit être de la forme
T = /•(.*). F\F'\F"* ; mais en vertu de la remarque 3°, T 1 n'a
pas d'autres facteurs en x que F% F", F"\ etc. : par conséquent, f{x) se réduit à une constante, que je dénoterai par x' a ; ce qui donnera
8° Que p étant le degré de U, le premier membre de l'équation (2) sera du degré Ap. Ainsi T' doit être du degré kp — 4 , et , par conséquent , T du degré 2j» — 2 ; de sorte que ce nombre 2p — 2 sera celui des facteurs F, F', F", etc. ;
6° Qu'il suit de l'identité
, , . .dU d(V — bMU) dV „</V dx ax ax ax
que tout facteur double de V — i^U est un facteur simple de V S" — ^S" (*)" Par cons cquent, ce polynôme renfermera le produit
(*) Kn effet, fW j étant un des facteurs doubles du polynôme V — bWV , le polynôme dérivé ^ V "^^^ . et. par conséquent . le premier membre de l'identité précédente ne sera divisible que par la première puissance de V^K
de tous les facteurs F, F', F", etc.; ce que nous exprimerons en écrivant
dl d\ . _ _ _,,
or dx
e'quation dans laquelle le second membre doit être au moins du degré 2/> — 2 , puisque , d'après la remarque précédente , ce nombre est celui des facteurs F, F', F", etc. Mais, puisque U est du degré />, et V du degré p — 1 , le premier membre est précisément du degré 2j» — 2 ; d'où l'on conclut que y (a?) est une constante.
En rapprochant Féquation T= A'F .F'.F".... , de la précédente, on voit qu'elles coïncident, à un coefficient constant près; ce qu'il s'agissait de démontrer.
Dans l'application que nous voulons faire du lemme ci-dessus aux transcendantes elliptiques , il suffira de considérer l'équation différentielle
dx ftdy
dans laquelle c est une constante donnée , et n et k sont des constantes inconnues : l 'équation (2) sera alors remplacée par celle-ci
(4) . . (V 1 - U*)(V a — *TP) = (1 — **) (1 - c'**)TV
De plus , si nous faisons x=siii.^, y = sin.^, l'équation (3) deviendra
dv fidp V\-e sin.' ? V\ — *'sin7> 7
ce qui donne , en prenant les intégrales de ses deux membres, de
manière qu'elles s'évanouissent avec les variables y et <p ,
§ 1 1 1 Soit , en général ,
<%(<-•> r) ~*- dig.(c, V = dig.(c, *) ■■ dig.(c, v ) - dig.(<, o) = dig.(c, <r) :
d'après les formules du § 18 , on aura
sin.y cos.0 s (c, 0) ■+- sin.Ocos.? A (c, •,) l — c sin.'ysin.'O
sin.vcos.O a (c, 0) — sin.O cos. f a (c, > r ) d'où résultent les équations
sm.cP= : ~ : ~ — — ;
1 — c'sin.'? sin.'o
2sin. v cos.O s (c, 0)
sin.<r + sm.fe ■ . - ■ ■ ,
1 — c 2 sin.'y sin. 3 ô
sin. v — sin. 0
sin.? sin. J> =
1 — c' sin. a ? sin.*0 donc
(1 — sin.ir) (1 — sin.cT) =
1 — c'siu.*? sin.'ô -4- sin.' y — sin.'G — 2sin.?cos.0 a(c, </) , — . — -■ ■ — ■ #-
1 — c 1 sin.'? sin.'O
Désignons par dig.(c, 0) et dig. (c, 0') deux digamma complémentaires: on aura sin. e'= -3^» et le produit précédent deviendra
COS.'O |l -
sin.? ^
sin///
w v ' v l— c sin. ?sin. O
Prenons 0 =amp. — : nous aurons 6 =amp. ~y~*> » tl 011 " su,t que , si l'on écrit a m au lieu de 0, il faudra écrire x p _ m au lieu de 0\ Soit aussi dig. (c, ?) = z : on aura
mD ml)
dig.(c, ff ) = * •+- — , dig.(c,e/) = 5 — — ,
et , par conséquent ,
/ mD\ / mD\ sin.(7 = sin.arap. ^s-*- — j, sin.cf= sin amp. ^ s — J.
Soit encore sin.?=;e, sin. f=y, et l'équation (5) pourra s'écrire sous la forme
[l-sin.a ro p.^!^)][l-sin.amp.(,-^)] ('-jjjj^J
cos.\im 1— c'.r*sin. a a»i
De plus , si l'on se rappelle que le signe du sinus de l'amplitude T change avec celui de l'amplitude , et que ce dernier change avec le signe du digamma , on pourra mettre — x et — s h la place de x et de s, et l'on obtiendra cette double expression
[ I± si n . a mp.( ï + ^)][l ± s i n. a mp.(,-^)]= ï -i^^.
§ 1 13. Considérons maintenant l'équatiou (A) du§ 109, et écrivonsla , pour abréger , de la manière suivante
\ sin.^-a/ \ sin.^-4/ \ sin.g, / l h 3^ l= F^-i_ c ^ 8 i n .^ a , |_ c --vsin.^/' l-<;\r'sin. '
en vertu de la formule de transformation qui termine le § précédent , cette équation devient
(lq=sin.amp.*)P (7) . . . . I— y = ,
COS. 'Jtj COS. *« j. , . .COS. ''dp— i
P désignant le produit des p — 1 facteurs [l"| . . ldrsin.amp.^s ùj, [2] . . Idt sin.amp.|a-4- - d|,
[3] . . lzpsin.amp.^a— ~dJ, [4] . . l:psin.amp.|s-+- -dJ,
[5] . . lisin.amp.^s— ?d|, [6] . . lrfcsin.amp.^s-4- ? ûj,
[7] . . 1 =p sin.amp.^ d| , [8] . . lqpsin.amp.^s-f- - ùj ,
[9] . . Irfcsin.amp.^s — — dJ, [10] . . I =b sin.amp.^ »-_?I>j,
[II] . . Icf sic. ara p. Dj, [12] . . Inpsin.amp.^an — Dj,
[18] . . l±sin.amp.|s— ^dJ, [U] . . 1 =b sin.amp.|a-+-~D|,
[p— 2] . 1- sin.amp.^— -— I 'f>j , [p— 1| . 1-sin.amp.^ qu'il s'agit de transformer de nouveau.
A cet effet, je décompose le produit P en trois autres P', P", P"\ tels que
P' désigne le produit des facteurs notés par les numéros d'ordre
[1M*L P], [10], [là], [U], etc.;
P" le produit des facteurs [8], [7] , [11], [15], etc. ; P"'lc produit des facteurs [4], [8], [12], [16], etc. Cela posé, jé ferai remarquer qu'en vertu du $ 26, on a
sin. amp.(Ç -4- 2D) = — sin. amp. Ç, sin. amp.(Ç -+- 4D)=sin. amp. K ,
quel que soit £. D'après celte propriété, nous mettrons 2 -+- 21) à la place de z f dans les facteurs de P', et nous changerons les signes des sinus qu'ils contiennent ; nous augmenterons z de 4D daus les facteurs de P", cl nous ne ferons éprouver aucun changement aux facteurs de P'". On reconnaîtra pour lors :
Que les facteurs [I] , [5], [9], [13] , etc. , forment une série
P lv =£l=f:sin.amp.^-t-^ — ~d|J jjipsin.amp.^s-»-— — ~d|J.... j
Que les facteurs [2], [6], [10] , [14], etc. , forment une série
P v =£l=F8in.amp.^aH--^^DjJ£l^ ;
Que le produit P ,v . P" est égal à P' ; d'où il suit que
P = =P".P"'.P lT .P T .
En multipliant P" par P v , et P'" par P' v , on décomposera P en deux séries S' et S'', de chacune p -~ facteurs , savoir :
S'^^l^sin.amp.^-Ç-Djjlqpsin.amp.
X j^*^ sin.amp.^s^-^^D|J^lq^sin.arap.^^--^^DjJ - | , vS"= jj^l q= sin. amp. ■+- - D jj£l zp sin. amp. |s -4- — "|
X J^l=f siii.amp.|s 4 — ^d|J£i =f sin.amp.|s-»- — — -dJJ j.
On pourrait croire , au premier abord , que les deux premières lignes forment deux séries distinctes , ainsi que les deux dernières ; mais il est aisé de s'assurer du contraire , en observant que Ton a
2/>-f-2 = 4p — 2(/>-l), 2p + 6 = 4p-2(p — 3), etc.', 2/>-2 = 2(/>-l), 2p-6 = 2(p_3), etc.;
et comme tous les nombres p — 1 , p — 3 , p — 5 , etc. , sont de la
forme 2», tous les multiples de D, dans les quatre lignes, seront
de la forme --D.
§ 113. Il suit du paragraphe précédent, que la valeur de 1 — y, donnée par l'équation (7), peut s'exprimer par
[l=psin.amp.s]^l^sin.amp. ^-4-^DjJ...^l=psin.amp.^-i-^^DjJ cos. a, . cos. a a 4 . cos.'a 6 cos.^_,
Celte formule nous montre que la quantité 1 — y ne changera pas , si l'on met s + ^Dà la place de s; car alors , chaque facteur du numérateur se changera dans le suivant , et le dernier dans le premier. Il en résulte que 1 — y ne changera pas non plus , en mettant 2+ — D à la place de z , m étant un nombre entier quelconque , positif ou négatif. Or, en faisant z=0 dans la première expression deP,
P=|^l±sin.amp. |z — -d|J|^1 drsin.arap. |s -f- - d|J . . . . , cette expression devient
£l =psin.auip.?Dj^X -j-»in.amp.*Dj|^l ±»in.arop.^D j£l:p»in.ainp.^Dj..... ou
2 4 ^ 6^ p-\ ^ cos.'amp. - D.cos.'amp. - D.cos.'amp. -D....cos. amp. D;
et comme on a généralement amp. ™ D = *,„ ($ 111) , la formule (7) donnera y = 0 pour 3 = 0, et aussi pour a = ~ D.
Écrivons maintenant l'équation (6) sous la forme 1 —y s= - ; d'où
en prenant
V=(l— c'^sin.X) (1— cVsin.'« 4 ) (I-cVbd,^.,),
et en désignant par Z une fonction rationnelle et entière dex, qui sera du degré p. La fonction V — Z sera nulle, ainsi que y, pour s ~ -y D, c'est-à-dire, quand on fera # = sin. amp. ^ D ; d'où il résulte, que les racines de l'équation V — Z = 0, seront
A 8 2p— 2 • 0, rfcsm.amp. - D, ± sin. amp. - D, zh sin.amp- D ,
ou , ce qui est la même chose,
0, ± sin. amp. - D, rfc sin. amp. - D , ± sin.amp. D,
parce que
b sin. amp. —
± sin. amp. — D= =b sin.amp. 2D D
( 2 \ 2 = qp sin. amp. D j = ± sin. amp. - D.
Nous aurons donc pour facteurs de V — Z ,
sin.'a., sin. 3 «, sin'. 2 a tl sm. jc /) _,
mais, puisque ces facteurs forment, par leur produit , un polynôme du degré p , il su (lira , pour reproduire la fonction V — Z , de joindre à ces facteurs variables un facteur constant. Nous ferons voir , à la fin de ce §, que ce facteur constant a pour valeur^, ft désignant la même quantité que dans l'équation (3), si cette équation a pour intégrale y = -^- Z .
Il suil de ce qui précède, que si l'on prend
/u \ sin. «,/ \ sin. <*,/ \ sin/at,,-i/
la valeur de y aura pour expression
U x \ sm.'aj \ sm.'tfj/ sin.
V ii (l-c^ 2 sin.X)(l— c'jr'sin.^) 1— c'x'sin. ,
Pour déterminer ju, j'observe qu'en faisant .r = dr 1, selon que Kj* — 0 scra P a » r 00 impair, l'équation (6) donnera y = 1 , dans les deux cas. Dans le premier, je fais à la fois x=\ et y — \ dans l'équation (9) : le nombre des facteurs binômes de son second membre étant £ (p—\) , et par conséquent pair, il en résultera
cot.'a . cot.'a, r cot.\z„_i
fl — ! . . ' .
(1— c'sin.X) (1 — c'siu.'o,). . . . (l—<; a sin.
Dans le second cas (celui où ±{p — I) est impair) , on fera y= 1 , X — — 1 : le nombre des facteurs binômes du second membre de l'équation (9; étant impair, le produit de ces facteurs donnera un ré-
* i sultat négatif par la substitution de — cot.'a,,, au lieu de 1 — - |h — •
Le signe de ce produit se combinant avec celui de r, ou tombera sur la même valeur de
Les fondions dig. (c, £„,), dig. (c, x p - m ) élanl complémentaires (S Ul), on a
COS.'<t m
(10) *\nSx P - m = - , , a ;
1— c'wn.\
au moyen de quoi la valeur précédente de /* , devient plus simplement
... sin.'-x,. sin. « 3 sin. a jc«--.
sin. a ty-i. sin"^_3 sin.V,
Nous avons promis, tout à l'heure, de démontrer que le coeflicient (i doit être le même dans les équations (9) et (3) , pour que la première soit une intégrale de la seconde. A cet effet , nous ferons remarquer que l'équation (3) ayant pour intégrale transcendante dig. (c, - r ) = i adig. [k, , si l'on suppose y et <p infiniment petits, celte intégrale donne d^ — fjLd} ; ce qui est aussi le résultat auquel on parvient, en faisant la même hypothèse dans l'équation (9). La première condition exigée pour l'accord des équations dont il s'agit,
est donc que le coefficient p ait même valeur dans Tune et dans . l'autre.
§ 1 14. Pour s'assurer que l'équation (9) donne véritablement la valeur de y en fonction de x , il resterait à substituer cette valeur dans l'équation différentielle (8), et à prouver que les deux membres deviennent identiques , en déterminant convenablement le module k , qui reste encore inconnu. Mais le calcul qu'exige cette substitution , ne serait praticable que pour des valeurs assez petites du nombre jj, telles que/) = 3, S, 7, et il cesserait absolument de l'être, en laissant la formule dans son état de généralité. La difficulté qui se présente ici est d'une telle nature, qu'il ne resterait guère d'espoir de parvenir à la démonstration générale , si M. Jacobi n'eût trouvé un moyen aussi simple qu'ingénieux, d'éviter la substitution à faire dans l'équation différentielle , et d'y suppléer par une propriété particulière de celte équation , qui doit être commune aux intégrales qui la représentent. Celte propriété consiste dans la remarque aisée à vérifier, que si l'on substitue à la fois — a la place de x, et à la place de y , l'équation différentielle sera satisfaite.
La détermination du module k, se déduit immédiatement de cette double substitution opérée dans l'intégrale hypothétique
y= - = -•—-(*). En effet, si l'on écrit — à la place de x dans le
V fx V CX
facteur général
sin. a nl
1 — c a jr* sin. X, w
qui sert à composer la valeur de -y dans l'équation (9), ce facteur devient
1 1 — c \r*sin. a « m
c 2 sin. 4 a m . .r J
sin.X,
O AV. comme on le voit . désigne le facteur pair qui multiplie JF .
donc, la quantité—, formée du produit de plusieurs facteurs semblablement exprimés, deviendra ^. ^, en faisant , pour abréger ,
sin. 4 *, sin.Vj siu. 4 <x 6 sin. 4 ^_ , ,
et à la place de l'équation
on aura
fSck x W
y = ~T' ~fj.' Y*
Or , il est visible que ces deux équations s'accorderaient entre elles , si l'on avait k—f^ck ; c'est-à-dire, en substituant la valeur de^a,
(12). . . A = c p sin. 4 a, sin.fz 3 sin. 4 a 5 sin. 4 * 8 :
il est donc démontré , que la double substitution de ]- à la place de x, et de- A - à la place de y, qui peut se faire, sans donner à k aucune valeur dans l'équation (3), pourra se faire aussi dans l'équation finie y = y, pourvu qu'on donne à k la valeur qu'on vient d'assigner.
Enfin , c'est en combinant le principe de la double substitution avec le lemme du § 1 10, que nous allons éluder la vérification de l'équation différentielle (3).
Il résulte de l'équation (9), que y change de signe avec x : si donc , on met — x et — y à la place de x et de y dans réquai ion (6), on aura la valeur de 1 +y ; et , en la multipliant par celle de 1 — y, et prenant la racine carrée du produit , on en conclura
\ sin. a p _J \ sin. a p _ A J \ sin.'*,/
( l — c'x" sin.'« a ) ( l — ex" sin. V,) ... ( l — c ! x* sin. **,,_,)
J'efTectuc maintenant la double substitution de tt. et ~ , au lieu de x et de y, dans cette équation : en divisant ses deux membres par il vient
\ sin.'a 2 / \ sin. 'a, }
où Ton a dénoté par G le produit
c / 'sin.Xsin. , * 1 sin.^—a. sin.'a, sin.'o, 5in. 3 ^_,.
Ayant multiplié l'équation précédente par ky, je substitue dans son second membre, la valeur de y donnée par l'équation (9) : en tenant compte des valeurs de fi, de k, et de S , j'obtiens
(U) ....... y—kY «=
. ( 1 --c , j? a sin. a «p_ a )(l — c'Vsin.'a»-^). . . ( 1 — c*Vsin. a <z.)
(1— c'j? a sîn. a ap_i)(1 — c Vsin. a «j,_ 3)...(1 — c'Vsin.**,)
Au moyen des formules (18) et (14) , nous aurons
en posant , pour abréger ,
\ sin. a, / \ sin. <x 3 / \ sin. xp-ij
Q'=(l— c'jr'sin.'ajfl— cVsin.Vj (1 — cVsin. V->) >
et prenant pour V la même valeur que précédemment. Si donc , on met ^ à la place de y , on aura l'équation
(V 5 — U') (V'-*'lï') =(1 — * a ) (l-c'OQ a Q'\
Or, il résulte de la première partie de la démonstration :
1° Que si l'on prend QQ' pour T dans l'équation (4) , QQ' sera
2° Que si A se trouvait être égal à /te , l'équation différentielle (3) serait vérifiée.
Il ne reste donc plus qu'à déterminer A : à cet etfet, je remarque d'abord que l'on a
d'où
/ dU d\\ AV a /U\ dy
dy
QQ'= AV a -^;
mais si Ton suppose z et y infiniment petits dans les polynômes Q, Q\ V, et daos lcquation (9), la relation ci-dessus se réduit à 1 = * : donc A = (t.
Remarques. L'usage du théorème de M. Jacobi , suppose la détermination préalable des quantités a m , qui satisfont à l'équation dig. (c, a m ) = — D(c). Ces auxiliaires étant déterminées par les formules du § 21 , on connaîtra les constantes jx et k par les formules (11) et (12), et l'amplitude y pourra être calculée par la formule trigonométrique (A).
L'équation différentielle
ayant pour intégrale générale transcendante
<%-(c, f )=/<[dig.(A, <l) h- dig. «)],
« désignant une constante arbitraire , on obtiendra l'intégrale générale algébrique de la même équation , en changeant sin. <p en
sin. f cos.qa(*, o)-f- sin. wcos.^a(*, ^) 1 — sin.^sin.'û)
dans le premier membre delà formule (A).
§ 115. Le théorème de M. Jacobi offre de nombreux corollaires, dont nous nous bornerons à rapporter les plus importants.
Corollaire J fr . Remarquons que dans la formule (A) , on peut changer à la fois -«- s'm.<p et sin. y, en — sin. <p et — sin. r (§ 114): de plus , on a , en général ,
1 dr sin. •■!/ ,
î _ s ^ = u BB .'(W±*f),
sin.jorbsin.o tang. (£/> rfc £o) sin.p qz sin. g ~ tang.(i/ï i Ç )
An moyen de ces relations , la formule (A) devient
tang.(45- — {}) =»
lan-.(4S"qri.) . lan îT->(*/>->^>) • tang^fa-4HPv)...tang4(a,- ? ) °* 2f tang.i^.-aqzv) . tang.i(^_4rbç)...lang.^(jt,H- ? ) '
mais l'amplitude ^ peut se déduire de ^ , par une formule encore plus élégante , que nous allons démontrer.
L'équation
VY — c'sin.^ V\— V sin.> ' comparée à l'équation (14;, donne pour cfy ,
c/? 1 — c* sin.^sin.X 1 — c' sin. 2 ysin. a <x,,_ a
Oii • ■ » « » j
1 — c'sin.^sin. 1 — c a sin.'?sin.X
en égalant le second membre de cette équation à une suite de la forme
d 'rl n H' H" H'" \ (15) ^=- r H + - ; + H )
dans laquelle a', a", a'", etc., représentent les dénominateurs des fractions qui entrent dans l'expression de dp, on reconnaîtra d'abord, en faisant sin.y égal à l'infini, que le terme U a pour valeur
sin. 2 *, sin. 3 ^ . . .sin. a «p_ a
sin. «,sin. a u . . . si n. x p — t
c'est-à-dire qu'il est précisément égal à /u.. Ensuite, les autres termes auront , pour expression commune ,
1 — c J sin. u f sin.X™ '
m ayant successivement toutes les valeurs 2 , 4 , 6 p — 1 , et M
désignant un coefficient général indépendant de f .
La première idée qui se présente pour déterminer les coefficients H', H", H"', etc., c'est de commencer par faire disparaître les dénominateurs a', a", a'", etc., des fractions partielles, puis d'égaler le numérateur de la fraction ainsi obtenue , à celui de la fraction proposée ; ce qui donnerait équations renfermant les ^j- inconnues représentées par le coefficient général M. Mais il est évident que ce procédé, très-laborieux si p n'est pas un petit nombre, est complètement en défaut quand la valeur numérique de p n'est pas donnée. Nous serons donc obligé d'employer une autre méthode.
Si nous représentons par ^ , le polynôme que nous voulons uccomposer; et par R , l'ensemble des termes autres que le terme gene-
ral que l'on considère , nous aurons l'identité
Q ~~ 1 — c' sin.' f sin.X R '
d'où
RM N(l - c 7 sin.^sin.X) = p -
Cette équation devant se vérifier, quelle que soit la valeur du facteur
1 — c'sin.'e; sin.X«î aura également lieu si 1 — c' sin^ sin. a « m = 0 ,
c'est-à-dire si c* sin.'f = ^7— ; — . Représentant par[R] et par [P] ce que deviennent R et P dans cette hypothèse, il viendra
ce qui donne, après avoir substitué à c 1 sin.'? sa valeur ^ ^ ,
/ sin.XN ^ sin, a ^\ / sin. a ^-,\
\ sin.xJl sin-X,/ \ sin -X, /
(sin. a £t a \/ sin.V,\ / sin.Xn_,\/ sin. J a m ^- a \ / sin. a <x p -i\
~sin. 3 *J\ "sin.X,/ \ sin.X, j\ sin.X. j \ sin.X. /
ou , en tenant compte de la valeur de /x,
/ sin.X. W sin.X. \ / sin.X \
M \sin.X /\sin. a flc, / \sin.X— a /
^"" pn.X, _ \/sin.X A ( s'"-X, A/ sin.X» \ / sin.X w \"
\sin.X J\sin.'« 4 / \sin.X»- a j\sin.X»+ a / \sin.X-» /
Je fais observer que le nombre des facteurs du numérateur du second membre , étant désigné par n, celui des facteurs du dénominateur sera n — 1, et que l'un de ces deux nombres sera nécessairement impair; d'où il suit que si l'on- intervertit l'ordre des termes dans chaque facteur binôme, tant du numérateur que du dénominateur , la fraction changera de signe, et l'on aura
\ sin.X—»/ in.Xi-,/\ sin.X.+J \ sin.X-»/
mais, comme la valeur de M, donnée par cette équation, est fort compliquée , uous allons chercher à la transformer en une autre plus simple.
Il suit du § 1U, que si l'on remplace y par sa valeur - • on a
d'où
dx \\Ydx Ydx) '
WV ~*' X \\\dx Ydx]'
Les polynômes V, W, Q et Q' étant des fonctions paires de x, il conviendra de faire x*=z, et l'on aura l'équation
QQ'-VW d\\ dY 2*VW ~ \yJz~~~ Ydz
Représentons par j.— - un facteur quelconque de W , et
soit
l'équation précédente deviendra
QQ-Vwy df f ( d ^__^\
2sVW' " ~ dz ' \ Wdz ~ Ydz ) 9
et devra être identiquement satisfaite pour une valeur quelconque de/. Or, si l'on suppose /•=<), d'où 5=sin.X., l'équation se réduità
QQ / _ df 2sVW dz '
expression dans laquelle il faut encore substituer à z et à % les va-
leurs particulières qui résultent de l'hypothèse /*=0, c'cst-à-dirc 5 = sin. 3 a m , et d .~ — tiu.lg,/ L'identité des deux membres exige donc que , pour toute valeur de m, on ait
do œi---*.
[Q]» [Q']i (V]» L^'l» dénotant ce que deviennent les polynômes <J, Q', V, W, quand on y remplace a?* par sa valeur sin.'*,,,, savoir :
[Q'] = (l — c'sin.'a^sin.'j!,) (I — c'sin.^sin.^-j) ,
[V] = (1 — c'sin.'a^sin.'aj (1 — c^sin.^sin. **,,_,) ,
(sin. a « \ I sin.'sf \ / sm ' ,x ,„ \( s ' n,, *„, \ / sin '' x m \
Si l'on compare ces valeurs des polynômes [Q] et [W], à la dernière expression de ^ , on reconnaîtra que l'on peut écrire
- iwr
et, par conséquent , en vertu de l'équation (16),
l M [V] (1 — o'sin.'a^sin.'a,)...^ — c 5 sin.*«„, sin. , a p _ ,) ^ '7 = Wî ~~ (l - c 1 sin.X,sin. 2 « l )...(l — c^sin.^sin. 2 ^-,)'
Cette valeur est celle de développée en facteurs, lorsqu'on
suppose v = £„, l ' ans l'équation (14); mais alors, comme il y a toujours un des facteurs de W qui s'évanouit, on a sin.'t^O, en vertu de l'équation (9); et \ ~ se réduit à a(c, «„,).
Cela posé, l'intégration de l'équation (15), se trouve réduite à celle d'une suite de termes de la forme
1 — c 1 sin.'a TO sin. 2 ? " ~ cos.'? -+- a 3 (c, cc m ) sin. 2 ? '
dont chacun a pour intégrale 2? m , en faisant
tang. ?m = tang.?A(c, a m ) :
donc on aura , en général ,
Celte nouvelle formule entre les amplitudes f et ^ , peut remplacer avec avantage l'équation (A).
§ 1 16. Corollaire II. Dans l'équation (9), y (ou sin. peut devenir nul par l'évanouissement de l'un quelconque des facteurs
sin.X ' sin. 2 *,,-, évanouissement qui répond aux équations
sin. % == 0, sin.? = db sin.ac, sin. - r = =fc sin. */>-,,
ou (*) '
Xp—t
— £, ) t — ctf,— i
dont le nombre est 2 -f- ^(^-y-) = 2p, et dont chacune correspond à sin.^ = 0. Il résulte de là un rapport curieux, entre les digamma complets D(c) et D(&), que nous allons démontrer ainsi qu'il suit : Désignons par C',€'\ etc., les amplitudes précédentes, disposées par ordre de grandeur, de sorte que £°==0 : appelons <l> et H', deux circonférences égales et superposées, R(,) et R(^) leurs rayons. Marquons, sur la circonférence*, des points w°, m', m" ,...m^ p ~ l \ qui correspondent aux amplitudes etc., comptées à partir
de puis, concevons que les rayons R(^) et R(i) , confondus à l'origine «*°, s'écartent simultanément de cette position initiale. Les amplitudes et croissant ensemble, bien que par des degrés différents, lorsque R(- r ) sera parvenu au point le plus voisin m' , le rayon R(-i) aura atteint le premier point de la circonférence Y, qui donne sin. :=0, c'est-à-dire qu'il aura décrit une demi-circonférence; il en décrira une nouvelle, tandis que R( r ) passera de m' en m", et ainsi de suite : de manière qu'il aura décrit "2p demi-circonférences (ou p circonférences entières) , lorsque R( r ) sera revenu au point de départ. Nous exprimerons cette propriété par les équations simultanées
ç, = 2t , et = 2/>x ;
(*) Parmi les arcs qui ont même sinus, nous considérons uniquement ceux qui sont moindres qu'une eireonléience entier»'.
d'où
dig. (c, 2t) = /u, dig. (*, 2pr) , 4dig.(c, £*•) = 4,udig.(*, p.ir),
et enfin
ce qui est le rapport cherche.
§ 117. Corollaire ///(*). Soit h le complément du module k : si dans l'équation (3), on écrit au lieu de c, de k, de x = sin. ? , et de y = sin. les valeurs
VT^ÏÏ, VT^h\ V~~\ tang. <r, l/^T tang. r,
on obtient %
du dx
dont l'intégrale est
dig. (b, <r) =- ,u dig. (h, t) ;
ce qui fait voir qu'il est permis de passer des modules primitifs à leurs compléments , sans changer de régulateur , au moyen d'une détermination convenable de r en <r, qu'il s'agit maintenant de déduire des formules précédemment démontrées. Pour cela , reprenons les équations (9) , (13) et (14) , qui ne sont autres que
(17) sin.* =
j s ' n * 3 ? | sin. a ¥ sin.'y
sin.y sm. 2 a, sin.^ sin.^_,
fx, 1 — c'sin.^sin. 9 *, 1 — c'sin.^sin. 2 ^ 1 — c , sin. 2 ^8in. J a p _i
(18) cos. $ =
j sin.* ? sin.'y ^ sin.'y
sin. 3 a, sin.'at, sin.'a.,— ,
cos. y
1— c'sin.'^sin. 1 ^—! 1— c'8in.^siu. 3 ^_ 3 1 — c'sin.^sin.'a, '
1 — c'sin.'çsin.'a, 1 — c-sin.^sin.^ 1 — c'sin. , ç.sin. 9 a / ,_ î(
1— c sin.'ysin.X 1 — tfsin.^sin. 2 *, I— c'sin.'fsin.'*^/
(*) Ce corollaire se trouve rapporté par Lrgrudrr, sous le titre de Théorème U de M. Jacobi.
d'où
(20) tang.f
sin. 3 « sin.'w sin.'y 1 — 1 I- 1 -
tanff. 9 sin.X sin.V, sm. a p _,
M ^ sin.'v ^ sin.'p ^ sin.'?
sin.**, sin. a a 3 sin. u « / ,_ î
En substituant, dans l'équation (20) , au lieu de
tang. </» , tang. c , sin.'? , leurs valeurs respectives
1/ — l.sin.r, V / — l.sin.<y, — tang.V,
on obtient immédiatement
(21) sin.r =
sin.o- l-t-cot. a a,sin. a <7 1 -+-cot.Vj$in.\r 1 -f-cot. sin. a < ^ ' l+cot.^^sin.V l+cot. a ^_ 4 sin.V 1 -f-cot. 2 ^, sin.V
En représentant par
✓ sin.'o
/ 1- . , [ sin. a p _ m
COS. s. m :
M — c 2 sin. a y sin.^y
le produit qui compose le second membre de l'équation (18), celle-ci donne, par la substitution de — l — et de — î— , au lieu de cos.^ et
7 r cos. T cos. G
de cos. y ,
1 — sin. 3 ? sin.X
(1 — c' sin.? sin. ct m \ : — r \ :
on remplacera, dans celte formule, sin. a © par sa valeur . 8 '°* * :
, sin. a — 1 cos. a
puis, en vertu de l'équation (10), on écrira - — - — — au lieu de
Sin. Xp—m
1 — c'sin.X,* Alors, toute réduction faite, il viendra pour cos.t,
(22) COS. r =
cos. 5 *, . cos. 2 « 4 cos. a <x.,_, .
1 — — sin.'<7 1 :— - — — sm.V 1 : — £ — sin.V
sin. sm. a ; ,_4 sin.'a,
COS.<7« ; : — — n — — . . . -— — : — - — ,
1 -4- cot. x p _ 2 sm. *<r 1 -+- col. a p _ i sin.V 1 +- col. sin.V
et pareillement
j cos.'«,sin.'ff j cos.'a^sin.V ^ cos.'a^aSin.V
sin/a-, sin.'tf^j sin.\x,
1 -t-cot. a <x,sin. 2 <7 I -f- cot.'^sin.V 1 cot.\tj,_ a sin.*<r
Il résulte de 1 équation (21), que r et a croissent simultanément, quoique d'une manière inégale, et que l'on ne peut avoir sin. t = 0, à moins que d'avoir aussi sin. <?=0. En effet, pour que sin. r devint nul, par un facteur autre que sin.c, il faudrait pouvoir poser 1 cot. a <x ra . sin.V = 0 ; ce qui donnerait pour a des valeurs imaginaires. Je dis maintenant que l'on ne peut avoir t = <t h- (2/h-1)t (hypothèse qui donnerait aussi sin. r = 0 , pour sin. <r — 0) , car il s'ensuivrait que cos. r= — cos. c; ce qui est contraire à l'équation (22). Ainsi, r = 0, quand c — 0 ; et il faudra faire croître l'amplitude <t jusqu'à 2t, pour que r devienne égal à une circonférence. On déduit de là la relation
qui donne, pour valeur du régulateur /u,
Cette équation , jointe aux formules (21), (22) et (23) , contient la loi suivant laquelle les deux digamma se déduisent l'un de l'autre. Cette loi est telle, que r est plus grand que <r, tant que c n'est pas égal à zéro ou à un nombre quelconque de demi-circonférences. En effet, chacun des facteurs qui multiplient cos. c dans l'équation (22), est visiblement moindre que l'unité, tant que sin. V n'est pas nul.
En comparant la valeur précédente de /x , à celle que nous avons trouvée par le corollaire II , on obtient la relation suivante entre les digamma complets des modules donnes c et b, et les digamma complets des modules inconnus k et h,
§ U«. Corollaire IF. Dans l'équation (24) dig.(o, <0 =^c%.(A, 0,
A etr sont déterminés en fonction de b et de o-, par le système de formules
a m = amp. — D (|/ 1— J ) = amp.— De), sin. a, sin. cep — *
sin. ctp—i sin. ct 2
^ (V^T^y smM r ...... sin.%_ 2 :
cos.'a, . cos a ^_, .
col.'^_ 2 sin. g 1 -t- cot. cc t sin. cr
Si nous écrivons au lieu de Z>, un autre module k, et au lieu de cr, une autre amplitude nous aurons, au lieu de a m ,
amp. - nCKl— k") = amp. - D(A) ,
P P que nous désignerons par €„, ; ce qui changera /x en
sin.'C, sin. '^,_ a
sin. 2 ^—! sio.'C,
que nous dénoterons par fx! : nous aurons aussi , au lieu de cos. - ,
cos.'£
• . , COS.'Cn-, .
sin. 2 ^ 1 — — . ^--sin.^
sin. 7 C»_ a siu.'n
COS.'i. ; ,
f- cot.^-3 sin. ^ 1 •+- cot. ff, sin
que nous représenterons par cos. a. Le changement de b en k, faisan! changer le complément c du module b, en h, complément du module k, et ttee versâj l'équation (24) deviendra
dig.(A, ;) = y a'dig.(e î o ) ),
et les équations relatives aux amplitudes, se déduiront des équations (21), (22) et (23), en y écrivant w, i, C, c et k, au lieu de r, ,a, <r, a,
h et b; ce qui donnera les formules (25) sin. w =:
sin.^ l-+-cot.g ,. sin.'j, l+cot.'f.sin.'tf. I -t-cot.'C,,— isin.'-j.
fxf I cot.'^_ a sin. 3 ^ l+cot. a ^_4sin.V 1 +cot. 3 C t sin. a ^ '
cos.'Ç, . cos. 2 ^_, .
sin.'£,_a sm. G.
sm.V 1 — sin
/ftm / ^ / 1 \ sin.X,-, sin.'£,
V ' V ' ' l+cul.'tf.sin.'* l-t-cot.^-asin.^'
qui, jointes aux suivantes
m ^,,s , sin.'C. sin.'C„_ a
C^amp.- D A , ^------J — ^— ,
p sin. sin.'Ç,
offrent un nouveau système de transformation , pour passer de la relation
dig.(c, - r ) = ft dig.(*, 4) entre les modules c et à la relation
(28) dig.(c,») s =-î 7 dig.(*,rt,
qui ne diffère de la précédente que par l'amplitude du premier digamma, et par le régulateur. Il faut remarquer aussi , que l'équation (12) devient actuellement , par les changements simultanés de k en b, de c en /*, et de «,„ en Ç„,
h —h p &vti. A C l sin. 4 £ 3 sin. 4 £ 5 sin. 4 ^_ a .
On a fait voir , à propos des équations (21) et (22), que les deux amplitudes parviennent en même temps de zéro à 90° : il en est de même des amplitudes $ et o. Prenant donc, à la fois, t = {r et «=^t, on aura
D(*) = /*'D(c); mais on a déjà trouvé, par le corollaire II ,
D(c)s=Aff»D(*) :
donc on a , entre les régulateurs (x et la relation générale
ppft' = 1 .
Maintenant , si l'on combine les deux formules
di &-( c >?)=j" di S-(*>rt> ==-"'dig.(c, «),
on aura
dig.(c, ? ) = /^'dig.(c, «),
ou
dig.(c, w )=jt)dig.fc, ? );
formule qui contient la loi de multiplication des digamma , par un nombre impair quelconque p.
§ 1 19. Corollaire V. On peut demander ce que devient le théorème de M. Jacobi , lorsque p est infini. Dans ce cas , soit c un module donné et b son complément : le premier membre de l'équation
ayant une valeur finie , il faut, pour qu'il en soit de même du second , que D (h) = co ; d'où h = 1 , k = 0 , et , par conséquent , D {k) = ï« La formule
D(6) = acD(A)(SH7), .
donnant alors = 0, les transformations qui dépendent de ce régulateur deviennent impossibles; mais il n'en est pas de même de celles qui dépendent du régulateur
En effet, la valeur de ^ étant (§ 118), on aura
et puisque £„, = amp. ^ D (h) , il viendra Or, h étant égal à l'unité , on a aussi
comparant ces deux valeurs de dig.{A, C„,), et posant, pour simplifier,
on en déduit les équations suivantes «
l-*-sin.>.cot.£„ ( / l — <y w "V l-2o"*cos.2i
I-vsin.^.cot.X., ~~ \ 1-9"* / 'l-â^-'cos
Faisant alors , pour abréger,
A — • - • etc. ,
la formule (25) devient
(29) sin. a =
2D(c) . 1— So'cos.^+g 4 1 — 2g 4 cos.2;-+-o 8
• A', sm. -y. • - — — • etc.
x 1 — 2q cos.af-t-g 7 1 — 2g 3 cos.zH 3°
Puisque l'hypothèse p s co , donne 0 , et, par conséquent , dig. (k, ^) = >i> , l'équation (28) se change en
> = ^'di{î-(c, W ) = — -dig.(c, u);
par où l'on voit que la formule (29) détermiue algébriquement le sinus de l'amplitude, lorsque le digamma et le module sont connus (*) . A la vérité, elle renferme les fonctions D(c) et D(6) ; mais ces quantités très-aisées à calculer d'ailleurs, sont données par les tables de Lcgendre avec la plus grande précision : de sorte qu'on peut les regarder comme des constantes analogues aux logarithmes et aux lignes trigonométriques.
(*) Nous dominons, par la suilc . une formula plu» simple cl plus élégante, pour 'résoudre le même problème.
Voyons, maintenant, ce que deviennent les deux formules (20) et (27). La supposition de p — co, rend égales à l'unité toutes les quantités de la forme sin. G p — m ; car l'on a
<%. (h, e,- m ) = P —— D(A) = £— _ di 6 . [h , 5 ) ,
et puisque p est infini, il s'ensuit que
— — = 1 7 diç.(h, C p - m ) = dig. U, -1 ;
d'où
Cp-m = - , Sin. Çp^ni = 1 , COt. Cp-m = 0.
La même hypothèse donne aussi ^) = 1 , puisque k devient nulj comme nous l'avons fait voir au commencement de ce paragraphe. Les deux formules dont il s'agit pourront donc s'écrire sous la forme
1 — cos.X sin. 3 4 1 — cos.'C sin. a i>
cos. w = cos. 4. • — - • — '— - — ^ • etc. ,
cot. S l sin. V 1 •+- cot. 5 £ 3 sin
' . 1 — cos.^, sin.'i I — cos. 2 ^ sin.>
a(c, u) — ■ 1. etc. :
v 1 -t- cot. 3 £, sin. 3 i/ 1 cot.'ff 3 sin.>
mettant à la place de sin.' J i, la valeur £(l — cos.2i), et substituant les valeurs précédentes de cos.Ç,, et de cot.'b m , on obtiendra
.... l-t-2g r, cos.2*+g 4 l-t-2a 4 cos.2i-f-o 8
v ' v 7 1— 2çcos.2*-t- 3 3 l-2g s cos.2^9°
les coefficients B et C ayant pour valeurs respectives
~~ TT9 7 "T^Y '"HTo»' '
r 1 ~ g ^-g 3 9 5 Aln t, = _ ... _ ._ etc.
§ 120. Corollaire VI. Au moyen des formules données dans les §§113, 114 et 115, on transformera dig.(c, ç.) en une autre fonction dig. (k; •;) , dans laquelle on a A < c. On passera de la même manière , du module k à un module plus petit k, , et ainsi à l'infini ; ce qui formera l'échelle des modules, dans l'ordre décroissant, c, k, it a ..., jusqu'à la limite zéro. Cette suite peut être continuée à l'infini, dans l'ordre inverse, au moyen de l'équation (12), qui permet de déterminer le module c par le moyen du module plus petit k [voyez la . note Vil), On déterminera donc sembiablement le module c, , par le module plus petit c, de même c 3 par c, , et ainsi de suite ; ce qui produira , pour tout nombre impair />, une échelle de modules infinie dans les deux sens, ainsi représentée :
lim. 1) c 3 , c a , c,, c, k, k,, k,, * 3 , (lim. 0,
et la fonction donnée dig. (c, ? ), pourra être transformée en une infinité d'autres, qui auront pour modules les différents termes de cette échelle.
On a vu, par le corollaire III , comment on peut passer de la fonction dig.(o, <x), à la fonction dig. (A, r) , qui a le môme régulateur fjc que dig. (k s ^) dans l'échelle précédente. Celle-ci étant formée, il suffit de prendre les compléments des différents termes, pour former une seconde échelle , qui marche en sens contraire de la première , comme on le voit ici :
Dans l'ordre naturel de la première échelle , le module k est donné en fonction du module plus grand c, par l'équation (12) : dans la seconde échelle , au contraire , on se servira de la même équation , pour déterminer le module h au moyen du module plus petit b.
§ 121. Corollaire Vil. Si l'on voulait déduire l'échelle de modules de Lagrange, du théorème de M. Jacobi, il faudrait assimiler entre elles les équations
dig.(c, f ) = ^dig.(*, i) t - (32) dig.(c, ? ) = -l^dig.(r,,,,),
dans lesquelles k et c, sont tous deux moindres que c. Ainsi, Ton aurait
mais , d'après l'équation (12), on a
Ksin.^.sin^jtj .... siu. 4 .* a l'accord de ces deux valeurs de c exige donc que
p = 2 , sin.'^sin.*^ .... sin.'^^ = ;
ce qui prouve l'impossibilité de la déduction cherchée , car le théorème de M. Jacobi, suppose nécessairement que p soit un nombre impair. Cependant le nombre 2 joue, dans l'ancienne échelle, un rôle analogue à celui de p dans les nouvelles. En effet , l'équation D (c) = ppD[k) du § 116, donne également p = 2 , quand on prend k = c,, / u=^ : — ; et l'on peut remarquer que la relation = Z—Adu % 89, est tout-à-fait semblable à celle qui lie les modules c'et k à leurs compléments h et h ( § 117 ).
Par la formule (17), qui se rapporte au théorème de M. Jacobi, le sinus de l'amplitude cherchée s'exprime toujours d'une manière rationnelle, en fonction du sinus de l'amplitude donnée; c'est-à-dire que l'on déduit rationnellement sin.^ de sin.y. Cette propriété a son analogue dans l'échelle de Lagrange, mais dans un sens inverse; c'est-à-dire que c'est sin.y qui se déduit rationnellement de sin. ^. En effet, nous avons trouve au § 105, les relations simultanées
(l -+- 6)sin. A
di C .(4, A)=-^di 8 .(i,,,<):
si l'on remplace c, par sa valeur t v, 'ent
d'uù
dig.(o,, fi) = (l *>)dig.(A, A).
Observons que les modules 6, et 6, appartenaient à une échelle qui supposait c, < c, et , par conséquent, &,> 6. La loi qui lie le module b, au module plus petit fc, étant la même que celle qui lie c à c, (5 89) t nous aurons, en écrivant c, c, , ? et l, au lieu de J>, , 6 , <cc et A ,
sin. c = — . ,
1 +c, sin.'j,
dig.(c, ç) = (l+c / ) dig.(c„
On peut remarquer qu'en vertu de l'équation (32), l'amplitude i» est telle qu'on a la relation
*) = i dig. (c,, ?/ ).
La formule ~j = /> —j , qui s'applique non-seulement à tous les indices impairs, mais encore au cas de p = 2 , peut être considérée comme représentant, sous forme transcendante, l'équation algébrique qui existe toujours entre deux modules consécutifs c et k, c étant le plus grand des deux. Celte loi est générale, car elle s'étend même au cas où l'on suppose l'indice/) fractionnaire. ( Traité des fonctions elliptiques , tom. III , § VIII).
CHAPITRE XIII
Des transcendantes 0, A, Cl et T.
§ 122. Parmi les corollaires du ihéorème de M. Jacobi, nous avons remarque la formule (29) (§119), qui détermine algébriquement l'amplitude , lorsque le digamma est connu. Dans celte formule , on a
A = — • — • . etc. :
et , si l'on écrit ? au lieu de » , l'amplitude $ <%• { c > a ) d«-
x 2D(c) viendra égale à dig. (c , expression que nous avons désignée
par s au § 83 , et qui donne
par où la formule précitée pourra s'écrire sous la forme
/2D \ 2D . . . 1— 2<7*cos.2r-H7* 1— 2<jr 4 cos.2*-»Y
qui renferme de nouvelles transcendantes , dont nous aurons bientôt à nous occuper.
§ 128. Commençons d'abord par déterminer, sous forme finie, les coefficients À , B et C du § 1 19. Pour cela , nous écrirons les trois
formules (29), (§0) et (31), sous la forme
/2D.r\ 2D I— 2o'cos.2.r-+-a < 1— 2g 4 cos.2jr-4-û»
1 ). ..sin.amp. = — A'sin.a; — ^ \ — — -±t etc.
\ r j 77 1— 2g cos. Zr-+-g 1 — Zg-'cos.îLF-f-g 0
(ÎDx\ l-H2g'cos.2x-t-g 4 1 -4-2g 4 cos.2x-+-g 8
(2) ...cos.amp =B'cos. x - — — 5-= â r el c*
\ jt j 1— 2gcos.2.r-»-g I 1— 2g 3 cos.2.r-t-g 6
/2Dj"\ „ 1 -4- 2g cos. 2*-*- g 5 1 -+-2g*cos.2.r-*-g 6
(3) .... iamp, = C'.- — - Vl — V etc - i
v ' » 1 \ r j 1— 2gcos.2x+ g a l-2g 3 cos.2j?-+-g 6 '
et nous ferons observer que, si Ton fait s = \ dans ces trois équalions, la première donne pour A , cette nouvelle valeur
A= ,_,i.-L^.i±i!.ijL!\ etc.; \2Dj l-*-g* ln-g 4 ln-g 6 '
la seconde devient 0 = 0 ; et la troisième , dont le premier membre devient égal a b, donne pour C ,
C = |/Â.i±^.!±L! 3 .L^.etc.
L'évanouissement simultané des deux membres de l'équation (2), nous empêche d'obtenir une valeur analogue pour B. Pour lever cette
cos. amp.^— -x J
difficulté, nous chercherons la valeur vraie de la fraction ,
' cos..r
dans l'hypothèse de x = £ : après avoir différentié , à cet effet , le numérateur et le dénominateur, en remettant au lieu de amp.f^^-) sa valeur ? , et en observant qu'on a sin. y = 1 , sin.x= 1 , nous obtiendrons
d . cos. ? sin. ^dy dy d.co&.x s\n.xdv dx 1
mais en différentiant l'équation dig. ? = — x, il vient
d ? 21) . 21) /2Dx\
et, nous venons de voir que quand x = ~ , Aamp./— *j a pour valeur b : par conséquent
d ? _ 2Dfe
et l'équation (2) donne pour B cette seconde valeur
/mu ^ ^ 1^
On voit que ces coefficients A., B, C, contiennent diverses fonctions de q, exprimées par une infinité de facteurs binômes. Ces fonctions , au nombre de quatre , sont
« = (i-î)(i-? 3 )(i-î 5 ) etc.,
«'= (l-<f)0-9 4 )(t-2 6 ) etc., C = (1 -4- q)(l+<?)(l+q 5 ) etc., C = (1 + q') (l -4- q*) (\ f) etc.
On trouve d'abord, qu'elles satisfont à l'équation = ou 1 = aCC' : il nous reste à faire voir qu'elles sont susceptibles d'une expression finie.
Pour cela , soit e^-i = V : on aura
sin. 4;== =z , cos. 2* =
Cette dernière valeur permet de partager chaque facteur trinôme de la formule (1), en deux facteurs binômes , ainsi qu'il suit :
(4) sin. amp. I 1 =
2D V-V- 1-ç'V-' l-o*VM-g 4 V->
A' - — . etc.
* \V—\ t-q\> l--oV" a l-q*\* l-^V- a
Mettons + ]/~ D(&) a | a p| ace de — dig. ? = p : alors sin. amp./> se change en
sin. amp. \p -f- l/^ï D(o)l = — — î (§26) ,
r ur Wi csin.amp.jD
et comme on a
fi s= C ,
V devient
par où Ton voit qu'on peut mettre dans la formule (4), c ^ in * mfp au lieu de sin. amp.p, pourvu qu'on mette en même temps Yqb à la place de V. Par cette double substitution , la formule devient
_!_=!?. A , Ygî-v-y-* (i-g'v > )(i-gv- > ) , (i-? s Y > )(i-g'v-') clc
csin.amp.p » ' *VZT\ (l-g*V*)(l-V-«) (l-g«V»)(l- 3 «V-»)"
En la comparant à l'équation (4) , on trouve , en multipliant ces deux formules membre à membre , et en réduisant ,
1 = (— V A*. -L ; d'où résulte A =
Connaissant A , on aura les quatre coefficients a, a, C et f, qui entrent dans les valeurs de B et de C , au moyen des équations
*-g ! -9 3 *-g 5 . tc _ i
• /~îr l+q 1-»- g 3 1-4-C 5 - / x C
A=== V 2D 1 6lC ' 8=5 V 2D ? '
B =r^7ï^ etc - != ? ($n9) ' _
B . \/^. i±!_ I±£.i±£. etc . = %/l^. f ,
c= ^.l±îl±f.i±^. elc . = l /ïf 1 — q 1— I — a
dont la comparaison donne les trois suivantes :
auxquelles il faut joindre la relation On en déduira sans difficulté
d'où
a* = îq< bc~*, «* = îç<i~ï c— », ïlh\\ i
Ainsi , tous les coefficients qui entrent dans les expressions de sin. r , de cos. y et de a(^) , sont déterminés sous forme finie , et Ton a les trois formules
/2Dx\ g* 1— 2g*cos.2x-4-g 4 1— 2g 4 cos.2jj-4-«*
«in. amp.l = 2 -j sin. x elc. ,
\ »■ / c» 1— 2g cos.2x+g f 1 — 2g 8 cos.i^r-4-g ,
, J /2Dx\ i/o\à 1-*-2g*cos.2.r-4-g 4 l-*-2g , cos.2x-+-g 8
(oKcos. amp. = 2gM- cos.ar- — ~ — etc.,
I \ t J \cj 1— 2g cos.2j;-4-g* l-2g s cos.2x-4-g r *
(2Dx\ î l-+-2gco8.2x-4-g t l-*-2g 3 cos.2aM-g e 1 = 6*- - — — = - • -, — ~-z =- - etc.
x J 1— 2g cos. 2x-*-g* 1— 2g 5 cos.2x+g b
§ 124. Représentons, maintenant, par Cl le produit des facteurs binômes
(Y — V-') (l-g'V>) (i-g'V-') ( l_g*V ) (l-g*V- a )etc. ,
qui entrent dans la formule (4) , par Cl' celui des facteurs
(l-gV')(l-gV-')(l~g 3 V a )(l- î 3 V-')(l-g r >V')(l-g5Y-') etc.,
qui s'y trouvent également, et proposons- no us de remplacer les produits Cl et ft', par des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de g. Soit, à cet effet, l'équation hypothétique
A^V-V- 1 ) -4- A. 2 (V 3 -V-*) -4- A 3 (V»—V-*) + etc. =n,
dans laquelle A 4 , A,, A 3 , etc. , dénotent des coefficients indépendants de V : en comparant les deux expressions de ft , on aura
(6) (V— V- , )(l- 9 a V')(l-g 1 V- 9 )(l-ç*VXl-î 4 V-«).etc. =
A t (V— V-')-*-A a (V 3 — V- 1 ) -*- A 3 (V 5 — V- 5 ) -+- etc.,
et si l'on meLgY à la place de V , on doit avoir
(7) .... (gV-g-'V-')(l— g*V')(l-V- I )(l--g6V*)(l-g'V- î ) etc. = * A^gV-î-'V-'î + A^^V^-W-^-nAj^-g-^V-^H-etc.:
or , en retranchant les facteurs communs au premier membre P de l'équation (6) , et au premier membre P' de l'équation (7 ) ,
P se réduit à (V-V-«) (1-g'V), et
P' se réduit à (gV-g-'V- 1 ) (i— V~ a ).
Ce dernier résultat est égal au précédent, multiplié par — g— 'V - *: donc, si Ton multiplie le second membre de l'équation (6), par — q~~ 'V - *, le produit devra être égal au second membre de l'équation (7) j ou , ce qui revient au même , si l'on multiplie le second membre de l'équation (7) , par -+- gV* , et qu'à ce produit l'on ajoute le second membre de l'équation (6) , la somme devra être zéro , et l'on aura l'identité
0= A,V ■+- A a V A 3 V* -+- A 4 V 7 etc.
- A/V A.g'V 3 -f- A a g 4 V 5 h- A 3 g 6 V 7 -4- etc.
- A , V- » — A 3 V- 3 — A 3 V-* — A, Y" 7 - etc.
- A^g-'V- 1 — A 3 g-*V-3- A 4 g-6V-5~A 5 g-8V-7— etc.
Par les puissances positives de V , on obtiendra les équations de condition
A a H- A.g^O, A,-f-A a g 4 = 0, A 4 +- A 3 g°=0, etc. ;
et comme les puissances négatives donnent les mêmes équations > on en conclura les déterminations suivantes :
A, = -A,ç\ A 3 = -A,g* = A l gS, A , = — A 3 g° = A ,g* J , A 5 = - A ,g» = - A,g °, elc. :
donc , il vient enfin , au lieu de l'équatiou (6) ,
(V— V-«)(l— g'V'Xt- YV-')(l~ q*Y 9 )(\-q*\->) etc. = A^fV-V-^-ç^Vï-V-^ + ^V 5 — V-*)- g "(V*—V
identité dans laquelle les exposants de g résultent de l'addition des termes de la progression 2,4,0,8, etc., et sont, par conséquent, les nombres triangulaires multipliés par 2. On en déduira, en y mettant q%V à la place de V, et en multipliant ensuite les deux membres par — g*V,
(l-gV)(l— gV- a )(l-^V a )(l— ^V— )(l— çSV'KI-^V— ) etc. = A, [l-olV'-t- V->) +g 4(V«H-V-«) -g 9 (V«-4- Y" 6 ) etc.] ;
équation dont le premier membre est précisément la valeur de 12', et dont le second membre est tel , que les exposants de q sont les carrés des nombres naturels. Si l'on remet au lieu de V sa valeur c xV— 1 } ou cos. x V — 1 sin. x , les deux formules que nous venons de trouver , s'écriront ainsi :
(8) . . .sin.^(l — 2g , cos.2;r-t-g 4 ) (l — 2g 4 cos.2:r-»-g 8 ) ( 1 — 2g n cos.2x-t q* *)elc.
= A, [sin.ar— ç , sin.â.r-»-(/ 6 sin.oar— g"sin.7^-f-5 7 "sin.0a:— etc.] ,
(9) . . . ( 1 — 2ocos.2.r-4- g')(l— 2g*cos.2 x+ q*){ l — 2g 5 cos.2.r-4- g'°) elc. = A, [1 — 2gcos.2jr4-2g 4 cos.4.r— 2g 9 cos.6.r^2g ,0 cos.8.r--etc.].
En changeant, dans la première de celles-ci , x en ~ — x, 011 aura
( 1 0) .cos.3-( 1 -+-2g*cos.2.f-»-g 4 )( 1 n-2g 4 cos.24H-g 8 )( l -t-2g°cos.2 x-\-q x )elc. = A l [cos.arH-g' i cos.8x-^5 6 cos.5ir-^g l5 cos.7j-»-g- 0 cos.9x-*-clc.] ,
et , en opérant le même changement dans la seconde , on obtiendra
(ll)...(l-^25cos.2J•-^-g , )(l-4-25 3 cos.2^^-9 6 )(l-f-2ç 5 cos.2a:.^-o ,,, ) elc. = A, [l -+-2g cos.2.r-i-2g 4 cos.4:r-+-2g 9 cos.6*-»-2g ,6 cos.8.r-4-etc.] :
si l'on compare maintenant ces quatre dernières équations, aux formules générales (a) , celles-ci deviennent
' 1 \ i 2ç î si 11 . i- — 2g ? si n . 3* 4- 2o v si n . 5x — etc.
/2D.r\ /1U 2<psin..r — 2gîsin.3.r-+-2o vsin.5x — elc.
n.amp.^ ^ j ^ j j_2 îCOS .2j-»-2g 4 cos.4x— S^cos.ea-f-etc. 1
/2D.r\ (b\l 2g^cos.#+2o*cos.3:r+*2g Vcos.o\r-*- etc.
lb)[cos amp. = - tl t . - : — iTTj 7> ~»
1 \ t / \cj 1— 2gcos.23H-2g 4 co8.4.r— 2g J cos.0xn-clc.
/2Dj\ ^ 1 H-2gcos.2.c-4~l , g 4 cos4.i-4-2g 9 cos.Gj4 elc. aU1 ^ \ t / I — 2gcos.2x-f-îg 4 cos.4x— 2f 9 cos.Gx + elc.
§ 12B. La forme de ces expressions remarquables , a M. Jacobi à considérer deux nouvelles transcendantes 8 (g, x), A(g, x) (*) , ou simplement S{x) , A(x) , dont les valeurs développées en séries sont
0 (#)=1 — 2g cos .2x ■+■ 2g 4 cos.4 x — 2g 9 cos Sx 2g 1 6 cos .&r — etc. ,
1 A(*)=2g*sin.jr — 2gïsin.3*+2g¥sin.&F-- 2g ¥ sin.7#-f- etc.
En y écrivant # -t- |a- au lieu de x, on obtient
(18) j^*" 1 " i T ) = l-*-2gcos.2j?-i-2g 4 cos.4jr-i-2g 9 cos.0a?-*-etc. , (a(j?-+- iT)=2g*co8.af-+-2g«cos.8x-*-2g "cos.5a?-*- etc. ;
d'où il suit que les trois formules (b) peuvent être présentées sous celte forme très-simple
/2D*\ /1U a(«) s,„. amp. (— ) = (-)
Soit maintenant
^ = idig. ? = dig.(r:
nous aurons , par la formule relative à la duplication des digamma (S 20),
tang. £ ? a= a(<t) tang. <x.
Par les dernières formules , on a
(ÎDx\ /2Dj?\ • A(x)Q(x i t)
(*) M. Jacobi écrit U(q, x) au lieu de A{q } x)] mais la lettre H étant déjà employée pour désigner le type général des fonctions elliptiques , nous â\ons suivi l'exemple de Lcgcndre, qui Ta remplacée par A.
mettant \x à la place de le premier membre deviendra
(Dx\ (Dx\ a amp. I — J tang. amp. I — 1 = a(<t) tang. c :
par conséquent , on tombe sur cette nouvelle formule
(d) . . . . tang.iamp. = -^M — r — '
§ 126. Les propriétés des fonctions 6 et A vont nous fournir un grand nombre de formules, dont nous ferons connaître l'usage dans le chapitre suivant. 11 suffit de la simple inspection des séries représentées par S(s) et A(x) , pour établir les égalités
e(ar) = e(— , e(*+x) = e(x) ,
e(ir+jr) = e(i«—Jf),
A(*)«- A(-*), A(t — x) — A(x) , A(jt-»-#) = — A[x) , A(ir+2r) = A(ir—
Ces fonctions peuvent aussi se déduire Tune de l'autre , car on tire aisément des équations (c), les relations
A a (*)-*-^>+lsr) = ce'(*), e'(a-) = cA'(#) -4- b&(x -Mt) :
ainsi, la transcendante 6(x) peut se déduire de \(x), par la formule
et , réciproquement, \(x) peut se déduire de 0(.r), par la formule
(15) .... a(*)«=v -e"(*) — -e'(*+ir).
Une table calculée pour les fonctions Q(q, jr), selon les diverses valeurs de q et de x, servirait donc à en former une semblable pour les fonctions A(q, x) , et vice versâ.
Comparons les expressions de S(x) t A(x)> 6(x+lr), A(x+\x), fournies par les équations (12) et (18), aux identités (8), (9), (10)
et (1 1) : nous en conclurons ces quatre formules nouvelles, dans lesquelles C désigne la constante ^ (*) ,
Ie{x) = C (1 —2g cos. 2x-Hf») (1 —2g 5 cos. 2x-4-g*) (1 —2g 5 cos. 2j5-t-g , °) etc. , A(j) = 2g* C . sin . x( 1—2Ç* cos. 2x-4-g 4 ) (1 —2g 4 cos . 2x-H/*)(l — 2g e cos.2.r-4-g ,î ) etc. . 0(x-f- 1 x) — C(l-f-2g cos. 2x-4-g i ) (1 -*-2g 3 cos. 2j?-*-g B ) (1 -»-2g s cos. 2x-4-g'°) etc. , A(x-f-|T)=2gTC.cos.a^1-4-2g ! cos.2a;-t-g , )(1-t-2g 4 cos.2j:-»-g s )(1 -4-2g s cos.%E-t-g") ctc >
Chaque facteur de A(x), dénoté par 1 — 2g/"" cos. 2ar 4- g 4 '", se décompose en deux autres
l~2g m cos.ar-4-g'" 4 , et 1 2g m cos.# + g"" ;
de sorte qu'on aura
(sin.£:r(l — 2gcos..r -i- g*) (1 — 2g'cos.;r-f-g 4 ) etc. X )
A(x)—ÂqiC \ > î
(cos.^j(l-+-2gcos.^ -+-g')(l-+-2g : 'cos.j;-+-g 4 ) etc. )
mais , si l'on écrit g i à la place de g, et ^jr à la place de dans les formules (16), on a (en désiguant par C, ce que devient la constante C , par ce changement)
A(gi,£.T)=2C'gàsin.|:r(l — 2gcos.x-f- g')(l — 2g , cos.ar + g 4 ) etc. , A(gï , ^-+-^T)=2C'g i cos.^ (l-t-2gcos.a;-f-g*)(lH-2g , cos.^-»-g 4 )etc. :
donc
(17) .... A(g, *) = ^A(î*, **) A (ï*»i*-*-W- On trouverait , de la même manière,
(18) .... e( y ,i) = ^0(f,^)e(f, i*-»-iT).
Si l'on se borne à changer g en g^ , dans la seconde des équations (16), on obtient
A{(fi, x)—^C'q\ s'm.x{\ — 2gcos.2#-+-g , )( 1 — 2g*cos.2x-4-g 4 )(l — 2g 3 cos.2x+g 8 ) etc. ;
O Toutes les constantes mentionnées <lans ce paragraphe . seront déterminées au paragraphe suivant.
et, puisque tous les facteurs trinômes de A(q , x) , sont compris parmi les facteurs trinômes de A(q* , x), il s'ensuit qu'on a
*(g»,x)_ q ~i (1 _ 2g cos.ax^-g') (1 — 2ç 3 cos.2j?-tY) (t -2g r, cos.2x-4-«n etc . , A(ç,x) C
et , par conséquent ,
<■•) fH ; <- !e «' *
D'autres combinaisons des formules déjà obtenues , conduisent à de nouvelles formules, qui serviront plus tard à démontrer des théorèmes , d'une application très-utile dans la théorie des fonctions elliptiques. Prenons, par exemple, les deux formules
/1Ua(x) A(**)0U*-i-ir)
sm - ?=5 U) iw- tan{M?=
puisquou a
Stang.i-.
sm.p =
l h- tanjj.'^y '
la substitution des valeurs précédentes , donne l'équation
A(*) %sh[i*)e(i*)/L[ix+iT)e(is + iT)
0(x) ~ A*( **)9'( + + 6'( fr) A'(i* + ! £ r) '
dans laquelle toutes les fonctions 0 et A se rapportent à une même valeur de ç. Maintenant, pour réduire le numérateur du second membre, mettons g* à la place de 9 dans les équations (17) et (10) : en appelant C, ce que devient C par cette substitution , qui remet C à la place de C, on obtient
\(q\ x) = ~ A(g, *x) Afa. \x 4- |t) ,
équations dont le produit des seconds membres égale le numérateur proposé, à une constante près. Pour réduire , de même, le dénomi-
nateur, nous remarquerons qu'en vertu des équations (14) et (15), on a la relation
A'(£*) e a (** -+- ir) -+- e*(ijr) A'(i* •+- |t) = f [e 4( ijr )_ A 4 (4jr)];
d'où l'on conclura
a(*)_ 2M> aÇo 1 , *)e(?\ s)
8(jt) C,'c* 6 4 (ia?) A4(ijr)'
formule qui va nous en donner une autre , par sa combinaison avec l'équation (19). Si Ton change q en ç a , dans cette dernière , il vient
fc) = c -W,*) =
tirant de cette équation la valeur de A(q, x) , pour ta substituer dans celle qui précède , on tombe sur ce résultat :
§ 127. Il nous reste à déterminer les constantes C, C et C, : or, nous verrons tout à l'heure , qu'elles se déduisent toutes trois de l'expression de 0 (q, 0) sous forme finie. Pour trouver cette expression, on remarquera que si l'on fait x=0 , dans la valeur de &(x) développée en série au § 125 , il vient
e(g, 0) = 1 — 2 g + 2 g '— 2 9 ° -+- 2 9 '6- etc. ,
et que, si l'on fait la même hypothèse dans la troisième des formules (c), on a
(21) . 1 — 2? + 2y« — -f- etc. = Vb{l +*q ~» 2 g * 2g'+etc.).
Représentons par n(c) la série qui multiplie \^b t et cherchons ce que devient ïl(c), quand on change q en g 4 : en vertu du § 89, on a la suite d'égalités
m - 2 EW_ * !^) _ « E(0 _ elc
et, par conséquent,
Or, changer q en 9* c'est changer en 4^, ou ^ en :
ainsi, par le changement dont il s'agit, n(c) deviendra n(c„). • D'après le §81, on a
et comme 0,= ^-^, on a, entre les di gamma complets D(c„) et D(c), la relation
i/dkT) 1-tV*
Observons, maintenant, qu'on déduit de l'équation (21) et de la valeur den(c), la relation
(28) .... l+2 g «+2o l6 4-2î 36 H-etc.==— ^— n(c);
d'où
n(0 = — ^— n(cj:
de là, et de l'équation (22), on tire
VD{c„) i/D(c)
Le premier membre de cette équation est composé en c„, comme le
second l'est en c : d'où il suit que le rapport p. — - est une fonction
de c, telle que l'on peut y changer c en c„ , ou (ce qui revient au même) q en qr 4 . Si donc l'on suppose ce rapport développé en série de la forme
= \ + l) q +Cq> + Dq* Eq* -+- Fo 5 -4- etc. ,
VD{c)
A , B, C , etc. , étant des coefficients constants, on aura l'identité
A-f-Bg+Cg' + Dg 3 -*- etc. = Ah-B^-hC^+D^'-*- etc. ;
d'où Ton conclura que tous ces coefficients sont nuls à l'exception de A, et qu'ainsi le rapport dont il s'agit est égal à une constante. Or, lorsque c = 0 , on a q — 0, D(c) = £jt, et n(c) = l : donc la constante
a pour valeur ^ et n(c) est égal à y^/ - — -. Il s'ensuit qu'on a
î-f-s^-hV-^ 2 ? 9 -^ 2 ? 18 -^ etc - =
et, finalement, à cause de l'équation (21),
Voyons comment cette valeur de 8(5, 0) va nous conduire à la détermination des constantes C , C et C,. Pour assigner la première, nous remarquerons que le développement de 8(x) en facteurs trinomes (§ 126). fournit la relation
et que, d'après le § 123, x 3 a pour valeur %lqTîb^c ~l. On en conclut immédiatement
La constante C étant ce que devient C, quand q devient \/q, nous ferons observer que = 2^, par la même raison que ^=2^ ,
d 011 » d^Î 1 d[c')' 0r ' enanger 7 en q* , c est changer ^ en i ^ , ou c et 6 en c' et 6' : par conséquent
Mais on a
il vient donc
Quant h C,, qui est ce que devient C parle changement de q en g', il est évident qu'on trouverait , par un raisonnement analogue à celui qui nous a donne C, ^
et comme on a
2 Vb l — b . 1 -+- b „ , N
b > = TTb> C ' = rTi' D(c,) = — D(c),
il vient , en faisant toutes les substitutions et réductions nécessaires ,
C,= (2g) «c»* 1 *' y § 128. Si dans l'équation
VI e(.rj '
on prend les logarithmes des deux membres, les différentielles de ces logarithmes, divisées par dx f donnent la relation
c' sin.^cos. v d? d. %(x +■ {*■) d.&{x) _ dx~ dx.k){x+±x) ~ cfr.e(tf) '
si l'on y substitue la valeur ~ = qui résulte de l'équation dig. f = -— , on obtiendra
2D c'sin.vcos.y rf6(^-4-jT) dQ(x)
Soit dig.Ç une fonction de première espèce , telle qu'on ait
dig. ï = — (x + lT) = D + diQ.?:
il viendra, par les propriétés connues,
csin.ycos. ?
E -+- eps.o — eps.Ç= c'sin.i-sin.Ç = ■ ,
et si l'on fait i = ^ , on déduira de ces deux équations c'sin.ocos.y
= (eps.? — t dig. ? ) — (eps.S — tdig.Ç) .
Combinant ce résultat avec celui qu'ont donné les différentielles des logarithmes , on trouve l'équation
— (eps.?-tdig.?)- — — = — (eps.Ç-tdig.y-
dans laquelle il importe de remarquer que eps. ? et eps. £ , pouvant être dénotés par eps. amp. a?] et eps. arap. [~ (#-*-£»•)], les deux membres sont des fonctions semblables, l'un de x et l'autre de x+- \x : on peut donc écrire cette équation sous la forme
La fonction 4>(x) se compose d'un epsilon , d'un digamma et de la fonction
d9 (x) A q s i n . 2 x — 8g 4 sin . Ax -+- 1 2<j 9 si n . 6 x — 1 Bq 1 6 sin . 8 x h- etc . rf.r.e(r)~~"l— 2çcos.2#-f-2ç 4 cos.4;r— 2g 9 cos.6^H-2 3 ,r cos.8x— etc.*
celle-ci s'évanouissant , ainsi que eps.? et dig.?, quand #=0 , il s'ensuit que <l[x) = 0 t quand x=0. Ce résultat, combiné avec l'équation (24) , fait voir que s'évanouit encore , chaque fois que l'arc * est égal à un nombre quelconque de quarts de circonférence.
Je dis maintenant que la fonction est toujours nulle, quelle que soit la valeur de x.
Pour le prouver, nous aurons recours à la formule (20), dans laquelle nous Remplacerons x par 2# ; ce qui donnera
e(*,)--^[ev)-A<(*)]:
• 26 cy
comme on asin.tf=~* , d'où A(x) = c^S(x) sin.?, il viendra, en
ci &(■*)
portant au lieu de A(x) sa valeur dans l'équation précédente,
eflr) = -8 4 (.r)(l— c'sin.^).
Cette équation étant différentiée logarithmiquement, c'est-à-dire après que Ton a pris les logarithmes des deux membres , donne
de(lr) Add(x) 4c a sin. 3 ?cos. ?
( 2) • 6(2*) = ~ë(ï) l-c'sin.* ? f
or, si Ton différentie la formule ( 17) du § 66, après l'avoir écrite sous la forme
r(p) = 4ï( ? ) log.(l— c'sin.*?) ,
fi représentant l'amplitude d'un digamma double de celui de <? , Ton aura
dut d? 4c'sin. 3 ocos.ç> , (26). . eps./c.-— = 4eps.y. — ^- . . d ? ;
et comme -^ T = 2-^-, il vient, en substituant à-^ sa valeur ~d.v ,
4D 8D 4c , sin. 3 ? cos. 9 >
— eps./a.da? = — eps.o.dj? — — - — d».
t t 1 — c'sin. 4 ?
Retranchant de ce résultat , l'équation (25), on obtient, en combinant le reste avec l'équation déjà employée dig.^u = 2 dig.y ,
2D , dm*) ft r 2P , • j« v <*e(*)n
- ( eps.^d 1 g.^ ) ^ 2 ^ eW - 2[_-(eps. y -,d 1 g.^-— j;
ce qui met en évidence une seconde propriété générale de la fonction * , caractérisée par l'équation
*(2tf) = 2*(jr).
Maintenant , si l'on développe *(#) en série ordonnée suivant les puissances ascendantes de x, celte série ne contiendra aucun terme indépendant de x , car s'il en était autrement , <&(#) ne s'évanouirait pas avec x : on pourra donc écrire
*(.r) = A* -4- Ils* -t- Cr 3 Dr 4 -4- Ex* -h etc. ,
A , B , C , etc. , étant des coefficients constants. Mais alors , on aura aussi
<J>(2.i:) = %U -4- r-Vx- -4- 2 3 C.r 3 -f- 2 4 Dj 4 -4- 2 5 E.r 5 -t- etc. ;
et comme *(2#) = 2*(.r), on eu conclura B=0, C=0, D=0, etc., cl il restera simplement 4>(x) = A*. Or , la condition *(j)=<I i (j4-|t) exige que l'on ait A.r = A:r h- A. £ t; d'où A = 0 : on a donc , en général , *( x) = 0 ; ce qu'il fallait démontrer.
§ 129. La première conséquence de l'équation *(jr) = 0, est
2D. ,^ 4osin.2jr — 8ç 4 sin.4.r -4- 12g 9 sin.6j? — etc.
T v e P s 'r— * 'g-?;— i_2 aC os.2^-4-2o 4 cos.4x — 2g 9 cos.6.r-4- etc. '
formule qui servira à déterminer la fonction de seconde espèce eps. ? , au moyen de la fonction de première espèce dig. ? = — : de sorte qu'on aura cette expression de eps.y en fonction de x,
"2Ex 2t çsin.2# — 2g 4 sin.4.r h- 8^ 9 sin.6x — etc. .eps.f T D 1 — 2gcos.2.r-4-2g 4 cos.4.r — 2ç 9 cos.6.r-4-etc.
La fonction Q(x) étant développée en facteurs trinômes , comme il suit : •
6 (x)= C( 1 - 2gcos.2.r +g a )( l -2g 3 cos.2*-4- o 6 )( I -^cos^-r^ 1 °) etc. ,
on en tire , par la differentiation ,
d&(x) 4q$\n.<>x Aqh'm.^x 4q s a'm.9x
dx.Q{x) ~ l-2gcos.2.r-+Y l-2g 3 cos.2x-4-g R 1 -2</ 5 cos.2x-hg 10 CtC '
Mais, par une formule aisée à vérifier , on a
osin.2j7 (
- — = q sin. 2x o'sin. hx -4- g 3 sin. Gx h- etc. :
l-2çcos.2.r-4Y * * *
donc, le second membre de l'équation précédente, peut se développer ainsi :
sin. 8a; 4- etc. ;
sin.4#-t- 4g 3
sin.6.r-4-4g 4
-»-etc.
h- etc.
-4- etc.
-4- etc.
et si l'on fait la somme de chaque colonne verticale , cette quantité deviendra
siu.2.r
sm.4.r-4-- — — i sin.6i* -4 „ s\n.Qx-\- etc. :
donc enfin , l'équation 0 pourra s'écrire sous la forme
(28) . .eps. ? =^H-^-i_sin.2j? -f- j^sin. hx+ ^5*io.6a?-t- etc.J.
Si l'on suppose x infiniment petit , ce qui donne eps. ? = ? = f on déduira de cette dernière série , la formule
qui servira à calculer l'epsilon complet E(c), au moyen de la fonction q, c'est-à-dire au moyen des digamma complets D(c) et D(o).
Si l'on multiplie respectivement les deux membres de l'équation (28), par ^? et par — ^r- > on trouve en intégrant, après avoir déterminé la constante par la condition que f et x s'évanouissent ensemble, et en remplaçant, en général, 1 — cos.2s par 2sin.'s,
2DE r a a* o 5 ~]
Si l'on prend , dans cette formule , ? = f (d'où x = |) , on a, en vertu du §65 ,
(80). . . llo ff .i«^+^^+i. 1 JL+etc.
Si l'on différentie la formule (28) , en observant qu'on a
do 2DA'<far d.eps. ? = a \ — = — ,
A JT
ou trouvera
. , E 2r 3 /ocos.2x 2g , cos.4# 3o 3 cos.0j? \
1 — c ' si ii. v = — i \ — - 1 — = \~ etc. 1»
Celte équation, combinée avec le résultat qu'on obtient en y faisant y = 0 , donne
. , 4t" fosin. Q jr 2a*sin. a 2:r 3<y 3 sin.'3.r ~| (31) . . «a.-, = -L—h..!—- + etc.] ;
expression assez élégante , qui peut servir à déterminer l'amplitude par le digamma.
§ ISO. Soit maintenant
= dig.y, = dig.A:
soit , de plus ,
dig. n = dig. ? dig. A = — (jt -h /) , ig. v = dig. 9 — dig. A = — (* — /) :
on aura d'abord , en considérant A comme constant ,
~ a (y) ~ à{fi) A(v)' Ensuite , l'application de la formule ou
donnera les deux équations
J ' = (eps.* - t dig.*),
—7 ^ = eps.v-tdig.v);
d'où l'on tire
— i L S -i = -— L-(eps./* — eps.v — tdig./u + tdig.v)
Mais les propriétés des epsilon fournissent les équations
eps. y -f- eps. A — eps.ju = c* sin. f sin. A sin.*, eps. v -f- eps. A — eps. f = c' sin. y sin. A sin. v ;
d'où
eps. /x — eps. v = 2 eps. A — c 1 sin. A sin.^sin.^ sin.v) : et comme on a , d'ailleurs ,
dig. fx. — dig. j/ = 2 dig. A ,
2 sin. ? cos. Aa(a) /e
on obtiendra , en faisant les substitutions ,
<*3(*-0 d&(s+l) d f / 2c'sin.yin.Acos.AA(A) \ ë^^ê^^M^l l-c*sin.'Asin.> 2eps.A4-2idig.Aj ,
équation différentielle dont l'intégrale est (e). . .cot. A A(A)[kal.(A, c, dig. ?] (t dig.A — eps. A)dig. ? — ilog.~- :
on n'a point ajouté de constante arbitraire , parce que les deux membres s'évanouissent lorsque ç> = 0.
§ 131. La formule précédente nous apprend, qu'à l'aide de la transcendante 6 , on peut réduire les kappa logarithmiques à des fonctions de deux arguments. Il est donc naturel de chercher à modifier notre formule de manière à la rendre applicable aux kappa circulaires. Introduisons , à cet effet , dans ses deux membres , la substitution imaginaire de sin. A en y — 1 tang.0 : par les résultats obtenus aux 25 et 31 , le premier membre multiplié par V — 1 , deviendra
Quant au second membre , également multiplié par V — 1, il a pour développement
1 — 2gcos.2.rcos.2/-t-2g 4 cos..4:rcos.4/— etc.i -—2g sin. 2x sin. 2/ 2g 4 sin. kx sin. 4/ — etc.)
1 — 2gcos.2j? cos. 2/ -+- 2g 4 cos. kx cos. 4/ — etc 2g sin. 2.rsio. 2/— 2g 4 sin. 4.rsin.4/ -i- etc
di g . (6, ô ) = _JlI
l'équation dig. (c, a)=V / ~1 dig. (6, ô) donne
par conséquent
2cos.2/ = e ^e^c) ^ T+gT,
2 sin.2/ = \q *—q*I.
On aura des valeurs semblables pour 2cos.4/, 2sin.4/, etc. : faisant ensuite
P = 1 — q\q T + ç*7cos.2# -+- g 4 \q T +q r Jcos.4x
(6/ 6f\ ? T -+- q T J cos.Qx etc. ,
Q = q\q T — j T /sin. 2a; — *" — ç T /sin. kx
l - ïi\
9 9 W *~ 9 T /sin. 6* — etc. ,
il viendra
il/~"T iog. e (x - /) = i^^Tiog. (P - QV^î),
il/ - 1 log.e (*-+-/) = llog.(P + Ql/-l):
donc
e (x — /) y P — Ql/^T
il/ - I log. f = il^— 1 log.
0(jr-4-O P-4-QI/— 1
Soit enfin (*)
la quantité logarithmique qui précède , se réduira à Parc de cercle qui a Cl pour tangente , et l'on aura cette nouvelle formule
— : rkap.(c 5 tang. ? e, c, y) — cos. a 0dig.(c, ?)]
sin. 0 cos. 0
(/■). . ^ -+- dig.(c, — t) dig. (6, o) — cps.(6, 0)]
arc (tang. = n),
C) Dans le traité île Legemlre . fî désigne l'arc qui a pour tangente — •
par laquelle on voit que le kappa logarithmique de la formule (e), s'est changé en kappa circulaire. Mais cette transformation ne nous procure pas l'avantage d'exprimer les kappa circulaires , par des fonctions de deux arguments, car la transcendante fl, qui est devenue notre nouvelle auxiliaire, dépend essentiellement de trois quantités, q, x et t; et l'on ne voit aucun moyen de la décomposer en deux parties, qui pourraient s'exprimer chacune par deux arguments. Ainsi, la propriété des kappa logarithmiques, qui fait l'objet des §§ 62 et 130, ne paraît pas s'étendre aux kappa circulaires.
§ 132. Si l'on ramène au type normal la fonction kap.(c'tang.^,c, T ), à l'aide des formules (a) et (b) du chapitre V, l'équation (f) sera remplacée par
o'sin.Ocos.o
4 , fc ,x [kac.(M, ?)- <*ig.(c, ? )] \(b, b)
(y).. . . {=dig.(c, ? )[(l — t)dig.(6,0) — eps.(V')]
f-arc tang. = 1 — arc(tang.=ii).
\ 0 cot.? cot.6 / v u
Soit r ce que devient la fonction q lorsqu'on y permute les modules b et c, et représentons par P' et Q', deux séries composées avec r et les angles-limites t et :r,.de la même manière que P et Q avec q et les angles-limites x et /; c'est-à-dire que
r~~ * r ** j cos.2f h- r 4 \r~~^ -+-r * jcosM
(6x 6x\ / Sx 8x\
r r T )cos.6<-+-r 16 \r -+-r * jcos.8* — etc.,
r . r T jsin.2f— r* \r T — r*"/sin.4*
H-r* \r~~ — r T Jsin.6# — r 16 \r~ * — r T ] sin.8< + etc. :
par suite des propriétés des kappa circulaires , si l'on pose ==j, = n' , la formule [g) pourra être remplacée par la suivante :
o'sin.e cos.o ri
l kac -(*> c > v) - dl S-(c, ?) J
(£')• • • \— d »g-(ci ?) L/dig.(t,e)— eps.(6,e)]
-+- arc(tang. = Cl').
En effet, si Ton permute dans l'équation (</), les lettres 0 et y, o etc, les angles-limites ar et * seront également permutés , et les fonctions q et « se changeront respectivement en r et en j» Il suffira , pour lors , de combiner le résultat de ces permutations avec la formule (e) du § 56 , pour obtenir l'équation (</').
De la combinaison des formules {g) et (g') avec la relation entre les fonctions complètes (§60)
on déduit sur-le-champ
arc fng.(n) + arctang.(n') + arc tang.^— . __ j ;
équation qui lie entre elles, d'une manière bien remarquable, les transcendantes Cl et n'.
§ 138. Soit maintenant T (tau) ou T (r, x) une fonction de r et de x ainsi exprimée
■+- etc. :
si l'on suppose 0 infiniment petit dans les deux membres de l'équation (g') , et que l'on désigne par a ce que devient n' par cette hypothèse , on aura
. . . o 5 0[kap. ( — l,c, f) — diQ.tf]—0(J — l)dig.? + u'; équation dans laquelle le premier membre se réduit à
Quant au second , l'angle-limite t étant aussi infiniment petit , tous les sinus qui entrent dans l'expression de lî' se réduisent à leurs arcs ,
et les cosinus à l'unité : de manière qu'il vient pour a',
r \r *— r*J— 2r*\r *" — r*" 7-4-8rnr T -r y / -4-etc . # T /--4_ r*\r *" -4-r T / — r»\r~~ * -v-r T /h- etc.
d'où
log. r Tcfa? D(cJ Tcfar *
et , en vertu de I équation ù =. dig.(&, 0) = 1, l'on obtient
5T0 dT
2D(c) Trfx
Cette expression étant substituée dans l'équation (88), il reste, après avoir supprimé le facteur commun 0 ,
x dT
d'où l'on tire
r~~~— r f /-2r4r~ y -f T j -4-8^^""^— r T j-etc.
etc.
Si l'on multiplie tous les termes de l'équation (84) , par ou par son équivalent -j , on aura l'équation différentielle
dT dy d ? sin. ? rf ?
— =eps. ? . --4- (^_l)dig. f . T - — — ,
I A A COS.f
dont l'intégrale est
log.T = T( r ) -t- l (/— I) dig. - r log.cos.-, const. :
si l'on fait , pour un instant , - r = 0, on trouve pour valeur de la constante (g 127) ,
log.( 1-2/- -+- 2r* — 2r® ■+- etc.) = log.y/?î^ ,
et l'équation précédente devient
(86).... log.T=ï( ? Hi(y-l)dig.' ? ^ ;
d'où l'on déduit pourT(?) cette expression remarquable
( 2r 2-r \ / 4x\ /' 6jt_ 6r \
r T -\-r*) -\-r\r x -4-r / — r 9 \r x -i_r T / -4-etc]
1 L ,_ m\ z '" ~ log ' cos " f " k z ' '
§ 184. Nous avons déjà fait observer au § 131 , que l'on peut résoudre au moyen de la fonction 0, le même problème dont la solution nous a été fournie par la transcendante T. C'est qu'en effet ces deux fonctions se déduisent aisément l'une de l'autre. Pour le prouver , nous remarquerons que si, dans l'équation (32) du § 130, on remet au lieu de et de t leurs valeurs et ^ , l'intégration donne , après avoir déterminé la constante comme pour la fonction T ,
E 2AD (37). . . . log.e(a,*) = ï( ? )- — dig.>+. *iog — ;
d'où
log. (1 — 2<fcos.2x 2g 4 cos.4;r — 2o 9 cos.6x -4- 2o ,6 cos.6\r-— etc.)
E 2iD
-M-t: "'G-'v — i lo g
Ka combinaison des formules (36) et (37), donne le résultat suivant:
i / \ i , x ^dl'fî.'e . cD(0l
log.TYr, ^) = log.©(fl,^)-t-log.cos.s-f- ; H-i on. — — :
b v b w ' ; 6 r 41)(o)l)(c) a b fcD(c)
si , dans cette équation , on remplace cos.y par sa valeur en 8(g, x) et A(ç, x -4- £ t) (§ 125) , on obtiendra
ou , en permutant 6 et c dans les deux membres ,
expression assez simple de la transcendante T au moyen de A.
CHAPITRE XIV
Méthode des nomes.
§ 135. Le rôle important que joue la transcendante auxiliaire q, dans la théorie des fonctions elliptiques, et l'extrême convergence des séries qui procèdent suivant ses puissances, ont engagé Legendre à la prendre pour base d'une méthode d'approximation , qui nous parait être lu plus expédilive de toutes, pour le calcul des transcendantes elliptiques. Ses éléments sont : 1° le module; 2° l'amplitude; 3° les fonctions complètes D(c) et D(fc); 4° la fonction q. La grandeur de l'approximation dépend presqu'uniquemcnt de celte dernière transcendante, dont un jeune géomètre belge, M. Loxhay, a calculé une table, d'après nos indications. Cette table, que nous avons placée à la fin de cet ouvrage , est construite au moyen de celle de Legendre pour les fonctions complètes. Elle a également douze et quatorze décimales , et procède par dixième de degré , depuis zéro jusqu'à 4S°. Il est inutile de dépasser cette limite, à cause de la propriété suivante :
Soit 0 l'angle du module , censé plus grand que 45° : en désignant par r, ce que devient q quand le module se change en son complément , on a
log. - =
et , par conséquent ,
lojv. log. - H- log. log. I = 2Iog. T.
En dénotant par log.' les logarithmes vulgaires , et par M le nombre 0.43429 , qui sert à convertir les logarithmes népériens en logarithmes vulgaires , cette formule devient
log.' log.'- log.'log.'I = 2(log.V log/M) q r
ainsi Ton voit que q et r se déduisent facilement l'un de l'autre. Lorsque q = r, on a q — ^-ji , à peu près : il y a donc toujours un des deux nombres q et r, au-dessous de cette fraction.
Si l'on prend 5=0.1 et c = sin.0, la table précitée fait voir, que cette valeur de q répond à un angle du module, compris entre 6 = 68°. 6 et 0=6S°.7 : ainsi , jusqu'à la limite 0 = 68°.6 inclusivement, on a q <0.1.
Pour abréger le discours , et l'énonciation des propriétés de la fonction q, nous appellerons cette fonction le nome (*) : l'angle ô, qui sert d'argument commun à q et au module c, sera dit Vangle du nome y et la fonction r portera le nom de complément du nome, ou de nome complémentaire. La méthode qui a pour objet l'évaluation des. fonctions elliptiques au moyen de la transcendante o, pourra s'appeler la méthode des nomes,
§ 186. Soient les équations
2 2D(c) p, = dig.(c„ ?/ ) = — — • -— r ,
x désignant toujours l'angle-limite : si l'on remplace dans la dernière, D(c) par sa valeur (1h-c,)D(c,), il vient
équation dans laquelle on remarquera, que le second membre est composé en c, et en 2#, comme le second membre de l'équation (1)
(*) Du mot ftrec vépoi , loi.
l'est en c et en x. Or, nous avons déjà vu,au § 127, que changer c en c„ c'est changer q en : il suit donc de la remarque précédente, que si dans une égalité, on a d'une part des fonctions de c et de p , et de l'autre des fonctions de q et de on pourra clmnger simultanément c en c, et p en p,, pourvu qu'on change q en q 3 et x en 2x. A l'aide de celte règle , il sera facile de trouver l'expression en q et en x, d'une fonction quelconque F(c, , p t ) , si Ton sait comment la fonction primitive F (c , p) est exprimée au moyen de ces mêmes quantités.
§ 137. Puisque la fonction 6 constitue, en quelque sorte, la dernière expression des kappa logarithmiques , on peut demander quelle modification il faut faire subir aux éléments q et x de cette transcendante, quand on veut passer de la fonction kal. (A, c, f) à sa transformée kal. (A,, c„, ?,). Pour répondre à cette question , nous poserons
di e-( c > 'r) = ~~ x i di s-( c > x ) = ——h
puis , nous écrirons l'identité
kal. (A, c, y) = kal. amp.l~/j , c, amp.— jr I :
comme, dans la transformée, l'angle A, du paramètre se déduit de A suivant la même loi que l'amplitude se déduit de y (§ 100), nous aurons
kal.(A,, c,, kal.^arap^^^S/j , c,, amp.^^JLr)];
par où l'on voit qu'il faudra changer q en g% et x et / en 2* et 2/, dans le second membre de la formule (c) du § 130, pour qu'il soit égal à la valeur que prend le premier membre, lorsqu'on y change c, © et A, en c, , v, et A,.
Une modiGcation analogue a lieu pour la transcendante fi, considérée daus ses rapports avec les kappa circulaires. Nous avons vu au § 105, que lorsqu'on passe de la fonction kap.(c a tang.'O, c, v) à sa transformée kap. (c, 2 tang.> , c, , , l'angle /x se déduit de l'angle 0 au moyen de l'équation
di s .{A,»)=--±i;dis.(4„„):
or, en posant dig.(6, 0) = 1, cette équation revient à
dig.(6„ „)=(1 h-o)^/;
et si Ton remarque que l'on a, entre le module A, et le module plus petit 6 , la relation D(£,) = (1+ o)D(o) , on obtient
ce qui est la valeur de dig. [b, 6) , au changement près de b en o,. Ayant donc écrit
kap.(c a tang. 3 0, c, ?) =
kap.l c'tang. amp.l — - — /I, c, amp.l ^ x \ I ,
on aura
kap.(c/tang.V,c /î?/ ) =
kap.l c/tang.' amp.l — - — /J,c /? amp.l 2a?j :
ainsi , en changeant q en g* et or en 2# dans la fonction Q, mais sans changer * en 2/, on passera de la fonction de 6 , de c et de y qu'exprime le premier membre de l'équation (/") du § 131 , à la fonction semblablcment composée en /a, c, et y,.
On peut considérer l'invariabilité de l'angle-limite *, que nous venons de signaler , comme l'expression transcendante de la loi de dérivation mentionnée au §105; loi qui parait avoir échappé à la sagacité de l'illustre auteur du Traité des fonctions elliptiques, malgré la facilité avec laquelle on y parvient , à l'aide de la transformation imaginaire qui lui a fait découvrir la transcendante Cl.
§ 130. Dans les diverses formules d'approximation qui vont suivre, l'inconnue est donnée par une équation de la forme
A étant la valeur approchée de x, et \ê l'erreur absolue. Ordinairement, ce qu'il importe le plus d'obtenir, c'est l'erreur relative, qui a pour expression ~, c'est-à-dire Cette quantité ne différant de <? que d'une fraction de l'ordre «J% que nous supposerons négligeable, on pourra regarder eT comme la mesure de l'erreur relative.
Bien que les tables de Legendre donnent les fonctions complètes D et E, avec un haut degré de précision , nous allons faire connaître plusieurs formules, qui serviront à résoudre le problème suivant :
Étant donné un module quelconque c, assigner la valeur des fonctions D et E, avec un grand nombre de décimales exactes , et donner la mesure de l'approximation.
Les formules dont il s'agit , se déduisent des deux suivantes , que nous avons démontrées au § 127, et qu'on peut regarder comme fondamentales :
(2) . . . . l-+-2o+ V-+-V-*- 2 9 16 + etc - =\/ — >
(8) . . . . I— 2o;-*-2 3 *— 2 9 9 -4-2^ 6 -etc.M/^\/^- La somme et la différence de celles-ci donnent
(*). . . . l+2 9 4 +2 5 ,6 -4-2 g 36 -»-etc.=— - — y — .
_ io \—\ / b x /2D
(5) . . . . ?-+-g 9 -*-9 25 -+-9 49 -+-etc.= — - — y--
Si l'on change dans l'équation (3) , c en c,, , et, par conséquent , q en ç* , il vient , en remplaçant c,, et D (c„) , par leurs valeurs en fonction de c et de D,
(6) . . M-2o*H-2o'^2^-4-etc. = Y/ (1 " > "^ V/ ^ \/^- En faisant la somme des séries (4) et (6), on obtient
(7) 2 h- 4gi« + etc. = y/ -(^ — — -4- y/ ^ /
désignant par Ç le coefficient de , nous aurons
f-V 6 -t- ctc. = çy
d'où
D = ^(l-4-V fi +etc.).
On se formera une idée de la hauteur de cette approximation, si l'on remarque que pourc=sin. 45°, on a
log.vulg. q = 2.685685
et , par conséquent ,
log. vulg. V* = 22.772220 :
ainsi , Terreur relative a pour mesure une fraction décimale , dont le premier chiffre signiûcatif est précédé de vingt-deux zéros.
Lorsque c=sin.63*.6, on a 4<f 16 <0.00000 00000 00000 -4 (§ 185) ; mais dans le cas où c est très-voisin de l'unité , la formule précédente cesse d'être applicable. On s'en servira alors, pour calculer le digamma complet du module complémentaire , et l'on aura recours à la série (5) pour déterminer le nome complémentaire r. Cette série donne , en changeant q en r et 6 en c,
dénotant par u le second membre de cette équation , et remplaçant r par sa valeur en D(c) et D(i), on a
Mais H> "^ etc * étant une fraction très-petite , on peut prendre
/ r 9 H-etc.\ r»
d'où
substituant à w sa valeur r-+-r°-4- etc., l'erreur <f aura pour valeur, le rapport r 9 : ( r+r 9 ) log.(^a) , ou r 8 : (l-*-r*) log.(^), c'est-àdire qu'elle sera au plus de l'ordre r 9 .
La formule que nous venons de trouver, servira à calculer les digamma complets, depuis c=sin. 68°. 6 jusqu'à c=l . Pourc=sin.63°.6, on a log.vulg. r=i2. 18878, et, par conséquent, log.vulg. r 9 =17.24857; ce qui donne la mesure de Terreur.
§ 139. La différentiation des diverses séries mentionnées au § précédent, en produit une infinité d'autres , au moyen de la relation
que nous allons démontrer.
Posons , pour abréger ,
la différentiation de la transcendante q f donne immédiatement
Mais , d'après le § 70 , on a
E = t'D-4c»^, db
et , par conséquent , en permutant b et c,
E' = c'D' - i'c^- • dc
On tire de ces deux équations, en remarquant que — ^ >
rfD' c a D' — E'
dc ~~ fc'c '
substituant ces valeurs dans l'équation (9) , on obtient
^(ED' + E'D - DD ) = — . ^ ; oV ' xq de 1
ce qui devient la relation (8), en vertu de l'équation (11) du §60 (*).
O Legendre donne la relation (8) , dans le deuxième supplément de son Traité, page 110 ; mais il a écrit par erreur — jt , au lieu de -+- Il y a aussi dans la 18- formule de la même page, {îkk')\ au lieu de (2*ft')l ; ce qui rend fautives les deux formules suivantes qui s'en déduisent.
Cette relation , appliquée aux formules (2) et (8) , donne respectivement» par sa combinaison avec l'équation (10) ,
g -f- V 9g 9 16g 16 etc. = 2 ™(E — b*D)\/™ ,
d'où
9 0 g ^ 25g" ■+■ etc. = A- y/^[E(l— 1/5) -+- (yï— o')D].
En retranchant de cette série l'équation (5) , et en posant , pour abréger ,
/•on — _
on trouvera ce résultat :
8 s » + etc. = -|^— J-p
d'où l'on tirera, pour expression de l'epsilon complet,
E ,^C-«V)r 16 8^ etc.-, V ' 2a L a 4C — «VJ
Le terme 8g 9 étant divisé par un binôme qui s'évanouit avec g, il est assez difficile d'évaluer a priori l'approximation que donne la formule (11). On peut, cependant, assigner la limite vers laquelle convergel'erreur, à mesure qucle nome devient plus petit. Remarquons , à cet effet, que le développement de a suivant les puissances de q, est donné par la formule (2) : quant au module complémentaire , qui entre dans la valeur de C et de y, si Ton fait £=0 dans l'expression de a rapportée au § 125 , on trouvera
1 — V— V-*- ctc *
g -+- 2g 4 2g 9 -4- etc
Supposons, maintenant, que Ton prenne g assez petit, pour qu'on puisse négliger toutes ses puissances supérieures à la première,
dans x et dans 4C — «*y : on aura, avec une exactitude suffisante,
et par suite , en faisant toutes les substitutions et réductions nécessaires ,
ce qui donne le résultat connu : E=- 1 lorsqu'on fait g=0 , après la suppression des facteurs communs. Ainsi, Terreur de la formule (11) pourra être représentée, en général, par une quantité de la forme ag 8 , a ayant pour valeur particulière 32 , lorsque g =s 0. Pour avoir une autre valeur de a , nous avons pris c=sin.45° : en faisant le calcul , nous avons trouvé
log. vulg.f— - ■ ) = ÏÔ.B888023 ; \4aC— oPy]
d'où nous avons conclu pour ta, la valeur 31.53 : on peut donc prendre , en toute sûreté , 82g 8 pour mesure de l'erreur, quelle que soit la grandeur du nome.
Si le module était très-voisin de l'unité , on se servirait de notre formule pour calculer E(i) , afin de conclure E(c) de E(6) , au moyen de la relation (11) du § 60.
§ 140. En combinant l'emploi des formules que nous venons de trouver, avec la méthode des modules décroissants, on obtiendra une approximation extrêmement rapide et illimitée. L'erreur de la formule précédente, par exemple, étant de l'ordre 32g 8 , quand il s'agit du modulée, elle ne sera que de l'ordre 82g 16 , pour le modulée,. En général , chaque transformation modulaire doublera, au moins, le nombre des décimales exactes. Dans le cas particulier de E(sin.45°), la transformation de E(c) en E(c,) permet de calculer la fonction proposée , avec vingt décimales exactes : une transformation de plus en donuerait au moins quarante et une.
§ 141 . L'application de la méthode des nomes au calcul des transcendantes eps. y, kal.(0, c, ? ), kac.(0, c, ^), exige que l'on considère séparément le cas où le module est très- voisin de l'unité. C'est pour-
quoi, nous avons eu soin de joindre aux développements des transcendantes cherchées, suivant les puissances du nome, des séries qui procèdent suivant les puissances de son complément. Veut-on calculer, par exemple, l'epsilon incomplet? Si le module n'est pas trop grand, on pourra choisir entre les formules (27) et (28) du § 129 : si le module est voisin de l'unité, on emploiera la xformule (35) du § 133. S'il s'agit d'un kappa logarithmique, on le réduira h deux upsilon que l'on calculera , soit par la formule (29) du § 129 , soit par la formule (A') du § 13-4; soit encore par la formule (h) du § 133, si le module est voisin de l'unité. Quant aux kappa circulaires , les formules^) et (g') du § 132 , sont vraisemblablement ce que l'analyse peut offrir de plus parfait pour leur approximation (*).
(*) Le&endre, Traité des fonctions elliptique», 2 ro< supplément , page 152.
CHAPITRE XV
Usage et construction des tables elliptiques.
§ 142. La construction et l'usage des tables elliptiques, exigeant l'emploi du calcul des différences , nous allons donner quelques notions de ce calcul , que nous emprunterons au grand traité de calcul différentiel de M. Lacroix.
Soit
une série de valeurs consécutives que reçoit une quantité , en vertu des variations qu'elle éprouve par elle-même , ou par l'effet de celles qui arrivent à une autre dont elle dépend : les chiffres inférieurs sont ici des indices , qui font connaître le rang qu'occupe chaque valeur dans la série , en marquant le nombre de celles qui la précèdent $ en sorte que la première u 0 , est censée répondre à l'indice 0. On fait ensuite
\ — = au, ,
(1) { U-i - W, = AU, ,
| H n U n—l AW /I-| '
en se servant de la caractéristique A , pour indiquer l'opération de prendre la différence entre deux valeurs consécutives d'une même quantité.
Lorsque celte quantité varie par degrés égaux , les différences su it , su t , au, , elc. , sont loules égales; mais si le contraire a lieu ,
on fait, par analogie,
Mi, — AW 0 = AiM c = A'!»,,
A« a — Att, = AAM, = A'w, ,
Ml n — AM„ , = A4 = AX , ,
aX- aX = ^X = ^\»
AX — A* 1 *! = AAX = a3m i »
etc.
En examinant la marche de la série formée par une puissance quelconque de la suite des nombres naturels, on tombe déjà sur une propriété remarquable des différences , ainsi que le montre le tableau des cubes ci-dessous :
CUIÎKS.
Gl
IG
etc.
etc.
DIFFERENCES
DIFFERENCES
etc.
DIFFERENCES
etc
La première colonne représente les fonctions w t , t* aî etc. ; la seconde les différences premières am,,, Ati, , Au a , etc.} la troisième les différences secondes aX > ♦ ctc « i et amsl de *u»te.
Remarquons que , dans cet exemple , les différences troisièmes sont constantes. En général , la différence de Tordre n de la n mo puissance d'une variable indépendante r , est constante cl égale à 1 .2 . 8 ...n.
On démontre même que toute fonction rationnelle et entière de x, a toujours une différence constante, savoir celle de l'ordre marqué par la plus haute puissance de s.
Des équations (1) et (2) on tire , par des substitutions faciles,
« a — t* 0 2ai* 0 -h a*w 0 ,
« 0 -f- 8aw„ -4- 8a'» 0 -+- û\,
etc. ;
d'où l'on conclut généralement
ce qu'on peut vérifier aisément au moyen de l'équation
qui donne, en remplaçant u„ par sa valeur fournie par l'équation (3),
» w+1 =*„-+- y a« 0 + 1 ^ a 9 « 0 ■+- etc.
AM 0 -4- - A'tt,, -H etC.
= M„-f — - — At*o-+- ^— -4- etc. :
ce qui prouve que si la loi supposée a lieu pour l'indice », elle aura également lieu pour l'indice »-t-l. Ainsi, cette loi ayant été observée pour les indices 1,2,3, elle s'étendra nécessairement à tous ceux qui les suivent.
§ U3. La formule (3) a pour objet principal l'interpolation des suites; opération qui consiste à insérer entre les termes d'une suite , de nouveaux termes assujettis à la même loi que les premiers. Insérer des moyens, par exemple, entre deux termes d'une progression par différences, ou d'une progression par quotients , c'est calculer des termes qui répondent a des valeurs fractionnaires de l'indice ; c'est interpoler.
Le problème de l'interpolation revient , comme on le voit , à déterminer l'équation d'une courbe , par la seule condition de passer
par un certain nombre de points donnés ; ce qui ne saurait s'effectuer complètement , à moins que la courbe ne soit donnée d'espèce , puisqu'on peut trouver des courbes très-différentes , qui se coupent en tel nombre de points que Ton voudra. Parmi toutes les courbes , celle dont l'équation se prête le plus facilement à la condition prémentionnée, est la parabole indéfinie, caractérisée par l'équation générale y = a-+-/3j?H-<y^ a -*- etc. ; et la théorie des osculations fait voir que cette courbe peut , dans un petit espace , approcher sensiblement d'une courbe quelconque , surtout lorsqu'il ne se trouve pas de points singuliers dans cet espace. Pour fixer les idées , nous prendrons un exemple dans les tables de logarithmes. Supposons que, par le moyen d'une table contenant les logarithmes depuis 1 jusqu'à 1000 avec dix décimales, on veuille avoir le logarithme vulgaire de 8. 14 15926586, nombre très-approchant du rapport delà circonférence au diamètre : on regardera alors les logarithmes contenus dans la table , comme les ordonnées d'une courbe parabolique , dont les abscisses seraient les nombres correspondants , comme dans le tableau ci-dessous :
Or , si l'on pose
(5) y=x+frv+rx J -hto 3 -*-ex* ,
on aura, pour déterminer les coefficients a, /3, y, <J, *, les cinq équations
y t , = a+&X 0 +yx 0 1 -t-crx 0 3 -i-ex 0 * , y, =a+/3T I -f-yx I ' + c£r i 3 -f-f:r t 4 , y a = x-^&x^yx^-^Sx^-y-ex^ ,
y 4 = x+Px^+yxf + Jxf+ex^ :
ces coefficients une fois connus, il suffira de remplacer x par sa valeur 8.1415926586, dans l'équation (5). pour trouver son loga-
rithme y, avec une exactitude d'autant plus grande, que cette équation contiendra un plus grand nombre de coefficients.
Nous allons faire voir, maintenant, comment la formule (3) peut remplacer, avec avantage , le procédé simple , mais laborieux , que nous venons d'indiquer. Soit u = f(x) une équation entre les variables u et x, telle que u devient
lorsque x se change en
•r 0 , a? 0 H-A, x 0 -h%h, x a +nh :
on p ourra regarder u 0 , u,, etc., comme les ordonnées M o P 0 , M,P X , M 2 P.,, etc., des n points isolés M„, M,, M,,...M„ (fig. 8), dont les abscisses x a , x 0 + h, x 0 -+ 2A,.....r 0 -4-nA, seront représentées par AP 0 , AP,, AP, , ...AP„. La relation entre l'ordonnée u n d'un point isolé quelconque M n , et u 0 , sera exprimée par l'équation (3) en fonction de w 0 , de l'indice n, et des différences W,U l = i« 0 , M, H, — M,H, = a'm 0 , etc. Si nous posons
x 0 -+- nh = x'— AP„,
il en résultera
nh = x' — x 0 = IÏ> n — Â"P 0 ==A'; d'où » = et la formule (8) devient , en désignant u„ par «', ... , A'- A'(A'-A) a A'(A'-A)(A'-2A) ,
A la rigueur, elle ne convient qu'aux points tels que M 0 , M,, M a , etc., pour lesquels ^-est un nombre entier; mais si l'on regarde »' comme une ordonnée générale, ét x' = A', comme l'abscisse correspondante, l'équation (6) pourra être considérée comme celle d'uue courbe continue M (l M t M,...., assujettie seulement à passer par les points M oî M,, M a , etc., et, jpar conséquent, elle se vérifiera pour les valeurs fractionnaires de^-,qui correspondront à des points de la courbe, autres que M oî M,, M 2 , etc. La courbe dont il s'agit est une parabole du degré n ; car il est évident que l'équation (6) renfermant toutes les différences jusqu'à l'ordre », cette équation est du n me degré en A', et, par conséquent, du même degré en x'.
§1-44. Pour appliquer la formule (6) à l'exemple mentionné au § précédent, nous remarquerons que le tableau (4) donne
au 0 = + 0.0013809057, = - 0.0000048769,
^ Uo = -+ 0.0000000277 , i*u<, = - 0.0000000003 ;
et comme
on obtiendra
h'-îh
SA
avec ces valeurs, on trouvera pour m',
Prenons un second exemple, qui nous sera fourni par les tables elliptiques. On trouve qu'à l'angle du module 0=15°, répond le logarithme vulgaire de l'epsilon complet E ,
- log.E = 0. 188 689 625 530,
et ces mêmes tables donnent , pour différences successives ,
à log. E(15°) = - 0. 000 099 288 552, A'Iog. E(15°) = 0. 000 000 654 834, A 3 log. E(15°) = - 0. 000 000 000 101 ,
l'angle 0 croissant par dixième de degré. Supposons que l'on veuille avoir le logarithme de l'epsilon complet correspondant à l'angle du module 0=15° 3S=15°.05 : nous ferons
j0"6' ' h ~ je»' ;
doit
_ = + 0 . 8 , -• . — — 0.1», -.___ + o.eM.
— Alog.E(IS°)=: — 0. 000 049 619 276,
A 3 log.E(15°)=-+- 0. 000 000 081 854, a 3 Io C .E(15*)=- 0. 000 000 000 000 625.
A retrancher de log. E(15°) — . . . 0. 188 639 628 530, la quantité 0. 000 049 537 422 ,
il reste: log. E(15°,3') = . . . 0. 188 640 088 108.
Ces exemples suffisent pour faire voir comment on interpole les tables à simple entrée.
§ 145. Les diverses valeurs que prend une fonction de deux variables, produisent un assemblage de séries , formant une table disposée comme celle que Ton attribue à Pythagore. Voici, pour exemple, une table qui résulte de la fonction
u = 5 -f- ar 7 -h 2tfy 3y\ Pâleurs de x.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
etc.
rte.
de.
«te.
etc.
C'est là une table à double entrée, parce que pour en designer un terme particulier , il faut donner le numéro de la colonne verticale qui le contient , et celui de la bande horizontale. Nous écrirons ces numéros , en indices au bas de la lettre désignant la fonction : ainsi u min dénotera l'état général d'une fonction de x et de y; u Q , 0 la valeur qui répond à x — x Q , y — y 0 ; w 3)î celle qui répond à x<=x Zl y=y 4 , etc. ; ce qui produira le tableau suivant :
Pâleurs de x.
Considérée séparément , chaque bande et chaque colonne de ce tableau forme une série, dans laquelle le rang d'un terme quelconque ne dépend que d'un seul indice, savoir m pour les termes d'une même bande , et n pour ceux d'une même colonne. Les différences de ces termes se prennent donc comme à l'ordinaire ; mais il faut distinguer celles que produit la variation d'un indice, de celles que
produit la variation de l'autre ; et pour cela , on écrit au bas de la caractéristique a , celui des indices qui varie. Ainsi
- " » * m »m+i t n — = A >«,n » etC. ;
Si dans la formule (S) , on change n en m, et qu'on écrive t*„, 0 à la place de w„ , on obtiendra
•*«,o = W n,o H" -yA m f»,„ 0 H ^2 A ««*o,«^ A m W o,o H- etc.
Pour étendre ce résultat à telle bande horizontale qu'on voudra, il suffira de substituer au second zéro qui tient la place de », le numéro de la bande. On exprimera, par exemple, u lu ) au moyen des quantités w 0(3 , A m M 0>3 , A*M 0t3 , etc. , relatives à la quatrième bande; et, dans une bande quelconque , on aura
m m(m— 1) . m(m— 1)(m— 2) 5 "«,»=»„,„ yiJ' + — ^«o,,, + A m t* 0 ,„ •+■ etc.
Mais , «n considérant à part la série des valeurs contenues dans la première colonne , on aura aussi
n n(n — 1) a n(n-1)(n-2) , «o 1H = M o,«+ |-A,.«„,o + -^~ i A> 0 , c + — a> 0 , 0 h- etc. ;
et, si l'on substitue cette valeur de w 0i „ dans l'équation qui précède, on tombera sur les expressions
A m (A.fO> A *(Vo,o), Am(AÎli.,.),
dont la dernière dénote q diflerentiations par a , relatives à l'indice n, suivies de p diflerentiations relatives à l'indice m, et peut être abrégée en l'écrivant sous la forme \ p *^ w 0 ,o : au moyen de quoi il vient
fw,„„ 4 =Wo,o-*--y \ l «o,«H 1 2 --A m W 0 ,o-+ A m U 0 ,o-4-etC.
n rwn i+i wi(m— \)n 3-4-1
''•î^ tt M+ n V« , 21 m,« "o,o-+-etc.
-4- etc.;
,„«„,. + etc.
formule qui exprime le terme général de la table, par le premier terme u„, 0 et ses différences partielles, qui se forment de la manière suivante :
Les termes du tableau , considérés dans chaque bande en particulier (c'est-à-dire pour une même valeur de n), donneront, par le procédé qui nous a fourni le tableau relatif aux cubes (§ 142) , les nouvelles séries
etc.
etc. , répondant à
A m Wo.3 >
Si Ton retranche maintenant la première de ces séries , répondant à n=0 , de la deuxième , qui répond à n=l ; puis celle-ci de la troisième , et ainsi de suite , il est clair que les restes exprimeront des différences par rapport à n, et qu'on aura, suivant la notation établie,
A l+l ttoo,
Wo,o j
etc. ,
répondant à n = 0;
etc.,
etc.
Retranchant encore ici la première ligne de la deuxième, la deuxième de la troisième , et ainsi de suite, les restes seront des différences secondes par rapport à n, savoir :
a *« 0 ,o , a ' ( + a m O)0 , etc. , répondant à n = 0 ;
(10) { a> 0)I , A^> 0tl ,etc, n=l;
etc
En effectuant , sur ce dernier groupe , les mêmes soustractions de lignes que sur les précédents, on formera des différences troisièmes par rapport à n, savoir :
A*t* 0 o , etc. , répondant à n =0 ;
On poussera cette manière d'opérer jusqu'où il sera nécessaire : rassemblant ensuite les termes relatifs à w 0 ,o » qui composent la première ligne de chaque groupe, on aura toutes les différences indiquées dans la formule (7).
§ 146. Si Ton voulait appliquer ce procédé au premier tableau du § précédent , il faudrait commencer par former les séries (8). On a
d'abord :
Quand n = 0 ,
Valeur* de u ......... 5 6 9 14 etc.
Différences premières .... 1 3 3 etc.
» secondes 2 2 etc.
» troisièmes 0.
Quand n = 1 ,
Valeurs de u 8 U 16 28 etc.
Différences premières 3 5 7 etc.
» secondes 2 2 etc.
» troisièmes 0.
Quand n = 2 ,
Valeurs de u 17 22 29 38 etc.
Différences premières 5 7 9 etc.
>. secondes 2 2 etc.
troisièmes 0.
Quand n = 8 ,
Valeurs de u 32 39 48 59 etc.
Différences premières 7 9 11 etc.
il secondes 2 2 etc.
troisièmes 0,
et ainsi de suite: de manière que les séries (8) ont, pour valeurs numériques,
5, 1 , 2, 0 . . . répondant h n — 0 ,
Les valeurs numériques des séries (9) se déduiront de celles-ci , et Ton trouvera
3 > 2, 0 repondant 5n = 0,
De ces dernières, l'on déduira les valeurs numériques des séries (10), savoir :
6,0 répondant à n = 0 ,
et si l'on voulait pousser l'opération jusqu'aux séries (1 1) , on trouverait zéro pour résultat.
Il suit de ce qui précède, que dans cet exemple on a
a> 0 , 0 =6, A '+> oo=0 ,
et
fonction qui devient identique avec celle qui a servi à former le tableau , si l'on remarque que les variables x et y ont précisément les mêmes valeurs que les indices m et n.
§ 147. Pour faire servir la formule (7) à l'interpolation des tables à double entrée , considérons, dans l'espace , un assemblage depoinls M, M', M", etc., tels que l'un quelconque M de ces points, ait pour ordonnée u nun , ses abscisses étant # m et y n . Si l'on suppose
• r . — #„ = — — #3 — x * — etc. = h ,
yt — yo = y, — y l = y i — y, = etc. = a ,
on aura , en général ,
d'où , en désignant x m et y n par x et y ,
En remplaçant m et n par ces valeurs dans l'équation (7) , celle-ci pourra être regardée comme l'équation d'une surface , dont les coordonnées courantes seront x\ y', et u m>n que nous dénoterons part*'. Cette surface sera assujettie à passer par les points 1VI , M', M", etc. , puisque ses coordonnées courantes x', y', u', admettent pour valeurs toutes celles de x my y„, w m)rt , qui répondent à des valeurs entières de m et de n. U s'ensuit, que la simple hypothèse d'une loi de continuité entre les x', y' et u\ de l'équation (7), suffira pour changer cette équation , qui ne représente qu'un nombre indéfini de points isolés, en celle d'une surface continue. C'est à quoi l'on parvient, en admettant qu'elle se vérifie pour des indices fractionnaires, ou, en d'autres termes , en admettant que x' et y' sont susceptibles de tous les degrés de grandeur imaginables. Posant donc, pour abréger ,
• r '— = y'-yu = *';
d'où
h' et h! devront être considérés comme admettant des valeurs quelconques, entières ou fractionnaires, et la formule (7) sera transformée en
11 h A " U ^-MÛr A »> U ^ HMJSh
k' kh' k'h'(h'-h) a+I
+ 1 *" U » lh -JUr^^n «o,o+ etc.
Jfe'(*'-*)(*'—2Jfc) _
§ U8. Il nous reste à faire voir par un exemple , comment on peut appliquer la formule précédente à l'interpolation des tables elliptiques :
Soit proposé de trouver la fonction dig.(c, ^,), dont l'amplitude est tf— 54°.45', et dont l'angle du module est 0 = 60°. 15'. On tire d'abord de la table générale des digamma [Traité des fonctions elliptiques, tome II , page 343) , les données suivantes :
Valeurs de 0.
co.
Regardons 0 comme x m et f comme y„ : nous aurons
Par les différences prises dans la première ligne verticale , on trouve
Mo o = 1.06018 2905, a„ Wo , 0 = 0.02461 1435, 4> 0)0 = 0.00030 6598 , a> 0)0 = 0.00000 7432.
Par les différences prises dans la deuxième ligne verticale , on trouve
m i o = 1.06346 3234, ^n^i.i» == 0.02485 7725, aX i0 = 0.00032 2486.
Combinant ces résultats avec les précédents , on en déduit
Par les différences prises dans la première ligne horizontale , on a
w 0 0 = 1 .060 1 8 2905 , A m u 0 , 0 = 0.00328 0329 , aU 0 ,„ =- 0.00001 5205 , A^ Mo ,o = — 0.00000 5860. Par les différences prises dans la deuxième ligne horizontale , on a
« =1.08479 4840, a m M 0(1 = 0.00852 6819, *lu 0il J=- 0.00001 3219.
Retranchant aU 0 ,o de A> 0 „, on aura le terme a]£> 0 , 0 , qu'on trouvera égal à - 0.00001 8219 + 0.00001 5205 = 0.00000 1986. Cela posé, si l'on se borne aux différences du premier ordre, on aura
dig.(c, ? ) = u 0>0 + 1 * m u^ -h * A,».,. = 1.07946 15685 : ajoutant les termes du second ordre , savoir :
_ii'«xi A ,+ 'tt, 0 - L A » Uoo= 0.00001 88617, il viendra
dig.(c, f ) = 1.07948 04252.
Enfin , ajoutant encore les termes du troisième ordre
= — 0.00000 05411, on aura , plus exactement ,
dig.(c, ? ) = 1.07947 98841.
La méthode des modules croissants a fourni à Legendre , pour valeur de la même fonction ,
dig.(c, f )= 1.07947 98929;
mais il ne faut pas se dissimuler que l'interpolation donne rarement des résultats aussi exacts que dans cet exemple. Il peut même arriver, qu'en tenant compte des différences troisièmes, on obtienne un résultat moins exact qu'en les négligeant j ce qui aura lieu lorsque la correction qu'on aurait tirée des différences quatrièmes , surpassera celle qui provient des différences troisièmes. En général , l'usage le plus ordinaire des tables elliptiques à double entrée, sera de faire
trouver la valeur des fonctions , avec quatre ou cinq décimales seulement; et pour cela , on n'aura besoin que des différences premières , que Ton pourra toujours prendre à vue.
§ 149. Passons maintenant à la construction des tables elliptiques: La méthode la plus avantageuse pour la construction de ces tables , nous parait être celle que les astronomes connaissent sous le nom de méthode des quadratures mécaniques. Voici comment elle est exposée par M. DePontécoulant, dans sa Théorie analytique du système du monde (tome II, page 105):
Soit y une fonction quelconque de x, et
ce que devient successivement cette fonction , lorsqu'on suppose
x = 0 , x = x , x — 2 a , . . . . r = nx :
désignons par Ay c , Ay t , etc., les différences finies de ces quantités prises deux à deux ; par A*y u , A 'y, , leurs différences secondes , et ainsi de suite; en sorte qu'on ait
(y— yo=±y v , ^y,— Ay 0 =A*y 0 , A 'y,— A'y^A^y,,
(WMsr.-y^y. > A y>- A y«— *'y. . A 'y — *'y.=* 3 y. .
on en conclura généralement , comme au § 142 ,
(U). y,— yo-*-^y 0 -*- t 2 ^y 0 ^ — Al y«+«^.;
formule qui sera très-convergente, si les différences Ay u , A a y 0 , A 3 y 0 , etc., décroissent avec beaucoup de rapidité.
Cela posé , on peut regarder y = /*(.r), comme l'équation d'une courbe parabolique , dont y représente l'ordonnée et x l'abscisse. Cette courbe passera par les extrémités des ordonnées équidistantes y 0 , y t , etc., et l'on aura d'autant plus de facilité pour la tracer, que ces ordonnées seront plus rapprochées : y n dénotera l'ordonnée qui répond à l'abscisse quelconque x = nx , et Jy n dx sera l'aire indéfinie comprise entre la courbe et l'axe des x. Si dans l'équation (14), on substitue à la place de n sa valeur ^ , on aura
x x(.v — a) x(x — x)(x — 2jc)
y „=„„ + - iy „+ __,. yo + ______ V+e .c.
Multiplions cette valeur par dx y et intégrons-la depuis ar=0 jusqu'à x=a : l'expression résultante sera celle de l'aire comprise entre les ordonnées y 0 et y,. On trouvera, de cette manière,
i*'* - i4 A V. - ™^o- ^A^-etc.].
De même, pour l'aire comprise entre les ordonnées y x et y aî on aura
* V, H AVi — — A a y, -I- ~i Vi i 4 v, h A 5 y, — etc. t
et ainsi de suite
En prenant donc la somme de toutes ces valeurs , pour l'aire totale comprise entre les ordonnées y 0 et y n , il viendra
fyàx = a (y c h- y, y, h- -+- y«-i)
2( A yo-^Ay, + Ay a + -*-Ay„_.)
etc.
On a d'ailleurs
A y D -+- A y t -+- A y> ■+■ ay„-i=y,,— y 0 <
A 2 yo-*- A 'y.+ A:, y>-+- H-A'y«-r= A y«— A y«>
etc. :
l'expression précédente devient donc
fydx — a Uy 0 -+-y,-t-y a -H -+-y„-i -Hy,,)
Sx,
— etc.
§1ôO. La détermination des différences Ay n , A'y n , etc., qui entrent dans cette formule, dépend des quantités y n+I , y„-4- a , etc. 7 tandis qu'on n'est supposé avoir calculé ces ordonnées que depuis y 0 jusqu'à y„. Ce serait un inconvénient pour la pratique ; mais on peut l'éviter, en donnant une autre forme à cette expression. Pour cela, remarquons que des équations (13), on tire les séries suivantes, dont chacune doit être censée continuée jusqu'à l'infini :
ay„ =^y n -^^yn-^^y n -i -»- etc., * a y» = i'yn-*-*- 2. ±*y„-3+ 3. A 4 y—4+ elc - » Aî y„ = * 3 y«-i-»- s. ^y*-*-*- 23 ^y*-»-*- etc -»
etc ;
d'où l'on peut conclure généralement
A'y„ = A<y„_ f -t- tAH-i y,,,,., * ' a'-m y n _,_, etc.
Si l'on substitue ces valeurs ( qui ne dépendent plus que des quantités y„, y„_, , etc. ) dans la formule (15) , on aura
y^rfjr = «(|y 0 + y i H-y a ^- -H y„-i + iy„)
19jt / 3 1 *
Le premier terme de cette série représente , comme il est facile de le voir , la somme des petits trapèzes compris entre les ordonnées y©» yn'*" y ni somme qui approchera d'autant plus de l'aire de la courbe parabolique , que les ordonnées seront plus rapprochées , et leurs variations plus petites.
§ 151. Si Ton désigne par U A le premier membre de la formule (15), U„ représentera l'intégrale jydx prise entre les limites y c et y lt . Dénotons par U„^_, la même intégrale entre les limites y u et y, M , ;
pour déduire IW.de U n , il suffira de changer neon+1, et l'on aura
— U a = | (y„ y „+,)-- -jl ( Ayi|+I _ Ay J
-»' (* W. - A'yJ - (A 3 y«-4-. - A»yJ
d'où Ton tire , en réduisant ,
*[*. + - ïï* ■*• -7ÏÔ 4 + TëÔ 4 f«- etC t
§ 152. Supposons, par exemple, que l'on veuille construire des tables de la fonction upsilon , pour tous les degrés de l'angle du module et de l'amplitude : ayant posé
on aura
/ » rf y ep..(c, ? ) y l/|-c'«n.', y
eps.(c, v )
=y, #=arc y , a=arcl«-,
t/l — c sin.'y
eps.(c,0°) cps.(c,l°)
l/l-c'sin.'O" !/l— c'sin.'l
cps.(c,2°)
y 3 , etc.
c'sin. a 2»
On commencera par construire une table de la fonction y, pour tous les modules, depuis y 0 jusqu'à y g5 , afin d'avoir A 3 y : on calculera ensuite la fonction T de degré en degré , au moyen de la formule (17). Seulement , lorsque l'amplitude ? ne sera que d'un petit nombre de degrés , cette formule ne sera pas suffisamment convergente. Dans ce cas, on aura recours soit à la formule (19) du § 66, que l'on peut toujours rendre applicable par des calculs de bissection , soit aux méthodes d'approximation exposées aux chapitres XI et XIV.
Nous avons vu au § 66 , qu'à la rigueur il ne faudrait calculer les upsilon que depuis y=0° jusqu'à y=arap.^5^ } puisqu'il est facile de déduire ï amp.( D — p ) de ï amp./>. Mais si la fonction T amp./?, que nous supposons connue, répondait à un nombre exact de degrés , ce n'est, que par hasard qu'il en serait de même de la fonction Tamp.(D — p). Ainsi, au delà de la limite amp,^), on ne pourrait faire procéder la table de degré en degré, que par des interpolations, plus laborieuses peut-être que le calcul direct de la fonction. Quant à l'upsilon complet ï amp. D , sa valeur s'obtiendra par la formule
Tarap.D — £DE — $ log.o,
qui , jointe à la formule
ramp.(D — p) = Y amp.p E(£D — p) -+- log. ,
pourra servir à vérifier les résultats obtenus par le calcul direct.
§ 153. Il faut remarquer que tous les éléments nécessaires pour calculer la fonction y, sont donnés par les tables elliptiques. En effet, la fonction epsilon a été calculée par Legendre, pour tous les degrés de l'angle du module et de l'amplitude, et le radical V 1 — c a sin. a ç> — d 7f ? > se déduit de cette même fonction avec beaucoup de promptitude , au moyen de la formule
du
— h = âu — £a'm-4- Ja 3 m — i A 4 « -4- etc. ,
que nous démontrerons au § suivant.
Voici un exemple de la détermination du radical au moyen de la transcendaute epsilon , pour le cas où
? = 1 0° , c = V~l = sin . 45°,
valeur du module qui nous permettra de faire usage de la table II de Legendre , qui procède par demi-degrés. Nous ferons observer que les différences secondes et troisièmes de la fonction epsilon sont négatives, et que nous avons désigné par u l'epsilon de 10°, et par h l'arc de 0°.o, dont la valeur, en parties du rayon, est 0.00872 66462 6.
Type du calcul.
au = 0.00865 72774 41 iA't»= 0.00000 84400 35
Somme. . . . 0.00866 07174 76 $A 3 tt = 0.00000 01058 69
Différence. . . 0.00866 06116 07 = N.
En employant les logarithmes vulgaires ,
log. N = 3.93754,85 log. h == 8.94084 71
Différence . . . T.99670 14
= log.V^l — c a sin.'y.
Vérification.
21og.sin. 10° = 8.47934 04 log. 2 = 0.80102 99
Différence 8.17831 05 = log.sin.'r
log. sin.t> = 9.08915 52 log. cos. v = 9.99670 14
= log. l/l — c a sin. 3 ?.
§ 154. Voici à peu près comment M. Lacroix (Traité élémentaire de calcul différentiel et de calcul intégral) démontre la formule
(18). . . . ~j~h s= ^ u — ^ A m -h ji m — etc. :
A l'aide du théorème de Taylor, le développement des différences d'un ordre quelconque , pour une fonction quelconque , s'obtient sans difficulté. On a premièrement, en faisant f[x)=u, f(x-*-h) — f(x)=.iu,
du h <Tu h" dhi /t 3
lu = — • — h • 1 • 1 etc. ,
dx 1 dx' 1.2 rfr 3 1.2.8 '
et si, dans cette équation, on met successivement An, a 3 m, a 3 w, etc., au lieu de u , on formera les expressions
d\u A d'àu A 1 &sh A 3
A 7 u = • — h • — -i- ♦ -i- etc. ,
dx 1 dx* 1.2 dx* 1.2.3
A M = — • ~ H — - -4- CtC. ,
dx l dx' 1.2
</a 3 m A A 4 W _ — - — r etc. ,
dx 1
etc. ,
au moyen desquelles le développement de chaque différence se déduit de celui de la précédente. On obtiendra d'abord
a "m = • 1 • h • -4- etc.
dx' I c£r 3 1.2 dx* 1.2.3
dhi A 3 dhi A 4
~7~7 * *+- ~T~, ' etc -
dx 1 2 ri** 2.2 d 4 u A*
— • — -f- etc. ;
rf.* 4 2.8
et , en général ,
A', A", etc., désignant des coefficients qui ne dépendent que de n. Cette équation devant subsister pour toutes les formes que peut prendre la fonction w, elle conviendra nécessairement au cas où u = e Jf ; mais alors ou a »
du du d^u dx dx' dx 1
àu = e x+h — ei* = e x (e h ~ 1), ± >u = e*+*> (e'<- 1 ) - e*(e*— 1 ) = (t*+* -e»)(e*- 1 ) = e*(e*- 1 )\ A »» = c*+ A (c*— 1 ) 1 - e*(c*— 1 )•= e r (e* — 1 ) 3 ,
substituant cette valeur de a"m, dans le premier membre de l'équation (19), et celles de ^ , ^ , etc. , dans le second , on obtient
(e A — 1 )" = A" -4- A'A«+' •+■ A"A«-+-» etc. ;
d'où il suit que les coefficients A', A", etc., doivent être les mêmes que ceux du développement de (c''~ 1)", puisque l'accroissement A doit demeurer indéterminé.
On sait d'ailleurs que
e x = 1 -4- — h h h etc. ,
et il suit de cette formule , que
^A du h du' A a du* A 3
e < ^ x = I h • — i • i • 1- etc . ,
+ dx 1 + djr' 1.2 1.2.3
(20) .. + - I « - • r - ^ • — h- ^ • j 2 g + etc.
Si , maintenant , on transporte les exposants des puissances de du à la caractéristique d, le second membre de l'équation précédente deviendra
du A d°u A a d 3 u A 3
— • — h • — ■+- - • etc..
dx 1 dr J l.*2 ^ ^ 1.2.3
et sera la même chose que au : on aura donc l'équation symbolique
dit
(21) su = — 1 ,
et , en général ,
en observant toujours de transporter à la caractéristique d, les exposants des puissances de du. Cette dernière formule se vériGe sans peine, par la comparaison de l'équation (19) avec l'équation (20), dont on élève les deux membres à la puissance n, si l'on remarque que nous avons démontré que les coefficients numériques de A, dans le développement de a"«, sont les mêmes que ceux du développement
de (e 7 ' — 1)", et les mêmes , par conséquent, que ceux du dévcloppe-
ment de (</'' — 1 )".
§ 155. De l'équation (21) on tire
du
—h = log. (1 -+- au) :
dx
Lagrange a encore reconnu que cette équation serait vraie , si clans le développement de log. (1 -4- aw) , on transportait les exposants de Au à la caractéristique a ; ce qui donnerait l'équation (18), en prenant X = <f.
Au lieu de s'arrêter à démontrer ce cas particulier , M. Lacroix prouve qu'en général
^A^log^l-f-Att),
en changeant Ai* a , ai* 3 , etc., en A a u, a 3 w, etc., ou bien
— A"=ul«g.»(l H-A),
sans rien changer au développement.
Il est visible que la question revient à déterminer les coefficients différentiels , -j-, etc., en fonction des différences successives de «, et que pour cela on a des équations de la forme
A"tt= — — A" h- A A"+«-hA"- h»+> •+■ etc.,
dx n dx n ~+- 1 dx"-*-*
d n +*u tf"-*- 2 t*
a»+'m= h n +* h- A'. A»+» etc.,
dx n+t dx"+ 2
dn+*U f
A A"+ a -4- etc. ,
fan-*-»
etc.,
dans lesquelles les coefficients différentiels ne montent qu'au premier degré : on peut donc faire
(23). . A n = A"M-^B'A'H-'M-f-B"A«-*- ï U-f-B" / A'»+3M-f-etC.
dx n
On obtiendrait facilement la valeur des coefficients inconnus B', B", B'", etc., par l'élimination successive de
— A» H , /*»+* , etc. :
mais , puisque l'équation hypothétique (23) doit avoir lieu quel que soit m, elle subsistera encore lorsqu'on y fera t*=e x ; ce qui donnera
quelle que soit la valeur du nombre entier s l'on trouvera , par conséquent,
(24) . . h n = (c* - 1 )"-+- B'^'— !)»+«-*- B"(e*— 1)»+* -f- etc.
Pour mettre en évidence l'identité des deux membres de cette équation , il suffit d'observer que
(25) A-=log.»(l +e*-l):
or, le développement de log.(l + 1) suivant les puissances de e* — 1, qui est
eh- 1 _ ± (c A_ 1)' + 1)5 - i(e*— 1)« h- etc. ,
étant élevé à la puissance «, deviendra comparable à la série
(e*—l)" -f- B'(c*—l)«+i -4- B"(e*— 1)»+» -f- etc. ,
dont les coefficients numériques B', B", etc., seront, par conséquent, déterminés. Si Ton écrit àu à la place de e A — 1 , et ^"A" à celle de A n , dans les équations (24) et (25) , celles-ci coïncideront avec les équations (23; et (22) , en transportant, comme nous l'avons dit, l'exposant à la caractéristique a.
En faisant, pour abréger, e 7 ' — 1=*, et développant
(a— §* 3 — i a 4 h- etc.)"
suivant les puissances de a, on obtiendra les valeurs de B', B", etc.
§ 156. Nous n'entrerons pas dans de plus grands détails sur la construction des tables elliptiques. On peut voir , soit dans le tome III des Exercices de calcul intégral, soit dans le tome II du Traité des fonctions elliptiques , l'exposition des méthodes employées par Legendre , pour calculer ces transcendantes avec tout le degré d'approximation que peuvent donner les grandes tables trigonoraétriques de Briggs. Dans aucun autre ouvrage, peut-être, on ne trouvera des exemples de calculs numériques , dirigés par des formules aussi propres à abréger le travail , et exécutés avec un aussi grand degré de précision.
CHAPITRE XVI
Réduction de quelques intégrales aux transcendantes elliptiques.
§ 157. La nature des fonctions elliptiques étant connue et approfondie , il importe de ramener à ces transcendantes , le plus grand nombre d'intégrales qu'il sera possible. Comme la multitude en est infinie, nous nous contenterons d'indiquer, d'après Legendre, quelques-uns des cas principaux où cette réduction a lieu.
T. On peut réduire aux fonctions elliptiques l'intégrale
Pdx
Vx+èx*-\- yx k ■+- <fx G
dans laquelle P est une fonction rationnelle de x.
Car si l'on fait x*=z, on pourra supposer P = M-f-N Vz , M et N étant des fonctions rationnelles de z , et l'intégrale proposée deviendra
%J V 'az+Qz'' -+-ys :i -t-cte 4 J V ' a.-\-$z-\-yz -t-cte 3
dont les deux parties sont comprises dans les fonctions elliptiques. II. Toute formule
Vdx
dans laquelle P est une fonction rationnelle de x f peut se ramener aux fonctions elliptiques.
Car on peut toujours faire P = Mh-Njt, M et N étant des fonctions rationnelles paires de x. Considérons la partie
Nxdx
si l'on fait i^a Sx 1 -*- yx* = z ; ce qui donne
V / C l — Âxy 4- 4ys
il est clair que, par la substitution de la valeur de :r% Njh£t ne contiendra d'autre radical que Kfi" — \xy-\- Âys* : donc, toute la difficulté se réduit à intégrer une quantité de la forme
dans laquelle Q est une fonction rationnelle de s 4 . Quant à la partie
Va. -\-Qx-\- yx k
si l'on fait ]/ x+Sx*-*-yx*=xy , on aura
— £ -4- V kxy -4- 4 xy*
dx %x*y*dy
Vx h- Cr a -4- r-î" 4 Ktf a — 4*y-4- 4*y 4 par où Ton voit que la transformée en y, contiendra une partie rationnelle , et une de la forme
Ry'rfj?
Vr—kxy +Âxy*
R étant une fonction de y 4 : donc , la formule proposée est toujours réductible aux fonctions elliptiques.
IV. On peut réduire aux fonctions elliptiques la formule
fVdx{a -\- Cr -4- yx* -+- Sx 3 )^ ,
P étant une fonction rationnelle de x.
Cette réduction peut se faire de plusieurs manières : et d'abord , si l'on fait Tune ou l'autre des suppositions
Va. -4- Cx -4- yx '' dx 3 = -+- z , V x -4- Cx •+• yx' -f- dx* == XV ê ■+- s,
la transformée en z sera comprise dans les fonctions elliptiques. On peut aussi faire disparaître, à volonté, le coefficient a ou le coefficient d sous le radical : il faut faire, pour cela, x=m+y , ou x—m+- -, et prendre pour m une racine réelle de l'équation a-4-£M»-4-'y/n*-4-«fm 3 =0. Supposons qu'on ait fait disparaître de celte manière d: alors, on fera a •+- Sx ■+■ yx* = a 3 ; ce qui donne
^ C -4- V — kxy h- Âyz*
sr
et , en substituant cette valeur dans la formule proposée , toute la difficulté se réduit à intégrer une différentielle de la forme
Qdz
V 'C — hzy-\- Ayz*
Q étant une fonction rationnelle de z.
V. On peut réduire aux fonctions elliptiques la formule
Vdx
y a -4-/3^-4- yx* -4- dx % -+- yx* -4- /3x 5 -4- ax*
P étant une fonction rationnelle de x.
Car si l'on fait x*-*~ 1 — xz , cette formule deviendra d'abord
Px~~ *dx
Vc{z? — %z) H- 0(V — 2) -4- yz -4- d
ensuite, comme on a #= *3±||/*' — 4, cette valeur étant substituée dans P, le résultat sera de la forme M rb Ni/s^T , M et N étant des fonctions rationnelles de s. De plus , on a
x — 1 — x*Vz — 2 ,
<lonc , toutes les substitutions étant faites , la formule proposée sera composée de deux parties, Tune de la forme f^^/ ^ ^" a»J 1 Z étant une fonction rationnelle de s, et Q désignant le polynôme a(s 3 —3z)-+-&{z'' — 2)-t-r* W; l'autre étant de la formey === ,
Z' étant aussi une fonction rationnelle de z. Donc, la transformée en z sera intégrable par les fonctions elliptiques. VI. On pourra intégrer de môme la formule
Vdy
V yy 1 ■+■ cfy 4 ■+■ yy 6 -+- Cy 8
P étant une fonction rationnelle de y.
Car si l'on fait P = M-t-Ny, M et N étant des fonctions paires de y, et qu'on appelle 1\ le radical , la partie rentrera dans le cas précèdent, en faisant a = 0 et y " = .r. L'autre partie ■ ^' - , se réduit pareillement aux fonctions elliptiques, en faisant y 1 = x.
VIII. Soit proposée la formule
Q étant une fonction rationnelle paire de sin. <p, et m étant plus grand que l'unité.
Pour ramener cette formule aux fonctions elliptiques , soit d'abord m = : on voit que a doit être la plus grande valeur de y. Soit
donc sin. ? = sin. a sin. <p , et c = sin. a : la transformée sera
J V\- c'sin.V et Q deviendra , par la substitution , une fonction rationnelle paire de sin. <p ; de sorte que la formule proposée sera ramenée aux fonctions elliptiques.
X. Soit proposée la formule
-fi
f+g cos. y h sin. ' dans laquelle f, g, h, sont des constantes , et Q désigne une fonction rationnelle de sin. f et de cos. y.
On fera d'abord s = 2i-+-»î, et on prendra l'indéterminée tn, de manière que tang.«t=^: alors la quantité f-\-g cos. ?-t-Asin. y, deviendra de la forme ar a = /"±<jr'sin. a r< , et l'on aura
Qdf = (M -+- Nsin.^cos.-^cty , M et N étant des fonctions paires de sin.*. La partie KJ '- sin ^ cos ^ peut être rendue rationnelle, en remplaçant sin.f par sa valeur en x: ainsi, il ne restera à intégrer que la différentielle ■> et il est évident que celte intégrale ne dépend que des fonctions elliptiques. XI. Si l'on a , plus généralement,
J j/(^H-/3cos. ? -t-ysin. ^H-^cos. J ? -+-esin.ycos. î >-t-Çsin. , ? ) '
Qétantunc fonction rationnelle de sin. f et de cos. y, onferalang.| r =a; ce qui donnera
2s \ — z> îdz
et la transformée en s ne contiendra qu'un radical sous lequel la variable ne passera pas le quatrième degré : elle sera donc généralement réductible aux fonctions elliptiques.
XII. Soit
ix -+■ Csin. v ' r ) l/y h- /sin.'p
Q étant d'abord une fonction rationnelle paire de sin.? t si Ton fait
tang. r = m tang.f , m étant une indéterminée, on aura
m* sin.'ii _ wicty
sin.> =—r-T-— —77, <*? =
m J sin. £-+-cos. a ^ ' f/t'sin. 3 ^-*- cos.^
et la transformée sera
/InQdp J RR' '
dans laquelle on a pris
IT == sin.> cos.*^) C »n a sin.> , R"=z r (»M*sin.'4» cos.'f) -+- âm* sin.'<p.
Soit «mV , ou m" = , on aura R'R' 1 = A -+- Bsin.^ 1
A et R étant des coefficients connus, et l'intégrale sera réduite à la forme
mQrlp
fy
|/À-»-Rsm. V
dans laquelle Q sera une fonction rationnelle de sin. a ^/ : ainsi elle sera ramenée aux fonctions elliptiques.
Celte solution suppose la quantité cc(x-\-C) positive : si elle ne l'était pas, non plus que <y[y-\- à) qui pourrait la remplacer, on ferait simplement sin. ^=^; ce qui donnerait
s* Qdx
et cette formule , où Q peut être supposée une fonction rationnelle de x f est ramenée au cas 1 er , dont nous avons indiqué la solution.
On peut même supposer que Q est une fonction rationnelle quelconque de sin. ? et de cos. y : alors Q se réduira toujours à la forme Q'-*-Q" V l—x s , dans laquelle Q' et Q" seront des fonctions rationnelles de x, et l'on aura
z= /- + r ( *' dx
J V 1 — x\Vx+Gx\ l / y+^' 1 J V a+Sx\V?y+dx* intégrales qui rentrent toutes deux dans les méthodes connues.
INOTES.
NOTE PREMIERE. , Voici un exemple de ces développements : Soit la fraction proposée
/°Qc? ? p Asin.^-f-Bsin. 4 ?-*- Csin. 2 ? -f- D J A ~~ J Esin. 8 ? H-Fsin. 6 ? 4-Gsin. 4 f -hHsin.^
en posant , pour abréger ,
il viendra
Asin. 6 ^-+- Bsin. 4 y-i- Csin. 9 ?-t- D
asin.'y-f- Csin. 4 ?-*- ysin. 6 p-t- cJsin. 8 y Égalant le dénominateur l-*-asin. a y-t-esin. 4 9-t-etc., au produit des quatre facteurs
1 h-h' sin.> , 1 Wsin.'y , 1 +»"' sin.*? , i -*-n" sin.'? , on aura, pour déterminer les coeflicients inconnus n', n", n'", n lr , les relations
n ' + n" + n'" + n" = *, «V'+»V'V»V v +w'W'Vn'W v -*-n"'n IV = C, »'»"•"'+ n'n"n lv -f- «V'V V + n"n"V v = y,
»VVV T = rf; ce qui fait voir que ces quantités sont les racines de l'équation
n 4 — an 1 •+- Sti 1 — yn -+- f= 0.
Si deux de ces racines, n' et n" par exemple, étaient égales, on poserait
À sin. 6 ^-+-B sinA-t-C sin. a ?+D lH-Asin. 3 ^-t-^sin. 4 ^-t-rsiu. 6 f+^sin. 8 y A' B' C D'
" (lH-n'sin.%) 1 1-t-n'sin. 9 ? 1 +n"' sin. a y l -t-n ,v sin. a ^ ' et l'on déterminerait les coefficients A', B', C et D', par les procédés connus.
NOTE II
Fagnani , géomètre italien d'une grande sagacité , a prouvé le premier que la courbe nommée letnniscate , jouit de cette propriété singulière , que ses arcs peuvent être multipliés ou divisés algébriquement, comme les arcs de cercle , quoique chacun d'eux soit une transcendante d'un ordre supérieur. C'est le premier exemple où l'on ait fait servir la théorie des fonctions elliptiques, à la démonstration d'un théorème de géométrie.
La lemniscatc (fig. 9) a pour propriété caractéristique, que le produit des rayons vecteurs MF, MF', est égal au carré de l'excentricité AF=e. En désignant l'abscisse Al' par x, et l'ordonnée MP par y , on trouve aisément , pour équation de cette courbe,
à laquelle on satisfait en posant
x = j/2 e cos. y V 1 — £ sin 1 ? , y = esin.y cos. y,
et l'élément ds de la courbe a pour expression
V\ — J-sin. 3 ?
intégrant, et faisant e = 1 , on aura
s = dig.(V/ï,
ce qui prouve que tout arc de Icinniscate peut s'exprimer par un digamma, dont l'amplitude dépend de la grandeur de cet arc , mais dont le module est constant et égal à V \* Ainsi , l'arc de lemniscatc ne peut représenter la fonction dig.(c, t.) , dans toute sa généralité.
Observons que dans le premier quart BMA de la courbe, la valeur de y s'étend depuis zéro jusqu'à f = £x : ainsi, ce quart sera égal à D(V £). Dans le second quart ADE , la valeur de - f s'étend depuis ? = h* jusqu'à f = ?r ; dans le troisième EGA , depuis -j — t jusqu'à ? = |t ; et enfin a\ans le quatrième ACB, depuis - r — \* jusqu'à f — 2t.
Lorsque M. Gauss publia (en 1801) sa célèbre découverte de la résolution des équations binômes, il annonça que sa méthode pouvait s'appliquer également à la division en parties égales de l'arc de lemniscate ; mais* cet habile géomètre n'a jamais fait connaître son analyse. M. Libri , qui a si dignement remplacé Legendre à l'Institut, a résolu ce problème par une méthode nouvelle, aussi simple qu'élégante, mentionnée dans le Journal de M. Cretle, tome X, page 167. Etant parti des équations qui servent à la multisection de la lemniscate, il a montré que, par la nature môme de leur formation, ces équations sont décomposables en plusieurs facteurs rationnels , chacun desquels sert à la division de la courbe en un nombre dînèrent de parties; et il a prouvé que, dans chaque facteur, les racines ont entre elles un rapport donné. A l'aide de la méthode par laquelle Lagrange a résolu les équations à deux termes, il est parvenu à résoudre complètement les équations, dont toutes les racines peuvent s'exprimer rationnellement par une seule d'entre elles ; et à abaisser le degré de l'équation proposée, lorsque ses racines ont entre elles des rapports donnés, sans qu'on puisse cependant les ramener toutes à être des fonctions d'une seule. Le lecteur qui désirerait de plus amples détails sur la multisection de la lemniscate , pourra encore consulter un mémoire d'Abel , publié dans le journal précité , tome IV, page 131 .
Legendre a cherché à représenter en général, la fonction dig.(c,- r ), par un arc de courbe ; mais ses tentatives ne nous ont pas semblé heureuses, car il n'est parvenu à résoudre complètement le problème, qu'en employant une courbe transcendante, dans laquelle l'amplitude <f et l'arc s, ont entre eux une relation géométrique encore plus difficile à saisir que dans la lemniscate. En considérant les fonctions elliptiques comme des secteurs , dont l'angle est précisément égal à l'amplitude y, nous avons eu* l'avantage de justifier la dénomination d'amplitude appliquée à l'angle > r ; et même celle de fonctions elliptiques, en général, puisque les courbes algébriques par lesquelles nous avons représenté ces transcendantes, se construisent avec facilité au moyen des rayons vecteurs d'une ou de deux ellipses données (g 16, 28 et 50).
NOTE ni.
Le principe de la différentiation sous le signe y, dont il est question dans le texte , peut se démontrer de la manière suivante : Soit x une quantité indépendante de x, et
u = Jf{v, *) dx :
quand x se change en x -f- dx , /( x, x) devient f(x, a) dA ' dx, et l'on a
équation qui donne , en effaçant les termes égaux dans les deux membres, et en faisant sortir da. du signe J\ce qui est permis, puis-, que x est indépendant de x),
d) * /SCËiiU.
a* J dx
U est évident que ce résultat serait encore vrai, si au lieu de Tinté-
grale générale ff{x ,x)dx, on avait l'intégrale définie J f(x , x) dx, a et b étant des constantes indépendantes de x. * Soit maintenant
u= Jf(*, *)dx,
a et b étant des fonctions de a : la formule (1) prendra une forme moins simple, et deviendra
du S*df.[x t x) , y db da
Pour le démontrer, désignons par f,(x, a) l'intégrale générale j*f{x , a) dx : nous aurons , par la notation mène ,
Différentiant les deux membres de cette équation par rapport à x , il viendra
mais
d'où
db — —-dx, da = — dx ; dx dx
et, par conséquent ,
du _ df t (b,x) df^a.x) ^ df,(b,x) db <//>,*) da dx dx dx db dx da dx
Or , en vertu de la notation f t (x, a) =■ J*f{x , x) dx , on a
if,(b,«) df,{a,a) d. dJY(x,*)ds
et, en vertu du principe exprime par l'équation (1), on peut écrire , en regardant a et b comme des constantes absolues ,
dx dx
substituant donc à toutes ces quantités leurs valeurs, dans l'expres-
sion précédente de on trouve pour résultat la formule (2).
dx
NOTE IV
M. Gudermann , professeur de mathématiques à Munster, qui parait avoir fait de profondes recherches sur le même sujet, regarde comme impossible. la réduction générale des kappa circulaires, à des fonctions de deux arguments. Voici les paroles de ce savant :
« In application i bus analyseos ad geometriam , imprimis sphœri- » cam et dynamicam, rarissime incidimus in intégrale quod sit naturœ
hyperbolicœ (kappa logarithmique), fréquent issimè verb incidimus * in integralia quœ sunt cyclicœ (kappa circulaires). Incidit et ipse n Cl.' nus Jacobi in errorem (si vera refert Legendre , "2 me supplément , > page U2, nam hanc illius affirmai ionem alio non inveni loco) , si )> existimavit functiones quœ cyclicœ sunt naturœ , ac eas quœ hyper- » bolicœ sunt, in forma reali reduci posse ad functiones duorum tan- ■ tùm argumentorum. » (Journal de M, Crelle, tome XIV, page 1G9.)
NOTE V
Dans le chapitre XIV du Traité des fonctions elliptiques, Legendre indique une autre manière de parvenir à cette équation. Après avoir trouvé entre les fonctions complètes D et E , la relation
il ajoute : « D'après l'équation (1), on peut, pour la première ap- » proximation, faire E = 1 ; ce qui donnera d.(cD) = ^-= et, . par conséquent , cD = £ Mais, dans le môme cas , on
> a c — 1 — : donc, la première valeur approchée de D, est D = log.Q). » Or, si l'on écrit au lieu de c sa valeur approchée 1 — £o% la fonction complète D devient
négligeant le carré de b vis-à-vis de 2 et de 4, on trouve D = log.m ; résultat bien éloigné de la vérité.
L'erreur de l'illustre géomètre que nous venons de citer, provient de ce qu'il n'a pas complété l'intégrale de l'équation d(cD) = j-~ , par une constante arbitraire ; ce qui eût donné
D(c) = log. I^j -+- const.
On ne peut déterminer cette constante en faisant c=0, car la valeur approchée de D que l'on cherche, ne doit se vérifier que pour des valeurs de c très-peu différentes de l'unité : d'un autre côté , si l'on prend c = l , la fonction complète D devenant infinie , ainsi que Iog. (J^ i la constante reste indéterminée.
Pour lever cette difficulté , nous ferons remarquer que si l'on passe du module c au module c', on aura b' < 6, et , par conséquent, a fortiori
comt. ;
\u i d'où
D(c') - D(c) = log. - - log. - = Iog. - •
Mais , en général , D(c') = ( l -»- c) D(c) (§ 78) : donc
D(c') - D(c) = d)(c) = Iog. i .
Remplaçant c et b\ par leurs valeurs approchées (§ 88)
il vient simplement, en négligeant vis-à-vis de 2 et de 4 ,
D(c) = log*
NOTE VI
Landen, géomètre anglais, a démontré que tout arc d'hyperbole peut être exprimé par deux arcs d'ellipse (*). Cette découverte mémorable se déduit aisément de la dernière équation mentionnée au § 90.
L'équation de l'hyperbole étant
Si Ton prend cette courbe comme dans la Ggure 1*% de manière que son axe transverse 2a soit égal au double de l'excentricité A/ = c de l'ellipse debe , tandis que son axe imaginaire 2C égale 26 , on aura
Introduisant un angle auxiliaire ?, tel que y =b 7 tang. ? , cette équation donne pour x la valeur
x = V 1 — c' sin. a c
COS. f cos. y
par conséquent
rfy = f-, </* = cef = ^ a'-c'cos.\);
COS. y \COS.' f ) ACOS.'y
d'où
A 3 COS. 4 y
donc, si l'on appelle U l'arc d'hyperbole fu, dont l'ordonnée extrême nq = y=z oHang. ^ , on aura
J \ cos.'y
(•) Philosophical Transactions, 1773. Mathematical Memoirs, by Jolm Landen. 1780.
Remplaçant y^-^-^ par sa valeur trouvée au § 43, on obtiendra
U = A tang. ? — cps. (c , fc a dig. (c, y) :
substituant à o'dig.(c, ?) sa valeur rapportée au § 90, cette expression devient
U = a tang. <? -+- eps. (c , f) — 2(1 c) cps. (c', y') -t- 2c sin. ? . Nous allons prouver : 1° Que la quantité a tang. y n'est autre chose que la tangente nk, terminée par la perpendiculaire Ak abaissée du centre sur cette tangente. 2° Que la quantité c sin. y est une moyenne proportionnelle entre kg et nk.
Démonstration.
1» Y — aX-t- 0 étant l'équation générale d'une droite, on sait que la longueur de la perpendiculaire abaissée de l'origine des coordonnées sur cette droite, est exprimée par y^ç^ 5=5 A ** * on dénote par xety les coordonnées du point n , qui est à l'hyperbole , l'équation de la tangente à cette courbe sera
(1) c'Yy — b*Xx = — 6V ;
d'où résultent pour x , 0 et AÀ- les déterminations suivantes :
(2) .* Ak = — — — •
v J chf b*x*
On a de plus An = a? 1 -t- y 1 ; d'où
WÂ; = y" — Ak — x" H- y'
réduisant au même dénominateur , il vient
— 3 cVy a -f- c 4 y* -4- © 4 j? 4 -4- i 4 jr'y a — c 4 0 4 w ^ = — tt - ; *
chf -+- 0 4 a: a
Mais , en vertu de l'équation de la courbe , on a
c 4 y 4 + fc 4 * 4 — o V' = 26 V j?y :
ainsi , la valeur précédente se réduit à
— * cVy' i 4 *y 25 V#y xy
Mettant au lieu de x et de y leurs valeurs et b* tang, y, on obtient enGn ?
= A tanft.v.
Cl i
2° On a visiblement gk*=Ag — A* . Pour trouver A<jr, il suffît de faire Y = 0 dans l'équation (1); ce qui donne X ou Âj=| : et comme Ah' est donne par 1 équation (2) , on trouve , après réduction ,
-r' o 4 c 4 c k \f c 4 sin. , J ;cos. 5 î >
multipliant cette valeur par celle de nk , on obtient finalement
V gk X nk = c sin. y.
On peut remarquer qu'en vertu de l'équation (3) , la ligne gk représente la quantité algébrique égale à la différence des arcs d'ellipse BM et AN dans la figure 5 (voyez le § 85).
NOTE VII
L'équation (12), linéaire en k, est généralement d'un degré trèsélevé, quand on y prend pour inconnue le modulée; maison lève sans peine celte difficulté, en recourant à la formule
b = hP sin.*£ l sin. 4 £ 3 ... sin. 4 éy,_ a
du § 1 18, qui fera connaître le complément de c. Si l'on se proposait de calculer numériquement la valeur de c ou de k, ce qu'il y aurait de plus avantageux , serait de faire usage de la relation transcendante =jt>^(§ 117), en saidant de la table des digamma complets. Dans le cas où l'on voudrait obtenir une approximation plus grande que celle que comporte cette table, la méthode qui nous paraît la plus expéditive, est celle qui porte le nom de règfe de fausse position. Elle peut se démontrer de la manière suivante : Étant proposée une équation quelconque
on peut regarder a comme ce que devient $ dans l'équation à deux variables y = /*(.r) , lorque y=0 : en d'autres termes, on peut re-
garder a comme l'abscisse du point m , où la courbe , caractérisée par y z=f(x) y rencontre l'axe des x.
Cela posé , considérons deux points m et m" , très-voisins du point m t l'un au-dessus et l'autre au-dessous de l'axe des x : si l'on fait passer une droite par ces deux points , il est évident que l'on pourra regarder l'intersection de cette droite avec l'axe des x, comme sensiblement la même que celle de la courbe avec cet axe. Ainsi, l'abscisse de celle intersection donnera la valeur de a avec une approximation , d'autant plus grande que les points m' et m" seront plus rapprochés.
Soient maintenant x\ y', x" ', y", les coordonnées des points m' et m" : l'équation de la droite en question sera
et si l'on fait Y = 0, on en déduira
yV'-y*V
Pour appliquer cette formule à l'équation proposée /"(a)=0, on substituera successivement dans cette dernière , au lieu de a, des valeurs numériques arbitraires x' et x" , qui rendront le second membre respectivement égal à y' et à y" ; en ayant soin toutefois de prendre x" , tel que y" et y' soient de signe contraire , afin que la véritable valeur r=ûi, se trouve comprise entre x' clx". Ayant déterminé la valeur de X par la formule précédente, pour la substituer à son tour dans l'équation proposée, le signe du résultat indiquera si a est compris entre x' et X, ou entre X et x". En continuant de la sorte, on resserrera indéfiniment les limites de a.
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