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PREFACE
Jacques Bernoulli, dans son œuvre posthume ('), a introduit, par une méthode parfaitement élémentaire, la suite infinie des nombres rationnels, devenus plus lard célèbres dans l'Analyse sous le nom de Nombres de Bernoulli^ et le géomètre suisse a calculé les cinq premiers de ces nombres.
Euler(^), une vingtaine d'années après Bernoulli, a trouvé de son côté les nombres de Bernoulli, évidemment sans connaître la découverte de son compatriote. La méthode d'Euler, savoir l'étude de la formule sommatoire qui porte son nom, est aussi parfaitement élémentaire.
L'immortelle Introductio (') d'Euler donne les valeurs en décimales des coefficients rationnels a„ qui figurent dans la formule
de w = I jusqu'à /i = i3, mais l'illustre géomètre n'a pas observé que la partie essentielle et apparemment irrégulière de ces coefficients a„ est précisément formée par les nombres de Bernoulli.
(•) Ars conjectandi, p. 97 ; Baie, 1718.
(') Methodus generalis summandi progressiones {Comme ntarii Petropolitanœ, t. 6, 1739).
{*) Introductio in Analysininjinitorum, dirl. 168; Lausanne, 174^'
Mais une dizaine d'années plus tard, Euler(*) a déchiffré les énigmes des coefficients susdits en retrouvant, pour la seconde fois, les nombres de Bernoulli comme la partie essentielle des coefficients des séries de puissances qui représentent les fonctions trigonométriques méromorphes
coto^, lang^, -; >
et cette fois il reconnaît expressément la priorité de Bernoulli, car il dit :
«... vnde isti numeri, qui ab Inuentore Jacobo Bernoullio vocari soient Bernoulliani. . . »
Or, cette belle découverte d'Euler a été fatale pour le développement de la théorie des Nombres de Bernoulli, parce que sa grande autorité a poussé les géomètres à appliquer presque exclusivement dans les recherches sur ces nombres rationnels des méthodes tF'anscendantes.
En effet, on a généralement rattaché les nombres de Bernoulli aux fonctions exponentielles et trigonométriques, de sorte que les résultats obtenus se présentent comme des conséquences des identités contenant de telles fonctions. Et l'on a si parfaitement oublié la formule récursive
appliquée par Bernoulli, dans son calcul des nombres Bn Hj, B3, B4, B5,
(') Inslilutiones calculi differentialis^ \u 420; Pelrograd, 17.55.
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que l'on attribue généralement à Moivre et à Jacobila formule susdite, selon que n est pair ou impair, et Ton dit ordinairement que Moivre a trouvé la première formule récursive pour le calcul des Nombres de Bernoulli!
On a même poussé si loin la méthode transcendante qu'on s'en sert pour déduire, par des procédés assez compliqués, des formules récursives qui ne sont autre chose que des conséquences immédiates de la formule fondamentale de Bernoulli
pn+\ pn „ (_ ^y-\ / n-\-i
obtenues en attribuant simplement à p des valeurs spéciales, par exemple p = 2,4. C'est simplement pour mettre en pleine lumière l'absurdité de ce procédé que j'ai développé, dans le Chapitre YIII, un si grand nombre de formules de ce genre.
Or, il faut remarquer expressément que plusieurs des plus belles découvertes concernant les Nombres de Bernoulli sont obtenues par des méthodes parfaitement élémentaires, ce qui a lieu par exemple pour les formules récursives incomplètes de von Ettingshausen (') et pour le théorème fondamental de von Staudt (-). Mais ces géomètres distingués ont prêché dans le désert, parce que l'on a appliqué, jusqu'à notre temps, la méthode transcendante.
Il est, à ce point de vue, très regrettable que Gôpel ('), en mentionnant le Livre de von Ettingshausen, ne dise rien sur les formules intéressantes que contient cet Ouvrage; autre-
(') Verlesungen uber hohere Malhematik^ t. I, p. 284-285; Vienne, (*) Journal de Crelle^ t. 21, iS/Jo; p. 872-374. (*) Archii' de Grunerl^ t. 8, i843; p. 65.
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ment on n'aurait certainement pas prêté à von Seidel (*) et à Stern (') l'honneur d'avoir découvert les premières formules incomplètes de ce genre, un demi-siècle après la publication du Traité élémentaire de von Ettingshausen.
Et c'est la même chose pour beaucoup d'autres résultats concernant les Nombres de Bernoulli; citons par exemple les formules récursives incomplètes d'une forme entièrement différente, trouvées par van den Berg ('). Le Jahrbuch (*) ne cite aucun résultat exposé dans le Mémoire très remarquable du géomètre hollandais.
Généralement on peut dire que la plupart des géomètres qui se sont occupés des Nombres de Bernoulli n'ont pas étudié assez attentivement leurs prédécesseurs, ce qui amène des conséquences assez curieuses.
On lit, par exemple, dans un compte rendu de feu M. Lampe (^) :
« DieallgemeineHerleitung derFormeln, durch welcheSf und S^S/tS/... als lineare Ausdriicke verschiedener S^ (*) dargestellt werden, hat Réfèrent im Journal fur M athematik 84,
p. 270-272 gegeben Der Verfasser des vorliegenden
Aufsatzes hat offenbar weder dièse Verôffentlichungen noch andere auf den Ge^enstand beziigliche kennen gelernt ».
Or, Cette juste critique retombe en quelque mesure sur son
(') Sitzungsberichte der Miïnchener Akademie, 1877, p. i64-i65.
(*) Beilràge zur Théorie der Bernoullischen und Eulerschen Zahlen {Mémoires de la Société de Goettingue, 1878).
(') Verslagen en mededeelingen der Koninlijke Akademie Amsterdam, 1^ série, t. 16, 1881 ; p. 69.
(*) Jahrbuch ûber die fortschritte der Mathematik, t. 13, 1881;
(») Ibid., t. 38, 1907, p. 3 14.
(•) Les S/ sont les sommes de puissances.
auteur lui-même, parce que Lucas (') a publié, trois ans avant Lampe, un développement de la forme susdite du produit de deux sommes de puissances S,„(p) et S„(/>) (^).
En me décidant à développer plus amplement ma théorie sur les nombres de Bernoulli et à écrire un Traité sur ces nombres célèbres, je m'étais proposé de consulter aussi soigneusement que possible la littérature mathématique pour résoudre des questions de priorité. Les cas ci-dessus mentionnés de von Ettingshausen et de van den Berg prouvent assez la nécessité de ces constatations.
Or, la guerre m'a empêché de mener à bien ces recherches, parce que nos bibliothèques ne possèdent qu'une partie assez modeste de la littérature scientifique nécessaire pour la résolution satisfaisante des problèmes que je viens d'indiquer.
C'est pourquoi je prie Messieurs mes collègues d'excuser si je ne rattache pas leurs noms à des développements qu'ils ont donnés. Une telle omission signifie simplement que je n'ai pas pu constater avec sûreté leur priorité d'auteur des développements en question.
Quant à ma théorie élémentaire des Nombres He Bernoulli, on voit que ses fondements sont les polynômes symétriques, ou, ce qui est la même chose, l'équation fonctionnelle
OÙ /(oc) est un polynôme du w'*"* degré, méthode élémentaire qui est beaucoup plus fondamentale que la méthode symbolique, développée notamment par Lucas ('), parce qu'un
(*) Nouvelles Annales, 2« série, t. ik, 1875, p. 492.
(*) Le Jahrbuch, l. 7, 1876, p. 127, ne mentionne que le cas particulier m^zn.
(') Voir notamment Annali di Matematica, 1" série, t. 8, 1877, p. 56-79.
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polynôme symétrique donne immédiatement des résultats concernant tous les nombres B„, E„, T„.
La guerre a aussi beaucoup retardé la publication de l'étude présente, et je saisis cette occasion pour adresser mes remerciements à nos deux fonds scientifiques, la Fondation Carlsberg et la Fondation Rask-Oersled; sans les secours que j'en ai reçus la publication de mon Ouvrage aurait été retardée indéfiniment.
NiELs NIELSEN.
Copenhague, le 21 novembre 1922.
I. — Polynômes identiques
L équation algébrique du degré n
f{r) — a„.r'' 4- a,a"'->-(-. . . -t- a,,.r"-P-h. . . -h a„-ix -4- «„ = o
1 identique, pourvu qu'elle soit satisfaite par une valeur quelconque de r.
Cette délinition adoptée, il est évident que l'équation susdite est l(Mitique, pourvu que fous les coefficients Up s'évanouissent,
savoir :
a^)— ai — a-.
Or, il est très facile de démontrer que ces conditions suffisantes sont nécessaires aussi. A cet effet, supposons que les n -+- i nombres fiiK'Iconcpies mais inégaux
satisfassent à l'équation (i), nous aurons les // + i équations
«0 ^1 -4- «1 a" ' -H. ..-+-'''« I a, -f-c7„=o. Uo a" H- flja'^'"' -4- . . . --!- r/,,_ I y.., -i- a„ — c,
(4) ] «0 a;; -+- aja;; ' H- . . . -h '/„_i ol„ -h a„ —
linéaires et homogènes par rapport aux coefficients «j,, équations qui représentent évidemment une condition nécessaire pour (pu; l'équation (i) soit identique.
Cela posé, il est évident que le déterminant des équations linéaires (4) est différent de zéro, parce qu'il est égal au produit de tous les facteurs de la forme
de sorte que les équations (4) entraînent nécessairement les conditions (a); c'est-à-dire que nous avons démontré les deux théorèmes suivants :
I. Véquation algébrique {\) est identique^ pourvu que tous ses coejfficients s^ évanouissent^ et seulement dans ce cas.
II. Une équation algébrique du degré n est identique^ pourvu qu'elle soit satisfaite par n + i valeurs inégales de l'inconnue.
Les deux polynômes entiers
(5) y(r) == rty.r"-!- a,3-"-i -+- . .-4- «;,_,. r^ a„,
(6) (fi^.r) = 6o.r/'-l- /^i a?/' ' -^. . .~i- 6y, iX-^-b/,
sont identiques, pourvu que l'équation algébrique
f(cr) — '^(.r) = o
soit identique, définition qui donnera immédiatement les conditions suffisantes et nécessaires
De plus, nous aurons cet autre théorème :
HT. Deux polynômes entiers par rapport à a;, du degré n au
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plas^ sont identiques^ pourvu quils soient égaux pour ii -\- i valeurs inégales de la variable x.
Nous avons encore à démontrer, comme application directe des développements précédents, le théorème suivant :
IV. Soit F(./) un polynôme donné du degré n, et soient
/o(r\ f,(.r\ /,(.r), ..., f,Ax)
n -h 1 polynômes donnés^ tels que f,,{x) est toujours du degré p^ il est possible de déterminer uniformément les n -\- \ constantes
de sorte que l'équation algébrique
■ I'" f'('-) = yofn(-r) + a,/"„_i(.r) + ...+ a„_,/,(T)-f-a,,/o'a')
soit identique.
En effet, posons pour abréger
I 1) F(ar) = Ao -V -+- At ar"-' -+-. . .-f- A„_ 1 x -+- A„,
nous aurons par conséquent
• t l'équation identique (10) donnera
équations qui déterminent successivement les coefticients a,,. On trouvera par exemple
An .
\alcui' qui est dillerentc de zéro.
II. — Formule de Taylor
Sdii
I / ' ) = a,, J-" +- a, J7" ' t- . . . -H rt.,a^" /' -i-. . . -(- a„_,x -4- rt„
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un polynôme entier du degré n par rapport à x^ et soit h un nombre quelconque, nous aurons le développement
où nous avons posé pour abréger
(3) l.fu>\x)= 2 {"'~')asX"'P-^ (lûp^n).
De plus, nous posons, à cause de l'uniformité des significations,
(4) /^'>Ux)^f(x).
Quant à la démonstration de la formule (a), il est évident que la puissance hP qui figure dans /{a: -\- li) provient seulement des termes
ao(.r + /t)", a|(.r + /i/'-i, ..., n ,i_,,(x -h /i)'\
et la formule binomiale donnera immédiatement, comme coefficient de hP, l'expression qui figure au second membre de (3).
La formule (2) est due à Brook Tajlor ( ' ),
Les poljnomes entiers
définis par la formule (3), sont désignés comme les dérivées des ordres
de /(^), prises par i^apport à x. Dans nos recherches suivantes nous écrirons souvent
J /W')(.r)=D/'/(^r) -!'./;■./( .r), i /(.r) = Doy(.r)=Do./(x).
On trouvera, par exemple, en vertu de (3),
(') Methodus incrementorum direcla et inversa, p. ii-'iô, Londres, 1717-
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Soit a uTW constante par rapport à x, la formule binomiale donnera immédiatement, en vertu de (2),
(8j DP(j:-h a)" = n{n - i).. .(n —p -h \){r -ha)" i> (if/'^«);
de [)lus, nous aurons
(9) ^\v['ifir)\^af{T),
(10) D^JXax) =aj-{ax),
où f'{ax) désigne la valeur obtenue de f'{y)i eh j introduisant}' = ax.
Appliquons ensuite, sur /"'^ (j--)- /*)? 1» formule de Tajlor, il" résulte, en vertu de (3),
Gela posé, remarquons que les dérivées d'une constante sont toutes égales à zéro, nous verrons, en vertu de (7), que les dérivées d'un ordre plus élevé que n, prises d'un poljnome entier du degré n, s'évanouiront.
Soit maintenant 'f{x) un poljnome entier du degré p par rapport à X, et soient « et 6 des constantes quelconques, la formule de Taylor, appliquée sur la fonction
af{x) -h h (Dix)
donnera immédiatement
(12) D^' [af{.r) ^ b c?(x)] = af^o'^x) + 6 <?"")(cr),
c'est-à-dire que l'opération D^ est distributive.
Etudions ensuite la fonction J{x) 'f{x), la formule de Taylor donnera
(i3) f(a:-hh)<f(x + /.)^ 2 /|L>i[/(^)?(^)|;
multiplions maintenant la formule (2) par le développement correspondant
h , h"- hi>
^{x -^ h) — '^{x) -\ -o{x)-\ j-^ {x) ■+-. . .-\ j o'/''(ar),
puis cherchons, dans ce produit, le coefficient de la puissance /i'".
il résulte la formule importante •
(•4) iynri-■)^(.r)\ = ^("^)\yi!-^/iT)l^t.o(:r),
qui est un cas spécial d'une formule générale due à Leibnip (^). Soit par exemple m= i, nous aurons, en vertu de (14)5
Appliquons encore l'identité évidente
nous aurons, en vertu de (a),
formule qui est un cas spécial du théorème IV du paragraphe 1, savoir
III. — Des zéros d'un polynôme entier
Soient
(1) ai, a2, a3, a„
des nombres complexes quelconques, le produit
(•>-) fi a-) ={x--a.^)yx—7.,)...(-r-^jin)
est toujours un polynôme entier du degré n par rapport à x. Posons pour abréger
(3) /(^) = ^"^ UiX" ' -f-. . .-f- a^a-''-/'-r-. . . ^ «„_, j-+ a,„
il est bien connu que
est la somme de tous les produits possibles formés de p facteurs, pris sans réitération parmi les a„j.
(') Mathematische Schrijten^ t. III, p. ^!^l, publiées par C.-J. Gerliardt.
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On tpouvera par exemple
Regardons maintenant les n poljnomes du degré n - \ :
. ) f'Ax) ^ —— — (v = I, •>.. 5, . . ., n),
[)osons
■■ I f^{x) — r"-i -H ày^x"-'^ + . . . ^- a'^,^x" /'-' h- . . . -f- a'^L^ x -+- «'Jl, rt, par définition particulière,
l'identité évidente
fix) = {x-7.,)/^(x)
ilonnera immédiatement
qui nous conduira à des résultats essentiels dans la théorie des ■ i[uations algébriques.
En effet, multiplions respectivement par
I, ^v, .... ^'i, ..., ar-, oli; \
les équations
valables pour i p 'i n et tirées directement de (8), puis additionnons toutes les formules ainsi obtenues, il résulte
''9 ) (t'//' = "/;+ «/, 1 ^v-f-. . .-1- OiyJ'i'^ -+- a('.
Gela posé, introduisons les sommes des puissances semblables
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des nombres ay,, savoir
(10) s,n= a'," -+- y.'!' -i- . . . ■\- l'iW puis posons, dans (9), successivemenl
nous aurons, en ajoutant toutes les équations ainsi obtenues,
(11) «',,'' -H «//'-+-...-+- «^"'= n(if,-\- ay,_iSi + . . .+ rt,i/,_, + 5/;.
Soit jt> = //, la somme qui figure au premier membre de (1 1) a, en vertu de ( ^ ), la valeur zéro. Quant au.cas général, où p est supposé plus petit que /^, la somme en question est évidemment une fonction entière et rationnelle, symétrique par rapport aux nombres a^,; c'est-à-dire que nous aurons
où k est un positif entier, facile à déterminer.
En effet, remarquons que cip et «|^' contiennent respectivement
produits à p facteurs pris parmi les n nombres a.ç, il résulte
ce qui donnera •
k = Il — p,
et nous aurons finalement, en vertu de (11),
(12) s,,-^ a^Sj^^i -1- a-^Sj,-,-^ . . .-h aj,-iSi-i-/ia,,= o,
OÙ il faut supposer 1 ^p^ 11.
Soit ensuite/? >> //, savoir p z= m-\- n, la formule (2) donnera
d'où il résulte, en posant
puis, ajoutant les n formules ainsi obtenues,
(13) *^,H- rt,5/,_,-|-. . .+ rt„ l,v^-,,^_l + «,,.yy, „= o (p^n).
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Les (Ieu\ formules (12) et (i 3) sont ducs à Newton ( ' ).
Soit maintenant /(jc) un poljnome quelconque du «'*''"• degré par rapport à x, on démontre dans l'Algèbre qu'il existe toujours n nombres
savoir les racines de l'équation algébrique
/(.r) = o, de sorte que
OÙ k désigne une constante par rapport à x.
Supposons que la formule ( i4) se présente sous la forme
où 'f (a) yé o, le nombre a est une racine multiple de l'ordre p de l'équation algébrique y(ic) = o, ou un zéro multiple de l'ordre p du poljnome entier /(a:^).
Cette définition adoptée, les formules (8) et (i 5) du paragraphe II donnent, en vertu de (i5),
remarquons ensuite que le dernier facteur qui figure au second membre a, pour x = a, la valeur
il résulte le théorème suivant :
I. Un zéro multiple de V ordre p du polynôme entier f{x) est un zéro du (p — jy«'"« ordre de la fonction dérivée f {x).
IV. — La fonction tp(n) d'Euler
Soit n un positif entier, décomposé en facteurs premiers comme suit :
(0 n=p'[^iy^^p'!^:^...p';r.
(') Arithmetica Universalis (De transmutatione œquationum).
lO PREMIERE PARTIE. — DES CLASSES DE POLYNOMES ENTIERS.
nous .avons à déterminer le nombre o{n) des positifs entiers plus petits que n et premiers à n.
A cet effet, remarquons que les deux positifs entiers g et np -f- q, où p désigne un positif entier quelconque, sont en même temps premiers à n ou non, il est évident que le nombre des positifs entiers, premiers à n et situés entre les deux multiples pn et (/>+i)n, est précisément égal à ^{n). De plus, le nombre des positifs entiers, premiers à ?i et plus petits que pn^ est égal à /> ©(«).
Cela posé, regardons tout d'abord la puissance d'un nombre premier
l'ensemble des multiples dey;, égaux h n au plus, est
dont le nombre est précisément/?""', tandis que tous les autres positifs entiers plus petits que n sont premiers à n ; c'est-à-dire que nous aurons dans ce cas
(a) o(n)= p'^-p't 1 = /j«-' (p-i) = „(^i- ly
Considérons ensuite le positif entier
(3) 'H = piyy.^'....p';.r
contenant r — i facteurs premiers, puis supposons
(4) ^(ni)=p'!^-Hp2-i)p",^-Hps-f)--.p"/(Pr~^),
il est évident, en vertu de (3), que la formule (4) est applicable pour r = 2.
Remarquons maintenant que les nombres
Pi, 2/^1, J/?i. .. , — pi
Pi
représentent l'ensemble des multiples du nombre premier y>), égaux à n au plus, remarquons ensuite que le nombre de ces multiples qui ne sont divisibles par aucun des nombres premiei's
/'2, P3, Pu, ■■■■ Pr
est précisément p'['~'cp(«,), il est évident que le nombre total des
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positifs entiers, premiers à n et égaux à n au plus, deviendra
<p(rt) =)0«. cp(/j, ) —y^^'i'i-» ç-(/;,) = /'',''"''/'! ^ i)?('«i)'
d'où, en vertu de (4),
0!i, ce qui est la même chose,
expression qui est de la même forme que (4); c'est-à-dire que notre formule est valable pour un nombre quelconque de facteurs premiers.
Ce résultat général relatif au nombre des positifs entiers, premiers à n et égaux à n au plus, est dû à Euler ( ' ).
Gela posé, nous avons à étudier d'un autre point de vue la formule (6). A cet effet, désignons par
les positifs entiers, obtenus en divisant n par r/ de ces facteurs premiers, ce qui donnera évidemment
désignons ensuite par
les produits correspondants des q facteurs premiers de n, nous aurons toujours
Ces définitions adoptées, il est évident que la formule (6) se prés«mte sous cette autre forme aussi
(Si cp ( /m - /«
(') Voir Commentarii Petropolitanœ, i.Vlll, 1760-1761 (1768), p. 74-104; Acta icademiœ Pelropolitanœ, 1780,11 (1784), p. i8-3i); Commentationes arilhmeticce, l. I, p. 274-28(3. Petrograd, 1849.
formule qui indique une règle très simple pour déduire de la suite
I, ■>., :i, ..., n l'ensemble des nombres
plus petits que n et premiers an.
Comme autre application de la règle susdite, posons
(10) S„, = a'," 4- y.'l' -+- af + . . . + a[J.',
(il) S,„ ( rt ) = I '" -t- -2 ■" -+- 3'" + . . . H- a'",
où a désigne un positif entier, nous aurons*, en vertu de (7) et (8), (19.) S,„=S„,(n)+^(-,)^ ^{rJiy''S,,,[n:;']l.
f/ = \ ' Vr^l )
Dans nos recherches suivantes nous avons à donner d'autres applications intéressantes de la règle susdite.
V. — L'opération A
S.. il
( i ) /( r ) — Oq .r" -+- ai .r" -•+...+ rt„_i x -4- «„
lin [)()ljnoine du degré n par rapport à r, la difierence du premier ordre dej'{x) est définie par l'expression
de sorte que nous aurons immédiatement, en désignant par a et b des constantes quelconques, tandis quecp(j?) est un autre polynôme entier,
( i ) l\rf/(.r) -^ b oiar)\ = a \/(.r) -^ b \ <f ( J");
(•"est-à-dire que l'opération A est distributive.
De la différence du premier ordre, on forme la différence du second ordre, à l'aide de l'expression
,-,) l\f(x) = lf(.r)-l/(x-i),
et ainsi de suite; de la différence de l'ordre p — i on forme celle du p'*™* ordre par l'expression
Cv\n posé, il est très facile de démontrer la formule générale
(|ui n'est, pour/? = i, autre chose que la définition (2). Supposons
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maintenant vraie la formule (i), puis posons a? — i au lieu de x^ nous aurons, en soustrayant les deux formules ainsi obtenues, et en appliquant la relation bien connue
une expression analogue pour A''+'/(j?).
Appliquons ensuite la formule
la formule (~) se présente sous cette autre forme
Posons pour abréger
(il) \^f(x)=/(.T),
nous aurons comme inversion de (7)
Sr=p
En effet, soit/? = i, la formule (12) est une conséquence immédiate de la définition (2); appliquons ensuite l'identité
^P~sf{r — s) = \i>--' ^i/(.r — s) 4- A''- V
tirée directement de la définition (6), la conclusion de n à n -\- 1 est évidente, en vertu de la formule numérique (8).
Quant à l'étude plus ample de la différence d'un ordre quelconque, du poljnome/(^), défini parla formule (i), nous développons, conformément à la formule de Taylor, la fonctiony (j? — 1). Soit
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il résulte par conséquent,
.< --/) — 1 ^'^^ V^ = «.- ,,_py = 2 ^-'>( n-p j"'—
d'où particulièrement
(i5) bo= na,,,
ce qui donnera
(i6j A"/iar) = /i!a„ = /(«)(:r),
de sorte (|ue nous aurons
Cela posé, je dis que les formules (•y) et ( 12) se présentent sous cette autre forme plus générale
( iS . A/'/. •'• ' =2 (- ' »^ (^ ) /' -^ - •' h
La généralisation susdite de la formule (7) est évidente, parce que les coefficients binomiaux qui figurent au second membre s'évanouiront pour .ç >/).
Quant à la formule (19), soit tout d'abord p = n, la formule en question peut être obtenue directement de (12) en y posant a? -h/? au lieu de x", soit ensuite p<Cn, les coefficients binomiaux qui figurent au second membre s'évanouiront pour s ^/>. Soit, en dernier lieu, p \> /i, les différences de f{x-\-s) s'évanouiront pour A- >■ //.
On déduira de la même manière ces deux formules plus générales encore :
où il faut supposer nidln.
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Dans le paragraphe \ III nous aurons à généraliser beaucoup la formule (22).
Posons pour abréger
(23) A,';,{r) = M'(x-^p)% nous aurons, en vertu de (^),
(24) ^y(^)=^(-'>^(^) (■'-+/>-*)", ou, ce qui est la même chose,
(25) ,\,'>(.T) = ^(-iy(P](x+p-s)" {m\^p).
Gela posé, nous aurons, quelle que soit la variable x.,
(26) X';,{x)^ii\
(27) cl,;U-r) = o (/>>«).
Soit X =■ o, nous posons pour abréger
(28) x;;=x;ho)= _^ (- g.(^/J^ (;, _ ^y,
s — o ce qui donnera
(29) A,';,{-p)^{-i)"^pA.'i,.
Les nombres .A," sont introduits dans l'Analyse par Euler (') et étudiés plus tard par plusieurs géomètres; nous nous bornerons à citer Laplace (-) et Grunert (').
L'introduction des rX"^ nous permet de donner sous forme simple l'expression explicite de la différence quelconque d'un polynôme entier. En effet, développons, conformément à la formule de Taylor,
(') Instilutiones calculi differentialis, p. 485-486. Petrograd, 1755. (^) Mémoires de V Académie des Sciences^ 1777 (1780), p. 99-122. (^) Mathematisclie Abhandlungen, p. 67-92. AUona, 1822.
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le terme somnialoire qui figure au second membre de (7), il résulte
introduisons ensuite, dans (j), les expressions ainsi obtenues, puis oidonnons d'après les /^''^{x), nous aurons
Introduisons maintenant, dans (3o), les développements
s= n—iii
puis ordonnons, d'après les puissances de x^ le résultat ainsi obtenu, il résulte finalement
u nous a\ons
posé pour abréger
Supj)Osons connus, dès à présent, les coefficients a^, , de la dilTéence \''J'{x)^ la formule (82) peut être regardée comme une foinule récursive pour le calcul successif des X'''^'i.
VI. — L'opération
Dans nos recherches suivantes," les opérations
jouent un rôle analogue à celui des opérations A/*, étudiées dans le paragraphe précédent.
On voit que l'opération 8 .est distributive; de plus, on trouvera
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ici les deux relations, inverses l'une de l'autre ••
,« = 0 S=ll
et il saute aux yeux que la première de ces deux formules se présente aussi sous cette autre forme
(5) oi>
La formule (3) se présente, en vertu des remarques faites relativement aux formules (';7) et (12) du paragraphe V, sous la forme plus générale
(6) ^"/(■'^)=^{^^)f(-r-s), {mlp),
tandis que la formule (4) n'est pas susceptible à une telle généralisation, parce que les expressions ùP J\x) sont toujours, quel que soit l'indice j3, des polynômes du degré n par rapport à x. Posons
(7) ^J\x) = bQX>'-{-bxX"-'^ + ...-^bn-\OC-\-b„, nous aurons, en vertu de la formule de Taylor,
bg=aq-{- ^ ^——!- ,
ce qui donnera
( bo — lao,
1^1 L'analogje de la fonction l", (a?), étudiée dans le paragraphe pré-
(' cèdent, deviendra ici
(9) A',\(x)^ùi'(x--^ /))",
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>avoir
ou, plus généralement,
Soit X = o, nous posons pour abréger
ce qui donnera
<l particulièrement pour /i = o
L'introduction des nombres A^ nous permet de donner, sous une lorme simple, l'expression explicite de ùPf{x)] la méthode appliquée dans le paragraphe précédent donnera, en effet.
Posons ensuite
(i6) li'J{x)=^'^p,s^"-',
il résulte finalement, en vertu de (13),
„) ?,,,JV(-.k(";:^')«,-,a;;.
Supposons donnés dès à présent les coefficients fjp,s de Bp/{x), la formule (17) peut être regardée comme une formule récursive j>()nr le calcul successif des A';.
VII. — Des coefficients binomiaux
11 est bien connu, depuis la naissance de l'Analyse moderne, (|iit' la factorielle
i i<)„Xx ) — x{x -h i){j: -1- 2) . . .(x -ir n — i),
I lùo(j-) = 1
joue, pour l'opération A, un rôle analogue à celui de la puissance x" dans le calcul difïerentiel, parce que nous aurons
(2) Aw„(a7)= nw„-,(.r) (nli).
Posons, comme ordinairement,
(3) oy„(a:) = Cf,x"-¥- C;,.r«-'-h. . . -I- Cf^x'^-l'-h . ..-4- C'^-^x,
les positifs entiers C(' sont les coefficients de factorielle du rang n ; nous aurons particulièrement
Dans nos recherches suivantes, nous appliquons le développement plus général
(5) w„(^-f-a)=VCf,{a)^«-*-,
de sorte que nous aurons
(6) C<>(a) = i, C;î(=t) -'"«(='), et de plus, en vertu de (3),
(7) Q,(o) = Cf, (o^sSn-i). ■
Cela posé, nous avons à étudier le coefficient binomial
.i-(.r — i)(j: — 2')...(jc — n-+- i)
( nil i),
et particulièrement, même pour a; = o,
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Cela posé, nous aurons immédiatement
ou, ce qui est la même chose,
(le plus, nous aurons, en vertu de (i) et (8),
l'iMi. t'u xcrtu de (2),
\n/ \n — \ < I (jui donnera immédiatement
Sr-"r-)=(:) ^-^o'-
Posons, dans la formule ainsi obtenue, — x -\- ?i au lieu de x^ nous aurons, en vertu de (i i), cette autre forme de (14)5
Remplaçons ensuite, dans (i5), x par x — /?, puis multiplions
par
l<'«i deux membres de la formule ainsi obtenue, l'identité évidente
{;){-/HA)rs')
• lonnera cette autre formule
i^-'UJCD^'-K;)
En dernier lieu, appliquons l'identité
nous aurons
2, /x -^ n — s\ /x -hi\ ^-f-i.„ . .
OU, ce qui est la même chose,
car (On_t{x -\- 2) est un polynôme entier du degré n — 1 par ^rapport k x.
Quant aux opérations A et 0, nous aurons, en vertu de (i3),
tandis que le polynôme g„{x)^ déterminé par l'équation
se présente sous la forme
En effet, nous aurons
de sorte que la formule (20) est certainement vraie pour /î=o, /i=i. Soit ensuite w^i, nous aurons tout d'abord, en vertu de (20),
ce qui donnera
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Supposons maintenant, conformément à (19), jtiiis appliquons l'identité
il résulte, en vertu de (22), que g,i{oo) satisfait à la condition (19). Soit particulièrement .r = o, nous aurons, en vertu de (20),
*"'''("> ==;i;rrr ^""^^
Dans le Chapitre XII nous avons à ^développer des relations irieuses entre les fonctions .\"{x)^ Cn(:r) et gni^)-
VIII — Développements d'un polynôme quelconque.
Revenons maintenant à la formule (22) du paragraphe V, savoir A.'^^
(•) /(^-+-vt>)=2(f l-^Vd^^*) ("'^'0
n[\f(^x) est un polynôme du degré n par rapport à x, savoir
(2) /(x) = au^r"-!- a, .r" ' -H. . .-+- a„-i^ -t- rt„,
tandis que p désigne un nombre entier non négatif; je dis que nous aurons l'identité suivante, beaucoup plus générale,
Il X et ,3 sont des variables complexes quelconques. En effet, étudions l'équation algébrique (3); elle est du degré m iiu plus par rapport à x; néanmoins cette équation admet, en vertu
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de (i), comme racine un positif entier quelconque, c'est-à-dire que
cette équation est une identité.
Introduisons maintenant, dans (3), au lieu des difle renées qui
lîj^urent au second membre, les expressions correspondantes tirées A.'f'î. de la formule (7) du paragraphe V, puis ordonnons, d'après
les/(P-r|-/>); le coefficient de f{\^-\-J>) deviendra, en vertu de l;i [)'7.i ' formule (16) du paragraphe VII,
ce qui donnera cette autre forme de la formule (3) : Cela posé, nous aurons par exemple
(l--)'=2<-)'-(:)(^;:iv)(!-»)" <"'^^>.
d'où, en posant œ : ol au lieu de x, puis en multipliant par a/' les deux membres de la formule en question.
(5) {^ + a:)P=^(-iyn-sl AI oc '- '\ .v = o \s J \ m — S /
(^ -+-««)/' (mlp).
Posons maintenant, dans (5), successivement
p = n, n — (, n — a, .. , 2, i, o, puis multiplions respectivement par
«0, «1, <ï2) •■•■, (^ii-i, <^n—\i (f-n,
les équations ainsi obtenues, nous aurons, en vertu de (2),
Hemplaçons encore, dans (6), a par — a, puis appliquons l'iden- ( . ^4. tité (10) du paragraphe VII, nous aurons le théorème suivant :
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I. Désignons par f{x) un polynôme entier du degré n par rapport à x^ par x^ a, '^ des variables complexes^ de sorte que a n^est pas égal à zéro^ tandis que m est un positif entier assujetti à satisfaire seulement à la condition m^n, nous aurons
toujours
Regardons le cas spécial
nous aurons, en vertu de (7),
multiplions ensuite par /(|3) les deux membres de (8), puis soustrayons de (7) la formule ainsi obtenue, nous aurons
Enfin, appliquons l'identité évidente
/.Z--I-5 — i\ / X -\- m\ _ or / m \ 1 x -1- m \ \ s / \ /H — s / ^ .r ■+■ s\ s / \ m /
nous aurons cette autre forme de la formule (7) :
/(^-sa) {min).
Dans le Chapitre XII, nous avons à donner des applications très intéressantes des formules que nous venons de développer.
IX. — Développements d'une seule puissance. Appliquons maintenant la fonction
,f.. introduite dans les formules (aS) et (24) du paragraphe V; le déve-
_ loppement général (3) du paragraphe VIII donnera
d'où, en posant — :r au lieu de a?, puis appliquant l'identité (10) du L.J4 paragraphe VII,
ce qui donnera pour a = o
(4) a.«=2(-0''-^('^'^/~')^i' (min).
Posons encore, dans (4), m = n; la formule ainsi obtenue est appliquée déjà par Fermât pour déterminer les premières des sommes de puissances semblables
La formule (4) est indiquée par Stirling (') et retrouvée par beaucoup de géomètres, par exemple Kramp (*), Herschel (^), Gauchy (^), Puiseux {^).
Revenons maintenant à la formule générale (2), elle nous donnera immédiatement une équation fonctionnelle qui doit être satisfaite
(') Methodus differentialis, p. 8. Londres, 1780.
(') Hindenburg comb. analyt. Abhandlungen, t. II, p. 365. Leipzig, 1800.
(') Calculas of fini te différences. Londres, 1820.
(') Résumés analytiques, p. 34-35. Turin, i833.
(') Journal de Mathématiques, t. II, 1846, p. 477-4'^8.
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par les fonctions X"{y.). En efTet, multiplions par
X -^ % — {x — 5) + (a-+-s), nous aurons l'identité
ce qui donnera, en vertu du théorème IV du paragraphe 1, /^* J
(5) Xr'{^) = ^~l.^, (a) + (a -+- 5).M'(a),
où il faut supposer \<s%n^ tandis que nous aurons
{ -A.-'o'+' (a) = a Xgfa) =. a" + ', "'' .( Xîîti (a)- (n + i).\..;;(^) = (« + ')'•
Cherchons encore, dans (2), le coefficient de la puissance x^~'' qui figure aux deux membres de la formule susdite, nous aurons l'identité
(-tV
où les C^„ sont les coefficients de factorielle du rang m.
Dans nos recherches suivantes nous avons besoin d'un autre développement de la puissance x". A cet effet, posons pour abréger
où m , II, p désignent des entiers non négatifs, tandis que a est une variable complexe; je dis que nous aurons l'identité
En effet, introduisons dans (9), au lieu de il!)"' (a), les expressions correspondantes tirées de la définition (8), puis ordonnons, d'après les puissances (».+/> — */)'', le coefficient de cette même puissance
k, l'I- • deviendra, en vertu de là formule ( i 7) du paragraphe VIT,
— DM
Cela posé, il est facile de démontrer le théorème suivant :
I. Soient X et Cf. des variables complexes., tandis que m et n désignent des positifs entiers^ tels que m^n, nous aurons toujours
(,o) („,)'«-"(:r-a)-= ^ ('^"^^~')^i'f'''(«) (niln).
En effet, étudions l'équation algébrique (10), dont le degré par rapport à x est égal à m au plus, puis posons
nous retrouvons toujours la formule (9); c'est-à-dire que notre équation est une identité parce qu'elle a (m -\- i) racines inégales. Dans le cas spécial m= n, nous posons pour abréger
(11) ill,';'"(«) = ail>;(a),
ce qui donnera, en vertu de (8j,
soit encore a = o, nous posons de plus
(i3) iil,;s''"(o) = 11!);,"'". ii!>;^"(o) = 111,^(0) = m,;',.
Le cas spécial de la formule (10) qui correspond à a =1 o, m = «.
(lô)
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est dû à Worpitzkj ( '), tandis qu'Euleri^) a appliqué les nombres \i{>^.
Introduisons maintenant, dans (7), successivement
la conclusion ordinaire de n à /? -f- 1 donnera l'identité remar-
(juahlp
ou, ce qui est la même chose,
En effet, la formule en question est évidente, pz=o et /? = i ; "supposons ensuite qu'elle soit vraie pour
puis posons, dans (10), x = q et introduisons les expressions correspondantes aux valeurs (18) de /?, tirées directement de la formule (17), puis ordonnons d'après les expression-s
le coefficient correspondant deviendra, en vertu de la formule (17) / rî.
du paragraphe VII,
ce qui nous conduira immédiatement au but.
L'hypothèse a = o donnera, en vertu de (16), -
iToù, pour m = //,
I Journal de Crelle, t. 94, i883, p. loh-ïà'i.
) Tnstitutiones calculi dijferentialis, p. '187-491. Pelrograd, i7'j5.
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tandis que nous aurons
(21) , Dl,;;!^" == D!,;|+, = o (n>o).
X. — Remarques sur les opérations D, A
Supposons que les deux polynômes
F{x ) — aoJS'^-h aix"-^ ■+-. . .+ a„_i^ -+■ a„, f (x) = 6o.r«-i -+- biX"-^-h. . .-+- 6„_2^ -t- 6/1-1
soient liés par la relation
i^ l, , nous aurons, en vertu de la formule (6) du paragraphe II,
(2) {n — p)a,,- bp (oi/>i/i — 1);
c'esL-à-dire a^ne f{x) est parfaitement déterminé, pourvu que F(a7) soit donné.
Inversement, supposons donné ./(a?), l'équation (2) ne nous permet pas de déterminer le coefficient a,t^ ce qui est évident du reste. En effet, soit F(^) un polynôme qui satisfait à l'équation (i), et soit C une constante quelconque, le polynôme
(3) *(^)= F(ar)-4-C
est aussi une solution de (i), et inversement; la diff'érence de deux solutions quelconques de (i) est une constante par rapport à x. Dans ce qui suit, nous désignons par
un polynôme quelconque qui satisfait à (i).
Supposons maintenant que les deux polynômes F(.r) et f{x) satisfassent à l'équation aux diff'érences finies
(5) AF(a7)=/(^),
. _/(0' la formule (i4) du paragraphe V détermine parfaitement /(x),
« pourvu que F(:r) soit donné. Inversement, supposons connu le
polynôme f{x), l'équation (5) ne détermine pas parfaitement le
polynôme F(x). En eff'et, soit F(^) une solution quelconque
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de (5), la fonction ^(x) définie par la formule (3) est une solution aussi.
Dans ce qui suit, nous désignons par
un poljnome quelconque qui satisfait à l'équation (5 ). Quant à IVquation
:> BF(x)=/(x),
nous avons démontré, dans le paragraphe VI, que cette équation détermine parfaitement un quelconque des deux polynômes /(x) et F( J?), pourvu que l'autre soit donné. Dans ce qui suit, nous posons
Revenons maintenant aux fonctions dérivées d'un polynôme entier, nous avons à démontrer le théorème suivant :
I. Supposons que les dérivées du poly/wme entier
1 i| I F(^) = aoX'^-+- aix"-' -h. . .-\- cr„_|.r«-' -+- a„
satisfassent aux conditions
nous aurons
il) ao= a, = «2 = . . .= a„-i = o,
tandis que le coefficient an peut être choisi arbitrairement. En efiet, introduisons dans (lo), savoir
successivement
nous aurons immédiatement les conditions (1 1). Soit p =r; /?, nous
aurons toujours
F(")(a)= F('''(P) = n'.ao.
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Il est évident, du reste, que l'inversion du théorème I est juste aussi.
Comme application directe du théorème I, on conclut qu'un polynôme entier F(x) satisfaisant à la condition
OÙ a est une quantité différente' de zéro, se réduit à une constante. Cela posé, il est très remarquable, ce me semble, qu'il existe une infinité de polynômes /(x) du «'*""* degré, qui satisfont à un des deux groupes de conditions
ou
et l'existence d'un seul de ces deux groupes de conditions entraîne nécessairement le second.
Les polynômes qui satisfont à de telles conditions sont les polynômes symétriques que nous avons à étudier dans le Chapitre V.
De plus, il existe, pour une valeur quelconque de n plus grande que l'unité, des polynômes /(a?) du /î'*™'^ degré, tels que
(,5) /(/')(_ I) =/(/') (o), p,^n-i, /(«-!)(_ i):^_/U-i)(o; OU
Ces polynômes sont les fonctions de Bernoulli, respectivement d'Euler, fonctions que nous avons à introduire dans le Chapitre suivant.
On voit, en vertu de nos remarques sur les deux opérations A F(x) et ùF(x), que le polynôme entier Fix ) est déterminé, abstraction faite d'une constante additive peut-être, pourvu qu'une seule des deux expressions F[.f ) ±F(x — \) soit donnée.
Supposons maintenant donné un polynôme entier '-^{x}^ qui n'est pas égal à une constante; il existe une infinité de polynômes
XI. — Propriétés fondamentales
Dans ce qui suit, nous avons à étudier une suite infinie de polynômes entiers
(i) Mx), /,(^), f,{x), ..., f„(r), ...,
assujettis à satisfaire aux deux conditions suivantes :
1° fn{x) est toujours, quel que soit l'indice /«, du de<;ré n pai rapport à x ;
2" Soit /i ^ I , nous aurons constamment
C^ela posé, je dis qu'il existe une suite infinie ordinaire
(3) «0, «1, «2, . . • , an, ....
telle que nous aurons, pour une valeur quelconque de l'indice /?,
( 4 ) fn{x)= -^- -—- +...-+- —^ — - -h ... H -•
En effet, le polynôme /« (a;) se présente toujours sous la forme
OÙ les a„ ç sont des constantes par rapport à x^ ce qui donnera, en vertu de (2),
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(U> ^iu-lr (|iic nous aurons immédiatement
a„^s— (^n-i,s (o^sSn — i).
Soit ensuite 5 un indice quelconque, nous aurons par conséquent
ce (jui donnera précisément l'expression générale (4)-
Inversement, il est évident que les polynômes fn{x)i définis par l'expression générale (4), satisfont aux deux conditions susdites.
Dans ce qui suit nous disons pour abréger que la suite (i) est une suite harmonique, dont la base est la suite ordinaire (3), ce que nous désignons par le symbole \fn{x)^ ««]. De plus, nous désignons j)ar \<ii,\ la base (3) de la suite harmonique (i), et nous disons simplement que le polynôme y'„( a; ), défini par l'expression (4), est un polynôme harmonique.
Ces définitions adoptées, nous avons tout d'abord à développer les propriétés fondamentales des suites harmoniques, propriétés qui nous sont indispensables dans nos recherches suivantes, et parmi lesquelles nous retrouvons, sous forme élégante, plusieurs des théorèmes que nous venons de démontrer.
Etudions tout d'abord le théorème IV du paragraphe I, nous aurons ici :
I. Soient [/«(a;), a„j et [ç„(j7), 6«] deux suites harmoniques quelconques^ il existe une suite ordinaire
(5) au. a,, a.. ..., a„, ...,
de sorte que nous aurons^ pour une valeur quelconque de n,
f) ) 3)„(a:) = ao/„ (x) -+- a,/„_, (x)-\-...-^ «p/n-^,, (x) + . . . -)- a„/„(a:).
En eflfet, les polynômes /to(^) et cp,,(.r) étant toujours d'un degré égal à l'indice, il existe, en vertu du théorème IV du paragraphe I, une identité de la forme
OÙ les jii„ , sont des constantes par rapport à x. Introduisons ensuite, dans (7), les expressions obtenues pour ^it{x) et les f„^s{x), nous aurons, en égalant les coefficients de la puissance x" ^ qui figurent
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aux deux membres de (7),
(8) è,= ^„,„ a, -+- p„,, «,_! + ...+ p„,,ao (o^s^n).
Cela posé, désignons par s un nombre fixe quelconque, la formule (8) est applicable pour n>s; c'est-à-dire que nous aurons successivement, en introduisant
(), I , u, 3, . . . , s — I au lieu de 5,
ce qui donnera précisément la formule (6).
II. Soient [/«(^), ««I et |cp„(a:), />« ] deux suites harmoniques quelconques, l'expression
(9) A„ = 2(-i)^/„^,(a-)cp,(^)
a toujours une valeur constante, tandis que les polynômes
forment une nouvelle suite harmonique.
Étudions tout d'abord l'expression A,,, nous aurons, en cherchant la dérivée de A,<,
c'est-à-dire que A^^ a une valeur constante par rapport à x. Soit ^ =: G, il résulte, en vertu de (9),
s = n (II) kn='^i-iyan.sbs.
Quant aux polynômes <I>„(a7), définis par la formule (10), nous aurons de même
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de sorte que les ^«(a?) forment une suite harmonique; soit [a„ ] la base correspondante, il résulte, en vertu de (lo),
(l3) an=<P„(o) = ~^an-.,bs^
Comme conséquence immédiate de la détiniliondes suites harmoniques, nous aurons la proposition suivante :
m. Soit IJni^)-, /t/i] lif^^ sinfe harmonique quelconque^ la formule de Taylor se présente sous la forme
(i4. fnix^ /')-/„(^) + ^/„-,(:r)+^/„_,f.r)+...+ ^/o(x). Supposons li=. — ! , il résulte
ce qui donnera immédiatement
.;) 8f,.(.v) =M.v) -^f„{x -i) = ifn{x) -+-2 (zill!/„_^.(^).
Cela posé, il est très facile de démontrer les doux théorèmes suivants :
IV. Supposons que les éléments des deux suites harmoniques \V,t{3o), A„] et \fn{x)^ an] soient liés par les équations aux différences finies
puis supposons donnée une seule de ces deux suites harmoniques^ la seconde est parfaitement déterminée à Vaide des équations (i8).
Soit tout d'abord donnée la suite [F„{x)^ A„], nous aurons, en vertu de (i6),
ce qui donnera immédiatement
c'est-à-dire que les coefficients ap ainsi déterYninés forment une suite ordinaire, de sorte que l'équation aux différences finies (18) détermine parfaitement la suite harmonique [/„ (ce), ««].
Inversement, supposons donnée la suite [/«(a?), a«], les équations (20) déterminent successivement les éléments de la base [A„].
Dans ce qui suit, nous désignons comme suites correspondantes de première espèce deux suites harmoniques [F„(iP), A„] et l/iii^)-, «/i], dont les éléments satisfont aux équations aux différences finies (18).
Le même procédé nous conduira au second des théorèmes susdits :
V. Supposons que les éléments des deux suites harmoniques \F„{x), An] et [/«(^), a„] soient liés par les équations aux différences finies
(21) F„(^)-HF„(.r-i)=/„(.r) (nlo),
puis supposons donnée une seule de ces deux suites, la seconde est parfaitement déterminée à Vaide des équations (21).
En effet, nous aurons, en vertu de (17),
{-XI) /„(^) = 2F„(^;+2^r^" ■'^■^^'
ce qui donnera immédiatement
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Dans v.v, qui suit, nous désignons comme suites correspondantes (le seconde espèce deux suites harmoniques fF«(j7), A„ | et \/n{^)', ^«]» dont les éléments satisfont aux équations aux différences Unies (21).
()uant aux suites haruu)niques, nous aurons encore à citer cet anirc théorème, évident du reste :
yi. Supposons que les rlémefits des deux suites harmoniques [/„(./'), o,i\ et [çp,/(.r), a„] satisfassent, pour une valeur quelconque de n, aux conditions
(ii) /„(o) = c?„(o) (nio),
les deux suites harmoniques en question sont identiques.
En effet, il est évident que les équations (24) ne sont autre chose
(|iie les égalités
11 est bien connu que M. Appell (') a étudié, le premier, d'uft point de vue systématique, les suites harmoniques.
En effet, soit (i) une suite harmonique conformément à notre définition, et soit, pour une valeur quelconque de n,
F„{x)=n\fn(x), l'illustre géomètre français étudie la suite infinie
Fo(.r), F,(.r), F,(.r), .... F„(.r), .. .
dont les éléments satisfont à la condition
F'„(.r) = nFn-i(.x) (nhi).
Or, les applications suivantes des suites harmoniques montrent clairement l'avantage de notre modification des définitions de M. Appell.
Ces remarques générales faites relativement aux suites harmoniques, nous avons à étudier les équations aux différences finies (18) et (21), dans lesquelles le second membre se réduit à une seule jniissance.
(') Annales de l'École IK'ormale, a* série, t. \, i8S(», p. iiij-i^S.
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XII. — Les fonctions de Bemoulli
La suite des fonctions de Bernoiilli
(1) Bo(.r), B,(,r). B,(x), ..., B„{x), ...
est la suite harmonique dont les éléments satisfont à l'équation aux différences finies
c'est-à-dire que cette équation et la condition fondamentale des suites harmoniques
déterminent parfaitement la suite des poljnomes de Bernoulli.
Gela posé, nous aurons immédiatement le théorème suivant :
I. Soient [F„(x), A,J et [f„{x), an] des suites correspondantes de première espèce., nous aurons^ quel que soit r indice w,
(4) Fn(^)= aoB„(.x) + aiBn-i(^)-h...-\-a,,Bn-p(x)-^...+ a„BQ{:r).
En effet, il est évident que les polynômes F„(.r ), définis par les expressions (4), forment une suite harmonique; de plus, nous aurons, en vertu de (2),
Étudions maintenant la base [a,,] de la suite harmonique (i), nous h, j9 t aurons, en vertu de la formule (20) du paragraphe XI,
ce qui donnera, pour les premiers des coefficients a^,
Quant à l'étude plus approfondie des équations (5 ), nous prenons
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noiir point de départ la suite harmonique, dont l'élément général est dét<'rminé par les expressions
j F„(.r) = (a:-+-i)B„_,(^)-(n-i)B„(^), I Fo(.^) = i,
puis cherchons les éléments y'„(.r} de la suite correspondante, nous aurons
/„_,(.*■)- K„(,r)-F„(.r-i), ce (jui donnera
/„_,(.r)=B„^,(.r) + .r[B„_,(,/;)-h„_,(^-,)]-(n-i)[B,.(^)-B„(ar-i)], d'où, en vertu de (2),
Cela posé, le théorème I donnera
appliquons ensuite la valeur ao= i, nous aurons par conséquent
(81 ( .T -t- I )B,; -,( .r I = nB^(> )-l-^a^B„-i(;r) (n^i).
Cherchons ensuite, aux deux membres de (8), le coefficient de la puissance x"'P^ il résulte
i ri — p — 1)1 ' {n—p)l (n—p)\ ^{n — p)\ ^ '
ce qui donnera, en vertu des deux premières des valeurs numéi'i(|ucs ( <S ).
Gela posé, la valeur 7.3=0, indiquée dans la formule (4)7 donnera, par la conclusion ordinaire de m à m -|- i , le résultat général
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Posons ensuite
(II) "^/'=-û7yr-' ^^-'''
il résulte, en vertu de la valeur de pta, indiquée dans la formule (6),
tandis que la formule ( 9 ) donnera généralement
(i3) {ip-^i)Yi,= 2
c'est-à-dire que les éléments de la suite infinie (i4) Bi, B^, B3, ..., B„, ...
sont des nombres rationnels et positifs.
Introduisons maintenant, dans (5), les expressions (10) et (i i;, il résulte, pour le calcul successif des B«, la formule récursive
Ci5)
Euler (' ) désigne comme nombres de Bernouili les éléments de la suite ( 1 4 )? parce que Jacques Bernouili (2) a introduit ces nombres dans l'Analyse et calculé les cinq premiers des B„, précisément à l'aide de la formule (i5); nous le verrons dans le para- ,1^0, graphe XXXVII. Bernouili a aussi regardé une suite dés fonctions intimement liées aux B„(x), mais seulement définies pour des valeurs positives entières de la variable x.
La formule (i3) est due à Euler (*).
La base \cl„\ de la suite des fonctions de Bernouili étant déter-
(*) Instituliones calculi differ-entialis, p. 422. Petrograd, 1755. (^) Ars conjectandi, p. 95-97. Baie, 1713.
(') Tnstitutiones calculi differentialis, p. 421-422. Petrograd, 1755.— Opusciilu analytica, t. II, p. 266. Petrograd, 178.5.
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linée, nous aurons les expressions suivantes :
B,(ar) = .r+ -,
et léquation aux différences finies (2) donnera par conséquent
I "' f Brt( .r — I ) = — 7 rr -+- > ) ; . ;
(1 où les Niileurs numériques
( Bo(o) = I,
Bi(o) =
Bî«+i(o
Bo(-
-iV'-'B„
B.ri+lC-
c'est-à-dire que nous aurons, conformément à la formule (16) du /j«
paragraphe X, C
(22) B„fo) = B„(-i) (n?^^i),
Remarquons encore que la formule (8) se présente sous la
forme
formule qui nous sera très utile dans nos recherches suivantes.
XIII. — Les fonctions d'Euler
Les fonctions d'Euler
(I) Eo(^), E,(^), E,{x), ..., E„(:r), ...
sont définies comme l'ensemble des polynômes entiers qui satisfont aux équations aux différences finies
(■i) E„(:r)-hE„(.r-i)= ^ («>o);
c'est-à-dire que la suite (i) est une suite harmonique, savoir
ce qui met en pleine lumière l'analogie des fonctions d'Euler aux fonctions de Bernoulli.
La définition des fonctions d'Euler donnera immédiatement le théorème suivant :
L Soient [F„(a7), A„] et [/„(ip), a,^] des suites correspondantes de seconde espèce^ nous aurons^ quel que soit V indice «,
(4) ^n{x) — a^Enix) + a, \ln-\{x) +. . . + a,,E„-i,{x) -f-. . .-h a„Eo(.r).
Quant à la base de la suite harmonique (i),il résulte, en vertu de , '^ D . la formule (aS) du paragraphe XI,
ce qui donnera, pour les premiers des nombres jS^,
(6) h=\' Pi=7' P-2 = 0, ^3 = --^^
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Étudions maintenant la suite harmonique formée des fonctions
G,i(.r ) = (x -h i}E,i{x) — (n -t- l)E„^.,( a:), i-nous aurons l«(^)+G,,{.r--ij = E,,(j-)+j:[E,,(;3.-j+li„(,.r— 1)]— (nH-i)[K„+,(jr)H-K„^.,(>— I i|.
>ù, en vertu de (2),
fee qui donnera
[7) (x ^ ï )E„( x) = {n ^ i) E„+i{x) -+-^%En.s(-^).
Cela posé, nous aurons, en appliquant la méthode expliquée dans le paragraphe précédent.
ph>=- 2 ^*!^/— (^=3)'
le sorte que la valeur particulière [^2=0 nous conduira au résultat rénéral
Posons ensuite
nous aurons tout d'abord, en vertu de la valeur de Pi, indiquée dans la formule (6j,
tandis que la formule (8) donnera
ip
le sorte que la conclusion de n À fi-]-i nous conduira au théorème -iiivant :
II. Les nombres T„, généralement désignés comme les coefficients des tangentes^ sont des positifs entiers et des nombres paires, abstraction faite û^e T, := i.
Les coefficients des tangentes sont introduits dans l'Analjse par
Euler, qui a trouvé aussi la formule (12) ('). Dans le para-
4L9 . graphe XXX. VIII, nous avons à revenir à la détermination des T,,.
La base [^n] des polynômes d'Euler ainsi déterminée, nous avons
les expressions suivantes :
■2 n ! jLj ( 2 5 — I ) ! ( n — •? 5 h- 1 ) ! 'i^^ .V = 1
et l'équation aux différences finies (2) donnera par conséquent
Loi X — i ) = - ,
d'où les valeurs numériques
(2Al + 1)! 2*"+2-
(Eo(-i)
Ein(-i) = o;
c'est-à-dire que nous aurons, conformément à la formule (16) du (') Opuscula analytica^ l. II, p. 272-273. Petrograd, 1785.
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paragraphe X.
(19) fi;„( — 1) = — E„(o), n>o, Eo(— 1) = Eo(o).
Remarquons encore que la formule (7) se présente sous la forme ( 20) (x-h M E«(.r)= (n-+-i)E„+,(^)
<re+J
formule qui nous sera très utile dans nos recherches suivantes.
Euler (' ) a appliqué les fonctions E„(:r), pour des valeurs positives entières de .r, tandis que Raabe (^) a introduit les fonctions en question pour une valeur quelconque de l'argument x, sans connaître évidemment le développement d'Euler.
XIV. — Des suites correspondantes
[/introduction des fonctions de Bernoulli et d'Euler nous permet d'étudier plus amplement les suites correspondantes, introduites / , 3>^ dans le paragraphe XI. /
En premier lieu, soient [F„(ip), A„] et [/„{x ), a,i] des suites correspondantes de première espèce, savoir
i F,t{x ^%) — F„( X -\- oc — i) =/„_|f j: + 7- I 1 // - n.
où J7 et a sont des variables complexes quelconques; nous aurons,
en développant, d'après la formule de Tajlor, la fonction qui figure
au second membre de (i), puis, appliquant la formule (4) du para- j^^ a^
graphe XII, '
Posons ensuite, dans (2), a == o, puis appliquons les valeurs numériques indiquées dans les formules (18) et (19) du para- h, ^3,
(') Institutiones calculi dijferentialis, p. 'jyg. l'etrogiiid. j;!)
(^) Malliemati.iche Mittheilungen, t. I-II, p. 129-138. Zuiicli, iSj^-iSSS.
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;i;i|)lic \ll, lions ;mr..Ms
j Fo(^)=/o(^),
d'où, en cherchant les coefficients de la même puissance qui figure aux deux membres de ces formules,
Ao = «0.
Al = «1 H «j
formules qui représentent les valeurs des A,,, tirées des équations (;>>.o ) L^'i - du paragraphe XI.
' Gela posé, revenons à l'équation ( i), nous aurons, en développant
d'après la formule de Tajlor, les deux fonctions qui figurent au
premier membre
(5) /„(.+., =2; — (tVttt^'"-^^-^'
t '5^' ce qui donnera, pour j; = «, la formule (19) du paragraphe \ ' Soit, dans (5), a = o, il résulte le développement remarque
uable
(fi) f,(x)=y^
posons, dans (5), a= — i et c-|-i au lieu de x, nous aurons de même
En second lieu, soient \Y ,^{x)^ A„] et \fn{x)^ a,i\ des suites correspondantes de seconde espèce, savoir
(8) F„(a7-+- a)-t- F„(j7 + a — I) =/„(.r -+- a) («^oj,
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nous aurons de même
(9) F„(.rH-a)=]^E„_,(a)/,(.r),
d'où, en posant a = o, puis appliquant les valeurs numériques indiquées dans les formules (i5) et (i6) du paragraphe XIII,
ce qui donnera
JfC
Ao= ;^ao,
savoir les valeurs des A^, tirées des équations (28) du para- /• ^0
graphe XI'.
Quant aux fonctions /«(j:"), nous aurons, en vertu de (8),
M2I f^{x + a)=2^ jj ^F„_,(a),
ce qui donnera immédiatement ces deux autres développements
Soit par exemple
respectivement
nous aurons ces deux développemenls remarquables
^ ' i .jLd^ M 2* -4-1/ '.*"'■*
Les hypothèses
F„(.r) = (.r -+- i)B„_,(^j — (rt — i)B„(^), I*"//. ( ■'P ; = ^■£• + I ) Ii:«(d;) — (/i -4-i)E„+.,(-j?),
qui correspondent à
respectivement
fnix)= K„Cr),
donnent, en vertu des valeurs numériques indiquées dans les for- 1 , L\ Av^ C ^^1^65 (20) du paragraphe XII et (18) du paragraphe XIII,
(— 1)^(25 — l)B, (X-^ , |« 2,V-H1 _ ^«-2.-Hl
■yi (—1)^(25 — I iiiL (2i)!
(is)\ {n^'>.s-\-\)\
où il faut supposer naturellement n^i.
, r^ Dans le paragraphe XVII, nous avons à donner deux développe-
» / 1,\ ments analoerues à (17) et 18).
XV. — Théorème de Jacobi
Revenons maintenant aux équations aux différences finies q ni figurent dans les définitions des B„{x) et des E„(x), savoir
Unix) _ B„(;r - I) = ^^^^ (n^y),
puis mettons — J7 au lieu de x, il résulte, en vertu des expressions y . .
des B„(a7) et des E«(.r), trouvées dans les paragraphes Xll et XIII, /^^■{'^/ / ' respectivement **^^('^)/'"
(- 1)'' B„(- x-i) = {~ lY ^n(-T) -f- ^^"__\y = B„(ar) (n^i), (— i)«E„(-:r — i) = (-i)"-iE„(-.r)+^ = E„(x) (nlo).
Remarquons encore que Bo(x) a une valeur constante, nous aurons le théorème suivant :
I. Les polynômes Bn{x) et Ert(.r) satisfont tous deux^ quel que soit Vindice /i, aux équations fonctionnelles
Jacobi (') a indiqué, évidemment pour la première fois, la pre-
(') Journal de C relie, l. l'2, i834, p. 267.
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mière des équations fonctionnelles (i) qui correspond à la fonction
(2) 6,„(:r)=B,„(x)+^-=^^ («âi),
c'est-à-dire précisément l'équation fonctionnelle en question pour une valeur paire de l'indice w.
Plus tard, la formule générale concernant les B„(x) est trouvée par Dienger (♦), Malmsten (2), Raabe (='). La dernière des équations fonctionnelles (i) s'est évidemment présentée aux regards de Raabe (*); cependant, il n'a pas réussi à formuler explicitement l'expression fonctionnelle en question.
Introduisons maintenant, dans (i), a/i + i au lieu de «, puis posons .r ^ — - , il résulte
ce qui donnera immédiatement
Cela posé, nous avons à étudier la valeur numérique
(4) En=i—i)"{in)\i^'^^^E,n(~'-^ (/l^l).
A cet effet, introduisons tout d'abord, dans la formule (i3) du paragraphe XIII, .r = — -, puis posons 2/1 au lieu de ?i, nous aurons immédiatement
{^) Journal de Crelle, t. 34, 1847, P- 99- (^) Ibid,, t. 35, 1847, p. 64.
(3) Ibid., t. 42, i85i, p. 354. — Mathematische Mittheilungen, t. I-II, p. 48-4')- Zurich, 1857-1808.
{") Math. Mitth., p. i38.
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de sorte que les E,, sont des nombres entiers. Quant à la nature de ces nombres, introduits dans l'Analyse par Euler (') et par consé- (juent désignés généralement comme les nombres d'Euler, nous aurons à démontrer le théorème suivant :
II. Les nombres d^ Euler sont, tous des positifs entiers impairs.
En effet, introduisons, dans l'expression obtenue pourEj/, (a?), en vertu de la formule (20) du paragraphe XIII, :r = — -> nous aurons
r'est-à-dire que E„ et ^n-i sont de la même parité, parce que lesT,, >ont des nombres pairs, abstraction faite de T, = i .
Dans nos recherches suivantes, nous avons à étudier plus amplement les nombres d'Euler.
I. Soit p un positif entier quelconque^ nous avons toujours
« = 0 s = ip — l
En effet, désignons par
(') Institutiones calculi di^erenlialis, p. 542. Pelrogra.l, 1705. — Opuscida nalyttca, t. II, p. 269-270. Petrograd, 178').
les expressions qui figurent aux premiers membres des formules en question, il est évident que ces polynômes forment des suites harmoniques. De plus, nous aurons immédiatement
ce qui nous conduira immédiatement aux résultats susdits.
Les formules (i) et (2) appartiennent à Raabe ( '), tandis que (3) est peut-être nouvelle; d'autres démonstrations du théorème de Raabe sont données par exemple par M. N. de Sonine (-) et par A. Berger (•'»).
Il est très curieux, ce [me semble, qu'il existe des polynômes entiers, d'un degré quelconque, qui satisfont à des équations fonctionnelles de la forme susdite. Or, il est facile de démontrer que. abstraction faite d'un facteur constant quelconque, les Bn{x) et les ^„{x) sont les seuls polynômes qui possèdent la propriété indiquée.
£n nous bornant à l'étude d'une seule des équations fonctionnelles susdites, par exemple de la première, nous supposons, par conséquent, qu'il existe un polynôme entier F(ic), du degré m, qui satisfait à la condition
où p est un entier plus grand que l'unité.
Cela posé, il existe un développement de la forme
(5) F(x) = aoB„,(x) + a, B,„-i(x) -+-.. .-h a,n Bo(t),
(') Die Jacob Bernoullische Function, p. 28-28. Zurich, 1848. — Journal de Crelle, t. 42, i85i, p. 356-357. — Mathematische Mittheilungen, t. I-II, p. i34. Zurich, i857-i858.
(2) Journal de Crelle, t. 116, 1896, p. i33-i34.
(^) Acta mathematica, 1891, t. 14, p. 260.
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OÙ les coefficients ag sont des constantes par rapport à x^ bien déterminées du reste, ce qui donnera, en vertu des formules (i)
et (4),
F(a:) = 2 «./>*• »«/-.-(^), d'où, en vertu de (5), savoir-
de sorte que nous aurons finalement
(fil F(x) = /,Bn(x),
où A" est une constante quelconque.
De plus, il est très curieux que l'existence d'une seule équation fonctionnelle de la forme (4), savoir pour une valeur spéciale de p, entraîne l'existence des équations de la même forme, où jy est un positif entier quelconque.
Introduisons maintenant, dans (i) et (3), /> == 2, respectivement /> = I, puis remplaçons n par /t -h i , il résulte les deux formules spéciales
d'où, en additionnant les deux formules ainsi obtenues,
Posons ensuite, dans (8), a7=io, puis introduisons 2/î — i au lieu de /i, nous aurons immédiatement le théorème suivant, dû à Euler ( ' ) :
II. Le fi""'"' nombre de BernouUi B„ et le n'^'"" coefficient des tangentes T„ sont^ pour une valeur quelconque de /?, liés par la
( ') Opuscula analylica, l. II, p. 2-3. Petrojjrad, 17S5.
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relation
^^' an
La formule que nous venons de démontrer est intéressante parce qu'elle touche à la question concernant la nature des nombres de Bernoulli, en indiquant que l'expression qui figure au second membre est un positif entier. Dans nos recherclies suivantes, nous avons à étudier plus profondément la question susdite.
Revenons maintenant à la formule (i), puis appliquons les valeurs numériques, indiquées dans les paragraphes XII et XIII, savoir :
( Bo(o)=i = Bo(-i), B2„(o) = B,„(-.)
(lO) ^
B,(o) = -Bi(-i)= -, B2„^i(o)= B,„+K-i)=:o,
Eo(o) = Eo(-i) = -, E2„(o) = E,„(-i)
nous aurons immédiatement
tandis que la formule correspondante, pour une valeur impaire de l'indice, est, en vertu du théorème de Jacobi, une trivialité.
Il est évident que la formule (12) nous permet de déduire une suite de valeurs numériques.
En premier lieu, soit A = 2, nous aurons, en vertu de (12),
tandis que nous trouvons immédiatement
On voit que ces deux formules forment un supplément nécessaire aux valeurs numériques indiquées dans le paragraphe XV,
CHAP. IV. — LES FONCTIONS DK BERNOULLI ET D EULER
savoir : ,
(.5. lW,(-i) = o,
En second lieu, soit n = 3, nous aurons, en vertu de (12), et en lappliquant le théorème de Jacobi,
tandis que la formule (2) donnera de même, pour a; = o, /> = i,
Remarquons, en passant, que les valeurs numériques B„-,(-i), F„.(-l)
ne sont pas connues sous forme simple, analogues aux deux valeurs précédentes.
En troisième lieu, l'hjpothèse /? = 4 donnera, en vertu de (i3),
introduisons ensuite, dans (8), j? = — , nous aurons de même
En dernier lieu, soit/* = G, nous aurons, en vertu de (18),
(„,)aM(3»n_3)(a««-2) B;,
tandis que la valeur correspondante
n'est pas connue sous forme simple.
Ces résultats numériques, dont la plupart étaient connus par Raabe ('), se trouvent dans des Mémoires de M. N. de Sonine (-) et de J. Worpitzkj (').
Revenons encore une fols à la formule (i), nous aurons immédiatement
ce qui donnera
^[B„(-i)-B.„(o,]^'-;^'^:-OB„ („,0,
savoir la formule appliquée par Kummer (*), dans ses recherches fondamentales sur le « dernier » théorème de Fermât.
XVII. — Formules de Jacob i et de Raabe
Les valeurs numériques, trouvées dans le paragraphe précédent, permettent de déterminer les coefficients de divers développements obtenus pour les fonctions Bn(x) et E,i{x).
A cet effet, prenons tout d'abord pour point de départ l'identité évidente
la formule de Tajlor donnera, en vertu des formules (i3), (i4))
(') Journal de Crelle, t. 4'2, i85i, p. 335-364. — Matheniatische Mittheilurt' gen, t. I-IF, p. 137. Zurich, 1807-1858.
(5) Journal de Crelle, t. 116, 1896, p. .3',-i35. (3) Ibid., t. 94, .883, p. 2.9-221.
(*) Ibid., t. 40, i85o, p. 12..
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(i5), (16), (17) du paragraphe XVI, les deux développements h> Ofr-'^yr,
n\ y ' ^ {■>-S)\ 2"''*' ' ' (Il — 'i.s\\
qui sont dus à Raabe (' ) et qui nous conduiront à plusieurs autres développements des ^n{x) et des ^^{x).
En premier lieu, posons (^ — i) au lieu de x^ nous aurons
/ a; — I \ _ .r« V^ ( — I )•"' ( ii^*' — 2 ) H*- a:" - -*"
En second lieu, posons, dans (1) et (2), 2/1 au lieu de /«, puis appliquons l'identité évidente
il résulte tout d'abord
2/1)! ^ {is)
(2/1 — us)!
(') Journal de Crelle, t. 42, i85i, p. 355. — Matheniatische Mittheilungen, t. I-U, p. i33. Zurich, i857-i858.
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d'où, en ordonnant d'après les puissances de la quantité (x^-i-x).,
où nous avons posé, [)our abréger, ( a«,o = « ,
je n'ai pas réussi à donner sous forme simple les coefficients a„
et?.,.-
Soit particulièrement a; égal à un positif entier, Jacobi (') a démontré l'existence d'un développement de la forme (5).
Cherchons ensuite les dérivées des deux membres des formules (5) et (6), nons aurons les développements analogues
dont le premier, pour une valeur positive entière de l'argument x., est dû à Prouhet (-).
En se rappelant la valeur de B^j(o), en aura, en vertu de (5)
(') Journal de Crelle, t. 12, i834, p. 571. Voir aussi Nouvelles Annales, l.\\\, 18^48, p. 448; t. X, i85i, p. 198-199. {') Nouvelles Annales, t. \, i85i, p. 199-200.
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d'où il résulte, en introduisant les expressions correspondantes liivrs (le (-;), ces deux formules bien connues :
dont la dernière appartient à Euler ( ' ),
Les développements (6) et (lo) donnent, de la même manière,
d'où, en vertu de (8), les formules récursives bien connues :
dont la dernière, due à Euler (2), représente la première formule récursive connue pour les nombres d'Euler.
Appliquons maintenant les valeurs numériques (11), nous aurons, en vertu de (5) et (9),
tandis que les formules (i4) donnent de même, en vertu de (6)
et (10),
!Ei,i(x) = x(x-^i)hin-t{x) (rt=l),
E,n^i(x)= (x4--)k,n(:^} (nèo).
(') Opuscula analylica, t. II, p. 261. Petrograd, 1785. (') Ibid., p. 269-270.
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Dans ces quatre formules, les
fm(^), gtni^)-, h,n{x), k,„{x)
désignent des polynômes entiers d'un degré égal à l'indice.
Revenons maintenant à la formule (i), puis introduisons - a;, respectivement - (.r — i) au lieu ce J7, nous aurons, en additionnant,
respectivement soustrayant les deux formules ainsi obtenues, puis appliquant les formules i^'-j ) du paragraphe WI,
(19) 2Bn(a7) = 1-. h>,
\'i.s)\ [a — 'is )\
(^ + ,)«+!_ a»«-ri .r-, (_ , y , .^2.s-__ 2)B, fx-H i)«-2.?+.i_a:''-2*-^i
' f 20 ) -i En(X ) — — ; h 7 •^ — ; ■ '■ -^ -;
où il faut supposer n^i.
L'analogie de ces deux formules et des formules (17) et (18) du paragraphe XIV est évidente.
Posant, dans (19) et (20), ^ z= o, on retrouve les deux formules
récursives (12) et (i3), tandis que l'hypothèse :r = —- donnera, pour une valeur paire de «, savoir, en introduisant 2/i au lieu de /?,
{'i-i) (-i)''C^-«-Hi)E;,= r+ 2 (-O'C"!^^') 22^(2"- •2)B,.
Il est évident que l'on pourra déduire, en vertu des autres valeurs numériques indiquées dans le paragraphe précédent, un nombre de formules analogues à (i) et (2). Nous nous bornerons à mentionner les cas suivants :
Appliquons les identités évidentes
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nous aurons, en vertu de la formule de Tajlor,
2 / Jmd {Il S)\
>ù, en addilionnanl,
„„(.,H-n.(.-i)=.2feêr-B=.(-i)
L'identité
donnera de même
Gela posé, soustrayons les deux formules (aS) et (24), puis appliquons les valeurs numériques indiquées dans les formules (i3) et (20) du paragraphe précédent, il résulte
d'où, en posant r = o, puis introduisant 2 n + i au lieu de /i,
XVIII. - Développements divers
Les suites correspondantes, étudiées dans le paragraphe XIV, nous fournissent un simple mojen pour déduire, d'un seul coup, une suite de formules, autrefois démontrées séparément et pardes méthodes différentes, et beaucoup d'autres.
A cet effet, prenons tout d'abord pour point de départ les deux identités
B,(.)^B.(._„ = ^-..v(^^ii;^
,) Jv /-^>^-^^'
.^ (25 -t- l)! 2'-'-'+' (rt — 2S — l)! ,s— 0
tirées directement des expressions explicites, trouvées pour les fonctions B„(x) et E„(j7), nous aurons immédiatement les développements
(î) -Î.B„(^) = E„(ar)+VLjilJJ!£E„_j,(a:),
En second lieu, les formules (■y) du paragraphe XVI donnent de
même
De plus, les deux expressions
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ciant déterminées à l'aide des formules (i3) du paragraphe XIII cl (4) du paragraphe XVII, il résulte les deux développements
analogues aux deux précédents, mais plus compliqués.
(^ela posé, nous aurons à généraliser beaucoup les deux formules I ^4) du paragraphe XII et (20) du paragraphe XIII, formules que ir/'^^ t^f nous écrivons sous la forme
En effet, soit j' une variable complexe quelconque, je dis que nous aurons ces deux formules beaucoup plus générales :
- I (x ^ y -^ i) En{x -hy ) — ( n -^ i) E„^i( X -h y) =^lls(r)En-si^).
La démonstration est évidente, parce que les polynômes qui figurent aux deux membres des formules en question forment, regardés comme fonctions de y, des suites harmoniques, dont les éléments sont égaux, deux à deux, pour >- = o; c'est-à-dire que les formules (7) et (8) sont des conséquences immédiates du théorème VI du paragraphe XI.
il est évident que les formules (3) et (4) sont susceptibles d'une
iiéralisation analogue. En efiet, les formules en question se pré-
utant aussi sous cette autre forme
2"-» B;, (^^) =^ Esio) B„_,(a:) =^ B,(o) E«-,(x),
NIELS N1F.I.SKN
66 PREMIÈRE PARTIK. — DES CITASSES DE POLYNOMES ENTIERS.
on aura immédiatement la formule beaucoup plus générale
(9) in-^Bn{^-^^=^B,.s(x)E,{y).
Gela posé, introduisons dans les trois dernières formules 2/î au
lieu de n, puis posons j' = — a? — i, il résulte, en vertu des équa-
r^ lions fonctionnelles (i) du paragraphe XV, les trois identités très
curieuses
(lo) >_ -iyB,(:r)B2„^,(a:)- '
( 2 rt ) !
(2/lj! 22«+2'
Appliquons ensuite les valeurs numériques trouvées dans le paragraphe XVI; il est évident que l'on peut déduire, à l'aide des formules précédentes, un grand nombre de relations entre les B„, Trt, E„. Dans ce qui suit, nous nous bornerons aux plus simples des relations susdites.
Appliquons tout d'abord les trois dernières identités, Thypothèse X := o donnera, en vertu de (lo) et (ii), les deux formules élégantes
(i3) (2n + i)B„= ^ Q"JB,B„_„
dues à Euler (') et trouvées déjà dans notre introduction des ^nix) et des E„(a7) respectivement; la formule (12) donnera une trivialité pour ^ = o.
(') 1 nstitutiones calculi differentialis, p. l\i(>^ p. 49^- Pelrograd, 1755. — Opuscula analytica. t. II, p. 266, p. 270. Petrograd, 1785.
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Soit ensuite x = , il résulte de même
i5) [(2n — 3)2î''-f-4]B„= y C^'^Va»* — 2)(2*"-»' — 2)B,B„_„
Quant aux formules ('7), (8), (9), les hypothèses a? =: o, j'^ — donnent
,8) [(2rt-i)2î''-4rtJB„= 2 ('J")(2"'--^'^^»)B.B„_„
la formule (^16) est due à Scherk ('). Multiplions par 2-*" la formule (i3), puis additionnons et soustrayons de (i8j la formule ainsi obtenue, il résulte respectivement
Posons encore, dans (7), x = o, y^ — -, il résulte
(') Mathematische Abhandlungen, p. 6. Berlin. 1825.
et
(24 ) 7. /l( 2 AI — I ) E„_i -H [ a « ( 2'" — '). ) — 2^" 1 B„
tandis que les hypothèses x =1 — -,y=r — - donnent
(26) 2/i(2/l — IjE„_i— (2/H- 22")(2Î«— 2)B„
il est évident que les hypothèses a:=: — -,j' = — -et a:=: — -. j' = — -donnent d'autres formules analogues, mais plus compliquées ; c'est pourquoi nous nous bornerons à indiquer l'existence de ces formules.
Revenons ensuite aux développernents (i) et (2), les hypothèses
a: = o, ^ =: donnent
de plus, nous retrouvons la formule (20).
Quant aux développements (5) et (6), nous aurons, en posant ic = o,
(3o) E„-«T„= V (Ts)^sB„^^
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et
Il esl évident que les formules précédentes permettent de déduire plusieurs autres d'une forme assez simple. En eflet, additionnons (l'j) et (28), il résulte
(,"-.-...)T„='2:"ct"i:)^"'-"T«''— •
soustrayons ensuite (17) de (25), nous aurons de même
tandis que nous trouvons, en soustrayant (i5) de (26), (35) (.2„_i)22«E„_,- (22«^4,i_4)T„
XIX. - Développements d'un pol3mome quelconque. Soit maintenant
oa?"-f- an^xx"- '-4-. . .-t- a„^n-\x -+- «a
un polynôme quelconque du «'*"* degré, les coefficients a.,, p et j3«,^ des deux développements
p=rO
sont, abstraction faite de a,j „, déterminés, en vertu des formules (i4)
Il , "iK^ **^t • du paragraphe V et (8) du paragraphe VI, parce que les développements en question donnent immédiatement
Une autre détermination des coefficients a.,, p et ''^„ p peut être établie à l'aide des formules de Tajlor
En effet, soit h = — i , on aura, en vertu des équations aux différences finies qui figurent dans les définitions des B„(ip) et des
^' m\-'Zd (5 + 1)! '
la première de ces deux formules est, pour une valeur positive entière de x, connue par Euler ( ' ).
Cela posé, développons, en vertu de (6) et (7), toutes les puissances qui figurent au second membre de (i), puis ordonnons d'aprèsles B„j(a7), respectivement d'après les E„i(.r), les expressions ainsi obtenues, il résulte, pour les y.„^pi
8) »..„Jf<-"""-^^,'>'°---' (oipén)
(') Institutiones calculi différent ialis, p. /(06, Petrograd, 1755.
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((• qui est la même chose,
ce qui montre clairement que le dernier coefficient a^ ^ est généralement d'une forme diflférente et plus compliquée que les autres
Quant au développement d'après les fonctions d'Euler, on aura de même
I pn.p— >-{n — p). a„,p->r 2^ j^
iiu, ce qui est la même chose,
Soil parhcnlièrementy(j7) un polynôme harmonique, savoir
h^s développements (2) et (3) se présentent sous la forme
où
HI
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Cela posé, il saute aux jeux que les deux classes de développemenls que nous venons d'étudier, savoir les formules (2), (3) et les formules (i3), (14)5 sont d'une nature entièrement différente.
En effet, soit v i /< , on aura, en vertu de (2) et ( 3 ) ,
(18) fM(o,)= 2 %,,>'P^n-,>-.(^),
tandis que le même procédé, appliqué aux développements (i3) et (i4)? donnera des formules obtenues de (i3) et (i4) en posant n — V au lieu de n.
Introduisons maintenant, dans les quatre développements susdits,
nous aurons évidemment des formules récursives pour les B«, T„, E„, formules qui sont d'une nature entièrement différente, selon que nous prenons pour point de départ les formules (2) et (3) ou les formules (i4) et (i5).
En effet, soit par exemple x= o, on aura, en vertu de (a) et (3),
(20) an,n = - 'èn,n + 2é ( 2 .vV g ! •2^^^^ ^^""
tandis que les développements (i3) et (i4) donnent
^-) «--::^'-i(i^Bi^
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Dans ce qui suit, nous désignons comme régulières les formules récursives qui proviennent des développements d'un polynôme harmonique, tandis que les autres formules récursives seront désignées comme irrégulières.
Cette définition adoptée, il est évident que les formules récursives développées jusqu'ici sont des formules régulières.
Pour obtenir des exemples des formules irrégulières, étudions le polynôme
nous aurons les développements
OÙ nous avons posé pour abréger
Soit maintenant, dans ( 28) et (24), Jc = o, nous aurons
•i^-'Hn'h'V^s
introduisons ensuite, dans ces deux formules récursives, n = 2m, respectivement « = 2m-f-i, puis soustrayons les formules ainsi obtenues, il résulte
L'hypothèse x =^ donnera de même
d'où, en soustrayant les formules (26) et (3o),
posons ensuite, dans les trois dernières formules, /î=2m, /?=2m-|-i, puis soustrayons les formules ainsi obtenues, il résulte d'autres formules récursives d'une forme plus simple.
En dernier lieu, posons, dans (26), X ^= — y, a: = — 7, nous
aurons, en soustrayant les deux formules ainsi obtenues,
XX. — Des produits Yinix)V^,,{x), B„(^) Ep(a7), E„(a:)E;,(a;).
Dans le paragraphe XVIII, nous avons donné des généralisations #1/1 t^l , ^^^^ étendues des formules (24) du paragraphe XII et (20) du para- ^ f • graphe XIII, formules que nous avons à généraliser ici d'un autre
point de vue.
A cet eflet, posons, pour abréger,
Jn{X)- ^1 +^ {2S)\{n-1S)\
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et
f «^«^^^- Zrf (25 + !)!»"+« (/l->.5-l)! 1 5 = 0
nous aurons, en vertu des expressions de ^„{x) et de E,^(:r),
/ I ar"~' l B„(a-) =/„(a;) -h - -.1
ce qui donnera immédiatement
XP gn{x) , X"gp{x)
p\ ni
(5 I B„(a-) Bp(a:) — B„('a- — i ) B,,(a7 — i) =
(f. I Kn{x)E,j(x)— En(x — i)Ep(x — i)
Cela posé, la formule (5) donnera immédiatement un développement de la forme
H„(>)B,,(^)= iin.p+(""^/j iin+p(x)
y}.=z2ïzll,(-^p—^-^\Bn.„..s(x).,
(25)! \ rt — I
où la constante K„ y, se détermine comme suit :
Cherchons les dérivées des deux membres de (8), puis appliquons l'identité
D^[B„(a;)B,,(x)J = B„_,(^j Bp(a-) -4- B„( j- 1 Bp_,(a7),
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nous aurons, en développant, d'après la formule (8), les deux produits qui figurent au second membre,
K„_,,/,+ K„,p_i= o, ce qui donnera
Kn,p = — Kfi-{~\,i,-i = ( — l)/^~l Kn-h/)-l,1-
Or, posons, dans (8), /? = i, nous retrouvons la formule (24) du h, hh • paragraphe XII, ce qui donnera
Kîv— 1,1
Kjv.i = o, de sorte que nous aurons le résultat général
/K„,/,= o {n-^-p = ik -ir i),
où A désigne un positif entier.
Soit, dans (8), x égal à un positif entier, la formule ainsi obtenue est due à Lucas ('), tandis que feu M. E. Lampe (^) a étudié des formules plus générales de ce genre.
Posons, dans (8), p = n, ce qui donnera k = /i, nous aurons
2(— I)*-1B, /•î/l — 2JS- l\ _ , ^
tandis que l'hypothèse p =z n-{-\ donnera
in- is+l
(') Nouvelles Annales. •>.' série, t. 14, 1875, p. 487-495. (^) Journal de Crelle, t. 84, 1878, p. 270-272.
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La formule (6) donnera de même
i-t) En(x)Ep{X)
OÙ la constante K^ ^ j)eut être déterminée par la méthode appliquée dans le cas précédent; on trouvera de cette manière
: K'„p = 0 (/l -+-/>= iA -4- I),
OÙ k désigne un positif entier.
Soit particulièrement, dans ( 1 2 ), jo = /i, /> := /z -4- i , nous aurons respectivement
ITTT)!-^^ i /i jB,„_
Quant à la formule ('j), nous aurons le développement
"V ('— i)*'-' B^ fn^p — is\^ -^2 (..)! ( p )e«^--^-)
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posons, dans cette formule, n =i p -\- i, puis appliquons l'identité
nous aurons la formule la plus simple de ce genre
(,7) ^n-^-x{x)En{x)=-- {^"-^'"^E.n^.ix)
Il est évident que les formules précédentes nous permettent de déduire un très grand nombre de formules récursives non linéaires pour les B„, T„, E„, formules qui sont à regarder comme les inversions des formules trouvées dans le paragraphe X\ III.
Or, nous nous bornerons à indiquer les plus simples des formules en question.
Posons, dans (10), :r= o, puis remplaçons n par 2/i, respectivement par 2 « + I , il résulte
(-)[(:;:) -■]^"-(:;:)^-.==f(i:)rT;-r>--.»-'.
Là formule (i4) donnera de même, pour x = o,
Posons, dans (11), a: := — -> puis remplaçons n par 2/î, respe(
OB„E
îa:)r7r')""'''^'
En dernier lieu, la formule (17) donnera, pour x = o,
On voit que les formules (22) et (28) ne contiennent pas les n — i premiers nombres d'Euler et que les formules (24) et (26) ont une propriété analogue relativement aux coefficients des tangentes, tandis que les seconds membres des formules (20) et (ar) ne contiennent que les n premiers des coefficients des tangentes.
Les fonctions fn{^) et gn.{x)., introduites dans les formules (i) et (2), nous permettent d'étudier des problèmes dont un seul est proposé par M. N. de Sonine (* ).
A cet effet, je dis qu'il existe une identité de la forme
OÙ les y.,i s sont des constantes faciles à déterminer.
(') 5a/- les polynômes de Bemoulli et leurs applications, p. 16, Varsovie, i* (russe).
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En effet, on aura immédialement, en vertu de (5),
^'^'^' (2rt — i)'. Z^ [n — s — i]
et 11 est évident que le second membre de cette formule ne contient que des puissances de x de la forme x"^'^p~*, de sorte qu'il est possible de déterminer successivement les a.,, g. On trouvera tout d'abord
ni A>'
'■■" (2/î)!' et généralement la formule récursive
^ ^' {n—p)\{n—p — i)\ ^ (rt — 5 — I)! ('2/? — 25)! (n — 2jD -h 5)!
où il faut supprimer, au second membre, les termes dans lesquels n — 2/?-f5<;o. Le coefficient a« „ se détermine de (26), en j posant X = o.
Cherchons ensuite les dérivées des deux membres de (26), nous aurons de même
(3o) B^n-li^)^ ^ 20Ln,s'Bn-s(^)Bn-s-l{'^)-
Les coefficients qui figurent dans les deux autres identités
(3i) BJ„(:r)=^P„,JE„_,(a7)]^
(32) E,,{X) = V y„_^ B„_,(a7) En-s(x)
se déterminent par un procédé analogue.
En effet, on aura, en vertu de (6) et (7), respectivement,
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OÙ il faut supprimer, au second membre de (34), le terme qui conlient .A'"o(^)-
Cherchons ensuite les dérivées des deux membres de (3i), il résulte
B2«-j(ir)= 2 "^■T«,*E«-*(a')E„-.,-,(a:
MELS NIKI-SEN
XXI. - Propriétés fondamentales
Plusieurs des résultais, trouvés dans le Chapitre précédent, se présentent comme des conséquences immédiates de l'équation fonc- ^0 t tionnelle de Jacobi; généralement, les polynômes entiers
assujettis à satisfaire à la condition
mais étant du reste aussi arbitraires que cette condition le permet, jouent un rôle essentiel dans la théorie des fonctions de Bernoulli et d'Euler, de sorte qu'il faut étudier plus amplement de tels polynômes, désignés, dans ce qui suit, comme polynômes symétriques.
Cette définition adoptée, il est évident que les ^,i{x) et les E„(.r) sont des polynômes symétriques, quel que soit l'indice n.
Introduisons maintenant dans (2), ^ = 0, a? = — - > il résulte respectivement
ce qui donnera, en remplaçant n par 2/1 -f- i ,
c'est-à-dire qu'un polynôme symétrique quelconque d'un degré
impair est toujours divisible par x
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Quant aux déi-ivées de/,, (a?),
s = a il résulte, en vertu de (2),
(- I )"/'/,'-'' {-X-l)=: /// 'Pix),
ce qui donnera immédiatement
(tu, ce qui est la même chose,
Soit, dans (6), /> = /t, il résulte pour une valeur paire de /i, savoir en introduisant 2/i au lieu de n,
Les formules (7) représentent la condition nécessaire et suffisante qui doit être remplie par les coefficients d'un poljnome symétrique. En effet, il est évident que la 'condition susdite est nécessaire; d'un autre côté, l'identité
donnera, en vertu de la dernière des formules (5), = 2 (x^ -)
ce ([ui conduira immédiatement à la formule (2), c'est-à-dire 'que la condition susdite est suffisante aussi.
Quant aux équations (6), on voit immédiatement qu'elles- ne
sont pas indépendantes entre elles. Pour juger de la portée de ces conditions, nous avons à étudier, d'un autre point de vue, l'équation fonctionnelle (2).
A cet effet, introduisons, dans l'équation en question, — x au lieu de .r, il résulte ^
ce qui donnera immédiatement
(10) fn{x)-f„[x-x) = ~,^ a„,2,+i^«-"-S
.ïr=0
et il est évident que ces équations aux différences finies représentent des conditions nécessaires qui doivent être remplies par un polynôme symétrique.
Cela posé, nous aurons les développements dey„(x) d'après les fonctions de BernouUi et d'Euler :
où nous avons posé pour abréger
ce qui est une conséquence directe de la formule (9) du paragraphe XIX.
Or, remarquons que les polynômes Eft_2ç(.r) satisfont tous à la condition (2), nous avons donc démontré le théorème suivant :
I. V équation aux différencea finies (ri) représente la condi-
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tion suffisante et nécessaire qui doit être remplie par un polynôme symétrique quelconque.
Quant à l'équation (lo), elle représente évidemment une condition nécessaire, mais on conclut de la formule (12) que cette condition n'est pas généralement suffisante aussi.
En effet, soit, dans (12), n un nombre pair, les deux membres de cette formule satisfont évidemment à la condition (2), ce qui s'accorde bien avec le fait que /«(.r) -f- Â', où k désigne une constante quelconque, est un polynôme symétrique, pourvu quey„(j:) le soit.
Dans le cas où n est supposé impair, on voit, en vertu de la dernière des formules (5), quey«(.r), définie par la formule (12), n'est symétrique que dans le cas où
car toutes les fonctions de Bernoulli qui figurent au second membre
s'évanouissent pour ic =
Soit maintenant /„(x) un polynôme symétrique quelconque, les deux développements (12) et (i3) existent et nous aurons, par conséquent, en égalant les coefficients de la même puissance de .r.
/ n — ip \ XT" N fn — is — 1\„
(.7) '-'>'^«,M,-^.=yr7^( ..." .:-. .)T,
.^2/>-î.<-HI y -2^ _ V.5 -1- I .« = 0
On voit que ces deux systèmes d'équations linéaires et homogènes entre les coefficients a„ j sont inverses l'un à l'autre. En effet, les formules (16) permettent de déterminer les a„2/) à l'aide des
tandis que (17) exprime les a„y,^i à l'aide des
««,0, «/i,2. •••, an,ip',
c'est-à-dire que le dernier coefficient, savoir a„ „, ne peut pas être déterminé, à l'aide des équations susdites, pourvu que n soit un
nombre pair, ce qui est, évident du reste parce que ce coefficient peut toujours être choisi arbitrairement.
Cela posé, nous venons de démontrer les deux théorèmes suivants :
11. Un qaelcour/uc des deux systèmes d'équations équivalentes (16) et (17) repr<'sente ies conditions suffisantes et nécessaires qui doivent être remplies par les coefficients a„, d'un polynôme symétrique quelconque du /?"""■ degré.
m. Le polynôme symétricjue
est parfaitement déterminé., pourvu (/ue tous les coeffiicients a„>^^ soient connus.
De ce dernier théorème on conclut immédiatement que le système d'équations linéaires et homogènes ( 7 ) est équivalent aux deux systèmes d'équations obtenues de (6), en y supposant/) pair ou impair. De plus, un quelconque de ces trois systèmes d'équations équivalentes représente les conditions suffisantes et nécessaires qui doivent être remplies par les coefficients d'un polynôme symétrique quelconque.
De plus, les formules (16) et (17) montrent clairement qu'il n'existe aucun polynôme symétrique , abstraction faite d'une constante, qui ne contient que des |)iiiss;inccs paires ou des .puissances impaires de la variable
En effet, l'égalité «„]= o entraîne toutes les autres égalités de la forme a^j, = o, pour o ^/? ^ // — i .
Il est évident qu'un polynôme symétrique entraîne des formules récursives pour les B,< et les T„. Inversement, prenons pour point de départ la formule récursive des nombres de Bernoulli
le polynôme
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est évideinmonl symétrique, et nous aurons, en vertu de (18),
Soit cnstiile
une formule récursive des coefficients des tangentes, le polynôme
est symétrique, et nous aurons, en vertu de (21), (■}.3) ' .y(o) = (— 1)"-'3„'22/'.
Gela posé, il est évident qu'il existe toujours des polynômes symétriques qui correspondent à une formule récursive pour les B,j et pour les T„.
Revenons maintenant au polynôme symétrique général fi„[x) d'un degré pair, puis posons
( •'-4 » P2,, = ■>'"fin
nous aurons immédiatement
(2)» ^in — i^"ainAn— ^ (— I)''2*■«2«,.^■•
Posons ensuite, dans (i3), x =^ > il résulte de même
Quant à la formule (12), posons j? = o et ^ = > puis soustrayons les deux équations ainsi obtenues, nous aurons de même
P-in -■>■'"' a^.
XXII. - Les parties principales d'un polynôme quelconque
Soit
un polynôme quelconque du «"''"* degré, et soient
w + i polynômes symétriques assujettis à satisfaire à la seule condition que ^p{oc) soit toujours du y>'*""' degré, il existe une identité de la forme
(3) f{x) = aof„(a7) ■+- di.i9n-\(^} -+-...+ a„_,9i(a7) -f- a„cpo(.r),
où les 71 H- I constantes y.p sont parfaitement déterminées. Posons ensuite
I /î(^) = a,cp„_,(a^)-h a3cp„_3(.rj-+-a5'f„_5(a;)-H...,
les deux polynômes ainsi définis sont symétriques; on voitque/, (x) est toujours du /?'*""' degré, tandis que le degré de/2(a:') est au plus égal à 71 — I , et de la forme /? — 2/> — i . Cela posé, l'identité
tirée directement de (3) et (4), donnera par conséquent
d'où immédiatement
ce qui donnera le théorème suivant :
I. Béçelojjpo7is, co7ifo7-7né777e7it à (3), U7i poly7io7ne quei- C07ique f{x)^ les deux poly 710771e s J\ [x) et f^ix)^ définis pa7' les
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formules (4), seront toujours les mêmes, quels que soient les polynômes symétriques o,n{oc).
Dans ce qui suit, nous désignons pour abréger comme parties principales de f{x) les deux polynômes /, (x) et f^ix), définis par les formules (4) ou (7 ).
Soit maintenant y"(^) un poljnome symétrique, nous aurons, en vertu de (6 ),
/g ( ar ) = o,
ce qui donnera
conditions qui sont équivalentes, quels que soient les polynômes' symétriques t^mix).
De plus, nous aurons le théorème suivant, déjà indiqué dans le paragraphe XX :
Soiff(x) un polynôme symétrique du degré n, et soient
des polynômes symétriques quelconques, d^ un degré égal à V indice, il existe une identité de la forme
f{x) = ao?„(ar) -Ha,ep„_2(a:) + a,ç„^., < ./■ - . ..,
OU les coefficients a.p sont parfaitement déterminés, pourvu que les polynômes susdits soient donnés.
Quant à la détermination des valeurs principales d'un polynôme quelconque, elle est identique à la détermination des deux expressions
Posons, en ellét.
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nous aurons, en additionnant,
soustrayons ensuite les deux formules (9), posons — x au lieu de X^ puis multiplions par (—1)" les deux membres de la formule ainsi obtenue, il résulte de même
ce qui donnera, en vertu de (7),
<1 'Lzl
cest-à-dire que les deux valeurs principales des polynômes f(x) sont connues, pourvu que les expressions f(x)±f(x — ^i) le soient.
Cela posé, nous avons encore à démontrer cet autre théorème :
IIT. Soit fn[x) un polynôme symétrique du n"'""' degré ^ le polynôme entier ¥„{x)^ défini par V équation aux différences finies
a une de ses valeurs principales égale à - f„{x), et les deux polynômes
sont symétriques.
En effet, nous aurons, en vertu des formules (in et (i3) du
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[);iragraj)lie \\l, A ^^
(Hi ii{x) est un polynôme symétrique du degré ii — i au plus, Posons ensuite, dans (ii) et (i3), — x — \ au lieu de x, nous
aurctiis
I- \)"¥„i—X — l) = - fn\ X ) — g{x ) = fn{x ) - V,i{X
(•(' qui donnera immédiatemenl
M i . (—1 >«F„(— X — ■}.) — ¥nix);
("esl-à-dlre que les polynômes
sont tous deux symétriques.
Quant à l'équation aux différences finies
mG) F„(x)-Fn(x-l)^/n^l{x),
OÙ /",;_, (x) est un polynôme symétrique du degré n — i, il résulte, (Il vertu des formules (lo) et (12) du paragraphe X\l,
I 171 Fn(x) = gn(x)^ -/„-,( J")-f-K,
ou gn{x) désigne un polynôme symétrique du «'*'"'* degré, tandis (jue K est une constante.
Soit maintenant n un nombre pair, -- fn-\{x) est évidemment
une des valeurs principales de ¥„ix)] dans ce cas l'équation (i\) subsiste encore, et les polynômes définis par les expressions (i5) >ont symétriques tous deux.
Supposons, au contraire, 11 impair, l'équation (i4) doit être rem- |)lacée par cette autre
(le sorte que les polynômes correspondants G„{x) et H„(j?) ne sonti >^\ métriques que dans le cas spécial, où K = o.
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XXIII. — Déterminations diverses des parties principales
Il nous semble utile de déterminer les deux parties principales du polynôme quelconque
développé d'après divers systèmes de polynômes symétriques, et d'indiquer, dans tous les cas, les conditions nécessaires et suffisantes, remplies par les coefficients a„^, pourvu que/„(a:) soit un polynôme symétrique.
1° Dans le paragraphe XXI noas avons étudié le développemeiit de f{^) d'après les polynômes de Bernoulli, ce qui nous conduit ^h'. aux conditions (i6) du paragraphe susdit;
2° Le développement d'après les fonctions d'Euler donnera les conditions (i'^) du* paragraphe XXI;
3° Ecrivons fni-^) sous forme d'un polynôme entier de la U'^^ ' variable x -\ — ; nou^ aurons les conditions ('j) du paragraphe susdit; t^Q , 4" Appliquons ensuite la formule (i6) du paragraphe XIV, savoir
V ,_,,../ '" Vr.fc
1 résulte
(2) fni0C)^^^„J-
ou
tandis que nous aurons généralement
.< = 1 /, ^^ ■ dans ce cas nous retrouvons les conditions ( i ^ ) du paragraphe XXI ;
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5" Appliquons de même la formule (i5) du paragraphe XIV, h-^^
savoir
■is)
Art
nous aurons le développement
. fn(^)^y^^n,s
re — s + I
où
il faut admettre
.p— an,p .^ -^A
Bsa„ n-2i,
ce qui donnera les conditions (i6) du paragraphe XXI;
6° Il nous reste encore à étudier un développement d'un polynôme quelconque, développement qui est essentiel dans la théorie des polynômes symétriques.
A cet effet, prenons pour point de départ l'identité évidente
la formule binomiale donnera
ou. ce qui est la même chose,
<llzJi / i\s
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d'où, en appliquant, sur tous les termes, la formule binoniiale, puis ■ ordonnant d'après les puissances descendantes de la quantité a^^ + .r, ^
dn x{^^-+- ^ y
nous avons posé pour abréger
Quant à la simplification de ces expressions, nous multiplions" par
X = Ix ^ I
les deux membres de (6), ce qui donnera le développement correspondant de la puissance .r"+'. De cette manière nous trouvons les formules récursives
[ dfi+i^^ — c,i^s-i d„^s,
où il faut supposer i^5^/i, tandis que nous aurons, en posant dans (6), ^ = o, respectivement x = — i ,
de plus, nous aurons évidemment
(lO) C2„,„=I, «?2,j+,,,j= I.
Cela posé, la conclusion de m à w -|- i donnera, en vertu de (9), les expressions générales
(il) Cnc=( ) . dn,s ={ »
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de sorte que nous aurons finalement
,Lmk in — ).S \ s I
•x-^-^xf
[^osons ensuite, dans (12), — x — i au lieu de x. il résult(
^mà-in —•}.s\ s / '
<'e qui nous conduira à un développement des polynômes symétriques
Remarquons, en passant, que les expressions indiquées pour les deux coefficients c„ ^, et <;/„ ^, donnent les relations numériques
p -\- s \ Il n — p\
s / ■xn — -i.p\ p I
<-: 1 (../..^jcro^C'-r')-"-'
dont le cas spécial qui correspond k p = 0 est bien connu.
Revenons maintenant au polynôme fn{x), défini par la formule (1), nous aurons, en vertu de (12), un développement delà forme
(Ki
fn(^)=^^{n.s{^^-^xy^\^-^ ^j 2 ^".si^^+^y,
OÙ nous avons posé pour abréger'
^ / p -^ S\ -IP -h S
in) Y...== 2- ^~'H -^ j ^JT^TT. ""''»-" -.
(18) 8„,p= ■ 2 {-iy(^^'l')an,n-.p-s-U
Dans le cas /> = o, le terme au second membre de (17). qui correspond à .s = o, doit être a„^„.
Soit/2«(x), respectivement /aw+i (x), un polynôme symétrique, nous aurons, en vertu de (16), les conditions suffisantes et nécessaires
('9) ^in,/:>—0,
respectivement
conditions qui ne sont formellement identiques à aucune des conditions précédentes.
Développons, conformément à la formule (16), le polynôme
regardé dans le paragraphe XIX, l'identité évidente
2£jlJ-(p '^^) = (P'^^)— \ (p^^ — ^\
donnera, pour les coefficients, les expressions suivantes :
XXIV. — Des zéros d'un polynôme symétrique
'Soiif,i{.x) un polynôme symétrique quelconque du n''''"'^ degré, l'équation algébrique
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'<t identique à celle-ci
(■ est-à-dire qu'il est possible de ranger les racines de Téqualion Misdite
.!.• sorte (|iM'
Dans le cas où n est un nombre impair, l' équation (i) a toujours la racine • Posons
le poljnome '^-ini^) est un polynôme symétrique du degré 2/j, de >orle qu'il s'agit seulement de résoudre les équations (i) dans le • as où n est un nombre pair. En appliquant la formule (16) du paragraphe XXIII, on voit que les équations en question se réduisent à des équations du degré n par rapport à la quantité X- -\- X.
Pour étudier, au point de vue des zéros, un polynôme symétrique, nous choisissons n nombres complexes
(4j . «1, ^2, '^■ii •••1 ««
qui satisfont, pour i^5^/i, aux conditions
où m désigne un nombre complexe différent de zéro, mais quelconque du reste. De plus, nous supposons les nombres (4) aussi arbitraires que les conditions (5) le permettent.
Soit n=iiq ou « = 2^-i-i,il est par conséquent possible de choisir précisément q des nombres a, parfaitement arbitraires; dans le dernier cas, où n est supposé impair, l'ensemble {l\) contient le
nombre -m.
Cela posé, il est évident que le polynôme ;
F,.(.,= (.^îij(x+^)...(x-.i-;),
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du degré n par rapport à a?, est symétrique; nous aurons, en eflel. en vertu de (5), pour \'£s%n^
(7) -.r-x^'^=-(x+''ji^^).
Posons ensuite pour abréger
(8) {x ^ %i){x -\- rt-i) . . . {x -\- a„)'=N an,sX"-\
nous aurons évidemment
uu, ce qui donnera, en vertu des formules (12) et (i3) du pai graphe XXI,
, (va De plus, les conditions (6) et (7) du paragraphe XXI deviennent
I ici
(i3) \x-{-i)i>\an^„= 2 (-'/("Z^) ""'-'««,>■,
(/«^ tandis que les formules (16) et (17) du paragraphe susdit d(
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nent
^ / n— is — I \ rn^i'-^''an,is-i-i^i>-s
■).p — 7.5 / n — ip
ou il taut supposer i S /> ^ — — - > respeclivement o ;^ p ^ —
Posons, dans (i5), /> = o, nous aurons le résultat évident
mn
(17; a„., = a,-ha2-+-a3-f-...-Ha„= — -.
Supposons maintenant n pair, remplaçons il par 2/t, puis posons pour abréger
('18) Pî„= (aai — /n)(2a2— m).. .(2a,„— m) = (2mj2«F2„^— - j,
il résulte, en vertu des formules (aS), (26), (27) du paragraphe XXI,
s = ln — \
(19) Pî«— •^"'«î«,3/l= 2 (— ')''"'^-*'"^""''^2«,.«,
.5 = 0 J = rt — 1
(20) P2„--2»«aî„,î„= 2 (— l)''-*"2Î*""l'"-*-'«2«.2.-E„-,,
^ry f m\ 2"— 2*"— 1
(•21) F2„-2î«a,„,,„= 2, (-O'-'M-j 2«^+'aî„,,,^,T„_,.
Étudions encore le polynôme entier
où <jr est un positif entier quelconque, nous verrons, en vertu de (7), que ^q(x) est un polynôme symétrique; posons pour abréger
S;.= a^-HaÇ-f-a^-f-.. .-I- a^,,
So = «,
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nous aurons de plus
c'est-à-dire que les sommes de puissances S, satisfont à des relations obtenues de (i3), (i4)? ('5), (i6) en j remplaçant ai par ^, puis posant
ce qui donnera immédiatement le théorème qui suit, très remarquable, ce me semble :
I. Supposons que tes coefficients a„ ^ de V équation algébrique
satisfassent aux conditions équivalentes (i3), (i4)i ('■^)i (i^^)? les sommes Sr des puissances semblables des racines de cette équation^ prises à signe contraire, satisfont aux conditions analogues
0= 2 (-i)'-(''^;^')2''/nîp"-+iS„ (— i)i> S2P+1 — /n //) -f- - j S2/,
et inversement.
Dans ce qui suit, nous avons souvent à revenir à des formules de ce genre; c'est pourquoi nous nous bornerons à indiquer ici deux exemples des nombres spéciaux qui satisfont à la condition (5).
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i" Les termes d'une suite arithmétique a, a -h d, a-h-2d, ..., «-(-(« — i)rf; m = ia-h(n — i)d,
exemples :
2" Soit m un positif entier, l'ensemble des n^'f{m) positifs entiers, plus petits que m et premiers à m, satisfont à la condition (5).
XXV. — Exemple. Polynômes de Cauchy
Les polynômes entiers
représentent une classe de polynômes symétriques très intéressants.
Soit /?= I , /?= 2, il résulte respectivement
( Tïr,(:r)=..r-4-i, de plus, il est facile de vérifier la formule récursive
ou, ce qui est la même chose,
W,(x)Wp(x)==W^^i(x)-^--^^Wp-,i^) (pli),
il la conclusion de m à m -+- 1 donnera sans peine la formule plus générale
\) W^(x)W,ix) = Wp^^(x) -^ ^y^p-ç(x) {plq).
d'où, en posant ^ = 2,
(5) (^x^-^x-^'^^W,Jx) = Wp^,ix)^^W„^,{x) (pl2).
Cela posé, nous aurons, en vertu de (3) et (5), l'identité curieuse
(6) Wn(^X^^.^,x) = ^^'^W,n(x\
de sorte que la définition (i) de W„(x) donnera
appliquons ensuite la formule récursive (3), nous aurons de même
Un autre développement général de W,i(x) peut être obtenu, en prenant pour point de départ la formule récursive (3), puis appliquons la conclusion de /? à ;/ + 1 ; de cette manière nous trouvons
Les trois dernières formules montrent clairement que les W„{x) sont, pour une valeur quelconque de l'indice n, des polynômes svmétriques. De plus, les mêmes formules donnent immédiatement les valeurs numériques
Quant à cette autre valeur numérique
(11; rt„=22"T
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nous aurons, en vertu de (ij et (9),
tandis que l'équation fonctionnelle (3) donnera la formule récursive ( 1 3 ) a„-i = a„ -+- a„_2 ( n ^ 2 ),
d'où, en vertu des valeurs initiales
ao= 2, a, = I, les expressions générales
Remarquons, en passant, que l'équation algébrique
ni) ir„(.r) = o
a toutes ses racines négatives et inégales ( ' ).
Quant aux applications des Wn{àc) dans la théorie des nombres de Bernoulli. nous aurons les deux développements
.^ i fil — 2 5
'■2rn — %s — 1 \ ( /H — V, 5 — I ) !
XI ) ^TTTl ' B,„_2,,(j:),
y m I 2 m — ■>. s \{m — 's^l , ) r V^n,-îs{x),
(') l'osons pour alirt'i:er
;,' cos n 0 = <^„ ( 2 cos 6 ) .
nous aurons
V'sl-à-dire que l'équation (i5) a les racines — cos' . (o =/) = « — i).
Les polynômes *„(^) sont étudiés par Cauchy {C^urs d'Analyse de TÉcole Polytechnique, t. I, p. 35o. Paris, iSac).
OÙ nous avons posé pour abréger
_ -^ (—1 )'«+•" m /im — s\
'" ~ ^ ( 2 m — s){ni — s -h i) ■?.*^ \ s )
de sorte que nous aurons
mais je n'ai pas réussi à déterminer, sous forme simple, la valeur de Kg».
Posons maintenant, dans (16), w = 2/i4-i, a7 = — t. il résulte, en vertu de (1 1) et (i4 ), la formule récursive
' y"(-- ■>■'"■ -^■)/4n-a. + ,X„ ' ^ An — -is -h i \ 2J-(-i /
où nous avons posé pour abrège
Posons, de la même formule, m=^in et a:^ = o, o^ = — -. puis soustrayons les deux équations ainsi obtenues, nous aurons
2{—\yin Un — 'is — \\^ =\ — (- 4« — 25 — iV 2J-I-I / "'■''"
En dernier lieu, cherchons les dérivées des deux membres de (16), puis posons m = 2// + i, a^ = o, il résulte
(.3) 'y 'jlI.iniIi_:llll_/i"-"'^ + ')B„_,=
Quant à la formule (17), nous aurons, en posant m=.%n
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tandis que les hypothèses m = in, x == — ~ donnent
On voit que plusieurs des formules récursives, que nous venons de développer, sont homogènes. Cherchons les dérivées d'ordre supérieur des deux membres des formules (i6) et (17), nous trouverons des formules récursives irrégulières d'une forme plus compliquée que l''s précédentes.
XXVI. — Propriétés fondamentales
Nous désignons comme régulière une suite harmonique [/«(ic), an]-, dont les éléments fn{^) sont, pour une valeur quelconque de n, des polynômes symétriques.
Cette définition adoptée, il est évident que les éléments fn{^) d'une suite régulière satisfont aux deux conditions
(0 {-x)"M-x-i)=/^{x) {nlo),
De plus, remarquons que l'élément général de la suite régulière se présente sous la forme
(3) fn(x)
'■\ (n-i)! in—p)\ ' • i!
1' D ^ , nous avons à introduire dans les formules du paragraphe^^Xl
ce qui donnera tout d'abord
(5) [,_(_,)/^]a,=. 2if:^; (^ = '^'
Remarquons maintenant que le groupe des formules (6) est équivalent à chacun des deux groupes obtenus de (5), en supposant pair ou impair le nombre/), nous aurons le théorème :
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I. La suite harmonique [fn{x), a,,] est régulière, pourvu que ses éléments satisfassent, quel que soit n, a une quelconque des conditions
Les équations aux différences finies (lo) et (ii) du paragraphe XXÎ deviennent ici
'9) Ux)+MT-,)=a ^ ^l"j:l'', ■ Inio),
e qui donnera les deux développements
10) -fn(^) =7 .<^is+l^n-2s{^h
l/jT)=^a,,E,
valables pour une valeur quelconque de .r, parce que les polynômes y"„(j?) forment une suite harmonique.
Cela posé, nous aurons de plus, en vertu de (lo),
tandis que le développement (ii) donnera l'inversion de ces foruiules, savoir
(•3) (— i)"aj„+, =y
(_,).Vrt,^.T„_,+ ,
Les deux groupes de formules (12) et (i3) étant valables
pour /î=i, respectivement «^o, nous aurons le théorème
II. La suite régulière [/«(^), ««] est parfaitement déter minée, pourvu qu' une seule des deux suites ordinaires
., rt2„,
(ao^o).
soit connue.
Soit, dans la suite ( 1 5 ), «aw+t = o, n>\^ la suite régulière correspondante a l'élément général
tandis que l'hypothèse a2n= o, « = i, donnera
(17) /„(ar) = 2aoE„(a;),
ce qui montre clairement que les fonctions de BernouUi et d'Euler jouent un rôle essentiel dans la théorie des suites régulières.
Il est évident qu'une suite régulière quelconque conduira toujours à des formules récursives régulières pour les B„ et les T„. Soient inversement
( ao, «), aj, . . . , a,j, . . ., ^'^^ j K P„ P., ..., {in. ...
deux suites infinies, telles que nous aurons, pour /? = i, les formules récursives régulières
puis posons
!ao=2po,
les formules (12) montrent clairement que la suite harmonique [/ii{^)i ciii] est régulière, de sorte que nous aurons, en vertu de (i3), les formules récursives régulières pour les T„ :
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formules récursives régulières
En second lieu, supposons que les deux suites (18) donnent les !S régulièi
(.n-.s-^nl-r."^^^^=^-'^^^'^ («50),
puis posons
(23) «2«=a/i, a2„-Hi=i3«,
la suite harmonique f/„(^), a,i\ est, en vertu de (i3), une suite régulière, de sorte que nous aurons, en vertu de (12), les formules récursives régulières pour les B^ :
2 ^(Ti^^ = <-)'
Cela posé, il est évident qu'une formule récurslve régulière pour les B„ ou pour les T„ correspond à une suite régulière, ce qui montrera clairement le rôle fondamental que jouent les suites régulières dans la théorie des nombres de BernouUi, parce que la plupart des formules récursives connues sont des formules régulières.
XXVII. — Formules récursives incomplètes
Soit maintenant [Jn{^)} <^*«] une suite harmonique quelconque, nous avons à étudier les deux polynômes entiers
s = o s =zn
où m el q désignent des positifs entiers.
A cet effet, ordonnons, d'après les puissances descendantes de x, les deux polynômes en question, nous verrons que, dans F(x), le
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coefficient de la puissance jp'"+"-A-n deviendia
où nous avons supposé k^m -\- \. Soit, au contraire, k~> m-\-\ . nous pouvons nous borner à supposer s^^k — m — i, parce que les autres termes s'évanouiront, ce qui s'accorde bien avec le fait que les termes correspondants de F(x) ne contiennent pas la puissance susdite de x.
Quant au poljnome G(x), le coefficient de la puissance x"^^"~'^ deviendra
où nous avons supposé k'S.m^ sinon nous pouvons supprimer les termes qui correspondent à 5 < A" — m.
Cela posé, il est évident que les expressions (3) et (4) ne sonl autre chose que des difTérences de l'ordre n prises des expressions de la forme
•|/,.(7) = a(a — I) (a — 2). . .(qt— /• -f-i) [-^fa; = ij.
Soit maintenant r^ i, on aura immédiatement
A, œr(a) = tp,.(a + i) — (p;.(«) = — r Or+x{t),
d'où généralement
A'f t^^rCa; = '■(/' — !!)•• -{r — n-\-i) (]>r-«(a ■+- n) (/'= n),
ce qui donnera finalement
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Cela posé, il est évident que, dans F(j?), les coefficients
>()nt disparus, tandis que, pour qSn — i, Cm(x) ne contient pas les ( oefficients
8) «u. «1, </*, ..., or„_,y_i ;
soit, au contraire, ^ = «, on voit que G{x) contient tous les coeflicients a/, qui correspondent ào<Âr</wH-«.
Le cas spécial, où la suite harmonique [//î(^), a„] est supposée régulière, présente un intérêt particulier. En effet, posant, dans (6), X = — I , puis appliquant l'égalité
on aura le théorème intéressant :
1. Les éléments a^ de la base [a„] d'une suite régulière quelconque satisfont aux deux formules récursives
^yi {—\y{n^q — s)\{ni—q)\ ^ Zu {q — 5)! (m -H /t — * -t- I)! "''"'
,v = 0 (,0) 2(_g.(„l + „-4-qr— 5)!
où les sommations sont à étendre jusqu à ce que les coefficients binomiaux qui y figurent s'évanouissent tous deux.
On voit que ces formules récursives sont généralement incomplètes toutes deux, parce qu'elles ne contiennent pas les coeffi- « ients ak indiqués dans (^), respectivement (8).
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Le théorème que nous venons de démontrer est très remarquable, ce me semble, parce que la base [a«] est parfaitement déterminée, pourvu que tous les «a* ou tous les a^A+i soient connus. De plus, il est évident que le théorème susdit est d'une généralité extrêmement grande, nous le verrons du reste dans la | suite de nos recherches; c'est pourquoi nous nous bornerons à considérer ici les deux formules récursives régulières
(II) 'y \-i><a...B„_
Posons, conformément aux formules (20) et (aS) du paragraphe XXVI,
(«3) ao=2Po, fltî/i= a(a„-i- |3„), a2„+i = a„,
respectivement
les nombres au et a'^ ainsi définis satisfont aux deux formules récursives incomplètes susdites.
XXVIII. — D'autres formules récursives générales
En appliquant l'identité évidente
xP = xP-'^ (x -\-i) — xP-1 on peut représenter le polynôme quelconque du /i'*™* degré (i) f{x) = a„,o^"-+- a„,ia:'»-i-t-.. .-1- a„^n-ix -h a„
SOUS cette autre forme
Smzn-2
(2) /(x) = x{x + i) 2_, Ai-a7«--5-2 4- A„_i(a7 -I- 1) -)- A,i,
où il faut supposer /i^2, tandis que les coefficients A^ se présentent
CHAI'. VI. — 1,ES SUrTKS IIKGULIKUES. Il3
^Dus la tonne
( I- (jiii Hoiiiieni parliculièreineiil
I »'■ |.iii-. il '■- v idcnl (|iic réi^alitc
• iiiijiîiic (M'ite autre
cl inversement.
Posons ensuit»', conrormémeiil à ( •> i.
o{x) = 2, A.,./-"---', 'lix)-::^ 2, A^. a?" -■•••-■•',
(•!• qui donnei-a, «n vei'lii de ( a ),
I I) ) /(ar ) = .r(x -+- i) -U x) 4- A,,_i( ,r -+- i ) -f- A„,
"1 lions a\<)ns a dévelo[)|)er, d'après les fonctions de [Bernoulli »;I dEuler, les deux polynômes entiers ç)(.r ) et '|(a?) ainsi délinis.
V cet effet. appli(|iions la formule ( \ /\ ) du paragraphe \ 11. /'"^^
MOUS aurons, en vertu d(^s formides i;énérales du paragraplx' \l\ . pour les eoeflieienls Y„,,, <les deux développements
:i.s NIFL.SI.
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les expressions suivanles :
.1=zO
ou nous avons jtosc pour al)rci;(;r
Le )iiènie pi(>(('(lé donnera les d<''veloj)|)enienls anaioj>ues
OÙ il laut admettre
En se rappelant les expressions des cocllicienls y.,,^, et jii,,^, , qui lii^urent dans les développements de /Vr», d'après les fonctions do Bernoulli et d'Euler, et qui sont iiidi(pi(^es dans les formules i () i cl ( i6) du paragraphe XIV, on aura iniiut'dialemeui
Dans le cas le plus simple, où le j)ol3nome donne- /{.T) se réduii à une seule puissance ,r"+', nous aurons pour la fonction
les (1(}\ ("loppcnienls donnés iléjà dans le [lajaj^raplie \t\
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Soil maintenaiil l(^ pohuome donné y (j?) un j)«>!jui)tno syinc-liiqu»', on aura, en verlu de (4), pour n pair,
A„_, =/(o) -/(- I) = o, A„ = ./,,,„ <(• (pu (Joiiucra. en \(M'lu de (()),
Dan^ le c;)^ on n est' un nombre impair, on aura. ,'r< r<»n< i- lire,
• loù. en verlu de (*)),
eesl-à-dire que le polynôme 'lix) est toujours un polyn;)me symétrique, quelle que soit la parité de n.
Cela posé, nous aurons, en vertu de ( i i i et ( i .") i.
cl. pourvu que n soit iuipair,
< "ol-à-dirc que nous venons de démonlrei- le lin oiènie : .
I. Soil le polynojne f{x)^ défini par la J'oiinuli- (i), ni polynôme régulier; les coefficients a^^, satisfont, pour u.ie parifr i/nelconrjue ih' n, aux formules récursives
s'àl n lin nanibre impair, on aura de plus
> >n 2 (—•>">vt-.s-i« «,.= <'.
Suit par exemple f(x) = \),i(X), on aura ees deux l'ornuiles
I l6 t^REMIÈUK PAIlTIi:. — DKS CLASSKS I)K POLYNOMES ENTIliRS.
rùcursives nirieiises
dont. la preiuicrc iiou^ coiuliiiia ii fies Ibrmules bien connues, l'oi- Miules que ii(.ii> ;i\(iii> a ('ludicr plus tard et d'un autre poinl de vue.
(}nriiTit ;i la formule (9), posons pour abréger
ip — ■?.s
il résulte, pour 11^1,
( -iS ) \1„{X) = "^''^^"^'^ 2 a„,,.r"--^-2 -+- B„ f 01
ou, ce (pu -si la mémo eh(^se,
'I ' oMc nous aiiron
'^■11,11-1 = "'• B,;_i(oj, '^i/^5«-2 = A2«,o„_i = o.
formules miuiériques (pti sont contenues dans la fornnde générale (2?0-
En se rappelant (pie B:>,^(,r,) — B2,Jo) est divisible par x-(x-^i)'-. on aura, ca apjdicpiaiil ( iicrtrc lUic l'oi.s la formule (9), cet autre
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développement de ce genre
nous avons posé, pour abréger,
a,, rt = I, a» 1 = n
(— D/'a,,,/, = /? -H L— np +2 (-
remplaçons, dans fa^ ), ,/• par — x — i. il résulte le développement malogue
re plus, la formule ( 2'j ) entraîne les égalités numériques
— a;,,2„_3= •>'y/„,2«-4= (2«)! B^n-iio):
Ton. en posant /i -f- i a" lieu de «,
On voit que la formule ( 3i) est incomplète, parce qu'elle ne contient pas le nombre B«_ ,.
En second lieu, soit /far) = E,j (.r), nous aurons les formules recursives
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Posons ensuilo
,1 //If') — ; ' ?n.'>i> — — l-'«,2/^- l>
il rrsultje
(3-3) E,„(.r)=^[f-Lli 2 î^--^"-^-^
OU, ce qui ('.f;t la même chose,
J=2rt— 2
(■56) K,J,^) = ^lf-Lll 2 (-.>'P,M.(^ + i?— ^
X.XIX. — Une suite régulière assez générale
Pour construire des suites régulières d'une l'orme assez générale, nous choisissons, comme dans le ])aragraphe XXIV, n nombres complexes
(\) '/i, y.i, aa, .... a.,,
(jui satisfonL, pour i^s'^n, aux conditions
où ni désigne un nombre complexe quelconque, différent de zéro. De plus^ nous avons à adjoindre aux nondjres y.,, un ensemble correspondant
de sorte que ^^ correspond à a^ et que nous aurons, p
nous aurons, pour i:i.s;;/?
où £ est un nombre fixe; du reste, les nombres j3^ sont à choisii aussi arbitraires que ces conditions le permettent.
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( lelii posé, il t'st évident que les polynômes
s— Il .s = l
loi-nn-nl une suite régulière; car nous aurons
On voit que le degré du polynôme gp{x) ne peut jamais d(;passer yo et que la base de la suite régulière snsdite est inliinemenl liée aux sommes
Supposons
7 1 -.0= Yi= T2 = -.-=ïr-i = o (|Yr|>o),
la fonction
est toujours, même pour /- = o, un polynôme régulier du degré q] car nous aurons, en vertu de (5),
("esl-à-dire que
est toujours un nombre pair.
Posons maintenant pour abréger
( lo) ^-p = Yr+p5
il résulte, en vertu de (8),
(le sorte que les tVu-mules (5) et (6) du paragraphe XXA I
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(lonnenl ici
dans (12) il faut supposer ^ ^ i ; soil ^ = i . nous aiirijns
M.i) oi — ■ -a,).
Quant aux développcnieuLs d a])rès les ('onctit)ns dft Bernoulli el d'Euler, on aura ininiédiatenienl
(,6) U,,,^^^2î7-r:^fn;p^'--^-''<-^-
ce (pii donnera
ni(r -^ o.n -\-i)
.8, „,,.,Jf(-,),...('-:;^*,;-)(i^)-'--,,.T,,_:
dans (17 ), il faut supposer également q Posons encore
(19) 627= ^ ^ p,- (2a,-— w )'-^ '-^v ^ ( /■ -T- ■>- (/ } '. ■>r'i m'+-'/ <Ky (—;;)'
il résulte, en vcriu des ionnuics (i()), (,20), (21) du para-
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u.aphcXXIV.
. , /„„-.,=,„,„ =" 2"<- ' '■'*■• (/^ir! ,) (t)""""" ■"•■*' "'- ■'■"-■■
Eu loruiinant le paragraphe XXIV, nous avous iudiqué des lusembles spéciaux des nombres a^; quant aux ,3^, nous aurons par «xoiuple
Dans ce qui suit, nous avons à appliquer plusieurs cas parliciiliers des suites régulières que nous venons d'étudier ici.
XXX. — Exemple. Formules d'Euler
Comme premier exemple des suites régulières que nous venons (le regarder, nous avons à étudier les deux polynômes entiers
où y; désigne un positif entier quelconque, tandis qu'il faut admettre généralement ts= i; c'est seulement dans le cas où p est un nombre
pair, savoir y; = 2^/, qu'il faut poser £^=: -•
Quant aux deux polynômes ainsi définis, je dis qu'ils sont du <l('gré n et qu'ils forment tous deux des suites régulières.
Etudions tout d'abord le polynôme fn{x)] il est évidemment du
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degré /?, de sorte qu'il nous reste à démontrer l'égalité
OU, ee qui est la même chose,
Or, appliquons les identités évidentes
la formule (3) est évidente pour p impair; car, dans ce cas, le dernier terme qui figure au premier membre s'évanouira. Soit ensuite p un nombre pair, savoir/? = 2^, nous aurons
-i(7)'^ar'-(;-.)<^--'ar=f''"
ce qui donnera sans peine la formule (3). Posons maintenant
nous aurons
posons ensuite pour abréger
les coefficients a,- se déterminent comme suit
(6) «îr=T rT> «2/ + l =
Quant au polynôme ^n{x)-, il pe"t être traité de la même
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miinicTc; rf'mjti([uous que les sommes
^ôvanouissenl pour 2^2m^p— i, et seulement dans ee cas, il esi (■vident ([lie 's>„ijp\ es» précisément du /i'*"" degré par rapport a r,
Posons pour abré|^<'i-
p+îr
'■■■■- i^-H'im-'
• lis aurons
Clela posé, nous aurons immédiatement les dévelop[>empni; iTaprés les fonctions de BernouUi :
^(■^)-2(I7Tf7!'^-(-'
tandis que Ic'^ développements d'après les fonctions d'Eulei' deviei iicnl
l'osons ensuite, dans ( lo) et (i i), a* = o, puis introduisons 2// au
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lieu de n, il résulte les deux formules ré(iir>i\(s
p; M„,„- M.,»« =2 (~ '>-' C'ir >-'*'
dont la dernière est indiquée, sans démonstration, par Euler ( ').
Gonlormément aux remarques de Sclierk ( - >, de Saalscliiilz ( ' i et de M. Haussner (''), on n'a pas démon l ri' jusqu'iei la formule eulérienne en question.
Introduisons encore, dans ('a) et (i3), ^ = o, puis remplaçons // par 2 /i -t- I , nous aurons de même
Nous nous bornerons à remarquer que l'hypothèse ;r = — conduira à des résultats analogues aux précédents. De plus, il esl évident que les formules que nous venons de démontrer ou d'indiquer donnent, comme des cas particuliers, \u\ grand nombre de formules récursives bien connues.
XXXI. — Les fonctions partielles
Revenons aux ensembles contenant les n (déments a^ et les n éléments correspondants 9jg que nous avons appliqués dans le ])aragraphe XXIX, puis supposons que n soit un nombre pair, savoir n :=z '2 jj., il est possible de diviser en deux groupes à [j. éléments les
(') Novi Coinmentarii Academiœ Pelropolilanœ, t. XIII, 17G9, p. 3i-j(). (^) Mathematische Abhandlungen, p. 7. Berlin, )S>.5.
(^) Vortesungen iiber die Benioullischeii Zahlen. j). aoi-aoS. Berlin, iSgS. C) Berichle der Kgl. s/ic/is. Gesellschaft der M issenschaflen, t. LXH. k p. 417-418.
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ii'iinbrcs a^, savoii"
(le sorlc (jiic nous aiiryns, |)(>ur i ^ 5 ^ jj.,
< I ce problème admet piéeisément 2!*' solutions.
Nous désignons crtniine complémentaires les deux groupes (1) linsi définis, tandis quun seid de ces deux groupes complémentaires • -I un groupe partiel, formé de l'ensemble des // nombres a,.
De même, nous di\isons aussi en deux groupes les nombres ^^ rirrespondant à (i), de sorte que ^'^ et ^^. appartiennent à a', res- |M'('tivement h a!^; c'esl-à-dire que nous aurons, pour if;.ç^jjL,
Soient maintenant 1 1 ) deux groupes complémenlaires formés de I ensemble des /* noîîd)ies a^, nous désignons commeyb/ic^îows />«/- I if Iles appartenant aux ensembles des nombres af el des nomlires [jv ( hacun des deux polynômes entiers
hl.^'
Ml /•£;o est un entier quelconque du reste. De plus, nous désignons 'inme fonctions partielles complémentaires les deux fonctions x) et gr{x) ainsi d(''(inies.
Ces définitions adoptées, il est possible de former précisémenl fonctions [)artiellcs qui correspondent aux ensembles des a^ et
Supposons maintcnaiil // impair, savoir n = 3fjL-f-i, nous avons I iijoulc^rà chacun des deuv groupes complémentaires (i) l'élément
les fondions par(it'|lr> rompléiiienlaire>y, (J7) el gr^-^) deviennent
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(iitiis ce CiiS
Dans les tléveloppemenls précédents, nous avons supposé ii y-w soit particulièrement // = i ; chacun des deux groupes complémentaires (i) ne contient que le seul élément (5), de sorle (^ue nous aurons, dans ce cas, les deux fonctions partielles compl(''mentair('>
Gela posé, la déiinilion (8j du paragra[)h(' VXIX donnera le théorème :
I. Soient fq{x) et gq\.r ) deux fonctions partielles complémentaires quelconques appartenant aux ensembles des a, et des |j,. nous aurons toujours
(9) (— ")'"^'/'7(— •^ — 0 = ^7(a^). (— i/"^'ft7(— ■^■ — 0=//(.i-j. Posons ensuite jjour abréger
f'J ( ■'-■ ) =^2d jy^ iq-s)\ '
" iX) = > -— ^ ;
^^ SI m" I r/ — 5 ,
puis supposons s^r, nous aurons, en verlu du (hhcloiipciiicnl ( i i ), du paragraphe \XI\,
(il) a',-^ al^a,,,.;
soit s <i r, /• ^ 1 , nous aurons au contraire
(12) a'g -h al= (>.
hea fonctions partielles complémentain > Joih ni un vole (inu\i[niental dans nos recherches suivantes.
XXXII. — Formules fondamentales
Soily^ un positif entier quelconque, les équations aux difïérencos Unies qui ligurent dans les définitions des nombres de BernouUi et (lEuler donnent immédiatement les deux formules <>énéi\iles
,;,)=(-,)MÎ,.(^)-L-^ 2 i-n^i'-^--^)"-
titinuiies qui donnent des résultats essentiels pour les deux fonctions
3 ) 0(X)= ^ , , ' > 'liX) = ^-—; ~ ,
pn-i pu
OÙ [i désigne un nombre complexe quelconque.
En effet, substituons — x — i au lieu de x, nous aurons, en vertu
de (1) et (a),
= /)dV)!!, en appliquant Irs équiilions fonctionnelles de Jacohi, sasoirle;
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idenlités (i) du paragraphe XV,
( ) (— l)"cp(— ar — i)= „ / ■' + ; TT >^ Ix—i
formules qui conduiront à des résultats intéressants pour des valeur spéciales du paramètre [j.
Posons tout d'aboi'd [ii = o. puis appliquons encore une fois le deux équations aux différences finies qui figurent dans les défini tions des fonctions de Bernonlli et d'Euler, il résulte, pour l( fonctions
les équations fonctionnelles
Posons ensuite p= -> nous obtenons, pour les fondions
les équations fonctionnelles
(lo) r-i)"?2(-.r-i)= ?.(»+ (^__,); 2d* r^~7^/ '
Or, il est très facile de généraliser beaucoup les deux dcrniei s groupes d'équations fonctionnelles.
V cet eff'et, regardons le positif entier m, décomposé en faclciiî>
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[•[■(Miiiers
puis (.h'slgnoiis par
les posiiit's ontiers, oblemis en dixisaiit m par q de ses facteurs premiers, tandis que
(Irsi^nenl les produits corresj)ondants des t/ !;i(irur- premiers, de M>rle que nous aurons toujours
i,) r:fm^:'=ni (i^s £ t^, i<q ^r).
Cr\;) po~<'. nous avons à étudier la fonction
ipii est loujours un polynôme entier du degré n par rapport à a^ : appliquons la formule {-) et la règle indiquée à I;i lin du paragraphe IV, nous aurons
où 2<j. --^ 'f (/"), et où les
|S 1 «l. «2» «ai • • • î <^2[7.
M. ni les positifs entiers plus petits que m et premiers avec ui. Supposons ensuite que m soit un nombre impair, puis poson>
'En ( m X
10 us aurons de même
ilKLS MEL.SLN
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De plus, il est très facile d'ordonner, d'après des pulssanees descendantes de x^ les deux polynômes ¥,i{x) et ij„[x).
En effet, désignons par a un positif" entier, puis |)osons pour abréger
nous aurons, en verlu de la règle indiquée à la (in du paragraphe IV,
(2* — 1)! (2m)2*-i (« — as-f-i)!
où il faut admettre n>\', soit /i = i, le second membre de la formule (22) doit être réduit à son premier terme.
Quant aux deux développements que nous venons d'indiquer pour les fonctions ¥n{x) et G«(iP), on peut comparer les développements du paragraphe LXXVllI.
Nous ne nous arrêtons pas à la généralisation correspondante des formules (10) et (i i), parce qu'une telle généralisation ne donne pas des applications aussi intéressantes que la précédcnl(\
XXXIII. — Suites régulières de première espèce
Désignons t^sly f„i{x) et gm{x) deux fonctions partielles complémentaires, formées de l'ensemble des nombres a^ (1) I, 2, 3, ..., p-i *
et de l'ensemble adjoint des [3^
puis posons
tj —III
q\ pi {m — q)\ 7=0
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ii.ms aurons par conséquent
«1 généralement (■) ) s',, -+- s';^ = I '/ -f- •!'/ -ho'/-h... -\- (/) — I )'/ = Sy (yt> — 1 ;.
Dans ce qui suit, nous désignons conuno compJéinenlaires les lieux sommes s[^ et s,^ ainsi définies.
Soient /> = av H- 1 ou y» = 2v+2, nous pouvons former des ensembles (i) et (2j, précisément a'' fonctions partielles de la r.>rme/«,(a:) on g„^{x).
Cela posé, nous avons à démontrer le théorème :
l. Soit f„t{x) une fbnction jtarlielle quelconque^ J'onnée ch's '/). semblés (i) e^ (a), toutes les fonctions de la forme
:, F„(.r) = M£f)+/„_.(.^) (ni.)
<<>nt des polynômes réguliers.
En etl'et, nous aurons évidemment
F'„(a7) = F„_,(.r) («èO,
(I les formules (7) du paragraphe XWIl et (9) du paragraphe XXXl donnent de plus
, - 0» VA- X-X)^ ^4^ -^ [//.-l(^) + gn-l{x)] - gn-x{x) = \'n{X).
Quant au développement du polynôme F„(j') d'après les fonctions de Bernoulli, nous avons à chercher, dans ^«(a?), les coetlicients des puissances x''~^^~*. Or, Brt(ic) ne contient qu'une seule de ces puissances, savoir a;""^' ; les autres proviennent de la fonction partielle /rt_i (.r).
Appliquons ensuite les formules (3), (5), ((>), nous aurons le iléveloppement cherché
' « ' ^'n{x) = p \in{x) -^'^^.Ji'y'p,,,^n-,>i{^),
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et il existe précisément 2" développements de ce genre, ce qui nous donnera des formules récursives très remarquables.
En effet, posons, dans (8), in au lieu de /«, puis posons ^7 = 0, nous aurons
introduisons ensuite, au lieu des s',„^ les sommes complémentaires .s','„, ce qui est permis, puis additionnons les deux formule ainsi obtenues, nous aurons, quelles que soient les fonctions par tielles complémentaires /,„(iCj et ;',„( a^j que nous avons prises pou point de départ,
(10; /j(/?2«_,)B„+ 2 (_,y/(^'J^jp2/.-,/So^(/7-i;B„_,/
formule qui est trouvée, par des méthodes entièrement différentes de la nôtre, par Radicke ( ' j et Worpitzkv ( - ).
Soit particulièrement, dans (10), yj= 2, la ïoi-mnle eulr rien ne ù)) du paragraphe XYl donnera
( Kiant à la fomuule (9;, beaucoup plus générale que (loj, non aurons, en posant
les deux formules récursives d'une simple forme
7 = « - 1 ivx) ^ B,.4- 2) (-.)^(,; J32«-27B„_, = (-i)«-i(3,i-,).
(') Die liecursionsformeln fiir die Bernoullischen und Eulerschen Za/ilen, p. 7. Halle, a. S., 1880.
( •) Journal de Crelle, t. 9i, i883, p. 217.
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^^H En nous bornant à celte application unique de la formule géné- ^^Hnle (8), nous avons à étudier la fonction correspondante Gn(oc) ^^Hp-ovenant des fonctions d'Euler.
^^V A cet effet, nous avous à délerniiner l'ensemble adjoint d<;(i) par ^^Htes expi'essions
puis à former deux fonctions partielles complénientaiir> /'/w(^) (^1 /.-„,(:r) de ces deux (Mixembles. Posons ensuite
^ ' jLUq\ p'i {m — q) !
nous aurons généralemenf, pour </ >• o,
landis que l'hypothèse q =^ o donnera
' 1 8) rr'o -T- ^u = o, (t'o -+- a; = — i ,
■>('lon que/>> est supposé impair ou pair.
Cela posé, il est facile de démontrer cet autre théorème :
11. Soit h,a{x) une fonction partielle quelconque foi mée des ensembles (i) et (i4): toutes les fonctions de la forme
nnt des polynômes réguliers.
La formule (8) du paragraphe \\\II donnera dans c*; c >s
_ , Y+p -^C„(-.r-n = halJlfl ^\l,^^ (:r) -^ /. ,, tx) ] - /, ., '.r = G,, (.r) ;
(■ esL-a-din- (pie nous avons à étudier séparément les dru\ cas sui- \ants :
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i" p est un fiombre impair. — Dans ce cas, le polynôme Gh(j:^) est précisément du degré n par rapport à x ; car le coefficient de la puissance x" deviendia
et <7[ est un nombre entier.
Cherchons mainteuanl. dans G„(x)^ les coeflicienls des puissances .r"~-', nous iiiiions le (lcv«^l()]>|)enienl d'après les fonctions d'Euler
d'où, en posant ■> /< + i au lieu de /<, puir- supposant x = (), il résulte la formule récursive pour les coefficients des tangentes
(VA) (^''"J~' -f-a'o/>^"+')T„+,
OÙ il faut supposer n^i.
Soient, dans (21), /? =: i , x = o, on aura au contraire
(.3) .^^ZZli^Zki.
Introduisons mainlenanl. dans (22), au lieu des (7^„, les sommes complémentaires o-','„, ce qui est permis, puis ajoutons les deux résultats ainsi (»l)tenus. nous aurons, quelles que soient les fonctions |)arlicll(\s complémciilaires //„j(.r) et k„ii .x_),
(24) (y/-«^._ ,)T„+,+2 (- 0^-('^" ^ ') ■.v2.^7j'-"-2-^-+' 'y.Ap - i)T„_,+, = (— i)«22"+i72„+,(/> — r).
Posons ensuite, dans (22),
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lions aurons
:>." j) est an nombre pair. Dans ce cas, le degré de Gn{x) ne peiil pas dépasser /i — i , parce que la formule (20) montre que le degré de Gy, (^) est de la forme n — 2v — i; c'est-à-dire que nous
aurons
Or, il est facile de voir que G«(^) est précisément du degré n — 1 , parce que le coeflicienl qui correspond à la puissance .j?"~* deviendra
cl 0-j est la moitié d'un nombre impair.
Dans ce cas, nous aurons k; développement d'après les fonctions <le Bernoiilli
il OÙ. en iiilrotlulsaul '>.n-\-\ au lieu de //, puis posant ^ = o,
formule ((ui est valable, pourvu que n^i.
Soient, dans (28). /« = 1 , x = o, on aura au contraire
(3o) 7!, = i^ H- .>.pa'i.
La méthode appliquée dans les cas précédents donnera, eu vertu de (29), quelles que soient les fonctions partielles complémen-
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t aires h„,(x) el km{oc),
.ç~0 X B„_,.+ (— !)"•[(« + 1) ff2n + i(/> ~ I ) — 72n+i(p — ')];
rhjpollièse/? = 2 nous condiiiiM de nouveau à la formule (i i).
On voit que les coefficients du développement de G,i{x) dapics les fonctions d'Euler deviennent plus compliqués que ceux qui figurent dans la formule (28); c'est la uième chose pour le déveloj)pement de G,i(x) d'après les fonctions de Bernoulli dans le cas où /i est impair, et pour le déYcloppemeiil de F„(.r) d'après les fonctions d'Euler.
XXXIV. — Suites régulières de deuxième espèce
Soient maintenant /,w (if ) et g'm(x) deux fonctions jjartieiles complémentaires quelconques qui correspondent à rensemblc des nombres a^
et à lensemble adjoint
nous posons poiir al)réger
( '"> ) fm (^O = y -r^ . """'' , ,
ce qui donnera, [)our les sommes eoin])l('inoiilain's
soil ?n=^o. on aura pari iiuiJièrement
CllAP. VII. — LES FONCTIONS B,i(p.r) ET K,;(yW.r). l37
Appliquons ensuite la fornuile (lo) clii paragraplie \\\ll, il îsnlle le théorème :
I. Soit fm{oc) une fonclion partielle (luelcoinjue. formée /les nsenibles (i) et (2), toutes les fonctions
ïinlpx— ij
sont des polynômes réguliers.
Remarquons ([ue les puissances a^"-"' ' pidx icinu ni exclusivement (le/«_)(j7), nous aurons
landis que les coeflicients du développemenl de 1^,1 r i d'après les lonctions d'Euler sont plus compliqués.
Introduisons, dans (8), in au lieu de n, piii> po-^oiis a:=o, il i(''sulte la formide récursive
'■r (jui donnera, (pielles que soient les l'onclions parlielles complémentaires que nous avons appliquées,
, M, /;;',2,,_., ,lî,,^ y I— '>'/(.'") (2// ri" 2'//,,/,/;; 15,,.,,
7 ■■ = '— U" \t-xn^l>)— "'|>lln-\{p)]■ ':^o'\l particulièrement p = i , nous retrouvons. ( 11 mi tu de (u), la formule (il) du paragraphe WXllî, tandis (|ii< Ir^ liv|)othèses
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doniicnl. on vertu de ( lo ), ces deux formules r('-eiii\slves
(r>, ^^^"^r^"= 1 (-,).-^;).-WB..,-(-.).(4.-.)
Etudions maintenanl le cas où l'ensemble adjoint de (i) se détermine par
nombre qui correspond à 7.^=25+ i, puis désignons par h„i{oc) et k,n{oc) deux fonctions partielles complémentaires, formées de ces ensembles, nous aurons, en posant
pour les sommes complémentaires -:'„, et t"„,
(<7) '',«-+- -';«=(-i)''~' 2 (-0'(2/>-'?.5-i)"'=(— i)/^-ix„,(/j),
où il faut supposer m^i, tandis que l'hypothèse m = o donnera
(18) j'o + t;; = 0, Ti-t-x'^j^ — I,
selon que p est impair ou pair.
Gela posé, la formule (11) du paragraphe \X\1I donnera le théorème :
11. Soit h,„(oc) une J'onction partielle quelconque formée des ensembles {\\ et (\/\)i toutes les fonctions
(19) Ga{x)= — ^— — -L-hn{x)
sont des polynômes réguliers.
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l.'c(|ii.:\li(>n fomlionncllc de G„( x )^ savoir
• Icpcad de la parilé dc/>; c'est-à-diie que nous avons à éludicr séparément les deux cas suivants :
i" p est un nombre pair. — Les mêmes réflexions que, dans le paragraphe précédent, montrent que G// (a?) est toujours un polynôme du degré n; remarquons ensuite que les puissances x'*~-^~' proviennent exclusivement de /i„(x), nous aurons
landis que les coefficients des développements d'après les fonctions il Eulér sont plus compliqués.
introduisons ensuite, dans (21), 2« au lieu de n, puis posons ./■ -- o, il résulte la formule récursive
<<■ (jiii donnera, |)ar la méthode ordinaire,
formule qui ne dépend pas des deux fonctions partielles complémentaires h„i(x ) et k„,{x).
Posons, dans (•.xi).
us aurons
">) {•>. Il '-r-V) ¥.„-•- 2 (
32iHl.>.4«-4.sB, 1/
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2° p est lin nombre impair. - Dans ce cas. (!«(.«) csl un polv in)nie du dej^^rc // — i, d(; sorte que nous aurons ici
tandis que les coelïicients du développement correspondant d'ypir les fonctions de Bernoulli sont plus compliqués.
Introduisons maintenant, dans ( 2<)), 2// au lieu de n, pui posons^ = 0, il résulte
ce qui donnera, (|uelles (|uc soient les l'onctions partielles comph;mentaires,
Posons p z= \ ., nous retrouvons la lornude ( 5 j du parai;rap1ie \ V qui est due à Euler.
XXXV. — Suites régulières de troisième espèce
11 est très curieux, ce me scndde. (pic les formules (17 ) et ( ijj du pai-agraphe XWll nous pei'iiuilciil de liéncraliser les résidtalobtenus dans les deux paragraplics j)icccdcnls.
En effet, désii;nons par m ^ 1 un ciilicr quelc()iic[ue du resle, j)ai
(l) ^-J) 'J-ii '■'■•■h • • •■ '■^■■1. I ,'-'• -" 0('//' I I,
les positifs cuticrs plus pcllts (pic /;^ ctprcuuers à m. et déterminons renseml)ic adjoint, de sorle (pie
les coefficients des deux fonctions parlicllcs com|)lémcnlaircs quel-
CH.\P. vu. — I.KS FONCTIONS li„(px) ET \'.„( p
1» ^"^""^^ Zàq\nvi {n — q)\
-;ilisloal à la condition
De plus, la niélliodc que nous venons d'a|)[)li(|iii'r dans les paragraphes piécédents donnera ici le théorème :
1. Soit m^ I un entier quelconque^ et soit f,i{x) une fonction partielle quelconque, formée des ensembles (i) et (2), toutes les
/'onrdoris
,.) <ï>„(^) = F„(a7)+/„^...(^) (nli),
où V,i{x) est la fonction définie par la. formule ( iG) du paragraphe X \X1I^ sont des polynômes réguliers.
IJans ce cas, nous aurons le développement
"'"(-)=2;(^7fe^''"-"<"''
<(■ qui donnera, en introduisant a/i au lieu de «, puis posant x. la formule récursive très curieuse
^ ■ -^^-^ B„ + (— if{s'.,i— nins'.,„_^)
ou ■j',i{'"'j *'>^ le nombre défini par la formule (21) du paragraphe XXXII et dépendant des facteurs premiers de w, dont le
lombre est égal à r
Introduisons ensuite, dans (8), au lieu des cV^^, les sommes cor-
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respondantes .s;^ puis additionnons les deux formules ainsi ohtenues, nous aurons toujours, quelles (pie soient les fonctions partielles complémentaires appliquées,
(9) (— I,)'"'«Ç2«-l('«)B«-^(— l)"(S-,n— l»ns.,a-l)
Posons eneore, dans (8),
m = 6, /• = ?., s',^■=l \, s'u = 5", il résulte les deux formules
Quant à l'application des formules (20) et (28 ) du paragraphe XXXII, nous supposons n impair, puis nous remplaçon; l'ensemble (2) par cet autre
Soient ensuite li„{x) et h„{x) deux fonctions partielles complémentaires, formées des deux ensembles (i) et (12), nous posons
ce qui donnera
ICn{x) =
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dOù parliculiéremenl, pour t/ = o,
Cela posé, nous aurons le théorème :
11. Soit m>i un nombre entier impair, et soit hn{x) une fonction partielle quelconque formée des ensembles (i) et (12), toutes les fonctions
^•ii Grt(^) est la fonction définie par la formule i u» > du paral'/ripfir Y YVI/, sont des polynômes réguliers.
Dans ce cas, nous aurons le développement
d'où, en introduisant in-Y-x au lieu de n, puis posant x=:o, la formule récursive curieuse
^orte que nous aurons, en vertu de (if) 1,
'O) (— i)'-cp2„+i(«i)T„ + i q = n
Dans le cas particulier, où m est un nombre premier, les formules récursives générales que nous venons de développer coïncident avec 'Iles obtenues dans le paragraphe XXXIII,
CHAPITRE VIII
MÉTHODE DE .JACQUES lŒRNOULLI.
XXXVI. — Formules de Bernoulli et d'Euler. Il est évident que les sommes de puissances semblables
où la dernière délinilion est à appliquer même pour a: = o, sont iulimemenl liées aux fonctions de Bernoulli.
En eflel, l'équation aux différences finies qui figure dans la définition des- B„{x) donnera immédiatement
( liangeons ensuite le signe de x, puis appliquons l'équation fonclionnelle de Jacobi, savoir la formule (i ) du paragraphe XV, nous h> ^'
durons de même
'fus) B„.>>- B„(a7-/>) =: ^~'^""(',,'!:','^7^' ^^ (n^i).
[*osons particulièrement
inip) — !"-+- 3"+ 5"-+-. . .^- (2/? — i)«, to(p)=p,
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nous aurons évidemment ,
(5) S„(p) = Sn(i,p)==(—i)"Sn(—p,/>) (nlo),
Quant aux fonctions d'Euler, nous avons à regarder les sommes alternées
(7n{^, p) = (3^ +■ p — i)" — (ar -i-p — i)"
-^(x-hp — 'i)" — ...-¥- (— i)/'-ix", (7)
où la dernière définition doit être applicable même pour oc = o.
Cela posé, nous aurons, en vertu de l'équation aux différences finies qui figure dans la définition des E„(j?),
(8) E„(;r + /,-^i)-(-i)/'E„(^-,)=î^i^^ (n>o), d'où, en appliquant l'équation fonctionnelle de Jacobi,
(9) En(.T)-{-i)>-E„(x-p)=^~'^"^"~'^^^'^~''^P^ (n>o). Posons particulièrement
nous aurons, par conséquent,
(il) a„ (/? ) = (T„(i,^) = (-i )"+/>-! a„(—/>,/j) (nlo),
tandis que les définitions
donnent de même
<l3) -n(p) = l"<yn(-^' p) (n^O).
Remarquons encore que les deux sommes 5„(x, /;) et 's{x, p)
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sont liées par la relation
(II) ff/,(a:, ■ip) = i'' \sn f^^' PJ —Sn i-^y pj h
et que nous aurons de plus
(i6) Sn{x,p + g) — s„(x, p) = s„(x-^p, q),
(17) ff„(a;, /JH-çr) — (— i)'7a(a7, /)) = <T„{x-^-p, q).
Soit ensuite o? un nombre différent de zéro, nous aurons, de même,
(18) a" ^ (a -^ dy -h {a ^ t.d)" -^ . . . ^ [a -^ (p — i)d]" = d"s„l-r'P)'
formules qui nous seront très utiles dans nos re(;herches suivantes. Posons maintenant, dans (2) et (8), a? =: i , il résulte immédiatement
(il) Gnip) = n\ [E^ip) - (— l)PEn(o)],
ce qui donnera la formule, indiquée déjà par Jacques Bernoulli ( ' ),
tandis que l'expression correspondante obtenue pour 'Tnip) dépend de la parité de p. On aura, en effet,
(') Arx conjectandi, p. 93-97, Bàle, 1718.
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et
ces deux formules sont dues à Euler ( ' ).
Jacobi (-) semble avoir introduit, le premier, une variable continue au lieu du posilil Cniirr /> (jiii figure dans la formule générale (22). En effet, il a icgiird»- la l'onction
(un)!
Ostrogradsky (•'), Malmsten (''), Dienger (') ont de même regardé une variable continue dans notre formule numérique susdite, mais c'est Raabe (") qui a donné la première monographie des fonctions de IJernouUi.
On doit à Jacobi et à Malmsten des remarques importantes relatives à la variation de B„(a;); Ostrogradsky a représenté les B„(j?) comme des polynômes entiers de la variable (x + i), représentations qui sont les conséquences immédiates des formules (i-) du paragraphe XII.
Raabe (' j a introduit dans le second membre de (28) et (24) "ne variable continue; plus tard, Hermite (*) a résolu, d'un autre point de vue, le même problème, tandis que M. Rogel (') a donné une monographie des fonctions d'Euler.
Quant aux sommes s,i(a:^ p) et <j,i(x, p), nous avons encore à
(') Institutiones calcitli differentialis, p. 499- Pelrograd, i-55.
(") Journal de Crelle, t. l'^, i834, p. 265-2(17.
(^) Mémoires de r Académie impériale de Saint-Pétersbourg, (i" série, t. II,
( " ) Journal de Crelle, t. 35, 1847, P- 60-67.
(=-) Ibid., t. 34, 1847, p. 75-100.
(^) Die Jacob Bernoullisclie Function. Zurich, 1847. — Journal de Crelle, t. 42, i85i, p. 348-867. — Mathematische Mittheilungen, t. l-II. Zurich, 1857- 1 858.
(') Mathemalische Mittheilungen, t. II, i858, p. 129-138.
(*') Journal de Crelle, l. IIG, 1896, p. i\\.
(^) Bulletin de l'Académie de Prague, 1892.
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développer une suite de formules qui seront utiles dans nos ^ recherches suivantes.
^K A cet effet, citons tout d'abord les deux développements
(•24) Sn{x-hh, p) = Sn(x) -+■ { ^) Sn-\{x)h
r.î5 1 a„(a:-t- A, /?) = a„(a7) -h / jff„_,(a:)/i
conséquences immédiates de la formule binomiale.
Posons maintenant, dans la formule (lo) du paragraphe V,
/(:r) = B„^,(^), puis appliquons l'identité
il résulte pour la fonction Xp{x)^ étudiée dans le paragraphe V, le développement
L'hypothèse donnera de même
d'où, en vertu de la formule (5) du paragraphe VI, pour la fonction A"(j7) regardée dans ce même paragraphe^
(-27) k'l,{x)="^{P^^yn{oc,p-r + x).
Soit maintenant, dans (28) et (29), x = o, nous aurons les for-
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mules plus spéciales
Appliquons ensuite les formules (12) du paragraphe VI et (4) du paragraphe VI, il résulte les deux formules, inverses de (38) et (29),
rz=p
(3i) '^u{oc.p+^)=^{-^y{^^~i:')^"p-a^\
d'où, en posant ^ := o,
Dans le paragraphe LVI, nous avons à généraliser beaucoup les deux formules (3o)et(32).
XXXVII. — Formules régulières pour les B
La définition des fonctions de Bernoulli donnera immédiatement une foule de formules récursives pour les nombres de Bernoulli, les coefficients des tangentes et les nombres d'Euler, formules parmi lesquelles on trouvera la plupart des formules récursives connues, trouvées par des méthodes transcendantes et très différentes.
En effet, étudions la différence
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OÙ p désigne un positif entier, puis posons, pour abréger,
(n \,„{x, p) = — ^ [iSiAx + x, p) — {x-^-p)"'\ — (a: -h /))'"-+-',
la formule (2) du paragraphe XXXVl donnera immédiatement h'l*f
= T ') 2 (-i)*-'(fJ(-i--^/')"'-"B..= '«!B,„(a-)-+-A,„-,(a7,/>),
tirmule qui est essentielle dans nos recherches suivantes.
Posons, dans (2), x=^o. p = i, il résulte la formule (i5) du M.A-Z,
paragraphe XII, savoir
vc qui est précisément la formule que Jacques BernouUi (') a
a|)pliquée pour le calcul successif des cinq premiers des nombres B„,
savoir
Il est très curieux, mais regrettable pour l'Analyse, ce me semble, que la plupart des géomètres n'aient pas fait attention à cette méthode élémentaire de Bernoulli, de sorte qu'ils se sont efforcés à inventer des méthodes transcendantes pour, trouver des formules it'cursives qui ne sont autre chose que des conséquences immédiates (l'une formule élémentaire, connue de tout le monde. C'est pour- (|uoi nos citations concernant les formules récursives sont très cparses ; car trouver une formule qui n'est autre chose qu'un (as particulier d'une formule générale bien connue ne nous semble pas une découverte de mérite.
Revenons maintenant à notre formule générale (2).
Première application. — Supposons ^ = 0, puis posons, pour abréger,
, A,„= A„,(o, />)= :!!i-ti ( 2 S, „(/?)—/?'«)- /y«+»,
(') Ars conj'ectandi, p. 95-97. Bàle, i7"3.
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je dis que nous aurons les quatre formules lécursives générales (5) "2'(--)-(:::;)/.— B,.,= (-,)'.-.A„.
n^^)B,.+ 2 (-')^(ar" i)/^"'^"-=(-'^"-'(7^-^H-
En effet, posons, dans (2), m =2^+1, respectivenieni m=2/î + 2, puis prenons dans l'ordre inverse les termes qui figurent au premier membre, nous aurons les formules (5) et (6); soustrayons (5), multipliée par />, de (6), 'nous trouvons la formule (7), Quant à (8), posons, dans (6), n — i au lieu de /i, puis soustrayons le résultat ainsi obtenu de la formule (5) divisée par p, il résulte la formule (8).
Les formules générales que nous venons d'obtenir donnent les . cas spéciaux suivants :
I ° p = I ; nous aurons
ce qui donnera
(II) 2 (-')'
(..) (..^i)B„+ 2 (-'Kj:>-=^-^-
CHAI». VIM, — MÉTHODE DE JACQUES BEBNOULLI
ITcst évident que les formules (9) et (10) ne sont autre chose que la formule (3) d<' Bernoulli pour des valeurs impaires ou paires de n ; néanmoins, on attribue à iMoivre ('), respeetivement à Jacobi (=^), les deux formules en question. De plus, on dit généralement que la formule (9) est la première formule récursive connue pour les nombres de Bernoulli, quoique Jacques Bernoulli ait appliqué la formule plus générale (3).
La formule (11), obtenue en soustrayant les deux précédentes, <'st généralement attribuée à Stern (').
2 ' p := 2; nous aurons, dans ce cas,
ce qui donnera
la formule (i3) est souvent attribuée à G. -F. Mejer (^), élève de Stern.
On voit, en vertu du développement du paragraphe XXVI, que les suites régulières qui correspondent aux formules récursives
( ') Miscellanea analylica complementum, p. 6. Londres, 1730.
( ■ ) Journal de Crelle, l. 12, i834, p. 625.
(') Ibid., t. 84, 1878, p. 267.
(>) Ueber die Bernoullischen Zahlen (Thèse de doctorat). Gœttingue, iSSg.
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régulières (5) et (6) ont respectivement les éléments généraux
^ s Sn(.r-^i, p)-hi—i)"Sn(—ar, p) ^
Deuxième application. — Supposons, dans la formule générale (2), X = , puis posons, pour abréger,
(19) A,„=m[2^„_i(yD) — ('2/?-l)'«-l]— (2/>-l)"S
le même procédé que dans la première application donnera ici
<-) ■'2'<-')'(:::;)'^— (=/>-.)'>«„,.= ^3iiiiiH±i,
i" /> =1 1 ; nous aurons, en vertu de (19),
A,n= m — i, A„,— A,„_i== I, ce qui donnera
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Les formules (24) et (20) sont souvent attribuées respectivement I Stern (') et à G. -F. Meyer (2); quant à la formule (aS), elle |) parvient à Euler (').
2° p = 2; nous aurons ici
.' qui donnera
= (- I)""' [(an — 3)3î«-i-+- 4/i], '"y'(_i).r^'^^')3-2---B„^,
Les suites régulières qui correspondent aux deux formules
(') Journal de Crelle, t. 26, i843, p. 90.
(-) Ueber die Bernoullischen Zahlen (Thèse de doctorat), p. 10. Gœttingue, 1869.
(^) Opuscula analytica, t. II, p. 264-265. Pelrograd, 17S5,
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récursives régulières (20) et (21) ont respectivement les éléments généraux
Sn \3C ^-, p\ -+-{—lYSn\ — X^-, p — l\
Troisième application. — Posons, dans la formule générale (2),
a x = > ou a = i, a = 3,
il résulte les deux formules récursives
1" L'hjpolhèse/) = i donnera les formules récursives spéciales
(36) 2 (-0-^(^J^|)4^«-''^B„_,= (.2n + OE„-(-i)"(4n + i),
(37) 2 (-0^(2^^l)4'""'*-3-^+iB„_,=(-i)"-i(4/i-i)32«-(2/î+i)E„,
in— I),
= (_i)«-i(4n-3)32''-i, dont la première est attribuée à Worpitzky (' ). (') Journal de Crelle, t. 94, i883, p, 224.
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a" Soit ensuite /> = 2, on trouvera de même
= (-2/i-hi)E„-(-i)''[8rt + 4 + (4«-3)5'-"],
On voit que les suites régulières qui correspondent aux deux tormules récursives régulières (34) et (35) ont respectivement les éléments généraux
Sn\X-- -r-.,/>j -^{-xYs^y-X- - -f- I , p - I
Quatrième appUcalion. — - Soit, dans la formule générale (2).
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nous aurons la formule récursive
(46) ^(3^"-i)B„+ 2 (-'>('"^")(3/>-«p32«-2.sB„_,
dont la suite régulière correspondante a l'élément général
i" Soit/> = I , nous aurons particulièrement
(48; Î(32«_,)B„+ 2 ^-0-^-(^j)32"-^-'B„-.= (-ir-H3/i-<),
(49) ^(32« — i)B„4- V (— i)'('''''^y3î"-2-^''iî^B„_,= (— i)«-i(3rt— 2)'.
y" L'hjpolhèse p = 2 donnera de même (io) 1(32«_,)B„-+- 2 (-i)'(^/J')3-^''-^M^^B„_,
= (_,)«-.[(3«-4)42«-i + 6rt],
j = 1 = (— i)«-'[(3rt — 5)5««-i + 6n.22«-i].
Cinquième application. — Les hypothèses
con
duisent, en vertu de (a), à la formule récursive générale
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à laquelle correspond la suite régulière formée des polynômes
I " Posons j» = 1 , il résulte les formules spéciales
2" Soit /? = 2, on trouvera de même
<-,i\' [(35''-4-3)(22"-i + i)-6JB„-+- 2 (-i)"(^^)62«-'^ 7'*'B«-5
= (— i)"-'[(6« — 7)7»"->H- I2rt].
.1 zz n — 1
<57) [(3î«^3)(22«-i + i)_6]B„4- 2 (-i>^-(j^J6^"-^Mi^*-B„_,
= ( — !)«-'[( 6 n — 1 i)i|2«-t -H 12 rt. 521-1].
Un certain nombre des trente-deux formules récnrsives que nous venons de déduire d'un seul coup, comme des cas spéciaux de la formule de Bernoulli, sont bien connues. Cependant, je n'ose pas indiquer les premiers découvreurs de ces formules connues qui ont été retrouvées bien des fois, généralement par des méthodes transcendantes.
Citons un seul exemple de ce genre.
Schlomilch ('), dans un petit Mémoire de sa tendre jeunesse, a trouvé six formules récursives pour les B«, savoir les deux for-
( ') Archiv de Grunert, t. III, i843, p. 9-18.
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mules (9) et (10) de Bernoulli, dites de Moivre et de Jacobi, les formules (8) et (9) du paragraphe suivant et les formules (3) et (4) du paragraphe XL; c'est-à-dire que trois de ces formules sont certainement bien connues. Néanmoins, l'auteur dit, relativement aux formules susdites ( ' ) :
« Die bisher enUvickelten E igenschaften der Bernoiillischen Zahlen^ ivelche gar nicht bekaiint zu sein scheinen >
A l'occasion de ce Mémoire, l'illustre Gr)pel (-) remarque :
« Da mail sicli dent Obigen zufolge Recursionsfonneln in beliebiger Menge verschaffen kann^ so môclite es nicht von grosser Erhebiichkeit sein^ deren neue aufzasuchen; es geldnge denn eine solclie aufzufmden^ die einen tieferen Blick in den Bau dieser Zahlen verslattete. »
Or, cette réserve de Gopel doit être étendue plus loin encore.
En effet, on sait qu'une formule récursive régulière des nombres de Bernoulli correspond à une suite régulière, et c'est possible qu'une telle suite conduira à des résultats nouveaux et importants. Par exemple, les suites régulières, que. nous venons de citer dans ce paragraphe, m'ont conduit aux recherches développées dans le Chapitre VII, résultats qui sont essentiels dans la théorie des nombres de Bernoulli; nous le verrons dans le paragraphe LXI.
Déplus, les coefficients mêmes d'une formule récursive des B„ présentent, au point de vue de la théorie des nombres, un intérêt particulier ; nous le verrons dans le Chapitre XVIII.
XXXVIII. — Formules régulières pour les T
Dans nos recherches sur les coefficients des tangentes, nous prenons pour point de départ la différence
OÙ p désigne un positif entier. Posons, pour abréger,
(i) A,„(.r, p) = 2'"-+-' <^„i{x -+- 1, p) — (9.p -h 9.ir)'«,
( ') Loc. cit., p. 18.
(') Loc. cit., p. 65.
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nous aurons, en vertu de la formule (8) du paragraphe XXXVl,
relation qui nous conduira immédiatement à une suite de formules I écursives pour les coefficients des tanoentes.
Première application. — Posons, dans (:>.), ,r = — -, nous aurons, en vertu de (i),
( <• qui donnera, par le même procédé que dans le paragraphe précédent, ces quatre formules récursives :
= (- 1)/' ' i-:,, -(- ir'[A,„-( •>./> -I) A,„_,],
lormules qui se présentent sous une forme simple dans les cas suivants :
I // I : nous aurons
NiHi s Mia,si:.\ 11
i()2 i)i:i \ii;mi: pakiik. — lks nombres de bernoulli et d euler. ce qui donnera
(lO)
(II
On voil ([lie les deux premières de ces formules ne sont aulri ehose que la formule récursive (5) du paragraphe Xlll; la for mule (8) a été observée par Scherk (').
2° /? = 2, ee qui donnera
de sorte que nous aurons, dans ce cas,
(15) V (_,,.(' ■•■" V!t.«T._, = T„,+ iK,-<~l)".j.
(') Malheinatische Abhandlungen, p. 5. Berlin, i8;jâ.
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;"' /; = 3 ; les fornuilcs (6) et (7) donnent, dans ce cas,
Deuxième application. — Supposons, dans la formule génri-iile (2), a? = G, puis posons, en vertu de (i),
<l«) A„, = .\,„(0, />) = 2'" + ' l,n{p) — {ip)"',
nous aurons, pourvu queyo soit un nombre impair^
formules qui se préseulent sous une forme simple dans les cas suivants :
i"/> = i: nous trouvons ici
<■(■ (jui donnera
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et
2"/? =3; les formules (21) el (22) donnent, dans ce cas,
. ■< = ' Supposons maintenant que/) soit un nombre /?««>', nous aurons
(3,i) > (-.>^-(,^;_^ jT„_,= (-.)"f'^./>A.«~A,„^,).
formules qui se présentent sous une forme simple dans les cas sui vants :
I» yo = 2, ce qui donnera
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(Je sorte (jue nous aurons
.35) .nT„^ 2 (-.^(::.^;)4-T«_.= (-0"-'.-«,
Les suites régulières qui correspondent aux formules récursives (4) et (5) ont respectivement les éléments généraux
tandis que les expressions correspondantes pour les formules (19), (29) et (20), (3o) deviennent respectivement
J„(a:4-i, /?)-!-(— ij^'a„(—a-./?) ( 39 ) ^j-j ,
,. , . T,tH-i(a7-f-l, />) ->-(— 1)» Jn+i(— 37. /?)
^""> (Trri)!
Troisième application. — Supposons, dans la formule générale (2),
puis posons
(4i) A,„ = 6"'cr„,_,/i-|, p\-'i{Ç>p--ia)'"-
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nous aurons, pour m =: 271 — i , la formule récursive générale
(t.) 2 (-'>A 'L ')3^"-'-'(6/'--^-«PT„_..
= (_o-A,„-tiiZ^:!(Z:i^l)T„,
dont la suite régulière correspondante a l'élément général
('•3) (-i)'-«[î^^^-iî.(^)]
Posons maintenant, dans (42), p =
I , nous aurons
tandis que l'hypothèse p = 2 donnera de même
Les remarques faites, à la fin du paragraphe précédent, relativement aux formules récursives pour les nombres de Bernoulli, sont valables aussi pour les formules que nous venons de développer. En efl'et, les formules récursives connues pour les coefficients des tangentes sont retrouvées bien des fois et généralement par des méthodes transcendantes, quoiqu'elles ne soient autre chose que des conséquences immédiates de la définition générale des fonctions d'Euler.
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XXXIX. — Formules récursives pour les i
Nos recherches sur les nombres d'Euler sont fondées sur la fo nulle (2 ) du paragraphe XVII, due à Raabe, savoir
méthode qui nous donnera, d'un seul coup, toutes les formules récursives connues de ce genre, et beaucoup d'autres.
Première application. — - Supposons, dans (i), x = p, où p désigne un positif entier, puis posons, pour abréger,
(2) A„, = ( 2/> -+- 1)"'— 2"'+l ff,„(p),
OÙ le dernier ternie qui ligure au second membre est à supprimer pour yt> = o, le procédé ordinaire nous conduira à ces quatre formules récursives :
jm^ \/2 .S -t- I /
= (- i)i>{-ip H- i)T,- (- 1)" 1A2„- (2/> + 1 ) A. ,„_,!,
formules qui se présentent sous une forme simple dans les cas suivants :
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i" p ^^ o, ce qui donnera
Les foiMîiiiles (7) et (9) sont dues respectivement à Euler (') et à Scherk(2).
2° p = \; nous aurons, dans ce cas,
A„,= 3'" — 3"'+>, A,„— 3A„,_, = 2'", ce qui donnera
<'4) 2 (-0-'(,,^^ j3^-iE„_, = -T„^,_(-i)-.^«-..
<') Opuscula analytica, t. Il, p. 269-270. Petrograd, 1785. (') Mathematisché Abhandlungen, p. 5. Berlin, 1825.
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3" p z= -2] les formules (5) el (6) donnent respectivemenl
2] (-•)-^'(,./!^,)5'-^-"'E„-=T„.,.-(_,)«(aî«-3)..î'.
Deuxième application. — Introduisons, dans la formule (i), r=p — ■-, ou p désigne un positif entier, puis posons, pour .il)ré<;er,
nous aurons, pour/? impair^
:E„+ V ,-iVs-(^'^';j(.,,^)«.E„_,= (-,)«-.A„„
(N* qui donnera, pour/? = i,
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Soit cnsiiilc/; un nombre pair, nous aurons de nièriic
(•^9) 2 ^-'>'(Tstl) (^Py^' ^''n^-^ =(-')"( ^^^n+,- '?^P^,n+^);
posons ^ ^ 2, les deux dernières de ces formules donnent respectivement
Troisième application. — Posons ensuite, dans (i),
(32) A,„= a.G'"-' a,„_, I 1 — _, y,\ — (Gyj -i-3_.2a)"'
il résulte, pour m = 2 n
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<l\)ù, eu supposant /> = o, a = i ,
tandis que les hypothèses jo = i , a = 2 donnent
l^osons encore/» = i , <^< = i , il résulte de même
Les remarques faites relativement aux formules récursives pour les B„ et T,i sont applicables aussi pour les formules contenant
les E„.
XL. — D'autres formules récursives
La formule ( i) du paragraphe XVII, due à Raabe, savoir A. ^1
donnera immédiatement une suite de formules récursives pour le ( alcul des nombres
souvent désignés comme les coefficients des cosécantes, formules desquelles no-us avons à indiquer les plus simples.
1" l'osons j7 := o, m--2/<-|-i, m ^=271, nous aurons rcspecti-
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vement
la formule (3) est due à Euler ('). Posons, dans (3), n — i au lieu de «, puis additionnons à (4) le résultat ainsi obtenu, il résulte la formule récursive homogène
2" Soit ;r = I, l'identité
donnera, par le même procédé, ces trois autres formules
(6) y (_,)^Y!"-:-^)3-.c^— 'OB.
(') Opuscula analytica. t. II, p. 26i-^G5. Petrograd, 1780.
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3" Supposons a: = -, nous aurons de même
0 2 (- ir'(''" 7 ')(•>■'"-''- ^)2'*''^"-.s-=i-'/'(4/i- 4).
4" Les hypothèses j? = — ^, m = 2/j donnent
" Soit x = — 7, il résulte, respectivement, pour m = 2/1.
()" En dernier lieu, posons x = — ^ -, m = a/i, nous aurons
RemaïquonS en passant que l'on peut déduire phisieurs des forlulcs précédentes et quelques autres du nième «i;enre à l'aide des
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formules (6) el (7) du paragraphe XIX, savoir
'ni "" 2à
^(-^ynu-si-
A cet effet, posons — x — 1 au lieu de //, nous aurons sans peine
' ' n\i '" Âd (as -(- 1)! '
ce ([ui nous conduira aux formules susdits, si nous iulioduisons des valeurs particullèi^es de r. (^ispeudiinl, nous ne nous arrêtons pas ici à ces formules.
XLI. — Sur une formule eulérienne
Revenons maintenant à la formuhM :>.y) du |)arai;)iiplH; \\X\ II, A. /O** ' due à Euler, savoir
formule que Kummer (') a ap|di([uée dans ses rccliciclics sur le dernier théorème de b'ermat, tandis (pu' (liuncrt ( -) l'a démontrée par la conclusion de ii à n -\- \ , en |)renan! pour point de dé[)arl la
(') Journal de C relie, t. 'lO, i8')o, p. 121-1 >'.
(-) Mathematifiche Abliandliingeii, p. ')--6o. A!ton;i, iNj2.
(■?.s -i- ■>.)] {jLfi — isjl ( •>. /t 4- ■>. ) !
|fuis éludions les deux équations ali;ébriques
/Il -•-
Soient Sr et 5,'. les sommes des /•"""^■* puissances 'des racines de ces lieux équations, il résulte, en vertu des formules de iSevvton,
Sn S„-i 5,i_2 ( — l)" '.Vi ( \)" a
où il faut supposer n £ ///.
Cela posé, il résulte, en vertu de (■>.) et ('i),
(le sorte que nous aurons toujours, pour /i'^/n. la formule curieuse
dont la démonstration directe me semble un peu difficile.
(') Archiv de-Giunert, t. 3, \^■'>, p. «6.
{-) Wiener Sitzungsberichlc, t. 94, I. 18S7, p. 1/(7-955.
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»rniule (3) du paragraphe XXXVII, savoir la formule de Jacques r
jrnoulli.
11 est très curieux, ce nie semble, que lillustre Gopel (') attribue à îrunert la formule eulèriennc susdite.
M. Mandi (■-) fait une comparaison intéressante entre la formule (i)
la formule (lo) du paragraphe XXXVII. j" 1^^^
En eflei. écrivons les formules en question sous la forme
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DIO
174 «in
Bu
8 553 io3
•>.3 749 4fi< f^'O
Adams (^) indique qu'Euler, dans les A c ta Petropolitana^ 1781, aurait en outre calculé les deux nombres suivants B,e et B,7, ce qui
(') Ars conjectandc, p. 95-97. Bàle, 1713.
(-) /iislitutiones calculi di/ferenlialis, p. V-o-'iar. Petrograd, 1755.
(') 7'he Scieiiti/ic Papers o( John Couch Ailams, t. I, p. 4>'l- Cambridge, iSgli.
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' iiîble être taux. En eftet, la publication susdite ne contient qu'un M ul Mémoire dans lequel les nombres de Bernoulli jouent un rôle, ivoir un Mémoire d'Euler (') concernant la valeur du nombre C, devenu célèbre sous le nom de la constaule d'Euler.
Dans les deux premières pa<;es de ce Mémoire, Euler indique prét isément les quinze premiers nond)res de Bernoulli, calculés par lui, et, dans sa calculalion de la valeur de C, il applique seulement les six ou sept premiers de ces nombres.
Rothe (^) a d'abord calculé les trois nombres B,c, B,;, B,8, puis (^) les vingt-cinq premiers des B,, et enfin trente et un (*) de ces nombres.
En appliquanl la formule (()) du paragraphe WXVII, Adams {^) /»• ' "^ a poussé le calcul des nombres de Bernoulli jusqu'à Boa.
Enfin, M. Serebrennikort"(") est allé beaucoup plus loin encore, Il calculant les B,, jusqu'à B.jo; cependant je ne connais ni sa métliode ni ses résultats nouveaux.
Quant aux coefficients des tangentes, Saalscbiitz C^ i indique, >ans commenlaire, les résultats suivants :
Tfi = 353791,
Ts = 1903757312,
T,2= ioi54238865o68523->2,
Ti3= 246921480190207983616,
Tn= 702516016039^3959887872,
Ti5 = 23 1 19 1 84 1 8780959784 1 473536.
(') Acfa Acadeniiœ PetropoUtanœ, l. ô, Pars II, 1781, p. 4''-" >•
( -) HiNDENMJLiia, SanirnUing coinbinatoiiscli-analytisclier Abhandlangen, t. H, |). 336-337. I-eipzig, 1800.
(') Allgemeine Litteraturzeitung zu Halle, n° 63, mars 1817.
C) Journal de Crelle, t. 20, 1840, p. 11-12. (Noie publiée par Martin Ohm.)
(*) Jbid., t. 85, 1S78, p. 269-272. (Les calculs sont publiés dans The Scienti/ic Papers of John Couch Adams, l. I, p. 425-451. Cambridge. 1896.)
(') Afémoires de V Académie de Saint-Pétersbourg, 8« série, t. 16, 1905.
(") Vorlesungen iiber die Bernoullischen Zahlen, p. 23. Berlin, 1893.
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Eiiler (') a calculé les neuf premiers des nombres E^, cependant sa valem- de Eo est fausse, comme l'ont remarqué Scherk(-) et Rothe (='); Scherk a poussé le calcul plus loin et indiqué les résultais :
El = .,
= jo5'i
Kg = 270'ji7G5, li; = 19986098 1, E» — 19391512145,
ïig =2404879675441,
Eio= 370871 188237525, El, = 693 4 8874393 187901, Ei2= 1 55 14534 163557086905, E,;j= 4087072509293123892361, l':u= 1252259641408629865468285.
(') Jnstiluliones calcuLl differenlialis, p. :i\> ( l'eliograd, 177')); (yjutscula analytica, p. 27(1 ( Petrograd, 1785).
(■-) Mathemalische AbliancUungen, p. 7. Hcilin, iS).5. (3) Journal de C relie, t. "20, i8',(), p. ii-u.
XLIII. — Développement d'un polynôme entier
Les formules récursives que nous venons de développer pour le calcul successif des B,,, T„, E„ sont complètes, abstraction faite d'une seule, savoir la formule (3i) du paragraphe XXVIIl, par(;e qu'elles eonliennent tous les nombres du même genre aux indices inférieurs.
Déjà, en 182^, Andréas von Ettingshausen a découvert une formule récursive incomplète qui ne contient que les nombres
ou /> = — , yj = — ; — , selon que 11 est suppose pair ou impair. L- est
pourquoi nous désignons comme formules récursives incomplètes de première espèce des formules récursives qui ne contiennent pas les premiers des nombres de BernouUi, des coeflicients des tangentes et des nombres d'Euler.
Quoique les deux formules générales (9) et (10) du paragraphe X-XVII soient, pour <jf = o, respectivement ^ < n, des formules incomplètes de première espèce, il nous semble plus avantageux d'éludier le polynôme entier
où j? et a sont des variables complexes quelconques, tandis que n el p sont des entiers non négatifs. En efl'et, nous trouvons de cette manière, d'un seul coup, des généralisations très étendues des formules connues de ce genre, et beaucoup d'autres. Appliquons l'identité évidente
/(a;) = ( j7 -f- oi)"[(a- -+- a) 4- (1 — '.a )]/',
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il résulte, en vertu de la l'ornuile hinomiale,
el cette autre identité
donnera de même
Gela posé, les expressions ainsi obtenues pour f(x) ±f(x — i) donnent immédiatement ces deux développements
(■>) f{x) = K„,„(a) 4- 2 (^^ J (n + /; - 5) ! ( I - -.y.y H„+;,-,+, (x^ol)
où le terme K„,^(a) qui figure an second membre de (2) est indépendanl de la variable x.
Quant à la détermination de la valeur de K„,p(a), cherchons les dérivées des deux membres de (2), il résulte
(4) /;(^)= ^(^^^j(n-^p-sy.{i--iuyBn+p-,(x + o^}
,? = rt -2 ^~ '^' ( s ) ^''-^P -s)l(i-o.aiy nn+i,-s(cr + a),
tandis que nous aurons, en vertu de (1),
(5) f'{x) = n(x -h ayi-i ( X -h i ~ (x)P -h p(x -}- ay' (x -^ i — 7.)i>'K
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Développons ensuite, en verlii de (i), les deux fonctions (pii li<;urent au second membre de (5), nous trouvons précisément tous les termes qui figurent au second membre de \^ \ i, ce qui donncia évidemment
OU, ce qui est la même chose.
( <'>l-à-dire que nous aurons généralement
' '' '(rt-H/?)! '
Appliquons maintenant l'identité évidente
( > -h a i'" (ar -f- a — i)'" _ (:r4-a)"' ^ ( — i)-^( i — •>.ix)--(a? — a )'"-"" m ! in\ m ! j^ s\{m — 5)1
car les deux meuibres de cette foi'uuile sont des éléments de deux suites harmoniques.
Multiplions ensuite par //il les deux uiembres de (7), il est évident que la formule ainsi obtenue peut être déduite de (2) en y |)Osanl // = o, Il = ///, de sorte que nous aurons
\^mAy- • = -—
•e rpii donnera, en vertu de (6), l'expression générale
81 K„„(ai= '■ ^11 — 7'/.)'+/ + '.
Soit ensuite 7 </*-+-/> wn positif enlier. on aura, en vcrlu
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de (3),
(9) Dj[(ar.4-a)"(^ + i~a)/']
= V /^ Wrt+/? — 5)!(i — 'Aa/ li„+/,_,/_.,(a-4-a)
où il faut supprimer les termes contenant les fonctions d'Euler à indice négatif. Il est évident du reste que la formule (3) est un cas particulier de (9), correspondant à l' hypothèse q := o. La formule (2) donnera de même
(10) DX^'[fa7 — a)«(a7 + i — a)/'j
.■i = p = ^ (^g) (J^ -^ P — ^ )Hi — ■>'^-)' H„+/,_,/_.,(a? + a) .« = 0
ù il faut supprimer les termes qui correspondent à des fonctions
de Bernoulli à indice négatif.
Dans ce cas il est évident que la formule (2) n'est pas un cas particulier de (10); c'est-à-dire qu'il faut étudier séparément la formule (2) et l'ensemble des formules (10).
XLIV. — Généralisations des formules de von Ettingshausen
Supposons dans la formule générale (10) du paragraphe précédent, a = o, remplaçons cj par q — i, où
iSg^n — I,
puis posons pour abréger
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riiyj)t)lln}se a; = o donnera
Soit niaintcnanl /• un nombre pair, savoir /• := 2m, nous aurons, en divisani |):ir (77 — 1 )! les deux membres de (2),
^2(--U';,)(""";ir-')''.
On voit que l'hypothèse </ = 1 , d'où, en verlu de (i), n -r- p ^= i m + I , donnera la formule la plus élégante de ce genre, savoir
formule que Slern /') a trouvée parla méthode transcendante ordinaire.
Quant à la formule [/\), elle se présente sous la forme la plus élégante, si nous posons p = /i -\- i ^ ce qui donnera m=:n; la formide ainsi obtenue
est trouv(''e j)ar von Eltingshausen (-), à l'aide du ealcid aux dille-
(') lieili\ii^e zar Tlieor e der Hernoullucken uid Eu'erschen Zahlen, p. 7-i(i: Mémoires de la Société de Goeilingue, 187X.
(') Vorlesungeii iiber die li'ihere .yfathcmct/i\, t. I, p. 3S4-285. Vienne, iSj-j.
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rcnco liiiio, cl icprf'scnlc hi picmirre formule incomplète connue, (jue je saclic. I*ai' une l'aille (rim|in's.sion, von l'ittingsliausen a supprimé le sionc allciiK' daii^ sa l'onniilc, <le sorte qu'il indique qu'une somme de iioml)res posilils esl égale à zéi'o.
Celle ])elle deeo(i\erle de von Ellingsliausen sendjle élre [)arfaitement oubliée, de sorte que; l'on prêU; à von Seidel et à Stern l'honneur d'avoir découvert la première formule incomplète de ce genre, un demi-siècle après la publication du livre de von Ettingsliausen. Giqiel ('), dans sa petite note relative à une publication de Sclilomileli, mentionne le li\re de xoii Eltingshausen, sans citation de la formule remaicpiaUle dont il sagil.
Supposons, dans (5), /?= a/», resjx'ctivcment /* = 2 /.• -h i , la formule de von Ettingsliausen contient les ensend)les de nombres de Bernoulli
IÎ2A. \'>>f.u ■•■, 15/,
Soit ensuite, dans (3). ^ = 2, ce qui donnera, en vertu de (i).
Il -y- p — im + •>,
il résulte
("'>•(..+,]'"« ■•»+')ii.
renq)laeons. dans eetle formule, // el p pai' // -i- i . ce fjui d< m ■=■ /i, nous aurons la formule la plus simpb^ de ce genre
formule que \(>n Seid(d(-) a trouvée à l'aide du calcul aux dillerences linies.
(') Archiv de Grunerl, t. 3, iS'|.S, p. G5.
(-') Sitzu:>gsberi(hle der Miiitchcner Akadcnie. 1^77, p. l'i'i-iC).
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On voit que la fornuile (7) contient précisément les mêmes nomlu'cs (le Bernmilli que celle de von Ettingshausen.
Revenons maintenant à la formule j^énérale (2), puis supposons impair le nombre /•, savoir r =^ 1 m -|- i , il résulte
Soit particulièrement ^ == i , ce qui donnera, en veilii de ( 1 1, /i -i- p =z ■>. m -+- ) ,
iioii> aurons la formule de Sh-rn (')
^ ' ^ \->.s -^ •>, / jLi ^ ^ \is-i- ■>.
(•u voit que la formule la plus simple de ce genre correspond à />:=/<-(- 2, ce qui donnera m = n.
l'osons encore, dans (8), cj = 2, ce qui donnera, en vertu de (1),
n -\- p — Kin -(- j, nous aurons la formule
ilont le cas le plus simple correspond i\p = n + i , savoir in^z /i — 1 , te qui conduira tle nouveau à la formule (-) de von Seidel.
()uant à la formule générale (9) du paragraphe précédent, nous
(') ncilrd^c. p. - ifi: Mrnwires de la Société de doelliniiue. 11^7^.
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posons a ::::= o; supposons ensuite
l'hypothèse .2; = o donnera, en vertu de la délinillon (1) du noiîibre /•,
(II) ;^(^^)(,- + ry-.;!K.._,(o)
Soit maintenant /' un nombre impair, savoir /• = 2 //i -|- 1 , nou^ aurons, en divisant par q\ les deux nombres de (11),
le cas particulier qui correspond à (7 = 0, savoir
/t -1- y) = 9. /rt -H I .
appartient à Stern ('). Posons encore /> = /î + i , ce qui donnera m ■=^ /i, nous trouvons la formule la plus simple de ce genre. Posons encore, dans (12), ^ = i, savoir
n -t-yo = •>. m -(- 2,
nous aurons la formule la plus simple de ce genre en supposant p = II, ce qui donnera m = n — i . De cette manière nous trouvon.s la formule de von Seidel ('-)
(.3) 2]("ir(,,")<'^-^)'>-*-^T„_, = o (n^,,),
(') Beiiràge, p. 7-16; Mémoires de la Société de Goeltingue, 1878. (^) Sitzung.^berichle der Muncliener Akadeinie, «877, p. 17K.
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I, CL' qui est évidemment la même chose,
y (-0-^Y". H'-"-^-^- 0H„-..= o (ni'
Soit (Misuite, dans (i i), /• un noml)r<' pair, savoir /• = 2ni, nous
aiimiis
/ Il \ / ■> m -l- /-i — •) « — I \
la l'oiinule obtenue de (i5), en j supposant^/ = o, est due à Stern('). l'osons p =^ n ^ 2, ce qui donnera m ^= n -+- i , nous trouvons la lurniule la plus simple de ce genre.
Posons encore, dans (i5), q = 1 . p = n -\-i, ce qui donnera /Il = //, nous retrouvons la formule (i3) de von Seidel.
Les formules générales que nous venons de développer donnent (|iiclques formules spéciales qui nous seront très utiles dans nos nclierches suivantes.
En effet, posons dans (4) et (9), n = 2, p = a/n — i, respecli\ement p ^= 2m, il résulte les formules récursives homogènes
liiiidis que (2) donnera, pour fj= i , /i =: 1 , /? = a/;? + 1 , la formule lion homoffène
( ' ) fieili-cif^c, p. 7-1 fi.
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(^iianl aux formules ( 12) et (i 5), les hypothèses /t = 2, /> = amicspceliNement y> = o-ni donnent
(19) (■*/«-:î)T,„-^ y (_,).<( ''"'Vw— .S) ■/^■^•T„,^,= o,
(■») ■.mT,„-|^(';'')-,li,(™-i.T,„
Ces einq foi'mules sont dues à Stern (').
XLV. — Formules de Saalschutz
Quant à la formule gémh-ale (2) du paiai^raphe \LI1J, que nous avons à étudier séparément, posons a ;= o ; dans ce cas la fonction B/,_,_^^.i (a?) disparaîtra, de sorte que nous aurons, après une légère modification, le développement suivant :
*- 2; '-')"G ",)--/'— ')MW-..(.
ce ([ui nous conduira immédiatemcnl aux fornuiles incomplète; que Saalscliiilz (-) a trouvées à laid;' de la lormide sommatoii* d'Euler.
Supposons tout d'ahord que n -{- p soit un nombre pair, savoir
(') Loc. cit., p. ,).
(-) Zeitschrifl fiir Matkemalilc und P/irsiA-, l. 37, i8(,3, |>. 374-37-! : Vor/esiingen i'iber die liciitoullisclien Zahlen. j). iSViSy. lieilin, iB()3.
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|>iii.s posons X = o, il résulte la formule incoiuplèlc
{ ■> m -+- I ) . ^^ \ •-». 5 -i- I / ;•. ni — - >. 5
^ \->.S -\-lJ •>. //l — •' 5
-dil particulièremenl p := ?i, ce qui donnera /» = /i,'nous aurons la rt)rmiile la plus élégante de ce genre, savoir
Soil /i=2A\ respectivement n = zk -{- 1, on verra que la lormule (4) contient respectivement les ensembles suivants de nombres de Bernoulll :
« est-à-dire que la formule de Saalschiilz contient, dans le premier (US, un nombre de moins que celle de von Ettingshausen.
I^osons ensuite, dans (i), x = -, puis ajoutons à la formule (3)
ICquatlon ainsi obtenue, nous aurons, en multipliant par a"""',
ce qui donnera particulièrement, pour/; = m = /?
sT
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Supposons maintenant que n -+- p soit un nombre impair, savoir < 7 ) n + p = >m -h \,
la formule ([) donnera pour x = o
(8) <-"""'/^^ yi-.)-( " ) "-"
( f. m -+-■>.). ^mi \ ■>, 5 -I- -^ / >. m — :>. s
d"()ù il résulte, pour p= n -\- i , la formule (4)-
l^osons encore, dans (i), 37 = , la méthode ordinaire donnera
d'où il résulte, pour y> = « + i , savoir m -.= n, la formule (6).
XLVI. — Formules contenaat les nombres d'Euler
Soit, dans les formules générales (9) et (10) du paragraphe XLIII.
.r = . il est évident que Ton obtient des formules moins simple^
que dans le cas ;r:=o; car les dérivées qui figurent aux premiers membres des formules susdites sont assez compliquées pour d'autres valeurs de x.
Quant aux nombres d'Euler, nous avons par conséquent à prendre pour point de départ les formules (2) et (o) du paragraphe XLIIT. Posons, dans la seconde de ces deux formules, a = o, nous au-
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Vnll>
X" (.V -Jr t)i' = 2 (s ) *" -'l'P — s)'. En+r-A.^)
Supposons ensuite x= — -, puis posons fi^/} = 9.m et
// -{- p = 2/« H- I , nous nurons respectivement
On voit que les hypothèses /? = n,/; = w + i, ce qui donnerti /;/ = n, conduiront toutes deux à la formule éléfrante
Éludions maintenant la formule (2) du paragraphe \L111, l'hy tlhèse a == o donnera
-^ 2 (-OM,"j<>' + /'-^"-0'n„^,-.(^);
]i(»s.)ns ensuite a?=— -, puis 07=— 7, nous aurons, en sous-
\ rayant les deux équations ainsi obtenues, selon que
igv. DEUXIKMi: l'AUTIK. — LKS NOAIBlUiS DK l!i;UNOLLM KT DEULKIl.
OU
il)
<ll^
Soit ensuite y> = /i -f- i , respectivement y; = « -|- 2, nous aurons les formules les plus simples de ce genre, savoir
Ces deux formules particulières et les formules générales (2) et (3) appartiennent à A. Radicke ( ').
En dernier lieu, différentions par rapport à x la formule (i),
l'hypothèse x = — - donnera, selon que n -\-p z^ iin-\- \ ou ji -i- p = 2ni-\- 2,
(,o) (_,).<+«(.,^_.,n)= 2 (-'>-(.fJ(^"'--?-5 + >)2^-^E/«-.
(1) Journal de Crelle, t. 89. 1880, p. 257-261.
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On voil que les torimiles les pins élégantes de ce genre correspondent à p =z n -\- i, respectivement p = n -\- 2, ce qui donnera
XLVII. — D'autres formules incomplètes
Les développements généraux du paragraphe XLIII donnent immédiatement une suite d'autres foi-mules récursives que nous avons à mentionner ici.
En premier lieu, posons, dans la formule (2) du paragraphe susdit.
il résulte
Soii maintenant, dans cette formule, 7i-{-p=^2ni — i, nous
(jiii donnera pour p := n - i, savoir m ^= «, la formule la plus
NtELs MEI.sEN 13
Mj4 DEUXIÈME PAHTIK. — LES NOMBRES DE UERXOLLLl ET d'eULER.
élégante de ce genre
L'hjpothèse n -{- p == 9. m donnera de même, en vertu de (2),
(2 m -\- i)\ j^ \i s -\- \ ) im -~ ■>. s
^4 \ 9. 5 -(- I / 2 /Il — 2 s
soit particulièrement, dans (4), p = n = m^ nous retrouvons l f».Oj ' formule de Saalschûtz, savoir la formule (4) du paragraphe XLV I À %%, . En second lieu, posons dans la formule (10) du paragraphe XLIl
il résulte
<5' l(:)"""J^"'lWo)
-lî,
Soit maintenant m un nombre pair, savoir m = 2 k.
i«) 2(-)if,)('-'"r'^')"'-"»"-
nous aurons
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d'où, en posant ^ = o et p z= n := m, on retrouve la formule de Seidel, savoir la formule (i4) du paragraphe XLIV.
Supposons ensuite impair le nombre m, savoir m = 2A + i, il résulte, en vertu de (5),
(lOù, en |)Osant g = o, /) = «+i, ce qui donnera k = «,
En dernier lieu, nous avons à étudier la formule (9) du para- L, -^^2^, graphe XLIII; posons a = — J7, il résulte l'identité
OÙ il faut supposer par conséquent o^q'^ti — i .
Soit parliculièremcnt a? = 7 •
n -h p = 1 m -+- q )i -^ p — im ^ q -\- \^ nous aurons respeclivement
-i^^-'Or^r'^
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les formules spéciales obtenues de (lo) et (i i) en posant q = 0 sont dues à Stern ( ').
11 est évident que l'on peut déduire un grand nombre de formules plus spéciales, en donnant à /?, /?, q des valeurs particulières; nous nous bornerons à indiquer les applications suivantes :
I ° ^ = o, /> =: i ; n r=. im — \ ^ n =^ im :
s = tn — 1
3" <y = o, jy = 2 ; /i == 2 m — 2 , /i = 2 m — i :
(') Beitràge. p. 3i-.i'i; Mémoires de la Société de Goettingue, ii~'^.
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\" (j = (», Il =:^ i\ p ^=z lin — 1^ p ^= im — I :
j" r/ = (),/; = 3 ; 71^=. im — 3, n ^=. im — 2 : * = /«— 2
(>" *y = o, « = 3 ; yD = 2 ;/i — "i^ p =z -i m — 2 :
-" tf =^ o, p = \. n =^ tim — 4 •
Plusieurs de ces formules spéciales se trouvent dans le grand Mémoire de Stern; cependant nous ne nous arrêtons pas à des citations.
FORMULES INCOMPLÈTES DE SECONDE ESPÈCE
XL VIII. — Deux suites régulières.
Déjà en i856, Knar ( ' ) a découvert deux formules récursives qui ne contiennent que des nombres de Bernoulli, dont les indices sont des nombres pairs, respectivement impairs; cependant cette belle découverte est restée inaperçue pendant un quart de siècle.
En même temps que Knar, Kronecker (-) a trouvé des développemenls généraux qui donnent facilement des formules récursives pour les nombres de Bernoulli et les coefficients des tangentes, dont les indices forment une série arithmétique quelconque. Cependant l'illustre géomètre allemand n'a pas observé les formules en question; du reste, il ne semble pas possible de les déduire par une méthode élémentaire, parce qu'elles ne sont pas régulières (^).
Dans les paragraphes suivants nous avons à étudier de telles formules récursives pour les nombres de Bernoulli, les coefficients des tangentes et les nombres d'Euler, dont les indices forment une suite arithmétique quelconque, formules que nous désignons comme formules récursives incomplètes de seconde espèce.
Soient, à cet effet,
des nombres complexes différents de zéro, mais quelconques du reste, nous formons d'après Kronecker toutes les 2^~* expressions
(') Archiv de Grunert. l. 27, i8.j(), p. /|J5-436.
(-) Journal de Malhématique% pures et appliquées^ n.' série, t. 1, i85C, p. 3'v')-
(') Berichte der kgl. sâchs. Gesellschaft der Wissenschaften, t. Go, 191 ■'i, p. 25.
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lenues ac
21 z!= aj^r a-.
^^R^combinant les signes + et — d une manière quelconque. HPÇSupposons ensuite qu'une certaine de ces expressions (o, choisie
arbitrairement du reste, contienne p signes positifs et q signes
^M';;atifs, de sorte que
nous désignons q comme le nombre caractéristique de to, et il est (•vident que le nombre — to aura le nombre caractéristique y;.
Ces définitions adoptées, nous démontrerons sans peine le ili('orème :
Les deux fonctions
r„(.)=;Lyi
I zh Z) I
ir:a,=ba.:+:.,
/ les sommations sont à étendre sur les u'' ' expressions possibles des co, et où cj désigne le nombre caractéristique de l'expression correspondante, sont des polynômes réguliers du
Il est évident que Fn(x) et G„{x) forment des suites harmonir|iips: de plus, l'identité évidente
montre, en vertu de (2), que les deux polynômes en question sont symétriques aussi; c'est-à-dire que F„(x) et G,i{x) sont tous deux des polynômes réguliers.
Cela posé, il ne nous reste qu'à démontrer que G,i(x) est préci- ~i tnent du degré n par rapport à x, parce que ¥f,(x) a évidemment ' I ite propriété.
A cet effet, posons
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je dis que nous aurons
( 7 ) //. ,A-i ( -^ ) = Xj a. a:, . . . a/,„ 1 .
En eftel, il est évident que ces deux formules sont vraies pour le z=z 2, parce que nous aurons
Quant à la conclusion de k à /» H- i , nous ajoutons à l'ensemble (i) le nouveau nombre a*; supposons ensuite que l'expression to, formée de l'ensemble (i), ait le nombre caractéristique q, les expressions w H- a/t et w — ol^ auront les nombres caractéristiques ^/, respectivement r/ -\-\. De plus, nous aurons évidemment
et la formule de Tajlor donnera la formule récursive
ce qui nous conduira immédiatement au but. Posons ensuite pour abréger
et particulièrement
nous aurons généralement, quel que soit l'indice n.
Quant aux sommes de puissances alternées
2^ (_ ij'/(, :=- a, =t a, z'z... :c a/,_, )'«,
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rlles s'évanouissent pour o^m^A— 2, de sorte que nous posons ic (jul donnera, quel que soil l'indice n, Soit particulièrement /? = o, il résulte
d'où, en vertu de (-),
(10) j„ = ( A- — I ) ! 'A^'-' xi X2 . . . a/,.- 1.
Remarquons ensuite que ij^ix) s'évanouira pour j? := , il
résulte
ce qui donnera, en vertu de (10), I 1 1) 7i = A! •2/'-' 7-1 a., . , . a/, _,.
Posons encore
nous aurons de même
' '" \ ■}. I ( A- -^ 2 /t — I ) ! ■>.A^-*« 1 ' d'où particulièrement, [)arce que Go(^) a une valeur constante,
( I I ) To = Jo = ( /.■ — 1 ) ! i^-' a, a. . . . 2/,_, .
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Cela posé, nous aurons
ce qui donnera les développements d'après les fonctions de Bernoulli
tandis que les développements, d'après les fonctions d'Euler, de- \iennent
Nous ne nous arrêtons pas aux nombreuses formules récursives, obtenues pour les B„, T„, E/,, en introduisant, dans les quatre développements, les valeurs spéciales ordinaires de x.
XLIX. — Théorèmes sur les racines de l'unité
Dans les développements précédents, les k — i quantités a^ sont des nombres complexes quelconques, différents de zéro. 11 est très intéressant, ce me semble, que les formules générales que nous venons de développer se présentent sous une forme élégante dans le cas où les a^ sont des racines de l'unité.
Quant à l'étude de ces formules simples, nous prenons pour point
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(le dt'|)aii les deux polynômes entiers
(I) cp„(^) = n![F„(j-)-^(-i)"F„(-a:)], .
{■?.) 4/„_,(a') = (« -^-/ — I)! fG«(x) — (— i)«G„(' .rjj,
savoir, ordonnés d'après les puissances descendantes de x.
Soit ensuite, avec une légère modification de la définition (2) du jiaragraplie précédent,
to = I rh ai li:: «2 + . . . r~ a/.-_ j ,
on aura en outre
-li^-ÏÏ-l(:'-'iï
où çr est le nombre caractéristique de co, savoir le nombre des signes négatifs dans l'expression susdite.
Cela posé, nous avons tout d'abord à démontrer le théorènu; :
I. Soit a une /acine primitive de V érj nation binôme
(7) .H— 1 = 0, et soient les nombres a,, les j)uiss(inces
/e5 polynômes On{x) et '}„_,(a7) satisfont aux équations fonctionnelles
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En effet, on aura, en vertu de (5) et (6),
(II) a" i<];„.,(^-j :=2,^-')'/(-^+— j -2d^~""V^~T)
car on aura, en vertu de (^), a*=:i; dans ces deux formules, le nombre o) est une expression de la forme
w = i± a=n a^i o?±. . .zh a'-^-»,
OÙ /> des puissances de a ont le signe +, ^ le signe — , de sorte que
Soit maintenant (o de la forme
on aura, en vertu de {'j),
m' = aw — y. Tiz «2 _ y,3 . _ a''-' -i- i ;
c'est-à-dire que les nombres/) et q sont les mêmes que dans to. Soit, au conti'aire, to de la forme
M = I rc a ±: a* dt . . . zn a*-- — a'" - ' , on aura
aw = a — a^ zb «3 ±: . . . :±: a'' ■ i — i = — w',
de sorte que p-\-i des puissances de a qui figurent dans oi' ont le signe — I, q — i le signe +; c'est-à-dire que le nombre caractéristique de w' est égal à y> + i .
Cela posé, il est évident que les termes qui figurent aux seconds membres de (lo) et (i i) sont, abstraction faite du signe, les mêmes que dans les formules (5) et (6); de plus, nous venons de démontrer que les signes seront les mêmes, ce qui donnera les deux formules (g).
Appliquons maintenant les deux expressions (3) et (4), nous aurons, en vertu de (9),
■S-T,,.— 7.^'' Si,.-, ^2r+I = 3t*'"'^îr-i-l»
ce qui donnera le ihéorème suivant :
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II. Supposons choisis^ comme indiqué dans le théorème /, les nombres a,, puis supposons que ir ne soil pas divisible par k^ nous aurons
Comme analogie du théorème I, nous avons cet autre :
III. Soil a une racine primitive de l'équation binôme
'■( soient les nombres ols les puissances
V- polynômes '^n{oc) et ^l „^^ix) satisfont aux équations fonc- I tonnelles
Conformément à Tégalité a^''^: i, nous avons à modifier les formules (lo) et (i i) en j remplaçant a par a-. Soil ensuite m de la forme
on aura, en vertu de (i3),
a'io = a^ •: a*dr a*:~. . .r: a^-' + i zp a = w';
( "est-à-dire que w' a le nombre caractéristique q ou q — 2, selon (pie la puissance a^-', dans to, aura le signe + ou — . Soit, au contraire, to de la forme
co = i± a ±:a2±...dr «/■-:* -f-a/'-2±;a^-', on aura
a-w = a-in a->
(le sorte que p zp i des puissances de a qui ligurent dans to' ont le ^igne — , ^ ±: 1 le signe -f-, selon que a*~' a le signe + ou — ; ( est-à-dire que m a le nombre caractéristique /) zp i .
Cela posé, il est évident que les fonctions o„{x) et •}«_, (x) satislont aux équations fonctionnelles (i5). Appliquons maintenant les
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<lcux expressions (3) et (4 ), nous aurons, en vertu de (i 5),
*i>r= '-'■'"'Sir, '^■ir-hl = ^'"'<^ir+l,
ce qui donnera cet autre tliéorènie :
-IV. Supposons choisis, comme indiqué dans le théorème III, les nombres a^, puis supposons que ar ne soit pas divisible par k, nous aurons
(iG) 5.^,.= o, a^,.+ , = o.
Soit maintenant a une racine quelconque de léquation binôme
Téquation
aura évidemment la racine — a; c'est-à-dire que les deux ensembles de nombres a^ (8) et (i 4) conduiront aux mêmes fonctions F„(ip) etG/,(ic), de sorte que nous n'avons qu'à étudier l'ensemble (8) pour une valeur paire de A, l'ensemble (i4) pour une valeur quelconque de /•.
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tandis que les deux autres développements de ce genre ne sont pas susceptibles d'une telle simplification.
Soit maintenant, dans ces deux, formules, /t <^ a/», les sommes qui figurent aux seconds membres se réduisent à leurs premiers termes; apj)liquons ensuite les deux valeurs
dont la première est évidente, tandis que la seconde est une consé- <[uence immédiate de la formule (ii) du paragraphe XLVJII, il résulte les deux expressions explicites
L'hypothèse n^=2k donnera, en vertu de (3) et (4), ces deux expressions explicites, plus compliquées que les précédentes,
Nous ne nous arrêtons pas aux formules récursives incomplètes qui proviennent des développements (3) et (4) et qui sont du reste évidentes, (^uant aux expressions explicites (6), introduisons, dans
la première, in au lieu de n, puis posons ^ = o, x ^ — -> nous aurons respectivement
S _ i—i)"{->.nV. <Tj„
Posons ensuite, dans la dernière des formules (6), 2/1 + ' respectivement 3/i au lieu de «, les hypothèses x = o, respectivement
x = — -, donnent les deux autres expressions explicites
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Adclilionnons, puis soustrayons les deux formules (8), nous aurons respectivement
( j _ (— I )" ( '2 /l — I ) ! ( Cîn — -j,, ) y " ~ ( 2 /» -+- -2 A- — I) ! •22/'-«" '
) jj^ ^ (-\)"(->.n)\(^,n-^^iu) (. " ( 2 rt -H 2 A — i) ! •2^/'^
Dans les six dernières formules il faut supposer n^k — i ; en appliquant les formules (7), on pourra obtenir des expressions ex|)licites pour les nombres B^, T;v, E;t» expressions qui deviennent j^lus compliquées que les précédentes, de sorte que nous ne nous arrêtons pas à leur déduction.
Etudions maintenant le cas le plus simple des développements précédents, savoir /r = 2, nous aurons
«! r,j(.r) = i(x -Jr- 1)" -h -ACC-i- (j- -i- I -f- /)"
-^ (x — £/'-+- (x -h 1 — i)" -i- (x -!- t;", (n-h 3)! Gn(^) = 2iF"+*— '2(ar-l-r)"+3-+- (a; + n- i y^^-^
— (x — i)n+^-+- (x -i-i — i)"-+-^—(x -Jr /)"+».
Appliquons ensuite légalité évidente
il résulte
(m - . tnr. '" ^' (ni-\-Z)-\ — I-HC05 sm h 2 - COS ; ■1 2 4 y
de sorte que nous aurons
\ Vn{x) = iG Knior) -,- y ^'^^~'f,"'"'"' \-:,r-,s(^), I •^'" V -I •* j •
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Cela |)»»>L', nous aurons les formules récurslves incomplètes
•2'"-^'-(- (- 1)" ■,«"-*= T,„-4- 2 ( '' " 7 ') [•'*•*' ^- (- ')' •^'■^-MTî'.-2.<î = l ï = n — 1
tandis que les expressions t,„ et t„i, et par conséquent les formuler inconq^lètes pour les E„, deviennent plus compliquées.
Les quatre formules spéciales (12) et (i3) sont déduites par \l. ITaussner (' ). à l'aide d'une méthode transcendante.
LI. — Formules de seconde classe
.Soit ensuite, conformément à la remarque finale du paragraphe \LI\. 7. une racine primitive de l'équation binôme
nous avons à chftisir l'ensemble des nombres a, comme les puis-
■-iinc<'s
((• qui donnera, en vertu des formules {16) du paragraphe XLIX, p'^ Q
j 'il
(•) G'Htinger Nac/uichte/i, i8();i, p. S09.
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tandis que les aiilres développements de ce genre ne sont pas susceptibles d'une telle siniplifieation.
La définition des ni)ini)r(> a, donnera
/,i/, — 1) ai 22 . . . a/,— 1 = % - — (db t)''-',
de sorte que nous aurons ici
5o = '^J/'- 1 , 7, = /• ! ( ri= 2 0''"' •
Soit ensuite n <i'2.k, nous aurons, en vertu de (2), les expressions explicites
/ V.ni^r ) = -—Tj—'
tandis que l'hjpothèse n^ ik donnera ces deux autres expressions explicites, plus compliquées que les précédentes,
' ( H,,(^)= ihiiflL '^^^■^' ,
( '^^^'■^'^)- — Tï (.2/0!. <•/'•■
Les formules récursives incomplètes et les expressions explicites, tirées des formules générales (2), (3), (4), pour les B,j, T« et E„, forment les parties principales du beau Mémoire de M. ilaussner ('). Or, van den Berg (^) a trouvé, douze ans auparavant, les formules susdites qui contiennent les nombres de Bernoulli, tandis qu'il a indicjué quelques cas spéciaux des autres formules pour les T„ et les E/j.
Quant aux expressions explicites que nous venons de développer, M. Ilaussner (^) dit à juste titre qu'elles sont plus simples que celles (le Kronecker ( '*). Nous pouvons ajouter que les formules
(') Golliiiger Nachrichten, 1898, p. 777-809.
(^) Verslagen en inededcelingen der Koninlijke Akademie Amsterdam, i« série, t. 16, 1881, p. 89. Il est très i-egreltable, ce me semble, que le collaborateur du Jahrbuch iïber die Fortschritte der Mathematik, t. 13, p. igS, ne dit rien sur l<a nature de ce Mémoire très remarquable.
('0 Loc. cit., p. 795.
{'') Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2" série, t. 1, i85(J, p. 385-391.
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incomplètes de ce "fenre sont beaucoup plus simples que celles indiquées dans le paragraphe précédent, ce que montrent clairement les exenq)les suivants.
Soit /i = 2, nous trouvons
«! F„(^) = (x-^ "T") "^ v "^ "hr~) '
(rt -+- lyl G„(xl = f a7H ■ — j —{^x-i —j ,
ce ([ui donnera
( m -H I ) ! 2 de surlc ijiic nous aurons
Cela [)osé, nous trouvons les formules incomplètes
'"'1 ; — ; — — 7 : — I / i"îii-is
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et
(— i)"(ah-i) v" C— if/4« + 4
(,.,) a„ + i_(_,y<^.2«= 2] (-■r(^";^!^)(2^''-'--')'i'''H2«--ls-,
les formules (lo) et (i3) sont celles de Knar ('). Soit ensuite k= 3, nous ti'ouvons
de sorte que l'identité évidente
I ri- i /o
donnera
(i/« — -, r; l — ^- cos :; — '— ;
c'est-à-dire que les développements généraux deviennent
(') Archiv de Grunert, t. 27, i856, p. 455-456.
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Dans ce cas, nous trouvons les formules iuconiplèles
V=I ( I 7 ) (— I )" ■'."-' M -f- •>, COS ^"^ ^' TT )
.v = 0 ^ ^ (— l)"-'(>.« + 3) / ^rt + 2 \ V/ ^/'^
Les formules (i6), (i8), (20) sont à appliquer, pourvu que /t soit un multiple de 3, sinon nous avons à appliquer les trois autres formules.
Toutes ces formules spéciales que nous venons de développer sont trouvées par van den Berg ( ' ) ; MM. J.-C. Kapteyn et W. Kapteyn (*), dans leur grand Mémoire sur les sinus d'ordre supérieur, ont retrouvé les formules (6), (10), (16), (20), et M. Rogel (') a retrouvé la formule (21).
M. Haussner ( *) a indiqué quelques autres formules incompldes qui ne sont pas des cas spéciaux des développements précédents.
(') Verslagen en mededeelingen der Koninlijke Akademie Ainslerdam, lie, t. 16, 11S81, p. 1 19-121, 125, 161-166. (') Sitzitngsberichte der Wiener Akademie, l. 93, H, 1886, p. 836. (') Jahrbuch iiher die Fortschritte der Malheinatik, t. 26, 189.1, p. 'î>^6. I ') Gottinger Nachrirhlen., '•'^93, p. ■'^oS.
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LU. — Applications des formules générales.
Revenons maintenant aux formules générales (9) et (10) du paraaphe XXVIIl, savoir
r^ ( — if{ n -~ q — 5 ) ! {m — q)\
'Il -H n
valables pour les éléments de la base d'une suite régulière quelconque, et dans lesquelles les sommations aux premiers membres sont à étendre jusqu'à ce que les coefficients binomiaux qui y figurent s'évanouissent tous deux.
11 est évident que ces deux formules sont d'une généralité très étendue, de sorte qu'elles donnent un graiîd nombre des formules récursives incomplètes contenant les B/, et les T„; nous nous bornerons à indiquer les plus simples de telles formules spéciales.
1° Soit
rt| = - . o.,„ + i = o,
la suite régulière correspondante est celle formée des fonctions de Bernoulli.
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2° Les hvj)olhèses
ag = -» et 211 = o,
donnent la suite régulière formée des fonctions d'Euler.
Étudions tout d'abord la formule (2 ), où nous supposons rj <; /?, ■nous obtenons des foimulcs r(''curslvcs incom|)lètes de pi-emièrc espèce contenant les 13,^ ou les T^^.
Quant à la formule (i), où nous supposons y ^ o, elle donnera des formules incomplètes contenant les nombres de BeruouUi
Bi, P,2, B;j, ..., n,.; B,.+,+,, n,.+,+2, .-., i>r+s+/
ou les coefficients des tangentes aux nuMues indices.
Je suppose que ces formules sont les mêmes que celles meiilionnées par M. Haussner ( ' ) comme appartenant à Saalschiilz (-).
Soit q = o, nous obtenons les formules de Saalscliiit/ que nous avons développées d'un autre point de vue dans le paragraphe \LA ; ces formules sont du reste trouvées presque en mênu' lemps par Hermile (•').
3° Posons
(•).rt-r-I)!
la suite régulière correspondant avec Télément général
/„(» = fx^ ^-\ B„+,(;r) — (« + ■>.) B„+2(>). 4° Soit de même
(') Gottinger Nachricliten, i<'<93, p. 778.
(-) Physihaliscliôkonom. Gesellschaft zu Kom'gsbci-g. p. tSf)-. (^e Mémo n'est pas mentionné thuis le JahrbucJi iiber die Fortscliritte dcr MalluuKilik. (^) Mathesis, 2" série, l. .'), suppl., II, 189'), p. 1-7.
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nous aurons
On voit que les formules récursives ineomplôtcs obtenues dans ces cas sont plus compliquées que celles obtcmn s (hms les cas précédents.
()uant aux formules générales (5) et (6) du paragraphe \\\ II,
,+iX"'-i-%
[( 4 ) G ( j" ) = ( — I )" V (n-i-s)\('^~^^ja„ ^,/+, x"'+'/--\
ioù nous avons posé
l jf = n
tandis que [/«(.r), ««] est une suite harmonique quelconque, elles [donnent aussi un grand nombre de formules récursives incomplotes Lparmi lesquelles nous mentionnons les suivantes :
j" /„(j^ ) = li„(:r), a- = ', .r=— -, x = —-'
6" fn{^)=^^n{3r), X=
On voit du reste que les formules ainsi obtenues deviennent phi^ compliquées que les précédentes.
'2iH nKiMihn-: l'Airnr. — les nombres de bernouli.i et d euleb.
LUI. — Applications des fonctions ultrasphériques.
Il est très intéressant, ce me semble, que les fonctions ultraspli riques de première espèce ( ' )
Pv.n^)==2'-'K . ( n-s ^•'■■^)"""
donnent des formules récursives incomplètes, et pour les B„ et poulies T„.
En efTet, la définition (i) donnera, après un simple calcul direct,
(■2) D,^Pv."(:F) = -2vPv+i.«-i(;a7),
(3) {n -+- i) t'^."+'(3-) = (7.V + ii)x ?''^"{x) — (i — x^)V)x P'^'"(a');
soit ensuite, dans (3), 57 = — i, il résulte
ce qui donnera généralement
Cela posé, on aura, en vertu de (2), d'où, en vertu de (4), de sorte que nous aurons la série de Tajlor
C) Voir mon Traité : Théorie des fonctions métnsphériqiies, p. g't-na. Paris,
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Les expressions
étant déterminées à l'aide des formules (i) et (5), on voit que les coefficients des deux développements
sont déterminés, abstraction faite de «„,« (v), coctliriciu cjni exige des i-echerches spéciales.
Or, introduisons, dans les développements susdits, v — i au lieu de V, /i -\- I au lieu de w, puis cherchons les dérivées par rapport à X des deux membres des formules ainsi obtenues, il résulte, en vertu de (2), les formules récursives
(2v-a)Z»„,,(v) = 6„+,,.(v-i;, ce qui donnera (inalement :('2v-2)r'."(3:)
V^ ^ /v -4- rt — s — I \ / 2V -f- 2 /i
Introduisons maintenant, dans ces deux formules, les valeurs numériques de x, mentionnées dans le paragraphe XVI, il résulte des formules récursives pour les B„, T„, E„, et ces formules sont remarquables, parce qu'elles contiennent le paramétre quelconque v.
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Or, la valeur de P^'"(jc) ne se présente; sous forme simple que dans les deux cas :r == o et x = — i , il est évident que les formules récursives qui correspondent aux autres valeurs de JC deviennent assez compliquées. C'est pourquoi nous nous hoincrons à l'étude des deux cas susdits.
A cet effet, posons, dans (6j et (7), r = o, puis introduisons mi au lieu de /i, la dernière somme qui figure au second membre de chacune de ces deux formules disparaîtra, le dernier terme seulemenl exclu, de sorte que nous trouvons après une légère modification
J^ \ in 2 5 I \ ■>. X -t- I /
I -\- in — -2 s — i\ I iv -\- \n — xs
Ces deux formules récursives deviennent incomplètes dans les deux cas suivants :
i" V = — p H- -, où p désigne un positif entier; dans ce cas, nous aurons
■is -
où il faut supposer i '^p'^n — 1 , respcctiveuient i "S P ^ "■
CIlAl'. XI. — D. VITRES FORMll.KS INCOMI'LKTKS. 'rj.]
Posons, dans (\o), p = n — i, nous aurons la formule la plii> ^ill)ple de ce genre, savoir
IV
tandis que la formule ( i i ) donnera, pour/; = n — i , p = n respeeùvement ,
,v = 0 \in — 2.5 I /
:>:' 1^'liypolhèse y ^= — n — q . l'^q^n — i , où ^ désigne un
|)Osilif entier, donnera de même les deux formules incomplètes de première espèce
in — ■>. a — >.s — i\ . . „ •>. .s -+- I
;, = o V 'in—>s /
S=:ff — \ , "X^
.V = 0 V iq —is /
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JLU ' M /\2n — ■27 + 2S + I/ '
'■ ■ I \in--iq
>.q — -is ' '
<-Ki:',)
On voit que l'hypothèse ^ = i donnera h:-s formules les plu^ simples de ce genre, savoir
<,«, 2(-')-' "-"-nr"'-"-'iT„
'i /l — 'iS — I
LIV. — D'autres généralisations de la formule de Knar
11 est très intéressant, ce me semble, que les formules de Knar sont susceptibles dune autre généralisation entièrement difFérentc de celle qui a donné les formides incomplètes de seconde espèce.
A cet effet, nous prenons pour point de départ la suite harmonique, dont l'élément général est le poljnome
où a désigne un nonrbrc complexe dillerent de l'unité positive, mais
ClIAP. XI. — DALTIIES FORMILES m'COAII'l.KTtS.
aihilrak'e du reslo. \<nis aurons iininédialemont
('<> qui donnera les dé\eloppemenls
. -v^ I -4- a"" K-.-ol'.r
foiinules dont certains cas particuliers sont bien connus, i" Posons, dans (i), a = o, il résulte
(cr-^i)'' __"-v"b „-.,(:/•) ni ~Zj (.v-+-i)l '
<roù. en remplaçant x par — x ■ — i, puis multipliant par ( — i/', ^.~jLa (5-4-1)! '
savoir la formule (6) du paragraphe XIX, ce qui donnera
*" [7777 = 1 ___JB,„_,,(.)-B,,_,,(o)].
Soit maintenant, dans (3), x égal au positif entier /? — i,nou; aurons, en vertu de la formule (20) du paragraphe XXXI,
Il vpothèse a ^^ — i donnera (h; même, en vertu de
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(' sorte que nous aurons dans ce cas
les deux formules (4) f't (5) sont observées par Lipschitz ('). Appliquons ensuite la formule
(a? -4- 1)«+ ar" — I
SnTTTTît"»-"*-)-"— (">!■
plus générale que (3 ), nous aurons de même
^ ,/ r^ Quant à la formule (2), on aura, en vertu de la formule (21 ) du
p'»''r paragraphe XXXVl,
(8) '^''-'r^^'' =^r:,)^n-..ip~^^
(9) i->P-'r-^i-')"=^{^,.) '^n-ir(p-i)-
•i" l*osons, dans (i) et (2), a: = o, puis remplaçons, dans(i}, n par n — i, il résulte, après une légère modification,
( ') Comptes rendus, t. 86, 1878, p. 1 19-121.
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tandis quo riivpolhèse :r = — - donnera
,'«(, -H a") 4- y I— I)*- ( " V 1 — a)*-'(i -^ a"-îO '^^''-^^E^:
= 2 (-'>'( ".;:')"-''"'■—"-") ii
Les Uois premières de ces cinq formules sont indiquées par Hermite(') et démontrées, à l'aide des formules sommatoires, par Stieltjes(-).
3" Posons, dans(ioj et(i3), a = /, nous retrouvons les deux formules de Knar que nous venons de développer dans le paragraphe LI.
i" Supposons, dans (i), et dans ( 2 )
où A désigne un positif entier quelconque, il est évident que les fonctions B,j_/fc^^, (x), respectivement E„_a^(j7), disparaîtront des formules ainsi obtenues, ce qui nous conduira à des formules récur- >ives pour les B„, T„, E„, dans lesquelles manquent les nombres dont les indices forment une suite arithmétique.
On voit que les formules de Knar sont à regarder comme les représentants les plus simples des formules de ce genre,
(') Coiiespoiiddiice d'Hermile et de Slieltjcs, t. 2, p. '|3G, \'yî. (■) Loc. cit., p. '|37-'|3^-
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LV. — Développements de première espèce
Il me semble un peu difficile de définir nelLement ce qu'il faul entendre par l'idée d'une iiidependenle Darstellung; c'est pourquoi je préfère de remplacer l'idée susdite par expression explicite et de remarquer que les développements que nous avons à déduire dans le Chapitre présent ont cette propriété de même que les développements donnés dans les paragraphes L et Ll. - jç^' En premier lieu, prenons pour point de départ la formule (9) du
paragraphe \ 111 :
<■ — ft \ s / \ m -
lf(^-s^)-/(li)],
où f{x) est un polynôme entier du degré //, et où il faut supposer m^n^ tandis que x, a, ^ sont des variables complexes quelconques, telles que a^ o. Posons, dans cette formule,
nous aurons par conséquent
lï.C^-^a.J.
Soit maintenant tout d'abord a égal au positif enlici' />, il résulte, ' llf^ ' en vertu de la formule (2 bis) du paragraphe KXX\ 1,
,-=1 \ .s J \ in — sj
CIIAP. XII. — EXPRKSSIONS EXPLICITES. ■*.ï']
on voit que le cas le plus simple de celte formule correspomi à ^ = o, m = /i.
Posons ensuite, dans (i), n-\-i au lieu de /*, cherchons les dérivées par rapport à x des deux membres de la formule ainsi obtenue, puis posons x = o, nous avons, en l'emplacant [5 par — V— \ , puis multipliant par ( — i)",
où il faut supposer })ar conséquent m^n-\-i.
Supposons de nouveau a égal au positif entier p. la formule (2) du paragraphe X\ WI donnera
posons ensuite, dans (3), a==/>-f-i, puis soustrayons la formule ainsi obtenue de (4), il résulte
Wnix)^ 7 :
On voit que la formule la plus simple de ce genre est la formule suivante
obtenue de (5) en y posant /> = 0, m = /< -h i. Déplus, on voit que les trois dernières formules générales donnent un grand nombre d'expressions explicites pour des B„, T„ et E„, si nous introduisons
Nous nous l>ornerons à étudier le premier de ces cas spéciaux, savoir.r = o; remplaçons encore n par 3/?, il résulte, en verlii
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de (4),
où il faut supposer par conséquent m^2n-\-i. La formule la plus si)uple de ce genre, savoir
est due à Kronecker ( ' ).
Quant aux fonctions d'Euler, nous obtenons des résultats analogues aux précédents.
En effet, posons, dans (4) et (5), /? -|- i au lieu de /? et
au lieu de x, puis soustrayons les deux équations ainsi obtenues, il U^^^ ' résulte, en vertu de la formule (7) du paragraphe XVI,
(,) ,E,,.)^:s^(;r""(::or^-
où il faut supposer par conséquent in^n-\-\. La formule la plus simple de ce genre est évidemment
Posons, dans les trois dernières formules, X =■ o, X — — -
il résulte des expressions explicites pour les 'T„ et les E,^ ; nous nous bornerons à étudier deux de ces hypothèses.
(") Journal de Crclle, t. 9i, i883, p. y68-2G,).
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Soit tout d'abord x=o. nous posons, dans (9), 2« — 1 à la place de //, ce qui donnera
OÙ il faut supposer par conséquent m^j.n] soit p = \, on aura la plus simple des formules de ce genre
Quant à l'hypothèse a; = » nous posons, dans (9), in au lieu
de n, ce qui donnera
Mi) 1 //n-i)pE„=2j ^ ( qp'tn+xi-^pq),
où il faut supposer par conséquent m ^2/1 ^ \ . Soit/; = i , on trouve la formule la plus simple de ce genre
LVI. — Développements de deuxième espèce
Prenons ensuite pour point de départ les formules (2) et (3) du / ^^
paragraphe IX, savoir ^
où il faut supposer ni^n, nous aurons ces deux développements
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«les loiulions de Bernoulli
(4} «![IW.(.r-a)-IW.(-a)] = V(_,). .Y^+^*VA.,^a).
En effet, ropéralioii A conduira de (3) et (4) à (i) et (2) respectivement; soit ensuite, dans (4), x =z o, la formule donnera une identité évidente. Quant à (3), l'hypothèse ic =: o donnera cette autre identité :
Posons tout d'abord, dans (3) et (4), x-\-p au lieu de .r, où p désigne un positif entier, puis soustrayons les formules ainsi obtenues, il résulte respectivement
ce qui donnera pour a = 0, m = fi,
<^) -<™)=|[rT:r')-(::.')]'^"' ' ,s, ..(-.,/.)=f(-o«-[c-::7V(:::)]'«-
d'où, en posant x = 0,
car Jm" (a j s'évanouira avec a.
CHVP. \II. — KXPRESSIO.NS EXPLICITES. iil
l.a lorimile {g) est dénionirée dans tonte sa généralité par Kramp ('), tandis que Fermât a appliqué des cas spéciaux de cette formule pour déterminer les premières des sommes S„{p). Puiseux (2) a développé la formule générale (7) sans connaître évidemment ni la formule de Kramp, ni la formule beaucoup plus ancienne obtenue de (1) en j posant a= o.
Posons encore, dans (5), .r = — a, puis introduisons x au lieu de a, il résulte la formule curieuse
^»<-)=i[CT;T^)-(:r)]-«
tandis que la formule (()) donnera, pour x = a, le développement analogue
Quant aux fonctions de Bernoulli, nous aurons, en posant, dans (3) et (4), a = o, puis remplaçant m par «,
04) «:[B„+,(:r)-lW,(o)]=2(-i)«-'(^;^*)=^iS
foruiules qui sont dues à Worpitzky (^). '
11 est évident du reste que la formule (14) est une généralisation de la formule (9) de Krauip; néanmoins, la formule de Worpitzky est une conséquence immédiate de celle de Kramp, parce que cette dernière formule est valable pour une valeur quelconque du positif entier p.
Clierchons maintenant les dérivées des deux membres des for-
(') Hiiidenburg coinb. analyt. Abhandlungen, t. 2, p. 365. Leipzig, 1800. (-) Journal de Malhéinatùjues pures et appliquées, t. 2, 184C, p. 'j77-488- (5) Journal de Crelle, t. \)\, 1SS3, p. 2<)3-232.
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mules (3) et (4), il résulte
(i6) - nlB„f:r-a)=2(-')"-^D,,[(^^^^''^jx;'(a),
d'où en posant a? =: o, puis remplaçant a par .r,
(17) , n\K,{x) = .\.'i{x)+^t^^yX.-^x),'
Posons encore, dans (i(3), x = ^ ^ il résulte
où nous avons posé pour abréger
Quant aux fonctions d'Euler, nous posons, dans (3) et (4),
X au lieu de ic, ce qui donnera, en vertu de la formule (7) du
paragraphe XVI,
(.1, ^E„(.^ + aa) = >;| (:--;)-( - ■ 2 \\X'i{y-)
posons ensuite a = o et — au lieu de x. il résulte des développements deE„(a;).
On peut déduire d'autres expressions de ce genre en prenant pour point de départ la formule (21). En effet, posons, dans cette formule,
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./ s [luis remplaçons a par — > il résulte
tandis que l'hypothèse r donnera, si nous remplaçons a
par
Ji'^-)=|(i>K^)-
Quant à la formule (22), posons en premier lieu x= , pi
remplaçons a par —, nous aurons
ll-E„(.r)=^l.;
posons ensuite x = o, puis introduisons ^- au lieu de a. il résulte
la formule analogue
■iG)
Il est évident que l'on pourra déduire un très grand nombre d'autres formules de ce genre, cependant nous nous bornerons aux formules précédentes parce qu'elles sont les plus simples.
Introduisons ensuite, dans les formules que nous venons de développer, les valeurs spéciales ordinaires de x, nous aurons évidemment un très grand nombre d'expressions explicites pour les B„, T.. E,.
Or, de telles formules ne représentent qu'un intérêt médiocre, parce qu'elles ne donnent généralement aucun résultat d'un intérêt véritable pour les nombres en question. C'est pourquoi nous nous bornerons à ces indications et à quelques remarques historiques.
Laplace (') a donné, le premier, deux expressions de ce genre
(') Mémoires de l'Académie Royale des Sciences pour l'année 1777, p. 109-110 '1780).
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pour les coefficients des tangentes ; d'autres expressions analogues sont données [)arllerschel ( ' ) et Scherk (-) et par beaucoup d'autres géomètres, par exemple Worpitzkj (^ } et van den Berg ( '' ).
LVII. - Développements de troisième espèce
I,ZC- Revenons encore une fois à la formule (.')) du paragra]>he L\,
I savoir
fZo~ P"is remarquons cpu' la f(n-mule (.">) du paragraphe VU donnera
nous aurons immédiatement
(3) ni E„{.r - y.) =^{-i)n-s^^(a-)M'i^),
(4) ^j.^_^^)^^(»-^)'GUa)E,,,(^),
/, *i,^ . où gn{x) est la fonction que nous avons introduite et étudiée dans le paragraphe VII.
En efiet, l'opération o nous conduira de (.S) et (4) à (i) et (2) respectivement, et l'opération inverse de o détermine parfaitement les polynômes en question.
Il est évident que les deux formules (3) et ( \) nous donnent plusieurs relations curieuses. En premier lieu, posons, dans (4)- ^- = o.
(') Philosophical Transactions iSi',, 1, p. '|',u-4G«; i8i6, I, p. 25-43.
(-) Matheniatische Abkandlungen , p. iS-.io (Berlia, iSio); Journal de Crel/e, l. i, 1829, p. 299-304.
(') Journal de C relie, t. 84, i883, p. 203-232.
( * ) Verslagen en mededeelingen der koninlijke \kademie Amsterdam, 3' série, l. 5, 1889, p. 35S-S()-.
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il résulle
[5) n\gn{x)= 2 (« — 5)!G«E„_,(.r),
tandis que nous aurons, en posant a: = o, jinls reiuplarant a par x^
<6) n'.fM='^-^ i ^=:;IS^c;!--.(x),
d*où partie ulièreinent pour jc =: o
(7) «!= 2 (-i>-^-"--"-'T,-„Grî>-«.
En second lieu, posons, dans (3), a = o, il résulte
tandis que l'hypothèse 37 = — i donnera, en vertu de la formule (2^) du paragraphe Vil,
n\ E„{x) = l X'iix) +2 L.^x>J{x).
Posons encore, dans (.\), x^= — a — 1, puis introduisons x au lieu de a, il résulte de même
:2(-ir(«-5)!G;,(.r)E„_,(^;
formule qui est une généralisation très étendue de (7).
En dernier lieu, posons, dans (3), a = j;, nous aurons ces deux lonnules curieuses
s — In
(M) ^{-^y gs{x)XV'{x)^ O,
2] (-I)^§'.(^)Af'-»(•r)=^
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dont la dernière donnera pour :c = o
LVIII. — Développements de quatrième espèce
9 1? Il nous reste encore à étudier la formule (lo) du paragraphe IX.
savoir
formule qui nous conduira immédiatement à cette autre
car l'opération A donnera la formule (i), et nous aurons de plus, en posant, dans (2), x ■= o
(— i)"'a"::^ii'.);;;f, (a),
ce qui est une conséquence immédiate de la formule (17) du parais « '•^ ' graphe IX, si nous y posons p = o.
Soit particulièrement, dans (2), a = o, il résulte
(3) (~i)— «n!fB„^,(^)-B„,,ro)]=2(,»+0"''"'""'
le cas particulier m =: n de cette formule appartient à Worpilzky (' ).
Posons maintenant, dans la formule fondamentale (2). j7+a-(-/?, puis X -{- a. à la place de x^ où p désigne un positif entier, nous
(') Journal de Crell'e, t. 94, i883, p. oo3.
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lurons. en soustrayant les deux formules ainsi obtenues,
'où, en posant a: =^ o, puis introduisant j[- au lieu de a, la formule ;urieuse
jr = 0
;e (|ui donnera pour x = o, //i = ii
iti>f'"(^),
II!,;'
)rmule qui estanalogue à celle de Kramp. savoir la formule (9) du )aragraphe \XÎ-
Gherclions ensuite les dérivées des deux membres de la formule Fondamentale ( 2 ), nous aurons
'où, en posant x ^^ — 1 , puis introduisant x au lieu de a,
«! B„(x) = X,„+, ill,;""(a.- ) -^ V
\ y s\{in — s ) !
llî,-f (^),
>ù À,„+i est la somme définie par la formule (2oj du paragraphe L^ 1, Posons encore, dans (^), .r -= o, puis remplaçons a par x-\-\. lous aurons celte autre formule, analogue à la précédente,
[9) n\ B„ (./■ ) = x,„+, \ii,;;iv", <; :c 4- 1 ) ^^
( — iys\( 1)1
Quant aux fonctions d'Euler, posons, dans la formule fonda- Inenlale (2), x — - au lieu de x^ puis soustrayons les. deux foruiulcs Biisi obtenues, nous aurons, en vertu de la formule (7) du para-
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f'^ graphe XVI,
Posons maintenanl, dans (lo), x = — -> puis introduisons a* à là place de 2 a, nous aurons
Lundis que Thypothèse x =z o donnera, si nous remplaçons a a? -+- 1
Introduisons ensuite, dans (10), .r = a, puis posons 2n — i au lieu de n, il résulte la formule curieuse
s — m +ip ^ I \ "
1)Uf'2"-»(^)
Remplaçons, dans les formules générales que nous venons de développer, x par les valeurs spéciales ordinaires, nous trouvons un très grand nombre d'expressions explicites des nombres B„. T„. E„, expressions dont Worpitzky (') a développé quelques-unes.
Or, les formules en question ne présentant qu'un intérêt médiocre, nous nous ])ornerons à citer seulement les deux suivantes :
(') Journal de ('relie, t. 'J'i. i^Si, p. .hj.I
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obtenue d«' (8) en y posant x == o. puis remplaçant // par 2//, et
>blonue de (i'^) en y posant x = o
CHAPITRE XIII
DE LA NATURE DES NOMBRlîS DE BEUNOULLI.
LIX. — Théorème de von Staudt et de Clausen. i^osons, dans ridentité
(j; + !)" + ' = 37" + ! -(- ( )x"^. ..-^ i jX-Jrl
successivement
puis ajoutons toutes les équations ainsi obtenues, il résulte la formule
(I) p"+^-p = (n + i)S,Ap-'i)
due à Euler (' ).
Soit ensuite p un nombre premier plus grand que n -\- i , nous aurons la congruence
(9.) S„(/) — i) = o (modp).
On voit, en effet, que cette congruence est satisfaite pour /j = i , car nous aurons
et la conclusion ôe /i à n -{- 1 est évidente.
Écrivons maintenant la formule (i) comme suit
(') Institutiones calcule (li[ferentialis, j). '(Sg, Peirograd, 1755.
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puis désignons par p un nombre premier quelconque, tous les termes qui figurent au second membre de la formule susdite sont divisibles par/>, ce qui donnera la congruence
a(rt/'-i — i) = «/' — a Hs o (inod/)),
de sorte que nous venons de démontrer le célèbre théorème de Fermât :
I. Supposons que le nombre premier pnù divise pas le nombre entier a, nous aurons la congruence
Il aP-^ — i^o (mod/>).
Soit maintenant
<4i iii^ni (mod/> — i),
ni = (p — i)q -^ n,,
nous aurons, en vertu de (3),
a"i = («/'-' l'/a'^sEE a"t (niod p),
ce qui donnera immédiatement
(5) S„,(/>-.)^S„,(/>-i) (modp), d'où particulièrement
(6) S/,_i(/) — 0— /* — I — — I ('"od/)); c'est-à-dire que nous aurons toujours
7' ^n(p — 0 — 1 (modp),
selon que/> — i est diviseur de n ou non.
Cela posé, désignons par p un positif entier quelconque, puis posons dans l'identité
(ap -4- s)" =2 (") («/'/'"^^•■^
successivement
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nous aurons, en ajoutant toutes les équations ainsi obtenues,
(8) '^{ap-hs)"=^(^''y(ap}"-^S,{p).
Posons ensuite, dans cette dernière formule, successivement
nous aurons, en additionnant toutes les équations ainsi obtenues,
^n(pq)-q^n(p)= 2 ( 'j/>«-vSv(/->)S„_v(7 — I),
ce qui donnera immédiatement
Sn(pcj) S„(p) ^n(g) _ «^
pq p q q'
où a est un nombre entier. Or, nous aurons de même, eu permutant/» et </, ce qui est permis,
^n{pq) _ ^nip) _ S,,(ry) ^ b ^
pq p ■ q ft '
où b est un nouveau nombre entier, ce qui donnera ah
Soient maintenant p cl q sans diviseur commun, l'équation (()) n'est possible que dans le cas, où a est divisible par ^, b divisible par p ; c'est-à-dire que l'expression
^aipq) _ Snip) _ ?>n(q)
pq p q
est, dans ce cas, un nombre entier.
Cela posé, la conclusion de n à n -(- i donnera immédialenienl le théorème général :
Jt. Supposons que les v uombres positifs entiers pi^ />o, . . . , p^
soient sans dniseur commun, pris deux à deux, l'expression
est toujours un nombre entier.
Quant aux applications de ce théorème, nous aurons tout d'abord à définir le rang d'un nombre premier.
A cet eft'et, supposons que p soit un nombre premier impair, tel que p — I divise le positif entier pair 2 n, nous disons pour abréger que/> soit du rang n.
Désignons ensuite par m un positif entier quelconque, il es^ évident (jue le nombre premier/? du rang n est du rang wn aussi; ^
c'esl-à-dire que le nombre premier 3 est d'un rang quelconque. / ^ f/^ *^*^ *
Supposons, au contraire, donné le positif entier n, l'ensemble ^v»*^-^, ^ des n<nnl)res premiers du rang n, ^ '^^
,11^ À,, X2, X3, ..., Xv„,
est parfaitement déterminé.
Celte définition ado[)tée, il est facile de démontrer cet autre théoréiric :
Jll. Soi/ (0 ie produit de tous les /to/nùres premiers, égaux à an 4- I au plus, et soient À,, A2, . . . ,Xy^ l'ensemble des nombres premiers du rang n, nous aurons toujours
ty
oit 'J-n est un nombre entier.
En eflfet, soient
■i, Pu p.,, ..., /?v
les nombres premiers, égaux à 2/< -(- 1 au plus, l'expression
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est un nombre entier. De plus, nous aurons, en vertu de (7),
S2„(/?u.)^- ^^ (mo(\ p^),
selon que le nombre premier yOj;. est du rang 7i ou non.
Cela posé, il est très facile de démontrer le théorème suivant, essentiel dans la théorie des nombres de Bernoulli :
jY, ^F. Soit B„ le /t"^""^ nombre de /iernoulli, et soient Ai, X^^ ..., A,^ r ensemble des nombres premiers du rang n, nous aurons toujours
oii A,t est un nombre entier.
En effet, on aura, pour /i := i,
ce qui s'accorde bien avec la formule générale (ly). Quant à la
conclusion de /* à « + 1, nous prenons pour point de départ la
jfi ( *l^] formule de Jacques Bernoulli, indiquée dans le paragraphe XXX\ 1,
2/ •> fi —1— T \ r.i-'' "25 — 1
riS)
où (0 est le nombre défini dans le théorème 10/
Supposons ensuite que l'expression (12) soit vraie pour les nombres
il est évident que les produits
M B^., i^sfn — 1
sont des nombres entiers, parce que rensemble des nombres premiers du rang s se trouve parmi les facteurs premiers de to. C'est-
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à-dire qu'il faut, en vertu de (i3), démontrer les congruences (i4) w^'/-' o (mod -A*/ -f- 1 ), 3i<7^« — I.
A cet ellet, soit p un nombre premier qui divise 2*7 -|-i, savoir 2*7 -|- I =/>*;', le produit (.) contient certainement le facteur yo; de plus, nous aurons
/)5'/-i _. S*-/-' = (1 -i- i)-'/-"^ i -^ -^i -iq — 1) = 4 5' — • = 2^ -H I , iq — 1 = 2.
ce (jui donnera immédiatement la congruence (i4)-
Le théorème fondamental IV est du à von Staudt ('), et notre démonstration est une légère modification de celle de l'illustre géomètre allemand. Presque en même temps, Th. Glausen ('-) a énoncé le même théorème, mais sans démonstration, et le Mémoire (pi'il a promis sur celte matière n'est pas publié, que je sache.
Parmi les nombreuses démonstrations connues du célèbre théorème ^ de von Staudt et de Glausen nous citons celles de S/chlafli (•'), v^ Lucas ('), Saals(;liiil/ ( '), Schwering (") et M. Klujver (').
LX. — Applications du théorèma fondamental. Revenons maintenant à la formule (12) du paragraphe précédent,
nous aurons une expression de la forme
•2 on où h,i désigne le produit des noml)res premiers du rang /?, savoir
(') Journal de Crelle, l. ît, 1840, p. 372-371.
(') Aalronoinische Nacliricliten, t. 17, i84<>, col. 35i-3.j3.
(^) Quaiterly Journal of Matliematics, t. 6, i8(J4. P-T^TT-
(^) Vorlesungen iiher die Bernoullischen Zahlen, p. i38-i4o. Berlin, i8c)3.
(A) Théorie des Nombres, t. 1, p. 433-434- Paris, 1891.
(«) Mathematische Annalen. t. 57, 1899, p. 171-173.
(') Ihid., t. 53, 1900, p. r)9i-59J.
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Dans ce qui suit, nous désignons poui- abréger a« et b„ comme le numérateur, respectivement le dénominateur bernoullien du rang//.
Quant à bn-, il est évident que le théorème de Fermât, savoir le théorème I du paragraphe précédent, se présente sous cette forme générale :
1. Soient a et n des positifs entiers quelconques^ nous aurons toujours la cojigruence
{■\) a(a^"—i)~o (mod bn).
Quant à la formule (i), Ilermite (Ma donné le tableau
B3 =i_(i + Jh-
„ / I I I I I \ 6qi
tableau qui nous indique quelques propriétés des A,, et des B^,, propriétés qui sont des conséquences de l'inégalité
(') Journal de Crelle, t. 81, 1876, p. 95.
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lirée dircclement de la formule (i3) du paragraphe XII, due à Euler.
Ecrivons la relation susdite sous la forme
nO^n-O
il est facile de démontrer Tiné^alité
(6) li„>B,,-, (n^4), de sorte que l'égalité
n'est vraie que pour m =: 4, n = 2.
En eflfet, remarquons que l'équation quadratique
a les racines
on voit que l'inégalité
n(2rt — i)>6/i-i-3
est remplie pour /i^4i ce qui donnera iuimédiatement (')).
Remarquons ensuite que l'inégalité B» > ^ donnera, en vertu de (5) et (6), cette autre
inégalité qui est du reste vraie aussi pour /? =8.
QuantàVrt, savoir le nombre des nombres premiers du rang /i, on aura évidemment v,^^ « — i . ce qui donnera
■A Al A *
()i-, nous aurons, en vertu de (^8), (10)
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car l'inégalité
nn( n — i) 9.n -h^ ^ ,
-j ^— > 5 ' o/i-— lin — i>o
esl remplie pour /i ^ 2.
Cela posé, il résulte, en vertu de (9) et (10),
c'est-à-dire que le nombre entier ( - 1 )"A,; est toujours positif, les trois valeurs /^ = 2, 4, 6, seulement exclues.
Les résultats précédents sont trouvés par Stern (') et Lipschitz (-) à l'aide de réflexions entièrement dilTérentes de la nôtre.
LXI. — Théorèmes de von Staudt et de Sylvester
Soit/) un positif entier, la fonction B,i(px) nous fournit un simple moyen pour déduire un autre tliéorème essentiel dans la théorie des nombres de Bernoulli.
A cet effet, prenons pour point de départ la formtde
B,.{pa^)-B,,(pa:-p)= '^ ~i^~P' ce qui donnera
n„^p.)-BJp.-p)= f-—^ +2.^^ -,—1 -(n-v-i)!>
de sorte que nous aui'ons
(,) B,.(p.) = rn,,l.r)^'v''-)-^--'-;S»(/'-)B,..,(,,
caries deux membres de cette formule forment, divisés parjo", des suites harmoniques. —
(') Journal de Crelle, l. 'J', 18S7, p. 3 jg Sôo; i?<<//efm de Darboux, 1" série. t. 10, 1886, p. 280-283.
(^) Bulletin de Darboux, 2' sciic, t. 10, 1886, p. \\Z.
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Supposons ni'aintenant /)^2, puis posons pour al)r(''<;er
lous aurons
tp„(x)-ç„(:r-i)=-îl— T >^ -.^—
m, ce qui est la même chose,
ce qi
donnera
Cela posé, multiplions pur p les deux membres de (i), puis introduisons, dans (3), n — i au lieu de /i, nous aurons immédia- Icnient
ji /j«+«B„(r) — />B„(/7:r )
■m" Remplaçons ensuite, dans (4). n par 2//, puis ])osons a? = o, il i-i'suhe, après une légère ^nodilicalion,
.'./i .^ \ 'iv / i.n — 'i^t ^' '
^ (_ ,)"-!(•.// - r):=p,„_,(o) -f- ^ — L_Li 1 s,„_,(/> - 1).
Mulliplions ensuite |)ar/>" les deux membres de (5), puis posons
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nous aurons la formule récursive
OÙ ,3«(/o) est un nombre entier.
Remarquons maintenant que l'expression
(8) a,ip)==P"(P'-''>''^ = P'^P^'2^^'-''^
est toujours un nombre entier, pourvu que p le soit, nous aurons immédiatement, en vertu de (7), le théorème suivant :
I. Désignons par p un nombre entier quelconque^ l'expression
est toujours un nombre entier.
On \oit (jue ce théorème est une généralisation intéressante d'un autre, dû à Sjlvester ( ' ).
En effet, Sjlvester a démontré que l'exjjression
Uo, ,.(^,= ^'-'<^"-'>'^-
est lin nombre entier, pourvu que p le soit; c'est-à-dire que nous aurons, en vertu de I,
(11) y,t(p) = o (mod/>''-i) (n^'2).
Lipschitz (^) a retrouvé le théorème susdit de Sjlvester concernant le nombre y,i{p)', niais quoique l'éminent géomètre allemand (*) ait indiqué, plus lard, la priorité de Sjlvester, on désigne néanmoins généralement le théorème en question comme appartenant à Lipschitz.
Le théorème susdit de Sjlvester appartient du reste à ceux sur
(') Philosophical Magazine, février 18G1.
(^) Journal de Crelle, t. 96, 1884, p. 2.
(3) Bulletin de Darboux, 2' série, t. 10, 1886, p. i4i.
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lt>sqiiels feu M. Baclimann (') remarque qu'ils « bislier aiif rein (itillunetische Weise niclit gewoniien werden konnten ».
Quant à noire ihéorèine 1, il est possible d'abaisser, dans beau- « ()up de cas, l'exposant « + i de p. Soit par exemple p de la torme 6m ±1, on démontrera par le même procédé, en vertu de (5), que l'expression
•in
I >l un nombre entier, mais la seule règle générale, applicable dans loiis les cas, est celle indiquée dans le théorème I.
Revenons maintenant au nombre n.n{p) que nous écrivons sous la forme
où a,i et bn sont le numérateur, respectivement le dénominateur hernoullien du rang /?, puis supposons que l'indice ?i soit de la
orme
où a désigne un nombre premier, nous aurons ou a = 2, ou a sera lin nombre premier du rang n. Dansée dernier cas, le dénominateur qui figure au second membre de (i3) est divisible précisément par «''+'; supposons ensuite que p ne soit pas divisible par f/, nous aurons la oongruence
1 j I pa'Ka-\) — I ^ o (mod a^^' )
due à Euler (-*).
Soit maintenant a un nombre premier impair, mais quelconque du reste, il existe toujours des positifs entiers /?, non divisibles |)ar rt, tels que la congruence
1 j ) p-" — 1 = 0 ( mod a )
uest possible que dans le cas où « est un nombre premier du
(') NLedere Zahlenlheorie, t. 2, p. 3i. Leipzig, hjio.
(') Novi Coinmentarii Acadeniiœ Petropnlitanas, t. 8, i76()-i7<ji (1763), p. 1..2.
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rang //, savoif
(i6) ui <) (mod p~\).
I.es nombres p qui possèdent la propriété susdite sont désignés comme des racines primitives modulo a.
Supposons maintenant que l'indice n contienne le facteur premier a qui n'est pas du rang «, puis choisissons p comme une racine primitive modulo a, la formule (i3) donnera immédiatement
a„= o (mod a), c'est-à-dire que nous avons démontré le théorème de von Staudl (') : Jl. Supposons que l indice n soit de la forme
où tous les facteurs premiers de a,,, abstraction faite du nombre premier 1 peut-être^ sont du rang «, tandis que le nombre impair [3,4 est premier avec a«, le numérateur bernoallien du rang n satisfait à la congruence
(18) a„7^ o (mod f3„).
Adanis (-). dans sa calculation des 62 premiers nombres dr Bernoulli, a retrouvé empiriquement le théorème susdit, sans pouvoir le démontrer.
Désignons maintenant par p et q des nombres entiers, puis posons
(•9) ^^nip,q}-^— :^^ '
Lipschitz (^) a démontré que o„(/>, q) est un nombre entier, pourvu que p el q soient sans diviseur commun.
Or, c'est une conséquence immédiate du théorème II que o„[p, q ) est toujours un nombre entier, pourvu que le plus grand diviseur commun de p el q soit premier à 2 bn-
(') De numeris Bernoulliaiiis commentatio, Erlanguc, i8'|.).
(^) The Scientific Papers of Jolin Couch Adams, t. 1, p. 4'5''- Cambridge, 189^.
(') Journal de Crelle, t. 96, i«84, p. 3.
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LXII. — D'autres théorèmes de von Staudt
Le dénominateur hernoullien b„ est ù désigner coinine une fonction numérique bien définie, quoiqu'il n'est pas possible d'indiquer -'On expression générale, parce que nous ne connaissons dès à présent l'ensemble
1} X,,X,, X3, ...,Xv,.
(les nombres premiers du rang n.
Quant au numérateur bernoiillien «„, ce nombre semble être hcaucoup plus compliqué que ^„, et c'est la même chose pour le nombre entier A„ qui figure dans la formule fondamentale
■?. X, /, Av„
Le théorème II du paragraphe précédenl indique une propriété uénérale du numérateur bernoullien <7„ ; une autre propriété de âr„ tst exprimée par le théorème suivant, où nous avons remplacé V/< par V simplement :
I. Le nurnéraleur bernoullien du rang (insalisfait toujours à hi congruence
(_,)n+v_l„ (X,— l)(X.2— I,)...(Xv— I) ,.
,)(Xy«-i_,)...(X^'-'_,)
11 est très intéressant, ce me semble, que le second membre de (3) ne dépend que des nombres premiers du rang n.
Quant à la démonstration de la congruence susdite, elle peut être déduite de la formule fondamentale (2). Or, nous ne nous arrêtons pas à une telle déduction du théorème 1, parce que la congruence 111 question se présente comme une conséquence immédiate d'une autre formule généi-ale, nous le verrons dans le paragraphe LXXVIL
Quant aux deux nombres a„ et ^,j, von Staudt a découvert une autre congruence, que nous avons à généraliser un peu.
A cet efiet, nous prenons pour point de départ la formule de
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Jacques Bernoulli, écrite sous la forme suivante :
> = 1 soit ensuite « = 4? nous aurons par conséquent
(4) (-1)" i(->n -^- i)S,„C^) = ^ii-in ^ l)\^n- 6!i Ç'"' ^ '\ Hn-i-^ 5v>./.,
où /. désigne un nombre rationnel, dont le dénominateur est impair. Posons ensuite, dans (4),
puis multiplions par ft,, les deux membres de la formule en question, il résidte la congruence
, -, / , N -. 4«^— I a,i..ih„
{ )) i'j. n -{- i)a/t — ib/i ; — j
y bn—i
Soit maintenant // un nombre pair, savoir ji = im^ et soit m ^ 2, nous aurons, en vertu de (5), en divisant par 2« + i,
(6) ciim = f^9.m (modSa).
Or, la formule binomiale donnera
34'"= (1 — 4)4'" I — 48 m (mod64); c'est-à-dire que la congruence (6) deviendra
<i-2„i ('i\ni — ^)l>iiu (m«>d3'. ) ou, ce qui est la même chose,
(7) a.2„i + {'^m -^\)b.2,n o (niod3.i) (m^-i). Quant au cas exclu m^i, on aura
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Il (jiii donnera
rtj-i- 62= 16,
-avoir la congruencc
Oi-hb^^o (mod 8).
Etudions ensuite le cas où /i est un nombre impair, savoir
n = '.im -f I ' /Il 1),
il résulte, en vertu de (5),
(9' «î„,+,L (ifi-f--!:^!^ j (mo(132);
(l;in^ (■•• (as. la formule binomiale donnera
iim+i = ( I _ 4 )2'«+i s^ (, _t- 80 m ( mocl 64 ),
d'où, en vertu de (9),
ou, ce (|ui est la même chose,
(10 ) ai,„+i — (Sm —ii)bî„,+i =0 (mod 32).
(^uanl au cas exclu m = o, on trouvera directement
B, = -, a, = I, ùi= i,
ce qui donnera
(II) «1+61=0 (mod4)-
Cela posé, nous avons démontré le théorème suivant :
II. Soil m>i, les deux nombres a,i et b,, satisfont aux coni.'niences
\ a-im+i— i^ffi — ii)^2/«+i = o (iiiod 32), ( a2,„H-2-H (8m -M)62/M+2 " (mod 3?.).
Appliquons ensuite la congruence spéciale (8), il résulte les deux
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congruences dues à von Slaudl (')
i «2/«+^2/;i^o (mod 8),
I «2/«+i+ 362/,,+iHHO (mod 8),
OÙ il faut supposer m^ i .
On voit du reste que les congruences de von Staudt se présentent sous cette autre forme plus élégante, mais moins générale,
(i4) an-^.(—\)"bn^o (mod 4) {n:^2).
Revenons maintenant à la formule fondamentale (2), que nous écrirons sous la forme
le numérateur (/„ est évidemment la somme des y„ produits formr> de v„ — I facteurs inégaux pris parmi les v,j nombres premiers du rang n.
Supposons ensuite que cr parmi les nombres premiers du rang /i soient de la forme i/n-{-i, x de la forme \ni-}-Z, de sorte que nous aurons
il nous reste à étudier séparément les deux cas suivants : i" T est un nombre pair, ce qui donnera
tandis que d,i contient précisément 7 termes de la forme . 4 1-*- + ' ? obtenus en supprimant un des nombres premiers de la même forme, et T termes de la forme 4h"-+^5 obtenus en supprimant un des nombres premiers de la même forme; c'est-tu-dire que nous aurons
(17) <:/„= tf H- 3- = Vrt -+-■>,•: = v„ (mod 4),
2" T est un nombre impair; dans ce cas nous aurons
tandis que r/„ contient u termes de la forme 4^^ + 3 et t termes de la (') Z)e nuineris Bernoullianis comtnentatio altéra. Erlangue, iS^ô.
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lornic iu -h i , de sorte que nous aurons ici
( i»>) «?„= Sa* -H- = v«-h ao* =H 2 — v,j (mod4);
< ar le nombre
tist impair.
Cela posé, la formule (i5), écrite sous la forme
ib„ 2. b,i
donnera immédiatement
«2/1 ,1 . , . , dm
(It^ sorte que nous aurons, en vertu de (i3),
;'o) A,j6„-I- (— i)«6rt-i- c?,j = o (mod 4j,
où il faut supposer ti^ \ .
Soit maintenant t un nombre pair, il résulte, en vertu de (i6)
..I) A„+v„^(-i)«-'=(-i)"+t-i (mod 4),
tandis que l'hjpotlièse t impair donnera, en vertu de (i8) et (if)),
— A„-i-(— i)«-i -H 2 — v„= o (mod 4) ou, ce qui est la même chose,
' i ) A„ H- v„ = 2 — (— I )« = (— I Y+x-ï ( mod 4 ).
Cela posé, nous aurons, en vertu de (21) et (22), le théorème déduit par Stern ( ' ) à l'aide d'une longue suite de congruences compliquées :
III. Le nombre enlier A„ qui figure dans la formule fondamentale de von Staudt et le nombre v« des nombres premiers du
(') Journal de Crelfe, l. 81, 187^, p. 2\jo-?.()\.
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rang n satisfont à la congruence
(23) A„-<-v„=(— i)«-HT-i (mod 4).
On voit que le théorème III donnera immédiatement cet autre, dû à von Staudt (' ) :
IV. La somme A^ + v^ est toujours un nombre impair
Telle est notre connaissance très modeste de la nature des nombres A„ ; dans le Chapitre XVIII nous avons à développer une suite de formules qui contiennent les A^, mais ces formules ne disent rien sur la nature des nombres en question, parce qu'elles expriment des propriétés communes aux coefficients des formules récursives pour les nombres de Bernoulli.
I. Le nom,bre
est toujours entier et impair.
Appliquons ensuite la formule eulérienne
^ ^ an
ce qui donnera, en vertu de (i),
il résulte ces deux autres théorèmes qui semblent être donnés
(') De nunieris Bernoultianis coniinentatio. Erlangue, i843.
(^) Institutiones calcuH differentialis, p. 493 (Petrograd, 1755); Opuscula analytica, t. 2, p. 37.3 (Petrograd, 1785). Comparez la remarque de Stern {Journal de Crelle, t. 88, 1880, p. 91).
III. Soit l'indice n de la forme
nous aurons toujours
Remarquons, en passant, que la formule (28) du paragraphe XVIU Jo - C 0 donnera une expression directe du nombre t^ savoir
pu) ,,= .,.-'|"(-),..,,B„
Quant à la nature des coefficients des tangentes, les formules récursives (i3) et (17) du paragraphe XXXVIIl, savoir PL' lét^f 6j
donnent des éclaircissements intéressants.
En efiel, on aura immédiatement les deux congruences
i T„=(-i)«2 (modg) (n^a),
I T„ = — I — (— i)«2 (mod 5) («^i),
tandis que nous aurons particulièrement, pour /i^ i,
8) T, = -2 (mod 3),
ce qui donnera le théorème :
(') Journal de Crell'e, t. 9'», i883, p. aoS-aSa.
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IV'. Les coefficients des langenles se présentent sous la forme
(10) T2„= çp/f-f- 2,
et pourvu que w ^ i ,
où h, /.-, /, désignent des entiers non négatifs.
En effet, les congruences (7) montrent clairement que Ta,/ est un nombre de la forme 45^ + 2, ce qui donnera (10), parce que Taw est un nombre pair. Soit ensuite « > i , Ta,/ est divisible par 4 ; c'est-à-dire que le nombre k doit être impair, et nous trouvons l'expression (11).
Quant à Tsrt+i, on aura immédiatement, en vertu de (-),
Or Ton+i étant un nombre de la forme ?,''"(2a + i), on aura, en vertu de (12), pourvu que « = i,
i5p. H- I =zz t) (mod 16), ce qui donnera
[i. = 161JI1 + I, i5[jt -+- r = iG(i5 [i-i-!- 1),
et ainsi de suite.
Etudions maintenant les nombres d'Euler; les formules récuisives (i i), (i5) et (3o) du paragraphe XXXIX, savoir :
,ç = rt — 1
donnent les congruences
(i3) E«Es(— i)"'2 = (— i)«+i (modSj,
(i4) j,:„^[i_(_,y.]3 (n.oil 5),
(i5) (2« + i)E„^(-i)« (mod 4).
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On voit du reste que (i5) se présente sous cette autre forme plus élégante
(lO) E„=i (mod4);
celte congruence est due à Sjlvester (' ).
Cela posé, nous aurons immédiatement ce théorème, analogue au précédent :
\ , Les nombres (VEuler se présentent sous la forme
II;,» Ejn+i = 6o/i -i- I,
(iS) Iî:2„=6o/. + 5,
où 11 et k désignent des entiers non négatifs.
Ce théorème est généralement attribué à Stern (^). Or, il faut remarquer que Scherk (=') a déjà indiqué des expressions de la forme
(20) ^in= 3o/c'-H •;>,
et il est évident qu'une combinaison de ces résultats et de la congruence de Sylvester donnera immédiatement les expressions (17)
(') Comptes rendus, t. 5'2, 1861, p. aia-ai'i- (-) Journal de Crelle, t. 79, 1875, p. 67, 73. (') Matheniatische Affhandliinffen, p. ai-a». Berlin, 1825.
CHAPITIIE XIV.
LXIV. — Applications du théorème de Fermât
Dans le Chapitre présent nous avons à étudier des expressions de la forme
où m est un positif entier fixe, quel que soit /i, tandis que ni les kg ni les K^ ne dépendent de n.
Soient ensuite v et [j. des positifs entiers quelconques, il résulte immédiatement, en vertu de (i),
ce qui donnera, en vertu du théorème généralisé de Fermât, savoir ,l4i(?' ^^ théorème I du paragraphe LX, cet autre théorème, essentiel dans les recherches suivantes :
I. Soient, dans (i), tous les ks et les Kç des nombres entiers qui ne dépendent pas de n, et soit \ le positif entier le plus grand qui satisfasse aux deux conditions
(3) Xin, Xiv, les nombres Q„ satisfont aux congruences
(4) 2(-0^(^)û«+2m=o ^ (modbl),
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Cela posé, il est évident que les trois nombres
qui jouent un rôle fondamental dans les développements du Chapitre XII satisfont, quel que soit le nombre ç, aux congruences
(5) -^r.., = 2(-0-'(^)^^-'"^ ^o (mod6(,.),-
(6) Ay,., =2(-^>'(l)^r''^ ^« {modbl),
Dans ce qui suit, nous avons à appliquer d'autres résultats tirés directement de l'identité (2). A cet eifet, soient a et b des positifs entiers sans diviseur commun, et soit/? un nombre premier dû rang n, qui ne divise pas b, nous aurons
mr-']"—
{a^'<— i) — fl(62«— i).
et le second membre est évidemment divisible par p. Dans ce qui suit, nous écrirons par conséquent simplement
îiiîï-']^'' (""^^^^
(]ette définition adoptée, nous aurons, en vertu de (4), cet autre théorème :
II. Soient, dans la formule (i), tous les As et les K, des fractions irréductibles, dont les dénominateurs sont premiers a^ec le
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nombre premier p du rang «, nous aurons, avec la définition (3) du nombre À,
(9) 2(— ^>'(iv)"''+2.sjL=o (mofl;oM.
Dans nos recherches suivantes, nous avons aussi à appliquer d'autres formes des congruences (2) et (9). A cet effet, posons pour abréger
(10) IVI„,,=2(-i)-^-(^jî2„^2.i..,
où oj désigne un nombre complexe quelconque, différent de zéro, nous avons tout d'abord à démontrer les deux identités, inverses l'une de l'autre.
Quant à la formule (12), introduisons, dans le terme sommatoire, qui figure au second membre de (11),
= [(„îi._,)+,].=2(')(^'-f'— «r,
ordonnons ensuite, d'après les puissances {^^i-^ — i)'', puis appliquons l'identité évidente
nous aurons la foi^mule (12).
Pour démontrer la formule inverse (i3), nous multiplions par
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le terme sonimatoire qui figure au second membre de (lo), et !<• même procédé que dans le cas précédent nous conduira à la formule (i3).
Cela posé, nous aurons immédiatement les deux théorèmes :
III. Supposons remplies les conditions indiquées dans le théorème /, puis supposons que o) soit un nombre premier a^ec le dénominateur bernoullien du rang jj., les deux congruences
(li) M„,r=o {moA b\),
d")) N„,;.--o (mod //^)
sont équi^'alentes.
IV. Supposons remplies les conditions énumérées dans le théorème 11^ puis désignons par w une fraction irréductible dont ni le numérateur, ni le dénominateur ne soient divisibles par le nombre premier p du rang |jl, les deux congruences
(ifi) M„,,.^o (mod /?>•),
(17) N„,r^o (mody?>')
sont équivalentes.
Dans ce qui suit, nous avons encore besoin de quelques autres résultats tirés des congruences (2) et (9). A cet effet, posons pour abréger
ho{x) = I,
nous aurons à étudier l'expression
Les identités évidentes
(n-h -irix — q) ( j hrf(n -^ 2sii) — -ir ^il' "~ ' j /(,/(«-+- 2* [Ji)
'^jh,j+i{n
■isn),
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OÙ il faut supposer o^sl/' — i, et
(rt -4- ■i.rix — q)hr,(n 4- 2;-|j.) = hg+i{n -^ir\i) donnent, quel que soit q^ la formule récursive
(20) (« -f- ar — <7) Ay,,.— 2/mji A^,,._, = S^q+\,r-
Cela posé, la conclusion ordinaire de 7 à ^ + 1 donnera immédiatement, en vertu de (2) et (9), la congruence plus générale
2(-')'-(:)(''V>— ^-« (mod;.X-,),
où p désigne un nombre premier du rang tj., et où il faut supposai la fois q <^?' et g <^ X.
LXV. — Applications sur les fonctions de BernouUi
Pour donner une application intéressante des théorèmes généraux que nous venons de démontrer, nous prenons pour point de départ il. t ' ou la formule (4) du paragraphe LVf, savoir
L^ t'^G , ou la formule (3) du paragraphe LVllI, savoir
n\ [B„+,(^) - B,,+,(o)] = (~ i)'«-«2 (,tt"X'i ) "^"'" ^'" - "^• Posons ensuite, dans ces formules, (i) a:=— -,
OÙ a et y désignent des positifs entiers sans diviseur commun, nous avons tout d'abord à étudier le coefficient binomial
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OÙ /• désigne un positif entier quelconque, tandis que la fraction qui figure au second membre est irréductible. Ces définitions adoptées, je dis que le dénominateur ne peut contenir d'autres facteurs premiers que ceux qui divisent y.
En effet, il résulte, en vertu de (2),
(3; . ,h-^- ±a(±a-ï)(±a-'n)---l±«"(^--OT]. "H 1 .2.0. . . /-.Y'" '
soit ensuite p un nombre premier égal à /■ au plus, qui ne divise pas y, et soit pi une puissance de p égale à r au plus, nous aurons
Cela posé, il est évident que les a multiples de p'^ p'/, "i-p'i, 3/)7, ..., ap'i
se trouvent parmi les positifs entiers de i à /■. Etudions maintenant l'équation indéterminée du premier degré
— Y^ — * =^p''yi
cette équation admet des solutions entières de x et j', parce que y el pi sont sans diviseur commun; soit ensuite Xi la valeur de x qui satisfait à la condition
0 = x\'^pt — I,
une valeur quelconque de x se présente sous la forme
X = Xx-^ sp'i,
où s désigne un entier quelconque; c'est-à-dire que le numérateur de la fraction qui figuie au second membre de (3) contient précisément comme facteurs les a multiples àe pi
±a — yixi-i- spv) (ois-;^a — i).
Ces résultats obtenus, il est évident que la puissance /?v disparaîtra dans la fraction irréductible qui figure au second membre de (2), de sorte que B ne peut contenir d'autres facteurs premiers que ceux qui divisent y.
Gela posé, il est facile de démontrer le théorème suivant, essentiel dans nos recherches sur les nombres B,,, T„, E,j :
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I. Désignons par a et v des positifs entiers sans diviseur commun, par p un nombre premier du rang u qui ne divise pas y, et par n et v des positif s entiers quelconques, les nombres rationnels
satisfont à la congruence
OÙ \ est le positif entier le plus grand qui satisfasse aux conditions
En effet, prenons par exemple pour point de départ la première des deux formules générales que nous venons d'indiquer, il résulte une expression de la forme
(7) 9.„ = ^ks{c>.,^()X", (ni>n),
où les /o(a, y) désignent des fractions irréductibles qui sont indépendantes du nombre /?, et dont les dénominateurs ne contiennent d'autres facteurs premiers que ceux qui divisent y. n fT^ Appliquons ensuite la formule (5) du paragraphe LXIV, nous
aurons
.> — V s -r in
ce qui est précisément la congruence (5); et l'on voit du reste que le nombre arbitraire 7n est à choisir tel que m ^ /i -)- 2 ra.
Posons maintenant, dans (4), -» puis — ; — *• à la place de a, et
soustrayons ensuite les deux équations ainsi obtenues, il résulte une expression de la forme
(9.) n\E„(-^^=^l,ioirn^^4 (niln),
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OÙ les /^(a, r) sont des fractions irrédiiclibles, (jtii ne dépendent pas du nombre //, et dont les dénominateurs ne contiennent d'autres facteurs premiers que ceux qui divisent y.
Gela posé, nous aurons cet autre théorème, analogue à i :
H. Supposons renij)lies les condilions indiquées dans le lliéorènie /, les nombres rationnels
su lis/ont à la coni;rue/ice
(11) V(— iy(Mii;,+..,!i=o (inod/7>).
Il est digne de remar([ue ([ue les nombres rationnels ii„, définis par la formule (\), jouent un rôle fondamental dans nos reclierelies suivantes sur les résidus quadratiques.
LXVI. — Des coefficients des tangentes et des nombres d'Euler.
Il est évident (jue les deux théorèmes généraux, que nous venons de démontrer dans le paragraphe précédent, conduiront à plusieurs applications très intéressantes.
En premier lieu, posons, dans la formule ( 4 ) du paragraphe LXV, /» 7 o d .
puis introduisons 2/1 — i au lieu de n, il résulte
^^ (-.>"T„ "in-l- :^, >
ce qui donnera, en vertu des théorèmes I du paragraphe LX et I du p' f^Cf paragraphe T. XIV, **^. t^Z.
où b^ désigne, comme ordinairement, le dénominateur bernoullien du rang u, tandis que A est à déterminer comme le positif entier le
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plus grand qui satisfasse aux deux conditions
(2) XI2/1 — I, l^r.
Remplaçons, dans (i), le module b^ par p = 2^-\-i, supposé
premier, la congruence ainsi obtenue est due à Stern ( ' ).
En second lieu, posons, dans la formule générale (4) du para-
t,,îCÎ • graphe LXV,
puis posons 2/1 au lieu de n, nous aurons ce qui donnera
(3) ^{-ly^-^V-l^'^^y.n+sv.^o {moàbl),
OÙ il faut supposer à la fois
(4) X^2rt, l^r.
Remplaçons, dans (3), le module b^_ par /)=2u,4-i, supposé premier, la congruence ainsi obtenue est due à Kummer (-). I 2C(t Appliquons maintenant la congruence (ai) du paragraphe LXIV,
r nous aurons, en vertu de (i) et (3),
où p désigne un nombre premier du rang [jl, et où il faut supposer q <lelq<Cp.
Soit encore, dans (i) et (3), /■=i, il résulte les congruences spéciales
(7) E„+[jiHs(— i)lJ-E„ (mod ôjj.),
(8) Tn+^^i—iy-Tn (mod 6^),
(«) Journal de C relie, t. 88, 1880, p. 91. C) Journal de Crelle, t. 41, i85i, p. 373.
CHAI'. XIV. — LES CONGRUENCES DE KUilMKR. 27 1
d'où, en supposant « = i ,
(9) Tp,+,= li:^^.,HP(-i)!J- (modbij.);
celle dernière congruence qui correspond à T(jl^, a clé observée par Saalschiilz ( ' ).
Remarquons, en [)assanl. cpic les deux formules numériques
2-"+' îo„ ( m ) = ( 2 'n -\- I j2'' -t- V (— I y ( ^' " ) ( ?. m -+- 1 )i«-2« K,., •.iî«+^cr,„+,(m) = (-2 m -+- i)2«+i
lirées dii-eclement des formules (2) du paragraphe XVII el (21) du /* J
paragraphe XXXVI, et où m et n désignent des positifs entiers in > IU%
quelconques, conduiront sans peine aux congruences (i) el (3). ' En elFet, nous aurons
(10) 22«+ia.,„(m) ïs (— i)«E„ (mod am -+- i),
(n) 9.2«+2(j2^^^j(„i)=:(_,)m+«-iT„4,i {moA im-\-i),
ce qui conduira immédiatement au but, si nous posons
Nous avons encore à appliquer la congruence (10) pour déduire une propriété intéressante des nombres d'Euler. A cet effet, posons, conformément à la formule ( ^) du paragraphe XXXVI, , /'
I — (— i)'« = -^.cToCm) = '>.^{— i)"'--%
il résulte, en vertu de (10),
.» = «I ^vi) i-(_,)'«_(— i)«E„Es22(— O'''-^! — (2*)-"] (mod 2/«-4-l).
Gela posé, divisons en deux parties l'ensemble des nombres premiers du rang n
h, >.2, K ..., Xv,.,
(') Vorlesungeii iiber die Bernoullischen Zahlen-^ p. i65. Berlin, i8q3.
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savoir
X', , Xo, X3, ...,X'çf, X!; =4a + i, 1 = 5 ^3",
de sorte que nous aurons (t-|-t^ v,,.
Posons ensuite pour abréger
de sorte que nous aurons, pour le dénominateur bernoullien du rang n,
(«4) b„=kj;,.
Introduisons ensuite, dans (12), (i5) im -^-\ = bn,
puis désignons par p un nombre premier du rang /?, do sorte que
(16) bn = pq,
nous aurons évidemment
c'esl-à-dire que l'ensemble des m positifs entiers
I, 2, 3, . . . , »i conrient précisément les multiples suivants àe. p p,'?.p, 3/), ...^J—— p.
Cela posé, nous aurons, en vertu de (12),
(17) ,_(_i).»_(_i)«E„E=-.. 2 (-0"'-^- hnoàp)
ou, ce qui est la même chose,
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Soit malnlcnant, en premier lieu,
6„ = 4 rt -+- I , m = ia,
les deux nombres/) et q sont, en vertu de (i6), en même temps de la forme 4'^ + i on de la forme 4^+ 3; c'est-à-dire que nous aurons, en vertu de (i8),
I E„=o (inocl/î), p = f^r+\,
1 E,j =- ( — I )" 1 ( inocl /; ), p = f^r ■+■ 3.
En second lieu, soil
6 = 4 a -(- 3, m = aa -+- 1 ,
les deux nombres p -\- i ei q sont en même temps de la forme /\r-\- i ou de la forme 4/' + 3, ce qui donnera, en vertu de (i8),
2 — (— I )" E„ -^ •>. rto (^ "^ ' j ( motl p ) ;
c'est-à-dire que les congruences (19) sont valables dans ce cas aussi, de sorte que nous aurons le théorème, nouveau, je le pense :
I. Soient k,i et la les tleux facteurs complémentaires du dénominateur bernoullien du rang n, définis par les expressions (i3), les nombres d'Euler satisfont aux deux congruences
\ \in o (iiiod /k„),
/ E„s(— i)''2 (inod /„).
Soit particulièi-ement y> = 2/i-Hi «n nombre premier, nous aurons par conséquent pour n pair, savoir n^^im,,
(->-0 Ea/n^HO (mod/>), /) = 4w-i-i,
tandis que Tliypothèse n = 2/?i + i donnera
( Il ) E2,„4.i = — 2 ( mod p), /) = 4 m -h 3.
Ces deux congruences spéciales sont indiquées par M. Elj ( ' ) ; chose curieuse, cet auteur semble croire que la congruence (3) de Kuuimer est due à Lucas.
(') American Journal of Matheniatics, l. 5, 1880, p. 341.
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11 saute aux jeux que notre méthode générale est en défaut quand il s'agit de déterminer les exposants k et l qui figurent dans les eongruences
(23) 2(_i>+.^!^(^[JT„+,j,Eso (nioda/^,
(24) ^{-^y+•^V■{''\¥.,^,^^o (rnod 2/).
Stern ( ' ) a essayé, le premier, de déterminer ces deux exposants k et l qui correspondent à |jl=2; cependant, il applique des séries divergentes, et il est très curievix, ce me semble, que cette ancienne méthode classique ait conduit, dans ce cas, à des résultats parfaitement faux. La méthode donnera, en effet, le résultat surprenant que les nombres d'Euler sont des nombres pairs!
Saalschûtz (-) a observé que le résultat susdit de Stern relatif aux coefficients des tangentes est inexact. Néanmoins, feu M. Bachmann (3), dans son beau Livre sur la Théorie des Nombres, donne le développement de Stern, sans réservations, et il ne me semble pas sûr que Bachmann (*) ait détourné les difficultés en question, dans •sa Note récente.
De plus, c'est une conséquence immédiate des recherches (/,/ récentes de feu M. Frobenijiis (s) et de M. Haussner (") que les / résultats de Stern relatifs aux nombres d'Euler sont faux aussi.
Or, les eongruences susdites ne jouent aucun rôle dans nos recherches suivantes; de plus, on n'a pas réussi à déterminer exactement les exposants k et /, mais à donner certaines limites inférieures. C'est pourquoi nous nous bornons à renvoyer le lecteur aux deux Mémoires susdits et à une petite Note plus récente de M. Liichte Jensen (^).
(') Journal de d'elle, t. 79, 1875, p. 67-98.
(^) Y orlesungen Lïber die Bernoullischen Zahlen, p. i64. Berlin, 1893.
(^) Niedere Zahlentheorie, t. II, p. 4o. Leipzig, 1910.
{'') Archiv de Gruiiert, 'à° série, t. 16, 1910, p. 363-365.
(•'') Berliner Sitzungsberichte, 1910, p. 809-847.
(") Leipziger Sitzungsberichte, t. 62, 1910, p. 356-4i8.
( ') Bulletin de l'Académie Royale des Sciences de Danemark, i9i5,p. 32i-33i
LXVII. — Des nombres de BernouUi
Inlioduisons maintenant, dans la formule fondamentale (Jf) du A. t4^ -
|)aragraj>he LXV, i7i — i à la place de/i, puis posons successivement
nous aurons, en ajoutant toutes les congruences ainsi obtenues,
puis appliquant la formule (24) du paragraphe XVI, savoir A . 7 o ,
(lue à Kummer,
<'ù p est un nombre premier du rang u, qui ne divise pas le positif ntier y, tandis que A doit satisfaire aux deux conditions
Appliquons ensuite le théorème IV du paragraphe LlX, la coni:riif>nce (i) se transforme dans celle-ci :
Posons encore pour abréger
tandis que N/, ,. désigne le premier membre de (o), la formule fia) du j)aragraphe LXIV donnera ici
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Supposons ensuite que le nombre premier du rang a ne soit pas aussi du rang /J, puis désignons par y une racine primitive modulo/?, la différence y^" — i qui ligure au second memljre de (5), comme facteur de M„,., ne peut jamais être divisible par/>.
De plus, posons
JI
OÙ la fraction qui figure au second membre est supposée irréductible, nous savons, en vertu du théorème de von Staudt, savoir le théo- V^L . rème 11 du paragraphe LXI, que le dénominateur d,i^s^_ ne peut jamais être divisible par/>.
Cela posé, introduisons dans (5), successivement
la conclusion ordinaire de /• à / -|-i donnera immédiatement la congruence
OÙ il faut supposer à la fois
tandis que le nombre premier p du lang jx ne doit pas être aussi du rang jj.. Le cas particulier p = 2'^.-{-i de la congruence (7) appartient à Kummer ( ' ).
,%C^ ' Appliquons maintenant la formule (21) du paragraphe LXIV,
nous aurons, en vertu de (-j),
et plus généralement
(,o) 2](-0^+-^^(n ("^''')'^'^+^-!^=« (mod/,X-,-.),
{') Journal de Crelle, t. il, i85i, p. 3G8-372.
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OÙ il faiil supposer à la fois q <^\ — i el q <^p', ces deux dernières < on};ruences semblent être nouvelles.
On voit que la formule (9) est analogue à celles démontrées, dans le paragraphe précédent, pour les T» et les E,,.
Soit pîirticulièrement, dans (-), yo = 2[j. 4- i, /■ = !, il résulte
/iB„+.j.= (—!)!*(«-+- [jt)B„ (mod/))
ou, ce (|ui est la même chose,
^O) • 2«B„+.a.= (— i)!J-(2/i — i)B„ (mody>);
soit ensuite ii=2ni-\-\, savoir p=\m-\-3, nous aurons, en posant dans [i \ ), n = m-\- i, là congruence intéressante
112) \i3„,+i= B,„+i (mod p), /> = 4m-H3.
Revenons maintenant à la formule générale (7); nous avons supposé que le nombre premier p du rang ix ne soit pas aussi du rang n. Or, cette condition suffisante n'est pas nécessaire pour Icxistence d'une congruence de la forme (7).
En effet, prenons pour point de départ la somme de puissances
^{-iy'([']s,n+,Ma)=^s'^"(i-s-^\^)r;
soit ensuite p un nombre premier du rang jjl, et soit encore a%p — i , nous aurons par conséquent, quel (jue soit le positif entier /?,
2(— i)vf ' )S2„+2v!i.(a)sso (mod p').
Or, la formule de Jacques BernouUi, savoir la formule (22) du L, f/^l
paragraphe XXXYI, '
^^ ' ini-hi 2 .^■i/M — 2S -M V 2S / ^
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donnera la congruence
(i4) S2,„(/?-i) = (-i)'"-'B„,/. (mod/>2),
pourvu que /? = 5, m ^ i ,
En effet, soit/? ^5, </ = 3, nous aurons toujours
-Lî— =0 (mod p^)\
on voit immédiatement que le cas le plus désavantageux est celui où p est du rang /', et où q est en même temps divisible par p. Or, soit p"^ la puissance la plus élevée de yo qui divise ^, le dénominateur de la fraction
supposée irréductible, est dans ce cas divisible précisément par p^+'j de sorte que nous avons à démontrer que q — 3 > a. Or, nous aurons évidemment
^^/?a=[n-(/> — i)]«èH-a(^-i),
ce qui donnera, pourvu que j»> 5, a^ 1 ,
Cela posé, nous aurons, en vertu de (i3) et (i4)j pourvu que v^a,
Soit particulièrement, dans (i3), n = o, l'égalité
So(/> — i) =/J — 1 donnera, en vertu de (i4),
('^^ \-'p ^^^-'>'^''''{'s)^^^' (modp).
Je n'ai pas réussi à démontrer que le premier membre de (i5) soit divisible par une puissance plus élevée du nombre premier p.
On voit du reste, en vertu du théorème de von Staudt et de
LXVIII. - D'autres congruences
En terminanl ces recherches, nous avons encore à indiquer quelques autres congruences d'une forme plus spéciale que les précédentes, mais utile pour nos recherches suivantes.
En premier lieu, prenons pour point de départ la formule (i3) du paragraphe XII, due à Euler,
(I) (an + i)B«= 2 (Ts)^^^"-^^
puis supposons que p = 2n-\-i soit un nombre premier, le théorème de von Staudt et Th. Glausen donnera immédiatement la congruence
(•>.) 2 B,B„_,^(-i)« (mod/>),
car nous aurons évidemment
Supposons ensuite que p =z2n — i soit un nombre premier, nous aurons de même, en vertu de (i),
(•2/n-i)B„=2n(2/i — i)BiB„_i=(— i)«-i2nB (mod />)
ou, ce qui est la même chose,
B„=(— i)"-«nBi (mod/?),
d'où, en remplaçant n par /J + i , ce ([ui donnera/? = 2n-\-i ,
(3) _Bn^^{-l)nB, (^od/,),
ce qui est un cas spécial de la congruence de Kummer étudiée dans
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le paragraphe précédent. J'ignore si la congruence générale peut être développée à ce point de vue.
En second lieu, nous avons à appliquer la formule de Jacques Bernoulli, écrite sous la forme
OÙ jo = 2/1 + I est un nombre premier, tandis que le positif entier a est au plus égal à p — i .
Dans ce cas nous aurons, en vertu du théorème de Fermât,
(mod p);
^la congruence spéciale qui correspond à « = i , savoir
(5) 2 (-O'^-B^-,-,^ (-!)«-> ^ (modp),
joue un rôle dans nos recherches sur les résidus quadratiques.
Appliquons ensuite la formule récursive (o) du para-
/iÇ? graphe XXXVIl, qui est aussi un cas particulier de la formule
de Bernoulli,
on p = 2n-{-i est un nombre premier, la congruence évidente
-( ^ )~^— — (mod o)
donnera immédiatement
En troisième lieu, étudions les deux formules (g) du para^
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graphe XXXVIII et (7) du paragraphe XXXIX, savoir /. /^ ^
OÙ ^ = 2 /î -|- 1 est un nombre premier, nous aurons immédiatement les congruences
{-) T„+,^En+i'^^{-i)" (modp),
qui représentent un cas spécial des congruences (9) du para- Jt.'^^'Pfgraphe LX VI. " f '
Introduisons encore, dans la dernière des formules récursives susdites, n — i à la place de /^, puis supposons que n soit premier, il résulte
(8) E„= I (mod n).
Cela posé, la formule (i i) du paragraphe XXXVIII ^'
donnera, en vertu de (8),
(9) T„+iEEs2 (mod n),
où n est supposé premier.
En dernier lieu, étudions la formule (9) du paragraphe XXXIX h, l»o
puis supposons premier le nombre /?= 2 /i -f- 1 . il résulte la con-
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gruence remarquable
(10) T„=E„ (modp).
La congTuence (8) a été observée par Stern ('), dans son Mémoire assez étendu sur les nombres d'Euler.
(') Journal de C relie, t. 79, 1875, p. 86.
APPLICATIONS DES POLYNOMES SYMÉTRIQUES
LXIX. — Formules générales de première espèce. Supposons que les zéros
du polynôme entier du /î'*™" degré
satisfassent aux conditions
où p désigne un nombre complexe, différent de zéro, mais arbitraire
(lu reste, nous avons, dans le paragraphe XXIV, démontré les for- L. ^%
mules générales
"='ï<-K,/_r.,)(-rr^'''-
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Posons ensuite
/ 5,. = af -4- a'o-H- afj -4-. . .+ a'„,
les développements du paragraphe susdit donnent les formules analogues
(11) (-i)'[»>.+i-/'(''+^)si'-]
(1,) ,-iv.,..,=|(:.,(-,f)(f)"--..,T„_.
De plus, nous aurons, en vertu de la formule de Newton,
(i3) *,.— ai5r-i-l- a2«/--2 — •••+(— ij''"'«/--i*i+ ( — i)''rrt,. = o,
où il faut supposer l'^r^n.
Cela posé, les formules (4) et (9) donnent immédiatement le théorème général :
I. Soit p un positif entier, et soient tous les coefficients as des nombres rationnels, dont les dénominateurs sont premiers avec p, nous aurojis les deux congruences
(i4) rtî,.+i = o (mod^), o^/-^ ;
(i5) S2/-t-i = o (mod/>), o'^-i'S--^
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En efïet, on voit, en \ertu de (i3), que les sommes de puissances s,, sonl aussi des nombres rationnels, dont les dénominateurs sont premiers avec p.
Désignons plus généralement par
une fonction rationnelle et entière, homogène et symétrique des /i nombres a^ et d'un degré impair, savoir 2N+ i, tandis que tous les coefficients numériques de *P sont des nombres rationnels, dont les dénominateurs sont premiers avecyy, nous aurons de même
(17) <ï>(ai, aj, .... a„) iO (modjo).
En elFet, la fonction en question se présente sous la forme «I> = SAa.p vrt*, a^, ..., al,
où les coefficients numériques A^, p,...,v sont des nombres rationnels, dont les dénominateurs sont premiers avec p, et nous aurons de plus
c'est-à-dire que l'ensemble des exposants
contient toujours un nombre impair au moins.
Gela posé, il est très facile de démontrer cet autre théorème jiénéral :
II. Supposons remplies les conditions indiquées dans le ihéorème /, puis supposons que les coefficients fis satisfassent aux conditions ultérieures
(iS) air~=o (n\od p), i^/-^;ji,
nous aurons les trois autres congruences
(19) a2,.+, = 0 {moA p^), iî/'=[Ji;
(■>o) 52,. =0 (mod/)), ilr^ij.;
( y, 1) 52,.4., = o {moà p^), i£r^;ji.
En effet, appliquons les formules (4), (i3) et (9), il est évident
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que les trois congruences en question sont des conséquences immédiates de (i8).
Plus généralement, on aura de la même manière
(aîi) 'I>(ai, «2, . . ., a„) = G (mod p^), ilN^[Jt..
Appliquons de nouveau les formules (4), (9) et (i3), il résulte le théorème suivant :
III. Supposons remplies les conditions indiquées dans le théorème II, nous aurons les trois congruences ultérieures
(25) £lr^_2,.^ (mod/p) i^r^u..
Prenons maintenant pour point de départ la formule (i3), nous aurons cet autre théorème :
IV. Ajoutons aux conditions précédentes que p soit premier avec [ji ! , les congruences
(26) S2/-=o (mod/>), i|/'j^[ji£/i
entraînent les autres congruences indiquées dans les deux théorèmes précéden ts.
LXX. — Formules générales de seconde espèce
Pour donner une autre application essentielle des polygones symétriques nous prenons pour point de départ le polynôme entier
(i) /(^) — ^^"-+- «lar^'t-i-f-. . ,+ «2^-1^ + «2«
du degré 2/ï, dont les racines
(•■i) «1, aa, «3, ..., a2„
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itisfont aux conditions
OÙ p désigne un positif entiei-.
De plus, nous posons
/,) ^(X) z=z (x — ai) (X — X-i) . . . {.T — Xn)
= X"— biX"-^-i- biX't-^ — . ..-H ( — iy^-Uj,i-iX -+- ( — i)"b„, ce qui donnera, en verlii de (3),
le sorte que nous aurons
Cela posé, il est facile de démontrer le théorème :
I. Supposons que les y.s soient des nombres rationnels, différents de zéro, dont les dénominateurs sont tous premiers avec p, puis supposons
(fi) a,„^(-i)8 (mod/>),
nous aurons de même - 62 = (— 1)''+8 (mod/>).
En efiet, la formule (5) donnera, en vertu de ( i),
lu K est un nombre rationnel, dont le dénominateur est premier |vec />, ce qui donnera immédiatement la congruence (7). Quant aux congruences (4) et (7), nous aurons cet autre léorème :
II. Soient, conformément au théorème précédent, )) «2«=(— U^+T'Q/''
ïous aurons
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OÙ nous avons posé pour abréger
a, aj a„
Quant à la démonslralion do ce théorème, remarquons ([ue les formules (8) et (9) donnent immédiatement, en vertu de (10),
Q;,hs6„6„_, + (-i)"Q,, (inod p).
De plus, nous aurons évidemment
6„6„ -1 = b},\,i -- (— i)""^^^vj ( inod /?),
ce qui donnera la congruence (i i).
Or, il est possible de pousser ces recherches un peu plus loin, en démontrant un troisième théorème, savoir :
m. Soit^ dans la congruence (10), /? -[- 0 un nombre pair^ il résulte
(i3) 6„ = ±i (modyo);
posons ensuite
nous aurons
(i5) ■iQ;;^^n-i)^>'/.-(-')"+^Q/' (mod/>).
En effet, les définitions (i i) et (i4) donnent
aQ;-^(-O^Q',. (n.odp),
et la formule (11) conduira immédiatement à la congruence (i5). Nous avons encore à étudier les deux sommes de puissances
[ s,. = a', -f- ai' -+-... + af, , s^ — n.
A cet effet, appliquons l'identité
Sr=s',+ {p — 'J.l)''.^(p— 3r2)r^..._|_(^._a„)'-,
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([iii est une conséquence Immédiate de (3), nous aurons, pour/'^i,
Remarquons ensuite que les formules de Newton
(iS) ^ *' — «l«/-«-^«î*r-2 — •••+(— l)''""'«/-l*l + (—0'"''«r=O, I «;— 6,5;._,-4- biS'r 2 — ...+-(— l)'-«6,._,5', -h (—!)'• /•6^=0,
OÙ il faut supposer i^/"^2/?., respectivement i -/' /i, montrent clairemeiil que les sommes s,- et s'^. sont des nombres rationnels, dont les dénominateurs sont premiers avec/>, il résulte, en vertu de (17),
( Sîr+i^o (mod p),
( Sir^ïs'^,. (mod/?),
où il faut supposer r^o. Soit ri.i, nous aurons de même
( 20 ) — — r£= — 9. rs'^ ,._ , ( mod p).
Il saule aux veux que Ton peut déduire, de ces formules générales, un grand nombre de résultats spéciaux, très intéressants du reste, en choisissant d'une manière convenable l'ensemble des nombres a^.
I " L'ensemble des nombres
ou l'ensemble des nombres impairs
I, 3, 5, ..., vn — I.
2" L'ensemble des positifs entiers plus petits que y> et premiers avec p.
i" L'ensemble des résidus quadratiques ou des non-résidus qui correspondent à un nombre premier de la forme 4 ni-\-i .
Or, les ensembles que nous venons d'énumérer exigent des recherches plus étendues; c'est pourquoi nous avons à regarder dans les deux paragraphes suivants, d'autres exemples de polynômes symétriques.
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L.XXI. — Des nombres A
Regardons, comme première application des formules générales développées dans les deux paragraphes précédents, le poljnome du «'^""^ degré,
ou, ce qui est la même chose,
où nous avons posé pour abréger
Nous ne connaissons pas les zéros du poljnome en question, mais nous aurons évidemment, en vertu de (i),
c'est-à-dire que les coefficients
satisfont aux formules récursives indiquées dans le paragraphe IX, ce qui donnera
<') »=T(->rr')(f)""'^;"
(6) (-!)'■ [A;-i-y>(r-+--i)A^']= ^ (-'>' (l'st[)p"'"' ^p"' ^'-
,,) (_„Ar,J2(_,,(--')(£)--.,,T,._,.,.
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Quant à la nature des nombres A", la définition (3) donnera (8) A^, = ■>./';
soit ensuite /i^i, nous aurons de même
■M'.=l(f)-=''2(fr;)
ce qui donnera, en vertu de ( /j ), la proposition suivante :
I. Supposons ni^ï, les nombres \" satisfont aux congruences
(lo) A;/'=-.o (mod/>),
(il) A*"+'s=o (mod/)^),
valables^ quel que soit le positif entier p. Appliquons ensuite les formules numériques
f (p-^\.. />-'-c.'yp--^+c?/>--3-...+ (-iy-iQ-'
où les G^' sont les coefficients de factorielle du rang 5, il résulte, en vertu de (9),
(i3) A;i = (-iK-'a„_. (/.)/,
où K est un nombre rationnel, dt)nt le dénominateur ne contient que des facteurs premiers plus pelils que p.
Soit maintenant/; un nombre premier impair, il résulte, en vertu
de (.3),
(II) iA,V'^cr,„_,(/?) (modp),
de sorte que les deux formules euteriennes (.^3) et (^) du para- hU- 1^7"
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L;raphe XWVI, savoir
donnent cette autre proposition :
II. Soit p un nombre premier impair^ nous aurons les coni^ruences
(.6) l^in^tL^Ï_llji (mod/>),
(-7) ±A^-^+'^^-'^"~^|^^:^ + '^^" (mod/,),
of/ il faut supposer ni_\ .
LXXII. — Des nombres
Comme seconde application spéciale des formules générales nous avous à étudier le polynôme du degré n
qui satisfait évidemment à l'équation fonctionnelle
Posons pour abréger
ce qui donnera spécialement
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il résulte, en vertu de (i),
(le sorte que nous avons à introduire, dans les formules générales du paragraphe LI\,
Cola posé, nous aurons, dans ce cas, les formules récursives
■>=T'->f';ïr')(f)""'^"^--
(7) (-0'[ej,'+v-(^ + '■)/' S;/;,]
Quant aux nombres S" ^,, appliquons la formule (5) du para- J\,^'T, iiraohe IX, savoir ' '
ipne
.1,^+"^' (.r) = p cA.,;r'/(ar) + {X +y,),l,/;+«(^),
ce qui donnera, en vertu de (2),
Remarquons maintenant que nous aurons, quel que soit /?,
il résulte, en vertu de (o), la proposition suivante :
I. Les nombres €",^.^ sont des positifs entiers
Appliquons ensuite les formules numériques (12) du paragraphe
.if
précédent, nous aurons ici
(10) e«,. = |z:i^; s,^,^rip)~p^sJ'^n-r(L^L+__^._l_^^p,K I
où K est un nombre rationnel, dont le dénominateur ne contient que des facteurs premiers plus petits que p.
Cela posé, la congruence (i4) du paragraphe LXVIIj donnera, en vertu de (5), cette autre proposition :
II. Supposons que le nombre premier p ne soit pas du rang n, nous aurons les congruences
(11) eyu =0 (mod/,),
(12) e2'||' = o {moAp'^),
sz=p
(i3) ^s»-^^'^l\+'-+...+ jl-\^o (mocl/>),
oii il faut supposer n^i.
Dans le paragraphe LXXXIl nous avons à étudier plus profondément les congruences (i 1) et (12), étude qui montrera clairement pourquoi nous avons remplacé les ^l."^'' par les B''^.
LXXIII. — Formules de Bemoulli et d'Euler
[.a détermination des sommes de puissances
où p et II désignent des positifs entiers, problème apparemment élémentaire, a occupé les géomètres depuis la haute antiquité, et le même problème occupe certainement, même dans nos jours, beaucoup de géomètres, dans leur tendre jeunesse.
Or, le problème susdit, apparemment parfaitement élémentaire, est intimement lié avec des problèmes qui sont à regarder comme les plus difficiles de la Théorie des Nombres, nous le verrons bientôt.
Quant aux résultats obtenus au cours des temps, les Grecs ont connu les formules
S3(^,=£li£^'=(S,(;,)l.,
formules qui ont fourni à Archimède le moyen de démontrer la
formule
Plus tard, les Arabes ont trouvé le résultat
OU, ce qui est la même chose,
(5) 5Sv(/>) = S,(/?)[()S,(;p)-i].
Dans cette dernière forme la formule en question est indiquée par Fermât; ce grand maître des nombres a du reste indiqué, le premier
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que je sache, une méthode générale pour les déterminations des sommes S/, (/>), méthode qui n'est autre chose que la formule de Lampe, savoir la formule (lo) du paragraphe LVI. De plus, Fermai a connu la formule générale
pn+i (6) Sn(p)= ^^-^'^a„^ip-\-an,%p^-h...-^-an,nP,
ce qui lui a permis de déduire la formule (3) pour une valeur quelconque du positif entier m.
Presque en même temps, Pascal a démontré, par la conclusion de n -d n-\-i la formule générale (6); sa méthode coïncide avec celle que nous avons appliquée dans le paragraphe LIX, pour démontrer la formule récursive du paragraphe susdit.
Or, c'est Jacques BernouUi ( ') qui a donné, le premier, la détermination générale de Sn{p), en indiquant^ sans démonstration, une formule de la forme
<7) SAp)=^^^-^^-^-i\^-=^^^^(''^')B.pn-.s^^.
De plus, Bernoulli indique les valeurs générales des dix premières des sommes S^ {p)i savoir :
CIIAI». XVI. — LES SOMMES DE PUISSANCES
tableau qu'Euler ( ' ) a continué jusqu'à S, o (/>); déplus, il a calculé les premiers coefficients de l'expression générale de S» (/>) jusqu'à celui de la puissance />""=** (*).
La première démonstration générale élémentaire de la formule (7) semble être due à Andréas von Ettlngshausen (=') qui a appliqué les principes du calcul aux différences finies, mais cette démonstration est restée complètement inaperçue.
Gauchj (*) a de nou\eau démontré la formule (7) et en a donné plusieurs applications intéressantes, tandis que F. Arndt (^) semble avoir appliqué, le premier, l'équation aux diflerences finies
(8) s,.ip)-S,Ap-i)=p\
méthode qui est intimement liée à notre démonstration de la formule en question, savoir en appli([uant la fonction B„^i (x)de BernouUi.
Quant à l'introduction d'une variable complexe au lieu du positif entier/^, nous pouvons nous borner à renvoyer le lecteur aux indications données dans le paragraphe XV^.
Les sommes alternées
ne sont pas étudiées avec le même empressement que les S„ (/>); c'est Euler («) qui a déterminé de telles sommes en donnant les formules générales
(.0) ,„(,) = 4i;f(lZip(^-^)T,.;,--.,
p^-"+^ ^(-ly-i /'2n^i\
(-i)"li-(-tnT„
(') Institutiones calculi dijfereittialis^ p. 09. Petiogiad, i-55. (') Ibid., p. 3i-33, 433 -'iS',.
(*) Vorlesungen iiber holiere Matheinatik, t. 1, p. 285. Vienne, 1827. (') Voir par exemple: ftésuinés analytif/ues, p. -i (Turin, i833); Mémoires- (le r/nstitut, t. 17, 1890, p. 262, 371, 4'|i.
(=■) Archiv de Grunert, t. 10, 18^7, p. 34:>-34'i.
(•"') Institutiones calculi (lifferentialis, p. 499- Petrograd, 17.').'».
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Appliquons maintenant les sommes de puissances plus générales
/ <7n(ar,p) = (x-+-p— i)"— (a:r -+-/? — •>.)« 4- (a; -i-/) — 3 )"—...-!-(— i)/'-'.r'», ^o{x,p) = »
introduites dans le paragraphe XXXVI, il est évident que les formules
(i4) B„+,{x +y> - I) - ]i,,+,ix - 1) - '""^nl^^'
( i5) E„(^ 4-/> - I) - (- i)/'E„(a. - 1) = ^Ili^^
donnent une suite d'autres développements pour les sommes de puissances numériques.
En effet, appliquons tout d'abord les formules de Raabe, déveloj)- 6 0 ' pées dans le paragraphe XVII, l' hypothèse :r = o donnera, en vertu
.de (i4) et (i5),
( ■> n -+- \ \'in+i
s = Il
(,9) o.^t+^a^^+.ry.) = {ip + .)2-'+>+2 (- i>'('" ^ ') E,(v' + .)'"-2.-+' -(-1 )'+/'!,+,.
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Quant «lux deux autres sommes de puissances
(■io) f„(p) = 'i'l s,Ji, pj = 2 (2S — I)",
introduites dans le paragraphe XWVI, posons, dans (i4) et (i5), h'^lh^
a:=-> puis appliquons les expressions de B„(.r) et deE„(a:), il
résulte
(•?./> — I )»'»+» {ip — iy
{■>..) ^t„Ap)=^ .^^^_^^
-ii-+j
(•25) •iT,„_,(y,) = (■>./> - !)»«-« +2 (-•)-' (J" I J) T.(a/. - i)'"-^*-, tandis que les formules de Raabe donnent
- î (ipyi+i ^ (— i).s- ^n-f-i
(■27) 7.T,„(/>) = (2/,)'-" + 2 (-'^'(ro E.( vo^"-^-'
+ (-i)«[i-(-i)/'JE„,
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Dans nos recherches suivantes nous avons plusieurs fois à appliquer les formules numériques que nous venons de développer ici.
LXXIV. — D autres développements
Il est évident que les nombreuses expressions que nous venons de développer, dans nos l'echerches précédentes, pour les ^n{x) et les E,<(j7), donnent des développements correspondants pour les sommes de puissances que nous avons étudiées dans le paragraphe jirécédent.
Çr, nous nous bornerons à étudier les plus simples des sommes en question, savoir les S,; {p) et les o-„ (p).
En premier lieu, appliquons les formules (5) et (6) du paragraphe XVII, il résulte respectivement
où il faut supposer « ^ i , et où nous avons posé pour abréger
les formules (9) et (10) du paragraphe susdit donnent de même
, -. '> V^ (2/1 — 7.SM-2)3« + l « / „
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La formule (i) est indiquée par Jacobi (•), tandis que ProulietC^*) a démontré la formule correspondante (5); remarquons en passant que ces deux formules se présentent aussi sous cette autre forme :
'7.) ^m+dp) = Ss(p) V a„,,.[ S, (/>)]"-'-',
<X) S,„(/>) = Sj(y>) 2 *«.rLSi(/>)|""'-'.
Doslor (^), qui indique quelques développements spéciaux de ce j^enre, n'a évidemment pas connu les formules générales de Jacobi ci de Prouhet.
En second lieu, posons pour abréger
il résulte, en vertu des formules (ao) et (afi) du paragraphe XXX'IH, n4i C .
Ladrasch (*) a étudié la dernière de ces deux formules et indiqué la dernière des relations (9), sans connaître évidemment l'expression générale du coefficient A„,p.
Or, il est très facile de transformer d'une manière intéressante, les développements que nous venons de déduire. A cet efl'et, prenons pour point de départ la formule (aS) du paragraphe XXVIII, A • iiC
(') Journal de Crelle, t. 12, i«3'), p. '7..
(-) Xome/le.s Annales, t. 10, iS.')!, p. i(,9.
( ') Nouvelles Annales, •}.• sJrip, t. 18, 1^79, p. 'p3-4<Î4, 5i3-5i8.
(' ) Jitlirhiicli liber die Fortschritte der Matheniatik, t. 18, 1886, p. -ii?,.
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savoir
puis posons
ce polynôme est symétrique, et nous aurons de plus cp„_,(o) = A„+,,„^i = (n -+- 1)! H„(o). Cela posé, il résulte les développements
( I .;. ) cp„_, ( a? ) = 2 V A „+i ,,,. ( n - ■}. .V — I ) ! K,i _ ,,_! (x).
(i3) tp„_,(a;) = 2 V A„+,,2,+ ,(n- 9..S- -•>,)! lî„_5,_,(a7)-hK,
où riijpothèse X = o donnera
de sorte que nous aurons
(l4) 9n-l{p) = •>■^^n+\,îr+\S,^ ^.r-i{ p) + {n -^ ï)\ ?>n{o).
Ces remar([ues faites, nous aurons, en vertu de (12), 1 1=0
iC.) <
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j .,„(,,) = -ildl^-p r V" A,„,,„..,>-,„.„-,r/,) + (- ,)'■(« + il (/. + i) B„J
les deux dernières de ces formules sont dues à M. Glaisher ('). En troisième lieu, posons
il résulte, en vertu de la formule (29) du paragraphe XXVllI, /7, f / ^
et la même mélliode (jue dans le cas précédent donnera ici
— ~ir~ — ^ "'*' ^^"-'^•-'*^P' 4 '^« » •
Quant aux sommes alternées <y„ (/?), les formules (35) et (36) du l, / 1 Si
paragraphe WVlll donnent f
j 7-=în — 2
(') Messenger 0/ Mathenuxtics, 2* série, l. 20, t>^o, p. i2o-i->8.
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OÙ nous avons posé pour abréger la méthode ordinaire donnera ici ces deux autres développements
^,n(p)=^p(p+l)\ 2, A.'2/ + lS.>.-2,.-a(/>)-^-^^^^
LXXV. — Formules récursives
Comme analogie de la formule classique
[s,(p)y-=SAp)
Jacobi ( ' ) a Indiqué cette autre
^ / r Or, il est évident que les formules ( i) du paragraphe \L\^ et (i
.Al du paragraphe XLVI, savoir
(,) / X (rt+/v-H/-— i)! l5„+/;_,.(ar),
(') Briefwechsel zwischeii Gauss uiid Schumacher, I. 5, p. 2[)i).
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OÙ m désigne le plus grand des nombres n et p ou particulièremenl //i = /t =p représentent des généralisations très étendues des formules numériques susdites.
En effet, soit dans les formules (i), x égal au positif entier a, 11 résulte immédiatement
d'où particulièrement, en supposant/» = n,
Stern ( ') a démontré la première de ces formules, par la conclusion de n à « + i , tandis que feu M. Lampe (-) a donné une démonstration élégante pour la formule en question.
Permutons maintenant dans (2) et (3), les exposants n et/j, il résulte des développements pour les expressions
les formules de ce genre, obtenues de (2), sont dues à Radicke (^).
Posons ensuite, dans (i), />= /i, puis cherchons les dérivées des
deux membres, nous aurons, en posant x=:a^ puis remplaçant n
(') Journal de Crellc, I. 8i, iK-;S, p. :2i6-:n8.
(') Ihid., p. y.-o-i-j^.
(') Journal de C relie, t. 89, 18S0, p. 261.
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par /i H- I ,
la première de ces deux formules est due à Radicke ( ' ).
Or, il est très facile de généraliser beaucoup les deux derniers développements que nous venons de donner.
A cet effet, multiplions les deux identités
.^-^-/^ Js:'fp\f!!:
il résulte un développement de la forme
ce qui donnera, pour le poljnome symétrique ainsi obtenu,
(') Journal de Crelle, t. 89, iSSo, p. 2G1
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d'où, en supposant x égal au positif entier a,
-««(a-HO'M a-+- M =^ A2,.4-iS,„-^/, -;,..i(a),
Il première de ces deux formules est indiquée par M. Lampe. On voit que l'hypothèse p = i donnera les formules (()) et (7).
Il est évident que les formules développées dans le parai^raphe XX. donnent une suile d'autres formules contenant les sommes S«(/>) et <t„(/>).
En premier lieu, prenons pour j)oint de départ la formule (8) du paragraphe susdit, il résulte
l^-^Pn / X V '— 0'"' '^' / " \ C / X
La formule (12) du paragraphe XX donnera de même (/'il
(10) (i„(a) j/,(a) -H (— iY[n\9p{a) li^ro) +/>! j„(a) Ii:;,(o)J
enfin, nous aurons, en \ertu de la formule (i()) du paragraphe
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susdit,
u i) H S,i-i(a)n,,(a)-h n\ P,„(o) cj^(a) 4- (— i)«/iS„ ., (a)/? ! Epio) - ï
La formule (9) est due à Lucas ('), tandis que M. Lampe (-) a retrouvé cette même formule et indiqué des développements analogues du produit de plusieurs sommes S,, (a).
Revenons maintenant aux développements généraux du j)ara- / 5^ . j;iaphe \XVII, nous avons à regarder les deux fonctions
Soit tout d'abord )n-{-n r=: 2/?, il résulte par consé(juent
tandis que riivpothèse m -\- n =^ -2 p — 1 donnera
m ! n ! xV' , -^ir-i / m\ H» «
(') Nouvelles Annales, 2" si'i-ic, t. l'j, 1S7.'), p. )ç)>-9():;. (^) Jjurnal de Crelle, t. <Si, 1S78, p. 27o-^7>.
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Introduisons niainlenant, dans ces développemenls, le positif «Milier a an lieu de x, puis posons
[/(a)=^(—iyr^\a"-'S,n^r^a)= ^ s">(a — s)'t
ii — i
il résulte par conséquent pour m -f- n = 2p
'(rt) = (-ir"+/'-
tandis que l'Iiypollièsc m + « = 2/j — i donnera de même
Dans les quatre dernières formules, la sommation est à étendre jusqu'à ce que les coefficients hinomiaux qui figurent au second Mnembre disparaissent tous deux.
M. Glaisher (' ) a donné des développements de ce genre sans ^remarquer qu'ils représentent des généralisations des formules récurjsives incomplètes de Saalsclnitz.
(') Qiutitcrly Jounuil nj Ma' hem a tics, l. 31, 1^(19, p. •'11-J17.
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LXXVI. — Applications des formules générales
i).^,%^ , Revenons maintenant aux recherclies générales du Chapitre XV;
" il est évident que le polynôme entier
f(x) = a:"-i-(a7 -f- i)« + . . .-+- {x -+-/>)" OU, ce qui est la même chose,
satisfait à l'équation fonctionnelle de sorte que les coefficients
xxrr
/irYo^' satisfont aux formules générales du paragraphe ^K)f, ce qui donnera (0 l>-(->KlS,-(/.)=^(-ii-'('')/-'-S,,(p).
(» o='S"-)-'C'-,r')(^:)""^"svo.),
La formule (i) appartient à Euler ('), tandis que (3), comme la Ât 11)1-^ formule analogue (lo)du paragraphe XIII, a{)partientàRadicke(-).
(') Iiistitutiones calculL di (ferentialis, j). 3^8-.')5o. Pelrograd, 1755. {-) Die Becursiansfornicln fiir die Berechung der BeinouUischen und Fulerschen Zalilcn, p. t. llallc-a-S., iSSo.
CHAI». XVI. — LKS SOSIMES DE PUISSANCES. 3ll
Appliquons maintenant la cou<;riience (2) du paragraphe LIX, L,7^lfO,
nous aurons le théorème : ^
1. Supposons que p soit un nombre premier, les sommes de puissances S,„ (p) satisfont aux congruences
\ S.n(p) = o (modp), i ^2n+i(p) ^o (mod/)»).
oit il faut supposer i ^ n z^ ~ ^ •
Or, la formule <ie Bernoulli donnera des éclaircissements beaucoup plus profonds sur le problème qui nous occupe ici. En efVet, la /
démonstration de la congruence (i4) du paragraphe Iji^ll donnera, L, ZJt^
pourvu que p soit un nombre premier, ' '
Oi)
I Sî„(y;) = (— i)«-iB„/> (modyj2),
in-\- -\^nP^ (modp^),
<;j qui (h>nnera cet autre théorème, suppléuientaire au précédent :
II. Les deux congruences (5) sont valables pourvu que le nombre premier p ne soit pas du rang «, et dans ce cas, nous aurons de plus
( - S,„(/>)^(-i)"-iB„ (mody>),
ly,^tn+^ip)^{- I)"-' (« + ^) ^n (mody.)..
Soit maintenant p du rang n, les congruences (6) donnent, en vertu du théorème de von Staudt et de Th. Glausen,
l S5„(/j) = — I (mod/?),
(8, ) Sï„+,(/^) = o (mody)),
J ^ S,„+i (/>)=— ^i + ij (mody>).
On voit que la première de ces congruences est une conséquence immédiate du théorème de Fermât, et que la deuxième est valable aussi pour n = o.
(^uant aux sommes alternées a-« (p), nous prenons pour point de
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départ le polynôme
OU, ce qui est la même chose,
Ç(^)=2 (',!) ''rip
Dans ce cas, nous aurons
et il esl évident que o{x) est du degré n ou du degré n — ^ i , selon que p est pair ou impair, de sorte que nous avons à étudier séparément ces deux cas.
^ i" p est un nombre pair. — Nous avons à substituer, dans les
h' formules du paragraphe LXIX,
ce qui donnera
(9) |.-(-l)']T,(/.)=2(-l)v(^i'jy,'-Va,(yO,
(il) {— iYy^ir+iip) — p ('• -+- •^)^2,-(/>)
(.2) f-i)'-cr.,,^,(/>)=2(-0^("',tO (f)"'~''''^.v(/')T,_v+„
formules qui sont parfaitement analogues à celles que nous venons de développer pour les S„{p).
2" p est un nombre impair. — Dans ce cas, nous avons à substituer, dans les fozmules générales susdites, n — i au lieu de w, et
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à poser
^L. de sorte que nous aurons
"^) °='ï'(-Kr",')(f)"'"'^''-(")'
ic.) r
— IVT2,.+2(/>)=:2(— 0''(;J' ^n (fj Cr2v+l(/>)T,.-v + l-
Appliquons encore les formules (6) et (7) du paragraphes^, h','
/i! ~ Zid (,« + 1)
ou, ce qui est la même chose,
(x -+- 1)'» _'^ ^n-ai-^)
il résulte ces deux groupes de formules
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LXXVII. — Applications des sommes de puissances
Supposons connues les sommes de puissances que nous venons d'étudier, il saute aux jeux que l'on pourra résoudre un grand nombre de problèmes concernant la sommation de certaines séries. Nous nous bornerons ici à un seul problème de ce genre, dont la solution n'exige que les sommes S«(/?) et i/iip).
A cet effet, soit
f(x) = ao^«-H a. 37" -1 -+-... -h a,i-ix -+- a,i un polynôme quelconque du /î'^™" degré, la somme
est une série arithmétique du /i'^"'^ ordre. Quant à la sommation d'une telle série, posons, dans /(a?),
ic = I, a, 3, . . ., /?, il résulte, en ajoutant tous les résultats ainsi obtenus,
Le même procédé donnera évidemment la formule analogue
(2) • 2 (-iyf(p^s)=^a,.<y„^,{p).
Soit, par exemple, nous avons tout d'abord à déterminer une suite infinie de polj-
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nomes entiers
Fo(x), F,(.r), F,{a:), ..., F„(.r), ..., assujettis à satisfaire aux conditions
(3) F,„+,(j?)-F2„H.,(.r-i) = ^-"(.r-+-i)" [F2„+,(o) = oJ,
•l) ¥,„{x) = -^F',„^^(x) |Fo(^) = oJ;
c'est-à-dire que nous aurons de plus
Cela posé, l'équation aux dillerences finies (3) donnera immédiatement
"■" F.,..'(-^)=(~:+ou+2(r)<"'-->' »"—'">■
car l'hjpolhése x = o détermine, en vertu de la formule (3) du ..
paragraphe XLV, la valeur de la constante; appliquons ensuite la jt' J formule (i ) du paragraphe susdit, nous aurons, en vertu de (6),
T^ -^2 (rj (•'•«-•'-^)! B.„-..,^.(-).
Quant à la fonction F2«(:r), les deux développements que nous venons de déduire donnent, en vertu de (4),
H) Y^,,{x)^^^{''\{'xn~sy.^,,.s{^)
xn-
En second lieu, nous avons à déterminer cette autre suite de j)olynomes entiers
Go(x), Ç.,{x), G,(:r), ..., G„..;), ...,
.>i6 rnoisiÈHE paktie. — applications sur la théouie dks nombres. assujettis à satisfaire aux conditions
/ G,,t (x) -}- Gin(x — i) = x"(x -hl )«,
i Gj„+i(.r) = — — j— G'j„+2(.r) (« = o),
ce qui donnera
(il) G2n+t(x)-+- Gî„+i(x — i) = x'Hx -+-i)'i^x + -] .
Dans ce cas, nous aurons
{*'->■) Gin(x) =y ( ] {-^.n — s}lE2,i-s(x),
L\A\ , d'où, en vertu de la formule (i) du paragraphe XLVl,
(i3) G2„(;r) = ^ ~'^2Li (os) *'^"~ ■'•■'"• ï'-î/'-s*-*-^»'
de sorte que la définition de G-y/i—t donnera
l Gin-l (X) = \ ( j Cin — S)\ E-în-s-l < •» ),
^ \ '^-/ I X^ / fi\
G2„_,(.r)= i > (a/l— i5)!Il2„-2.ç-l(.r).
Inversement, il est facile de développer les B„(a7) d'après les ¥„(x) et les E,i(x) d'après les G,i(x). A cet effet, prenons pour point de départ les deux développements
( r -A- 1 )'" -J- r'« (l5) =>——(" ' -jl-r^-^)"-
1 ^ in -\- is -\- \ \ 5-1-1 /
tirés directement des formules (12) et (i3) du paragraphe XXHF,
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nous aurons tout d'abord
.17» i 2/1)1 Bin^l(^)-^ =>, )i'2n-3.<+l(-r}
car les i\e.\\^ membres de cette formule disparaissent pour x ^R et ropéralion A conduira à (i5).
^^L Appliqiions ensuite la formule (/j), il résulte, de même,
de sorte (jue l'hypothèse it' = o donnera
ii-i=vr
j fi/z-aA-'oi
Quant à la formule (16), elle nous conduira aux dé\eloppemenl;
id 2/? -H 2 5 -f- l V 2S-T-I
d'où, en \ertu de (17) et (18).
2 2 /i -+- 1 / rt -4- .« -t- r 2 /l -t- 2 S -4- I \ 2 .S' -4- I
.ç = n (2/i — I»! B,„(./-l= V (^^^^^\ V^n-tÀX)
cr),
l.a même méthode (h>nnera les formules, analogues aux préeé-
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dentés,
(2/i -4- I)! Eî,i+.i(a:)
de sorte que nous aurons finalement
LXXVIII. — Généralisations des sommes de puissances
Il est très intéressant, ce me semble, que la formule de Bernoulli soit susceptible d'une généralisation très étendue. En efTet, soit
(i) ^=P\'P't'-"PV
un nombre quelconque décomposé en facteurs premiers, et soient
il) 'M, «2, «3, ..., Zj^, ■?.\X=^tf{M)
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les positifs entiers plus petits que M et premiers avec M, nous avons à étudier les sommes de puissances
Dans le cas particulier où M est éf^al à un nombre premier/), nous aurons, par conséquent,
(il Sn=Sn(p — l).
Soit ensuite m un positif entier quelconque, et soient
^1, P2, ^3, .-., {iimii
l'ensemble des positifs entiers plus petits que mM et premiers à M^ nous posons de même
ce qui donnera évidemment
de plus, nous posons, conformément à la définition (i),
(7» '^k(yi) = ( p'i- v ( pï- 1) • . . ip^; - i),
de sorte que nous aurons
^ (8j M4/,(M)=/)iyj2. ..y7v?(M).
Gela posé, nous avons à étudier tout d'abord le cas particulier où M est une puissance d'un nombre premier, savoir
dans ce cas, il est évident que
p, ip, 3/>, ..., mp'
sont l'ensemble des multiples de p qui ne dépassent pas mM; c'està-dire que nous aurons
S„(m, />'•) = Sn(nip') —p" S„( m/.'--»),
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d'où, en vertu (Je la formule de Jacques Bcrnoulli,
Soit ensuite
Ml =/>'2'/)!; '.../>;;■'
un nombre qui contient v — i facteurs premiers, nous supposon vraie la formule
/ \ c i»T X m'! + ^ M'/ Ç3(Mi)
(lo) S„(/«,.M,)= — ! ^-^-^ — -
n-hi
où <{^a(M,) est la fonction numérique délinie par la formule (7). Cela posé, introduisons, dans (10),
ce qui donnera, en vertu de (i),
/«j Ml = m M, nous aurons évidemment
S„(m, M) =: S„(myyN, M,) - p'I S„(m/yj.-', M,), d'où, en \ertu de (10),
formule qui est précisément de la même forme que (10), c'est-àdii'e que la formule (i i) .est valable pour un nombre composé quelconque.
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Posons ensuite, dans (12), ni = i^ il résulte, en vertu de ((i).
rt-f-i ^ ^ ji^ n-i-i \ 'j.s J ' ^'' '^ ^
ce qui est, précisément la formule générale de laquelle Thacker ( ' ) a indiqué des cas spéciaux, tandis que J. Binet (-) a étudié, presque en même temps, mais d'un autre point de vue, la somme S,,.
Soit, dans (12), M égal au nombre premier /?, nous aurons, après un calcul simple, la formule de Bernoulli pour la Somme S„{p-x).
Soit ensuite M égal au dénominateur bernoullien du rang /j, savoir
OÙ les ps sont l'ensemble des nombres premiers du rang /4, le théorème généralisé de Fermât, savoir le théorème du paragraphe LX, donnera
<-2H=?(6rt) (modb,,),
de sorte que nous aurons, en vertu de (12), ou, ce qui est la même chose,
.„ (— I)V+'-lrt„ (p i)(p l),_(p ,) / AI \
'"> — -. — -(w-'-ow---).. ■(/■;--.) ,<"'"'"'■'■
savoir le théorème I du paragraphe LXII. • P'
Quant à la formule (12), elle n'est applicable que pour n^2, de sorte qu'il faut déterminer directement la somme S,; on aura, par la même méthode,
résultat qui est évident, du reste, parce qu'il est possible d'ordonner
(') Journal de Crelle, I. iO, iSjo, p. i^g-ga. Voir aussi les N.it.s d^ns les Nouvelles Annales, l. 10, i8.Ji, p. 324-328, 32S-33o. (') Comptes rendus, l. 32, iH5i, p. ()i8-92i.
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les nombres a^, de sorte que
(i5) a,+ a2jj^-.,+i= M (i^*S2{x).
Nous aurons, en vertu de (12),
VS
^'^^ ) ^ M3cp(M) (— i)vM2<|.,(M)
L'analogie entre les sommes S« que nous venons d'étudier et les sommes de puissances ordinaires peut être étendue plus loin encore. En effet, la formule (12) donnera immédiatement le théorème suivant :
1. Supposons que le nombre composé M ne contienne aucun facteur premier du rang n, nous aurons les congruences
\ S2« = o (mod M), ^^'^' \ S,„+i = o (modM2);
f^S,„+,^(-i)v-*-«-i(n+ij4;j„_,(M)B„ (modM),
où il J a ut supposer n^i.
Les congruences
, S2„ s(— i)«-i J;.2„..i(M)B„M (modM),
1 S.2„+i = o (mod M),
j ±S2,.^,s(-i)«-i^«-+- i^ .i>2„_i(M)B„M (modM)
montrent que le cas où M contient des facteurs premiers du rang n est assez compliqué.
Quant à la formule (12), elle peut aussi être déduite directement de celle de Bernoulli, à l'aide des remarques qui terminent le paragraphe IV, méthode que nous avons à appliquer pour déterminer
la somme
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dans le cas où M est supposé impair, de sorte que la moitié des nombres a, sont pairs, les autres impairs.
A cet effet, prenons pour point de départ la formule
' " > 2 ^ lis \.,s — ij '
valable pour /« ^ i , nous aurons, par la méthode indiquée, les formules générales
-.^. =E ^^^ (:: : ;) .,„..„»■),,=..-..■..- <.^iz;;ï^,.,.,(M),
ce qui donnera
( — 1 1^+1 ( i^v+iM
'"' „=l::LiiltîIiU_'.=i)!M!.i,(M,.
Appliquons maintenant la formule (i5), il est évident que les S„ satisfont à des formules, obtenues de (i), (2), (3), (4) du paragraphe LXXVI, en y posant N ^j 1
Soit M un nombre pair, les o-,, satisfont à des formules, obtenues de (i3), (i4)t ('3)) (ï6) du paragraphe susdit, en j posant
ES COEFFICIENTS DE FACTORIIXLE
LXXIX. — Théorèmes de Lagrange et de "Wilson. Revenons maintenaul à la faclorielle
,£^. introduite dans le |)aiai;raplie VIT, et posons, comme oïdinaircment,
(2) tO/,(^)= C« a:/' -i-C,U /'-!-+-... + C/';-V7 2-+- C/;-':r,
les C^ sont les coefficients de factoriellé du rang p. La définition (2) donnera immédiatement
tandis que Cj, est la somme de tous les produits formés de .s facteurs différents, pris parmi les nombres
(Je sorte que nous aurons
Appliquons ensuile lidcnlilé évidente
(x + p)iù,,(ar) = (xi,,+i(x), il résulte, en vertu de (2), la formule récursive
(">) c;;,, = c;; + /;C;;-» (t^rCp-i).
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( >Ia posé, remarquons (|ue la fonction
f{x) — -h>,,(T) — {x -ir\){x-^-i.) .. .(-r -X- p — \)
>alisfail à ia condition
/(-x-/>) = (-,)/'-«/(^), K;s forniules du paragraphe LXIX donnent ininiédiatcincnl /• •^''^
(fi) .[,-^(_,)'](-= 2 (-'>^(''7^7')/>'-c;.
Appliquons ensuite Tidentité
(»,,+, (.rj— w^;-^.l('J7 — !) = (/)+ \)ii)i,{T) tirée directement de la définition, il résulte
ù K est une constante, sa\oir
(Cherchons maintenant les dérivées de l'ordre p — r -\-\ des deux enibres de la formule (h)), puis posons a: = o, il résulte la for-
mule récursive
où il faut supposer 2 = /*=/> — i, tandis que l'hypothèse r = p donnera la formule spéciale
qui est due à Schhimilch (') et i-etrouvée par Radicke (-).
La formule (11) est essentielle dans la théorie des coefficients de factorielle.
En effet, soit, dans (6), /• un nombre impair, nous verrons que CJ,'"^' est toujours divisible par p; soient ensuite, dans (10), /un nombre impair, p un nombre premier, on conclut que CJ/ est divisible par p, pourvu que 2s'^p — 3; c'est-à-dire que nous avons démonti'é le théorème :
I. Soit p lin nombre premier impair^ les coefficienls de factorielle Cj; satisfont aux congruences
(13) C;/ = o (mody?;, i<r<ii^,
(i4) C;/+'=o (mo<l/)2), i<r<B^,
('i5) G/, = o (mod/>).
Lagrange (^) a démontré que C'^ est toujours divisible par yo, supposé premier, pourvu que l'^r^p — 2. Quant à la congruence (i4), Wolstenholme (^) a donné le cas particulier qui correspond
(') Archiv de Grunert, t. 9, 1847, P- 33^.
(^) Becursiono/ormeln fur die Beriioulliscken iitid Ealerachen Zalilen, p. lâ, Halle, 1880.
(') Nouveaux Mémoires de l'Académie de Berlin^ t. 2, 1771-177,3, p. i2.)-i37. H est très curieux que le collaborateur du Jahrbuch iiber die Forlschritte dcr Malhematik (t. 30, p. 180, 182) attribue à Ferrers le théorème de Lagrange.
(^) Quarlerly Journal of Mathematics. t. G, 1862, p. Sô-Sg.
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il la plus grande valeur de r, savoir la congruence
(!()) G';-»=o (moil/)»),
qui est une conséquence inimédiale du théorème de Lagrange. Eu effet, soh p un nombre impair, l'identité
donnera
M,,(p)=pi'-i—C},pi'
pl>-i-G],pl-3.
►it ensuite p un nombre premier, on trouvera immédiatement la ►rmule (i6), en appliquant le théorème de Lagrange. De plus, on ira, dans ce cas,
Remarquons maintenant que (p — i) ! est premier avec p, nous l'ons, en vertu de (i6).
Ut ensuite p celle-ci :
o (rnod/>*;; 2/t + i? cette dernière congruence se transforme
»u, ce qui est la même chose,
Quant à la congruence générale (14)5 elle est souvent attribuée M. Glaisher ('), cependant j'ai publié cette même congruence {^) ïx ans avant M. Glaisher.
(') Quarter/y Journal 0/ Mat he ma tics, t. 31, 1899-1900, p. i-.l'), 3îi-3.')i. (') Nyt Tidsskrifl for Malhematlk , t. '1 15, iSgS, p. i-io. Malgré la remarque liUainc, dans le Jahrbuch ûher die Forftdhiétte der Mathemalik (t. 25., 4ii) : « Die Bewcise sind indessen niclil immer ganz gcnau » de mon compaiole M. Valenliner), je me permets de prétendre que mes démonstrations sont
^c^Ui
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Re\eiioiis maiutenanl à la formule obtenue de (i i) en j remplaçant /• par 2/-f-i, |)uis supposons premier le nombre p, il résullc la congruence
savoir
'1 Cy ^ tz2Z}h (mo.l/>),
de sorte que nous aurons, en vertu de (6), le théorème dû à M. Glaisher('):
11. Soit p un nombre premier impair^ Les coefficients de factorielle satisfaisant aux congrucnces
(19) ic;/s^~^^ '• (mo.1/7),
(20) — c;v + ' = —. (mod/?;
Nous avons encore à étudier la formule (12) ; soit/,» = in -{-\ un nombre premier impair, il résulte
(•u) (p-\)\^{-i)n-yp(p + x)\^„ (inocly>2).
Appliquons ensuite le théorème de von Staudt et de Th. Clausen. il résulte le théorème que Wilson {^) a. indiqué sans démonstration :
lll. Soit p un nombre premier quelconque^ nous aurons la congruence
(■i-i) (jo — i)! -f- I =- o (inod/)).
La premièie démonstration connue de ce théorème est due à La grange (').
Posons maintenant, conformément à (22),
('^3) {p-iy. =-i+/AV,„
(') Voir la note (') de la page 837.
(-) Warinc, Meditationes Algebraicce, p. 128. Londres, 1770.
(') Nouveaux Mémoires de l'Acadéniie[de Berlin, I. 2, (i77i);'773i p. '2')-i37i.
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le nombre Wy, est un nombre entier, que nous désionons comme le quotient de Wilson. Introduisons maintenant, dans la conj;iuencc (21), l'expression de {p — 1)! tirée de (23), il résulte la congruenee
(•>. j) Wy, = ('— I)"-' B„— I H (moiJ/î), p — xn+i^
due à M. Glaislier (' ) et indiquée plus tard, sans démonstration, par M. Lerch (-).
Quant au théorème de Wilson, nous aurons évidemment
iiuiis Liouxille ( ') a démontré l'impossibilité d'une équation de la
forme
où p est un nombre premier plus grand que 5. I^e plus, la congruenee (24) de M. Glaislier donnera immédialemenl le lliéorème :
IV. La condilion suffisante et nécessaire pour l'existence de la congruenee
(■i'i) (/) — i)! -f-i = o (moil/j2),
où p est un nombre premier^ est représentée par cette autre congruenee
(26) (— i)"B„ f- I = o (m()d/>), p = in->ri.
On voit que la congruenee (25) est applicable pour p = o; de plus, nous aurons
_B,+ _L_,^_i^-^^_,^_MZ^o (mocli3),
;e qui donnera
12Î — 1 ^ o (mod i3*);
>n trouvera, en ellet,
(') Quarterly Journal of Matheni'itics, l. 31, 1899-1900, p. 327.
(') Mntlieniatische Annolen, t. GO, igoi, p. 488.
(') Journal de Af'Uhérnid'f/ites pures et appliquées, a* série, t. 1, i^i<i. p. .i')i.
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Appliquons maintenant le théorème de Wilson; il résulte, en vertu de (i8),
de sorte que la congruence (20) donnera, pour r ^= n — 1 ,
LXXX. — D'autres démonstrations
Supposons eonnue la théorie des congruences d'ordre supérieur, dont le module est un nombre premier, il est très facile de déduire d'un seul coup, et le théorème de Wilson et les congruences de La orange.
A cet effet, prenons pour point de départ l'identité é\idente
(i) -M,>{x) — {xi>-^ — \) = c;,.r/'-2+c;,r/^-3+...^c/;-2a7 + [i-+(/j— ij'j.
où /j désigne un nombre premier, puis appliquons le théorème de Fermât, il est évident que la congruence
(•>.) C;,a:-/'-2+G;,a^/'-3-4-...+ q;-2:r-^ ['-^-(/> — 0'-] =0 fm(.(i/;j,
du degré p — 2 par rapport à .x, admet les p — 1 l'acines incougruentes
parce que le premier membre de (1) est, pour les valeurs (3) de x^ divisible par/>; c'est-à-dire que la congruence (2) est identique, (]<' soi'te que nous aurons et les congruences de Lagrange
(4) C^; = o (inod/j), i^\''^p~i et le théorème de Wilson
(5) , + (^_,)!^^o (mo.l/.).
Oii voit que cette démonstratioM ne donne |)as les ciïnijriiciK (le M. (rlaislior, ce qui a lieu pour la nuMliodc suivante.
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ll(Mnar({iions que le polynôme entier du degré /> — i
lr,>/,{x) = XI'- 1 -+- g;, .r/'-ï -H G * a:P-3 — . . . -+- C;; -2 a^ + G{; ■ « a les zéros
— I, —■>., —3 la formule de Newton donnera (6)
ip-^);
4_ (_,)'-• g;;-' s,(/> -!)-+-(- iYrC>„ = o,
où il faut supposer, par conséquent, i SrSp — i.
Soit, tout d'abord, dans (26), /• un nombre pair, on aura
rce qui donnera
^iriP — ') + '^''Gf/' = O (mo(\p-),
\(S) G,V=o (muiip), li
Fde plus, ou ti'ouvera, dans ce cas,
— (:^/= -S2,.(/> — 1) (mod/7),
d'où, en vertu de la congruence (7) du paragraphe LXXVI,
icr=<-=^ <„.od,,
Soit ensuite ;•=/> — i, la congruence (7) donnera, en vertu de (8) du paragraphe LXXVI, le théorème de Wilson
(10) (p — i)!-f-iEso (mo(l/>),
et, déplus, nous aurons, en posant /; = 2 /i + i , puis introduisant le quotient de Wilson, défini par l'équation
(P-iy.=-i-^p\y,,
i cette autre congruence ce (jnl (louuera immédiatement la congruence de M. Glaisher f
\\\,r=. (— l)"-iB„— i-f- - (iiunlp).
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Éludions maintenant le cas où r est supposé impair, nous aurons, en verlu de (6),
( So,+,(/^-i)-c;,s,,(/> — i)-+-c;/s,(/.-i)^(2r + i)C;/+'
ce qui donnera immédiatement
(i3) C2'M^<E=o (modp^), ,<r<ZiZl^;
de plus, la formule (12) donnera, en vcrlii de (9) et des résultais obtenus dans le para.graplie LXXVl,
(.4) J_cy.,^'-'V-(^;+,)B„ ^,„„„^^
LXXXI. — Théorèmes de Lagrange et de Gauss. Soit
un nombre quelconque décomposé en facteurs premiers, il est évident que la fonction
où
(3) ai, ao. 1x3, ..., a,jj., •i,u = cp(/?0
sont les positifs entiers plus petits que ?n et ])remiers avec /», est analogue à la factorielle que nous venons d'étudier. Dans le cas où m est supposé premier, on aura même
Posons maintenant
(5) /(.r) = ar2[A-Hai.r2H-' + .. .-i- aajji-i^-H a^^,
puis remarquons que f(x) satisfait à l'équation fonctionnelle
n- a: - m) =. fix),
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il csl évident que les eocfficients a,- satisfont aux relations obtenues
lies formules (4), (5), (6), (7) du paragraphe LXIX, en y posant /, f^Z> .
Il = ajji, p = m.
Introduisons ensuite les sommes de puissances
(0) S,,= a', -(- a', -H. . .-f-ai'.jL
étudiées dans le paragraphe 4^\X\H', nous aurons, en vertu des k. 24)/^
formules de Newton,
7 ^ - aiS,._,-f- fiiSi—z-i- . . . — ( — i)'"-'a,.^i Si -4- ( — lyra,. = o,
où il faut supposer i <;'^ 2u.
Soit maintenant m un nom])re impair, et soit 2q-\-\ le plus
petit de ses facteurs premiers, le théorème I du paragra})he LXXVIll L^
donnera, en vertu de (7), cet autre théorème :
Les cocjjicients a,- satisfont aux congruences
OÙ il faut suppose/
(ni(
■ir '-'
.ifm)
i.dm),
)oser
i'Sr<q
( inotl m).
Or cette analogie avec les coefficients de factoriellc semble un peu difficile à étendre aux valeurs de /• plus grandes que ^ — i , sauf pour le dernier des coefficients susdits, savoir
(jui a une propriété analogue à celle de C^,'~', exprimée, par le théorème de VVilson.
A cet efiet, nous avons à étudier les 2|jl congruences du premier
(11) z, .r = I (mod»î) (7- = l,'i, 3, ...,>.{ji);
il est évident que la congruence (11) a une racine x qui satisfait
aux conditions
iS,x ^m — I ,
et cette racine est première avec m. De plus, la congruence ne peut avoir aucune racine commune à celle-ci :
a,..r = i (modm) [r ^ s).
Cela posé, on peut choisir deux groupes de nombres
«M «2. '^'■Al •••- ^'<l^
parmi l'ensemble (3) des positifs entiers plus petits que ni et premiei's avec m, de sorte que nous aurons
ce qui donnera
(12) a', a'o . . . 'x',1 . a", a'^ . . . a* ^ r ( mod/> ).
Il nous reste encore à étudier les congruences
(i'\) cl}. = \ (m()d/?î),
ce qui donnera, de même,
(i4) {m — a,.)2E^i (iiiodm),
et de plus, nous aurons, en vertu de (i3),
(i)) cr.,.{in — 2/) ss — I (modm).
Multiplions ensuite la congruence (12) par toutes les congruences de la forme (i5), nous aurons le théorème de Gauss ( ' ) :
H. Soil ni an positif entier quelconque^ nous aurons
(16) a2u. = ( — if> (modwi),
où 0 désigne le nombre des congruences de la forme (j5).
Gauss a aussi déterminé la valeur du nombre 0, ce qui nous conduirait trop loin ici.
(') DIs-/iif.sifio/n'S (iridi nii'li'tr. ;ni. ','.'>. 7S ; I ntiTsiichuiigcii ïtber hohcre Aritlunelil,. |). .')4-.').'. (lînliii, i~>-^;)): Chinris, I. 1, p. G1-&2.
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Soil maintenant m égal au nombre premier/;, la congnience (i3),
savoir
{a,.-M)(a,.— i) = o (inod/)),
n'a que les deux racines
(le sorte que le nombre o aura la valeur i , et nous aurons, par conséquent, le théorème de Wilson, théorème qui se présente, en vertu de (12), sous cette autre forme aussi,
171 (/> — 2)! = i (mod/)).
Ap[)liquons maintenant le théorème II du paragraphe LXX, il résulte la proposition, due à Lagrange ( ' ) :
Soit p = 2 /i -\- i un nombre premier^ nous aurons
(mod/)).
Supposons ensuite que n soit delà forme a^y + i, ce qui donnera/j = 4<7+ 3, nous aurons évidemment une congruence de la forme
posons ensuite
!=(_,)ï (mod/));
le théorème 11 du paragraphe LXX. donnera
iiù W f, désigne le quotient de Wilson, tandis que nous avons posé, pour al)réger.
LXXXII. — Les nombres C
Revenons maintenant aux congriienccs (ii) et (12) du para- ^. *W/t . f^raphe LXXIf, que nous avons à étudier plus profondément, à l'aide * d'une généralisation curieuse des coefficients de factorielle G" ,,
et des nombres ©J,Vi-
A cet effet, introduisons une suite de polynômes entiers définis par les expressions
i^ ■ ar"'+' .r V^ (— iy'^V»i + 1 \ r^
de sorte que nous aurons généralement
^„{x^ = {n- ij! [B„(.r) - B„(o)], ce qui donnera, pour n^'2,
Cela posé, nous avons à déterminer une nouvelle suite de polynômes entiers, définis par les conditions
I 2 (-0''*I'î/(^)<I'«-,+i(-r)-l-(-i)"»^Fj„r.r) = o,
do sorte que W^ni-'^) est précisément du degré 2/1 par rapport à x. De plus, je dis que les polynômes ainsi définis satisfont à l'équation fonctionnelle
(■1) "i'ini-e ^ l) = W.,n(x) -h (X -i- l)W^,,^i(x).
En effet, posons x = p, où p est un positif entier égal à n au moins; il résulte
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(le sorte que la définition (3) donnera, en verUi de la foniiule ((ij k. ^^'
du paragraphe LXXX,
(6) 'ytu(p) = C'f,^y
et l'équation fonctionnelle (4) se transforme, dans ce cas, en la formule bleu connue
c'est-à-dire que l'équation algébrique -( 4 ), du degré 2/1 au plus, a une infinité de racines inégales, savoir que cette équation est une identité.
Posons maintruanl, dans (3), — x — 1 au lieu dex, il résulte, en vertu de (2),
taudis que l'équation fonctionnelle (4) deviendra
(8) ' irj„(-^)=«tV,(-^-i)-^»F,„_„(-:r-i),
de sorte que nous aurons
car cette hjpotliése donnera, en vertu de (8),
ce qui n'est autre chose que la formule récursive (9) du para- / ^2a1>
graphe LXXII. /" V
Cela posé, nous aurons, en vertu de (7), cette autre formule pour le calcul successif des G"+i,
formule qui sera un supplément intéressant au théorème II du para- U>'^ft ' graphe LXXII, savoir :
MliLS MEI.SC!» 22
I. Soit p un nombre premier^ nous aurons les congruences
^ ' p ' in p ' \ fn
p^ ' in P \ rn
(i3) ^ri'+^n-i(^L^i^'_^,,_^_l_.^ ^(_,)«-iB„ (m.,d/.),
où il faut supposer
En elTel, appliquons la même méthode que dans le paragraphe LXXX, nous verrons que les congruences (i i) et (12) sont des conséquences immédiates de la formule (10). Quant à (i3), la L .tA ^ • formule (10) du paragraphe LXXII donnera
{iwxip), d'où, en vertu des théoixMiies de Fermât et de Wilson,
L 1/h^ • *^^ sorte que la congruence (7) du ))aragraphe LXVIl^ savoir
■.i n m -]- iq nous conduira au but.
(mod/>) {p = iq-\-\),
LXXXIII. — Les fonctions de BernouUi
Les iorinules développées dans les paragraphes XXIV et LXXA I
nioiilrcut cluireiuont que les sommes de jouissances des zéros d'un pdlviKinie syiuétrj([ii(> soni paiTiiilciiKul analogues aux sommes de piiissaiief's des nombres naturels.
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Or, les sommes de puissances de ce genre qui proviennent des zéros d'un polynôme de Bernoulli représentent un intérêt spécial, à
[cause de leur analogie parfaite avec les factorielles ordinaires; c'est pourquoi nous avons à étudier assez profondément de telles sommes
[de puissances.
A cet effet , posons
fm{x) = m! \i„,{x), savoir
Xiii-l
IK
puis désignons par
[as) /M, «2, «3, •••, 2,„
îles zéros (\cf,nix), les sommes de [)uissances
[3) S„ = x'I + a^' + . . . + a;j, ( So = /" )
satisfont à des relations tirées des formules (i), (2), (3), (4) du [paragraphe TAXA I en j posant
/j= — I, S,.(/> — I) = S,., tandis que les formules de Newton deviennent
ni I m \
S2-+ — bi-i-.>| in, = o,
So„ + i+^Sj„-4-2'
( — I )" in
B„=o, inl
»ù il faut supposer iii^m, respectivement avr-h i ^/?^. Gela posé, déterminons une suite de polynômes entiers
) ?o^î^), <pi(-ri, r2(.^;, •••> 'f«(-i-', •••,
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de sorte que
\ Oi(.r) -Jn—Oi(.r)-hl ( )Bi=^o,
puis désignons par m un positif entier quelconque, nous aurons ("v idem ment
(^'cst-à-dire que les polynômes o„(x) ainsi définis satisfont aux conditions
En efl'et, soit m un positif entier, de sorle (pie m^a/i + î, les relations susdites ne sont autre chose que les formules bien connues pour les sommes de puissances S,», de sorte que les quatre équations algébriques en question sont des identités parce qu'elles onl une infinité de racines.
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Quant aux ]>olvnonies cp^t^x), les six premiers deviennent
■j,^,^x} = x. ç,(a")=— -, Oi{x)= — '^-, çpji arj =-- — y ,
7'* /''^ 3 r^ /* /r* JT^ /^'^
• qui nous conduira au résultat général : I. Soit n^\ , nous aurons
oà /e5 coefficients a-m,,- et «an+i,/- «o/if </^5 nombres rcitionnels, dont les dénominateurs ne sont divisibles par aucun nombre premier plus ^rand cjue a/i-f-i. Les premiers et les derniers de ces coefficients deviennent
ii5) ".>«,2«-i = <— i)""'B«»
En eftet, supposons vraies les expressions susdites jusqu'à l'indice 2/1 — I, nous avons, en vertu de (6), à déterminer «o/i.o P'»i" 1«* formule
\;i (— i)'-' B,.«2„_5,. o (—11" B„ d'où, en introduisant les valeurs des rt2«-2/,05
ce qui donnera, en vertu delà formule eulérienne (i3) du paragraphe XII, précisément l'expression ( i3) de «2//,o-
Appliquons ensuite, par exemple, la formule (i i ), il est évident
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que le polynôme <pj„^j (.r) deviendra du degré 271 et que nous aurons
ce qui donnera l'expression (i/j) de a-2n+i,\-
Quant aux valeurs des deux derniers coefficients «2«,2//-( eï <^'-2n+{,2n-\i il est évident que
(-""--(.!.)«'•■ (-.)"- (,,^,)B,?,(.-)H-fT.»(-)
sont les seuls termes des premiers membres des formules récursives générales (6), qui ne soient divisibles que par x respectivement par X-, ce qui donnera immédiatement les expressions (i5) et (16).
Remarquons, en passant, que la formule (11) donnera cet autre résultat :
Quant à la nature des coefficients aonj- et «on+i,^ indiquée dans le théorème I, savoir qu'ils sont des nombres rationnels, dont les dénominateurs ne sont divisibles par aucun nombre premier plusgrand que 2 7i + i, cette propriété est, en vertu du*théorème de von Staudt et de T-h. Clausen, une conséquence directe des formules récursives générales (6).
LXXXIV. — Analogies aux factorielles ordinaires
Il saute aux yeux que les sommes de puissances S^ que nousvenons d'étudier sont très analogues aux sommes de puissances S,i(m — 1) provenues des zéros de la factorielle ordinaire a),„(.r).
Dans le cas où m est supposé égal au nombre premier />, l'analogie des deux fonctions
(Mlj{x) = X{X -^\) ..{x-^p 1;
peut être étendue beaucoup plus loin. En effet, posons, pour
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^'ibréger,
(') //>(ar) = .r/'-+- ^ œi'-^ -{- CiXi>- *-^ C.xi'-''-^. . .-^ C^-iX,
< 3 ) to,, {^- ) = .XI' -h c}, -t- x/'- 1 -h cf, ^/'- -'+... -4- c;; ^x,
nous aurons, par conséquent,
Cela posé, les résultais obtenus clans le parajj;raplie LXXIX donnent Ininiédiatenient la proposition suivante :
I. Soit pz=2ni + \ lin nombre ptemier plus grand que 3, nous aurons
<5) C,,= C/V^o (mod/>),
{6) ICr^Lcy^'^-^ (mody,),
où il faut supposer \ Sr "^/n — \ .
Quant au cas spécial exclu /=: /;;, le célèbre tliéorème de von Staudt et de ïli. Clausen donnera
(7) (-i)"'l5m= ^-\lîv»,
où \i!. est un nombre rationnel, dont le dénominateur n'est divisible par aucun nombre premier plus ^rand que p — 2, ce qui donnera
(S) C_,,,,^(:s/«ss— I (modyr,);
de plus, nous aurons, en vertu de (4) et (^),
([}) <'-2/«= -I— />llî'«M
(audis que le théorème de Wilson donnera
C;V"=(/>-i)!=-i+y;.),„ n'/, = — I— !(!)„, (mod/M;
•c esl-à-dire que nous aurons
Cf/" -^ I
— ll!)„; (inod/> ),
I — llîr„, I m.)(l//
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(le sorte (jue la con<;riience (G) n'a aucune analogie dans ce cas.
Quant aux sommes de puissances So/- et S-2,(p — i ), nous aurons
(la) S2;.E=Sj,.(/> — i)^(-i)'-iB,/j (mod/,2),
ce qui donnera cette autre proposition :
II. Soit p = 2. m -\- 1 un nombre premier plus grand que 3, et soit I '^r'^m — i, 7ioi(s aurons
(i3) Sarss S2,.(/> — g — o (m()d/>),
04) is,,^-S,,(/>-r)H.= (-i)'-i|V (m(.d/>).
Quant au cas spécial exclu, il résulte, en vertu de (-) et (l 'i),
S2„j= S2/«(/> — i)=s — I — /jit!),„ (niocl/;2),
ce qui donnera immédiatement
(là) S2/„= S2,„(/> — i) E=— 1 (mod/>),
//.x 82/,,+ I S2,„(/? — I) + I /IN
(16 ) — SB '——J. = - -ilî,,„ ( moi\p).
Etudions maintenant les deux sommes So,_,., et So,^^, (/j — i ), il lésulte, pour !</•£/« — 1 ,
(17) 82,.+! = S2,+i(/) — i) = 0 (mod/>2),
mais il n'existe pas des congruences analogues à ((3) et à(i4). Or, il est bien remarquable, ce me semble, que les coefficients de faclorielles C;/"^* représentent des analogies parfaites avec les sommes de puissances S2,.,.,.
En effet, on aura tout d'abord
ce qui donnera
/ S| = C/, = 0 (modp),
tandis que nous animons ici la proposition générale
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m. Soit /; = am + I un nombre premier plus grand que Z, cl soit i^rS m — i , nous aurons
cr^'so
(m.xl
LXXXV. — Formules et théorèmes généraux
Revenons maintenant au théorème de von Staudt et de Th» Clausen
>- Al A 2 AV„
où A,j est un nombre entier, tandis que les \, sont l'ensemble des nombres premiers du rang n, on a indiqué plusieurs relations dites caractéristiques pour les A„.
Or, de telles formules sont illusoires à ce point de vue, parce qu'elles ne sont autre chose que des propriétés communes aux coefficients d'un groupe très étendu de formules récursives pour les nombres de Bernoulli, ce qui est évident si nous étudions, d'un point de vue général, le problème susdit sans nous borner à certains cas spéciaux.
A cet effet, prenons pour point de départ la formule récursive
(^0 ^{—iy^^>n,2syis=?m ('n>i):
désignons ensuite par
(3) PxPîPz-- .p^.
l'ensemble des nombres premiers impairs égaux à m au plus, puis introduisons, dans (2), au lieu des B^, les expressions correspon-
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dantes tirées de (i), il résulte une identité de la forme
OÙ nous avons posé, pour abréger,
Cela posé, soit 20 -|- i ^ m un positif entier impair et soit ensuite
Wp= ^ «/«,î.<p, s = l
il est évident que l'hypothèse 2p +1 = p^ entraîne l'égalité •eo qui nous conduira à étudier les équations
linéaires par rapport aux nombres 0^; appliquons ensuite la formule (4), il résulte le théorème :
Posons, dans (-), successivement
m = 3, 5, 7, . . ., 20 -I- I, les z nombres
û|î ^2, 83, ..., Op
sont parfaitement déterminés et nous aurons toujours Sp=i ou Sp= o, selon que 2 .5 -f- 1 est un nombre premier ou non.
Revenons maintenant à la formule (4), puis supposons que 2 3,,,
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et tous les coefficients a,„ o;-, soient des nombres entiers, il est évident ([ue la somme qui figui-e nu premier membre est un nombre entier. Remarquons ensuite que les dénominateurs, figurant au second membre de la formule susdite, sont sans diviseur commun; il faut qu'elle soit divisible par/?,., de sorte que nous aurons cet autre théorème :
11. Supposons entiers 2 [i,,, et tous les coefficients a„, of 7''^ figurent dans la formule recursive (2), puis désignons par p un nombre premier impair égal à m au plus, nous aurons
( 8 ) ■ 2 '^•"' • /'.--.-• —^ (mo<\p ).
Soit particulièrement m un nombre premier, il résulte, en vertu de (8), pouryj = m,
Le théorème inverse de II est é\ident, savoir:
ITI. Soient les coefficients o.,„.^s des nombres entiers qui satisfont aux congruenccs (8) ou p désigne un nombre premier impair, égal à m au plus, V expression
(•o) ^2 (-'>'='-",2,vnv
.Ï--1 est toujours un nombre entier.
De plus, il est très facile de généraliser beaucoup les deux derniers théorèmes que nous venons de démontrer.
A cet elTel, désignons par r,„ 2^ des nombres qui satisfont auv congrucnces
où p est un nombre premier impair du rang /• — s et égal à m au plus^ nous aurons évidemment
7 a„,, /,.,_.,•'/„.,, ,s- .v = 7//,./,- I 7^ '-im.ps^s (mo(l/j);
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c'cst-à-dirc que l'expression (lo) peut ètn; remplacée par cell(;
aiilr.
(M.) -a V (-i>-a,,,,,Y,„,î.vn,.
Eu (lions encore la loncllon
où K est une constante, tandis que lesB,(j7) désignent les fondions de Bernoulli, de sorte que/(^) est un polynôme entier du degré m — i ; nous aurons le ihéoréme analogue à II :
IV. Supposons (juc tons les coefficients a,„ ^s cp'i figurent dans la formule (12 i soient des nombres entiers, puis supposons (jue l'expression
ait la même projtricté^ nous aurons tes congruences
OÙ p désigne un nombre premier impair, égal à m au plus. En ellet, soit, dans (i2j, J7 = o, il résulte la formule récurslve
K — - a„, ^ , — /( o ) = ^ (—1 )•"■ a ,„,«., lî
on voit du reste que les coefficients rt,„2s+n O" 5^1, ne jouent aucun n'de pour les congruences (i4)'
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LXXXVI. — Formules d'Hermite, de Lipschitz et de Stem
Comme première application de nos théorèmes généraux, non.' avons à étudier la formule de BernouUi
le théorème II du paragraphe précédent donnera immédiatement les congruences
on p désigne un nombre premier impair, égal à m au plus.
Soit m un nombre impair, savoir m = 2/i + i, Hermite ( ' ) h démontré directement les cas correspondants de la congruence (2), tandis que Lipschitz (-) a traité à un autre point de vue la formule en question.
Désignons ensuite par
P\PlP3--.P^J.
l'ensemble des nombres premiers impairs, égaux à m au plus, posons
^ \sp/c—sj .«=1 _i
puis remarquons que la formule binomiale donnera
(') Journal de C relie, t. 81, 1S76, p. yS-g). (^) IbicL, t. 96, 1889, p. 14.
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nous aurons, en vertu de (i), les deux relations
dont la premiéi'e est due à Hermile.
Or, il faut remarquer que G.-F. Mejer ('), déjà en 1862, a essayé de développer la formule (4) d'Hei-mite, mais qu'il n'a pas réussi à donner sous forme simple l'expression ilo^+i.
En soustrayant les deux formules (4) et (5), puis posant
il résulte la formule de Stern {^)
De plus, Stern, dans son grand Mémoire intitulé : Beitrcige znr Théorie der Eulerschen und Bernoullisclien Zahlen ( '), consacre les six dernières pages à une application analogue de ses trois formules récursives :
(') Aichi\; de Grunert, t. 38, 1862, p. 241-246. (^) Journal de Crelle, t. 81, 1878, p. 267-269. (') Goltinger Abkandlungen, t. 23, 1878 (44 pages).
352 IHOlSIÉMl!: l'ARTIK. — APPLICATIONS SUR lA THÉORIK DHS NOMBRES.
savoir les formules (i6), (17), (18) du paragraphe XLIV; il est évident que ces formules satisfont aux conditions indiquées dans le théorème II du paragraphe précédent.
Soit ensuite jy un nombre premier impair, égal à 2/1 -\-i au plu>. il résulte par conséquent les trois congruences
où 0^=1, 0^=0, selon que /> est du rang ?i ou non. Stern démontre directement chacune des trois congruences en question.
Tels sont ses résultats obtenus jusqu'ici en appliquant, sur les formules récursives, le théorème de von Staudt et de Th. Clausen; on a cru évidemment que les congruences ainsi obtenues représentent les propriétés caractéristiques des coefficients binomiaux.
En effet, Hermite mentionne la fonction numérique Q,„, définie par la formule (3), dans le cas où m est un nombre impair, savoir //î =z= 2/î-f-i, mais il existe une fonction analogue du nombre pair //i = 2/i H- 2, et ces fonctions ne sont autre chose que des cas particuliers de la fonction générale
qui iigure au second membre de la formule (4) du paragraphe précédent, pourvu que les conditions indiquées dans le théorème II soient remplies.
Lipschitz donne le cas particulier de notre théorème général I du paragraphe précédent, qui correspond à la formule (4) dTIeruiite.
De plus, on dit que cette même formule dTIermite soit une formule récursive pour les nombres entiers A,/, quoique notre formule générale (4) du paragraphe précédent ait précisément la mêmepro-
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|)iiélé, et en considérant les formules récursives que nous venons (le développer pour les B„, nous verrons que la plupart de ces formules satisfont aux conditions susdites.
Cela posé, il est évident que l'application du théorème de von Staudt et de Th. Clausen sur de telles formules récursives ne donne pas des propriétés caractéristiques des nombres entiers A„, mais des propriétés communes des coefficients qui figurent dans les formules récursives susdites.
O II _1_
où il faut supposer, dans (i), 2 </•<// — i; il est évident que les premiers membres de ces deux formules ne satisfont pas aux conditions indiquées dans le théorème II du paragraphe LXXXV.
Eludions tout d'abord la formule (i); soit p = 2q -j- i = i' -\-i un nouibre premier impair qui ne divise pas « -f- 1 , nous aurons la cons-ruence
^\ If/S / "
Soit maintenant n -f- i un nombre composé et soit
I l'ensemble des nombres premiers qui divisent /* + 1 et qui sont égaux à /• -h 1 au plus, nous verrons, en vertu du théorème de von MtLS mi;i.si;n 23
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Staudt et de Th. Clausen, que le produit
(4) P\PîPi---P\i. ^^_^^ — C;;+,, i<r<ti~\
est toujours un nombre entier.
Soit enfin n 4-1 =/> un nombre premier, nous aui'ons par conséquent la congruence de Lagrange
(5) C';.^o (mod/»), i^/-|y> — 2.
Quant à la formule (2), la congruence qui correspond à (3) deviendra
(6) ^C',[-'""'^o (mocI/>), * = 1
où le nombre premier /> = 2^ + i^ /i -h i ne divise pas ii-\-\ ] on voit que l'expression correspondante (4) ne dit rien dans ce cas, tandis que l'hypothèse n-\-\ égal au nombre premier jo donnera, en vertu du théorème de von Staudt et de Th. Clausen, celui de Wilson, car le dernier terme qui figure au second membre est le seul dont le dénominateur soit divisible pary>.
CHAPITRE XIX
LKS QUOTIEiNTS DE FERMAT.
LXXXVIII. — Formules fondamentales.
Soit p=.im-\-\ un nombre premier impair quelconque, el soit a un positif entier non divisible par yp, le théorème de Fermât s'écrira sous la forme suivante :
(i) ai>-^ — i = \-\-pk{a),
où k(a), le quotient de Fermât, est, pour a > i, un positif entier, tandis que nous aurons
(•ij A-(i) = o.
Il est bien connu que les quotients de Fermât possèdent des propriétés analogues à celles des indices ou même des logarithmes.
En effet, remplaçons, dans (i), le positif entier b non divisible par />, puis multiplions les deux équations ainsi obtenues, nous aurons immédiatement
(3) k{ab)^k(a)-^ k{b) (modjw).
Soient ensuite, dans la congruence,
ax^^b (mod/*),
a et b premiers avec /?, nous écrivons aussi ar = — (mod/>), ce qui donnera, en vertu de (3),
(4) kl^^k{b)-k{a) (moàp).
■'(') THOisnhiiî l'Aurii:. ~ applications si;ii i.A tiikoiui; dt.s xoMim: DiNoiis, pour abrrjicr, que la fraclion
('Si première avec/;, [)ourvii queniani b ne soient divisibles par />, nous aurons le lliéorème suivant :
]. Soient «1, ao,- a-^, . • •, ('r des nombres ralionitels p/-eniiers açcc /?, te/s que
(5) (iiaycii . . . a,.-^± i (mof]/)),
puis posons
(0) aïOiCii.. .a,. = -±(i—j)\),
nous aurons toujours
(7) A s^ /.-(«,) {modp).
En eflfet, la formule (6) donnera
(«irtîfl-a . . .ri,.)i>--i = I — (/> — !)/> A -h p'^k, tandis que nous aurons, eu verlu de (i),
ce qui nous conduira immédiatement à la congruence (^ ). Choisissons, par exem|)le, de l'ensemble
I, 1, 3, ..., /> — i 2/- nombres différents
(le sorte que nous aurons, pour i<5</-,
(9) a,+ b,=p; l'identité évidente
(10) a^a^as.. a,.— (p — bi)(p — b^) . . . ( p — b,.)
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donnera
(II
Posons ensuite
ai<7jr/:, . . . a,.
ciia^a^ . . .a
3(— I)'- (mod/>).
bib.bj... b nous aurons, en vertu de (jo),
(i3) '"^^ 7;'^'^ Ti'^--'^ r. ("'•^''/'),
^ tandis que le théorrnic 1 donnera de même
A^_^A-(ai)-^A(b,).
(Jes remarques faites, nous avons à mentionner quelques relations intéressantes entre les quotients de Fermai et d'autresnombres essentiels.
LXXXIX. — Les quotients d'Euler et de Sylvester
Remarquons que le théorème de Fermât se présente sous la forme suivante :
(rt"'4-i)(«"' — i)==o (mioc1/>), p = -im-h\;
il est évident que le positif entier «, non divisible par/?, satisfait à une des deux autres eongruences
( I ) a '^ F^±i (mod/').
Posons maintenant, d'après Legendre.
t ■>. ) a - ==(—) mod p),
nous aurons, [)ar conséquent,
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Posons ensuite, conformément à la congniencc (2),
(3) • a -^ - (^^Y^^pk^ia)]-
il est évident que Xi (a), le quotient d'Euler, est un nombre entier, et nous aurons, en vertu de (1),
ce qui donnera la congruence bien connue (')
(4) /c(a) = ■i/ci{a) (niod/;).
Soit en second lieu a un positif entier quelconque, le théorème de Sjlvester, savoir la formule (10) du paragraphe LXI, montre que l'expression
(5) =/Ma)
est un nombre entier; nous désignons ce nombre ^a(«) comme le quotient de Sjlvester.
Soit maintenant
Xi, Ai, A3, . . . , Àv
l'ensemble des nombres premiers du rang m ; l'expression
2X1X2... Xv
est, en vertu du théorème de Fermât, un nombre entier.
Soit ensuite 2m-\-i z=p un nombre premier, tandis que a ne soit pas divisible par/>, nous aurons, en vertu du théorème de von Staudt et de Th. Clausen,
(— i)'"a2"'(2î'«— i)B,„= «-'"(«^"' — 0 (mocly>),
ce qui donnera immédiatement, en vertu de (5),
(6) A-(a)s( — i)'»-i /i:2(a) (mod/>), p = 7.m -+- 1,
(') Voirie beau Mémoire de M. Lerch {Mathematlsche Annalen, t. 60, 1905, P- 479)-
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c'est-à-dire que nous avons démontré le théorème :
I. Désignons par p = 2m-\-i un nombre premier impair quelconque, par a un positif entier qui n^ est pas divisible par p, les quotients de Fermât A{a), d'Euler kt{a) et de Sylvester A 2 (a) sont liés par les con g menées
(7) k{a)^iki(a)^{—iy"-ik,{a) (mod/^.
Soit particulièrement a=:2, nous aurons, en vertu de la formule (2) du paragraphe XVI,
(8) A-,(-.)==i-ii^^pLiîi^ =T„,,
où T,„ est le m'*'"* coefficient des tangentes, ce qui donnera, en vertu
de (7),
(9) A:(>.) = 2Â-,(2)^(-i)'"-iT„. (modp). Revenons maintenant à la congruence (2), savoir
puis remarquons que la formule (4) donnera
,3/,,^ /z j ii^3p ki(ii)-h 3pUc]{a)-i- p3 A'^ia)],
il résulte, en vertu de (4),
(lo) 2^ - j = 3rt'"— rt»'" (mo<l/>').
Nous aurons de même
(11) 8( - ) = i5a"'— ioa3"'-f- 3a5"» (mot!/)»),
et ainsi de suite.
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XC. — Expressions explicites de première espèce
La définition des quotients de Fermât nous permet de transformer les deux nombres
(|uc nous avons appliqués plusieurs fois dans nos recherches précédentes.
En effet, soit p un nombre entier impair, tandis que le positif entier a n'est pas divisible par p, nous aurons, en vertu de la définition du quotient de Fermât,
(]) pa" k{a) = a''+/'-< — rt",
ce qui donnera en vertu des définitions (i) et (a),
(4) P 2 ^-n'(^\ yp-'S-^Y^p-s~l) = x'l^Jl-^-.^^_,,
d'où, particulièrement pour n = o,
(G) P 2 (~'>'V , 'JA(y.-5-. ) = (;.-. )!-+-r
(7) p 2 (^~')l^ip-s-^) = \',\-'-pk{'^),
car nous aurons
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Cela posé, nous aurons les deux oongruences
(S) (/> — !)!-+- i = o (ino(l/>), A'Iiîsso (modp),
dont la première n'est autre chose que le théorème de Wllson c'est-à-dire que nous venons de donner une nouvelle démonstratioi de ce célèbre théorème.
Posons maintenant, pour abréger,
/, _ ,)! _^ , = ^, vV/„ A'>:\ = p\\',„
où Wp n'est autre chose que le quotient de Wilson, les formules ((> et (7) donnent immédiatement les expressions explicites
('I» vv;,= /.(o+ 2 (^'7')a(/>-5-.).
Appliquons ensuite les congruences évidentes (''7') -(-«>■ (mod/>), nous aurons de plus
(12) W^= 2 kip-s — i) (modp),
(i3) W'^^/.(-2)-+- 2 (-i>A(>-*-i) (mod/>);
la première de ces congruences est due à M. Lerch (')
Quant à la première des congruences susdites, posons, enveili de la formule (12) du paragraphe LXXXVIII,
(') Mathematis( he Annale/i, t. GO, iqoS, p. 473-
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nous aurons, par conséquent,
(i5) (V„=i-H h 7 -+-... -h. (ino(l/>),
(i6) w,,^ 2 (—iy/c(p-s-i} (modp),
ce qui donnera, en vertu de (i3),
(17) \Y'f,^w,,-i-k{2) (modp).
Pour trouver maintenant une expression ex|)licile du quotient de Fermât /c (a), nous avons à appliquer la formule euléiienne (i) du j\'i4i"' paragraphe LIX, savoir
ce qui donnera le résultat bien connu
(18) ak(a)=. 2 7:(^'.r|)S/-.(«-i\ d'où, particulièrement pour « = 2,
(.9) ^'•('^)=T'kc;)-
Introduisons ensuite, dans (10), au lieu des k[p — 5 — i), les expressions correspondantes tirées de (18), nous aurons une expression explicite, mais très compliquée, pour le quotient de Wilson.
Remarquons que les formules (i8) et (19) donnent les congruences
(20) ak{a)~ V (H-ll^lî. S /,_,.(« — !) (mody?),
(21) 2A-(2)= V *^~ ' •*' ~^ (mod/j),
dont la dernière est due à Eisenstein ( ' ). (') Berliner Monatsberichte, i85o, p. 71.
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Appliquons encore l'identité évidente
_ ZL
fi p — a a(p — a) nous aurons
III I . , , V
(.■.>-•>.) -H h --+-... H = o (modo),
ce qui donnera, en vertu de (21), le résultat bien connu
(•^3) X:(2) = - -H - -+- - -t-. . .H — - (mod/j),
de sorte que nous aurons, en appliquant les congruenees (i i), (i5) et (17), les résultats suivants :
(?.4) \V,,^A(2) (mod/>), ^\;,^■2A(•>.) (mody/),
(25) 2 (-i>^"A(5) = o (mody^).
Posons enfin /> = 2m + i, nous aurons de plus, en vertu de la congruence (9) du paragraphe LXXXIX, h ' ^^^
(16) w;,s(-i)'"-i-jiT„, (m.d/O, (/y = 2m-+-i),
ou, ce cpii est la même chose,
(27) ~k';-\^-(-\y"~'i'\:„, (modp).
de sorte que nous aurons, en vertu de la congruence (\6) du para- /, 2^^ graphe LXXI, le résultat curieux '
(.8) iA/-.^iA/;:} (mod/,;.
XCI. — Expressions explicites de seconde espèce. Revenons maintenant à la forjuule de Bernoulli
Sîni^t — 0 = ^- 7 ' ^ ( Fî ,•«/-'■%
où p = 2n -}- 1 est un nombre premier, puis appliquons la définilion
du qiiotienl de Fermât et l.i congruence évidente
nous aurons, après une réduction simple,
(,) A(rt)=- — -i-(-i)''13„— --M+ y '- -1 ^^ (mrul/O.
'2. et t} j^B !2 S
l -j/in ^ Appliquons ensuite la congruence (6) du paragraphe 1^X\ ill,
savoir
— --+--+(—!)"-' B„= y ^~^^'"'''-^" (mod/>). il résulte finalement
cette congruence, nouvelle je le crois, est entièrement différente de-la formule (20) du paragraphe précédent.
Soit particulièrement a = 2, la formule (2) donnera, en vertu de la congruence (21 ) du paragraphe précédent,
congruence que je n'ai pas réussi à démontrer directement.
Remarquons que la formule (i) se présente aussi dans cette autre forme :
(4) k{a)^-—-\\\^ 2j ^ -^ {nxoAp),
où W^ est le quotient de Wilson, il résulte, jiour a = 2,
Etudions maintenant à un autre point de vue le problème qui nous occupe ici.
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A cel effel, nous prenons pour point de départ la formule ( i) du L SS O paragraphe LXXX, savoir
Lo,, ,(a-4-l) — (a/'-' — i)
= c/,rt/'-ï+ c;,«/^-3+...4-c;;-2a-i-[i-+-(/) — I)!],
j que nous écrivons sous la forme
p. W/,-i(« -h i) — p /.(a) = Cj,a/'-^-h Cj,a/'-^-r-. . .-H C',',-^a -hpW,,;
? posons ensuite, dans cette formule, successivement,
puis ajoutons toutes les équations ainsi obtenues; il résulte
<7» -Jfw/,(/v)— /':j-/?K/.= 2 c;;s,„-,.(/j — i)-+-y>(^ — i)W/„
où nous avons posé, pour abréger,
Or, en introduisant, successivemenl dans (4), les valeurs (f)), on aura, en ajoutant toutes les formules ainsi obtenues,
(9) W/,= Kp (mody>),
savoir la formule (12) du paragraphe XC /'
Gela posé, remarquons que la formule (7) s'écrira aussi sous cette autre forme :
nous aurons
1(\\,,-K„)^M,,^± 2 C;;S,„_,(/;-i) (mod/>). ou, ce qui est la même chose,
i(\\>-K/,)-W;.-+-p 2 CJ,'S,,_,,.(p-x) (mm]p);
appliquons ensuite les congruences inodulo/>
lcf,' = ^-^ïll^, is;/'-2'(/>-i)s(-i)«-'-'B,,
p ' ir p ' ^ / \ / Il
il résulte finalement
(lo) i.(W/,-K,.)^\V/.-f-(-.)« 2 ^^"^ {moàp).
Revenons maintenant à la congruence (2), elle se- rattache évidemment à un problème proposé par Abel (' ) :
Le nombre aP~^ — i peut-il être divisible par p-^ p étant un nombre premier et a un entier moindre que p et plus grand que V unité?
On sait que Jacobi (-) a communiqué des solutions du problème susdit, par exemple,
/j = 1 1 , rt = 3, a = 9, /j = 29, a = 14, y> = 37, a = 18.
Quant au problème général, nous aurons la proposition suivante :
I. La condition suffisante et nécessaire pour V existence de la congruence
(11) aP-'sîi {moà])"^),
où p est un nombre prem,ier qui ne divise pas «, est représentée par cette autre congruence :
(12) ill^ SH y (Hilfli!!! ( «2/7-2. _i) {moAp).
Cj Journal de Crelle, t. 3, 1828, p. 212; Œuvres, l. I, p. 619.
(-) Journal de Crelle , l. 3, j^7^, p. 3oi-3o2; Werke, t. VI, p. 238-23().
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XCII. — Détermination des sommes diverses Posons dans la formule (I) a^'A-(a)="" ^" — a" (p^i,n-^\),
non négatif, successi> a = I, 2, 3, . . .,/? — I, puis ajoutons toutes les équations ainsi obtenues, nous aurons
Soit tout d'abord n = o, nous aurons la congruence, déjà trouvée <lans le paragraphe précédent,
(3) 2 A(r)^(-i)'«-iB,„+i-i (mod/>), tandis que l'hypothèse n = i donnera de même
(4) 2 '■^"('■)^^ (mod/>);
ces deux congruences sont dues à M. Lerch ( ' ).
Soit maintenant, dans (2), n un nombre pair, nous remplaçons /i par 2«, ce qui donnera, en vertu de la formule (11) du para- r ' 1} graphe LXVII,
(5) y ,.v. /,(,.) ^^-0"^" {^x^oAp).
^ in '
Remplaçons, au contraire, dans (2), ii j)ar a/i-f-i, il résulte
(G) y /•«"+' A (r) = o (mod/0;
(') Matheinalische Annalen, f. 00, lyoô, p. 477-
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'7'IX appliquons ensuite de nouveau la congruence (ii) du parap' ' graphe LXYII, un calcul simple donnera
(7) '- 2 ,.î«+i/,(r)^(-i/'l?„ {moûp).
C'est un fait digne d'attention, ce nie semble, que les seconds membres des formules (5) et (7) sont indépendants du nombre premier p.
llevenons maintenant à la formule (i), nous aurons de même
Or, Tin+zn (p — i) n'étant pas généralement divisible par p, nous nous bornerons à l'élude du cas où n est un nomliie pair, et nous remplaçons 71 par 2/1, de sorte que nous avons à appliquer la fork,^*\'t- • mule (10) du paragraplieiQP^lII, due à Euler,
Soit tout d'abord n = o, nous aurons à poser
«^oC/? — i) = o, ce qui donnera
OU, ce qui est la même chose,
(II) 2 {-iYk{r)^k{i) {moAp),
de sorte que nous aurons une nouvelle démonstration de la foi .'3^'^ ■ mule (25) du paragraphe XC, sa
avoir
2 (-1)'- /.■(/■) = 0 (mod/>).
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Quant à la formule générale (8), posons, dans la congruence (i) h • J <lii |)aiii;;raplie LWJ, /■ = i , il résulte, en vertu de (9),
,--p-\ (i3) 2 (-')'>'-"/>•(/•) ^^~']I^''^" (mody,);
c'est une chose digne de remarque, ce me semble, que le second
membre de cette congruence esl indépendant du nombre premier^.
Etudions maintenant des sommes contenant les symboles de
Legendre :
P nous aiii'ons tout d'abord
«" ( -l/i(a);3 (mod/>),
ce qui donnera
Soit, en premier lieu, n -|- ni un nombre pair, savoir n H- m — 2 /•, il résulte, en vertu de la congruence (i i) du paragraphe LXV^If,
ti = p—
rt = 1
posons particulièrement // = o, ce qui donnera m = 2r^ p=:^ ^r-{- i , nous aurons, en remplaçaqit r par m ,
6) 2 (-)^'(«) = (— i)"'-'2Bm (mod/)); (/> = 4m-+-i);
cette congruence particulière est due à M. Lerch ('). (') Mathematische Annalen, t. GO, 190"), p. 480.
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Soit, en second lieu, Ji-\-m un nombre impair, savoir
la formule (i4) donnera
rt=p—i (17) 2 a"^|j/c(rt) = o (modp).
Appliquons maintenant la congruence (10) du para- A. v-'j • graphe LXXXIX, nous aurons
rt=/j — 1
V a''(-\ k(a)= 4S-2r+2/n+i(/? — l) — 3 S>ir+i(p — l) — Si,.+;,n~l(P " 0
(modp), ce qui donnera, en vertu des congruences
B,-4-2/« = (— 0'" 2 B,+,„ — B,, ( modp), (-i)'"B„,+«^^^^B„ (modp),
tirées directement des formules générales ('j) el (9) du para- A Ul . graphe LX VIII,
Posons «==0, ce qui donnera m = 2r-^-^, p == i^r -{- 3, nous aurons, en remplaçant /' par m,
'^'9) j 2 (^)^(^)^ -"f"'"'^"' .(mod^); (/> = 4mH-3).
Nous aurons de même
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ce qui donnera, en vertu de la congruence (i) du paragraphe LXVI, pourvu que /i -f- m =: 2/-,
Soit particulièrement n = o, ce qui donnera m = 2r, /> = 4 '* + 1 ? nous aurons, en remplaçant /• par m,
(>.n 2 (_,)a(^^^^/,(a)^_T„, (modyo); (;,= 4mH-i).
XCIII. — Nombres des résidus dans un intervalle donné
Soit /?== 2/71 + 1 un nombre premier impair quelconque, Je positif entier a, plus petit que p, est dit « résidu quadratique de j) ». pourvu que la congruence
(i) x-s= f( (ii)ocly>)
ait des racines. Or, remarquous qu'un nombre carré quelconcpic non divisible par p donnera le même reste modulo p que donnera un des nombres
il existe évidemment précisément m résidus ([uadratique de p. Appliquons la définition (i), il résulte
(-2) a'" ^ x^'"^^ i {modp),
de sorte que nous aurons, dans ce cas, en appliquant le svmbole de Legendre,
Supposons, au contraire, que la congruence (i) n'admette pas des racines^ nous aurons par conséquent (4) «"» = — 1 (mocly;)
ou, ce qui est la même chose,
dans ce cas, a est dit « non-résidu de p ».
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Soil maintenant a un positif entier plus petit que />, nous désignons par K(rt) le nombre des résidus quadratiques de p qui se trouvent parmi les nombres
tandis que !(«) est le nouibre des non-résidiis trouvés parmi les mêmes nombres.
Cela posé, nous aurons évidemment
laiidis (jue les eongruences (2) et (4) donnent
(S) R(rt) — I(rt) = S,„(a) (iuo(J/>).
Ap[)liquons maintenant les formules bien connues
S„(aj = /t! [!{„+,(«)- li„+.,(o)I,
OÙ X et a sont des variables complexes quelconcjues. nous aurons,
en introduisant
puis posant
(9,1 nq-\-r=p,
cette autre représentation de la somme de |)uissances S,j(rt)
.Soit ensuite, dans (10), p un nombre premier impair, tandis que q et /• désignent des entiers non négatifs, le théorème de von Slaudt et de Th. Ciausen donnera la congruence
1) S„(a) = ni ]^\n^x (- -^ - H„+,(o)] (mod/>),
où il faut supposer \'^n^p — 3.
Gela posé, nous aurons immédiatement, en vertu de (8), le théorème :
T. Soit p := 2ni -^\ un nombre premier impair quel conque ^ et soit
aq -\- r = p,
les définitions susdites de R(a) et \{a) donnent
{vx) K{a)-\{a)^m\\\\,„+A--\-\i„,+^{o)\ (mod/>).
Désignons ensuite par «, un autre entier tel que a <^ a, ^p — i y. puis posons
il est évident qu'on pourrait, en vertu du théorème susdit, déterminer les nombres des résidus ou des non-résidus parmi les nombres
rt -t- I, « H- '.i, . . ., «1.
Dans ce qui suit, nous ne donnons que les applications (|ui permettent de déterminer, en vertu des formules numériquc.sdéduites dans le paragraphe X\ f, sous forme simple le second membre de (12).
Première application : r z= q = \ , ce qui donnera a =^ j) — 1 ..
— Nous aurons le résultat évident
Deuxième application : q = 2, /• = i , ce qui donnera a = m.
— Nous avons à considérer séparément les deux cas suivants :
i" /// est un nombre pair, savoir ;«== 2/i, ce qui donnera yO=:4/i4-J r nous aurons le résultat évident
(i4) \\('in)=l(in) = n.
2° Soit, au contraire, m un nombre impair, savoir //? = 2 /i -h 1 ;, ce qui donnera p^=- l\n +3, nous aurons
ou, ce qui est la même chose,
(iG) R(.^„-,-,)_[(2,t + i)= ^ iL__ii!±i (niod/O-
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Appliquons ensuite l'égalité
nous aurons pour n pair, savoir/? = Sm + S, (17) R(4/n -+-I)— I(4//j -+-!)= — 6B2,„4., {moAp),
tardis que l'hypothèse p = Sm -i- '- donnera de même <i8) R(4m-+-3)— I(4m-i-3) = 2Bî,„+, (mod/>).
Ces deux résultats sont dus à Cauchj (' ).
Troisième application : q = /\, — Nous aurons à étudier sépal'ément les deux cas suivants :
1" ^ = 4«i + 1 , a = m, /• = I ; ce qui donnera
(lo) R(/«)-I(m)=^ .;— ^ (mod/>);
2" p = i m H- 3, a = m, r = 3 ; nous aurons dans ce cas
(20) R(/n) — I(»i)ss(— i>"'+i(2'«->-»— i)(2»"'+i-+-i)B„,+, (mody^).
Soit ensuite
m = ïn^ /> = 8/1-1-3, ( — \=ij
il résulte
tandis que l'hypothèse
/n = 2 « -H I , /j = 8 rt -t- 7, I - I = I
donnera de même
(22) R(2rt -f-i)— l(2-f-i) = 2B2„H.2 (mod/^\
Quatrième apolication : ^ = 3. — Nous avons à étudier séparément les deux cas suivants :
(•) Mémoires de l'Institut, t. XVII (i83o) i84o, p. 265-2G6, 442-'l43.
° /> =: 12 7/? + 7, rt = 4'" 4- 2, /• = I, (-) = — I ; ce qui don-
liera
(23) R(4m + '2) — I(/,m-+-2) = (-i)"'4B3,„+2 (mod/>);
2" p = 12 m -|-i I, rt = 4'" + 3, /■ =: 2, I - j = I ; nous aurons Ici
(2_i) R(4m-+-3) — Ii4««-+-3)~(-i)"'+'2r}3,„+.j (m. )(!/>}.
Cinquième application : q =^ 6. — INous avons à étudier les même cas que dans l'application précédente :
1 " y^ = 1 2 m 4- 7 5 « = 2 //? + i , /• = i ; ce qui donnera
(■25) R(2m + i) — I(-2/n-4- i) = (— i)'"2B3,„+2 (motl/»);
2** p = 1 2 A// -T- 1 1 , « = 2 m -|- I , /• = 5 ; nous aurons dans ce cas
(a6) R(2^î + i) — J(2/7i-l- i) = (— i)'"+i2li:„„+3 (m<.(Iy>).
XCIV. — Nombre des résidus dans une série arithmétique
Soity>=2m + i un nombre premier impair quelconque, et soit a un positif entier plus petit que p, nous avons à étudier les nombres R^ ^ et la^b des résidus, respectivement des non-résidus de/?, qui se trouvent parmi les termes de la série aritlimélique
(i) /', 6 + «, b'i-Q.a, ..., b-i-ga,
OÙ il faut supposer
b -h qa <.p (i = b^a).
Ces définitions adoptées, nous aurons tout d'abord
(2) • Hrt,/.-+-ifl,/;= 5' -+-i;
posons ensuite
p = a/n'-h d (i%dl(( — i),
nous avons à déterminer le positif entier c, tel que (3) b -\- c -\- aij = p (o£c^« — i),
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[ui donner;!
[ b -^- c = d, ni — fj (6 £ d),
b -h c = (t -h d, /n = q -hi (b > d).
appliquons maintenant le même prQcodé que dans le paragiaph précédent, nous aurons ici
lia,/,— ia,b^^(b-t-as)"' (mocl/>),
de sorte que nous avons à étudier la somme de puissances qui figure au second membre de cette congruence.
A cet effet, prenons pour point de déj)art les deux formules bien connues
posons, conformément à la formule (3), b <
nous aurons
as)" = ~Bn+i
Zd («— 5 -+-0 !««-*■+'
ce qui donnera, en vcrlu du liu-orèmc de von Staudt et de Th. Clausen,
(ino<l/>),
où il faut supposer i < /t <y> — 3.
Cela posé, nous aurons immédiatemeni, en vcrlu de (5), le théorème :
i. Soient R^^ et \a^b les nombres des résidus respectivement des non-résidus parmi les termes de la série arithmétique (i),
nous aurons avec la définition (3) du positif entier c
L'analogie de ce théorème avec celui que nous venons de démontrer dans le paragraphe précédent est évidente.
Considérons tout d'abord les équations (4), puis supposons donnés les nombres a et 6, nous aurons à choisir un autre positif entier ^,, tel que
(8) b-\-bi=d ou b -Jr bi= a -^ d,
selon que b <^d ou b^d.
Cela posé, la formule {'j) donnera, en vertu de l'équation fonctionnelle de Jacobi,
(9) Ra,6- Ia,6= (- I)'"(R«A- W.),
résultat qui est évident du reste.
Soit maintenant d un nombre pair, savoir rf= 28, ce qui exige a impair; soit ensuite a4-<i=20, ce qui exige aussi a impair;: nous aurons en posant, dans (8), 6 = ^, = 0,
i Ra,5— Ia,5^ 2m)! •2«'"« B,,„+,f j (moàp), {p = ^m-^\);
le premier de ces deux résultats est évident aussi.
Dans les applications suivantes, nous nous bornons à l'étude descas particuliers, dont les résultats se présentent sous forme simple»^
Première application : « = 2. — Nous avons à étudier séparément les deux cas :
1° p = ijn-{- i; nous aurons les résultats évidents 2" p = /\m-\-^ ; dans ce cas, nous trouvons
f Ko,,-l2,i=l2,,-R2,„
/ «2,1—12,1 = ■ • (moa/>),
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<ic (jul donnera finalement
^ Rî,i— Ij,,^— 6B2„,^_l (modp), (p = Sm-h'i), i 1^2,1— '2,1— 2n2,„+2 (mo(J/>), (/> = 8/« + 7).
Deuxième application : (iz=\. — 1" Soit p=\in-^i^ nous aurons
'^'^^ I «4,1-1;, 1= U,3- R4,3^^^''"e„, (mod/>);
■>" Soit/> = i/ii 4- 3, nous aurons de même
Rv,3— 14,3^ (—i)"'(-^--"'^^— 0(2-'"+^+ •^•)l^/«+i (mod/?),
R;,,— l4.,= (— l)"'(-;!2"'^2— |)(22"'+2— 2)R,„ + , (lUOd/)),
j qui donnera, pour p = Sut -\- 3,
^""^ ' R.,.-l4,i=i2R,,„+, (mody>)
tandis que nous aurons, pour y> = 8jn -\- 7,
, ^, ( ^4,3— Ï4,3 = — 4B2//H-2 (modyj),
Troisième application : « = 3. — 1" L'hjpotlièse y? + 12m = 7 donnera
!R3,2— '3.2= '>'n -+-I, f^3,l ^3,1 = '3,3 Rj,3> «3,1— l3,i = — 4B3«,+2 {moAp);
Soit ensuite /? = i 2 /« + 1 1 , nous aurons de même
«3,2— 13,2 = (—•)'" 2B3„,+3 (mod/?).
Quatrième application : a = 6. — i**y> = i2m + 7; dans ce «cas nous avons
«6.1 Ic,l = h, 6 — «6,6, «6,2 le.ï = ^6,5 «6,5.
«fi, 3— lo,ï= le.t — «6,4;
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(lo plus, nous trouvons
!Rc,t — ^6,1^ (— 0'" '''Raw+2 (moci/j),
1^6.2- h,i^^^-^[-i"'—i-i)"'] B3,„42 (mO(l/)\
nc.:i— I:,,3 { - 1)'"+^ ■>.ii:un+i (mod/j);
:i^ L'hypothèse y> = 12 /;i = 1 I donnera
<->o) j R6.2— Ic.2= Ju.3-- lîii,:! — •>.[i + (-i)"'] H;j/« + 3 (mod/)), f Ho,:;— Ic.ô= Ir.,r,- I5r,.r. - •>. [l + (- l)'"] 83,;,+:, (inod/)).
Ci/x/i/ir/tie application ; « = i 2. — i" Soit p z= 1 2 m + 7, nous trouvons
(9.1) R12.3— Ï12,3= llî.V— Rl2,l=(— l)'"+-'2B3„,+, (mod/))-.
2° L'hjpothèse y> = 1 2 /y/ + i i donnera de même
( 1m2,,3— l|2,3=Il2,8- Rl2,8--(-l)"' + ' 4B3/„+3 (modp),
( 1^12,2 — '12, 2= Ii2.;i— Hi2..j:-M— i)'" 4 B3/«+3 ( iiiod /) ),
XCV. — Sommes de puissances
Désignons par a un positif entier, tel que i^rt^/> — 1, où p = 2ni -\-ï est un nombre ])remier impair, puis désignons |)ar Rrt(rt) et In(«) les sommes des «■''"'«* puissances des résidus respectivement des non-résidus de p qui se trouvent parmi les nombres
nous aurons évidemment
(■>,) H„(r/)-t-I„(rt^= S„(«),
tandis que les congruences
a'" -=^± I (mod/?),
selon que a est résidu ou non-résidu de />, donnent de plus
(3) R„(a)— I„(a) -::S„Hm(«) ('iiod/>);
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l-à-dirc (|nc nous aurons
■X nn(fl) = S„(a)-4-SrtH-,„(rt) (mnd/>), 1 1,1 (rt) =- S„(a ) — S„^.„,(rt) (inod/) I.
Illudious tout (l'abord le cas « zrr y> — i ; les lornniles [\) donnent iinniédialeincnl le théorème suivant qui est très connu :
I. Soit p un nombre premier impair quelconque, nous aurons
I5„ (/> — I ) ;= I„ (/> — i) s o ( mody> ), ( i ^ " ::; — ) •
Vppliquons maintenant la congiuence (io){lu paragraphe L\\\l\, U S^^
iiniis aurons '
>.\\„(a)—i. \„{a) L- :J S„+,„(r/ ) ^ S„.H3,„(rt) (m(.d/>2},
ce fpii donnera, en veitu de (2).
I 4 R„(^/) :- -i S„(a) -H 3 S„+,„('a) — S„H-:,„,(rt ) (mody)^), / i I« («) =2S„(«) — 3 S„+;„(a)-H S„+3/«(«) (inod/j2).
lie sorte que nous aurons cet autre théorème :
II. Soit p un nombre premier de la forme \m-\-\^ nous aurons
-) l{2„+,(/^ — i) = Ij„^.,(/; — 1 ) = o (inod/^-t, (r^«£/// — II.
Dans ce cas, nous appliquons la congruence (i i) du |)ara- A.S^^»
grapiie LXXXIX, ce qui donnera '
, 8 H„(a) — 8I«(a) 1=1") S„+„,(rt) — 10 Sfl+3,„(a) -+- 3S„4-s/„('«) (mod/)»), de sorte que nous aurons, en vertu de (2),
( 16 lî„(rt) ;l^ 8 S„( a) -t- i5 S,,^.,,,! a) — 10 S„H.3„,(a) -}- 3 Sn+-^m{(i) f 8 ) {
( (mod/)'),
. \ iG F„ (a) 1 8 S„(rt) — lii S,j-H,„(a) -MO S„^.3,„(rt)— 3 S„-,-5,„( rt )
(îela p»»s<'', il est évid(Mit rpi'il faut étudier séparémenl le cas particulier /i = I .
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L'hypothèse y^ ^ 4m-{-i ne présente aucun intérêt, parce que nous avons évidemment
(lo) Ri(/>-i)^l.(/>-i)= P^P-'\
Soit maintenant p = /[f/i-{-3y les congruences (6) donneront 4 l\i(p - i)^-p-^ (_ i)"'(3 B„,+, + B,„,+,)p (modp^),
de sorte que nous aurons finalement, en vertu de la congruence (\'a) du paragraphe LXVII,
l ^-^^i^-^Ç^-^s=-i + (-!)"» 4 B„,+, (modp), I àhip-V ^ _,_(_,),„ 4 B,,,^, (mod/;);
ces résultats sont dus à M. Voronoï ( ' ).
Étudions maintenant le cas général. Supposons tout d'abord
jD = 4 m + 3, nous aurons, en vertu de (6),
il est très curieux, ce me semble, que les seconds membres de ces congruences ne dépendent pas du nombre premier/;.
Appliquons ensuite la congruence (ii) du paragraphe LXVII, nous aurons de plus
^ ' p p 8rt-f-2 ^ ^'
Soit ensuite
le même procédé donnera
!B2«(/> — i) , „ ,(^n {—i)"'in^ \ ...
hAp-i) , ,„ ,/B„ (-.)"'2n^ \ , , ,
(') Jahrbuch ûber die Fortschritle cler Mathematik, t. 30, 1899, p. 184.
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Quant aux sommes R2n^i(/> — i) et ^zn+tif — ')• nous avons à ij)|)liquer les congruences (8) et (9), ce qui donnera, en vertu des orniules
B„+2„.= (-i)"'aB„+„,— B„ (modp),
(mod/>),
tirées directem*
ntdes congruences (9) et (i 1) du paragrapheLXVIF, n t^ " ij
de soile que nous aurons
l\ hn(p — \)
(lllO(l/> j,
(modp),
(mocl/) ).
l \\\in(p — \) , j ,
congruences qui sont précisément de la même forme que celle-ci
(mod/)),
tirée directement des formules (^) du paragraphe LXXVI.
Appliquons les congruences (4), nous verrons que la formule (11) du paragraphe XCIII admet des applications immédiates sur les sommes R«(«) et !«(«)• Or, les résultats généraux étant assez compliqués, nous nous bornerons à indiquer les formules les plus simples, tirées directement des congruences (4).
Soit p de la forme f\m H- 3, noUs aurons
Rj^Cam -f-i) ^— l2„(2«t -+- 1)
(mod/)),
de sorte que le second membre de la dernière de ces formules est indépendant du nombre premier/?.
Soit malutenant p de la forme 4»* H- i , nous aurons au contraire
Rj„('^/n)sI,„(.im)so (mod/?);
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l'étude ultérieure de ces oongruences, établie à Taide des congruences (()), donnera des résultats assez compliqués. Dans le cas p = 4'« + ' , nous aurons de même
( R2„(/»)= fer ^rt„ +(-.)'" iw«,) (m. Kl/,),
1 l^nijn) ES _^(E„-(- I)'" !■:„+„,) (niud/,).
Les formules que nous venons de développer montrent clairement qu'il existe une analogie très étendue entre les sommes (l( puissances S«(fl) et les sommes R,j(«) et \n{(t).
Or, il est possible de pousser beaucoup plus loin l'analogie susdite, nous le verrons dans les paragraphes suivants.
XCVI. — Analogies des coefficients de factorielle
Soient (i) /-i, r,. /'s, ..., r,n
Fensemble des résidus quadrati({ues du nombre premi(^r/> =^ini-\-\ les coefficients a,, du polynôme entier du degré m
(■O ^ f{x) = {x + ri){x^i\)...{x-i-r,n)
et les sommes
<|ue nous venons d'étudier, sont liés par les formules de Newton
(3) \\,Ap~\)+ 2 (— i)'/ «7 R/i-v^/' -i) + (—')"«««= o.
où il faut supposer 2<n'^in^ tandis que nous aurons
(4) l\i(p — i) — ai = o, ce qui donnera le résultat connu
(5) ' «„=s;o (modp); {l'^n^/n — i).
(mo(
rt-F 1)
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De plus, nous aurons, en vertu de (3) et (4),
(()) R„(/> — i) -+- (— i)"«cf,j5s o (mod/)*), iln£m).
Soit maintenant /> de la forme 4 '^^ + 3, la première des conoriiences (i) du paragraphe précédent donnera
rt,HE;— 1 -f-(— i)'" li,„_H, (modp),
tandis que nous aurons généralement, en vertu des formules (12^ «t (i3) du paragraphe susdit,
(mod/j),
où il faut supposer i ^ w S 2 wj , respectivement i^n'^2m — 1 . Soit ensuite /> de la forme 4'^* + », nous aurons de même
M,) g^^(-.)"(^+^~'^"^""") (mody.), (.<n<.^m-.}, •' p ^ \in 4/1 — 1 / '^ ^ V - - yi
tandis que les «o/z+i >*alisfonl à la condition
(10) «in^ i^^o (mod/>2), (}^n^9.n — i;;
nous aurons dans ce cas, en vertu de (3),
l\in + l(p — t) — fil ^în(P — l) -+- «î,, Ri (/> — l) -+■{■> n ■+- \)ain-^t ^ O
(mod/)ï), ce f|ui donnera après un calcul simple
lion, en vertu de (i)),
Quant au coefficient «,, il résulte, en vertu de (i),
MEI.S MKLSEN
Revenons maintenant à la formule (3), puis posons « -= m, il «•ésulte
(i4) R,„(/) — 1) + (~- i)"'m/-,r2. . ./-«i^EF o (modp^), (/) — •>. m -H 1 );
appliquons ensuite les congruences
■2 r'J^ ^X-hpk(rs) (mocl/)2), (i^s^m),
' il résulte
Tj^g . tirées directement des formules (4) et (5) du paragraphe LXXXIX.
ce qui donnera le résultat bien connu (i5) /•,/-2'-3.../-/n=(— i)'"-' (modp).
Posons ensuite
(16) ri/i. . .r,n = (—!)'"-'( I —pQ,,), nous aurons, pour le nombre entier ùp,
s —in
(17) ^P^^K'-s) (mod/>).
Appliquons maintenant la congruence
4 Rm(/> — i) = '^S,„(/) — i)-4-3S2,„(/? — n — S4,„(/) — i) (mod/>2), L,'l^ ) , tirée directement de la formule (6) du paragraphe XCV, et
I = Bj„, — (— i)"'2 B,„ {moAp)
, o-t*|j obtenue de la formule générale (i6) du paragraphe LXVII, en y f ' ' posant /' = 2, nous aurons, en vertu de (i4) et (16),
Soit ensuite p de la forme ^m + 1, nous aurons par conséquent (19) i2^^^_ Ihî,,,-»- ^ ^ i -+-(-i)"'-iB„, (inod/)),
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tandis que l'hypothèse p = ^m -\- 3 donnera
(•20) Û„=-B2,„+, H (mod/j).
xp
Eu second lieu, soient
(•^0 '1, «2, ii «■/;,,
l'ensemble des non-résidus du nombre premier/) = 2m + i, il est évident que les coefficients b,i du polynôme entier du degré m
= a7'»-t- 6, a:'"-' -I-. . .-f- b„,-ix -+- b,„,
et les sommes
sont liées par des formules aualogues à (3), ce qui nous conduira à une suite de résultats parfaitement analogues aux précédents.
(l'est pourquoi nous nous bornerons à l'étude du cas particulier
(•^3) l,„(/> — 1)-4-( - i)"'m«, t2{3...t,„ = o (mod/)«);
appliquons la congruence
•2 !,„(/> — I) = — /> -4- I — P^^ ^(i-i) (fnod/0*),
nous aurons le résultat bien connu
' -^ i il «î f3 . . . '■ „ - ''— I )'" (mod />).
I *osons maintenant ( i ■. ; /■ i f 2 l'i... i.„ = ( — I V" ( I — p Q;, ),
nous aurons par conséquent
et uou> trouvons de même, pour y? = \m-\-\ ^
>: ' q;,^- iBi,„-4- 7^ — ;^ -+-(-i)"'B,„ (mod/;}.
tandis que l'hypothèse jo = 4'^ + 3 donnera
(28) û;,= iB,„+,-+-^ — ^ (mod/?),
de sorte que nous aurons, dans ce cas,
(29) Qp=Q',j (modp).
On voit que l'analogie des deux congruences (i5) et (24) avec le théorème de Wilson est parfaite. On voit de plus que chacun dés deux nombres entiers Q^ et Q'^,, que nous désignons comme quotients de Gauss, est très semblable au quotient de Wilson.
Multiplions les deux congruences susdites, nous avons une nouvelle démonstration du théorème de Wilson, de sorte que les formules (16) et (35) donnent, pour les quotients de Wilson et de Gauss,
(30) Wp^ d'où, en vertu de (29),
(3i) Q^=Q'p~-W^ (mnd/)), (> = 4»ï + 3),
congruence qui est facile à démontrer directement. '
On voit que la congruence (3o) donnera de nouveau l'expression bien connue pour le quotient de Wilson.
XCVII. — Applications des polynômes symétriques
Soit p un nombre premier de la forme 4'^ + i, la congruence évidente
a ^ = (/> — a) ^ (moàp)
montre clairement que a el p — a sont en même temps résidus ou non-résidus de p; c'est-à-dire qu'il est possible d'ordonner les résidus quadratiques
(i) rt, /-a, r-i, ..., r^,,,,
de sorte que nous aurons toujours
(2) rs+r,n-s+i=p, {i^s^im).
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Cela posé, il est évident que le polynôme du degré 2 ni
(3) /(x) = (a: + /•, )(ar -H rj) . . . (a; -h ri,,,)
— j7«w-4- a,a:*"'-' -1-. . .j- «j,,, ,ar -f- rtj,„
satisfait à l'équalion fonctionnelle
de sorte que nous aurons, en vertu des formules générales du para- A' graphe LXIX,
l^osons ensuite pour abréger
nous aurons de même
( .ela posé, il est évident que les congruences
(1/, ) s^n=^in( p — i) = o (moAp). ii^nLni — i)
donnent tous les autres résultats trouvés dans les paragraphes XCV et XCVI, savoir, en premier lieu,
(i5) R2„-m(/? — 1) = S2«+i = «2«+i==o (mod/>2), (i^nim — i). De plus, nous aurons, en vertu de ('j) et (12),
(ib) — -— =— /1-+-- (modo), {\<n<m — 1),
(17) £!^^(„+i\^' (mod/,), (i£n^m-i),
h,jo^ ' savoir les congruences (12) du paragraphe XCVT et (16) du para-
a </'^ • graphe XCV
^.uy
Soient ensuite
(18) A, il, H, •••, iim
l'ensemble des non-résidus de yo, il est évident que le polynôme
(19) «p(ar) ^ix^i^){X'^ii)...{x-^i^,n)
satisfait aussi à l'équation fonctionnelle (4). C'est-à-dire que nous pouvons remplacer, dans les formules (5), (6), (7), (8), les a^ par les hs correspondants.
De plus, posons pour abréger
nous pouvons remplacer, dans les formules (10), (11), (i3), les Sq par les 5^ correspondants.
Revenons maintenant aux formules (16) et (26) du paragraphe précédent, savoir
le théorème I du paragraphe LXX donnera respectivement
(21) (/'ira/'s . . . r,„)*E= (— i)'"-i (mod/>),
(22) ( j'i i'î /..j . . . t„,)î= (— i)'» (mod/)).
Soit maintenant m un nombre impair, savoir w:=2/î + i, ce qui donnera
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il résulte, en vertu de (21),
(••i3) /-iriTa ... /^„^., = db I (modp);
l posons ensuite
l (-ii) '•|/-2/-3.../-2« + l = (—1)5-4- />Û*,
i le théorème fl du paragraphe LXX donnera les congruences J" ^ f
(2)) ■,:Q';,^(—i)^(—-[. — ^.,.-^ ^\_(_,)8û (modo).
' \''i fî '■2/1+1/
Soit, au contraire, m un nombre pair, savoir, m = 2/1, ce qni donnera
p = Sm -hi,
ï il résulte, en vertu de (22),
fj ('^6) i, 12I3 . . . i2„ss±: I (moàp);
f posons ensuite
(27) iii-îii... hn = (—iY-+-pQ'p,
nous aurons par conséquent
(■^.8) 2û;;s(-i)Ef4--4-;l--i-...+ -v^)-4-(-i)ïS2;,.
iXCVIII. - - Des nombres premiers de la forme 1 m -t- 3. Quant au nombre premier/? = /{w -|-3, la congruence évidente
f «2"'+» = — (/> — a)«"'+' (mod/>)
montre qu'il est possible d'ordonner les résidus quadratiques et les non-résidus de p
fl. 'i, Ta, . . ., /-î/M-Ki,
li, îî. is-, • ' • : hlll+\^
j de sorte que nous aurons toujours
(•>.) '•.v-t-tï/»-.ï-t-î = />, (i^«l2m 4-1);
iÇ)'i TROISIÈME PARTIK. — APPLICATIONS SUR LA TIIKOKIK DKS NOMBRKS.
c'est-à-dire que les deux polynômes du degré '2ni -+-i :
(4) ■ Ç(a^) = (a: -H i[)(cr ^ii) . . . (a? -+- rî«,+i) sont liés par la relalion
Dans ce cas nous aurons
(6) «2mH-i = ''{f'îrj . . . r.2,„+i = I — pQp,
( 7 ) ^2/«+i = il iî ii • • • ^'2/"-Hi = — I -f- /> ii/,.
Soient maintenant
■ h. li. h:
les ensembles des résidus, respectivement des non-résidus de p. égaux à 2 ni + i au plus, savoir
[x -h y = im -+■ i ,
les résidus, respectivement les non-résidus plus grands que 2//? -J- i deviennent
Cela posé, la formule (6) se présente sous cette autre forme ■ rir2...rjp~-ii)(p — i.2).'..(p — i^) = i~pii,, ou, ce qui est la même chose,
(,o) (_i)v^!_(_i)v^!/^^ •+...+ i.)^^,,K^^i-/,Q„ OÙ K est un nombre entier; c'est-à-dire que nous aurons la pro-
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position due à Dirichlel ('), relalivemmi à la congruence de Lagrange :
I. Soit p un nombre premier de la forme 4/^^4-3, nous aurons
(111 ZZll!==(_,)v (,nod/j),
(iii V <■.<;( le nombre des non-résidus de p^ égaux à- au plus.
Posons ensuite, conformément à la formule (20) du para- /,,33^ graphe LXXXJ, ' '
(''•il ^~' ! = (— i)^-t-/?W'^„
uii W I, e>l un nombre entier, il résulte, en vertu de (10),
Appliquons ensuite la formule (-), écrite sous la forme i-ii-i ... h'P ~ri)ip — i\)...(p — /•[jj = — r-+-/?û;,. nous aurons de même
(„, vv;,-»(-„v(l+J--H...+ i-)-,-,.Q;,.
( )r, nous aurons
b-im II 1 / 1 X
j = -: y- -. f- . . . -4- -: ^ O { mou p )
ou, ce qui est la même chose,
Il II I I / I X
. -■ — -i-. . .-h ~ -\ 1 H. ..H =0 (mod»),
'I l'x i,p~rip — rt p — /y
(') Journal de Crelle, t. 3, 1828, p. 407-408; Œuvres, t. I, p. 107-108 (Berlin, 1889).
ce qui donnera
II III i , , ,
— -+- — -h. . .-4- — ss 1 '-\-...-\ (modo).
Il t2 h i'\ ''2 r^
Cela posé, il résulte, en vertu de (i3) et (14)5 (i5) Gp=û; (mod/>),
de sorte que nous venons de donner une démonstration nouvelle de cette congruence, établie dans nos recherches généiales sur les coefficients a„ et 6« et sur les sommes de puissances des résidus, respectivement des non-résidus d'un nombre premier quelconque.
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