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AVANT-PROPOS
« Dans ces derniers temps, le développement des fonctions en séries a beaucoup occupé les géomètres; on ferait un ouvrage considérable, si l’on se proposait de rassembler tout ce qu'ils mit écrit sur ce sujet. »
Ces paroles d’un savant célèbre expliquent, mieux que je ne le pourrais faire, les omissions nombreuses de ce Traité élémentaire des séries : mon unique désir étant d’être utile aux jeunes gens peu familiarisés avec l’Analyse infinitésimale, en leur rendant accessible l’une des théories les' plus fécondes et les plus délicates des Mathématiques, j’ai dû passer sous silence tout ce qui suppose, chez le lecteur, une connaissance assez approfondie du Calcul différentiel et du Calcul intégral; par exemple, les séries de Lagrange, d'Euler, de Fourier; les travaux dans lesquels Legendre, Poisson, Binet, Cauchy, Di^ichlet, Malmstein et tant d’autres géomètres ont appliqué les intégrales définies à la sommation des séries ; etc.
Malgré ces lacunes regrettables, on s’assurera aisément, en parcourant les cent trente-deux pages composant cet opuscule, qu’il renferme beaucoup plus de choses qu’on ne serait, au pre-
PRÉLIMINAIRES
1 . Définition. On appelle série une mile indi^finie de termes procédant suivant une loi déterminée.
D’après cette définition, l’on doit toujours pouvoir calculer un ferme de rang donné, soit dircclenicnt, soit au moyen des ternies qui le précèdent (*). Autrement dit, si les termes d’une série sont désignés par
Mjs Uj, Mj, Ufi,
le terme général n„ est fonction de n.
Diverses espèces de séries. Désignons par 8„ la tomme des
n premiers termes d’une série, savoir : *
Cette somme, aussi bien que u„, est une fonction de n. Cela posé, trois cas peuvent se présenter : .
1° Si la somme S„ des n premiers termes tend vers une limite finie et déterminée S, lorsque le nombre n croît indéiinimcnt, la série est , dite convergente;
2° Dans le cas contraire, c'est-à-dire quand la somme S„ peut
n Par exemple, le Tingl-neuvième terme de la ptogresaiou 3, 7. 11, 15,
peut être obtenu, soit dinctemenl, au niojcn de la Torinule «,=:3 + 4(n— 1), soit par des additions successiTcs.
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croUre (en valeur absolue) au delà de toute limite, on dit que la série est divergente ;
3* Enlin, s'il arrive que la somme S„, sans croître au delà de toute limite, n’oû pas de limite déterminée, la série n'est ni convergente ni divergente : ou peut lui donner le nom de série indéterminée [').
5. D’après ces délinilions. une progression par quotient, illirnilée et décroissante, est une série convergente; une progression par quotient, illimitée et croissante, est une série divergente; enlin la progression
dont le terme général est ( — 1)"“', constitue une série indéterminée; car S„ égale t ou O, suivant que n est impair ou pair.
4. Les séries convergentes sont les seules qu’il soit utile de considérer, parce que les autres séries ne peuvent représenter aucune quantité (*'). Il est donc nécessaire de savoir reconnaître si une série proposée est convergente ou non convergente. C’est à quoi l’on parviendra, presque toujours, en appliquant les régies démontrées dans le cliapitrc suivant.
(•) La pluiKirl ilesauU'urs fonl renirer telle iroisiéme c'pivc tic série dans la calégorie des téric$ divergentes. Celle classillcaiioii nous paraît cenliaire à réljmolusie > l à la siKniüoaliun habiliiulle du mol divergent. La dénomiuaiioii de setie indéterminée a été proposée par M. L. Olivier (douriial de Crelle, l. II).
(••) Il J a plus; les expressions : limite d'une série, somme d'une série, n’onl évidemmeiil aucun sens, lorstiue ta série ii'esl pas convergente. On peut donc s’éloiiner que de savaiils géomètres aient énoncé les propositions suivantes :
1+1— 1+ =rl (Lacroix, Cotrul inWflrrat, t. 111, p. S46) ;
I— *+:t— i+5-6+ .... =i(/4id.):
l—t.i+l.g a— l.â.3 i-t- .... = 0.10.3 ÜèK 36 (ll)ld.,p 390);
costf — cosSt-+-cos 3 o— t 05 iv-+- = -(l’oisson, Journal de l ticoie polgtechnique,
- t. XI, P 313);
1—1+1— I+l-l-t- . . . . =-(l’relin, J. d« Crrtte, I. XLI);
1»— 41+35— 1x4.51— 6 « 4 - =0 (Simonof, Mémoire sur les séries des nombres
aux puissances hamuiniquesy,
etc.
CHAPITRE
THÉORKMKS SUK LA LONVKWJKNŒ.
Thèorèinefl généraux.
f». Théorème I. Dans toute série convergente , le terme général a pour limite zéro.
Démonstration. Désignons par S la limite vors laquelle tend la somme S„ des n premiers termes, et par K„ le reste de la série; en sorte que
Chuiigeaiil n en n — 1 . nous aurons ^
^«-1+ Rii-i =
Ces deux égalités, retranchées membre à membre, donnent “h+ R;i — R«- i =0.
Mais, lorsque n croît indéfiniment, les restes R„, R„_, tendent vers zéro ; donc
lim u„ 0 ('),
t>. Théorème II. Dans toute série convergente, la somme d'un nombre quelconque de termes consécutifs a pour limite zéro.
Démonstration. Conservant les notations du numéro précédent, représentons par la somme des n + p premiers termes; nous aurons
• S„+R„=S, Rn+p= *''•
Ces deux équations donnent
"1“ "1“ Rw-hp î
(’) Il est bon de remarquer, S propos de celte proposition rond.ainenlale, que la '\>nvergme» ne dépend pas dei premiers termes : la série ^
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dont les termes, >bsl raction faite du signe, vnni d'abord eu aiigmenlaiil, estcunverpciilr.
puis, si le nombre n croît indéfiniment,
Itm (m„+ . + M„+j + + u„+p) = 0 .
7. Remarques.!. L’énoncé et la démonstration du dernier théorème supposent que le nombre p des termes consécitufs est constant : il peut, d’ailleurs, être aussi f>rand qu’on le veut (‘).
II. Les théorèmes précédents expriment deux conditions auxquelles satisfont toutes les séries convergentes. Conséquemment, toute série qui n’y satisfait pas ne saurait être convergente. Nous démontrerons plus loin que ces conditions, nécessaires, sont loin d’être suffisantes {“).
III. Le second théorème est une conséquence du premier ; car si des quantités, en nombre limité, tendent chacune vers zéro, leur somme a pour limite zéro. Il résulte de là que si les termes d'une série, convergente ou divergente, ont pour limite zéro, on en peut toujours trouver' P consécutifs dont la somme soit inférieure à un nombre donné 'j.
En effet, pour satisfaire à l’inégalité
tln+2“l“ -\-^n4-p
(*) On verra tout ii Hieure que, sous itoe certaine condition, le nombre p peut ^tre riable et indéfiniment croissant.
(**) Cest donc par inadvertance que, dans un fort bon Traité du Caiciil difTérentiel, on a énoncé et démontré la proposition suivante :
« Pour qn*une série soit conver,;eiite, la condition nécessaire et suffisante consiste en ce que ta somme d’un nombre quelconque de termes au delà du n*, iin, joi7 aussi petite que l'on voudra, si n est suffisamment grand, n
Celle pro}K)W/ion fausse, que l'on retrouve dans la plupart des Traités d'Atgèbre ou de Calcul diiïérentiei, u été énoncée d’abord, chose extraordinaire! par réniineiU ^M'omèlre à qui l'on doit les premières recherches sur la eonver};cnce des séries. On lit, èa effet, dans les Exercices de Mathématiques (t. II, p. iil} : »
ti D'après ces princijHîs, i»our <|ue la série soir convergente. Il est nécessaire et ii suffit que tes valeurs des sommes
Su , , Su-^~'i , • • . • •
correspondantes à de très-grandes vaienrs de n, diflèrenl lrès*peu les unes des autres, ou, en d’aulrcs termes, ii est nécessaire et i7 suffit que la différence ^ in=ttw-hUii-(..|4“
devienne infiniment petite, quand on attribue au uumbre n une valeur infiniment grande, quel que soit d'ailleurs te nombre entier représenté par m. o
Nousavons souligné ce qui (si nous avons bien compris les paroles do rillnsire auieiii) constitue la propOMiiou fausse dont nous pîirbnns tout à rheure.
CHAPITRE IL — THÉORÈMES SUR L\ CONT^ERGENCE
dans laquelle tous les termes sont supposés positifs, il suffit de rendre chacune des parties du premier membre moindre que ~ (*).
IV. Il y a cette dilTérence entre les séries convergentes et les séries divergentes, que, dans toute série convergente, la somme de p termes consécutifs ttnd vers une limite, quand le nombre p augmente indéfiniment, et que, dans les séries divergentes, cette somme croit indéfiniment avec p, quel que soit le rang du premier des termes considérés. Ces deux propriétés, que l'on pourrait regarder comme évidentes, résultent, très-simplement, des principes précédents.
En eOet, si la série est convergente, on a
— S„ -h R„^_p — R„= 0 ; puis, en supposant n constant et p variable,
lim (S„^_p S„) R„ = 0 ,
ou lim(S„+p—S„) = S — S'„.
Au contraire, la série étant divergente, la somme S„ 4 .p peut dépasser toute limite ; et il en est évidemment de môme pour (S„^_p — S„) (**).
8. Théorème HI. Dans toute série convergente, la somme d’un nombre indéfiniment grand (“*) de termes consécutifs tend vers zéro, lorsque le rang du premier de ces termes augmente indéfiniment.
Démonstration. Dans l'équation
(«„+, + «,,+ 2 + + «n+p) 4- Rfi-t-p = 0 ,
supposons que p soit .une fonction de n, qui devienne infinie avec cette variable. Nous aurons, en passant à la limite,
lim (w„ 4 -.+ Mh+j 4- + u„+p)= 0 ,
absolument comme dans le cas où p était supposé constant (6).
(*) Dans la plupart des cas, les termes do la série vont en décruissaiit, du moins i partir de l’un d'eux. S’il en est ainsi, rinépalilé ci-dessus sera véritiée dès que i’on aura
(*•) Toujours en supposant n constant.
("'] Indéfiniment grand aigoilie ici ; (pd croit indéfiniment.
9. Hemarquâ, Cette ]irn|iosition , beaucoup plus générale que le Théorème II, n’exprime pourtant pas une propriété qui appartienne exclusivement aux séries convergentes, l'our le montrer sur un exemple' simple, considérons la série divergente
En supposant p=n , nous aurons
•»+r (n-|-2)l(n+4)^ (2ii-|-IJ/(2n-flT
Tons les termes du second membre sont moindres que — : donc
' ntn
et, conséquemment, — S„) = 0.
Ainsi, ta somme d'un nombre indéfiniment grand de termes consécutifs peut avoir pour limite zéro, sans que la série soit convergente (**).
10. TnÉORÉMK IV. Si les termes d'une série sont, en valeur absolue, respectivement moindres que ceux d'une série convergente dont tous les termes ont même signe, la première série est convergente.
Démonstration. Décomposons la somme S„ des n premiers termes de la série convergente en deux parties a„, b„,' a„ représentant l’ensemble des termes correspondant aux termes positifs de la première série, et b„ la somme de ceux qui correspondent aux termes négatifs de celle-ci. Désignons par S'„, o’„, b’„ les quantités analogues, relatives à la première série. Nous aurons S„=:a„ b„,
La seconde série étant convergente, les sommes positives croissantes a„, b„ ont des limites at, p ; donc les sommes positives croissantes a',, b'„. respectivement moindres que les premières, ont des limUes a, p'; et la somme S'„ a pareillement une limite, égale a «'-P'.
(■) Voir plus loin, n" i».
**} Cède ])roposiiion jusUHe ce ^ue nous avon^ dil ci-KJessuf^ (n* 7).
CHAPITRE II. — théorP;mf;>; sur la convergence
11. Retnarqttes. I. Il est évident que le même Ihéorème subsiste lorsque les termes de la première série sont égaux à ceux de la seconde, respectivement multipliés par des quantités positives ou négatives quelconques, mais fimes.
11. Si In série convergente donnée n’avait pas ses termes de même signe, la proposition pourrait être en défaut : en effet, la différence a„ — b„ peut avoir une limite, bien que les sommes a„, b„ croissent . indéfiniment (*).
III. La série
, , g+c , fa+c)(2a+c) , (g+c). . .(n— 1 o+c)
h+c (6-Hc) (26+C; (fc+c). . .(n — I 6+c)
dans laquelle a, b, c sont des quantités positives, est convergente si a est inférieure à b. Dans le cas contraire, elle est divergente.
(•) Par exemple, ainsi qu’on le verra plus loin, la série
est convergent», cl la série ,
est divergmte.
(“) 1.3 somme de celle série, ordinairemenl désicnée par la lellrc », est la base des losarilhmes népériens.
•"'*) Eile a pour somme
8 lïRAlTÉ ÉLÉMENTAIRE DES SERIES.
En cflét, dans le premier cas, les termes sont, à partir du troisième, respectivement moindres que ceux de la progression décroissante
. >+s+rÆ)'+ +(s-:)'+
'etc.
^ Réglet de oonvergencc.
• TnKORÉMB V. Une série est convergente si, à partir d’un certain rang, le rapport d’un terme au terme précédent, pris en valeur absolue, est constamment inférieur à un nombre donné, moindre que l’unité.
Démonstration. D après le Théorème IV, il suffit de considérer le cas où tous les termes sont positifs. Or, si Ton a
a. étant une constante positive, inférieure à l’unité, il en résulte que les termes
sont respectivement moindres que les termes de la progression décroissante
a“n. a’tfn ’
Et comme cette progression forme une série convergente, il en est de même pour la série proposée.
14. Remarques. I. Ordinairement ce théorème peut être énoncé ainsi : Une série est convergente, si le rapport d'un terme au terme précédent , pris en valeur absolue, tend vers une limite moindre que t unité.
• II. Cependant la première proposition est plus générale que la seconde ; il peut arriver, en clîet, que le rapport ^ n’ait pas de
Mn *
(■) A cause de
»a+c a+c nt-fc'^6 + c‘
CHAPITRE II. — THÉORÈMES SÜR LA CONVERGENCE
” limite déterminée. C’est ce qui a lieu , par exemple, pour la série ^
sin'f
sin*?sia’2v
^ _l j ^i-i sin*< p8in*2y...8!n*n9
(t+Aco 8 *<j))...( 14 -Acos’no) , ' " *
l-t-Acos*ç (l+Acos’ç)(l+fccos*2o)
dans laquelle on suppose
0<fc<l, 0<<p<jr.
Cette série est convergente, car rapport »
sin*(n4-t)o • . ■
' Um l+*cos‘(n+l)ç
est inférieur à k (*).
ni. Si lous les termes ont même signe, et gue le rapport ait
Un
pour limite ï’uniti, la série peut être divergente (**). , •
IV. En conservant les notations précédentes, et en supposant tous les termes positifs, on a • • .
En eflet, les inégalités
**n+l^***ni ,
donnent
etc. • - ’ '
AppiiCATions. I. La série exponentielle
^-"r+rs+v
est convergente, quel que soit x (***).
En cITet,
lim-±-' = Zfmî=0. '
Un n
(*) Excepté pour les v.ileurs lie » qui donncraienl .'i«‘(>n-l)<ii=!l. Mais, dans ce cas, .
1 arc P .serait commensurable avec la circonférence ; et, à cause de sin [iit-f- *)?— 0, la série se réduirait à un polynôme.
(“) Ceci sera prouvé plus loin.
(“■) La somme de. celte série est •*.
10 TKAITÉ F.IÆMF.NTAIRE DES SÉRIES.
Théobèmr VI. Une série
M| + Mî + “«H" + U„+
est convergente ou divergente, suivant que la valeur absolue de ^u„ tend vers une limite À inférieure ou supérieure ù l'unité.
Démonstration. Soit x une quantité comprise entre 1 et X. Dans
(•) On vfirra plus loin que celle série est convergente |)Our a?s=— 1, dnvrâren/o pour
(**) Cette série, développement de (1-f-x)"», est encore convergeole iorst|ue x=3ch f , m êlanl poslUffc ou lorsque x = i . m étant compris entre 0 et — 1 (Compfef rendue de l'Académie des xciences, 86 octobre l«r>7).
Applicatios. La série
est convergente ou divergente, suivant que x est, en valeur absolue, inférieur ou supérieur à l'unité (*).
On a effectivement
lim\/u„=x.
18. Théobème VII. Si les termes décroissent indé^niment, et qu'ils soient alternativement positifs et négatifs, la série est convergente . Démonstration. Soit la série
dans laquelle nous supposons
>««-.> «B >«Wi> ^ '
et, en outre, ' '
limu„ = 0. ‘ .
(•) On suppose a po>Ulf, ou au moins non eniier. .
{'*) Si les premiers Icrmcs ne saüsfai^iaifnl pas à ces comlUioiis, on reprcsenlerail jtar U| le lerme à parlir diiriuelf la série devenant elle* sont vérillêes, Tar exemple.
dans le cas de la série
tO 10»
choe plus haut (5), on furail
lO'l
’ ti.ii ' i ■
lî TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIES.
Si, pour Gxer les idées, nous supposons n pair, nous aurons :
— Ml (m, U,) («4 Ugy ..... (Mh— 2~“U„_|)— M„.
Ainsi, les sommes de rang impair vont en diminuant, et les autres vont en augmentant. D’ailleurs, la différence
n pour limite zéro ; donc ces diverses sommes ont une limite commune S, comprise entre deux sommes consécutives quelconques.
19 . Remarques. I. Si les termes, alternativement positifs et négatifs, et décroissants, tendaient vers une limite X differente de zéro, la série serait indéterminée. En effet, les sommes S,, S,, Sg, ... S„_, iraient encore en diminuant, et les sommes S,, S,, ..., S„, respectivement moindres que les premières, iraient encore en augmentant ; en sorte que les unes et les autres auraient des limites. Mais, à cause de /tm u„= /im (S„_, — S„)=X,
^oii aurait /imS„_, — limS„=X,
Ainsi,, fa limite des sommes de rang impair serait égale à la limite des sommes de rang pair, augmentée de X {').
(*) Soil la série
aiii|iu'l cas " 1)11 a
ilolIC
3 3 i $ Sn • Sn+t
Km u*=t. ^
, fi 3\ n 5\ / Sn SIM-1\
■~l.s'*'3.*'’' "^(Sn— l)Sn
8^3 * 8n-l an’
lim Sn = li.
Théorème VUI. Let mimes choses étant posées que dans le
Théorème VII, l’erreur t que l'on commet en prenant la somme S„, au lieu de sa limite S, est inférieure au terme u„ 4 ., qui suit celui auquel on s’arrête.
Démonstration. 1° Si n est pair, on a S„<S<S„+.;
d ou ^ S S„ ,
c’esl-à-dire s
2° n étant impair, on a
puis S,i— S<S„— S„+, ;
et enfin '
21. Remarque. L’erreur e, prise positivement ou négativement, suivant que n est pair ou impair, est égale au reste R„ de la série.
22. Théorème IX. Une série composée de termes positifs et de termes négatifs est convergente si les groupes successifs, formés par des termes de même signe, diminuent indéfiniment.
Démonstration. Supposons que la série se compose d'un certain nombre de termes positifs, suivis d’un certain nombre de termes négatifs, suivis, à leur tour, d’un certain nombre de termes positifs, etc. Représentons par g, la somme des termes formant le premier groupe, par — la somme des termes formant le deuxième groupe, etc. Le terme général u„ appartient à un certain groupe g,-; par conséquent, la somme S„ est comprise entre
S(i—ÿî+ffj— ••••"• ±3.-1 —
D'nn aulre cAté,
I (i 31 \l il \în-S îfi-l/ •
~ ri (in-a)(Sn-i)l
==*_ri_l+l_ + _! L_T
La a i *n— a an— ij’
donc iimS„_,= a — (1 — (S),
nu /itnS,_, = l +lim S».
D’après le Théorème VU, ces deux somines ont une limite eymmune S. Donc aussi
Itm S«=S.
Ü3. •Appucatio.'i. La série
est convergente.
En eiïel :
1 De ÿi— 1. S'i — 5+^*
on conclut
puis
limgi= 0.
donc
i]. .fu *1
îh"’"-''*. Lf + 1 l’+S.J (i+l)(i+2)
(i'4-i;fi’+3|-) e >4
(i4-l )(•+■>) (•+lt('+2)’
ou
quantité positive. ^ ^
24. Théorè.mk X. Les mêmes choses. élaHi posées que dans le Théorème IX, l’erreur que l’on commet en prenant la somme des | premi^s groupes, au lieu de sa limite S, est inférieure au groupe de rang 1+^;
4 * ^ lÉ^ ^
La dénionstralion est semblable à ccjle du Théorème YUI,
25. Lemme I. Si f(x) est une fonttion positive et croissante, dont
la dérivée soit décroissante, on a "* ' •
f{x+h)-f{x)<hÇ{ar) (1),
f{x)-f{x-h)>hr{x) (2).
CHAPITRE H.— l'HÉORÈMES SUR LA CONVERGENCE. Ij
Ceü deux illégalités, qui deviennent évidentes nu moyen d'une figure, peuvent aussi se démontrer comme il suit :
Soient
^{h)=f{x+h)-f{x)-hr{x), .^{h)=f{x)-f{x-h'^-hr{xy, ■* d’où
D’après la seconde hypothèse,
La fonction <p(A), ayant une dérivée négative, est décroissante. D’ailleurs, elle s’annule avec h: donc, etc.
26. Lemmb II. Soit f(x) une fonction positive et indéfiniment décroissante, du moins à partir de x = a — 1; soit F(x) ta fonction primitive de f(x). On a '
/(a)4-/{o -+-!) + -f-/Io4-n— l)>F(a+n) — F(a) ’
/(a) +/(a + 1 ) + -tf[a+n — 1 )<F(a+n— 1) — F(o— 1 ) ( 4) .
Les inégalités (1) et (2) donnent
f{x-^nh) — f{x) <C.hff[x)-\-f(x+h)-i- +/'(j;+n — ^14)],
Remplaçant f par F, f par x par a, et 4 par l, on a les inégalités (3), (4).
27. Remarques. L^Ce second lemme est évident à l’inspection de la Uguru ci-contre (*]|,
* ' . n CelW mélboUe lrè*-*impie a élé employée par M. L. Olivier {Journal dt CrtUt, ■ ■* I. II).
TRAITÉ Ét.ÉMENTAIRE DES SÉRIES.
II. Si F(a:) devient infinie pour x = a—\, on remplace l’inégalité (4) par celle-ci :
qui équivaut à
28. Tbkobë.«e XI (Théorème de Cauchy]. Si f(x) esl me fonction positif et indéfinimenl décroiteanle, la série
est convergente ou divergente en même temps que la fonction primitive F(x) (•).
Ce théorème est évidemment contenu dans le Lemme II.
Corollaire ("). Les séries
5/3 (//3) >-t* ^ ^ (ij+ 2)/(n-+- 2) [U(n -f 2 )]'+* ^
sont convergentes lorsque k est positif, divergentes si k esl nul ou né< gatif.
Démonstration. 1° Si l’on suppose
A®) Qct+t' A*) x(/x)>+*’ x/x(/te)>+*’
on a
fc(/x)‘
it(//x,*’
et ces diverses fonctions primitives sont convergentes ou divergentes, selon que In constante k est positive ou négative. Il en est donc de même des séries correspondantes (Théor. XI).
(•) Pour abréger, nous tli.-ions (lu’uDe fonciion de x etl convergente, lorsque, x croissant iiiüéliiiimenl , elle leiid vers um: liniile. Au contraire, une fonciion iKvtrgenle esl celle i|iii devient intinie avec la varialile. ,
f’} Dû à M. Bertrand (douma! de Uomilie, t. Vil).
CHAPITRE II.— THÉORÈMES SUR LA CONVERGENCE
2" Soit
alors
xlxllx’’
F{x)—C+lx, F{x)=C+llx, F{x)=C+Ulx, etc.
30. Théorème XII. 1“ Une série composée de termes positifs et indéfiniment décroissants est divergente si, o partir d'une certaine valeur de n, on a constamment
ou n„>-.
d étant une constante positive ;
2® La série est convergente st , à partir d'une, certaine valeur de n, on a constamment
nln{ltii)>+s'
OU, ete.,
d et k étant des constantes positives. ' ,
Ce théorème résulte immédiatement du corollaire qui précède, joint au Théorème X.
31. Théorème XIll. Les conditions de convergence de foute série à termes positifs et indéfiniment décroissants sont comprises dans le tableau sut'uant :
CONDITIONS
î*rCESSAIBES.
scm«A5TBs.
Itm nu„=o, lim n/ntin=a, lim nin(Hn)u,= 0 ,
Um A,
lim nlnUa(ln)V=B, liti» oln/l»««(Un)*= C,
Démonstration. Les conditions nécessaires n’exigent aucune explication : elles résultent du corollaire ci-dessus (29). Relativement aux conditions suffisantes, il suffit de faire observer que si le produit
nu„n* tend vers une limite A, lorsque n nu{;;meiile indéfiniment, on a
donc la série est convergente (Théor. XII, 2°) ; etc.
32. Remarques, I. L'appirention des règles qui résultent de ce tableau permettra toujours de savoir si la série à laquelle on les applique est convergente ou divergente; c’est-à-dire que l’on n’aura pas, indéfiniment,
En effet, quelle que soit la valeur attribuée a n, les fonctions In, Un, lUn, ... finissent par devenir imaginaires ('*).
Si l’on considère les équations
æ’ ^ alx' ^ xlx(lU)' ^ xtx[Ux){lUj:)
et les. courbes qu’elles représentent, on voit que les ordonnées de ces lignes sont positives, finies et continues à partir de
De plus, les points d’intersection de deux courbes consécutives ont pour coordonnées :
(") -Nous supposons, pour plus de simplicité, que tous les lemies de la série ont été multipliés par un facteur choisi de manière à rendre égaux à t'nnilé les numérateurs des
fractions de la forme -
nin * ntnUn'
(") Faute d'avoir fait cette remarque, un géomètre a jicnsé qu’une série peut avoir
pour terme général - , ; — , le nombre des facteurs du dénominateur étant iii-
nin (Un) (Ufn). . .
Uni, et que nie cas de celle série (dont tous les termes seraient imaginaires!) est en quelqtu sorte le point Je jonction des séries convergentes et des séries divergentes, n
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AppÛcations. I. La strie
ttl ditergetUi. ' En eiïet,
U. la série
lim nu„ = lim ^r- = 1 .
_L + JL + Ü__l. +
est convergente ou diveryenle, «uivanl que a surpasse ou ne surpasse pas f unité.
En pemier lieu,
lim nu„ = lim
Pour que cette dernière limite soit zéro, a doit surpasser l’unité. D’un antre côté,
lim nu-.n*= lim n = 0,
*si, a étant plus grand que l'unité, on prend k<C.a — 1. Les deui premières conditions (31) étant vériBées, la série est donc couvergente (*).
IV. IxL série
:nm — 7 . hm
fi+l
ltl{n+i)
est convergente si a. est positif, divergente si a est nul ou négatif. 1° On peut écrire
Cette quantité a pour limite zéro, si 1 + a est positif.
en posant Par suite.
~”L«(n + oJ p'+*L «l«+t) J l V "^n+l/J U("+É’«{"+*)_
pi
puis
lim nu„=0.
\ \lH-l-il+g
n+ll
si la quantité a est positive, et que l’on prenne k= a , on a
lim »i«„n‘=l ;
donc la série est convergente. *•
4“ Soita=0. Alors
«»«•» '((n+DOin+t)’
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et cette quantité croît indcHnimcnt avec n (*) : il y a donc incertitude sur la nature de la série. Mais
In
lin
donc lmnlnlln,u„—l :
la série est divergente (**). ' •
5° Elle l’est, à plus forte raison, si « est négatif.
Antres règlei de oenvergence.
34. Les règles précédentes deviennent peu commodes lorsque le terme général, u„, est un produit dans lequel le nombre des facteurs croit indéfiniment avec n. Quand cette circonstance se présente, on peut recourir à de nouvelles règles (*“), qui résultent des propositions suivantes.
Lehhe I. Les séries
~ (n+l)[((n+lj]i+*
sont convergentes si k est positif, divergentes si k est nul ou négatif (29).
(•) En eflèl, si l'on pose n+l=e», on Irouva
les trois premiers facteurs ont pour limite l'unité, le quatrième devient inrinl avec a; etc.
(■•) VincertUude no cesserait pas si l'on appliquait la deuxième condition nécessaire et la deuxièm'^ condition snfflsdnte (Tbéor. XIII): c'est pourquoi nous avons cherché imnié. diatement la limite de nlnltn.u„.
(”•) Ces nouvelles règles ne diffèrent pas, au fond, do aelles qui ont été données, soit par M. Bertrand {Journal de Liouoille, t. VII), soit par M. Paucker (Journal de Crelle, t. XI.II'.
Lemme II. Les quantités
dans lesquelles k est supposé compris entre 0 «1 1, tendent vers ( — k), lorsque n croit indéfiniment.
Soit .
d’où
On Are de là
puis
*(t-l) n jn+ty-k
''îJ+i’
'‘mIï
et enfin
lim X =
Soit
d’où
(*) Pour abréger, nous admettons les deux inégalités
(I— ta, (I— a)*>l— ^
dont U démonstration est facile.
Olte iransformaiion est admissible; car k toute valét^ de n correspond nne «alenr de p. En outre, ces deu\ quantités deviennent, simultanément, uulle.s et iiirinies.
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puis
et enfin (')
lim B =: — fc.
C=(n+2)/(n-I-2)//(n-I-2)[^(^^^ — iJ
Soit
d’où
Soit encore
d’où
l(n+2)=pl[l-l-;~].
Ces valeurs donnent
puis
/»mC=: — fc;
etc. (**).
37. Théorème XIV. Une série composée de termes positifs est convergente ou divergente, suivant que la première des quantités
/im|(n+l)!^^— n],
• <im [(n -1-1 ) /(fH- 1 )^ — n/nj .
lim j (n-j-l) /(n-È'l)^i{N-+-l)— — n/nl/nj ,
qui n'est pas nulle, est négative ou positive. ’ ‘
Supposons, pour 6ier les idées, que l’on ait constamment, à pactir d’une certaine valeur de n,
(•) A caiise do —e.
(■*) Il ne ser«U pas difflcile, au moyen d'un nlsoiincnienl toniiu, de faire noir mic la propoaiüon énoncée csl generale. » .
y étant positif. D'après la relation
démontrée ci-dessus, on peut toujours assigner une valeur positive
de k, inférieure à y, telle que l’on ait, à partir de la môme valeur de n,
on
Mais, s il en est ainsi, les termes de la série proposée décroissent plus rapidement que ceux de la série convergente
donc la première série est convergente.
La même démonstration est évidemment applicable à tous les cas (*).
■■58. Remarques. I. Si l’on pose
r.= n/'î±i-i-r,/(,H-l), r,=nlnl‘.^^r,ll(n+l).
on pourra roodificr ainsi l'énoncé précédent :
. ( ) Si le leclcur éproiivail quelque dilDcullé à comparer les binAmes il pourrail remplacer celui-ci par
Lfi-f-2 J
En eOei, colle dernière quanliic a la même limite que B. Celle leinarqne subsiste pour les autres binômes.
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Une série composée de termes positifs est convergente ou.divergente, suivant que la première des quantités
limr^, limr^, limrt, limr,,
qui nest pas nulle, est négative ou positive.
H. D'après le lcramc II,
lim ni ^^=1 , lim n/nl , lim rdnllnl •
n In lin ' ’
donc
lim r,=l + /»m [r,I(n+l)], lim r,=l+lim [r,I/(n+l)]. 59. Applications. I. Les séries dont les termes généraux sont
IMhÿ
— î — — ) ft — -] fl —
(fH-2)/(n4-2)//(n-H)
— ]fl
iuiuj
^fH-2 1 n-+-2 U n-j-J;
sont convergentes si k est positif. Dans le cas contraire , elles sont divergentes.
D’après cc que l’on a vu précédemment (29), il suffît de considérer la première hypothèse (*).
Or, pour la première série,
lim r,= — k.
Pour la deuxième.
(') Ea effet, si l'on suppose k-
0, on oluient les séries divergentes
Si k est négatif, le terme général de chaque série n'a pas pour limite zéro; etc.
donc
etc.
II. La tirie
limr^=—k (•);
...(t+ig-)
dant laquelle a est un are positif, moindre que | , est convergente ou divergente, suivant que cet arc surpasse ou ne surpasse pas l’unité.
1" On a
* rt+l
1— ».*g— TT 1 TT“-
t+tg
l-(-lg ■
A-4-lg
’fH-l
donc <imr, = l-— O.
Si a surpasse l’unité, cette limite est négative, et la série est convergente.
’ 2” Sia = l, /tmr, = 0. Mais, dans ce cas,
11— nig;
r,I(nH-l)=-
1— nlg^
t-EIg
La limite du dénominateur étant l’unité, il suffit de considérer le numérateur. Or, à cause de
tgx>», tgx<— ^n,
on a 1 — ntg, <" — r, 1 — ntg ■ > r: ri —
Sans qu’il soit besoin d’aller plus loin, on voit que /im| 1— ntg^J/(n-^-l)=0 ;
(’) Pour simplilier le calcul, nous modiUons la règle, de la manière indiquée ci-dessus (37, noie).
('*) La seconde inégalité est une conséquence des relations sini<ic, cosa:>l —
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donc /tmr,= l:
la titie est divergente.
' 111. Discuter la série
<H-c o'-f-o' ((H-c)(8o-H!) (o'-+<')(îo'-+-cO
Vf
(6-K)(2<h-c) (n^ iH-c) (6'+c')(2i'-l-c').....(n^l 6'-(-c')
J tio-H’ na-)-c
nb-\-c ' nb'-\-c'
(aa' — 66')n’-+-(ac'-H:o' — 6c' — cb')n
66'n’-(-(6e’-H6')n-t-cc'
2° Si aa' — 66' est différent de zéro,
aa' — 66’
timr.= -
bb'
Suivant [que cette quantité est négative ou positive, la série est eotivergente ou divergente.
3” Si aa'=±:66', {(mr,= 0, en sorte qu’t/ g a doute. Hais, daitè ce cas.
- , , , , (oc'-Wo’— 6c’ — c6’-<-66')n’-(-(ac'-Ka')n-Kc'
66'n*-|-(6c’-K6')fH-cc' ’
puis
lim r,=
ae'+ca ' — 6c' — c6'-t-66' 66 ' •
4° On peut toujours supposer 6 et 6' positifs. Dès lors, la série est convergente ou divergente, suivant que l’on a
oc'+cu — 6c’ — c6'4- 66' ^ 0.
5* Si ac-t-ca' — 6c’ — c6'4-66'=0,
il y a doute. Mais, évidemment, lim [r,Z(n-|-l)]= 0; donc
lim r,= 1 :
la série est divergente.
Ou Itriu à tcrnu oroittanU et déeroiManU.
40. Jusqu’à présent, nous avons supposé que les termes de la série proposée décroissaient indéfiniment, du moins à partir de l’un d’eux; et nous avons indiqué diverses règles au moyen desquelles on peut, * dans tous les cas, reconnaître la convergence ou la divergence. Hais il
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peut arriver que le terme général m„, tout en ayant pour limite zéro, soit exprimé par une fonction de n tantôt croissante et tantôt décroissante (*). Il paraît très-difficile de trouver des règles simples, relatives à ce cas singulier. Nous nous contenterons d’énoncer la proposition suivante, analogue au Théorème IX :
III. Soit euGn
. nir , nrt nsiD n*cos^
nous aurons la série
3 ' 36 7 6*~'“9~'”l00 H lU”'”'
que nous pouvons réduire à
g,— 9i+9)—9i + ±ffi=P
en posant
Par conséquent, la série est convergente (”).
43. Rehabque. Une série à termes allernativemenl positifs et négatifs, et dont le terme général a pour limite zéro, peut être divergente. Pour justifier cette proposition, il suffit de considérer la série
(') Oo verra plus luin que celle série a pour somme "J" ••
ÎT Tt*
("■) Elle a pour somme -h —
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KffeclivemeDt, la somme des 2n premiers termes est
doDC la série est divergente ('].
Del lériet îmegmairec.
44. Définition. Vm série dont le terme ^^éral a la fomt^ est dite convergente, lorsque les deux séries
Pt + P> + (3|+ +(3i«+
sont convergentes.
On voit que les conditions de convergence d'une série imaginaire donnée se ramènent immédiatement aux conditions de convergence de deux séries réelles. La proposition suivante réduit très-souvent l’examen de la série proposée à celui d’une seule série réelle.
4iS. Théosèiib XVI. Une série imaginaire est convergente, si la série formée par les modules de ses termes est convergente.
Si l'on met^le terme général, + — 1, sous la forme
P„(cos 6)„4-J/ — 1 sinw«),
p„ étant le module de u„, les trois séries réelles dont il s’agit seront
Pj cos u,-4-p, cos w,-}-
p, sin 6), Pj sin <a,-4- -|- p^sin Un-t-
pi +Pj + + P» +
(q Celte térieapparlient bleu SI la clatseque nous veBODS d'examiner; car, èvidemineal,
D'aiManrt, pour réduire à la même Tonne lee termes de rang pair et lea termes de rang . Impair, il sufflt de prendre ,
' cos (»-4-l)lt •'
- CM fUC H- GO»
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Or, si ccUc dernière série, dont tous les termes soM positifs, est convergente, les deux autres le seront pareillenncnt (Tbéor. IV).
46. Remarques. I. Si le module p„ n’a pas pour limite zéro, ^ série proposée est ditergenle ou indéterminée.
En effet, à cause de
une, au moins, des quantités a„, (3„ n’aurait pas pour limite zéro.
II. Si le module p„ a pour limite zéro, et que cependqnt la sfrie des modules soit divergente, la série proposée peut être çqntergente, • Par exemple, la série
dont le terme général a pour valeur
ir n" , •/ — r • "'1 -[COS-+I/-1 8.n-j,
est convergente, bien que la série des modules
soit divergente (*).
47. Lemme (Théorème d’Abel). .SdfetMji,, u,, ,u„des quantités
réelles, positives ou négatives. Soient ' t',, t e„ des quantités
^Itsitivet, décroissantes. Si, pour toutes les valeurs de n inférieures à une certaine limite, on a i,
on aura aussi
la lérie proposée a pour somme
Détnonslralion. Posons, pour abréger,
*n=Wi4-w,+ s„=e, U, + £,«,-}*-
Nons aurons
et, par conséquent,
Mais, les différences e, — e,, e, — s, e,,_, — e„ étant positives,
* on a, d'après l’hypothèse :
{^n—i E«)A <[ (£a_i S,i)Sn— I <C (^n— i — *n)Bt
Ajoutant toutes ces inégalités membre à membre, et réduisant, on obtient
41f. Tuborkme XVII, Si les termes
d’un* série convergente ou indéterminée, sont respectivement multipliés par des quantités
positives et indéfiniment décroissantes, la série
ainsi formée, est convergente.
Démonstration. En conservant les notations du numéro précédent, on a d'abord <
SiA<S„<e,B.
Ainsi, la série (1) n'est pas divergente. Elle ne saurait être indéterminée ; car
lim t„u„ = lim e„ . lim u„= 0 . lim u„=0.
Donc celte série est convergente.
CoHOLLAiRE. Si oucune des deux séries
cos U, -1- cosu, -Hcosm, + + cos u,+ (2)
sinu, + sinu, 4-sinu, + -f- sin u„H- (3)
n’ssl divergente, et que les modules
Pi' P»’ P» P». .
dieroissent indéfiniment, les deux séries
p,cos u,4-p,cosu,+ -}-p„cosw„+ ,
p,siu u,+p,sinu,+ 4-p„cosu„-t-
seront convergentes.
30. Remarque. Supposons que u„ reprt^senle l’angle furraé avec une droite fixe OX par une droite mobile OA„. Alors, la condition dont on vient de parler, relative aux séries (2), (3), est ordinairement vérifiée (*) , lorsque la droite mobile ne reste pas dans l'intérieur d'un angle fixe BOC. On conçoit, en eiïet, que si la droite 0A„ tourne autour du pôle O, chacune des fonctions cos u„, sin u„ repassera périodiquement par les mômes valeurs, sinon exactement, du moins à fort peu près, et que, par conséquent, les séries (2), (3) seront eonvergentes ou indéterminées. .Si, au contraire, la droite 0A„ tend vers une position limite, ou mémo si elle oscille dans l'intérieur d’un angle ROC, les fonctions cosu„, sin u„ ayant des limites constantes, ou du moins tendant à la forme a±s, les séries dont il s'agit deviendront divergentes (“).
Application. Les séries
p,cosa-f-p,cos(a-|-d)-f-p,cos(a-t-2d)-T- -l-p,cos(o-l-n— 1
p,sin a-|-p,5in (a-|-d)-}-p,sin(a-|-2d)-|- -|-p„sin(a-|-n— 1 J) 4 -
(•) Peut êlre |>ourrail-OD «lire ; est toujours vérifti».
(") Cependant, si tim cas «„= o , l:i sdrie (S] pourra être convergejile. De même pour l’autre st^rie, si tim sin »i,=o.
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tout eonvergenles lorsque les modules pj, p,, p„ décroissent
indéfiniment. Cependant, si 3=’2ki:, elles peuvent être divergentes.
1® Si l'on pose
cos a-4- cos(a-|-^)+ cos (a-f-2o) + -}-cos ,
sin o-t- sin (a4- ^)-l-sin (a+ -1- sin (a+n — liî)= B„ ,
on trouve aisément (en supposant sin^fî différent de zéro) :
A„ = — ^cosluH — ^o'). B„=— j-sin|o-|- Jj.
sin-i
Chacune de ces deux sommes est comprise entre H et ^ ;
sin -A sinr^
donc (49) les séries proposées sont convergentes.
2® Dans le cas où l’on aurait sin jd = O, ouJ = 2/En, les séries se réduiraient à
d, cosa + J,cosa-I-d,cosa+
d, sin a + d, sino+ djsin o-i- ;
en sorte qu’elles pourraient être divergentes.
62. Remarque. Si d est commensurable avec la circonférence, les fonctions A„, B„ sont pértodignes,- et, par conséquent, les séries
cosa+cos(a-t-d)4-cos(o+2d)+
sina-|-sin(a+d)-f-sin(a-|-2d)-|-
sont indéterminées. C'est donc à tort que divers géomètres se sont proposé d’en déterminer la somme (*). Dans le cas où les arcs d et rr n’ont pas de commune mesure, les mêmes séries sont encore indéterminées; car
(•) Vojei, ci-ilessui, la noie du oiiméro ♦. Vojei aussi les StmtMlu Annatn dt MelMmaiitfufs, I. III, p. 570. ••
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A„ = — ^-j- I sin (o4- a)— MM (a— g) ] .
B„= — l^[cos[a— 5) — cos[o-f-=^ <î) | ;
2sin-A \ -I \ - / I
et ces fonclioiis, sans repasser périodiquement par les mêmes valeurs, d’une manière absolue, n'ont pas de limites fixes (*).
(*) Le leoieur qui voudra èludler d'une m2nière plus complète la conoer^fnre des séries périodiques, dr\n consulter lesiravaut de MM. Üiricblet, MalnuUiO, BJOrifng, etc.
Problème I. Sommer la tirie convergente
Solution. En faisant attention que
ji(n-H ) « n-H ’
on a immédiatement
+(i— ,7 Tt)'
Par suite,
JÎ4. Problème II. Sommer la série convergente
Solution. Pour ramener ce problème au précédent, posons
ii(n+l)(n+2) n(n4-1)”^(a+l)fn+2) '
Nous aurons
1 = (n-(- 2)A 4-nl!.
Pur conséquent,
■^n(n+l)j“2[2T5 "^(B+lJ(n+2)J ’
(ri+l)(n-t-2)l
CHAPITRE III. — sommation DE QUELQUES SÉRIES
lia. La méthode que nous venons d'employer est applicable h toute série convergente ayant pour terme général une fraction rationnelle dont le dénominateur est égal au produit d’un nombre déterminé de termes appartenant à la progression
n-\-a, tt-f-fl-f-l, M— |-<i—
dans laquelle ii est une constante quelconque. Cette proposition sera suftisamment démontrée par les deux exemples suivants.
^i. Pboblémb ni. Sommer la série déterminée par
Solution. Si l'on pose
n(n-H)(n+3)fnH-4) n(n+t)'*"
on trouve aisément
(n+l)(rH-2) ■'■(n+2)(/.+3) ■*"(n+3)(*+4)’
î-+dV’
D'ailleurs, ou
et, par ce qui précède,
~Jr+T’ n+i’
■i, i(i-l-l)~3 rH^’ ?(|-H) 4 n+4’
donc
En efTectuant, on obtient 13 7
(*) Il e.U (ris-facile de reconiullre qne, la série élani eODvergeDtc, la décom|iosilioii essayée est possible, et qu’elle l'est d'une seule manière.
d’on
57. Pbobléme IV. Sommer ta série contergenle So-t-l . 2a-(-» 2a + w
(<J-f-2)(a-f-4)(o-H$) (a+n)(a-+-n+îl(<H“B'+^)
Solutiou. Décomposant le terme général en
(iH-n)(<H-n-H) ((H-»+l)(o-l-n4-*) (a-4-FH-2j(o-f»-f-3l
et opérant comme dans le Problème III, on obtient
O I fi*^l 6 O— f“i2 O I fl I 2 3 0-^0 Qr^n ^ 3 * ^
.. I- .. loto t a — 3
puis S = itfnS, = - r4--n — ^ T--
58. PBOBLÉne V. Trouver la somme des n premiers termes de Ut série
Solution. Pour appliquer encore la méthode employée dans le Problème I, essayons de décomposer le terme général en deux fractions de la forme
An— 1 A»
(0-H)(cH- 2) (o-+n-2)’ (o-t-l)(o+2J (o-Hn-1)’
ou, cc qui est équivalent, posons
Soit
nous aurons
ü;tte équation devient identique si l’on prend
n Ou iU|>|M»e a |«(silit, ou mil. ou ni'galif non oniier.
i") Cuininu |iréii'deiuniiMil, la coiiaUinlc a ne doit point iire éjîale à un eiilicr négalif.
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(a-f-l)(a-t-2)....(o+n— 1) fl— 1 L(a+l)(o-t-2).— (»+»— 2) (a+IKa+2)....(<H-«— 1|J’
ce qui, du reste, est évident. '
Par suite,
OU
Si a lurpoête (unité, ta fraction
déeroU indéfinitnmi longue n augmente (’). Donc, dans ce cas; la série est convergente (*‘). et l’on a
S= limS„ = -^.
Remarques. I. Lorsque a surpasse l’unité, la série
~a+l ~(a+l)(a4-2) (a-(-l)(a-(-2) (o-Hi— 1)~
a la même limite que la progression
Il 1 *'
(■) Soient a=I-M, el '
„ (a+l)(a+il (o-t-n-l)
Il en ^é^uUe
-vi(.-^!).
Or.
, I lim
donc !• Il sene dont le lenne général sérail **• divergente ; S» IP, croit in-
déliniment avec n; ü" ^ a pour limite zéro.
(•') Les règles données dans le cliapiire pretedeiil conduiseni au même resulUL
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II. La seconde série est plus convergente que la première. En effet, si I on représente par R„, R„ leurs restes respectifs, savoir : 1 - 1.2.3 n
60. PaoBLÈME Vi. Trouver la somme des n premiers termes de la série • '
(6-H)(M-g) (fr-hn-l)
(<H-l)(a-»-2) (a-ffl— 1)'
Solution. 1» En opérant comme dans le Problème V, on trouve
a— fr— 1 1“'
2 Si 6 est plus petit que a — 1, la série est convergente; donc, dans ce cas.
lim S-=S = -
tZ
, 5..S ^ ri.S.7 8.10 ■^ 8 . 10.12
6Î2. Problème VII. Sommer la série
14-— I (*H-c)(fr-t-2c)..'...(5-(-ÏÏ3îcJ <H-c (a+d{a+ic)-*- +(a-i-c):a+2c) (a+irric| + ’
Solution. On déduit cette série de celle qui précède, en changeant
6 en ^ et a en -. Conséquemment,
n La plupart des séries précédentes ont été traitées par Mac-Laiirin, Stirling, Lorgna, etc.
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g I r ( 6 - t-c)(fr + 2 (!] ( 6 -Ptig ) 1
" a — 6 — c[ (a-K){o+ 2 c) (a+n— le)J ’
et, si a surpasse 6 +c :
lim S „ = S = — .
6IÎ. Problème VIII. Évaluer
^»= 2 ïZT+ 5 TZï‘+ 4 i:zï+ (n+i)*— r ••
Solution . La fraction r — tti— . se décompose en (n+i )*— 1 ^
Vi î_). • '*
donc, en supposant n >2 :
VI— 4—! ! J Ll
-UVl ! L|.
et limS „ = S = j f).
Problème IX. Sommer la série dont le terme général est
Solution . Ce problème est la généralisation du précédent. Pour essayer de le résoudre, remarquons d’abord que
**" 2 lfLn+a — 6 n+a-t-frj'
(‘) II est assez remarquable que la série
i‘^i‘^îj-^n'^ 31 -*-
se réduise pour aiusi dire identiquement ù la fraction - . tandis que is série
i*'’»'^ia’'”îs'*’ 36 ~'’
it •
a pour lunile — — 1 .
RemaniuoDi encore que, si Ton retranche les deux séries leraie û terme, on obtient 1 1 I 1 7 s*
. 3.1 ’*’a .9 IT' ■ ’
(■■) On suppoee l 4 -o> 6 , aün qn’ll n’y ait pas de terme iiitloi.
d’où résulte
“"~“26LfH-p+o-<
Si
Ln-hp+o— 6 n+p+o+Aj
les termes de la série se détruiront deux à deux (à l’exception des premiers). Or, la relation précédente équivaut à p=2é; conséquemment : loMes t$$ foi$ qtu 3b sera un nombre mlier p, on aura
SALi+a— 6^2 H-o-6^54-o--6“*"
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J î_+ =irl_i .
ii_2« 2* 7*— 2* ■■ -il 2 3^* 5J~^0’
etc.
G7. Remarque. D’aprè.s les deux problèmes précédents.
i)»— 4« ' ■ ît|
(î+o)*— 6*^(3 -hj)«— *• (5-Wi)»— 4«
et
si b eti entier.
B8. Problème XI. Déterminer
S„=\ + 'iq + 3q*+ 4-nç’'"'. .
Solution. On a
îS„= ç-f" 2ç’+3ç’-+- **9" •
donc, en retranchant membre à membre (*) :
(l— g)S,= l-t-î+ 5*4- + q“-'-nq-, ■
ou
et, par conséquent.
(1— — aç":
On déduit de cette voleur, en supposant 1,
S = lim S.
Ainsi, la somme de la série convergente
1, '2q, 3q', iq"' nq‘‘~'.
(*) Ce procédé est loin à fait semblible à celui que Ton emploie, en arichtnélique, pour
ftémonlrcr la formule des progressions par qnolient ; S=
t**) En effcl, lorstjue 7 esi compri» tmire — I et -*-l. *'
/ffn7*=0 el ft/rni7"^0.
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obtenue en muUiplianl terme à terme les deux progressions
est égale au carré de ta somme de la seconde progression (*).
69. Remarque. Si la quantité q, au lieu d’être réelle, a la forme p(coso) + |/ — 1 sin tü) , la série considérée devient
l + 2p(cosM-|-l'''^^^^ siii6))-4-3p*(cos2(a+l^ — 1 sin 2a>)-|-
-|-wp""‘‘(co8n — 1 M-t-l/ — IsioM — 1 o))-t-.....
D’après un théorème démontré (45), cette dernière série est convergente lorsque le module p est inférieur à l’unité. Dans ce cas, la formule (A) devient
J, I (t — f tosM-t- pV — isinuj'
[I— ffcosN+v^^sin»]]* [t — P cos «)*-(- P* sin’ »)’
On n doue, en égalant les parties réelles et les parties imaginaires :
I — âp cüs w-f-p* oos (I — 2p cos 6>+-p’j* — pcnscajsin w
(1 — 2p cos »-+-?*)*
1 +2pcos<i>-+-3p*cos2(i)-I- 2 sin o> 4-3psin2b)-|-.
,-+-np"“‘cos(n — 1 )«.)-♦-.
-f-np"~’sin(n — 1 )w-4-,
70. PaoBLÈHE XII. Déterminer la somme des n premiers termes de la série dont le terme général est
.Solution. De
S,=a,’, S, =50, *4-0, (a, + 0 ,), S,=o,*4-o,(o,4-o,)-4-o,(o,4-o,4-o,), .... on conclut
2Sj— (oi-)-o,+a,)*4-o,’+a,*4-a,*, ,
et, en général,
2S„— (o,-|-<ij4- +a*)'-f-0i';4-a,*4- 4-a,,'. (D)
[*) I-a formuli' diibiiidine cooiliiil plus rapidemcnl i ce rcsullal.
II. Prenons, comme ci-dcssus
q = p(cosa+I^ — 1 sitiiii);
nous aurons, en supposant p<^ 1 ,
[1 — P (co8 m 4- v'^ï" sin »)1 [I — p’(cos2»h- sin2<a)1 ’
ou, après quelques réductions, ^
„ 1 — P cos » — ?• cos 2(11+ p’ cos 5»+ V ' — 1 ,'p sin iü+ p« sin 2 u — p* sin 3u)
fi — cos w P*) Il — ip* cos 2t.» +
D’un autre côté,
[p""' cos n — 1 o) + p" cos n&>-4- +p’""’cos 2n — 2 «ü]
-+ ^ [p"”' sin n — 1 tü +p”sin um + +-p*"~*sin 2n — 2o)].
(*) Pour vérifier celle formule, îl snftii de faire atteniion que
IB
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Donc enlin
^ [p"“'cosn— 1 m +p"cosn6>-|- -l-p”'“’cos2n — 2 m]
\ — P COSÛ» — p*008 2w + f*COS 3«
(1 — 2pfiosfti4-p*)(1 — îp*cos2w-f-p*) ’
[p»-‘ sin n — 1 M + p" siiino» 4- p*"~* sin 2n — 2 m]
, P sin <a-|~ S” — f*sin 5*
(I — 2f>cosu+f’)(l — 2f*cos2M+p*j" .(
PaoBLÈMR XIII. Somnter la xérie
a«<»i + a«4-i(“i + a.)l+a«w-2(ai + ai + a,)+
l’indice a fiant quelconque, mais constant.
Solution. A la somme S„ des n premiers termes, ajoutons la quantité
-i-a.)+aa+i(a. ■+•«*+ -»-«,+,)+
+ a»+«— i(an+i"+" { )}
nous aurons, en multipliant pr 2,
.! _îC :
(*) Nous les dimoutrerons plus loin. •>
(’*) Ce résultat, et beaucoup d'autres du même genre, sont dus à Eulc. eti Uoldbacfa. Voir 11 CorrrsporutaHce de ces deux géométries, piihliée par St. Fuis.
(•••) Si«=t( C,=iO.
CHAPITRE III. — SOMMATION DE QUELQUES SÉRIES. 47 d’où, en conKrvant les notations employées dans le Problème XII , '
APPLICATION ORS QUADRATURES A LA SOMMATION DES SÉRIES
74. En attendant que nous fassions connaître des méthodes générales de sommation, nous indiquerons quelques formules très-simples (*), qui permettent de sommer certaines séries, sinon exactement, du moins avec une approximation très-suffisante dans la plupart des cas.
7<S. Tubokème XVIII. Soit f(x) une fonciion positive et indéfiniment décroissante, du moins à partir de x = a — 1 ; soit F(x] la fonction primitive de f(x). Si l'on désigne par S„ la somme des n premiers termes de la série
on aura
76. Remarque. Si F(a:) devient infinie pourx=a — 1, on remplacera la seconde formule par
ainsi qu'on l'a déjà vu (27, U). Conséquemment :
77. Théorème XIX. /.es mêmes choses étant posées que dans le Théorème XVI II, on a
78. Remarque. La limite de l'erreur à laquelle donne lieu l'application des formules (B) est
cc = f(a)—f(a-hn).
(*) Ces formules ont été communiquées à U Société Philomatbique, dans sa séaocc ilii SO mars 1858.
Ces deux iné((alilés ont été deiiMntrées dans le CbapUre II (86, 87)
Théorème XX
Démonstration. 1“ Soit ABC NP le lieu de l’équation u= (\x).
Soient
AA'=Uj=/(a), BB'=zu,=/(a4-l) ?P'=u„=f{a+n—l).
Si, comme ou le fait dans la méthode des trapèzes (*), on mène les cordes AB, BC, NP, on aura
|(ui +u.) >F(a+l) — F(u). . '
|(«it-.i + «nj>F(o+n — 1) — (F+n — 2).
Donc s„>F(a-f n— 1)— F(a)+i(M,+ «„),
ou s„>F(a+n-l)— F(a)4-5[/Io)+/-(a+«-l)].
2° Conformément à la méthode de M. Poncelet, menons les tangentes aux points B, C, D, N. Prolongeons la première jus-
qu’aux ordonnées passant par les milieux de A'B' et de B'C ; prolongeons la deuxième tangente jusqu’à celte deuxième ordonnée et
(*) Manuel des candidats à l’École poti/lechnigue, t. II, p. SS}.
jusqu'à celle qui passe nu milieu de C D’, elc. Kn faisnnt la somme des trapèzes ainsi déterminés, nous aurons
ou s„<F[a+n— F(a-4-ii+/'(a)+/'(a-t-n— 1).
Théorème XXI
S„<F(a+n-l}-FCo)4-5[/“o)+/I(H-n-l)]-^[r(a)-r(a-l-«-l)].
Démonsbraiion. Soit ATT'.V le trapèze déterminé par la tangente en A, l’ordonnée au milieu de A'B', etc. On a, en désignant par f{a) la dérivée de f[x),
TT'=«, + ^r(a);
donc ATrA'=j[2M,+ i/’(a)];
puis ^„,4.i/'(a)<F(a+i)— F(a).
On trouverait, de la même manière,
\u„-lr{a+n-i)<¥{a+n-l)-¥[a+n-l].
Ces deux inégalités, combinées avec
donnent
81. Remarque, La limite de l'erreur résultant des formules (D)
est
P=î[rw-r(a+n-l)]. ,
82^ Lbmmb. Si f(x) est une fonction positive et indéfiniment décroissante, dont la première dérivée soit croissante et dont la seconde dérivée soit décroissante, on aura
f[x-^h) — f(a-k-h)-\-2kf[x)'^0. ■
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Démon$lration. Représentons par <p(/i) le premier membre; noos aurons
Par de simples considérations géométriques, ou par les premières notions sur les dérivées, on trouve
f{x+h)=f’{x)+hf"{x+6h),
r{x-h)=r(x)-hr{x-B,h) o,
6, d, étant des quantités comprises entre 0 et 1. Conséquemment
^'(h)=Hr(x-~$,h)-r(x-hSh)];
ou, d’après l’une des hypothèses précédentes,
La fonction if(h) est donc croissante. D’ailleurs, elle s’annule avec h/ donc, etc.
83. CoROLLAiBK I. Lcs points A, B, C ayant pour abscisses x — A, X, x+h, l’angle aigu formé par la tangente TBS et par l’aie 0® est plus petit que l’angle aigu formé par cet axe et par la corde AC.
En elTet, l’inégalité précédente équivaut à
84. CoBOLLAiRE II. Si, par les points A, B, C, on fait passer une parabole dont l’axe soit parallèle à Og, la partie de cetle courbe située
(’) Chacune de ces inégalités eiprime ce Tait géométrique ; La droit* quijoml Us tt- IrfmUs (f un arc d» courte est paraUile à la tangente m un certain point de cet arc.
entre A et B sera au-dessus de AB, et l’arc de la même courbe, situé entre B et C, sera au-dessous de BC (').
8iS. Théorème XXII.
Démonslration. 1“ te second corollaire donne (“) <F(a+2)-F(a+l).
d'où, en ajoutant et réduisant,
2“ Le même corollaire donne aussi :
^ Mg >F(a+3)— F(a+2),
etc.
86. Remarque. L’erreur qui résulte de l’emploi des formules (E) est inférieure à
(*) Pour abri^ger, nous supprimons la démonslralion : clic ne présente aucune dilficullc si l’on a égard au» hypothèses ci-dessus (8î), cl si, au moyen de ia formule d’inlerpo- ' lation de Lagrange, on écrit l'équation de la parabole.
{■*) NouveUes Annales de Mathématiques, t. X, p. *U.
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- et, à plus forte raison, inférieure à
87. Rêscmé des théoréhes précédents. S„ représentant la somme des n premiers termes de la série
et F(i) étant la fonction primitive de la fonction f(x), laquelle est supposée positive et indéfiniment décroissante, on a : i-Sn>F(a-hn)~F(a), . |
S.<F(a+n)— F(fl)+/'(a)— ^
S«<F(a4-n— I )— F(a)+l[/\a)+ /'(a-t-n— 1 )]— gf/* (a)-f(a-h n— I )] ; 4»S»>F(a+n— 1)— F(a+I)-l-/‘(aH-^/ta+I)— i/\a+2)+^/'ia-t-n— I)+^/l[a+n),' &<<F (a-l-n — 1 )— F (a4-t )+ îâ A“+'lsr-2)4-j2 — • )•
Appli«atIon«. .
88. I. Évaluer la somme des 1000 premiers termes de la série • harmonique.
On a, à moins d’une unité du septième ordre,
(*) En effet, la courbe ABC...NP (79) étant conveae vers l'axe de* abscisses, on a
ou U»-l— îtlir+-tliH-l>0.
On pent remarquer, en outre, que i rtprestnle le douzième de Voire du paralUlogramme déterminé par les ordonnées AA', CT.', la corde AC et la parallèle à cette corde menée par le point B.
Ajouluns enfin qde, les formules précédentes pouvant être variées de bien des manières, nous avons essayé de les priisenter sous la forme la pins simple possible.
(*') Comptas rendus de l’Académie des sciences, séance du SS septembre ISM.
Cela posé :
^ r Les formules (B) donnent :
ou '
2* Les formules (C) :
oa
3* Les formules (D) :
S...„>7,40825528, S,,„„<7.408 255 28+i[l— ou
4° Les formules (E) :
ll000-/2+|| + è-i. 4 + i.O.OOl
OU
89. Remarque. Dans cet exemple, les résultats les plus approchés ont été donnés par la seconde des formules (C) et par la première des formules (E). Si l’on adopte ces deux formules, on aura donc ce nouveau système :
S,< F (« +»— 5 ] —F (<>« 4 - 5 ] -I- /Iû)+ A«-+- n— I ).
A partir d’une valeur suffisamment grande de n, la limite de l’erreur commise sera, très-sensiblement,
*==F(a+l)~F(o-l)_^’/îa+l)+i/(a+2) f).
(‘) En elTtil, lim^F(<M-n— l)— f|o4-h— lors nièmeqiie la série esidivergenle.
Si.oo<7,9067563;
S,„oo<7,502 79005;
II. Évaluer
is"*" *^1000'
si, dans les formules (F), on fait/(o)=j^, n=1000, on obtient
tj
ja»
on
91 . Remarque. Si à chacnn de ces deux nombres on ajoute 11 1
1+2 4- j + 4-g. on aura deux limites entre lesquelles seront
comprises Sj,,,, et ces limites seront beaucoup plus approchées que les premières. Or,
donc S, >7.48541404. 7.485 848 15.
III. Entre quelles limites est comprise la somme
jj ^1^ 1 I ^ 7
Les formules (D) donnent ;
S>Z2000000 fl 000001 +2[^Q(jQggj "*” 200000oJ’ '
S</2000000— H00000lH-2[|ggôW'^2ÔÔÔ(Jüôl‘*“8[TÏ)ÔÔüÔl* 2000000*1’ ou S> 0,693 146 930559 945, S<0, 693 146930560039.
On a donc ainsi , avec treize décimales exactes , la valeur du deuxième million de termes de la série harmonique.
IV. Évaluer
»“ 4 9 "^lO"*" (n + ir
1® En prenant on a
t r*Cj— ■ Cs * • ■ " y * H -
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donc, par les rormulcs (D),
^ ^ li . i l(n-i-i) J .
„ ^/2 '1 /(n+l) 1 1r/2 /(n+t)-i 1M-2iî l-2/(n+l)-|
'^<9+2 n+l n+l"'‘2L4"^ n+l J sL 8 (n+l)‘ J’’
et
c’est-ù-dire
2° Les formules (E) donnent
OU
OU enfin '
donc, à moins de 0,002,
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S l__l4-lr -+— 1
" p— 1 loi’-' ( 0 -f- n— 1 jP-* I ‘ 2 LaP ' (a+ n— 1 )P J ’
aP-i (a+n-I)P-'
oP'*‘(o+rj-l)P-l"*"8^LaP+‘ (o+n-1)P+* I’
etc. Ces formules peuvent servir à calculer, avec une approximation plus ou moins grande, soit les sommes des puissances semblables négatives d’un certain nombre de termes appartenant à la suite naturelle, soit les limites vers lesquelles tendent ces sommes. Par exemple , les formules (D) donnent
li>l+l + JL+ >t.
95. Remarques. I. On voit que la somme des cubes des inverses des nombres naturels est comprise entre 1 et ^ . Par d’autres méthodes on trouve, pour valeur de cette somme, le nombre 1,202 056 (•).
II. Si, dans les formules du numéro précédent, on changeait p en — p, on pourrait les faire servir, moyennant certaines modifications (“), an calcul de la somme des puissances semblables et positives des nombres naturels (*“). Il est vrai que les résultats seraient généralement peu approchés.
SîgTMiion far le* «értes dtvergenie*.
96. Nous avons fait voir, dans le chapitre II (9), que la somme tC un nombre indéfiniment grand de termes consécutifs, appartenant à ' une série divergente, peut, dans certains cas, avoir pour limite zéro. A. plus forte raison, celte somme peut tendre vers une limite finie, s’il existe, entre le nombre n de ces termes et le rang a du premier
(•) Lacroji, t. IH, p. J49.
('*) P»r exemple, daus la formule (A) on devrait changer > en <.
("*) Voyez, sur ce sujet, les .SouitUet Annalud» Halhématiquis, t. VX, p. S30.
d'entre eux, une relation œnvenablemenl choisie. Le Théorème XIX entraîne, en eiïet, la proposition suivante :
97. Théoréhe XXIII. Si le twmbre entier n est une fonction donnée du nombre entier a. qui devienne infinie en même temps que a, et si la différence F(a4-n) — F(ii) tend vers une limite X lorsque a croit indéfiniment, on a
lim [/"(a) 4- ^(a •+- J) + 4-/'(a-f- n — 1 )]= i.
jî
en effet, lorsque cette série est convergente, elle a pour limite 101 ,. Remarque. Une même fonction peut admettre plusieurs déve- * Jappements (*) : la fonction égale à
est développable aussi suivant la série
^■^r+®“^ (t+®Hi+2i) (H-®)(i+2®)(i+5®)
lorsque x est positif et plus petit que 1 (**].
102 . Parmi les développements dont une fonction est susceptible, celui qui procède suivant les puissances entières et positives d’une variable, étant ordinairement le plus simple (”*), est aussi celui que
(■) El mSme une in/lnil^ de d/veloppemmts.
(■•) Ceti résulte de ce que l’on a vu ci-dessus {59, I).
{*") Il est essentiel d’oltscrver qu'une fonction d'une variahlt x n'est pas toujours développable suivant Us puissances entières et positives de x. Par escmple, on ne saurait avoir log x= A-h B.c-f- t'.x'-s- V>x^-h
A, B, C, D étant des constantes. En effet, celle équation se réduirait, pour ®=0, à
CBAPITRE V. — DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES
l’on cherche presque toujours, de préférence à tous les autres. Les propositions suivantes servent à résoudré les questions les plus importantes, relatives à ce genre de développement.
Théorème de Teylor*
103. On sait que, f[x) étant une fonction entière, du degré m, on
a, quel que soit l’accroissement A, '
fix+h)=f{x)+^^r{^)+^^r{^)+
Lorsque f[x) est une fonction quelconque, cette relation doit être modifiée ainsi qu’il suit :
104. TaÊORÈ.ME XXIV (Théorème de Taylor). Si f“'^'(z) reste finie et continue pour toutes les valeurs de z comprises entre x e( x+h, on a
fix+h)=nx)+'ir{x)+^^a^)+
P étant un nombre pris arbitrairement entre 0 et n, et 9 étant un nombre inconnu, compris entre 0 et 1 .
Démonstration. Représentons par R le reste que l’on obtient en retranchant de f[x-\-h) la somme des n+1 premiers termes du second membre : il s’agit de prouver que
En remplaçant a; par a — h, on a d’abord
{*) Celle forme du reste, qui compread les deux formes ordinaires
R= — -/'«+'(iW- 9 A), R=— — /■«-H(x+Wi),
a été donnée par M. Édouard Roche (Journal de LiouviUe, t. XXIII, p. S7J1. Elle est comprise elle-même dans une expression trés-générale, due à M. SchlAmilcb, que nous ferons oonnalUe. '
d’où, en prenniil la dérivée par r, apport à h :
-r(a-h)-îr(«-'')-on«-'*)— •— (“-'o ;
c’est-à-dire
D’un autre côté, l’égalité (3) donne ^
Conséquemment, il s’agit de déterminer la ronction'(p(A), s’il est possible, par la connaissance de sa dérivée et par la condition (5). A cet effet, nous démontrerons d’abord la proposition suivante (').
105. Lemme. Si les fondions f{x), if(*), |'(x) restent finies
et continues depuis x = a jusqu'à x=b, et que la fonction t|>'(x) ne s’annule pas dans cet intervalle, on a
;((()— V'aj + o)]’ '
t étant un nombre inconnu, compris entre 0 et 1,
Démonstration. Soit la fonction
F(x)= [ 9 ( 6 )— <f{a)] <|r(x)— [(Kô)— '|(a)] 9 («) :
d’après les hypothèses précédentes, elle est continue, aussi bien que sa dérivée, depuis x = a jusqu’à x = b. Or,
Par conséquent, F'(x] s’annule au moins une fois, entre x=a et x=b; ou, ce qui est équivalent, l’équation F'(x)=0 a au moins une racine comprise entre o et b. C’est précisément ce qu’exprime la relation ( 6 ) ; cette relation est donc démontrée.
En elTet, les équations (.3), (4), (5) donnent
00 , en remettant æ au lieu de a — h,
ce qui est précisément l'équation (2).
108. Remarques. I. Si le reste R tend vers zéro lorsque n croit indéGnimcnt, on a
n. Pour que cette égalité ait lieu, ou que f[x-\-h) soit développable suivant la série de-Taylor, la valeur attribuée à x ne doit rendreinfinie ni f[x) ni aucune de ses dérivées. En même temps, l’accroissement h doit être siiflisamment petit.
ni. Si, 'dans la formule (2), on suppose, successivement, p=n, p=0, on obtient
fcs+‘
fo+'ifl + Qh),
fi(n
Ces deux formes du reste sont très-fréquemment employées.
, IV. Au lieu de supposer la fonction '^(x) égale à x^‘, Inissons-la complètement arbitraire; nous aurons, par les équations (7), (4), (5),
(t— «l’A" ;'[(l-9)til 1-2 n
ou
Dans celle expression Irès-générale du reste de la série de Taylor [‘) , la fonclion arbilraire <|<( 2 ;) esl assujcllie seulemcnl il ces deux condilions : 1° elle doit rester finie cl conlinuc depuis o;=0 jusqu’à x=h; 2° sa dérivée «(''(a:) doit, dans le même intervalle, rester finie, continue et différente de zéro.
Série de Mao-Xaeurtn.
109 . Théoeème XXV. Une fonction quelconque est développable suivant la série de Mac-Laurin :
si la quantité
tend vers zéro lorsque n croit indéfiniment.
Démonstration. En supposant x=0 dans la formule de Taylor, et remplaçant ensuite la lettre h par la lettre x, on obtient
/(,)=OT+îr(o)+Sn«)+ +r£;«o)+SSffn''“"'('*)‘
etc.
110 . Remarques. 1. L’énoncé et la démonstration du dernier théorème supposent que f[x) et toutes ses dérivées restent Kiiies et continues pour ir=0. Si le contraire arrivait, on remplacerait la formule (4) par celle-ci :
que l'on obtient en changeant ie en a et 4 en Taylor.
a dans la série de
(*) Due k H. SchISmilcb.
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II. La série de Mac-Laurin, supposée convergente, peut n avoir pas pour Umite f(x). Pour le faire voir, prenoos
étant nne fonction qui reste finie et continue, ainsi que ses dérivées, pour x=0. Il est facile de reconnaître que la fonction expo-
nentielle e^ et toutes ses dérivées s’annulent avec x. Si donc l’on appliquait la formule (4) au développement de f{x), on trouverait
y(x)4-"/=9(0)-l-f?’(0)+ri?'(0) +
ou
ce qui est absurde.
A^UmUods des Uiéoric* préoéd«atet.
111. Fobmdle DU BfNéME. 1* Si l’on suppose f\x)={'l+xy", la série de Mac-Laurin devient
Elle est convergente lorsque æ est compris entre et — 1(15,111);
mais, afin de savoir si elle a pour limite (l-f-^)"*. ü est essentiel de former l’expression du reste. Or, la formule (10) donne
1) (m— 1 + 1 ) Jl— ffl)iT («+l-tn)x (n—m)x, . 1 .
t étant le nombre entier immédiatement supérieur à m.
Cela posé, si x est positif et moindre que l'unité, le produit
(i— n»)® (i+1— f»)x (n — tn)x
~ Th ~ * 1+2 n +1 ’
dont toDS les facteurs sont inférieurs à (c, a pour limite zéro. En même temps,
litn 77 ^
donc
et
lim R= 0,
2° Soit /l[ir)=(l— -x)". Alors
Mais, à cause du facteur qui peut être très-f»rand, et
même infini, la valeur de R, employée ci-dessus, n’est plus applicable. Il faut donc recourir à la formule (11). Elle donne
^m(m— Il (m— n)
Le premier facteur diminue encore indéfiniment lorsque n croit. De plus, à cause de , j 3 _^ <Cli le second facteur a pour limite zéro, on du moins il reste inférieur à l’unité ; donc
f»mR=0,
et
Développement de e*. Si l’on prend f[x)=e^, on a
n Nous ne pouvons indiquer, ni pour la foraiole ria binOme, ni pour las autres applications des séries de Taylor et dé Mac-Laurin, les consé<|uenccs très-nombreuses et trt's-iniér(.ssanlcs que l'on en déduit. Nous renvoyons, pour ces iléiails, soit au Manuet lifs candidats à l'École polyletimique, soit aus Traités de Calcul dilTérentiel.
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donc
Quelle que soit la valeur attribuée à x, le terme général — - a
pour limite zéro (15,1); donc il en est de même du reste R, attendu que le facteur est nécessairement fini. Par suite,
Développemenl de sinx. Oe f{x)=s\ax on déduit
f{x)=cosx, ri^)— — /*"(®)= — cosa:,
P'{x)=s\nx=f[x), p{x)=f'{x) ;
puis
f{0)=0, /'(0)=1, r(0)=0. r(0)=— 1. no)=o ;
donc
*in®— ^ t .2.. . (2n-4) ^ 1 .2. . .(2n+1 ) '
La fraction u pour limite zéro; de plus, cos (Sx) est
compris entre — 1 ct-t-1. Par conséquent,
Sinx— X 2 . 5.45 ^1.2.3...(2n— 1)^ ^ >
quelle que soit la valeur de x.
114. Développemenl de cosx. On trouve, absolument de la même manière,
eosx=l-^^-t-^-f3-^- (G)
115. Remarque. Si, dans le développement de e*, on change x en xP^ — 1, on obtient
jeL|/izî J + _ï!_
La partie réelle de cette série est égale au développement de cosx.
et les coefGcients de — 1 forment le développement de sinx. On exprime ce résultat par Viqmlion symbolique
cosx+é' — 1 sin X,
dont les conséquences sont excessivement nombreuses (').
116 . Développement de l(l + x). Si, dans la formule de ÎMac-" Laurin, nous supposons /(x) =/(!-+- x), nous aurons
n®)= 1-2(1+»)* nx}=±i.2 (n_l)(H-x~)l
puis
par conséquent.
avec
à cause de la formule (5).
Nous savons (15) que la série
X X* CD
est convergente lorsque l’on a
et qu'elle est divergente dons tout autre cas. Cela posé :
1* Si la valeur de x est comprise entre 0 et 1 , inclusivement, la
(') Par exemple, si l'ou élève les deux membres i nnc puissance quelconque n, et qu'ensuUe on y remplace x par nx, on obtient
e"*'^”'=(cos 3 ;+l/' — I sini)*, e"*I-^=eosna:+V^ si
dune
sin nx;
(cosa!+v/— I sinx)*=eosna;-i-v '— 1 sinna-. Celte relation constitue la formule de Moirre.
X X* £T* CC
/ cc \ ^
2* Si la valeur de x esi comprise entre Oet—i, la quantité
n’ajant plus de limite nécessaire, on doit, comme pour le développement de (1+®)'" (lit, 2") , recourir à la seconde forme du reste. On obtient ainsi (108, III), après avoir changé x en — x :
1 — te \1— te/
A cause de
le second Facteur tend vers zéro quand n augmente. Et comme le pre* mier facteur a une valeur finie,
b'mR=0.
Conséquemment,
pour les valeurs de x comprises entre 0 a( 1 . .
117 . Remarque. Si, dans les formules (H), (I), on suppose®=l, on trouve
et
Ce dernier résultat, qui' pourrait servir à prouver la divergence de la série harmonique, montre aussi que l’équation (d) subsiste encore lorsque æ=l.
('] En général, cette fraction tend vers zéro lorsque n augmente.
DételoppemetU de arctgÆ. De /’(x)=arc Igx on lire
r(^)=Tiî’ n*)=
mais les calculs se compliquent bientôt, de manière à déguiser la loi suivant laquelle procèdent les dérivées ('). Pour la mettre en évidence, il sufGt de faire attention que
En effet, cette décomposition donne
et, en général,
le signe + se rapportant au cas de n impair.
Par suite.
noj=i, m=o, no)=~i-2. rw=o,
(n étant impair) ; puis
arctgx=x— y 4-y—
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nité; par conséquent, elle représentera arctgæ si ItmRzrO. Sous sa forme actuelle, on ne voit pas clairement que le reste R jouisse de cette propriété ; mais, si l’on pose
l = pcosX, 5x=psinX, et si l’on a égard à la formule de Moivre (115) :
(cosX+/— 1 sin X)P=cospX+|/ — 1 sinpX, x*+' sinln-t-l)^
on obtient donc
et
lim R=0,
arc‘g*=T~ 5+T-T+’
120 . Remarque. On voit, par cet exemple, que la formule de Mac-Laurin se prête assez difficilement au développement des fonctions algébriques fractionnaires ('). Nous indiquerons bientôt d’autres procédés plus commodes ; mais nous appliquerons encore la méthode précédente à une question particulière.
121 . Phubléme. Développer, suivant les puistancee enlièr et elpo~ silives de s, la fraction
ü — üx+x'’
Solution. Cette fraction se décompose (“) en lorsque x est plus petit que 2 (***) :
Or,
(•) La fonction arc Ig x est iranscendanle; mais il est clair <|uu la difficnlté tigualAe ici lient uniqucmenl à ce que la formule en queslion ne s'applique pas aisément au dé-
veloppemeot de
('•) .Vanucl dês candldali à CÉcoh foly technique, t. p. *15.
("•) En valeur absolue.
et, si X est moindre que 3 :
Conséquemment,
6— 5x-hx‘ ^2
pourvu que la variable x soit comprise entre +2 et — 2 (exclnsivement).
Si, par exemple, on suppose x= 1, on a
« 8én«t réoilrrentet.
Remarque. L'équation (1) peut être écrite ainsi
Elle exprime donc qu’un terme quelconque d’une série récurrente est égal à la somme des k termes précédents, respectivement multipliés par des cotistantes. Cette propriété caractéristique est souvent prise pour débnitioD.
{*) La plupart des auteurs disent i a L'échelle de relation d'une série récurrente est a , ,
>1- > Nous n'avoDs pas cru devoir adopter celle déGailioa.
(*0 Toute série récurrente du premier ordre est une progression par quotient.
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* fit) ' *
m. Thëorèiie XXVI. Toute fraction rationnelle est développable suivant tme série récurrente, dont tordre est égal au degré de
Fwn-
Démonstration. 1* Si l’on décompose en fractions simple»,
pourra développer chacune d’elles en série convergente (**^. D’ailleurs, la somme de plusieurs séries tonvergenies est encore^ne série convergente (***); donc la fraction proposée est développable en ime série convergente de la forme (l) .
2® Cela posé, de n \ ^
on conclut *
^a:)=[A,4-A,«-4-A,aî*-f- -l-A,^_,®"“'A„Æ"-4».-.]F{a:);
puis, en supposant
et en identifiant les deux membres :
Afl-I- A„_,a,-I- +A„_»«*=0; (4)
pour n>fc; etc. ( ).
(*) Il est sous-enleDdu qoe la traction est irréduclible; que le degré du dénominateur surpasse celai du numérateur; qu'aucun des deux termes n'est dÎTlsible par a:;etc.
(*') Les fractions de la forme — — produisent des progressions par quotient; les
autres se développent par la formule du binAme (lit),
("*) Pour démontrer rigoureusement cette proposition, il suffirait de considérer la resla des premières séries.
(“'*] Tout ceci suppose, bien entendu, que x est compris dans deux limites convenables.
(*”") On voit que nous traitons la série convergente contenue dans le second membre de l’éqnatioa (3) comme Un véritable poljnAme. Pour légitimer complètement cette manière d'agir, on pourrait poser
fix)
=7-:=A«-i-A,x-|-A,aA+- +Awe>M-pi,+i(x)a:«+>,
en représentant par pm.i(x) une fancUon qui ne dement pas in/lnie pour z=0 ; ceci résulte du fait de la division de f(x) par F(æ).
12i{. Thbobéme XXVn. Réàproqaemml, touU série réeurrente convergente, de la forme (1). a pour limite une fraction rationnelle
rf-Si.m-ia*-'
dans laquelle représente la somme des k premiers termes de la série. Démonstration. En faisant, dans l'équation (2),
n = k, n = ft-t-l, n=:k-\-2, n =
on obtient
A* ic* -+-A,
At 4 .jX*^+A*+,ic*+' .a,aî+ -I-A,a;’.a*a^=0,
Ces égalités donnent
(S»+;4.| — 8*)+ (S»+/ — S(t_,)«,a5-4- -4* S(+, . «nÆ*= 0 ;
puis, comme les sommes 8*.+.;^.,, S/^., ont, par hypothèse,
une même limite S :
-t-ix*!*
Applie«ii«»».
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donc
puis
Ao — 6’ A, — A, — g,, An-
pourvu que x soit comprit entre — 2 et +2 (*). 127. Problème II. Développer On trouve
et, pour n>2 :
2An~“2.An— — Oj
donc
puis
+ >’+oV"-à*"-
l>our tes valeurt de x comprises entre — [^2 et -4-p^ (exclusivement) (’*).
128. Remarque. On arrive plus rapidement au résultat , et l’on voit mieux la loi des coefficients, en multipliant par 2-l-2®-t-®’ lés deux termes de la fraction. En effet, t 2-t-2j4-i’ 2-i-aj-Hg*
ii4-x’ (2 -(-x*)’-4jc’ 4-|-j
(‘) Ces résullals s’accowicnt avec ce que l'on a vu ci-des.sus (lil).
(•*) Pour que II' iliWrloppomem de soit convergent , a étant Hnaginair», U faut
que lemodule de x loil inférieur au nuxtule de a. Le lecteur ilémonlrera facilement celle proposition, s’il met a et x sons la forme
j(cos »-t-v/^sina).
ou
^ I ^ I *■* 2 i“ ar* 2 i* Ir* x>*
a— Ir+i* 4"^ i '* "ï 4* 4' 4*”'" 4‘ T*
PnoBLÈME III. Développer
La division du numérateur par le dénominateur donne, pour les premiers termes du développement, 1— a;’+2x’. D’ailleurs, VichtlU de relation est
Am — — A„_,-4-Am_j.
Par conséquent,
Aj=: — 2, A5=2+1=3, A,~ — 3 — 2= — 5, A7=5-)-2^=7,
As=— 7— 3=— 10, A,=15, A„=_22, A,, =32
puis
îÎï:Iïï = 1— **+2®’- 2**+ 3«‘— 5®'4-7®’— 10®"+ 15®" — 22®’"+ 32®"—
pourvu que x soit, en valeur absolue, inférieure à la plue petite racine positive de l’équation qui donne les modules des racines de l'équation x’— X— 1=0 (*).
130. Remarque. Dans l'exemple I, ou dans le problème de la page 71, il a été facile de déterminer le terme général do développement de la fraction, parce que l’on connaissait, sous forme /me, les facteurs du dénominateur. Il en est de même pour l’exemple II.
{*) Si l’on pos«
x=f (cos a-(- sin a),
on obtient
P cosa— P* cos 3»=0, P sin — P>sin3x
On peut remplacer ces équations par
l=pt-(-p«_ a?‘(l-Ssin««), l=p«(3— 4sin»«).
Celles-ei conduiseni i p*-i-p*— 1=0.
équation dont la racine iiosilivc est comprise entre n.sess et O.SSSS. La série est donc convergente pour les vaieitrsdc x comprises entre — 0,8680 et 4-0,868tt (exclusivement). Ajoutons que les racines des équations
vériBcnt la relation a:= —
Pbobléhb IV. Développer puis
sances de X."
Solution. Le développement commence par 1+cosd. D’ailleurs, l’échelle de relation étant
A„ — 2 A„_, cos 8 4- A„_jz= 0 ,
A„= A,|._, 2cos 8— A„.. 2 ,
il en résulte qu’un terme quelconque du développement cherché etl égal à la somme des deux termes qui le précédent, respectivement multipliés par 2cos8 et par ( — 1). D’après les formules de Thomas Simpson, les cosinus des multiples de $ procèdent précisément suivant cette loi. Donc, à cause de
A,= l, A,= cos9,
nous aurons
A,=cos28, A,=cos39, A„=cosn9,
et, par conséquent,
-Ha;c'os6-ha;*cos 29 +æ*cos 39+ +a^cosn9+...„,
pour les valeurs de x comprises entre — l et -|-1 (exclusivement).
132. Remarque. Si, dans la dernière formule, on suppose x=cos9, on trouve cette relation assez remarquable :
cos29+cosâcos39+cos*9cos49+ -4-cos"~‘9cos(n+l)9+ == — 1 (**).
(’) Cependaol, si l'on appelle a, S, c les trois racines de ceue cqualioo, on trouve, par un calcul que nous supprimons :
A«=- — r-a"H — T— ri" H c».
ïa-1-3 ïi-l-S «+3
(”) Elle est en défaut lorsque costc=±i (sa).
Digilized by GoogU
133. PauBLÈME V, Trouvtr la fraction génératrice de la série récurrente
1 — x+x* — 2x’+5a:* — lla:*+23a:' — 48x’+ lOla^ —
dans laquelle
Solution. Cette fraction a la fornoe — (*).
D'ailleurs, si l’on multiplie par l + 2a: — x* les premiers termes de la série, et qu’on identifie le résultat avec a-\-bx-\-cx*+dx', on obtient
Par conséquent, pour des valeurs de x suffisamment petites (*'),
1 — x+x’ — 2x’-l-5x* — =rrT~^-
1 + 13:— ar
n La série élant riguUire S partir de næi, le nunicraleiir de la fraction génératrice est uii pnlynftme du troisième degré, on d'un degré Inférieur. Si l'échelle de relation n’était applicable qn'S partir de is=p, le degré dn numératenr sertit p— t, an plat.
(") Cette restriction, sur lai|tiulle on ne saurait trop insister, doit être faite toutes les fois que l'on essaye de développer une fonction en série. Faute d'y avoir égard, on arrive i dos résultats du genre de ceux que nous avons indiqués au commencement de ce Traité (i).
Si, par exemple, on supposait a;= t dans la dernière équation, on trouverait
Mq- *3-48-1-101 — = î
ce qui est complètement absurde.
Remarquons encore que si, en cherchant le développement d'une fonction on est conduit à une sérié ipii soit divergente pour toutes les valeurs île x, il en résulte que la furme ruayét et! impottiU». Euler a trouvé, pour le déveioppemeut de la fonction ffjrj déterminée par les deux équations
9(*)=jP(a!), F'(i)=«5,
la série
l.a:— l.ï.iT+l.i.S.a:*— ±I.S.3
Or, il est très-facile de reconnaître que celle aérir eel toujours divergente (excepté pour m=0). Par conséquent, le résultat obtenu par ce grand Géomètre est inadmissible, aussi bien que l'égalité
qu'il en a déduite.
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134 . ! Problàmi VI. Reconnatire si une série est ricurrtnte.
Solution. Supposons que, dans la série proposée :
Aj-I-A,a:4-A,x*+ +A„®"+.,..., (1)
le coefücient A. soit une fonction donnée de n ('), savoir : ».
An=?(»)- (2)
si la série est récurrente, elle a pour somme une fraction inconnue
^,(125). Or.
(6— (c — xY
en supposant
Si les diverses fractions simples
B- Cy
(6— x)* ’ (c— xp’
étaient données, on pourrait les développer par la formule du binéme, et l'on aurait, par exemple,
B. B, Tl I « i_i. . (i+n— ]
Mais, par la théorie des combinaisons,
donc le coefficient de ^ , dans ® valeur
B, , B, n4-l , B, (n+l)(n-4-2) ^ ^ Bp fn-)-l)(n4-2) («-4-p — 1)
c’est-à-dire un« fonction entière de n, dont le degré ne surpasse pas
ü'un autre cété, une fonction entière de n, du degré (p — 1), est toujours décomposabte suivant la forme (3) , c’est-à-dire que, ij»(n)
n Celle manière d’entendre la qneslion est la seule qol nous paraisse admissible.
étant cette fonction, on peut déterminer les coefficients B,, B, Bp
de manière à avoir, identiquement,
B, . B, n+t Bp (n-(-l)(fH-2).'....(n+p— 1) , , . ...
Par suite, pour que la iérie (1) soif ricurretile. U faut et il suffit que Von ait
A„= B6-»+ Ce-" -t- + Gg~”,
b, c, g étant des constantes, et B, C, , G étant des fonctions
entières de n C‘).
Remarques. I. En augmentant d’une unité les degrés des
fonctions B, C, G, on a les exposants des facteurs b — x, e — x,
g — X, dans le dénominateur de la fraction génératrice.
II. Si le coefficient A„ est égal à une fonction entière de n, du degré
fix)
P — 1, la fraction génératrice se réduit à (*").
Soit, par exemple,
auquel cas la série est
On trouve (133) pour fraction génératrice, ou pour somme de la série, 1 — 3 æ»
C) Si l’on suppose, successiveiueut, n=— I, n=— î, n=— 3, , on oblient
(“) Une autre solution dè ce problème a été donnée par Lagrange.
(■'*) Ce corollaire de la propriété précédente peut être démontré directement, d'une manière assez simple.
La fonction entière A* étant de degré p— I, sa différence p* est nulle; donc l'écbelle de relation est
A,-? An
. Ptp-1) ,
.db Asa—fi^O i
et, par snilC) le dénominateur de la fraction 'génératrice a pour valeur
‘ “ 1 *•- ± ÆP=(l-a!)i’.
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R««beTobe do développement d'une fonotloUf en moyen do développement de la fonction dérivée.
136. Théobèmb XX Vin. Si, pour loutes les valeurs de i comprises enU-e 0 et une quantité positive X (iDclusivemeot) (*), on a
on aura aussi
F(ai)=F(0)+A,x+^A,a:*+ÎA,a:*+ (2)
pour les mêmes valeurs de x.
Démonstration. La série (1) est supposée convergente, c’esUà-dire que
R. représentant une fonction qui tend vers zéro, lorsque n croît indé6niment, et que x est compris entre 0 et X. *
Si l’on prend les fonctions primitives des deux membres, on aura donc
F(x)=F{0)+A,x+1a.x*+Îa,x'+ +iA„x"+ 9 (x,n), (4)
en désignant par 9 (x,n) une fonction qui a pour dérivée R„ , et qui s’annule avec x (**). *
Cela posé, cette fonction peut être regardée comme représentant l’aire comprise entre l’axe des abscisses, la courbe qui a pour ordonnée R„, l’axe des ordonnées et une ordonnée quelconque, répondant à une valeur de x inférieure ou égale à X. Or, l’ordonnée R,, a pour limite zéro; donc 9 (x,n) converge aussi vers zéro.
137. Remarques, I. Le théorème subsiste lorsque la série (1), convergente pour x-<X, devient divergente quand x=X , pourvu que
(*) On pourrait remplacer acro etx par deux limites quelconques; mais l'équation (S) deviendrait un peu plus compliquée. Du reste, le cas général se réduit aisément au cas particulier.
(**) Cett* fonctian <p existe, car elle est la différence entre F(x) et le poljnfime qui la précède.
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la série (2) soit encore convergente pour cette valeur de x. En eiïet, les deux membres de la formule j(2) sont des fonctions continues, constamment égales; donc leurs limites, répondant A æ=X, sont égales entre elles.
II. Ce même théorème permet de développer en série toute fonction dont la dérivée ett algébrique, beaucoup plus simplement qu’on ne le pourrait faire par l’application du théorème de Mac-Laurin (120). Les exemples suivants vont justiGer cette assertion.
ApplÎMiioni.
I. Développement de 1(1 +x). De F(®)=/(l-f-a5), on tire
F'(ap)=j^=l — aü-t-aî* — *’-+• ±«"T
' X étant compris entre 0 et -{-1. Par conséquent, entre ces mêmes lidiites,
2 ' 3 fH-1
OU n’ajoute pas de constante, parce que /(!)£= 0,
139. Remarque. La première série cesse d'étre convergente lorsque sz=l; mais, comme la seconde l’est encore pour eette valeur de on a
140. U. Développement de l{l — x). Changeant Æ en — æ dans (A), on obtient
141. III. Développement de arc tg x, La dérivée de celte fonction
est
donc
arctgx=x— ±
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On n’ajoute pas de constante, parce que le premier membre est sup^ posé représenter le plus petit arc dont la tangente est x. D’ailleurs, la série (C) cesse d’être convergente à partir de æ=± 1.
442. IV. Dévtloppment dt arc sin x. Cette fonction a pour dérivée Or, par la formule du biuéme (111),
pourvu que Æ soit compris entre — 1 et+1 (exclusivement). Par suite,
. ia^ . t.3x* . l.S.SiE’
arcsiu»— æ 4 -| j "I"2.4 5 "*“2.4.6 7 '
etc.
143. Remarque. La série (D) , encore convergente pour ®=1, donne
. JL4 '-3
De mèmè, en faisant x=L trouve
SH
doDC en&n
2arctg(*—
ll.l^
145. La série (G), qui est convergente entre x=±f/^ (^27), pourrait servir, comme le développement (C) de arc tgx, à calculer le rapport de la circonférence au diamètre. Nous entrerons, à ce sujet, dans quelques détails.
1° D’abord, si l’on suppose Æ=l, on a
ll.l ' 1.2 ' 2.5/
U.5 ' ‘4.6' ' S.ir
2° donne
2arctg(|/2— l)+5=j+î = jit
\+Tï~ ] + 5 “ ] '
ou, à cause de
3* En combinant les formules (6) et (c), on obtient facilement
ou
Wi 8~3 13“'" 19 2l‘
._*S(l/2-l)(i+5^+,.j^ + g!jj+ ), (i)
4“ Le premier membre de la formule (G) est la même chose que
2[arc tg (X— 1)+ ^] = 2[arc tg (*— 1) -t- arc tg 1] = 2 arc tgj^ ;
Æ* ' CC* CC
rt-
et, en supposant x= 1 ,
La différence de forme entre les séries (/*), {g) est assez remarquable, surtout si l’on se rappelle que l’on a encore Il 1.1
arctgj — jj 3.5»+ 5.3» 7.3’“*" 9.3* '
T Dans la même formule (H), supposons a;=- ; nous aurons *”**7~(rÿ"*"^i‘"*"3l’} (5.2" ■* 672""*"0“)'*'
8" ^=arctg|+arctgi=:2arctg^-i-arctg^; donc
“ür"'
’),sv
tl^
Etc. (*).
Rttnarqu$. Si l’on change x en «K— 1, ort trouve
i(a,/ZT+/W)=l^[*+^®*+^^x*+ ];
c’est-à-dire, à cause du développement de arcsinx (142) :
arc s\nx;
on encore, en supposant y= arc sin x :
/(cos y-f- sin y) = y /IIÎ ; ce qai équivaut à la formule de Moivre (115).
148. VU. Développer la fonction dont la dérivée est Î TIT . ?^
De
on tire
en supposant F(0)=0 (').
Le développement du radical donne ensuite
F^(x)sasl j®+j4® s.*.0®*"^2.4.6,8® “'**
(*) Pour remontUT de ta dérivée A la fonclion primiliTe, on pose V'i+x‘=»+M; ce qui donne
On voit que cette irinsIormalioD a pour effet de rendre ràtlonnelle la dérivée proposée?
CHAPmiE V. — DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES, 87
Donc
149. Remarquii. I. En éhfcflgeant a «d —X dans la formule (L),
on a
D« plnsi
Par conséquent,
ViJ» •>’.
— [x— ÿ«‘4- O®*— oiû^'+rrjB®*"" ]
==— X+|iX
SOMMATION DES SÉRIES
1150. Nous avons indiqué précédemment (Chap. III) plusieurs procédés très-simples, et pour ainsi dire purement arithmétiques, qui permettent de sommer certaines séries. Nous allons exposer actuellement, autant que le comporte la nature de cet ouvrage, quelques-unes des méthodes générales que les géomètres ont imaginées, dans le dessein de résoudre le problème de la sommation des séries. Dans ce chapitre, nous serons obligé d’employer la notation infinitésimale, ce que nous avons évité jusqu’ici (*).
n Voici, pour les jeunes lecteurs qui n'ont pas en main an Traité de Calcnl intégral, les principes de cette notation :
Ay dy
1» Si y=f{x), y'=f'{x)=tim—, se représente par
St ax
S'> La partie principal» de A]/, c'esl-li.dirc VAX, est appelée la diffénniiett» de y : on la représente par dy;
3° Lorsque x=y, Ay=Ax=dy; en sorte que la différentielle de la fonction se réduit alors à l'accroissement de la variable indépendante : ponr ceUe raison, ce dernier accroissement est généralement représenté par dx ;
Conséquemment , le rapport des différentielles de y et de x, c'est-à-dire dy : dx,
du dy
égale v" ou ^^(1*)- Autrement dit, dy = — dx; aX aX
s» F(®) étant la fonction primitive la plus générale de f[x), on écrit /(«Idat-I-C :
le signe f, initiale du mot somme, s'énonce lonune de ou intégrai» de. D'ailleurs, l'adjonction de la constante arbitraire C montre que f /(x)dx est une intégrale indéfinie, ou la fonction primitive ?(a:] que l'on obtient en renversant les régies du calcul des dérivées;
6" Si t{x) doit s'annuler pour x=a, on a ¥{x)=<([x)—if(a)=j' f[x)dx : o est la limite inférieure de l'intégrale;
7» L'expression J" f{x)dx=f{b)—^{a)=¥(V) s'appelle une intégrale indéfinie: elle est évidemment indépendante de x, si u cl <i en sont indépendantes;
L’équation f udv=uv— fvdu, que l'on vérifie en différentiant les deux membres, constitue le principe de l'intégration par partie.
Problème H. Sommer la série
Solution. Cette équation donne
ff[x)dx=x+x*+x*+a^+ +x"+ + C,
puis, en prenant les dérivées des deux membres ,
Ainsi,
/î®)=(i=ïr*-
;«=l+2®+.3®*+4®* +.....+-ft®"— •+.
résultat évident par la formule du binôme.
(*) Il est entendu, une lois pour toutes, qne ces deux séries devront être convergentes. C*) On traiterait de la même manière les séries qnl représentent arc Ig®, arc sin®, etc.
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PBOBLèMB III. Sommer la série
x®+* ^ ac®+-**
Solution. Opérant cdmme pour le Problème I, on trouve ■
puis f\x)—j'-^dx. (A)
Il s’agit donc, pour résoudre complètement la question, ^'effectuer l'intégration indiquée, ou de trouver la fonetion primitive de
Toutes les fois que a et 6 sont entiers posilift, ce problème, dont nous allons donner quelques exemples, ne présente d’autre difBculté que la loAgdettr des calcula.
Pkoblèhe V. Sommer
Solution. La rbriUule (A) donne
(*] On n’tjoute pat de conttanle, parce qne A0)»0.
CHAPITRB VI.— SOMMATION bES SÉfcte?. Et
Le dAnominatear 1^ — af se décompose eh
( 1 — ir)( 14 -a:){l — x+x*)[i+X + x*).
Par conséquent, ' '
/(a:)=A/(l— x)4-A7(l+«)4-BI(l— o:+Æ’) + B’I(l+«+ji)*)
+ Gare tg + C' arc tg
A, A', B, B', C, C' étant des constantes. Poiir les déterminer, prenons les dérivées des deux membres; nous aurons
B(-<+a«4 . n'(t-hie) ,
puis
1—» I-HC i—x+x' ^ 1+ï-Hb* 2(J— s:-H5')^2(I-he-Hc’)’
Hr salle.
oa enGn
I , (l+®)’(l+x-f®’) , 1 *_ eyB ,
^®)-Î 2 ^ (W(i=i+ïi)+6l^3 arctg — .
PaoBtÈMB VI. Sommtr là *irii
®= (s + 5 \) + (ï 5 s) + (îT + À n) +•
Solution. Cette série est nn oéS particulier de' celte-ei :
qui donne, d'après la formule (A), ou
f[gt)zB — »4- f[(l4-®)K l-H»*].
Faisant x=l dans cette formule générale, on a donc
158. Remarque. On arrive plus rapidement à ce résoltat, en combinant la série proposée avec celle-ci ;
En effet.
=-î-|{i-ra]î
etc.
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Ul. Si, après avoir écrit ainsi la série proposée : on avait pris
“îl"
et que l’on eût fait à part la somme des termes positifs et la somme des termes négatifs, on aurait trouvé
puis, en supposant x=i,
Le premier résultat est exact tant que x est inférieur à 1 ; mais le second est complètement faux.
En effet, lorsque «=1, les deux séries partielles
(■3+5)-*"(5+§)+(ïï±è)'
devenant divergentes, on ne peut plus appliquer ce principe : la différence des sommes est égale à la somme des différences (*). i61. PaoBLÈKE VIII. Évaluer
n Si l’on représeote par S, la somme des n premiers termes de la série (a), ou troBre S»=®— I
Taat que x est ioférieur i l’onité, la quantité entre parenthèses a pour limite léro ; mais, si iE=l, cette même quantité est comprise entre
Jn+l’^an+s'*''"
♦b— ij'
-I et -l
s sn+i a an— t
(87) ; donc elle a pour limite ^ ta.
L'eiemple que nous venons do traiter fflonue, une ftds de pins, combien i'emptoi des séries exige d'attmiUon.
Digilized by Coogle
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Solution. D'aprèt le Problème III,
Par exemple,
2 s ■♦■8 14“*" “jl4^‘-6*lï^;)r+^8(‘”‘*"7r^6/*
et
1 i + i JL+ ^/24- "
Problème X. Déterminer
f[x) — ax» + (a + 6 )x*+P 4- -p (a +n6)«*+»3 +
Solution. Pour ramener ce problème au précédent, multiplions les deux membres par psfl, et tAchons de déterminer p et 9 de manière A avoir
p(a+ii6)=a4-nP+î+l, pour tontes les valeurs de n. Cette condition donne p6=|3, pa=a+î+l.
on
~îîziî.
D’ailieors, d’après la formnle (0),
donc
Problème XI. Déttmintr
aj*+»>
Solution. Ce problème, généralisation du Problème III, •• réioat comme le précédent. Op trouve, en multipliant tous les termes de la
série par y, et disposant convenablement des quantités q :
aP-ftx ^ ÿ_,
165. En réitérant l’application des mêmes procédés, on peut sommer les séries dont le terme général a la forme
a{a+b).....{a+nb )^ (V).
Pour abréger, nous nous contenterons de prendre deux cas particuliers.
Problème XII. Sommer la série
ËTi® (7+Tïïn+iy®^'^
Solution. On a
rw = I *-■ *•+ 5 * - ± T •
puis
OU
Cette équation donne Par conséquent,
/i;;r)=2te-^/{x+l)-2 fp{i+9).
(•) Le lecteur pourra consulter, sur ee sujet, le grand TrttiU de Lacroix (t. UI, p. SSi).
Ea intégrant par parties (150), on trouve
Jÿl{l+x)=:^U{i+x)-\-lx—l{l-hx)+C.
A cause de
^ =1 pour x=0,
la constante C égale 1 ; donc
f[x)=^i+l)l{l+x)—2; ou, ce qui est équivalent,
PaoBLÈUE Xlll. Sommer la série
a-^Pi
O' ■ (o+ 6 )*^(o+ 26 )* ' (a+nt)‘
Solution. Représentons par Si la somme cherchée. Nous pouvons écrire, pour abréger.
Multiplions les deux membres par et disposons des quantités p, q
de manière que l’exposant de x devienne égal à p(a+n6). Nous aurons (Probl. XI) :
■ ôil = >
!o (o+nfc)^* ’ oft— 6»<
Le numérateur peut être remplacé par gi l’on
pose
(’) Cette formale est due 1 M. Gudermann {Journal de CreUe, t. XX VIII). Elle montre que, si l'on néglige les termes do troistème ordre, on peut écrire
Sa:
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Nous aurons donc, au lieu de l'équation (3) :
r-sT=v*
Lp 'J ^0 {(H-n6)'
d’où
dx.
La somme E, étant ainsi exprimée nu moyen de la somme S,_„ il s’ensuit qu’en appliquant plusieurs fois de suite In formule (4), et en se rappelant que
oP.-ta, “fJ-,
on aura l’expression de S, en fonction des données de la question (*).
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Solution. Cette équation donne d'abonl
puis
on
-Jy=x+ ^ x'^ — x+—x+
J^-dy=x + xy,-
on encore, en différenciant les deux membres,
-dy={i+y)dx+xdy.
Si l’on écrit ainsi cette équation différentielle :
dy xdx
on voit qu’elle a pour intégrale :
d’où l’on conclut : ’
Ce résultat est évident par la formule du binôme (’). 173 . PaoBiiàME XVIII. Sommer la sine
Solution. En opérant comme dans le Problème XVII, on trouve successivement :
dy , mfm-l)... , m(m— l)(m— 2)_,
1 il * ■
(•) Le terme général de la série (I) a la forme -rr -, — ttt r-, n **"'■“ conaideréu
' “ ' ' o'(a'+b’) (a+Hl/)
ci-dcssus (165). Mais on roil qn’en faisant disparaître les facteurs a-*-nli, a'-mb', on retombe sur le point de départ. C'est pourquoi nous avons placé cet csemple dans les applications de la seconde méthode. La même remarque estappUcable au problème suivant, généralisation de celui-ci.
I x~’"~‘dy= — x-"” — jÆ-”-*-' — —
J x~’”~'dy= yx~^,
X~^'ây=x~’”dy — myx~"'~'dx,
dy àx
— fW . ' t
ly = ml{i + x);
et enfin
On a ainsi une nouvelle démonstration de la Torraule du bindme. 174. Problëne XIX. Sommer la série
Ti*’+ O 0)
Solution. Le procédé suivi plusieurs fois donne
'^^dx=alx+x+~x*-h
OU
ou encore
/ ^^^dx=alx+xy, , ■ a—x _a_
.Si l’on compare cette équation (2) à l'équation générale du premier ordre et du premier degré :
y + Py=Q. (3)
dont l’intégrale est
(■) Ce problème, gènéralisalion il'iin de ceux ipie nous avons résolus dans le ctiapilrc III (58), échappe encore à la première melliode (17i, noie).
(■■) Si l’on mtilli|ilie les deux membres <l« Péiinalion (3) par r*^*’’**, le pri’roier membre devienl la dérivée cjacle de On a donc
[y< y,JT8x_
ou' i/r'erfx— I ; (.le
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on trouve
-Jn=ïr-'^-
Telle est In somme de la série (1). Il restera, dans chaque cas particulier, à eflectucr l'intégration indiquée.
175. Si a est entier positif, l’intégration par parties donne, successivement,
J (t-x). ® — a-tit-W J
J (l-x)->*® a-alt-x] J (t-xj®-»“’
Donc
les signes supérieurs se rapportent au cas où a est pair.
Pour déterminer la constante C, remarquons que, pour des valeurs de X suffisamment petites,
-'"-")='dr,='(*+î^)=
Donc y=a—
[al
[\—xl 0-hI
[\-xl ^a+a^
Supprimant le facteur commun x®, puis faisant x=0, nous trou-
vons
Or, la série (1) se réduit à son premier terme lorsque x=0; donc la constante est nulle, et *
(t— x)®-'r I / X V»— < 1 / * ® J-II4 \l /u\
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176. Remarques. I. D'après le dernier calcul, les deui séries
ont -la même limite, lorsque ne surpasse pas l’unité.
III. D’après la formule (8), si x=l
ainsi qu’on l’a vu précédemment (58) (*).
177. Problème XX. Déterminer la fonction qui a pour développement
,2æ’ 2.Aæ" , 2.4.6
Solution. On trouve, sans difficulté,
[ils J 1 . , 22 2.4.5 , , 2. 4. 6. 4 , ,
puis
ou
■ fM
(•) Le praduil (•“*)„_, /(i—i) sc présente sons roroie iadcterniince, lorsque as=l ; mais il est fuciU: de voir que su vraie valeur est zéro.
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Remarques. I. Le développement de la fonction arc
est
î , 1 i I , 1.5 I , 1.5.31 î , ^+2--5^+2:ÂS"^+2T67^+-
Par conséquent, la série (1) représente le carré de la série (7). II. En particulier, si l’on suppose x = on a
--- i-ri-i- < I ^ - I g"- r
P) Cêl exempls«et le rapprochemeat curieux tniHqné (tant la remaniue sulvanle, sont liriisil'an Mculoiro üc M. Clause» {Journaldt CretU, t. III!.
et
Problème XXI. Sommer les deux séries
y==o;cosy +ia:*cos 2(j)+ix’cos 3 ij)+ (1)
2=xsin(p-(-|x’sin 2(}(+^a:’sin (2)
Solution. On a, d’après la formule de Moivre,
y + Z K — 1 = xef^^ -i-^x'e^’f^~‘ ;
et, en prenant les dérivées par rapport à x,
y +zV^=e’f^‘ -\-xe'^~‘
ou
Par conséquent,
y+2É^ — 1= — /[I — a:(cos(p-|-l^ — 1 sin y)], ou
«-»(cosz — ÿ ' — l sinz)=l — x(cosçp+/^^sin 9). (4)
Cette équation se partage en ces deux-ci ;
e“!'cosz=l — XC0S9, e~*sin z=a; sin 9 ; d'où l'on conclut
sr sin c3
e-’‘'=l-2a:cos9+a:*;
c’est-à-dire
Où sin V t
*=*•■■" ‘s 1 =:^’ y=-âai- 2 xcos 94 -x*)n. ( 5 )
180 . Remarques, I, Si l’on change 9 en ^ — 9 dans les séries (1), (2) et dans les formules ( 4 ), ( 5 ), on obtient
(•) C«s résuUals icniüniuahles soiil dus, ju crois, à M. Lobalto [Rtcherches tur la tommation de quelques séries trigoiivméihques. Dclll, 18i7).
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xsin f — cos2y— ix’sin 3y-t-^x*cos4(p+gÆ*sin5(p —
' = — ^/(l — 2xsin(p+x’j,
xcos^-|-^x’sin 2f — gx’cos 3ip — ^x‘sin4^ + gX^cos 5;p-|-... ..
XCOSf
= arctgj_^jjij^: ,
pois , par le changement de x en — x :
xsin9+'X*cos2ip — gx’sin3(j) — jX*cos49-(-gX’sin5(p-|-
=|/(l + 2xsin(p+x’),
XCO 89 — ^x’sin2(p— gx’cos3ip+^x‘sin4ip+gX*co8 5Ÿ—
, xcosv
= arclg; — .
l+xsin f
Ces quatre dernières relations, combinées deux à deux, donnent
I . ■ . I , l + 2xsiiio+x
xsinip— gx*sin39+gx sinoç-
xcos 9— g x’cos 39 + g ® cos 59 — = - arc tg i
puis, par le changement de 9 en 5 — 9 :
xco89-hgx*cos39+gx‘cos59+
X8in9-4-rX sin 39 +g« 81009+ ~ ï *8 Y-Ta» •
On a donc ce système de formules :
^ ^cosf» 9 = — ^i(t — 2 XCOS 9 +®’).
. . xsin 9
> — sinns)=arctgr ,
n ” — XCOS 9
i , 1 + 2 xco 89 +x* Aîn+t «>»(2"+l)?=4^-2a,coS9+x-’
•^“a++‘ • /n , t , îxsino
Asn+l *'“( 2 n+l)?=|arctg ,
V’"(— /O . ^ > 2xcos9
A 2,Hhl 2«'-‘=‘8 l-x.-..
Digitiz 0 d by Googli
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V "(— - ta 1 1 , 1— Sxsiii V+J-*
III. Les séries (A) (F), convergentes lorsque æ* est moindre
que 1 , le sont encore pour x=±. 1 ( 137 ). On a donc, après quelques réductions, .
cos(j)4--cos2(p-|- jCos3i5>-+- = — i(2sin- J, (6)
sinç+^sin 29+ = siu 3 <p+ — |, ( 7 )
cosy+icos 3 (p+^cos 5 ip+ = l/cot5(jp, (8)
sinç 4 -^sin 3 y+-sin 59 > 4 - = j, ( 9 )
cosç — ^cos 3 ip-l-gcos 5 ç — = j, (10)
sin 9— 1 sin 39+ g sin 59— = i / tg (j+|) . (11)
cos 9 — ^ cos 29 + g cos 39 — = / ^2 cos ^ 9 j , (12)
sin 5 sin 2o-f- - sin 3 ®— = â ? (**)• .(^^)
IV. Dans les formules (6), ( 7 ), (H), prenons nous
aurons
(*] Ces relation!:, auxquelles on peut parvenir de bien des manières, sont extraites du Mémoire de M. Lobatto, déjà cité.
(*') Tontes ces formules, et celles que nous en déduisons, supposent ç>0 et Ç Si
l'un uc faisait pas ces restrictions, on pourrait iroiircr des résultats complètement faux. Par exemple, lorsque v=0, les tormnles (7) et (I») dotinem n=o.
Problème XXII. Sommer la série
s = sin f — jji®*® ®?T"
SobtUon. On a .. ^ .
^=C08ÿ— 5Cos3ÿ-I-|cos59— ; ^
c’est-à-dire, par la formule (10),
et
ds ^
J (J) = sin ç i sin 3ç -l-i sin 5(p — sin 7^+.
(•) Parmi ces formules (trouvées |iar Euler, Legendre , Poisson , Fourier, etc.), les Plus importantes me paraissent être (7). (9), (!0), qui donnent une HifimUde développemenu de s. ' ■ ■ ^ •
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Remarques. I. Si l'on suppose on obtient
ir* , , 1 i 1
■5-l+5. + gî+7ïH-.
Ainsi, la somme des inverses des carrés des nombres impairs est égale à
II. Il est facile de conclure, de ce théorème, la somme des inverses des carrés de tous les nombres entiers. Eu eil'et, soient
S = H-ji + r-. + j-.+ ÿ + .
on aura
S=S,-|-Sp,
Sp=j-.(l+i
donc
ou eiiHn
III. La formule (7) donne, par un procédé semblable au précédent, — i?"!" 4 cos 04 - ;:;î cos 2^ 4- ÿ cos 3o 4- (28)
Problème XXIV. Sommer les séries
y, =a:sin’(p4 - 3 **"*3^4-
z, =®cos’(p4--j cos 2,p4- — cos* 3(p4-
Solution. La sommation de ces deux séries dépend encore des valeurs de y et de Z (Probl. XXI). En elfet,
Z,— y,=a:cos29-i- jCOs4ç-(-^cos 69-h =— ^/(l— 2*cos 2(j)-+-a:’);
donc
1 , 1— 2tcos2o-I-.t* .
— (ïziiP — • W
z,= — J f[(l — 2®cos2o4-a-’)(l — if)*]. (H)
186. I.,es formules (G). (H), traitées comme celles du n* 180, conduisent à quelques conséquences remarquables, parmi lesquelles nous indiquerons seulement les suivantes, laissant au lecteur le soin de les démontrer :
«sm*94- 3*in 3o4- -jS.n 5?4- =
XCOS*<p4-3-««>»3?+5COS 59-+- =^l\[^j
a* . , X* . I ix(l— x*}8in*ç
Æsin’9— 5SM1 394-5Sin 59—...
a» , a* 1 1 . Ax(l — i’)cos’ç
®cos’9— -rcos 394 -^cos 09— = -arctg
no TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIES.
sin’ip — ^sin’29+^sin’3ç — = — |/cos(p,
cos* (p — - cos* 2(f+ = cos* 3p — = - /(4 cos (j) ,
sin*ip — 5*'»’ 3i])4-gsin*5p4- ,
cos*^>“— gcos’3(p+gcos*5p— =i (*).
Problèmü XXV. Sommer iet séries
_sin^
«in ? g sin 2ç . « 8in 3?
Ï+T» “i+Sî“^'’9+a'‘ ••••
Solution. On a trouvé, ci-dessus :
5 — ^(p=sin 9 -f^sin 29-4-|Sin 89 -H-
-9 = sinip — ^sin 29-f--sin 89 — .
Par conséquent,
sio2? ,
sinSç , )
sin 2<p
sioSf )
On tire, rie ces deux équations,
. _ ,(sinv
„siu2<j.
1 3«"5tp r
* It-fa*
c’est-à-dire
Les intégrales générales de ces deux équations du second ordre sont y,= A«“T-f-Be-“?, 2,= Ce“?-i-De-‘''i',
A, B, C, D étant des constantes, qu’il s’agit de déterminer.
Or, si l’on multiplie les deux membres de l’équation (32), succes-
[') Toutes ces formules sont tirées du Mémoire de M. Lointto.
CHAPITRE VI. — SOMMATION DES SÉRIES
sivement par sin fdf et sin 2<pd^, puis qu’on intègre entre O et it, on trouve : ^
py,8ii.2?d7=:^, (*).
Ainsi
Aj^Vvsin
A sin 2<fd<f+nJje-'‘^ sin 2?d^=^
L’intégration par parties (lôO) donne aisément
J" e~®? sin ipd^ =
j^V?sin2(pd<p=---^jÿ. JV‘»?sin2y</y=-!i ^-^) (•*);
donc
ou
Ae^4-Be-"=0. A4-B=^,
(■) En général, ?1 une fonclloa f{x) est développable de la manière snivanle:
/^a)= A, sin z-t-Ai sin»r4-A,iiin3i+ -t- A»siniu>|-
on a A,= - r*Re)siniwrrfz. '
En effet, un terme quelconque, autre que A, sin nz, donne l’intégrale
Ap r*sinpisinnidr=|Ap r*[cos(p— n)x-l-cos(p4-B)!r]<ir==;Aj^^'!i^5 — ^^ sin(|M-«i)j; 'j^^ Jo * Jo * l P-» P-*-0 J
en sorte que toutes les intégrales sont nulles, excepté
Ah r‘sin**Z(lT=- a» / *(I— C0SSnz)(tia=' a».
s Jq i
La même méthode est applicable aux séries qui procèdent suivant les cosinus des multiples d'un arc z.
(”) Par exemple, ’*
f •“» aiii fdfz=—e^ cos ç-t-o cos <fdf=— e*’ cos o-H»[e*Vsin 9— a J'e^ sin çd?];
donc
J a®tsin»dç=^-j-^l«®*-l-ll; eü:.
et enfin
2 «-«* * 2 f®* — ér*®**
On trouve, de ta même manière,
Les valeurs de y, et de z, sont donc
de sorte
que
sinç
qSinS?
57 e-Hif
sin ç
O sin 2o
, oSin3<p
sin4ç
“4-fa>
^Ki-t-o* ■■
188. Remarques. I. Ces deux formules (qui rentrent l'une dans l'autre) subsistent pour toutes les valeurs de comprises entre 0 et rt : la première est en défaut pour <f=0, et la seconde, pour (p = it.
VI. L'équation (43) peut être mise sous la formé
coso-
Si l’on prend les fonctions primitives, on a donc
=lcot(l— a)- (*).
(•) On n’ajwile pas tic coosianlc, parce que les deux membres s.annulenl avec o.
cot(l_a)j=— . — . — (47)
^ On a ainsi le développenaent , en produit indéfini, de la fonction
cot(l — o)^. Par exemple.
COtj;— 1/3_- . Il . - (48)
VII. De même, si, après avoir mis l’équation (44) sous la forme
JL+J_+JL+_L_J L_
^v^zcosa^ jV/2coso-
1 — v/2sinoj l-i-v/asino^
on prend les fonctions primitives des deux membres, on trouve aisément
Ig (1-0) g
j 1-+0 3+-0 B— g 7—0 9 -hi 11-Hj 13— o
r 1—0 3—0 ÎH-o ‘ 7+0 ' 9^ ’ 11—0 ■ 13-1-0
relation d’où l’on en pourrait tirer d’autres.
VIII. Si, après avoir multiplié par 1— a les deux membres de l’équation (47), on suppose a = l, on trouve la formule de Wallis :
it_2 2 4 4 6 C 8 8 ’ .
CO S
--ftr
oY ^ Tt*
'cos 9
-eliï
(*) Ce résolut, dit Lacroix, est assez renarquable, quand on le comiiare i l’expression
l_t 1 1_ _it
, cos 2ç ■*" 3.3
cos3ÿ ' 3.7
--«sin-ç(),
[1 — Oi: coton].
r il
Lsinoir J’
sin an=
air (1 — a’)j
1 gj—..
‘gâ®’'— 21_ai
COS 071= (1 — 4o’)
etc. (••).
II. Si, après avoir développé, suivant les puissances’de a, les deui membres de l’équation (65), on identilie les deux développements, on trouve
Dans ces relations, P„ représente la somme des produits n d n des carrés des inverses des nombres naturels. On voit que toutes ces Sommes dépendent uniquement de la transcendante désignée par ^ (*“).
III. Semblablement, l’équation (67) donne
'^‘“”24’ ^*~24V’ — mv 0.3 2n.4« ’
üj,, désignant la somme des produits n à n des inverses des carrés des nombres impairs.
n Celle s4rie remarquable a élé duonue par Fonrier. On l'oblicnl en relranchant membre i membre les équations (56), (57), et en suppos.ml a—l/lM dans l'équation résultante.
(**) Les développements du sinus et du cosinus, en produits indéliois, ont étèlrouVés par Euler.
r") La relation P, — -, ou
a déjà été indnpiée (Isi).
CHAPITRE VI. --M1MMATI0N DES .SÉRIE.S
TBOISIÈHE MÉTHODE.
191. Cette méthode de sommation, la plus féconde de toutes, repose sur la théorie des intégrales dcGnics. Elle peut être exposée
la série convergente dont il s’agit de trouver la somme s. Si le terme général u„ est décomposable en deux facteurs i’„, tc„, dont l’un soit ,^égal à une intégrale définie connue ('), de manière que
Problème XXVII. Déterminer
j= cosç+^cos 2<p+^cos3ip4- +^cos n(j)+*
Solution. A cause de /
f e-x^dx^—le-”^,
{') M. Bicrens de Haan vienl de publier des Toiles d'intégrales âéfltûes. Ce précieux recueil, composé de trois voluiues in-qnarln, donne les valeurs d’environ six mille intégrales définies.
on a
-= f e~”*dx.
" Jo
Par conséquent,
ï= / e *da![cos!j/+e~''cos2ç+e~^cos3(p-}-.
Or, la série entre parenthèses a pour somme (183) :
cos 9 — f-*
donc
Hé
e~*cos ç— •
dx.
L’intégrale indéfinie est évidemment
' ■•"2^1 — 2e~*cos^+«~^);
donc
ou ■ ■
t=-l{2 — 2cos <p),
«=— /(asin^çj; comme on l’a trouvé ci-dessus (180, 111).
gUATRIÂME MÉTHODE.
Problème XXVllI. Sommer la série
3*.b.7^5‘.U.ll
Solution. Nous avons trouvé, précédemment,
cos X . cos 3x . cosSx
1 , ... . cos X , cos 3x
g7t(ir— 2 æ)=: — +
1 1 .1 cosx , cos2x
- - ^sin^®_-j-3-+-3;5 I
cos3x
Par conséquent,
ou
= 57r(4— ir).
19Ü. Problème XXIX. Sommer les deux séries
y “ l*.l .3“*” 2«.3.S“’"3VS.7
Solution. En partant des formules (60), (61), (62), on trouve
(•) Ce ihéorème, énoncé d'une manière un (leu difTérenic, est connu fous le nom de formuUde Parseval. Hais la démonstration donnée par ce géomètre est inadmissible; car elle suppose l'emploi des deux séries *
et, si l'ane d'elles est convergente, l'autre est généralement divergente. »
TRANSFORMATIONS DE SÉRIES
iî)7. Étant donnée une série convergente, on peut se proposer d’en déduire une ou plusieurs autres, plus convergentes que la première, et ayant même somme que celle-ci ; c’est là ce qu'on appelle augmenter la convergence d’une série (*). On peut encore, quand on connaît le développement d’une fonction f[x), remplacer la variable x par une autre variable (, ayant avec la première une relation donnée; on obtient ainsi le développement d’une nouvelle fonction y(t), développement qu’il serait quelquefois assez difficile ilc trouver directement. Nous allons donner deseiemples de ces deux espèces principales de transformations, en nous bornant, pour la première espèce, à une méthode connue sons le nom de Hutton (“), bien qu’elle appartienne à Euler (***).
TRANSFORNATIONS DB PRRMIÈRB ESPÈCE. '
Tbéorèhe. Soit une série convergente
dont Iss termes, alternativement positifs et négatifs, décroissent indé/iniment. Si l’on fait
(') Non conlenis de résoodre ce problème, plusieurs géomètres ont prétendu transformer certaines séries divergentts en séries convergentes. Nous croyons que cet énoncé est un non-sens.
('*) Tracts on malhemaUeal and pkOosophical subjects, 1. 1, p. 178 (ISIS).
("‘) Elle a été reproduite par M. Poncelet, dans son Mémoire sur {'application de la mé- % thodé des moyennes (youmal d« Crellc, t. XIII.)
“l = U, U, = AU,, «J M4 = AUj,
Ah,— Am.= A’u, . Au,— AM,=r A‘u, . Au,— Au,= A’u, ,
et que l’on suppose
A«,> Au,>Au, > A’m,>A‘u,>a‘m,>.
on aura
Démonstration. On a, d’après l’équation (1) :
c’est-à-dire
2»=u, -f- A u, — Au,-|-Au, — Au,-|- ; , (2)
ainsi les différences premières, prises alternativement avec le signe + et avec le signe — , forment une série convergente.
La transformation précédente, appliquée à l’équation (2), donne
4<= 2u, ■+■ Au, -1- A-u, — A*u,H- A’u, —
puis
8s= 4u, -I- 2Au,4- A*u, -f a’m,— A’u, -q- A’u,—
1 6s=8u,-|-4Au, -|-2A’u,-|-A’u,-|- A’u, — A* u,-(-
Actuellement, en vertu des hypothèses précédentes et des équations (2), (3), (4) on a
*>2“i+iAu,,
*>§«i+jAu,4-Îa’u,,
*<§«t+|Au„
*<i«.+;A«i+jA*u,,
(•) Aün qne toutes les différcoccs soient positives, on fait les soustractions dans un
ordre contraire à celui qui est généraiement adopté.
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n Dans le mémoire cité, M. Poncelet fait observer qu’on devrait prendre près de SOOOÔ termes de cette série, si l'on voulait calculer n avec cinq décimales.
201. Remarquet. I. Le lerrac général de la série (7) est réduc-
Qti-l (
lible à la forme P„ étant un nombre entier qui satisfait à la re-
latinn
De plus, P, = 3.
II. En admettant cette proposition (*), nous aurons, au lieu de la formule (7) : .
2 ïB“^70"^5t5 1386*^
III. Si l'on cherche à sommer la série (7), on trouve qu’elle est
égale à conséquent,
ir / 7 sinutci
Â J 2 — sin**’ ,
ce qui est exact.
Problème XXXII. Transformer la série
en d’autres qui soient plus convergentes.
1° Le calcul précédent conduit à
2° Si I surpasse 1, le même calcul, appliqué à la série (11), donne I - X — 3 /x— 3\’ /x— 3\^ , ,
3' Semblablement, si x surpasse 3, on peut remplacer la série (12) par
et ainsi de suite.
204 . Remarques. I. Les limites de convergence,. pour. les séries (10), (11), (12), (13), sont, respectivement :
IL Supposons, dans les deux premières séries, x~ 2 : la série (10) deviendra divergente, et il serait absurde de prétendre, comme l’ont fait plusieurs géomètres, qu’elle est encore éq<ciralenle à son premier membre, ou que l’on a
x=l— 2+4-8-1-lC—
•Néanmoins, l’équation (11), déduite de la série (10) quand eelle-ei était convergente, subsiste encore. En effet.
Ainsi, une série convergente {B),' déduite d’une série convergente (A), obtenue en développant une fonction F(\), peut, dans certains cas, représenter encore F(x), après que la série (A) est devenue divergente ('). •'
(T Cesl probablemcDt U cc iiu'oni voulu cxpriinur los auteurs i|ui se sont occupés de , la trantformalion drs sMrs divergtnlts en üriet convergentes (IB7, première nota).
III. Si, dans les séries (11) et (12), on suppose % compris entre — 1 et -|-1, les termes de la première série deviennent tous positifs. Il n'esl donc pas toujours nécessaire, pour l'application de la méthode de Uullon, que les termes de la série proposée soient, alternativement, positifs et négatifs. Il est vrai que, la série transformée pouvant être moins convergente que la série primitive, la transformation n’oITre plus d’utilité (*).
IV. Pour une même valeur de x, comprise entre - et 1, les séries
(11), (12), (13), sont de moins en moins convergentes; mais elles
le sont plus que la série proposée (10). Par exemple, Æ = ^ donne les résultats suivants :
ll6^
il 6.
iîl
TBANSFOBHATIONS DE SECONDE ESPÈCE
20». Dans le chapitre précédent, nous avons développé plusieurs fonctions suivant les sinus ou les cosinus des multiples de la variable. Nous allons retrouver quelques-uns de ces développements, et en obtenir de nouveaux, en supposant que la variable ait la forme Les résultats auxquels nous arriverons par cette voie mettront en évi-
n Soit, dans les séries (11), (lî), x=|; un iroutc
ce qui est eiact. Mais la seconde série est beaucoup moins convergente que ta pmafère.
CHAPITRE VU. — TRANSFORMATIONS DE SÉRIES
dence une partie des secours que l'analyse mathématique peut attendre de l’emploi des imaginaires (*).
S208. Lehhbs :
1“ «^^~‘=cosa:±I^ — 1 sin a; (**).
2“ . cos®= , sina;=: .
3» co8(a/=i)=^^ si„(;c/=T)=f!::^i/z:ï,
207. Problème XXXIII. Développer, suivant les sinus il les cosinus des multiples de m, la fraction
l_pe«l/-r
Ablution. La Formule
trouvée en supposant x*<l, subsiste quand x devient imaginaire, mais que son module est inférieur à l’unité (“*). Par conséquent, pour toute valeur du module p, moindre que l’unité, on a
— =1 4-pe“V^+pV“^ + pV“V^^H-
ou
^-^rx^JpIcosnto+l/^Tsinn»). (1)
208. La Formule (1) serait à peu près inutile, si nous ne mettions son premier membre sous la forme A+B/ — 1. Or,
^ t — t — f'cosu — v'— lsiiiM)_
1 — t — 2fcoso+p’
(') MM. Briot cl Boiiqoct ont publié réoumnienl, dans le Journnl de l'École folylechnique, un mémoire intitulé : Étude des fonctions d’une variable imaginaire. Nous regrettons que resiguïtédu cadre dans lequei uoiis avons dû nous renfermer nous ait empêche de rien emprunter i ce beau travail (septembre 18S8).
(”) Nous rappelons que ce lemnie, dont les autres sont des conséquences immédiates, renferme ta formule de Voivre ( I U).
(••') C’est ce qu’il est facile de démontrer.
*ii --r
i — pCOSw , , _
i ~ 2^coso+V- =^+P‘=°^“+P cos2«+p’cos3o)4- (A)
P sin w . . « • ^ «
Ces formules ne diflièrenl pas de celles que nous avons trouvées dans le Chapitre VI (Probl. XXIII), par un procédé beaucoup moins simple que celui-ci.
Problème XXXIV. Développer la fonction ef
Solution. Si, dans la formule (E) du n° 112 ;
on remplace x par p«“'^=p(cosw+l/' — Isin w), on trouve Mais
sinfpsine-)];
donc In formule (2) se partage en
«P'°’“cos(psinu)=l-4-|cosw4-^cos2(a-l- cos 3 « -4- , (C)
ef'”‘“sin(psin6))= ^sin(o-Fj^sin2o)-f -^ ^ ^ sin3eo-|- (D)
210. Remarques. I. Dans ces équations,' le module p peut être quelconque, parce que les séries (B), (C) sont toujours convergentes (49). Si l’on remplace p par (/ — 1 (*), le premier membre de la formule (C) devient
«V'"' cos(/ — 1 sin w)=[cos(coseo)-|-l^ — 1 sin (cos !
donc
î(e*‘"“+e-*"“)cos(co8»)=l i(c«‘"“_|_e-“"“)sin (cos«)=
C0S2u C0s4u COsGm
cos O COs5o> . COSÎM»
(') Celte bypotbùse est en contradiclion avec la detinilioii même du modale. Néanmoins, les résultats auxquels nous allons arriver sont exacts, ainsi qne l'on peut s'en assurer par une vérifleation d posteriori.
('oogic
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De mêine, la formule (D) conduit à
l(e--_«-.-)sin(cos«)=*-^“-^+j^ (G)
l(e‘>--_.-«^»)coa(coa.) = îî^-J!g+i^^ (H)
n. La combinaison des quatre dernières formules donne encore ces résultats remarquables :
,ioM / \ J . sin» cos2u cosôu . cos4« , siü 5« .
••■"“cos(cos«)==l4--p--j^--j^+î^+j^ (I)
,i-„ . , . cos» . sinî» cos3» sin4» , cos5»
« s.n(coso.)= (K)
211. Problème XXXV. Développer les fonctions sin (pe*’'^"'), cos(pe“'^).
Solution. Les formules
Sin x=
‘^0*®=1- O + rro —
donnent
sin (pe'*'^^)=2o ( — l)V"^'[cos (2« + 1) w + — 1 sin (2n cos(pe"'^)=2j ( — l)"p*" [cos2f»ca-|-l^ — lsin2n&>].
Il reste à transformer les premiers membres. Or,
sin(pe"'^)=sin(pcosw+l^ — 1 psin &>)
=;sin (pcos(ü)cos ly — 1 psin <a)+cos (pcoso>)sin y — 1 psinu)j =îsin(pcos«)(ef’”“+e-^*““)+Jcos(pcoscü)(ef‘"“-e-P""“)l^; cos (pa"'^“‘) = cos (p cos » + 1^ — 1 p sin u)
= cos(pcos(>>] cosiy — rpsinw)— sin(pco8 u) sin y — 1 psinoi)
= lcos(pcos«)(«f'““4-«-^*““)— |8iii(pcoso.)(eP""“—
Donc
"““)jin(pcoS(a)= |cosw — ^-|-^cos3(oH- , (L)
I (gP .in »_j_p .i. t çog 0 )_^ COS 3o> + (M)
l(e? >'"“+e-f’"'’“)cos(pcosa))=l— ^-^os2o>4- (N)
1 («P »■> “_e-P •“») gin (p cos m) = ^siü 2(o— j^sio 4w+ ; (P)
puis
ef “ sin (p cosu) = jcos û) + ^ sin 2u — — co® 3&> — (Q)
e!"'"“cos(pcoso>)= 1 + l^sinu — ^ cos2to — ; (R)
etc.
212. Problème XXXVI. Développer la fonclion /(l + pe“'^~‘). Solution. En opérant comme dans les problèmes précédents, on a d’abord
/( 14 -pg**^~')=^ ( — ^[cosnw+l^ — Isin nu] ; puis, si l’on suppose
P«“V/^)=A4-BI
l4-p (cosu4-^^ — lsin<B)=e^(cosB+P^ — 1 sinB) ; A=i|(l+2pcosu+p*),
- /(I +2p cos 6>-(-p®)= ^-cosci) — ^cos2u+|-cos3u — ^cos 4o>+ . . . . , (S)
arc te - =jsinti> — ^sin 2w-I-^ sin 3t>> — ^-sin 4ti)+ (T)
•^1+pcos» 1 2 3 4 '
Ces formules ont été trouvées dans le Chapitre VI (Probl. XXI).
215. Problème XXXVll. Développer la fonction arc tg (pe'^~').
Solution. On a
arc tg (pe'”'^^)=^, ( — 1)”“'^^ [cos(2n— l)(o+K— 1 sin(2n— t)ü>].
arc tg (p cos w-j-P' — 1 psin «j)= A+B|/ — 1 ; arc tg (p cos o>— j/ — 1 psinu)=A — B|/ — 1;
2acusw — 7 . — ifsiu»
2A=arctg^^:j:^, 2B|/— l=:arctg-- Yj. - { l — •
Soit
alors
puis
Problème XXXVIII. Développer la fonction
arc sin (cosu -t- sin (j).
Solution. La formule (D) du n“ 142 :
arcsinx=x-f-5-3-i-^^ÿ-f-^Y4-
devient d’abord
arc sin (cos lo-I- — 1 sin w) (3)
=2;é=isf:iÎ5=ïi[<»’ (2«-i)“+»'=î
Soit
arc sin (cos<i>-I-k^ — 1 sin«i))=A + Bl^ — 1, ou
cosu-l- 1/ — lsinti)=sin(A-t-Bt^^ — 1).
On conclut aisément de cette équation :
2cosw=(e®+e“®)sinA, 2sinoj=(e® — «~®)cosA ;
puis
cos’u
sin*o>
et enfin
sin* A
cos* A
cosA=l^ sinw.
sinA=r i— sino>,
132 TRAITÉ ÉI.ÉMENTAIRE DES SÉRIES.
Ces valeurs, substituées dans l’équation (3), la décomposent en ces deux-ci :
arc cos (1^ sin w)=coso) -Hj^cos 3u -I- j^cos 5 m-(- ,
1 -+-sint>)-|-l^ sin(ü]=sin û)-I-^sin 3“"l“^^sin d’où l’on en pourrait tirer beaucoup d’autres.
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OEBPS/nav.xhtml
Table des matières
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		AVANT-PROPOS

		PRÉLIMINAIRES

		Diverses espèces de séries. Désignons par 8„ la tomme des

		CHAPITRE

		CHAPITRE IL — THÉORÈMES SUR L\ CONT^ERGENCE

		CHAPITRE II. — théorP;mf;>; sur la convergence

		III. La série

		CHAPITRE II. — THÉORÈMES SÜR LA CONVERGENCE

		AppiiCATions. I. La série exponentielle

		Théobèmr VI. Une série

		Applicatios. La série

		Théorème VUI. Let mimes choses étant posées que dans le

		CHAPITRE H.— l'HÉORÈMES SUR LA CONVERGENCE. Ij

		Corollaire ("). Les séries

		CHAPITRE II.— THÉORÈMES SUR LA CONVERGENCE

		CONDITIONS

		Si l’on considère les équations

		CHAPITRE II. — THÉORÈMES SUR LA CONVERGENCE

		IV. IxL série

		CHAPITRE II. — THÉORÈMES SUR LA CONVERGENCE

		Lehhe I. Les séries

		Lemme II. Les quantités

		CHAPITRE II. — THÉORÈMES SUR EA CONVERGENCE

		CHAPITRE H. — THÉORÈMES SUR LA CONVERGENCE

		II. La tirie

		CHAPITRE II.'— THÉORÈMES SUR LA CONVERGENCE

		III. Soit euGn

		CHAPITRE H. — THÉORÈMES SUR LA CONVERGENCE. SI

		CoHOLLAiRE. Si oucune des deux séries

		Application. Les séries

		CHAPITRE II. — THÉORÈMES SUR LA COWERGENCE

		Problème I. Sommer la tirie convergente

		CHAPITRE III. — sommation DE QUELQUES SÉRIES

		CHAPITRE Hl. — SOMMATION DE QUELQUES SÉRIES. 39 ' On a donc

		tZ

		CHAPITRE lir. — SOMMATION DE QÜEIXJljES SÉRIES

		Problème IX. Sommer la série dont le terme général est

		CHAPITRE III. — SOMMATION DE QUErxjüES SÉRIES. « Par exemple

		II. Prenons, comme ci-dcssus

		PaoBLÈMR XIII. Somnter la xérie

		APPLICATION ORS QUADRATURES A LA SOMMATION DES SÉRIES

		Théorème XX

		Théorème XXI

		CHAPITRE IV. — SOMMATION DES. SÉRIES. 5t

		CHAPITRE IV. — SOMMATION DES SÉRIES

		ll000-/2+|| + è-i. 4 + i.O.OOl

		II. Évaluer

		III. Entre quelles limites est comprise la somme

		IV. Évaluer

		CHAPITRE IV. — SOMMATION DES SÉRIES

		jî

		CBAPITRE V. — DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES

		En elTet, les équations (.3), (4), (5) donnent

		fi(n

		CHAPITRE V. — DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES

		Développement de e*. Si l’on prend f[x)=e^, on a

		Développemenl de sinx. Oe f{x)=s\ax on déduit

		X X* CD

		X X* £T* CC

		DételoppemetU de arctgÆ. De /’(x)=arc Igx on lire

		CHAPITRE V, —, DÉVEfX)PPEMENTS EN SÉRIES

		Remarque. L'équation (1) peut être écrite ainsi

		CHAPITRE V. — DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES

		CHAPITRE V. — DEVELOPPEMENTS EN SÉRIES

		ii4-x’ (2 -(-x*)’-4jc’ 4-|-j

		PnoBLÈME III. Développer

		P cosa— P* cos 3»=0, P sin — P>sin3x

		Pbobléhb IV. Développer puis

		Mq- *3-48-1-101 — = î

		CHAPITBE V. — DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES

		Remarques. I. En augmentant d’une unité les degrés des

		CHAPITRE V. — DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES

		I. Développement de 1(1 +x). De F(®)=/(l-f-a5), on tire

		SH

		Æ* ' CC* CC

		Rttnarqu$. Si l’on change x en «K— 1, ort trouve

		SOMMATION DES SÉRIES

		Problème H. Sommer la série

		PBOBLèMB III. Sommer la série

		Pkoblèhe V. Sommer

		PaoBtÈMB VI. Sommtr là *irii

		CHAPITRE VI. — SOMMATION DES SÉRIES

		Problème X. Déterminer

		Problème XI. Déttmintr

		Problème XII. Sommer la série

		PaoBLÈUE Xlll. Sommer la série

		CHAPITRE VI. — SOMMATION DES SÉRIES

		CHAPITRE VI. — SOMMATION DES SÉRIES

		CHAPITRE VI, — SOMMATION DES SÉRIES

		III. D’après la formule (8), si x=l

		Remarques. I. Le développement de la fonction arc

		Problème XXI. Sommer les deux séries

		I . ■ . I , l + 2xsiiio+x

		III. Les séries (A) (F), convergentes lorsque æ* est moindre

		IV. Dans les formules (6), ( 7 ), (H), prenons nous

		Problème XXII. Sommer la série

		Remarques. I. Si l'on suppose on obtient

		Problème XXIV. Sommer les séries

		Problèmü XXV. Sommer iet séries

		CHAPITRE VI. — SOMMATION DES SÉRIES

		VI. L'équation (43) peut être mise sous la formé

		CO S

		III. Semblablement, l’équation (67) donne

		CHAPITRE VI. --M1MMATI0N DES .SÉRIE.S

		Problème XXVII. Déterminer

		Problème XXVllI. Sommer la série

		TRANSFORMATIONS DE SÉRIES

		Tbéorèhe. Soit une série convergente

		fH

		Problème XXXII. Transformer la série

		TBANSFOBHATIONS DE SECONDE ESPÈCE

		CHAPITRE VU. — TRANSFORMATIONS DE SÉRIES

		Problème XXXIV. Développer la fonction ef

		CHAPITRE VH. — TRANSFORMATIONS DE SÉRIES. 1Î

		P«“V/^)=A4-BI

		Problème XXXVIII. Développer la fonction

		Sources et licence





