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PRÉLIMINAIRES
1. D^FinmoN. On appelle série une suite indéfinie de termes procédant suivant une loi déterminée.
D'après cette définition, l’on doit toujours pouvoir calculer un ferme de rang donné, soit directement, soit au moyen des termes qui le précèdent (*). Autrement dit, si les termes d’une série sont désignés par
le terme général u„ est fonction de n.
!2. Diverses espèces de séries. Désignons par S„ la somme des n premiers termes d’une série, savoir :
S» = Ui-f-Mi-|-Ma-l- + “ii'
Cette somme, aussi bien que u„, est une fonction de n. Cela posé, trois cas peuvent se présenter :
1° Si la somme S„ des n premiers termes tend vers une limite finie et déterminée S, lorsque le nombre n croit indéfiniment, la série est dite convergente;
2" Dans le cas contraire, c’est-à-dire quand la somme S„ peut
O Par exemple, le TiDgl-neuviènae lcrmo de la progression 3, 7. II, 15,
peut tire oblenu, soii direclêÊtunl, au ino}ea de la formule ii«:3 3-)-i(ii— l), soit par des additions suecessiTcs.
croître (en valeur absolue) au delà de toute limite, on dit que fa série est divergente ;
3" Enfin, s'il arrive que la somme S„, sans croître nu delà de toute limite, n’ait pat de limite déterminée, la série n’est nf ronvepgente ni divergfnte : on peut lui donner le nom de série indéterminée [').
3. D’après ces définitions, une progression par quotient, illimitée et décroissante, est une série convergente ; une progression par quotient, illimitée et croissante, est une série divergente: enfin la progression
+1, — It +1. — 1. -1-1. ...»
dont le terme général est ( — 1)* (•*) “', constitue utie série indéterminée; car égale 1 ou 0, suivant que n est impair ou pair.
4. Les séries convergentes sont les seules qu’il soit utile de considérer, parce que les autres séries ne peuvent représenter aucune quantité (”), Il est donc nécessaire de savoir reconnaître si une série proposée est convergente ou non convergente. C’est à quoi l'on parviendra, presque toujours, en appliquant les règles démontrées dans le chapitre suivant.
(*) La plupart «les aulvurs font renirer cette IrotMèmc espèce de série dans 1a catégorie des séries divergentes. Cette classiücaiion nous pacall coniraire à l'éiyiiioUigie et à la signiticaliou habituelle du mol divergent. La deuoiniiialion de sétie indéterminée i été pro|»osee par M. L. Olivier {Journal de Crelie, t. II).
(•*) Il y a plus; les expressions : limite d'une série, somme d'une série, n’onl évideminenl aucun sens, lorsque la série u'esl pas couvergeuU*. On peut donc s'étonner que du savants géomètres aient éuoucé les propositions suivantes :
— i-M— H- ï=i (l„îtcrnix, l. III, p.
t=0.t03CaH36 {itÀd.,\*. 390);
t-osv— cus3«-h:os3v— cosiVH- — -(Plli^son, Journal de l'Écuie poiytechnitiue,
^ l. XI, |> Ï13);
1 — H-1— 1+1 — 1+ (Prelin, ffc Creifc, I. XLI);
1I_ÎJ+3«_*Ï4-5S— 6*+ 0 (Siinonof, •Wi'moir» sur les séries des nombres
aux puissances harmoni(/ues};
eic.
THÉORÈMES SUR F.A CONVERGENCE
Thèorèmet généraux.
5. Théobèiie 1. Dans Utult série convergente, le terme général a pour limite zéro.
Démonstration. Uésignons par S la limite vers laquelle tend la somme S„ des n premiers termes, et par R„ le reste de la série; en sorte que
. s» + Rii=s.
changeant n en n — 1 , nous aurons
Ces deux égalités, retranchées membre à membre, donnent
U|i+Rii — R b_i =0.
Mais, lorsque n croît indéliniment. les restes R„, R„_, tendent vers zéro ; donc
lim u„ — Q (*).
6. Théorème II. Dans toute série convergente, la somme d’un nombre quelconque de termes consécutifs a pour limite zéro.
Démonstration. Conservant les notations du numéro précédent, représentons par Sn+p la somme des n+p premiers termes; nous aurons
Srt+Rn='''. R„^.p= S.
Ces deux équations donnent
(*} Il est bon de remarquer, S propos de celle proposition rondainenlale, que la ronvtrgmce ne dépend peu des premiers termes : la série
tO 10» IQS
dont les termes, abstraction faite du signe, vont d'abord en augmentant, est convergente.
puis, si le nombre n croît indéHniment,
/«'*» (u«+, + tt»+5+ 4-tt„+p)=0.
7. Remarques. I. L'énoncé et la démonstration du dernier théorème supposent que le nombre p des termes consécutifs est constant : il peut, d'ailleurs, être aussi grand qu'on le veut (*).
II. Les théorèmes précédents expriment deux conditions auxquelles satisfont toutes les séries convergentes. Conséquemment, toute série qui ny satisfait pas ne saurait être convergente. Nous démontrerons plus loin que ces conditions, nécessaires, sont loin d'étre suffisantes (**).
III. Le second théorème est une conséquence du premier ; car si des quantités, en nombre limité, tendent chacune vers zéro, leur somme a pour Imite zéro. Il résulte de là que si les termes d'une série, convergente ou divergente, ont pour limite zéro, on en peut toujours trouver P consécutifs dont la somme soit inférieure à un nombre donné d.
En effet, pour satisfaire à l'inégalité
Wrt+|-t“
[') On verra tout à l'Iicarc que, sous une cermine condition, le nombre p p«i( être rafiable et imU/lniment croissant.
(••) Ccsl donc par inadvertance que, dans un fort bon Traité de Calcul dillci'entiul, on a énoncé et démontre la proposition suivante :
« Pour qiCune série soit convergente, la condition n^ereuire et suffisante consiste en ce que la somme d’un nombre quelconque de termes au delà du 11% ii,,, soit aussi petite que [on voudra, si n est suffisamment grand. *
Celte proposition fausse, que l’on retrouve dans la plu|>art îles Traités d'Alsèbre ou de Calcul difTéreiitiel, a été énoncée d'abord, chose extraordinaire! par l'éminent géomètre à qui l'on doit les premières recherches sur la convergence des scries. On lit, en effet, dans les Exercices de Mathématiques (t. II, p. Xél) :
« D'après ces principes, pour que la série soit convergente, il est nécessaire et il suffit que les valeurs des sommes
Se , s»+i , J»-,.,
correspondantes b de très-grandes valeurs de n, diffèrent très-peu les unes des autres, ou, en d'autres termes, il est nécessaire et il suffit que la différence
— S* = Ma-f-IOc4-l-t* -|-Un^-a,— I
devienne infiniment petite, quand on attribue au nombre n une valeur infiniment grande, quel que soit d’ailleurs le nombre entier représenté par m. n Nousavons souligné ce qui (si nous avons bien compris les paroles de l'illustre auteur) constitue la proposition fausse dont nous parlions tout à l'heure.
CHAPITRE H. — THÉORÈMES SUR LA CONVERGENCE
dans laquelle tous les termes sont supposés positifs, il suffit de rendre
IV. Il y a cette différence entre les séries convergentes et les séries divergentes, que, dans toute série convergente, la somme de p termes consécutifs tend vers une limite, quand le nombre p augmente indéfiniment, et que, dans les séries divergentes, cette somme croît indéfiniment avec p, quel que soit le rang du premier des termes considérés. Ces deux propriétés, que l’on pourrait regarder comme évidentes, résultent, très-simplement, des principes précédents.
En effet, si la série est convergente, on a
S«+p — S„ -t- R„^.p — R«= 0 ; puis, en supposant n constant et p variable,
lim (S„+p S„) R„ = 0 ,
ou lim (S„+p— S„)z=S — S„.
Au contraire, la série étant divergente, la somme S,h-p dépasser toute limite; et il en est évidemment de même pour (S„ 4 .p — S„) (**). ^
8. Théobèiie III. Dans toute série convergente, la somme d’un nombre indéfiniment grand ('**) de termes consécutifs tend vers zéro, lorsque le rang du premier de ces termes augmente indéfiniment.
Démonstration. Dans l’équation
(W|t+1 ~l~ «II+J+ 4- “n +p) 4- Rp+p — Rn= 0 <
supposons que p soit une fonction de n, qui devienne infinie avec cette variable. Nous aurons, «n passant à la limite,
lim (u,h-i4-m»+î 4- -l-u„.^p)=0,
absolument comme dans le cas où p était supposé constant (6).
(') Dans la plupart des cas, les termes de la série vont en décroissant, du moins t partir de l'un d'ens. S'il en est ainsi, l'inégalité ci-dessus sera vérifiée dès que l'on aura
(*') Toujours en supposant n constant.
I"’) IruU/Mmmt grand signifie ici ; gui croit indéfinimmi.
î). Remarque. Cfiltc proposition , bnaiiroiip plus générale que le 'Ihéorème II, n exprime pourtant pas une propriété qui appartienne c.\elusi\eineiit aux série.s convergentes. Pour le montrer sur un exemple simple, considérons la série divergente
Kn supposant p=ri , nous aurons
"+l> n (n+2)/(n-t-t) (4n-t-1}I(în-H)‘
Tous les termes du second membre sont moindres que — ; donc,
’ n/ri
et. cotiséqueminent, lim[S„+,, — S„) = ü.
Ainsi, la somme d’un nombre indéfiniment grand d^ termes consécutifs peut avoir pour limite zéro, sans que la série soit convergente (*'). 10. Tiiéohême IV. Si les termes d'une série sont, en valeur absolue, * respectivement moindres que ceux d'une série convergente dont tous les termes ont même signe, la première série est convergente.
Démonstration. Déconijiosons la somme S„ des n premiers termes de la série convergente en deu.v parties a„, b„; a„ représentant l’ensemble des termes correspondant aux termes positifs de la première série, et b„ In somme de cimx qui correspondent aux termes négatifs de celle-ci. Désignons par S'„, a'„, b'„ les quantités analogues, relatives à la première série. Nous aurons
I.a seconde série étant convergente, les sommes positives croissantes a„, b„ ont des limites a, /3 ; donc les sommes positives croissantes a'n, b'n, respectivement moindres que les premières, ont des limites d, (3'; et la somme S'„ a pareillement une limite, égale à
^■) Voir plus loin, n" 49.
(’■) ('.elle proposilioii jusliHe ce ipie nous avons dit ci-dessus (n« 7).
CHAPITRE n. — théorèmes SUR LA CONVERGENCE
11. Remarques. I. Il C8t uviilent que le même théorème subsiste lorsque les termes de la première série sont égaux à ceux de la seconde, respectivement multipliés par des quantités positives ou négatives quelconques, mais finies.
11. Si la série convergente donnée n’avait pas ses termes de même signe, la proposition pourrait être en défaut : en effet, la différence a„ — b„ peut avoir une limite, bien que les sotimes a„, b„ croissent indéfiniment (*).
III. la série
^ , a+c I (a+e)Cîa+c) . ^ (n-fe). . .(>î^g+c) ,
b+c (d»-t-c) [ib+cj (6-hc) . . . (n^t b+c) '
dans laquelle a, b, c sont des quantités positives, est convergente si a est inférieure à b. Dans le cas contraire, elle est divergente.
(') Par exemple, ainsi qu'on lu verra plus loin, la série
esl convertie, et la série
est fUvergmtê,
('*) somme de celle série, ordinairement désignée par la lettre e^est la hase des logarithmes nepiTiens.
Elle a poiii' somme
(TRAITÉ ÉLÉMEiXTAlKE DES SÉRIES.
En effel, dans le premier cas, les termes sont, à partir du troisième, respectivement moindres que ceux de la progression décroissante
% Règles de coaeergenec.
13. THÉoaÊiiB V. Une série ett convergente si, à partir d’un certain rang, le rapport d’un terme au terme précédent, pris en valeur absolue, est constamment inférieur à un nombre donné, moindre que l’unité.
Démonstration. D’après le Théorème IV, il soflit de considérer le cas où tous les termes sont positifs. Or, si l’on a
Oe+l^
Un+p-1
a étant une constante positive, inférieure à l’unité, il en résulte que les termes
•*n+ii Ub+j,
sont respectivement moindres que les termes de la progression décroissante
ixu„, ’
Et comme cette progression forme une série convergente, il en est de mémo pour la série proposée.
14. Remarques. I. Ordinairement ce théorème peut être énoncé ainsi : Une série est convergente, si le rapport d’un terme au terme précédent, pris en valeur absolue, tend vers une limite moindre que l’unité.
II. Cependant la première proposition est plus générale que la ' seconde : il peut arriver, en effet, que le rapport n’ait pas de
(•) A cause de
na4-c n6 + c
CHAPITRE II. — THÉORÈMES SUR LA COJfVEROENCE
limite déterminée. C’e«t ce qni a lieu, par eiemplc, pour la série
sin»? , Bin*<|i«in*î? .^i ginVgin*2i]i...8iii*ny
(t+Acos*Ÿ)(H-Acos*2?)"*" (14-Éco«'!p)...(l-t-Acos*no) ’
dans laquelle on suppose
Cette série est convergente, car le rapport
ttn+i . gin*(n+ 1)9
Un l+Acos’(n+i)ç
est inférieur à k (*).
III. Si tous les termes ont même signe, et que le rapport ait pour limite l’uniti, la série peut être divergente (**).
IV. En conservant les notations précédentes, et en supposant tous les termes positifs, on a
En effet, les inégalités
**ll+l'^***«) **11+2 a*u„,
donnent
Rii<C““n(f +«+«*+ );
etc.
Applications. I. La série exponentielle
est convergente, quel que soit x (***).
En effet,
lim'^ = lim- = 0.
Um n
(*) Eiccplé pour les valeurs de n qui donneraient sin* (m-1 ) ç = 1. Mais, dans ce cas, l’arc P serait cooimensnrablc avec la circonférence; et, h cause de sin(tn+*)p=0, la série s» rédulrail à ira polynâme.
(“) Ceci sera prouvé plus loin.
(■■') La somme de ceue série est s*.
IL Im térie logarithmique
X , x' af' , x"
e»l convergenu pour toutes les valeurs de \ comprises entre -{-1 et — 1 . ElTectivement,
lim = X lim =x ;
donc, en valeur absolue,
Théorème VI. Une série
lim'^<i (**).
est convergente ou divergente , suieant que la valeur absolue de ^u„ tend vers une limite X inférieure ou supérieure à l'unité.
Démonstration. Soit a une quantité comprise entre 1 et X. Dans
(*} Oh verra plus loin que celle série csi convergente pour divergente pour
(•*) Celle S('*rie, dévcloppeineni de (1-f-ar)»», esi encore convergeiile lorsque a;=±:l, m étant positif, ou lorsque x = m êlanl compris cuire 0 cl — I (Comptée rendus de l*Académie des sciences, i6oclobre 1867).
Application. La série
est convergente ou divergente, suivant que x est, en valeur absolue, inférieur ou supérieur à l’unité (').
On a effectivement
lim l/u„=J!.
18. TBio«ÈMB VU. 5î les termes décroissent indéfiniment, et qu’ils * soient alternativement positifs et négatifs, la série est convergente .
Démonstration. Soit la série
U| U,+ Mj-- M4-I- +M,_| Un+U^H-l
dans laquelle nous supposons
et, en outre,
limu„ = Q.
(*) On suppose a po.-Uif, ou au moins négatir non enlier.
(••) Si les premiers termes ne salisfaisaieul pas il ces comlilions, on represeiilerait par U, le terme à partir tiuituel, la série devenant régulière, elles sont vêriOces. Par exemple, dans le cas de la série
‘-T+ri'^rri+
citée plus haut (5), on ferait 10'»
!Oïï 10 :
aie.
Si, pour fixer les idées, nous supposons n pair, nous aurons : S,=u,,
= Ml— («i — W»)— («4— ««)— — Ü,_,)— U,.
Ainsi, les sommes de rang impair vont en diminuant, et les autres vont en augmentant. D'ailleurs, la dilTérence S„-,— S„=u„
a pour limite zéro ; donc ce» diverses sommes ont une limite commune S, comprise entre deux sommes consécutives quelconques,
19. Remarques. I. Si les termes, alternativement positifs et négatifs, et décroissants, tendaient vers une limite X différente de zéro, * la série serait indéterminée. En effet, les sommes S,. S,, S,, ... S„_, iraient encore en diminuant, et les sommes S,, S 4 , .... S„, respectivement moindres que les premières, iraient encore en augmentant ; en sorte que les unes et les autres auraient des limites. Hais, à cause de lim u„= lim (S„_, — S„)= X ,
on aurait itmS„_, — limS„ = X,
Ainsi, la limite des sommes de rang impair serait égale à la limite de» sommes de rang pair, augmentée de X (*].
(*) Soit la série
S 3 t 5 Sn Sn+l
"^*n— 1 “ in
auquel cas On a
iluuo
lim u«=l.
/ SU in+n
■ \în-t ÎB /
8b-1 Sn'
lirnSm =
CHAPITRE II. — THÉORÈMES SÜR LA CONVERGENCE
20. Tbéobème VIII. Ltt mimes choses élant posées que dans le Théorime VII, l’erreur e que l’on commet en prenant la somme S„ , au lieu de sa limite S, est inférieure au terme 0 ^^., qui suit celui auquel on s’arrête.
Démonstration. 1° Si n est pair, on a
d ou S Sfl ,
c’est-à-dire e<u„ 4 .,.
2 ° n étant impair, on a
puis S„— S<S„— S„+, ;
etenBn
21. Remarque. L’erreur e, prise positivement ou négativement, suivant que n est pair ou impair, est égale au reste R„ de la série.
22. Tbéobème IX. Une série composée de termes positifs et de termes négatifs est convergente si les groupes successifs, formés par des termes de mime signe, diminuent indéfiniment.
Démonstration. Supposons que la série se compose d’un certain nombre de termes positifs, suivis d’un certain nombre de termes négatifs, suivis, à leur tour, d’un certain nombre de termes positifs, etc. Représentons par g, la somme des termes formant le premier groupe, par — g, la somme des termes forraaut le deuxième groupe, etc. Le terme général u„ appartient à un certain groupe 9 ,,' par conséquent, la somme S„ est comprise entre
9i—9*+9s— ±ÿi-i
et 9i—9t+9>— ±9i-i + 9i-
D'un autre c6te,
Sn-1
S.3 4.5 (Sn-a)(bi— I)
4 ï 4 *n— s Su— ij’
ilonc tfwiS„_,= a — (1— JS),
<‘U Jim S,_, = 1 Jim S,.
H TRAITÉ Ét.ÉMENTAIRE DES SÉRIES.
D'après le Théorème VII, ces deax sommes ont une limite commune S. Donc aussi
ltmS„=S.
Application. La $érte
en convergente.
En effet :
on conclut
puis
lim = 0.
i-’-lSiJ
r (•-HK«+2)
«Jonc ÿ.
““ ^ (V+2nï+3i ’
quantité positive.
24. Théorème X. Les mêmes choses étant posées que dans le Théorème IX, l'erreur que Con commet en prenant la somme des i premiers groupes, au lieu de sa limite S, est inférieure au groupe de rang i-|-l- La démonstration est semblable à celle du Théorème Vlll.
23. Lehmb I. Si f(x) est une fonction positive et croissante, dont la dérivée soit décroissante, on a
f(x+h)-fix)<hr{x) ( 1 ).
f{x)-f(x-h)>hr(x) (2).
CHAPITRE II,— TlltoRÈMES SUR LA CONVERGENCE
Ces deux iiiégplités, qui deviennent évidentes au moyen d’une figure, peuvent aussi se démontrer comme il' suit :
Soient
^{h)=f{x+h)-f{x)~hr{x), m=f{^)-n^-h)-hr{x):
d’où
^’{h)=nx+h)-r{x), m= w.
D’après la seconde hypothèse,
La fonction ^(A), ayant une dérivée négative, est décroissante. D’ailleurs, elle s’annule avec h; donc, etc.
26. Lenue U. Soit f(x) une fonction positive et indéfiniment décroissante, du moins à partir de x = a — J; soit F(x) la fonction primitive de f(x). On a
/{a)-i-/la-hl} + +/\'o+n— l)>F(a+n)— F(a) (3),
/la)-h/la+i)-h -t-f^a+n— l)<F(a4-n— 1)— F(a— 1) (4).
Les inégalités (1) et (2) donnent
f{x-{-n—lh)—f{x—h)yh [f{x)-^-f'{x-h h) 4- +f(a:+n— 1 A)] .
Remplaçant f par F, f' par f, x par a, et h par t, on a les inégalités (3), (4).
27. Remarques. I. Ce second lemme est évident à l’inspection de la figure ci-contre (*).
O Celte milhode très-simple a ètè employée par M. L. OUvier (Journal dr CreUe, l 11).
II. Si F(a;) devient infinie pour X — a — 1, on remplace l'inégalité (4) par celle-ci :
f(a+i)+f{a-\- 2)4- +f{a-hn)<C.F{a+n) — F(o),
qni équivaut à
28. Théorème XI (Théorème de Cauchy). St f(x) est une fonction positive et indéfiniment décroissante, la série
est convergente ou divergente en même temps que la fonction primitive F(x) (*).
Ce théorème est évidemment contenu dans le Lemroe H.
Corollaire (**). Les séries
3/3 ((J3) i+» "*■ («I-+- 2)/(n-|- 2J [//(n 4-2 ) ji-H* "*■
sont convergentes lorsque k est positif, divergentes si k est nul ou négatif.
Démonstration. 1* Si l’on suppose
A®) œH-»’ A®) a:(/x)H-»’ o>te(//<E)'-t-*’ '••••»
on a
fW=c-^. rW=c-ü^, f(.)=c-iü^ i
et ces diverses fonctions primitives sont convergentes ou divergentes, selon que la constante k est positive ou négative. Il en est donc de môme des séries correspondantes (Théor. XI).
(') Penr abréger, nous üitont qu’une foncUon de x est convtrgmlt, lorsque, x croissant indéfiniinenl , elle lend vers une limite. Au contraire, une fonction diocrjen/e est celle qui devient infinie avec la variable,
(“) Dû à M. Bertrand (Journot de Liomntk, I. VII).
CMAPITKE ir._ TIIÉORÈ^IES SUR LA CONVERGENCE. 2° Soit
alors
llx)=
xlxUx ’
T(x)=C+!x, F(a:)=C+/te. F{x)=C+lllx. etc.
3(). Tbéohêke XII. 1» Une série composée de termes positifs et indéfiniment décroissants est d.veegrnte s.', à partir d'une certaine valeur de n, on a constamment
ou
ou M„>
nlnlln '
OU, etc.,
3 étant une constante positive ;
2* La série est convergente si, n partir d' une certaine valeur de n, 01 » a constamment
oc, etc..
^ el k étant des constantes positives.
Ce théorème résulte immédiatement du corollaire qui précède, joint au Théorème X.
31. Théorème XIII. Les conditions de conver.jence de toute série à termes positifs et indéfiniment décroissants sont comprises dans le tableau suivant :
CONDITIONS
XKCESS.^IBES.
SOFriiASTES.
lim nun=0, litn ttlnun=o, lim B/n(ün)«,=o,
lim nun.ni=A, lim n;mii,(Iii)t= B, lim nlnHiiiGi(Hii)*= C,
Démonstration. Les conditions nécessaires n’exigent aucune explication : elles résultent du corollaire ci-dessus (29), Relativement aux conditions suffisantes, il suffit de faire observer que si le produit
nunti* tend vers une limite A, lorsque n augmente iiidéliiiiment, on a
A+» _ ni+‘ ’
donc la série est convergente (Théor. Xll, 2°) ; etc.
32 . Remarques. 1 . L’application des règles qui résultent de ce tableau permettra toujours de savoir si la série i laquelle on les applique est convergente ou divergente; c’est-à-dire que I on n aura pas, indéfinimeril,
n(/)i)‘+‘’ nlnÛn nln(llnj‘+S '
En effet, quelle que soit In valeur attribuée à n, les fonctions In, Un, llln, ... finissent par devenir imaginaires (").
II. Si l’on eonsidère les équations
y—x' y~'xix' y~xix{tix)' y—xtxux)(mx)
et les courbes qu’elles représentent, on voit que les ordonnées de ces lignes sont positives, finies et continues à partir de
De plus, les points d’intersection de deux courlres consécutives ont pour coordonnées :
(•) Nous supposons, pour plus <le simpliciié, nue Ions les lermes de la série ont élé iDullipliés par un fadeur choisi de manière ï rendre éfaux à l’iinilé les nnméraleurs des
fraclions de la forme - , — , — — , . . .
fl nln nlnUn
(•’) Kaule d’avoir fait celle remarque, un gêomêlre a pensé qu’une .«icrie peut avoir
pour lenne Kènéral , le nombre des facteurs du dénominateur étant in-
*' lUn (Ün) [Uin), . .
tîoi, et que « U cas de cette série (dont tous les termes seraient Imaginaires!) est e»i quelque sorte le point de jmefion des séries convergentes et des séries divergenles. »
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^ yv ^ ^ ^
est divergenîe.
En effet.
II. La série
lim nu„ = lim — = 1 .
est convergente ou divergente, suivant que a surpasse ou ne surpasse pas l’unité.
En premier lieu,
lim nu„ — lim
Four que cette dernière limite suit zéro, a doit surpasser l’unité. I)’un autre côté,
lim nu„.n'‘~ lim ■
si, a étant plus grand que l'unité, on prend A<a — 1. Les deux premières conditions (31) étant vérifiées, la série est donc convergente C).
IV. Iji série
lll^ \i+« jllA
est convergente si a est positif, divergente si a est nul on négatif. 1° On peut écrire
Cette quantité a pour limite zéro, si 1 + a est positif.
en posant
'(’+ïïtt)
Par suite,
n r / 1 Wi+ipH
— ln+i)<+'\ V'^li+îl J
rjhèLr.
I U(«+t)«in + i)J ■
puis lim ntl,, = 0
„ . n'"*"* rsl i
si la quantité a est positive, et que l'on prenne k=z, on a lim ni4„«‘=: 1 ;
donc la série est convergente.
4“ Soit«=0. Alors
11+1 11+1 ) ■/tn+l)»(n+i)’
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et cette quantité croît indéfiniment avec n (*) : il y a donc incertitude sur la nature de la série. Mais
nlnlln.Un—
‘JL. J’r ifi4
donc /tm n/n//n.u„=l :
la série est divergenle (**).
5" Elle Test, à plus forte raison, si a est négatif.
Aatres règles de convergence.
5/i. Les règles précédentes deviennent peu commodes lorsque le terme général, m„, est un produit dans lequel le nombre des facteurs croît indéfiniment avec n. Quand celle circonstance se présente, on peut recourir à de nouvelles règles (***), qui résultent des propositions suivantes.
5o. Lemmb I. Les séries
l + 2Ï5i-|-3i:rk‘^ »
sont convergentes si k est positif, divergentes si k est nul ou négalt'f{29).
(’) En eflel, si Ton pose «+I=es, on Irouvo
nwn
P eks 3/3 ‘
les trois [iremiers facteurs ont pour limite l’uni lé, le quatrième devient infini avec 3; etc.
(**) L'incertitude ne cesserait pas si l’on appliquait la deuxième condition nécessaire et la deuxièmr condition suffisante (Tbêor. XIH); c’est pourquoi nous avons cherebé immédiatcmrnl lu limite de tiMln.Un-
{"1 Ces nouvelles règles ne dilTèrcnl pas, au fond, de celles qui ont été données, soit par M. Bertrand {Journal de Uouville, I. VII), soit par M. Paucker (Journal de Crelle, t. XI.IP.
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Lkmmc II. Ui quantité
^=(«+‘)(;rïï)‘"‘-”’
B=(n + 2)/(n+2)[^^('g^ ]-(n-hl)/(»i+ 1),
dan» lesquelles k est supposé compris entre 0 et i, tendent vers ( — k), lorsque n croit indéfiniment.
•Soit d'où On lire de là
(drr«-K-h' o-
puis
et enfin lim .\ = — k.
2 " B=(n-+-1)/(.. + l)[(jgi) — j].
'*n+r • ^ *n+t“^ 2 (n+lj’l n / '
, .Soit d’où
(*) Pour ;ibrtfgfr, nous a(JmeUüii& It» deux iuégaliies
(1 — ï',‘ < 1 - Ai, ( I — 3Î‘> 1 - is-h 3’ .
dont la dcmoiistration est faeilo.
{**) Celle ifansformation est admissible; car a toute valeur de n corr»*spond une valeur ne p. En outre, ces deux quaiiiiiés deviennent, simultaivment. milles et infinies
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et enfin {')
n+ll ''Up+iy lim B = — k.
Soit encore
'(“+^)=p'(>+.-îs)-
Ces valeurs donnent
puis limC= — k;
etc. (••).
37. Tuéoréme XIV. Une série composée de termes positifs est convergente ou divergente, suivant que la première des quantités
lim\{n+if-^-n\,
• I.m|(n+l)I(rH-l)!^=±l— n/nl,
L tin I
Um [(n+1) /(n+1) —nlnlln]
qui nest pas nulle, est négative ou positive.
Supposons, pour fixer les idées, que l’on ait constamment, à partir d’une certaine valeur de n,
{*) A cause de
“(-dii)’
(") Il ne serill pas dilBcile, an moyen d'un raisonnement connu, de faire voir que la proposition énoncée est générale.
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y ulaiit posilir. Il'après la relation
lirn\{n+l)[-l-)'^''-n]=~k,
démontrée ci-dessas, on peut toujours assigner une valeur positive de k, inférieure à y, telle que l’on ait, à partir de la môme valeur de n,
Mais, s’il en est ainsi, les termes de la série proposée décroissent plus
rapidement que ceux de la série convergente
il i
donc la première série est convergente.
La même démonstration est évidemment applicable à tous les cas (').
■'S8. Remarques. I. Si l’on pose
Ufl-f-l -
r,=w/’^-f-r,/(n+l), r,=znlnl‘^^~+rtll{n+i)
on pourra modilicr ainsi l’énoncé précédent ;
(*) Si le lecteur épronyait quelque (liflicullé II coiniarer les bin6mes
Uii+i I u.|-J \ t4-V 1
Vn ln+ï\tw-(-ÿ/ J
il pourrait remplacer celui-ci |>ar
Eu cfTet, cettu dernière quantité a la nièmu limite que D. Oette lemarquc subsiste pour les autres binômes.
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Une série composée de termes positifs est convergente ou divergente, suivant que la première des quantités
limr„, limr,, limr,, limr,
qui nest pas nulle, est négative ou positive.
IL D’après le lerame II,
limnl’^=i, /im /tm ;
n In Un ’
donc
/im r , = 1 + lira [r , / (fi4- 1 )] , /im r , = 1 4- [r, // (n-+- 1 )] .
Appucatiors. I. Les séries dont les termes généraux sont
....fl-îî].
n\ l/\ il
\ nj
1 fl. \
(m-l)l(n+l)( 2Iî/( 3(3j
[ li+UrH-ij'
‘ fl- * 1fl
(n-f-î) I(n-t-ï) H(iH-I) l * 3/5113/ \ *
iiunl \»i-)-2/n-(-2//rH-ij
sont convergentes si k est positif. Dans le cas contraire, elles
divergentes.
D’après ce que l’on a vu précédemment (29), il suffit de considérer la première hypothèse (*).
Or, pour la première série,
lim r,= — k.
Pour la deuxième.
n En effet, si l’on suppose k=0, on obtient les séries divergentes
m m SU
(nH-I)i(n-H)
Si k est négatif, le terme général de chaque série n'a pas pour limite zéro; etc.
donc
etc.
Elg
ti+ï
La limite du dénominateur étant l'unité, il sufGt de considérer le numérateur. Or, à cause de
tgÆ>a;, t{;a;<— ^n,
on a 1 — wtg.-^<C-^, 1 — ntg— ^ ^ _
”l-4-n^n-4-l ® n-|-l 2(iH-l)*— I
Sans qu'il soit besoin d’aller plus loin, on voit que ntg^]l(n-t-l)=0;
(') Four simpliiier le culcul, nous modiDons la ri^le, de la manière indiquée ci-dessiis (37, noiel-
(*■) La seconde inégalité est une conséquence des relations sin.i:<*, cosx>l— -X*.
III. Diieuter la série
J , a'4-c' (a-K)(ii<H-c) .
(<H-C)(2a-K) (n^l a-l-c) (a'-K') (9a'-K') (n— la'-K') ^
{b-^-c){ib+c} (n— I ÎH-c) (n^l b'+c')
^ u„+t J noH-c na’-t-c' ^ (aa'—bb')n'+{ac'-^^a—bc’—cb’)n
• U. n6-(-c ■ n6’-Hc' 66'n’-H(6c’-H'6'In-Kc'
2° Si oo' — bh' est différent de zéro,
aa' — 66 ’
/mr. = — (TT— .
Suivant 'que cette quantité est négative ou positive, la série est convergente ou divergente.
3° Si ao'=66', /imr,= 0, en sorte qu’»/ y a doute. Mois, dans ce cas,
(rtc'-f-ca' — 6 c' — c 6 '-(- 66 ')n’-t-fac'-H:a')n-f-cc'
puis
lim r^~
66 'n’-(-( 6 c'-i-cfc ' nH-ce' oc 4 -co' — 6 c' — e 6 ’-+- 66 '
i” On |>ent toujours supposer b et b' positifs. Dès lors, la série est convergente ou divergente, suivant que l’on a
ac'+ca' — bc — eb'-\- 66’ ^ O.
5' Si ac'4-ca' — bc — c6'4-66'=0.
ily a doute. Mais, évidemment, /m[r,/(n+l)]=0; donc
lim r, = 1 :
la série est divergente.
«énei à t«rcD«« oroiM«ots et décroùsenU.
40. Jusqu'à présent, nous avons supposé que les termes de la série proposée décroissaient indéfiniment, du moins à partir de l’un d’eux; et nous avons indiqué diverses règles au moyen desquelles on peut, dans Ions les cas, reconnaître In convergence ou la divergence. Mois il
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peut arriver que le terme général «„ , tout en ayant pour limite zéro, soit exprimé par une fonction de n lanlôl croitsante et tantôt décroissante (*). Il paraît très-difficile de trouver des règles simples, relatives à ce cas singulier. Nous nous contenterons d’énoncer la proposition suivante, analogue an Théorème IX ;
III. Soit enfin
” , nir
nsin — — n'cos —
nous aurons la série
3 “"ûü " tu 100 11 UA
que nous pouvons réduire à
ffi — + +
en posant
_J .JL
9*“ 2i— 1 "'"aP'
Par conséquent, la série est convergente (“).
43. Remaroie. Une série à termes alternativement positifs et négatifs, et dont le terme général a pour limite zéro, peut être divergente. Pour justifier cette proposition, il suffit de considérer la série
(") On verra (iliis loin que celle série a jioiir somme ^ — !.
r TC*
(•■) Elle a |H)ur somme
Effectivement, la Homme des 2n premiers termes est
donc la série est divergente (*'i.
Set séries inuiginatres.
44. Définition. Une série dont le terme général a Ig /orntf — 1 dite convergente, lorsque les deua: séries
sont convergentes.
On voit que les conditions de convergence d’une série imaginaire donnée se ramènent immédiatement aux conditions de convergence de deux séries réelles. La proposition suivante réduit très-souvent l’examen de la série proposée à celui d’une seule série réelle.
4i5. Théorème XVI. Une série imaginaire est convergente, si la série formée par les modules de ses termes est convergente.
Si l’on met le terme général, — J, sous la forme
p„(cos — 1 sin w„),
p„ étant le module de u„, les trois séries réelles dont il s’agit seront
P J cos Wi— f- P J cos Wj~l“ ”4“ P» cos . . . . . ,
P J sin oi J *4“ p^ sin &>, “4~ • • • • • i
Pi +p! + 4-p„ +
(*) Celle série appariieiubienù la classe que nous venons d'examiner; car, evidemnMiii,
et
D'ailleurs, pour réduire à la même forme les termes de rang pair ei les termes de mug impair, il suffit de prendre
cos(n-»-1)x
Un=-
nH h- cos nit -+.cosn^
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Or, si cette dernière série, dont tout le» terme» tonl positif», est convergente, les deux autres le seront pareillement (Théor. IV).
46. Kemarqces. I. Si le module p„ n’a pas pour limite iéro, la série proposée est divergente ou indéterminée.
En elFet, à cause de
P?i = aîi+P?it
une, au moins, des quantités a„, ji„ n'aurait pas pour limite zéro.
U. Si le module p„ a pour limite zéro, et que cependant la série des modules soit divergente , la série proposée peut être convergente. Par exemple, la série
dont le terme général a pour valeur
- cos -
ni
sinf
est convergente, bien que la série de» modules
soit divergente (').
47. Lemme (Théorème d'Abel). 5oi'ent u,, u,, , u„ des quantités
réelles, positives ou négatives. Soient e,, e e„ des quantité»
positives, décroissantes. Si, pour toutes le» valeur» de u inférieure» à une certaine limite, on a
an aura aussi '
E,A<e,M,+£,u, + -I-£„ti„<E,B.
(*) A cause de
et de
la série proposée a pour somme
Démonslralioa. Posons, pour abréger,
*n=Mi+«, + + Wfl. S„=e,tt, + 6,M,4- + e„u„.
Nous aurons
^1— *•« — *»■“*), Wj = Sj s,, U„—S„ *H—I>
et, par conséquent,
=(E,—et)»i-+-(s, —£,)*,+ +(£,-,— £,)*«-! +£«*,!•
Mais, les différences s, — c,, e, — s, e„_, — e„ étant positives,
on a, d’après l’hypothèse :
Ajoutant toutes ces inégalités membre à membre, et réduisant, on obtient
Théobéme XVII, Si les termes
M.. Wj. «J «
d'une série convergente ou indéterminée, sont respectivement multipliés par des quantités
poêitives et indéfiniment décroissantes, la série
EiUi + E.Mj + EjU,-!- + E„U„+ (1)
ainsi formée, est convergente.
Démonstration. En conservant les notations du numéro précédent, on a d'abord
Ainsi, la série (1) nest pas divergente. Elle ne saurait être indéterminée ; car
lim e„u„ = lim e„ . lim u„— 0 . lim u„—0.
Donc celte série est convergente.
Corollaire. Si aucune des deux séries
cos U, 4- C0SU, + C0SM,+ -l-cosu„+ (2)
sin w, + sin w, 4- sin M, 4 - 4 - sin u„4- (3)
nesl divergente, et que les modules
Pi* pl’ Pj 0 „
il^eroûtenf indéfiniment, les deux séries
p,C08 û),4-piC0S(O,4- 4- Pi, COS û)„4-
p,siii w,4-p,siiiM,4- 4-p„cose.i„4-
seront convergentes.
50 . Remarque. Supposons que m „ représente l’angle formé avec une droite Dxe OX par une droite mobile OA,. Alors, la condition dont on vient de parler, relative aux séries (2), (3), est ordinairement vé* riGée (*) , lorsque la droite mobile tie reste pas dans l'intérieur d’un angle fixe BOC. On conçoit, en elTet, que si la droite 0A„ tourne autour du pèle 0, chacune des fonctions cos u,, sin u,
‘repassera périodiquement par les mêmes valeurs, sinon exactement, du moins à fort peu près, et que, par conséquent, les séries (2), (3) seront convergentes ou indéterminées. Si, au contraire, la droite 0A„ tend vers une position limite, ou même si elle oscille dans l’intérieur d'un angle BOC, les fonctions coso>„, sin u,, ayant des limites constantes, ou du moins tendant à la forme a±s, les séries dont il s’agit deviendront divergentes (**).
Application. Les séries
p,cos a 4- p,cos (a -I- J)+p ,cos (a 4- 2d) 4- 4-p, cos (a-j-n — 1 d) 4- ,
p,sin a4-p,sin (o4-d)-f-pjsin(a4-2J)-l- 4-pnS'n(a4-w — ld)4- ,
(*) Peut-être pourrait-on dire : toujours véri/lê9,
(**) Cependant, si Um cos t*n= 0 , la sOrie (9) pourra être convergente. De même pour Taiitrc stTie, si lim sin «ii=0.
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sont convergentes lorsque les modules p,, p,, p, p„ dieroissenl
indéfiniment. Cependant, si o = '2ki:, elles peuvent être divergentes.
1” Si l’on pose
cos a + cos (a+ lî) + cos (a+ 2^ ) + cos (o+ n — 1 = A„ .
• sino+siii(o4-(î)+sin (a+2^)+ + siii (a+n —
on trouve aisément (en supposant sin dilFércnt de ïéro) :
Slll - 5
A„ = — ^cos siti-S
• « iv
sio- s
B„= — sin
Chacune de ces deux sommes est comprise entre 4 — ^ et ^ ;
sin-î siD-î
donc (49) les séries proposées sont convergentes.
2° Dans le cas où l’on aurait sinid = 0, ou d = 2fcir, les séries se réduiraient à
d, cosa+d, coso-|-d,cosa +
d, sin a + d, sina-H djsin a+ ;
en sorte qu’elles pourraient être divergentes.
32. Remarque. Si d est commensurable avec la circonférence, les fonctions A„, B„ sont périodiques; et, par conséquent, les séries
cosa+cos(a-t-d)+cos(o-I-2d)+
sina+sin(a4-d)-f-sin(a-|-2d)4-
sont indéterminées. C’est donc à tort que divers géomètres se sont proposé d’en déterminer la somme ('). Dans le cas où les arcs d et tt n’ont pas de commune mesure, les mêmes séries sont encore indéterminées ; car
(*) Voyez, ci-Uessiis, b noie <Ju miméro 4. Voyez aussi les iVoutfWw Amtalesdt ItiathémaUtiueSt i. 111, p. .'>70.
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K [sin (a+ ~ 3] — siri (a—*) ] .
âsinis ' * ^ \ -/ I
isin- s
et ces roiictions, sans repasser périodiquement pnr les mêmes valeurs, d’une manière absolue, n'ont pas de limites lixes (*}.
(•) l.e lei:imir qui voudra clndler d’une inaiiièrv |diis coinplèle U convfrgenre det tirits pdriodiquf s, iie\ra con-.iiller lesiravuiu de MM. Uiridilel, Malmsleu, Bjdrllng, cic.
Problème II. Sommer la série convergenie
Solution. Pour ramener ce problème au précédent, |K)soiis
n(ii+1)(»H-2) n(n+l')~^(n + l)(n+2) ’
1 — ^n-4“2jA
Nous aurons
Par conséquent,
" 2ll.2^
OU
puis
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l.a méthode que nous venons d'employer est applicable à toute série convergenU ayant pour terme général une fraction rationnelle dont le démminateur est égal au produit d’un nombre déterminé de termes appartenant à la progression
dans laquelle a est une constante quelconque. Celte proposition sera suffisamment démontrée par les deux exemples suivants.
i'aoBLÈMK lil. Sommer la série déterminée par
Solution. Si l'on pose
n'—jn+l A , B , C , D
«(n-hl)(n-t-3)fn-^4)~n(n+îj (n-H)(n-4-SJ ■*"(n+4)(n-l-3) ‘•"(n+SKn-M}’
on trouve aisément
D’ailleurs,
ou
■s=A2:5ST,+Br'.fTîi+'=2r®Tr,+‘>2r’ïïir;^
et, par ce qui précède,
donc
En eiïectuant, on obtient 13 7
4« lî(fH-l) 4(n-l-2) ^ 4(n-l-3) 12(n-(-4)’
n II es» très-facile de recoanallre que, I» série èuinl conrergenle, la décomposition essayée est possible, et qu'elle l'est d'une seule manière.
d'où
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pRüBLÉMK IV. Sommer la série convergente
2a -M 2n + 2 2« + ti
[aH-nj o-f-n+îl^a-f-n+S)
Solution. Décomposant le terme général en
(iH-Fi-f-t);a-)-n-f- 2 )”*”(n-)-n +2 (a+n+ 3 ) '
et opérant comme dans le Problème III, on obtient
0 a+i a-t-n-i-i G o-(-2 a | n | 2 3 a4-5 o-Hi-4-5 ’
S = lim S. = -H — ; — •- —
puis
5B. Problème V. Trouver la somme des ii premiers termes de la série
0+1 (a+lj(o+2) ^ (a+lJ(a+2)....(o+n— 1j
Solution. Pour np|iliqucr LMicore la inéiliode employée dans le Problème I, essayons de décomposer le terme général en deux fractions de la forme
An— 1 An
(o+i;(a+2) (cH-n— 2)’ (a-H)(“4-2J (a+»i— 1) ’
OU, ce qui est équivalent, |>osons
Remarques. I. Lorsque a surpasse l'unité, la série
0+1 (o-+lJ(o-(-2) (a-Hi— 1)~‘
a la même limite que la progression
[■) Soient o=t+i, et
{o+l)(o-eS) (o^-n— I
Il en ré.'uUe
Or,
,nl(l^i) = eM
lim I
donc t« la aéric dont le terme Bênêral serait est divcrgeiUe; i® <P„ croit in-
dcünimcnl avec n; 3® ^ a pour limite zéro.
(**) Les l'ègk's düuiiécs dans le dmpilrc picicüetil conduisent au iiiémc resuHat.
II, La seconde série est pins convergente que la première. En effet, si l’on représente par R„, R'„ leurs restes respectifs, savoir : R __L_ R' - 3 n
"~(0-t)0*’ " (O— l)(a-MX<H-î) (o+n—l)’ ,
on a R„<R'a.
60. Pbckléhb VI. Trouver la somme des n premiers termes de la série
ft-M (6-f-1)(6-HÎ) (fr-H)(6-H) (6+n-t)
(o-t-lJ(<H-2) (a-H (o+n-t )
Solution. 1” En opérant comme dans le Problème V, on trouve
« a— 6— IL (a-hl) («H-»— 1)J'
2" Si 6 est plus petit que a — 1. la série est convergente; donc, dans ce cas,
/,mS„=S = ;;3^.
Problémk VII. Sommer la série
J I t-l-e ^ (tH-c)(/H-2e) (6-f-c)(6-)-2c) {iH-n—U)
a-4-c (a-|-(;;(a-(-2e)“'“ ' (a-He)f<H-2c) (o-t-«^lc)~**
Solution. On déduit celte série de celle qui précède, en changeant
fc en - et a en -. Conséquemment, c c ’
n La plu|)art des séries précédentes ont été traitées par Mac-Laurin, Stirlinp, Lorgna, etc.
Digilized by Cbogle
PaoBLÈME IX. Sommer la série dont le terme général est
(n+fl)'* — 6* ( )•
Solution. Ce problème est la généralisation du précédent. Pour essayer de le résoudre, remarquons d'abord que
**"^2iln-|-o— 6 n+fH-ôJ'
(‘) Il est assez remarquable que la série
se réduise pour ainsi dire idenliquemenl k la rracüon -, taiidi.s que la série
3 pour limite ~ • *
Remarquons encore que, si l'on retranche les doux séries terme à terme, on obtient 1 1 1 1 _7 :t*
(■■) On suppose l-t-o>6, alla qu’il n'y ail pas de terme infini.
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d’où résulte
Si n-4-o-l-ù=n-|-p+o — ù,
les termes de la série se détruiront deux à deux- (à l’exception des premiers). Or, la relation précédente équivaut à p=26; conséquemment : toutes les fois que 2b sera un noitibre entier p, on aura
â+fcl*
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âi_i 5 ‘— 1 ^ 2 I 1 aj 4 ’
4*— 2* S*-2»''"(i*— a* 7*— iVî 3“*"i »J~2»0'
etc.
G7. Remarque. D’après les deux problèmes précédents,
et
4 I ! (■ _f _■ ■ ■ -il J ■■ 4 . ■ 4 I . *1
l‘2-Hi)’-b* (•*+»)*-<'’ ie+a)'-è* ~2bl2-t-o-ft ' ^(n-b|’
4» b est entier.
G8. Problème XI. Déterminer
Solution. On a
gS„= g4- 2g’4-3g’4- -+•(« — 1 )q''~‘ + nq" ;
donc, en rctraiiciiant membre à membre (“) :
(t— ?)s,i=i + 9 + q' + +g"“'— ng".
ou ng’‘;
et, par conséquent,
1 — (/" nq'
On déduit de cette valeur, en supposant g’<[ 1,
S = /imS„ = |-j-^ ("). (A)
Ainsi, la somme de la série convergente
g, 3g‘, 4g’ ng
(*) Ce |»rocW* est tout à fait semblable àceini que l'on ein|iloie^en ariihniéllqtie, f>our
démontrer la furimilc des progressions par quotient : S = \**) Cn elTel, lorsque 7 est coinpri'. entre —I el -»-1 .
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obtenue en mulliplianl terme à terme les deux progressions
est égale au carré de la somme de la seconde progression (*).
69. Remargue. Si ia quantité g, au lieu d’être réelle, a la forme p(cosû) + |/ — 1 sin w) , la série considérée devient
1 4 “ 2p (cos w -j- 1/^ 1 8in«)-i-3p’(cos2&)4-f^ — 1 sin 2û))-f-...,,' 4“fip”~'(cosn — 1 Isinn— 1 w)4-
D’après un théorème démontré (45), cette dernière série est convergente lorsque le module p est inférieur à l’unité. Dans ce cas, la formule (A) devient
(1 — ?co8 w4- pv ' — i sin6>)»
[t — — Isinw)]’ [t — P cos«)*-f-p*sin*M]*
On a donc, en égalant les parties réelles et les parties imaginaires :
l—îfCOSw+pïcosSM ^ ^ •
Tl~ 2 pcos 6 ,-hp^)« =H-2pcosw+3p cos2o)4- -l-np"-’‘co8(n— l)w-H.
2(1 — pcos«)8inw • .
• (T- 2? cos «-!-?*)» 2sinw-^3psin2wH- 4-np""'‘sin(n— -i)wH- (C)
70. Problème XII. Déterminer la somme des n premiers termes ' de la série dont le terme général est
Solution. De
S,=a, , S,=a, S5=a,*-f-a,(o,H-a,)+a,(a,-ha,-ha,),
on conclut
2S, flj -i-u,*, 2S, — (fliH“Uj)*”4“Ui ■•+• flj"»
2S3=(a,+fl,4.a3)*-f-a,*-|-aj*-f-a5®,
et, en général,
2S„=(a,4-fl,4- (D)
(*) La formule du binôme conduit plus rapidement à ce résultat.
Prenons, comme ci-dossus
ç = p(cosu+|/ — 1 siiioi); nous aurpns, en supposant p<[ 1 ,
[1 — f(cosM+v' — lsinu)j[l — P* (cos 2«+ v' — i sio i»)] ’
ou, après quelques réductions,
g I — J uos M — P* cos 2 m4- p* i’OS Ô01+ — 1 ,'p .sin «+ p* sin 2'i — p’ sin 3u)
(1— 2pcosw-Hp*)(l— 2p‘cos2u 4-p*J
D’un autre côté,
[p"”' cos n — 1 U 4* p" cos no)4- 4-p”'-’ cos 2n — 2a>]
p"-‘sinn — l£ü4-p"sin«u + 4-p’"~’sin 2n — 2<u
(*) Pour vérfCcr celle formule, il suflîi de faire aticnlion (|ue
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.'iG
Donc enfin
V [p"-‘ C 08 fl 1 t,i •+■ p" C 08 fl&)-h p’"“’COS 5Jn — 5ÎO)]
1 — . f p*ro.s ^w4-p*cos ôo»
(1 — 2fCos«-|-p’)vi — 2p*oos2w-f-f*) ’
[p’'~'sinn — l(i)-|-p’'siri ni,t+ -Hp’"~’sin2n — 2&>]
P sin »-f- p*»in 2w — p»sin Tm
{ I — if cob «+ f *) 1 1 — 2f > cü» ^
Problème XIII. Sommer la série
■il+
l'indice a étant quelconque, mais constant. ^
Solution. A la somme S„ des n premiers termes, ajoutons la quantité
En=a«(a«+-«!i + aa)+a»+i(o,+a»+ +a.+,)+
■+■ a».+-n-i(aB+i+ ■f'ai-Mi— i) ( )î
nous aurons, en multipliant par 2,
2C„=aa H-a«Vii— I
(') Nous les démoDlrerons plus loin.
(••) Co résultat, el heain oup d'autres du même uenru.snnl dus à Eiile ' et à Goldl>adi. Voir la Correspondance de ces deus géomètres, piililii'-e par M. Fiiss.
(•••) Si a=l, C,=0.
aiAPITRE III. — SOMMATION DE QUELQUES SÉRIES. 47 d’où, en conservant les notations employées dans le Problème XII ,
Tî. Application. Soit a„=q"~\ auquel cas la série devient
Nous aurons
C»=g»-‘(9+9’+-+9*"'H-9*(î’-+-9’+ +î*)+ -li[»+"-’(9"+9"-^'+.....+9»+«-»)
V 1-, I y-rv-î- -rv J y (i-9)(i-9*)
ou, en simplibant,
Cette formule donne
'“S.=s=p=Sî=rt'
ainsi qu’on peut le vérifier directement.
APPLICATION DES QUADRATURES A LA SOMMATION DES SÉRIES
74. En attendant que nous fassions connaître des méthodes générales de sommation, nous indiquerons quelques formules très-simples (*), qui permettent de sommer certaines séries, sinon exactement, du moins avec une approximation trèS'Suffisante dans la plupart des cas.
75. Théohèiie XVIII. Soit f(x) une fonction potiltve et indéfiniment décroissante, du moins à partir de x= a — 1 ; soit F(x) la fonction primitive de f(x). Si l'on désigne par S„ la somme des n premiers termes de la série
on aura
76. Remarque. Si F(o:) devient infinie pourx=a — 1, on remplacera la seconde formule pur
ainsi qu’on l’a déjà vu (27, II). Conséquemment :
77. Tiiéorèmk XIX. Les mêmes choses étant posées que dans le Théorème XVIII, on a
78. Remarque. La limite de l’erreur à laquelle donne lieu l’application des formules (B) est
{*) Ces formules ont été commiiniquèes à la Société Philomathique, dans sa séance du 20 mars 1938.
Ces deux inégalités ont été dciiwmlrées dans le Chapitre H (iC, 27 ).
Tbëobbme XX
Démonstralion. 1“ Soit ABC NP le lieu de l’équation u= f{x).
Soient
AA'=«,=/(o), BB'=u,=/(a+l), VP'=u„=f{a+n—l).
Si, comme on le fait dans la méthode des trapèzes (*), on mène les cordes AB, BC, NP, on aura
Donc S„>F(o4-n — 1 )— F(o)+^(u,4-m»),
on S„>F(a-f-n— 1)— F(a)4-5[/l[a)+/i[o4-n— 1)].
2° Conformément à la méthode de M. Poncelet, menons les tangentes aux points B, C, D, N. Prolongeons la première jus-
qu’aux ordonnées passant par les milieux de A B' et de B'C’ ; prolongeons la deuxième tangente jusqu’à cette deuxième ordonnée et
(*) Manuel iet candUbUe à F École polytechnique, l, II, p. S93.
jusqu'à celle qui passe au milieu de C'f)', etc. Kn Taisant la somme des trapèzes ainsi déterminés, nous aurons
on s,<F(a+«— j)— F(a+il+/'ia)+/’(a4-n— 1).
Théorème XXI
S,<F(a+n-l)-F(o)4-i[r;a)+/Ia+n-l)]-g[/'(o)-r(a4-n-l)].
Dimonttration. Soit ATT'.V le trapèze déterminé par la tangente en A, l’ordonnée au milieu de A’B', etc. On a, en désignant par f{a) la dérivée de f{x),
TT'=«.-i-^f(a):
donc ATT'A'=j[2«,4-^r(®)]5
puis ^Mi4-gr(“)<F(a+§)— f(a)*
On trouverait, de la même manière,
lr*n-ln<^+n-l)<¥{a+r,-i)-F[a+r,-ÿ.
Ces deux inégalités, combinées avec
donnent
81. Remarque. La limite de l'erreur résultant des formules (D) est
82. Lbmme. Si f(x) est une fonclion positive et indéfiniment décroissante, dont la première dérivée soit croissante et dont la seconde dérivée soit décroissante, on aura
f{x — h) — f{x+h)-F-2hf{x)>0.
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Démonstration. Représentons par <f[h) le premier membre; nous aurons
Par de simples considérations géométriques, ou par les premières no» tions sur les dérivées, on trouve
f{x+h)=f{x)+hf”{x+ Oh),
r{a^h)=f[x)-hr[x-6,h) (•);
6, 9, étant des quantités comprises entre 0 et 1. Conséquemment
^\h)z=h[r{x^o,h)~r[x+oh)]-,
ou, d’après l’une des hypothèses précédentes,
La fonction <^K) est donc croissante. D’ailleurs, elle s'annule avec h; donc, etc.
83. CoROLLAiHE I. Les points A, B, C ayant pour abscisses x — h, X, x+h, l’angle aigu formé par la tangente T6S et par l’axe Oor est plus petit que l’angle aigu formé par cet axe et par la corde AC.
En elTet, l'inégalité précédente équivaut è
/fa; — h) — f{x+h)
84. Corollaire II. Si, par les points A, B, C, on fait passer une parabole dont l’axe soit parallèle à Oy, la partie de cette courbe située
(’) Chacune de ces iné|;alités eiprima ce lait géernéu-iiiue ; La droits fwi jomt lu «r- IrémiHt d’un arc de courbe est paralMe à la Imgmte en un car foin pont de cet arr.
entre A et B sera au-dessus de AB, et l'arc de la même courbe, situé entre B et C, sera au-dessous de BC (*).
Tüéorèhe XXII
Démonstration. 1° Le second corollaire donne (“) <F(a+2)-F(o+l),
d’où, en ajoutant et réduisant,
2* Le même corollaire donne aussi :
jj«n-i +3 «n— F(04-n— 1)— F(o+ »— 2) ;
etc.
86. jRemarque. L’erreur qui résulte de l’emploi des formules (E) est inférieure à
r= 2«i + Mj)— il (“n-i— 2u„+ u„+,),
(*) Pour abréger, nous supprimons la démonstration : elle ne présente aucune difficulté si l’on a égard aus brpothéses ci-dessns (84), et si, au moyen de la formule d’interpolation de Lagrange, on écrit réqnatlon de la parabole.
(**) Ntmvelles Amuslet de MalMmali(tuet, t. X, p. 4U.
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et, à plus forte raisoD, inférieure à
87. RéscMé DES TBÉORÉMEs PRÉCÉDENTS. S„ représentant la somme des n premiers termes de la série
-\-fla-\-n — 1)4-
et F(x) étant la fonction primitive de la fonction f(x), laquelle est supposée positive et indéfiniment décroissante, on a :
l*SO>F(a 4 -n)— F(a), j .
3* S,>F(a4-n— 1)- F(a)-t-î l/Ia)+A«+ n- 1)] ,
S.<F(a-I-n— I)— F(n)-+-i[/'(a)-|-/’(«-|-n— f)]— gl/'ta)— /*(a-|-n— 1 )]; 4*S»>F(a-f-n — 1 ) — F(a-I-l)4-/’(a;-f-j^/îa-l-l)— — /■(a+ 2 )-I-j 2 A'»+”— l)4-^/l;a-)-n), S«<F (a-|-«— 1 ) — F(a4-t )•+■ |^/'(a)4-,^ Aa+* A<»+»=r-2)4-j^ A«+«— 1 ) •
Applio«Uons.
88. I. Évaluer la somme des 1000 premiers termes de la série harmonique.
On a, à moins d’une unité du septième ordre,
(*) En effet, la coorbe ABC...NP (79) étant convexe vers l*axe des abscisses, on a
ou iun-h «m-i > 0.
On peut remarquer, en outre, que ^ r$présente U douzième de foira du paraiUlo^ gramme déterminé par les ordonnées AA', Cf/, la corde AC e< la parallèle à cette corde menée par le }X>fnl B.
AJuuluns cnHu que. les formules précédentes pouvant être variées de bien des maigres. nous avons essaye de les présenter sous la forme la plus simple possible.
(**) Comptes rendus de VAcadémie des sciences, scance du SS septembre 1859.
on
s„..<aooi + i-:^,
OD
Cela posé :
1* Les formules (B) donnent :
2' Les formules (C) :
S..oo>7.W8 255 28, S, ,„<7, 502 79005;
3° Les formules (D) :
ou
4* Les formules (E) :
ll000_li+l+I-i+i.0,001+ii
S,„.<I1000— 12+ll + i-i. 4 + îî on
89. Remarque. Dans cet exemple, les résultats les plus approchés ont été donnés par la seconde des formules (C) et par la première des formules (E). Si l'on adopte ces deux formules, on aura donc ce nouveau système :
S«<F a+n — ^ — F|a+ 2 j+/'va)+/’(a+n — 1).
A partir d'une valeur sufGsamment grande de n, la limite de l'erreur commise sera, très-sensiblement,
(') En elTi'l, fim^F(a+n—l)—F|ii-i-n—j|l=-0, lors mêmcqiic la série csldlrergaole.
Entre quelles limites est comprise la somme
Les formules (D) donnent :
S>/2000000 ^ 1000001+ 5 J^Ipôüôûi"^ îiôoooodl’
S<f2000000— il000001+^[^jjjjij^jjij “*"2000tmdl"*"8fioooi)0l‘ iouoooo*]’ on S> 0,693 146930659 945, S<0,693 146930560039.
On a donc ainsi, avec treize décimales exactes, la valeur du deuxième million de termes de la série harmonique.
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Loi>-'
oP ' (o+n-
/.-il
La>^*
(a+n-f)i-'J 2loi>
etc. Ces formules peuvent servir h calculer, avec une approximation plus ou moins grande, soit les sommes des puissances semblables négalites d’un certain nombre de termes appartenant à la suite naturelle, soit les limites ver 4 lesquelles tendent ces sommes. Par exemple , les formules (D) donnent
îi>l+l + i.+ >1.
95. Remarques. I. On voit que la somme des cubes des inverses des
nombres naturels est comprise entre 1 et — . Par d’autres méthodes
ou trouve, pour valeur de cette somme, le nombre 1,202 056 (*).
ü. Si, dans les formules du numéro précédent, on changeait p en — p, on pourrait les faire servir, moyennant certaines modiGcations (**), au calcul de la somme des puissances semblables et positives des nombres naturels (***). Il est vrai qne les résultats seraient généralement peu approchés.
DigreMioa mv le» »értet divergente».
96. Noos avons fait voir, dans le chapitre II (9), qqe la somme d’un nombre indéfiniment grand de termes consécutifs, appartenant à une série divergente, peut, dans certains cas, avoir pour limite zéro. A plus forte raison, cette somme peut tendre vers une limite finie, s’il existe, entre le nombre n de ces termes et le rang a du premier
(•) Lacroix, I. III, p. U9.
(*•) Par exemple, dans la formule (A) on devrait changer > on <•
('*') Voyez, sur ce sayet, les NouveUet Aimaits de JtathSinatiques, U VX, p. S30.
d'entre eux, une relation convenablemml choisie. Le Théorème XIX entriilnc, en effet, la proposition suivante :
97. Théorème XXIII. Si le nombre entier n est une fonction donnée (lu nombre entier a, qui devienne infinie en même temps que a, et si la différence F(a + n) — F(a) tend vers une limite X lorsque a croit indéfiniment, on a
hm [f{(t) + f{<t+ 1) + -hf[a-\-n — l)j=i.
DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES
100 . Etant donnée une fonction d’une ou de plusieurs variables,
f(x. y, Z, ), on peut se proposer de la développer en série, ou de
trouver une série convergente
+Us + +
qui ait pour limite f(x, y, z, ). Par exemple, le développement de
ordonné tuivant les puissances entières et positives de x, est
l4-x+a:’4-aj’+ :
en effet, lorsque cette série est convergente, elle a pour limite
101 . Remarque. Une même fonction peut admettre plusieurs développements (*) : la fonction , égale à
est développable aussi suivant la série
. as , l.a.œ* 1.2.5.0!* ,
(t+®)(t+Sx) (l-t-a!)(l + îa:)(H-3a;)
lorsque x est positif et plus petit que 1 (**).
102. Parmi les développements dont une fonction est susceptible, celui qui procède suivant les puissances entières et positives d'une variable, étant ordinairement le plus simple ("*), est aussi celui que
(*) El même une in^nilé de développements.
(•*) Ceci résulte de ce que l’on a vu ci-dessus (59, I).
(•") Il esl c.sseniiel d’observer qirutt« fonction d'une variable x n'est pas toujours développable suivant les puissances entières et positives de x. Par exemple, on ne saurait avoir log a;= A-h Bj'-f-
Ay B, C, D, étant des cottsiaiues. En effet, cette équation se réduirait, pour xs=0, à
CHAPITRE V.— DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES
l’on cherche presque toujours, de préférence à tous les autres. Les propositions suivantes servent à résoudré les questions les plus importantes, relatives à ce genre de développement.
Théorème de Taylor.
i03. On sait que, f\x) étant une fonction entière, du degré m, on a, quel que soit l’accroissement A,
nx+k)=f{x)+^j{x)+f^r{^)-
rrw.
Lorsque f[x) est une fonction quelconque, cette relation doit être modifiée ainsi qu’il suit :
104. Théorème XXIV (Théorème de Taylor). Si f“'^'(z) reste finie et continue pour toutes les valeurs de z comprises entre x et x+h, on a
fix+h)=fix)+\rix)+^^no^)+
P étant un nombre pris arbitrairement entre 0 et n, et $ étant un nombre inconnu, compris entre 0 et 1.
Démonstration. Représentons par R le reste que l’on obtient en retranchant de ({x-\-h) la somme des n-f-1 premiers termes du second membre ; il s’agit de prouver que
En remplaçant x par a — h, on a d’abord
R=/(a)-/i:a-A)-J/*(a-A)-^r(a-A)- -r£^r(a-fc)=î(A); (3)
(') Cette rorme do reste, qnl comprend les deux formes ordinaires
a été donnée par M. Edouard Boche {Journal de UouviBe, t. XXIII, p. S7I). Elle est comprise elle-même dans une expression très-générale, due 1 M. SchlSmilch, que nous ferons connallre.
d'où, en prenant la dérivée par rapport k h :
-na-/.)-îr(a-ft)-Sr>-'<)- -TâSbjrta-/»);
c’csl-à-dire
D’un autre cùté, l’égalité (3) donne
Conséquemment, il s’agit de déterminer la Tonction (f{h), s’il est pos* sible, par la connaissance de sa dérivée et par la condition (3). A cet effet, nous démontrerons d’abord la proposition suivante (').
Lemme. Si les fonctions ip(ic), <p'(a;), reslent finies
et continues depuis x=a jusqu'à x=b, et que la fonction ne s’annule pas dans cet intervalle, on a
y(i)— Viaj 4 f'[o+«( 6— g)t’ ' ^
e étant un nombre inconnu, compris entre 0 et 1.
Démonstration. Soit la function
F(x)= [(f( 6 )— f (o)] <Kx)— [<K 6 )— 'Ko)]<p(x) :
d’après les hypothèses précédentes, elle est continue, aussi bien que sa dérivée, depuis x = a jusqu’à x = b. Or,
F(a)= 9 ( 6 ) i{((o) — (K 6 ) q{a) , F ( 6 )=— tp(a) i|/( 6 ) + i]<(a) ç(&)= F(a) .
Par ^conséquent, F'(x) s’annule au moins une fois , entre x=a et x=ih; on, ce qui est équivalent, l’équation F'(x)=0 a au moins une racine comprise entre a et b. C’est précisément ce qu’eiprime la relation ( 6 ) : cette relation est donc démontrée.
En effet, les équations (.3), (4), (5) donnent
ou, en remettant * au lieu de a — A,
ce qui est précisément l'équation (2).
108. Remarques. I. Si le reste R tend vers zéro lorsque n croit it définiment, on a
TI. Pour que cette égalité ait lieu, ou que f{x-\-h) soit développable suivant la série de Taylor, la valeur attribuée à x ne doit rendre infinie ni f[x) ni aucune de ses dérivées. En même temps, l'accroissement h doit être sufOsammcnt petit.
ITT. Si, dans la formule (2), on suppose, successivement, p=n, p=0, on obtient
p'+'ix-heh).
Ces deux formes dn reste sont très-fréquemment employées.
IV. Au lieu de snpjioser la fonction <j»(*) égale à x>^', laissons-la complètement arbitraire; nous aurons, par les équations (7), (4), (5),
^■[(1-0)/.] 1.2 fl
ou
f«-^‘[x+Sh).
Dans celte expression très-générale du reste d« la série de Taylor la fonction arbitraire <j/(i) est assujettie seulement à ces deux conditions : 1* elle doit rester finie et continue depuis a:=0 jusqu’à x=A; 2” sa dérivée doit, dans le même intervalle, rester finie, continue et différente de zéro.
SérM d*
Théobèhe XXV. Une fonction quelconque est développable
suivant la série de Mac-Laurin :
/(*)= f[o)+ ïr(o) + of(o)+ -i-u!^rw+ (B)
si la quantité
tend vers zéro lorsque n croit indéfiniment.
Démonstration. En supposant a:=0 dans la formule de Tajior, et remplaçant ensuite la lettre h par la lettre x, on obtient
A«)=A®)+i r (B)+îir (o)+
etc.
110. Remarques. 1. L’énoncé et la démonstration du dernier théorème supposent que f[x) et toutes ses dérivées restent finies et continues pour x=0. Si le contraire arrivait, on remplacerait la formule (4) par celle-ci :
:/(a)-+-VrW-
^Vw+ (■*)
que l’on obtient en changeant x en a et A en x — a dans la série de Taylor.
n Dne il M. SchlBmilcb.
CHAPrraE v.— développements en séries.
H. £a série de Mac-Laurin, sttpposée connergente, peut n'avoir pas pour limite f(x). Pour le faire voir, prenons
9 ( 2 ) étant une fonction qui reste finie et continue, ainsi que ses dérivées, pour æ=0. Il est facile de reconnaître que la fonction expo-
Jj_
nentielle e et toutes ses dérivées s’annulent avec x. Si donc l'on appliquait la formule (4) au développement de f\x), on trouverait
ar»
ou
ce qui est absurde.
AppUoatloot tliéorÎ€« préeédeAict.
m. Fobmcle DU BINÔME. 1' Si l'on suppose ^(x)=(l+x)", la série de Mac-Laurin devient
Elle est convergente lorsque x est compris entre -|-1 et — I (15, III); mais, afin de savoir si elle a pour limite (l-i-x)”*, il est essentiel de former l’expression du reste. Or, la formule (10) donne
.x'xi
t étant le nombre entier immédiatement supérieur à m.
Cela posé, si x est positif et moindre que l'unité, le produit
(i— in)a! (i+1 — m)® {n — m)x
“TÏT" ’ ï+2 n-H ’
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dont tous les facteurs sont inférieurs à a;, a pour limite séro. En même temps,
donc {tmllc=0,
et
2* Soit f[x)={l — x)". Alors >
Mais, à cause du facteur qui peut être très-grand, et
même infini, la valeur de R, employée ci-dessus, n'est plus applicable.
Il faut donc recourir à la formule (11). Elle donne
Le premier facteur diminue encore indéliniment lorsque n croit. De plus, à cause de ■ I® second facteur a pour limite zéro, ou
du moins il reste inférieur à l’unité ; donc
lim R=0, et
(l-x)-=l-^aH-’^ï^x'- n.(D)
Développetnenl de e*. Si Ton prend /(x)=«*, on a
n Nont ne pouvon» indiquer, ni pour U rormule du binôme, ni pour les autres applications des séiies de Taj lor et du Mac-Laurin, les conséquences tn’s-noinbreiises et trés-Intéressantes que l'on en déduit. Nous renvoyons, pour ces details, soit au Manuel <lrs candidats à l’Écok polytechniijue, soit aiii Traités de Calcul dilTéruntiel.
Développement de sinx. De f{x)=sinx on déduit
P{x) = COSX, n ^)— — /"’(*)= cosx,
P'‘{x)z=s\nx=f{x), p{x)=f'{x) :
pois
/(o)=o, /'(o)=i, r(o)=o. rw=—i, p'{o)=o :
donc
Sin *—*—1735 + 1 . 2 . 3 . 4,5 — ± 1 .2. . . (2n-l ) ■*■ TT. . .{2n+i ) '
La fraction i~ 9 — j'Tjy a pour limite zéro; de plus, cos (Sx) est compris entre — 1 et +t. Par conséquent,
sinx=x TT3"*"t.2.5.4.S * 1.2.3.. .(2n—l)^
quelle que soit la valeur de x.
114 . Développement de cosx. On trouve, absolument de la même manière,
cosx=i--+ — - ±i:2:5.....(2^2,t (G)
lltf . Remarque. Si, dans le développement de e*, on change x en xÿ^ — l, on obtient
l+îj/ZIi- 4. ._ 5 !_ |/— i_
La partie réelle de cette série est égale au développement de cosx,
TRAITÉ ÉLÉMENTAraE DES SÉRIES.
et les coefficients de / — 1 forment le développement de sinÆ. On ex* prime ce résultot par VéquaU'on tymboUque
cos*-)-|/ — 1 sin x,
dont les conséquences sont excessivement nombreuses (*).
H6. Développement de l(l + x). Si, dans la formule de [Mac- Laurin, nous supposons /(x)=f(l+Æ). nous aurons
n*)=l-2(H-®’)! f%x)=±i.2 (n— ixi-f-»”)"
pais
/io)=o. no)=i. m=-u
par conséquent, ,
avec .
à cause de la formule (5).
Nous savons (15) que la série
X X* xi' , as*
est convergente lorsque l’on a
et qu’elle est divergente dans tout autre cas. Cela posé :
1° Si la valeur de x est compriee entre 0 et i, inchtsivemenl, la
(') Par exemple, si l'ou élève lesdesx membres i une puissance quelconque n, et qu'ensuUe on y remplace x par nœ, on obtient
r"*'^“'=(cos *-(- 1/ — I sin»)*,
{osb» 4- sin n»;
donc
(cos»+v/— I sin»)"= ÎOSIIX+ 1 sin n».
e<‘itc relation conslitiic la formuttilf Hoivre.
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quantité surpasse pas l’unité (*) ; de plus, diminue
indéfiniment. Donc
et
Itm R=0,
2* Si la valew de x esl comprise entre 0 at — 1 , la
n’ayant plus d^ limite nécessaire, on doit, comme pour le développement de (1+®)'" (111, 2°), recourir à la seconde forme du reste. On obtient ainsi (1D8, III), après avoir changé x en — x :
ou
„ œ (X — to\»
A cause de
le second facteur tend vers zéro quand n augmente. Et comme le premier facteur a une valeur finie.
limR= 0.
Conséquemment,
pour les valeurs de x comprises entre 0 a< 1.
117. Remarque. Si, dans les formules (H), (I), on suppose «=1, on trouve
et
Ce dernier résultat, qui pourrait servir à prouver la divergenœ de la série harmonique, montre aussi que l’équation (I) subsiste encore lorsque X=i.
(’) En gvDiral, celle fnclion tend vers séro lorsque n augmente.
Développement de arc Ig Z. Oo /i[Æ)=arc tgx on tire
i+xfl'
(1 + JC*;«’
2(5ac>— 1)_ (l + a:*)' ’
mais les calculs sc compliquent bientôt, de manière à déguiser la loi suivant laquelle procèdent les dérivées ('). Pour la mettre en évidence, il lurnt do faire attention que
En effet, cette décomposition donne
et, en général,
f’>{x)=-A.2.3 (fi-l)(-/=T)"-'[(l+aîÉ^)-»±(l-ad/-l)-"];
le signe + se rapportant au cas de n impair.
Par suite,
(n étant impair) ; puis
arc tg x=x — ^ — ‘
R= i (— [(i+ôx/::::!)-’'-— (1 - 1)-"-' j-
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nité; par conséquent, elle représentera aretga; si /t'mR=0. Soos sa forme actuelle, on ne voit pas clairement que le reste R jouisse de cette propriété; mais, si l’on pose
l=pcosX, 5x=psinA, et si l’on a égard à la formule de Moivre (115) :
(cosX+t' — 1 sin X)'’= cospA+/ — 1 sinpA,
on obtient donc
et
arctgÆ:
i"+> sin(n+1)X
/»mR=0,
120. Remarque. On voit, par cet exemple, que la formule de Mac-Laurin se prête assez difficilement au développement des fonctions algébriques fractionnaires {*). Nous indiquerons bientôt d’autres procédés plus commodes ; mais nous appliquerons encore la méthode précédente à une question particulière.
121. PnoBLËME. Développer, suimncles puisiancee entières et positivée de X, la fraction
Solution. Cette fraction se décompose (’*) en lorsque x est plus petit que 2 (***) :
Or,
(*) La fonction arclgx est transcendanie; mais il est clair quo la difficoité siznaléc ici lient uniquement à ce que la formule en question ne s'applique pas aisément au développement de
(*‘) Vonuel des randidols d fÉcolt potyltckniqut, t. I", p. S3S.
('••) En valeur absolue.
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et, si X est moindre que 3 :
Conséquemment,
pourvu que la variable x toit comprise entre +2 et — 2 (eiclusivcment).
Si, par exemple, on suppose a;=l, on a
Séria* réenrrentef.
Remarque. L'équation (1) peut être écrite ainsi
A„x’'=— A„_,ar-'.a,®— — A—*.®"-*»*!*.
Elle exprime donc qu'un terme quelconque d'une série récurrente est égal à la tomme des k termes précédents, respectivement multipliés par des consUintes. Cette propriété caractéristique est souvent prise pour déboition.
(*) La plupart des auteurs disent i > L’échelle de relation d'une série récurrente est a, ,
*1, ■ >i- > Nous n'avons pas cru devoir adopter celte définition.
(**) Toute série récurrente du premier ordre est une progression par (|uolleiil.
Digilized by Coogic
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124. ■ Thëokèiie XXVI, Toute fraction rationnelle ^ est iévelop-
f (XJ
pable suivant une série récurrente, dont l'ordre est égal au degré de
Démonstration. 1° Si l’on décompose en fractions simples, on
pourra développer chacune d'elles en série convergente (**). D’ailleurs, la somme de plusieurs séries convergentes est encore une série convergente (“*) ; donc la fraction proposée est développable en une série convergente de la forme (1) (”**).
2° Cela posé, de
on conclut
puis, en supposant
et en identifiant les deux membres :
pour n>k; etc. ( ).
(*) Il est sou8>en(endu que li fraction est IrrèducliMc; que le degré do dénominateur surpasse celui du numérateur; qu'aucun des deus termes n'est dirisible par x; etc.
(**) Les fractions de la forme produisent des progressions par quotient; les
antres se développent par la formule du blnSme (lil).
("') Pour démontrer rigoureusement cette proposition, il suffirait de considérer <n restes des premières séries.
(*“*) Tout ceci suppose, bien entendu, que x est compris dans dens limites convenables.
(*'*") On voit que nous traitons la série convergente conlenua dans le second membre de réquation (S) comme un véritable poljnéme. Pour légitimer complètement cette manière d'agir, on pourrait poser
Ç^=A,-4-A,aH"A,œS-
F(aî)
en représentant par une fimctim qui ne devient pas infinie pour x=0 : ceci ré-
sulte du fait de la division de Rx) par F(x).
125. Thbobémb XXVH. Réciproquement, toute série récurrente convergente, de la forme (1), a potur limite une fraction rationnelle
dans laquelle représente la somme des k premiers termes de la série. Démonstration. En faisont, dans l'équation (2),
n = k, n = fe-l-l, n = fc+2, n =
on obtient
A» X* +Aà_,X*“' +A, .a*X*=0,
At+î®*-^’+A»+,X*+' .a,X+ -t-A,X*.a»X*=0.
AjM.,a5*^-+-A*+,X*+'*‘.a,x4- 4- A, x'. a*X*= 0.
Ces égalités donnent
(Sn^_/+, — Sj) 4- (S*+j — S/t_|)« , x4" 4- S/^., . «»**= 0 ;
puis, comme les sommes S*+|, S,^, ont, par hypothèse.
une même limite S :
,, Sft- St-i . »|J+ 4
ApplioatÎM*»
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. H , ^ . 3»-M_aii-t-3
6* H- JT
... I llx , 4ftt* .
P“'* 6-!lr+x- = 6‘'"6Î' + "6r-+-'
pourvu qu$ x soit compris mire — 2 et +2 ('). 127, Problème II. Développer On trouve
et, pour n>2 :
donc
l=2Ao. 0=2A,— 2A, ; 2A„ — 2A„_i-)-A„_j= 0;
A, — g, Aj^— , A,—-, Aj — 0, A, — ~g' A|— g. A, —
puis
pour les valeurs de x comprises entre — et (exclusive-
ment) (**).
128. Remarque. On arrive plus rapidement au résultat, et l’on voit mieux la loi des coefricients, en multipliant par 2+2x+x* les deux termes de la fraction. En etfet,
I 2+4r+x’ 2+ir-4-x* ... «
X+X* (24-x’)’-4ji' 4+x
(*) Ces résuluu s'accordenl avec ce que l'on a tu ci-dea»ua (ISI).
Pmir que le ddveloppcmenl de — — soit couTergenl , a étant imaglHairt, fl fmri
a— dé
que lemodule de \ soit iufdrieur au module de a. Le lecteur démontrera racilemcnt rette liroposilinn, s'il met a et x sous la forme .*
p(cos *-+-v'^sin«).
ou
1 _2 , ir' 2*^ a* , Ir* , î®* , x'«
Problème III. Développer
La division du numérateur par le dénominateur donne, pour les premiers termes du développement, 1 — x‘+2af‘. D’ailleurs, l’échelle de relation est
Par conséquent ,
A*=— 2, Ag=2+1=3, A.=— 3— 2=— 5, A,=5 + 2=7,
puis
1— ®’+2a:*— 2®*-+-3 æ‘— 5æ‘+7x’— lOx'4- 15x* — 22x'*-|-32x*'—
pourvu que x toit, en valeur absolue, inférieure à la plut petite racine positive de l’équation qui donne les modules des racines de l’équation x*_x_l = o {*).
130. Démarqué. Dans l’exemple 1, ou dans le problème de la page 71, il a été facile de déterminer le terme général du développement de la fraction, parce que l’on connaissait, tout forme fime, les facteurs du dénominateur. Il en est de même pour l’exemple II.
(•) St Ton pose on obtient
!T=p (cos»+ v'— I sin »),
1+r cosa— ;>co:s 3a=s0, psin* — f>sln3«=0.
On |H-ut remplacer tes équaiiont par
l=pi+.p«- Sp‘(l— »sin««), l=p«{3— iain*»).
Celles-ci conduisent i p*+p*— 1=0,
équation dont la racine positive est comprise entre o,8«SS et 0.M8B. La série est donc convergente pour les valeurs de x comprises entre —0,8689 et -1-0,8683 (exclusivement). Ajoutons que les racines des équaiions
vériCent la relation x=— 4.
PaoBLËHE IV. Développer puts
sanees de x.
Solution, Le développement commence parl+cos9. D’ailleurs, l’écbelle de relation étant
A„ — 2A,_,cos0-hA,^_j=O, on
A|| — Aji — 1 2 cos A„_ 2 .
il en résulte qu’un terme quelconque du développement cherché est égal à la somme des deux termes qui le précèdent, respectivement multipliés par 2cos0 et par ( — 1). D'après les Formules de Thomas Simpson, les cosinus des multiples de 9 procèdent précisément suivant cette loi. Donc, à cause de
A,= l, A,= cos9,
nous aurons
A,=cos20, A,=cos39, A,=cosn9,
et, par conséquent,
j-^^^^=1+xcos94-®*cos29+x’cos39+ -|-x"cos n9+
pour les valeurs de x comprises entre — 1 e( +1 (exclusivement).
, 13‘2. Remarque. Si, dans la dernière Formule, on suppose x=cos9,
on trouve cette relation assez remarquable :
co829+cos6cos39H-cos’9cos49+ -i-cos""'9cos(iH-l)fl4- = — 1 {*").
(') CepeDdanl, si l'on appelle a , 6, o les Irais nciaes de ceUe équation , on irauve, par un calcul que nous supprimons ;
An—— — - O*- So-)-l
l6+a le-l-3
(‘*] Klle est en déraul lorsque cosl=dbi (SI).
133. PaoBLÈMS V. Trouver la fraction génératrice de la eérie ré~ currenle
1 — x+x' — 2x’+5x* — iix‘+23x‘ — 48æ’4- JOIæ* —
dans laquelle
Solution. Celte fraction a la forme (*).
D’ailleurs, si l’on multiplie par l-|-2a: — æ* les premiers termes de la série, et qu’on identiGe le résultat avec a 6x4- ex’ 4- (f*’, on obtient
Par conséquent, pour des valeurs de x suffisammenl petites (**),
r* 1-l-ïa'— J
n La série ciant régulière à partir de tts4, le numérateur du la fraction génératrico est uii polynôme du troisième degré, ou d’un d<‘gré inférieur. Si l'échelle <lc relation n'élail applicable qu'à partir de n=sp, le degré du ouioéraieiir serait I, au plus.
(**) Celte rusirictiun, sur laiiuelle mi ne saurait trop iusister, doiièlre faite toutes lus fois que l'on essaye de dévclop|>er une fonction en série. Faute d'y a voir égards on arrive à des résultats du genre de ceiii que nous avons indiqués au commeocemenl de ce Traité (i).
Si» par exemple» on supposait xs= 1 dans la dernière équation» on trouverait
I— J-f-l — »+5— ll-h»3- tS-t-IOl— = j ,
ce qui est complélemenl absurde.
Reuiarquuiu. encore que si, en cbarcliani le diiraloppeiuenl d'un< fonction f(xj,on est eoiuluit à une s<‘rie qui soit divernento pour toutes les valeurs de x, U uo résulte que la Parme essayée est impossiUe, bu 1er a trouvé , pour le développement de U foncUoit f(<e) déterminée par les deux équations
la série
Or, il est très-facile de reconnaître que celte série est toujours divergents (excepté pour x=0). Par cnnséquenl, le résultat obtenu par ce grand Géomètre est inadmissible, aussi bien que l'égalité
I— l.ï-i-l.X.S— I.H.3.H- =0,MaOS»é3T7
qu'il en a déduite.
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134 . Pboblème VI. Reconnailre »' une tirit eet récurrente. Solution. Supposons que, dans la série proposée :
A,+A,iE-4-A,x*+ H- A,®"+ (1)
le coefficient soit une fonction donnée de n ('), savoir :
AB=?(n)- (2)
Si la série est récurrente, elle a pour somme une fraction inconnue
F(x) .^1 (6 — x)' (c — x)i •»! îg—xy'
en supposant
Si les diverses fractions simples
B' Cj _G^
{b—x)'' (c— xp* {g—xY'
étaient données, on pourrait les développer par la formule du binôme, et l’on aurait, par exemple.
B- I I (i-Hi-i) j-
Mais, par la théorie des combinaisons,
donc le coefficient de r > dans y*' .. ^ a pour valeur 6" (o — X/ '
B, , B, n+1 , B, (n+1 ) (B-t-2) ^ By(n-H)(n+2) (ts j - p — 1)
6"^6*' 1 ■*"6* 1.2 ■^6i> 1.2 ip—i) '
c’est-à-dire un« fonction entière de n, dont le degré ne surpaste pas
D’un autre côté, une fonction entière de n, du degré (p — 1), est toujours décomposable suivant la forme (3), c’est-à-dire que, ij;(n)
0 CeUo manière d’enlenarc la qnntion est la seule qni nous paraisse admissible.
étant cette fonction, on peut déterminer les coefficients B,, B,, Bp
de manière à avoir, identiquement,
B. . B. iH-1 Bp (tH-l)(»H-2) (n+p— I) — . , ,
^ i.i (p-1) — TW V V/
Par snite, pour que la séria (1) soit réettrrenle, il faut et il suffit que
Von ait
B6-" 4- Ce-" + + Gg~”,
b, c, g étant des constantes, et B, C, G étant des fonctions
antiéras de n (**).
Remarques. I. En augmentant d’une unité les degrés des
fonctions B, C, G, on a les exposants des facteurs 6 — x, c — x,
g — X, dans le dénominateur de la fraction génératrice.
n. Si le coefficient A, est égal à une fonction entière de n, du degré
fix) * ♦
P — 1, la fraction génératrice se réduit à ^ (*“).
Soit, par exemple,
‘ auquel cas la série est
On trouve (133) pour fraction génératrice, on pour somme de la série,
t— Si-+ir>jr»— 3 j»
CJ Si l'oo suppose, successîTement, n=— 1,
ÿH-5=4(-s),
s=— 3, , on obticnl
+ ^=K-3), ele.
(’*} Une antre solution de ce problème a été donnée par Lagrange.
(*“) Ce corollaire de la propriété précédente peut être démontré directement, d'une manière assez simple.
La Fonction entière An étant de degré p— 1, sa différence])* est nulle; donc l'écfaelle de relation est
et, par suite, le dénominateur de la fraction génératrice a pour valeur 1— «•— x)r.
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Reoberofae do déTcloppement d’one fonotioD, au mojen do développement de la fonction dérivée.
136. THÉORÈ.VE XXVIII. St, pour toutes Us valeurs de x comprises entre 0 et une quantité positive A (ioclusivement) (’), on a
on aura aussi
F(x)=F(0)+A.x+iA,x*+ÎA,®’-t- (2)
pour les mêmes valeurs de x.
Démonstration. La série (1) est supposée convergente, c’est-à-dire que
F'(x)=A,-+-A,x + A,x*-+- -fA„x'-'+R„. (3)
R„ représentant une fonction qui tend vers zéro, lorsque n croit indéfiniment, et que x est compris entre 0 et A.
Si l’on prend les fonctions primitives des deux membres, on aura donc
F(x)=F(0)+A,x4-5A,x’+jA,x’-f -|-iA„x"-+-?(x,n), (4)
en désignant par 9 >(x,n) une fonction qui a pour dérivée R„ , et qui s’annule avec x (*‘).
Cela posé, cette fonction peut être regardée comme représentant l’aire comprise entre l’axe des abscisses, la courbe qui a pour ordonnée R„, l’axe des ordonnées et une ordonnée quelconque, répondant à une valeur de x inférieure ou égale à A. Or, l'ordonnée R„ a pour limite zéro ; donc ^ (x,n) converge aussi vers zéro.
137. Remarques. I. Le théorème subsiste lorsque la série (1), convergente pour x< A, devient divergente quand x=A, pourvu que
(*) On pourrait remplacer icro etx par deux limiter quclconi|ucs; mais l'équation (S) deviendrait un peu plus compliquée. Du reste, le cas général se réduit aisément au cas particulier.
(■■) Cette fonction tf existe, car elle est la différence entre F(®) et le polynOme qui la précède.
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la série (2) soit encore convergente pour cette valeur de x. En eiïet, les deux membres de la formule (2) sont des fonctions continuas, constamment égales; donc leurs limites, répondant à x=X, sont égales entre elles.
II. Ce même théorème permet de développer cti série toute fonction dont la dérivée eU algébrique, beaucoup plus simplement qu'on tié le pourrait faire par l’spplication du théorème de Mac-Laurin (120). Les exemples suivants vont justiGer cette assertion.
ApplioatiofU.
Développement de De F(a:)=/(l-f-a:), on tire
F'(*)=|^=l — aj+at*— ±«"q::
X étant compris entre 0 et -|-1. Par conséquent, entre ces mêmes limites,
■ou n'ajoute pas de constante, parce que /(1)^0.
159. Remarque. La première série cesse d'être convergente lorsque X= 1 ; mais, comme la seconde l'est encore pour Cette valeur de X, on a
140. IL Développement de 1(1 — x). Changeairt x en — x dans (A), on obtient
141. III. Développement de arc tg x. La dérivée de celte fonction est
donc
arctgx=x-J+f-i’+ (C)
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SS
On n’ajoote pas de constante, parce que le premier roembrt Mt
posé représenter le plus petit arc dont la tangente est x. D'ailleurs,
la série (C) cesse d’être convergente â partir de x= ± 1 .
142. IVt BénêlopptmM dt arosinx* Celle foncliou a pour dérivée Or, par la formule du bioéme (lli)«
^ rÀ . i. 3.8^, . 13.8.7^ .
pourvu que x soit compris entre — 1 et +1 (exclusivement}. Par suite, . ia^ . t.3ir* . 1.3.5®» , 1. 3.8.7®* , ^
arcsinx«4-|3+^y4-j^y+î:ïX8 9+ * ^
etc.
145. Remarque, La série (D) , encore convergente pour x=l, donne
De même, en faisant x=^, on trouve
ie.l
14». La série (G), qui est convergente entre x = ±\/’2 (127), pourrait servir, comme le développement (C) de arctgx, à calculer le rapport de la circonférence au diamètre. Nous entrerons, à ce sujet, dans quelques détails.
1° D’abord, si l’on suppose x=i, on a
[rï'
^^ll6.9^
2° x=:/2 donne
2 arc tg (|/2— 1)4-5 = J 4- ^ = J 71
ou, à cause de
3® En combinant les formules (6) et (c), on obtient facilement _z _L.^ j ^ i L ^
ou
.=48 (1/2-1) (±+jl
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donc
2arctg^
■“(l.l'*'l.2‘^2l3/“’ir5‘^Â6 ' 8.7/“''(l6.9'''l6.10‘^32.H /” ^ '
5° Si, daos cette dernière équation, on fait on obtient
arc tg^
~(l.2* * 2.2* * 5^2‘)~(Hiÿ'*'6!ÿ"*'T^)‘''(9.2'‘ ' 10.2'‘"'‘H.2”)~
6“ Dans la formule (H), changeons x en — x; nous aurons
et, en supposant x = l,
arctgÿ— 2.2 “^5.4 5.8“*'6.8 7.16"^9.32 10.32 '^11.64"
(ff)
La différence de forme entre les séries {f), (g) est asses remarquable, surtout si l’on se rappelle que l'on a encore
arctgj — 3 3.3» +8.31 7 . 3 ’"*" 9 . 3 *
7* Dans la même formule (H), supposons "0“* aurons
~(r?"*"2;?"^3^) (s!^“*"6.2““*‘tF*)'^
8" J=arctgi-|-arctg^=2arctgi+arctgî:: donc
Etc. (*).
CHAPITRE V. — DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES
Donc
149. Remarqua. I. En changeant x en — x dans la fornanlc (L),
on a
/ (P' 1+x*— *) =— [® +^x’4- Pe plus,
1 +x~y 14-®*=xF'(x)=x — 5X*4 -^x* —
Par conséquent,
2i]±y^W=3L=F{x)+liyi^'—x]—[l + x—ylT^']
II. Si l’on fait x=l dans cette dernière formule, on trouve, après avoir changé tous les signes,
rf-
ce que l’on peut écrire ainsi ;
2*.3^2.4*.5 2.4.6’.7^2.4.6.8’.9 2.4.6.8’.9 ' 2.4.6.8.10*.ll
' *a I c O iAi âi \* J
SOMMATION DES SÉRIES
liîO. Nous avons indiqué précédemment (Chap. III) plusieurs procédés très-simples, et pour ainsi dire purement arithmétiques, qui permettent de sommer certaines séries. Nous allons exposer actuellement, autant que le comporte la nature de cet ouvrage, quelques-unes des méthodes générales que les géomètres ont imaginées, dans le dessein de résoudre le problème de la sommation des séries. Dans ce chapitre, nous serons obligé d’employer la notation infinitésimale, ce que nous avons évité jusqu’ici (').
n Voici, pour les jeunes lecteurs qui n’ont pas en main un Traité de Calcul inléfral, les priacipes de cette notation :
|o Si ÿ=f[x)^ se représente
ao La partie principale de 6y, c'est-à*dire est appelée la différenlieüe de y : on la représente par dy;
Lorsque 2 := y, S 9 —^x=ây; en sorte que la difTérentieHe de la fonction se réduit alors fl l’acrroisscment de la variable indépendante : pour cette raison, ce dernier accroissement fsl ^Muiéralemeni représenté par dx;
A» Conséquemment , le rapport des différentielles de y et de x, c'est-à-dire dy : dr ,
dy dy
égale y' ou -r* (!“)♦ Autrement dit, dy=-—-dx; dx dx
5 » F(x) élaiu la fonction primitive la plus générale de f[x), on écrit F{x)—f f{x)dx+C : le signe f, initiale du mot somme, s'énonce somme de ou intégrale de. D'ailleurs, l'adjonclion rte la ronstanle arbitraire C montre que ff{x)dx est une intégrale indé^iiie, ou la fonction primitive ?(a;] que l'on obtient en renversant les régies du calcul des dérivées;
6» Si F{x) doit s'annuler pourx=a, on a F(x)=ç(a!) — 9{n)=J’ f{x]dx: a est la limite inférieure de l'intégrale;
7» L'expression f ^x)dx=ç{t)—ç(a)=F(6) s’appelle une intégrale indéfinie : eWe
est évidemment indépcndanle de x, si a et b en sont indépendantes;
8» L’équaiion Judv—uv— f odu, que l'on vérilic en différentianl les deux membres, constitue le principe de l'inlégraiion par partie.
Problème II. Sommer la eirie
Solution. Cette équation donne
f f[x)dx=x-hx'+ x'+x'+ +Æ"-+- -fC,
puis, en prenant les dérivées des deux membres ,
Aiusi,
résultat évident par la formule du binéme.
(*) Il est entendu, une lois pour toutes, que cos deux séries devront être convergentes. (**) On traiterait de 1a même manière les séries qui représentent arc ig x, arc sin x, etc.
TRAITÉ ÉLÉMENTAraE DES SÉRIES.
i<54. Pbobléme III. Sommer la térie
l'fc
0+6 ' a+ib ‘ * o+(n — 1)6
Solution. Opérant comme pour le Problème I, on trouve
puis f[x)=j'.^^dx. (A)
Il s'agit donc, pour résoudre complètement la question, d’effectuer
l'intégration indiquée, ou de trouter la fawtion primiliué de
Toutes les fois que a et 6 sont entiers positifs, ce problème, dont nous allons donner quelques exemples, ne présente d'autre difficulté que la longueur des calculs.
MT \ X CC*^ . CT
Solution. La forutgle (A) donne
(•) On n'tjoate pas de consume, parce qne /Î0)=0.
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Le déaomipatear 1— 'O;' le décompose en
Par conséquent,
+ C arc tg 4- C' arc tg ,
A, A’, B, B', C, C' étant des constantes. Pour les déterminer, prenons les dérivées des denx membres; nous aurons
pais
A , A’ , B(-t4gx) , n-(l4-gx l .
cv^
CVS
A— g, A_-, B_ B_-, C=C'=îl/3.
Par suite,
A-)=i'S+A^^*+-c/3[arctg?^+arctg?^];
on eu6n
f!-\— 1 I (t4-®)’(14-®4a‘) 1 «VTS
i57. Problème VI. Sommn la sdn'a
(j :*■ 5 î) (y 5 —* 5 ) + (ïT + À)+"
Solatha. Cette série est an cas particulier dp eelie-ei :
qni donne, 4’aprés la rormale (A). . ' - . ■
Faisant ®=1 dans cette formule générale, on a donc
158. Remarque. On arrive plus rapidement à ce résultat, en combinant la série proposée avec celle-ci :
En effet,
etc.
III. Si, après avoir écrit ainsi la série proposée
fx-
on avait pris
„ , Ix I* (t‘\ /it* œi £c*\ la!‘ x“ x'*\ ,
/^®)=(t-3-5) + (3-T-9) + (t-ÏT-13)+
et que l’on eût fait à part la somme des termes positifs et la somme des termes négatifs, on aurait trouvé
puis, en supposant x=l.
Le premier résultat est exact tant que x est inférieur à 1 ; mais le second est complètement faux.
En effet, lorsque x= 1 , les deux séries partielles
devenant divergentes, on ne peut plus appliquer ce principe : la différence des sommes est égale à la somme des différences (*).
Problème VIII. Évaluer
oq-6 ' a+ib a-f-36
(') Si l’on représente par S, la somme des n premiers termes de la série (a), on trouve
ra,*,+i *»•+»
Sn+3
«n-tj
Tant que x est inférieur é l'unité, la quantité entre parentbèses a pour limite zéro; mais, si x=:l, cette même quantité est comprise entra ,
-l et -l
a siM-i a an— 1
(87) I donc elle a pour limite ^ la.
L'exemple que nous venons do traiter montre, une fois de plus, combien l'emploi des séries exige d'attention.
Solulion. D'aprèt le Problème III,
Tjo-*
Por exemple,
et
x‘ X* x" , r xdx i ,1— I / Sx— 1 «\
11 —J î+r*“§* (!-+«)* “^ïTs P®**
Problème X. Déterminer
f{x) = ax* + (a 4- 6)a:*^+ 4- (a +n6)x*+"P 4-
Solution. Pour ramener ce problème au précédent, multipliooa les deux membres par p3fl, et léchons de déterminer p et 9 de manière à avoir
p(a + nh)— « + Ç "f~ 1 »
pour toutes les valeurs de n. Cette condition donne p6=/î, pa=a+q-j-l.
ou
D’ailleurs, d’après la formule (G), donc
(1— XP*1* ■ (6— ojxl
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Problème XI. Déterminer
Solution. Ce problème, généralisation du Problème III, le réiout comme le précédent. On trouve, en multipliant tous les termes de la
série par —, et disposant convenablement des quantités p, q :
a^— Aft ^ aç_j
165 . En réitérant l’application des mêmes procédés, on peut sommer les séries dont le terme général o la forme
g(a+6).,.,.(»+nt) P
a'(a'+6') [a’+nb) ' ^
Pour abréger, nous nous contenterons de prendre deux cas particuliers.
Problème XII. Sommer la série
Solution. On a
Cette équation donne Par conséquent,
f[x)=z2lx-^l{x+l)—2 Jÿl(i+x).
(•) Le lecteur pourra cousuUer, sur Ce sujet, le grand Traite de Lacroix (i. III, p. 384).
En intégrant par parties (150), on troave
Jÿi(l+,a:)=— I i(l+®)+/x— I(H-x)-f- C.
A cause de
- = 1 ponr®=0, la constante C égale 1 ; donc
/(x)=(l+?)/(l + *)-2; ou, ce qui est équivalent,
PaoBLÈHE XIII. Sommer la série
' (o+nfc)‘
Solution. Représentons par S, la somme cherchée. Nous pouvons écrire, pour abréger.
le (o+n6)*'
Multiplions les deux membres par et disposons des quantités p, q
de manière que l’eiposant de x devienne égal à p(a+n&). Nous aurons (Probl. XI) :
Lp Ü ,io(a+n6)»->’
^ a^i—bxi
Le numérateur a:i<i>+"*)— i peut ^tre remplacé par x*<->-m#»-‘, si l’on pose
(') Cette formate est due k M. Gudermann (Journal de Crelle, t. XXVIII). Elle montre que, si l'oQ néglige tes termes du troisième ordre, on peut écrire
DEUXIEME METHODE
168. Soit ÿ la fonction inconnue dont le développement est donné. Si l'on peut obtenir, entre y et la variable x, une équation dilférentielle que l’on sache intégrer, il est clair que, par cela même, on aura sommé la série. , ^
A|iplic.ti«M.
1(Î9. PaoBLKiia XIV. Sommer la série
Solution, ün a
ou
y.= 1 -L- ^ + il ^ .
(*) Il est vril qm les HHagrsUoos luliqaées ne ponTsot pas géDénlement.tirà cffeemees, celle solniion est il peu prÿs illaraire. ,, ^ . vv*. '
TUAITK fiLÉMEVrAIRE DES SÉRIES.
OU encore
Celle équalion donne
ly=x + lC,
ou
y = Ce^
I>a fonclion y doil se réduire à 1 lorsque x = 0 ; donc enQn
ce qui devail (Hre (112).
CHAPITRE VI. — .SOMMATION OES SÉRIES
Solution. Cetto i-quation donne d'abord
dx i i.i
pais
ou
fldy=x+ 1
f*-dÿ=X+Xÿ;
oa encore, en différenciant les deux membres, ^dtf=(l + ÿ)dx+xdy.
Si l’on écrit ainsi cette équation différentielle :
<fy xdx
on voit qu’elle a pour intégrale :
d’où l’on conclut :
Ce résultat est évident par la formule du binéme (’). 175. Problème XVIII. Sommer la série
tn(m— t) , m(m — l)(m — 2)
Solution. En opérant comme dans le Problème XVII, on trouve successivement :
<te 1 1.2 ®
(•) Le terme général de la série (I) a la forme **+> considérée
cl-dessns (165). Mais on soit qn'en faisant disparaître les facteurs a+tib, on re-
lombo sur le |>oint de départ. C'est pourquoi nous avons placé cet uscinpie dans les ap> plicaüonsde la seconde méthode. La même remarque est applicable au problème suivant, généralisalioii de celui-ci. *
TRAITÉ FXÉMEPrrAIRE DES SÉRIES.
I x“'* (••) “'rfy= — x ~"' — y i — '
J x~'"~'dy = yx~”.
X i(jy _ — myx~”'~'dx ,
fly tlx
— — ItX m" ~ »
ly = ml[i + x)i
et enfin
ün a ainsi une nouvelle deraonstration de la formule du binAme. 174. PnoBLÉME XIX. Sommer la série
(<H-IHo+ï,'(n + 5)
Solulion. Le procédé suivi plusieurs fois donne \yr^)'j. I _t . 1.2 1.25
■dx=alx+x-h x'+
^ “•^^*^a+r^(o+lXa+2)
OU
ou encore
J '^^dx=ttlx + xy.
Si l'on compare celle équation (2) à l'^^nalion générale du premier ordre et du premier degré :
dont rinté"rale est
(*) Cl* prublPme, gpnt‘nli«<tion >l'iin lia oüix que nous avoos n'mlus ilana le cbapilre III (S8). écLappe rncoreA la imimioru mt'lliotie (I7i, note).
(••) Si l’on iniiltiplie les deux membre.^ de réi|iialiau (3) (lar le premier membre iluvieul la dérivée exacte do On a donc
OU fQflrf : etc.
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on trouve
Telle est la somme de la série (1). Il restera, dans chaque cas particulier, à eiïectuer l'intégration indiquée.
17Ü. Si a est entier positif, l'intégration par parties donne, successivement,
(l-x)*-‘ a— 2(1 — x) J (I— xj“-‘ ’
Donc
=‘^[é-,(^r-sk(,-Ë-r-^ ±i (6,
les signes supérieurs se rapportent au cas où a est pair.
Pour déterminer la constante C, remarquons que, pour des valeurs de X sufBsamment petites,
-‘"-*)='îi='(«+â=
Donc.
»=»^‘[l(Ti-J-,-îî(ri)“'+.-^(ii)"’- ±c],,„
Supprimunt le facteur commun x", puis faisant x=0, nous trouvons
Or, la série (1) se réduit à son premier terme lorsque x= 0 ; donc la constante est nulle, et
y=‘^-~pr-[jziir=il + -ÏÎZi^'(l-*)J-(8)
176. Remar(jiies. I. i)'ii|ir{'s le dernier calcul, les deux séries
u+l ^(o+l)iu+2) ' T^(o+l)(o+2)(a+A)‘^
ri W ^ ]
a n-|-l\l — sj
'^a-+-2\l-j/ a+r>(l-.ri
,onl la même limite, lorsque ne surpasse pas l'unité.
II. En particulier, si
=^ü-dH+^-i+ ]• W
Ili. D’après la formule (8), six = l,
ainsi qu'on l’a vu précédemment (58) (’).
177. Problème XX. Déterminer la fonction qui a pour développement
Solution. On trouve, sans difficulté.
n - e*^ 1 w fc. **é
ZT 0 0.5
riM_
J vi ~
Le produit a:) se présente sous forme indéterminée, lorw|oe as=t ;
mais il^sl facile de voir que sa vraie valeur est xéro. '
ai.VPlTRE VI. — SOMMATION DES SÉRIES.
Pour siraplilier cette équation, posons
rfÿ .
elle deviendra
Celle-ci donne aisément
2(1-J) 2{t-jr)v^’
équation dont l’intégrale est (174)
D’ailleurs,
donc
ou
y=j [arc cos (1 — 2 æ)]’,
ou enfin
y = (arcsin j/x)* (‘).
178. Remarques. I. Le développement de la fonction arc sin|/x
est
Par conséquent, la série (1) représente le carré de la série (7). II. En particulier, si l’on suppose x = ^, on a
]!_J-ri4._L+iiL+ J^Ë_+.. . ]
n Cet exemple, cl le rapprocbomenl curiaux imiiqui riant la reinan|ae snivante, sont lires d'un Memoiro de M. Clauscii [laarnalie CrtUt, t. Mil.
•niAlïK KI.ÉMENTAIRE DES SÉRIES.
et
_Ei.5.4
Problème XXI. Sommer les deux séries
y = 05 COS<p + i X* cos 2(p + J cos 3(f+ a=X8iny4-|x’sin2(fi + ^x*sin '3rf + .
Solution. On a, d’après la formule de Hoivre,
y +sl/— 1 = xaVW'-i + 1 xVv^'- + 1 xVî^^‘+ ;
et, en prenant les dérivées par rapport à x,
y’+ay=ï = 4 - le’îv/'- • 4
oa
Par conséquent,
y+s/ — 1= — /[I — x(cosç4'l^ — 1 S19 y)]!
ou
e“*'(cosz — P' — lsinr)=l — x(co.sip 4 l/ — Isiniy). ( 4 )
Cette équation se partage en ces deux-ci ;
«-vcosz=l — xcosif, e~''sins=xsin(p; d’où l’on conclut
lg;= ■ e~*»=l — 2xcosç4-x’;
c’est-à-dire
s=:arc y=— ^/(l— 2xcos(p4x’)C). (5)
180. Remarques. 1. Si l’on change 9 en ^ — 9 dans les séries (1), ( 2 ) et dans les formules (4), (5), on obtient
('] Ces résulUls remarquables sont dus, je cruis, à M. Lobalto [Ktcherches sur ta sommation dt quelque! séries trigonométriques, DvIU, 18X7).
aUl’lTUE VI. -SOMMATION DES SÉRIES, xsin ç — |X*cosiJ9 — jx’sin 3ç+'X*cos4®-Hgj:‘sin59 — ... = — i/(l — 2x»in (p+x’j,
X cos ^ |x* sin 2(f — g cos 3ç — ^x* si n 4(p -h g x‘ cos 5ç+ . . .
X COSÇ
puis , par le changement de x en — x :
X sin y+^x* cos 2<f — g x’sin Sip — ^ x* cos g x* sin 5ip+ . . . .
= jl(H-2xsin<p4-x‘),
X cos 9 — I X* si n 2<f — g x’ cos 3ç + x‘ si n 4(j>-l- g x* cos 5ip — . . . .
XCOS O
= arc Ig .
° iH-xsin <f
Ces quatre dernières relations, combinées deux à deux, donnent
1 , . , i , . , 1 l + axsinoH-x*
xsinç— gx sin 39 +gx sino-p— = i‘i_ 2 ^si„ç::p 7 *»
1 , „ lie 1 . tocoso
XCOS 9 — g x’cos3(jp +gX'cos59 — =5 arc tg ;
puis, par le changement de 9 en 3 — 9 :
1 , , 1 I - , t l+2xcosif-f-x*
xco89+gx*cos39+gx*coso9-l-
X8in9-f-rarsin 39+gX sin 59 + = 5arctg •
II. On a donc ce système de formules
2 ^ cos 119 = — ^1(1 — 2 XCO 59 - 4 -X’), 2 ],-s.nn 9 =arctg—
? sio 9
-XCOS 9 ’
y -X”+> /a , 4\ t ,l-t-2xC0S(H-®
mme ïn-t-t ' ' /T 4 1— 2xcosç-|-x’
• ,a , 4 \ t , Sxsino
A Sïïï ?= 2 ‘8
A-s;;^"'»( 2 n+l) 9 =-jarclg — .
TUAITE i:i.EMENTAiKJ': DES SERIES.
y” ( — .r)“+< 2ri -+-I
sin (2n+ 1)®= J /
1 — Sarsin ç+ r’ 1-f-ir siii ÿH-x*
in. Les séries (A), (E’), convergentes lorsque x* est moindre
que 1, le sont encore pour x:=± 1 (137). On a donc, après quelques
réductions,
cos 9 >-|-^cos 2 Ÿ+^cos 3 ®-t- = — l|2sin^(p|, (6)
sin 9+1 sin 21}.+ ^ sin 3 ip + =^— ( 7 )
co89+jeo8 39 +-cos 59 +..,..=-lcot- 9 . (8)
sin 9+ J sin 89+ - sin 69 + ~i’
Il IC
COS9 — jCos 39+gcos59 — = (10)
sin 9— g sin 89+ g sin 69— = \ l tg(î+|) . (H)
cos 9 — ^ cos 29 + g cos 39 — = / ^2 cos ^ 9 1 , (12)
sin 9 — I sin 29-1- ^ sin 89 — = ^ 9 (''). ( 13 )
IV, Dans les formules (6), (7) (11), prenons 9 =^» nous
aurons
(*] Ces relations, .iax>|iu;IIes on peut parvenir de bien des manières, sont extraites du Mémoire de M. Lohatto, déjà cilé.
('■) Tonies ces formules, cl celles que nous en déduisons, supposent ç>0 et Si
l'on ne faisait pas ces restrictions, on pourrait trouver des résnllals complélement faux. Par exemple, lorsque <r=0, les formules (1) et (19) donnent cc=0.
•rt
PuoBLÈiiE XXII. Sommer la série
j = sin ip — 89+gi sin 09 — ..
Solution. On a
dt Io.lt
— =0089 — - cos 39 + g COS 59 —
c’est-à-dire, par la formule (10), ,
ds _
dtf
et
j9 = sin9— isinSp-f-^sin 69 — ^sin 79+
(■) pAnni ces formules (Iroivées par Euler, Legendre, Poisson , Fourier, elc.), les plus iniportanlcs me paralssenl êlrc (T), (S), (to), qni donnent une m/tniU de dévehppentenls de ir.
TKMIÉ KLtMENTAlKE DE.S SÉRIES.
Rtmarques. 1. Si l'on suppose (ji = ^ , on obtient
i = +(âiî?+
Ainsi, la somme des inverses des carrés des nombres impairs esl égale à
II. Il est facile de conclure, de ce théorème, la somme des inverses des carrés de tous les nombres entiers. En effet, soient
on aura
^=^‘+Sp. +
donc *
ou enfin
III. La formule (7) donne, par un procédé semblable au précédent, ^ — 5 ' 5 >+j' 5 >’=eosij)+^cos 29 + ^,cos3!p+ (28)
PaoBLÈME XXIV. Sommer les séries
y, =xsin*ip4- Y 3 *'”* 3Ÿ4-
z, =æcos’ 9 +-j cos* 2^)+ — cos’ 39-+-
Solution. La sommation de ces deux séries dépend encore des valeurs de y et de Z (Probl. XXI). En effet,
il* X^ 'J
Z, — y,=xcos 2(f+ — cos4ç-+- -r cos 6ç-f- =— - f( 1— 2xcos 2ç4-a:*);
donc
t , 1 — 2.rcos2ç4-i' (l-J)'
z,= — ^ f[(l — 2xcos2(j!-f-x*)(l — x)*].
186. I.es formules (G), (H), traitées comme celles du n° 180, conduisent à quelques conséquences remarquables, parmi lesquelles nous indiquerons seulement les suivantes, laissant au lecteur le soin de les démontrer :
rh+T\
»t— 2xcos2(H-*'l
1 \l-xj r/i+xl
t+ 2 xcos 2 ç+x’ 1
11+2XCOS 2ç-|-x'q
Lli-xj
1 — 2xcos2if-t-®’J
I* J* . t . li(l— sin’v
a;sin’(p— jjsin 3ç+5Sin ay— — ^arc tg
xco%
;r» Æ* i * — x*)cos*ç
-cos 3ip4--j:COS 5œ— — (i-i*)’-**’cos2v’
TRAlTf, ÉlfivIENTAlRE DES SÉRIES.
1 • 1 • 1 sin’ j ^ sin’ 3^ — = — - / cüs ^ ,
11 1 cos‘ (J) — - cos* 2ij> H- J cos’ — = I /(4 cos ^) ,
sin’(j) — ^sin*3ip4-gsin’5Ÿ4- ,
cos’ Ÿ— I cos’ 3ç-f- 1 cos’5<p— (*).
Problème XXV. Nommer les iértes
sin f
sin 3ç
9+ a* sin 3e
2 f p Sina i? I n
Solution. On a trouvé, ci-dessus :
5 — ^(ji=siny-f-^sin29-4-i8in39-|-.
-ç = sinç — -sin 2i^-f--sin3^ — .
Par conséquent.
sin2<p
sin2ç
sin3<p )
On tire, de ces deux équations.
* s— “ irz:r.— 2
c’est-à-dire
I.«s intégrale» générale» de ces deux équations du second ordre sont y3=Ae“?4-B«-“!', 3,= Ce“?-f-De-“Ÿ,
A, B, C, D étant des constantes, qu’il s’agit de déterminer.
Or, si l’on multiplie les deux membres de l’équation (32), succes-
(') Tonies ces formules sent tir<^s dn Mémoire de H. Ixilistto.
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sivcment par sin et sin 2'5(J's, puis qu'on intègre entre O et ir, OB trouve :
Ainsi
A JV'?sin çrf^+B Jje-“9siDfdf=:^^,,
A j^V?sin 2<fdo+Bj%-“’f sin 2^= ^
L’intégration par parties (l-iO) donne aisément
donc
A((r+l)+B(e-“'+l)=^, A(e“"— l)4-B(c-<"— l)=_î; ou
Ae^+Ba-^^O, A+B=|,
'") En généril, si une funclion Rz) est développable de la manière suivante: Rz)= A, sin z-eAjSin »x-t-AiSin3z+ -t-AnSin »z+
,=?J;rz)s
En cflel, un terme quelconque, autre que A„ sin nz, donne l'intégrale
Ap r%inpzsinnzdz=jAp I *[cos(p— n)x-t-eo8{p-fn).T]dz=- Apf^iî!-^^ — n]z^5În(p+^| J U * J 0 a t P—'» P-t-n J
en sorte qno toutes les intégrales sont nuiles, excepté
An / * si n*nzdz=- An f *(l— cos»«x)dz=!ï An.
Jo ^ Jo S
La mtme méthode est applicable aux séries <|ui procèdent suivant les cosinus des multiples d'un arc z.
(■*) Par exemple,
si u odŸ cos f-co /'«“t cos çdtp =— r“’ cos o-i-o[t‘’tsin tf—a siu^duj;
donc J e“t sin«df=YI^^[«**-M] ; etc.
et eiiGn
ün trouve, de la même manière,
Les valeurs de y, et de z, sont donc
^ T) Tr<î®t—
de sorte que
sin? . „ 5 inî? , ,sin3? , » sin4<f
iqra'-‘''^Â+^+'*9+a*‘^^iU+a«^ “2
sin® -siiiSo , „sin3<p . sinA? re«*— r-“»
488. Remarques. I. Ces deux formules (qui rentrent l’une dans l’autre) subsistent pour toutes les valeurs de a comprises entre 0 et tt : la première est en défaut pour çp= 0 , et la seconde, pour (fz=n.
II. Si l'on y change f en ^ — <s, on obtient
cos 9 , „sin 2 v cos.c? ^ sin 49 ^ ” î_ ' —
ï+o’“*“^4+ô‘ *9+0’ 2 «aiî—e-»*
cos 9 „sin 29 , cos 09 , sin 4y r. ta'\ > — c I*
7+a' “ 4 + 0 ' ’*9+o» 1 li+o’ 2 »
ou, plus simplement,
COS 9 ..cosSy , - cosîio ic /‘tc\
„sin 29 t sio49 , siiiG» <-? — «-»» ... .
III. Les relations (34), (35), (36). (37) en donnent un grand nombre d’autres, analogues à celles que l’on a trouvées dans les n"180 et suivants. Par exemple.
(•) Cello-ci r*»nire dan*. Téqnalion (35).
IV. Si l’on change
a en o/ — 1 dans les formules précédentes, on
obtient
8ini{>
COSCft
cos5v
lA _• 1 *
__ itsin o(it — ç)
‘ 2 sia Ole ’
it 8ID O?
‘ ïsio ait '
it cos oç
4coso-
coSo-
V. Les formales (43), (44) peuvent évidemment servir à calcoter le rapport de la circonférence au diamètre. Elles donnent, par exemple,
JL = ±_-L +
“““ J ar *•
VI. L’équation (43) peut être mise sous la forme
COSOt
Si l’on prend les fonctions primitives, on a donc
(•) On n’aioiile pas de consunle, parce que ha deux membres s’annulent avec a.
ou
COt (1 O) - —
On a ainsi le développement , en produit indéfini , de la Touction cot(l — o)^. Par exemple,
•* I O àn il
COt-=j/ 3 :
VII. De même, si, après avoir mis l’équation (44) sous la forme
1 — a"^l-H* 3 — fl
5+fl S — fl
'.l^-fl
cos fl J ^✓ÜCOSflj
1— ✓îsinflj l+v'îsinflj
on prend les fonctions primitives des deux membres, on trouve aisément
t«(l + fl)g_l^ 3+0 S-fl 7-fl iH-o ll-t-fl 13— fl
] fl 3 — fl 54 -fl " 7-(-fl 9 — a 11—0 13+fl
relation d’où l’on en pourrait tirer d’autres.
VIII. Si, après avoir multiplié por 1 — a les deux membres de l’équation (47), on suppose a = l, on trouve la formule de n'allie :
COB
Solution. On tire, des équations (51), (52), en prenant les dérivées :
s? cos 2? cos 3o ■ If -i
-a*“^4-f-a* "*"9-Ha» 2a*l®’^ ««.— e-a. l |»'(55)
82? cos 3? _ 1 r eav+e-*ri -
fo*“*“9-|-o> ““2a*l.^
190. Remarques. I. En opérant comme nous l'avons fait ci-dessus, on conclut, de ces deux équations, les formules suivantes :
(*) Ce résulut, dit Lacroix, est assez remarquable, quand on le compare S PexpressiOD t_l 1_1 _1C
, cos 3 ? ,
— Vit
IT
cosç cos2?
Tr‘‘'"3T"^
cos3f
■"sTT
1 1.1,., ..____^stn-^()
..=^,[1—07: cotan],
■ ia’Lsmoit J'
sina7r=0jr(l— a’)|l — ^1 -ÿ j
1 ^ tg^an— |j_oi a* a> ' a'"
COS 071= (1 — 4a‘)(l — (l“^)
etc. (*•).
II. Si, après avoir développé, suivant les puissances', de a, les deux membres de l’équation (65). on identifie les deux développements, on trouve
^*~îiÔ’ **’“8040’ t.2.3 fl'
Dans ces relations, P, représente la somme des produtls n d n des carrés des inverses des nombres naturels. On voit que toutes ces sommes dépendent uniquement de la transcendante désignée par U D-
TT
Q>=â; 4 > Qv~2Î;4Ï’ 1 . 2.3 2n.4*’
0,„ désignant la somme des produits n à n des inverses des carrés des fumbres impairs.
(•J Celle série remarqusble a élé (lonnéo par Fouiier. On l'oblienl en reiranebant membre b membre les équalions (56), (57), el eu supposant o—V' — I dans Téquation résuliante.
(••) Les développements du sinus et du eosinus, en produits indélinis, ont élé trouvés p*r Euler.
("•) La relation P,“ — , ou
a déji été indiquée (184)
TROISIÈME MÉTHODE
191. Cette méthode de sommation, la plus féconde de toutes, repose sur la théorie des intégrales définies. Elle peut être exposée ainsi : '
Soit
la série convergente dont il s’agit de trouver la somme s. Si le terme général u„ est décomposable en deux facteurs v,^, dont l’un soit égal à une intégrale définie connue {*) , de manière que
fu{^)dx;
on aura
-hu„fn{x)-\- ].
Si donc Ton peut évaluer
on aura enfin
iz= I (f{x)dx.
Application.
Problème XXVIl. Déterminer
Il 1
s=cosç-I-- cos 2tj>4-jCOs3(p-4- -|--cosn<p-|-.
Solution. A cause de
(*) M. Bierens de Uaan vîeal de {>ubUer des Tables d'intégrales définies. Ce précieux recueil, composé de trois volumes in-qoarlo, donne les valeurs d'onviron six mille iutégralcs dcUnies.
on a
-= f e-^dx.
s” Jo
Par conséquent,
*—J e“^<l*[cos (p-|-e~'*cos29+e~^cos 3ç-I- ].
Or. la série entre parenthèses a pour somme (183) :
COS ç — r“*
1 — 2c“*cos ç -I- *
donc
. e~* cos O— e-** ,
*— I . .. ■ r~.~dx.
-3e-*cosç+e-** L'intégrale indéBnie est évidemment
donc
cos (j
i=-/( 2 — 2 coS(p),
s=— l|2sin^(p|; comfiie on l’a trouvé ci-dessus (180, III).
QUATRIËHB MËTBODE.
1 93. Elle repose sur ce théorème évident :
Soient
/[x)=a,'cosx+a, cos2a:-4- 4-o„cosna:4-
ç(a5) = 6,co8®-f-6, cos2x-I- -+-6„cosna:4-
deux séries convergentes. Si l’on a égard aux relations
cos NX cos nxdx= 0, cos* nxdx= ^ ,
Problème XXIX. Sommer les deux séries
Solution. En partant des formules (60), (61), (62), on trouve
(*) Ce théorème, énoncé d’une manière un peu différente, est connu sous le nom de formule d« Parseval. Mais la démonstration donnée par ce géomètre est inadmissible; car elle suppose l’emploi des deux séries
et, si l’une d'elles est convergente, l’autre est généralement divergente.
TRANSFORMATIONS DE SÉRIES
197. Étant donnée une série convergente, on peut se proposer d'en déduire une ou plusieurs autres, plus convergentes que la première, et ayant même somme que celle-ci : c’est là ce qu'on appelle augmenter la convergence d’une série (*). Ou peut encore, quand on connaît le développement d’une fonction f[x), remplacer la variable x par une autre variable (, ayant avec la première une relation donnée; on obtient ainsi le développement d'une nouvelle fonction <p((), développement qu’il serait quelquefois assez difficile de trouver directement. Nous allons donner des exemples de ces deux espèces principales de transformations, en nous bornant, pour la première espèce, à une méthode connue sous le nom de Hutton (**), bien qu’elle appartienne à Euler (*'*).
TRANSPOBMATIOIVS DE PRBIIIÉBE BSPAGE.
Tbéob6me. Soit une série convergente
dont les termes, alternativement positifs et négatifs, déwoissent indéfiniment. Si Von fait
(•) Non contents de résoudre ce problème, plusieurs géomètres ont prétendu tratuformer cerîalan tériet divtrgmiet m léries convtrgmUs. Nous crojons que cet éuonoé est un non-sens. *■
('*) Tracts on maihmatical and phUosophical tubjtclt, 1. 1, p. 176 (ISIS).
('") Elle 3 été reproduite pur M. Ponci'Ict, dans son Mémoire sur tappticaUon de ta méthode des moyennes {Journal de CreUe, I . XIII.)
TRAITÉ ÉLÉMEirrATRE DES SÉRIES.
“i — m, = Au,(‘), «, — U 3 = A«,, u, — «4 = Au,
Au| — Au,= A*u, , Au, — Au,=A*u,i Au, — Au,= A’u,,
et que Von suppose
Au,>Au,>Au,>
on aura
Démonstration. On a, d'après l’équation (1) :
c’est-à-dire
2i=u, -f Au,— Au,-hAu, — Au,-f- ; (2)
ainsi les différences premières, prises altemalivement avec le signe et avec le signe — , forment une série convergente.
La transforniation précédente, appliquée à l’équation (2), donne
4s= 2u, -I- Au, -1- A'*u, — A’u,-|- A’u, — (3)
puis
8s= 4u , -f- 2Au , + A ®u , -1- A'u , — A’u, -J- A’tt (4)
1 6*= 8u, -1- 4 Au , -f-2A’u, A’u, A’u, — A’u, ■+■ (5)
Actuellement, en vertu des hypothèses précédentes et des équations (2), (3), (4) ona
«<^U,-|-jAu, + Îa’u,,
*>^«i + j'^«.+gA’u,, s<îu,-l-jAu,-f-iA’u, + lA’u,.
(*) ABn que toutes les différences soieM positives, on fuit les soustractions dans un ordre contraire B celui qui est généralement adopté.
Problème XXX. Transformer la série de Leibniz
en une autre qui soit plus convergente (‘).
On trouve aisément
Att,— — , Au,— J- J, AUj— An,_.jg,
A’“‘~ÎT3Ts’ A’«!=375T7» a «i=5,7 9
donc
avec
F) Dan« lo iiicmoire cKé, M. Poncelet fait observer qu’on devrait prendre près du SOOOO termes de cette série, si l'on voulait calculer * avec dnq décimales.
201. Remarques. I. Le terme général de la série (7) est réductible à la forme P„ étant un nombre entier qui satisfait à la relation
De plus, P, = 3.
11. En admettant cette proposition (“), nous aurons, au lieu de la formule (7) :
isse"*” (®)
III. Si l’on cherche à sommer la série (7), on trouve quelle est
égale à fon*^quent,
~ / ï sinula
4 / 2 — sio«a’
ce qui est exact.
Problème XXXIl. Transformer la série
*=7^=1—®+®*— «’+aî*— (10)
«I d'autres qui soient plus convergentes. >
1° Le calcul précédent conduit à
2“ 5t 1 1, le même calcul, appliqué à la série (11), donne
3* Semblablement, si x «ufyosse 3, on peut remplacer la série (12) par
et ainsi de suite.
204. Remarques. I. Les limites de convergence, pour les séries (10), (11), (12), (13), sont, respectivement :
11. Supposons, dans les deux premières séries, x— 2 : la série (10) deviendra divergente, et il serait absurde de prétendre, comme l’ont fait plusieurs géomètres, qu'elle est encore équivalente à son premier membre, ou que l’on a
Néanmoins, féquation (11), déduite de la série (10) quand celle-ci était convergente, subsiste encore. En effet.
Ainsi, une série convergente (B),'déduite d’une série convergente (A), obtenue en développant une fonction F(x), peut, dans certains cas, représenter encore F(x), après que la série (A) est devenue divergente (').
( ) C est probablement là ce qu'ont voulu exprimer les auteurs qui se sont occupés de h lransformalion des tMrs dipergnlts m séries convergentes (197, première note).
III. Si, dnns les séries (11) et (12), on suppose x compris entre — 1 et -4-1, les termes de le première série deviennent tous positifs. Il n’esi donc pas toujours nécessaire, pour l'application de la méthode de Uulton, que les termes de la série proposée soient, alternativement, positifs et négatifs. Il est vrai que, la série transformée pouvant être moins convergente que la série primitive, la transformation n’oiïre plus d’utilité (*).
IV. Pour une môme valeur de x, comprise entre - et 1, les séries
(11), (12), (13), sont de moins en moins convergentes; mais elles
le sont plus que la série proposée (10). Par exemple, x—^ donPe les résultats suivants :
tra:<sformatio?!s de seconde espèce.
205. Dans le chapitre précédent, nous avons développé plusieurs fonctions suivant les sinus ou les cosinus des mulliples de la variable. Nous allons retrouver quelques-uns de ces développements, et en obtenir de nouveaux, en supposant que la variable ait la forme pe'V'-*. Les résultats auxquels nous arriverons par cette voie mettront en évi-
(•) Soit, üans le» séries (11), (lî), x — on trouve
=ii=‘+4-^{») Hv''
ce qui est exact. Mais la seconde série est beaucoup moins convergente que la première.
Leumes
1“ e**'^~'=cosx±k^ — lsinx(“).
sin x=
3° cos — i)=
sin
tg(®/^);
VZIi.
207. Pbobléhe XXXIII. Développer, suivant les sinus et les cosinus des multiples de u, la fraction
I — pc^~'
Solution. La formule
trouvée en supposant i*<fi subsiste quand x devient imaginaire, mais que son module est inférieur à l’unité (“*). Par conséquent, pour toute valeur du module p, moindre que l’unité, on a
_^=l+pen/^+pV“'^+pV“v'-^
OU
^-^^=^^p"(cosna> + |/— Isiniua). (1)
200. La formule (1) serait à peu près inutile, si nous ne mettions son premier membre sous la forme A+B|/^. Or,
^ 1 — 1— pfeosu — v'— t sinu) _
I — pe^-' I— âpcosu+p* ’
{■) MM. Briot et Bouquet ont pobllÉ réccminent, dans le Joumni de l’École pati/lethniqiu, un mémoire intitulé : Étude det foitcliont d’une variable imaffinaire. Nous regrettons que l'eviguîié du cadre dans lequel nous a*ons dù noos renrermer nous ait empéebé de rien cm|irunter à ce beau travail (septembre 1858).
(*■) Nous rappelons que ce lemme.dunt les autres sont descunséqiiencea immédiates, renrerme la formule de Moivre (lU).
(***) Cest ce qn’il est facile de démontrer.
donc
— i=l+pcoso)+p’cos2tii+p*co9.3(»4- (A)
1 — 2fC08w-+-p * ‘ * ' '
^-^^^.=p9ino)+p*sin2û)+p’8in3»+ (B)
Ces formules ne difl^rent pas de celles que nous avons trouvées dans le Chapitre VI (Probl. XXIII], par un procédé beaucoup moins simple que celui-ci.
209. Problèms XXXIV. Développer la fonction Solution. Si, dans la formule (E) du n° 112 :
on remplace x par p«“'^=p(coso>+I^ — Isinw), on trouve
.!•> «)_| g‘‘' -^(co8tto-4-/^sin nu). (2)
Mais
jPl'«“+v^’‘"")=ei''““.efviM*‘""=ef'‘’'“[co9(p9inM)-4-P'^ sin(psin(,>)]; donc la formule (2) se partage en
e?”’ “ cos (p sin <!)]= 1 -4- y cos û> -4- cos 2ia-|- ^ ^ ^ cos 3u -4- , (C)
e*’“’'"sin(psin(a)= jsinai-4-^sin2w-f-^j-^-jSin 3u-4- (D)
210. Rtmarquet. I. Dans ces équations, le module p peut être quelconque, parce que les séries (B), (C) sont toujours convergentes (49). Si l’on remplace p par y ' — 1 (*), le premier membre de la formule (G) devient
e^~‘'°*“cos(k' — lsinu)=[co9(co9w)-4-/—lsin{cos (.))]- — ^ ;
donc
l(e"““+e-""“)co9{co9 u)=l |(e*'" "-4-e“*'“ “) sin (cos u)=
COS 2e» C08 4t» COS Cm
lTr‘*‘l.2.3.*~1.2.3.4.5.6 cos U cos 5o cos Su
(*) Cette hypothèse est en contradiction avec la définition môme du module. Néanmoins, les résultats auiquels nons allons arriver sont eiacts , ainsi que l’on peut s’en assurer par une vérification d poilmort.
Digitizccîby Googir
CHAPITRE Vn, — TRANSFORMATIONS DE SÉRIES
De même, la formule (D) conduit à 1 («’*" “ — e-tin “) gin (cos(a)=*-^ —
1 ») cos(co8cû) = îip —
sîn 6u t.3.3.4.5.6
sinSu , gin Su
II. La combinaison des quatre dernières formules donne encore ces résultats remarquables :
.lisi
cos(cosu)=l4
e‘'"“sin(cos(a) =
sinu eos3u cos3u , cos4u , gin Su . . .
cosu . gin3u cosSu sin4u . cosSu
211 . Problème XXXV. Développer les fonctions sin (pe'^~‘), cos(pe“V/^).
Solution. Les formules
~îi-4
siii
cosæ=l —
donnent
sin (p«"'^”‘)=2go ( — l)"p"^*[cos(2n + 1) 03 +1^ — 1 sin (2n cos(p«“V^)=2^ ( — l)"p’" [cos2n« + l^ — Isiu2n6>].
Il reste à transformer les premiers membres. Or,
sin(pe“^“‘)=sin(pcosu4-l^ — 1 psinu)
= sin (p cos oj) cos — l p sin o))+cos (p cos w) sin {/ — 1 p sin u)J
= î sin (p cos u) (a? "4-e"f ““ “) 4- 1 cos (p cos &>) “ — e “) V — 1 ;
cos (pe“'^~') = cos (p cos U + — 1 p sin u)
= cos (pcoso)) cos (K — Ipsino))— sin(p cos w) sin ly — 1 psin&i) =^cos(pcos o,)(«i"‘"“4-«-<’ ^sin(pcosw)(«î'
Donc
i (eP«" “4-e-? “) sin (p cos w) = ^cos m — 3m 4- , (L)
I (jP ■» “_e-P »î« “) cos (p cos (o)= J cos «— co* 3u+ (M)
1 (e? •“ “-f e-ï ’‘"“)cos(pcosu)=l— j^s 2o>+ (N)
^(eP*‘»**_e-P'™“)8in (p cos«) = ^sin 2u— *“+ ! (P)
pais
«f “ sia (p coSù))= |cos U 4- sin 2 <>> — — »
e? • cos (p Costa) =14- [sinw— ^ cos 26a— ; (R)
etc.
212 Phoblèmb XXXVl. Développer la fonclion Solution. En opérant comme dans les problèmes précédenU, on a d’abord
/(l_|_pe"V'-^)=V ( — 1)"-' t [cosnea+P" — 1 sin nu] ;
puis, si l’on suppose
l(l+pe“^^)=A+Bl^^ :
1 4-p(costa4-l^ — 1 sin w)=e*(cosB+l^ — 1 sin B) ; A=l/(l+2pC0S(a4-p‘). B=arctgj^:^:
i/(l+2pCOSca+p*)=^COSca— |-C0s2ta + |-C0s3<a— |-C0s4(a+...., (S)
arcte-^^^^=ïSinta — Çsin2«a+^sin3ta — Uin4w+ (T)
Ces formules ont été trouvées dans le Chapitre VI (Probl. XXI). 213. Problème XXXVII. Développer la fonction arc Ig (pe”'^). Solution. On a
arc tg (pe'V-')=V"(_l)»-'|^[cos(2n-l)ü>4y^8in(2n-t)<a].
arctg (p costa-l-/ — Ipsin ia)=A+Bl/ — 1 ; arc tg (p cos «a— j/— 1 p sin «ü)= A — B j/ — 1 ;
Soit
alors
puis
2A=.rctg^“, 2B/=ï=arctgi^^.
p COSm P p’n.P'f
|arctg-j-^ = jcosù) — ^cos3w-f-|cos 5«o — ....
1 ,lH-2p8inco-}-p’ P . p’ • O I P“ • c
î ‘ i a ■ — T^=7 S'il “ — h *•" 3<i) 4- ^ sin 5ü) —
4 1— îpsin«H-p* ) 3 5
ainsi qu’on l’a trouvé précédemment (180, 1).
214. PROBLÉn XXXVIII. Développer la fonction arc sin(coso)-f-|/^l sin tu).
Solution. La formule (D) du n“ 142 :
0Tc,\nx=x+i^+^-^^+*-^^+
devient d'abord
arc sin (cos &>+ P' — 1 sin u)
=2, (2n— l).ü + l/IZî sin(2fl— 1)H
Soit
arc sin (cosoj+P' — 1 sino>)=A + BP' — 1, on
COSU+ / — 1 sin o>=sin (A+B P^l).
On conclut aisément de celte équation :
2cosw=:(e®4-e-®)sin A, 2sinu=(e® — e~®)cosA ;
puis
cos* U
lin* U
sin’A
cos* A
et enGn
cosA=l
^sinw, sinA=I^ 1—
'Sinu,
Ces valeurs, substituées dans l’équation (3), la décomposent en ces deu\-ci :
arc cos (1^ sin (a)=coSû>-4-j^cos3M + ^"ygcos 5 m +
1 +sin M+l^ sin m] =sin 3“+ SuH- ;
d'où l’on en pourrait tirer beaucoup d’autres.
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