Traité elementaire du calcul des erreurs avec des tables stéréotipées
Francesco Faà di Bruno
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
SUCCESSEUR DE MALLET-BACHELIER
Quai des Augustins, 55.
L’Autour et l'Éditeur se réservent le droit de traduire ou de faire traduire cet Ouvrage en toutes langues. Us poursuivront, en vertu des Lois, Decrets et Traités internationaux, toutes contrefaçons, ou toutes traductions faites au mépris de leurs droits.
Le dépôt légal de cet Ouvrage a etc fait à Paris dans le courant de i8(ii), et toutes les formalités prescrites par les Traités sont remplies dans les divers États avec lesquels la France a conclu des conventions littéraires.
Tout exemplaire du présent Ouvrage qui ne porterait pas, comme cidessous, la griffe de l'Éditeur, sera réputé contrefait. Les mesures nécessaires seront prises pour atteindre, conformément à la loi, les fabricants et les débitants de ces exemplaires.
PARIS. - IMPRIMERIE l)E GAUTHIER- VILLARS,
rue do Seinc-Saint-Germain, 10, près l’Institut.
PRÉFACE
Les découvertes dans les sciences physiques et naturelles s’obtiennent en général à la suite de plusieurs séries d’observations. Lorsque ces découvertes concordent avec les résultats qu’on peut déduire logiquement de théories déjà établies et universellement admises, on est fondé à les croire exactes, et alors elles servent à leur tour à établir sur des bases plus solides d’autres principes de la science. Mais s’il arrive que les phénomènes qu’on observe n'aient laissé entrevoir aucune liaison avec ceux déjà connus et étudiés, les lois auxquelles on croira pouvoir les assujettir ne seront qu’une expression approchée de la réalité, et plutôt un desideratum qu’une donnée de la science. L’Astronomie, la Physique, la Météorologie nous offrent des exemples nombreux de lois ou de quantités qui ne sont pas connues avec certitude, et dont la détermination offre seulement un certain degré de probabilité, que des recherches futures peuvent augmenter ou diminuer.
Dans cet océan d’incertitudes au milieu duquel la philosophie naturelle se débattra toujours (car jamais l’homme n’atteindra ni ne verra les limites du savoir), la science, qui aspire toujours au positif, désire au moins connaître entre quelles limites la
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vérité se trouve resserrée, et quel degré de confiance mérite tel ou tel résultat.
Or, même en laissant de côté l’habileté des observateurs, la bonté des méthodes employées, etc., les valeurs assignées par les observations aux quantités que l’on veut déterminer peuvent encore varier par suite de la méthode analytique qui sert à les déduire de l’ensemble des observations. Il est donc de toute importance de suivre une marche sûre qui conduise invariablement à la détermination de valeurs satisfaisant le plus exactement possible à un système donné d’observations.
Les méthodes propres à déduire d’un système d’observations les quantités que l’on cherche, de telle sorte que les erreurs à craindre sur elles soient comprises entre les limites les plus resserrées, constituent le Calcul des Erreurs.
Dans l'état actuel de la science, il n’est plus permis, si l’on veut faire de la science vraie et utile, de publier un résultat sans préciser le degré de confiance qu’il mérite, c’est-à-dire sans indiquer l’erreur probable dont il est affecté.
C’est seulement en procédant ainsi, que les savants, comme les observateurs, ne travailleront plus en vain pour la science.
Encouragé par ces considérations, je n’ai pas cru inutile de résumer dans un petit Traité les parties de ce Calcul qui peuvent trouver une application immédiate et journalière, et de l’enrichir de Tables propres à faciliter les opérations qui s’v rapportent.
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J’espère, dans ce court travail, avoir dit au lecteur tout ce qui est nécessaire, non pour savoir, niais pour faire ce qu’exige le calcul des erreurs, en laissant de côté toutes les théories étrangères à ce but. Le lecteur sérieux qui voudra approfondir davantage la matière pourra suppléer à la brièveté de l’exposition en consultant la Note des ouvrages indiqués à la fin de ce volume. Cette liste seule suffirait au besoin à prouver combien d’études profondes ont déjà été entreprises sur le sujet qui nous occupe, et combien il était nécessaire, au milieu de tant de matériaux, de démêler ce qui est le plus généralement adopté, afin que chacun fut à même, sans recherches pénibles, d’appliquer à ses travaux les méthodes reconnues les meilleures.
J’ajouterai encore : une science ne mérite ce nom qu’autant qu’on en possède un exposé élémentaire, où le sens des mots soit bien fixé et où les premiers principes soient nettement établis. À ce titre, je crois avoir rempli une lacune dans la littérature mathématique.
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INSTRUMENTS D’OBSERVATION. — ERREURS CONSTANTES, INSTRUMENTALES OU PERSONNELLES.
1 . Toute observation physique, astronomique ou météorologique peut se réduire à V enregistrement d'un nombre. Mais il est évident que celte opération comporte en général un ensemble d’erreurs numériques, qu’i! est bon de démêler et d’étudier pour être à même, soit de les éliminer au besoin, soit d’en fixer les limites, afin que l’observation actuelle puisse être introduite dans les archives de la science avec le degré de confiance qu’elle mérite. Ces quelques mots suffiront pour faire comprendre l'importance du Calcul des Erreurs , qui nous enseigne à découvrir et à évaluer les erreurs que nous avons pu commettre dans une série d’observations, et la nécessité pour tout expérimentateur sincère d’en connaître désormais les principales notions.
2. Pour peu que l’on y réfléchisse, on verra que l’observation de tout phénomène se réduit à noter la position
qu’occupe un mobile sur un espace gradue?, à un instant donné. Le mobile peut être une aiguille d’horloge, un liquide renfermé dans un tube, un astre traversant les fils d’un micromètre, une corde vibrante, etc.; mais en général nous aurons ou un index tournant (horloges, anémomètres, galvanomètres, boussoles, compteurs, etc.), ou bien un index progressif (flotteurs, indicateurs magnétiques, baromètres, niveaux, cathétomètres, etc.). Il ne peut en être autrement ; car, d’une part, tout phénomène se réduit, en dernière analyse, à un déplacement d’atomes, c’est-à-dire au mouvement d’un point; d’autre part, la cinématique nous enseigne que tout mouvement peut toujours se décomposer en mouvements de translation et de rotation. Ainsi tout instrument d’observation se compose : i° d’un appareil par lequel le mobile suit plus ou moins exactement la marche du phénomène; a° d’un espace rectiligne ou circulaire parfaitement divisé en parties égales. Le mouvement du mobile est le produit direct ou indirect du phénomène, tandis que l’espace gradué est uniquement le produit de l’art.
Si la correspondance du mobile avec le phénomène n’est pas parfaite, si la graduation n’est pas exacte, les indications de l’instrument seront fautives, soit pour l’une de ces deux causes, soit pour toutes les deux. Ainsi, un thermomètre pourrait avoir une échelle très-bien divisée, mais le mercure, par des défauts intrinsèques de construction ou de p réparation, pourrait être paresseux dans sa marche ascendante ou descendante. Au contraire, un cercle d’un théodolite sera bien cintré, fourni d’axes bien horizontaux ou verticaux, mais il aura une mauvaise division, de sorte que les angles lus ne correspondront pas aux angles vrais.
3. On n’obtiendra jamais de l’industrie humaine un instrument tel que la théorie le conçoit, car la main de
l’homme ne pourra jamais façonner et dominer la matière jusqu’au dernier point mathématique que conçoit le philosophe. La difficulté presque insurmontable de donner de l’homogénéité à la matière; le poids inévitable de celleci; les altérations qu’elle peut subir avec le temps; le jeu même qu’il faut laisser entre les parties afin qu’elles puissent librement se mouvoir les unes sur les autres, mais qui plus tard engendre des soubresauts et des trépidations dans les axes, les tourillons et les disques; la difficulté des divisions, d’autant plus grave qu’on veut l’instrument plus délicat, etc., s’opposeront toujours à ce que l’on atteigne l’idéal de l’instrument que le savant imagine. Ainsi, il faut toujours s’attendre à des erreurs plus ou moins sensibles de construction, selon le taleut de l’artiste; et le vrai progrès de la mécanique de précision consistera, non à les supprimer, mais à les atténuer. Et il n’est pas inutile de noter qu’à mesure que l’artiste multiplie les expédients mécaniques pour produire un bon instrument, il se prépare de nouvelles causes d’erreurs dans le maniement de son appareil. Un instrument réduit à ses formes les plus simples, dont on puisse évaluer avec rigueur les erreurs même les plus sensibles, vaudra toujours mieux qu’un autre à formes plus variées et complexes, dont on ne peut pas scinder et explorer les causes d’erreurs, bien qu’individuellement on les ait rendues plus petites.
4. Les erreurs instrumentales se partagent évidemment en erreurs de graduation et en erreurs de marche dans le mobile indicateur du phénomène. Ces erreurs, par la nature même des causes matérielles qui les produisent, sont constantes, au moins pour un certain intervalle de temps. L’emploi plus ou moins fréquent ou prolongé des instruments, la facilité plus ou moins grande avec laquelle leurs diverses parties glissent les unes sur les autres, etc., peuvent en faire varier l’intensité. Par exemple, le colonel Peytier
fait observer dans la Description géométrique de la France que l’usure des centres tend à accroître les distances zénithales observées avec le théodolite, et que le peu de solidi té des visde rappel, défaut qui peut être amené aussi par le temps, cause de nouvelles et sensibles erreurs dans les observations.
Ces erreurs, bien que constantes en général, comme nous avons dit, peuvent varier aussi, indépendamment du temps, selon les positions diverses que les différentes parties d’un instrument prennent durant les observations. Le défaut, par exemple, de verticalité dans l’axe de rotation d’un théodolite cause évidemment, de prime abord, une erreur constante dans les observations; mais en l’examinant de plus près on s’aperçoit qu’elle varie avec la distance zénithale à laquelle on observe. Il en est de même pour la flexion et pour d’autres causes d’erreurs qu’il est inutile d’énumérer.
5. Il appartient, par suite, à la science de remédier par le calcul à la présence inévitable des erreurs instrumentales et d’en dégager les observations, de telle sorte qu’une fois réduites, elles représentent celles qu’aurait fournies un instrument dépourvu de toute erreur de construction et de maniement. Or il est beaucoup plus facile au savant de découvrir les erreurs et d’en évaluer l’intensité qu’au mécanicien de les supprimer. Le calcul seul annule les erreurs. Le savant, en sondant bien la nature des erreurs, leurs variations, se fabrique un instrument factice parfait, identique pour tout point du globe, et auquel on peut rapporter toutes les observations antérieures et comparer celles qu’on pourrait faire en tout temps et en tout lieu. Ainsi l’astronome, une fois qu’il a observé les étoiles au cercle méridien ou au cercle mural, corrige leurs positions en les réduisant à celles que lui auraient fournies des instruments parfaitement réguliers et situés en un lieu d’une longitude et d’une latitude données. D’après cela.
nous n’avons pas à nous inquiéter des erreurs instrumentales que nous pouvons rencontrer, mais plutôt des moyens de les reconnaître et de les éliminer.
6. On peut découvrir les erreurs instrumentales de deux manières : i° en comparant l’observation actuelle ( a ) avec celle (b) qu’on pourrait obtenir par d’autres procédés; la différence [b — a) sera un indice de l'existence de quelque erreur; 2° en construisant l’instrument de telle sorte que les écarts dans les observations, produits par l’erreur instrumentale dont on soupçonne l’existence, soient tantôt en plus, tantôt en moins du nombre qui devrait représenter l’observation dans le cas où l’instrument serait, par hypothèse, exempt de l’erreur en question.
Supposons, par exemple, qu’on veuille vérifier si dans un cercle méridien il existe une erreur de perpendicularité de l’axe optique sur l’axe de rotation. On fera deux séries d’observations, l’une avec la lunette à droite, l’autre avec la lunette à gauche, tournée de 180 degrés; les points de mire (supposés à une grande distance) ne seront point identiques, si une telle erreur existe, et alors la demi-différence des lectures fournira l’erreur cherchée de collimation. La vérification des niveaux à bulle d’air repose sur le même principe.
Supposons au contraire que l’on veuille constater si le zéro de l’échelle d’un thermomètre A est à sa place, en admettant que le point 100 degrés soit exact. Faisons diverses observations simultanées avec un thermomètre étalon B. Si toutes les dillérences entre B et A sont positives et donnent pour moyenne o°,y, cela signifiera que le zéro de A est trop haut de 0 o ,y sur le vrai point qu’il devrait occuper.
Selon les divers instruments, la détermination des constantesdes erreurs d’observation est plus ou moins compliquée, mais il n’cnlre pas dans notre plan d’en parler. On
trouvera au besoin dans les traités spéciaux les méthodes qui permettent d’arriver à une telle détermination.
7. A mesure qu’on a multiplié les observations et perfectionné parallèlement les théories, la critique des observations est devenue plus exigeante et n’a pas tardé à dévoiler de nouvelles causes constantes d’erreur, qui auparavant se cachaient sous l’apparence de variations inexplicables ou de variations compatibles avec l’incertitude même des observations. On doit précisément à cet échange continuel de comparaisons entre la théorie et les observations le progrès saillant de l’Astronomie sur les autres sciences. On peut dire que la découverte et l’explication de nouvelles erreurs lui procurèrent toujours de nouveaux triomphes. La vitesse et l’aberration de la lumière, la libration de la Lune, la découverte de Neptune, en sont des témoignages irrécusables. Parmi les causes de désaccord dans les observations, on note depuis quelques années une sorte de prédisposition dans l’organisme de la vue de chaque individu, par lequel il lit différemment des autres, ou pour mieux dire par lequel il attribue au même mobile une position différente de celle qu’il paraît avoir pour d’autres observateurs. L’effet produit dans les observations par cette prédisposition organique s’appelle erreur personnelle (*). Ainsi le célèbre astronome Airy, directeur de l’Observatoire de Greenwich, nous apprend (voir les Mondes, t. Il) que pour rendre comparables les observations # des passages faites par les observateurs S, E, C, L, IC, K avec celles de M. Dunkin, il faut faire les corrections indiquées dans le tableau suivant :
(*) D’après un beau travail de M. Wolf ( Annales de l’Observatoire impérial, t. VIII), il résulterait que cette erreur se compose essentiellement de deux parties: l’une, variable, qui est due à une éducation incomplète de l’observateur, et que la pratique ou l’emploi d'appareils spéciaux peuvent faire disparaître; l’autre, constante, qui est due à la persistance de l’impression lumineuse sur la rétine.
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Comme on le voit, l’erreur personnelle peut atteindre, même pour des observateurs exercés, jusqu’à o’, 5 dans la lecture du temps, erreur qui n’est pas négligeable, car, dans les positions géographiques, elle amènerait une erreur de i5 mètres environ.
Cette erreur pour le même individu peut être considérée comme constante et figurera comme telle parmi les erreurs constantes et instrumentales. Et, en effet, ce n’est après tout que l’erreur de l’instrument dont l’homme est muni pour voir, et il demeure par sa nature même, invariable, à part les petites variations que l’àge et l'exercice peuvent causer.
Après avoir ainsi exploré la nature des erreurs constantes qu’on peut commettre dans les observations, et après avoir étudié sous chaque face la manière dont elles se comportent, l’observateur instruit pourra toujours, avec des calculs aisés à la vérité, mais souvent bien longs, en déduire les valeurs relatives des observations, qui alors seront comparables et qu’on appellera réduites, car elles seront réduites à celles que d’autres observateurs, avec d’égales données, auraient aussi trouvées, dans des conditions différentes et avec d’autres instruments, sauf, bien entendu, les erreurs accidentelles dont nous avons parlé.
ERREURS ACCIDENTELLES, LEUR PROBABILITÉ
8. Une fois qu’on aura éliminé des observations les erreurs constantes, les écarts qu’elles présenteront encore entre elles seront uniquement dus à des erreurs accidentelles, c’est-à-dire à des erreurs que l’on pourra attribuer indifféremment à des causes diverses, quoique inconnues. Tandis que le caractère distinctif de l’erreur constante consiste à altérer toujours dans le même sens les observations pour une valeur donnée, celui de l’erreur fortuite ou accidentelle consiste à altérer tantôt dans un sens, tantôt dans un autre, les observations pour divers degrés de valeur. La première dérive de l’influence qu’exerce une certaine cause sur les observations; la seconde, de l’influence que plusieurs causes exercent ensemble, causes dont on ignore encore la nature ou la manière d’agir, mais qui après tout peuvent se combiner d’un moment à l'autre, selon des résultantes tout à fait opposées. Mais si par hasard les observations penchent plutôt dans un sens que dans un autre, on devra de suite soupçonner qu’il existe quelque cause qui éloigne les observations de la vraie valeur plutôt dans un sens que dans l’autre. Supposons, par exemple, que l’on ait fait cent observations d’un phénomène A. Si elles ne sont affectées que d’erreurs fortuites, il faudra que les écarts des cent observations par rapport à la vraie valeur numérique a ( supposée connue) du phénomène se partagent au-dessus et au-dessous de zéro en une série de nombres positifs ou négatifs d’une valeur presque égale. Car s’il arrivait au contraire que les premières excédassent les secondes d’une quantité constante e, on devrait conclure qu’une cause constante E, produisant une erreur e sur les observations, est venue les influencer. En dédui-
saut tous ces e des erreurs positives, les erreurs restantes ne seront que fortuites. Si, par exemple, les cent observations sont faites à moitié par deux observateurs, la différence s entre les écarts positifs et les écarts négatifs représentera l’erreur personnelle. Si au contraire les cent observations (par exemple de pression atmosphérique) eussent été faites par moitié avec deux baromètres divers, la différence e pourrait être avec raison attribuée aux conditions physiques diverses des instruments, soit oxydation du mercure, soit imperfection du vide, etc.
9 . Supposons, pour plus d’intelligence, qu’on propose à douze personnes de mesurer la ligue AB = a (/ ig . 1)5
Fig. 1.
les unes lui attribueront les longueurs A c= y, Ad = y; d’autres, les longueurs Ae = e, A/’=<p. Les erreurs Bc, B t/, Be, B/, pourvu qu’elles soient entièrement fortuites, seront en plus ou en moins de la vraie mesure AB. Mais si je trouvais que ces erreurs tendent à diminuer plutôt qu’à augmenter la valeur de AB, je chercherais quelle raison peut pousser ces personnes à faire des lectures plutôt dans un sens que dans l’autre. Cela, en vertu d’un principe bien connu, qu’un événement qui arrive plus souvent qu’un autre, indique une cause qui certainement et constamment influe sur son apparition. Je m’apercevrais alors que cela dépend peut être de l’obliquité de la ligne AB par rapport à la position des observateurs, comme dans la Jig. 2.
Si les observateurs, au lieu d’être sur la perpendiculaire OB', au centre de la ligne AB, sont sur l’oblique OP, la ligne AB deviendrait AB' en perspective et serait moindre
que la première de AB(i — cos a) = AB sin* Je trouve
-lO-
que les différences des erreurs négatives aux positives sont précisément du même ordre; j’en conclus la probabilité
Fig. j.
très-grande de l’erreur constante AB siu* dont il faut
dégager les résultats. Il ne me restera alors que des erreurs entièrement fortuites qui se balanceront d’un côté et de l’autre du point B. Les erreurs pourraient provenir de l’organisation particulière des yeux ou d’autres causes, en dehors de l’obliquité; mais il n’y a pas lieu de nous arrêter davantage sur ce sujet.
10. Afin donc que les erreurs puissent être considérées comme tout à fait fortuites, c'est-à-dire telles, que par ellesmêmes elles ne puissent pas révéler la cause de leur origine, et qu’elles soient imputables seulement à des causes inconnues, d’égale intensité, il faut que les observateurs aient la même facilité de commettre des erreurs, tant entre B et R qu’entre B et R', dans l’évaluation de la longueur AB ( fig . 3 ).
Fig. 3.
Autrement, si après diverses expériences je trouvais que
ia même personne incline à faire des erreurs plutôt vers un point M entre ce t d que vers un autre point quelconque, je serais en droit de supposer qu’il y a dans son organisme physiologique une tendance à errer, que nous appellerons errabilité, représentée par la partie constante MB, et qui pourrait être de suite éliminée en réfléchissant que les observations d’un tel individu deviennent comparables avec les autres, quand on leur ajoute MB; ainsi
AM ± Mc -I- MB = AB ± Mc = AB ± B',
■ en prenant Be = Mc.
Alors son errabilité sera comprise entre les limites Be = Mc, B f — Md, à côté du point B.
En passant ainsi en revue tous les individus, et ayant toujours soin d’écarter toutes les erreurs constantes, on s’apercevra que toutes leurs observations sont réducti blés à celles d’un seul qui peut indifféremment se tromper de B vers e ou de B vers f.
On conçoit d’ailleurs que les erreurs petites Be, bf son t plus fréquentes, c’est-à-dire plus probables que les erreurs Bd, Bc, et celles-ci plus probables que les erreurs BR, BR', limites extrêmes de l’errabilité. Par conséquent, si nous élevons sur les extrémités des abscisses représentant les erreurs à craindre diverses ordonnées égales à leur fréquence, celles-ci formeront une courbe NTR', qu’on pourra appeler la courbe de V errabilité.
H. Le premier caractère de l’erreur accidentelle est ainsi d’altérer indifféremment en plus ou en moins une quantité qu’il s’agit de déterminer.
Le second caractère consiste à osciller entre des limites assignables et généralement assez restreintes. Ces limites varient évidemment selon le degré de perfection des instruments, l’habileté des observateurs, le genre des observations. Dans les observatoires astronomiques actuels, par
exemple, la lunette méridienne, les micromètres, la pendule sidérale, etc., sont portés à un tel point de perfection, et riiabilcléque l’on est en droit d’attendre de l'observateur est telle, que toute erreur au-dessus de o’, 6 ne peut plus être considérée comme accidentelle, et o’, 6 sera par conséquent la limite des erreurs fortuites dans les observations d’ascension droite. S’il s’agit d'un théodolite, on pourra répondre de 5", ou i", selon son diamètre et la graduation ; s’il s’agit d’un thermomètre, on pourra négliger, suivant les divisions que l’on y aura tracées, toute erreur au-dessous de ^ ou de ^ de degré. De façon que si un observateur muni d’un théodolite donnant les secondes présente des séries d’observations où, tout calcul fait, on trouve des erreurs fortuites supérieures à î", on devra les attribuer à sa négligence dans le pointé, dans le nivellement, etc., mais on ne pourra considérer les erreurs comme fortuites, et les séries devraient être rejetées.
Le troisième caractère est que les erreurs vraiment accidentelles ne se commettent pas toutes également avec la même facilité, mais que les petites se présentent plus facilement que les grandes. Autrement il faudrait nier la perfectibilité humaine à observer, absurdité évidente. Il y aurait même contradiction ; car, en vertu d’une hypothèse tacite, mais très-naturelle, on regarde précisément comme étant la vraie valeur celle vers laquelle convergent les observations. J’observe la température a sur un thermomètre divisé en demi-degrés; toutes mes erreurs possibles seront comprises entre a — o°, 5 et a o°,5 ; mais il est clair que les vraies lectures seront plus proches de la hauteur a du mercure que les limites az + : o°, 5. En supposant donc que x soit une erreur possible comprise entre o et i, À étant la limite de ces erreurs, la facilité de commettre cette erreur sera d’autant plus grande que x sera plus petit. On conçoit ainsi aisément que selon la manière dont varie cette facilité , le résultat final déduit d’une série d’observations
comportera une erreur plus ou moins grande; par suite, il importe d’approfondir l'étude de cette probabilité des erreurs, ce qui sera le sujet de chapitres ultérieurs.
THÉORIE DES MOYENNES
12. Soient a et b, b étant «, deux nombres fournis par deux observations d’une quantité x qu’il s’agit de déterminer. Il est clair que personne ne voudra adopter a plutôt que b ou vice versâ pour la valeur de ar, en supposant que les observations soient également plausibles; mais tout le monde admettra volontiers que la valeur de x est comprise entre a et b. Et comme il n’y a pas de raison pour qu’elle se rapproche plus de a que de ô, ou inversement, cette valeur doit être telle, que ses différences a\ec a et b soient égales. On devra donc avoir
Donc, dans ce cas, la valeur la plus plausible de x est la moyenne entre les deux quantités.
S’il s’agit de quatre valeurs observées de .r, par exemple a , ô, c, d, la valeur la plus plausible est encore la moyenne
n+t+c+rf
En effet, d’après le principe ci-dessus, on peut remplacer les deux observations a, d par une seule, et
les deux observations b,c par une autre seule,
Or la
moyenne entre ces deux nouvelles quantités est n -+- d b -+- c
Un conçoit aisément que pour un nombre pair a « d’observations la valeur la plus plausible est la moyenne
a -h l> -h c -h fl -h .. .
c'est-à-dire la somme des quantités observées divisées par leur nombre.
La même chose a lieu pour un nombre impair 2/t -+- 1 de quantités,
car, d’après les principes ci-dessus, ces an + i quantités peuvent être remplacées de (an-f i) manières par des expressions de cette forme :
et comme il n’y a pas de raison d’adopter l’une plutôt que l’autre, et qu’elles peuvent toutes représenter la valeur cherchée de x, en les sommant on aura (an + i) fois cette valeur, et, par conséquent,
[2B + I ) = la:
d’où, comme précédemment,
an -t- i
Ainsi serait justifiée cette règle bien vulgaire et dictée par le seul bon sens, que la valeur la plus plausible de x, fournie par plusieurs observations, est égale à la moyenne des valeurs observées. En appelant donc o, o\ o ",. . . les résultats de n observations, et x la valeur cherchée, on aurait
13. Il nous reste encore à examiner si vraiment la moyenne arithmétique est la valeur qu’il convient le plus d’adopter quand la quantité qu’il s'agit de déterminer est connue par plusieurs observations. Quoiqu’il semble, d’après ce que nous avons dit au commencement de ce chapitre, qu’il ne doive pas y avoir de doute à cet égard, nous ajouterons encore le raisonnement suivant. Si les observations étaient tout à fait exactes, les différences de la valeur cherchée avec les valeurs fournies par les observations seraient nulles. Donc la valeur la plus plausible, à savoir celle qui se rapproche le plus de cette vraie valeur, sera celle dont les différences avec les valeurs observées seront les plus petites. Si cela est, il faudra aussi que la somme de ces différences prises en valeur absolue soit la plus petite possible. Pour réaliser cette condition algébriquement, nous dirons que la somme des carrés des erreurs doit être un minimum. Soit donc Q cette valeur la plus plausible, il faudra que
(Q — o) 5 - f- (Q — o'Y -f- (Q — o") 1 minimum.
Mais on a
/ 2o\ 1 (lo)
2(Q — o) J = /iQ 5 — aQ2o-4- 2o J = /i( Q — — J -f- Zo 1 —
où Zo* — ^ - est une quantité donnée. Or le seul moyen
de rendre un minimum le deuxième membre, c’est d’égaler à o le carré j , qui seul est susceptible de
varier. Cela posé, il viendra
donc la moyenne est bien la valeur la plus plausible.
14. Notons à présent qui- cette valeur de x peut ou non se confondre avec la vraie valeur de la quantité qu’il s’agit de déterminer. La tension maximum, par exemple, d’une vapeur donnée à un degré donné de température est une quantité certainement lixe, unique. On pourra multiplier les expériences autant que l’on voudra, mais on ne sera jamais assuré que la moyenne représente cette tension. 11 est donc de toute importance de nous rendre compte de l’erreur à laquelle on s’expose lorsqu’on substitue la moyenne à la vraie valeur que l’on cherche.
Soit X cette valeur; on aura
et par suite d’où
Appelons p la moyenne arithmétique — ? et posons
(3) 1=7* il viendra
«X =r ïo+ SA,
Mais comme
ÏA = A ■+■ A' -t- A' 7 + . . . ,
nous aurons aussi
SA 5 ÏAA'
Faisons maintenant
qu’on pourra appeller la moyenne des erreurs, on aura
»/* üaa'
Mais les erreurs A étant par hypothèse entièrement fortuites, il est évident que sur un grand nombre d’observations elles seront à fort peu près deux à deux égales et de signe contraire, de sorte que les produits AA 7 seront deux à deux aussi désignés contraires, et la somme 2AA 7 s'annulera.
Il viendra donc simplement
Telle est, avec une grande approximation, l’erreur à laquelle on peut s’attendre lorsque, au lieu de la vraie valeur X, on prend la moyenne p.
Donc l’erreur commise dans ce cas est égale à la racine carrée de la somme des carres des erreurs divisée par le nombre des observations.
15. Pour évaluer pratiquement une telle erreur, il serait necessaire de connaître d’avance les erreurs A, ce qui revient implicitement à admettre comme connue la vraie
valeur de X, que précisément nous ignorons, et qu’il s’agit au contraire de déterminer, au moins avec une approximation suffisante. \ oyons, par conséquent, quelle erreur nous commettrons lorsque, au lieu de déduire les A de la vraie valeur de X, on les déduira de sa valeur approchée, c’està-dire de la moyenne arithmétique des observations.
Soient donc 5 , â\ à",..., les écarts ou les différences entre la valeur approchée de X et chaque observation, on aura
Mais des équations (1) et ( 4 ) on lire
et en remplaçant o, o', o",... par leur valeur (9), il viendra
ou
SA’ = «X» + illS -t-
Mais comme p est la moyenne des observations, on a 2^ = 05 et puisque
SA
nV‘ ~ in 3 , n)' — — ,
on aura aussi
d’où enfin (10)
rwé = m* ■+■ ~S 3 ,
/ lS‘
La valeur de que dans ce cas nous appellerons spécialement E, sera alors
Appelons maintenant e ce que devient tu dans le cas actuel d’une valeur approchée p de X j ce sera la moyenne
des erreurs ou Ven eur moyenne des observations. On aura
par conséquent : i° l’erreur moyenne des observations est ■ égale à la racine carrée de la somme des carrés des écarts divisée parle nombre des observations moins un ; a° l' erreur commise sur la moyenne des observations est égale à V erreur moyenne des observations divisée par la racine carrée du nombre des observations.
En résumant ce que nous venons d’apprendre, voici la règle pratique pour trouver la valeur la plus plausible pour un système donné d’observations également bonnes.
Soient o, o', o" , . . . les valeurs fournies par n observations d'une quantité X qu'il s'agit de déterminer y
Calculez la moyenne arithmétique u — — > qui sera la valeur la plus plausible de X ;
Calculez les écarts entre les valeurs observées o et la moyenne p, c'est-à-dire les différences p — o = $ ;
L'erreur à craindre sur chaque observation sera
et l'erreur à craindre sur la moyenne p sera
16. Exemple. — On a observé dans un certain lien de la terre l’étoile polaire, afin de déterminer la latitude de ce lieu, et l'on a obtenu les résultats suivants (*) :
(*) On calculera Tacitement les S' avec les Tables à la fin de l'Ouvrage.
ANGLES OBSERVÉS
' 9 . al
■ 9 , la
Moy. arith. 19,72
sj = 11,17
Dans ce cas on obtiendra pour la valeur la plus probable de la latitude
et
Donc
17. D'après les considérations exposées ci-dessus, ou voit que l’erreur E commise sur le résultat final ne représenté pas exactement, mais seulement approximativement,
la différence X — — • Il est naturel, par conséquent, de
se demander quelle conGance on peut accorder à une erreur
ainsi calculée, entre quelles limites elle est comprise, ou bien jusqu’à quel point elle est probable.
A cette question, comme nous le verrons dans la suite, le calcul de la probabilité des erreurs répond que l’erreur commise sur l’évaluation de E est comprise entre -f- 0,674s E et — 0,6745 E.
Appelons donc R l’erreur commise probablement sur E, on aura
et pour l’erreur moyenne £ des observations,
Ainsi dans l’exemple ci-dessus on aura
Cela signiGc qu’il y a 1 contre 1 à parier qu’en répétant les mêmes observations on commettra une erreur r sur chaque observation et une erreur R sur le résultat lilial.
11 est évident qu’on peut considérer l’observation comme d’autant plus précise , c’est-à-dire plus voisine de la vérité, que r est plus petit. Par conséquent, la quantité r peut servir à donner une idée de la précision avec laquelle ont été faites les observations.
18 . Exemple. — Le P. Secchi a fait, dans la mesure de la base Appienne, les lectures suivantes pour les fils d’un microscope :
POIDS DES OBSERVATIONS
19. Plds les circonstances qui accompagnent une observation (méthode, instruments, personnel, temps disponible, état météorologique de l’atmosphère, etc.) concourent à la rendre bonne, c’est-à-dire à la rapprocher davantage de la vérité, plus elle méritera notre confiance, et aura
du poids dans nos déductions logiques. On comprend d’ailleurs que deux observations ou deux séries d’observations puissent ne pas être également bonnes : comment donc les comparer entre elles sous le rapport delà précision ? Nous aurons recours au critérium suivant. Un système d’observations, toutes également bonnes, mérite évidemment d’autant plus de confiance pour les conséquences que nous voulons en tirer, qu’il en embrasse un plus grand nombre. Nous avons vu, en efïel, que l’erreur à craindre sur le résultat est égale à
et que, par conséquent, elle diminue en raison inverse du nombre des observations. On voit ainsi que l’on peut représenter le degré de confiance cjue mérite une observation par le nombre d’observations d’une précision constante requises pour obtenir la précision de l’observation que l’on considère. Par suite, le poids d’une observation qui a fourni la valeur x = A est le nombre d’observations d’égale précision qui donnerait lieu à la même erreur que l’on aurait à craindre sur le résultat x — A.
Ainsi, par exemple, une observation vaudra comme 5, une autre comme 9 ; cela signifie que la bonté de la première observation est équivalente à 5 observations et la seconde à 9 observations d’un précision donnée a. On pourra donc admettre que le poids d’une observation peut être représenté par le nombre d'observations toutes d'égale précision propres à fournir la quantité cherchée avec une précision égale à celle d'une seule observation , c est-à-dire, plus clairement, propres à fournir un résultat moyen, passible de la même erreur probable que le résultat de la seule observation.
Nous avons vu que l'erreur probable R est expri
mec par 1 équation
Mais on a
pour un système donne d’observations, et pour un autre
li) E — — — ou //=. — = — .
Supposons maintenant que les erreurs e, que l'on peut craindre pour chaque observation, soient égales, ou, pour mieux dire, également probables, «à savoir 7 = /•'; alors il viendra
ou bien
ou encore
et comme par définition, dans le cas d'observations également bonnes, on a, en appelant p , // les poids des deux systèmes d'observations ,
il viendra
R- ’ ÏV 2
D’crù il résulte que les nombres, c’est-à-dire les poiils des observations (en les supposant toutes d’égale précision) sont inversement proportionnels aux carrés des erreurs probables à craindre sur le résultat Jinal. En d’autres termes,
cn appelant p le poids d'un système d’observations, on aura
et enfin, (7)
K étant une constante quelconque.
21. Si l’on remplace K et E par leurs valeurs (§ III), l’équation (y) devient
^ — (0,6745/ et, en observant que l’on a
0,6745= p ya, p = 0,4769, comme on verra au § X, il vient
pour n suffisamment grand, on a sensiblement
L étant une constante.
O 11 déduit aussi des principes exposés que le poids île la moyenne de n observation? est n fois le poids d'une obseivation simple. En effet, soit P le poids de la moyenne, et p celui d’une observation simple, 011 aura
E, £ étant toujours les erreurs de la moyenne et d’une observation. Mais on a
donc
p = P ]fî = n P-
Notons encore que, pour des observations inégalement bonnes, on aura
P • P •• y, • lvj '• b: • H':’
E 3 • E ' 3 ” R 3 ' R' et, en général, quelles que soient les observations,
gï = ^- 5 > • = E r R \[J> ,
(«a) />'=£; = e' = E' \lp ' , r' = *'W.
22 . Exemple T. — On a fait pour la mesure d'un angle cinq séries d' observations, dont les erreurs probables sont respectivement
Quels seront les poids correspondants des observations P D'api ès la formule (2) ils seront
et par conséquent (en prenant K = 100) ils seront à peu près proportionnels à
Cela nous apprend qu'011 peut réduire les 5 séries d’observations, quelles qu’elles soient, à 5 autres, toutes également bonnes, mais au nombre de 7 pour la première, de 1 5 pour la deuxième, de 4 pour la troisième, de 40 pour la quatrième, de 8 pour la cinquième. Nous pourrons ainsi comparer une observation à une autre, et dire, parexemple,
que les observations de la première série valent ou pèsent to fois plus que celles de la troisième, et ainsi de suite.
23. Exemple II. — Supposons que l' inexpérience d'un observateur soit telle, qu'on ait à craindre de lui une erreur deux fois plus grande que d'un autre observateur. Quel sera le poids de ses obse/vations?
R. — Le poids sera = j-; c’est-à-dire sou observation vaudra £ de celle de l’autre observateur, et pour rendre comparables les deux résultats, il faudra que le premier fasse un nombre quadruple d’observations.
24. Exemple III. — On a déterminé la latitude X d'un lieu donné par deux séries ri' observations, l'une faite avec un sextant , l'autre avec un théodolite. On a trouvé pour la première et pour la seconde sciie respectivement les valeurs
— 49 ° 16 ' i3", avec une erreur probable R, de zh 5",
X, = 49° io", » » R, de zb 3".
On demande quelle est la valeur la plus probable de la latitude et quelle est l’erreur à craindre sur le résultat.
Appelons /?,, p t les poids des deux séries d’observations, on aura
et, en prenant K = i5% ils deviendront P i = 9> P * = ' l5 -
Ces nombres signifient que la première valeur de X est équivalente à la moyenne de 9 et, la seconde, à la moyenne de a» observations d’égale précision. Par conséquent, la somme 9 X, -f- a5X, est équivalente à celle que fourniraient 34 observations, toutes de même poids; en la divisant donc
par 34 , c’est-à-dire par le nombre des observations, on aura naturellement la valeur moyenne de ces observations. Appelons-la L, il viendra
2 o. Cherchons maintenant l’erreur probable r, correspondante à l'unité de poids.
D’après les équations (n) et (12) l’erreur probable r„ correspondante à l’unité de poids, sera
op encore et par suite
r, = R,vV>i> r, = R,^/?,,
Appelons maintenant Pie poids du résultat final L; nous aurons évidemment
P = Pi -+- p, ;
et pareillement
R désignant l’erreur probable de la moyenne L. E11 comparant les équations, nous aurons
(. 3 ) K= J**ŒEÛ,
et, eu égard à la relation (6),
on encore
|,5 > *=V / ^,=v/l^Z=V / «rrèT-
Dans le cas actuel R, = 5, R 2 = 3, et, par conséquent,
La valeur de la latitude L = 49°>6 , io ,/ , 8 serait donc exacte entre les limites ± 3", 5.
Notons que l’expression de R peut encore se mettre sons la forme
R = pV>ÎR?+^R^
En effet, on a
d'après les relations (6), ou enfin
26. En général, étant données diverses valeurs de x par le moyen de n séries d’observations,
x = », avec le poids p, et l’erreur probable r„
Pi
la valeur la plus plausible de x sera
^gj -jj- Pl °\ - t~ Pi a i -I- p*<ls -t
Pi -+- Pi -H Pi -4- . . • *+- p n
et le poids sera
{ 1 9 ) P = Pi ■+• Pi ■+■ Pi ■+■ • • • ■+• p*'
On aura encore, en suivant la même marche qu’auparavant,
THÉORIE DES MOINDRES CARRÉS
27. Supposons qu’entre des quantités données et i quantités inconnues qu’il s’agit de déterminer, il existe un nombre p d’équations de condition, supérieur à celui des inconnues. Il est évident qu’en combinant i à i les p équations, on obtiendra divers systèmes de valeurs pour les i inconnues propres à satisfaire à une partie, mais non à la totalité des équations. On ne saurait pas au premier abord lequel préférer de ces différents systèmes, et on n'aurait pas d’autre critérium pour choisir l’un plutôt que l’autre, que de les substituer successivement dans les équations de condition, cl de voir quel est celui qui, avec les p — i équations restantes, fournirait un système d’erreurs, c’està-dire d’écarts de o, les plus petits possible. Ce serait une opération très-longue, presque impraticable, qui du reste ne conduirait pas sûrement au but; car, alors même que l’on connaîtrait les vraies valeurs des inconnues, il pourrait très-bien arriver que leur substitution dans les p équa-
lions produisît des écarts encore plus grands que ceux obtenus par la méthode précédente, ce qui proviendrait évidemment de l’imperfection des observations qui ont fourni les p équations. Au milieu de ces incertitudes et de ces difficultés, le parti suivant paraît préférable.
Parmi toutes les valeurs que l’on peut attribuer aux inconnues, on préférera celles qui, substituées dans les équations, fourniront des différences avec o (prises en valeur absolue, c’est-à-dire abstraction faite du signe) les plus petites possibles; car il est évident que, dans la question actuelle, peu importe le signe de l’erreur, pourvu que l’on songe à en diminuer la grandeur absolue. Les écarts devront même être tantôt d’un signe, tantôt d’un autre, puisque, dans le cas contraire, comme nous l’avons déjà maintes fois observé, il y aurait lieu de croire à des erreurs systématiques. Mais pour remplir analytiquement celte condition, à savoir de ne tenir compte que des valeurs absolues des erreurs, le moyen le plus naturel c’est d’en considérer les carrés, et ensuite de faire en sorte que la somme de ces carrés soit un minimum.
28. L’application de cette méthode dans les divers cas que l’étude de la nature peut présenter, forme précisément l’objet de la théorie des moindres carrés.
Deux exemples suffiront à éclaircir ce qui précède.
i° L’étude des oscillations du pendule à diverses latitudes amena les physiciens à conclure que la longueur X du pendule qui bat la seconde dépend de la latitude <p du lieu, selon une loi déterminée exprimée par l’équation
y. = x -l-/sin 2^,
où x, X sont deux longueurs qu’il s’agit de trouver. Divers observateurs célèbres firent à cet égard des expériences que nous reproduisons dans le tableau suivant :
LIEl'X
de l'observation.
LATHIDE.
LONCUF.CR 1 (lu pendule, j
NOMS
tl .-9 nbserralcurs.
! Pérou
Bouguer.
j Petit-Goave
Bougiior.
i Parts
4 «,ai
Biot et Mathieu.
Saint-Pétersbourg. !
58 , lô
Mallet.
1 Laponie
Clairaut et Maupertuis.
Les résultats de ces observations, substitués dans l’équation précédente, donnent les cinq équations de condition :
x + /,o, ooooo — o ,qgo564 = o ,
x + 7.0, 10016 — o,qç)i i5o =rr o,
Si on leur applique la méthode des moindres carrés dont nous parlerons tout à l'heure, elles se trouveront remplacées par les deux suivantes
bien propres à fournir un minimum pour la somme des écarts: on en déduira
x = o™ ,9go555, )= o m , 00567 86,
et, par conséquent,
\ = o ,n ,990655 4 - o m , 005679 sin 2 ip.
29. Les variations diurnes barométriques, selon divers météorologistes, paraissent dépendre de la latitude, de l’altitude et de la température du lieu. Voulant chercher jusqu’à quel poiut, pour un même lieu, elles peuvent va-
lier avec la température, j’ai déduit, des observations quotidiennes du professeur chanoine Parnisetti, d’Alexandrie, la moyenne des résultats moyens barométriques et thermométriques pour les cinq années i86i-i 865; je les résume dans ce tableau :
Décembre.. 100 = x ■+■}'. 2, i 5 M Janvier... 73 = x ( — 0,37) Février.... g 3 =: J -4-.}'. 2,93
Mars g8 = x-|-j'. 9,97
Avril 126 = x -\-y. ü 5 ,â 8
Mai 1 « 3 = ar — 1— .
Juin îij = x-t-/. 22,54
Juillet.... i^o = j -+- j'. ao, 12
Août 1 36 = x -t— .2" . 24 , 5 o
Septembre. i 3 i = x -t-j". 20. 3 o Octobre... 109 = x -\-y. 14 .00 Novembre. 90 = x -(-a. 7,00
où les premiers membres expriment les variations barométriques de 9 heures à 3 heures de l’après-midi, exprimées en 7 -j-j de millimètre, et les seconds membres représentent les températures moyennes en degrés centésimaux. En appliquant la méthode des moindres carrés, on trouve que, en désignant par v la variation diurne barométrique et t la température, on a, pour Alexandrie,
cp qui prouverait une certaine influence due à la température.
MÉTHODE DES MOINDRES CARRÉS TOUR DES ÉQUATIONS LINÉAIRES
30. Pour plus de simplicité, considérons un système d’équations à trois inconnues seulement; le raisonnement ne perdra nullement de sa généralité.
Soient
i ax -4 - bjr ■+■ rs -1 -cl = o , ri'x -f- b’ y -4- c' z -4- iV — o a" x -i- b" y -+- c" z -F- d" = o , rf*x+b m y + c m z + <r = o,
les équations de condition. Soient e, c', t", e les résultats de la substitution des valeurs des inconnues, que nous nous proposons de déterminer, dans les premiers membres des équations susdites. Si ces valeurs étaient vraies, les e seraient nuis; mais comme elles ne sont qu’approcliées, ces e seront les erreurs commises, et elles exprimeront de combien les premiers membres diffèrent de o. Or, afin que ces valeurs, par les raisons ci-dessus exposées, puissent être pour nous les plus plausibles, il faudra que, en vertu des principes exposés, la somme
(a) t’-4- e' 3 -4- i"' -4- s”’’ -4- . . . = minimum.
En supposant, pour un instant, que les x, y, z,. . . représentent les valeurs les plus plausibles, l’équation (a) deviendra
j ( ax -}- by -4- cz -4- d) 3 (a'x -f- b' y -4- cz' -4- d) 3
-4- ( n"x + b" y -4- c"z -4- d) 3 -4- . . . = min .
Mais, par des théories bien connues, pour que les valeurs X, y, z,... rendent le premier membre un minimum, il faut que les dérivées relatives à chaque inconnue s’annulent. On aura donc successivement pour D*, D r , D,,. . .
I (ax -4- bjr cz -t- d) a - 4 - [a'x -I- b' y -4- c'z- 4- d')n'
( ax - 4 - by -4- cz -4- d) b -4- (a'x- f- b’y -4- c'z -4- d') b'
(ax -4- by -t- cz -4- e/) c -4- (a'x -4- b' y -t- c'z -4- d')c'
( ïa’z laby - 4 - lacz -4- lad = o,
(5) I labx -t- lb 3 y -4- ibez -t- ibd — o,
( lacx -4 Z bey -4- Z c’z -4- lcd = 0 ,
qui seront les équations normales que l’on cherchait. En
résolvant ces trois équations à trois inconnues, on obtiendra les valeurs cherchées de x, y, z. On voit, en général, qu’ayant autant d’équations de la forme (4) qu’il y a de données et partant d’inconnues, ce procédé conduira toujours à un nombre d’équations égal à celui des inconnues, d’où elles pourront toujours être éliminées.
Observons en passant que les coefficients des inconnues dans les équations ( 5 ) forment un déterminant symétrique par rapport à la diagonale, savoir :
La 7 , Lab,
Lac ,
Lab , 1 b 7 ,
L bc ,
Lac, Lbc,
et que, par suite, il
suffira d’en
calculer
une partie
D’ ailleurs, comme on a
Lab =
+ by
— La 7 -
'Luc —
— La 7 —
on voit qu’on pourra déterminer tous les coefficients (5) au moyen des sommes des carrés 2«*, et des sommes des carrés 2 (a -(- b )* des coefficients sommés deux à deux. Puis, an moyen d une Table des carrés, on trouvera facilement les coefficients avec de simples additions ou soustractions. A cet effet, nous avons donné, à la fin de l’Ouvrage, une Table qui fournit lescairés des nombres depuis o,ooi jusqu’à 1 1 ,999, tirée d’un travail de'Schweiger, et que nous avons étendue de 10 à 12, laquelle, dans les limites des observations communes et en préparant convenablement les équations, suffira dans la plupart des cas.
31 . Exemple I. — Détermination de la valeur en secondes d'une division d'un niyeau à bulle d'air.
Plaçons sur une lunette d’un cercle méridien ou d’un
théodolite un niveau, et donnons à la lunette diverses inclinaisons, qu’on lira sur le cercle. A ces inclinaisons correspondront autant de courses de la bulle d’air, et par suite autant de lectures de divisions relatives à la position de son centre.
On peut représenter chaque inclinaison ().) de la lunette, lue sur le cercle, par une inclinaison initiale x du niveau et par le nombre des divisions (») parcourues par le centre de la bulle réduite en secondes, en supposant connue la valeur angulaire <f de chaque division.
En faisant diverses expériences, on pourra obtenir les valeurs de x et de y. Voici par exemple un tableau :
DIFFÉRENCES
entre
le» lecture»
du cercle.
Extrémité
drille.
Extrémité
gauche.
On aura donc
et les équations normales seront
d’où l’on déduit
Par conséquent, pour n’importe quelle position du cercle, l'inclinaison du niveau sera fournie par la simple lecture n des divisions, moyennant la formule
32 . Exemple II. — Détermination /le ta différence de longitude entre deux lieux.
A cet effet, on emploie quelquefois des chronomètres que l’on transporte d’un lieu à l'autre en les échangeant. Il est évident que la différence de marche des chronomètres bien constatée indiquera la différence cherchée de longitude. Sans entrer à cet égard dans des détails minutieux, nous donnerons les équations de condition auxquelles a conduit la détermination de la distance en longitude des Observatoires de Pulkowa et de Dorpat, à savoir:
o,o 38 x 4- io,oooj 4 - o, 1963 = 4- o, 63 o
par lesquelles ou trouvera
33. Il nous reste à voir maintenant comment on calculera l'erreur moyenne dont peuvent être affectées les valeurs de x,y, z, ainsi déterminées par la méthode des moindres carrés. Sans reproduire ici la démonstration donnée par Gauss (*), ce qui nous entraînerait trop loin de notre but, nous poserons avec lui la formule
qui donnera l’erreur moyenne commise sur les p équations, en appelant 0 les écarts de o des équations ( 1 ) après y avoir substitué les valeurs de x, y, z fournies par les équations résolvantes (5).
(*) O» peut se rendre compte, à notre nvis très-facilement, de cette formule sans passer par la démonstration de Gauss, en remarquant en définitive que les équations résolvantes ( 4), ( 5) ne sont que les équations (1 ) multipliées successivement par les systèmes des coefficients
et sommées ensemble. Donc, dans le cas général, ces 1 équations résolvantes remplacent i des équations données p, et on pourrait considérer le système donné des équations ( 1 ) comme composé des i équations résolvantes et de p — i équations prises, comme on voudra, parmi les p équations. Si l'on prend donc, comme nous avons dit au n° 27, les valeurs de x, jr, t,... dans les i équations résolvantes pour les substituer dans les autres, les écarts ne se trouveront que dans les p — i équations. Ces écarts étant donc au nombre de p — i, il est évident que c’est bien par p — i qu’il faut diviser les sommes des carrés des erreurs. D’ailleurs, 'même en opérant de la sorte, la somme 2<f* ne peut pas varier, car autrement elle ne serait pas un minimum.
C'est par un semblable raisonnement qu'on pourrait, par intuition, justi-
fier la formule (to), § III; car l’équation p. = — peut remplacer une des équations données, et alors les vrais écarts se réduisent à n — 1 .
Cela posé, en nous bornant au cas de t = 3, les erreurs à craindre sur les valeurs des inconnues x,j , z, que nous appellerons m x , m r , m„ . . seront
m’= Am, ml = Bm, ml = Cm,
en appelant A, B, C les valeurs qu’acquièrent x, y, z lorsqu’on remplace successivement le système (5) par les suivants
La 1 x -+- Zaby 4- lacz — I , lobx 4- Z b 2 y 4- ibcz —■ O,
2 acx 4- tbcy 4- Zc’z — o,
Là 1 x Zaby + Z acz — o,
Zub j? 4- 2 b 1 y 4- Zbcz - - i,
Z acx 4- 2 bcy 4- Zc 2 z =o,
2 à‘ x 4- Lob y 4- Lacz z=o, lob x 4- 2 b 2 y 4- Zbcz ~o,
Zacx 4- 2 bcy 4- Zc’z — I.
En d’autres termes, pour ceux qui sont au courant de la théorie des déterminants, les valeurs de A, B, C seront fournies par les équations
d . A dZà 1 '
dïb >’
d.lL dZc J ’
A étant le déterminant (6).
Le cas général n’offrira plus de difficulté.
VH.
MÉTHODE DES MOINDRES CARRÉS POUR DES ÉQUATIONS NON LINÉAIRES
34. Lorsque les équations de condition ne sont plus linéaires, mais d’une forme quelconque, on peut encore appliquer la méthode exposée, pourvu que l’on connaisse
— ko —
un premier système de valeurs qui satisfassent approximativement aux équations; alors on pourra déterminer les différences entre ces valeurs et les plus plausibles, ce qui conduira également au but.
Soient, parexemple, diverses équations à trois inconnues,
où x, y, z sont les inconnues, et a, b, n', b', a ", b ", . . . les quantités constantes assignées par les observations. Soient x,, z t les valeurs de x, y, z, qui satisfont déjà avec une certaine approximation aux équations données. Les valeurs les plus plausibles, c’est-à-dire celles qui rendront minimum la somme des carrés des erreurs, pourront être représentées ainsi
f OO — — JC J “f* 0 ■/* | y
y — y» -+- Sy„
z — z, - 1 - Sz,.
En substituant ces valeurs dans (i), développant par la série de Taylor selon les puissances ascendantes de dx, dy, dz, et négligeant les puissances supérieures à la première, puisque les valeurs des d sont très-petites, il viendra
F, -t- — <îx, H — Sy, -f- — — Sz,= o,
dx dy dz
. r/F', „ rfF', , f/F', ,
F , -I — — — ox, - 1 , — — — Sy, H - — S z , — o ,
de dy dz
„„ f/F" , dF, . dF, ,
F -t- — - — Sx, -t — - — Sy, -t — — dsi — o , dx dy dz
où en général Fj B) indique le résultat de la substitution de x,, Y n z \ \ dans l’équation F ( "L
Exemple. — La balistique nous apprend qu’en appelant
h la hauteur due à la vitesse initiale .
I la portée,
X la profondeur à laquelle est tombé le projectile audessous de l’horizontale passant par l’origine de la trajectoire et tangente à la courbe, c un coefficient relatif à la résistance de l’air , on a
8c’/A= e lcl — 2 cl — i.
Supposons qu’on veuille, avec une série de tirs dans lesquels on emploiera toujours des charges égales et des projectiles de même poids et de même forme, déterminer les valeurs de c et h. Si on appelle c,, h, les valeurs approchées de c et de /t, les équations linéaires que I on cherche seront de la forme
JL — te, l — t) S/i, — |^2/c JCl/ — il — - ^ e 2c ' l — 2 c,.l — i j J de,
-t- 8cJ /i,\ — (e ’ 2c,/ — 2 c,l — i) = o,
et il y en aura autant qu'on aura fait de tirs. En les traitant par la méthode des moindres carrés, on déterminera les inconnues 5c, et d//,, et on aura enfin pour les valeurs de c et de h les plus satisfaisantes
PROBABILITÉ TYPIQUE DES ERREURS
36. .Nous ferons précéder cette étude de trois lemmes. i° La probabilité C d’un événement est le rapport du
nombre F des événements favorables à celui P des événements possibles ;
Exemple. — // y a dans une urne 20 boules blanches et noires, dont 5 noires. Quelle est la probabilité d' extraire une boule blanche?
Cette probabilité sera
2 0 Lorsqu’un événement T dépend du concours de deux ou de plusieurs événements. A,, B,, C,,..., la probabilité r de T est égale au produit des probabilités a, ( 3 , y des événements partiels; c’est-à-dire que l’on a
r = a. fi. 7. . . .
Exemple. — Quelle est la probabilité d'extraire de la même, urne une blanche et une noire?
La probabilité de la blanche est, comme nous avons vu, ,5
— ; mais après l’avoir extraite, comme il n’en reste plus 20 1 1
que 19, la probabilité de la noire est — • Partant, la probabilité t cherchée sera
— —, environ ■=•
20 ig 70 5
3 ° Supposons qu’on laisse tomber 2//1 fois une pièce de monnaie. La probabilité de faire un certain nombre de fois croix ou tète varie évidemment avec ce nombre, et elle est égale à la probabilité de faire, en lançant ensemble 2 m monnaies, m±l fois croix ou tête, l désignant un nombre entier quelconque <^m. Soient P,„, P,„ + i les probabilités de faire m ou m -t- l fois croix, on aura (*)
(*) Nous donnons cette formule ainsi que les lcmmes comme connus, car leur démonstration nous entraînerait trop loin du cadre où nous nous sommes restreints. On en trouvera d’ailleurs les démonstrations dans les divers Traités de Probabilités indiqués à la fin de l’Ouvrage.
11 est évident que P„,_ ( = P m+( , car l’événement m-{-l croix correspond à l’événement associé ni — l tètes sur une jetée de ni 4- / -4- ni — l — 2 ni monnaies.
37 . Appelons maintenant <p(x) la probabilité d’une erreur dans une série d observations également bonnes. La probabilité étant égale alors pour des erreurs soit positives, soit négatives, cette fonction sera paire. De plus, eu égard au troisième caractère des erreurs fortuites, elle devra s'annuler par x — 00 , et prendre une valeur constante pour x = o.
Plusieurs fonctions pourraient déjà satisfaire à ces conditions; mais, pour se faire d’abord une idée de celte fonction, nous pourrons invoquer le deuxième lemme.
Les chances ou erreurs que nous venons d’examiner sont analogues à celles qui se présentent dans le tira la cible.
Cela étant, soit y(x*), puisque la fonction est paire, la probabilité d’atteindre la cible à une distance horizontale x du centre, f ( 7*) celle de l’atteindre à une distance verticale^ du centre, et enfin celle de l’atteindre à une
distance radiale r. Comme le point placé à l’extrémité du rayon r est précisément situé à des distantes xety dans les deux sens horizontal et vertical, 011 peut considérer l’événement (r) comme composé des deux événements (x) et (y). Par suite, selon le deuxième lemme, la fonction devra satisfaire à l’équation
. ?(*’) ?(/’)= ?('•”* sous la condition
x 1 y 1 zzz /■’.
On trouve facilement que la fonction propre à satisfaire simultanément aux deux conditions
est
n, b étant deux constantes.
On a, en effet,
fjÛLbm Q±Jtn /«-♦-«) - — (l~^P
La forme de notre fonction, puisque l’on doit rejeter le signe -H en vertu du deuxième lemme, sera donc
? (•*’) = rt -4 *’, ou, ce qui est équivalent,
C et h étant deux constantes.
38. Mais, en ayant recours au troisième lemme, on peut aussi et avec plus de rigueur étudier la nature de cette fonction. En effet, l'erreur que nous considérons étant par sa nature entièrement fortuite, peut être supposée provenir de l’influence de plusieurs causes inconnues superposées, dont chacune agirait dans un sens ou dans un autre pour produire l’effet ± Ax sur le résultat. Car si l’une quelconque de ces causes prévalait, elle tendrait à accroître dans un certain sens l’erreur, qui aurait par conséquent, contrairement à l’hypothèse, une partie constante. I, apparition d’une erreur peut donc être comparée à la jetée de a m monnaies (/» étant un nombre entier arbitraire) lesquelles porteraient d’un côté -+- Ax pour croix, de l’autre — Ax pour tète. Si dans la jetée il se présente autant de croix que de tètes, les choses se compenseront et. l’erreur sera nulle; s’il vient seulement croix ou tète, l’erreur sera ± 2 tnAx. En général, s’il sort croix, l’erreur sera
[m -t-/)Ajr — (m — /) Ax = 2/ Ax.
La probabilité de l’événement (m -+- l) croix est, d’après le troisième lemme,
Posons
il viendra
P, = Cc~ /7 " riT \ ,
Mais hm&x représente une quantité aussi grande que l’on veut, puisque m, pour la fortuite des erreurs, doit être supposé très-grand. Celte quanti té, multipliée par la quantité infiniment petite Ax, donnera un produit fini, que
nous représenterons par — • On aura donc
et, en remplaçant P,, par <p (.r), on aura comme précédemment
<p(.r) = Ce
où C est une constante qu’on déterminera tout à 1 heure Voici, en attendant, quelques valeurs de la fonction
poui
de h =
jnt)
CO
et la courbe représentée par l'équation y — e~ h2 * 2 sera celle de la Jig. 4» asymptotique, comme l’on voit, de l’axe des abscisses.
Fig.
Comme on pouvait s’y attendre, les probabilités de commettre des erreurs représentées par les ordonnées de cette courbe sont d'autant plus grandes que l’erreur est plus petite, et elles décroissent rapidement à mesure que l’erreur augmente.
39. Nous pouvons encore retrouver l’expression de g> (x) en suivant une voie tout à fait différente, ce qui confirmera ce que nous venons de dire. Soient o, o', o",... les valeurs fournies par l’observation d’une inconnue x, qui sera, par exemple, la longueur d’une base, le poids d’un gaz, etc. On aura les équations, que nous supposons en nombre //,
Il s’agit de déduire de ces observations le valeur la plus probable de .r, c’est-à-dire une valeur qui se rapproche le plus de la vérité. Remarquons, à ce sujet, que si ia valeur exacte de x nous était connue d’avance, on aurait la certitude d’avoir commis dans les observations les erreurs
Maintenant, si tf> (e) exprime la probabilité de commettre dans une observation l’erreur e, la probabilité de faire dans les n observations susdites un système d’erreurs tel que le septième (i) serait, en vertu du deuxième lemme,
et comme plus x tend vers sa valeur exacte, plus on acquiert la certitude qu’on a fait les erreurs ci-dessus indiquées, il faudra que la fonction P, par laquelle on exprime la possibilité défaire ces erreurs, devienne d’autant plus grande que x se rapproche plus de cette vraie valeur. Donc la vraie valeur de x sera celle par laquelle la fonction P devient un maximum.
II faudra donc que, en posant
on ait, d’après des principes connus,
(2) ( JT — o) ■+■ 1J1' (.r — o' ) -I- i}(' (x — o") -+-... =r o.
Cela est parfaiiement permis. Si, avant de faire les observations, on demandait la probabilité de commettre les erreurs x — o, x — o\ x — o",..-, cette probabilité serait P, cl elle serait déterminée, puisque les erreurs nous seraient connues. Mais, après les observations, les erreurs faites ne nous sont pas connues, et, parmi tous les systèmes d’erreurs possibles et de probabilités relatives auxquelles donnera lieu l’adoption d’une valeur pour x , il faudra prendre celui pour lequel la probabilité de les avoir commises sera la plus grande possible; alors le système correspondant d’erreurs sera celui qui le plus probablement sera arrivé, et par conséquent la valeur relative de x sera la plus probable, c’est-à-dire la plus voisine de celle pour laquelle les erreurs supposées auraient été certainement commises.
40. Pour déterminer la fonction t|f, nous admettrons que la valeur la plus plausible de x soit donnée par la moyenne des valeurs (o)
comme nous l’avons déjà vu au § III. Supposons maintenant, ce qui nous est permis,
nous aurons, d’après l’équation (3), 0-4- (h — l) { o -f- nx)
et l’équation ( 2 ) deviendra
f [(« — l) a] 1 — ai
ou
Cela ayant lieu pour toute valeur de //, il s’ensuit que
est une constante. En la désignant par A, on aura
d’où
A étant une autre constante.
La constante A, d’après ce que nous avons remarqué, doit être négative, aiin que ^ (.r) devienne un maximum pour a- = o. ]Nous poserons donc
Pour déterminer l'autre constante, nous observerons qu’on doit avoir (puisque l’on a la certitude de faire une erreur),
ou
par suite
et enfin
ce qui déterminera la constante C.
41. Jusqu’à présent nous avons vu quelle est la probabilité de commettre une erreur a == OP (Jig- 5). Mais on pourrait se proposer encore desavoir quelle est la probabilité de faire une erreur comprise entre OQ = — fi et
OP = a, recherche qui se présente souvent dans la pratique des observations. A cet effet, remarquons que, si l’on appelle
Fig. 5.
(x) la probabilité de commettre une erreur .r, celle de commettre une erreur x-hdx, c’est-à-dire o (x + dx), sera
y(.e)-f-la possibilité de commettre une erreur comprise entre x et x -+- dx\
par conséquent celle-ci sera
<p (x -F- dx } — p (x) — ip (.r) d.r = Ce~*' x ' dx.
Or, d’après le premier lemme, la probabilité de faire une erreur comprise entre x et x -H (lx est égale à la possibilité divisée par la somme detoutesles possibilités detoutes les erreurs que l’on peut commettre entre leurs limites extrêmes, que nous supposerons être actuellement OP = a, OP == (3. Cette probabilité sera donc
Cc-^'dx
C ( * c-^'dx
Remarquons maintenant que l’intégrale / e~ h * x dx'
exprime l’aire QQ'P'P, et que l’intégrale
e~"* xi dx = — s/n
dénote l’aire totale comprise entre la courbe et l’axe des
abscisses, aire qui est finie. Ces deux aires, par la nature même de la courbe, diffèrent peu entre elles, et on peut substituer l’une à l’autre ; cela avec d’autant plus de raison, qu’au delà de certaines limites on peut admettre comme très-improbables les erreurs très-grandes. Par conséquent, au delà des points Q et P, les ordonnées seront très-petites, et l’aire correspondante aussi. Donc, sans crainte d’erreur dans les cas pratiques, on peut écrire, au lieu de l’expression de P, la suivante :
C c~ h '*' dx
e~ h ' x ' dx
4 ze~ k ' x 'dx.
Ainsi, la probabilité de faire une erreur comprise entre — x et -f- x sera
dx .
Si l’on fait x = co , on aura P = t , ce qui est évident; car alors on acquiert la certitude de commettre une erreur. L’intégrale susdite, en posant, avec Gauss, lx = t , prend
la forme suivante :
•'dx.
i2. Cette intégrale est trop importante dans la théorie actuelle comme dans d’autres, pour que nous ne traitions pas son développement en série. On a, en premier lieu, en développant e~ 1 ' en série,
c • dt — t — — -t- -z.
en second lieu, si l’on intègre par parties, on trouve
e~‘'dt — te- 1 ' -t- 2
jt'e~‘'dt =
te- 1 ' -4- - -
t * e~‘'dt,
ul; cri procédant de cette manière, il viendra
Ces deux séries sont convergentes pour toute valeur de/; mais elles ne sont d’un usage commode que pour de petites valeurs de Zi
Pour des grandes valeurs de /, il est préférable de développer par parties, comme il suit,
mais en remarquant que
e(t)=J‘ e-"dt
et en prenant la dernière série entre les limites t et oo . il viendra
\fre t — r ' j I 1.3 1.3.5
2 T L' — â7> [îïy ~ ’(2 i 2 Y -l " ■ ■ ■
^ 2 n "*" 1 J [ln-*-7 ^
La somme d’un nombre quelconque de ces termes est alternativement plus grande et plus petite que la valeur de l’intégrale. Néanmoins, en arrêtant la série à un terme quelconque, la somme de tous les autres est moindre que ce terme (*). Ainsi la série est bien convergente et peut
(*) En effet, cette somme sera représentée par
ERREUR A CRAINDRE ET MESURES DE PRÉCISION
Soient
plusieurs erreurs qu’on a pu commettre dans une série d’observations, et soient
leurs probabilités respectives.
Il est naturel de chercher quelle est l’erreur dans laquelle on a pu tomber le plus facilement. La première idée qui se présente à cet égard serait de prendre la moyenne des erreurs, qui serait exprimée par l’intégrale
X -t-oq
xf(x)dr.
En effet, cp ( x ) désigne une fraction dont le numérateur représente le nombre des erreurs qui tombent entre x et
mais la plus grande valeur de e~' ! entre t et — » est e -1 ’; donc on a toujours
r*jL r dt -
donc cette somme est toujours plus petite que
-v- »- 3.5...(aw — i) <•-'*
2 n-t-l gM-M ’
qui n’est pas autre chose que le dernier terme de la série, auquel on
s’est arrêté, lorsqu’on a exécuté le produit indiqué dans le second
membre (3).
x -+- dx, et le dénominateur le nombre total des erreurs qui se sont commises entre — oo et oo .
Nous nous rappellerons qu’on a substitué les limites ±oo aux limites finies; car les probabilités en dehors de ces limites sont très-petites, et leur présence ou omission ne nuit en rien à l’exactitude pratique des résultats. Par conséquent, toute la somme Xf (x) dx est équivalente à une fraction dont le numérateur et le dénominateur expriment respectivement la somme des erreurs et leur nombre. Ainsi cette intégrale représente bien la moyenne cherchée.
Mais cela suppose qu'on a toujours pris les erreurs absolument entre les limites oo , car autrement les termes se détermineraient deux à deux réciproquement par la propriété counue
Ainsi cette somme, que nous appellerons [x, est équivalente à
43. Mais, pour éviter une telle restriction et faciliter les calculs, nous emprunterons à l’analyse elle-même le moyen de tenir compte de la valeur absolue des erreurs, en considérant, d’après Gauss, les carrés des erreurs. Ainsi le carré de l’erreur à craindre, que nous appellerons m’, sera exprimé par l’intégrale
/»’ = / x 3 y(x)dx,
J — OO
qui, par la raison exposée ci-dessus, représente la moyenne des carrés des erreurs. Il est évident qu’on pourra considérer l’observation comme d’autant meilleure que cette moyenne sera plus petite; car la bonté d’une observation ne con- , siste pas dans le sens selon lequel l’erreur s’écarte de o, mais bien dans sa valeur absolue.
Il est bon maintenant de se faire une idée de la manière
dont varie l’erreur à craindre, selon les diverses lois de probabilités que l’on adopte. t
Et d’abord, si l’on considère la probabilité typique des erreurs et que l’on pose
U. Si , au contraire, la courbe des probabilités des erreurs se réduit aux deux lignes AB, AC (Jig. 6), et si les
Fig. C.
erreurs sont comprises entre OC = — a et OB = -+-«, on aura
En efïet, l’ordonnée j correspondante à l’erreur x sera
Mais l’aire BAC = nb ; par conséquent
f possibilité de x y a — x
* 2 possibilités BAC à 1
En convenant de prendre toujours x positivement entre O et A et entre A et O, il viendra
i 1 = — / x’(a — xW.rH I x 1 la -F- x) Jx ~
a ‘J o al J-a 12
d'où
Ainsi dans ce cas l’erreur à craindre est proportionnelle à la base du triangle (ce qui est évident) et égale environ à
45. Lorsque les erreurs, au lieu de décroître comme dans la Jig. 5, sont toutes également probables ( Jig . 7 ),
Fi[f. 7.
on trouverait, en raisonnant comme ci-dessus,
et par suite
JC- dx —
rn m — — .
L’erreur à craindre dans ce cas est plus grande que dans le cas précédent, ce qui doit être évidemment.
46. Supposons encore que la courbe des probabilités soit un arc de parabole [Jig- 8 ).
En posant OA = u, OC = b, il viendra
et puisque l'aire BCA = - ai, d'après un théorème connu, nous aurons
h ab
3 a 1 — .r 3 3 fl 3 — x 3
Fig- 8 -
* iO A
Par conséquent
■=ur-^=r
ni = — z= •
Si l’on avait cherché la moyenne arithmétique avec la formule
on aurait trouvé, selon la probabilité typique des erreurs,
rf(0 = -i
\ ic J o hyicJo /iyn
47. En suivant la même marche pour les autres lois de probabilités et en comparant les résultats, on formerait le tableau suivant, par lequel on voit que le rapport de la moyenne des carrés des erreurs à la moyenne arithmétique est le plus grand possible lorsqu’on adopte la probabilité typique des erreurs.
(jï
aa
3 fl* — X *
45= ,lj5a
h )/tz
En examinant l’expression (3), on voit que la probabilité de commettre une erreur x est d’autant plus petite que h est plus grand. Par suite h est proportionnel à la précision des observations et peut leur servir de mesure. On appelle par cette raison h la mçsure de précision des observations.
48. On peut encore mieux expliquer de la manière suivante l’opportunité de cette dénomination.
Supposons que pour un premier système d'observations on ait
et pour un autre
On J — x' dnj — x
ces deux intégrales P, P' sont fonction de //x, partant elles
/«x = AV;
seront égales si
ou
II' x
Par conséquent, si dans le second système d'observations on peut commettre avec une égale facilité une erreur double, triple, etc., de la première, la constante h' relative sera la moitié, le tiers, etc., de h et vice versâ. Mais puisqu’une observation doit être considérée comme d’autant plus précise que les erreurs dont elle est susceptible sont moindres, et comme ces erreurs décroissent en raison inverse de h, il est tout à fait convenable de prendre h pour mesure de précision des observations.
Or nous avons vu que, dans le cas de la loi typique des erreuis, on a
ni — — -, d’où h — : — 1 ~ • h ^ i m ya
On peut donc établir ce principe que la mesure de précision est en raison inverse de l'erreur à craindre et vice versâ y principe qui relie ensemble les deux points de vue différents selon lesquels on peut envisager la question, principe d’ailleurs évident de lui-même, par la nature même des dénominations employées à l’exprimer.
IN otons en passant que la quantité m que nous appelons erreur à craindre, dans le cas d’observations futures et d’une loi connue des probabilités des erreurs, est représentée par l’erreur moyenne des observations, lorsque les observations ont été déjà faites, et se calculera d’après les principes du § III.
49. Nous examinerons maintenant les relations qui existent entre le poids et la mesure de précision des observations. Si nous appelons, comme plus haut, p la moyenne de n observations
la probabilité d’avoir commis les erreurs
(X — O, fl— O, fl — o",..
sera, d’après le deuxième lemme, § VIJI, égale à
y/îr
ou bien, en remarquant que
Pour juger de la précision du résultat, il faut voir quelle probabilité P, il y a de commettre une erreur z sur la valeur moyenne p avant de nouvelles observations.
Nous aurons le droit de croire d’autant plus à la bonté du résultat obtenu que cette probabilité sera plus petite.
Soit donc y = u -+- z la vraie valeur de la quantité que l’on cherche, il viendra
à savoir
e — h ' 2 lu -®) 5
yV
P, = Pe-"* !l \
En appelant H = /?y/n la mesure de précision de ce résultat, on obtient
P,= Pe-“^*;
ce qui démontre que, pour d’égales probabilités P de commettre les erreurs fx — o, c’est-à-dire à circonstances égales, la probabilité P, est d’autant plus petite que /i y/n est plus grand, c’est-à-dire que le nombre des observations augmente davantage.
Pour un autre système d’observations, on aura H' = h\jn‘,
dont on déduit
Mais, comme nous l’avons vu § IV, les nombres n, n' sont proportionnels aux poids p, p' des observations; donc on aurîf encore
Par conséquent, les poids des moyennes sont proportionnels aux carrés de leurs mesures de précision, et en nous rappelant que celles-ci sont inversement proportionnelles aux erreurs à craindre, nous retomberons sur le principe connu § IV, que les poids sont inversement proprotionnels aux carrés des erreurs à craindre, ce qui confirme et rattache ensemble toutes nos théories.
DE L'ERREUR PROBABLE
50. En général, quelle que soit la loi des erreurs, on appellera erreur probable l’erreur telle, qu’il y ait la même probabilité d’en commettre une plus forte ou une plus faible.
Soit ainsi BAC ( fig . 9 ) la courbe des probabilités, et OM
Fifi- 9- I*
l’erreur probable; il faudra que l’ordonnée correspondante à OM partage en deux parties égales l’aire AOX. En
effet, comme chaque aire AOMM', M'MX, exprime la probabilité que l’erreur tombe entre O et M, ou bien entre M et X, et comme ces deux probabilités doivent par hypothèse être égales, il s’ensuit que les aires le seront également.
Comme on peut en dire autant de la partie négative de la courbe, il faudra que l’aire entière NN'M'M partage
par moitié l’aire entière, ou bien qu’elle soit égale à
L’erreur probable, que nous appellerons r, sera donc celle pour laquelle
Supposons que — a et - 4 - a étant les limites des erreurs, celles-ci soient toutes également probables; comme dans ce cas
il viendra
d’où
ce qu’on pouvait prévoir; car, naturellement, l’ordonnée qui correspond à l’erreur probable passera par la moitié
de AB (fig. 7 ). En se rappelant ensuite qu’on a m =
(p. 55), on en déduira r
Dans le cas delà Jïg. 5 , on a
d’où, en comparant r avec la valeur de déjà trouvée en ce cas, il vient
m — — > qu’on a y/6
r= a (y'ti — y^3)
5 t. Dans le cas de la loi typique des erreurs, on a
e~‘' dt,
d’après les notations adoptées au § VIII. Posons t=a\ cette intégrale, que nous avons déjà appelée © (f), deviendra
V ic J o
Rappelons-nous que hx=t , etqu’ainsi l’erreurx est comprise par hypothèse entre — j et + 7; puisque ru = — —
elle sera comprise encore entre
Va.
L’erreur probable sera celle pour laquelle 011 a
— I * dx — - ,
dit J 0 2
ou bien, en désignant par p la valeur qui rend
celle pour laquelle on a x — On trouve
Comme 011 a
il en résulte qu’il y a la probabilité c’est-à-dire 1 contre 1 à parier que l'erreur est comprise numériquement entre o et r, ou bien entre o et
Nous donnerons ici quelques valeurs de 0 qui serviront à faire mieux comprendre la marche de la fonction :
Pour t — 0,^76 = p, on a 0 j/)=o, 5 ; t — o,5g5 — p, 0(r) = o,6;
e-.co — p, 0 (0=i.
On déduit de ce tableau que, pour les erreurs supérieures à
la probabilité est seulement de
Remarquons que les deux équations hx=t , 7 ir = p donnent
et que, par les deux autres
on obtient
r — p\jl ,
où 111 sera l’erreur moyenne dont nous avons parlé, s’il s’agit d’observations faites, ou bien l’erreur à craindre sur des observations à faire, dont on suppose connue la probabilité des erreurs.
52 . En rassemblant les valeurs déjà trouvées pour r relativement à m, il viendra pour le cas des jig. 4,0,7
d’où l’on voit que l’erreur probable est moindre que l'erreur à craindre, ce qui doit être. Pour s'en faire une idée nette, supposons qu’il y ait mille erreurs également possibles distribuées entre o et a, l’erreur probable sera évidemment — , tandis que l’erreur moyenne sera bien plus
grande, puisque la soirçme des erreurs de - à « est plus
forte que celle îles erreurs de o à ~ C'est pour cela qu’on
a justement appelé cette moyenne l’erreur à craindre 5 car si, d’un côté, les erreurs au-dessous et au-dessus de la valeur r sont également probables, de l’autre, leurs grandeurs étant différentes, elles n’ont pas la même importance
pour la précision du résultat, et l’on doit craindre plutôt, même à égale probabilité de se tromper, de faire des erreurs grandes que des petites. Cela se verra encore plus clairement si nous supposons, pour un moment, que les erreurs que l’on peut commettre pour une loi donnée de probabilité représentent autant de sommes à payer. Quoique ces sommes aient égale probabilité de sortir au-dessous et au-dessus de la somme r, il est évident que, pour s’en garantir, on devra craindre qu’il ne sorte une somme supérieure à r plutôt qu’une moindre, car au delà de r les sommes, tout en ayant égale probabilité de sortir, sont pourtant plus grandes en valeur absolue.
Remarquons enfin que, des deux équations
et (g Mil)
on déduit
Telle sera l’erreur probable commise sur la valeur de la moyenne arithmétique.
Pratiquement, au lieu des intégrales
on peut prendre la moyenne p, des valeurs absolues des erreurs, et la moyenne m, des carrés des erreurs.
Soient donc n les observations, et voyons quelle différence nous trouverons à substituer p, à [x.
Soit
OÙ X, X x ", .
faisons
on obtiendra
•sont les valeurs absolues des erreurs, et
“’^PÎ + P — 2 P.P.
Lr 2 2-r.r
mais on a
et comme la moyenne des valeurs x , x\ x" , . . . est p, on
pourra substituer à la somme autant de fois p, p, cju’i I
y a de termes, a savoir <
Ainsi, on aura approximativement
ni, 2 u* /f f /i — • i )
« r i . 1 . ri‘
Oll
et
On peut considérer cette expression de « comme l’erreur à craindre sur p, et par suite (5) l’intégrale 0 (a) exprimera la probabilité que (p) soit compris entre
/2(/*, — pi) /2(m,-pJ)
Ces formules, auxquelles nous sommes arrivés bien sim-
plernent, contiennent la conclusion d’un Mémoire trèsiinporlant de Poisson sur le tir à la cible. Il suffira d’adopter pourp, et m, les moyennes (en appelant, par exemple, r la distance au centre à laquelle frappent les balles) de n' expériences précédentes, de sorte que l’on ait
tr
et alors l’intégrale ©(a) exprimera la probabilité que sur n' nouvelles expériences l’écart moyen du centre des coups tirés soit compris entre les limites.
54. Pour permettre d évaluer dans la pratique la probabilité des erreurs commises, nous avons donné dans les
Tables II et III les valeurs de t et de ~ correspondant à l’intégrale
La Table II nous donne la probabilité 0 que l’erreur d’observatious est comprise entre rp t. Ainsi, par exemple, on trouvera que la probabilité que l’erreur soit comprise entre zf. o,3 est o,32'g, à savoir : qu’il y a 329 contre 671 à parier que l’erreur sera comprise entre ces limites, ou, en d’autres termes, que sur 1000 erreurs commises, 32 g tombent entre qz o,3.
La Table III nous fournit la probabilité 0 que le rapport de l’erreur d’observation à l’erreur probable soit
compris entre les limites zp - indiquées dans les colonnes • On voit, par exemple, qu’il y a o,363 de probabilité, à savoir : qu’on peut parier 36 contre 64 que l’er-
reur ne dépassera pas les -3- de l’erreur probable, ou que
la valeur probable a d’une observation donnée sera comprise entre a — o,yr et n-\-o,yr.
APPLICATIONS
5o. i° Supposons que l’on ait fait n observations d’un phénomène également bonnes : quelle est la probabilité que l'erreur commise sur la moyenne soit comprise entre les limites ± /, de sorte qu’en appelant M la moyenne, la mesure du phénomène ait pour limites M — /, M -f- l? Posons
/ a. ni ^7. ;
d’après la formule (6’) du § X, 0 («) sera la probabilité cherchée, et a aura la valeur
Jï.0 2
Or in est à peu près égal à — — III ) ; donc
Admettons qu’on ait fait, par exemple, avec le théodolite d’un angle compris entre deux signaux, les 25 observations consignées dans le tableau ci-contre :
ANGLE
> 7, fi 4
Sommes. 770
Moyenne. 3 o ,8
Proposons-nous maintenant de savoir quelle est la probabilité que la moyenne RI = 33° l’j'Uto", 8 sera comprise entre les limites M — i", M -H i"; on aura, en remarquant que dans ce cas /= i,
et ensuite, au moyen de la Table II,
11 y a donc 3a contre 1 à parier que l’angle, dans une nouvelle série d’observations, sera compris entre 33° 1 7' aq" et 33° 17' 3 1", 8.
56. 2 0 Le poids de chaque observation est Q : quelle est la probabilité que la moyenne de n observations soit comprise entre les limites ±/du vrai résultat?
D’après le § IV, en appelant Q le poids de chaque observation, celui de la moyenne de n observations sera «Q; et en posant, comme il est permis, dans le (9) §IV,
L = i, on obtient la relation
la formule (1) devient alors
a — - l\lp i
et comme j> = /t Q, il viendra
et 0 (a) sera la probabilité cherchée.
Soit, par exemple,
Q = io, n = 40, l = o ,6,
on aura
et par la Table II on déduira 0 (1, 2) = 0,910, c’està-dire qu’il y aura 10 contre 1 à parier que la moyenne est comprise entre les limites données.
57 . 3 ° Supposons que la vraie valeur d’une quantité soit Y, et que les observations, au contraire, aient fourni pour moyenne une quantité V + E dont les limites sont ± / : quelle est la probabilité qu’il y ait dans l’instrument une erreur constante E?
Le résultat O des observations sera compris entre
V+E — / et V+E + /; donc l’erreur constante E sera comprise entre
O — (V-W) = 0— V — / et O — (V — /) = O = V+- /,
avec une probabilité égale à celle que O soit comprise entre les limites V + E + /.
Exemple. — Supposons que l'angle vrai entre deux signaux soit de 33 ° ty 1 33 ", 8, et qu'il surpasse de Z" celui fourni par la moyenne : quelle est la probabilité
qu'il y ait dans V instrument ou dans la manière d'observer une erreur systématique comprise entre i" et 5"?
On aura dans ce cas
et
d’où l = a", et par conséquent
a — = 2, ob,
Il y a donc 996 contre 4» à savoir 249 contre 1 à parier qu’il y a dans l'instrument une erreur fixe de 1 à 5 , î ou bien encore que la moyenne déduite de nouvelles observations sera comprise entre 33° 17' 3 1 ", 8 et 33° ij" 35", 8.
58. 4° Exemple. — M. Dumas fit dix-neuf expériences pour déterminer /'équivalent chimique de l'hydrogène, en se servant de l'acide sulfurique (S) et de l'acide phosphorique (F) comme corps desséchants.
En représentant par 100 l’équivalent de l’oxygène, les résultats des expériences seraient les suivants :
to
— o,oj5
Moy..
La somme des cariés des erreurs étant
là’ — 0,0173,
si l’on suppose /=o,oi 5 , on aura, comme dans le premier Exemple,
o,oi5 X ig ^2 X 0,01^3
d'où, avec la Table II,
O (a) = e ( 1 , 672 ) = o,gfig.
II y aura donc, comme conclut Cournot, 32 à parier contre 1 que l’erreur commise sur la moyenne I2,5i5 est comprise entre les limites db 0,01 5 , en supposant les observations exemptes do toute erreur constante; ou bien, si l'on admet l’exactitude de la loi de Proust, d’après laquelle l’équivalent de l’hydrogène serait i 2 , 5 oo, il y aurait, au contraire, à parier 3 a contre 1 que les résultats de M. Dumas, dont la moyenne est I 2 , 5 i 5 , sont affectés d’une cause constante d’erreur tendant à accroître les valeurs. — O11 voit par là de quel secours peut être ce calcul pour permettre d’apprécier à leur juste valeur les expériences dont abondent les annales de la science.
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TABLE III
Valeurs de l’intégrale définie e(r) = — : I e~‘ <ll
V * Jo
CORRESPONDANTES AUX VALEURS DE EN TRENANT p FOUR UNITE.
Cette Table fournit donc la probabilité que, dans une série d’obsçrvations, l’erreur commise est à l’erreur probable dans le rapport de / : P, c'est-à-dire des nombres exprimés dans les colonnes (-']•
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