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PRÉFACE
Les découvertes dans les sciences physiques et naturelles s'obtiennent en général à la suite de plusieurs séries d'observations. Lorsque ces découvertes concordent avec les résultats qu'on peut déduire logiquement de théories déjà établies et universellement admises, on est fondé à les croire exactes, et alors elles servent à leur tour à établir sur des bases plus solides d'autres principes de la science. Mais s'il arrive que les phénomènes qu'on observe n'aient laissé entrevoir aucune liaison avec ceux déjà connus et étudiés, les lois auxquelles on croira pouvoir les assujettir ne seront qu'une expression approchée de la réalité, et plutôt un desideratum qu'une donnée de la science. L'Astronomie, la Physique, la Météorologie nous offrent des exemples nombreux de lois ou de quantités qui ne sont pas connues avec certitude, et dont la détermination offre seulement un certain degré de probabilité, que des recherches futures peuvent augmenter ou diminuer.
Dans cet océan d'incertitudes au milieu duquel 1» l)hilosophie naturelle se débattra toujours (car jamais l'homme n'atteindra ni ne verra les limites du savoir), la science, qui aspire toujours au positifs désire au moins connaître entre quelles limites, la
IV PRÉFACE
vérité se trouve resserrée, et quel degré de confiance mérite tel ou tel résultat.
Or, même en laissant de côté l'habileté des observateurs, la bonté des méthodes employées, etc., les valeurs assignées par les observations aux quantités que Ton veut déterminer peuvent encore varier par suite de la méthode analytique qui sert à les déduire de l'ensemble des observations. Il est donc de toute importance de suivre une marche sûre qui conduise invariablement à la détermination de valeurs satisfaisant le plus exactement possible k un système donné d'observations.
Les méthodes propres à déduire d'un système d'observations les quantités que l'on cherche, de telle sorte que les erreurs à craindre sur elles soient comprises entre les limites les plus resserrées, constituent le Calcul des Erreurs.
Dans l'état actuel de la science, il n'est plus permis, si l'on veut faire de la science vraie et utile, de publier un résultat sans préciser le degré de confiance qu'il mérite, c'est-à-dire sans indiquer l'erreur probable dont il est affecté.
C'est seulement en procédant ainsi, que les savants, comme les observateurs, ne travailleront plus en vain pour la science.
Encouragé par ces considérations, je n'ai pas cru inutile de résumer dans un petit Traité les parties de ce Calcul qui peuvent trouver une application immédiate et journalière, et de l'enrichir de Tables propres à faciliter les opérations qui s'y rapportent.
PRÉFACE. V
J'espère, dans ce court Iravaii, avoir dit au lecteur tout ce qui est nécessaire, non çonv sa^^oir^ mais \)o\xr faire ce qu'exige le calcul des erreurs, en laissant de côté toutes les théo/ies étrangères à ce but. Le lecteur sérieux qui voudra approfondir davantage la matière pourra suppléer à la brièveté de l'exposition en consultant la Note des ouvrages indiqués à la fin de ce voVume. Cette liste seule suffirait au besoin à prouver combien d'études profondes ont déjà été entreprises sur le sujet qui nous occupe, et combien il était nécessaire, au milieu de tant de matériaux, de démêler ce qui est le plus généralement adopté, afin que chacun fût à même, sans recherches pénibles, d'appliquer à ses travaux les méthodes reconnues les meilleures.
J'ajouterai encore : une science ne mérite ce nom qu'autant qu'on en possède un exposé élémentaire, où le sens des mots soit bien fixé et où les premiers principes soient nettement établis. A ce titre, je crois avoir rempli une lacune dans la littérature mathémalique.
X. — De l'erreur probable
XL — Applications 68
Table I i
Table n xxix
Table III xxxv
Table IV xxxix
Note des Ouvrages xliii
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INSTRUMENTS D OBSERVATION. — ERREURS CONSTANTES, INSTRUMENTALES OU PERSONNELLES.
1 . Toute observa lion physique, astronomique ou météorologique peut se réduire à V enregistrement d^un nombre. Mais il est évident que cette opération comporte en général un ensemble d'erreurs numériques, qu'il est bon de démêler et d'étudier pour être à même, soit de les éliminer au besoin, soit d'en fixer les limites, afin que Fobservartion actuelle puisse être introduite dans les archives de la science avec le degré de confiance qu'elle mérite. Ces quelques mots suiSront pour faire comprendre Timportance du Calcul des Erreurs^ qui nous enseigne à découvrir et à évaluer les erreurs que i^ous avons pu commettre dans une série d'observations, et la nécessité pour tout expérimentateur sincère d'en connaître désormais les principales notions.
2, Pour peu que l'on y réfléchisse, on verra que l'observation de tout phénomène se réduit à noter la position
qu'occupe un mobile sur un espace gradué, à un înstani donné. Le mobile peut être une aiguille d'horloge, un liquide renfermé dans un lube, un aslre traversant les fils d'un micromètre, une corde vibrante, etc.; mais en général nous aurons ou un index tournant (horloges, anémomètres, galvanomètres, boussoles, compleurs, etc.), ou bien un index progressif (flotteurs, indicateurs magnétiques, baromètres, niveaux, cathétomètres, etc.). Il ne peut en être autrement •, car, d'une part, tout phénomène se réduit, en dernière analyse, à un déplacement d'atomes, c'est-à-dire au mouvement d'un point; d'autre part, la cinématique nous enseigne que tout mouvement peut toujours se décomposer en mouvements de translation et de rotation. Ainsi tout instrument d'observation se compose : 1® d'un appareil par lequel le mobile suit plus ou moins exactement la marche du phénomène; 2° d'un espace rectiligne ou circulaire parfaitement divisé en parties égales. Le mouvement du mobile est le produit direct ou indirect du phénomène, tandis que l'espace gradué est uniquement le produit de l'art.
Si la correspondance du mobile avec le phénomène n'est pas parfaite, si la graduation n'est pas exacte, les indications de l'instrument seront fautives, soit pour Tune de ces deux causes, soit pour toutes les deux. Ainsi, un thermomètre pourrait avoir une échelle très-bien divisée, mais le mercure, par des défauts intrinsèques de construction ou de p réparation, pourrait être paresseux dans sa marche ascendante ou descendante. Au contraire, un cercle d'un théodolite sera bien cintré, fourni d'axes bien horizontaux ou verticaux, mais il aura une ^mauvaise division, de sorte que les angles lus ne correspondront pas aux angles vrais.
3. On n'obtiendra jamais de l'industrie humaine un Instrument tel que la théorie le conçoit, car la main de
l'homme ne pourra jamais façonner et dominer la matière jusqu'au dernier point mathématique que conçoit le philosophe. La difficulté presque insurmontable de donner de l'homogénéité à la matière; le poids inévitable de celleci; les altérations qu'elle peut subir avec le temps; le jeu même qu'il faut laisser entre les parties afin qu'elles puissent librement se mouvoir les unes sur les autres, mais qui plus tard engendre des soubresauts et des trépidations dans les axes, les tourillons et les disques; la difficulté des divisions, d'autant plus grave qu'on veut l'instrument plus délicat, etc., s'opposeront toujours à ce que Ton atteigne l'idéal de l'instrument que le savant imagine. Ainsi, il faut toujours s'attendre à des erreurs plus ou moins sensibles de construction, selon le talent de l'artiste ; et le vrai progrès de la mécanique de précision consistera, non à les supprimer, mais à les atténuer. Et il n'est pas inutile de noter qu'à mesure que l'artiste multiplie les expédients mécaniques pour produire un bon instrument, il se prépare de nouvelles causes d'erreurs dans le maniement de son appareil. Un instrument réduit à ses formes les plus simples, dont on puisse évaluer avec rigueur les erreurs même les^plus sensibles, vaudra toujours mieux qu'un autre à formés plus variées et complexes, dont on ne peut pas scinder et explorer les causes d'erreurs, bien qu'individuellement on les ait rendues plus petites.
4. Les erreurs instrumentales se partagent évidemment en erreurs de graduation et en erreurs de marche dans le mobile indicateur du phénomène. Ces erreurs, par la nature même des causes matérielles qui les produisent, sont constantes, au moins pour un certain intervalle de temps. L'emploi plus ou moins fréquent ou prolongé des instruments, la facilité plus ou moins grande avec laquelle leurs diverses parties glissent les unes sur les autres, etc. , peuvent en faire varier l'intensité. Par exemple, le colonel Peyiier
fait observer dans la Description géométrique de la France que l'usure des centres tend à accroître les distances zénithales observées avec le théodolite, et que le peu de solidi té des vis de rappel, défaut qui peut être amené aussi par le temps, cause de nouvelles et sensibles erreurs dans les observations. Ces erreurs, bien que constantes en général, comme nous avons dit, peuvent varier aussi, indépendamment du temps, selon les positions diverses que les différentes parties d^un instrument prennent durant les observations. Le défaut, par exemple, de verticalité dans l'axe de rotation d'un théodolite cause évidemment, de prime abord, une erreur constante dans les observations; mais en l'examinant de plus près on s'aperçoit qu'elle varie avec la distance zénithale à laquelle on observe. Il en est de même pour la flexion et pour d'autres causes d'erreurs qu'il est inutile d'énumérer.
5. Il appartient, par suite, à la science de remédier par le calcul à la présence inévitable des erreurs instrumentales et d'en dégager les observations, dé telle sorte qu'une fois réduites, elles représentent celles qu'aurait fournies un instrument dépourvu de toute erreur de construction et de maniement. Or il est beaucoup plus facile au savant de découvrir les erreurs et d'en évaluer l'intensité qu'au mécanicien de les supprimer. Le calcul seul annule les erreurs. Le savant, en sondant bien la nature des erreurs, leurs variations, se fabrique un instrument factice parfait, identique pour tout point du globe, et auquel on peut rapporter toutes les observations antérieures et comparer celles qu'on pourrait faire en tout temps et en tout lieu. Ainsi Tastronome, une fois qu'il a observé les étoiles au cercle méridien ou au cercle mural, corrige leurs positions en les réduisant à celles que lui auraient fournies des instruments parfaitement réguliers et situés en un lieu d'une longitude et d'une latitude données. D'après cela.
nous n'avons pas à nous inquiéter des erreurs instrumentales que nous pouvons rencontrer, mais plutôt des moyens de les reconnaître et de les élimilier.
6. On peut découvrir les erreurs înslrumenlales de deux manières : i° en comparant l'observation actuelle (n) avec celle (b) qu'on pourrait obtenir par d'autres procédés; la différence (b — a) sera un indice de l'exislence de quelque erreur*, 2° en construisant l'instrument de telle sorte que les écarts dans les observations, produits par l'erreur instrumentale dont on soupçonne l'existence, soient tantôt en plus, tantôt en moins du nombre qui devrait représenter l'observation dans le cas où l'instrument serait, par hypothèse, exempt de l'erreur en question.
Supposons, par exemple, qu'on veuille vérifier si dans un cercle méridien il existe une erreur de pcrpendicularité de l'axe optique sur l'axe de rotation. On fera deux séries d'observations, l'une avec la lunette à droite, l'autre avec la lunette à gauche, tournée de 180 degrés*, les points de mire (supposés à une grande distance) ne seront point identiques, si une telle erreur existe, et alors la demi-différence des lectures fournira l'erreur cherchée de collimation. La vérification des niveaux à bulle d'air repose sur le même principe.
Supposons au contraire que Ton veuille constater si le zéro de l'échelle d'un thermomètre A est à sa place, en admettant que le point 100 degrés soit exact. Faisons diverses observations simultanées avec un thermomètre étalon B. Si toutes les différences entre B et A sont positives et donnent pour moyenne 0*^,7, cela signifiera que le zéro de A est trop haut de 0^,7 sur le vrai point qu'il devrait occuper.
Selon les divers instruments, la détermination des constantes des erreurs d'observation est plus ou moins compliquée, mais il n'entre pas dans notre plan d'en parler. On
trouvera au besoin dans les traités spéciaux les méthodes qui permettent d'arriver à une lello déterminatiou.
7. A mesure qu'on a multiplié les observations et perfectionné parallèlement les ibéories, la critique des observations est devenue plus exigeante et n'a pas tardé à dévoiler de nouvelles causes constantes d'erreur, qui auparavant se cachaient sous l'apparence de variations inexplicables ou de variations compatibles avec l'incertitude même des observations. On doit précisément à cet échange continuel de comparaisons entre la théorie et les observations le progrès saillant de l'Astronomie sur les autres sciences. On peut dire que la découverte et l'explication de nouvelles erreurs lui procurèrent toujours de nouveaux triomphes. La vitesse et l'aberration de la lumière, la libration de la Lune, la découverte de Neptune, en sont des témoignages irrécusables. Parmi les causes de désaccord dans les observations, on note depuis quelques années une sorte de prédisposition dans l'organisme de la vue de chaque individu, par lequel il lit différemment des autres, ou pour mieux dire par lequel il attribue au même mobile wie position différente de celle qu'il parait avoir pour d'autres observateurs. L'effet produit dans les observations par cette prédisposition organique s'appelle erreur personnelle (*). Ainsi le célèbre astronome Airy, directeur de l'Observatoire de Greenwich, nous apprend (voir les Mondes^ t. II) que pour rendre comparables les observations des passages faites par les observateurs S, E, G, L, IC, K avec celles de M. Dunkin, il faut faire les corrections indiquées dans le tableau suivant :
(*) D'après un beau travail de M. YI o\{ ^Annales de l'Observatoire impérial, t. VIII), il résulterait que celte erreur se compose essentiellement de deux parties: Tune, variable, qui est dde à une éducation incomplète de l'observateur, et que la pratique ou l'emploi d'appareils spéciaux peuvent faire disparaître; l'autre, constante^ qui est due à la persistance de l'impression lumineuse sur la rétine.
IC
Comme on le voît, Terreur personnelle peut atteindre, même pour des observateurs exercés, jusqu'à o% 5 dans la lecture du temps, erreur qui n'est pas négligeable, car, dans les positions géographiques, elle amènerait une erreur de i5 mètres environ.
Cette erreur pour le même individu peut être considérée comme constante et figurera comme telle parmi les erreurs constantes et instrumentales. Et, en efiet, ce n'est après tout que l'erreur de l'instrument dont l'homme est muni pour voir, et il demeure par sa nature même, invariable, à part les petites variations que l'âge et l'exercice peuvent causer.
Après avoir ainsi exploré la nature des erreurs constantes qu'on peut commettre dans les observations, et après avoir étudié sous chaque face la manière dont elles se comportent, l'observateur instruit pourra toujours, avec des calculs aisés à la vérité, mais souvent bien longs, en déduire les valeurs relatives des observations, qui alors seront comparables et qu'on appellera réduites ^ car elles seront réduites à celles que d'autres observateurs, avec d'égales données, auraient aussi trouvées, dans des conditions différentes et avec d'autres instruments, sauf, bien entendu, les erreurs accidentelles dont nous avons parlé.
ERREURS ACCIDENTELLES) LEUR PROBABILITÉ
8. Une fois qu'on aura éliminé des observations les erreurs constantes, les écarts qu'elles présenteront encore en tre elles seront uniquement dus à des erreurs accidentelles ^ c'èst-à-dire à des erreurs que Ton pourra attribuer indifféremment à des'causes diverses, quoique inconnues. Tandis que le caractère distinctif de rerreur constante consiste à altérer toujours dans le même sens les observations pour une valeur donnée, celui de Terreur fortuite ou accidentelle consiste à altérer tantôt dans un sens, tantôt dans un autre, les observations pour divers degrés de valeur. La première dérive de l'influence qu'exerce une certaine cause sur les observations; la seconde, de l'influence que plu^ sieurs causes exercent ensemble) causes dont on ignore encore la nature ou la manière d'agir, mais qui après tout peuvent se combiner d*un moment à l'autre, selon des résultantes tout à fait opposées. Mais si par hasard les observations penchent plutôt dans un sens que dans un autre, on devra de suite soupçonner qu'il existe quelque cause qui éloigne les observations de la vraie valeur plutôt dans un sens que dans l'autre. Supposons, par exemple, que l'on ait fait cent observations d'un phénomène A. Si elles ne sont affectées que d'erreurs fortuites, il faudra que les écarts des cent observations par rapport à la vraie valeur numérique a (supposée connue) du phénomène se partagent au-dessus et au-dessous de zéro en une série de nombres positifs ou négatifs d'une valeur presque égale. Car s'il arrivait au contraire que les premières excédassent les secondes d'une quantité constante e, on devrait conclure qu'une cause constante E, produisant une erreur e sur les observations, est venue les influencer. En dédui-
sant lous ces e des erreurs positives, les erreurs restantes ne seront que fortuites. Si, par exemple, les cent observations sont faites à moitié par deux observateurs, la différence e entre les écarts positifs et les écarts négatifs représentera l'erreur personnelle. Si au contraire les cent observations (par exemple de pression atmosphérique) eussent été faites par moitié avec deux baromètres divers, la différence e pourrait être avec raison attribuée aux conditions physiques diverses des instruments, soit oxydation du mercure, soit imperfection du vide, etc.
9. Supposons, pour plus d'intelligence, qu'on propose à douze personnes de mesurer la ligne AB = a {J^g* ;
Fig. I.
les unes lui attribueront les longueurs Ac = y. Ad = y 5 d^autrcs, les longueurs Ac = e, Af=<f. Les erreurs Bc, Brf, Be, By, pourvu qu elles soient entièrement fortuites, seront en plus ou en moins de la vraie mesure AB. Mais si je trouvais que ces erreurs tendent à diminuer plutôt qu'à augmenter la valeur de AB,je chercherais quelle raison peut pousser ces personnes à faire des lectures plutôt dans un sens que dans l'autre. Cela, en vertu d*un principe bien connu, qu'un événement qui arrive plus souvent qu'un autre, indique une cause qui certainement et constamment influe sur son apparition. Je m'apercevrais alors que cela dépend peut être de l'obliquité de la ligne AB par rapport à la position des observateurs^ comme dans ^^Jig* 2.
Si les observateurs, au lieu d'être sur la perpendiculaire OF, au centre de la ligne AB, sont sur l'oblique OP, la ligne AB deviendrait AB' en perspective et serait moindre
que la première de AB(i — cos a) = AB sin* — Je trouve
-loque les ditrérences des erreurs négatives aux positives sont précisément du même ordre; j'en conclus la probabilitc*
Fig. 2.
très-grande de l'erreur constante AB sin* -j dont il faut
dégager les résultats. Il ne me restera alors que des erreurs entièrement fortuites qui se balanceront d'un côté et de l'autre du point B. Les erreurs pourraient provenir de l'organisation particulière des yeux ou d'autres causes, en dehors de l'obliquité; mais il n'y a pas lieu de nous arrêter davantage sur ce sujet.
10. Afin donc que les erreurs puissent être considérées comme tout à fait fortuites, c'est-à-dire telles, que par ellesmêmes elles ne puissent pas révéler la cause de leur origine, et qu^elles soient imputables seulement à des causes inconnues, d'égale intensité, il faut que les observateurs aient la même facilité de commettre des erreurs, tant entre B et R qu'entre B et R', dans l'évaluation de la longueur AB [fig» 3).
Fii;. 3.
A R cMrfeer c R'
Autrement, si après diverses expériences je trouvais que
la même personne incline à faire des erreurs plutôt vers un point M entre c et rfque vers un autre point quelconque, je serais en droit de supposer qu'il y a dans son organisme physiologique une tendance à errer, que nous appellerons errabilitéy représentée par la partie constante MB, et qui pourrait être de suite éliminée en réfléchissant que les observations d'un tel individu deviennent comparables avec les autres, quand on leur ajoute MB; ainsi
AM±Mc + MB=AB±Mr=rAB±B^
en prenant Be = Me.
Alors son errabilité sera comprise entre les limites Be = Me, B/= M^, à côté du point B.
En passant ainsi en revue tous les individus^ et ayant toujours soin d'écarter toutes les erreurs constantes, on s'apercevra que toutes leurs observations sont réductibles à celles d'un seul qui peut indifféremment se tromper de B vers e ou de B vers/!,
On conçoit d'ailleurs que les erreurs petites Be, By*sont plus fréquentes, c'est-à-dire plus probables que les erreurs Brf, Bc, et celles-ci plus probables que les erreurs BR, BR', limites extrêmes de Terrabilité. Par conséquent, si nous élevons sur les extrémités des abscisses représentant les erreurs à craindre diverses ordonnées égales à leur fréquence, celles-ci formeront une courbe NTR', qu'on pourra appeler la courbe de V errabilité*
11. Le premier caractère de l'erreur accidentelle est ainsi d'altérer indifféremment en plus ou en moins une quantité qu'il s'agit de déterminer.
Le second caractère consiste à osciller entre des limites assignables et généralement assez restreintes. Ces limites varient évidemment selon le degré de perfection des instruments, l'habileté des observateurs, le genre des observalions. Dans les observatoires astronomiques actuels, par
exemple, la lunette méridienne, les micromètres, la pendule sidérale, etc.^ sont portés h un tel point de perfection, et l'habileté que l'on est en droit d'attendre de Tobservateur est telle, que toute erreur au-dessus de o%6 ne peut plus être considérée comme accidentelle, et o% 6 sera par conséquent la limite des erreurs fortuites dans les observations d'ascension droite. S'il s'agit d'un théodolite, on pourra répondre de 5'', 3'' ou i'', selon son diamètre et la graduation*, s'il s'afçît d'un thermomètre, on pourra négliger, suivant les divisions que l'on y aura tracées, toute erreur au-dessous de ^ ou de ^^ de degré. De façon que si un observateur muni d'gn théodolite donnant les secondes présente des séries d'observations où, tout calcul fait, on trouve des erreurs fortuites supérieures à i'', on devra les attribuer à sa négligence dans le pointé, dans le nivellement, etc., mais on ne pourra considérer les erreurs comme fortuites, et les séries devraient être rejetées.
Le troisième caractère est que les erreurs vraiment accidentelles ne se commettent pas toutes également avec la même facilité^ mais que les petites se présentent plus facilement que les grandes. Autrement il faudrait nier la perfectibilité humaine à observer, absurdité évidente. Il y aurait même contradiction ; car, en vertu d'une hypothèse tacite, mais très-naturelle, on regarde précisément comme étant la vraie valeur celle vers laquelle convergent les observations. J'observe la température a sur un thermomètre divisé en demi-degrés; toutes mes erreurs possibles seront comprises entre a — o®, 5 et a -h o®,5 •, mais il est clair que les vraies lectures seront plus proches de la hauteur a du mercure que les limites aqp o®,5. En supposant donc que x soit une erreur possible comprise entre o et X, X étant la limite de ces erreurs, la facilité de commettre cette erreur sera d'autant plus grande que x sera plus petit. On conçoit ainsi aisément que selon la manière dont varie cette facilité^ le résultat final déduit d'une série d'observations
comportera une erreur plus ou moins grande; par suite, il importe d'approfondir l'étude de celte probabilité des erreurs, ce qui sera le sujet de chapitres ultérieurs.
THÉORIE DES MOYENNES
12. Soient a et b^b étant ^«, deux nombres fournis par deux observations d'une quantité x qu'il s'agit de déterminer. Il est clair que personne ne voudra adopter a plutôt que b ou vice versa pour la valeur de jc, en supposant que les observations soient également plausibles; mais tout le monde admettra volontiers que la valeur de x est comprise entre a et b. Et comme il n'y a pas de raison pour qu'elle se rapproche plus de a que de i, ou inversement, cette valeur doit être telle, que ses diflérences avec'a et b soient égales. On devra donc avoir
b — X zrz X — rt ;
d'où
Donc, dans ce cas, la valeur la plus plausible de x est la moyenne entre les deux quantités.
S'il s'agit de quatre valeurs observées de x, par exemple û, fc, c, d^ la valeur la plus plausible est encore la moyenne
En effet, d'après le principe ci -dessus, on peut remplacer les deux observations «, d par une seule, > et
les deux observations è, c par une autre seule, Or la
moyenne entre ces deux nouvelles quauiités est
On conçoit aisément que pour un nombre pair 2« d'observations la valeur la plus plausible est la moyenne
in
c'est-à-dire la somme des quantités observées divisées par
leur nombre.
La même chose a lieu pour un nombre impair in 4- i de
quantités,
ay b^ c^ dy» , , y /, /•, /;
car, d'après les principes ci-dessus, ces in-\-\ quantités peuvent être remplacées de (aw-i-i) manières par des expressions de cette forme :
2 \ in
i/ fl-f-6-hc-h.*.-f-X-
2 \ in
et comme il n'y a pas de raison d'adopter Tune plutôt que l'autre, et qu'elles peuvent toutes représenter la valeur cherchée de x^ en les sommant on aura (aw -|- i) fois cette valeur, et, par conséquent,
I / inZa\
[in -\- \]x =1 - [la -\ \=iiai
d'où, comme précédemment,
la
Ainsi serait justifiée celte règle bien vulgaire et dictée par le seul bon sens, que la valeur la plus plausible de x, fournie par plusieurs observations, est égale à la moyenne des valeurs observées. En appelant donc o, o', o'', . . . les résultats de n observations, et x la valeur cherchée, on aurait
13. Il nous reste encore à examiner si vraiment la moyenne arithmétique est la valeur qu'il convient le plus d'adopter quand la quantité qu'il s'agit de déterminer est connue par plusieurs observations. Quoiqu'il semble, d'après ce que nous avons dit au commencement de ce chapitre, qu'il ne doive pas y avoir de doute à cet égard, nous ajouterons encore le raisonnement suivant. Si les observations étaient tout à fait exactes, les différences de la valeur cherchée avec les valeurs fournies par les observations seraient nulles. Donc la valeur la plus plausible, à savoir celle qui se rapproche le plus de cette vraie valeur, sera celle dont les différences avec les valeurs observées seront les plus petites. Si cela est, il faudra aussi que la somme de ces différences prises en valeur absolue soit la plus petite possible. Pour réaliser cette condition algébriquement, nous dirons que la somme des carrés des erreurs doit être un minimum. Soit donc Q cette valeur la plus plausible, il faudra que
(Q_o)2-f- (Q — o')2-f-(Q — o'')2 4_. . .=r minimum. Mais on a
OÙ 2o' — est une quantité donnée. Or le seul moyen
de rendre un minimum le deuxième membre, c'est d'égaler à o le carré (Q ) , qui seul est susceptible de
varier. Cela posé, il viendra
Q = _- = ,; donc la moyenne est bien la valeur la plus plausible.
14. Notons à présent qu3 celle valeur de x peut ou non se confondre avec la vraie valeur de la quantité qu'il s^agitde déterminer. La tension maximum, par exemple, d^une vapeur donnée à un degré donné de température est une quantité certainement fixe, unique. On pourra multiplier les expériences autant que Ton voudra, mais on ne sera jamais assuré que la moyenne représente cette tension. Il est donc de toute importance de nous rendre compte de Terreur à laquelle on s'expose lorsqu'on substitue la moyenne à la vraie valeur que Ton cherche.
Soit X cette valeur •, on aura
et par suite d'où
Appelons fz la moyenne arithmétique — 9 et posons
ZA
il viendra
Mais comme
= A-hA
nous aurons
aussi
2A^ ri"
AA
Mais les erreurs A étant par hypothèse entièrement fortuiles, il est évident que sur un grand nombre d'observations elles seront à fort peu près deux à deux égales et de signe contraire, de sorte que les produits AA' seront deux h deux aussi de signes contraires, et la somme ZAA' s'annulera.
Il viendra donc simplement
Telle est, avec une grande approximation, l'erreur à laquelle on peut s'attendre lorsque, au lieu de la vraie valeur X, on prend la moyenne [l.
Donc Verreur commise dans ce cas est égale à la racine carrée de la somme des carrés des erreurs dmsée par le nombre des obsers^alions,
15. Pour évaluer pratiquement une telle erreur, il serait nécessaire de connaître d'avance les erreurs A, ce qui revient implicitement à admettre comme connue la vraie
valeur de X, que précisément nous ignorous, et quMl s'agit au contraire de déterminer, au moins avec une approximation suffisante. Voyons, par conséquent, quelle erreur nous commettrons lorsque, au lieu de déduire les A de la vraie valeur de X, on les déduira de sa valeur approchée, c'està-dire de la moyenne arithmétique des observations.
Soient donc d, â\ d'',..., les écarts ou les différences entre la valeur approchée de X et chaque observation, on aura *
(9) ^ — 04-^, fiino'-htî', fx = o"-hr, —
Mais des équations (1) et (4) on tire
X = f* -f- > = o -f- A , ii-hl = o'-h^\ p -f- X =: o" -f- Ar , . . .,
et en remplaçant o, o', o'',... par leur valeur (9), il viendra
d'où
Mais comme [jl est la moyenne des observations, on a Scî = o 5 et puisque
on aura aussi
nm^ — m^-h 1$\
d'où enfin
La valeur de X, que dans ce cas nous appellerons spécialement E, sera alors
Appelons maintenant s ce que devient m dans le cas actuel d'une valeur approchée f/ de X 5 ce sera la moyenne
— iodes erreurs ou Veireur moyenne des observations. On aura
par conséquent : i** V erreur moyenne des observations est égale à la racine carrée de la somme des carrés des écarts diyisée par le nombre des obseivations moins un ^ i^ V erreur commise sur la moyenne des observations est égale à r erreur moyenne des observations dii^isée par la racine carrée du nombre des ob sensations.
En résumant ce que nous venons d'apprendre, voîcî la règle pratique pour trouver la valeur la plus plausible pour un système donné d'observations également bonnes.
Soient o, o', o'', ... les valeurs fournies par n observations d^une quantité X guil s'agit de déterminer^
Calculez la moyenne arithmétique /x = — ? qui sera la valeur la plus plausible de X ;
Calculez les écarts entre les valeurs observ^ées o et la moyenne [jl^ cest-à-dire les différences ^l — o = 5;
U erreur à craindre sur chaque observation sera
et Veireur à craindre sur la moyenne [i sera
16. Exemple. — On a observé dans un certain lieu de la terre l'étoile polaire, afin de déterminer la latitude de ce lieu, et l'on a obtenu les résultats suivants (*) :
(*) On calculera facilement les i* avec les Tables à la fin de TOuTrage.
ANGLES OBSERTÉS.
Moy. arith. 19,73
Dans ce cas on obtiendra pour la valeur la plus probable de la latitude
X=: — i=55«42'iy',72,
et
Donc
VI2 VI
17. D'après les considérations exposées ci -dessus, on voit f[ue l'erreur E commise sur le résultat final ne représente pas exactement, mais seulement approximativement,
la différence X • Il est naturel, par conséquent, de
se demander quelle confiance on peut accorder à une erreur
ainsi calculée, entre quelles limites elle est comprise, ou bien jusqu'à quel point elle est probable.
A cette question, comme nous le verrons dans la suite, le calcul de la probabilité des erreurs répond que Terreur commise sur Tévaluation de E est comprise entre H- 0,6745 E et — 0,6745 E.
Appelons donc R Terreur commise probablement sur E, on aura
R = o,6745E = 0,6745 y/^^^, et pour Terreur moyenne e des observations,
r=z 0,6745e =r OyG'J^S i / •
Ainsi dans l'exemple ci-dessus on aura
Cela signifie qu'il y a i contre 1 à parier qu'en répétant les mêmes observations on commettra une erreur r sur chaque observation et une erreur R sur le résultat final.
11 est évident qu'on peut considérer l'observation comme d'autant plus précise^ c'est-à*dire plus voisine de la vérité, que r est plus petit. Par conséquent, la quantité r peut servir à donner une idée de la précision avec laquelle ont été faites les observations.
18. Exemple. — Le P. Secclii a fait, dans la mesure de la base Appienne, les lectures suivantes pour les fils d'un microscope :
POIDS DES OBSERVATIONS
19. Plus les circonstances qui accompagnent une observation (méthode, instruments, personnel, temps disponible, état météorologique de l'atmosphère, etc.) concourent à la rendre bonne, c'est-à-dire à la rapprocher davantage de la vérité, plus elle méritera notre confiance, et aura
du poids dans nos déductions logiques. On comprend d'ailleurs que deux observations ou deux séries d'observations puissent ne pas être également bonnes : comment donc les comparer entre elles sous le rapport de la précision ? Nous aurons recours au critérium suivant. Un système d'observations, toutes également bonnes, mérite évidemment d'autant plus de confiance pour les conséquences que nous voulons en tirer, qu'il en embrasse un plus grand nombre. Nous avons vu, en effet, que l'erreur à craindre sur le résultat est égale à
et que, par conséquent, elle diminue en raison inverse du nombre des observations. On voit ainsi que l'on peut représenter le degré de confiance que mérite une observation par le nombre d'observations d'une précision constante requises pour obtenir la précision de l'observation que l'on considère. Par suite, le poids d'une observation qui a fourni la valeur x = K est le nombre d'observations d'égale précision qui donnerait lieu à la même erreur que l'on aurait à craindre sur le résultat x = A.
Ainsi, par exemple, une observation vaudra comme 5, une autre comme 9 \ cela signifie que la bonté de la première observation est équivalente à 5 observations et la seconde à 9 observations d'un précision donnée a. On pourra donc admettre que le poids d'une observation peut être représenté par le nombre d^ observations toutes d^ égale précision propres à fournir la quantité cherchée avec une précision égale à celle d'aune seule observation^ c'est-à-dire, plus clairement, propres à fournir un résultat moyen, passible de la même erreur probable que le résultat de la seule observation.
Nous avons vu que l'erreur probable R est expri
-ai-
mée par réquation
R=zo,6745E.
Mais on a
II) E =r —zz OU /7 = — - = — •
pour un système donné d'observations, et pour un autre
(2) E'=— : OU fi' — _ _ ^,
Supposons maintenant que les erreurs e, que Ton peut
craindre pour chaque observation, soient égales, ou, pour
mieux-dire, également probables, à savoir /•= r'^ alors il
viendra
ou bien
ou encore
et comme par déGnition, dans le cas d'observations également bonnes, on a, en appelant p^ p' les poids des deux systèmes d'observations ,
il viendra
D'où il résulte que les nombres, c'est-à-dire les poids des observations (en les supposant toutes d'égale précision) sont inversement proportionnels aux carrés des erreurs probables à craindre sur le résultat final. En d'autres termes,
en appelant p le poids d'un système d'observations, on aura
et enfin,
il) ^'==1^'
K étant une constante quelconcjue.
21. Si Ton remplace R et E par leurs valeurs (§ III), Téqualion (7) devient
^~" (0,6745/ ïë'^ '
et, en observant que Ton a
0,6745 := pv'2, p m 0,4769, comme on verra au § X, il vient
pour n suffisamment grand, on a sensiblement
(9) ^=^éF'''
L étant une constante.
On déduit aussi des principes exposés que le poids de la moyenne de n observ^ations est n fois le poids d'une observation simple. En efïet, soit P le poids de la moyenne, et ^ celui d'une observation simple, on aura
E, e étant toujours les erreurs de la moyenne et d'une observation. Mais on a
donc
Notons encore que, pour des observations inégalement bonnes, on aura
et, en général, quelles que soient les observations, («0 ^^Ë^ = R2' « = EV/?, ri=Rv^,
(,2) ;,'=^=:^^, e' = E'vy, r' = R'V^'.
22. Exemple I. — On a fait pour la mesure d\m angle cinq séries (Inobservations^ dont les erreurs probables sont respectivement
Quels seront les poids correspondants des observations P
D'après la formule (2) ils seront
et par conséquent (en prenant K = ioo) ils seront à peu près proportionnels à
Cela nous apprend qu'on peut réduire les 5 séries d'observations, quelles qu'elles soient, à 5 autres, toutes également bonnes, mais au nombre de 7 pour la première, de i5 pour la deuxième, de 4 pour la troisième, de 40 pour la quatrième, de 8 pour la cinquième. INous pourrons ainsi comparer une observation à une autre, et dire, parexemple,
que les observations de la première série valent ou pèsent lo fois plus que celles de la troisième, et ainsi de suite.
23. Exemple II. — Supposons que V inexpérience d\in ohseivateur soit telle, quoti ait à craindre de lui une erreur deux fois plus grande que d^un autre obsen^ateur. Quel sera le poids de ses observations?
R. — Le poids sera = ^^ c'est-à-dire son observation vaudra j de celle de l'autre observateur, et pour rendre comparables les deux résultats, il fapdra que le premier fasse un nombre quadruple d'observations.
24. Exemple III. — On a déterminé la latitude 1 d*un lieu donné par deux séries d* obsen^ations , Vune faite avec un sextant^ Vautre avec un théodolite. On a trouvé pour la première et pour la seconde série respectivement les valeurs
>, = 49® i6' i3", avec une erreur probable R, de db 5", X2=:49<'i6'io% M « R^deihS".
On demande quelle est la valeur la plus probable de la latitude et quelle est l'erreur à craindre sur le résultat.
Appelons pitPt les poids des deux séries d'observations, on aura
er, en prenant K= i5*, ils deviendront
Pi = 9» P'= ^^•
Ces nombres signifient que la première valeur de X est équivalente à la moyenne de g et, la seconde, à la moyenne de aS observations d'égale précision. Par conséquent, la somme p^i -r aSij est équivalente à celle que fourniraient 34 observations, toutes de même poids ^ en la divisant donc
par 34» c'est-à-dire par le nombre des observations, on aura naturellement la valeur moyenne de ces observations. Appelons-la L, il viendra
9>,-f-25)., r ^ ai 9.i3"+25.io" r r, n, no
L = ^—y^ = 49" ï6' -+- ^ ^ = 49»i6'io",8.
25. Cherchons maintenant Terreur probable yî correspondante à l'unité de poids.
D'après les équations (ii) et (la) Terreur probable r^, correspondante à Tunité de poids, sera
ou encore et par suite
Appelons maintenant Pie poids du résultat final L5 nous aurons évidemment
et pareillement
>3=:Rv/P,
R désignant Terreur probable de la moyenne L. En comparant les équations, nous aurons
et, eu égard à la relation (6),
ou encore
Dans le cas actuel Rj = 5, Rj = 3, et, par consé(iuent,
La valeur de la latitude L = 49*'i6'io",8 serait donc exacte entre les limites ± 3'', 5.
Notons que l'expression de R peut encore se mettre sous la forme
R = pv>;R:+/^îR
En eflet, on a
d'après les relations (6), ou enfin
(i6) r=p^/':r;+/'îhî.
26. En général, étant données diverses valeurs de x par le moyen de n séries d'observations,
x=: a^ avec le poids /^i et l'erreur probable r,, (17) <^ = ^a • p^ » Tj,
xz=:a^ » pn • r«,
la valeur la plus plausible de x sera
(i8) ^ _ /?! g| -4- p^Oj -\- p^a^ 4- > . . -\-pnan
et le poids sera
On aura encore, en suivant la même marche qu'auparavant,
(21) R = p v//'f/-| -H /'Jr? +/'M + .. .+/>>„'.
THÉORIE DES MOINDRES CARRÉS
27. Supposons qu'entre des quantités données et i quantités inconnues quMl s'agit de déterminer, il existe un nombre p d'équations de condition, supérieur à celui des inconnues. Il est évident qu'en combinant i à i les p équations, on obtiendra divers systèmes de valeurs pour les i inconnues propres à satisfaire à une partie, mais non à la totalité des équations. On ne saurait pas au premier abord lequel préférer de ces différents systèmes, et on n'aurait pas d'autre critérium pour choisir Fun plutôt que l'autre, que de les substituer successivement dans les équations de condition, et de voir quel est celui qui, avec les p — i équations restantes, fournirait un système d'erreurs, c'està-dire d'écarts de o, les plus petits possible. Ce serait une opération très -longue, presque impraticable, qui du reste ne conduirait pas sûrement au but \ car, alors même que l'on connaîtrait les vraies valeurs des inconnues, il pourrait très -bien arriver que leur substitution dans les p équa-
lions produisît des écarts encore plus grands que ceux obtenus par la méthode précédente, ce qui proviendrait évidemment de Tiniperfection des observations qui ont fourni les p équations. Au milieu de ces incertitudes et de ces difficultés, le parti suivant parait préférable.
Parmi toutes les valeurs que Ton peut attribuer aux inconnues, on préférera celles qui, substituées dans les équations, fourniront des diflTérences avec o (prises en valeur absolue, c'est-à-dire abstraction faite du signe) les plus petites possibles-, car il est évident que, dans la question actuelle, peu importe le signe de l'erreur, pourvu que l'on songe à en diminuer la grandeur absolue. Les écarts devront même être tantôt d'un signe, tantôt d'un autre, puisque, dans le cas contraire, comme nous l'avons déjà maintes fois observé, il y aurait lieu de croire à des erreurs systématiques. Mais pour remplir analytiquement cette condition, à savoir de ne tenir compte que des valeurs absolues des erreurs, le moyen le plus naturel c'est d'en considérer les carrés, et ensuite de faire en sorte que la somme de ces carrés soit un minimum.
28. L'application de cette méthode dans les divers cas que l'étude de la nature peut présenter, forme précisément l'objet de la théorie des moindres carrés.
Deux exemples suffiront à éclaircir ce qui précède.
1° L'étude des oscillations du pendule à diverses latitudes amena les physiciens à conclure que la longueur X du pendule qui bat la seconde dépend de la latitude (p du lieu, selon une loi déterminée exprimée par l'équation
\ = x 4-/sin2>I;,
où a:, X sont deux longueurs qu'il s'agit de trouver. Divers observateurs célèbres firent à cet égard des expériences que nous reproduisons dans le tableau suivant :
NOMS
des obterrateart.
Pérou
Petit-Goave
Paris
Bouguer.
Bouguer.
Biot et Mathieu.
Maltet.
Clairaut et Manpertuis.
Sa i n t-Pétersbu u rg .
Laponie
Les résultats de ces observations, substitués dans Téquation précédente, donnent les cinq équations de condition :
Si on leur applique la méthode des moindres carrés dont nous parlerons tout à Theure, elles se trouveront remplacées par les deux suivantes
bien propres à fournir un minimum pour la somme des écarts; on en déduira
et, par conséquent,
X =: o*" , 990555 + o™ , 005679 sin 2 <ij/ .
29. Les variations diurnes barométriques, selon divers météorologistes, paraissent dépendre de la latitude, de l'altitude et de la température du lieu. Voulant chercher jusqu'à quel point, pour un même lieu, elles peuvent va-
Décembre..
100 = X-i-X.2,lb
Janvier . . .
73 = a:-Hr(-o,37)
Février. . . .
93 =x-hr. 2,93
Mars
^S = x-hX. 9.97
Avril
Mai
ii3 — xH-^.i!i}54
rier avec la température, j'ai déduit, des observations quo- * tidiennes du professeur chanoine Parnîsettî, d*Alexandrie, la moyenne des résultats moyens barométriques et ihermométriques pour les cinq années i86i-i865; je les résume dans ce tableau :
Juin ii5 = jr-4-^.22,54
Juillet.... 1^0 = X -4-/-. 25, 12
Août i36 = x-j-^.24,5o
Septembre. i3i = x 4-^.20. 3o Octobre... 109 = x-h^. 14.00 Novembre. 90 = x-t-^. 7,00
OÙ les premiers membres expriment les variations barométriques de 9 heures à 3 heures de l'après-midi, exprimées en -^ de millimètre, et les seconds membres représentent les températures moyennes en degrés centésimaux. En appliquant la méthode des moindres carrés, on trouve que, eu désignant par ^ la variation diurne barométrique et t la température, on a, pour Alexandrie,
ce qui prouverait une certaine influence due à la température.
Pour plus de simplicité, considérons un système
d'équations à trois inconnues seulement^ le raisonnement
ne perdra nullement de sa généralité.
Soient
ax -\- by -{' cz -f- ^ = o ,
a'x-{- b'y -f- c'z -4- r/' nr o,
(i) [ a"x'\-by-\-c"z-^d"=io,
les équations de condition. Soient e, e', e'\ t'",.., les résultats de la substitution des valeurs des inconnues, que nous nous proposons de déterminer, dans les premiers membres des équations susdites. Si ces valeurs étaient vraies, les e seraient nuls; mais comme elles ne sont qu'approchées, ces e seront les erreurs commises, et elles exprimeront de combien les premiers membres diffèrent de o. Or, afin que ces valeurs, par les raisons ci-dessus exposées, puissent être pour nous les plus plausibles, il faudra que, en vertu des principes exposés, la somme
[i) e=^ -f 6'2 -f- e"' -f- g"" -f- . . . =r minimum.
En supposant, pour un instant, que les x^ y^ -s,. . . représentent les valeurs les plus plausibles, Téquation [i) deviendra
j («.r 4- i>X -^ cz-\- dy 4- (a'x -f- b'y -h cz' -f- d)^ ^ ■ \ -f-(«"xH-6'>+c"3-f-^)^-f-...= min.
Mais, par des théories bien connues, pour que les valeurs X, r» ^>« • • rendent le premier membre un minimum, il faut que les dérivées relatives à chaque inconnue s'annulent. On aura donc successivement pour D^., D^, D,,. . .
I [ax -{- bf -^ cz -h d) a -f- [a! x -f- b'y -f- c'z + d')o!
[ax -\- bx-{-cz-\-d)b-h [a!x-\- b'y + cz -h d') b'
(ax -\- by -\- cz -\- d) c -{- (a'x + b'f -f- c'z H- r/') c'
-h a''x-{-by-hc''z -h ^")^"-+-- • -=0.
{ la^x -+- laby-^- lacz -\- lad=iOy (5) } labx-^lb^y -\-lbcz-\-lbd=o,
( lacx -f Ibcf H- 2c'z H- Icd = o,
qui seront les équations normales que l'on cherchait. En
résolvant ces trois équations à trois inconnues, on obtiendra les valeurs cherchées de x^ y^ z. On voit, en général, qu'ayant autant d^ équations de la forme (4) qu'il y a de données et partant d'inconnues, ce procédé conduira toujours à un nombre d'équations égal à celui des inconnues, d'où elles pourront toujours être éliminées.
Observons en passant que les coefficients des inconnues dans les équations (5) forment un déterminant symétrique par rapport à la diagonale, savoir :
/ 2fl% 2/i6, 2rtC, (6) I Zfl*, 2^% ^bc,
( 2flc, 2/^r, 2c2;
et que, par suite, il suffira d'en calculer une partie. D'ailleurs, comme on a
lab =: -[2(û -\- by— la""— ib""], ^ac— _[2(rt H-c)^— 2^2 — 2ff=],
' on voit qu'on pourra déterminer tous les coefficients (5) au moyen des sommes des carrés Sa', et des sommes des carrés 2 (a -i-fc)' des coefficients sommés deux à deux. Puis, an moyen d'une Table des carrés, on trouvera facilement les coefficients avec de simples additions ou soustractions. A cet effet, nous avons donné, à la fin de l'Ouvrage, une Table qui fournit les cairés des nombres depuis OyOoi jusqu'à 1 1 ,999, tirée d'un travail de Schweiger, et que nous avons étendue de lo à 12, laquelle, dans les limites des observations communes et en préparant convenablement les équations, suffira dans la plupart des cas.
31. Exemple I. — Détermination de la valeur en secondes d\tne division d^un nii^eau à bulle d^air.
Plaçons sur une lunette d'un cercle méridien ou d'un
théodolite un niveau, et donnons à la lunette diverses inclinaisons, qu^on lira sur le cercle. A ces inclinaisons correspondront autant de courses de la bulle d^air, et par suite autant de lectures de divisions relatives à la position de son centre.
On peut représenter chaque inclinaison (X) de la lunette, lue sur le cercle, par une inclinaison initiale x du niveau et par le nombre des divisions (/i) parcourues par le centre de la bulle réduite en secondes, en supposant connue la valeur angulaire (p de chaque division.
En faisant diverses expériences, on pourra obtenir les valeurs de x et dej>^ Voici par exemple un tableau :
POSITION
DIFFÉRENC^.S
du centre de la bulle.
entre
les lectures du cercle.
On aura donc
et les équations normales seront
d'où Ton déduit
Par conséquent, pour n'î-mporle quelle position du cercle, l'inclinaison du niveau sera fournie par la simple lecture n des divisions, moyennant la formule
32. Exemple IL — Détermination de la différence de longitude entre deux lieux.
A cet effet, on emploie quelquefois des chronomètres (jue Ton transporte d'un lieu à l'autre en les échangeant. Il est évident que la différence de marche des chronomètres bien constatée indiquera la différence cherchée de longitude. Sans entrer à cet égard dans des détails minutieux, nous donnerons les équations de condition auxquelles a conduit la détermination de la distance en longitude des Observatoires de Pulkowa et de Dorpat, à savoir:
-f- o, 5o8 j: — j — o, 096Z =: 4- o", 096, 4- 0,544^ -+- J — o,3i2z = — 0^,386, + o,54oJ7 — j + o, 2945 = — 0,049,* + 0,522a: -h j — o, 193Z r^ — 0,386, -h 0,6210: — y — o, 1962 = — 0,078, -h o,5iox +/ 4- o, 1142 = + o, 179, -h 0,67 IX — X -\- o,o32z =z — 0,343, 4-0,579x4-7 — 0,0792=:— 0,006.
4- o,5i I .r — X — o,356z = — 0,348, 4- o,535.c 4-jr 4- 0,3452 = 4- o,5o8,
d'où, avec la méthode des moindres carrés et en se servant des Tables jointes à l'Ouvrage, on déduira facilement les équations normales
4-2,860x4- o,o38j — 0,22923= — o,444> 4- o,o38x 4- io,oooj H- o, 1962 = 4- o,63o, — 0,229x4- o, igôjr 4- 0,5342 =î 4- 0,496,
par lesquelles on trouvera
33. Il nous reste à voir maintenant comment on calculera Terreur moyenne dont peuvent être affectées les valeurs de x^y^ z^ ainsi déterminées par la méthode des moindres carrés. Sans reproduire ici la démonstration donnée par Gauss (*), ce qui nous entraînerait trop loin de notre but, nous poserons avec lui la formule
qui donnera l'erreur moyenne commise sur les p équations, en appelant les écarts de o des équations (1) après y avoir substitué les valeurs de x, j^, z fournies par les équations résolvantes (5).
(*) On peut se rendre compte, à notre avis très-facilement, de cette formule sans passer par la démonstration de Gauss, en remarquant en déiinitiTe que les équations résolvantes (4)) (5) ne sont que les équations (1) multipliées successivement par les systèmes des coefficients
a, a', a"; b, //, fc"; c, c'y c" ^ . . .
et sommées ensemble. Donc, dans le cas général, ces i équations résolvantes remplacent i des équations données p, et on pourrait considérer le système donné des équations (i) comm^ composé des i équations résolvantes et de p — i équations prises, comme on voudra, parmi les p équations. Si Ton prend donc, comme nous avons dit au n^ 27, les valeurs de ^, ^i z» • . . dans les i équations résolvantes pour les substituer dans les autres, les écarts ne se trouveront que dans les ;» — i équations. Ces écarts étant donc au nombre de ;; — i, il est évident que c'est bien par;? — i qu'il faut diviser les sommes des carrés des erreurs. D'ailleurs, 'même en opérant de la sorte, la somme Sd* ne peut pas varier, car autrement elle ne serait pas un minimum. C'est par un semblable raisonnement qu'on pourrait, par intuition, justifier la formule (10), § 111; car l'équalion /x = — peut remplacer une des équations données, et alors les vrais écarts se réduisent an — ,1 .
Cela posé, en nous bornant au cas de / = 3, les erreurs à craindre sur les valeurs des inconnues :r, j*, z, que nous appellerons m^, m^, m,,. . ., seronl
en appelant A, B, C les valeurs qu'acquièrent x^y^ z lorsqu'on remplace successivement le système (5) par les suivants
labx-h I b^X -^ lbcz=:o, lacJc-\- ibcy 4- lc^2 =z o,
2fl'a:4- labx -+ 2flcz=o, labx-A- ib^x -{-lbcz = ï, lac.T-\-lbcx -\-lc^z =o,
la'^x -+- laby -+- l.acz =:o, l.abx-\- ib^x -h lbczz=o, lacx -h ibcr -h Ic^z =z i.
En d'autres termes, pour ceux qui sont au courant de la théorie des déterminants, les valeurs de A, B, C seront fournies par les équations
A.A=:-- , A.B=:--— 7T» A.Czir- -,
dla^ dlb' (llc^
A étant le déterminant (6),
Le cas général n'offrira plus de difficulté.
NON LINÉAIRES
34. Lorsque les équations de condition ne sont plus linéaires, mais d'une forme quelconque, on peut encore appliquer la méthode exposée, pourvu que l'on connaisse
un premier système de valeurs qui satisfassent approximativement aux équations; alors on pourra déterminer les différences entre ces valeurs et les plus plausibles, ce qui conduira également au but.
Soient^ par exemple, diverses équations à trois inconnues,
T {jc, X, z, a, b ,.. ) = o,
OÙ x^ y^ z sont les inconnues, et a, i, a', h\ a!'^ h'\ . . . les quantités constantes assignées par les observations. Soient jTi, ji^ Zj les valeurs de x, y^ z, qui satisfont déjà avec une certaine approximation aux équations données. Les valeurs les plus plausibles, c'est-à-dire celles qui ren- . dront minimum la somme des carrés des erreurs, pourront être représentées ainsi
r = ji -+- ^j.,
En substituant ces valeurs dans (i), développant par la série de Taylor selon les puissances ascendantes de dx, 5/, 3-3, et négligeant les puissances supérieures à la première, puisque les valeurs des $ sont très-petites, il viendra
f/F, ^ ûfF, ^ rfF, ^
F, -h -T-^ ^x. -h --^ ^ri + -r-^ ^^.= o>
oa: o;^ dz
F',-h -r^ ^^. + -T^ ^/. -h -~ tîz.^ o, ' cLc dx dz
r/-c rf)^ dz
où en général F["Mndique le résultat de la substitution de •^1? Yi'i ^n dans l'équation F ^"^
Exemple. — La balistique nous apprend qu^en appelant
h la hauteur due à la vitesse initiale «
/ la portée,
i la profondeur à laquelle est (ombé le projectile audessous de l'horizontale passant par Torigine de la trajectoire et tangente à la courbe,
c un coeflScient relatif à la résistance de Tair ,
on a
8cva = ^=''— 2c/— I.
Supposons qu'on veuille, avec une série de lirs dans lesquels on emploiera toujours des charges égales et des projectiles de même poids et de même forme, déterminer les valeurs de c* et h. Si on appelle Cj, h^ les valeurs approchées de c et de /i, les équations linéaires que l'on cherche seront de la forme
-+- 8cî li,\ — (e^'^^— lc,L — i) = o,
et il y en aura autant qu'on aura fait de tirs. En les traitant par la méthode des moindres carrés, on déterminera les inconnues 5c, et JA,, et on aura enfin pour les valeurs de c et de h les plus satisfaisantes
Nous ferons précéder cette étude de trois lemmes
1° La probabilité C d'un événement est le rapport du nombre F des événements favorables à celui P des événements possibles \
Exemple. — H y ^ dans une urne 10 boules blanches et noires y dont 5 noires. Quelle est la probabilité d^extraire une boule blanche?
Cette probabilité sera
2° Lorsqu'un événement T dépend du concours de deux ou de plusieurs événements. Ai, Bi', Cj,..., la probabilité r de T est égale au produit des probabilités a, (3, y des événements partiels*, c'est-à-dire que l'on a
Exemple. — Quelle est la probahili/é d^ extraire de la même urne une blanche et une noire?
La probabilité de la blanche est, comme nous avons vu,
— ; mais après l'avoir extraite, comme il n'en reste plus
que 19, la probabilité de la noire est — • Partant, la probabilité T cherchée sera
— • — = — T5 envH'on -=> 20 19 70 5
3^ Supposons qu'on laisse tomber im fois une pièce de monnaie. La probabilité de faire un certain nombre de fois croix ou tête varie évidemment avec ce nombre, et elle est égale à la probabilité de faire, en lançant ensemble 2 m monnaies, m ziz / fois croix ou tête, / désignant un nombre entier quelconque < m. Soient P^, V^^i les probabilités de faire m ou m -h / fois croix, on aura (*)
(*) Nous donnons cette formule ainsi que les lemmes comme connus, car leur démonstration nous entraînerait trop loin du cadre où nous nous sommes restreints. On en trouvera d'ailleurs les démonstrations dans les divers Traités de Probabiliiés indiqués à la fin de TOuvra^je.
Il est évident que P„,_/ = P,,,^.^, car révénement m-+- 1 croix correspond à révénement associé m — / têtes sur une jetée de m-+- l-i- m — /= 2/71 monnaies.
37, Appelons maintenant ç(^) la probabilité d'une ^jrreur dans une série d'observations également bonnes. La probabilité étant égale alors pour des erreurs soit positives, soit négatives, cette fonction sera paire. De plus, eu égard au troisième caractère des erreurs fortuites, elle devra s'annuler par X = 00 , et prendre une valeur constante pour x = o.
Plusieurs fonctions pourraient déjà satisfaire à ces conditions^ mais, pour se faire d'abord une idée de cette fonction, nous pourrons invoquer le deuxième lemme.
Les chances ou erreurs que nous venons d'examiner sont analogues à celles qui se présentent dans le tira la cible.
Cela étant, soit © (a:*), puisque la fonction est paire, la probabilité d'atteindre la cible à une distance horizontales: du centre, f (j*) celle de l'atteindre ^ une distance verticale y du centre, et enfin cp(r*) celle de l'atteindre à une distance radiale r. Comme le point placé à l'extrémité du rayon r est précisément situé a des distances x et y dans les deux sens horizontal et vertical, on peut considérer l'événement (r) comme composé des deux événements (x) et (y). Par suite, selon le deuxième lemme, la fonction devra satisfaire à l'équation
?(^')?(jr')^?('-'), •
sous la condition
On trouve facilement que la fonction propre à satisfaire simultanément aux deux conditions
est
a, b étant deux constantes.
Od a, en effet,
La forme de notre fonction, puisque Ton doit rejeter le signe -f- eu vertu du deuxième lemme, sera donc
OU, ce quLest équivalent,
C et A étant deux constantes.
38. Mais, en ayant recours au troisième lemme, on peut aussi et avec plus de rigueur étudier la nature de cette fonction. En effet, l'erreur que nous considérons étant par sa nature entièrement fortuite, peut être supposée provenir de l'influence de plusieurs causes inconnues superposées, dont chacune agirait dans un sens ou dans un autre pour produire l'effet dz Ax sur le résultat. Car si Tune quelconque de ces causes prévalait, elle tendrait à accroître dans un certain sens Terreur, qui aurait par conséquent, contrairement à rhypothèse, une partie constante. L'apparition d'une erreur peut donc être comparée à la jetée de 2 /n monnaies (/7i étant un nombre entier arbitraire) lesquelles porteraient d'un côté -f- Ax pour croix, de l'autre — Ax pour tète. Si dans la jetée il se présente autant de croix que de têtes, les choses ^e compenseront et l'erreur sera nulle; s'il vient seulement croix ou tête. Terreur sera ± 2m Ax. En général, s'il sort (m-f-/) croix, Terreur sera
[m -h /jAx — [m — l)^x =: 2/Ax.
La probabilité de Tévénemenl (m -f- /) croix est, d'après le troisième lemme,
*«-»-/ ^^— * « ^ • Posons
II vieu
(Ira
Mais hmAx représente une quantité aussi grande que l'on veut, puisque m, pour la fortuite des erreurs, doit être supposé très-grand. Cette quanli té, multipliée par la quantité infiniment petite Ax^ donnera un produit fini, que
nous représenterons par — • On aura donc
P, ziz C^-A",
et, en remplaçant P^^ par ^(jr), on aura comme précédemment
où C est une constante qu^on déterminera tout à Theuie. Voici, en attendant, quelques valeurs de la fonction
-As*«
pou
r le cas
de h
et la courbe représentée par Téquation j = e~^^*'^ sera celle de ^Sifig» 4? asymptotique, comme Ton voit, de l'axe des abscisses.
Fig. 4.
Comme on pouvait s^y attendre, les probabilités de commettre des erreurs représentées par les ordonnées de cette courbe sont d'autant plus grandes que Terreur est plus petite, et elles décroissent rapidement à mesure que l'erreur augmente.
39. Nous pouvons encore retrouver l'expression de y (jc) en suivant une voie tout à fait différente, ce qui confirmera ce que nous venons de dire. Soient o, o', o'!,... les valeursfournies par l'observation d'une inconnue x, qui sera, par exemple, la longueur d'une base, le poids d'un gaz, etc. On aura les équations, que nous supposons en nombre n^
o, .r. zn o', X nn o".
Il s'agit de déduire de ces observations le valeur la plus probable de .r, c'est-à-dire une valeur qui se rapproche le plus de la vérité. Remarquons, à ce sujet, que si la valeur exacte de x nous était connue d'avance, on aurait la certitude d'avoir commis dans les observations les erreurs
Maintenant, si (f (e) exprime la probabilité de commettre dans une observation Terreur e, la probabilité de faire dans les n observations susdites un système d'erreurs tel que le septième (i) serait, en vertu du deuxième lemme,
et comme plus x tend vers sa valeur exacte, plus on acquiert la certitude qu'on a fait les erreurs ci-dessus indiquées» il faudra que la fonction P, par laquelle on exprime la possibilité défaire ces erreurs, devienne d'autant plus grande que X se rapproche plus de cette vraie valeur. Donc la vraie valeur de x sera celle par laquelle la fonction P devient un maximum.
Il faudra donc que, en posant
on ait, d'après des principes connus,
Cela est parfaitement permis. Si, avant défaire les observations, on demandait la probabilité de commettre les erreurs j: — o, X — o', X — o'\.... cette probabilité serait P, et elle serait déterminée , puisque les erreurs nous seraient connues. Mais, après les observations, les erreurs faites ne nous sont pas connues, et, parmi tous les systèmes d'erreurs possibles et de probabilités relatives auxquelles donnera lieu l'adoption d'une valeur pour x, il faudra prendre celui pour lequel la probabilité de les avoir commises sera la plus grande possible 5 alors le système correspondant d'erreurs sera celui qui le plus probablement sera arrivé, et par conséquent la valeur relative de X sera la plus probable, c'est-à-dire la plus voisine de celle pour laquelle les erreurs supposées auraient été certainement commises.
40. Pour déterminer la fonction ^ , nous admettrons que la valeur la plus plausible de x soit donnée par la moyenne des valeurs (o)
comme nous l'avons déjà vu au § III. Supposons maintenant, ce qui nous est permis,
o' z= o" =z o'" =:,..:= o -{- n oLj nous aurons, d'après l'équation (3),
o -{- (n — l) (o -f- nat.] , ,
X r= z=z o -{- [n — lia,
et l'équation (2) deviendra
ou
Cela ayant lieu pour toute valeur de /i, il s'ensuit que
'^ — est une constante. En la désignant par ^, on aura
d'où
X étant une autre constante.
La constante /, d'après ce que nous avons remarqué, doit être négative, aiin que ^ [pc) devienne un maximum pour a:= o. ?ious poserons donc
Pour déterminer Taulre constante, nous observerons qu'on doit avoir (puisque Ton a la certitude de faire une erreur),
ou
par suite
et enfin
e~^" (Ix I ,
ce qui déterminera la constante C.
41 . Jusqu'à présent nous avons vu quelle est la probabilité "^^(x) de commettre une erreur ol = OV {Jig. 5). Mais on pourrait se proposer encore desavoir quelle est la probabilité de faire une erreur comprise entre OQ = — /3 et
OP = a, recherclie qui se présente souvent dans la pratique des observations. A cet effet, remarquons (que,si l'on appelle
Fiç. 5.
cf (x) la probabilité de commettre une erreur .r, celle de commettre une erreur x 4- ^J^ , c'est-à-dire cp (x-hdx), sera
{p ( j?) -h la possibilité de commettre une erreur comprise
entre x et x -^ djc;
par conséquent colle-ci sera
cp (.r -f- ^.r) — cp (j:) = cp {.T)dv = Ce-^''' tir.
Or, d'après le premier lemme, la probabilité de faire une erreur comprise entre a: et ar -j- dx est égale à la possibilité divisée par la somme de toutes les possibilités de toutes les erreurs que l'on peut commettre entre leurs limites extrêmes, que nous supposerons être actuellement OP = a, OP = j3. Cette probabilité sera donc
Pz=r
C^^*'' dx
C I e-^"'dx
Remarquons maintenant que l'intégrale / e""*«*^/x* exprime l'aire QQ'P'P, et que l'intégrale
/ ^-**'' dx = {)fiç
dénote l'aire totale comprise entre la courbe et l'axe des
abscisses, aire qtK esi fiuie. Ces deux aires, par la nature même de la courbe > diil%rent peu entre elles, et on peut subslituerTune à Tautre; cela avec d'autant plus de raison, qu'au delà de certaines limites on peut admettre comme très-improbables les erreurs très-grandes. Par conséquent, au delà des points Q et P, les ordonnées seront très-petites, et Faire correspondante aussi. Donc, sans crainie d'erreur dans les cas pratiques, on peut écrire, au lieu de Texpression de P, la suivante :
r-*''' dx
Ainsi, la probabilité de faire une erreur comprise entre — X et -h ar sera
Si Ton fait X = oo , on aura P = i , ce qui est évident ; car alors on acquiert la certitude de commetire une erreur. L'intégrale susdite, en posant, avec Gauss, /j: = £, prend la forme suivante :
(T'^dx,
42. Cette intégrale est trop importante dans la théorie actuelle comme dans d'autres, pour que nous ne traitions pas son développement en série. On a, en premier lieu, en développant e""*' en série,
en second Heu, si l'on intégre par parties, on trouve
Kt. en procédant de cette manière, il viendra
Ces deux séries sont couvergenles pour \puie valeur de t; mais elles ne sont d'un usage commode que pour de petites valeurs de t.
Pour des grandes valeurs de f, il est préférable de développer par parties, comme il suit.
J 2r ij t'
dt
/ dt\
mais en remarquant que
U)—Ç e-"dtr=:^— Ç e-''dl
et en prenant la dernière série entre les limites / cl oo , il viendra
on-i-i
La somme d'un nombre quelconque de ces termes est allernalivement plus grande et plus petite que la valeur de Tiutégrale. Néanmoins, en arrêtant la série à un terme quelconque, la somme de tous les autres est moindre que ce terme (*). ^însi la série est bien convergente et peut
{*) En effet, cette somme sera représentée par
ERREUR A CRAINDRE ET MESURES DE PRÉCISION
Soient
plusieurs erreurs qu'on a pu commettre dans une série d'observations, et soient
leurs probabilités respectives.
Il est naturel de chercher quelle est Terreur dans laquelle on a pu tomber le plus facilement. La première idée qui se présente à cet égard serait de prendre la moyenne des erreurs, qui serait exprimée par l'intégrale
( i) / j:ç (.r) dx.
En effet, (p (x) désigne une fraction dont le numérateur représente le nombre des erreurs qui tombent entre x et
mais la plus grande valeur de e-*' entre t et — oo est e~''; donc on a toujours
donc cette somme est toujours plus petite que
_^ 1.3.5. . .(2/t — i) tf~''
qui n'est pas autre chose que le dernier terme de la série, auquel on
e-** »*est arrêté, lorsqu'on a exécuté le produit — indiqué dans le second
membre (3).
x-f-û?j:, et le dénominateur le nombre total des erreurs qui se sont commises entre — oo et -f- oo .
Nous nous rappellerons qu'on a substitué les limites ±00 aux limites finies 5 car les probabilités en dehors de ces limites sont très-petites, et leur présence ou omission ne nuit en rien à l'exactitude pratique des résultats. Par conséquent, toute la somme Xf (x) dx est équivalente à une fraction dont le numérateur et le dénominateur expriment respectivement la somme des erreurs et leur nombre. Ainsi cette intégrale représente bien la moyenne cherchée.
Mais cela suppose qu'on a toujours pris les erreurs absolument entre les limites qp 00 , car autrement les termes se détermineraient deux à deux réciproquement par la propriété connue
tI*^) = ?(— •^)-
^ Ainsi cette somme, que nous appellerons fx^est équivalente à
x)dx.
43. Mais, pour éviter une telle restriction et faciliter les calculs, nous emprunterons à l'analyse elle-même le moyen de tenir compte de la valeur absolue des erreurs, en considérant, d'après Gauss, les carrés des erreurs. Ainsi le carré de Terreur à craindre, que nous appellerons m', sera exprimé par l'intégrale
/•H- «5 ATI* =: I X'^<if[x)dx,
qui, par la raison exposée ci-dessus, représente la moyenne des carrés des erreurs. Il est évident qu'on pourra considérer l'observation comme d'autant meilleure que cette moyenne sera plus petite; car la bonté d'une observ^ction ne consiste pas dans le sens selon lequel l'erreur s'écarle de o, mais bien dans sa valeur absolue.
Il est bon maintenant de se faire une idée de la manière
dont Tarie Ferreur à craindre, selon les diverses lois de probabilités que Ton adopte.
Et d*abord, si Ton considère la probabilité typique des erreurs et que Ton pose
on aura
d'où
44. Si, au contraire, la courbe des probabilités dc*s erreurs se réduit aux deux lignes AB, AC {Jfg- 6), et si les
Fig. 6.
erreurs sont comprises entre OC == — a et OB = -4- a, on aura
En effet, Tordonnée^ correspondante à l'erreur x sera
Mais Taire BAC = ab ; par conséquent
possibilité de X y a — .r
Z possibilités BAC a^
En convenant (le prendre toujours x positivement entre O et A et entre A et O, il viendra
' = — I j?'(« — x]ax-\ I jc^ (a -{- x) (ia: = = -pr
d'où
Ainsi dans ce cas Terreur à craindre est proportionnelle à la base du triangle (ce qui est évident) et égale environ h y.
45. Lorsque les erreurs, au lieu de décroître comme dans \di jîg. 5, sont toutes également probables (fig- 7),
Fig. 7.
on trouverait, en raisonnant comme ci -dessus,
et par suite
L'erreur à craindre dans ce cas est plus grande que dans le cas précédent, ce qui doit être évidemment.
46. Supposons encore. que la courbe des probabilités soit un arc de parabole (fig* 8).
En posant OA = «, OC = 5, il viendra
et puisque Taire DCA = - aft,d* après un théorème connu ,
nous aurons
, , _3 y _ 3 a- — jr' _ 3 a^ — x'
"^ ^^~~ hâb~ ~h* iî^ ~ 4 ^^^
Fig. 8.
Par conséquent
'' = ïJo
Si Ton avait cherché la moyeuue arithmétique avec la foruiule
5*= / 'tv-^ ^^»
on aurait trouvé, selon la probabilité typique des erreurs,
47. En suivant la même marche pour les autres lois de probabilités et eu comparant les résultats, on formerait le tableau suivant, par lequel on voit que le rapport de la moyenne des carrés des erreurs à la moyenne arithmétique est le plus grand possible lorsqu'on adopte la probabilité typique des erreurs.
v/tt
Ay/â
3fl
A/tt
En examinant l'expression (3), on voit que Ja probabilité de commettre une erreur x est d'autant plus petite que A est plus grand. Par suite h est proportionnel à la précision des observations et peut leur servir de mesure. On appelle par cette raison h la mesure de précision des observations,
48. On peut encore mieux expliquer de la manière suivante ropporlunité de cette dénomination.
Supposons que pour un premier système d'observations on ait /
d[hx)^
et pour un autre P
ces deux intégrales P, P' sont fonction de //j:, partant elles
hx = h' X* ;
seront égales si
d'oiJ
li' ~ X
Par conséquent, si dans le second système d'observations on peut commettre avec une égale facilité une erreur double, triple, etc., de la première, la constante A' relative sera la moitié, le tiers, etc., de h et vice versa. Mais puisqu'une observation doit être considérée comme d^autant plus pré» cise que les erreurs dont elle est susceptible sont moindres, et comme ces erreurs décroissent en raison inverse de /i, il est tout à fait convenable de prendre h pour mesure de précision des observations.
Or nous avons vu que, dans le cas de la loi typiqtie des erreurs, on a
m z=z — -^ d'où h=z — — :•
On peut donc établir ce principe que la mesure de précision est en raison inv^erse de Verreur à craindre et vice %*ersâ; principe qui relie ensemble les deux points de vue différents selon lesquels on peut envisager la question, principe d'ailleurs évident de lui-même, par la nature même des dénominations employées à Texprimer.
Notons en passant que la quantité m que nous appelons erreur à craindre, dans le cas d'observations futures et d'une loi connue des probabilités des erreurs, est représentée par l'erreur moyenne des observations, lorsque les observations ont été déjà faites, et se calculera d'après les principes du § III.
49. Nous examinerons maintenant les relations qui existent entre le poids et la mesure de précision des observations. Si nous appelons, comme plus haut, fx la moyenne de n observations
la probabilité d'avoir commis les erreurs '
p — o, fx — o , f*
If
sera, d'après le deuxième lemme, § VIII, égale à
OU bien, en remarquant que
2(|x — o)» = /ip»— 2aXoH-2o»=:/îU -\ + i-^ ,
et que /ui = — ^
Pour juger de la précision du résultat, il faut voir quelle probabilité P, il y a de commettre une erreur z sur la valeur moyenne fji avant de nouvelles observations.
Nous aurons le droit de croire d^autant plus à la bonté du résultat obtenu que cette probabilité sera plus petite.
Soit donc y z= u.-^ z la vraie valeur de la quantité que Ton cherche, il viendra
P — ___ ^— iiA«»«-5Aî»2(|i— o)A«(|t-o.«
à savoir
P,=iPe-«*'''.
En appelant H = /iy//i la mesure de précision de ce résultat, on obtient
ce qui démontre que, pour d'égales probabilités P de commettre les erreurs fx — o, c'esl-à-dîre à circonstances égales, la probabilité P, est d'autant plus petite que Ay^fi est plus grand, c'est-à-dire que le nombre des observations augmente davantage.
Pour un autre système d'observations, on aura
dont on déduit
Mais, comme nous Tavons vu § IV, les nombres n, n' sont proportionnels aux poids p^ p' des observations; donc on aura encore
Par conséquent, les poids des moyennes sont proportionnels aux carrés de leurs mesures de précision^ et en nous rappelant que celles-ci sont inversement proportionnelles aux erreurs à craindre, nous retomberons sur le principe connu § IV, que les poids sont inversement proprotionnels aux carrés des erreurs à craindre, ce qui confirme et rattache ensemble toutes nos théories.
D£ L ERREUR PROBABLE
50. En général, quelle que soit la loi des erreurs, on appellera erreur probable Terreur telle, qu'il y ait la même probabilité d'en commettre une plus forte ou une plus faible.
Soit ainsi BAC [fig* 9) la courbe des probabilités, et OM
Fie- 9-
l'erreur probable; il faudra que l'ordonnée correspondante à OM partage en deux parties égales l'aire AOX. En
effet, comme chaque aire AOMM', M' MX, exprime la probabilité que Terreur tombe entre O et M, ou bien entre M et X, et comme. ces deux probabilités doivent par hypothèse être égales, il s'ensuit que les aires le seront également.
Comme on peut en dire autant de la partie négative de la courbe, il faudra que Taire entière NN'M'M partage
par moitié Taire entière, ou bien qu'elle soit égale à —
L'erreur probable, que nous appellerons r, sera donc celle pour laquelle
ou
y [x) dx =
Supposons que — a et -f- a étant les limites des erreurs, celles-ci soient toutes également probables^ comme dans ce cas
il viendra
— </.r zr= — — 7 ;
la la 4-
d'où
ce qu'on pouvait prévoir; car, naturellement, l'ordonnée qui correspond à Terreur probable passera par la moitié
de,AB [jig^ 7). En se rappelant ensuite qu'on a m = — ^ (p. 55), on en déduira r = - ^ m.
Dans le cas dela^i^. 5, on a
d'où, en comparant r avec la valeur de m = — =? qu'on a déjà trouvée en ce cas,- il vient
Dans le cas de la loi typique des erreurs, on a
J i/tt J—x \/lt t/O
d'après les notations adoptées au § VIII. Posons f=a-, cette intégrale, que nous avons déjà appelée (<), deviendra
0(a) = -Tz 1 e-'Vr.
Rappel on s-nous que Ajc = /, et qu'ainsi lerreurjr eslconl- 1 . « a a . I prise par hypothèse entre — y et -f- t* puisque /// = — p?
elle sera comprise encore entre (6) q= cam ^2.
L'erreur probable sera celle pour laquelle on a
c-^'''dx = l-,
ou bien, en désignant par p la valeur qui rend
celle pour laquelle on a x = y» On trouve
p irz 0,4769363.
Comme on a
il en résulte qu'il y a la probabilité -» c'est-à-dire i
contre i a parier que Terreur est comprise numériquement
entre o el r, ou bien entre o et — r^-^»
h Nous donnerons ici quelques valeurs de qui serviront à faire mieux comprendre la marche de la fonction :
Pour / zzi o , :Î76 = p, on a (^) ziz o ,5 ; /=r 0,595 =rp, 0(r) = o,6;
^=0,782 — p, (^)=ro,7;
rz=:o,906c=p, 0(/) 1=0,7;
/=:I,lOOr=p, (f) =0,8427005;
tz=z I,l63 = p, 0(r)=:o,9;
/=I,82lz=p, 0(rjrr:O,I9;
rrr=:o,3l7=.p, 0(0 = 0,999;
/ = 2,75i ri-p, 0(r) = 0,9999;
t ce r:r p, (^) 11:-- I.
On déduit de ce tableau que, pour les erreurs supérieures à
la probabilité est seulement de
Remarquons que les deux équations hx=zt^ hr = p donnent
et que, par les deux autres
on obtient
(8) rz=p^'2j /7i = 0,6745 w,
où m sera Terreur moyenne dont nous avons parlé, s'il s'agit d'observations faites, ou bien Terreur à craindre sur des observations à faire, dont on suppose connue la probabilité des erreurs.
52. En rassemblant les valeurs déjà trouvées pour /• relativement à m, il viendra pour le cas des Jig. 4? 3? 7
ir=z o,866/w, r = o,7i7w, /• = 0,674^^;
d'où Ton voit que Terreur probable est moindre que Terreur à craindre, ce qui doit être. Pour s'en faire une idée nette, supposons qu'il y ait mille erreurs également possibles distribuées entre o et a, Terreur probable sera évidemment -5 tandis que Terreur moyenne sera bien plus
grande, puisque la somme des erreurs de - k a est plus
forte que celle des erreurs de o à -• C'est pour cela qu'on
a justement appelé cette moyenne Terreur à craindre^ car si, d'un côté, les erreurs au-dessous et au-dessus de la valeur r sont également probables, de Tautre, leurs grandeurs étant différentes, elles n'ont pas la même importance
pour la précision du résultat, et Ton doit craindre plutôt, même à égale probabilité de se tromper, de faire des erreurs grandes que des petites. Cela se verra encore plus clairement si nous supposons, pour un moment, que les erreurs que l'on peut commettre pour une loi donnée de probabilité représentent autant de sommes à payer. Quoique ces sommes aient égale probabilité de sortir au-dessous et au-dessus de la somme r, il est évident que, pour s'en garantir, on devra craindre qu'il ne sorte une somme supérieure à r plutôt qu'une moindre, car au delà de r les sommes, tout en ayant égale probabilité de sortir, sont pourtant plus grandes en valeur absolue.
Remarquons enfin que, des deux équations
et (§ \'II1)
fx - - _ ■»
on déduit
rzr^ 0,476936 V^TT/x,
Telle sera Terreur probable commise sur la valeur de la moyenne arithmétique.
Pratiquement, au lieu des intégrales
r/»00 xt^[x)dxy mz=i j x^(^[x) d.r^ J o
on peut prendre la moyenne fjii des valeurs absolues des erreurs, et la moyenne nti des carrés des erreurs.
Soient donc n les observations, et voyons quelle différence nous trouverons à substituer f/| à fz.
Soit
X H- x' -+- jt" -+- . . .
OÙ x, x', x'\ . • . sont les valeurs absolues des erreurs, et faisons
on obtiendra
co-
= f*î -hfx— 2/x,p,
w* z= — -- H- fx* — 2 — u H ~- :
mais on a
et comme la moyenne des valeurs x^ x\ xl' ^, . . est ]ut, on pourra substituer à la somme YtXx' autant de fois \i.^ ^^ qu'il
, . /2 (/?— i) y a de termes, a savoir *
Ainsi, on aura approximativement
ou
et
On peut considérer cette expression de « comme Terreur à craindre sur fx, et par suite (5) Pintégrale (a) exprimera la probabilité que (|:x) soit compris entre
Ces formules, auxquelles nous sommes arrivés bien sim-
plement, contiennent la conclusion d'un Mémoire trèsimportant de Poisson sur le tir à la cible. Il suflGra d'adopter pourfXi et rrii les moyennes (en appelant, par exemple, r la distance au centre à laquelle frappent les balles) de /i' expériences précédentes, de sorte que l'on ait
Ir
et alors l'intégrale 0(of) exprimera la probabilité que sur n' nouvelles expériences l'écart moyen du centre des coups tirés soit compris entre les limites.
54. Pour permettre d'évaluer dans la pratique la probabilité des erreurs commises, nous avons donné dans les
Tables II et III les valeurs de î et de - correspondant à l'intégrale
La Table II nous donne la probabilité que l'erreur d'observations est comprise entre zp t. Ainsi, par exemple, on trouvera que la probabilité que l'erreur soit comprise entre =p o,3 est 0,829, à savoir : qu'il y a 829 contre 671 à parier que l'erreur sera comprise entre ces limites, oUj en d'autres termes, que sur 1000 erreurs commises, 829 tombent entre qp o,3.
La Table III nous fournit la probabilité que le rapport de l'erreur d'observation à l'erreur probable soit
compris ^entre les limites ^ i indiquées dans les co-
lonnes ( - ) • On voit, par exemple, qu'il y a o,363 de probabilité, à savoir : qu'on peut parier 36 contre 64 que Ter-
reur ne dépassera pas les — de Terreur probable, ou que
la valeur probable a d'une observation donnée sera comprise entre a — o,^r et a H- 0,7/'.
APPLICATIONS
S5. 1** Supposons que Ton ail fait n observations d'un phénomène également bonnes : quelle est la probabilité que Terreur commise sur la moyenne soit comprise entre les limites d= /, de sorte qu'en appelant M la moyenne, la mesure du phénomène ait pour limites M — /, M -f- /?
Posons
d'après la formule (6) du § X, (a) sera la probabilité clierchée, et a aura la valeur
Or m est à peu près égal à (§ III) ; donc
Admettons qu'on ait fait, par exemple, avec le théodolite d'un aijgle compris entre deux signaux, les aS obser< vations consignées dans le tableau ci-contre :
A!IGLE.
ANGLE
Sommes. 770 Moyenne. 3o,8
.Proposons-nous maintenant de savoir quelle est la proba-
bilîié que la moyenne ]VI= 33° i7'3o'', 8 sera comprise
entre les limites M — \" ^ M -4- i"^ on aura, en remarquant
que dans ce cas /= 1,
et ensuite, au moyen de la Table II,
Il y a donc 32 contre i à parier que l'angle, dans une nouvelle série d'observations, sera compris entre 33° 17' 29" et 33<>i7'3i",8.
56. tP Le poids de chaque observation est Q : quelle est la probabilité que la moyenne de n observations soit comprise entre les limites ±là\x vrai résultat?
D'après le § IV^ en appelant Q le poids de chaque observation, celui de la moyenne de n observations sera /iQ; et en posant, comme il est permis, dans le (9) ^IV,
L = I, on obtient la relation
= ^Ip\
la formule (i) devient alors et comme p = wQ, il viendra
et (a) sera la probabilité clierchée.
Soit, par exemple,
Q3=io, /ï = 4o, /=ro,6, on aura
et par la Table II on déduira © (i, 2) = 0,910, c'està-dire qu'il y aura 10 contre i à parier que la moyenne est^ comprise entre les limites données.
57. 3° Supposons que la vraie valeur d'une quantité soit V, et que les observations, au contraire, aient fourni pour moyenne une quantité V -h E dont les limites sont ± l : quelle est la probabilité qu'il y ait dans l'instrument une erreur constante E?
Le résultat O des observations sera compris entre
V+E — / et V + E-h/;
donc l'erreur constante E sera comprise entre
— (V4-/)=:0— V — / et O — (V— /)=0 = V-4-/,
avec une probabilité égale à celle que O soit comprise entre les limites V 4- E zp /.
Exemple. — Supposons que Vangle vrai entre deux signaux soit de 33° 17' 33'', 8, et quil swpasse de Z" celui fourni par la moyenne : quelle est la probabilité
quil j ait dans V instrument ou dans la manière d^ohseriner une erreur systématique comprise entre \" et 5''?
On aura dans ce cas
et d'où l
Jl
Ci' 5 et par conséquent
sJt,. 133,90
Il y a donc 996 contre 4? à savoir 249 contre i à parier qu'il y a dans Tinstrument une erreur fixe de i à 5'; ou bien encore que la moyenne déduile de nouvelles observations sera comprise entre 33*^ 17' 3 1'-, 8 et 33° l'j" 35'', 8.
S8. 4** Exemple. — M. Dumas fit dix-neuf expériences pour déterminer /'équivalent chimique de Vhjdrogène^ en se sery^ant de V acide sulfurique (S) et de V acide phosphorique (F) comme corps desséchants.
En représentant par 100 l'équivalent de l'oxygène, les résultats des expériences seraient les suivants :
Moy..
La somme des cariés des erreurs étant
si ron suppose /=o,oi5, on aura, comme dans le premier Exemple,
o,oi5xi9 ^5
d'où, avec la Table II,
Il y aura donc, comme conclut Cournot, 32 à parier contre i que l'erreur commise sur la moyenne I2,5i5 est comprise entre les limites ± o,oi5, en supposant les observations exemptes de toute erreur constante; ou bien, si Ton admet Vexactitude de la loi de Proust, d'après laquelle l'équivalent de Thydrogène serait i2,5oo, il y aurait, au contraire, à parier 32 contre i que les résultats de M. Dumas, dont la moyenne est I2,5i5, sont affectés d'une cause constante d'erreur tendant à accroître les valeurs. — On voit par là de quel secours peut être ce calcul pour permettre d'apprécier à leur juste valeur les expériences dont abondent les annales de la science.
TI
,ozS> ,8858 ,8879 ,8306 ,8^3
3,4969 3,5006 3,5044 3,5081 3,ril9
3,9800 3,98fO 3,9880 3,9980 3,9960
— Tn —
un
IS
at
4,473Sl 4,4775; 4,48171 4,1853.
— Tm —
4,2fM
i,nn
8,72Wl
fi ftttttii
o,yssa
8,9491; 8,946lj 8,9521' 8,9589 8,9649
12,3316 12,3387 12,3438 12,5328 12,559ii
I 3.1 ( 3.2 I on 3.i I 3,5 I 3,6 I 3,7 | 3,8
n e,net
SB e,ï3M
HT
:S,!nS5 II
>,S8H tl
'D,E£Sll I]
e.SÏM II
lt,«01I 11
IMOKO 11
tS'15,«0U M 1.1,SIM
II ufign is,Biu
It ti,B4M 11I,«MI
. l(.S7ti!lS,SS7( ■s Ii,88i«: IMESt
Il ii.ssittjis.e'ir
I lt,M» Il
iMin II I ie.ttn II , i»,e>H H
1 9,tU3 H
I D.iew i<
I 9.UI(9 l<
I tlKtlil II
18 13,1 IM II » I3,il7l II Il t3,tti8 11 « 13,(391 II M I3,131)« Il
11,3»* 1l,g(Be 11 _ ll,3S3S 11,9(78 1!
• II.370i|19,lE(Sl< -. 11,3771 lï,««n 11
II
1 ]3,8C*( Il H 13,8078 II
4 l5.0S((ll5.g(U 19 I5.««« I5.»B( 15 15.0699 15.8583
s le.iftie i5,sgsi
1 irU088 15.8969
.38(1 15,1391 :t3.9!j .37n|]S.1391 15,91. _ .3703 15.1(77 15,9381 .3888 I5,t5£4 15,9((l ,3Ki|1S,1t31I5.95H .19»' 15.1718' 15.9099 ,(l»«i 15,1 788 15,9089 ,1171 18,1808 ir
dlIG,WS«|)e,8IM 11,
H it.nHte.8iu 17,
It.liM le.KSM ia.l!!H 10.8671
t«,aet] ]t.»n:
IS,S711 Ifi.KKIB'
II* 1 s, «SOI 18,891] "".SSSI l«,BOM!n; ,»9tl l<l,Mll!t 17;
I ie,B
ifi,iiit,ie,9«(
II
I«.Mh'17
MfS,lMS
ti 18,1981 ni8,H1t
itiî,nu
l»18,B3M U 18,Sllt
«i8,aM
»,377l W,tB8l
i«,nuM,fr»
t«,nUM,HH
»,ie4B M,tgsi
IS,41t8 M,3MB 1B,I1IB ft,313B 1S,U8S H,MII 1S,4BH
«118,(717 1118,1881 II 18,at78
B ltl,7îî9 <B 18,7318 .4'lg,7iN
»ll8,7iBB 1118.7378 '8118.71»
Av.tfiBi ii.iavd ia,«IBBi
»,37SI nins 18.1371:
il 18.84(3 8 18,8Sn ■t 18.8111 S 18,8783 «'ia,B7M all8,B877 «118,8114
'11,1BM H,tH113,MDl U,]<Mn,mi,!3,*(t6 ll,17B( M,1«B8 fS.(tiH 81,1878 M,1IS8 11,0888 «1,1H8 M,l!71 13,1784
11,47(8 Il,3m 1«,I831 H,37ei
IS
Ill.BMB 11,1388
|t«,8479 18,8178 IB,B8«I «,6879
«,«111 'lt.1Slt fl,!813 11,1938 11,1788 31,»91
11,»7«8'»,11t4 «,lBlt|ll,9»g
11,1981 »,iaii
«3,1381 13,1437 13,1KII3
ia,ieiiB
13,17flt
i3.mi
Xt.193S
11,1784 «,1394 91,1878 13,«1M ll.»73 13,1817
11,1181 rj,i7ie
H,4ies
91,4197 13.1889 IMm 13,1988
H,4BS1 13,4189
ll,4«7t'l3,41K8
Il|ÎS,4S!ia
M, (961 13,4 Bi 8
n,E11Il 13,1718 »,U4B 13,(837 n,ll34B tl,<134 HUIS, 13.8831 «l,EB3e.93.BtîS
ii'l«.(«3'n.»H'l8.«tîS
S.33aRiS,ia
n'.tm
ll,f6IB 13,9111
»,«SMK(7M
H;*8*tn;«3*(
Do'aMKiod *e,in(io'si,(ii(w'3R,mn's!i,i6i»'3s,îM(i
M iss,(iiai> m.iH9t
J8.inB« g«,17D6 3«.îtll«
3«:5tl4 33^B5)t
MiîJI,MMM,l)3il
S8,tlli M,18IB 3t,t7H
3«.SIn 33,8031
B3,«,<i3Diiïe,g[W
Ï7,(I7IÏ
i8,t9lg «B.inSI SB,tB3l
«,Oi(»,«,l»Sg
S8.l3!i M,lBatl 3B,«HI
31,5350 33,8eoï
«.owd'm,»»
«8,11» «S.ll(a 3S,3«M
ss
a.mt M,<nii
«8.IB3S ÏB.«iiS 31 3l6t
u.inM H,mi
«,ll«
ai.iait
«8,17H:Si,«4«3
IS,(II
ÏS'fîîî
nUegi ig,!ii«3'i9,»ois
!i'îî!!
îl.nSfl ÏS,M7(( Î9.BIB(
3l'.g3ii
Vi"m
ïî'îîS
w.ioet
«7,<8»D «g,Si7S iD,ttïm
30,1SÏB
36,3in
lS,4i]D
ÎT,4BWI ÏS,5aSÎ M.B371
siieoii
î7,ïllH'!B.SBBI»'ï9,B18B
îî'ÎSi
Ï7,l»»5 *8,S797 î9.411gD
m;7II81
aslom
a.ml
is,i7n
tS, 81 s
t7,l131B ti.mi SB.WVB Î7,!4IÏ ig,BOII Î«,«8B1
ïlill'll
M.iMl
le.wifl
îuiTSi:
it
aiisiii
ao^oo
«S,!iWS W.SHS
Ï1,5BÎ5
iS,9!83 !9.79tX
t6lA
m i!i,MH n,«i«
HB H,m8 I7,l»t lB,S7gi
N| 6,0 I 6,1 I 6,2 I 6,3 \ 6,4 \ 6,S | 6,fi | 6,7 j 6,8 | 6,9
3S,oiaa ti,ïXM u -. 3a,o«u 37,iui n
H 71,1711 3B,NSS 31 M 3T,a»» JB,lllii ai
10 I1,WS4 3g,!n«8 31
11 37,3077 3B,S3S3 31 il 37,ÏIW 3S,S5I7 31
36,IS01 37,33il'3f
M,13ai 31,34(3 3B . H,1(U 37,3585 »
ll!H.I5n )7,»«g 3B '^- at,1«a »7,M10 3S
'3fl,tR01 37,3931 38,«!B1 31
|3C,19B1 37.i«lS 38.8187 31 -,'lfl,M(3 37,4177 SH.Stlll 31 I8i3>,lie3;37.iWS 38.6(33 31 "I 3S,Hg4 37,i4i9 33,0730 31
I 3t.{|I 04,37,(544 M.OtSI 31
M,IS«4 37,(Sm'3B,7<gB 31
I ail.l«lB 37.4780 33.7133 ^1
I 3a.t7BSi37,l9ll 3g.7tS7 31
I 30,«gM37,SS3i 38,7381 31
I 30,300e|37,5IHI V75«6 4(
I 30,3117, 37,E!70:3g,7«3l il
I 3e,33t8 37,GïJi:38.7g80 4( I 30,3(88 37,3ei3|38,B0«4'i(
I 3S,3S«« 37,S7Se 38.819«'(( . 3«,373«'37,SS9S 38.81À('4( t3«,3830 37,eol4 38.8378 (( I 3S,»71j37,8137|38,83«3 40 L 3C4«M.37,e9«Bj3g,gOig 41 i 3B,4111 37.0381 '3S,inii' 40 I 38,4333 37,6305 38,8377 40 ' 36,4451 37,6618 38,1001 40 I 3a.4!I7( 37,6730,38,9110 40 I 36,4605 37,6873 38,9161 i40
) 36,4816 37,6090 38.9376 4( 36,4637 37,7111 38.9501l4( I ai,Wlg 37,7141 38.9616 « I 3S,St7S 37, 736t, 38,9750 «( . 3ll,SlW,37,7in, 33,9873. 41 i 3S,BflO 37,7016 39.0600 U ; 36,5641 37,7733 39.6115 (1 [ 36,S66« 37,7856 39,0150 « I 38.5783 37,7079 39.0375 i( I 36,3904 37,8l0i|39,03D0 41
il (5,1987 4<
10 16,tt5t 41 19 45,1311 4<
NI 7,0 I 7,1 I 7,2 I
ts
IS
sa
52,0il8
62,7264 62,7422 62,738ii 62,773Î' 62,789g'
XTflI
1,4 ; 7^ , 7.ti , 7,7 7,8 , 7.9 jl
n.-.*a 31.1»» s*Kn jum;
W.7t« II.I3« «.ÏTT« Sl.«Ti
i*.tm; ïi.isfi siMis si.«ji«
U.-IU Sl.lRt IIMSI SI.MM M.T3» ÎI.ITST ÏÎ.MM SI.MU i*.7TI* Sl.»it Sï.£0« St.M*)
u.nr.i si.mj si«iM ïi.ii»;
»,Mli Sl.iiM SiWl» ïl-lili
SLMe IT.MiS SM.'ÎS M.tOS (I.C*i3 Ct.W>s' ILSITi S7.«IT< S«.3nt M.ITW Cl.C»! a.iKi
SÎ.SHÏ iî.niT a.ïni umh t^.tsa «.aiî xui-;! n.«sn n.»i ci.i«m «.mm atsi , a.3Rl R,««s I8.»n u.iiis «.cgji «j,M(i :
K.I7Tt ST.t7W 9l.:aM M.KM «.T»l» CI,MM t
Slwss sj;i»*i si.tf^ wJTiî tLTîiî n.ii38<
« B.ETT 31
SI.T(»S
SI-»» 3i,SW
-^<es 3T.1K: %«3«1
îj.m( n.iBt) s«.TMi 3.BW n.iwi 3».'::; sLim I7.£iii si.Tin
IS.-iH S;.}*H SI,TU> 33.7111 STJ'iil SL-^4 1I.7S« I7.ta> st.via
a »,tTM U,»» 9a,»JU Sf.WU 3!
,71 i9.Mt9 Il.l
[71 is.nn si.ii»
171 3'.«n3 Il.iSIR
711 yi.w>*
m u.tsn 3i.5m
TH M.MM 3I.30T JTBïll.lIiî îl,
M;M.l}ll'si,SSli ,il|H,liH,S1.3t« <i|[M.1II7,EI,Sni
II,M.l(t
Il M,iai »,(0N, El!Et,ini SlMli
* H^iii si.inc n M,tsi si,isii
a H^im «.wn
Sï.gU*3i.
si^MTi slhic
si.mïi st.ii»
~.§a« 3IJII1
-.im 51.3W1 Sl.Stti 5i.il3[ Sl.»(7 Si.l»l
U.M43 n,au
Si,»» Si,IUt ».«Si.Sl.fGI[
u.iin si,i7H
S3,M73 Si.inS
B3;«1E1 ,S1,SW7 33,*3n]S[,Silï
's3,mt
Sl.«83g 31,3131)
53;](S1 31,in8
S3.n»,Sl.S>H3
SI ,tSIT 1 51, 1103 31,5173
W w,Mn si.eMi|
n M,en,ii,7in m;h,ins it,7iu n,M,>iNSi.7i'n
U|SI,Jlf8.ll,i5U
SJ.HU iSMUl
B3,isr]:ii,«i<t
ia,171I 51,6111
33,nT« si,inM
33.tll( 3(,7DI8 SI,!!» 31,7139 ^.tSn 51,7301 33,1731 |3(,7{13
$5.81» I7,3M> 3«.SiH 3\«1M I7.Z331 S^UK 31.8(37 n.33t] S8.8TU 55,8lf7,njUÎ 3g.8MI
- .JW&,n.M5i
S.S3M 37.39Jrss.Hn S3.*Ki3 n.]IM S)I.S1>3 33.»UI n,IHI Sg.M17 S,113i 17.1111 U.SC78
SSti 57,13*1 SB.M1I H,MI1 n.ITlt 5g.n
3S:miC7.l«7 s«.it3r
&W33 37,Stll,Sl.ai<«S U,-«U,57,3!7I |Si,»13t Se,«Si 37,3331.19.1301 S<>,(IH 37,3171 IS9.17(S 33, «sa n.Sttt S«,t9M S6,«7lll.I7,S777:5a.III33 Sa,WSI 37,SH1 5(.1M7
5S,1MI :n,U3I|B9,13«l SB,I13i;S7,«J3 31.1 SIS 3t,l3ll!E7.tlSS[s*.lSn 3I,1U( 37,1311 191.1811 M,iBH,E7,(«S8SS,inS SB,l7St'in,Sfi( 39.1131
sa.iiiH S7.eiMi 39,im
53,11)31 ST,71U 51,1 m IS,11H n,7«H 3«,l3n
si,t»i S7,7i(s sg,i7ta
M.i011 C1.T951 ti.m»i
n.itB* «tjiii «i.3ni^
n.lMl 11.8118 *J.itHl
«.nn «JliS K.!!»
M.itn «.mt S3.U71,
«.»S1 •I.8n7 13.1731 W.lil8 «.MSI >S;18M M.3nl 8I.HII 0,5«S8
MJ7» tl.lMI ts.sm' M.Ï78t,II;»»e (3.1368!
M.»» tl.««81 «,5318!
31.(195 ll.*B(r«,:M8T M.(KI lt,MW<«3,S8i7| U.(SM;<l.llSa «.UOA *t.(UliCl.Uli C1.S1IW
HT
,,„ISÎI«.«8S'
•«.SUS <l,178e,C3,<«4t
■l,SiU,«,ll« •S.HMii
:H,SW RIUl «3,7»3 M,573tlil,IU7:S3.7!S3'
(i.dU 81,1111 (3, (O.S9t7 et«71 (3,
(0.713) (i.n37 sa,
(t,7M8 81.1111 O, H,7(H It^SlSl O,
e(.7ai (1.331* n
U.Tin (1.3I(B «1.13S( S«,7«» ti.M» S1.9H«( «(,8088 ttnil «,MW (0,8IU «,»» «3,9841
01 Ci.OlOO 6q,6262
64,7oî2
(J<),38flfl 66,4062
79,3881 79,4039 79,4237 79,441ft 79,4394
79,4772 76,4931 79,5129 79,5307 79,5ft6
|N|' K,l) i S.l I 8,3 tj,3 I S,i . 8,5 S,6 :
» M,IHII Bg,H«lw.7nsl7l
« m,i3ss «fli» -■
i7 SMSSl W,«S5
H M.i(U ag,ii»
Il M.Hu'w,ItM
a «•.Etn 68,i«is
m.TTMTI
I,1II7S
W,HUn,(Ul <i M,S3M «.(751. 7( «,8170 «,iS(l 7(
M,M13 «,5087 71 «,8797 «.SSSS 71 BS,8HI) «.tilS 7(
H,HM'eg,S1« 7(
u,usi as,ms i<
N,MIS D8,Utl 7<
M,*TIB «,«47 7f «,«««'«,6(11 7< «7,PIH:m.«7B 71 n 67,(137» «,6711 71 17 67,fliï3;flS,B9l» 71 9 67.6397 iSJVlS 71
Il 67,0161 es, _
3 ei.lMH «8,7167
K n.ittn (8,7173
« 87,I»f (8,7138 » «7,l(lt (8,7»U
li 7a,S«S 7fl,3ï«5!86,IOU K<7>,«H 78,31»; I SI, liOl
Il|7«,lllns 78,3179 86,1383 iipMIIt. 78,3716 86,1S« 1176,63*1 7B.39S3 80,1Twhe.tSM 78.(116 80, IS„ ai7«,6l>7S 78,(S8T S0,M99 Mi76,Bg»l 1H.iM( BO.Ï!-~ I6;76,7»«:7S.(B« 80,Si™ l3|7B,7i6I. 18,(819 B0,ÏS37
m!i6,7Î7I 1S.(|»»6 80.ÎB16
l|7fl,77*6 78.a3S0
1S,Mt9|7«,8»77 K
70,*!l« 70,073B 70, MOI
71,7(69 i; 7I,7Sia T.
l3 1iM»
a 7S,93M « 7«,9(St
IW.3I7( 80.33Si
80,3333 fU.3719 86.3891 86.1011
( 7t,9iu r<
Z 15,3Sm T 17 11,3711 T i( 7S,3»15 T 11 15,4116 7' , fl 75.119» 7' N 13,7191 15.(166 T N 13.13m 15.1610 1' 11 13.1531,75.1813 7' Il 13,7769 15,(981 T
11,1881 75,5161 T 13,SDS3 15,83» T
ia.s«s,7r
la 78.87ti 86,(5ai I
._,__i0 86.e7« I! 78,69H 8f -•- 17 78.9135 « H 78,6431 Ht
ti.Sm 76,5696 7i B7,lini.«.SS«8 10.5181 71 S1,ï!3B «,873(;7V,B131 li
fl 71,3811
a SS,M»I 83,8873 «
a BI>,3NB ei,IH3 9J.IIU
S ro.mi(st.«fi« 93.1118
ra S8.:ui3l8i,ï(n aa.ieit
IK
i« an, nu 8'
>S gi,(E«7|93,SI19 91
[8 i)7,«9C >9,ltlS Il 87.1393 99,!11B
W B7.Kig9 gB,«li:
Il 17.9788 »a,lCIi n (7,M83, 99,181 3
»«7.!n8i;!in.»ii«
.8 97.338* 90.3111 m 98,3913 197.^77 a9.3ni « BS,1138 '97,3771 P,3C10 le 05,1334 «7, 3971. 09,381 g
ii 89.7188 91 n W,7S77 91 19 88,7897 01 HI 80,7788 01 iO 80,70(0 01
11 so,ai:«i!9i
10 80,8388 91 HI 8e,8SU|01
19 93,8180 >0 0>,8«81 Iï93,»i7« 13 93,8889 18 91,8863 18 03,«3e 18 93,8Wa
BS,lHe 97,1!
etit,BI91 81
,88 8B,8BBi'8'
X0 ' BI,0«1S ' M,e8ii
>7,Oni'90.flO*li )7,0.11t 09,0101; n.tSS» 99.8!.n3< 57,0737 OB.0003i 97,6038 99.0803| n.713!l' 90.700* 37,73.10 00.7101 97.7818 99,7(01
)7.K7It 00.8000
)7,s9ii no.ssoo
17,0110 90.900* 17,0308 99.0100 J7.0S08 flO.fllOl
n^OOOl O^OBOO
W| JO,Q I iO.i 1 lQ,i I 10,3 I 10.4"! 10,S |'lO,6 | 10.7 | 10,8 I
i«i>,-aM3 iM,int|
IH.tlIH IH.iOOS
ISD.H1I'
:DD,tMi3 MMU
l(ll,*S«8 lM,iaiï
Ii)l,]ai3 iBe,lsiB
KK.Kie:]».]-»!
,1D1,1(«I ltH,lS3S
IOS,ÏSi5;
!«t,3I31 11)1.333 ij
IH,3S3a
101,3)170 10<,<10i m.Hll8 — ,«151 IIH,t811 108,5317 .1170' IOS,tgn I08,SÏM .,{lBi I0«,5«îi 108,3704
I«a.i4tl I04,468S 10a,EI3fl in.iSig 101,1801 IOC,5(3e
111,1711 io{.r
!»»,t033 loi,! ___
lOi.siss ioi,iBos iM,nie
!Si,n
)i.B71Bll08.«Iin l)t,SSlS 108,8100
u,oiie:io6,n73:
iîiiï
S3SR 1*8,6007 1(8,8808 ISS,7DIi 1H,7H3 l«8.7nt
igs,7A<«
ls|llS,80,17
Oi.Tfllî '- 03,8m
.7730,1 06.8398 |l( ,7101 1 108.833!! Il .SI0«'1a8,8TItl II .8171110^.81111
.B«.asoi
ni.ii,<i8 11
)i,8T8l)! 100.1381 ' 1*0,01 If li.8083 t*0,D581 I00,*1!9 11,0100 1*6,0778 tO».0!H« 11,03113 1*0,0083 101,0771
)(,OH«I 11 07.0307 101.1181 )3.0Dt0:iO7.080l 100,1308 13,0913 107,0811 1*0,1607 •- "M 107.1*18 I**,18IB »|107,I39II 1*»," ~
nt.îNiî
119,1 Oit 111,1938 llt,4ti8 111,180*
10,tI80
II,MS
lll.tiMO
iiï.sa«8
lli,B7ïl
10,18 1 l«.3ftil l*,U 1
o,Bmi
0,BO7i *,eï83
u,eiD3
ÎK!
,S758 110, 7iM H»,»»'.., ,507*1 118,7180 11l,iill| llMiat 'l 10,7098 1»,M
114,8308,118.7119 JIB.M IH.eOlâ 110,8118 118,H
13,11i4|l15,98ie 11 113.1(371113,9831 11 13,187*1115,30(0 11
i3,i.'«i iir
113.9734 115,1110 11 13.99371 115.1335 11 13,3180 11 S. 1330 11 113.33711113,1785 11 113,3586 113.1(180 11 ■*,37»0 113.5103 11 113,1019 115.5410 11 113,4995 lis." -
10,i I (0,3 j 10,3 1 10,* 1 10,a 1 JO.ti 10.7 [l0,8 [ 10,9 |
SI ti,i»in
103.84S8 ll)3.0B30'l07,Iiaî'j8B,îî3f lI1.3Mfl|n3,4(3a,llS,6B40
M] Sl,«iS7
B.!IH
iM,o.ino
mlliiKïHHSloilaiw
10fl.009l!10tl,l3l>i
lHi;ï*fl8'll*!il.l8î
'"■'S'^. lE'S!'"
]ioO|iiii,oiM lei.oio»
10fl,O000 108,10011
jio,Mno ii«,aooîi
i!iai,s»i»
i3i;«5it
130,S7iV 110, *MS
VMMSS m.l«S3 11I>,IMI
MUKM IM.-..
tll.'WIl 113.MS7 ln,7iHil«3,H»
ltl,771iil«.r-
m,7«3!iti,>)i« iti.siiii iii,ntt tai.«nf tii,*s-t«
wi,»!wsii; —
Itt.fllTB fI!>l<Xl
lEI.MM 1«,I88-
'HI.tlttg;U(,!tll
arlH.fllIl 11(,S3U
W.UTI
ll8.IR{f
iffl,a7« i«i,<i!iin
.__,3Se8 11S,5I83 IIMS» 1M,tltt
IMiiSIG lt8.««S3
ISfl.niS 118,1317
lM,BnSllî8.T771 m.»<](l;ttl(.7!l«K l«i,S8W|liB,"— ■
I3t,iK71 I3i,iHI
iî4,8s» nT.însj
'3f,1)DIJl|l37,»llj _34,S3IB:i37,Hi7; 13i.n(it7 137.tS81 134,0779 li7,3113i lî7,33!iB
lao.lB» 13Î,7')9I) 1 30, Sing 131.8m 130.SÏ«|I33,81S8
13«.57l3ll3t,B717 ■"-.JKM iaî,8»f8 .„.S!lf 131,1178
130, eut m.iios
13t,tll(t
'aMTS
130,7133 130, 7MU 130, 75n 130,7811:133,0703 130,aOH 133,10»
130,8178 '133, KSI 111,8507; 133, U8S 130,8730 m,'-- -
131,0831 13a,fll3t !
I3i,aij(;iii3«.ii3it8'
ISi.OinOj 130.96011
I3i,7!ii 137,Uia8 13I,71S7 131.0773i 134.7080 137,1NI7|
su
135, OÏU
135,0^1 13S,117i I3!t,lilt 133,1030 133,1871 t3S,tlO< 133,tOAt
lamasoo
131,3018 I30,i0jl 130,410»
i«,oin
Ul,7f9b Ut,*»»
14S,301« l(I,3lfl
141,4184 IU,4i41
118,(881 lU,f81« 148,5108 lU.E3n7
— XXTI —
|n| H.O I 11,1 t il.2 1 "-3 1 "'* i ".5 1 11.6 I 11,7
Sl'm,lill)!lt(,3I(B'l*R.»5*'l«8.M«13l,IHfmilMl'l».1IE8'lK.n8BI>'l
ii*.a*Ei
U lM,14«|Ml.ïni lill,llU15 I«.S(n8ll3l.ll8U lï3.il)n 13S.-7SSMÏS.HIW 1
u Httissit» sti m.mt ii».sm m.r.n i33,i'is ultmi i%.i33a i
U n.IWg|lli,tlt1 ■«.»« I«l,9133:i3I,ISil tî3.III» I3S,SI37,1W.1SSS 1
Si H,in*'ll!.mg IM,87»;Ii)l,W«<(|I31.J17> IU,9IM 13S,g3tC I38,1SH 1
ll!.»iM
H ti,llïl|tSl,4Mlî'lM.Iimi*8.M87I3I.ï3»lM.Sliri3!l,8m:lïB.MÏ5!l
l«.MW
«7 M *57i IM 4T8B IM.TMO l*8.WIIl!131.Wa 133.58» 13S.88M JW,i«0 1
8,SSM
H M.niï ItlSBM lfli,71iS l*«,Mlli131,i»lï1 133.5*13 i3B,ïiM138.t5«SII
M K39II lli 3»i 1» 7(51 I10.MW
]31.3«Btt 133.fllAi 13.^.95H 13K,!Til) 1
143,M7ft
IM,î«8.Hl,Sl5«.lM,-870l»,Bi»
M* 133,TSW 3«,0(«a|138,3B18J
ifîP?
H,13ii ISi,6SH 1Î«.B«« l»,lfl3ï
13I.11W 13î,7i»t 3(i,«7Mllï8,(IÎS,l
le
lM,t3U 1Si.l7«B m,»H7 ItD.l8.TO
Î'sÎm
lu iTsi lit 7018 i»:usj m.9m
131,1»» 133,7851 138,1188 138,<aH 1
ts
1»..TO1M1 Iîl,7îiî 1ÏI1.WTS m,S31!
i^iïi
]H,»!7 IJl.llBS I«.99II3 ]W,«il
131,531» 133.H117 I36,1ÏI.^!l3>l..5IIH3 1
Ih!»» ,lli;7R8!l llï:!)!») . i1S,i-<a
13I,WIHI 133,8848 136,1S8U
n,H7c'ltl,79lt lIT.MSi'lW.»»
I38.r,S«lî1
in.SNi iïVNi3S|»i.as7g in,3tu
Ï 113.0811 13)t.MM
'*5-?2îî
I3),a79« 133,8888 134,3IKS6
«,«171 lîi.BOiii lii.iim Isa, usa
I31.8»IB 13J,»»37 13«,î»f»
iia,iiiS|
mlm l':'<'--' 1- Crr l-. l?n 111.741s 13i,(»«I.I3B,3ïîï
"S-iS
ImMO ^J■■>^i. - 1 ' . " H1,7«i 131.050» 138.3758
l.OSflS
isillli lil."- ■ i:il.l8li 13*,»73i 138.3»»
lM;76M,lil ■■■-: ■ lil.lBBl 131, «WI 38, (Mi
l38,7«St|l
i,mt
ln.7B1B'l*5,('l',TI_'- ?.■..!■, r\:r.l ):ll.S133'ui.tl«ll38,liS7
li3,U43
m!83i8 m!l|.ï91 lîl,3M0 ill,5~ill
131,H.->nj 131,1838 38.4014
lM,K150IM,08l8.H7,3Mfl W,MW l«;a7T3 lfffl,I0li;1i7,3Slî ÏD,«BÏ
iiB,«iei
13!,MÏS 131,1IM 38,530*
m.B9«3 i»5.iHs:m,37n m,vM
K81'131,«33sil38,»lt
i,»Te9
!îî-!H!
Itl,g!I5 1*3.118» lll,3M3 I19.G037
31,flBI1,m.l!>«1138,!8Ii»
I»,»I37 Ii.~i,l713,lS7,ll89 1!»,eKflS
31,»711!131.1SI7.138.S»e3
li3,7«
SI
nimo 195 1837 Ii7:ill3 lïn.78n3
I»,Ï881 tl3,ïl«Mi7,i8il 1E»,7311
3«,mii 131,3181: 138,8581
n81St'lI3,t38i:lS7,18M Iï9.73i8
,3nn
noân iii.ntl iv.wn m.ms i3î.086a|i3i.37(i,i36.7iHi8
lïMià ii^Ba.ii lîi J-iia iwaoai i3S.iwi»li3t,Mie'i3B.-Mi i3o.ii7J8 j
Ï38H18 m>s« i»7.3.iit m,8*3i m.iiM wi.iîoa iM.-ïiM m»»; J
«3:8»g« 1»:3Î8B m-m» lM.81M;13i,U»;131.*lM I3B,T71»|l3».HM 1
îS'iîiî'îîï-îïïii^œ' us-sus
in.liK 1IÏ.37I8 Itl.HMl lïfl,8»IS
13t,1S8e:i31,lBll, 138,7981 139,11» 1
Sfi
tïilHISS B3,BB73 SI
I St,0S»!81.BI}'IS B.' . M.lfin IU.H39 §:
I ss.itm B3.nj!i »!
I SS,13B0|IU.M(M le i n,lMll83, I Sl,17il'83,
W.IMS BÏ.M*Bk7,<SÏÏ M.îniB fll,SMS|1)3,lîtS B! M,7iBR 8ï,liaityT,4il« 8n,3iIti9l,ï«ISiV3.UII) S[ <3,7SS] )IS.!ia9;i|v7.4gUg SS.ai*3'BI,Si(l7iWI,ISII « <3.TT1i Na.«1gl)| 87,4781 W.«ni BI.S!HI8 TII,IS84 DI <3,7Bi>7:KI,D]S!l 87,4073 89,TlgI :<U,«7g9,9J,lllB7 SI U,814«II!S,II!S!U) 87,810 8»,3!)70ai,ÏDgD 03.110) M
,..=n„n — —n.i— ..,,- — i][iii,iiiani!ua,s;)83 bs
.,:3r8|(l1,33B!;n3,ffi7»ll3 Il,j!a8, 01, 3131 113.1770 M 9,4717 01,3743 {SH.ÏOUS
!SiB7,*t!3 !ir07.»SH IS.ST.MID
SD.til3 OD.MH,
3a,os«i
lï.BSdfl 8\lK«ll .B7,Itn34
JS B7,18l)iS».llll8 05,1381 |B7,linS 00,1817
Kl RS.1IHI 17 <>3,ï3iB - I13..'W1
(1,11» gf.
Sl,337S|8i,l«
,3335 84,1 S ,,g 81.3738 ;8J. Il 17 SS,3lltO<S4.ïl til Sl.ilat 84.»
Il 81,4817 '{.
a 81,IUWB 84,3
itL8i,smir -
IB 8f,B37iigl.3e It 83,11351 '81.36 r 8î,B7ïfl 8i,":
~ n.Ron S4.ii
!l NB.1IH< 18 80.1370 II M,1SS3 13 M. 17(1
li7,70.K SI 87.7iî0 81 87,7i(l7 RI
g7,BSi4 81
8B.M3I fie g8.KI0 81 f(«,>i«7 « 88,t«IE SI
iin.IIII 11 .H.ÏBM'I .
,BS.3Ifll.07.
Sll,a3B7i07.
i.soie .«303 og,niB .15«« t«.MI4 .1788 OB.SCK
Bn.!813
,3I8!'lin,301t — « 911.3! 1!
nn..'<(ii _... m.ar-
:■ 07,4BO( m.um
l6.07.BlRB'l)0.iniDS >lill7,3SB( DB.9MB i7l07.I55tSfl.5iS5 13,07.37(0 ftO.BSOS fi,07,in46,»,SS«4
n ,03.10 110.0031 n,«7î7 m.BBM )7,6e35 90.081)3 n,TI3î W,780!
>7 95,Bt43 «7,
.7518 99.74M .7715 OB.TOai ,7»3, 00,78(1
3 SB.10B7 0< lgS8,MS( 01 Il 88,1471 V
l07.gl
1 03.0*18 07.87 W OB.Wm 07,81 I* 05,0i£B 07,01
- «,7fll8,84,Bi
li 97,0001 09> 8800
^PO.»!^».! I '0.! I 1»J I «1.4 I 10,5 I 10,e 1 111.7 j 10,8 \lo^
toMm
1W.0ÏM
IDI.IMMd 1
ift.mut) idi.flsiii
l(rt.(lftll».HI
iii,»ti4ii) in<,ii7iffi
lai.iuwil
M,JSMiîM.O!IW
I»,iii6 I
i»i.if*it 1
0l),l»«'l«i.I3ll
Ki.ifliii
M.1KHI l(».lMi
Kt.lWSll
eUpitwo loi.nte
IOi,SD3».lll
go, 1801
Iflt.Si'Jfi 1
IW,ilH)1
IDIÎIÏI
i«i,iiii|i
i>,nti
i«.«ai3
lOLMisIl
igvsmflii
lOi.ïBSSl
«),WU1
ii».«»
1(lt,33S7ll
nwi m.mi
lB(,a(fil,l
».H«;ilH.33îi
M.MM|m,33aO
0i,3«Hl.l
aO,'3U3{in,3731l
ei,«73 1
sg,3ga3|ii)i,i«ii
fll,HlB 1
l«MO(l4|ll)i.iI41
ioi.f»8a 1
M,ta«i 101,1518
lOMRffl 1
»,(ui i(»,n3i
tOl.BW I
n.imi ii».(d;u
Hi.a301 1
■D,s<iaa-iiij,sj«>
S30I1 II
tD,tHS6J1llt,ll].'iB
M.îi07'lM,!!!iai
l(H,KB13ll
n.Mf. 10Î,S7I)3
llli.0118'1
l»,!W»8|l«.MM
lll>,>0gs'lOÏ,lllllll
m,8Ml!lM,0371
mAiM.iDi.lixii
lOLOMa 1
MMIO lllt.6TIS
IOf,71HI
0B,«8ll 18Î.8STO
lQt,73l7,l
l)lt,7l>Ill«.7Igl
10t,7IBS 1
m.nn\m.mi
fto.iiij iiH.Tss:
iDf.iasiii
«olTsiitiBaiia»;:
lOi.H'niii
IHt,8l)l(l,l(13.Bl»0
i)i),S!iB'in>,am
I«.BT8o'l
0tt.gll7,llî,8«01
m.mii 1
ta,»I1S 1IK.8>tO(
lOi.DISO 1
9».B81n 1M,8IHH
m.owa 1
((l>,BOÏltHJi;l)iH
lOl.MOJl
l)l).«ll'lUS.IIil3
lOl.BBDS'l
0»,!!1« IDÎ.BHIH
ii:t,Rij[ft 1
flO,Wi;:l 10S,M11|
im.flsii i(i:(,onii
K.mn 1
«i.oDtr.
lU3,(lii5
uô,i)o« 1
De,iim'ion.i8iM o«.i:iiiNu)<,joi« au,is]8t)oi4,j»i
0<.nii{]08,ï(3S
oo,î,iia
j7Xt
10a,!8ïg
I08,ii0t 108, M 38
lOS.SOSi 108, 5101
l! 106,81» I0R,!>B7I I 10«.BiHI lt8,BlRt '108,50131108,8381 .10!S.«f(. 1(8,0507 IjlW.aoStilIB.BSW 18,0100 1108,7011
..iit,eioe i«g.7H3
i'IOI),Sfl7S 118.1(31 lOfl.OWlî.KW.IfliO ■'-■Jll,7IB9jll)B,71«9
l|l08,7nsllSB,80S7 t 100,7308 188.8188 I' 108,7708 'l «8,8171 '. 108.78111 108,8083 I 100,8111 108,8801 ' 108.8318 '108,0100 108.8533 188,0309 1 08. 8711 198,9518 108,8910 198.0717 ■■",915« 198,0930
08,9301 190.01 0ll.n3«l) 100,93
<n..»nri3 109,01
119,:lia8 110,3310 110.3530
uî.im 1
ll«,l((8 1 111,1009 1
111,1871 I 111,5981 1IÏ.G10S I 111,5398 111,5711
1 11,8091 llîllîOB Il|,7(19
m,flii8 lîiosis
ll,97ffï 11,9000
iia.9«5t
luliosi
IO,S
R l«,M>t( lU.WU 11
r.AHit
m i«j,i«n i«,iii3 ivT.iKi
« I»,Ii» IIS,l«it ll7,itM
n i«j.iiti i*s.i«!: ir,ti(7
lî tM,IU( ItS.MU IIT-iGTi
w in,im m.iui i*ï,»u ic.ttsi a 1«,I«U I*I,M» its.îiTi tr;,jâc(«
H,in,MM in.iOt lK,i*7l iri,KM
■1 iM,Mn'iu.ï!s« i*3.mi ir:,xwi
M HMW IW.tHJ ItJ.WM ir;.371(
•i.i«i,iai iK,»« i«,:iMi lïT.îsn
M («.Igi* 1U.3MX l*:i.ll!>« I <1 l«,Nil l*I,>r{ 1U.1T*J I M ttl,lUl lU.»-!! IM.JM- 1 n Ill.Uil Itl.m» TH.tlIi 1
M III.Kt- 1 I
7I,III,1£M I 7t:ltl,t4SI I 71 l«1,(*S3 I
"M in,S«7 ) I
I3.>IM
llS.«ii,It8.l7»«ilM^ —
|iia.ns«'iii.iMj IM.3M1 n«.»7s tis.«tiiii*,i(~
il]C.nM'MB.l(UllM,iS llCIM«|lt8.MS( IfMI
li.llW
I1ft,13l« IW.5I<( lie.1W8 llfLUîe IH.S3U lie.»8( ilS,37(i|lM,
I1(.ÎS«9 11g.3KlllH.
M«,t3IS IlMI'ndM.MU I ■•. 17M I 11 g. iJH 1 1 ««.eiM I1S.»(« ng.lgUllM,*(M
tit,3i« ii)i.igiijitt,n«a{
iie,»T7
iiCMn
I III
t1S,BIM:IM,e«
U,3 I H, 4 fn,5 I ii,6 I Ji,7 \ 11,8 ] U,9
1 11I,0«I) li3,S3tJ)
S iii,«tie|ii3,ïUi
s l>l,H«l)lm.ï7M
4 111,0881) |IS-1.ttS8
- -^i;n« 1M,MI»|
, .JI,l3<l|IIï3,WS(' 8 lîl,n89llS3,3BTJ « 1i1,1«W:lt3,lflW,
ji.M<iiiii3,t»r
. .iI,3iirlï3,tSi3 i lSl,M(l'li3,i'»2
5 l«l,I8«lilt3.iM8
4 l«.3*srii3,3>1<l
5 H1,3I« 113,5t3ï S HI,3SH|li3,SaSS
SI.ITil 1!3,3S78 S1.30f3 1S3,tlll>(l
- .31.(183 in,(13îl g lîl,ti<l( lï3,6Sii
IlS.iSlS
l»,St»S
i«,ai«3
IH
iis,ini
lI8.B8i|
m,Sf78 1«1,S801
iM.nM
ii.DlIl 111,(313 , ..,.^,0381 11t,18H8 I 48|lîï.Ki83 l«,f — I (S in,8Mt 111,3*01 58 111,1 8M 11'""
l< IH,(8H,tfl.n»
17 IHitm 1f8.M«S 1»,48« milH Ilt;.<7»'ll8,73l7
ll8.iHI(0tlH,7B(( tM,ai7Sl 1*8.7771
ll».M«0;1»,T0»8 1H,B«IS 1118,8118
l»,503t 131,GU1
in.!ii«i
m,t7«ii
I 13i,Na»! 130,1)134
I3i,8Wl I lS6,U3ia 1W,187« 1}4,«lt8 [13(>.BU08 139,3108
i3ien8i»,9ttMli39,m4
134,8760 137,IW7* l»,8Sm 131,81» 137,8304 138,3818 13i,7it( 137,88»! 131,4*31 13i,7(S7'l37,*7-]3|139,tll89
iH,«ei
i3i,>8is
I3Ï,10U 133.I1SI
m,BIi9 li ]3S,nHl II ]3B,«U)4 K
i3n,ns7,i;
,.,„„, . 131,8738 li
.11,0708 133,379il13I.e9«8 11 13t,in3 133.4*1S; 138,7113 li
13(,908S t37,lilE;13B,~" 134.931 8 137,1047 ( 139,81 78
lU OKII.IAT Mfil IM 811'!
lt,81K3:137,l(';Si:
i,8;Mfi' 137,17»; i:
:i,8Bia|137,19iI{1i
138,09(1 li 138,1174 1!
. _37,B1!S li 1 137,5(08 K 6 137,36(11 li
Ut,8lil
til,110t
iu,mi
IU.1S1II 111,1818 KIHKM
iiïiîm
l«(,3IIS IM.HSt Iji.ll-I lit.W.S Ht. mi I<S.t3M
lïi.tii- iM.aKs
• lH.tUI Il IH.ffiTi
SB l«,Mli
(I 1II,IIS7 U IM.WTg
n iH.»e9
u IIIIIH H IH,i3ii M Itt,i3a3
n i«.i-gi n tn.MN
H'IttSIfl
n'i«,siiii
71 in,3rt« ■n in.ii»i
■(3!lli.il13 lil 1*4.033 i
7s,m,ss»
__ ItLinTT
7i|iit,eH»
7t lH.7tlll
71 11171 lî H'l»,7«6i
« Ifl.TS'u' SI111.R1I7 n>l».R3ï« 8t|IIt,BUt
■Sltl,B77* Hln.B»3
•«{in.tin
W|II1,I«ID
m'im.omi
IH,l(3,tll»
Ill.iTBa 1M,7M« lll.SHS 1^71*3 lll.SUi 1M.7C'4 l*i,SiK IM,7B;(
ttt.st7«'it>.«iir
lli.S»M 1M.S3M lii.«llS ltS.K»l lïi.S3iSI«l.877B lll,S37t IH.MM
iii.fl7«s in.stn
I1I,7«IK Iffi.SCIl
iîi.-iiî i«.i>rii
ltI.7SU l»l,*»3 lil,7C(l9 127,(1»
ltl,7«)*!m.t»i
i*i,sm!ii7,«i7i H(.in»|H7,«ns
Mi,«S»l!l«7,l*H lii,8SM| 117,1*36
iK.tm i».iif)i
I«!,ai33 It7,l7r7
iii.fi<7« if7.im li'i.mM iî7,î|.Ta
lîi.UUil It7,i38i
tn.«ii7 in.HH i*r.,«7i m.igjs
I»,nn9t 137.3MM llII.MIg 1*7,3ÎIM llS.ltfî 1*7,11 If 1IMM3 117,3717 l«.lim tn,3KS
H^I937 117.1(11 It.l.tlBl 117. tel 1
113.1381: 117, (TOI 133.MWI 117. un* IK.IKH 117,1118 IIS.S»? I17,!13I( llS.31g| 117.1711
ie,3»( 117, m<
l*3,37i« I17.nm 1«.39.11I17.tilB ■ - --[t 117,—-
ifi.d
Iit,«>tH,l3
i«,]ui' :
1«8,3«M<Ii
]W,tl33|l:
it».mi 13
ife,eiBi
t«i,7Ti8 i;
m.8iu i:
.3!,ÎMB
r; 13J,7S!II I38.II9J
g I3S.7W( iw.ma
8 138.8137 138.1SU » ]33,83H 138.1IW I 13i.Seu 13S.»33 i 138.8)06 138.ii7t 3 I35.»M* 138.1StS
If 13IS.Î7
I33.HI
l33,Glti __ __ . . .
133,8331 l»,eSS6 138,1878
I3I,«ÏC7 138.178* U 133,6788 13*,t(«'i:
[33.78*3 I38.81SS t:
133, 71M 1I«,Um;i:
!33,7(H lX,«7a'l:
[33.7131 I3S.llg8.1:
[33,8188 ise.iijf'i;
[33,£tl
17 13B.lr«'l3>i.SlW ' ~ie.l88V 138,:M1!J
Jl.il 11' l38.rA61
,Btil I38.13SS' 138,3719 --- l3«.iSR8 13K.8(I33
,>g»8 138,3*», I3tt,ftS« ,0*37 f3«.318> 1138,67(1 ,018* 138.3313 1138,8177 .03W 138.37:<<:i38.71tl ,073i 138.3948 118.7(18 ,0M( 1 38. (*i( 138,7681
.IISS 138.1187 138,79)9 ,1117 138.(891 '138.8138 ,1888 ISB.iMC I38.K319 ,lgW I3E.MM 138.8616 ,111* 138,33911 138,888* ,13».13i.S<»Ll».n97 ,lSei38.3B»i 138,9333 ,1817 138.8*93 |I3B,83M .3819 I3I,B31S[13S.88*S ,3*81 11CH8I 139,ll«ll
,3r'II 138.8791 I»,«17(' ,3711 l38.7tMll39.*3I* ,3*16 m,-;»* 1139.8718 ,(1*8 I38.-19< l3l>.«S8i ,({(* I38.773S 139,11»
,(671 138.7*0(1 139,1 !S8 ,i10i I3li.)ll98; I39.iet>l
,r,i38 i3a,Hi3i rm.iijii ,sjfl8 tns.MMii; I3ii.5i«i
,SS<l8,11IJ,89IHI<l38,«i*t
ltl,«S« l4Î;988ft Ul.lBïll 1ÉS.61Ï8; If3,(il8j
DES ERREURS, ETC
Airy. — On the algebrical aod numerical theory of errors of observations. — Cambridge, 1861.
Bemoulli. — Ars conjectandi. — Basiless, 1718.
Bordoni (A.). — Sugli esami, ossia sul merito di un esaminato. — Pavia.
Bravais (A.). — Analyse mathématique sur les probabilités des erreurs de situation d'un point.
Benard. — Note sur une question de probabilité. — Paris, i835.
Bienaymé. — Sur la probabilité des erreurs (Journal de M. Liouville, i«-e série, t. XVII).
Biver. — Théorie analytique des moindres carrés (^Journal de M. Liouville, i^e série, t. XVIII).
Bravi (Giuseppe). — Teorica e pratica del probabile. — Bergamo, 1840.
Condorcet. — Application de l'Analyse à la probabilité des décisions rendues à la pluralité des Toix. — Paris, 1785.
Coumot. — Théorie des chances et des probabilités. — Paris, i843.
Catalan. — Deux problèmes de probabilités {Journal de M. Liouville , 1^® série, t. VI).
Catalan. — Solution d'un problème de probabilité relatif au jeu de rencontre {Journal de M. Liouville ^ i*"* série, t. II).
Costa. — Question de probabilité applicable aux décisions rendues par les jurés {Journal de M, Liouville, 1'* série, t. VII).
Cotes. — Harmonica mensurarum. — Cambridge, 1722.
Deg^en. — C. F. Tabularum ad faciliorum probabilitatis computationem utilium Enneas. — Kiobenhawn, 1824^
Dedeckind. — Bemerkungen zu einer Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung {Journal de Crelle, t. L).
Dedeckind. — Begrûndung der Méthode der kleinslen Quadrate {Ac, Berol. i83j ).
Galloway. — Probabilities. -3- Edinburg, i838.
— XLIT —
I. — Theoria combinationis obsenrationum errorum minimis obnoxiœ. — -GoUingue, 1821.
OmoM» -^ Supplementum Tbeoriae. — Gottingue.
Guibert. — Solution d'une question relative à la probabilité des jugements rendus à une majorité quelconque ( /oiima/ de M, Liouvitle, i*** série, t. III).
Gerling. — Die Angleicbungsrechnungen der praktischen géométrie oder der Méthode der kleinsten Quadrate. — Hambourg, i843.
;en. — Grûndzûge der Wahrscheinlichkeitsrechnung. — Berlin, 1887.
I. — Commentatio de gradus praecisiouis computatione, i83o
Banteserve (Gauthier d*). — Traité élémentaire sur les probabilités. — Paris, i834>
Bauteserre (Gauthier d*). — Application de l'Algèbre élémentaire au calcul des probabilités, suivi d'une Application de ce calcul aux jeux de whist et de piquet. — Paris, 1840.
Bnberdt. — Principien der Wabrscheinlicbkeitsrechnung. — Berlin, 1846.
Zahn. — Die Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung auf das wissenschaftliche und praktische Leben. — Leipsig, 1889.
Zrfioroiz. — Traité élémentaire du Calcul des probabilités.
Zrfiplaoe. — Théorie analytique des probabilités. — Paris, 18 13.
Iiaplaoe. — Essai philosophique sur les probabilités. — Paris, 181 4>
Iiiag^e. — Calcul des probabilités et théorie des erreurs. — Bruxelles.
Xiittronr. — Die Wahrscheinlichkeitsrechnung in ihren Anwendung Leben auf das wissenschaftliche und practische. — Wien, i833.
Maoleroth. — Mémoire à consulter sur la marche et la succession des éTénemeuts aléatoires. — Paris, 1840.
Merta. — Die Wahrscheinlichkeitsrechnung in ihrer Anwendung auf Glûckspiele, Lotterien, Lebensyersicherungsrenten, Wahlen, Zeugenaussagen, Urtheilssp ruche, etc. — Francfort, t854«
Meyer. — Mémoire sur Tapplication du Calcul des probabilités aux opérations du nivellement topographique. — Bruxelles, 1848.
Meyer. — Essai sur une exposition nouvelle de la théorie analytique des probabilités à posteriori. — Liège, 1857.
Mondesir. — Solution d^une question qui se présente dans le Calcul des Probabilités (Journal de M, Liouville, i^» série, t. II).
Morgan. — The principles and doctrine of assurancus, annuities, on lives, etc. — London, 1821.
Oltinger. >- Die Wahrscheinlichkeitsrechnung. — Berlin, i853.
Patavio. — Probabilismus methodo mathematica demonstratus. — Iriœ,
Poissson. — Recherches sur la probabilité des jugements, précédées des Règles générales du Calcul des probabilités. — Paris, 1887.
Pnlitant. — Mémoires sur Tapplication du Calcul des probabilités aux mesures géodésiques. — Paris, i83a.
Quetelet. — Tliéorie des probabilités. — Bruxelles, i853.
Ramas. — Sur une question de probabilité relative aux corrections des hauteurs barométriques (Journal de Crelle, t. XXIV).
&eusohle. — Ueber die Déduction der Méthode der kleinsten Quadraten aus Begriffen der Wahrscheinlichkeitsrechnung {Journal de Crelle, t. XXVl-XXVII ).
&ogrer. — Solution d^un problème de probabilités (Journal de M,Liouville, 1" série, t. XVII).
Huffini. — Riflessione critica sopra il saggio filosofico inlorno aile proba' bilità del Sig. Laplace. — Modéne, i8qi.
Sa^ritsch. Anvendung der Wahrscheinlichkeitstheorie. — Leipsig, i863.
Tafeln. — Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit des Vorkommens von Beobachtungsfebtern. — Berlin, i853.
Tohebyoheff. — Démonstration élémentaire d'une proposition générale de la théorie des probabilités (Journal de Crelle, t. XXXIII).
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/traitlmentaired00brungoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
OEBPS/nav.xhtml
Table des matières

		Traité élémentaire du calcul des erreurs avec des tables stéréotypées: ouvrage utile a ceux qui

		SUCCESSEUR DE MÂLLET-BÂCHELIER

		PRÉFACE

		IV PRÉFACE

		PRÉFACE. V

		X. — De l'erreur probable

		IC

		ERREURS ACCIDENTELLES) LEUR PROBABILITÉ

		THÉORIE DES MOYENNES

		AA

		VI2 VI

		POIDS DES OBSERVATIONS

		Nous avons vu que l'erreur probable R est expri

		THÉORIE DES MOINDRES CARRÉS

		NOMS

		Pour plus de simplicité, considérons un système

		POSITION

		NON LINÉAIRES

		Exemple. — La balistique nous apprend qu^en appelant

		Nous ferons précéder cette étude de trois lemmes

		ERREUR A CRAINDRE ET MESURES DE PRÉCISION

		D£ L ERREUR PROBABLE

		Dans le cas de la loi typique des erreurs, on a

		Pratiquement, au lieu des intégrales

		APPLICATIONS

		ANGLE

		TI

		HT

		II

		II

		IS

		S.33aRiS,ia

		IS,(II

		t6lA

		NI 7,0 I 7,1 I 7,2 I

		SI.T(»S

		SSti 57,13*1 SB.M1I H,MI1 n.ITlt 5g.n

		HT

		I,1II7S

		IK

		X0 ' BI,0«1S ' M,e8ii

		S3SR 1*8,6007 1(8,8808 ISS,7DIi 1H,7H3 l«8.7nt

		II,MS

		B.!IH

		W.UTI

		su

		M* 133,TSW 3«,0(«a|138,3B18J

		Ï 113.0811 13)t.MM

		K81'131,«33sil38,»lt

		Sfi

		l07.gl

		S30I1 II

		j7Xt

		IO,S

		I3.>IM

		I III

		IH

		I3Ï,10U 133.I1SI

		W|II1,I«ID

		I33.HI

		DES ERREURS, ETC

		I. — Commentatio de gradus praecisiouis computatione, i83o

		Sources et licence





