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INTRODUCTION
La définition vraie de la température découle des principes de la Thermodynamique. Mais, bien avant que les bases de cette science eussent été posées, les physiciens avaient adopté, dans un but d'unification, une échelle thermométrique normale, fondée sur la dilatation des gaz que Ton nommait permanents. Par une heureuse coïncidence, cette échelle empirique se trouvait être si voisine de l'échelle absolue ou thermodynamique, que la représentation matérielle la plus facilement réalisable de cette échelle concorde, aujourd'hui encore, dans les limites de la précision qu'il est possible d'atteindre, avec l'ancienne définition empirique; tout ce que la Métrologie moderne a pu faire jusqu'ici a été de préciser mieux les circonstances dans lesquelles le thermomètre à gaz doit être employé, c'est-à-dire le gaz qu'il faut adopter, et les limites de température entre lesquelles les indications déduites de sa dilatation ou des variations de sa tension peuvent être considérées comme suffisamment exactes.
C'est donc au thermomètre à gaz que l'on a recours en dernier ressort lorsqu'on veut déterminer, sans aucun intermédiaire, une température dans l'estimation de laquelle il n'y ait rien d arbitraire que l'unité. Cependant la manipula-
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tion d*un thermomètre à gaz est très compliquée dès que Ton veut atteindre une haute précision; tandis que la facilité avec laquelle se font les mesures au moyen du thermomètre à mercure a fait adopter son emploi dans la plupart des expériences de Thermbmétrie. Si cet emploi n'est pas tout à fait général, il faut en chercher la cause dans le fait que, pour donner une haute précision, il nécessite la connaissance exacte de quelques phénomènes, en apparence assez compliqués, qui peuvent fausser complètement les mesures si Ton n'en tient pas compte.
On a reconnu néanmoins que, contrairement à une opinion très répandue, il est aisé, non seulement de conserver un thermomètre à mercure invariable pendant un temps indéfini, mais encore de construire un nombre quelconque de thermomètres qui, étudiés individuellement, fournissent des indications identiques, dans les limites de la précision avec laquelle ils sont étudiés. Connaissant les écarts de l'un d'eux par rapport au thermomètre à gaz, les écarts de tous les autres seront également connus, de telle sorte que, par l'addition d'un terme correctif, les indications de chaque thermomètre sont ramenées à l'échelle normale.
Mais la mesure des températures par le thermomètre à mercure a des limites. D'une part, cet instrument ne convient qu'à l'intervalle dans lequel le mercure reste liquide; d'autre part, il existe, semble-t-il, un degré de sensibilité qu'il est impossible de dépasser, quelle que soit la forme donnée au thermomètre. Lorsque l'intervalle à mesurer décroît, le thermomètre à mercure devient relativement peu précis, et, pour un intervalle de l'ordre du millième de degré, son emploi est en quelque sorte illusoire.
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Il y a peu d'années encore, on pensait que là s'arrêtait la possibilité d'effectuer une mesure de température; mais le développement prodigieux de la science électrique est venu ouvrir de nouvelles voies et fournir des instruments d'une merveilleuse sensibilité, qui, si Ton en croit l'estimation d'hommes compétents, reculeraient la limite des mesures jusqu'à des intervalles cent ou même mille fois plus petits. La description de ces instruments eût pu trouver place dans ce Traité. Deux raisons m'ont engagé à m'abstenir d'en parler autrement que d'une manière incidente. La première est que les méthodes électriques ne sont pas encore assez dégagées de la période d'élaboration pour qu'on puisse dire ce qui en restera et ce qui n'est que passager. La seconde est qu'elles auraient nécessité l'adjonction, à ce Traité, de plusieurs Chapitres n'ayant presque rien de commun avec le reste de l'Ouvrage, et qui en auraient détruit l'unité.
J'ai donc cru devoir me borner à une étude, aussi complète que possible, du thermomètre à mercure de précision, et de tous les phénomènes qui peuvent avoir une influence quelconque sur les mesures faites au moyen de cet instrument.
Le thermomètre à mercure n'est pas seulement un instrument de mesure dans le sens propre du mot; c'est-à-dire que son utilité comme moyen d'investigation n'est pas limitée à la mesure de la température du milieu ambiant. La recherche de ses particularités et de ses causes d'erreurs conduit à l'étude de divers phénomènes, tels que les déformations permanentes et résiduelles, et les modifications superficielles du verre. De cette manière, des données d'un haut intérêt scientifique découlent naturellement de l'étude
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des thermomètres, comme résultats accessoires. Si Ion veut, dans un but théorique, pousser ces recherches au delà des limites que l'emploi du thermomètre exigerait, cet instrument est encore, dans bien des cas, l'appareil d'étude le plus commode et le plus précis. Enfin la théorie du thermomètre fournit, sur les dilatations, des relations numériques qu'aucune méthode directe n'aurait pu donner.
La part que le Bureau international des Poids et Mesures a prise aux recherches récentes sur le thermomètre à mercure est très considérable. La mesure des températures jouant un rôle important dans toutes les questions de Métrologie, il était nécessaire, avant d'entreprendre des expériences de haute précision, d'éiaborer parfaitement les méthodes qui conviennent à l'étude des thermomètres et de déterminer les conditions les plus favorables à leur emploi. Les recherches entreprises, au Bureau international, par tous les observateurs qui se sont occupés de ces questions sont relatées, avec beaucoup de détails, dans les six premiers Volumes des Travaux et Mémoires du Bureau international des Poids et Mesures. Ces Mémoires marquent les diverses étapes dans les recherches, chacun d'eux s'appuyant sur les faits mentionnés dans les précédents. Une grande partie des résultats trouvés au commencement de ces études ont été dépasses; d'autres représentent encore l'état actuel de la question. Aujourd'hui, le sujet est épuisé dans ses traits importants; les méthodes sont à peu près fixées, et il ne reste plus à chercher que des faits particuliers, c'est-à-dire des détails de l'ensemble.
Pour composer ce Traité, j'ai utilisé, outre les travaux du
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Bureau international, de nombreuses sources éparses dans diverses publications; je me suis efforcé d'acquérir sur chaque détail une opinion personnelle, de manière à pouvoir mettre en lumière les travaux de valeur, et à éliminer tout ce qui était sans importance. J'ai aussi complété, par de nouveaux calculs, certaines parties du sujet dont le développement était insuffisant. Enfin je me suis efforcé d'indiquer les points sur lesquels les recherches expérimentales font encore défaut.
Les questions de théorie pure, qui auraient nécessité de longs développements sans rien ajouter d'essentiel à la compréhension des méthodes, ont été laissées de côté; il en est de même des appareils classiques, décrits dans les Traités de Physique générale. Quant au thermomètre à mercure, on s'est strictement borné aux formes de cet instrument qui garantissent une haute précision. En revanche, certains appareils auxiliaires trop peu connus ont été décrits avec plus de détails que le titre et l'ordonnance de l'Ouvrage ne semblaient le permettre. Le tout a sans doute perdu un peu en harmonie; mais il m'a semblé que l'utilité de ce Traité en serait accrue.
Le Comité international des Poids et Mesures a bien voulu m'autoriser, pour la composition de ce Traité, à puiser sans limites dans les Travaux et Mémoires publiés sous ses auspices. Je saisis avec empressement celte occasion pour adresser ici au Comité international, et particulièrement à son Secrétaire, M. le D'' Ad. Hirsch, Directeur de l'observatoire de Neuchàtel, qui m'a toujours témoigné beaucoup de bienveillance, mes remercîments sincères; qu'il me soit
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permis aussi (rexprimer toute ma gratitude à M. le D"^ J.-R. Benoit, qui, avec une extrême amabilité, m'a fait profiter des leçons de sa grande expérience et m'a initié aux travaux de précision, dans lesquels il a acquis une réputation si justement méritée.
Je veux, en terminant, consacrer un pieux souvenir à la mémoire du D'*0.-J. Broch, l'homme excellent, l'infatigable savant, qui, après avoir dirigé pendant dix ans le Bureau international des Poids et Mesures, est mort au moment où l'œuvre de l'unification du système métrique allait être couronnée de succès.
Gh -Ed. GUILLAUME.
Pavillon de Breleuil (Sèvres), juin 1889.
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PRÉLIMINAIRES
1. Corps thermométrique et enveloppe. — Parmi les quelques liquides que l'on peut employer comme corps thermométriques ('), le mercure est, de beaucoup, celui qui remplit le mieux les conditions imposées par les thermomètres de précision. Sa faible dilatation rend, il est vrai, les variations de Tenveloppe très sensibles; mais, d'un autre côté, le g^rand intervalle de température dans lequel il reste liquide, la régularité de sa dilatation et la facilité avec laquelle on l'obtient dans un état de grande pureté sont autant de causes de supériorité sur les autres liquides
(») Voir Isidore Pierre, Recherches sur la Thermométrie et sur la dda talion des liquides, Gacn, iS'-S.
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en usage. Sa densité très élevée et le fait qu^il ne mouille pas le verre le rendent seul propre au calibrage des tubes étroits.
Le choix de l'enveloppe n'est pas aussi aisé. On rencontre, en eiTet, une grande difficulté dans la mesure des températures au moyen du thermomètre à mercure, par suite des anomalies que présente la dilatation du verre. Nous étudierons plus loin les lois de ces phénomènes; nous nous bornerons à indiquer sommairement ici en quoi ils consistent.
Une masse donnée de verre étant portée à une température supérieure ou inférieure à celle à laquelle elle a été précédemment exposée se dilate ou se contracte rapidement d^une certaine quantité; puis la variation de son volume se poursuit encore d'une manière appréciable, pendant un temps plus ou moins long, jusqu'à ce qu'un état stable soit atteint. On désigne cette propriété du verre (partagée par quelques autres corps, tels que le zinc et ses alliages, l'acier trempé, etc.), en disant qu'il possède des résidus de dilatation. Ces résidus se manifestent d'une manière frappante, surtout dans les variations du zéro des thermomètres (*), le volume du réservoir à la température de la glace fondante restant, pendant quelque temps, influencé par les variations qu'il a éprouvées. Lorsque le réservoir est resté dilaté par l'exposition à une température supérieure à o®, on dit que le zéro du thermomètre est déprimé; le thermomètre étant soumis à la température de o", son zéro remonte, et, lorsqu'il est arrivé à une position stable, on dit qu'il est rele\é. La dépression du zéro, pour une température /, est la différence entre sa position après que le thermomètre a été exposé à t^ et la position qu'il atteint lorsque le thermomètre demeure, pendant un temps prolongé, à la température dr la glace fondante.
Ces variations continuelles du zéro ont été pendant longtemps un obstacle à la détermination précise des températures; mais des recherches systématiques, entreprises depuis une quinzaine d'années, ont fait adopter un mode d'emploi des thermomètres par lequel on se libère presque entièrement de ces anomalies. Cependant les erreurs qui peuvent subsister dans l'évaluation des températures sont d'autant moindres que les résidus sont plus faibles.
(») Foir Chapitre I!I.
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Depuis quelques années, on s^est atlaché, particulièrement en France et en Allemagne, à composer un verre possédant des résidus minimes. Les \erres peu fusibles ont, à ce point de vue, de précieuses qualités; les résidus de dilatation y sont moindres que dans les verres facilement fusibles et disparaissent plus vite ( ' ).
La propriété la plus importante des mouvements du zéro consiste en ce que, à une même température, les dépressions se produisent beaucoup plus rapidement que les relèvements; de plus, la rapidité des deux mouvements augmente en même temps que la température s'élève. Ainsi, lorsqu'un thermomètre en verre dur est porté de la température ordinaire à loo**. Tétai stable est atteint après quelques minutes; dans le passage inverse, plus de la moitié du résidu subsiste encore après vingt-quatre heures, et l'état stable n'est atteint qu'après plusieurs semaines. Pour le cristal, le mouvement descendant du zéro à loo'* peut être constaté pendant une heure environ ; mais le relèvement dure des mois.
2. Détermination des températures. — Cette propriété est utilisée de la manière, suivante pour la mesure des températures : le thermomètre ayant été exposé pendant quelque temps à la température à mesurer, on note son indication, puis on détermine rapidement la position de son zéro; celle-ci ne variant que très lentement, on observe, dans les premiers instants, la position du zéro correspondant à la température mesurée; cette température est alofÇ comptée à partir du zéro observé; en d'autres termes, elle est donnée par la différence des deux lectures du thermomètre. Les températures, ainsi calculées, sont rapportées à l'intervalle fondamental [o* loo], le point loo étant calculé de la ménic manière que toutes les autres températures, à partir du zéro déterminé après.
3. Définitions fondamentales. — Nous nommerons échelli* /? thermométrique donnée par un phénomène thermique une fonc-
(*) Il semble qu'autrefois les thermomètres de précision étaient construits, pour la plupart, avec des verres peu fusibles. Dans l'introduction progressive du cristal en Thermométric, on a tenu compte plut<^t des facilités du travail et du bel aspect de ce corps que de ses propriétés thermiques.
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tion linéaire de ce phénomène, et système thermométrique, ou système de températures, l'ensemble des données servant à définir rintervalle fondamental et sa subdivision en degrés; nous aurons ainsi Véchelle 'des divers thermomètres à gaz et à mer^ cure, et les systèmes Réaumur, centigrade, Fahrenheit.
Les points fondamentaux du système centigrade sont donnés par la température de fusion de la glace et la température d'ébullilion de Teau sous la pression de 760"™ de mercure, à 45** de latitude, à zéro et au niveau de la mer. L'intervalle fondamental est divisé en 100 parties égales.
L'échelle d'un thermomètre à mercure est fournie par la dilatation apparente du mercure dans le verre, rapportée à la centième partie du volume compris dans le tube capillaire, entre les points fondamentaux, ce volume étant exposé à la température à mesurer.
Cette définition est subordonnée aux trois hypothèses suivantes :
1** Les divisions de l'échelle correspondent à des capacités égales du tube capillaire.
2® Le réservoir nVprouve aucune pression intérieure ou extérieure capable de modifier son volume primitif.
3** L'intervalle fondamental [0100] correspond exactement à 100 degrés.
Dans aucun thermomètre, ces conditions ne sont rigoureusement remplies ; l'étude des thermomètres consiste à déterminer les corrections au moyen desquelles toutes les mesures sont ramenées, aussi exactement que possible, à ces trois suppositions.
Les indications corrigées de chaque thermomètre sont alors identiques à celles d'un thermomètre parfait, soumis toujours aux mêmes pressions, et dont Tenveloppe suivrait exactement la même loi de dilatation que celle du thermomètre en question.
L'étude des therniomètres fera l'objet du Chapitre IL
Les températures, définies comme il vient d'être dit, forment une échelle continue, exacte par définition à o*^ et à 100^, mais qui, aux autres températures, diffère, en général, de l'échelle théorique. La loi des divergences doit être déterminée pour chaque espèce de verre. Les Chapitres IV et V seront consacrés à ces recherches.
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4. Forme et classification des thermomètres. — Les thermoinèlres destinés à être soumis à une élude individuelle doivent posséder les éléments exigés par cette étude, c'est-à-dire les points 0° et loo®, et les parties intermédiaires permettant de rapporter chaque section de l'échelle à l'intervalle [o'ioo] par une simple comparaison de volumes (calibrage). Nous nommerons étalons les thermomètres qui remplissent ces conditions (*) et thermomètres auxiliaires tous ceux pour lesquels il est nécessaire de déterminer un ou plusieurs points par comparaison avec un thermomètre étalon.
Thermomètres étalons, — Les thermomètres étalons {fig- 1)
BO
Fig. r.
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peuvent posséder soit une échelle continue entre o*^ et 100° et au delà, soit une échelle coupée par une ou plusieurs ampoules soufflées sur le tube et destinées à remplacer une partie de l'échelle inutile dans les expériences qu'on se propose de faire. Cet artifice permet de raccourcir beaucoup certains thermomètres étalons. Voici quelques modèles de thermomètres étalons : i"* Thermomètres avec toute l'échelle {^fig» 1 a), 2** Thermomètres à une ampoule, avec échelle continue de 0° à oo'' {^fig- 1 i>) oii de Do** à 100" {fig- \ c), ou, pour basses températures, de — 28° à 4-36'' {fig- I d). Celte disposition permet de
(') C'est en eflfct la ciéfiniiion logique d'un étalon. Nous avons rejeté ici le mot thermomètre normal, qui a de trop nombreuses significations.
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comparer entre eux les volumes [o- 5o], [5o • loo] ou [ — 28 • 36], [36 • 100]. Enfin, thermomètres avec une ampoule entre o" et 100", et échelle continue de loo'^à aoo®, permettant de comparer les intervalles [o • 100] et [100 • 200] {^fig* I e).
3** Thermomètres à deux ampoules, avec ëchelle de — 2° à + 32" ou au delà, quelques degrés près de 60" et de 100° {fig- i/), disposés pour une division en trois parties, [ — 2-32], [32 -66], [66 • 100]; ou avec quelques points voisins de So" et une section continue de loo** à iSo"* (^fig* ^g)f dans lesquels l'intervalle [100 -iSo] pout être comparé à [ojo] et[5o-ioo], et ceux-ci à [o* 100], etc.
3*' Thermomètres divers, avec plus de deux ampoules, comme le thermomètre universel à quatre ampoules (Pernet) (,/ï^. lA), à Taide duquel , en chassant un volume convenable de mercure dans les ampoules supérieures, on peut mesurer toutes les températures de — Sg** à lôo**, rapportées au zéro, et de 160** à 260° comptées à partir de 100°.
Thermomètres auxiliaires, — Dans la construction des thermomètres auxiliaires, on cherche à simplifier l'instrument, ou à le raccourcir, ou à allonger beaucoup le degré, pour permettre des lectures plus exactes. Les principaux thermomètres auxiliaires sont : les thermomètres météorologiques^ qui possèdent une portion plus ou moins étendue de l'échelle voisine de zéro ; les thermomètres dits calorimétriques y destinés à mesurer de petites différences de température et portant une courte fraction de l'échelle (10 ou i5 degrés), généralement séparée du zéro par une ampoule; enfin les thermomètres hjpsoméiriques , dont la partie utile, voi • sine de 100", sert à déterminer la hauteur barométrique par la température d'ébullition de l'eau.
Dans les deux premiers genres de thermomètres, la valeur du degré est déterminée par des comparaisons en un ou deux points, et les corrections des autres points par calibrage; on peut aussi déterminer toutes les corrections par des comparaisons. Dans le s derniers, la valeur du degré est déterminée sur une partie auxiliaire voisine de zéro, et reportée, par calibrage, sur la partie supérieure.
Détails pratiques, — Les thermomètres de précision doivent
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être d'une seule pièce, la tige étant, de préférence, cylindrique (*). Le réservoir peut être soufflé sur la tige même; mais il est préférable de le prendre sur un tube de même verre, de dimensions convenables, et de le souder à la tige; on arrive ainsi plus facilement à lui donner l'épaisseur voulue. Le tube capillaire doit être cylindrique, carie mouvement du mercure se fait irrégulièrement dans les tubes aplatis, employés souvent pour les thermomètres de second ordre. Les tiges transparentes sont préférables aux tiges émaillées; en eflet, dans de nombreuses expériences, les lectures peuvent être faites avec traits devant et traits derrière la colonne de mercure ; on élimine ainsi les erreurs provenant des défauts de réglage. On remplace Témail de la tige par un fond clair, en papier ou en verre blanc, éclairé par devant ou par derrière. Enfin, tous les thermomètres de bonne construction doivent porter, à leur extrémité supérieure, un petit réservoir en forme de poire (^fig* 2),
Fig. a.
bien raccordé au tube et pouvant contenir une colonne de mercure de 5o à 100 degrés. Les constructeurs obtiennent ces réservoirs
(*) On a essayé de roder, sur les tiges^ une face plane pour le tracé; l'autre face est laissée cylindrique ou rodée de même et élainée. Certaines lectures sont ainsi facilitées; mais ces thermomètres sont très fragiles et ne supportent pas des températures élevées.
Pour diverses raisons, dont les principales sont la diffîculté du calibrage, l'impossibilité de faire les lectures par devant et par derrière et enfîn la lenteur avec laquelle la colonne prend la température, les thermomètres à chemise, dits de forme allemande, ne sauraient convenir aux expériences de haute précision.
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en faisant agir, à Tintérieur, la pression des vapeurs mercurielles. Les ampoules intermédiaires sont produites par la pression de l^air chaud.
5. Observations. — Le facteur principal de la précision des mesures à Taide du thermomètre à mercure réside dans l'exactitude avec laquelle l'observateur détermine la position relative de l'extrémité de la colonne mercurielle et des traits voisins. On se sert, pour ces observations, d'une loupe ou d'une lunette, munie ou non d'un micromètre.
Les observations à la loupe présentent des inconvénients : le champ visuel est trop large et la direction des rayons n'est pas suffisamment fixée; on n'obtient, en outre, un grossissement assez fort qu'en s'approchant beaucoup du thermomètre; cette pratique est presque toujours gênante et souvent impossible.
11 n'en est pas de même des observations à la lunette. La direction des rayons peut être bien déterminée et le champ visuel limité à volonté. Le grossissement est arbitraire à toute dislance du thermomètre; sa limite supérieure n'est imposée que par la nécessité de voir distinctement à la fois les traits et la colonne. On emploie avantageusement, pour ces observations, de petites lunettes de lo à 20*^™ de longueur, grossissant lo à 12 fois à une distance de 3o à 5o*^". Dans certaines observations, on peut s'approcher davantage et opérer avec un grossissement plus fort. A défaut de micromètre, un fil d'araignée, placé devant l'oculaire et amené par l'observateur à la distance de la vue distincte, marque le milieu du champ. Ce fil aide à estimer les fractions de division ; la bissection étant relativement facile, on partage, à l'aide du fil, un intervalle en deux parties, ce qui facilite la lecture.
La lunette doit être réglée perpendiculairement au thermomètre; pour cela, divers procédés sont en usage, suivant la nature des observations et les moyens dont on dispose. Lorsque le thermomètre est vertical, on rectifie sa position au moyen d'un fil à plomb; la position de la lunette est alors déterminée à l'aide d'un niveau. Dans la position horizontale du thermomètre, on peut régler la lunette soit par un fil à plomb (deux traits à angle droit, pratiqués le long de la monture, marquant la position de l'axe), soit en appliquant un niveau sur la monture de l'oculaire et en
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faisant tourner la lunette dans son support; on reconnaît qu^elle est verticale si la bulle reste immobile.
Lorsque le thermomètre ou la lunette doivent être placés dans des positions obliques, ces procédés sont inapplicables; on se sert alors des suivants, qui sont aussi employés fréquemment dans les cas mentionnés ci-dessus.
On applique contre le thermomètre un petit miroir dans lequel on observe, avec la lunette, l'image de l'objectif; celle-ci doit être concentrique avec le champ visuel, qu'elle remplit en partie; le réglage terminé, on remet la lunette au point sur le thermomètre.
Enfin, lorsque le thermomètre est transparent et que sa position est fixée par deux points, on peut lire son indication (supposée constante) avec traits devant et traits derrière la colonne, et modifier sa position ou celle de la lunette jusqu'à ce que les lectures concordent. Ce procédé, qui paraît à première vue assez primitif, conduit rapidement, dans certains cas, à un bon réglage, lorsque l'observateur a une pratique suffisante des lectures.
La lecture de la position du ménisque étant rapportée aux traits voisins, l'interpolation peut être faite à l'estime ou au micromètre. Dans tous les cas où la température n'est pas parfaitement constante, la lecture à l'estime est préférable; mais elle Test encore souvent lors même que le ménisque est immobile. Les lectures au micromètre occasionnent un travail d'observation et de réduction très considérable, et, lorsque cela est possible, il est généralement préférable d'employer le même temps à répéter l'expérience dans d'autres conditions. Un observateur habile, opérant avec une division fixe et un bon éclairage, arrive à ne commettre que rarement des erreurs dépassant deux centièmes d'un intervalle.
Dans la suite, nous indiquerons, dans chaque cas, quel est le mode de lecture que l'expérience a enseigné comme le meilleur.
6. Imperfections de la tige et du réglage; rôle de la réfraction. — On suppose, en général, que la forme extérieure de la tige d'un thermomètre est celle d'un cylindre droit, à base sensiblement circulaire; lorsque celte condition n'est pas suffisamment remplie, il en résulte un genre particulier d'erreurs qu'il est difficile de déterminer séparément, mais dont l'étude rentre
lO
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en partie dans un autre groupe de recherches. Certaines d'entre elles peuvent cependant échapper à l'étude, et il convient de se rendre compte, a priori, des limites de perfection désirables pour la forme extérieure d'un thermomètre.
Le cas général d*une tige de forme quelconque est sans intérêt^ nous nous occuperons de la tige courbée à section constante et de la tige conique.
Tige courbée, — (Considérons {fig» 3) un thermomètre faible-
Fiç. 3.
\>it \ *M'
ment courbé, s'appuyant en deux points A et B de la même verticale. Supposons, pour fixer les idées, que les traits soient situés sur la partie convexe de la tige, et la lunette horizontale à gauche de la figure. L'extrémité de la colonne sera en C ; après le retournement, le thermomètre prendra une position symétrique par rapport à la droite AB, et les lectures se feront en C L'axe du tube forme, en ce point, un angle a avec AB.
Considérons {Jig- 4) ""^ portion très petite du tube, supposée rectiligne entre deux traits consécutifs T| et T2. La position du ménisque M par rapport aux traits voisins est supposée mesurée
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à partir du pîed P de la perpendiculaire à Taxe du tube menée par M; en réalité, elle est donnée par les distances relatives des
trois rayons horizontaux partant de M, T, et Ta, et reçus dans la lunette. L'erreur sera donc QP ou Q'P'.
Soient 2/' le diamètre du tube ; w l'angle du rayon MQ ou MQ' avec la normale à l'axe du tube. Le rayon émergent forme, avec cette normale, l'angle a. Or on peut écrire, avec une approximation suffisante (*),
eu
el
PQ = P'Q', ,o> =
Dans le cas supposé ici, le ménisque est donc déplacé de la
quantité /•-> vers le haut, lorsque la partie convexe est tournée
du côté de l'observateur; vers le bas dans le cas contraire. Lorsque des traits sont vus à travers le thermomètre, ils apparaissent en R', et Rj, tandis qu'ils devraient se projeter normalement au tube en T', et T^; ils sont abaissés de
T', IV, = T, r; =
ra n
il en résulte un déplacement apparent du ménisque égal à — et dirigé vers le haut. L'erreur est donc exactement la même
ri n
(') Nous supposons que n soit Tindicc de réfraction du verre rapporté au vide ou, avec une approximation suffisante, à l'air. Lorsque le thermomètre est plongé dans un liquide, il faut remplacer n par le rapport des indices.
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dans les deux positions du ihermomèlre; elle est diminuée par la réfraction dans le rapport i l n.
Soit, par exemple, /• = a"*™, AB=:3oo™'"; supposons que, pour cette distance, la flèche soit de i™™, le tube étant courbé en arc de cercle. En A et B, a = yr-; pour /i=: i, 5, Terreur sera, en
ces points :
Si le degré a une longueur de 5°*™, Terreur commise sur la lecture sera de o,oo36 degré.
Si nous supposons le point A fixe, le point B mobile dans la verticale, Tangle a en chaque point varie avec la position de B. L'erreur d'une lecture varie donc avec la position des appuis. Mais la diflFérence entre les angles «i et aj que forment avec la verticale les tangentes à Taxe du thermomètre en deux points C et D reste constante. L'erreur relative commise sur la mesure de la distance CD est
r(gi— ai)
C'est une quantité constante, quelle que soit la position des appuis A et B, pourvu qu'ils restent invariables pendant la mesure de l'intervalle CD. Or nous savons (2) qu'une mesure de température consiste dans la détermination d'une différence de deux lectures, Tune d'elles étant, en général, le zéro actuel du thermomètre. Si donc on détermine Terreur de courbure de chaque point par rapport au zéro, le thermomètre restant pendant toute la détermination sur le même support, la correction trouvée conviendra encore aux lectures du thermomètre maintenu en deux points quelconques d'une ligne perpendiculaire à la lunette. Nous verrons, dans le deuxième Chapitre, que cette erreur rentre dans le groupe déterminé par Topération complexe du calibrage. Elle serait donc complètement éliminée des résultats si le thermomètre était supporté aux mômes points dans la lecture de la température cherchée et dans la détermination du zéro. Lorsque cette condition n'est pas remplie, Terreur n'est éliminée que partiellement. Il en est de même lorsque le thermomètre est plongé dans un liquide; Terreur provenant de la forme du thermomètre n'est plus alors modifiée par la réfraction dans la même proportion que lors
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(le sa (lélermiDatlon. Puisque Terreur en questioa n^est pas toujours éliminée complètement, il faiU chercher à l'éviter, en rectifiant suffisamment les tiges des thermomètres. Les constructeurs y arrivent en chauflant la tige successivement en quelques points, et en alignant un tronçon après Tautre. Cette opération a malheureusement pour efiet de modifier quelquefois le diamètre du tube et d'introduire des irrégularités dans les corrections de calibre.
Tige conique. — Considérons, en second lieu, une tige dont le tube intérieur soit rectiligne, mais dont les génératrices, en un point donné, soient diversement inclinées sur l'axe. Supposons, pour fixer les idées, que des génératrices opposées coupent Taxe du tube vers le bas, sous des angles a et ^. Du côté des traits, le déplacement du rayon par rapport à la perpendiculaire à Taxe du tube est, d'après la notation précédente,
QP = /• QMP = r(a — (o)= ra ^-^1-' .
Lorsque les traits sont vus à travers la tige, leur déplacement
apparent est
le déplacement du ménisque étant moitié moindre, la lecture sera
modifiée de r& •
Dans le premier cas, le ménisque est abaissé; dans le second, il est élevé. La moyenne des erreurs, dans le sens d'un abaissement, est
AU point de vue de l'élimination de cette erreur, il faut distinguer plusieurs cas. Le calibrage et les lectures peuvent être faits dans la même position du thermomètre, ou dans les deux positions; l'erreur est alors complètement éliminée. Le calibrage peut être fait dans une position, par exemple avec traits derrière, la lecture dans les deux positions; l'erreur est, dans ce cas,
ra r(a — S) =r(a4-B) ,
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OU enfin le calibrage est fait dans une position, la lecture dans l'autre*, Terreur devient
/•(an-P)
L'erreur estmaxima dans ce dernier cas.
Soit, pour le point considéré, /• = 2"™, et supposons par extraordinaire que, sur une longueur de 100"", le diamètre augmente de 1"",
a-r-p = o,oi, £ = 0""", 007.
Si la longueur du degré est de 5™"\ Terreur est de 0,001 4 degré. Il n'y a aucune difficulté à trouver des tiges de verre pour lesquelles celte erreur soit moindre et devienne, par conséquent, insignifiante.
Réglage. — Soit enfin un thermomètre dont la tige est parfaitement cylindrique, mais qui, dans les observations, forme un angle a avec la perpendiculaire à la ligne de visée. D'après la fig. 4, Terreur de l'observation est, pour les deux positions,
/•-; elle est positive dans une position, négative dans l'autre; elle
est donc éliminée, si les observations sont faites avec traits devant et traits derrière. Lorsqu'elles sont faites dans une seule position, Terreur est diminuée par la réfraction.
LE BAROMÈTRE
Le baromètre est un auxiliaire indispensable des recherches ihermométriques. Nous décrirons les diverses formes de cet instrument, et nous étudierons ses causes d'erreurs.
7. Définitions. — La pression atmosphérique est mesurée, au moyen du baromètre, par la hauteur de la colonne de mercure qui lui fait équilibre.
Soient
h cette hauteur; d la densité du mercure;
/un ensemble de forces étrangères que nous définirons dans la suite.
CHAP. 1. — LE BAROMÈTRE. ID
I^a pression p par unité de surface sera
• g élant Vaccélération de la pesanteur.
La pression sera connue lorsqu^on aura mesuré la hauteur du mercure dans le baromètre, calculé sa densité diaprés sa température, et que Ton connaîtra Tintensité de la pesanteur au lieu de l'observation, ainsi que les forces groupées dans le symbole/!.
Cependant, la question se présente, dans la pratique, sous une forme un peu différente. Il est rare que la connaissance exacte d*une pression en valeur absolue soit nécessaire; il s'agit, dans la plupart des cas, de comparer les pressions entre elles, en partant d'une unité arbitraire, le millimètre de pression, ou Vatmosphère, pression qu'exerce sur l'unité de surface de sa base une colonne de mercure de 760"" de hauteur, placée dans des conditions bien définies. Les pressions sont exprimées en hauteurs de mercure dans les mêmes conditions; il suffira donc, pour connaître la pression exprimée dans les unités usuelles, de mesurer h, et de réduire rf et ^ à des valeurs normales, dans l'adoption desquelles entre une certaine part d'arbitraire (*).
Les forces / seront aussi exprimées en hauteurs de mercure: nous pourrons soit les éliminer, soit les introduire dans la formule comme terme correctif.
Désignons par H la hauteur barométrique corrigée; soient A/t, Arf, ^g un ensemble de corrections appliquées respectivement à
(*) L'unité absolue C.G.S de pression est la dyne par centimètre carré, à laquelle on substitue fréquemment la mégadyne par centimètre carré, voisine de Tatmosphère ( o»*", 987 ) .
Dans la formule ci-dessus, p est exprimé en unités absolues si /t, d, g et / sont donnés en unités absolues.
Suivant l'idée des fondateurs du système métrique, l'unité de densité devait être la densité de l'eau dans les conditions normales; le kilogramme était dès lors une unité dérivée. D'après les définitions modernes, Tunité absolue de masse est déduite du kilogramme, et la densité de l'eau est une quantité dérivée qui diffère de l'unité de l'erreur commise dans la construction du kilogramme. Cette erreur n'a pas encore été déterminée avec précision ; il se peut qu'elle atteigne un dix-millième.
[ Voir O.-J. Broch, Note sur la détermination, par M. Lcfèvre-Gineau, du poids du décimètre cube d*eau, etc. {Procès-verbaux de la Commission internationale du Mètre, 1874; Annexe IV)].
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hy d Ci g; (f la quantité / dans les nouvelles unités. La formule deviendra
dn el gn étant les valeurs normales de rf et ^.
Après avoir établi quelques principes généraux, nous nous occuperons des différents termes de cette formule.
Définissons encore le terme ç. Les principales forces secondaires agissant sur le mercure sont : la capillarité, la pression de Tair dans la chambre fermée du baromètre, la tension des vapeurs mercurielles, la pression du mercure sur lui-même, et les forces électriques.
8. Conditions relatives à la construction. — Dans un baromètre de précision, la distance des ménisques est mesurée, d'ordinaire, à l'aide d'un cathétomètre avec deux lunettes à micromètre oculaire. Si parfait que soit un cathétomètre, il éprouve toujours de petits déplacements dans le sens vertical, ou de faibles inclinaisons, lorsqu'on le fait pivoter sur son axe. Il faut donc pouvoir éliminer ou déterminer les erreurs provenant de ces défauts de construction. La détermination des erreurs, et surtout Fapplication des corrections qui en résultent, est un travail fastidieux, qui, même fait avec soin, introduit un élément d'incertitude dans le résultat. Il est donc désirable de s'en dispenser autant que cela est possible; on y arrive en plaçant les deux branches du baromètre dans la même verticale.
La hauteur mesurée par le cathétomètre doit être ensuite exprimée dans les unités usuelles. Le procédé le plus précis consiste à amener dans le champ des lunettes une règle divisée, par rapport à laquelle on détermine la position des (ils des micromètres. Tous les autres moyens de déterminer la distance observée dans les lunettes sont imparfaits.
Les forces capillaires qui s'exercent entre le mercure et le verre jouent, dans ces mesures, un rôle important. Les ménisques étant déprimés, dans les tubes étroits, d'une quantité qui dépend de la manière dont ils se sont formés, il est nécessaire que la surface du mercure s'étale dans des tubes larges (2o""-3o""); ou, à défaut, que les portions de tubes dans lesquelles on observe soient de
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même diamètre, et que les ménisques s'y établissent dans des conditions semblables. La position du centre, dans les ménisques larges, ne dépend pas de la manière dont ils se sont établis; mais il arrive souvent que les ménisques descendants sont creux, et que le milieu ne peut être observé dans la direction horizontale. «I faut donc, dans tous les baromètres, pouvoir rendre les deux ménisques simultanément ascendants ( *).
On ne peut déterminer la tension de Tair dans la chambre fermée du baromètre qu'en faisant varier dans de larges limites sa capacité; le dispositif servant à déplacer les ménisques doit, par conséquent, posséder une course imposée par l'amplitude nécessaire de ces variations.
Enfin, la température constitue un élément important du calcul de la hauteur mesurée au cathétomètre et de la densité du mercure. Un baromètre doit donc être accompagné d'un nombre suffisant de thermomètres.
9. Différentes formes du baromètre. — Divers dispositifs ont été imaginés pour satisfaire aux conditions qui viennent d'être énumérées; nous décrirons les principaux.
Baromètre à piston plongeur, — Un baromètre à siphon {fig- 5) dont les tubes extrêmes sont alignés dans une même verticale porte une branche latérale reliée, par un tube de caoutchouc (*) ou par une pièce d'acier mastiquée, à un réservoir dans lequel plonge un piston de verre (') fixé à une crémaillère commandée par un pignon. En abaissant le piston, on élève le mercure simultanément dans les deux branches. Le tube latéral porte un étranglement a destiné à ralentir l'entrée du mercure dans le baromètre; les oscillations deviennent ainsi presque apériodiques.
Baromètre à tube mobile. — Le tube barométrique {fig» 6),
(*) Celte condition a été indiquée pour la première fois, croyons-nous, par F.-G.-W. Struvc {Description de l* observatoire astronomique central de Pulkowa, p. 225; i845). Le baromètre de Pulkowa, construit par Girgensohn, est combiné avec une entente remarquable de la question.
(») Le baromètre ne peut pas être fait d'une seule pièce, à cause des difficuUè»* du remplissage.
(') Cet artifice, très analogue à celui de Girgcnsohn, a été indiqué pi:r M. Amagat {Archives de Genève, t. \\\V; i8'm)).
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porté par un chariot verltcal mù par une vis, plonge dans un tube G%e en U formant cuvette ; il peut être déplacé verticalement d'un mouvement rapide ou micromélnque. Le tube du baromètre est recourbé de façon que la chambre soit dans la même verticale que la branche ouverte. On établît le niveau dans la branche fermée en abaissant le tube du baroméire; le mercure remonte en mémo temps dans la branche ouverte.
Baromètre ri réservoir auxiliaire (Jtg. ~). — Le tube est fivé, par une boîte à cuir, dans un bloc d'acier percé d'un canal qui établit la communication avec la branche ouverte, également fixée par un joint et mastiquée dans le bloc. Un tube flexible, en acier, muni d'un robinet, établit 1» communication avec un réservoir auxiliaire contenant du mercure et porté sur un chariot qui peut être déplacé le long d'une glissière. En élevant ce réservoir, on fait monter le mercure dans les deux branches.
Fis. 5. Fis. «■
10. Lectures. — Les lectures du baromètre se font, comme il a été dit, au moyen de dcu^ lunettes munies d'un micromètre et sortant des niveaux.
■ LE BAROMETKE.
Les ménisques élroits (fo"°'-i5"'"') peuvent être pointés simplement en amenant le fil horizontal du réticule à être tangent à l'image du ménisque dans la lunette. Mais ce procédé n'est pa^ applicable aux ménisques larges; il est nécessaire de considérer ceux-ci comme des miroirs plans, et de déterminer leur position en pointant le milieu entre un objet et son image donnée par le ménisque. On emploie souvent, pour cela, des pointes fines en verre noir (Pernet), qui, dans les observations, sont à une très petite distance du ménisque. Dans la branche fermée du baromètre, les pointes sont soudées aux parois et recourbées â angle droit {fig- 8) dans l'axe du tube. Dans la branche ouverte, on
fixe sur le tube une armature soutenant une tige d'acier à laquelle est mastiquée la pointe de verre; la tige est serrée par une vis et peut être commandée par un mouvement micrométrique. Les pointes permettent des mesures très précises.
Dans les deux cas précédents, on éclaire le ménisque au moyen d'un petit miroir renvoyant horizontalement dans la lunette la lumière diffuse d'une fenêtre ou d'une surface éclairée. Le ménisque est limité par un écran fixe, fendu verticalement, et un écran mobile interceptant la lumière à une petite distance du
(■) Le turomélre de Poikoni «si porié en ent orienté de façon i s'adapter au neillcar éclairage.
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Un autre procédé très ingénieux , imaginé par M. Marck {fis* 9) (*)' consiste à produire, au-dessus du centre du mé-
Kig. 9.
nisqiie, l'image rcelle d'un fîl /, projetée par un collimateur 00' placé derrière le baromètre. Cette image, qui remplace la pointe^ permet aussi de bonnes mesures. Le pointé se fait entre f\ et/^. Ce procédé nécessite malheureusement un réglage assez délicat.
Enfin M. Thiesen (^) a proposé de placer derrière le baromètnr une règle divisée permettant de pointer directement sur un trait et son image dans le mercure. Afin qu^il ne puisse pas se produire d^équivoque sur la position du ménisque, dans le cas où il se trouve 1res près du milieu d'un intervalle (les traits et leurs images forment alors une échelle cquidistante non interrompue), M. Thiesen marque, au-dessous de chaque trait, un point qui se trouve au-dessus dans Timage. La règle est éclairée par devant. Ce procédé élimine les erreurs du cathctomètre.
11 . Erreurs dues à la réfraction. — Les erreurs de réfraction peuvent provenir soit de ce que les rayons lumineux reçus dans la lunette traversent obliquement une surface parallèle et éprouvent un déplacement parallèle, soit de ce qu'ils se trouvent déviés par des surfaces inclinées. 11 est aisé de se convaincre que le premier phénomène ne produit aucune erreur sensible dans un baromètre bien construit. 11 n'en est pas de même du second, que nous allons étudier. Deux cas se présentent, suivant que l'on vise le centre du ménisque et que l'on reporte sur une règle la hauteur mesurée dans le cathétomètre, ou que l'on pointe directement une règle placée* derrière le baromètre.
Premier cas. — On reçoit dans la lunette un rayon MAB(>
(•) W.-J. Marek, Pesées {Travaux et Mémoires, l. III, p. D.38; 1884.) (») Max Thiesen, Zeiischrift fur Instrwnentenkunde, t. VI, p. 89; 1886.
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(/î^. lo), qui, après avoir traversé la paroi antérieure du baro-
Fig. 10.
mètre, émerge horizontalement. L'erreur CD est facile à calculer approximativement.
Soient
r le rayon moyen du tube ;
a l'angle au sommet du prisme ;
l'angle de déviation.
En remplaçant les sinus et les tangentes par les angles, on trouve
ou, pour /i= ï ,5,
CD = 0,5 roL.
Soit r= iS""*; si, par exemple, Tépaisseur de la paroi antérieure augmente de o™™, i sur une longueur de loo"", on aura
a = o,ooi cl CD = o^^jOojS.
Second cas. — Les rayons provenant directement de la règle et les rayons préalablement réfléchis sur le ménisque traversent la paroi antérieure du baromètre en des points très voisins; ils subissent donc sensiblement la même déviation, et Timage du ménisque n'est pas déplacée par rapport aux. rayons, qui, après avoir traversé la paroi postérieure, passent très près du ménisque, dans une direction à peu près horizontale. Il suffit donc de connaître la déviation qu'éprouvent, en traversant la paroi postérieure, les
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rayons partant du trait T i^fig- 1 1 ), situé immëdiateinent au-dessus du mercure. Un rayon partant de T suivra le chemin TABM pour se réfléchir en M; il semblera venir de T, et le déplat
KiR. I
ilvn:«a
calculera, comme dans le cas précédent, en remplaçant /* par la distance (/, généralement plus faihle, comprise entre ta règle et te milieu de la paroi du baromètre.
Nous avons vu que des erreurs sensibles se produisent, dans le premier cas surtout, avec des tubes assez réguliers. Pour les éviter, on a essayé fréquemment de roder sur le tube une surface plane ou cylindrique pour laquelle ces erreurs seraient négligeables; mais alors le verre ne supporte pas une température élevée, et le baromètre se casse d'ordinaire pendant le remplissage.
Détermination des erreurs. — Lorsque le tube est à la disposition de l'observateur avant d'être fermé, on peut mesurer le déplacement des images, qui se produit par l'interposition d'une des parois du tube.
On peut aussi déterminer l'erreur de réfraction sur un baromètre monté.
Considérons (Jig. 12) un tube large l>c, à travers lequel on vise un point P, au moyen d'une lunette horizontale. Le rayon qui, parti de P( , aura, après deui réfractions, la direction horizontale, suivra, par exemple, le chemin P,CBA (en négligeant l'épaisseur des parois). Le déplacement sera donné par la distance des lignes AB et P', P| . L'image d'un second point Pj, situé sur le même
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rayon, subira le déplacement APj. La différence P,P'i des deux déplacements^ divisée parla distance horizontale P'^P29 donnera rinclinaison de la ligne PiPs et, par conséquent, la position du
Fig. 12.
Kl
point C. On en déduira la rélraclion produite par la paroi c, et par suile le déplacement BC, engendré par le passage du ravon à travers la paroi b. On aura ainsi déterminé, du même coup, par deux observations^ la réfraction des deux parois.
On augmente la précision de la mesure en multipliant les observations sur des points P^, P2, P3, ..., qui, du reste, peuvent n'être pas situés rigoureusement sur le même rayon.
Pour mesurer le déplacement, on substitue aux points P|, P2, ... des droites horizontales, dont ces points sont les projections dans la figure; on vise alors ces droites aux deux bouts à côté du tube, et dans le milieu à travers le tube. On peut aussi employer, pour cela, une surface de mercure. La mise au point s'obtient en visant la surface à des distances diverses, ou en compensant la distance par des glaces dont on a vérifié la planéité.
L'expérience montre que les défauts sont souvent locaux et qu'il faudrait d'ordinaire déterminer les erreurs, dans une des branches, pour une série de points; car les seuls baromètres pour lesquels les lectures peuvent toujours être faites dans les deux branches, aux mêmes points, sont ceux qui ont à la fois un tube mobile et un réservoir auxiliaire.
On préfère cependant, en général, choisir avec soin les tubes r|u'on emploie et négliger ces erreurs.
12 Mesure de la distance des ménisques. — Lorsque le
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procédé de lecture imaginé par M. Thiesen ne peut pas être employt-, la position des ménisques, ayant été relevée dans deux lunettes parallèles, doit dtre reportée sur une règle. Pour cela, deux procédés sont en usage.
Première construction. — Le baromètre est supporté par uni; colonne verticale mobile autour de son axe. Du c6tc opposé au tube barométrique ô(y(^.i3),la colonne porte une règle divisée H, suspendue verticalement par son extrémité supérieure, ou par un autre point, et guidée (non serrée) dans le bas. Celle règle esl amenée par une rotation de la colonne dans le champ des microscopes; la position des Tils qui ont servi à viser les ménisques est déterminée, par le procédé ordinaire, en mesurant, à l'aidide la vis mieromélriquc, leur distance aux traits voisins.
La colonne peut être suspendue comme celle d'un calbélomètre, à une forte tige d'acier fixée à un trépied; elle est alors guidée par uncânequis'emboitcdans une ouverture de même forme pratiquée dans le pied de l'appareil. Elle peut aussi être portée par dcu\ équerres boulonnées sur un pilier de pierre, ou enfin, par un cadre en fonte, maintenu sur une forte planche avec vis calantes {/i'^.i 3). Dans tous les cas, elle doit porter des organes de réglage.
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Le mouvement de la colonne est limité par deux butoirs ///, /;/ avec vis de rappel, réglés de façon que, aux extrémités de la course, Taxe des tubes b et la règle K soient au point dans les lunettes.
Dans ce dispositif, il suffit que les lunettes, calées sur de forlos tiges verticales /, possèdent une course de quelques centimètres.
Ce procédé, le meilleur en théorie, est difficilement applicable à des baromètres lourds, et compliqués, comme cela arrive souvent, d'un manomètre ou autres accessoires.
Seconde construction, — Le baromètre et la règle divisée* sont fixes; les lunettes sont calées sur une colonne verticale en acier, mobile autour de son axe, et supportée comme Tétait dans le prçmier cas le baromètre. La dislance mesurée par les micromètres est reportée sur la règle par une rotation convenable de la colonne. Le long de celle-ci règne un sillon quadrangulaire, suivant une génératrice, servant de guide pour le déplacement vertical des microscopes; l'un d'entre eux doit porter un mouvement micrométrique de réglage en azimut, tout Tappareil étant rarement exécuté avec une perfection telle que la règle, le baromètre et Taxe de la colonne soient parallèles dans les limites de la précision requise {voir le baromètre et manomètre, PL 7).
Lorsque les deux ménisques ne sont pas situés dans la même verticale, comme c'est le cas dans les manomètres pour les faibles pressions, ce second procédé est le seul applicable. Son emploi est alors très délicat. Il faut s'assurer par des moyens particuliers que la colonne supportant les microscopes n'éprouve aucun déplacement dans le sens vertical, lorsqu'on passe d'une position à l'autre, ou, le cas échéant, mesurer le déplacement qui se produit. Voici le procédé employé dans ce but par M. Marek (*) :
a Sur la colonne G {fig* i4) ^^^ adapté, au moyen de la douille D, le bras recourbé B. Ce dernier porte une lentille L à faible courbure, qu'on peut déplacer légèrement dans le sens horizontal, jusqu'à ce qu'un point marqué sur sa surface inférieure se trouve dans l'axe de rotation. Cette condition est réalisée quand le point ne cesse pas, si Ton tourne l'instrument, d'être le
(') W.-J. Marek, Travaux et Mémoires, l. III, p. D.a;.
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ccDtre d'un petit cercle repère tracé sur la surface supérieure d'une plaque de verre L' qu'on a placée sur l'appareil G. Celui-ci porte un prisme à réflexion totale o qui reçoit un faisceau de lumière raonochromaiique par la glace saus tain o', et qui le renvoie après réflexion sur la surface de la lentille, dans la petite lunette t.
Fie. >i.
)> On voit, dans cette lunette, se produire les anneaux de Newton. A l'aide de vis de réglage c, on peut amener, dans l'axe de rotation, le centre de courbure de In lentille correspondant au point marqué, ce qui se traduit par le fait que les anneaux ne se décentrent plus par rapport au cercle repère, à la suite d'une rotation de l'instrument.
H Or si, pendant celte rotation, le cathétomètre se soulève ou
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s^abaisse, les anneaux, tout en restant centrés^ se rélrëcissenl ou s^élargissent en passant par le cercle repère, et chaque anneau passé correspond, comme dans le dilatomètre de M. Fizeau (*), à un déplacement vertical de d"", 00029 environ. »
L'inclinaison des lunettes sur Thorizon peut aussi varier^ les variations se mesurent à Taide des niveaux surmontant les microscopes; la correction qui en résulte, en valeur angulaire ou en valeur linéaire, à la distance de la règle, se détermine en mesurant, au moyen du micromètre, le déplacement apparent de la règle, pour diverses positions de la bulle du niveau.
13. Mesure de la température. — Trois ou quatre thermomètres suffisent généralement pour déterminer la température d'un baromètre normal ; on n'en emploie un plus grand nombre que lorsque la température de la salle est peu uniforme. Ces thermomètres sont régulièrement espacés le long de l'instrument, et placés dans des conditions semblables à celles auxquelles les parties voisines du baromètre sont soumises. Pour cela, on fait plonger les réservoirs des thermomètres dans des tubes pleins de mercure, sensiblement égaux aux parties correspondantes du baromètre. Un thermomètre peut être également appliqué contre la règle, ou encastré dans une pièce de même métal et de même section, placée dans son voisinage immédiat. Un support spécial porte des lunettes pour lire les thermomètres.
Suivant les circonstances, on admet pour tout Tinslruraent la température moyenne de tous les thermomètres, ou Ton calcule séparément la température du mercure et de la règle. Ou bien, lorsque la température varie fortement avec la hauteur, on substitue à la moyenne arithmétique un nombre calculé en dessinant la courbe de répartition de la température, et en estimant par un procédé approximatif la superficie de celte courbe.
On a essayé quelquefois, mais jusqu^ici sans succès, de plonger un baromètre dans un liquide. Par contre, il est aisé d'enfermer tout l'instrument dans une caisse en cuivre, pçrcée des fenêtres nécessaires.
Il arrive fréquemment que, dans le réglage de l'instrument
V) Voir Chap. VI.
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pour une mesure, on déplace, par un piston plongeur ou un réservoir auxiliaire, une quantité de mercure assez considérable pour que la partie médiane du baromètre, formée en général par un tube étroit, se trouve rempliç en entier par du mercure qui se trouvait jusque-là à un niveau différent. Les thermomètres voisins n'indiquent pas alors la température du mercure. Pour éviter celte cause d'erreur, il convient de régler toujours approximativement l'instrument quelque temps avant la mesure (*).
1 i. Réductions. — La hauteur barométrique, mesurée au moyen d'un mètre exact à zéro et divisé en millimètres normaux (^), ou ramenée à ces suppositions par l'application de corrections appropriées déterminées par Vétude de la règle, doit être réduite, conformément à la formule du n** 7, aux conditions adoptées comme normales. Les corrections principales se rapportent à la température et à l'accélération de la pesanteur.
i" Température, — Soient respectivement
V/= Vo(l-a,;,/-i-p,„/«),
le volume et la longueur que prennent à t^ la quantité de mercure dont le volume à o" est Vq, et la règle dont la longueur à o"
est /q.
La hauteur barométrique Iiq réduite à zéro se déduira de la hauteur observée par la formule
y. t- ^«/-^ -^.3r^î /lo = n — — >: — j >
/i et /a étant respectivement la température de la règle et du mercure.
On peut écrire
(') Celle remarque est duc à M. Pcrnct.
(^) On conslruit couramment des règles en laiton avec trace sur lame d'argent incrusléc où les erreurs de division ne dépassent pas ©""jOi.
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et enfin, pour tt = t-i,
-"ru
Les meilleures données que Ton possède sur la dilalalion du mercure résultent des expériences de Regnault. M. Broch (*) a réuni Tensemble des résultats dans la formule à trois termes
V,= Vo[i-i-(i8i79a/-i-o,i75/«-+- o,o35ii»)io-»|.
Les températures sont exprimées dans Téchelle du thermomètre à air.
Celte formule peut être réduite à une expression du second degré, dont la valeur s'écarte de la première, d'une quantité do beaucoup inférieure aux erreurs des mesures de Regnault (*^); les coefficients de cette formule sont
a„i= i8i 770.Io-^ ^m^ 2,047.10-9.
Dans l'échelle du thermomètre à hydrogène, ces coefficients
deviennent
a = 18189-2. lo-!»,
11 faut, autant que possible, déterminer la dilatation de la rr^lc du baromètre, soit directement, au moyen du comparateur, soit sur un échantillon de même métal. Â défaut, on peut admettra les coefficients suivants, rapportés au thermomètre à hydrogène (') (t;o£r Tables I et II).
Platine iridié ol — 8,65. 10 -* p= 1,7.10 '^
Acier '0,40 5,2
Laiton loi /:
Bronze ï7î54 5,2
Bronze phosphoreux. . . < '
(•) O.-J. Bnocii, Dilatation du mercure ( Travaux et Mémoires, t. III ).
(*) Cette formule concorde aussi bien que possible avec la première enUv o*' et 4o" {voir Chap. VI, Transformations).
(') J.-R. Bp.noIt, Nouvelles études et mesures de dilatations par la méthode de M. Fizeau ( Travaux et Mémoires, t. VI, p. 190; 1888).
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2'' Pesanteur. — On est convenu de réduire toutes les observations où g intervient, à ce qu'elles seraient si ce coerflcient avait une valeur constante, celle qu^il possède à 45° de latitude et au niveau de la mer. M. Broch(*), en complétant une formule de Laplace et en tenant compte d'un grand nombre d'observations, a proposé d'adopter, pour la réduction de g sous la latitude ^ et à l'altitude M en mètres, la formule suivante {voir Table III) :
— ^ =(i — o,oo'i59cosa«p)(i — 0,000000 196M).
On réduit une pression barométrique, observée dans le lieu dont les coordonnées sont ^ et M, en multipliant la hauteur mesurée, réduite à o'^C, par le. facteur —^ • Le procédé le plus pra-
tique pour cette réduction consiste à dresser, pour le lieu de l'observation, une Table dont l'argument est — ^ — 1, et la variable Ao-
On a ainsi, pour toutes les pressions que l'on peut avoir à réduire, la correction relative à la pesanteur. Cette correction est à Paris, pour la pression normale, d'environ -|- o™"*, a5.
15. Corrections secondaires. — Nous venons de voir quelles sont les corrections principales qu'il faut appliquer à chaque lecture barométrique, et qui constituent souvent toute la réduction. Nous avons encore à nous occuper de quelques corrections, toujours très faibles, parfois nulles, dont la somme a été désignée, dans la formule de départ, par le terme o (p. 16).
Capillarité. — Nous avons vu comment on élimine l'efTet des forces capillaires dans les baromètres de précision. Dans les baromètres de laboratoire ou de voyage, les simplifîcations nécessaires de la construction entraînent d'ordinaire des erreurs de capillarité assez sensibles. On peut appliquer aux lectures une correclion convenable déduite du diamètre du tube et de la hauteur du ménisque {voir Table IV). Mais il existe encore, dans ces baromètres, d'autres erreurs, provenant de ce que les conditions rela-
(•) O.-J. Bboch, Accélération de la pesanteur^ etc. {Travaux et Mémoires y t. I, p. A. 9; 1881).
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lîves à la construction des baromètres de pi^cision ne sont pas suffisamment remplies; c'est pourquoi il est préférable, quand on le peut, de déterminer la correction totale du baromètre, en le comparant, à ménisque ascendant, avec un baromètre normal.
Pression de Vair dans la chambre du baromètre , — Les traces d'air enfermées au-dessus du mercure exercent sur celuici une pression inversement proportionnelle au volume de la chambre^ la correction, avant été déterminée pour une position quelconque du mercure, pourra donc être calculée pour les autres. Voici le procédé proposé par Arago pour déterminer cette correction.
La capacité de la chambre barométrique aj^ant été jaugée approximativement pour diverses distances au sommet (par exemple pour l'extrémité des pointes, dans les baromètres qui en sont munis), on compare, pour les capacités connues de la chambre, le baromètre à un autre de ces instruments, de même précision, dont le ménisque supérieur a été ramené toujours au même niveau. La variation de Téquation relative des baromètres donne la différence des corrections du premier, pour les niveaux auxquels il a été observé; la correclion elle-même s'en déduit en tenant compte du rapport des volumes.
Dans un baromètre rempli dans le vide et bouilli, la pression de Vair est si faible qu'on ne la constate que par une série d'observations précises. On peut même craindre, dans ce cas, que les variations constatées ne soient dues, en grande partie, aux erreurs de réfraction, lorsque celles-ci n'ont pas été mesurées.
Tension des vapeurs mercurielles. — Les vapeurs de mercure qui se développent dans la chambre fermée du baromètre dépriment le ménisque supérieur d'une quantité qui augmente à mesure que la température s'élève. Cette dépression reste toujours très petite, et les résultats des mesures faites par plusieurs physiciens sont relativement très discordants.
Regnault(*) s'occupa, à deux reprises, de cette question. Dans une première série d'expériences, il chercha à mesurer la tension de la vapeur à des températures comprises entre o** et loo"; il
( * ) RsaNAULTi Relation des expériences, 1. 1, p. Soi , et t. Il, p. 5o6 ; 1843 cl 1847*
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admit, pour le calcul, que la tension à o^ est nulle. Plus tard, il poursuivit ses expériences jusque vers 5 12° et détermina les constantes de la formule de Biot au mo^^en des résultats obtenus à 128**, 256**, 384** cï- 5 12''. 11 admit, dans ce nouveau calcul, la valeur 0"°, 02 à o** ; mais, comme il le dit (t. II, p. 5 1 9), cette valeur est hypothétique; « elle est trop petite pour pouvoir être appréciée avec quelque certitude ».
M. Hagen (*) reprit la question, et fît des mesures pour un grand nombre de températures comprises entre — 87° et o"*, puis dans le voisinage de So**, 100", 1 5o** et 200**. 11 supposa la pression nulle à la température de congélation du mercure et la trouva égale à o™'",oi5 à o". Les résultats des observations furent représentés par un polynôme du troisième degré.
M. Hertz (^) introduisit, dans une formule théorique, les résultats d'expériences faites entre 89" et ^o-;**; aux températures plus basses, les erreurs surpassaient les quantités à mesurer. Les tensions aux températures ordinaires furent calculées par extrapolation.
Enfin M. Ihmori ('), en absorbant la vapeur mercurielle par de la mousse de platine, a mesuré une limite inférieure de la tension aux basses températures.
Nous réunirons, dans le Tableau suivant, les résultats des quatre séries de mesures citées :
Tension de la vapeur mercurielle d'après
Regnault. Hagen. Herlz. Ihmori.
mm mm mm mm
0,020 0,01 5 0,0002 o,ooo3
10 0,027 0,018 o,ooo5 0,0008
20 o,o'^7 0,021 o,ooi3
Pour décider entre ces nombres très discordants, il faut procéder
( • ) E.-B. Hagen, Ueber die Spannungen des gesàttigten Quecksilberdampfes bei niederen Temperaturen ( Wied. Ann., l. XVI, p. 610; 1882).
(') Hertz, Ueber den Druck des gesàttigten Quecksilberdampfes {Wied. Ann., t. Wll, p. 193; i88a).
( ') Ihmori^ Ueber die Aufnahme des Quecksilberdampfes dure h Platinmohr .( Wied. Ann., t. XXVIII, p. 81; 1886)..
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par élimînalîon. Le point de départ des nombres de Regnault est hypothétique. Les nombres de Hertz sont extrapolés. Ihmori ne donne qu\ine limite inférieure. Les résultats de Ilagen restent donc les plus probables; cependant, les quantités mesurées étant à la limite de la précision que Ton peut atteindre, ces nombres peuvent être affectés de fortes erreurs relatives.
On peut conclure de ce qui précède que Inapplication d'une correction pour la variation de tension des vapeurs mercurielles est illusoire, et que cette correction est assez faible pour n'entraîner aucune erreur sensible pour toutes les températures auxquelles un baromètre peut être exposé.
Compressibilité du mercure. — La hauteur barométrique normale peut être rapportée au mercure soustrait à toute pression ou comprime par son poids. Ce point n'a pas encore été suffisamment défini; il est aisé de voir d'ailleurs que la différence qui résulte de l'une ou l'autre des suppositions est comprise dans les limites de la précision qu'il est actuellement possible d'atteindre dans ces mesures.
Soit un élément de hauteur dz^ situé à la distance z en millimètres, au-dessous de la surface du mercure; x étant le coefficient de compressibilité du mercure par atmosphère, la contraction de l'élément dz sera
X5 dz
ldz =
et la contraction d'une colonne de hauteur z sous son propre poids
A-S — .. 1 >3 ClZ — —^ — Z*, 760 J^ 760
Pour z r=z «jGo,
Or, on peut admettre, d'après les mesures les plus exactes (*), x=:3,5.io~*. La contraction d'une colonne de r6o"" sous son propre poids est donc
(*) Voir note, p. io3.
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La correction varie avec le carré de la hauteur, et il peut se faire que, dans certaines mesures au manomètre, il ne soit pas illusoire d'en tenir compte.
Supposons, par exemple, que, dans l'étude des propriétés d'un gaz, on parte d'une pression initiale de i™ de mercure. La tension du gaz à loo® sera d'environ i^jS^.
mm
La correction de compressibilité pour looo"*" est... 0,0046
» pour 1370""* »... 0,0086
Différence , 0,0040
Comme, dans ces mesures, on opère par différence avec le même manomètre, une partie des erreurs instrumentales s'élimine, et la précision de la moyenne de quelques mesures est voisine de la correction de compressibilité; il y a donc lieu de l'appliquer.
Forces électriques, — On sait que le mercure d'un baromètre se charge à un certain potentiel négatif, dont la valeur dépend de ses mouvements dans le tube et de l'état électrique et hygrométrique de Tair. Les corps environnants exercent donc sur le mercure des forces attractives ou répulsives, suivant leur état. L'effet de ces forces est mal connu; il est sans doute extrêmement faible, et le seul phénomène qui paraisse bien constaté jusqu'ici est celui qui se produit lorsqu'on approche une pointe d'un ménisque pour déterminer sa position : le mercure se soulève, touche la pointe et redescend aussitôt. L'amplitude du mouvement atteint plusieurs microns.
16. Remplissage du baromètre. — Un baromètre à large tube doit nécessairement être rempli sur place, afin d'éviter les accidents du transport. Il faut auparavant nettoyer l'intérieur du tube avec le plus grand soin; on emploie, pour cela, successivement les liquides suivants : solution de potasse caustique, eau distillée, acide nitrique, eau distillée, ammoniaque, eau distillée, alcool et éther.
Le tube est ensuite soudé à l'appareil en verre représenté par la Jig. i5. Le crochet qui termine le baromètre sert, dans la deuxième forme décrite (Jig*^', p. 18), à empêcher la rentrée de l'air lors du montage de l'instrument. L'appareil adapté au baromètre part du
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renilement R; il consiste en un tube vertical A, élargi dans le haut et relié, par le raccord P, à une machine pneumatique pouvant faire le vide à une fraction de millimètre près. Le tube A porte une petite tubulure latérale eflilée, s'engageant dans la branche soudée au baromètre; cette dernière communique, par le tube de jonction d, avec le tube vertical qui conduit à la pompe.
Le mercure, bien purifié, est introduit dans l'éprouvettc C. On fait le vide dans l'appareil, dont on chauffe toutes les parties, afin d'en chasser l'humidité ; puis on élève l'éprouvetle jusqu'à ce que le mercure, atteignant le tube latéral A, s'écoule en petites gouttes dans le réservoir R et dans le baromètre. On arrête l'opération à plusieurs reprises et l'on fait bouillir fortement la dernière portisn de mercure introduite. On peut se servir, pour cela, d'un bain de chlorure de calcium ou de paraffine, ou simplement d'un brâleur à plusieurs petites flammes en ligne droite, recouvert
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d'une toile de cuivre. Cette opération demande les plus grandes précautions et une certaine habitude des manipulations.
Dans un baromètre bien rempli, l'adhérence du mercure contre le verre est telle qu'on peut élever le sommet du tube de lo à 12*^™ au-dessus de la position normale du ménisque sans que la séparation s'opère; on est alors obligé de la provoquer par de petits chocs, afin d'éviter une descente brusque du mercure d'un niveau trop élevé.
Nature du mercure, — Nous avons supposé le mercure parfaitement pur et à sa densité normale. Il nous reste à dire dans quelles limites varie la densité du mercure purifié par divers procédés.
Des mesures différentielles, faites, sous la direction de M.Wild, par MM. Dohrandt et Magis, ont donné, pour divers échantillons, les différences suivantes, entre le mercure préparé comme il est dit et un échantillon traité au sesquichlorure de fer(*) :
Mercure du commerce filtré quatre fois i
(•) H. WiLD, Ueber die Bestimmung des Luftdruckes (Bepertorium fur Météorologie, Bd. III, p. 49; 1874).
(») W.-J. Marek, Pesées ( Travaux et Mémoires, t. II, p. D.56; i883).
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Regnau]t(i) avait obtenu antérieurement 13,59593
M.Wild(*) » i3,5956
M. Volkmann (') » 1 3, 595 3
Or une différence d^une unité dans le quatrième chiffre après la virgule correspond à une variation de la hauteur barométrique de o™'",oo6; les plus fortes différences, constatées par M.Wild et M. Marek, introduiraient des erreurs à peine supérieures à
La méthode de purification ordinairement employée par les constructeurs est la suivante : le mercure, agité avec une solution de nitrate de mercure, est introduit en gouttelettes, par un entonnoir effilé, dans un flacon contenant de Tacide nitrique dilué, puis versé dans de Tacide sulfurique concentré, enfin maintenu pendant quelque temps dans un flacon rempli de potasse caustique en morceaux; le mercure en est extrait par un robinet placé à sa partie inférieure.
17. Baromètre de laboratoire. — Dans bien des cas, il suffit de mesurer la pression atmosphérique avec une précision de o™", i à o™™, 2; on peut alors se servir d'un baromètre simplifié. Voici une forme très pratique du baromètre de moj^enne précision ou baromètre de laboratoire.
Un tube droit {^fig- 16), de i^" environ de diamètre, portant une division en millimètres dans la partie utile, plonge dans une petite cuvette en verre, qu41 supporte par l'intermédiaire d'une monture d'acier, mastiquée d'une part au baromètre, d'autre part au col de la cuvette; les deux parties de la monture s'emboîtent par un pas de vis. L'extrémité inférieure du tube est courbée hors de l'axe et porte une pointe de verre très fine, qui descend verticalement vers le centre de la cuvette. En vissant celle-ci, on élève le mercure jusqu'au niveau de la pointe.
Les ménisques sont éclairés par des miroirs, et la lecture dans
(') Reqnâult, Annales de Chimie et de Physique, 1* série, t. XIV, p. 236.
(') H. WiLD, Bericht iiber die Arbeiten zur Reform der schweizerischen UrmaassCy p. iSg; Zurich, 1868.
(») P. VoLKMANN, Bestimmitng des specifischen Gewichtes des Quecksilbers ( Wied. Ann., Bd. XIII, p. 209; 1881).
THEEMOMÉTHIE DE PRÉCISION.
la branche fermée se fait k t'aide d'une lunelte ou simplemenl à travers un tube perpendicHlaire au baromètre, et qui lîxe la direction du rayOD visuet.
Un thermomètre accompagne l'instrumeot.
I^a correction additionnelle à apporter après que les réductions (14) ont été faites, et qui comprend essentiellement la capillarité et l'erreur du point de dt-parL au zéro de l'échelle, est déterminée par comparaison avec un baromètre de précision (15).
CHAP. H. — ÉTUDE DES THERMOMETRES. Sq
CHAPITRE IL
18. Éléments de Pôtude. — L'ëtude individuelle des ihcrmomèlres consiste, comme nous l'avons vu (3), dans la détermination des corrections relatives aux irrégularités de la division et du tube, aux déformations mécaniques du réservoir et à la valeur moyenne des divisions; elle comprend, pour les thermomètres étalons, trois parties distinctes :
i** Etude de la division et calibrage;
2® Détermination du coefficient de pression du réservoir;
3** Détermination de Tintervalle fondamental.
Cette étude étant terminée, les résultats en sont consignés dans quatre Tables de corrections, qui servent ensuite à réduire toutes les lectures aux conditions idéales auxqûîïlles satisferait un thermomètre parfait. Les corrections contenues dans ces Tables sont les suivantes :
1° Les corrections de calibrée et de division, qu'il faut appliquer aux lectures, pour qu'elles correspondent exactement aux fractions de l'intervalle [o-ioo] indiquées approximativement par la division.
'1^ Les corrections de pression extérieure^ ces corrections réduisent les lectures à ce qu'elles seraient si le thermomètre était soumis aune pression extérieure constante; on réduit généralement les lectures à la pression atmosphérique normale.
3® Les corrections de pression intérieure, qui ramènent les lectures, quelle que soit la position du thermomètre, à la position
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horizontale, dans laquelle la pression exercée par le mercure sur le réservoir se réduit à la pression capillaire, que l'on considère comme constante ( * ).
4** Les corrections d^ intervalle fondamental j qui, appliquées aux lectures exprimées en divisions moyennes de réchelle, les réduisent en degrés.
Pour les thermomètres auxiliaires, la valeur moyenne d'une division doit être déterminée par des comparaisons avec un thermomètre étalon faites en un point suffisamment éloigné du zéro, dans des conditions données de la pression extérieure et intérieure. Les corrections des autres points sont déterminées par un calibrage. La Table des corrections d'intervalle fondamental est alors remplacée par une Table équivalente relative à la valeur moyenne du degré; par un choix convenable des unités, on peut faire rentrer cette dernière dans la Table des corrections de calibre.
On peut enfin déterminer, par des comparaisons, les corrections d'une série de points suffisamment rapprochés, et renoncer au calibrage (4). Pour une somme égale de travail, ce procédé est généralement moins précis que le premier.
DIVISION
19. Tracé. — La division d'un thermomètre peut être équidistante ou adaptée au calibre du tube; dans ce dernier cas, elle est dite rectifiée.
Cette adaptation, qui peut être suffisamment exacte pour les thermomètres de second ordre, est généralement trop imparfaite pour les thermomètres de précision; elle ne dispense pas d'un calibrage a posteriori, par lequel on détermine les erreurs minimes échappées au constructeur. Dans ce cas, le premier calibrage du constructeur est inutile; il est même, le plus souvent, nuisible. En effet, le calibrage d'une échelle consiste à déterminer les corrections d'un certain nombre de points équidistanls et à
(*) Celle pression sabit, en réalilé, de faibles varialions, donl il csl 1res difficile de lenir compte; nous y reviendrons dans le troisième Chapitre.
faire une interpolation pour les traits intermédiaires, en admettant que les corrections varient d^une manière continue; il faut, pour cela, que la section du tube et la division ne présentent aucun saut brusque sensible. Or Texpérience montre que cette condition est presque toujours remplie en ce qui concerne la section du lube ; tandis que le tracé rationnel, à Taide de la machine à diviser, d'une division rectifiée rend l'emploi de cet instrument très compliqué, et les constructeurs s'en tiennent le plus souvent à une division mixte, consistant en plusieurs sections de traits équidislants dont les extrémités sont rectifiées. Enfin, quelques constructeurs tracent toute la division à la main. Dans le premier cas, la courbe des corrections totales de calibre et de division présente des points anguleux; dans le second, elle est tout à fait discontinue.
Parmi les divisions équidistantes, il faut distinguer les divisions purement arbitraires de celles qui sont adaptées à très peu près à l'intervalle fondamental; dans les premières, l'intervalle [o-ioo] est donné par un nombre quelconque de divisions, les traits étant par exemple distants de i"">«, dans les dernières, au contraire, on adopte comme équidistance des traits la longueur la plus voisine possible de celle qui se déduit de la mesure de l'intervalle [oioo].
Il existe de bonnes machines à diviser, d'une construction simple, pouvant donner des équidislanccs progressant par demimicrons. Le degré étant divisé, par exemple, en dixièmes, et Tintervalle fondamental en mille parties, la longueur des mille intervalles pourra donc progresser par demi-millimètres, et la division pourra être adaptée à cet intervalle à moins d'un quart de millimètre près. Si le degré a une longueur de 5"*"*, l'erreur maxima résultant du défaut d'adaptation de la machine à l'intervalle fondamental ne sera que de o,o5 degré. Les lectures brutes correspondent ainsi à très peu près aux lectures réduites; celte concordance approximative entre les lectures brutes et les lectures réduites simplifie beaucoup l'emploi des thermomètres, et rend certaines erreurs plus difficiles.
20. Etude de la division. — Les inconvénients des divisions rectifiées les avant fait rejeter pour les thermomètres de précision.
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Dous pouvons nous borner à indiquer comment on vérifie les divisions dites équidistantes.
Les erreurs absolues de la division des thermomètres n'ont aucune importance, tant qu'elles n'excèdent pas certaines limites ; ce qu'il importe de découvrir par l'examen de la division, ce sont les discontinuités. Une bonne machine à diviser, habilement manœuvrée, doit fournir un tracé dans lequel les discontinuités sont inférieures aux extrêmes limites de la précision que l'on peut atteindre dans la mesure des températures (un millième de degré). Mais il arrive que, pour des thermomètres de grandes dimensions, le tracé complet nécessite un raccordement; il se peut alors que, dans les points où la division a été laissée et reprise, les erreurs dépassent un peu les limites admises (*); la même chose peut se produire par une fausse manœuvre de la machine. i
Pour découvrir les discontinuités dans le tracé, on fixe le thermomètre sur le banc d'une machine à diviser, dont le chariot porte un microscope avec une paire de fils parallèles. On mesure, à l'aide de la vis de la machine, une suite d'intervalles comprenant un nombre égal de divisions; on pointe, par exemple, tous les degrés; si Tun d'eux diffère sensiblement des autres, il convient d'étudier avec soin tout l'intervalle compris entre deux points consécutifs du calibrage; on fait, pour cela, plusieurs séries de pointés pour tous les traits de cet intervalle.
Désignons par D la distance des points entre lesquels on veut déterminer des corrections de division ; par n le nombre des intervalles qu'ils comprennent, par rfa» ^3? •••> <^«+i = D la distance des traits successifs au premier; la correction du trait «sera
En faisant varier t de 2 à /? -|- i , on obtient une progression arithmétique, dont l'excès de chaque terme sur Tintervalle correspondant donne la correction de chaque trait. La position du
(•) Dans les thermomètres de premier ordre construits par M. Tonnelot, à Paris, il est très rare de rencontrer une erreur de division atteignant o,oo3 degré.
trait di devant être corrigée de + A rf/, une lecture faite près de ce trait devra subir la correction — A di.
Dans le cas d'une division rectifiée, il faut substituer, pour tout le calcul du calibrage, une division idéale à la division réelle du thermomètre, et revenir ensuite à cette dernière. Ce travail est extrêmement long et fastidieux.
CALIBRAGE.
21. Séparation d'une colonne. — Le calibrage d'un tube consiste dans la comparaison de ses difierentes parties entre elles, au moyen de diverses colonnes de mercure, que Ton mesure dans un certain nombre de positions, au moyen de la division tracée sur la tige.
Le calibrage d'un thermomètre de précision a lieu a posteriori, l'instrument étant terminé et prêt à servir; il ne peut être fait que si le tube est presque complètement vide d'air ( * ).
Pour isoler, à l'intérieur du tube, une colonne de longueur donnée, on opère de la manière suivante :
Le thermomètre étant maintenu en position verticale, le réservoir tourné en haut et l'autre extrémité reposant sur le doigt médius de la main droite, on lui donne de légers chocs de haut en bas, qui déterminent la descente du mercure dans le tube; d'un mouvement rapide de la main droite on retourne le thermomètre, et, le frappant transversalement sur un doigt de la main gauche, on produit une séparation du mercure au col du réservoir. La colonne qui se trouve dans la tige sert à en isoler d'autres, grâce à la propriété des colonnes mercurielles très fines, de se séparer à l'endroit où a eu lieu la jonction. On place donc le thermomètre en position horizontale, et l'on amène la partie inférieure de la colonne en un point du tube que l'on observe ; chauffant alors le réservoir dans la main gauche, ou au-dessus d'une petite lampe, on reprend la première colonne; puis on laisse la température descendre, et l'on donne un choc longitudinal au thermomètre a
(') Les thermomètres à mercure destinés aux températures élevées sont remplis d'air ou d'azote; ils sont calibrés avant d'être fermés.
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l'instant où la colonne comprise entre le point de jonction et l'extrémité a précisément la longueur voulue.
La séparation du mercure est provoquée par la présence d'une petite bulle gazeuse, souvent imperceptible, qui se fixe aux parois du tube au moment où a lieu la jonction, et n'est plus entraînée par le mercure.
Quand le calibrage est terminé, on doit avoir soin de faire passer cette bulle au-dessus de la totalité du mercure, pour ne pas être exposé, au cours des expériences, à une séparation spontanée, qui serait à craindre principalement dans la position horizontale. Il est des cas où la bulle est si petite que le procédé ci-dessus ne réussit plus pour séparer des colonnes très courtes; on arrive alors le j)lus souvent au but en chauffant légèrement la tige avant la jonction des deux parties du mercure. Cette pratique, assez dangereuse, ne doit être employée qu'exceptionnellement, et avec les plus extrêmes précautions (*); les observations ne peuvent être reprises qu'après quelque temps.
Il arrive que le réservoir d'un tliermomètre, trop bien purgé d'air, ne donne plus la moindre bulle gazeuse; il est alors néces^ saire d'emprisonner de nouveau de l'air dans le mercure. Pour cela, on remplit de mercure l'ampoule supérieure, de manière à chasser dans le tube capillaire les traces d'air qu'elle contient; puis on chauffe l'ampoule jusqu'à ce que les vapeurs mercurielles, développées à sa partie supérieure, refoulent le mercure.
On peut généralement éviter, pendant le calibrage, de priver totalement d'air le tube et le réservoir; il faut, pour cela, commencer les observations par les colonnes longues, et raccourcir celles-ci jusqu'à ce qu'à la température ambiante le mercure du réservoir s'approche de l'extrémité inférieure de l'échelle calibrée; on chasse alors dans l'ampoule supérieure ou dans une ampoule moyenne la dernière colonne employée, et l'on cherche une seconde bulle pour les colonnes plus courtes.
Pendant tout le calibrage, il faut prendre garde de provoquer des chocs violents du mercure dans le réservoir; il arrive en effet as-
[') Quelques observateurs recommandent d'employer la flamme du chalumeau pour isoler des colonnes de mercure. Ce procédé réussit à coup sûr, mais il ne peut ôtre appliqué à des thermomètres de quelque valeur.
sez fréquemment que, par suite d'une secousse brusque, imprimée au thermomètre lorsque le réservoir n'est pas complètement rempli, il se produise une fêlure étoilée à la naissance du tulie.
22. Appareil & calibrer et observations. — L'appareil servant au calibrage a subi diverses transformations; les derniers perfectionnements, dus en grande partie à M. Pernel, l'ont amené à une forme à peu près définitive, qui est la suivante :
Une forte planche de chêne (yî^. 17) porte en son milieu nm-
KiR. .7.
glissière longitudinale munie, à ses extrémités, d'organes pour h.réglage latéral; deux petits supports à coulisse, terminés par des fourchettes garnies de liège, dans lesquelles repose le thermomètre, peuvent être déplacés le long de la glissière. Une seconde glissière, fixée à deux forts montants, supporte deux lunettes parallèles pour les observations. Un rideau de papier de soie, que l'on peut enrouler autour d'une baguette en laiton, sert à régler l'éclairage. La planche est portée sur un axe, et peut être inclinée de façon que la pesanteur s'oppose aux mouvements spontanés de la colonne mercurielle; elle est arrêtée dans la position conveoable, sur le pied en fonte de l'appareil, par une vis de serrage agissant dans une coulisse en arc de cercle, fiiée au bâti.
Les observations sont faites de préférence avec la lunette sans micromètre. L'observateur peut choisir, à son gré, la position d'une
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des extrémilés de la colonne et la placer, par-exemple, sur le trait (dans les observations avec traits derrière) ou au milieu d^un intervalle; l'erreur sur celte observation est alors presque nulle.
Les lectures doivent être faites à l'aller et au retour, afin de diminuer les erreurs d'observation, de découvrir les erreurs d'écriture, et d'éliminer partiellement les variations de la longueur de la colonne dues à la marche de la température.
Dans les deux séries d'observations, il faut, autant que possible, placer la colonne dans des positions un peu différentes, afin d'éliminer partiellement les erreurs d'estimation, toujours les mêmes, dans la même région d'un intervalle.
Une élévation de la température de i degré produit un allongement de la colonne d'environ 0,00016 de sa longueur.
23. Théorie du calibrage. — Avant de préciser davantage le système d'observations et de calculs que nécessite un calibrage, nous exposerons quelques points de la théorie géométrique du problème.
Supposons un tube de verre portant des traits équidistants qui figurent les abscisses; soient O et N le premier et le dernier trait, délimitant un volume donné du tube; celui-ci aura, en général,
une section variable s; appelons t la section moyenne entre O et N. Nous dirons que les corrections sont exprimées dans le système [0-N].
Soit M un point quelconque du tube; désignons par o, m et n les abscisses respectives de O, M etN. La correction Xm, qu'il faut appliquer à une lecture m, doit la ramener à ce qu'elle serait si, entre O et M, la section du tube était égale à la section moyenne a*. Donc
y* fil
(I) / S dm = <3(m -h Xm)
cl, par conséquent,
dm.
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On voit que Xq=^o et que j:-„=u, puisque - / s dm =^7. Enfin
Donc, dans un système de corrections, la section du tube en un point quelconque est égale à la section moyenne dans ce système, multipliée par l'unité augmentée de la dérivée de la correction au point correspondant.
Cela posé, si nous voulons calibrer le tube considéré, nous observerons les excès de volume de diverses colonnes de mercure sur une suite d'intervalles donnés parle diagramme du calibrage.
Soit i -\- ai la position de l'extrémité de la colonne voisine de i; nous voulons connaître le volume de la fraction de colonne A/; ce
volume est égal à^A^'ou à^ i -+- -j^j A/. Pour calculer ce volume,
djr-
nous avons besoin de connaître -r^- En d'autres termes, on ne
de ^
peut calculer rigoureusement le calibrage d'un tube que par plusieurs approximations successives; on calcule une première approximation au moyen des A/ mesurés par des sections locales inconnues, et, connaissant une valeur approchée de ces sections données par un premier calcul du calibrage, on corrige les nombres trouvés.
Transformations, — On peut généraliser les formules précédentes.
Soient
A et B deux points quelconques du tube ON;
a et b leurs abscisses ;
Xa et xi, leurs corrections de calibre.
On
aura
et Ton pourra écrire
( *) ) Xm — J^a -t- / dm = Xa-i- - 1 S f/m —(m --a);
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d'où
(6) - / sdm = (m -h Xfn) — {a~h Ta).
Nous pouvons prendre A et B comme points de départ d'un système de corrections et faire complètement abstraction de O et N; alors <t ne sera plus, en général, la section moyenne de la portion de tube considérée, mais seulement une unité arbitraire définie par l'équation
(7) Tf,=zxa-h I —^-dm.
b s fini
(b-hxo) — {a -T-Xa)
Nous pouvons aussi partir d'une autre unité de mesure t' et donner à a la correction arbitraire j^'^; puis déterminer t' de telle façon que la correction de b devienne j'^; alors
Jf s dm , . ^,_ n _ ^ {h -^ T b ) — {a -\- Xg) _ ^^
en posant
(h-\- Xh) — (a -^ Xa)
{0-\-yb) — {a-^ya)
La correction d'un point quelconque sera
dm
Xm — -T-^ -H (1 — C^Mm — a)
Posons enfin
Nous aurons, en définitive,
(l3) 7m = Va H ç^
Cette dernière équation est nommée formule de transformalion,
La signification géométrique de cette formule est très simple. Le problème consiste à faire tourner la courbe des corrections de calibre autour du point Â, en changeant Tunité de mesure dans le rapport C : i, puis à la déplacer parallèlement à elle-même.
Les formules qui précèdent donnent la relation générale
dT,n\ ,1 dym
('^) *=K-"sf)-''(
dm
qui subsiste entre tous les systèmes de correction d'un même tube. Enfin, si l'on désigne par \ et )/ l'excès de la longueur d'une colonne sur r divisions du tube, exprimée en unités des deux systèmes, on aura
\ a' (rO (r-+-X)cr^rr-+-X')j', d'où 1_1_ = ^ = G.
24. Équation de condition. — Nous nommerons points principaux d'un calibrage ceux dont les corrections de calibre sont déterminées directement; les corrections des autres points sont obtenues par interpolation.
Supposons une colonne de mercure placée approximativement entre les points principaux I et K d'un tube, comprenant entre eux r divisions. Soit aik l'excès de longueur observé de cette colonne sur l'intervalle [LK]. Admettons, ce qui est toujours à très peu près exact, que les excès de volume de la colonne soient proportionnels aux longueurs mesurées. En corrigeant les extrémités de la colonne pour la ramener à sa mesure en unités moyennes du tube, on trouve
r H- aik -^ ^k — ^i'
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Or, d'après les définitions données précédemment (23) , cette quantité est égale à r 4- ^; donc
Xi — Xk-^\ = aïk-
C'est la forme normale de l'équation de condition du calibrage; Xi^ Xk et \ sont les inconnues, «i^la quantité observée.
Rigoureusement, nous devons considérer cette équation comme une première approximation, servant à établir les valeurs approchées des corrections de calibre. Après avoir réduit an^ en unités moyennes, on obtient une équation exacte, qui sert à calculer une seconde approximation. Cette nouvelle équation a la même forme que la première. Le calcul de première et de seconde approximation est identiquement le même; nous pouvons donc appliquer les méthodes de calcul à l'équation ci-dessus, que nous considérerons comme exacte, et à la partie droite de laquelle nous appliquerons plus tard une correction.
Pour calculer les corrections de calibre d'un tube, il est nécessaire de posséder autant d'équations indépendantes que le problème comporte d'inconnues. Il existe, dans un calibrage en n parties, n -{- I points dont il faut connaître les corrections; mais, les corrections de deux de ces points étant arbitraires, il ne reste plus que n — i inconnues x à déterminer. Les \ des diverses colonnes employées forment un autre groupe d*incoDnues, dont le nombre varie suivant le procédé de calibrage employé.
Nous étudierons diverses méthodes par lesquelles on obtient le nombre strictement suffisant d^équations, ou quelques équations supplémentaires, ou enfin toutes les équations que la nature du problème permet d'établir.
25. Méthode de Gay-Lu88ac(*). — En observant, dans n positions successives, une colonne dont la longueur est à peu près égale à une subdivision du calibrage, on obtiendra n équations indépendantes, entre les n — i inconnues a: et le X de la colonne observée.
En désignant par i, 2, . . . , /i + i les /i -{- i points principaux
(*) Cette méthode est aussi attribaée à Hallstrôm.
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du calibrage, on pourra écrire (*)
Xi — Xi -h X = a|,s \ I Xi = a?i H- X — ai^i
Xt — Xi -h X = aj,3 I \ Xs =a?j-+-X — aj,s
Xi — x^ -+- X = a», V > d'où l x^ = a^s n- X — aj, ^
Xa— Xn-^-i-h X = a;,,„_H| / \ a*rt+i = ar^H- X — «/i,!»-»-!
La dernière équation est obtenue par addition; Xi et Xn+t sont arbitraires. Si les corrections doivent être exprimées dans le système [0-N], on aura
Xt
La dernière équation doit être satisfaite identiquement.
La méthode de Gay-Lussac oblige à employer une colonne courte. Il en résulte parfois des difficultés particulières, et l'on a imaginé divers procédés qui en dispensent. Dans ces méthodes, le
(*) Il serait évidemment plas rationnel d'écrire o, i, a, ..., n; les indices des points correspondraient ainsi aux abscisses. La notation que nous adoptons a été proposée par Hansen, et maintenue par M. Broch, parce qu'elle permet, dans l'emploi de la méthode des moindres carrés, d'établir diverses règles mnémoniques qui facilitent l'emploi des formules. Pour n'avoir pas à modifier plus tard notre notation, nous emploierons dés maintenant les indices dans le même sens que M. Broch (27).
calibrage est fait par plusieurs colonnes longues, et les corrections se déduisent les unes des autres par un calcul récurrent. Nous ne nous étendrons pas sur ces méthodes faciles à trouver, et nous nous bornerons à développer celles dans lesquelles les observations se contrôlent mutuellement.
26. Calibrage complet. — Nous nommerons calibrage complet un ensemble d'observations par lequel on établit toutes les équations que l'on peut obtenir. Cet ensemble consiste à observer, dans toutes les positions possibles, des colonnes ajant approximativement i, 2, 3, , , ,, n — i fois la longueur de Tintervalle compris entre deux points principaux consécutifs.
La première colonne, observée comme dans la méthode de Gay-Lussac, fournit n équations.
La seconde, mesurée entre les points
en fournit n — 1 , ... ; la dernière enfin, que Ton place en
[i./i] et [î./i-i-i]
en donne 2. On a donc, en tout,
équations, servant à déterminer les n — 1 corrections indépendantes X elles n — i longueurs X.
Voici le Tableau de ces équations ( * ) :
^1 — .^2 H- ^«=«1,1, ^i — -^8 H- ^n-i = «i,j, ... J*! — ^a -HX,= ai,„,
Ti — ^3 -^-X;, = aJ,3, .Tj — n -HXn_| = at,^, ..., a?| — a-^.,-! -+■ Xj = aj^B-Hi
^a — ^/i+l H" X;, — an,n-*-\ >
^/i-l — iPi»-i-l -H Art- 1 = «/i- !,«-»- 1, ...,
(*) Pour les indices des X, voir la note ci-dessus. L'indice est égal au nombre de positions dans lesquelles lu colonne est observée.
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La formation et la résolution générale du système d'équations normales résultant des équations de condition qui viennent d'être établies a passé pendant longtemps pour impraticable; mais ce problème, d'une grande importance, a été, dans ces dernières années, l'objet de recherches approfondies qui l'ont considérablement simplifié.
Tl existe essentiellement deux méthodes permettant de le résoudre. La première, rigoureusement conforme à la méthode des moindres carrés et imaginée par P. -A. Hansen (* ), a été, pour la première fois, simplifiée et adaptée aux thermomètres par M. Marek (^); enfin elle a subi de notables modifications qui lui ont été apportées par M. Broch ('), et qui ont rendu la résolution des équations normales beaucoup moins laborieuse. La seconde est ramenée à la méthode des moindres carrés par un artifice de calcul ; elle a été donnée par M.Thiesen(*),etdérive d'un procédé incomplet indiqué par M. Neumann; elle a, sur la première, l'avantage d'être d'une très grande simplicité.
S7. Résolution par la méthode des moindres carrés. — Le développement complet de toutes les parties du problème que nous allons exposer est assez long, mais ne présente pas de grandes complications; nous nous contenterons d'indiquer la marche du calcul, sans reproduire toutes les transformations intermédiaires, faciles à retrouver; nous renverrons, pour les détails, au Mémoire de M. Broch.
Le principe de la méthode consiste à substituer aux inconnues X les sommes P et les différences Q des x également dis-
(') P.-A. Hansen, Bestimmung der Theilungsfehler eines geradlinigen Maassstabes {Abh. der math.-phys. Classe der K. sàchs. Ges. der Wissenschaften, XV; Gotha, 1874).
( • ) W.-J. M AREK, Ueber die Anwendung der Méthode der kleinsten Quadrate auf die Kalibrirung der Thermometer {CarVs Bep./XVj p. 3oo; 1879). — Cf. J.-R. BenoIt, Mesures de dilatation et comparaison des règles métriques ( T. et M., t. Il, p. C. 35; i883).
(') O.-J. Broch, iVo/e sur l'étalonnage des sous-divisions d'une règle, etc. {T. et M., t. V; i886).
(*) Max Thiesen, Ueber das Kalibriren von Thermometern {CarVs Bep., t. XV, p. a85 et 678; 1879).
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lants des extrêmes. Posons
P/i-Hi — ^n-hl H- ^1,
Qn-l = ^n-1 —
Pî^, >^^^i' *'«
est
un nombre pair,
P/ï-4-3 — ^/l-l-3-^iP/H-!
si n est un nombre impair.
Après avoir calculé les quantités P et Q, nous en déduirons les X par les formules
Les dernières équations de ce groupe se déduisent des équations analogues du groupe (i), suivant que n est pair ou impair.
Pour trouver les valeurs des quantités P et Q, on inscrit les observations dans deux Tableaux, ordonnés de telle sorte que les sommes des différentes colonnes fournissent respectivement les équations normales relatives aux \ et aux x.
i® Equations relatives aux \, — Inscrivons, dans chaque colonne verticale, les observations faites avec un même index de mercure; toutes les équations d'une colonne contiennent le même \ affecté du coefficient +1; leur somme est donc une équation normale relative à cette inconnue (*). Nous placerons en tête de chaque colonne le X commun à toutes les équations.
(') On rend les formules parfaitement symétriques en ajoutant au système l'équation fictive x^ — x^^^ -\- X, = 0.
ta
se
flQ
Il II
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Il 1! Il
I! Il 1 I
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Les sommes des colonnes fournissent les équations
5„_2 = (« — 2)X„_t-h(j:i-4- Ti -h ^j)— (t„_, -h a:«-f- iF«-4-i),
st = aX, -+-(t, -4- Jf-î) — (^/iH-^/i+i).
Les s désignent, dans chaque colonne, la somme des termes connus.
Divisons chacune de ces équations par le coefficient de X, qui est égal à son indice, et multiplions par 2^ additionnons ensuite les équations équidistantes des extrêmes, en introduisant Inéquation en X| • Nous aurons
chacune de ces équations est de la forme
(4)' a(X/-4-X«_/H.i)=2„_/^.,-f-2 ^^ ■^-— (Q/,-i-i-hQa-4-...-4- Qn-/-n)-
Ces équations seront utilisées plus tard.
La marche du calcul est indiquée dans le Tableau I.
2° Équations relatives aux jr. — Inscrivons, sur une même ligne horizontale, les équations qui se trouvent dans la même colonne du Tableau I, de telle sorte que toutes les équations contenant un 0? positif donné se trouvent dans la même colonne verticale. Portons ensuite, dans ce Tableau, les mêmes équations changées de signe, de telle sorte que les x négatifs se trouvent maintenant affectés du coefficient -}- i, à la suite des x positifs de même indice. En posant, pour la symétrie de la notation,
et en inscrivant en tête des colonnes chaque x commun à toutes les équations, nous formerons le second Tableau.
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Désignons par /,, . . . , tn+t les sommes de$ termes connus dans chaque colonne; ces quantités forment le membre de droite des équations normales relatives aux x*
Les équations normales sont maintenant au nombre de 2/2; mais elles se réduisent à 2/1 — 2 équations indépendantes; il existe, en effet, entre elles les deux relations suivantes, qui servent de vérification
/i -+- ^1 -h /a -h . . . -t- tft-i-i ==■ o,
— (n — 4)/«-i — (n — 2)/rt— nf;,^t
= ^[^rt-h 2*„_i-h 3*rt_î-+-. . .-h(/l — 2)53-+-(/l — l)*l]'
n-hl
Posons \ j?/ r=: X, et formons les sommes et les différences des équations normales prises deux à deux à égale distance des
extrêmes ; en introduisant les symboles S et D inscrits dans le
Tableau, nous aurons
W \ Sn =(/l-hl)P„ -îX,
D,,-Hi = (/iH- OQrt+i — 2(X, -+- X, -h. . .-+- X«),
(7) j Drt =z{n-hi)Qa — 2(Xj-+- ...-f-X„_,),
Le dernier S est égal au double du t mojen, si n est pair. Tirons, de la première des équations (6), la valeur de 2X, et substituons dans les suivantes; nous aurons
■ « = * rt-Hl H (S/i S/i-f-l),
fl -r~ 1
Pw+i étant donné, nous tirerons de là la valeur de tous les autres P. Les différences des S, et les P sont inscrits dans le Tableau à la place qu'ils occupent dans le calcul. On vérifiera ce dernier calcul par une des relations suivantes déduites de la première
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des équations (6), el d'autres relations précédentes
— A — 1 n-hl ^/i-Hl»
— A — * rt-f-1 — ~ »3/ï-Hl»
pour /i pair ou impair.
Retranchons chacune des équations (7) de la précédente, et introduisons les valeurs de X données par les équations contenues dans (4')-, posons, pour abréger,
n -hi
Oo) * ,
nous aurons enfin
Q« = R/i -t- Q/i-Hi — - — - Q/n-ij
Ce système récurrent fournit les valeurs des quantités Q. Le calcul des R est indiqué dans le Tableau II. Connaissant les P et les Q, nous trouverons les x à Faide des équations (2).
Après avoir résolu les équations (11), on peut vérifier le résultat à Taide des relations suivantes :
Pour n pair,
Qn . , =0;
Pour // impair,
Q'»-»-' ■"; — TT^i X. Q ; — \ — r~ ~^ '/»+3 — fn + i } — o.
6o THERMOMÉTRIE DE PRÉCISION.
Pour facililer le calcul des équations (i i), nous donnerons ciaprès la série des dénominateurs des fractions du second membre, le numérateur de chacune d'elles étant 2.
II
12 la
13 li
If 14
lo i5
Dénominateurs
fi
iS
io5
Il nous reste à calculer les X (*); nous emploierons, pour cela, les relations (3), que nous écrirons sous la forme
A» — - (*«-H Q/I-Hl)}
ln-\- - — : (5/1-1 -^Q/n-i-^Q/i),
/or\ y ^/t-2 - — 1^~ (*rt-2 -+- Q/l-hl -^- Qrt-+" Q/l-l)>
h = 3(53-hQ/i+i-H-Q/i-hQ/,_i),
(*) Dans un calibrage, les quantités X n'ont qu'un intérêt passager, puisqu'ils se rapportent à une colonne de mercure dont on modifîe la longueur aussitôt les observations terminées. Dans l'étude de la division d'une règle au moyen du
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29. Erreurs résiduelles et erreurs probables des inconnues. — En introduisant, dans l'équation de condition, les valeurs correspondantes des inconnues x et \ nous formerons un Tableau ordonné d\ine faron identique au Tableau I, mais dans lequel les quantités aik observées auront été remplacées par les valeurs calculées, plus voisines de la vérité. La comparaison des deux Tableaux donnera les erreurs résiduelles A. Comme vérification, la somme des erreurs résiduelles de chaque colonne doit être nulle.
Désignons par [AA] la somme des carrés des erreurs résiduelles ; Terreur probable d'une observation sera
r = o,rï7Î5^ / -r^ — '^— — 0,674 > 4/; —~
Erreurs probables des x, — L'erreur probable d'une inconnue Xk se détermine, d'après un théorème connu, en multipliant r par la racine carrée du coefficient de t^ dans la résolution des équations normales en 5 et ^ par rapport à xa. Soit A^ ce coefficient,
les erreurs probables de x^ et Xn^\ étant supposées nulles. Si ces quantités sont affectées elles-mêmes d'erreurs probables, on aura
Remarquant d'abord que les s n'ont aucune influence sur le coefficient de t^ dans la résolution des équations par rapport à x^ on les annule. Les identités (5) deviennent alors des équations respectivement entre les S et les D, qui permettent d'éliminer S^^i et D„+i des valeurs de x. On calcule ensuite séparément les coefficients ¥k €t G^ de /^ dans les développements respectifs de Pa et Q;^ ; Aa s'en déduit par la relation
comparateur, au contraire, les \ sonl dcfînis par la distance de deux traits que Ton prend comme terme de comparaison; ils fournissent ainsi de nouvelles relations entre les corrections.
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En Utilisant les équations d^où sont tirés les P et la valeur de S„^i fournie par la première des équations (5), on trouve, pour tous les points,
à Texception du point défîni par n pair et A* = — (- i ; pour ce
P , point, j: = - et
Pour trouver les G, on utilise le système récurrent qui fournit les quantités Q; on en élimine D,,.^,, la valeur de cette quantité ayant été précédemment exprimée en fonction des autres D; on simplifie les équations en supprimant les S, et Ton obtient
en posant
On aura donc
si n est pair*,
si n est impair.
Erreurs probables des X. — Si Ton désigne par B>t le coefficient de Sk dans la résolution des équations normales des deux systèmes par rapport à X^, on aura
En suivant une méthode analogue h celle qui vient d'être décrite, on pose les quantités to^ ^3, ..., ta égales à zéro. Dans la seconde des identités (5), tous les D disparaissent, à Texception de D„^|. On calcule les R d'après (4) et (10), puis les Q d'après (4) et (i i), et enfin les "k.
Si l'on pose
W«= -(i -h Uj-T- UsH-. . .-^ U„),
on aura
Le Tableau suivant contient, pour n ==1 '2, 3, ..., 20, 21, la série des nombres qui, multipliés par r, donnent les erreurs probables des X indiqués dans la première colonne ( ' ) :
(*) Ces nombres sont empruntés en partie au Mémoire de M. Broch (p. 3i) et en partie à un Mémoire de M. Pernet, Comparaisons des mètres dans l'air, etc. (r. et M., t. IV, p. 32; i885).
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Xi, et Xn
3 » Al — ! .
V. i\j. 11. li
0,340 0,329 0,3 19 o,3ii
/îr.. 16. 17. 18. 19. 20. 21.
Xi et x„ o,338 0,328 o,320 o,3i2 o,3o5 0,298
0,322 0,3 14 0,307 o,3oo 0,293 0,287
o,3i5 o,3o7 o,3oo 0,294 0,288 0,282
o,3o8 o,3oi 0,294 0,288 0,283 0,277
Nous ne donnerons pas le Tableau , moins important, relatif aux X. Pour chaque valeur de n, le coefficient est d'autant plus faible que la colonne est plus courte. Pour n = 20, le facteur de la colonne la plus courte est o,223.
28. Exemple. — Nous appliquerons les formules qui viennent d'être développées à un exemple numérique. Les données qui suivent sont empruntées au dossier du thermomètre Tonnelot n^ 4340; le calibrage a été fait de 2 en 2 degrés pour une série de sections de 10 degrés, prolongées de part et d'autre de 2 degrés. La section en question s'étend de 28^ à 4'^°*
Tableau I. — Calcul des r et S.
L'unité est le dix-millième de degré.
— 3oo
x^— ar.
-f-ii5
H-IOO
— io5
X^-- Xj
H-4oo
Xj — X,
Il 1 ■ Il II
-i-i = —267,14 4- 85 -i-3'j6,oo -- 07, 5o
Tableau II. — Calcul des /, S, D, P et R.
— 3oo
— IIO
-i- Il5
-f-ii3o
io5 56o no o
— IID
-h 4oo
— 4oo
io
— ii5
■+■ 3oo
-^275,(lo 4-'|'|o,oo — 375,00 — 499 «33 — 340,00 4-267,14
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Le second Tableau dous a donné les P, en supposant P8 = o; nous en avons aussi tiré les R, qui serviront à calculer les Q. Posons de même Q8= o, et désignons par p le facteur numérique qui se trouve devant la parenthèse dans les équations (i i)* Dans
le cas actuel, n = 7, et les facteurs sont -> — > -r« On reconnaîtra
'' 7 la i5
aisément, dans le Tableau suivant, le calcul indiqué par la forme des équations (11). On commence par poser, dans la première colonne, la valeur de Qg, et dans la quatrième les R; on calcule alors le premier nombre de la dernière colonne, puis le second de la première, et ainsi de suite, conformément aux titres des colonnes.
Tableau
SQ4-R
Les équations (2) nous donnent maintenant les corrections sut vantes :
Points.
Corrections.
30 Ti
313 Ti
38 xq
0,00 9/>.o , 80 36î,67 426,94 4or ,80
D'après les équations (3'), nous calculerons les "k comme il suit :
Calcul des X.
Qt-^Qb^-— 12/21,
Xj -+-1-0,56,
Q7-+-Q6-HQ5-- 37,35,
Xi— -+- 120,76.
En substituant maintenant les valeurs des inconnues dans les équations de condition et en comparant le Tableau ainsi obtenu avec le Tableau I, on obtient les résultats suivants :
Tableau IV, — Substitution des inconnues, et erreurs résiduelles.
Cale.
Gale.
Cale.
Cale.
Cale.
Cale.
(Il
-hii4
-rIOl
-f-II
Nous trouvons successivement, l'unité étant toujours le dixmillième de degré,
[AAI-1407,
r(xt)= r{x-i) = ±.Z^\S, r{xz)= r(a76)=±a,99, r{x:,) = r(xs) = ±2,Sy,
30. Résolution par la méthode Neumann-Thiesen. — Dans cette méthode, on substitue au système primitif d'équations de condition un système plus simple, d'où les X ont été éliminés par soustraction des équations de condition successives, obtenues avec une même colonne.
Dans le système des équations de condition du calibrage cornplet, retranchons chaque équation de la suivante; écrivons en diagonalcy du haut à gauche au bas à droite, les nouvelles équations fournies par une même colonne; complétons ensuite le carré, en inscrivant sur la diagonale principale Tidentité o = o, et en répétant, dans la /^^°*^ ligne horizontale, les équations changées de signe de la t'^"* colonne; nous obtiendrons un Tableau dont les deux premières colonnes sont
Xi-\-Tt-h Ti X3 = flî,,
-«l,ti
— a*i -h ^Tj -H Ti — a^v = OJA -
— Ti-\-X,,-i-X2—Xn~ ^2,5 -
— a-, -H Xn H- Tt — TrtH-i = ai,rt+i — ai,rt ;
— X^-h Xi-+- Xz — Xi
— Xf-h X3-{- Xz — X^
— Xi -t- X^ H- Xi — Xi
— X^-h Xn -h Xi — Xn+i = «j,«4-l — «I,/i.
Adoptons le symbole a/A= — <^a/î d'où aii= o, et rassemblons en tête de chaque ligne et de chaque colonne les quantités — Xi-^Xi^i communes à toutes les équations d'une même ligne ou d'une même colonne; nous pourrons écrire le système parfaitement symétrique et homogène suivant :
Tableau I. — Formation des équations normales.
Calcul des A et - A.
-x,-hx^
a —'CL
Il '
tt,t
rt,î
^l»+l,ll+J ^It,»
iA,
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Faisons la somme de chaque colonne verticale; nous obtiendrons les équations normales relatives à chacun des x. Nous serons ainsi conduits au système d'équations
n{xt — xx ) -^ xi — J?fl4-i =■ -H Al ;
n(a-3 — a;, )-^ Xx—Xn-^x = -t-Ai;
' n{x^—x^ )-^ Xx— Xn+\ = -^kz\
n(Xn— Xn-x )-h iT, — Xn-i-i = -4- A„;
Xt = Xx-h - {Xn+x ~^U^ - Ai;
Xi z=Xi-^ - (xn+i — xi)-^ - Aj; n n
La dernière équation doit être satisfaite identiquement.
C'est au moyen du dernier système d'équations que l'on calculera la valeur de toutes les corrections, les extrêmes étant données. On pourrait aussi donner deux autres corrections, et établir un système récurrent un peu différent.
Nous avons donné un développement complet du calcul, pour montrer qu'à partir des équations différences la méthode des moindres carrés est strictement suivie; mais on peut trouver le principe de la méthode par un raisonnement élémentaire.
Au moyen de la colonne de longueur i , nous comparons entre eux les intervalles successifs; nous trouvons que cette colonne est trop longue de «1^2 dans le premier intervalle, et deaj^s dans le second ; par conséquent, le premier intervalle surpasse le second de ^2, a — <35^2. La colonne de longueur 2 servira à comparer les intervalles qui en comprennent un entre eux; nous trouverons ainsi que le premier surpasse le troisième de a2,-i — <^i,9j le second étant commun aux deux positions de la colonne. Nous pourrons
JO THERMOMETRIE DE PRECISION
poser ainsi la suite des équations de condition
Intervalle [1-2]= Intervalle[2-3]-i- aj,3 — «i^j, » [ia]= » [3-4]-f-a2,^— a,,3, » [ïi]= » l4-5]H-aj,5— a,,^,
En mettant en lête l'identité
Intervalle [ia]= Intervalle [i-aj-f- o,
nous obtiendrons la première colonne, et ainsi de suite. Remarquons que, dans chaque ligne et dans chaque colonne, le même intervaLle se trouve comparé successivement à tous les autres.
On peut souvent découvrir les erreurs d'écriture, ou les grosses erreurs d'observation, avant d'avoir terminé le calcul. Il suffît, pour cela, de remarquer que les différences entre les deux nombres de chaque ligne qui se correspondent dans deux colonnes différentes sont algébriquement égales. Ces quantités ne doivent donc différer que dans les limites des erreurs d'observation.
31. Erreurs résiduelles et erreurs probables. — En formant les différences deux à deux des équations d'où nous avons tiré les corrections et en faisant passer les x à gauche, nous voyons que le premier membre a la forme du premier membre des équations du Tableau I ; le second membre est formé par les
différences de deux quantités -A. Chaque équation contenant
en même temps une de ces quantités et la différence des ût inscrite en tête de la même colonne, on obtiendra les quantités calculées correspondant aux nombres du Tableau, en for-
mant, pour chaque colonne, la différence entre le - A correspondant et tous les nombres analogues. Les mêmes erreurs résiduelles se répètent, avec signes contraires, sur les deux moitiés du Tableau ; il est cependant utile de les écrires toutes, car on vérifie tout le calcul, en constatant que, dans chaque ligne ou chaque colonne, la somme des erreurs résiduelles est nulle.
Les erreurs résiduelles A étant connues, on trouvera, d'après
M. Thiesen, Terreur probable d'une observation par la formule
le symbole [AA] désignant la somme des carrés des erreurs résiduelles d'une moitié du Tableau (* ).
L'erreur probable est la même pour toutes les corrections; pour une division en n parties, elle est égale à
Nous donnerons ici la valeur des facteurs constants qui entrent dans le calcul des erreurs probables :
Oyf)-\5 i n
TZ
4 o,3oiG
18 o,o4io
0,324 o,3i6 o,3o8 o,3oï
32. Exemple. — Nous appliquerons la méthode Neumann- Thiesen à l'exemple numérique traité par la méthode des moindres carrés. Nous inscrirons en lete de chaque colonne et de chaque ligne l'intervalle commun. La première équation non identique du Tableau (seconde de la première colonne ou première de la seconde) signifiera: dans la première colonne
et dans la seconde
(') Pbrnet, Travaux et Mémoires, t. IV, p. 3i
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Ed conservant comme unité le dix-millième de degré, nous trouverons les quantités A et - A par le calcul suivant :
Calcul des A et - A.
-i-IOIO
II
Admettons Xi = o, a:g= o.
En additionnant successivement les nombres de la dernière ligne, on trouve les corrections de calibre des points 3o à 4o.
Nous reproduirons, pour faciliter la comparaison, les corrections trouvées précédemment.
Corrections.
Divisions.
28 sci
30 Ti
32 Xi
42 xn
Méthode
Méthode
des
Neumann-Thiesea.
moindres carres
Les différences n'atteignent pas 3 dix-millièmes de degré.
En calculant les corrections par la méthode de Gay-Lussac, au
moyen des observations faites avec la colonne de a degrés, on trouve :
Divisions. Corrections.
28 iFi= 0,0
30 Xi= -^216,4
32 ari= -+-357,8
36 xt= -4-395,6
38 xs= -+-367,0
Les différences sont encore très faibles {*).
En introduisant, dans les équations du Tableau I (30) (p. 68) les valeurs calculées des inconnues et en comparant ces dernières avec les nombres donnés par l'observation, on obtient le Tableau suivant :
SUBSTITUTION DES INCONNUES ET ERREURS RÉSIDUELLES
Cale.
Cale.
Cale.
Cale.
Cale.
Cale.
Cale.
^Hi
4 ÎO
-t-IO
-hi83
-hioi
-hiï
-hi36
-4-3jo
-hl2
On en tire
[AA] = 3oi9,
v/[Âïï= 54,95,
r(ar)=±3,43.
(*) Il ne faudrait pas en eonclure que Ton obtient, en moyenne, une précision de 0,001 degré par la méthode de Gay-Lussac; il faut remarquer, en effet, que le
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Ces derniers résultats sont très voisins de ceux qui ont été trouvés par la méthode des moindres carrés.
33. Calibrage abrégé. — Lorsqu'on veut réduire le travail très considérable que nécessite un calibrage complet pour des points rapprochés, deux moyens se présentent : on peut espacer davantage les points principaux du calibrage complet; ou, en conservant les mêmes intervalles, renoncer à employer toutes les colonnes.
Nous avons vu que les erreurs probables des corrections dans un calibrage complet peuvent être rendues inférieures à o,ooo5 degré j or cette précision est souvent superflue. D'autre part, on reconnaît par l'examen minutieux des courbes des corrections de calibre que l'interpolation, toujours un peu arbitraire, laisse souvent subsister une incertitude beaucoup plus grande dans les corrections obtenues indirectement. On en conclura donc que, pour une somme égale de travail, il vaut mieux, dans certaines limites, rapprocher davantage les points principaux que de chercher à obtenir leurs corrections avec toute la précision qu'il est possible d'atteindre. Le calibrage doit cependant comprendre un nombre assez grand d'observations pour que celles-ci se contrôlent suffisamment. 11 est difficile de poser des règles fixes pour les limites auxquelles il convient de s'arrêter dans l'une ou l'autre direction. L^expérience et le tact de l'observateur doivent le guider dans chaque cas particulier.
Le plus grand inconvénient d'un calibrage abrégé consiste en ce que, lorsqu'une partie des observations du calibrage complet sont supprimées, les formules perdent en simplicité et en généralité. Les coefficients doivent être calculés pour chaque subdivision, et, lorsqu'un nouveau cas se présente, il faut former et résoudre d'une manière générale toutes les équations normales.
M. Broch a calculé un schéma conforme à la méthode des moindres carrés pour le calibrage abrégé en dix parties, celui qui se présente le plus fréquemment ; nous avons suivi la même marche
nombre des subdivisions est peu considérable. De plus, l'exemple développé a été pris, il est vrai, au hasard, mais dans un dossier d'un observateur très habile, opérant dans d'excellentes conditions.
pour la division en huit parties; nous développerons ici les formules qui conviennent à ces deux cas (*).
Les colonnes employées par M. Broch sont les trois colonnes moyennes, ajant les longueurs 4> 5 et 6 et fournissant respectivement -j, 6 et 5, soit dix-huit équations de condition. Les inconnues sont les neuf corrections x^i à x^^^ et les trois longueurs )x7, ^wfl et A5, soit douze en tout.
Pour la division en huit parties, les colonnes 3, 4 et 5 fournissent quinze équations pour dix inconnues.
3i. Division en dix parties. — Nous disposerons les équations dans deux Tableaux tels que les sommes des colonnes fournissent les équations normales relatives aux \ et aux x. Nous n'avons porté que les quantités connues dans les colonnes du second Tableau :
Tableau I. — Calcul des s et S.
t,ii s.
- J7.„— fl.
Cf
25, ' ZS.
61 it
Tr
-4- JT. — ar.. - a
s,it
(') Le procédé Neumann-Thiesen est aussi applicable à la formation des équations normales; mais la résolution de celles-ci est à très peu prés aussi laborieuse que dans l'emploi de la méthode rigoureuse; de plus, les différences entre les corrections calculées par les deux méthodes peuvent devenir très sensibles- La méthode Neumann-Thiesen perdant, dans ce cas, son plus grand avantage, nous ne la développerons pas.
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Tâble.\u II. — Calcul des t, S, D, et T.
Comme précédemment, nous substituons aux x les nouvelles inconnues P et Q, et nous conservons les symboles
En introduisant les nouveaux symboles
Tio = Dio H- - 57 H- 77 56 -h i 55,
Ty — D9 -T- ~ 57-1- 2^ 56^- T 53, 7 6 J
Tg = D« -f-
H Se.-~-
le système des qualorze équations normales déduites des deux
Tableaux se résume dans les trois groupes suivants :
t 7X:r=57-hQii-+-QlO-+-Q9-+-Q8,
(i) I 6X6~56-+-Qii-hQio-4-Q9-i-Q8-hQ:, 5 Xj = *5 -4- Q, j -h Qio -^ Qg -H Qg -h Qt ;
Sii = -f-3Pn -2P:- Pc,
Sjo = ■^- 3 Pio — Ps — P7 — Pc»
s, = -^'iV,- P»- P7,
Sg = - Pio- P9-H2P8,
S, =-2P„-- P,o- P9 -f-lP7
'\ Sfi = — 2P1, -iPio H-^Pe;
io5T,,^-i-2o8Qi,— io7Q,o— 107Q.J— lojQ»— 77Qt» loSTjo — — I07Qll^- 208Q10— 107Q9— îQgH- ^-SQ:,
(3) { 105T9 =- 107Q,,- io7QioH-3i3Qu-- iQi-h 28Q:, lOjTg ^— io7Qii— îiQio— 2Q9-h3i3Q8— 77Qt- 105T7 -- 77QnH- -iSQio^ 28Q,- 77Q«h-343Qt.
Ces quatorze équations sont reliées par les deux identités suivantes, qui servent de contrôle pour le calcul des S et des ï:
Sji -h S|o-H Sij-h Sg-T-S?-^ Se = o,
( 5Ti,-H4Tio-+-3T9-hATg-4-T7 =0.
11 reste douze équations indépendantes, qui contiennent les douze inconnues du problème.
En résolvant les systèmes (2) et (3), on obtient les groupes récurrents (5) et (6), ou les groupes (5') et (6') dans lesquels les inconnues sont exprimées seulement en fonction des quantités S etT:
9,6Pio= *>-6Pii -+- '>'0 S|o-t- i-i S.j-i-i6Sg-+- 8 87-+- SSe, 5P9 = 'iPi\-r- 3P10-+- 4S9H- •;•. Sg -I- S7,
(J) { 9.P8 = -h Pio-h Pg-r- Sg,
17= -r- •>. P9 — 1 8 Sj,
Pc = 3ï>n- Su ~2P-,
ou
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26(Pio— r*ii)= 'ioSio-T- 12S9-4- lôSgH- 8S7-+- 5 Se,
26(P9 — Pii)= 12S10-5- aSSoH- aoSg-t- 10S7-4- SSg,
rV) '; 26(P8 — Pii)= 16S10-+-20S9-4- îiSg-f- 9S7H-4S6,
26(P7— Pli)— 8Sio~ 10S9-+- 9S8-4- ri S7-f-2S6,
26(P6 — Pn)= loSioH- GSg-h SSg-h 4S7-H9S6,
ri
, 52325Qio= 4i86oQn-i-3'2867T,o~ii569T9--6i4T8— 3772T7,
i38Q8 = 58Qn-- 2Q,o- 2Q9-+- 49T8-f- 11T7,
49Q7 = iiQii- 4Qio~ 4Q9-4- 11Q8+ 15T7,
52325(Qio—o.8Qn) = -î-32867T,o-^ 11069 T9— 644 Tg - 3772 T?,
. 52325(Q9 — o,6Qn)=-^-ii569Tio-+-2i758T9— 483 T»— 2829 T7,
■ io465o(Q8 — o,4Qm) = — i288T,o— 966X9-^37191X8-4- 8533T7,
io465o(Q7 — o,2Qn)=- 7544Tio— 56ô8T9-h 8533 T. -+-35029X7.
Ces diverses équations peuvent être transformées au moyen des relations (4).
On calculera successivement les P et les Q au moyen des équations (5) et (6); puis on vérifiera le dernier par la dernière des équations (5') et (6').
Le calcul se trouve ainsi vérifié en entier.
Les équations (i) fournissent les valeurs des X, que Ton calcule pour la substitution.
Erreurs probables. — L'erreur probable d'une observation est
Les valeurs des F et G ressortent immédiatement des équations (;V)et(6'); on a
d'où
r(.rio.)— r(Xi) — o,836r, r(To )=/•(. Ta) — o,86|r, r{^» )— /•(j-4)= o,88or, r(.T', )= /•(j'5) = o,6i6/', r{Xi }~ = 0,4 16/'.
35. Division en huit parties. — Eq suivant la marche du calcul précédent, on détermine les quantités S et T, que Ton vérifie par les équations
S9-I" Sg-f- StH- Se-î- - Sj= o, !
4T9^-3T,^-•^T7-+-Te =0.
Après avoir résolu les équations normales, on arrive aux formules suivantes, qui servent h calculer les quantités P,
'9^8= 19P9— 7S9-+- ySs-i- 3S7— Se, 7P7= aPgH-iPs -f- îStH-So,
P,=. - Pg_H2P7-S7,
Ps^ 3P9— S9— aPc, équations qu'on peut mettre sous la forme
38(P8- P9) = 'A8S8-^2oS7-f-iaS,-H 785,
38(P7— P9)=20S84-36S7-hl4S6-f- 5Sj»
38(P,-P9)= lîSs-f- i4S7-^i6Se-i- 3S5, 38(P5— P9)= i4S8-i- 10S7-4- 6Se-hi3S5.
Les quantités Q sont données par
ii2Q8= 84Q9-+-9T9-4-71T8-1-10T7,
3Q7= 2Q8-T8-hT7,
3Q6=37Q9-+-7Q8-83Q7 + 3oT7,
ou aussi
On trouve les "k au moyen des formules
Xv= 7(54-+-Q9M^-Q8H-Q7-^Q6).
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Pour le calcul des erreurs probables, nous avons
r{Xi)= r(Xi)=z OjSogr, r{x^)= r(Xi)= 0,801 r, r(j-6)= r(Xi) = Ojôayr, r(a:j) =o,577r.
36. Calibrage supplémentaire. — Reprenons Téquaiion fondamentale du calibrage
Nous avons considéré jusqu'ici xi, Xh et A comme trois inconnues, déterminées en établissant un nombre sufïisant d'équations de cette forme. Mais il se présente des cas où la position des points à déterminer est telle qu'on ne peut pas les faire rentrer dans un calibrage ordinaire, complet ou abrégé ; on détermine alors leurs corrections à l'aide d'un calibrage supplémentaire, en utilisant les corrections connues de divers points d'un calibrage ordinaire.
Dans chacune des équations obtenues par l'observation, l'un des X sera connu; on déterminera l'autre, soit en employant une colonne dont la longueur a été déterminée par des observations rentrant dans un calibrage ordinaire, soit en observant la colonne dans une position telle que les deux x de l'équation ainsi trouvée soient connus.
Par exemple, dans les thermomètres à deux ampoules du premier modèle, on détermine les corrections des points voisins de 100" au moyen de la colonne de 68 degrés employée dans le calibrage en trois parties; on établit ainsi des équations telles que (*)
(*) Les indices des x et des X correspondent respectivement aux points auxquels les corrections se rapportent et aux longueurs des colonnes en degrés; ce sont les indices naturels, au lieu des indices conventionnels adoptés pour les calcuN précédents. Nous les emploierons fréquempnent.
CHAP. 11. — ÉTUDE DES THERMOMÈTRES. 8l
JC31 el )iC8 sonl deux quantités connues, ^31,00 la quantité observée.
On peut aussi employer une colonne d'une longueur quelconque, que l'on observe, l'extrémité supérieure étant au point 100; l'équation ainsi obtenue sert à éliminer la quantité A de toutes les équations.
Dans l'un ou Tautre procédé, il faut répartir les observations servant à déterminer le X, symétriquement parmi les autres, afin d'éliminer les variations produites par la marche de la température. Dans la première méthode, on a l'avantage d'employer des colonnes que l'on possède déjà, et des observations déjà faites; dans la seconde, on élimine mieux les erreurs dans les corrections des points sur lesquels on s'appuie, en employant plusieurs colonnes partant des différents points principaux du calibrage ordinaire.
37. Exemple. — Les corrections du thermomètre n" 4340 ayant été déterminées de 2 en 2 degrés entre — 2® et -h 5o°, les corrections des points 96", 98** et 102° ont été trouvées par des colonnes de 62, 54, 56 et 58 degrés, observées respectivement dans les positions: [44*96]) [46" 98], [48 100], [5oio2]; [4'î*96], [44*98], [46 100], [48*102], .... Les observations dans les positions [48-ioo], [46100], ... servaient à établir l'équation d'où \ était tiré.
En posant .Tioo == o, on a, par exemple, les équations
^*8 — -^ ^»ïî = «48,100
^V8 — J'iS -*- •2*98 = «48,100 — «46,98
d'où
On reconnaîtra, dans le Tableau suivant, la marche du calcul
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Thermomètre n*" 4340.
Colonne de 52 degrés.
RESULTATS
DiTls.
Correction»
On voit que, sous les ûlres Points auxiliaires et Obsen^alions, les nombres de la colonne Xi et a/A ont été soustraits chaque fois des nombres de la ligne qui contient le point 100; puis les nombres de la première colonne Différences ont été soustraits des nombres correspondants de la deuxième colonne portant le même titre; les résultats ont été placés sous le titre Corrections (j^a).
38. Seconde approximation. — Dans le calcul d'une première approximation, nous avons supposé les excès de volume des diverses colonnes du calibrage sur la capacité des intervalles compris entre les points principaux, proportionnels aux excès de longueur de ces colonnes sur la distance de ces points. Comme nous l'avons vu (24), cette supposition n'est pas rigoureuse, et les quantités observées doivent subir une petite correction, pour être exprimées dans la même unité. Cette correction est obtenue en multipliant l'excès observé par la dérivée de la correction de calibre au point considéré (23).
Pour calculer une seconde approximation, on porte sur du papier quadrillé, à une échelle convenable, les corrections trouvées par une première approximation, et on les réunit par un trait continu ; on évalue alors l'inclinaison de la tangente à la courbe dans le voisinage de tous les points principaux. Les corrections à apporter aux observations étant toujours très petites, ce procédé est suffisamment précis. On multiplie chaque observation
OU chaque moyenne d'observations en un même point par la tangente trigonométrique de l'angle d'inclinaison en chaque point, et l'on ajoute le nombre trouvé, avec son signe, à l'observation. Tout le calcul des corrections de calibre est ensuite répété avec les nouvelles valeurs des termes connus des équations de condition.
L'équation obtenue par l'observation directe, quoique n'étant pas rigoureuse, est souvent assez approchée pour qu'il ne soit pas nécessaire de la corriger; une longue expérience a montré que, en effet, les améliorations apportées par le calcul de seconde approximation sont presque toujours illusoires, les deux résultats ne différant que dans les limites des erreurs probables. Ces différences dépendent de la qualité des tubes calibrés et du soin apporté par l'observateur à isoler et à placer aussi exactement que possible, dans la position qu'elles doivent occuper, les colonnes de mercure.
On ne peut pas donner de règles fixes sur l'opportunité de calculer une seconde approximation; mais, dans chaque cas particulier, on peut se faire d'avance une idée des modifications qu'elle apporte, en calculant les corrections qu'ont à subir les observations les plus défavorables et en les comparant avec leur incertitude.
Les corrections de calibre et les excès des colonnes augmentent en moyenne beaucoup avec la longueur des tubes; on devra donc, avant tout, appliquer les corrections de seconde approximation à une première subdivision des longs tubes. Pour des tubes de même longueur, dont les corrections de calibre ont une allure semblable, les modifications apportées par une seconde approximation varient à peu près comme le carré des corrections, les observations étant supposées faites avec le même soin.
Il est désirable que chaque observateur fasse, une fois au moins, un calcul de seconde approximation pour se rendre compte des modifications introduites; avec une certaine expérience du calibrage, on juge ensuite, à première vue, de l'utilité qu'il peut y avoir à faire ce calcul.
39. Synthèse du calibrage. Thermomètres étalons. — Il reste à montrer comment les diverses parties d'un calibrage peu-
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vent être combinées pour que les corrections de tous les points de Téchelle soient déterminées et finalement exprimées dans le système [0*100]. Nous n'insisterons pas sur la nécessité de multiplier les observations, notamment dans les premières subdivisions d'un calibrage, afin d'obtenir, avec la plus grande précision possible, les corrections des points sur lesquels le calibrage entier s'appuie.
Nous passerons maintenant en revue les diverses formes de thermomètres décrites précédemment (4-).
i" Thermomètres à échelle entière de o® à ioo'\ — Deux schémas peuvent être employés avec avantage.
a. Division en cinq parties par un calibrage complet; les corrections des points 20, 4o, 60, 80 sont exprimées dans le système [o • 100]. Calibrage complet ou abrégé, de ^ en 2 degrés, de chaque section de 20 degrés 5 dans le calibrage complet, on peut prolonger chaque section de 2 degrés de part et d'autre, de manière que les extrémités se recouvrent ; la première et la dernière section peuvent aussi être seules prolongées respectivement jusqu'à — 2® et 102**; dans un calibrage abrégé, ces points seront considérés comme supplémentaires (36), et leurs corrections seront calculées par des formules telles que
dans lesquelles x_2 est la seule inconnue. Les x auxiliaires et les A étant donnés ici dans le système [0*20], x^2 sera exprimé dans le même système.
Les corrections de tous les points sont rapportées au système [o* 100] par une seule transformation, pour laquelle les points o, 20, 4o, . . . servent de pivots.
b. Division en dix parties par un calibrage complet ou abrégé; division de chaque section en dix parties par un calibrage abrégé. Les corrections des points extérieurs à [o* 100] sont déterminées par des observations supplémentaires.
2° Thermomètres à une ampoule. — A. Échelle de o" à 5o".
— Division en deux parties [o-5o], [5o'ioo]; la correction du point 5o est exprimée dans le système [o-ioo]. Pour le reste du calibrage, on adoptera Tun des procédés suivants :
a. Calibrage complet, de 2,5 en 2,5 degrés, de la section [ — 2,5-5o]. Les corrections sont ensuite transformées dans le système [o-ioo], en parlant des points o et 5o, communs aux deux systèmes.
6. Division en cinq parties, calibrage complet; division en cinq parties de chaque section de lo degrés, par un calibrage complet, ou en dix parties par un calibrage abrégé. Les sections peuvent, dans Je premier cas, être prolongées à Texlérieur.
Dans les cas a et 6, les corrections des points voisins de loo sont déterminées par plusieurs colonnes supplémentaires. L'exemple numérique donné précédemment est emprunté au cas b.
B. Échelle complète de So** à ioo°. — Calibrage analogue au précédent; les corrections des points voisins de zéro sont déterminées par un calibrage supplémentaire.
C. Thermomètres pour basses températures. — Division en deux parties [ — 28-36], [36-ioo]; la correction du point 36 est exprimée dans le système [ — 28* 100]. Division de la partie inférieure en quatre sections [ — 28 12], [ — 12-4], [4* 20],
[20 -36]. Calibrage complet ou abrégé de chaque section par une division en huit parties. La première et la dernière section peuvent être prolongées, ou les corrections des points — 3o et -4- 38 seront, le cas échéant, déterminées par des observations supplémentaires. Les corrections des points voisins de 100 sont déterminées par les colonnes de 64 degrés de la division en deux parties.
Les transformations sont les suivantes : transformation des points — 28, — 12, -f- 4> -1-20, -h 36 du système [ — 28*36] dans le système [ — 28-100]; transformation du point zéro du système [ — 12-4] dans le système [ — 28-100], à l'aide des nouvelles corrections des points — 12 et -f- 4; transformation des points — 28, — 1 2, + 4î 20 et 36 dans le système [o - 100] ; enfin transformation des points de chaque section dans le système [o- 100]. Les corrections des points voisins de 100 sont obtenues à Taide des corrections des points auxiliaires exprimées dans le
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système [o • loo] et du X^^^ transformé du système [ — 28 • 100] au système [o-ioo] [formule (i5), n®23].
D. Echelle de 100° à 200**. — Comparaison de Tintervalle [100 • 200] à l'intervalle [o- 100]. Division en cinq sections de l'intervalle [100-200], calibrage complet. Division de chaque section en cinq parties par un calibrage complet, ou en dix parties par un calibrage abrégé. Les points inférieurs à 100° et voisins de zéro sont obtenus par un calibrage supplémentaire, les derniers au moyen des colonnes de 100 degrés du premier calibrage ou de colonnes plus longues.
La correction du point 200 est obtenue en partant des relalions
Xq — ■ï'iOO-*- '^100= ^0,100»
Retranchant membre à membre, et posant iro=o, a:ioo=o, on aura la valeur de Xsoo-
Les corrections des points 120, i4o, 160, 180 sont transformées dans le système [0*100], et, à l'aide des nouvelles corrections de ces points, celles de tous les points du calibrage serré sont transformées de même.
La précision des observations aux températures supérieures à 100^ étant nécessairement médiocre, il n'y a pas lieu de chercher dans ce calibrage une très grande exactitude.
S*' Thermomètres à deux ampoules. — A. Echelle de — 2** à 38®. — Division en trois sections [ — 2 • 82 ], [82 • 66 ], [66 • 1 00] ; les corrections des points 82 et 66 sont exprimées dans le système [ — 2* 100]. Calibrage complet, de 2 en2degrés,dclasection[ — 2-38]; ou division en deux parties de cette section, et calibrage complet ou réduit des subdivisions [ — 2*18], [18 -38]. Les corrections des points voisins de 1 00 sont déterminées par les colonnes de 68 degrés de la division en trois parties ou par des colonnes spéciales. Le point 18 et les points du calibrage serré ayant été transformés, le cas échéant, dans le système [ — 2-38], toutes les corrections sont transformées successivement, dans le système [ — 2-100], par les points — 2 et 32, et dans le système [o • 100], à l'aide des points o et 100.
B. Echelle de loo** à i5o'*. — Comparaison des trois sections [o- do], [5o- 100], [loo* i5o] par des colonnes de 5o et de loo degrés. Calibrage de la section [ioo-i5o] comme les sections de 5o degrés dans les thermomètres à une ampoule. (Voir le cas 2 A.)
Pour les thermomètres possédant un plus grand nombre d'ampoules, ou pour les modèles qui n'ont pas été prévus dans Ténumération qui précède, on combinera les observations en tenant compte des principes établis ici.
Remarque générale, — Il arrive que, dans les thermomètres munis d'ampoules, on éprouve de grandes difficultés à déplacer une colonne ayant la longueur prescrite par le diagramme du calibrage et qui ne dépasse l'ampoule que de quelques millimètres de part et d'autre; on parvient, dans ce cas, au but proposé en opérant avec une colonne plus longue, choisie de telle sorte que les observations puissent toujours être faites entre deux points principaux du calibrage. On applique ensuite aux deux observations de la colonne une correction pour tenir compte de la différence des intervalles auxiliaires.
Par exemple, dans les thermomètres à une ampoule du premier modèle, on peut faire la division en deux parties au moyen d'une colonne de 52 degrés, que l'on place à [ — 2 • 5o]et[48 • 100]. Le calibrage serré donnera la valeur des intervalles [ — 2-0] et [48 • 5o] par rapport au degré moyen [o-5o][voi> (23)]; on calculera, d'après cela, la différence entre ces deux intervalles.
Soient x_2y Xq^ ^4», X;jo les corrections des points auxiliaires dans le système [o-5o]; a_o^5o, <Tfi8,ioo les quantités observées; on obtiendra les quantités «0,50 et «50,100? que l'on aurait trouvées par une colonne de 5o degrés, à Taide des relations
«0,50 " «-î,80 -^ ^0 — ■a^-îî «50,100 = ^48,100 H- ^50 — ^ifi-
Ce calcul est en tous points analogue au calcul de seconde approximation.
40. Exemple de transformations. — Nous calculerons maintenant la série des transformations pour le thermomètre Tonnelot no4340.
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La division en deux parties adonné ^50 = — 0^,01720. On a trouvé, par la division en cinq parties de l'intervalle [o- 5o], les corrections suivantes :
Divisions. Corrections.
-Po = Oj 00000
40 a?vo= - o,o8o58
En désignant par aelb les abscisses des points o et 5o, par Xa et Xbyya et j^^ leurs anciennes et leurs nouvelles corrections, les nouvelles corrections j^;,t sont données par la formule (23)
_ , "gm — ^a — D(/M — g) dans laquelle
yb-\ryb)"^a-^ya) Les quantités G et D sont calculées ci-après :
a— o J^a ~ 0,00000 ya.~^ 0,00000
6 = 5o .''6= 0,00000 yb'^ — OjOij^o
a -f- Ta = o , 00000 a-\- ya^ o ,00000 h -~ Xb= 5o, 00000 b -r- yb— \^^sfi'>.^o
(«KA — J'rt) — (^6— J^a)^ — 0,01720,
D= — o,ooo3|4» G = -h I ,ooo344«
Nous inscrivons ensuite, dans la première colonne, les divisions du thermomètre; dans la deuxième, les corrections dans le système [o- 5o] ; dans la troisième, les quantités — jrû4-D(/M — a)\ dans la quatrième, les sommes des nombres en regard des deux ro-
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lonnes précédenles; enfin, dans la cinquième, ces derniers nombres divisés par C;fa étant nu*, ces nombres sont les ^m •
iO — 0,00116 o,oo3n — 0,00460 - o,ooJ6o
HO,07J
-HO, 092 i
-r-O, IOI9
. -ho,o427
H-o,io33
-HO,oo35
-r-o,oo35
. -ho,o366
-o,o5ii
Les nombres de la dernière colonne sont les corrections dans le système [o 100].
On vérifie les transformations en comparant entre elles les premières différences des colonnes Xm et y ni- Les différences entre 1rs
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nombres correspondants ne doivenl différer que par suite des décimales négligées et de la division parC.
On a ainsi :
- - o,oo6'2
-H o,oo36
41 . Thermomètres auxiliaires. — Ces thermomètres sonty en général, destinés à servir dans une partie restreinte de réclielle, et ne portent pas les éléments nécessaires à la détermination individuelle de la valeur moyenne du degré; il faut, pour cette détermination, avoir recours à des comparaisons avec un étalon. Nous nous occuperons des thermomètres dits calorimétriques et hypsométriques ; les thermomètres que nous avons nommés météorologiques seront considérés comme un cas particulier des premiers.
Thermomètres calorimétriques. — Ces thermomètres ne portent d'ordinaire que dix degrés environ, cette fraction d'échelle étant généralement séparée du zéro par une ampoule. Pour fixer la valeur du degré, il suffit, rigoureusement, de comparer ce thermomètre à un étalon, à deux températures suffisamment éloignées; les corrections des autres points sont obtenues par un calibrage; des observations supplémentaires donnent les corrections des points voisins de zéro.
Si la portion continue de l'échelle comprend le zéro, il suffit de déterminer la position d'un second point.
Cependant, il est bon, dans le cas des comparaisons, de chercher, comme toujours, à obtenir un contrôle des observations; on y arrive en multipliant les comparaisons à diverses températures.
Soient O et N les points de l'échelle dans le système desquels les corrections de calibre ont été exprimées; soient A, B, C, ... des points intermédiaires, de préférence équidistants, rr, 6, c, . . . leurs abscisses, Xa^ x^, jc^» • • • leurs corrections de calibre; nous
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supposerons ces corrections déterminées sans erreur appréciable. Les comparaisons ayant été faites dans le voisinage des points A, B, G, . . . et dûment corrigées, les différences entre le thermomètre auxiliaire et l'étalon seront Za, >3^, z^ . • . . On posera
^/,— U -r- bv, Zc— Il -^ CP,
H est l'erreur du point O, r l'erreur du degré du thermomètre auxiliaire. Ce système, résolu parla méthode des moindres carrés, donne les valeurs les plus probables de u et v.
Si l'échelle à déterminer contient le zéro, on a, par déFmition, // = oC).
T lier monté très hypsomé triques. — Les thermomètres hypsométriques sont destinés, comme il a été dit, à déterminer la pression barométrique, au moyen de la température de la vapeur d'eau bouillante. La partie utile de leur échelle est située dans le voisinage de loo^; mais, comme les comparaisons aux températures élevées sont difficiles et peu précises, il est nécessaire, si l'on veut atteindre une exactitude suffisante, de munir le thermomètre d'une fraction d'échelle voisine de zéro, de même étendue que l'échelle supérieure; les deux sont séparées par une ampoule.
La valeur du degré ayant été déterminée sur l'échelle inférieure, comme dans le cas précédent, on la reporte sur l'échelle supérieure par un calibrage auxiliaire. Ce calibrage peut être fait par divers procédés incomplets; le calibrage complet que nous allons exposer a l'avantage de conduire à un calcul symétrique extrêmement simple.
Pour opérer sur un cas déterminé, supposons que le thermomètre porte les points — 2 à 8, et ga à 102. Si nous voulons déterminer les corrections de 2 en 2 degrés, nous isolerons une colonne de 102 degrés, que nous observerons dans les positions [ — a- 100], [0-102]; une colonne de 100 degrés sera observée en [ — 2 -98], [0100], [2- 102]; ... ; enfin, une colonne de 86 de-
(') Cette équation n'existe pas sans restrictions {voir n<*80).
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rés sera placée en [6 92], [8 94]. Nous obtiendrons ainsi les équations suivantes :
Colonne de 102 degrés.
^0 — •3'lOÎ-'- ^10l~ ûto,ÎOÎ«
Colonne de 100 degrés.
Colonne de 98 degrés.
.r_2 — ^Tge -r- Agfj = a_s,96, Xq — ^98 -<- ^^98 = <3Ko,98»
J"-HÎ — ■^TjoO ■+- ^»98 = ^*Î.100»
.r; ^lOJ-H ^98 — ^i,102»
Colonne de 96 degrés.
J^-2 — ^9* -^- ^96 ~ <^-î,94t Xq — X^s -H ^96 = <3to,96j X^2 — «a^98 -*- ^96 = ^J,95»
X^ — «Tioo-i- ^96 = <^*,100>
Colonne de 94 degrés.
r_2 ~ x^i H- Xgv = <'- j,9S>
Xq — J?94 -h A94 = «0,94?
^4 ■^gS -+- A94 — Ûf4,98ï
.rg — '2^102-J- ^9^= GR8,10ï'
Colonne de 92 degrés.
Xq — X()2 -h Agj — ao,9J, X2 — Xg^ -4- A92 = f^2^9ii X'^ — 3^96 ~^" Agj = ût^ 96,
X^ — X%^ -^ A92 ~= ûtfi 98,
^8 •î'iOO -i- Agj = <l8,100*
Colonne de 90 degrés.
Xf — JT^f -h A90 = Ûf j, jj , ^4 — «^tt* -+- ^90 = ^*,94»
Ts — X^i -h > 9Q = «8,967 Xs — ^^98-*- ^90= «8,98 •
Colonne de 88 degrés.
Colonne de 86 degrés.
Supposons d'abord que les correclions de la partie inférieure soient connues ; nous considérerons comme inconnues les corrections de la partie supérieure.
Soustrayons, dans chaque colonne, chaque équation de la précédente : les X seront ainsi éliminés.
Les nouvelles équations peuvent être disposées dans un Tableau; la première occupera l'angle supérieur à gauche, les suivantes seront écrites en diagonales ascendantes, si l'on commence par les dernières équations de chaque colonne.
Les deux premières colonnes sont
ar_j— Xq — XiQQ-r- XiQi = a_j^ioo — «o,ioî»
Xo — .rj — ^100-*- '^loj = «0,100 — «j,io«> Xi — .r^ — •2^100-^ ^101 = «1,100 — «4,ioîj x^ - - .rç — -^î^ioo-^ ^loï = «4,100 — «6,ioîï
l ^6 — «^8 — J'iOO^" ^10î= «6,100 — «8,102 î
X-i — Xq — J?98 -1- a^ioo
Xi) -- X2 — .^98 -i" ^100 =«0 98 — «2 100»
^2 — •2"4 — «^98 ~^ -^lOO^ «1,98 — «4,100»
X^ — Xi — iC98 -H ^100 = «6,98 — «8,100-
Nous voyons que toutes les équations d'une même verticale ou
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horizontale contiennent la même différence de deux corrections de la partie supérieure ou inférieure. En plaçant ces différences en tête des colonnes ou des lignes, comme dans les précédents calibrages, nous formerons le Tableau suivant :
•^kW
«—2,100 «o,ioa
ZZl
Faisons les sommes des colonnes, et divisons par 5; nous obtiendrons les cinq équations normales du nouveau système, relatives aux X de la partie supérieure :
^9fc
^100 -^ T (^-2— .^8)= Ml, ^98 -+- 7 (^-2 — J^8)= Mj,
a?9e -h - (;r-2— a:8)=M3, a^9j -+- 5 (a-.-2— ir8)=MB,
- {x^ — x-t)^ Ml,
- (rs— a:_2)— M2— M3,
j (rg — a:_j)— M2— M3— M4,
T (iTtt — a:_2)— M2— M3— Mi— Mj.
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Il suffit donc de connaître la valeur moyenne du degré entre — 2 et -H 8, pour pouvoir calculer toutes les corrections de la partie supérieure.
Les corrections de la partie inférieure peuvent aussi être tirées de ce Tableau ; en additionnant les lignes horizontales, on forme les équations normales relatives aux x inférieurs :
Xi Xi'*' ^ (^lOÎ — «^91) ='^3)
Xi J^e-^ -^ (XiQt~ X9i)=?iij
d'où
X^i= Xq— t {^loi — X.ji)-^ Ni, Xi — Xii-¥- y (Xioi— X9t)—^i, Xi =Xo-^ ^(Xioi—X9i)—?ii — Nz,
Xs =^oH- T (a:,oî — a:9î)--Nj— N3— N4— N5.
Nous supposerons d'abord x_2 = o, j:8 = o,etnous calculerons les valeurs de Xioa et 0:^2} que nous introduirons dans les dernières formules. Comme vérification, la dernière devra être satisfaite identiquement.
Les corrections de calibre de la partie inférieure seront appliquées aux résultats des comparaisons, ce qui nous donnera la valeur du degré; enfin, la valeur de x^ — x__2 sera introduite dans le premier groupe de formules. Les corrections des points iyA à loa ne contiendront plus qu'une seule inconnue, ^loo? ^"^ l'on déterminera par un autre genre d'expériences.
Il existe une vérification très simple de tout le calcul. D'après la formation du Tableau, on voit que la somme des quantités A
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OU B est égale à la somme des différences entre la première et la dernière des observations faites avec chaque colonne.
Un calibrage de la nature de ceux que nous avons nommés calth rages supplémentaires nous a ainsi donné les corrections de la partie supérieure et de la partie inférieure. Cette méthode est susceptible d'autres applications.
42. Tables des corrections de calibre. — Les corrections de calibre ayant été déterminées pour un certain nombre de points équidistants, on obtient les corrections des points intermédiaires par une interpolation graphique ou analytique, faite en supposant la continuité des corrections. Pour la première, il convient d'employer Téchelle de i^'" ou 2^" par degré pour les abscisses, et de >/"* par centième de degré pour les ordonnées.
L'interpolation par le calcul est fondée sur des principes mieux définis, mais exige un travail beaucoup plus considérable.
Dans le Mémoire plusieurs fois cité, M. Broch a donné une formule très pratique pour exécuter ce calcul. Considérant quatre points successifs du calibrage, on les réunit par une courbe du troisième degré, dont on n'utilise que la section moyenne.
Soient Xo, ^i, .r-i, ^3 les corrections de qualre points équidistanls. On forme les trois différences :
Premières
Secondes
Troisième
Correclions.
différences.
différences.
différence.
A, _ .ri — Xo A, - Xi^Xi A'; ^x3~Xi
On a, pour l'interpolation, la formule connue
^ï'-^/iy) = -^oH- jA, -I- ^^— — Aî4- ^^— . - r ' ^i
En posant successivement
CHAP
on trouve
— x^-\- Al,
= j?oH Al M- — r-^J— -r-T--^3,
^ n-^-i ^ in-\-\ ^ 2/1* — 8,
Les premières difTérences de cette série sont
Oi™-AiH i-Aj— -jT— 1-A3,
Oj — — Al H -— 2k^ — - — A3,
Les secondes différences sont
Enfin les troisièmes différences sont constantes :
On a donc, entre X\ et ^29 une série dont les différences sont
Oi = —Al H 7- Al ;; — ;- A3,
'*=/T«^*-^;iï^'»
C'est à Taîde de ces différences qu'on calcule, à partir de Xx^ les
corrections des points intermédiaires. La première et la dernière
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série d'interpolation doivent être prolongées respectivement jusqu'au premier et jusqu'au dernier des points principaux.
43. Exemple d'interpolation. — Proposons-nous de faire une interpolation en dix parties entre les points 3o et 32 du thermomètre n° 4340, dans le système [28 • 42] (p. 66). Nous avons
-1-0,01 A|4-o,ooi Aj, 0,001 A3.
Div.
d'où
Corr.
Al = -H 0,0221,
Premières différences.
Secondes différences.
Troisième différence.
— o,ooo5
Aj — — o,ooo5;
3 j rr: -H 0,001 79475, Ôj = 0,0000775, 83 = ~ 0,000000 5.
Troisième différence.
— o,oooooo5
Secondes différences.
Premières différences.
Corrections.
-f- 0,O256l2OO
-ho,o33oi825 -f- 0,03426000 -h 0,03542075 o , o36 5
Divisions.
On peut se contenter d'une interpolation linéaire pour les dixièmes de degré.
Les corrections, déterminées comme on vient de le voir, sont portées dans une Table à double entrée, analogue aux Tables de logarithmes; les degrés sont inscrits en titres dans la première colonne, et les dixièmes dans la première ligne horizontale.
Les Tables des corrections de calibre des bons thermomètres sont généralement établies en millièmes de degré.
COEFFICIENTS DE PRESSION
44. Théorie. — Le réservoir d'un thermomètre éprouve des déformations par suite des pressions extérieures ou intérieures qu'il subit. Pour éliminer cette cause d'erreurs, il est nécessaire de calculer l'effet produit par ces pressions, et d'en tenir compte en appliquant aux lectures des corrections appropriées (').
En général, on nomme coefficient de pression extérieure ou intérieure d*un réservoir la quantité a^. ou a, qui, multipliée par une pression extérieure ou intérieure, exprime la variation de' l'unité de volume du vase.
Dans le cas particulier d'un thermomètre, et pour faciliter les calculs, on preàd comme unité de pression le millimètre de mercure et comme unité de variation le degré; de plus, on désigne par coefficient de pression intérieure la variation totale produite sur le réservoir et le mercure qu'il contient.
Soient ^c 6t p,- ces coefficients dans le cas d'un thermomètre ; il est aisé d'en exprimer la valeur en fonction des constantes de l'élasticité.
Désignons, d'après Lamé, par )w et |jl les deux constantes de constitution en fonction desquelles les coefficients de l'élasticité peuvent être exprimés (*); par P/ et P^ les pressions agissant à
(*) Les premières recherches relatives aux déformations produites par la pression sur le réservoir d'un thermomètre paraissent avoir été faites par Egen [Untersuchungen ûber dos Thermometer {Pogg. Ann., t. XI, p. 276; 1827)].
Voir aussi A. von OEttingen {Thèse; Dorpat, i865) et de nombreux travaux postérieurs.
(') Dans cette notation, le coefficient d'élasticité a pour valeur
ji(3X-i- ajji)
X -H JJL
Le coefficient de Poisson (rapport de la contraction transversale à rallongement) est donné par
2(X-hll.)
{voir VioLLE, Cours de Physique). Quelques auteurs écrivent {jl au lieu de a et introduisent « = -r; dans les formules, de préférence à E.
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Tintérieur et à Textérieur d^une sphère de rayons R/ et R^. Le déplacement d*une molécule située à la distance r du centre est exprimé par
,, , I P/Rf~-P.R| I (P,-P,)R?R? ,
(Il Ar = — T r H- — — •
^^ 3X-+-a[ji R»— R? 4{^ RJ-RJ '*
Pour r = R|,
/.^ .R 1 P/R?-P.R? ^ ^ I (P/-P.)R;R/ ^^^ ^*^'= ÏTT^ R3-R? *^'"^ /Til R?-R?
Pour une augmentation du rayon intérieur égale à AR/, le volume intérieur augmente de
(3) AV/=4icR«AR|.
Pour P<.= o, l'augmentation de Tunité de volume est
AV, _3AR, __ / 1 R? . I R
^^^ "V; - R/ "^''\^3X-+-'ifxR«-R?""4{Ji R?-R?A
Le coefficient de pression intérieure d'un vase sphérique est donc (^^ « - 3 / R? R? \
On trouve de même, pour le coefficient de pression extérieure,
/AN 3R? / f T\
d'où
(7) «c— ai= —*
X + jlX
C'est l'expression de la compressibilitc cubique de la matière dont est formée la sphère.
En posant—^ ^= R, Re — R|=e, on a approximativement^
lorsque e est très petit par rapport à R,
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Remplaçons, dans la formule (i), r par R^y et calculons AV, pour P^=o; nous trouvons
AV,-AV
d^où résulte le théorème suivant :
U augmentation du volume des parois d'une sphère creuse, soumise à une pression intérieure, est proportionnelle à la pression et au volume intérieur de la sphère, et indépendante de l'épaisseur des parois.
Dans le cas d^ine portion de cylindre circulaire creux, suffisamment éloignée des bases pour être soustraite à leur influence, le déplacement horizontal d*un point situé à Tintérieur des parois est donné par
, , , I P|R?--P.R; rP,-P,)R?R« ,
( lo I Ar = r -\ — •
^^ 3À-+-2JJI H*~R« ^ •2fx(R|-R/) /•
Le déplacement qu'éprouve, dans la direction de Taxe, une section normale, située originairement à la distance z d'une section supposée fixe, est
, P,R«-PeR;
_ . . ^ tm
(II) lz =
3XH-2fx H*— H/
En introduisant les valeurs de AR| et AZ (Z étant la hauteur du cjrlindre) dans Téquation
(12) ^ = gf^(R?AZ^-2ZR,AR/),
on trouve la valeur du coefficient de pression intérieure
^„ 3 / R? . Rn
ou approximativement
X -h 2|X 3fX
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Le coefficient de pression extérieure est
Les relations (7) et (y) subsistent.
En supposant, ce qui n'est sans doute qu'approximativement vrai, que, dans un réservoir composé d'un cjlindre terminé par des hémisphères, la partie cylindrique et les calottes se déforment d'une manière indépendante, on pourra combiner les formules précédentes de façon à obtenir les valeurs qui conviennent sensiblement au cas d'un réservoir thermométrique. La relation (7), commune aux deux cas, doit encore subsister. Or la compression du mercure vient s'ajouter à l'effet produit par une pression intérieure sur le réservoir seul 5 si donc on désigne par x,,, le coefficient de compressibilité du mercure , par x^ celui du verre et par k un facteur numérique servant à ramener les quantités ^ et x aux mêmes unités, on trouve
(i5) ?/=PcH-A-(x,„ — x^).
Les X sont rapportés, généralement, à la pression d'une atmosphère ou d'une mégadjne par centimètre carré {voir note p. i5); les paramètres )w et |jl sont exprimés en kilogrammes de poids ou mégadynes par millimètre carré ; les coefficients p sont donnés, comme il a été dit, en degrés par millimètre de pression mercurielle.
Supposons x,„ — X,, rapporté à la pression d'une atmosphère; pour réduire ce nombre aux unités des p, il faut diviser par 760 et multiplier par le nombre de degrés que contient le réservoir; en d'autres termes, multiplier par la réciproque de la dilatation apparente du mercure dans le verre. En introduisant dans les formules les coefficients qui conviennent aux températures peu élevées, on trouve que le réservoir d'un thermomètre en verre dur contient environ ôaSo degrés; donc k= 8,2^.
Les coefficients x^ et x^ ont été déterminés par divers observateurs. La valeur du premier paraît assez bien connue, le second est plus incertain; mais la différence de ces deux coefficients a été déterminée avec une grande exactitude par MM. Amaurj et Des-
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camps (*). D'après ces observateurs,
ît/«—ît„= 1,87.10-* pour i"" (*); donc
/ -rv ft o 1. , degrés
(ly) pi = pe-+-o, 0000154
inni. de mercure
Le coefficient de pression extérieure des thermomètres peut être déterminé commodément avec une grande précision ; la détermination de p/ est plus difficile, et Ton préfère calculer ce dernier coefficient au moyen de la relation (iT/).
4o. Détermination de {3^. — On détermine le coefficient (3^ en observant les déplacements de l'extrémité de la colonne mercurielle, le thermomètre étant soumis alternalivement à des pressions extérieures très différentes : l'une est la pression atmosphérique, l'autre est voisine de zéro.
On emploie avec avantage, pour ces déterminations, l'appareil suivant (^) ;
Un tube ï en verre {^fig- 18), de 7 5**'" de longueur et de i*^™,5 de diamètre environ, est destiné à recevoir le thermomètre; il est fermé par un bouchon de caoutchouc traversé par une tige de métal terminée par un crochet; à sa partie supérieure se trouvent deux tubulures latérales A et B, munies de robinets. Ce tube contient un peu de mercure au fond, et le reste est rempli jusqu'à la naissance des tubulures par de la glycérine, qui facilite
(') C. Descamps, Étude sur la compressibilité des liquides (Thèse; Paris, 187a).
(*) C'est en effet x„ — x^ et non pas x^ que MM. Amaury et Descamps ont déterminé par la méthode de Jamin. Il a été fait jusqu'ici trois déterminations de la compressibilité du mercure :
D'après Regnault x^ = 3 , 5 . io-« par atm.
M Grassi 2,9
4 ^ ( Brut. . . 1,87
» Amaury et Descamps. . i -, . , ^ \ ,
{ Corrigé. 3,9 à 4,1
Nous avons adopté précédemment (p. 33) le nombre de Regnault. [ Voir, à ce sujet, Guillaume, Sur la déformation des réservoirs élastiques et la compressibilité des liquides {Archives de Genève, 3* série, t. WII, p. i54; 1887.)]
(') Un appareil de ce genre a été employé pour la première fois par M. Marek; il a été ensuite perfectionné et complété par MM. Benoit et Pernet.
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ies lectures au Iravcrs des parois du lube et dîmioue l'espace nuisible; il plonge par le bas daus un seau plein d'eau qui régularise
la marche de la température. L'une des tubulures s'ouvre dans l'atmosphère, l'autre est en commmunication avec un manomètre à une branche, relié à un grand récipient hermétiquement fermé, communiquant avec une trompe à eau, qui sert à faire le vide. Les lectures sont faites au moyen d'une lunette à niveau.
Les observations se font de la manière suivante : on suspend le thermomètre au crochet qui traverse le bouchon, à une hauteur
telle que son réservoir plonge en entier dans le mercure; puis, lorsque le vide est suffisant, on interrompt la communication entre le récipient et la trompe; au moyen des robinets A et B, on met alors le tube T en communication alternativement avec Tatmosphère et avec le récipient, en observant le thermomètre à chaque fois; le manomètre indique, pour chaque observation, la différence entre la pression atmosphérique et celle qui existe dans l'appareil.
Calcul. — Soient
^1, as deux observations successives sous la pression atmosphérique ; fu la lecture intermédiaire dans le vide; Pi la pression correspondante.
Si les lectures sont régulièrement espacées, on élimine sensiblement la marche de la température, en posant
Deux nouvelles lectures a^ et «j, avec une différence de pression P2, donnent
r.^.(fiiS_,.),
et ainsi de suite; on termine par une lecture sous la pression atmosphérique.
Si l'espace nuisible est considérable, et si par conséquent P diminue fortement dans le cours d'une série par suite de la rentrée de Fair à chaque interversion des robinets, il est nécessaire de calculer une équation normale rigoureuse
Dans le cas contraire, on obtient un résultat identique au nombre trouvé à l'aide de la méthode des moindres carrés, par la formule plus simple
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Nous verrons plus loin quelles sont les petites corrections que ^ doit subir.
Après avoir établi toutes les équations de condition et avoir calculé le second membre de la dernière équation, on aura une vérification de tout le calcul, en cherchant directement la valeur de cette expression mise sous la forme
on additionnera donc toutes les observations sous la pression atmosphérique, à l'exception de la première et de la dernière, que l'on divisera par a; puis on soustraira la somme des observations dans le vide partiel.
Erreur probable, — En substituant dans les équations de condition, on trouve les erreurs résiduelles A, d'où Ton tire Terreur probable par la formule
'•(P)==o,6745^[^J,J„-^;_-,ou, approximativement,
^ o.r.745 /-[âaT^
On trouve
Po
>' n^^o ,(p)^«-^Vf^|,
W?)=^^v'fAA].
47. Développements. — Dans ces expériences, il est bon d'établir une marche de température (*), afin de rendre les observations suffisamment indépendantes les unes des autres. On y arrive en refroidissant le bain avant l'expérience, ou en plaçant dans son voisinage un brûleur dont on règle la flamme à volonté.
(') C.-E. Guillaume, Études thermométrUjues {T, et Af.y t. V, p. Sa et suiv.;
Celte marche de la température a aussi un autre but. Dans les expériences à température constante, le ménisque est toujours ascendant dans les observations de rang impair, descendant dans les autres; il en résulte une erreur constante dans le résultat, provenant en partie de ce que la pression capillaire sur le réservoir est différente dans les deux cas, en partie aussi de ce que les lectures du ménisque sont inQuencées par la forme de celui-ci. L'ascension de la température doit donc être suffisante pour ramener, après chaque diminution de la pression, le ménisque à sa forme ascendante. Une différence de 0,0 1 degré entre deux lectures homologues paraît suffire, pour des thermomètres de dimensions ordinaires (longueur du degré 5"*"* à 8"").
Il résulte de nombreuses expériences directes ou indirectes que les résidus d'élasticité sont négligeables pour un verre de bonne qualité, dans le cas des coefficients de pression; le réservoir soumis à des déformations arrive, après un temps très court, à un état définitif d'équilibre ( * ).
L'influence de la température se manifeste par une légère augmentation du coefficient avec la température, correspondant à une diminution dans le coefficient d'élasticité. Pour le verre dur, M. Guillaume a trouvé une variation de 0,00016 par degré. Ce coefficient est presque identique à la différence entre la dilatation cubique du mercure et la dilatation linéaire du verre. Si l'on néglige, d'une part, la correction à faire subir à la pression intérieure du mercure sur le réservoir, d'autre part la variation du coefficient de pression, on commet une erreur insignifiante; on pourra donc, dans la construction des Tables de correction pour la pression intérieure, employer un argument constant.
M. Mills a vérifié la constance du coefficient de pression jusqu'à 140''"* (2).
(•) Voir F. KoHLRAUscii, Ueber die elastische Nachwirkung bei der Torsion. Gôttingen, i863; — J. Hopkinsox, On a torsional strain which remains in a glcus fibre a/ter release from twisting stress {Proceedings, t. XVIII, p. i48; 1878); — Weidmann, Ueber den Zusammentiang zwischen elastischer und thermischer Nachwirkung des Glases ( Wied. Ann., t. WIV, p. 21,'^; 1886).
{*) E.-J. Mills, Notice of Researches in Thermometry {Phil, Mag,^ 5^ série, t. VI, p. 63; 1878). L'auteur n'indique pas la nature du verre de ses thermomètres, ni répaisseur du réservoir.
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Corrections, — Les corrections que doit subir le coefficient ^^ proviennent en partie des erreurs dans la mesure de la pression, en partie de Terreur constante résultant de ce que les mesures sont faites en un point déterminé du tube thermométrique, où la section diffère en général de la section moyenne. Les corrections relatives à la pression se rapportent à la température, à la capillarité dans le manomètre, et à la variation de la hauteur du mercure dans le thermomètre; leur somme algébrique est le plus souvent négligeable. Quant à la correction relative à la section du tube, qui est analogue à la correction de seconde approximation dans le calibrage, elle peut fréquemment dépasser i pour loo, et il convient au moins de se rendre toujours compte de sa grandeur.
48. Exemple. — Nous donnerons dans le Tableau suivant les observations relatives à la détermination du coefficient de pression du thermomètre Tonnelot n** 4340. Les colonnes 3 et 4? 7 et 8 contiennent en outre le calcul des quantités
Mao.
Thcrm.
Moy.
Diir.
iî,3i8
i4,32JO
et
Man.
Therm.
Moy.
Diir.
4io
5ii )
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Dans le Tableau suivant, les deux premières colonnes contiennent les deux membres des équations de condition tirées des observations ci-dessus; les trois autres donnent le calcul des erreurs résiduelles et de la quantité [AA].
Thermomètre
Pressions.
observé.
calculé.
Obs. — Cale.
— o,ooo3
0,000000 ji
AA
49. Calcul de l'épaisseur du réservoir. — L'expression mathématique du coefficient de pression d'un vase de forme bien définie permettrait de calculer sa valeur, si Ton connaissait les dimensions du vase et les constantes élastiques du verre dont il est formé. Dans le cas particulier d'un thermomètre, ce calcul serait très peu précis, parce que la donnée la plus importante, l'épaisseur du réservoir, ne peut pas être déterminée directement avec exactitude. En revanche, on peut, connaissant le coefficient de pression, calculer cette épaisseur avec une approximation souvent suffisante.
En assimilant Iç réservoir du thermomètre à un cylindre (on peut faire sans difficulté une supposition plus approchée ), on po-
lie THERMOMÉTRIE DE PRÉCISION.
sera [44, éq. (i4)]
On peut admettre, d'après les expériences de divers observateurs ('),
\ = Ci.io-",
Tunité de pression étant l'atmosphère.
On aura donc la relation
Connaissant R<., on calculera R/ (-).
Dans l'exemple cité, on a
d*oii
R^r=jt™",4o;
L'épaisseur des parois est donc de o"*'",6o.
L'examen d'un grand nombre de thermomètres de différente construction, appartenant au Bureau international, a montré que les réservoirs soufflés présentent entre eux de très fortes divergences ; les réservoirs soudés, au contraire, peuvent être rendus aussi semblables qu'on le désire, par un choix convenable des tubes qui servent à les construire. Il n'y a aucun avantage à employer des thermomètres dont le réservoir est très mince ^ ce que Ton pense gagner en sensibilité est rendu en grande partie illusoire par les erreurs souvent considérables produites par des déforma-
(*) Nous avons admis x^ — aS.io-' et X — jx.
Voir Rkonault, Relation des expériences, 1. 1, p. 462 ; 1847.— Cornu, Comptes rendus, t. LXIX, p. 333; 1869. — Voigt, Wied, Ann.j t. XV, p. 497; i88a. — Amaoat, Comptes rendus, t. CVII, p. 618; 1888.
(*) On pourrait aussi plonger le thermomètre dans un liquide ayant le même indice de réfraction et mesurer au micromètre répaisseur des parois, qui apparaît alors en vraie grandeur.
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lions du réservoir dues aux variations de la pression capillaire. Les réservoirs minces ont, en outre, le grand inconvénient d'être excessivement fragiles.
Les réservoirs soudés, construits par M. Tonnelot, ont une épaisseur de o"", 5 à o™",7; leur coefficient de pression extérieure, en degrés par millimètre de mercure, est compris entre 0,00010 eto,oooï3. '
Nous développerons dans le troisième Chapitre plusieurs questions relatives à la capillarité dans les tubes des thermomètres, que nous n'avons pu qu'indiquer ici.
50. Tables des corrections de pression. — Pour appliquer aux lectures les corrections qu'elles doivent subir en raison des variations des pressions éprouvées par le réservoir et le mercure, on construit deux Tables différentes, l'une pour la pression extérieure, l'autre pour la pression intérieure.
La première est établie de millimètre en millimètre de pression, à partir de la pression atmosphérique normale pour laquelle la correction est supposée nulle; elle est étendue de part et d'autre, suivant les besoins ; son argument est ,3^.
La seconde peut être calculée pour tous les degrés, avec l'argument P; multiplié par la longueur moyenne / du degré, en millimètres. Comme il est pratiquement impossible de connaître exactement les déformations des différentes parties du réservoir, on admet qu'il est rigoureusement symétrique, et l'on mesure la hauteur du mercure à partir de son milieu. En désignant par d la distance entre ce point et le zéro, la correction à t^ est
Quoique les corrections ne soient pour ainsi dire jamais appliquées au delà du millième de degré, il convient cependant d'établir ces deux Tables en dix-millièmes, afin de faciliter l'interpolation.
INTERVALLE FONDAMENTAL
51. Ordre des expériences. — Les corrections de calibre des thermomètres ont été calculées dans la supposition que l'intervalle [o« 100] correspond exactement à 100 degrés. Il nous reste à déterminer la valeur de cet intervalle.
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Le système centigrade étant défini par ia diflférence entre la température d'ébullition de Peau sous la pression atmosphérique normale et la température de fusion de la glace pure, on détermine la correction dHntervalle fondamental d'un thermomètre en observant ses indications lorsqu'il est exposé à ces deux températures.
Nous avons donné, dans le premier Chapitre, les raisons pour lesquelles le zéro d'un thermomètre doit toujours être observé après la température que l'on veut déterminer. Celle règle s'applique évidemment à l'intervalle fondamental : V observation du point loo doit être faite avant l'observation du zéro,
52. Détermination du point 100. — Divers appareils ont été construits dans le but d'exposer les thermomètres à la température d'ébullition de Teau; ils dérivent, pour la plupart, de l'appareil classique de Regnault; celui de M. P. Chappuis nous paraît être jusqu'ici le plus pratique et le plus complet; il présente sur les anciens appareils deux avantages essentiels : i^ le thermomètre est soustrait à l'influence directe de l'eau bouillante; 2® il peut être placé en position verticale et en position horizontale, ce qui fournit un contrôle précieux pour les corrections de pression. En voici la description succincte.
Le thermomètre T est placé dans un tube à double circulation A (Jig-ig'y délsiil /ig, 20) long de 75*^"*, large de 6*^"*; il traverse à frottement un bouchon de liège maintenu dans une douille, et qui ferme exactement l'orifice supérieur; cette douille, indépendante du couvercle, est retenue en place par une petite tige de laiton passant sous une glissière; pour plus de sûreté, le thermomètre est suspendu par un fil à une tige métallique que l'on peut fixera une hauteur convenable; il est, en outre, guidé par deux pièces P, percées de trous et munies d'un petit enlonnoir central, tenues à frottement dans l'intérieur du tube. Le tube A est supporté par un tujau horizontal B formant axe, et qui pénètre dans les paliers M|, M2 (fig* 21); il peut être placé horizontalement ou verticalement, et sa position est déterminée par deux arrêts avec vis de réglage, dont un seul N est visible dans le dessin ; une clef de sûreté F le maintient en position verticale; un manche en bois G sert à le manœuvrer. Du côté du support M|, le tuyau B
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est en commuoicatioD avec le tube intérieur oit esl placé le thermu- Fig. 19. Fig. 10.
mètre ; du côté de Mj, il esl relié seulement au manchoD e^téiieur.
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La vapeur développée dans la chaudière C en cuivre arrive, par un tube de plomb D entouré de feutre, en Mi, puis entre dans l'intérieur du tube A, qu'elle parcourt dans toute sa longueur, passe entre les parois et sort en M2 ; elle se condense dans un tube vertical E, ouvert par le haut et enveloppé d'une circulation d*eau froide; Peau condensée est ramenée au fond de la chaudière par le tube K. Un manomètre à eau H indique la différence des pressions intérieure et extérieure, autrement dit la surpression dans l'appareil. Les lectures se font avec une petite lunette L fixée au tube A. La colonne mercurielle ne doit dépasser le bouchon que de la quantité strictement nécessaire à l'observation.
D'après la position du manomètre, la différence de niveau dans les deux branches indique l'excès de pression de la vapeur à la sortie de la chaudière. Dans le condenseur, cet excès est nul; or, comme sur le parcours de la vapeur se trouvent deux étranglements, à l'entrée et à la sortie du tube A, on peut conchire, a priori, que la pression dans ce tube est la moyenne entre la pression atmosphérique et la pression à la sortie de la chaudière. Des expériences directes, consistant à observer le manomètre, tandis que le tube était alternativement ouvert et fermé dans le haut, ont confirmé cette supposition. On aura donc la pression totale dans l'appareil en ajoutant à la pression, mesurée au baromètre, ia moitié de l'excès, toujours très petit, indiqué par le manomètre.
Le thermomètre doit rester exposé à la température de 100® aussi longtemps que le déplacement du zéro est encore sensible, c'est-à-dire de quelques minutes à une heure environ, suivant la nature de l'enveloppe [^voir (69)]. Après cela, la lecture du thermomètre est faite en position horizontale et verticale; la dernière est réduite à la position horizontale.
11 arrive fréquemment que, pendant l'exposition prolongée à 100**, une petite quantité de mercure distille et se dépose en gouttelettes tout près de Textrémîté de la colonne. Tant que la quantité de mercure distillé est minime, Terreur qui en résulte sur la valeur de l'intervalle fondamental est négligeable, les points fondamentaux étant déplacés sensiblement de la même quantité (*).
(*) La dilatation apparente totale du mercure dans le verre entre o'' et 100° est d'environ ~ ; une perte de mercure de 0,06 degré entraîne donc une erreur de 0,001 degi^ë.
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Mais il est bon cependant de laisser pendant ce temps le thermomètre en position horizontale et de faire la lecture d*abord dans cette position; dans le cas contraire, quelques gouttelettes de mercure peuvent être reprises entre les deux lectures, de telle sorte que la détermination du point loo en position verticale ne correspond pas à la détermination du zéro faite après.
Afin d'être assuré que, dans la lecture en position horizontale, la colonne de mercure n'est pas détachée, il est bon de relever Fappareil immédiatement avant Tobservation.
Température d'ébullition de l'eau. — La température d'ébullition de l'eau varie, comme l'on sait, avec la pression. On en tient compte, dans les mesures, en déterminant, à Taide d'un baromètre de précision, la pression au moment de l'observation, et en appliquant une correction convenable à la température d'ébuUition.
Regnault(^) a déterminé la tension de la vapeur d'eau pour des pressions variant dans de très larges limites ; les résultats de ses expériences, réunis d'abord par une méthode graphique, ont été soumis, par M. Broch ( ^ ), à une nouvelle discussion et à un nouveau calcul; ce dernier a donné, en particulier, une formule d'interpolation du quatrième degré pour représenter les températures d'ébuUition de Teau; cette formule, correspondant à des pressions comprises entre 680™" et 800"**°, est la suivante :
T— 100 = a(H — 760) 4- 6(H-— 760)» -h c(H — y6oy^d(U — 760)*:
T est la température d'ébuUition en degrés centigrades normaux, H la pression barométrique réduite; les constantes empiriques ont les valeurs suivantes :
Pour les pressions voisines de ^fio™"*, on peut se servir de la
{*) Reonault, Mémoires de r Académie des Sciences, etc., t. XXI, p. 465-633;
(») O.-J. Broch, Tension de la vapeur d'eau cl Points fixes des thermomètres et températures d'ébuUition de Veau pure {T, et M.y t..I; 1881).
Il6 THERMOMÉTRIE DE PRÉCISION.
formule approximative
La Table V, en parlie extraite de celle de M. Broch et en partie interpolée d'après la Table des tensions de la vapeur d'eau, donne les valeurs de T pour différentes pressions.
53. Détermination du zéro. — On détermine le zéro d'un thermomètre en l'exposant, pendant un instant, à la température de la glace fondante. On emploie avec avantage, pour cette détermination, un appareil construit de la manière suivante : une cloche à douille A {fig- 22) en verre, d'une capacité de quelques litres ( * ), munie d'un robinet à écoulement à la partie inférieure, est maintenue verticalement par un support; celui-ci porte, en outre, deux tiges B, B, avec des entailles garnies de liège, dans lesquelles le thermomètre T est pressé doucement par un ressort C.
La glace, finement râpée, est placée dans la cloche, additionnée d'eau distillée, puis fortement tassée avec un morceau de bois; le robinet est alors ouvert pour laisser écouler l'eau en excès , qu'on a amenée à sa surface en comprimant la glace; aussitôt que la surface de la glace commence à se sécher, on referme le robinet. La masse de la glace doit rester imprégnée d'eau. Les déterminations dans la glace sèche peuvent être faussées, soit parce que le contact avec le thermomètre est imparfait, soit parce que la température de la glace est inférieure à o®; suivant les cas, l'erreur est positive ou négative. La glace étant ainsi préparée, on y perce un trou avec une baguette de verre appuyée contre les tiges B; le trou ne doit pas être prolongé jusqu'au fond de la cloche.
La détermination du zéro doit être faite rapidement, afin de réduire à un minimum l'ascension du zéro qui commence à se produire aussitôt que la température s'abaisse. Ce précepte doit être d'autant plus rigoureusement suivi que la température à laquelle a été soumis le thermomètre est plus élevée.
(«) Ud entonooir de a'** de capacité suffît lorsque la température du laboratoire est peu élevée; lorsque la température atteint la^ ou i5«, il convient d'employer un entonnoir plus grand ou entouré d'-un second cylindre concentrique.
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La vitesse de refroidissement influe foriement sur la position du léro; ii en résulte une cause Importante de divergences dans les déterminations de l'intervalle fondamental. On peut, sans danger, plonger dans la glace un thermomètre dont ta température est encore de 45" à So".
Fig. ai.
Dans toutes les déterminations du zéro succédant à des observations précises faites à une température peu élevée, il est avanugenx de se servir d'nne lunette à micromètre.
Nature de la glace. — Il est important, pour déterminer le zéro des thermomètres, de se servir de glace assez pure ; il n'est
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cependant pas nécessaire, comme on le croit fréquemment, d^employer de la glace obtenue en faisant congeler de Teau distillée. Les expériences faites par M. Pernet et M. Marek (*) ont montré que le mode de traitement de la glace est aussi important que sa pureté, au moins dans les limites d'impureté que peuvent atteindre la neige, la belle glace naturelle ou la glace artificielle préparée avec soin. Dans les expériences de ces deux excellents observateurs, la température de fusion de la glace d'eau distillée privée d'air a été admise comme zéro normal. Voici les résultats obtenus par M. Pernet :
Nature de la glace. Température.
Glace d'eau distillée privée d'air 0,0000 \
Glace d'eau distillée —0,0014 '
Glace naturelle mélangée d'eau distillée —0,0017
Glace naturelle humide — o,ooo3
Glace naturelle râpée, sèche — o,oo35
Neige propre, sèche — 0,0060
Neige mélangée d'eau distillée —0,0004
La même après écoulement de l'eau — o,oo38
On voit que, chaque fois que la glace naturelle pure ou la neige est mélangée d'eau distillée, la température de fusion est la même dans les limites des erreurs d'observation.
Les expériences comparatives de M. Marek ont été faites avec de la glace artificielle préparée avec soin; cette glace sortait des mouleaux à — 5° C. environ. Les résultats furent les suivants :
Nature de la glace. Température.
Eau distillée au point de congélation 0,0000 *
Neige fondante, sans écoulement —0,001 1
Glace artificielle râpée, mélangée d'eau —0,0017
Glace artificielle lavée avec beaucoup d'eau,
écoulement libre — o,oi3o
Glace artificielle lavée avec peu d*eau, écoulement libre — 0,0162 /
Glace artificielle sèche, râpée — o,o5i9
Glace artificielle sèche, concassée — 0,0919
(') Pernet, Sur la manière d'éliminer dans l'évaluation des températures l 'influence de la variation des points fixes des t/iermomêtres à mercure ( T. et M., t. I, p. B.12et 13).
Oo peut souvent se procurer, dans les villes, de beaux blocs de glace très pure, provenant des lacs de la Norvège ou de la Suisse-, cette glace donne un zéro parfaitement constant.
Pour réduire rapidement la glace en fines parcelles, on la râpe dans une auge quadrangulaire, en bois, garnie de plaques de laiton et portant transversalement, dans le fond, un couteau d'acier encastré obliquement dans une ouverture.
o4. Calcul de l'intervalle fondamental; Tables. — Soient /r, /o les lectures brutes du thermomètre dans la vapeur d'eau bouillante et dans la glace fondante, t la température de la vapeur donnée par la Table. La lecture It devra subir une correction de calibre et de pression extérieure, enfin une correction de pression intérieure si elle est faite en position verticale. La lecture /o subira ces trois corrections. Soient respectivement q, c© les corrections totales. En désignant par [!•/] l'intervalle fondamental du thermomètre, c'est-à-dire le nombre de divisions correspondant à 100 degrés, on aura évidemment
(/,-f-C,)-(/o-4-Co) _ [T/]
d'où
Cas des thermomètres hypso métriques, — Dans les thermomètres hypsométriques, il ne peut être question, à proprement parler, d'un intervalle fondamental. La quantité que l'on détermine par les expériences ci-dessus est, dans ce cas, la correction du point 100, c'est-à-dire la quantité :rioo que nous avons gardée comme inconnue dans les formules développées précédemment (il). On a donc
Nous verrons plus lard (69) que, dans certains cas, on peut se passer de déterminer le zéro et prendre, comme point de départ, le point loo devenu suffisamment fixe; on écrit alors simplement
x^Qo OU x\qq ayant été déterminés par des expériences prélimi-
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nalres dans lesquelles /est connu; celte dernière quantité devient plus tard l'inconnue que l'on détermine au moyen du thermomètre.
l^ables. — Pour les thermomètres à division purement arbitraire, on calcule une Table de coïncidence^ entre les divisions du thermomètre et les degrés. Pour les thermomètres à division équidistante adaptée de très près à Tintervalle fondamental, on aura une Table de corrections. L'indication du thermomètre étant [ly*] à 100°, la correction devra être, pour cette lecture, [!•/*] — 100. Comme elle est proportionnelle à la lecture, l'ar-
fi;ument de la Table est ^ \] T,
5o. Exemple* — Thermomètre Tonnelot, n^ 4340; détermination faite au Pavillon de Breteuil le 1 1 janvier 1886. Les pressions ont été mesurées au moyen d'une échelle en laiton. Le facteur de correction pour la pesanteur est i ,000 33 1 .
PRESSIONS
mm
Baromètre brut 754,82 à 4^ï^
Baromètre réduit 754,56
Pression d'eau dans la glace : 64""* 4j7i mercure
Excès de pression dans la Aapeur : i""" d'eau. 0,07
Pression totale à zéro 759,217
Pression totale dans la vapeur 754 ,63
Température de la vapeur : 99^,802.
THERHOUèTRE.
LECTURES DRUTES.
Point 100
horllontal.
vertical.
Point xéro.
CORRECTIONS
pression
Calibre.
exté-
rieure.
-ho, 006
^-o,oo8
Presnion Intérieure.
LECTURES CORRIQKES.
Point 100
hurixonlai.
vertical.
Point xéro.
mm
Distance du milieu du réservoir au zéro de réchellc... 64,0 Longueur du degré 6,5'23
Premier exemple. — Le thermomètre a été observé en position horizontale, dans un bain d'eau à 60*"™ au-dessous de la surface. La lecture du thermomètre donne 4- 29", 848.
Immédiatement après la lecture, on détermine le point zéro, en plongeant le thermomètre en position verticale, jusqu'au voisinage du trait zéro, dans la glace trempée d'eau. La lecture donne — o",078.
Le baromètre est observé en même temps. La pression barométrique, réduite à zéro de température, à 45** de latitude et au niveau de la mer, est trouvée égale à 764"™,?-
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[I./j = ,00 î?9i741+o^ ^ ioo<«%o8..
Valeur d'une division : 0,99918 degré.
L'argument de la Table est donc, d'après cette détermination, — 0,00082. N
La moyenne de cinq déterminations faites sur ce thermomètre adonné — o, 000814, ±: 0,000014.
56. Correction d'une mesure de température. — 11 reste à montrer l'usage des Tables de corrections, dont le principe a été indiqué dans ce Chapitre. Nous corrigerons deux observations du thermomètre n° 43i0, faites, l'une en position horizontale, l'autre en position verticale. Les températures seront finalement exprimées dans l'échelle propre aux thermomètres à mercure en verre dur. Les corrections à appliquer à ces températures pour les réduire à l'échelle normale seront données dans le Chapitre V.
On trouvera, dans les exemples cités plus haut, les éléments des Tables de correction employées. Nous y ajouterons :
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Calcul.
Température Zéro
à corres-
mesurcr. pondant.
mm mm
Pression barométrique réduite 7^4 jî^ 7^4,^
60""" pression d'eau = mercure 4j4
Pressions totales 768,6 7^^»9
Lectures brutes -.^9,848 — 0,078
/ de calibre -i- 0,091 0,000
Corrections
de pression extérieure — 0,001 — 0,001
de pression intérieure —0,009
de zéro -'- 0,070 — <>j070
Lecture réduite — .io,oo8
Correction d'intervalle fondamental — 0,024
Température dans l'échelle du thermomètre
à mercure ---29,984
Second exemple, — Le thermomètre a été observé en position verticale dans un bain d'eau. Le milieu du réservoir est à 4oo*"™ au-dessous de la surface, l^a lecture du thermomètre a donné
La détermination du zéro donne — o**,o85.
La pression barométrique réduite est ^54™"? 8.
Calcul.
Température Zéro
à corres-
mesurer. pondant.
mm mm
Pression barométrique réduite. 754,8 754,8
400"" pression d'eau — mercure ^9,4
Pressions totales 784,'^- 7J9î5
Lectures brutes -t-35,6i5 — o,o8'>
ide calibre -♦- 0,098 0,000
dépression extérieure — o,oo3 0,000
J dépression intérieure -r o,o4o -+-0,009
\ de zéro ~\- 0,076 — 0,076
Lecture réduite — 33,826
Correction d'intervalle fondamental — 0,0^9
Température dans Féchelle du thermomètre
à mercure ^-35,797
COMPARAISONS
57. But et méthode. — Nous avons vu que quelques éléments de correction des thermomètres auxiliaires doivent être déterminés par comparaison avec un étalon. Cette opération peut avoir aussi un autre but ; en comparant divers thermomètres étalons bien étudiés, on peut déterminer leurs écarts. S'ils sont de même verre, on se rend compte ainsi des divergences accidentelles provenant des erreurs de leur étude; s'ils sont de verres différents, on détermine, par des comparaisons, les lois de leurs divergences systématiques.
Pour comparer deux thermomètres, on les place côte à côte dans un bain d'eau ou d'alcool, à une température que l'on maintient constante ou plutôt légèrement ascendante. Dans les comparaisons précises, les thermomètres doivent être immergés au moins jusqu'à l'extrémité de la colonne; dans les expériences de moindre précision, on peut laisser émerger une partie de la colonne et appliquer aux lectures une correction appropriée (84).
Après avoir fortement agité l'eau du bain, pour établir l'uniformité de la température, on lit successivement l'indication des deux thermomètres; cette opération est répétée un certain nombre de fois, en intervertissant chaque fois l'ordre des lectures. Lorsque la nature des thermomètres le permet, il est utile de les re-' tourner au milieu de la série, pour éliminer les erreurs de parallaxe.
Le zéro doit être déterminé, en principe, avant et après chaque jsérie; la première détermination n'est faite que lorsque le thermomètre a été exposé pendant quelque temps à la température à mesurer, afin que la position du zéro devienne suffisamment stable. La moyenne des lectures de la série est réduite, dans la règle, avec la moyenne des zéros pris avant et après. Lorsqu'on veut diminuer le travail, dans des expériences de moyenne précision, on peut supprimer la détermination du zéro avant la série.
Dans les comparaisons, il est presque toujours avantageux de déterminer le zéro au micromètre.
58. Appareils. — Nous décrirons les appareils destinés à com-
parer les thermomètres en position verticale (cloches) et en position horizontale (auge).
Cloches. — On peut se servir, pour les comparaisons en position verticale, d'un appareil composé de trois cloches coaxiales en verre {fig* 28) de forme cylindrique, fermées en bas par des hémisphères, et distantes Tune de Tautre de i^" environ. La cloche intérieure, qui est fermée par un double couvercle en laiton, contient une certaine quantité d'eau; les intervalles annulaires sont aussi couverts. La cloche extérieure repose sur un pied circulaire placé dans un seau plein d'eau, que l'on peut amener à une température convenable. Le tout est supporté par un grand escabeau en bois. Le couvercle, maintenu en place par deux ressorts, est traversé au centre par un bouchon métallique, dans lequel glissent à frottement deux tiges de laiton terminées par des crochets; c'est à ces derniers que les thermomètres sont suspendus avec leurs réservoirs côte à côte. Quatre tiges de laiton, réunies par le haut, supportent dans l'eau une plaque annulaire de même métal, servant d'agitateur.
On emploie, pour les observations, deux petites lunettes, grossissant 10 à 12 fois, placées horizontalement à 40*^" environ des thermomètres; elles sont munies, devant Tobjectif, d'un diaphragme fendu verticalement, destiné à donner une netteté suffisante aux images rendues diffuses par la courbure des cloches.
Les thermomètres sont observés par transparence, la lumière étant, au besoin, atténuée et égalisée par un écran en papier de soie suspendu derrière l'appareil.
Auge, — On arrive à de meilleurs résultats, en comparant les thermomètres, en position horizontale, dans une double auge en métal, analogue à celles du comparateur à dilatation {PL 11, 111 et IV). L'auge intérieure, destinée à recevoir les thermomètres, peut avoir i "de longueur, o", 1 5 à o",20 de hauteur et o",25 à o",3o de largeur; elle est à simples ou doubles parois de métal ; elle est enfermée dans une auge plus grande, en métal, garnie de bois.
L'auge intérieure contient de petits supports semblables à ceux de l'appareil à calibrer; des bandes de verre blanc forment un fond éclairé. Une glace plane épaisse, débordée de toutes parts par un cadre, recouvre l'auge et empêche l'évaporation. Toutes
rig. ï3.
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les parties de l'appareil dans lesquelles on n'observe pas sont couvertes par des planchettes que Ton peut déplacer à volonté.
Les agitateurs W, W, placés dans les deux auges, sont composés essentiellement d'un large tube U qui règne tout le long de l'auge et se termine dans une boîte cylindrique verticale, avec ouverture latérale à la partie supérieure, contenant une hélice à laquelle on peut communiquer un mouvement de rotation rapide à l'aide d'un électromoteur, ou à la main, par les volants U et les poulies y, y. L'eau aspirée à une extrémité de l'auge est ainsi reversée à l'autre.
La constance de la température est assurée par une circulation d'eau dans l'auge extérieure. Cette eau, chauffée ou refroidie dans une cuve séparée de l'auge, entre dans celle-ci par le bas et se déverse par des trop-pleins; elle peut aussi passer dans un serpentin placé dans l'intervalle des deux auges.
Les observations sont faites à l'aide d'une lunette verticale, portée sur une double glissière et munie à l'extérieur d'un miroir incliné à 4 5**, qui renvoie la lumière sur les thermomètres. La lunette peut aussi être simplement portée sur un pied avec vis de réglage posé sur la glace.
59. Calcul des résultats. — Jusqu'ici nous avons supposé implicitement que les comparaisons étaient faites seulement entre deux thermomètres. On peut former des groupes plus nombreux, mais la précision diminue. Les thermomètres étant plus éloignés les uns des autres, l'uniformité de température est moindre 5 puis la lecture correspondante de tous les thermomètres dure plus longtemps, et, quoique les observations soient faites en commençant alternativement aux deux bouts de la série, l^limination de la marche de la température eït moins bonne. Enfin, -plus les thermomètres à comparer sont nombreux, plus il est probable que l'extrémité d'une colonne sera cachée derrière le trait; les lectures, dans ce cas, sont incertaines de plusieurs millièmes de degré. On ne devra donc former, pour les comparaisons, des groupes comprenant plus de deux thermomètres que lorsqu'on ne cherchera pas à atteindre une très haute précision.
Lorsqu'on veut déterminer avec une grande précision les divergences de plusieurs thermomètres, on remplace les comparaisons
CHAP. II
en un seul groupe, par une série fermée de comparaisons deux à deux, dans toutes les combinaisons possibles. Les erreurs fortuites sont ainsi très bien éliminées. Les différences par rapport à. la moyenne de tous les thermomètres ou les divergences deux à deux sont alors déduites de Tensemble des comparaisons par un calcul que nous allons exposer.
Soient xi et Xk les différences inconnues entre les indications des thermomètres I et K à une température déterminée, et la moyenne M des n thermomètres en expérience. Posons
Xi — a-/, = aa.
La différence ai/f est fournie par l'observation. Les n thermomètres donnent combinaisons deux à deux ; on aura donc autant
d'équations de cette forme.
Pour calcViler, au moyen de ces équations de condition, les n inconnues x, on dispose ces équations dans un Tableau analogue à celui qu'a indiqué M. Thiesen pour le calcul d'un calibrage (30). Toutes les équations contenant Xi sont inscrites dans la i'^^"" colonne et dans la /'*""" ligne, de telle sorte que Xi soit partout positif dans la colonne et négatif dans la ligne. Nous aurons ainsi :
Xi — Xi = «1,1= o,
xi — X5= ai,î, Xi — X3 = a,, a, xi'-Xi= ai, 4,
X2 — Xi = aj,i — — a, ,,
X,i — Xx = an^\ = — «i,«.
X,i iFj = a/1,2 = — «2,«i ^n ^3 = «/l,8 = — «3,«» Xfi — Xi^ = Un,}, — — a^,,!, j
Il n
nxi — J^^a=^«i,Aj nx2—^xi; = ^►^aî,^, ..., n Xg —2^xi. = 2_, ^n.k-
En divisant chaque équation par n et en remarquant que \] Xf( est nul par définition, on a
Comme vérification, la somme des^ doit être nulle.
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Connaissant les quantités x^^ x^^ ..., ^«, nous pouvons rapporter les différences, non plus à la moyenne des n thermomètres, mais à une échelle quelconque par rapport à laquelle celte moyenne est déterminée, par exemple à l'échelle d'un des thermomètres du groupe, considéré comme étalon, ou à la moyenne de plusieurs de ces thermomètres, donnant la même échelle dans les limites des erreurs fortuites.
En formant, au moyen des x calculés, les différences xi — a:*, et en les introduisant dans le Tableau ci-dessus, en regard des nombres observés, on calcule les erreurs résiduelles qui donnent une idée exacte de la précision des résultats, à la condition que les comparaisons deux à deux aient été complètement indépendantes. Comme vérification du calcul, la somme des erreurs résiduelles doit s'annuler, dans chaque colonne et dans chaque ligne, dans les limites des décimales conservées.
Lorsqu'on a un grand nombre de thermomètres à comparer entre eux, les comparaisons en un seul groupe deviennent souvent trop laborieuses. On peut alors diviser les thermomètres en groupes de quatre ou cinq, que l'on réunit eu formant un nouveau groupe avec un thermomètre pris dans chacun des premiers.
60. Exemple* — Nous extrayons d'un dossier de comparaisons faites au Bureau international un exemple du calcul qui vient d'être exposé. Ces comparaisons ont été faites deux à deux, entre quatre thermomètres à une ampoule, dont deux en verre dur et deux en cristal dur français (*), dans le but de déterminer la loi des divergences systématiques entre ces deux espèces de thermomètres^ on a d'abord calculé, dans le Tableau, les divergences entre chaque thermomètre et la moyenne des quatre ; puis, à l'aide des x calculés, la divergence entre la moyenne des deux thermomètres en verre dur et la moyenne des deux en cristal. Les titres des colonnes et des lignes ont la même signification que dans le Tableau Thiesen; ainsi le nombre -|- i,o de la première colonne signifie :
Indication [4327] = Indication [4330] 4- o",ooio.
(•) Études thermométriquesy p. 87.
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01. Thermoréffulateur. — Dans uae foule d'expériences, et particulièrement dans la comparaison des thermomètres, il est nécessaire d'obtenir un courant d'eau maintenue aulomaliquemenl à température constante. On emploie, dans ce but, un thermori'rgnlateur. L'appareil que nous allons décrire a été construit par M. Benoît; il donne de bons résultats et a l'avantage d'être très simple (■).
La fig. ^..'s représente ce régulateur appliqué au dilatomètre
Kig. 4-
Fizeau dans sa l'orme primitive (' ).
Le régulateur est formé d'un tube mince A, légèrement incbné, terminé en pointe pour la facilité du remplissage, dans lequel on a introduit quelques gouttes d'un liquide volatil ('). L'autre extrémité est soudée à un tube pJus étroit I, recourbé verticalement vers le bas, et mis en communication, par un tuyau de caouloiiouc T {fig. aS) à parois épaisses, avec un interrupteur de gaz.
Le gas d'éclairage, amené par le tuyau C descend par le tube
{') Le principe de cet appareil parait avoir lilé indiqué par M. ItalTdrd: MM. \ndree et Schlœsing ont coDsiruil des régulalcurs analogue».
(') BbnoIt, Éludei sur l'appareil de /If. FUeau pour la mesure des dilatations ( T. et M., t. r, p. C.9 Pt suiï.; i8Si ). Nous décrirons, dans te Chapitre VI, le ditalomàtrc perfectionné.
(') Pour pnivenir le développement subit de la vapeur, il est bon de laisser une petite bulle d'air à rexlrémité du Iul>e.
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intérieur jusqu'à l'orifice a, retnonle ensuite dans l'espace annulaire compris entre lui et le tube B qui l'enveloppe, et s'échappe latéralement en D, d'où il est conduit au brûleur. Celui-ci est mis, en outre, en communication directe avec ta prise C par un deuxième canal H, muni d'un robinet qui laisse passer constamment une petite quantité de gaz et maintient le bec en veilleuse, quand, par l'efTet du jeu de l'appareil, le passage se trouve fermé en a. Le tube H peut aussi être séparé de D et aboutir directement à un petit orifice appliqué contre un brûleur de Bunsen, et
servant d'allumeur. Le tube T est rempli de mercure, qui presse sur le liquide volatil.
Le jeu de l'appareil se comprend aisément. L'interrupteur étant lise à une hauteur déterminée et le niveau du mercure réglé à quelques centimètres au-dessous de l'orifice a, on allume un brûleur sous l'étiive ou sous la cuve à échaulTer. Lorsque la température est assez élevée, il se produit, dans le liquide volatil, une bulle de vapeur dont la tension va croissant et dont le volume augmente; le mercure moute dans le tube B, et, pour une temperature donnée, ferme le passage en a; l'étuve ou la cuve se refroidit alors par le rayonnement ou l'entrée de l'eau qui maintient le niveau constant; le mercure baisse, le gaz afdue de nouveau au brû-
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leur el la température remonte. Il se produit ainsi une série d*oscillations de plus en plus faibles, après lesquelles la température de Tétuve ou de Teau dans la cuve est sensiblement constante.
Deux tubes latéraux, F et K, servent à ajouter ou à enlever du mercure suivant les besoins. L'interrupteur est fixé sur une planchette mobile le long d'une glissière sur laquelle elle peut être arrêtée à une hauteur convenable par une vis de pression M. Pour obtenir une température donnée, il faut régler l'appareil de telle manière que la distance verticale de Torifice a au réservoir A, augmentée de la pression atmosphérique, soit égale à la tension maxima de la vapeur du liquide à cette température. Ce réglage se fait approximativement au moyen d'une graduation tracée sur la glissière.
L'appareil est d'autant plus sensible, et la constance de la température (influencée par les variations de la pression atmosphérique) d'autant mieux garantie que la variation de tension de la vapeur par degré est plus grande, c'est-à-dire le liquide plus volatil. Cependant, un liquide donnant à l'appareil une sensibilité suffisante à la température ordinaire exigerait, pour fonctionner à des températures élevées, que la course de l'interrupteur fût très considérable. On évite l'inconvénient d'une sensibilité trop faible ou d'une course trop grande, en installant, dans les appareils qui doivent fonctionner dans des limites de température très étendues, deux thermorégulateurs destinés respectivement aux températures basses et aux températures élevées. On peut employer, pour le premier, un mélange d'éther chlorhjdrique, qui bout, sous la pression normale, à -f-ii*^, et d'éther méthylchlorhydrique, qui bout à — 24*^. Ce régulateur peut fonctionner entre o^ et 40**, pour une course d'environ 2™. On a, pour la même course, un régulateur fonctionnant entre /\o^ et 80", en employant un mélange d'éther éthylique et d'alcool méthyliquc.
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CAUSES D'ERREURS
&i. Diverses causes d'erreurs. — JNous avons signalé occaâionnellement, dans les deux premiers Chapitres, plusieurs causes d'erreurs affectant l'étude des thermomètres à mercure ou la mesure des températures au mojen de ces instruments. Nous étudierons maintenant les phénomènes qui les produisent, et nous en déduirons synthétiquement les lois auxquelles ces erreurs sont soumises. Nous arriverons ainsi à en calculer approximativement la valeur ou à les éliminer par une manière rationnelle d'opérer.
L'étude la plus importante de ce Chapitre sera celle de la variabilité des thermomètres, consistant essentiellement en modifications temporaires ou permanentes du réservoir ou du tube ihermométrique. La capillarité, avec les retards dans le mouvement de la colonne mercurielle, qui en sont la conséquence, sera traitée avec quelques détails. Une courte étude sera consacrée au défaut de sensibilité des thermomètres due à la conductibilité imparfaite des milieux. Enfin nous discuterons les formules proposées pour tenir compte des erreurs produites par les différences dans la température à laquelle peuvent être exposés le réservoir et la tige du thermomètre.
VARIABILITÉ
63. Relations entre les diverses variations. — Les variations auxquelles sont soumis le réservoir et la tige d'un thermomètre peuvent être profondes ou superficielles; la masse du verre
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loul entière participe aux premières, tandis que les dernières no sont dues qu'à des modifications de la surface interne de l'enveloppe.
Les éléments sur lesquels ces diverses modifications peuvent agir sont :
I** La position du zéro ; '2^ La valeur de l'intervalle fondamental ; 3** Les corrections de calibre ;
4** L'échelle thermométrique donnée par la dilatation apparente du mercure dans le verre.
La position du zéro ne peut varier que par suite d'un changement dans le volume du réservoir.
La valeur de l'intervalle fondamental éprouvera des variations si le coefficient de dilatation du verre se modifie ou si le volume [©• loo] varie.
Les corrections de calibre ne peuvent se modifier que si les diverses parties du tube éprouvent des variations non proportionnelles.
Enfin une modification dans l'échelle du thermomètre provient nécessairement d'un changement dans la dilatation du verre (Ghap. IV).
Nous voyons donc que la constance de l'intervalle fondamental entraîne celle des corrections de calibre et de l'échelle du thermomètre ; mais le premier de ces éléments peut varier sans que les autres se modifient. Ses variations ne se manifestent en même temps que les autres, que si elles sont produites par les mêmes causes.
Nous étudierons séparément, d'une manière générale, les effels des variations profondes et superficielles.
Variations profondes, — Les variations qui se produisent dans la masse du verre peuvent alTecter le volume initial ou le coefficient de dilatation.
La première de ces variations est aisée à constater sur le réservoir; quant aux variations du volume de la tige, elles sont beaucoup moindres, et l'on ne peut les mesurer que par des exp*'*riences très précises.
On peut cependant s'en faire, a priori, une idée approximative.
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en supposant que toutes les parties d'un thermomètre, soumis en entier aux mêmes influences, éprouvent des variations proportionnelles (*).
Désignons par M et V les coefficients moyens de la dilatation cubique du mercure et du verre entre o** et loo**; la dilatation apparente totale du mercure dans le verre entre ces limites sera
Or donc
A ^ loofM-- V).
M — o , ooo 1 82 , \' ~ o , 000 07.0 à o , 000 o3()
A -: o,of6'2 a o,oi5'2 ou ,.- a ,.,.
Gi G(>
Suivant le verre employé, le volume du tube entre o" et 100" est donc 61 à 66 fois plus petit que celui du réservoir; d'après notre supposition, il en sera de même de ses variations. L'intervalle fondamental éprouvera donc, par suite des changements de volume, des variations qui seront environ 60 fois plus faibles que celles du réservoir.
Mais si, par suite d'un changement dans la composition ou l'état d'agrégation du verre, le coefficient de dilatation du réservoir et de la tige se modifie, cette relation sera détruite.
Si donc, après avoir mesuré exactement les variations du zéro et de l'intervalle fondamental, on trouve, entre ces quantités, un rapport très différent de 60, il deviendra très probable (^) qu(î l'échelle du thermomètre s'est modifiée. Mais, si ce rapport subsiste, il est certain que cette échelle n'a éprouvé aucun changement.
Variations superficielles, — Il peut cependant arriver que.
(*) Nous reviendrons sur ce point; la supposition que nous faisons ici n'est pas nécessairement exacte, et les résultats que nous en déduirons ne doivent servir qu'à nous orienter. L'étude des variations du réservoir ne dispense pas d'une étude particulière des variations de la tige (73).
(') La note ci-dessus donne la raison pour laquelle nous disons très probable et non certain.
Les variations superficielles peuvent aussi modifier ces conclusions; mais les variations de cette nature constatées jusqu'ici ont toujours été extrêmement faibles.
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par suite de la formation d'un dépôt sur le verre ou d'un dégagement de matière gazeuse, le tube se rétrécisse ou s'élargisse partout d'une même quantité. S'il est rigoureusement cylindrique, les corrections de calibre, nulles à l'origine, restent nulles; mais il n'en est pas de même si la section du tube est variable.
Il serait aisé, à l'aide des formules développées dans le Chapitre II, de calculer les variations du calibre dans tous les cas où la section peut être exprimée algébriquement en fonction de l'abscisse. Bornons-nous à considérer le cas le plus défavorable possible, où un tube est composé par moitiés d'une partie capillaire cylindrique, comprenant l'intervalle [o'5o], et d'une ampoule sphérîque de 5o° à loo**. Si l'on néglige la superficie de la sphère par rapport à celle du cylindre (*), ce qui rend le résultat encore plus désavantageux, on voit immédiatement que la correction du point 5o éprouve une variation égale à la moitié de la variation de l'intervalle fondamental. Les corrections des points de la section [o-5o] seront modifiées proportionnellement à leur distance à zéro. On peut donc affirmer que, par suite des variations superficielles que nous avons supposées, les corrections de calibre d'un point quelconque situé entre o et loo ne peuvent pas être modifiées au delà de la moitié de la variation de l'intervalle fondamental. Cette dernière variation est sans relation aucune avec un changement de volume du réservoir.
Des variations plus fortes ne pourront avoir lieu que s'il se produit des changements profonds ou superficiels locaux, occasionnés par des influences n'agissant que sur une partie du thermomètre. Des variations de celte nature ne peuvent évidemment pas être prévues dans une théorie générale.
VARIATIONS DU ZÉRO
6i. Lois générales. — Nous avons vu, dans le Chapitre I, en quoi consistent les résidus de dilatation (*) du verre ; ces résidus
(') Dans les ihermomèlres de dimensions ordinaires, le rapport de ces surfaces osl de l'ordre de -^.
(') Les résidus de dilatation sont en tous points analogues aux résidus dVlasticité dont il a été question (47). Un verre qui possède de bonnes qualités élastiques a aussi de bonnes qualités thermiques. Les résidus d'élasticité ont été
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sont régis par des lois 1res complexes, que nous essayerons de résumer. Nous les exprimerons immédiatement au point de vue du phénomène qui nous occupe, la variation du zéro des thermomètres.
Lorsqu'un thermomètre est maintenu à une température constante, la position du zéro remonte peu à peu, et d'autant plus lentement que le thermomètre est plus vieux; cette marche est nommée ascension lente ou marche progressive; elle, peut se prolonger pendant des années, mais la position du zéro tend finalement vers une limite. La marche est d'autant plus forte et la position finale du zéro d'autant plus haute que la température est plus élevée.
Lorsqu'un thermomètre est porté à une température plus élevée que celle à laquelle il a été soumis pendant un temps prolongé, son zéro s'abaisse; lorsqu'on le refroidit, il s'élève. Dans les deux cas, il atteint, après quelque temps, une position sensiblement stable qui dépend de la température et de Tâge du thermomètre; ces variations sont dites accidentelles; un abaissement est nommé dépression, une élévation relèvement.
Les variations accidentelles sont ^eWrrt/eme/2Z beaucoup plus rapides que la marche progressive.
Le temps après lequel la position stable est atteinte dépend, pour une certaine sorte de verre, de la température initiale el finale, du sens et de la rapidité de la variation. Plus la température est élevée, plus l'état stable est atteint rapidement; pour une même température finale, la variation est beaucoup plus rapide à température ascendante qu'à température descendante. En particulier, le relèvement du zéro est beaucoup favorisé par un abaissement très lent de la température; au contraire, lorsqu'un thermomètn^ est refroidi brusquement, le dernier état stable se maintient, et le nouveau n'est atteint qu'après un temps parfois très long.
Lorsque l'état stable correspondant à une température déterminée el à une ('poque déterminée est atteint, l'ascension lente peut être observée de nouveau; lorsque la température est va-
étudiés en particulier par MM. W.Weber, G. VViedeinann, F. Kohlrauscb, Cornu, llopkinson; les deux espèces de résidus ont été comparées par M. Weidmann [voir note p. 107. Cf (G5)].
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riabie, celle ascension esl, le plus souvenl, masquée par les variations accidentelles. Les changements produits à des températures élevées sur des verres facilement fusibles font exception \ le relèvement peut être alors assez rapide pour couvrir les variations accidentelles.
Une dépression produite par une température élevée n'ajranl pas encore totalement disparu, les variations du zéro causées par des oscillations peu considérables de la température se produisent comme si le zéro était complètement relevé.
65. Théorie des résidus de dilatation. — Bien avant que les lois des résidus d*élasticilé ou de dilatation fussent exactement connues, Despretz en avait esquissé la théorie; nous ne pouvons que développer ses idées, en les adaptant aux phénomènes dont les lois principales viennent d^être énoncées.
« Toutes les fois, dit-il (* ), que les molécules d'un corps solide éprouvent un déplacement par une cause mécanique, comme la pression, la traction ou la torsion, par une cause physique, comme une élévation ou un abaissement de température, elles ne reprennent pas exactement leurs positions primitives lorsqu'elles sont soustraites à ces causes, c'est-à-dire que, si le volume a été diminué ou augmenté d'une manière plus ou moins considérable par une force quelconque, il reste plus ou moins longtemps diminué ou augmenté après que cette force a disparu. »
Remarquons d'abord que les variations progressives et les variations accidentelles du zéro qui, au premier abord, paraissent en opposition, ne sont que des manifestations diverses d'un mémo phénomène agissant dans des circonstances très différentes. Il se produit, en efCet, dans la fabrication du thermomètre, une dilatation considérable laissant de forts résidus. L'équilibre molécu laire, qui doit régner lorsque les tensions ont totalement disparu, ne tend à s'établir que peu à peu, par une contraction lente de la masse et une ascension du zéro. A chaque température correspond un état défînitif que le verre peut atteindre, et dans lequel
( ' ) Dkspretz, Observations sur les déplacements et sur les oscillations du zéro des thermomètres à mercure {Annales de Chimie et de Physique, i" scrif, t. LXIV, p. 3i2: iSS;).
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les tensions sont réduites dans une certaine mesure; plus la température est élevée, plus ces tensions diminuent (*). On sait que, bien avant sa température de ramollissement apparent^ le verre est déjà sensiblement visqueux (^); le mouvement des molécules est ainsi grandement favorisé par une élévation de la température.
Cet antagonisme des deux espèces de mouvements du zéro a longtemps dérouté les physiciens; en apparence, la même cause pouvait produire des phénomènes opposés. On observe, en efiet, que, si l'on expose un thermomètre de construction récente à une température élevée, le zéro commence par se déprimer, puis il monte ensuite, souvent bien au-dessus de sa première position. Comme nous le verrons, la dépression du zéro se produit assez, lentement pour certaines espèces de verre; si, pour ces mêmes verres, l'ascension est relativement forte et rapide (c'est le cas du cristal à base de plomb), il peut se faire que, avant qu'on ait eu le temps de produire une première dépression complète, le zéro soit remonté de manière à couvrir toute la dépression. Si alors on continue à chauffer le thermomètre pendant quelques heures et qu'on abaisse sa température graduellement, on trouve que le zéro s'est considérablement relevé.
Lorsque le zéro a pris sa position stable, une nouvelle élévation de la température produit une dépression qui, cette fois, n'est pas masquée par la marche progressive, car les tensions d'ordre supérieur auront été détruites par le premier échauflemenl; les tensions produites par celui-ci auront également disparu, et une nouvelle élévation de la température pourra établir de nouvelles tensions, qui se traduiront par un abaissement du zéro.
Les circonstances auront été apparemment les mêmes dans les deux cas, et cependant l'efTet produit sera diamétralement opposé ; une seule condition était changée, c'était l'état des tensions pri-
(*) M. Kohlrausch {Pogg. Ann.j t. CXXVII, p. 4; 1866) a démonlré que les résidas d'élasticité disparaissent d'autant mieux que la température est plus élevée.
(*) La conductibilité électrolytique du verre (Beetz, Fousscrcau, etc.) le démontre d'une manière presque certaine.
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mitives, encore très fortes dans le premier cas, considérablement diminuées dans le second.
On conçoit qu'en présence de ces faits contradictoires les physiciens aient pu croire pendant longtemps que les variations du zéro des thermomètres n'étaient soumises à aucune loi simple; on voit cependant que l'explication de ces phénomènes est très aisée.
Lors même que des tensions produites par une exposition à une température élevée n'ont pas totalement disparu, d'autres tensions moindres et d'un autre caractère peuvent se produire et disparaître, masquant même l'effet des premières, sans que la marche de celles-ci soit sensiblement dérangée.
Toutes les tensions produites par diverses températures obéissent à des lois semblables ; mais l'intensité et la rapidité des phénomènes de dépression ou de relèvement diff<èrent, pour chaque espèce de tension, dans une mesure telle que les lois qui les régissent peuvent paraître différentes.
D'après ce qui précède, nous pouvons ajouter aux lois énoncées celte remarque explicative, trop spéciale pour faire partie de l'énoncé d'une loi : Quoique les dépressions soient, d'une manière générale, plus rapides que les relèvements, il peut cependant arriver qu'à une température donnée les tensions résiduelles soient assez fortes et disparaissent assez rapidement pour que les dilatations moindres et d'une autre espèce qui se produisent occasionnent un mouvement descendant du zéro moindre et moins rapide que le mouvement ascendant produit par la disparition des tensions beaucoup plus fortes qui subsistaient avant réchauffement. Cette remarque ne s'applique qu'à certains verres placés dans des circonstances particulières.
Si, le thermomètre ajant été maintenu pendant quelque temps à une température élevée, on abaisse graduellement la température, les dilatations produites à une température quelconque disparaissent aux températures immédiatement inférieures, et il ne reste pas de tensions dans la masse du verre. Ce fait est très important, parce qu'il nous enseigne qu'on peut arrêter sensiblement la marche progressive du zéro, en chauff'ant fortement le thermomètre après sa fabrication et en le refroidissant très lentement. (le orocédé est entré, depuis quelques années, dans la pratique
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des construcleurs sous le nom de recuit; il est, en effet, analogue au recuit des métaux ( * ).
66. Hypothèses sur la cause des résidus de dilatation. — Â diverses reprises, on a attribué rascension du zéro à Teffet prolongé de la pressiou atmosphérique. Il n'est pas impossible que, même à la température ordinaire, une pression agissant constamment à l'extérieur d'un réservoir de verre diminue son volume^ mais l'opinion des observateurs qui se sont le plus occupés de cette question est que le rôle de la pression atmosphérique dans ces phénomènes est, sinon tout à fait nul, du moins difficilement appréciable. Ainsi, d'après M. Crafts (^), « un thermomètre qui est rempli d'azote et qui a un excès de pression intérieure à 335**, a montré, à cette température, la même élévation du zéro que d'autres thermomètres privés d'air. Si l'on soustrait un thermomètre à la pression extérieure de l'atmosphère, en le renfermant dans un tube privé d*air et qu'on le chauffe, on obtient le même résultat. On obtient également une contraction du vase et une élévation du point zéro, tout à fait semblable à celle d*un thermomètre ordinaire à mercure, quand on chauffe à la même température un thermomètre à poids ouvert à l'air. »
Nous ajouterons que des variations tout à fait analogues ont été observées sur des barres de verre exposées à des températures élevées ('*).
(*) Les contractions produites par le recuit dans les métaux ont été étudiées d'une manière particulièrement précise par M. Benoit, qui les a constatées sur tous les échantillons martelés, laminés, tirés à la filière ou rabotés, quelle que fût leur composition chimique (laitons et bronze, or monétaire, etc.). Un cube d'acier trempé, maintenu pendant trois semaines à la température de 3o", se contracta sensiblement, et ses faces devinrent convexes [Nouvelles études et mesures de dilatations par la méthode de. M. Fizeau {T. et M.j t. VI, p. id; 1888)].
M. Le Chatelier [Sur la détermination du coefficient de dilatation aux températures élevées {Comptes rendus, t. vil, p. 86a; 1888)] a constaté un raccourcissement d'environ 3 pour 1000 d'un barreau d'acier après un recuit à 350"; aprè'* un recuit à 900", la contraction dépassait 5 pour 1000.
( ' ) Crafts, Sur la cause des variations des points fixes dans les thermomètres {Comptes rendus f t. XCI, p. 870; 1880).
(') Voir II. Callendar, On the p radical measurement of température {Phit. Trans., t. CLXXVIII, p. 161; 1887).
l42 THERMOMÉTRIE DE PRÉCISIOK.
Od a allégué fréquemmenl, pour expliquer les variations Ju zéro, la théorie suivante, exposée pour la première fois, croyonsnous, par M. Lowenherz(*) :
Lorsque le réservoir d'un thermomètre se refroidit, les couches cxlérieures se contractent d'abord et compriment les couches intérieures; celles-ci réagissent et distendent les premières. Les couches extérieures restent ainsi dilatées après le refroidissement complet et entraînent une déformation de tout le réservoir jusqu'à ce que les tensions aient disparu.
Les résidus de dilatation seraient ainsi ramenés aux résidus d'élasticité, avec lesquels ils ont de nombreuses analogies.
Cette hypothèse, qui entraînerait la proportionnalité entre les résidus et le maximum de rapidité de l'abaissement de la température, serait déjà réfutée par l'absence de cette proportionnalité; mais elle est en désaccord avec d'autres faits. Un raisonnement très simple suffit pour le démontrer.
Considérons un réservoir cylindrique qui, à un moment donné, subit un refroidissement de Texlérieur. Pour simplifier, supposons-le partagé, par un cylindre concentrique, en deux parties d'épaisseur égale, ayant une température uniforme. Supposons en outre, ce qui est aussi favorable que possible à Fhypothèse, que, pendant le refroidissement, le cylindre intérieur soit rigide et que le cylindre extérieur subisse toute la déformation.
Soient
a le coefficient de dilatation linéaire du verre ;
/ la différence maxima de température des deux cylindres :
k le rapport entre le résidu d'élasticité et la déformation.
La déformation par unité de longueur sera, à un moment
donné,
et la déformation qui persistera après que le cylindre intérieur aura pris la température du cylindre extérieur sera
(') LOwETfHERZ, Berichte der cfiemischen Gesellschaft. Berlin, 1877.
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Or on a, en nombres ronds, pour un cas peu favorable,
/•*--o,oi, a — 0,00001.
La déformation de la partie extérieure sera donc de
La déformation linéaire totale sera moitié moindre, mais la variation du volume restera égale à cette quantité.
Or une dépression de 0,6 degré entre o** et 100°, correspondant à 0,0001 du réservoir, se rencontre fréquemment; elle est looo fois plus grande que celle qui correspondrait à une différence de I degré entre les deux cjlindres concentriques.
Il faut remarquer que, dans cette manière de raisonner, toutes les suppositions sont poussées à l'extrême en faveur de l'hjpothèse de M. Lowenherz.
M. Crafts (*) a eu l'idée de soumettre celte hypothèse à un contrôle expérimental très ingénieux. Un thermomètre de grande dimension fut ouvert à l'extrémité. Après que son zéro eut été déprimé, le réservoir fut attaqué à l'acide fluorhydrique jusqu'à ce que l'épaisseur des parois fût réduite d'un tiers environ. On ne constata pas un changement notable dans la position du zéro.
Nous voyons donc que les résidus de dilatation sont un phénomène propre à la dilatation thermique et ne peuvent pas être une simple conséquence des résidus d'élasticité.
Marche progressive et déplacements permanents
Nous donnerons maintenant les résultats numériques relatifs à diverses sortes de verre. Le mieux étudié jusqu'ici est le verre dur français, sur lequel on possède des données assez complètes. Nous prendrons ce verre comme type et nous décrirons en détail ses propriétés thermiques; nous y joindrons les renseignements isolés relatifs aux autres verres, moins importants jusqu'ici pour la Thermométrie.
(■) J.-M. Crafts, Les mesures thermométriques et la détermination des points de fusion et d'ébullition (^Agenda du Chimiste^ édit. de i883, p. 338; Hachette).
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Comme uous Tavons vu, il n'y a pas de diflerence de principe entre la marche progressive du zéro, qui se produit à la température ordinaire, et l'élévation occasionnée par un recuit prolongé à une température élevée; cependant les phénomènes observés dans les deux cas diffèrent dans une mesure telle, que leur caractère n'est pas le même. Nous les étudierons séparément.
Ascension lente aux températures basses : a. Verre dur, — Des analyses très précises, faites par M. Tornoe (*) sur des déchets de tubes employés par M. Tonnelot pour la construction des thermomètres, ont donné les résultats suivants :
Silice
Acide sulfurique (SO') . .
Chlore
Alumine
Peroxvde de fer
Chaux
Soude
Potasse
Magnésie
Protoxyde de manganèse .
Echantillons.
No 2.
traces
traces
traces
1 1 ,ov>
iu,8i
traces
traces
traces
traces
traces
traces
La marche du zéro a été observée pour un grand nombre de thermomètres en verre dur. Les nombres qui suivent se rapportent à sept thermomètres Tonnelot (4-381-4387), construits en juin 1884 et employés constamment depuis le commencement de 1880. Dans les premiers temps, ces thermomètres furent portés plusieurs fois à 100'* et maintenus à cette température pendant quinze à trente minutes ; dans la suite, ils ne furent pas exposés à des températures supérieures à 4^'\ La position du zéro est ramenée à ce qu'elle eût été si ce point avait été déterminé après une exposition prolongée des thermomètres à o" (*).
(') H. ToRNÔE, Sur quetques analyses chimiques faites pour le Bureau international des Poids et Mesures {T. et il/., t. V).
(•) Dossiers du Bureau international.
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Dales.
'23 février i88j. . .
'24 juillet 1885....
3o novembre i885
93 mars i886
i4 décembre i886 •'.I septembre 1887 t29 août 1888
Position inoyonue du zéro.
-O, io6
Ascension
entre deux par
déterminations. mois.
0,006 o,ooi5
Nous voyons que, deux ans après la construction des thermomètres, le zéro ne s'élève plus que d'un millième de degré environ par mois. Si donc, après deux ans d'emploi, on détermine la position du zéro à quelques mois de distance, on peut, avec une précision suffisante, calculer sa position pour les époques intermédiaires par une interpolation proportionnelle au temps. A partir de la troisième année, la variation est insensible.
b. Cristal dur français. — M. Torniie a trouvé, pour le cristal dur français, la composition suivante :
Kchanlillons.
NM
Silice
Acide sulfurique ( SO^)
Oxyde de plomb
Alumine, avec traces de fer et de manganèse.
Chaux
Magnésie Soude...
Potasse. .
Go, 68
5/ii
traces
traces
La marche du zéro a été observée sur deux thermomètres de celle composition (4450 et 4iol de Tonnelot). Ces thermomètres, construits en février i885, furent portés plusieurs fois à 100®, de mai à novembre i885, et, en janvier et février 1886, chauffés progressivement de 0° à 5o®; ils furent maintenus parfois pendant plusieurs heures à celle température. En avril de la même année, ils furent chauffés à 60", 70" et 100" ; ces derniers échauffements G. 10
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peuvent déjà être considérés comme un recuit. A partir du mois de mai 1886, ils sont restés à la température ambiante.
AsceDsions
Position moyenne. entre deux par
Dates. du zéro. déterminations. mois.
12 mai 1 885 h-o,i3o « ^ »,
21 novembre i885 . -i-o,28i ,
mars ,886 +o,3a
."mai, 886 +0,376 °'"*f *»'''*^°
I no / 0,I25 0,0072
21 octobre 1887. .. 4-0, 5oi
Comme nous le verrons, les dépressions ne disparaissent, dans le cristal, qu'après un temps très long, de telle sorte que les déterminations de la marche progressive sont souvent faussées par les variations accidentelles. L'ascension lente du zéro est près de dix fois plus forte dans le cristal que dans le verre dur.
Ascension produite par le recuit : a. Verre dur. — L'effet des températures élevées sur le verre dur a été étudié par M. Guillaume en 1887 et 1888. Un thermomètre, chauffé fréquemment à 100°, fut exposé successivement aux températures de 120**, i4o'*> 160"*, 180® et 200"; le zéro fut déterminé de temps en temps, et le recuit prolongé à chaque température jusqu'à ce que l'ascension du zéro devînt insensible. On trouva ainsi les ascensions suivantes :
Durée de Ascension
Température. réchauffement. Ascension. totale.
L'ascension totale produite par une exposition prolongée à des températures atteignant 200° est donc de 0,4 degré environ.
(*) Les expériences furent dérangées par un accident.
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6. Cristal. — Les varialioDs du zéro, qui se produisent aux températures élevées daus les thermomètres en cristal de diverses compositions, ont été observées fréquemment. Ainsi Person (*) a constaté une élévation du zéro de 12, i5 et 17 degrés dans trois thermomètres chauffés longtemps à 44o^*
MM. Sainte-Claire Deville et Mascart ont trouvé, pour trois thermomètres chauffés pendant trois heures à 266°, 206** et 166°, une élévation du zéro de i3,5, i2,5 et 1 1,4 degrés.
Les expériences les plus complètes dans ce domaine ont été faites par M. Crafts (*). Un premier groupe de huit thermomètres fut exposé à des températures comprises entre 100° et 355°, puis un second groupe de seize thermomètres à 3o4^ et 355°. Les élévations du zéro, assez variables du reste, ont atteint 26 degrés (*). La composition du cristal de ces divers thermomètres est malheureusement inconnue.
c. Expériences comparât ii^es, — M. Tonnelot construisit, le même jour, trois thermomètres, respectivement en verre dur, en verre d'Iéna XVIII"' (verre normal allemand) (*) et en cristal dur; ces thermomètres furent chauffés ensemble dans du salpêtre, à des températures comprises entre 36o° et 38o°; le zéro fui déterminé après un refroidissement lent. Les résultats furent les suivants :
Ascension.
Verre dur. Verre d'Iéna. Cristal.
Premier recuii : 10 heures i ,80 3 ,00 7,00
Deuxième » 12 » 9. ,70 4,4o 9,5o
Troisième »» 10 » h^ 5, 06 10,86
On voit, d'après tout ce qui précède, qu'au point de vue des déplacements du zéro produits par des températures élevées, le
(*) Person, Comptes rendus, t. XIX, p. i3i4; 1844.
(') Crafts, Sur V élévation du point zéro dans les thermomètres à mercure ( Comptes rendus^ t. XIC, p. 291 ; 1880).
(>) Cette élévation du séro correspond à une contraction du réservoir d'environ 4 pour 1000 ou à un retrait linéaire de i,3 pour 1000. Il est inférieur à celui que M. Le Chatelier a observé sur l'acier {voir note, p. i40-
{*) Pour la composition, voir p. 159.
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verre dur possède une supériorité marquée sur le cristal et le verre dléna XVIIF".
68. Relation entre la température et la position du zéro. — Les premières recherches systématiques sur la relation qui existe entre la température et la position du zéro ont été faites par M. Pernet et publiées en iSyS (*). La relation à laquelle il est arrivé est la suivante : Soient Zc le zéro correspondant à la température ty k une constante; on aura
zt = 3o — kt^ ; ou, en désignant par A la dépression totale à 100°,
w/ — Cj —
Cette relation, trouvée d^abord pour le cristal allemand, a été vérifiée par M, Pernet et M. Benoît pour le cristal français ordinaire. Elle n^est pas exacte aux températures supérieures à 100°, pour lesquelles elle donnerait des dépressions trop fortes.
En 1877, M. Thiesen {^) appliqua, à une série d'observations entre o" et 100°, les formules
>3/ =^ Zq — (it*,
Zt^ Zq — ai — />/2,
3f — Zq— at — bi^ — cO^
Zt ~ Zss — aV^ — 6/'.
Les résultats étaient naturellement d^autant mieux représentés que la formule contenait un plus grand nombre de constantes à déterminer. M. Thiesen pense que, jusqu^à 5o°, la formule du carré suffit 5 pour les températures plus élevées, il convient d'employer une expression avec deux ou trois constantes.
M. E.-J. Mills (3) proposa, en 1880, diverses formules expo-
(») Pkrnet, Ueber die Ahhangigkeii der Nullpunktsdepression der JVornialthermometer von der Temperatur {CarVs Rep.y t. XI, p. 307).
(') Thiesen, Vergleichungen von Quecksilberthermometern {Afetronomiscfie Beitràge^ n<> 3, p. 28 ).
(') Mills, Besearches on therniometry {Trans. Boy. Soc. of Edinburgh, l. XXIX, Part II, p. 587; 1880).
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nenllelles pour rassembler les résultats d'expériences dans lesquelles le recuit paraît avoir joué un rôle important; ces formules ne sont donc pas suffisamment motivées.
Enfin, M. Guillaume fil, en 1886, des recherches sur la variation du zéro dans le verre dur et le cristal dur français entre — 10° et 100". La moyenne des résultats d'expériences très concordantes faites sur six thermomètres en verre dur a conduit à la formule
zt = Z(i— 0,0008886/ — 0,000001 084 <^-
Les erreurs résiduelles de ces expériences, faites de 5 en 5 degrés,
atteignent une seule fois o,oo3 degré.
Plus tard, les expériences furent poussées jusqu'à 190'*. La
formule
Z; — Zq — o,ooo85>7/ — 0,000001 iiSt^
représente très bien les variations entre o" et cette température. Pour le cristal dur,
Zt ~ Zo — 0,0007972/ — 0,00003293/*.
En posant / =: 5o, dans la formule relative au verre dur, on voit que, entre o® et 100° (d'après la première formule), la courbe des dépressions ne s'écarte d'une droite que d'une quantité inférieure à o,oo3 degré; on peut donc, pour un intervalle de température peu considérable, admettre que la variation est linéaire ('). Pour le cristal diir, la variation est intermédiaire entre celles du verre dur et du cristal ordinaire, mais plus voisine de cette dernière. Le diagramme suivant {^g- 26) représente les dépressions du verre et du cristal durs.
69. Rapidité de la variation. — La rapidité avec laquelle se produisent les ascensions ou les dépressions du zéro dépend de la nature du verre et de la température à laquelle le thermomètre est exposé.
Dans les recherches sur ces mouvements, il est utile de ne pas déranger la marche du zéro, ce qui arriverait si l'on ramenait le thermomètre à 0° pour chaque observation. Or, comme toute Té-
(•) Voir Table VI.
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chelle du ihermomètre se déplace parallèlement, on peut remplacer l'observation à o° par une lecture du thermomètre à la température à laquelle il est exposé, à la condition que cette température soit constante ou que sa variation puisse être mesurée. Celte observation peut se faire à toute température par comparaison avec un thermomètre dont le zéro ne se déplace plus sensiblement. Pour des températures qu'il est aisé de maintenir constantes, telles que o° et loo**, ces observations deviennent particulièrement simples et précises.
Fig. jG.
Dépression. — Des recherches sur la rapidité de la dépression à o° et à loo** ont été faites par divers observateurs.
Les expériences de dépression à o** sur des thermomètres exposés pendant quelque temps à des températures plus basses ne peuvent être très concluantes, parce que les déplacements sonl extrêmement petits. Il est cependant démontré que, lorsqu'un thermomètre a été maintenu pendant quelques heures au-dessous de o**, le zéro se déprime aussitôt que le thermomètre est plongé dans la glace; par exemple, pour les thermomètres en verre dur exposés à — lo**, le zéro se déprime de 4 à 5 millièmes de degré pendant les vingt premières minutes. Pour les thermomètres en cristal, la dépression s'effectue plus lentement.
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A loo", la inarche des phénomènes est très facile à observer. Le thermomètre étant introduit avec précaution dans un appareil à ébullition en activité, on commence à noter la position de l'extrémité de la colonne aussitôt que son mouvement ascendant est terminé. En observant de temps en temps le baromètre, on peut tenir compte des variations de la température de la vapeur.
Des observations faites par M. Guillaume sur un grand nombre de thermomètres en verre dur (*) ont donné les dépressions suivantes, le temps étant compté à partir de l'instant où la colonne de mercure devient visible entre 99** et 100**.
Epoque. Dépression.
Voici les résultats d'expériences analogues sur deux thermomètres en cristal dur français :
Époque. Dépression.
Kpoque. Dépression.
(') Voir Etudes thermométriques, p. 60-Gi.
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Le phéQoraène est représenlé par le diagramme suivant {Jiff» 27), où le temps est porté en abscisses, la position du zéro en ordonnées.
K* i or «J -
10 Mi
Verre dur
•gréa
-^-^.^Scisui^^^
La dépression dans le verre normal allemand se produit avec une vitesse analogue à celle avec laquelle elle s'établit dans le verre dur.
On voit que, après une minute d'exposition à 100°, le zéro des thermomètres en verre dur ne se déplace plus sensiblement. Cette propriété, très précieuse, rend ce verre particulièrement propre à la construction des thermomètres hypsométriques. En effet, dans l'emploi de ces instruments, il est souvent nécessaire d'opérer rapidement, et il est presque toujours impossible de déterminer le zéro immédiatement après l'observation de la température d'ébullition de l'eau. Or on peut, avec un thermomètre en verre dur, admettre une valeur du zéro déduite d'autres observations faites dans des conditions analogues. En opérant avec un thermomètre en cristal, il faudrait poursuivre l'exposition à 100" pendant près d'une demi-heure pour obtenir un zéro suffisamment défini: mais alors l'effet du recuit serait déjà sensible et produirait une élévation progressive du zéro dont il serait difficile de tenir compte.
Avec un thermomètre en verre dur, on peut même prendre le point 100 comme point de départ et déterminer la correction de la partie supérieure de l'échelle par des comparaisons avec un ba-
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romètre, faites à des intervalles plus ou moins rapprochés, de façon qu'on puisse tenir compte, avec une précision suffisante, de la marche progressive du zéro [voir (oi)].
Relèvement , — La marche ascendanle du zéro dépend de la dépression produite et de la température à laquelle le thermomètre est exposé. Les expériences sur le relèvement sont très délicates, et, malgré tout l'intérêt qu'il)' aurait à connaître exaclement ce phénomène, il n'a été que fort peu étudié jusqu'ici.
Le relèvement du zéro (au moins dans les thermomètres en verre dur) jouît d'une propriété singulière: c'est qu'à une température donnée, la rapidité de l^ ascension dans les premiers instants est sensiblement indépendante de la grandeur de la dépression ; la rapidité augmente beaucoup lorsque la température à laquelle le thermomètre est exposé s'élève.
Cette loi n'est probablement qu'approximative, puisqu'il arrive un moment où les courbes de relèvement, après diverses dépressions, doivent se séparer. On peut donc présumer qu'elles s'écartent dès l'origine; mais, dans les limites de la précision des mesures, les courbes du relèvement à o", après 5o", loo", 200", se recouvrent pendant près d'une heure.
Le diagramme suivant {Jig* 28) représente la marche du phé-
Fiîî. js.
50 Minutes
nomène pour le verre dur. Comme précédemmenl, le temps esi
l54 THERMOMÉTRIE DE PRÉCISION.
porté en abscisses, la position du zéro en ordonnées. La courbe inférieure est obtenue par la superposition des courbes représentant le relèvement à o®, après une dépression produite à 5o®, loo" et 200". La courbe supérieure donne le relèvement à 100" après une exposition du thermomètre à 200**.
Les courbes ont un caractère exponentiel, mais elles ne paraissent pas contenues, dans les limites des erreurs d'observation, dans une exponentielle simple.
La vitesse du relèvement diffère beaucoup d'un verre à l'autre. Ainsi, une dépression produite à 100® dans un thermomètre en verre dur disparaît à moitié à o" dans l'espace de un à deux jours. Le mouvement devient presque inappréciable après une quinzaine de jours. Une dépression produite à 200° est réduite de moitié à 100** après trois heures environ.
Il faut plusieurs jours, quelquefois plusieurs semaines, pour que le zéro des thermomètres en cristal parcoure la moitié du déplacement produit par un échauffement à 100". Le zéro demeure souvent déprimé pendant plus d'une année.
70. Théorie des erreurs produites par le relèvement. — Les erreurs produites par le relèvement du zéro proviennent de ce que, lorsqu'un thermomètre est ramené d'une température quelconque à o^, la position du zéro dépend de la rapidité avec laquelle cette température est atteinte. Plus la descente est rapide, plus le zéro est bas. Pour éliminer les erreurs, il suffirait de refroidir toujours le thermomètre avec la même vitesse; la durée du refroidissement devrait varier d*une manière continue d'une température à l'autre. Il faudrait, en particulier, que, dans la mesure des températures voisines de 100®, le refroidissement s'opérât exactement dans les mêmes conditions que dans la détermination de l'intervalle fondamental; de cette manière, l'échelle serait continue et resterait toujours identique.
Mais ces conditions ne sont jamais rigoureusement remplies. Toutes choses égales, d'ailleurs, il est évident que les erreurs qui en résultent sont d'autant moindres que la dépression totale du zéro est plus faible et que la rapidité du relèvement est moindre.
Cependant, à un autre point de vue, un relèvement très lent constitue un désavantage, car il arrive souvent, dans les expé-
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riences, que la température s'abaisse avec une lenteur suffisante pour qu'à chaque température la majeure partie de la dépression ait disparu; si, alors, on ne peut pas déterminer le zéro après chaque mesure de la température, on calcule sa position en admettant qu'il est entièrement relevé. Si cette supposition est inexacte, le zéro adopté pour réduire les températures fausse le résultat d'une petite quantité. Il est donc avantageux, suivant les cas, que le zéro se relève vile ou lentement; en général, il vaut mieux que les dépressions disparaissent rapidement.
Le relèvement du zéro est encore trop peu étudié pour qu'il soil possible d'établir une théorie complète des erreurs produites par ce phénomène. On peut cependant déjà donner quelques formules permettant de calculer approximativement leurs valeurs.
Supposons qu'un thermomètre, exposé à la température /| jusqu'à ce que son zéro soit complètement déprimé, soit ramené brusquement à la température plus basse t. Le zéro commencera aussitôt à remonter, et sa position en chaque instant sera représentée par une fonction ayant le caractère d'une exponentielle.
Désignons par 8 le temps compté à partir du moment où le thermomètre a atteint la température /, par Z^O) le zéro à l'instant 0.
l'our 6 ^ o ZfO) ~ «r,i
Entre ces deux instants, la position du zéro est donnée par une fonction encore inconnue, à laquelle nous substituerons la suivante, qui possède un caractère analogue :
Z^O) ~ zt-^ ( zt, — zt ) e-f'^ ;
k est une fonction de t et /| qui, comme nous l'avons vu, dépend surtout de /.
Supposons maintenant que la température t varie sans jamais remonter; le mouvement ascendant du zéro sera alors représenté par une série d'équations de la forme ci-dessus, mais dans lesquelles il faudra modifier, pour chaque température, le coefficient Ar, de manière à tenir compte de l'ascension du zéro depuis le moment initial jusqu'à l'instant où le thermomètre atteint la température considérée.
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On voll que le problème, traité d'une manière aussi générale, est extrêmement compliqué et pour ainsi dire insoluble. La solution exacte n'a du reste un intérêt pratique, dans le calcul des erreurs, que dans le cas où la descente de la température est rapide et où le relèvement total est peu considérable ; on peut alors supposer que toute température inférieure à la température initiale est atteinte brusquement, et que le relèvement s'opère d'une manière indépendante pour chaque température. On peut aussi, dans ce cas, développer l'exponentielle en s'arrêtant au premier terme de la série, c'est-à-dire que l'on peut admettre, pour chaque température, un coefficient de relèvement qui dépend, dans une faible mesure, de la température initiale; ce coeflicient est donné par l'inclinaison de la tangente au premier élément de la courbe de relèvement.
Supposons maintenant, une première fois, que la température du thermomètre passe brusquement de t^ à ^o* Le zéro sera, au premier instant, Zt^^ Supposons, en second lieu, que la température s'abaisse rapidement, mais non plus brusquement dans les mêmes limites. Le zéro observé à /q sera un peu supérieur au premier, et la différence entre ces deux zéros pourra être calculée si l'on connaît la marche / = cp(0) de la température en fonction du temps et la fonction k ^=f{t^^ t)j qui est le premier terme de la dérivée de l'exponentielle. Cette correction sera donc, d'une manière générale, exprimée par
Nous pourrons introduire, dans la fonction particulière à /|, la valeur de / en fonction de 0; donc, en définitive, le coefficienl différentiel sera une fonction de 6 seul, et l'intégration pourra être effectuée.
Toute supposition sur la fonction ©(6) implique un cas particulier. Nous ne calculerons donc pas la valeur de l'intégrale; un calcul élémentaire suffira à montrer quel est l'ordre de grandeur de l'erreur cherchée.
Le relèvement du zéro à o" est d'environ o,ooi3 degré par minute au moment initial. Le relèvement à loo®, après 200°, est
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(renviron 0,0027 degré; or, comme la lempéralure actuelle inilue beaucoup plus sur le coeHicient de relèvement que la grandeur de la dépression, on pourra admettre approximativement, comme coefGcicnt moyen de relèvemeot entre o" et 100", 0,0020 degré; c'est-à-dire que chaque minute de la descente produit un relèvement de deux millièmes de degré > Dans des circonstances favorables, on peut refroidir un thermomètre de 100" jusqu'au voisinage de o" en moins d'une minute ; après une deuxième minute, le réservoir a pris la température de la glace; l'élévation totale est de 3 à 4 millièmes de degré. On peut considérer le zéro relevé de cette quantité comme le zéro le plus bas que l'on puisse obtenir pratiquement.
Quelques physiciens appliquent à ce zéro la correction que nous venons de calculer et que l'on a déterminée jusqu'ici par extrapolation. Mais, outre que cette extrapolation est très incertaine, elle complique beaucoup le travail sans correspondre à une définition du zéro pratiquement plus rationnelle que celle que nous avons adoptée.
71. Rôle des composants du verre. — On a fait, dans ces dernières années, de patientes recherches dans le but de déterminer l'influence des difl'érents composants du verre sur les mouvements du zéro. Des expériences très systématiques, faites à léna par MM. Abbe et Scholt et à Berlin par MM. H. -F. Wiebe et H. Weber, ont amené à découvrir certaines lois et, en particulier, à composer des verres donnant des résidus très faibles (*).
Dans ces expériences,. la loi de la variation du zéro n'a pas été étudiée; on s'est contenté de déterminer la dépression qui se produit entre la température ambiante et 100^. On en a déduit la dépression totale entre o** et 100", en adoptant, pour la dépression préexistante, la loi de Pernet, généralement admise jusqu'à ces dernières années. Or celte loi ne s'applique pas aux verres diflîcilement fusibles donnant de faibles dépressions (68). Il en ré-
( * ) WiEBE, Ueber den Ein/luss der Zusanimensetzung des Glases au/ die jS'achwirkungs-Erscheinungen bei Thermometern {Sitzungsberichte der kôniglich preussiêchen Académie der Wissenscfiaften, 17 juillet 1884 cl la novembre i885). — Koi'r aussi Rudolph Weber, ibid., i3 décembre i883.
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suite que, pour ceux-là, les nombres trouvés par M. Wiebe sonl trop petits.
En effet, supposons qu'avant rexpérîence le thermomètre se trouve à la température t, La dépression totale A| calculée, d'après la dépression observée A', en admettant la loi du carré, est
tandis que, si Ton admet une variation linéaire, telle qu'elle se produit dans les verres peu fusibles, la dépression A2 calculée sera
er
ICO* - l^
Soit, par exemple,
A— 0,07 degir, / - 20*;
on trouve
Aj • - Al - - o,oi5 dcgiv.
La dépression calculée est donc trop faible de 0,01 5 degré. La dépression totale pour le verre dur, trouvée par M. Wiebe, esl en effet plus faible que celle qui résulte des expériences de M. Guillaume. La différence ne paraît cependant pas parfaitement expliquée par l'erreur qui vient d'être signalée; la rapidité'* du refroidissement a été probablement plus grande dans les expériences de M. Guillaume que dans celles de M. Wiebe.
Nous réunirons dans les Tableaux suivants les résultais les plus importants trouvés par M. Wiebe.
Ainsi que M. Weber l'a fait remarquer, les verres qui contiennent de la soude et de la potasse en proportions comparables présentent des dépressions beaucoup plus fortes que ceux qui ne contiennent qu'une faible proportion de l'un des alcalis; les trois dernières colonnes des deux Tableaux montrent ce fait d'une manière évidente. La présence de l'oxyde de plomb parait jouer un rôle moins prépondérant.
Conséquences pratiques des variations du zéro
Nous avons mentionné, au commencement de ce Traité (1), la propriété que possèdent les résidus de dilatation de disparaître plus lentement qu'ils ne s'établissent, et nous en avons déduit immédiatement le mode d'emploi rationnel des thermomètres à mercure. Nous pouvons maintenant motiver mieux cette conclusion.
Lorsque Ton compte une température à partir d'un zéro constant, on suppose implicitement que le zéro a atteint, dans chaque cas, la position stable correspondant à la température que l'on mesure. Cette condition peut être pratiquement remplie très approximativement sans que la préparation des expériences soit démesurément longue, dans la mesure des températures élevées (supérieures à 5o°), surtout avec les thermomètres en verre dur. Mais, dans le passage d'une température élevée à une température moyenne ou basse (inférieure à 3o°), il faudrait maintenir quelquefois le thermomètre pendant plusieurs semaines à la température à mesurer, pour être sûr que le zéro a atteint une position stable.
, Dans l'autre manière de calculer, cette supposition n'est plus nécessaire. En eflet, supposons que nous mesurions la température C au moyen d'un thermomètre exposé peu auparavant à une température plus élevée; le zéro est alors au-dessous de la position correspondant à /; mais, si l'on plonge le thermomètre dans la glace immédiatement après la lecture, on commettra exactement la même erreur dans la détermination du zéro et dans celle de t; par conséquent, cette erreur se trouvera éliminée du résultat. Si, au contraire, le maximum de dépression n'était pas atteint au moment de la détermination d'une certaine température, la lecture correspondante serait trop élevée, mais le zéro serait aussi trop haut de la même quantité au moment de sa détermination, puisqu'il ne varie que très lentement lorsque le thermomètre est maintenu à o^.
Dans la première manière de mesurer les températures, on n'est d'ailleurs pas dispensé de déterminer de temps en temps la position du zéro, afin de pouvoir tenir compte de la marche progressive.
Nous admettrons donc qu'en principe une température doit être G. 1 1
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comptée à partir d^un zéro variable, délerminé immédiatement après la lecture. Cependant, il arrive fréquemment que cette détermination ne soit pas possible ; on peut alors la remplacer :
i" Soit par une interpolation proportionnelle au temps, le thermomètre ayant été soumis à une température à peu près constante entre deux déterminations du zéro, qui peuvent être distantes de plusieurs jours ou même de plusieurs semaines;
2° Soit par une interpolation relative à la température au moyen d'une formule empirique, le zéro ayant été déterminé après les maxima et les minima des températures auxquelles le thermomètre a été exposé, à la condition toutefois que la marche de la température, notamment dans la descente, soit suffisamment lente ;
3° Soit en appliquant les corrections données par une Table des dépressions (*). L'emploi de cette Table suppose que le thermomètre a été exposé assez longtemps à la température pour laquelle on désire connaître le zéro correspondant. Ce dernier procédé rentre pratiquement dans la première manière de calculer les températures et peut être soumis aux mêmes critiques.
Les procédés i et 2 ou i et 3 peuvent être combinés; ces derniers doivent Têtre en général lorsqu'un thermomètre est employé pendant longtemps à mesurer des températures variables, sans qu'il soit possible de déterminer son zéro. Mais, dans ce cas, le calcul des zéros contient toujours une part d'arbitraire et exige une connaissance minutieuse des propriétés des thermomètres. En elfet, si l'on pouvait admettre que deux déterminations du zéro aient été faites sans erreurs, il suffirait de ramener les résultats à ce qu'ils seraient si le thermomètre avait été maintenu pendant longtemps à 0°, puis d'interpoler proportionnellement au temps et d'appliquer alors, à chaque zéro calculé, la correction donnée dans la Table et correspondant à la température mesurée. Dans certains cas, au contraire, il conviendra plutôt de supposer que, entre les deux observations du zéro, la marche progressive a été insensible (67); on admettra alors la moyenne des zéros. Ce dernier mode de calcul devra toujours être employé lorsque, par
(') FoiV Table VI.
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suite d'erreurs d*observalion ou de circoDSlances établies d'une manière défectueuse, le second zéro réduit sera plus bas que le premier.
Exemple. — Calcul de la position du zéro d^<iprès les procédés I et 3.
Un thermomètre en verre dur a été maintenu pendant quelque temps à 12°; son zéro, corrigé pour le calibre et la pression, est à — o°,o^4 î oû mesure respectivement, après dix, dix-septet vingttrois jours, les températures i5°, 35° et a8°; après cette dernière observation, le zéro réduit est à — o'',o56.
Trouver les zéros pour les deux observations intermédiaires.
Le premier zéro correspondant à 12° était à — o,o44
La dépression correspondant à celle température est. . — 0,0108
Le zéro correspondant à 0° est donc — o,o337.
Le second zéro correspondant à 28° était à — o,o56
La dépression correspondant à cette température est. . — 0,0267
Le zéro correspondant à o" est donc — o,o3o3
Premier calcul.
L'ascension du zéro a été, en vingt-trois jours, de 0,0029 degré; donc, en un jour, de 0,0001 3 degré; après dix et dix-sept jours, elle était de 0,001 3 et 0,0022 degré.
Les zéros correspondant à 0° étaient, après
dix et dix-sept jours, à — o,o3i9 — o,oho
Les dépressions pour iS** et 35" sont — 0,01 36 -o,o324
Les zéros correspondant à i5* et 35*
sont donc — 0,04 5 - .(),oG3
Second calcul.
Admettons la moyenne des deux zéros ^ ^
observés — o,o3i7 — o,o3i7
Les dépressions pour i5" et 33" sont — o,oi36 — o,o3"iî4
Les zéros correspondant à iS" et 35°
sont donc — o,o45 — 0,064
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VARIATIONS DE L'INTERVALLE FONDAMENTAL
Un grand nombre d'observateurs se sont occupés des varialions de l'intervalle fondamental. Leurs conclusions ont été diverses suivant la précision de leurs mesures et les influences auxquelles les thermomètres avaient été soumis.
73. Variations produites aux températures peu élevées. — Dans son Mémoire plusieurs fois cité, M. Pernet a rassemblé les résultats obtenus par ses prédécesseurs (*) sur des thermomètres qui n'avaient pas été exposés à des températures élevées. Il conclut, de la comparaison entre les variations trouvées et leurs erreurs probables, que, par l'eflet du temps seul et de températures ne dépassant pas loo", l'intervalle fondamental des thermomètres ne varie pas.
Les erreurs probables admises par M. Pernet étaient comprises entre o,oo3 et o,o35 degré; la première était sans doute évaluée trop bas, de telle sorte que l'invariabilité de l'intervalle fondamental, dans les limites imposées par l'état actuel de la Thermométrie de précision, n'était pas suffisamment démontrée.
Expériences de M, Guillaume, — De nouvelles expériences furent entreprises par M. Guillaume, avec huit thermomètres en verre dur, de la meilleure construction, et complètement
étudiés.
Afin de séparer les causes d'erreurs de l'eflet à constater, quatre de ces thermomètres servirent de témoins et ne furent chaufles que pendant le temps strictement nécessaire à la détermination de l'intervalle fondamental; les quatre autres furent maintenus, à trois reprises difliérentes, pendant, plusieurs heures, à la température de loo®. Après chaque échauflement, la petite bulle gazeuse qui s'était formée était chassée au-dessus du mercure, et l'intervalle fondamental de tous les thermomètres était déterminé trois fois, à des jours diflerents, mais, pour les huit thermomètres,
(') IsmaTl-Moustapha^ Tissot, Berthelot, Mascart, Louguinine, Dorn, Gninmach. Thiesen, Wiebe, Marek, Benoit.
Î » nov.-déc. i
22(*) » janv.-mars 1886.
24 » avril 1886
On utilisera le mieux possible les nombres de ce Tableau, en formant les différences des nombres correspondants des deux colonnes, puis les différences entre chacun des nombres ainsi obtenus et tous les précédents.
Voici les résultats de ce calcul :
Premier groupe
Différences.
— second.
-f-o,ooo3
— o,ooor
Moyenne
La moyenne des variations surpasse son erreur probable; mais elle est encore inférieure à un demi-millième de degré et, par conséquent, tout à fait insignifiante. On peut donc conclure de là qu'une exposition prolongée à 100** ne modifie pas l'intervalle fondamental des thermomètres en verre dur.
Par contre, en examinant les nombres du premier Tableau, on constate une variation apparente bien accusée de l'intervalle fondamental; les valeurs trouvées augmentent d'abord, puis diminuent et se rapprochent de leur valeur initiale. Une variation périodique est cependant inadmissible, et il faut conclure à une
(') Dans un des jours d'expérience, un thermomètre de chaque groupe n'était pas disponible.
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influence de la température ambiante qui, pendant les expériences, subit des variations analogues.
Celte concomitance des deux variations s'explique en partie par le fait que, plus la température est élevée, plus le refroidissement du thermomètre est lent et plus le zéro est relevé. Il ne semble pas, cependant, que toute la variation observée puisse provenir de ce chef (70), et il est probable qu'une partie doit en être attribuée à la température de la glace, qui était plus ou moins mélangée d*eau suivant la température ambiante.
Il résulte de là que les variations qui ont pu se produire par l'eflet du temps seul sont beaucoup inférieures aux limites des erreurs d'obsen'ation.
Nous avons déjà signalé, à propos de la détermination de l'intervalle fondamentaJ, les variations apparentes dues à de petites difl<érences dans la manière d'opérer et qui ressortenl d'une manière frappante des nombres cités. Si l'on n'en tient pas compte, dans les recherches sur la variation de Tinlervalle fondamental, on peut être conduit à des résultats tout à fait erronés.
Remarques, — On calcule ordinairement l'erreur probable d'un intervalle fondamental d'après les différences entre chaque résultat partiel et le résultat moyen. Or, ce qu'il importe de connaître, c'est la di\'ergence probable de l'intervalle fondamental de deux thermomètres.
Il est évident, d'après ce qui précède, que, si l'intervalle fondamental d'un thermomètre a été déterminé par un certain nombre d'observations faites dans la même saison, Terreur probable du résultat doit être beaucoup plus faible que si les déterminations ont été réparties sur toute une année; et, cependant, ce dernier résultat est plus voisin de l'intervalle fondamental moyen d'un grand nombre de thermomètres étudiés à des époques indéterminées.
Si, pour deux thermomètres, l'intervalle fondamental est déterminé à des époques où la température ambiante est très différente, l'erreur de la diflerence des valeurs admises pour cette constante, dans les deux thermomètres, surpasse probablement
la valeur sjr\ -|- r\y r^ et 7*2 désignant les erreurs probables des intervalles fondamentaux. L'erreur de cette difl^érence est, au con-
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traire, inférieure à celte valeur, si l'intervalle fondamental des deux thermomètres est déterminé aux mêmes jours, c'est-à-dire dans des circonstances identiques.
Dans les expériences dont il vient d'être question, les valeurs moyennes de l'intervalle fondamental du premier Tableau sont affectées d'une erreur probable environ trois fois plus grande que celle de la différence moyenne du second tableau; or, d'après la théorie, ces erreurs probables devraient être sji fois plus faibles.
Cet exemple montre combien il faut être circonspect dans toutes les discussions qui touchent aux erreurs probables.
74. Variations dues à l'effet des températures élevées. — Expériences de M. Crafts. — En même temps que ses recherches sur les variations du zéro (67), M. Crafts a fait des expériences dans le but d'étudier les variations de l'intervalle fondamental dans les thermomètres en crislal portés à des températures élevées.
Sept thermomètres furent chauffés pendant longtemps à 355®;
les variations furent les suivantes (* ) :
Augmentation
de la valeur numérique
Numéro d'ordre Déplacement de
du thermomètre. du zéro. rinlervalle fondamental.
1 23,0 ■+-Oj9
II 24it> 0,45
IIÏ .?.6,o 0,85
VU
Moyenne... 18, 1 -+-0,67
L'auteur conclut de là que le coefficient de dilatation de l'enveloppe a varié d'environ a pour 100. Des expériences analogues sur des thermomètres à poids donnèrent des variations un peu moindres.
Or il est une circonstance que M. Crafts paraît n'avoir pas
(») J.-M. Crafts, Sur les variations du coefficient de dilatation du verre {Comptes rendus, t. XCI, p. /|i3; 1880).
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prise en considération, c'est la variation de la tige des thermomètres. Si Ton admet que cette variation est proportionnelle à celle du réservoir (63), on trouve qu'elle doit avoir été, en moyenne, de o,3o degré pour les sept thermomètres à tige soumis à ces recherches; il ne resterait donc qu'une variation moyenne de 0,87 degré à expliquer par un changement du coefficient de dilatation de l'enveloppe.
Il n'y a pas de raisons pour nier la possibilité d'un pareil changement dans le verre et le cristal, qui sont des corps très complexes dans lesquels la dilatation est soumise à de singulières anomalies. Mais, si ce fait était considéré comme parfaitement prouvé pour le verre, sans une variation correspondante de la composition chimique, il ne donnerait aucun appui à l'opinion de quelques physiciens d'après laquelle le coefficient de dilatation des métaux serait variable.
Expériences de M, Wiebe. — C'est aussi par des variations dans le coefficient de dilatation de l'enveloppe que M. Wiebe (') a cherché à expliquer les résultats d'expériences qu'il a faites sur trois thermomètres Fuess, de forme allemande. Ces thermomètres furent exposés successivement aux températures de 280®, 3oo** et 875®; ils ne plongeaient que de quelques centimètres dans le bain, de telle sorte que le tube capillaire n'était échauffé que par conductibilité et par les courants d'air; il ne peut donc pas avoir varié dans la même proportion que le réservoir.
Les ascensions totales du zéro furent respectivement de i4}6> ia,oeti2,i degrés; la valeur numérique de l'intervalle fondamental augmenta de 0,87, o,38, 0,87 degrés. Le rapport des variations est de — .
M. Wiebe constata, en outre, que Fintervalle fondamental est numériquement plus grand lorsqu'un thermomètre a été refroidi lentement après le recuit qu'après un refroidissement rapide; après un échauffement à 876^, la différence est de o,o5 degré. Il est possible que, dans ce cas, le rôle des variations du tube capillaire ne soit pas tout à fait insignifiant.
(') H. -F. Wiebe, Ueber die Bewegungen der Fundamentalpunkte von Thermometern {Metronomische Beitràge, n*3; Berlin, 1881).
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La variation du coefficient de dilatation du cristal produite par les températures les plus élevées serait, d'après M. Wiebe, d'environ 2 pour 100; mais les raisons que nous avons données précédemment permettent sans doute de diminuer un peu ce chiffre.
Cette variation, comparée à celle du zéro, est relativement plus forte après les premiers recuits qu'après les suivants.
M. Wiebe attribue la variation du coefficient de dilatation du verre à un dégagement de bulles gazeuses imperceptibles qui se trouvent dans sa masse. Ce phénomène serait analogue à celui qui a été constaté par Lockjer dans le sodium, le potassium et le phosphore, par Dumas dans l'aluminium.
Mais cette explication est peu probable. Les gaz qui se dégagent du verre aux températures élevées sont plutôt condensés à sa surface (*). De plus, un phénomène qui modifie la dilatation du verre doit agir sur les couches intérieures; or, si l'on admet qu^une bulle gazeuse puisse traverser une épaisseur mesurable de verre, il est certain qu'il peut se produire a fortiori un mouvement sensible des molécules, qui tendent vers un état d'équilibre physique et chimique plus stable. Il se forme sans doute de nouvelles combinaisons, avant même que la volatilisation de quantités minimes d'alcalis modifie la composition centésimale.
La preuve que la constitution physique du verre joue aussi un rôle important pourrait être cherchée dans le fait que la valeur de l'intervalle fondamental varie avec le mode de refroidissement. Ce phénomène met en défaut la théorie de M. Wiebe.
(*) Depuis de Saussure (181 a) et Farada}' (i83o), la condensation des gaz à la surface des corps solides, et eu particulier du verrez a fait l'objet de nombreux travaux. Les plus récents sont les suivants :
P. Chappuis, Recherches sur la condensation des gaz à la sur/ace du verre {Archives de Genève j 3* série, t. III, p. 439 ; 1880) ;
R. Bunsen, Ueber die Verdichtung der Kohlensàure an blanken Glasjlàchen ( Wied, Ann,y t. XX, p. 545; i883);
J.-T. BoTTOMLEY, Note on the condensation 0/ gases at the sur/ace 0/ glass {Chem, NewSf t. LI, p. 85; i885);
Warburo et Ihmori, Ueber das Gewicht und die Ursache der Wasserhaut bei Glas und anderen Kôrpern ( Wied, Ann., t. XXVII, p. 481 ; 1886) ;
H. Krause, Ueber Adsorption und Condensation von Kohlensàure an blanken Glas/lâchen (Thèse; Halle, 18S8).
I^O THERMOMÉTRIE DE PRÉCISIOIV.
Conclusions. — Il résulte de ce qui précède que les températures élevées modifîent Tintervalle fondamental des thermomètres et qu'une partie de la variation paraît attribuable à un changement du coeflîcient de dilatation de Tenveloppe. Mais ces changements n'ont été constatés jusqu'ici que pour des verres dont l'emploi, pour la construction des thermomètres de précision, est tout à fait abandonné, et à des températures auxquelles ces instruments ne sont jamais exposés.
VARIATIONS DU CALIBRE
75. Observations faites sur les variations des corrections de calibre* — Nous avons analysé (63) les causes possibles des variations que peuvent éprouver les corrections de calibre des thermomètres. Nous allons rendre compte des quelques observations isolées que Ton possède sur ce point.
Observations de M. Pernet sur les thermomètres en cristal, — M. Pernet (') cite deux thermomètres dans lesquels il a observé une variation des corrections de calibre :
I** Le thermomètre Baudin n" 4392, en cristal, divisé en cinquièmes de degré entre o" et ioo°, fut calibre en i88i ^ après avoir été chauffé fréquemment jusqu'au voisinage de 5o", il fut calibré de nouveau en 1882. On trouva, pour un des points principaux, une différence de 0,0079 degré. M. Pernet en conclut que les corrections de calibre de ce thermomètre ont varié; mais ]a variation trouvée ne dépasse que de fort peu les limites de divergence que Ton peut attendre de deux calibrages indépendants d'un thermomètre divisé en cinquièmes et dont les traits ne sont pas très fins.
2" Le thermomètre Baudin n"4391, de même modèle, fut calibré en 1879. Plus tard, le réservoir fut cassé et refait aux dépens de la lige. Le thermomètre fut porté à la température d'ébuUition du mercure et calibré de nouveau en 1882. Les corrections de calibre, pour la plupart positives et inférieures à 0,02 degré dans
(') Pernet, Comparaisons des mètres dans l'air, etc. {T. et i/., t. IV, p. 45 -et 3o).
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le premier calibrage, devinrent toutes négatives. La variation atteignit — 0,06 degré à 33".
Un changement de signe des corrections de calibre ne peut s'expliquer que par une forte variation relative des diverses parties du tube. Dans h; cas actuel, la partie inférieure, exposée sans doute d'une manière particulièrement intense aux températures élevées, s'est contractée plus fortement que le reste du tube.
Nous pouvons calculer la limite inférieure de la contraction. Supposons que la section [o • 33] se soit contractée d'une manière uniforme, le reste du tube n'ayant pas varié. Une variation de la correction du point 33, égale à 0,06 degré, correspondrait à un changement de la section [o- 33] de 0,09 degré; car, dans ce cas, le rapport du volume de cette section au volume total [o-ioo] serait alors égal à
La variation relative du volume [o • 33] serait donc
-jj-= 0,0027.
Le réservoir d'un thermomètre contenant environ 625o degrés, cette variation correspondrait à une élévation du zéro d'environ 17 degrés. Ce nombre est du même ordre de grandeur que les variations du zéro observées par M. Crafts.
Observations de M, Guillaume sur les thermomètres en verre dur, — Comme on pouvait le prévoir, les variations constatées dans le verre dur sont beaucoup moindres que dans le cristal. Voici quelques observations faites sur ce verre (*) ;
1° Le thermomètre Tonnelot à deux ampoules, modèle 1/(4), n** 4256, construit en octobre i883 et divisé en dixièmes de degré, fut calibré en mars 1884. Ei^ "^ai 1886, la division en trois parties fut refaite, après que le thermomètre eut été chauffé plusieurs fois à 100**. Les différences entre les anciennes et les nouvelles corrections, trouvées pour les points 32 et ()6, furent respective-
(') Guillaume, Études Ihermométriques, p. 63 et 67.
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ment de -h o,ooo3 et — o,ooo5 degré. Ces quantités rentrent dans les limites des erreurs d'observation.
a** Par suite de divers accidents, les thermomètres Tonnelot n«« 4248 (une ampoule, modèle i fr), 4388 et 4397 (modèle i/), appartenant au Bureau international, furent rendus au constructeur pour être réparés et remplis de nouveau ; ils furent portés à la température d'ébullition du mercure.
Dans le thermomètre n° 4248, la correction du point 5o avait varié de -f- 0,0106 degré.
Pour les deux autres thermomètres, les variations furent les suivantes :
Thermomètres.
Point 32 -4-0,0018 -4-0,0071
Point 66 -t-o,ooii -f-0,0067
Toutes ces variations attestent une diminution des ampoules par rapport au reste du tube.
Les corrections relatives de la partie cylindrique du tube étaient restées invariables dans les trois cas.
ERREURS DUES A LA CAPILLARITÉ
76. Phénomènes généraux. — Les forces capillaires qui se manifestent entre le mercure et le verre introduisent, dans les indications des thermomètres très délicats, des perturbations d'une nature particulière, dont- il est très difficile de tenir compte, et qui, plus peut-être que tout autre phénomène, assignent la limite de la précision qu'il est possible d'atteindre au moyen du thermomètre à mercure.
Une pression capillaire constante exercée par le ménisque aurait uniquement pour effet d'assurer, à température descendante, le retour du mercure dans le réservoir. Mais cette pression varie, et les lectures du thermomètre sont incertaines d'une quantité égale à la moitié de la variation multipliée par le coefficient de pression intérieure du thermomètre.
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Les différences du diamètre en divers points du tube sont une première cause de variation de la pression intérieure. Nous avons vu (22) que le mouvement des colonnes de mercure qui en résulte oblige parfois à pencher Tappareil à calibrer, afin que le poids de la colonne fasse équilibre à la force qui agit sur ses extrémités.
Si Ton pouvait admettre que les variations du diamètre du tube sont bien telles que les donne la dérivée de la courbe des corrections du calibre, on pourrait calculer la variation de la pression provenant des imperfections du tube capillaire. Mais la courbe des corrections de calibre est une courbe intégrale, dans l'allure générale de laquelle de fortes variations de la fonction (section du tube) s'étendant sur un très petit espace ne produisent que des irrégularités insignifiantes. On observe, en effet, que les forces qui s'opposent au passage d'une colonne mercurielle par un point d'un tube capillaire ne sont pas justifiées par les variations du calibre déterminées pour des points principaux moyennement éloignés (i^°* à 2*^™). Il existe donc des irrégularités locales qui échappent à l'interpolation.
Une seconde source d'erreurs réside dans la différence de l'angle de raccordement du mercure avec le verre, suivant le sens du mouvement du ménisque. Celui-ci étant plus fortement courbé lorsque la colonne avance que lorsqu'elle se retire, il en résulte un léger retard dans les indications d'un thermomètre à tube très fin.
Enfin, on observe que, lorsque la tige d'un thermomètre a été fortement chauffée en un point, les colonnes de mercure ont, pendant quelque temps, une tendance à s'en éloigner. On en conclut que la surface du verre se modifie quand on la chauffe, et ne reprend que lentement ses propriétés ordinaires.
Nature des forces capillaires entre le mercure et le verre. Applications, — On sait, par les travaux de nombreux physiciens (*), que le verre fixe, à sa surface, une mince couche d'eau qui tient généralement en dissolution des alcalis et de l'acide carbonique. C'est entre cette couche d'eau et le mercure que pa-
(•) Voir note, p. 169.
raissent se produire les phénomènes capillaires que Ton observe (/).
La variabilité connue de ces phénomènes devient naturelle dans cette hypothèse, qui explique aussi très simplement comment l'effet d'une température élevée peut se maintenir après le refroidissement.
Partant de là, divers physiciens ou constructeurs ont cherché à donner une plus grande régularité aux phénomènes capillaires qui se produisent dans les thermomètres, en empêchant le dépôt de la couche d'eau à l'intérieur du tube. II paraît en résulter une diminution considérable des retards produits par les changements de forme des ménisques.
M. Pickering (2), qui a consacré de longs travaux à cette question, conseille de fermer les tubes aussitôt tirés et de ne les ouvrir qu'au moment de souder le réservoir.
Cette pratique ne permet malheureusement pas un choix préalable des tubes en ce qui concerne leur régularité. On en est alors réduit, soit à opérer avec des thermomètres ayant parfois d'énormes corrections de calibre, soit à ne garder que les bons et à perdre le travail fait par le constructeur.
On peut conseiller un procédé inverse, qui paraît, a priori, pouvoir être aussi efficace. Les travaux de M. Krause cités plus haut ont montré que la condensation de l'eau à la surface du verre est due aux alcalis qui s'y trouvent (^). Or, en lavantle verre dans l'eau bouillante, on enlève de la surface une partie des alcalis; le verre est alors beaucoup moins hygroscopique et peut être débarrassé plus facilement de la couche d'eau qui le recouvre. Les recherches de M. Rrause ont été faites sur du verre contenant environ 21 pour 100 de potasse; après un échauffement à 36 1°, l'épaisseur de la couche d'eau était de o{*,oo67i pour le verre naturel, et de of*,oo3o5 pour le verre lavé à l'eau bouillante. L'eau avait com-
(') Wertheim, Annales de Chimie et de Physique,^* séTic^i.hWllf 168; 1861. — Voir aussi Violle, Cours de Physique, t. I, p. 666.
(») Spencer Umfreville Pickering, On délicate calorimetric thermometers {Phil. Mag.j t. 21, p. 33o; 1886); On délicate thermometers {Ibid., t. 23, p. 4oi ).
(') Celle opinion a été émise pour la première fois par Faraday.
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plèlement disparu du dernier à 002", tandis qu'une température de 53 1® était nécessaire pour la chasser de la surface du verre naturel.
11 faut remarquer que le verre employé par M. Krause était relativement riche en potasse; on peut en conclure que son attraction pour l'eau était plus forte que celle du verre dur.
Il est probable, d'après cela, que le verre dur lavé à l'eau chaude et chauffé à une température peu supérieure à celle de l'ébullition du mercure ne présenterait pas, au point de vue de la capillarité, des inconvénients aussi marqués que le verre n'ayant subi aucun traitement.
Ajoutons, pour terminer, que les moindres traces d'oxydt^ dans le mercure ou sur les parois du tube capillaire modifient considérablement l'angle de raccordement du mercure avec le verre et, par conséquent, la pression capillaire. Dans ce dernier cas, les retards sont très considérables. Les thermomètres qui ont subi une réparation présentent fréquemment ce défaut.
77. Calcul des pressions capillaires. — Désignons par F la tension superficielle d'un liquide, par 6' l'angle aigu de raccordement avec le verre, par r le rayon d'un tube supposé cylindrique.
D'après la loi de Jurin, la pression P exercée par le ménisque sur le liquide contenu dans le tube, par unité de surface, est
aFcosô'
Si le tube est conique, l'angle au sommet du cône étant 2^, celte quantité doit être multipliée par cos^. Dans le cas des thermomètres, nous pouvons négliger ce facteur.
Tube conique. — Supposons un tube légèrement conique. Soient /'i et r^ les rayons aux extrémités de la colonne. Lorsque le liquide ne mouille pas le tube, la force s'exerce vers la grande base du cône. Sa valeur est
/>=9.FcosôY-i--y
Dans le cas du mercure et du verre, on peut admettre
mo''
F = 45— ^, 6' (moyen) = 4'2°, mm \ j / 1 7
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d'où
2FcosO' = 67-î!^.
mm
Supposons les condilions moyeanes suivantes :
Alors
mm^
C'est à très peu près le poids d'une colonne de mercure de i"*"* de section et de 1"™ de longueur. L'irrégularité supposée dans le calibre du tube ne retiendrait donc qu'une colonne de 1™" de hauteur. Or l'expérience montre que, parfois, des colonnes de plusieurs centimètres se meuvent de bas en haut dans le tube. Il faut en conclure qu'il existe des irrégularités locales beaucoup plus fortes que celle que nous avons supposée, ou que la surface du verre présente de notables différences de structure.
Variations de l'angle de raccordement. — La force exercée sur une colonne de mercure par la différence de courbure des ménisques est analogue, pour ses effets, à un frottement; elle est capable de tenir en suspension, dans les tubes fins, une colonne de plusieurs centimètres de longueur que l'on ne peut déplacer que par des secousses ou des chocs.
Soient 6', et O^ les angles de raccordement des ménisques; nous
aurons
p = — ^(cos6'i — cosô',).
Si l'on suppose ces angles constants pour diverses valeurs de r
dans de larges limites, le facteur entre parenthèses sera constant,
et l'on aura
La hauteur de la colonne de mercure en suspension dans un tube capillaire est donc inversement proportionnelle au rayon du tube, aussi loin, du moins, que les suppositions précédentes sont exactes. Nous y reviendrons bientôt.
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On sait que Jamin est parvenu à équilibrer des pressions de plusieurs atmosphères au moyen de chapelets capillaires (*).
78. Étude expérimentale du phénomène. — Il n'est pas certain, a priori, que les données générales sur la capillarité conviennent parfaitement au cas du mouvement d'un (il de mercure dans un tube très étroit, en sorte qu'il n'est pas inutile d'étudier le phénomène sur les thermomètres eux-mêmes.
On choisit, pour cela, parmi des thermomètres calibrés, ceux dont le tube est bien régulier. Les dimensions extérieures du réservoir ayant été mesurées, on calcule l'épaisseur des parois à l'aide du coefficient de pression (49). On connaît ainsi approximativement le volume du réservoir, d'où l'on déduit celui du degré en divisant par 625o et, par suite, le rayon du tube.
On cherche ensuite, par tâtonnements, une colonne de mercure d'une longueur telle qu'elle se déplace très lentement dans les parties régulières du tube, lorsque celui-ci est vertical; en penchant légèrement le thermomètre, on arrive à trouver une inclinaison pour laquelle la colonne cesse de se déplacer.
Le phénomène n'est pas très régulier, et les nombres obtenus sont assez discordants, en sorte qu'il peut régner quelque incertitude, même sur une moyenne d'un grand nombre d'expériences.
Voici quelques résultats obtenus par cette méthode sur des thermomètres en verre dur :
Colonnes Rayons. en susfe ision.
min inin
L'effet simultané des deux ménisques est égal jâ la dillerence des pressions exercées par la colonne de mercure sur le réservoir d'un thermomètre à température ascendante ou descendante. En multipliant la longueur de la colonne en suspension par le cor^ffi-
(*) Jamin, Comptes rendus, t. L, p. 172, 3ii et 385; i8()o.
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cienl de pression inlérieure, on doit trouver la différence entre les indications du thermomètre pour une même température, suivant qu'elle est atteinte en montant ou en descendant. On peut ainsi calculer l'erreur et appliquer une correction égale à la moitié de la différence. Cependant, il reste toujours, sur cette correction, une légère incertitude provenant de l'irrégularité du phénomène.
Nous pouvons tirer, des nombres qui précèdent, une conclusion d'un intérêt plus général.
En introduisant dans l'équation
pr = c
les valeurs correspondantes de p et de /•, on trouve la valeur moyenne
nier
C ^- 31,4 — ^ -^ 2F(cosO'. — coseï),
d'oii(77)
cos6j — cos6', — o,36.
En supposant que h\ et Ô^ s'écartent également de 4^", on trouve
Il est très facile d'observer la différence entre les lectures à température ascendante et descendante, et même de la mesurer, lorsqu'elle est un peu forte, au moyen de l'appareil à ébullition précédemment décrit (52).
Le tube dans lequel est placé le thermomètre étant vertical, on le penche de façon que la colonne monte; puis on le redresse et Ton note la position du ménisque. On retire ensuite la flamme, et, aussitôt que la température baisse, on la replace sous la chaudière. Au bout d'un instant, le mercure se fixe dans une position un peu inférieure à celle qu'il avait occupée précédemment (*).
(*) Pour les thermomètres TonneloL de forme ordinaire, la corrcclion paraît (>lre comprise entre 2 et 3 millièmes de degré.
M. Pernel [Ueber die durch CapUlarkrci/te bedingten Correctionen {Zeitschrift fur Instrumentenkunde ; nov. i886)] cite un thermomètre pour lequel la correction atteignait o,o6 degré.
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79. Influence des dimensions du thermomètre. — Il est important, pour établir les règles à suivre dans la construction des thermomètres de précision, de se rendre compte de la relation qui existe entre les dimensions des thermomètres et la grandeur des erreurs que nous venons d'étudier.
On se sert fréquemment, pour des recherches précises, de thermomètres (auxiliaires) dont le degré, très long, est divisé en cinquante ou cent parties. Or l'avantage est souvent illusoire ; car il est aisé de démontrer que, plus le degré est long, plus l'effet du retard capillaire est considérable.
On peut allonger le degré, soit en augmentant le volume du réservoir, soit en diminuant le rayon du tube capillaire^ nous étudierons les deux cas séparément :
1° Supposons un réservoir cylindrique, assez long pour que l'effet des bases soit négligeable. Des raisons pratiques s'opposent à ce que le réservoir d'un thermomètre dépasse une certaine longueur (au delà de 5 ou 6*^", les manipulations deviennent difficiles); si donc on veut augmenter son volume à partir d'une certaine limite, on est conduit à agrandir son rayon.
Or le coefficient dépression intérieure du réservoir seul (44)
est sensiblement proportionnel à — • La compressibilité du mercure s'ajoute à la déformation, de sorte qu'on peut écrire
a et étant des constantes.
Pour des thermomètres de dimensions ordinaires, le premier terme est trois à quatre fois plus grand que le second.
Remarquons d'abord que e ne peut pas être augmenté au delà d'une certaine limite; car, en agrandissant le réservoir, on diminue la proportion entre la surface et le volume, ce qui rend le thermomètre moins sensible. Pour conserver la même sensibilité en augmentant les dimensions du réservoir, il faudrait, au contraire, diminuer e. Enfin, au delà d'une valeur déterminée de e, le second terme devient prépondérant.
Supposons donc que l'on ait atteint une limite pour l'épaisseur des parois et qu'elle ne soit plus modifiée. Nous pourrons écrire
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Soient V le volume du réservoir, / la longueur du degré. En désignant par c, f et d trois nouvelles constantes, nous aurons, le rajon du tube étant constant,
d'où
Par conséquent,
p/= a s/l-\- bY.
Il résulte de là que, si Ton augmente la longueur du degré en agrandissant le réservoir, le coefficient de pression augmente, à partir d'une certaine constante, proportionnellement à la racine carrée de la longueur du degré. L'erreur produite par le retard capillaire augmente suivant la même loi.
2° Supposons, en second lieu, que la capacité du réservoir soit constante.
Désignons par r le rayon du tube capillaire.
Nous pouvons écrire, en introduisant la nouvelle constante A,
/ = , d ou /• —
Or, d'après ce qui a été dit, la pression capillaire dynamique y> est inversement proportionnelle à r; donc
Dans ce cas, la pression augmente donc encore proportionnellement à la racine carrée de la longueur du degré, mais à partir de zéro. Il en est de même du retard capillaire.
On voit donc que, de quelque manière que l'on allonge le degré, l'erreur résultant du retard capillaire augmente sensiblement suivant la racine carrée de la longueur du degré.
En augmentant la longueur du degré, on diminue les erreurs de lecture, mais l'avantage cesse dès que les erreurs de capillarité atteignent le même ordre de grandeur. La limite qu'il convient de ne pas dépasser dans la longueur du degré varie suivant l'usage auquel le thermomètre est destiné. II est des cas où l'on peut éli-
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miner l'erreur ou en tenir compte; les inconvénients sont alors diminués. Mais l'expérience a montré qu'avec des tubes en verre ordinaire n'ajant subi aucune préparation il ne faut guère dépasser une longueur de i*^™ par degré.
80. Élimination des erreurs. — On peut, comme il a été dit, déterminer l'erreur de capillarité et appliquer une correction positive ou négative aux lectures du thermomètre, suivant le sens de la variation de la température.
Lorsque la température est constante, on peut aussi réduire beaucoup cette erreur, et même la rendre pratiquement nulle, en donnant de légers chocs au thermomètre, dès que cette température est atteinte. Ce procédé peut être particulièrement recommandé dans la détermination du zéro et du point loo. Mais, à température variable, l'équilibre rétabli après chaque choc est aussitôt détruit par la marche du ménisque.
Dans certains cas où l'on ne mesure qu'une différence de température, on peut éliminer l'erreur en disposant les expériences de manière que les deux températures extrêmes soient atteintes dans le même sens. Mais, si la température passe par un maximum ou un minimum, ce procédé est en défaut.
Nous décrirons la marche à suivre pour éliminer l'erreur de capillarité dans deux cas importants.
Application à la détermination des coefficients de pression, — Dans la détermination du coefficient ^^ ("fô), o" établit une marche ascendante de la température, afin que les lectures diffèrent à chaque observation ; mais cette marche a aussi pour effet de diminuer et même d'éliminer les erreurs de capillarité.
En effet, lorsqu'on opère à température constante, le ménisque est toujours ascendant dans les lectures de rang impair, descendant dans les autres; leur différence est donc diminuée d'une quantité constante. Si, au contraire, la marche de la température est assez forte, et si on laisse écouler un temps suffisant entre l'inversion de la pression et la lecture, on arrive à obtenir un ménisque identique dans les deux genres de lectures; l'erreur est ainsi éliminée.
En augmentant graduellement la marche, on constate, par des
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mesures précises, que le nombre oblenu pour le coefficient de pression augmente jusqu'à une certaine limite (').
Nous donnerons comme exemple les résultats d'expériences faites sur un thermomètre hypsomélrique (Tonnelot, n® 4529) dont le degré a 1 1™" de longueur (diamètre du tube, o""*, io4)-
Les lectures étaient faites à vingt secondes d'intervalle, c'està-dire seize secondes après que la pression avait été établie. On a désigné par marclie l'ascension moyenne qui se produisait pendant ce temps.
Marche. 10«.?, obs. 10*. ?, cale. 10«.8.
o,oo3 5o 126,92 '^7ï49
o,oo3 5o i^7j29 *^7»49
D'après la nature du phénomène, il est probable que le coefficient trouvé doit croître, entre certaines limites, proportionnellement à la marche. A partir d'une certaine marche, il ne doit plus se produire aucune augmentation.
Posons
a el b étant des constantes à déterminer, m désignant la marche.
En appliquant la méthode des moindres carrés aux nombres
qui précèdent, on trouve, m étant exprimé en millièmes de degré,
On voit, par la répartition des erreurs résiduelles, que la limite de marche, à partir de laquelle P<. ne varie plus, ne paraît pas avoir été atteinte dans ces expériences. Mais, en augmentant encore un peu la marche de la température ou en espaçant davan-
(•) Études thermométriques y p. 34-
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tage les lectures, on serait arrivé, pour p<., à une valeur constante, probablement inférieure à i3o.io~'.
Application à la détermination du degré des thermomètres auxiliaires. — Nous avons montré (41) comment on détermine la valeur du degré dans les thermomètres auxiliaires, et nous avons fait remarquer que l'équation exprimant implicitement que les thermomètres concordent à o*' n'existe pas sans restrictions.
En effet, si les thermomètres sont comparés à température ascendante, le zéro étant déterminé à température descendante, il existe, entre les indications de l'étalon et du thermomètre auxiliaire, une différence égale à la double différence de leurs erreurs de retard capillaire.
On élimiîierait théoriquement Terreur, en effectuant des comparaisons à température descendante. Mais la marche des thermomètres est moins régulière dans ce sens que dans l'autre, et il vaut mieux éliminer, par le calcul, l'erreur donnée par les comparaisons.
Il suffit, pour cela, d'introduire dans les équations une erreur de départ qu'on laisse inconnue. En d'autres termes, on conserve la forme générale des équations qui conviennent aux thermomètres calorimétriques.
Nous donnerons un exemple de ce calcul, extrait du dossier du thermomètre n^ 4529.
La déterihination du degré a été faite par des comparaisons à température ascendante avec deux thermomètres étalons et un autre thermomètre hvpsométrique. Ces comparaisons ont donné
les résultats suivants :
Corrections.
Température. Obs. Cale. Obs.— Cale,
r> -'-o,ooi3 f-o,ooi8 — o,ooo5
7,3 -ho,ooo3 — 0,0007 -1-0,0010
iO — 0,0037 — o,oo3-2 — o,ooo5
En introduisant, dans l'équation Za = u -\- av, les valeurs de a et Za données dans les deux premières colonnes, on trouve
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L^effet capillaire produisait donc, dans les circonstances de ces expériences, une divergence de 0,0068 degré entre le thermomètre hypsométrique et les étalons. La correction par degré ( — 0,001) est libérée de l'erreur.
DÉFAUT DE SENSIBILITÉ
81. Nature des phénomènes. — Un thermomètre, placé dans un liquide ou un gaz, n^atteint pas instantanément la température du milieu qui l'entoure. Si cette température est constante, elle n'est théoriquement jamais atteinte ; dans la pratique, il suffît de connaître le temps nécessaire pour que la différence soit inférieure à une limite donnée, par exemple un millième de degré.
Mais le problème se pose rarement sous cette forme; il se présente ordinairement sous la forme suivante : La température d'un milieu donné variant d'une manière uniforme, il s'agit de connaître la différence entre la température du milieu et celle d'un thermomètre qui s'y trouve plongé.
Cette différence est nommée retard du thermomètre.
Posé de cette manière, le problème ne permet pas une solution expérimentale simple; mais il peut être ramené immédiatement à la première forme à l'aide du raisonnement suivant : Supposons d'abord que la température du milieu soit invariable. Le thermomètre s'approche asymptotiquement de cette température, et la rapidité de sa variation diminue constamment. Supposons maintenant qu'à un moment donné la température du milieu commence subitement à varier avec la même rapidité que celle du thermomètre. La difi^érence enlre la température du milieu et celle du thermomètre deviendra constante, et le thermomètre aura précisément le retard correspondant à la marche de la température du milieu ambiant.
Ce retard dépend de la nature du milieu lui-même, de son mouvement et des dimensions du thermomètre. Toutes choses égales d'ailleurs, il est sensiblement proportionnel au rapport du volume du réservoir à sa surface.
Dans la plupart des expériences dans lesquelles on emploie des thermomètres de précision, la marche de la température est assez
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faible pour que le retard soit négligeable. Les expériences dans les gaz et certaines expériences de caloriinétrie font cependant exception.
82. Équations du problème. — Les phénomènes qui produisent le retard se rapportent à la conductibilité intérieure ou extérieure du milieu ambiant du verre et du mercure (*). Nous pouvons admettre, avec une approximation très supérieure à celle dont nous avons besoin, que le gain ou la perte de chaleur du thermomètre par unité de temps est proportionnel à la différence entre la température du thermomètre et la température moyenne du milieu ambiant.
Soient
U la température constante du milieu ambiant;
Il la température variable du thermomètre ;
X une constante positive, dite constante de sensibilité ;
t le temps.
En supposant, pour fixer les idées, u > U, on aura la relation
d'où
Pour / = o,
u = Uq et wo — U = e^ ;
donc enfin
OU
(*) En réalité, le phénomène est extrêmement complexe. La différence de température entre le verre et le mercure augmente encore le retard. Lorsqu'on plonge brusquement le réservoir d'un thermomètre dans un bain à température élevée (5o*-7o**), on voit généralement la colonne baisser d'abord puis monter aussitôt rapidement.
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En désignant par //|, //o, Ws, ... les lempératures correspondant aux époques /|, /2? hy ••• •• nous aurons les relations
. Mo— U
(5) Ils, «ï— u
ou, plus généralement,
(5') X(<„-<,„)=Log-'"'~-iJ.
Chaque équation de cette forme peut servir à calculer X. Cette quantité sera ainsi déterminée par la variation d'un thermomètre placé dans un milieu à température constante. Connaissant X, on pourra calculer le retard correspondant à une marche donnée de la température du milieu.
Pour cela, nous mettrons Inéquation (i) sous la forme
ou, pour U ]> w,
La constante <■ a la dimension d'un temps; elle représente le
temps nécessaire pour que la variation actuelle du thermomètre supposée constante fasse parcourir à celui-ci Tinlervalle qui sépare sa température de celle du milieu; en d'autres termes, pour qu'elle annule le retard.
Supposons que la température d'un thermomètre varie suivant
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Téqualion
On en déduira la température du bain, à une quantité de second ordre près, par la relation
83. Détermination expérimentale de X. — Pour calculer X, il faut connaître les valeurs correspondantes de /, m et U à introduire dans les équations (5). On observe, dans ce but, la marche d^un thermomètre, préalablement chaufle ou refroidi, placé dans un bain à température constante. Pour ces observations, deux procédés inverses peuvent être mis en usage; on note soit les indications du thermomètre à des époques équidistantes, soit l'instant où le thermomètre atteint des températures également espacées. Le second procédé, qui permet l'emploi du chronographe, est généralement préférable.
Un observateur suit à la lunette ou à la loupe la marche du ménisque et inscrit au chronographe son passage sur des traits équidistants, tandis qu'un aide note au fur et à mesure, sur la bande, les températures correspondantes.
La température U peut être déduite de l'ensemble des dernières observations', mais il vaut mieux la déterminer au moyen d'un second thermomètre placé à côté du premier.
Ainsi que l'a fait remarquer M. Thiesen (*), il n'y a pas lieu d'appliquer à ces observations une méthode rigoureuse de calcul. En effet, les deux quantités observées, le temps et la température, sont également incertaines; de plus, la quantité \, pour un même thermomètre, dépend dans une forte mesure des conditions particulières de l'expérience, et il serait illusoire d'essayer de la déterminer avec une grande précision.
Voici la méthode de calcul employée par M. Thiesen. On tire de l'équation (4)
(6) \o^(u-V)r-. \-MXt,
(») Max Thiksen, Vergleichungen von Quecksilberthermometern {Afetronom Uche Beitràge, n<> 3 ; Berl i n , 1 88 1 ) .
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A étant une constante et M désignant le module des logarithmes vulgaires (o,4343). C'est Téquation d'une droite dont / est l'abscisse et log(w — U) l'ordonnée.
En portant sur du papier quadrillé les valeurs correspondantes de / et du logarithme, on obtient une série de points dont les écarts par rapport à une droite permettent d'estimer les erreurs d'observation et l'inexactitude des suppositions sur lesquelles repose la théorie. La droite peut être déterminée par un procédé graphique, et X se déduit de son inclinaison.
Les erreurs de ces mesures sont généralement très grandes; de plus, les points s'écartent systématiquement d'une droite. L'écart est plus fort à température descendante qu'à température ascendante. La cause de ce fait est aisée à trouver. La théorie élémentaire que nous avons exposée ne s'occupe que de la variation de la température du réservoir et ne tient pas compté des phénomènes qui accompagnent l'écoulement du mercure dans le tube capillaire. Or, dans un mouvement rapide, la résistance à l'écoulement est très grande et modifie considérablement sa vitesse. Lorsque la température baisse, les seules forces qui provoquent la rentrée du mercure dans le réservoir sont la capillarité, la pesanteur et l'adhérence du mercure. Il est fort possible que, dans ce cas, il se produise un vide dans le réservoir. Au contraire, lorsque la température s'élève, la pression à l'intérieur du réservoir peut devenir très considérable, de telle sorte que les perturbations produites parla résistance à l'écoulement sont beaucoup moindres que dans le premier cas.
En opérant sur divers thermomètres de forme allemande, plongés dans l'eau tranquille, M. Thiesen a trouvé pour t- des valeurs variant entre 7 et 3o secondes.
CORRECTION POUR LA COLONNE ÉMERGENTE
84. Théorie. — L'indication d'un thermomètre à mercure a été précédemment définie en supposant Fégalité de la tempéra-
(') Il n'existe pas, à notre connaissance, en français, d'expression consacrée pour désigner la correction que l'on nomme en allemand Correction fur den
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lure de toutes ses parties. Or il est de nombreuses expériences dans lesquelles cette condition ne peut être satisfaite; une partie de la tige est soumise à une température différente de celle de l'étuve ou du bain dans lequel le réservoir est plongé. La correction qu'il est nécessaire d'appliquer aux lectures pour les ramener à leur définition peut alors devenir très considérable, et, si les éléments de la réduction sont imparfaitement connus, l'emploi de thermomètres précis devient tout à fait illusoire.
Avant tout, il faut chercher à réduire à un minimum la correction en question, en adaptant le mieux possible la forme des thermomètres aux expériences que Ton se propose de faire.
Dans de nombreuses recherches, notamment en Calorimélrie, il suffit de mesurer un intervalle de quelques degrés dont l'origine peut être choisie arbitrairement entre certaines limites. Il est avantageux, dans ce cas, de se servir de thermomètres à échelle fractionnée [voir (i) et (41)], dans lesquels la partie utile de la division commence aux températures les plus basses que l'on se propose de mesurer. Toute la partie inférieure à celte fraction d'échelle reste plongée dans le bain, et la correction ne porte que sur l'excès variable pendant l'expérience.
Il est aisé de donner l'expression théorique de cette correction.
Considérons un thermomètre dont le réservoir est soumis à la température t. Soient
/' la température d'un élément dx de la tige ; a le coefficient moyen de la dilatation apparente du mercure dans le verre entre / et t'.
Supposons f^ t'. L'élément dx devra subir la correction
dC = 0L{t — t')dr.
La correction totale sera donc, en supposant, pour simplifier, a constant,
C:=a r (t— t')djr = an(t—^ j t'dxj
herausragenden Faden, et en anglais exposure correction. La dénomination que nous avons adoptée nous parait désigner exactement, en peu de mots, la chose dont il s'agit.
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L'origine o est supposée au niveau du bain, mais pourrait être déplacée arbitrairement au-dessous ;. n est l'extrémité de la colonne.
Pour effectuer l'intégration, il faut remplacer t* par sa valeur en fonction àe x\ en d'autres termes, il faut connaître l'expression de la répartition de la température le long de la tige. Si x est exprimé en degrés, la correction est aussi exprimée en degrés; n est alors le nombre de degrés émergents.
Posons
T est la température moyenne de la colonne émergente.
On peut admettre pour a une valeur comprise entre 0,000 iSa et 0,000 162 suivant le verre employé et la valeur de t (t^oir Chap. IV).
8d. Calcul pratique de la correction. — La grande difficulté pratique du problème réside dans la détermination de t. De nombreux physiciens s'en sont occupés et ont proposé diverses formules empiriques permettant de calculer la valeur de cette quantité avec une approximation plus ou moins grande.
Regnault (') plaçait, dans le voisinage du milieu de la colonne non exposée à la température du bain, un petit thermomètre el substituait à t la température t' indiquée par ce dernier.
M. Mousson (2) modifia ce mode de calcul en retranchant de la longueur de la colonne une quantité constante, afin de tenir compte du fait qu'une partie du cube capillaire se trouve à une température voisine de celle du bain.
M. Wùllner (^) arriva peu après à une formule semblable, aux coefficients de laquelle il chercha à donner une signification théorique.
(') Hegnavlt, Relation des expériences, l. I, p. 226; 1847.
(') A. Mousson, Dilatation eines am Ende envdrmten Stabes {Pogg, Ann., l. GXXXIII, p. 3if ; 1868).
(») A. WiJLLNKR, Lehrbuch der Experimentalpkysik, t. III, p. 3io; 1875. Celle formule a élc publiée pour la première fois par M. Landolt en 1868.
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Partant des formules connues pour la conductibilité dans un barreau infini, il arrive à Texpression simplifiée
C = «it-U)(n-l)
dans laquelle v est le nombre de degrés par unité de longueur,
cl a = i/ .- y h et A' étant les coefficients de conductibilité extérieure et intérieure, p et q \e périmètre et la section de la tige du thermomètre; t^ est la température à l'extrémité de la colonne, supposée égale à celle de Tair ambiant.
Pour déterminer «, WùUner étudia la répartition de la température dans un tube mince de 60*^"" de longueur et de i^'^jS de diamètre rempli de mercure; il trouva
p el q étant exprimés en millimètres.
On peut objecter à cette manière de procéder que, dans le cas des expériences précédentes, les phénomènes sont totalement différents de ceux qui se passent dans les thermomètres à tige, et sont encore très éloignés du cas des thermomètres de forme allemande. En effet, dans les expériences de M. Wiillner, la conductibilité du mercure jouait un rôle prépondérant, tandis que, dans les thermomètres à tige, elle n'a plus aucune influence appréciable.
Quelques auteurs ont modifié la formule théorique pour la faire concorder avec Texpérience, en remplaçant a par un coefficient plus petit.
Ainsi M. Holzmann (') introduit dans la formule
la valeur
OL — o,oi>o i35.
M. Thorpe (^) adople
(*) Holzmann, Liebig*s Uandwôrlerbuch der Chemie, t. VU, p. 36.S. (») Thorpe, Journ. of the chem. Soc. y t. XXXVII, p. 160; 1880.
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Enfin M. Mills (*) représente les résultats d'expériences sur des thermomètres à tige par la formule empirique
G = (0,0001 33 -4- o,ooooooiï2x){t — t') j^,
qui convient très bien à un certain nombre de thermomètres examinés par lui, mais ne donne pas la correction exacte poar tous les thermomètres.
M. ïhiesen (^) a consacré à la question de longues recherches faites sur des thermomètres de forme allemande. Il plaçait, à côté des thermomètres en expérience, un tube de même forme, contenant plusieurs petits thermomètres. La formule de correction qu'il proposa est la formule théorique dans laquelle t' est une fonction exponentielle de a:. Cette formule fait concorder très bien des expériences faites avec des thermomètres émergeant de quantités différentes.
Au cours de ses expériences, M. Thiesen constata que, dans la détermination de l'intervalle fondamental des thermomètres de forme allemande, Teffet de la température extérieure est sensible, dans Tenveloppe, à une certaine distance à l'intérieur de l'appareil à ébullition.
Si l'on met à part les expériences de M. Thiesen, dans lesquelles l'auteur a cherché à déterminer la vraie valeur de t, il reste, pour calculer la correction cherchée, un certain nombre de formules empiriques dans lesquelles (/ — t) est remplacé par la valeur généralement plus grande (/ — t'). Dans ces formules, les autres facteurs sont corrigés de manière à compenser Terreur commise. Ces formules sont de trois tjpes différents. En désignant par £, s? Tj de petites quantités, nous aurons le résumé suivant :
Formules de Mousson et de Wiillner ('). G = ol(x — z)(l — •:'), » de Holtzmann et de Thorpc. . . G = (a — s)^(^ — ')? » de Mills G = (a — Ç-i-T^.r);r(^ --:').
(•) E.-J. Mills, Besearches on thermometry {Trans. roy. Soc 0/ Edinburghy t. XXIX, p. 667 ; 1880). Discuté et corrigé par MM. Thorpc et Rûcker, {Bemarks on ly MiWs researches on thermometry ; Phil. Mag., 5' série, t. XII, p. i et 184 ; 1881).
(') Thiesbn, loc. cit. y p. a'|.
(») Dans la formule de Wûllner, x' est remplacé par t„; cette formule rentre néanmoins dans le premier type.
CHÀP. III. — CAUSES d'erreurs. 1 qS
D'après ce qui vient d'être dit, on peut conclure qu'il n'existe jusqu'ici aucune formule simple convenant à tous les cas. Lorsqu'il est nécessaire d'appliquer à une lecture thermométrique la correction dont nous nous occupons, on peut, soit déterminer par des expériences préliminaires, pour un thermomètre analogue à celui dont on se sert, la valeur des coefficients à [introduire dans une des formules précédentes, soit disposer les expériences d'une manière suffisamment définie pour qu'il soit possible de déterminer t et d'employer la formule théorique.
Il est souvent possible de plonger dans le bain, à côté des thermomètres, des tiges de verre de mêmes dimensions auxquelles on fixe, par du papier d'étain, de petits thermomètres destinés à mer surer leur température à différentes hauteurs.
Dans de nombreuses expériences de calorimétrie, l'élévation totale de la température se produit en quelques minutes et ne dépasse pas 2 à 3 degrés; on peut alors admettre, sans erreur appréciable, que la tige est restée à la température ambiante.
Lorsque cette correction est forte, on ne peut généralement pas la déterminer avec une approximation suffisante pour les mesures précises. Le thermomètre à mercure jerd alors ses principaux avantages et peut être remplacé par d'autres appareils, parmi lesquels ceux qui sont basés sur la variation de la résistance électrique des métaux tiennent le premier rang.
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Définition d'une échelle thermométrique arbitraire
Supposons que nous possédions une échelle normale des températures, à laquelle nous convenions de rapporter tous les phénomènes thermiques, et considérons une propriété d'un corps qui soit liée à cette échelle par une fonction continue et bien définie. Cette propriété peut servir à établir une échelle pratique des températures. Une échelle thermométrique définie de cette manière est doublement arbitraire, puisqu'elle dépend du corps choisi et de la propriété utilisée pour sa définition.
Soit T une température exprimée dans l'échelle normale que nous définirons dans la suite, et posons
(1) Et =/(T),
Ej représentant l'état à T** du. corps thermométrique, c'est-à-dire la valeur numérique, rapportée à une certaine unité, de la propriété qui sert à définir la température (volume, résistance électrique, coefficient d'élasticité, indice de réfraction, intensité des radiations, etc.). Convenons de nommer échelle thermométrique (3) une fonction linéaire de E^. Soit t une température exprimée dans cette échelle. Nous aurons
(2) / = PET-i-Q.
Le point de départ de t et la valeur du degré sont encore arbî-
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traîres. Si l'on veut que les échelles T et ^ partent du même zéro, on posera
(3) o---PEo-hQ, d'où
(4) < = P(Et-Eo).
Pour que les températures ^ et T soient exprimées dans le même système, il faut leur donner la même valeur à une seconde température choisie comme point fondamental supérieur.
Dans le système centigrade, on aura
(5) ioo = P(Etoo-Eo),
Et — Eo
(6) t = loo
Eioo — Eo
Pour rendre la discussion plus claire, nous abandonnerons les formules générales, et nous partirons de l'équation (6). La température t définie par cette dernière, quoique arbitraire, est souvent très voisine de T; on peut alors considérer la différence T — t comme un terme correctif de t. Nous allons en donner l'expression .
Développons /(T) en série et posons
(7) Et = Eo(i-f-aT-+-pT«-^YT»-l-ôT* -+-...),
d'où
aT-^6T»-^YT»^-8T*4-...
looa -1- loo' p -h loo» Y -+- 100*5 H- . . .
Retranchant T de part et d'autre, on trouve, après quelques transformations,
) T t = T ^^'^ - '^) -^ Y('oo'- T« ) -4- $(ioo»- T») +. . .
et enfin
(ïo) T — i = T(ioo — T)(AH-BT-t-GT«-+-...),
en posant
, S = a-i-iooS-hioo*Y +ioo*o-f-...= = — •
\ r 4 iooEq
Le second membre de l'équation (lo) représente la correction qu'il faut appliquer à t pour que la température soit exprimée dans l'échelle normale.
La formule (10) donne la relation générale qui existe entre une échelle thermométrique arbitraire du système centigrade et l'échelle normale dans le même système. La relation entre deux échelles arbitraires est de même forme; le terme correctif est nommé, dans ce cas, différence de marche entre les deux échelles.
Les constantes A, B, C, ... peuvent être calculées dès que l'on connaît la valeur des coefficients a, p, y» S?
Réciproquement, si l'on détermine A, B, C, . . . , en mesurant un nombre suffisant de valeurs de T — ^, et si, de plus, on con-
naît pour un T quelconque la valeur de — î-p — ^> on pourra calculer a, p, Y, ô,
Arrêtons-nous au terme en ï* dans le développement de /(ï) et supposons que nous ayons déterminé l'intervalle fondamental de/(T); nous connaîtrons la valeur de S et nous en tirerons
Eioo — Eq
Qt :^ =
\ioo /'
(la)
„ _ Eioo — Eq / b ^\
> Eioo — Eo G
Ëq 100
On voit que, dans les équations (n), le coeflGcient a ne se
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trouve pas au numérateur des valeurs de A^ 6; C, . . . ; si donc P, Y, 8, ... sont nuls, / = T. Le terme correctif est d^autant plus petit que E^ se rapproche davantage d'une fonction linéaire.
Un grand nombre de variations thermiques étant sensiblement proportionnelles à la température, on peut, dans certaines applications, substituer diverses échelles arbitraires à Téchelle normale et négliger la correction ; mais, dans les expériences précises, il est nécessaire de corriger les températures données dans une échelle arbitraire.
Diverses échelles d'un thermomètre à mercure. — La
définition des températures par le thermomètre à mercure résulte de Téquation (6), dans laquelle le phénomène thermique utilisé est la dilatation apparente du mercure dans le verre. Mais cette définition n'est pas suffisante ; en effet, la dilatation du verre est un phénomène mal défini, qui dépend de la manière dont le verre est chauffé ou refroidi; chaque thermomètre possède donc un nombre infini d'échelles comprises entre deux limites plus ou moins éloignées, suivant les lois auxquelles sont soumis les résidus de dilatation.
Il suffirait, théoriquement, de définir exactement le traitement que doivent subir les thermomètres pour que leurs indications forment une échelle continue (70); dans la pratique, il faut, de plus, que ce traitement puisse toujours être suivi par un mode opératoire facilement réalisable .
On voit, de prime abord, que les deux seuls procédés admissibles sont les procédés extrêmes; nous avons montré, dans le Chapitre précédent (72), que le plus pratique consiste à opérer avec le maximum de résidus.
Relation entre les échelles extrêmes. — Cherchons la relation qui existe entre les deux échelles extrêmes d'un thermomètre à mercure.
Supposons d'abord que les températures soient calculées au moyen d'un zéro constant Zq \ en désignant par / la température correspondant à cette définition, par It la lecture du thermomètre, nous aurons
(I) t=.ioop^^'-^
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Supposons, au contraire, que le zéro soit déterminé après chaque température; soit Zt sa position variable; la température /' correspondante résultera de la relation
/loo — ^\
La fonction z^, variant très peu avec /, peut être définie indifféremment dans les échelles t ou i'. Posons
(3) Zt — z^^{at-it-bV^'^ct^'^,..).
En substituant dans Téquation (2), on trouve
It — ZQ-\-at-\- bt^ -h c/» -i- . . .
(4) /' = ioo
/too — Za-^-iooa -H 100*6 -h 100' en-. ..
Par un choix convenable des unités, on peut écrire (5) // — -Sq =' degrés.
Il en résulte
(G) t — t'=t{\oo — t)
I -h cr -f- 1006 -f- 100' c
D*après cette équation, la différence entre les échelles t' et / s'annule à o^ et à 100°, ce que nous savions; mais nous voyons de plus que cette différence est représentée par une fonction de / du même degré que S/.
Nous avons vu (68) que, dans le développement de la fonction Zt<, on peut s'arrêter au terme en t^\ la relation pratique entre t et t^ est donc
.pj. , ., 6/(ioo~0
La différence t — /' dépend presque uniquement de b et s'annule avec ce coefficient; elle est donc sensiblement nulle pour le verre dur, et les deux échelles sont presque identiques. Ce résultat pouvait être prévu; car, si la position du zéro varie proportionnellement à la température, la différence entre les corrections d'intervalle fondamental déterminées par chacun des deux procédés compense la différence des zéros admis.
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Pour les thermomètres en cristal dur, la différence est de 0,082 degré à 5o®; diaprés le signe de cette différence, on voit que, entre o** et 100**, les températures calculées sont plus élevées dans la supposition d'un zéro constant que pour un zéro variable ; en d'autres termes, / >• /'.
EnGn, si l'on suppose exacte la loi du carré pour le verre dlénaXVir"(71), ona
(' — ^')iiiax = -^- 0,265 degré.
88. Théorie élémentaire du thermomètre à mercure. — Nous appliquerons maintenant les formules développées précédemment à la théorie du thermomètre à mercure.
Remarquons d'abord que, dans les procédés les plus précis au moyen desquels on détermine la dilatation des corps solides (*), il est pour ainsi dire impossible de produire une variation considérable de la température en un temps très court; on ne peut donc pas ramener rapidement à o*^ le corps dont la longueur vient d'être mesurée à une température qui en diffère beaucoup. On en conclut que la dilatation du verre ne peut pas être mesurée avec ses résidus. Pour opérer dans des circonstances bien définies, on choisira par conséquent l'autre extrême, et l'on disposera les expériences de manière que, au moment de chaque mesure, les résidus de dilatation aient à peu près disparu (^). Dans ce but, la température ne devra être abaissée que très lentement.
Les dilatations mesurées de cette manière correspondent à la mesure des températures dans la supposition d'un zéro constant. £n partant des formules de dilatation, c'est donc, dans la notation précédente, l'échelle / que nous calculerons; l'échelle t^ s'en déduira par la relation (6') du n**87. Nous donnerons, dans la suite, une nouvelle expression de cette relation.
(* ) Méthodes du comparateur et du dilatomètre Fizeau (t)Otr Chap. VI).
(') On peut effectuer une mesure avant que les résidus aient complètement disparu, à la condition de les déterminer par la position du zéro d'un thermomètre de même verre que l'échantillon étudié, et soumis pendant toutes les expériences aux mêmes influences. Mais la correction mesurée par ce procédé ne peut 6lre connue avec une exactitude suffisante qu'à la condition d'être très petite, car, si les résidus sont encore considérables, ils peuvent varier sensiblement durant la mesure.
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Soient Vj le volume, à T**, d*un vase de verre ayant à o^ le volume Vo ; V^ le volume du mercure qui le remplit à o*". Posons
(i) VT = Vo(n-/n T-4-/iT*4-/>T»-h^T*4-...),
(2) Vi-= Vo(i -f- m'T -h /i'T«H-/>'T8-i- ^'T* -+-... ).
Nous nous proposons de calculer la valeur du terme correcûf de T dans Féquation (10) du n^ 86. Pour cela, nous aurons à introduire, dans les formules, la quantité Vj — Vj au lieu de Ex .
Pour voir clairement la signification de cette correction dans le cas du thermomètre à mercure, nous la décomposerons en deux parties : l'une se rapporte au réservoir et au mercure qu'il contient, et provient de ce que Vj — Vx n'est pas une fonction linéaire de T ; elle dépend essentiellement des coefficients des puissances de T supérieures à la première dans (1) et (2). L'autre est relative à la tige et ne dépend que de (i); cette correction est due à ce que la capacité du tube qui sert à mesurer l'excès du volume du mercure sur celui du réservoir varie avec la température.
Correction relative au réservoir, — Pour calculer cette correction, il suffit d'introduire, dans les équations (i i) du n" 86, les différences /n' — m, n! — n, ... au lieu de a, ^, .... Nous aurons ainsi
Sj = w! — m -\- ioo(n' — /i) -+- ioo*(/?' — />) -h ioo'(^'— <7) -^
Posons
(4) o = T(ioo-T)(\i-f-BiT + GiT« -+-...);
f est la correction cherchée.
Correction relative à la tige. — Dans la détermination de l'intervalle fondamental, le tube capillaire est à la température de loo**; à toute autre température, une fraction quelconque du
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tabe (supposé cylindrique) possède un volume différent de celui qui est donné par le rapport de sa longueur à celle du degré. Par conséquent, la lecture doit être corrigée d'une quantité correspondant à la variation du volume du tube. Cette quantité est connue sous le nom de correction de Poggendorff,
Soit Çq le volume du tube entre o° et loo** à la température de o°; à T°, il devient
(i') vr= t'o(i + /nT-f-/iT«H-/?T»-f-^T*H-...),
et le volume occupé par le mercure^ abstraction faite de la cor-
T rection précédente, aura la valeur — i^ioo- Or, en fonction de v^^
l'expression de ce volume est ^x > — ^ étant la correction
cherchée (négative entre o** et loo").
On a donc
loo loo ■ '
d'où l'on tire la valeur de la correction en degrés :
Nous aurions l'expression exacte de cette correction, en introduisant dans cette équation la valeur de Vi donnée par (i'). Or if est nul à o" et à ioo°; il est maximum dans le voisinage de 5o^; à cette température, v^ surpasse v^ de un à deux millièmes ; i/ étant toujours très petit, on peut remplacer, avec une approximation suffisante, dans tout l'intervalle [o*ioo], Vj par
(7) i'jo= ^o(n- 5om-i-.. .) = t'o(i-^ ^)-
Donc
Posons
. _ /Jl -h 100 /l -+-100'/? -4- 100*9
i-f-X _ n -4-ioo/> -4- loo'^ -h...
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nous aurons
(lo) ^ = T(ioo— T)(A,-+- BjT -+- GiT» -h. . .)•
Correction totale. — La correction totale qu'il faut appliquer aux lectures d'un thermomètre à mercure à zéro constant pour les réduire à Téchelle normale est
( T-f = <p-i}; = T(ioo-T)[Ai-A,-H(B,-B,)T-+-(Gi-GOT*-H...] ^'^^ I =T(ioo-T)[A-4-BT-HGT*-t-...].
Cette correction est ainsi exprimée en fonction des constantes de la dilatation du mercure et du verre.
On voit, d'après les équations (3), que les facteurs A|, Bj, C|, ... dépendent tous de différences et de rapports entre des quantités très petites, nécessairement assez mal connues. Les constantes correspondantes du second groupe au contraire, dont les valeurs sont données par les équations (9), peuvent être déterminées avec une précision incomparablement supérieure.
On peut calculer une valeur très approchée du coefficient A2, et, dans l'état actuel des mesures, il n'est pas illusoire de calculer B2 ; on peut donc déterminer a priori la correction relative à la tige. Quant à la correction (p, il n'est pas encore possible de calculer sa valeur, même grossièrement approchée, à l'aide des équations (3). Le seul parti que Ton puisse tirer de l'équation (i i) consiste à déterminer les valeurs de A| , B| , C< , ... au moyen des quantités A, B, G, . . . , trouvées à l'aide de diverses valeurs de T — ^, et des quantités Aj, B2, C2, ..., calculées comme on vient de le voir. T — t peut être déterminé par des expériences directes. Nous y reviendrons bientôt (93).
Différence de marche entre deux thermomètres à mercure. — Nous avons supposé jusqu'ici que les corrections calculées se rapportaient à l'échelle normale. Les équations précédentes conviennent encore au calcul de la différence de marche entre deux thermomètres à mercure. L'équation (1 1) conserve la même forme, mais les expressions qui donnent les valeurs des constantes sont différentes; on les obtient en soustrayant les équations homologues des systèmes (3) et (9) relatifs aux deux espèces de verre.
Dans ce cas encore, l'équation (11) servira à calculer A|, B|, C| , . . . , connaissant A, B, G, . . . et A2, B2, G21 • . • •
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89. Rôle des résidus de dilatation. — Nous modifierons maintenant les formules précédentes, de manière à tenir compte des résidus de dilatation.
Soient Gx le coefficient moyen de la dilatation du verre entre G** et T", tel que nous l'avons considéré jusqu'ici ; Tj le coefficient modifié par les résidus.
D'après les définitions données précédemment,
(I) Gr=^^"^^
VoT
Si l'on veut tenir compte des résidus, il faut remplacer, dans cette équation, la constante V© par une quantité variable avec T, qui augmente en même temps que la température s'élève. Remarquons toutefois que la correction de Yq au dénominateur ne modifiera Gj que d'une quantité insignifiante ('). En conservant, pour simplifier, Vq au dénominateur, on a
, . ^ Vt— Vo(i-+-îJLT-i-vT«-4-7nT»-i-pT*H-...)
(2) rT= ^r^
Il est aisé de voir que les coefficients [x, v, gj, p, ... ne sont autre chose que les coefficients a, è, c, rf, . . . de la fonction qui représente la dépression du zéro (68) divisés par le nombre de degrés que contient le réservoir; en effet, la fonction établie précédemment donnait la dépression en degrés, tandis que la dilatation calculée ici se rapporte au volume du réservoir. Nous calculerons plus loin (93) le facteur de réduction.
Les équations (i) et (2) donnent
(3) rT= Gt— [Jt — vT — iîjT«— pT3 — ....
La correction relative au réservoir était donnée par la relation [voir l'équation (6) du n** 86]
VV-Vt
(4) 9 = T-ioo
V'ioo-V,
(') Pour le verre dur et pour T = 100, par exemple, V^ devrait être modifié d'environ ^^^^^ de sa valeur; l'erreur ne dépasse pas -^ des limites de la précision avec laquelle il est actuellement possible de déterminer T.
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Celle correction est maintenant
>_T 100 VT-Vo[i-h(GT-ix--vT-mT>-pT»-...)T1
° V'ioo— Vo[n-(G,oo — |x — loov— loo^TiT — ioo»p — ...)>oo|
= T - 1 Vt— VT-+-Vo(p.-4-vT-4-qTT'-f-pT»-^...)T ^
^100 — Vioo-l-Vo(p.H- IOOV-+- ioo*TiT-t-ioo'p -h. . .) *oo
Dans le terme correctif du numérateur, nous pouvons remplacer T par 100^7? y—» Multiplions les deux termes de la frac-
tion par Y\qq — V|oo et posons
looVo
A est le coefficient de la dilatation apparente du mercure dans le verre entre 0° et 100®. Après quelques réductions, il vient
(6) O =:T--IOOr7r
V'iQQ — Vioo A-+- fXH-ioov -+-ioo*TiT-+- 100' p -h. . .
Enfin, en ajoutant et retranchant 1 00 . „ ^ ~ ,7 ~ ^ ^^ trouve
(7) © =T— loory^ ^7 — i_ 100— T) — î^ — ^ — z 5 — —^ I-
' V',oo~V,ooL A-hlX-h lOOV-l- IOO*ÏÏT-|-IOO»p-+-... J
On tire des équations (4) et (7)
et, avec une approximation suffisante,
, ^^v-hT g(ioo-4-T)-f-p(ioo»-+-iooT-hT«K...
(9) 9 — 9= — T(ioo — T)^ — -— !^ ■ z 9
^^^ ' ^ ^ ^ A H- [JL -hlOOV-h IOO*TiT -l-IOO'p H-.. .
expression équivalente à Téquation (6) du n** 87. Cette dernière équation a Tavantage de montrer mieux la signification physique des grandeurs qui entrent dans le terme correctif. Posons
. „ _ V H- lOOTiT -h lOO'p -H. . .
„ TU -«- 100 p -h. . .
S' = A -f- |X 4- lOOV -h 100*0 -h 100* p
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(II) { B'i = B, -+- B", ,
L'équation (9) deviendra
( <p' = <p -f- T(ioo - T) ( A"i 4- B'; T -h Cl T« -I- . . .) ^'*^ I =T(ioo-T)(A'i-+-B'iT-+-CiT«-+-...).
Il nous resterait à calculer les modifications apportées à la correction ^ par les résidus de dilatation. Nous nous contenterons de la discussion physique des phénomènes.
Remarquons d'abord qu'il n'y a aucun moyen de déterminer l'état actuel de la tig;e d'un thermomètre comme on mesure le volume du réservoir par la détermination du zéro. On ne peut donc pas calculer ou éliminer ses variations à une même température. Il faut par conséquent chercher à établir, à toute température, un état semblable dans les limites de la précision que l'on veut obtenir. Ceci revient à dire que l'on assimile la tige au réservoir d'un thermomètre dont le zéro serait considéré comme constant. La valeur de ^, calculée précédemment, correspond donc à l'usage habituel des thermomètres. Mais, tandis qu'il était très diflicile de remplir, pour le réservoir, les conditions théoriques supposées, il est facile de les satisfaire pour la tige dans les limites de la précision requise, puisque le volume d'un degré est inférieur à ~ôô de celui du réservoir.
Supposons, par exemple, un thermomètre en cristal dur français exposé à la température de 100^. Dans les premiers instants, on ne peut faire aucune mesure, parce que la variation du zéro est trop rapide; or l'abaissement qui se produit encore après la cinquième minute d'exposition à 100** est d'environ 0,07 degré. La dilatation du tube pendant le même intervalle est de 0,001 degré. Cette erreur est de beaucoup inférieure à celle qui peut résulter du mouvement du zéro à l'instant supposé. Aux températures plus basses, les dépressions sont moins rapides, mais, en revanche, elles sont moins fortes, et la colonne sur laquelle la variation du tube agit est plus courte.
Pour le verre dur, les circonstances sont naturellement beaucoup plus favorables. La variation qui se produit encore après
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une minute d'échaufTement à ioo° ne dépasse pas 0,000 1 degré. Lorsque la température s'abaisse à partir de 100**, l'erreur maxima se produit à 5o^^ elle est, au premier instant, de o,ooo4 degré.
Nous conserverons donc la correction <j^, et, réunissant les équations (10) du n'' 88 et (12) ci-dessus, nous aurons la formule de correction d'un thermomètre à mercure à zéro variable
(i3) T-«'=?'-il/=T(ioo— T)[A'i-A,-H-(B;-B,)T-h(C;,— C,)T«-H-...].
A',, B'^, C'j, ... sont les coefficients de la correction relative au réservoir dans la supposition d'un zéro variable; ils se composent des coefficients Af, B|, Cf, ..., calculés en supposant un zéro constant, et des quantités A'J, B" , C,, ... se rapportant à la correction additionnelle due à la variation du zéro; enfin A2, B2, C2, • • . sont relatifs à la tige.
EXPÉRIENCES
90. Discussion préliminaire. — Ainsi que nous l'avons fait remarquer précédemment (88), il est impossible de calculer, même avec une grossière approximation, la valeur de la correction f ou ^' en partant des meilleures données actuelles sur la dilatation du verre; on ne peut donc pas calculer la différence de marche entre divers thermomètres à mercure. Le seul procédé précis au moyen duquel cette divergence puisse être déterminée consiste à étudier parfaitement plusieurs thermomètres étalons faits avec des verres de composition connue, et à les comparer ensuite entre eux à diverses températures (57).
Si les thermomètres sont de verres différents, on détermine ainsi les lois de leurs divergences systématiques; s'ils ^ sont de même verre, on fixe les limites de leurs écarts fortuits.
Théoriquement, il parait certain que, si les enveloppes de deux thermomètres possèdent exactement la même composition chimique et si, de plus, elles ont été soumises aux mêmes influences, ces thermomètres ne doivent montrer aucune divergence systématique. Mais, dans la pratique, il faut faire quelques restrictions.
Le verre est un corps compliqué dont la composition varie légèrement d'un échantillon à l'autre, même dans une seule potée.
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Il paraît démontré, en outre, que le mode de traitement influe sur sa dilatation. Or, comme l'échelle d'un thermomètre dépend de quantités de second ordre dans la formule de dilatation, il n'est pas certain a priori que divers thermomètres, dont l'identité n'est garantie que par les procédés de fabrication, concordent dans les limites de la précision de leur étude.
Il est de la plus haute importance, pour la Thermométrie, de fixer les limites de la divergence des thermomètres dits du même verre, mais construits, en réalité, avec des matières qui diff^èrent inévitablement. En efl'et, il serait pratiquement impossible de comparer tous les thermomètres à un étalon unique, afin de connaître les lois de leurs divergences par rapport à l'échelle normale; on ne peut donc compter sur l'identité des échelles de deux thermomètres, qui n'ont pas été comparés, que dans les limites de divergence trouvées par la comparaison d*un grand nombre de thermomètres du même verre, (^est aussi dans ces limites seulement que l'on peut eOfectuer l'unification pratique de l'échelle thermométrique.
Comme, en outre, on emploie pour la construction des thermomètres plusieurs espèces de verre, il est très important aussi de déterminer les constantes de la formule de réduction pour tous les verres d'un usage fréquent.
Divergences fortuites et divergences systématiques. — Supposons d'abord que, par l'inspection des résultats fournis par la comparaison de plusieurs thermomètres, on ne découvre pas de divergences suivant une marche bien déterminée; il n'y aura pas lieu, dans ce cas, de chercher à réunir les résultats des comparaisons dans une équation analogue à celles dont nous avons donné précédemment la forme théorique.
Considérons un groupe de n thermomètres.
Soient 6|, ^2 7 •••7 ^n les écarts de chacun d'eux par rapport à la moyenne de toutes les indications à une même température. Posons
les quantités e/ étant prises toutes avec le signe positif; nous nommerons e l'écart moyen par rapport à la moyenne.
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Diaprés la théorie des probabilités, cette quantité est à Técart raoyen que l'on obtiendrait avec un nombre infini de thermomètres comme \jn — i \ \jn. L'écart probable, par rapport à la moyenne d'un nombre infini de thermomètres, serait donc
Nous nommerons ef V erreur probable d^un thermomètre. Voici les valeurs de - pour diverses valeurs de n :
Supposons, en second lieu, que les divergences entre divers thermomètres présentent une marche systématique. Cette marche sera représentée par l'équation (i3) du n°89; on utilisera donc les divergences trouvées expérimentalement pour diverses valeurs de la température, en établissant des équations de condition dans lesquelles les paramètres du second membre deviendront les inconnues. On calculera la valeur de ces dernières en résolvant le système d'équations normales résultant de ces équations de condition. Le nombre de paramètres qu'il convient de conserver dépend de la grandeur et de la répartition des erreurs résiduelles.
Remarque. — Dans le calcul de la formule théorique qui représente la différence de marche entre deux thermomètres, nous avons supposé que ceux-ci concordent à 0° et à 100®. Mais ces conditions ne sont pas nécessairement satisfaites.
Nous avons vu (80) que, par suite des erreurs dues à la capillarité, il peut arriver que le point zéro ne doive pas être considéré comme identique dans deux thermomètres que l'on compare.
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LMntcrvalIe fondamental de deux thermomètres peut aussi diverger sensiblement. On tient compte de la première de ces divergences, en ajoutant une quantité constante au second membre de la formule; la seconde conduira à introduire un terme proportionnel à la température. On est ainsi amené à adopter la forme générale d'un développement en série auquel, rigoureusement, on devrait toujours avoir recours.
Cependant, si Ton réunissait les résultats des expériences dans une fonction de ce genre, on pourrait être conduit à des conclusions absolument erronées. En effet, les erreurs fortuites des divergences trouvées se répartiraient sur les deux termes introduits dans la formule pour tenir compte des deux erreurs systématiques en question; ces dernières apparaîtraient beaucoup plus grandes qu'elles ne sont en réalité, tandis que les erreurs résiduelles seraient diminuées sans raison.
L'opportunité d'une modification de la formule théorique est laissée dans ce cas, comme dans beaucoup d'autres, au tact de l'observateur. On ne devra apporter une pareille modification que si Ton a des raisons a priori de croire à l'existence de divergences dépassant les erreurs ordinaires des expériences, et si l'on a fait de nombreuses comparaisons dans le voisinage des points o° et ioo°, desquelles il ressorte d'une manière indubitable que la fonction la plus probable qui représente les divergences ne peut pas s'annuler dans ces points.
En général, si l'on a des raisons de croire que les valeurs admises pour l'intervalle fondamental des divers thermomètres comparés ne sont pas équivalentes, il faut, si cela est possible, faire de nouvelles déterminations de cette constante dans des circonstances semblables (73) et ne tenir compte que de ces nouvelles valeurs. Dans ce cas, le terme correctif de la formule théorique n'a plus aucune raison physique et ne pourrait plus servir, comme il arrive souvent, qu'à cacher des erreurs dans les expériences.
9i . Comparaisons entre des thermomètres du même verre. — La recherche des divergences systématiques qui peuvent exister entre des thermomètres du même verre n'a pris une grande importance que depuis l'époque où, par un calcul rationnel des G. i4
IO THERMOMÉTRIE DE PRÉCISION
tempéralures et par une élude soignée des thermomètres, les erreurs probables totales de l'étude et des observations ont été réduites au même ordre dé grandeur que la différence de marche réelle entre les thermomètres.
Les premières expériences très précises entreprises dans le but de déterminer ces dernières ont été exécutées au cours des recherches qui ont précédé l'adoption d'une échelle thermométrique normale par le Comité international des Poids et Mesures (* ).
Une série d'expériences préliminaires fut entreprise en i884 par M. Guillaume (^). Cinq thermomètres Tonnelot en verre dur et trois thermomètres Alvergniat en cristal furent comparés entre o° et 35°. L'erreur probable moyenne d'un thermomètre Tonnelot, telle qu'elle vient d'être définie, fut de 0,00 1 5 degré.
Peu après cette époque, la construction, l'élude et les procédés de comparaison des thermomètres furent encore perfectionnés, et diverses séries de comparaisons faites au Bureau international des Poids et Mesures donnèrent des résultats sensiblement meil> leurs.
En i885, M. Chappuis (') compara, deux à deux, en série fermée, quatre thermomètres en verre dur entre o** et 78"; l'année suivante, de nouvelles comparaisons entre quatre autres thermomètres de même matière furent faites par le même observateur entre — 10** et + 3o°. Enfin M. Guillaume compara, en 1886, deux thermomètres en verre dur et deux en cristal dur entre o" et 5o®. Nous donnerons ici les résultats de ces comparaisons.
Dans chacun des Tableaux suivants, la première colonne contient la température approximative moyenne de la série. Dans les deux premiers, les quatre colonnes suivantes indiquent les écarts de chaque thermomètre par rapport à la moyenne des quatre, et les deux dernières l'écart moyen et l'erreur probable
( «) Des expériences de même nature avaient déjà été faites par M. Thiesen en 1877 (voir Vergfeichungen von Quecksilberthermometern, etc.), et par M. Benoit en 1881 (voir Mesures de dilatation, etc.); mais le verre des divers thermomètres employés par ces observateurs était sans doute peu homogène.
(') Ch.-Ed. Guillaume, Études thermométriques. Pour la composition da verre dur et du cristal dur, voir (67).
(") P. Chappuis, Études sur le thermomètre à gaz, etc., p. 21.
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moyenne d'un thermomètre. Dans les deux derniers Tableaux, l'écart moyen n'est autre chose que la demi-différence des thermomètres de même espèce.
HO, 0009 -HO
^-0,0002 -Ho, 0001 -HO, 0016 -HO, 0004 -H0,00l4 -HO, 0009 -HO , 0006 -Ho, 00 12
-Ho,oo34
Écart Erreur moyen, probable.
±0,0007 o,ooo5 0,0010 0,0010 0,0006 0,0011
0,0014 0,0007 o,ooi3
Moyenne
d=o,ooo5 o ,0004 0,0008 0,0008
0,0009 0,0011 o,ooo5 0,0010 0,0019
Deuxième série.
Écarts par rapport à la moyenne.
Ecart
Erreur
moyen.
probable.
Tempéra-
Thermomètres.
ture.
— o,ooî5
-HlO...
— o,ooo5
THERMOMETRES EN CRISTAL DUR
Demi-différence des thermomètres Thermomètres. n«* 4450 et 4451.
5 o,ooo5
25 o,ooo3
Moyenne
Erreur probable.
"^o,ooo5
o,ooi5
Erreur probable.
o dro,ooo5
0,0004 0,0007 0,0001 0,0023 o,ooo3 0,0019 0,0002
o,ooo4 0,0001 0,0011
(*) Les expériences à ia<*,5 et i7%5 ont été faites hors du plan prévu, afin d'examiner la marche des thermomètres dans le voisinage de i5% où ils montraient une divergence assez forte. Cette divergence était produite par un léger dépôt blanchâtre qui se trouvait dans le tube du thermomètre n* 4327. En laissant de côté l'observation à iS**, Terreur probable moyenne devient 0,0008 degré.
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Les erreurs probables ci-dessus sont formées par TacidilioD, d'après la loi connue, de trois espèces d'erreurs : i® sommes des erreurs de l'étude de chaque thermomètre ; 2® erreurs des comparaisons ; 3** divergences réelles entre les thermomètres provenant de légères difTérences dans la dilatation de leurs enveloppes.
Dans toutes les séries de comparaisons faites dans de bonnes conditions, l'erreur probable moyenne d'un thermomètre ne dépasse pas un millième de degré. Il est difficile d'estimer exactement les erreurs des expériences; mais^ en tenant compte de toutes les erreurs qui affectent l'étude et la comparaison des thermomètres, on ne peut guère espérer descendre au-dessous de cette quantité.
Nous en concluons que la différence de marche entre des thermomètres de même matière soumis au même traitement est inférieure aux erreurs des meilleures observations.
92. Comparaisons entre des thermomètres de verres différents. — De nombreuses expériences ont été faites pour déterminer la difTérence de marche entre des thermomètres faits avec des verres n'ayant pas la même composition.
Les recherches faites dans ce but par Regnault (*), au-dessus de 100®, et par Isidore Pierre (2), entre 0° et loo**, sont restées pendant longtemps les plus précises et les plus complètes que l'on possédât; mais les résultats de ces excellents observateurs sont rendus incertains par le peu de connaissance que l'on avait alors des mouvements du zéro. Les résultats d'expériences plus récentes de M. Rowland (') sont devenus inutiles pour la même cause.
Un autre groupe de recherches qui pouvaient avoir un grand
(*) Regnault, Relation des expériences; Quatrième Mémoire : De la mesure des températures.
(«) Isidore Pierre, Études sur la marche comparative des thermomètres à mercure faits avec des verres différents {Annales de Chimie et de Physique, i84a). Isidore Pierre avait eu l'idée d'adapter successivement à la même tige des réserroirs de difTérents verres; les divergences trouvées par lui sont donc dues entièrement à la correction relative au réservoir.
(') H.-A. Rowland, On the mec fianical équivalent 0/ heat, etc. {Proceedings 0/ the Americ. Acad. 0/ Arts and Sciences; '879).
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intérêt local perdent une partie de leur importance par le fait qu'elles ont été exécutées avec des thermomètres de composition inconnue. Ce sont les expériences de M. Thiesen, déjà mentionnées, des comparaisons de M. Marek (*), faites entre i8^ et 3o°, et un certain nombre d'expériences peu précises faites par divers autres observateurs.
Les premières recherches précises pour lesquelles tous les éléments sont suffisamment connus paraissent être celles de M. Wiebe (^), qui a comparé entre eux divers thermomètres à mercure parmi lesquels s'en trouvait un en verre dur français. Le Tableau suivant contient l'excès des indications de chaque ther> momètre sur celles du thermomètre en verre dur :
Verres d'Iéna.
— ■■ ^ 1^1 -^ Cristal
Températures. XIV"'. XVI". XVIII"'. aoglais.
o,oo o,oo o,oo o,oo
10 — o,oi — 0,01 — o,o3 — o,o5
i-o,o3 -ho,02 — o,o
Les comparaisons faites par M. Guillaume, entre deux thermomètres en verre dur et deux thermomètres en cristal dur français, ont donné les résultats contenus dans le Tableau suivant, dans lequel les nombres de la seconde colonne représentent l'excès des indications des thermomètres en cristal sur ceux en verre dur :
(«) W.-J. Marek, Pesées ( T. et M.^ t. II, p. D.7; i883).
( * ) H.-F. WisBB, Ueber den Einfluss der Zusammensetzung^ etc. {SUzungsberichte der konigl, preuss. Akad. der Wissenscha/ien, i885; p. 633). Pour la composition des verres d'Iéna, voir (71).
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Cristal — Verre.
Températures. Obs. Cale. Obs.— Cale.
o,oooo o,oooo o,oooo
o,0253 -i-o,025o -i-o,ooo
En appliquant la méthode des moindres carrés aux calculs des constantes d'une formule de la forme donnée précédemment (88 et 89), les divergences ci-dessus conduisent à l'expression
te — ^t» = ^(100 — t) (14,126 — o,o3ii) 10-*,
qui laisse subsister les erreurs résiduelles inscrites en regard des résultats, et montre que te — tv 6st maximum pour ^ = 46,94^1 sa valeur est alors égale à o,o3i5 degré. On voit, d'après la répartition des erreurs résiduelles, qu'une fonction à deux paramètres suffit pour représenter les divergences dans les limites des erreurs d'observation. Pour une formule à un seul paramètre, la répartition des erreurs- résiduelles est insuffisante.
D'autres comparaisons (*), faites de 10 en 10 degrés de o"^ à 80", entre deux thermomètres en verre dur et quatre thermomètres à échelle fractionnée en cristal ordinaire français, ont donné, comme différence de marche (*),
te — ^„ = ^(100 — f)(i6,7oi — o,ooaOïo~*'
(*) J.-R. Benoit, Nouvelles études et mesures de dilatation, etc. ( 7*. et M., l. VI, p. 56; 1888).
(») KoiV Tables VII et VIII.
2l6 THERMOMÉTRIE DE PRÉCISION.
Le maximum est de o,o4i4 degré à 49^^gS6. Les erreurs résiduelles de ces comparaisons étaient aussi très faibles.
Le résultat général de ces dernières expériences peut être formulé comme suit : Les divergences entre les thermomètres de verres différents sont très bien représentées par un cas simple de la formule générale.
Ce résultat, joint à ceux du n** 91, montre à l'évidence que le thermomètre à mercure, contrairement à une opinion très répandue, se conforme aussi bien qu'on peut le désirer aux conséquences d'une théorie élémentaire.
93. Conséquences relatives aux dilatations. — La théorie du thermomètre à mercure ne nous a permis de tirer aucune conclusion suffisamment précise sur la différence de marche des thermomètres. Mais, par un procédé inverse, cette théorie va nous conduire à diverses conséquences de quelque importance concernant la dilatation des corps solides.
La marche du calcul est la suivante :
Partant de Texpression qui représente la dilatation du verre et du mercure, nous pouvons calculer une valeur suffisamment approchée de la correction — à relative à la tige. Connaissant en outre la différence de marche entre plusieurs thermomètres, nous en déduirons la valeur de la correction cp' relative au réservoir. D'autre part, la loi de la dépression du zéro permet de ramener les dilatations au cas où Ton opère avec le maximum de résidus. C'est en combinant la valeur vraie de ç' avec celle qui serait donnée par la formule de dilatation que l'on peut corriger cette dernière. Le calcul que nous allons développer nous donnera d'abord des relations numériques entre les coefficients des termes en t^ dans la dilatation du verre et du cristal; il nous démontrera l'existence pratique d'un terme du troisième degré; enfin nous en déduirons les limites probables entre lesquelles peut varier le coefficient du terme quadratique dans la formule de dilatation de divers échantillons d'une même matière.
Pour la dilatation du mercure, nous adopterons les nombres de Regnault modifiés par M. Broch (14) et réduits à une fonction du second degré concordant aussi bien que possible avec la première entre o® et loo". Pour le verre et le cristal durs, nous partirons
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des coefficients trouvés par M. Benoît (*) entre o** et /\o^; nous supposerons que l'extrapolation soit permise jusqu'à loo*. Tous les résultats seront rapportés au ihermomètre à hydrogène.
Les coefficients des deux termes de la formule exprimant la dilatation du mercure sont :
m'=i8i756.io-», n' = 3,42.10-'.
M. Benoît a trouvé, pour la dilatation linéaire du verre et du cristal entre o° et 4o", les coefficients suivants rapportés à Téchelle des thermomètres en verre dur (2) :
Pour le verre «»,= 71 4I.10-', ^»,= 8,5. 10-»;
» le cristal 0^= 9062.10-», bc — g, 5, io~^.
Dans l'échelle du thermomètre à hydrogène, on a
«f,/* -^9116.10-9, bcji — 8,9.10-9
et, pour la dilatation cubique,
Ces coefficients se rapportent sensiblement à la dilatation du verre sans résidus. Nous calculerons la dilatation avec les résidus en introduisant les valeurs de [x, v dans l'équation (3) du n° 89.
Pour calculer ces coefficients, il faut d'abord connaître le nombre de degrés que contient le réservoir du thermomètre; en d'autres termes, le nombre réciproque du coefficient de la dilatation apparente du mercure dans le verre. Si cette dilatation était uniforme, ce coefficient serait constant; mais il varie légèrement et doit être calculé pour un intervalle de température déterminé.
Considérons le coefficient moyen entre 0° et 100®. Les nombres ci'dessus nous donnent la valeur de ce coefficient sans les résidus ;
(•) J.-R. BenoIt, Construction d'étalons prototypes de l'ohm légal. Gau- Ihier-Villars, i885.
(') Ces cocfficienls ont été déterminés au comparateur sur des tubes de i" de long, de 4"" à 5""" de diamètre et de i"" environ d'ouverture.
après avoir calculé une valeur approchée de la correction relative aux résidus, on répète tout le calcul pour obtenir les nombres définitifs; on trouve alors, pour le coefficient moyen de la dilatation apparente du mercure entre o° et loo® :
Pour le verre dur 158287. 10-*,
» le cristal iSaôgi.io-'.
Le nombre de degrés moyens [o- 100] contenus dans le réservoir est donc (*)
Pour les thermomètres en verre dur 63 1 8,
» » en cristal 6549.
On en tire (68)
Pour le verre dur [!«,= i4i.io-', v», = o,i.io-',
» le cristal fji<:= 122. 10-*, v^ = 5,o.io~'.
Les coefficients de la dilatation avec les résidus sont donc
IVI„ = m», — [t.v = 21 411. 10-*, N^= «t, — Vt,= 24,0.10-'; Me = nie — (jLc = 27208. 10-», N^ = /le — Vf. = 21,8.10-'.
Ces nombres seront utilisés plus tard.
Nous pouvons, à Paide des équations (9) du u? 88, calculer les coefficients de la correction relative à la tige. En introduisant les m et n obtenus précédemment, nous trouvons
Ai,t, = 23,92. io~«, Bî,„ = 0,024. 10-*;
Aî,c = 29,98. io-«, B,,c = 0,027. io-«.
La correction de Poggendorfl' est donc, pour le verre dur et le cristal, respectivement
— 4^», = — T(ioo — T) (23,92 -h 0,024 T)io-«,
— il;^=_T(ioo — T)( 29,98 -+-o,o27T)io-«.
(*) Nous avons adopté précédemment, pour le verre dur, le nombre 625o, qui se rapporte à la dilatation moyenne entre o"* et So" ou à la dilatation vraie à 15". Comme nous le verrons plus tard, la différence des coefficients des termes en t'y que nous avons admis pour le mercure et le verre, est sans doute trop forte.
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Pour T = 5o°,
— ip^ = _ o,o63 degré,
Dans les limites de la précision atteinte dans ces mesures, nous pouvons exprimer les coeflicients indifféremment dans Téchelle / ou T. En combinant les équations ci-dessus entre elles et avec les formules pour la correction totale (92), nous trouvons successivement
— ('^u — 'te) = T(ioo — T) (6,06 -4- o,oo3T) 10-8
et
çp'^-«<p;= T(ioo -T)(8,07 — o,o34T)io-«.
Donc
A'i,p— A',,^. = 4-8,07. io-«, B'|,^ — B;,e = — 0,034. io-«.
En nous reportant aux équations (3) du n*' 88 et aux équations (10) et (i i) du n°89, nous serons conduits à poser, en simplifiant les formules dans les limites de la précision avec laquelle les coefficients adoptés sont connus,
p' p^ pf p
^''••'""^'*'""(/n'-M,)H-iooV-N,) "(/n'-Mc)-hioJ(n'-Nc) =- ^»^34- '«''•
La différence Bj^., — h\^c n'étant pas nulle, on en conclut que le terme en T' dans les formules de dilatation n'est pas négligeable dans les limites de la précision que fournissent l'étude et la comparaison des thermomètres. Il n'a pas été fait jusqu'ici de mesures de dilatation desquelles on ait pu conclure à l'existence pratique de ce terme.
Introduisons, dans la première des formules ci-dessus , la valeur des dénominateurs; il vient
d'où
i58,4Nc — i52,8N^ — 5,6/i' = i95.io-î'.
En remplaçant /i' par sa valeur et en mettant i55,6 en facteur de Ne et N„, on trouve
i55,6(Nc— N^) ■+- 2,8(Nc -h N^) = aiS. lo-».
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Le fadeur de Ne + N„ est très petit par rapport à celai de Ne — N„; si donc nous introduisons les valeurs approchées de Ne et N„ dans la somme, la différence de ces quantités sera déterminée avec une précision beaucoup plus grande que ces quantités elles-mêmes.
En effectuant le calcul, il vient successivement
i55,6(Ne— N^)-h 128. I0-» = 2i5,oo.io-»,
Ne — N^ = ^- 0,56. 10-9.
Nous voyons que, contrairement à ce que nous avions admis d'abord, la différence Ne — N,, est positive ; ric — /?,. était lui-même positif, et c'est en introduisant la correction pour les résidus de dilatation que la différence a changé de signe. L'erreur porte sur une quantité un peu inférieure à 1.1 o~® dans le coefficient du terme quadratique de la formule qui exprime la dilatation linéaire; cette erreur est assez petite pour être fortuite; cependant le sens et l'ordre de grandeur de la différence s'accordent avec ce qui aurait dû se produire si, dans les mesures de la dilatation, la tige de cristal n'avait pas atteint toujours la longueur définitive correspondant à la température de la mesure. D'après ce que nous savons sur la lenteur des mouvements du zéro dans les thermomètres en cristal, cette hypothèse est parfaitement justifiée.
Nous ne tirerons pas de nouvelles conclusions de la relation entre les quantités/?' et P. Tout le calcul qui précède avait uniquement pour but d'indiquer la marche à suivre pour tirer de nos formules des données très précises lorsqu'on possédera de nouvelles déterminations des quantités qui y entrent.
Il y a lieu maintenant déjà de déterminer de nouveau la dilatation du mercure et du verre, pour un intervalle étendu, en tenant compte des résidus.
Les résultats des expériences que nous exposerons dans le Chapitre V nous montreront que les erreurs des données expérimentales sont plus grandes qu'on ne pourrait le supposer de prime abord, et que même l'application que nous avons faite des formules à la détermination de Ne — N,, introduit une erreur assez grande dans le résultat.
Nous pouvons tirer des résultats des comparaisons une autre conséquence importante. Nous avons trouvé que les thermomètres
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du même verre concordent entre eux au-dessous des limites des erreurs d'observation, c'est-à-dire à un millième de degré près environ.
S'il existe des divergences réelles entre deux thermomètres, elles doivent certainement être attribuées à une variation très petite du coefficient n dans la fonction qui représente la dilatation du réservoir. Il faudrait^ en effet, admettre une différence très grande dans les valeurs de m pour que cette divergence puisse se rapporter à la tige.
Calculons quelle doit être la variation du coefficient n (ou N) dans A| [(88), éq. (3) et (4)] pour produire une variation d'un millième de degré vers 5o° dans les indications d'un thermomètre en verre dur.
Partons de la forme simplifiée
Al =
{m! — m)-\- \ oo( n' — n )
Nous pouvons, comme précédemment, supposer le dénominateur constant et égal à i58.io~*.
En introduisant la valeur de A| dans l'expression de cp, et en posant T = 5o, on aura donc à chercher la variation e de /i, pour
laquelle
i5oQz-j TTj -=12=0,001.
an iSS.io"*
En effectuant le calcul, on trouve
La variation de la dilatation linéaire serait de a.io"**. Nous pouvons en conclure que la variation du coefficient du terme en t^ dans la dilatation du verre dépasse à peine ^ d'un échantillon à l'autre. Or le dosage du verre est peu précis, et ses propriétés élastiques et thermiques sont relativement mauvaises. Les métaux et alliages que l'on emploie dans la construction des instruments de précision et des étalons de longueur possèdent certainement une plus grande régularité. 11 est très probable, d'après cela, que, pour les bons alliages, exactement dosés et soumis à un traitement analogue, le coefficient du terme quadratique ne doit pas différer au delà de 2.io~** d'un échantillon à l'autre.
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Pour le platine iridié à lo pour loo, employé par le Comité international des Poids et Mesures à la construction des étalons de longueur et de masse, ce coefficient, exprimé dans Téchelle du thermomètre à hydrogène, est voisin de i5o.io~** ; on peut donc être certain que les deux premiers chiffres significatifs de ce nombre ne varient pas. Or les meilleures méthodes directes ne permettent pas de garantir le second à moins de deux ou trois unités près. Le raisonnement qui précède conduit donc à des conclusions toutes nouvelles.
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SUR L'ÉCHELLE THERMOMÉTRIQUE NORMALE
94. Échelle absolue et échelle normale. — Nous avons donné précédemment la définition d'une échelle thermomélrîquc arbitraire, et nous avons montré que les diverses échelles pratiques des températures diiTèrent plus ou moins entre elles suivant la propriété physique au moyen de laquelle la température est définie.
C'est pour opérer une première unification des échelles thermométriques que Gaj-Lussac proposa de définir les températures par la dilatation de l'air. A cette époque, la dilatation des corps était, parmi toutes les fonctions continues de la température, la mieux connue, et l'adoption d'un gaz comme corps thermométrique avait surtout pour but de libérer autant que possible l'échelle ihermométrique de la dilatation de l'enveloppe.
Mais cette échelle thermométrique était encore arbitraire, et il appartenait à la Thermodynamique de fournir une nouvelle définition des températures, indépendante de toute propriété de la matière. Cette définition, basée sur le principe de Carnot (1824), a été donnée par Sir W. Thomson, en 1848, et modifiée plusieurs fois par cet illustre savant (*). Nous emprunterons les définitions qui suivent à un travail de M. Lippmann où la question est exposée d'une manière particulièrement claire (2).
(*) Les travaux de Sir W. Thomson relatifs à l'échelle absolue oDt été publiés principalement dans le Philosophical Magazine de 1848 et dans les Philosophi" cal Transactions de i854. {Voir aussi Elasticity and Heat, d'après les articles de Tauteur dans VEncyclopœdia Britannica. )
(') G. Lippmann, Définition physique et détermination des températures absolues {Journal de Physique, 1* série, t. III, p. 53 et 277; 1884 ). — Vo^f *ussi
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Considérons une machine thermique réversible, fonctionnant entre deux corps A et Aj de températures différentes; le minimum du rapport — de la quantité de chaleur cédée au corps froid
à la chaleur enlevée au corps chaud est indépendant de la machine emplo^^ée pour transformer la chaleur en travail.
Supposons que, le générateur restant le même, la température
du récipient varie; le rapport — des chaleurs cédées et reçues
sera de même déterminé par les températures des corps A et Aa, .... Désignons par T, T^, T2, ... les températures des diverses sources de chaleur; nous conviendrons d'écrire
Cette série de rapports définit les températures absolues T, T,,
La valeur numérique de l'un des T reste arbitraire. En adoptant, par exemple, pour le zéro usuel, la valeur changée de signe du zéro absolu dans le système centigrade, les intervalles de température seront exprimés en degrés centigrades.
La recherche pratique d'une échelle des températures absolues n'est pas limitée à des cycles réversibles. Un grand nombre de cycles non réversibles, tels que la dilatation d'un corps quelconque, la vaporisation d'un liquide, peuvent se prêter à la détermination d'une échelle absolue; il suffit, pour cela, de posséder des données numériques sur un certain nombre de propriétés physiques des corps adoptés ( * ).
Le plus simple de tous les cycles et le mieux étudié est précisément celui par lequel Gay-Lussac avait défini les températures.
R. Blondlot, Introduction à l'étude de la Thermodynamique ; Gaulhier-Villars, 1888.
(*) MM. Raoul Pictet et Gustave Cellérier ont construit un thermographe basé sur la tension maxima des vapeurs de divers liquides et, en particulier, de l'acide sulfureux. Au moyen de cet appareil, un mélange de protoxyde d'azote cl d'acide carbonique fournirait, jusqu'à —180", des indications thermométriques dans lesquelles l'extrapolation n'aurait rien d'arbitraire [Méthode générale d'intégration continue d'une fonction numérique quelconque, à propos de quelques théorèmes fournis par l'analyse mathématique d'un nouveau thermographe {Arch, de Gen., t. LXIV, p. i85; 1878)].
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Les corps ficlîfs que l'on nomme gaz parfaits jouissent de la propriété de fournir, par leur dilatation, une échelle ihermométrique identique à Téchelle absolue. Par un heureux hasard, l'échelle usuelle se trouvait ainsi en accord presque parfait avec une échelle donnée beaucoup plus tard par la théorie (*).
En réalité, l'échelle fournie par chaque gaz diffère un peu de l'échelle absolue; les différences peuvent être calculées à l'aide d'un certain nombre de données, dont les principales sont les écarts de la loi de Mariotle et la variation de la température produite pendant la décompression. Ce dernier phénomène a été étudié principalement par MM. Thomson et Joule (^).
95. Réduction des indications des thermomètres à air et à acide carbonique à Féchelle absolue. — La discussion complète de toutes les données au moyen desquelles les indications des thermomètres à gaz sont ramenées à l'échelle absolue est longue et compliquée; nous ne saurions la reproduire en entier, et nous renverrons pour cela aux ouvrages spéciaux. Nous nous bornerons à donner ici les résultats des calculs de MM. Thomson et Joule, de M. Jochmann (') et d'une discussion très complète de M. Weinstein (*).
Les résultats relatifs à l'air sont résumés dans le Tableau suivant. La première colonne contient les températures t dans l'échelle absolue, à partir du zéro usuel; les cinq colonnes suivantes donnent les excès des indications du thermomètre à air à volume constant sur l'échelle t. Les calculs de M. Jochmann et de M. Weinstein ont été faits en partant de la première série de Regnault sur la courbe isothermique de l'air à o** et de la moyenne de ses trois séries.
(*) Cette proposition n'est vraie que pour les températures où les gaz sont 1res éloignes de leur point de liquéfaction. Nous y reviendrons dans la suite.
(») W. Thomson et Joule, On the thermal effects of Jluids in motion {Phil. Trans.; i853^ i85/î, i863).
(») JoGHMANNf Beitràge zur Théorie der Gase {ScJUômilch Zeitschrift fur Math, und Phys., t. V, p. a/| et 96; 18Q0).
(*) B. Weinstein, Ueber die Reduktion der Angaben von Gasthermometern auf absolute Temperaturen (Metronomische Beitràge, n" 3, 1881). Les nombres de M. Weinstein nous paraissent étte les plus prol)ables.
oi
-ho,oi5
-ho , oo3
Les résultats des calculs de M. Jochniann et de M. Weinstein relatifs à Tacide carbonique sont réunis ci-après. M. Jochmann a introduit dans ses calculs les valeurs de Cp trouvées par Regnault et par M. Wiedemann ; M. Weinstein a combiné entre elles diverses valeurs de Cp et de — •
EXCÈS DU THERMOMÈTRE A ACIDE CARBONIQUE SUR l'eCHELLE ABSOLCE.
d'après jochmann.
d'après
WEINSTEIN. '
Cp Regnaull.
r- Wiedemann.
oi
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Nous comparerons plus lard (H4) ces résultats aux différences trouvées directement entre les thermomètres à azote et à acide carbonique.
96. Recherches modernes sur le thermomètre à gaz. — Pendant longtemps, les recherches de Regnault(*) sur le thermomètre à gaz demeurèrent les plus précises et les plus étendues que Ton possédât; ces belles expériences, exécutées vers i84o, suffisaient aux besoins de la Science; mais, plus tard, de nouvelles études devinrent nécessaires. Les recherches récentes se divisent d'elles-mêmes en trois groupes ayant des tendances différentes et leurs moyens d'investigation propres.
Ce sont d'abord les expériences aux températures très basses, qui se sont étendues jusqu'à la liquéfaction des gaz désignés, il y a peu d'années, sous le nom de permanents. L'appréciation des températures les plus basses qui aient été atteintes laisse un peu de part à l'arbitraire; on peut en fixer la limite à — 225'*. Nous aurons l'occasion de revenir sur cette importante question.
Les recherches aux températures élevées forment un autre groupe; la limite v est imposée surtout par la déformabilité et la perméabilité des réservoirs. Les expériences ayant fourni des résultats de quelque valeur paraissent s'être arrêtées vers 1400** (2).
Enfin, le troisième groupe est constitué par les recherches de précision aux températures moyennes. Toutes les expériences récentes ayant pour but la comparaison des thermomètres à mercure avec le thermomètre à gaz rentrent dans ce dernier groupe. Elles forment deux subdivisions : les recherches très précises (la limite de la précision est peu éloignée du millième de degré) à des températures inférieures à loo'' et les expériences de moyenne précision au-dessus de 100".
Nous nous occuperons essentiellement des recherches très précises, dont l'étude formera la majeure partie de ce Chapitre ; nous donnerons ensuite quelques détails sur les comparaisons de
( * ) Rkonault, Dilatation des fluides élastiques ( Relation des expériences, t. I).
(*) Voir, en particulier, J. Violle, Chaleurs spécifiques et températures de fusion de plusieurs métaux refractaires {Comptes rendus, p. 702; 1879).
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moindre précision aux températures que les expériences précises n'ont pas encore atteintes. Enfin, nous exposerons brièvement les résultats de quelques recherches aux températures très basses ou très élevées.
Parmi les expériences précises, celles qui ont été exécutées au Bureau international des Poids et Mesures occupent le premier rang; elles font partie du grand ensemble de recherches commencées en iS-jS, sous les auspices du Comité international, dans le but de préparer l'unification de l'échelle thermométrique. Ces expériences peuvent être considérées aujourd'hui comme terminées; elles ont fourni les éléments de la discussion sur le choix d'une échelle normale des températures (113).
Un premier travail fut confié à M. Pernet, qui prépara et commença l'étude du thermomètre à hydrogène. Ses comparaisons, dont les résultats n'ont pas encore été publiés, ont été faites entre o** et 35°.
Plus tard, M. Chappuis construisit un nouvel appareil et reprit le travail ab ovo; nous exposerons ici la méthode qu'il a suivie et rendrons compte de ses résultats (* ).
EXPÉRIENCES DE M. CHAPPUÏS.
MÉTHODE ET APPAREILS
97. Méthode. — La méthode adoptée par M. Chappuis est celle du thermomètre à gaz à volume constant. Le principe de cette méthode consiste à évaluer les températures par la variation de la tension du gaz, cette quantité étant supposée une fonction linéaire de la température. Le degré est donc représenté par la
(*) Les n*" 97 à 112 sont le résumé du Mémoire de M. Chappuis déjà mentionné : Études sur le thermomètre à gaz et comparaisons des thermomètres à mercure avec le thermomètre à gaz {T. et M., t. VI, i888); nous citerons plusieurs fois textuellement le Mémoire original.
Voir^ pour les travaux antérieurs :
Hegknaqkl, Thermometrische Versuche {Pogg. Ann.f t. CXXIII, p. ii5; 1876). UowLAND, On the mechanical équivalent of heat {voir p. 2i3). P»RNET et Grunmacii, Vergleichungen von Quecksilberthermometern mit dent Lu/tlfiermometer {Afetronomische lieitràge, n«3; Berlin, 1881).
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ceniîème partie de l'accroissement entre o** et 100° de la pression exercée par le gaz.
Dans remploi de cette méthode, on suppose que le volume du gaz est rigoureusement constant et que la température de toute sa masse est uniforme. Or ces conditions ne peuvent être qu'imparfaitement remplies; car, d'une part, l'enveloppe se déforme nécessairement sous l'influence de la température et de la pression^ d'autre part, la tension du gaz doit être mesurée au moyen d'un manomètre qui ne peut pas être soumis aux variations de température auxquelles le réservoir est exposé. L'ensemble des parties de l'appareil servant à transmettre la pression du réservoir à la surface du mercure se nomme espace nuisible; il se compose d'un tube fin et d'une chambre située au-dessus de la branche fermée du manomètre.
Les écarts des suppositions théoriques obligent à appliquer aux mesures des corrections calculées en admettant les lois de Mariotte et de Gay-Lussac.
Il est naturellement avantageux de disposer l'appareil de telle sorte que les corrections, sur lesquelles règne toujours un peu d'incertitude, soient réduites à un minimum.
On sera donc conduit d'abord à choisir, pour la construction du réservoir, un corps peu dilatable, et à donner à ses parois une résistance suffisante. Puis, comme les erreurs dues à l'espace nuisible sont proportionnelles au rapport de son volume à celui du réservoir, on cherchera à rendre ce rapport aussi petit que possible.
Les phénomènes d'absorption des gaz par les solides et d'arfsorption (*) à leur surface, la perméabilité, les résidus de dilatation, la conductibilité, etc., limitent le choix de l'enveloppe. Quant à la forme qu'il convient de lui donner, elle est subordonnée, dans une certaine mesure, à la rapidité des indications que l'on veut obtenir. On cherche généralement à rendre le rapport de la surface au volume aussi grand que possible.
Description des appareils. — Les appareils de M. Chap
(*) Le mot adsorption désigne, en allemand, la condensation d'un gaz à la surface d'un solide. Bien que nous ne l'ayons rencontré dans aucun ouvrage français, nous avons cru pouvoir l'employer dans le même sens.
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puis ont élé construits de manière à tenir compte, autant que possible, de toutes les conditions imposées à un thermomètre à gaz de haute précision. Nous décrirons ses différentes parties.
Résersfoir. — Le réservoir est constitué par un tube V {PL I) d'une capacité supérieure à i*; il a i™,io de longueur et un diamètre de 36"™; il est constitué par une enveloppe de platine iridié laminé de i"*™ d'épaisseur environ. Il est relié au manomètre par un tube ce de i"* de longueur et de o™"*,^ de diamètre intérieur.
Manomètre. — La pression à laquelle le gaz est soumis se compose de la pression atmosphérique, mesurée au moyen du baromètre, et d'une pression additionnelle donnée par un manomètre à air libre. Chaque mesure se compose donc, en principe, de quatre lectures qui, en général, sont faites séparément. M. Chappuis les a réduites à deux en réunissant, en un même tube ni {Jig^ 29), la cuvette du baromètre B et la branche ouverte du manomètre. Un autre tube m', communiquant avec m, sert, le cas échéant, à mesurer la position du ménisque inférieur du baromètre. L'appareil peut donc être employé comme manomètre et comme baromètre; il est à tube mobile et à réservoir auxiliaire (foerp. 18); les trois ménisques sont dans la même verticale. Lorsque l'appareil est employé comme manomètre, il suffit de déterminer la position des ménisques extrêmes. Le tube du baromètre est muni de pointes. La pièce d'acier P, mastiquée sur le tube du manomètre n (détail yî^. 3o), porte aussi une pointe très fine, de o"",6 de longueur, dont l'extrémité verticale est située au-dessus du centre du ménisque. Pour lire le ménisque inférieur du baromètre, on fixe sur le tube m' une armature en laiton supportant une tige d'acier terminée par une pointe de verre (voir P/. 7); le mouvement de cette tige est commandé par une vis. Les tubes ont un diamètre intérieur de 25"*™.
La communication entre les tubes n et m peut être interrompue par un mécanisme représenté y?^. 3i. Un robinet est interposé aussi entre le tube m et le réservoir auxiliaire.
Tout l'appareil est supporté par une pièce de fer rabotée, fixée par des boulons sur un monolithe. Le baromètre et le réservoir auxiliaire peuvent être déplacés d'un mouvement rapide, en des-
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serranlles vis de calage, ou d'un mouvemenl lent à l'aide de vis donl l'une, passant dans l'écrou e, est commandée par un engrenage à angle droit.
Le cathétomèLre qui accompagne le manomètre est formé par une colonne d'acier de l'Oise de hauteur et de 45""" de diamètre ;
Fifi. 3o. Fig. 3..
elle est maititennc par den\. équerrcs en fonte boutonnées sur nn fort pilier de pierre, et porte trois lunettes avec micromètres.
La règle est en laiton, avec divisions en millimètres sur une lame d'argent incrusiéc; elle a la forme d'un II et une longueur de i^ioo; elle est suspendue au support du manomètre parallèlement à son axe.
Quatre tliermomètres servent à déterminer la température de l'appareil.
Auge, étuve et accessoires. ^- L'auge destinée aux comparaisons se compose d'un demi-cjlindre {Jî^. Sa et 53, plan et coupe "i en laiton, à doubles parois, porté sur deux lames verticales dans une grande caisse du même métal garnie de bois. Un cadre ajusté sur le pourtour de l'auge intérieure supporte une glace épaisse
- su» l'échelle thermométbique normale. 233 qui recouvre le liquide. Deux hélices servent à agiter le liquide
dans les deux a
Fig. 3î.
Dans les comparaisons au-dessus de o", l'auge intérieure est emplie d'eau maintenue à température constante par une circu-
lation dans l'auge extérieure. Aux températures plus basses, l'auge extérieure contient un mélange réfrigérant et l'auge iniérieure est remplie d'alcool.
Pour les comparaisons dans les vapeurs, le cadre est remplacé par un couvercle complétant le cjlindre {PL î). surmonté de quatre tubes à coulisse pour les thermomètres. Les manchons extérieurs des deux moitiés du cj lindre communiquent par une série de trous. Deux tubulures s, s' mettent les deux parties de l'étuve eu communication avec un condenseur R.
La vapeur développée dans la chaudière G parcourt l'intérieur de l'étuve, passe dans le manchon et dans les tubes k coulisse, et revient au condenseur par les tubes r et /■', La chaudière peut être chaulTée à l'aide d'un brûleur ou au moyen de la vapeur d'eau développée dans la chaudière C,
Dans les déterminations du point loo, le manomètre e indique la surpression dans l'appareil.
Thermomètres à mercure. — Les thermomètres à mercure,
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dont la différence de marche par rapport au thermomètre à gaz doit être déterminée, sont placés dans l'auge ou dans les tubes à coulisse. Ils sont au nombre de quatre de chacun des types i a et irf(p. 5). Tous ces thermomètres, étudiés d'après les procédés les plus complets décrits précédemment, ont été comparés entre eux. à toutes les températures auxquelles leurs corrections par rapport au thermomètre à gaz ont été déterminées. Les résultats de ces comparaisons ont été donnés précédemment (91).
99. Constantes des instruments. — Le réservoir du thermomètre à gaz appartient à l'Institut de France, qui l'a obligeamment mis à la disposition du Bureau international pour les travaux de M. Chappuis. Une partie de ses constantes ont été déterminées par MM. Sainte-Claire Deville et Mascart au cours de leurs recherches préparatoires pour la construction de la règle géodésique internationale.
Son volume est, à o", d'après ces observateurs,
Vo= i', 088990.
Cette valeur a été admise sans nouvelles déterminations.
La dilatation linéaire du réservoir a été déterminée par les mêmes observateurs au moyen de quatre séries d'observations faites dans le voisinage de o**, 32**, 6, 77^,9 et 99^", 6. La première et la dernière de ces mesures sont de beaucoup les plus certaines. M. Chappuis a donc calculé la dilatation moyenne entre o** et 100° par ces deux observations; pour calculer les deux termes d'une formule parabolique, il a admis, pourlecoefficient du terme en /*, la moyenne des nombres trouvés par M. Benoît sur huit échantillons de platine iridié, et déduit le premier coefficient de ce nombre et du coefficient moyen ('). Les deux coefficients admis pour la dilatation cubique sont
Ils sont exprimés dans l'échelle des thermomètres en cristal de l'appareil Fizeau, du Bureau international.
(') Ce mode de calcul est motivé par les considérations du n» 93.
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Le coefficient de pression intérieure du réservoir seul est, en millimètres cubes par millimètre de pression mercurielle,
Le volun]ie de l'espace nuisible se décompose comme suit :
ml
Capacité du tube capillaire o, 552o
Volume du canal dans le bouchon d'acier 0,0019
Capacité du tube n entre la pointe et le plan. . . o,3is>i6
Volume du mercure déprimé o,2o5o
Lorsque le mercure n'affleure pas la pointe, il faut ajouter à ce volume o"\4772 par millimètre de distance.
La distance à o" des traits o et looo sur la règle du manomètre est
Iq= i™,oooo3o.
Son coefficient de dilatation, par rapport au thermomètre à hydrogène, est (*)
100. Calcul des températures. — Comme nous l'avons indiqué plus haut, la méthode adoptée pour la mesure des températures suppose que le volume de la masse gazeuse sur laquelle on opère demeure invariable, quelle que soit la température. Nous avons vu que cette supposition ne peut être réalisée pratiquement d'une manière rigoureuse, et que l'on devra réduire les conditions pratiques au cas idéal par l'application de termes de correction.
11 nous reste à montrer comment on calcule les températures du thermomètre à gaz.
Soient
Vo le volume à o" du gaz contenu dans le réservoir' thermométrique;
(*) Dans le calcul des comparaisons entre les thermomètres à mercure et le thermomètre à gaz, on procède, en principe, par deux approximations. Dans la première, les températures sont exprimées dans l'échelle du thermomètre à mercure; dans la seconde, on introduit des valeurs approchées de la température exprimée dans réchellc du thermomètre à gaz.
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le coeffîcient moyen de dilatation du réservoir entre o** et T" ; a^ le coeffîcient de dilatation du gaz sous volume constant;
\f le volume de l'espace nuisible;
1 la température du gaz dans l'espace nuisible ;
Ai^ et A^ les variations du volume et de la température de l'espace nuisible;
Ho la pression initiale réduite du gaz, correspondant à la température de o°;
Ho 4- A la pression du gaz à la température T qu'il s'agit de déterminer;
,3/ le coefficient de pression du réservoir thermométrique.
La masse du gaz renfermé dans l'appareil à la température initiale de o** a pour expression
(^^^rTV?)^
llo
A la température T, celte même masse est exprimée par
r Vo(i-4-8T^-4-P /A p -f- Ap 1 Ho-^/^
L i-T-oLpT ^ i-i- ap{t -^ \t)\ 760
On a donc, en multipliant par ^60,
Supposons que l'on ait réduit le volume i^ -f- A^^ du gaz dans l'espace nuisible et sa température / -}- A/ au volume initial p et à la température t, par l'application à la pression Hq -H A de corrections appropriées dont nous parlerons tout à l'heure. Soit Ho -I- A' la pression ainsi corrigée; nous avons alors
On tire de cette formule, après quelques simplifications,
T = îii±A Vn(i-^3T)-+-3,/>/ h' y 1 -4- gpT '^ Ho Vo "^HoVo i-^apt
Cette formule peut servir à déterminer le coefficient Up entre
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des températures connues, o® et loo® par exemple. Le membre de droite contient, il est vrai, outre les termes connus, la quantité à déterminer; mais on voit immédiatement que oLp peut être calculé par des approximations successives; car le terme du deuxième membre qui renferme cette quantité est multiplié par le rapport très petit de Tespace nuisible au volume du réservoir. Le coefficient a^ ayant été déterminé par des expériences spéciales, on pourra calculer la température du gaz T dans une expérience quelconque; ce calcul devra aussi être fait en deux approximations. Dans des comparaisons avec le thermomètre à mercure, la première valeur approchée peut être déduite de l'indication de ces derniers.
Corrections relatives à l'espace nuisible. — Les formules précédentes seraient immédiatement applicables aux observations, si le volume et la température du gaz renfermé dans l'espace nuisible étaient invariables. Ni Tune ni l'autre de ces conditions n'est en général rigoureusement remplie dans les expériences; il est donc nécessaire d'appliquer aux pressions observées deux termes de corrections se rapportant respectivement à la variation du volume et à la variation de la température du gaz dans l'espace nuisible.
L Supposons d'abord que le volume de l'espace nuisible ait seul varié; nous aurons, d'après la loi de Mariotte, si nous désignons en général par V le volume total du gaz contenu dans l'appareil, par/? sa pression et par A/> la variation de pression correspondant à la variation du volume A(^,
(4) V/> = (V-hAO(/>-i-A/>);
d'où l'on tire
Cette équation n'est exacte que lorsque la température du gaz est partout la même. Quand la température t de l'espace nuisible diffère sensiblement de la température T du réservoir thermométrique, il faut ramener le volume Ai^ à celui qu'occuperait le gaz à la température T, savoir Ap[i -h a(T — t)\\ on a donc généra-
238 THERMOMÉTRIE DE PRÉCISION.
leoienl
<^> ^^ = /* I \r:ri47T<r:r7]] - • 1 '
pour le changement de pression dû. aux petites variations du volume gazeux contenu dans Tespace nuisible. La correction qui en résulte est — A/?.
On déterminera donc, à chaque observation, la petite différence du volume A(^ correspondant à la distance du niveau du mercure à la pointe fixe qui sert de repère, et l'on calculera la valeur correspondante de la correction — Ay? parla formule ci-dessus.
II. Soient
V la capacité de l'espace nuisible;
t la température de départ;
^ -f- A^ la température de l'espace nuisible.
Le changement At^ qu'éprouverait le volume v dans la réduction de ^ H- A^ à t est
(7) Ap = - -.— t,=_
Ce changement de volume déterminé pour chaque observation, on calculera la correction — A^ due à cette variation de volume par la formule (6); les corrections pour les variations de température se trouvent ainsi ramenées au cas précédent.
101. Influence des erreurs d'expérience. — Pour calculer l'influence des petites erreurs d'expérience sur les quantités T et a, il suffit de conserver les termes principaux de la formule qui sert à les calculer; nous écrirons donc
^'> "^==-h;^ — '=îr,-
Toutes les autres quantités qui entrent dans la formule sont des termes correctifs.
Erreurs dans la mesure des pressions. — On aura d'abord,
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en différen liant T par rapport à A',
L^influence d*une petite erreur dans la mesure de la pression sur la détermination de T est donc indépendante de la température et inversement proportionnelle à la pression initiale; la sensibilité du thermomètre à gaz augmente donc proportionnellement à la pression initiale.
Soient, par exemple, Ho = i", a = 0,00367, rf/i' = o"",oi :
(2') tfr = 0,0027 degré.
L'influence, sur la valeur de a, d'une erreur constante rfHo commise dans la mesure de toutes les pressions résulte de l'équation
(3) rfa = — =jjyrfH„;
THi,
Or
a ~ Ho
Supposons, en plus des nombres ci-dessus, rfHo == 0"°*, 01 ; on aura
(5') c?a = a.io-«= — 3,67.10-*.
Une erreur de ce genre n'a, du reste, aucune influence sur les termes de premier ordre de l'équation d'où la température est déduite; on a, en eff^et,
et
d'où
(8) T = ioo
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Or hj et h\^^ sont des différences qui ne contiennent plus l'erreur constante sur la mesure de la pression.
Erreur dans la valeur de cl. — L'équation (i) donne
L*influence d'une erreur dans la mesure de a sur la valeur de T est donc sensiblement proportionnelle à la température. Supposons encore
L'erreur à ioo° est de 0,0027 degré.
Erreurs dans la mesure du volume et de la température de l^ espace nuisible, — Des formules relatives aux corrections pour l'espace nuisible, on peut déduire l'influence d'une erreur dans la détermination de la distance de la pointe fixe au mercure dans la branche fermée du manomètre, ou dans la mesure de la température de l'espace nuisible, sur la température T que l'on veut mesurer. On trouve ainsi, dans le cas actuel, en posant /?=i"', qu'une erreur de o™™,oi dans la mesure de la distance du mercure au repère modifie la valeur de T de 0,0012 degré dans le voisinage de 0° et de 0,0016 degré près de 100^.
Une erreur de i degré dans la mesure de la température de l'espace nuisible entraîne une incertitude de 0,001 degré environ de la température T.
Ces formules peuvent aussi servir à évaluer l'influence d'une erreur du coefficient de dilatation du réservoir thermomélrique.
Supposons, par exemple, que l'on ait admis, au lieu du coelficient à deux termes adopté
(25 649-1-7,12010-9, le coefficient moyen entre o" et 100°, savoir
26,361. lO-^î.
On aurait trouvé à 5o", pour la capacité du réservoir, i^,o4c359? au lieu de i ^ o4o 34 1 •
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La diflFérence Ai^ = i8°*"' de ces volumes aurait produit une erreur de o,oo46 degré.
Quant aux variations de volume du réservoir thermométrique produites par les variations de la pression intérieure, leur influence sur la mesure des températures est nulle. Il n'en est pas de même quand il s'agit de la détermination du coefficient de dilatation du gaz. Dans le cas actuel, où la pression initiale était voisine de 1°^, le changement de volume Ar, causé par l'augmentation de la pression intérieure, lorsqu'on passait de o** à loo", était de 8°™*, 7, On a donc A/? = o"",oi i3; dans les suppositions faites précédemment, la variation de pression qui sert de mesure à a est voisine de 367™". En négh'geant l'effet de la pression intérieure sur la capacité du réservoir thermométrique, on introduit donc une erreur d'une unité dans le cinquième chiffre du coefficient de dilatation a.
102. Marche des expériences. — Toutes les mesures de la température à l'aide du thermomètre à gaz se réduisent à la mesure de la distance des deux ménisques extrêmes dans la branche fermée du manomètre et dans la branche fermée du baromètre.
Dans les expériences de M. Chappuis, la communication entre les deux branches du manomètre était interrompue par le robinet à vis pendant toute la période préparatoire des mesures. Puis, lorsque la température était à peu près établie, on amenait, par un déplacement convenable du réservoir auxiliaire, le niveau du mercure dans la branche ouverte aussi près que possible de l'endroit qu'il devait occuper dans les mesures. On établissait alors la communication, et l'on rectifiait le réglage de manière que les ménisques fussent à une très petite distance des pointes.
Chaque mesure de la pression comprenait alors les opérations suivantes :
I® Observation, sur la règle, des millimètres situés au niveau des ménisques; 2^ observation des thermomètres auxiliaires; 3** mesure de la position de la pointe fixe qui sert de repère; 4** cinq pointés du ménisque inférieur et quatre pointés du ménisque supérieur effectués alternativement aux deux microscopes;
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5° observation des thermomètres auxiliaires ; 6*^ observation des millimètres.
Détermination du zéro. — Le couvercle de l'auge ayant été enlevé, on introduisait de la glace finement râpée et trempée d'eau distillée, à la fois dans Tauge intérieure et dans l'auge extérieure ; cette glace était tassée autour du réservoir du thermomètre à gaz. Le remplissage de l'auge exigeait environ 35* de glace. Les mesures de la pression commençaient une heure après la préparation de l'expérience. Chaque détermination du zéro comprenait généralement quatre mesures complètes de la pression.
Détermination du point loo. — Après avoir renfermé le réservoir du thermomètre dans l'étuve que nous avons décrite (98), on établissait la circulation de la vapeur développée dans la chaudière C {PL /). Le baromètre, muni de l'armature mobile fixée sur la branche ouverte, servait à mesurer la pression atmosphérique d'où la température de la vapeur était déduite. La construction particulière du manomètre permettait d'effectuer simultanément les mesures au baromètre et au manomètre. Dans la suite des observations que nous avons énumérées, l'opération n°4 était remplacée par des pointés faits successivement aux trois microscopes et commençant alternativement au microscope supérieur et au microscope inférieur; entre chaque groupe de trois lectures, on notait l'indication du manomètre à eau fixé à l'étuve. Une observation complète se composait de quatre groupes de lectures des trois ménisques.
Comparaisons, — Pour les comparaisons dans les liquides (eau ou alcool), les thermomètres étaient couchés dans l'auge et disposés symétriquement autour du réservoir en platine. Leur position était intervertie après chaque série, hsi/ig. 34 montre la disposition des thermomètres dans la première série.
Chaque observation complète de la différence entre les thermomètres consistait en une mesure de la pression dans laquelle on intercalait, après la première lecture des thermomètres auxiliaires et avant la seconde, la lecture des quatre thermomètres étalons. Les comparaisons aux températures élevées ou très basses, ainsi que celles qui étaient faites dans les vapeurs, nécessitaient
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le concours de deux observateurs, l'un pour les thermomètres, l'autre pour le manomètre; les lectures étaient alors multipliées.
Fig. 34.
Le zéro des thermomètres étalons était déterminé avant et après chaque série, sauf dans les comparaisons au-dessous de o° où il n'était déterminé qu'après-.
Il a été fait^ à chaque température, quatre séries de quatre observations complètes, réparties sur deux jours au minimum.
THERMOMÈTRE A AZOTE
103. Préparation et dessèchement de l'azote; remplissage du réservoir. — La méthode suivie par M. Chappuis pour la préparation de l'azote consiste à faire passer de l'air privé d'acide carbonique sur du cuivre divisé, chauffé au rouge.
L'appareil qui a servi à la préparation et au dessèchement de l'azote est représenté dans \dijig. 35. Il est constitué par un tube en verre de Bohême rempli de tournure de cuivre, placé horizontalement sur un fourneau ou grille à analyse. Il communique, d'une part, avec l'air extérieur, par l'intermédiaire de flacons laveurs contenant de l'acide sulfurique et une solution de potasse caustique; d'autre part, avec une grande bouteille R d'une capacité de 3^,5. Cette bouteille est remplie d'une solution concentrée de potasse caustique que Ton fait écouler par un siphon muni d'un robinet dans une deuxième bouteille placée au-dessous. Le siphon étant amorcé et le tube chauffé au rouge sombre, il suffit de disposer convenablement les robinets pour faire passer, à travers les flacons laveurs et le tube chauffé, un courant d'air qui s'y débarrasse de son acide carbonique et de son oxygène, et vient remplacer dans le réservoir R le liquide écoulé. On peut régler cet écoulement à l'aide du robinet placé sur le siphon, et obtenir ainsi un courant très lent et régulier assurant la complète absorption de l'oxygène.
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Le gaz renfermé dans le réservoir R doit encore êlre desséché avant d'élre conduit dans le réservoir thermométrique. A sa sortie du réservoir, il traverse d'aLord une série de quatre flacons
laveurs soudés les uns aux autres. Les deux premiers conlienneni de l'acide sulfurique, les deus suivants une solution concentrée de potasse caustique. De là, le gaz se rend dans un tube en U de 2^""° de diamètre et de i", 60 de longueur, rempli dépotasse caus-
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lîque en morceaux, puis dans un second tube semblable contenant de Tacide phosphorique anhydre.
Le tube par lequel Tazote sec sort de Tappareil de dessèchement se divise en trois branches : la première P conduit à une pompe à mercure sans robinet; la deuxième, à un flacon A, d'une capacité de I*, rempli de mercure et pouvant servir de réservoir au gaz sec ; la troisième M aboutit, par le tube d {PL 7), à la branche fermée du manomètre n, dans laquelle, pendant toutes les opérations préliminaires, on n'a pas laissé pénétrer le mercure. Des robinets placés sur chacune de ces branches permettent d'établir ou de supprimer toute communication entre elles. On a évité l'emploi de tujaux de caoutchouc pour opérer ces nombreux raccordements; toutes les canalisations sont formées par des tubes de verre soudés les uns aux autres ou assemblés à l'aide de raccords rodés à Témeri. On s'est assuré de leur parfaite élanchéité, en faisant à plusieurs reprises le vide dans tout l'appareil. Celte opération avait d'ailleurs pour but de chasser l'air contenu dans l'appareil et de le remplacer par l'azote.
Remplissage du réservoir. — Le réservoir ihermométrique, après avoir été nettoyé et séché, fut mis en communication avec la pompe et évacué sept ou huit fois à moins de o"*", i de pression, en laissant rentrer chaque fois l'azote qu'on venait de préparer.
Après avoir rempli le tube une dernière fois, on l'entoura de glace et, comprimant l'azote en versant du mercure dans le tube E qui communique avec le réservoir A, on lui donna une pression convenable, supérieure à la pression atmosphérique. On supprima alors la communication de la branche fermée du manomètre avec l'appareil de dessèchement, et l'on fit monter le mercure dans cette branche jusqu'au-dessus du tube de jonction dy isolant ainsi un volume gazeux dont la pression à 0° était d'environ i".
104. Exposé des mesures. — Les mesures sur Tazote, qui se sont étendues sur une période de dix mois (juin i885 à mars 1886, avec une interruption de deux mois en automne) se divisent en deux groupes. Dans le premier, la température de la salle est restée voisine de 20**; dans le second, elle est descendue à 5^
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environ. La légère incertitude qui régnait sur les éléments de réduction relatifs à Tespace nuisible engagea à faire, pour les deux groupes, des déterminations de la pression initiale complètement indépendantes, et à réduire, dans chacun des groupes, l'espace nuisible respectivement à 20° et à 5®.
Le premier groupe comprenait les comparaisons dans Teau à i5°, 20°, 25", 3o®, 35^, 4o°î 45° et, dans les vapeurs de chloroforme et d'alcool éthylique, à 61° et ^8°. Dans le second groupe d'expériences rentraient les comparaisons à — 24°, — 20°, — i5**, — 10^, —6°, —4*», -h 2", 5, 5°, 10**, iS**, 20^ et 25°, dans l'alcool ou dans l'eau.
Premier groupe. — Il a été fait, du 5 juin au 20 avril i885, dix-neuf déterminations du zéro, espacées régulièrement sur tout cet intervalle de temps. Les résultats n'ont montré aucune marche systématique, d*oii l'on conclut que la masse du gaz contenu dans Tappareil était parfaitement constante dans les limites des erreurs d'observation. Le résultat moyen de ces mesures est
Ho = 995""", 94'^'-
L'erreur probable d'une observation, déduite des écarts par rapport à la moyenne, est de ± 41*, 5.
Quatre déterminations du point 100, les 12, 1 5 et 17 juin et le 22 août, ont donné, comme coefficient moyen de dilatation entre 0° et 100**,
a = o,oo3 674 66.
Le Tableau suivant contient, à titre d'exemple, les résultais réduits des quatre séries à i5®. Les écarts que l'on remarque entre les thermomètres étalons montrent qu'il existait de légères différences systématiques de la température en divers points de l'auge.
Températures. Moyeone
■ ■ ■■ ^ « ■ — générale
i5,o24 15,026 t5,oi9 i5,oa4 i5,09i3
Pressions
réduites
mm
29 juin i885. Série I. . . .
Série II
3o » Série III.. .
Bo )) Série IV. . .
io5o,239.
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En introduisant ces valeurs dans la formule fondamentale (p. 286) avec celles des constantes données précédemment (p. 234), on trouve les températures suivantes T^^, mesurées au thermomètre à azote, et leurs différences T^^ — t^ par rapport aux thermomètres à mercure en verre dur.
Sériel 14)7^7 —0,059
Série II 743 — 0,061
Série III 840 — 0,061
Série IV i4i962 — 0,061
Second groupe. — Il a été fait, du 2 novembre i885 au 9 février 1886, quatorze déterminations de la pression initiale, qui ont donné le résultat moyen
Ho = 995"", 888,
l'espace nuisible étant réduit à 5'\
Pour atteindre les températures très basses, on entourait l'auge intérieure, remplie d'alcool, d'un mélange de neige, de sel de cuisine et de chlorure de calcium en proportions convenables. La préparation de l'expérience était longue et laborieuse. On profitait du passage par le minimum de température pour faire les observations.
i05. Résultats. — Les résultats moyens, relatifs aux deux groupes d'expériences, sont les suivants :
SECOND GROUPE
Ta..
Ta.- K'
-h o,io5
Discussion. — Le thermomètre à gaz et les thermomètres à mercure doivent, par définition, concorder ào°. Or, par suite des erreurs constantes affectant les déterminations tout à fait indépendantes du zéro dos thermomètres à azote et à mercure, la courbe continue, réunissant les points du second groupe, coupe Taxe des ordonnées à — o**, 007, Pour faire concorder le point de dépari des deux échelles, M. Chappuis a calculé, par la méthode des moindres carrés, l'équation d'une courbe parabolique du troisième degré, satisfaisant le mieux possible aux coordonnées des douze points déterminés dans le second groupe d'expériences. Il en résulte, pour la pression initiale, une correction de — o°*™,025 1 , ce qui la réduit à Ho = 995""*,863.
En adoptant cette valeur de la pression initiale pour le second groupe d'expériences, on trouve les résultats suivants, qui doivent être substitués aux nombres donnés plus haut :
— io,45i — 10,522 H- 0,071
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La comparaison des résultats à i5°, ao^, 25°, trouvés dans les deux groupes d^expériences montre qu'il n'existe entre eux aucune différence systématique; on peut donc les réunir dans une même formule.
106. Représentation analytique des résultats. — Le problème relatif à la différence de marche entre un thermomètre à mercure et un thermomètre à gaz qui se présente le plus fréquemment est celui-ci :
Une température ayant été déterminée au moyen d'un thermomètre à mercure, trouver la correction qu'il faut appliquer à la lecture pour obtenir r indication du thermomètre à gaz.
Mais il est des cas moins fréquents où le problème inverse doit être résol|i ; il faut donc calculer deux fonctions différentes représentant la différence de marche entre les thermomètres à mercure et à gaz : l'une a pour variable indépendante la température du thermomètre à mercure, l'autre la température du thermomètre à gaz.
Nous avons donné précédemment (p. 206) la forme générale de l'équation qui relie la différence de marche à la température (*). Nous désignerons par a, 6, c les coefficients de la formule relative aux thermomètres à mercure, par A, B, C ceux de la fonction de la température donnée par le thermomètre à gaz.
M. Chappuis, en réunissant dans une formule à trois para-
(') La forme sous laquelle M. Chappuis a employé la formule est
Ta,— t,= x{ioo — t,) t^ + y {100* — tl) t^+ z{\oo^ - tl ) t^.
Les relations entre x, y, z et les coefficients de l'équation
Tai- ^.= ^.(100- O {a-^bt^ + t\) sont
a =^ X + iQoy -¥\QQ*Zy X = a — ioobf
b = y~hiooz, y = b—iooc,
Dans divers travaux personnels, nous avons calculé la différence dans le sens t — T; afin d'éviter toute ambiguïté, nous emploierons toujours, dans ce Traité, es constantes de la formule dans le sens inverse, adopté précédemment dans les -)rmules théoriques.
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mètres les vingt et une valeurs de T^^^ — ^„ données par l'expérience, a trouvé
Dans Téquation transformée, les valeurs des constantes sont (*)
A = — 5,5921 .10-*, B =-+- 4,961 6. lo-"*, G = — 2,5865.10-».
Les différences entre les quantités T^^, — t^ observées et ces mêmes quantités calculées par la formule
Tai— iv= ^t»(lOO — tv)(— 55,541 H- 0,482 40/»» — 0,0024807/3)10-*
sont les suivantes :
Obs.— Cale.
Obs.— Cale.
Obs.— Cale
— o,oo5o
-T-o,ooo3
-f-o,oo38
~ro,ooa5
— o,oo65
T-o,oo5i
-f-o,oo5o
— o,oo3o
— o,oo55
-T-0,OOOI
La répartition des erreurs résiduelles montre qu'une formule à trois constantes suffît pour rassembler les résultats.
L'erreur probable d'une observation est, d'après le Tableau cidessus,
r = zh o ,0023 degré.
L'erreur probable de la fonction s'annule par définition à o** et à 100"; elle atteint riz 0,0018 degré à — 24° et vers -f- 80®.
La Table IX donne les résultats de l'interpolation pour tous le? degrés.
{*) Ch.-Ed. Guillaume, Formules pratiques pour la transformation ^w coefficients thermiques ( T, et 3/., t. VI, p. 10; 1888).
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THERMOMÈTRE A ACIDE CARBONIQUE
107. Modifications apportées aux appareils. — Les expériences faites avec le ihermomètre à azote avaient montré l'opportunité de diverses modifications qui furent apportées aux appareils avant que l'on procédât aux mesures sur l'acide carbonique. On établit d'abord, dans l'auge extérieure, un tube de cuivre rouge dans lequel circulait la vapeur d'eau développée dans une chaudière; celle-ci était en communication avec un grand réservoir où l'on pouvait faire un vide partiel et obtenir ainsi une température d'ébuUition quelconque inférieure à loo®. En protégeant suffisamment l'auge et en vérifiant fréquemment la pression dans l'appareil au moyen d'un manomètre, on arrivait ainsi à maintenir une température très constante.
Le manomètre fut démonté et nettoyé, et l'espace nuisible jaugé de nouveau. En outre, un tronçon du tube capillaire de iS*"™ fut entouré d'un manchon, de façon à participer aux variations de température du réservoir.
L'espace nuisible, jusqu'à l'extrémité de la pointe, devint ainsi égal à i"\o5oo, et le volume du réservoir à o® fut porté à i^oSgoDo.
108. Préparation du gaz et remplissage du réservoir. — On remplaça la potasse dans le tube en U par de l'acide phosphorique anhydre. La solution concentrée de potasse, contenue dans la série de flacons laveurs et dans le réservoir de quatre litres R (^fig^ 35), fut également remplacée par de l'acide sulfurique concentré. L'acide carbonique était préparé par la décomposition du bicarbonate de soude au moyen de l'acide sulfurique. Le bicarbonate de soude, employé à cet effet, avait été purifié par le procédé suivant : 5ooS environ de bicarbonate, déjà assez pur, furent chauffés pendant quelques heures à une Température élevée, de façon à transformer ce corps en carbonate. Cette décomposition achevée, on fit dissoudre le résidu dans l'eau distillée, et l'on fit passer à travers la solution un courant d'acide carbonique qui reconstitua le bicarbonate de soude. Ce dernier, moins soluble que le carbonate, se déposa en cristaux très fins que l'on put recueillir sur un filtre et laver à l'eau distillée.
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Le sel ainsi préparé, fortement trempé d'eau, fut introduit
dans une bouteille d'un litre de capacité, représentée dans la
Jig. 36. Le bouchon rodé de celte bouteille est traversé par un
tube effilé par le bas et se termine en haut par un réservoir de
Fi g. 36.
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2o^^* environ de capacité, destiné à contenir l'acide sulfurique dilué. Un robinet placé au-dessous permet de régler l'écoulement de l'acide sulfurique.
Deux tubes d'accès, soudés au bouchon et munis de robinets, relient le flacon, d'une part, au réservoir du gaz et à l'appareil de dessèchement, d'autre part, à une trompe à eau.
Avant de dégager le gaz, en laissant pénétrer l'acide sulfurique, il convient de chasser complètement l'air renfermé dans l'appareil. On y parvient aisément en faisant bouillir, sous le vide de la trompe à eau, la solution concentrée de bicarbonate, qu'on a préalablement chauffée. Le vide ayant été également fait dans les appareils de dessèchement et dans l'espace libre du réservoir R, on les met en communication avec l'appareil de dégagement. L'acide carbonique développé dans la bouteille traverse alors deux flacons laveurs contenant l'eau distillée, et se rend dans le réservoir R, refoulant peu à peu l'acide sulfurique dans le vase inférieur R'.
Comme les tubes de dessèchement pouvaient encore renfermer quelques traces d'air, on a utilisé les dix premiers litres de l'acide
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carbonique ainsi préparé à les expulser en faisant alternativement le vide dans Tappareil et en laissant rentrer Tacide carbonique.
Le réservoir thermométrique fut rempli avec les mêmes soins que dans le cas de Fazote.
109. Exposé des mesures. — Le thermomètre à acide carbonique était exclu d'avance de la discussion sur Téchelle normale; les expériences de M. Chappuis étaient destinées seulement à fournir quelques données précises sur la dilatation de ce gaz fréquemment étudié; elles sont moins complètes que les autres.
Les mesures relatives à l'acide carbonique ont été faites sous deux pressions initiales sensiblement différentes. M. Chappuis désigne le thermomètre, dans les deux séries de mesures, par thermomètre à acide carbonique n"^ 1 et n^ 2.
Thermomètre à acide carbonique n° 1. — La pression initiale fut déterminée douze fois, du 17 septembre au i5 novembre 1886. Une légère diminution de la pression initiale aj^ant été constatée, on admit, pour toute la durée des observations, la valeur
Ho= 995""", 190 — o'"'", 000 604 /i,
n désignant le nombre de jours écoulés depuis le 17 septembre.
Le coefficient moyen de dilatation, déduit de quatre déterminations du point 100, est
a = o,oo3 724 77-
Les comparaisons donnèrent les résultats suivants :
TcO*-
lco« — 'w
— io,53o
Thermomètre à acide carbonique n** 2. — La pression initiale, parfaitement constante pendant les expériences, fut déterminée dix fois, du 17 novembre au 7 décembre 1886. Le point 100
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fut déterminé cinq fois. Il en résulte
Ho = 87o'»'»,279, a = o,oo3 716 34.
Les comparaisons ont donné
Tco'--
Tco» — ^■
Constantes de la formule. — Les valeurs de la différence Tca» — ^v étant sensiblement les mêmes à 20^ et 40** pour les thermomètres n" 1 et n**2, tous les résultats ont été réunis dans une même formule dont les constantes sont
Les erreurs probables sont de même ordre que dans le cas de l'azote.
THERMOMÈTRE A HYDROGÈNE
HO. Préparation du gaz. — L'hydrogène a été préparé par l'électrolyse d'une solution à 45 pour 100 d'acide orthophosphorique dans de Teau distillée. Le voltamètre {Jlg» 3^) était constitué par un tube enUdc 2*^" de diamètre, dont les branches étaient fermées par des bouchons de verre rodés, qui livraient passage aux électrodes de platine.
Le gaz dégagé s'échappait par un tube latéral soudé au bouchon; rhjdrogène était recueilli dans une grande bouteille contenant de l'eau distillée privée d'air. Une seconde bouteille, reliée à la première par un tuvau de caoutchouc, recevait Teau remplacée par l'hydrogène.
Le courant employé était d'environ i^^PjS. Le gaz passait dans un tube rempli de cuivre divisé, chauffé au rouge sombre, afin
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UQ tube en U rempli d'acide phosphorique.
111. Exposé des mesures. — Les mesures clTectuées sur l'hydrogène se divisent en deux groupes. Dans les expériences du premier groupe (du 2a janvier au a4 mars 1887), qui comprennent trente déterminations indépendantes de la pression initiale, cinq déterminations du point 100 et les séries de comparaisons à douze températures comprises entre — 25" et 4- 35", on a réduit l'espace nuisible à la température moyenne de 5", Dans le deuxième groupe (du 20 avril au 38 mai), constitué par seize déterminations de la pression initiale, deux déterminations du point 100 et par les comparaisons elTectnées à neuf températures comprises entre 20" et 78", l'espace nuisible a été réduit à la température de 1 5°.
La pression initiale montra deux diminutions brusques, correspondant à deux déterminations du point 100; les déterminations antérieures à la première diminution ne furent pas prises en considération.
On a admis, du 26 au 3 1 janvier,
Hg = ggB^gCG,
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et, du 2 février au 24 mars,
Ho =998"", 939;
entre ces dates, la pression ne montra aucune variation systématique.
Pour le second groupe, la pression demeura parfaitement constante. La valeur moyenne de la pression initiale est
no = 998'»»,967.
Les sept déterminations du point 100 ont donné, pour la dilatation moyenne de Thydrogène entre o® et 100**,
Résultats des comparaisons. — En formant les moyennes des différences Th — t^ trouvées par les quatre séries d'observations effectuées à une même température, on obtient le résumé suivant :
— i9>oi8
i5,ioo
Oj
Oj
Oj
, io3
Oj
Constantes de la formule, — La courbe continue passant le
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plus près possible des points dont Tabscisse est ty et Tordonnée Tu — tt, coupe Taxe des ordonnées très près de l'origine ; la condition de concordance à o^ est donc satisfaisante.
En calculant comme précédemment, on trouve, pour les constantes de la formule représentant la quantité Th — t^ en fonction des thermomètres à mercure et à hydrogène,
avec les erreurs résiduelles suivantes :
Obs.— Cale.
Obs.— Cale.
Obs — Cale
-i-o,oo32
-+-o,oo36
— o,ooo5
-hO,0024
-+-o,oo59
-t-o,ooi3
L'erreur probable d'une observation est =fc 0,0020 degré, et celle de la fonction atteint ±0,00 16 degré à — a5° et à + 80°.
Les valeurs de la fonction ï,| — ly pour tous les degrés sont données dans la Table X.
SYNTHÈSE ET DÉVELOPPEIVIENTS.
112. Comparaison des résultats relatifs aux thermomètres à azote, à acide carbonique et à hydrogène. — Les recherches dont nous venons de donner un résumé montrent que, entre o** et 100**, les thermomètres en verre dur donnent des indications plus élevées que les échelles fournies par la variation de tension de l'azote, de l'acide carbonique et de Thydrogène. Le contraire a lieu au-dessous de o** et sans doute au-dessus de 100".
L'écart maximum, entre o® et 100°, est
De 0,049 degré vers 35* pour l'acide carbonique. 0,097 " ^ 4o° * l'azote.
0,107 " ^ 4^^ " l'hydrogène.
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Rapportés à la plus basse des trois échelles, celle de l'hydrogène, les résultats sont les suivants :
Erreur
Erreur
Tb-
Ta«
-Th-
probable.
Tco» — Th •
probable.
o,oo3
o,oo3
— lO
o,oi5
OjOCO
OjOo3
o,oi3
-+- lO
rt
o,oj9
o,oo5
o,oo3
o,oo3
rr
o,oo3
rH
o,oo3
o,oo3
o,oo3
zh
o,oo3
o,oo3
o,oo3
-f-ioo
Les valeurs négatives de T^, — Tu entre ^5° et 100" sont dues sans doute à des erreurs d'expérience parfaitement admissibles, si Ton remarque qu'il a été fait une seule comparaison dans cet intervalle. Une erreur de o"°,oi environ dans la mesure de la tension d'un des gaz à 100** suffirait aussi pour l'expliquer. Dans le cas de comparaisons directes entre les thermomètres à azote et à hydrogène, il y aurait probablement eu lieu d'appliquer à la formule théorique la correction indiquée à la page 209.
113. Échelle normale. — Â la suite des expériences de M. Ghappuis, le Comité international des Poids et Mesures dis-
CHAP. V. SUR l'échelle THERMOMÉTRIQUE NORMALE. sSq
cula la question de l'adoption d'une échelle thermométrique normale. Comme il a été dit plus haut, l'acide carbonique était en quelque sorte exclu d'avance.
Le thermomètre à azote avait surtout une importance historique, ses indications étant certainement très voisines de celles du thermomètre à air par rapport auquel de nombreuses constantes ont été déterminées ('). Cependant, il y a fort peu de déterminations anciennes, pour ne pas dire aucune, dans lesquelles la précision atteigne les plus fortes divergences entre les thermomètres à azote et à hydrogène.
D'autre part, il est certain que, de tous les gaz, l'hydrogène est celui qui s'approche le plus de l'état parfait que suppose la définition de la température par la dilatation d'un gaz. Tous les calculs faits jusqu'ici attribuent au thermomètre à air une légère avance sur l'échelle absolue entre o^ et ioo°; le thermomètre à hydrogène, très peu en relard sur ce dernier, est donc, selon toute probabilité, plus voisin de l'échelle absolue. Enfin l'hydrogène reste gazeux bien au-dessous des températures où l'oxygène et l'azote se liquéfient.
Guidé par ces considérations, le Comité international des Poids et Mesures prit, dans sa séance du i5 octobre 1887, la résolution suivante :
Le Comité international des Poids et Mesures adopte, comme ÉCHELLE THERMOMÉTRiQVE NORMALE />owr le Service international des Poids et Mesures, l'échelle centigrade du thermomètre a HYDROGENE ayant four points fixcs la température de la glace fondante (0°) et celle de la vapeur d^eau distillée en ébullition (loo**) sous la pression atmosphérique normale; V hydrogène étant pris sous la pression manométrique initiale de i^ de mercure, c^est-à-dire à -y^ = i,3i58 de la pression atmosphérique normale.
(*) Il est presque certain que les indications du thermomètre à air s'écartent légèrement de celles du thermomètre à azote dans le sens de celles du thermomètre à acide carbonique, car l'oxygène est un gaz moins parfait que l'azote. La plus forte divergence entre o» et 100* ne dépasse sans doute pas quelques millièmes de degré.
THERMOMÉTRIE DE PRÉCISION.
Le diagramme suivant {^fig- 38) représente la marche de divers thermomètres par rapport à Péchelle normale.
Fig. 38.
114. Écarts entre l'échelle normale et l'échelle absolue ou thermodynamique. — Les différences trouvées directement entre les divers thermomètres à gaz (p. 258) sont incomparablement plus sûres que toutes les données déduites des calculs théoriques mentionnés précédemment. Par rapport à ces dernières, nous pouvons les considérer comme absolument exactes. En supposant, de plus, que les thermomètres à air et à azote concordent, nous pouvons calculer les divergences probables entre l'échelle normale et l'échelle absolue.
En combinant les nombres consignés dans les Tableaux du n** 95 avec les nombres du n" 112, on trouve les résultats qui suivent:
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EXCÈS DU THERMOMÈTRE A HYDROGÈNE SUR l'eCHELLB ABSOLVE.
a. D'après le thermomètre à air.
d'après jochmann.
D* APRÈS WEIN8TEIN.
d'après
o,oo
b. D'après le thermomètre à acide carbonique.
d'après JOCHMANN.
d'après
WBINSTEIN.
Cp Regnaalt.
Cp Wiedemann.
— o,oo5
— o,oi4
— o,oi3
— o,oo3
— o,oo5
— o,oo3
D'après les résultats de M. Weinstein, qui, comme nous l'avons dit, sont les plus probables, les indications du thermomètre à hydrogène s'écarteraient de l'échelle absolue, entre o® et 70^, dans un sens ou dans l'autre, suivant que les écarts sont calculés au moyen du thermomètre à air ou du thermomètre à acide carbonique. Des écarts plus forts dans le voisinage de 100° sont incompatibles avec les propriétés des gaz. On en conclut que, entre o® et loo**, les différences entre l'échelle normale et l'échelle absolue sont trop petites pour que leur signe même puisse être déduit d'une manière certaine des expériences faites jusqu'ici.
Limite d'emploi du thermomètre à hydrogène
La concordance entre l'échelle du thermomètre à hydrogène et l'échelle absolue ne subsiste évidemment que dans les limites entre lesquelles ce gaz jouit des propriétés qui caractérisent un gaz parfait; cette concordance cesse aux températures très basses, un peu avant que l'hydrogène passe à l'étal liquide.
On ne possède, pour le moment, aucun moyen rigoureux de déterminer l'erreur du thermomètre à hydrogène dans les régions où ses indications peuvent être suspectées. Il faut avoir recours, pour cette recherche, à des moyens détournés qui ne permettent que des conclusions probables.
Deux méthodes complètement différentes peuvent être suivies : la première consiste à conclure par analogie, en examinant la dilatation d'autres gaz dans le voisinage de leur température critique; la seconde est basée sur une comparaison du thermomètre à hydrogène avec des échelles au moyen desquelles l'extrapolation présente un certain degré de probabilité.
Première méthode : Expériences de M. Olzewski, — Au cours de ses recherches sur la liquéfaction des gaz, M. 01zewski (*) a comparé incidemment des thermomètres à azote, à oxygène et à bioxyde d'azote à un thermomètre à hydrogène. Les températures critiques de ces trois premiers gaz sont respectivement, d'après M. Olzewski, — i46°9 — 11 8**, 8 et — 93®,5; leurs
(*) Olzewski, Ueber die Dichte des fliissigen Methans, sowie des verflûssigten Sauerstoffs und Stickstoffs {Wied. Ann., t. XXXI, p. 58; 1887).
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températures d'ébullition sous la pression atmosphérique sont — ï94°;4ï — ï8i®,4 et — 153**,6. Les comparaisons ont donné les résultats suivants :
Températures du thermomètre à
Hydrogène Azote
Oxygène
Tu- T^j.
Tax-Th.
Tq.
1© Th.
— 102,5 — io3,o
io3,5
Hydrogène
Bioxyde d'azole
Th.
TaxO-
TazO-
On voit qu'à des températures de beaucoup inférieures à la température critique, les indications fournies par les trois thermomètres susnommés ne diffèrent de celles du thermomètre à hjdrogène que de i à 2 degrés. Or, comme l'hydrogène n'a pas pu être liquéfié sous une forte pression à une température de — 220", on peut en conclure que sa température critique est encore plus basse; si donc les indications du thermomètre à hydrogène sont sensiblement exactes à — i5o°, elles ne doivent différer des températures absolues que d'une petite quantité vers — 220"^.
Seconde méthode. — Supposons que nous ayons mesuré une variation thermique quelconque dont la valeur ait été rapportée au thermomètre à hydrogène. Nous pouvons en déduire (86) les coefficients de la formule qui sert à ramener à l'échelle normale les indications thermométriques de la variation considérée. Rigoureusement, cette formule ne devrait servir qu'à l'interpolation, mais on peut l'employer, avec un certain degré de probabilité, au delà des limites des expériences.
(*) D'après les expériences beaucoup plus précises de M. Chappuis, cette difTéreace est certainement trop grande.
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Pour une distance donnée d'un des points extrêmes des mesures de graduation, Tincertitude de l'extrapolation dépend de la continuité du phénomène choisi, de la validité de la formule empirique employée pour le représenter, des limites entre lesquelles il a été étudié et enfin de la précision de celte élude.
Les conditions auxquelles le phénomène et son étude doivent satisfaire sont les suivantes :
La variation thermique considérée doit être continue et se rapprocher autant que possible de la forme linéaire; elle doit être étudiée sur un espace très étendu, en un grand nombre de points, de telle manière que l'on puisse contrôler, par les erreurs résiduelles, la précision des mesures et la suffisance de la formule choisie.
Si ces conditions sont remplies, on peut employer, pour l'extrapolation, une formule à un petit nombre de termes, présentant une sécurité beaucoup plus grande qu'une fonction contenant des puissances élevées de la température; on peut, de plus, calculer l'erreur probable de la fonction pour tous les points extrapolés.
A une grande distance des limites de la graduation, l'extrapolation devient nécessairement assez incertaine ; mais on a la ressource d'employer un grand nombre de phénomènes de diverses natures, qui se contrôlent mutuellement, et dont les écarts par rapport à la moyenne permettent de conclure, d'une manière plus certaine que les erreurs probables individuelles, à l'erreur probable de cette moyenne. Dans la formation de la moyenne, on devra, du reste, donner à chaque phénomène d'autant plus de poids qu'il fournit une extrapolation plus probable.
On voit immédiatement qu'il faut éviter d'employer, pour celte extrapolation, des corps qui changent d'étal dans l'intervalle de température des mesures ; on choisira donc des corps dont le point de fusion est plus élevé que la température supérieure de la graduation.
Aucune recherche n'a été faite jusqu'ici d'après le plan exact qui vient d'être exposé. Nous rendrons compte de celles qui s'en rapprochent le plus.
Expériences de MM, Caille te t et Colardeau, — Les expé-
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riences les plus complètes dans ce domaine ont été faites en 1 888 par MM. Cailletet et Colardeau (*). Ils comparèrent le thermomètre à hydrogène à la résistance électrique du platine et aux couples thermo -électriques platine pur-platine rhodié et fercuivre^ enfin ils mesurèrent la température par la méthode calorimétrique au moyen d'un lingot de platine. Les fonctions représentant ces divers phénomènes furent déterminées par des comparaisons à ioo% o** et — 23'*,4î on adopta, pour l'extrapolation, des formules du second degré; pour la chaleur spécifique du platine, la formule de M. VioUe fut admise sans nouvelles expériences.
Des comparaisons faites à — 102**, 4 montrèrent une concordance parfaite entre le thermomètre à hydrogène et la moyenne des indications thermométriques déduites des phénomènes étudiés. Les écarts individuels ne dépassaient pas un demi-degré.
Expériences de Wroblewski. — Déjà, en i885, Wroblewski (^) avait entrepris incidemment des expériences à la suite desquelles il avait déclaré que le thermomètre à hydrogène s'écarte fortement de l'échelle absolue dans le voisinage de — 200°. Cette conclusion était basée sur des comparaisons avec le couple maillechort-cuivre, gradué par des expériences préliminaires dans le voisinage de -h 99**, 0°, — io3° et — i3i°. Les températures extrapolées furent calculées par une fonction du troisième degré de la force électromotrice du couple.
Wroblewski employa plus tard le couple en question à la mesure des températures dans diverses recherches, entre autres dans la détermination de la résistance électrique du cuivre avec la température; il trouva que le coefficient de variation, assez constant jusqu'à — 193°, augmente subitement au-dessous (').
(') Cailletet et Colardeau, Mesure des basses températures {Journal de Physique, i* série, t. VIII, p. 286; juillet 1888).
(') S. VON Wroblewski, Ueber den Gebrauch des siedenden Sauerstoffs, Stickstoffs und Kohlenoxyds, sowie der atmospharischen Luft als Kàltemitiei ( Wied. Ann., t. XXV, p. 871; i885). Les différents travaux de Wroblewski ont été résumés dans les Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences.
(•) Wroblewski, Ueber den electrischen Widerstand des Kupfers bel den hochsten Kàltegraden {Wied, Ann., t. XXVI, p. 27; i885).
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Or il est évident que les expériences de Wroblewski admettent une interprétation plus rationnelle. D^abord, la fonction qu'il a adoptée pour Textrapolation au moyen du couple thermo-électrique a une forme différente de celle qui est prévue par la théorie, puisque Ton admet généralement que, l'une des soudures étant à une température constante, la force électromotrice du couple varie suivant une fonction du second degré de la température de Tautre soudure. De plus, dans ce cas particulier, la parabole qui représente cette fonction se rapproche de son sommet lorsque la température baisse, de telle sorte que l'extrapolation est très incertaine. Enfin, d'après tout ce que l'on sait sur les résistances électriques, leurs variations sont beaucoup plus régulières que celles des forces thermo-électromotrices, et se rapprochent beaucoup plus de la forme linéaire.
On est donc conduit à rejeter l'extrapolation par le couple maillechort-cuivre et à conserver de préférence celle qui est fournie par la résistance électrique du cuivre.
En admettant que la fonction parabolique déterminée par des expériences à +100°, -+-23°, o", — loS"* el — 146** est encore exacte vers — aoo'^, on trouve que la température évaluée par Wroblewski à — 200° était de — 211°. Or diverses températures d'ébullition déterminées dans cette région par Wroblewski au moyen du couple furent trouvées, par M. Olzewski, de 8 à 10 degrés plus basses au moyen du thermomètre à hydrogène, d'où l'on conclut que les températures indiquées par le thermomètre à hydrogène et extrapolées au moyen de la résistance du cuivre concordent à a ou 3 degrés près à — 210^. La conclusion la plus probable que l'on puisse tirer des expériences de Wroblewski est donc que les indications du thermomètre à hydrogène sont sensiblement exactes dans le voisinage de — 200" (*).
116. Conséquences relatives à la dilatation des gaz et des autres corps thermométriques. — Il semble démontré que, dans tout l'intervalle de température exploré jusqu'ici, l'échelle thermométrique fournie par la variation de tension de l'hydro-
(') Voir, sur cette question, Guillaume, Sur la mesure des températures très basses {Arch. de Gen., 3* série, t. XX, p. 896; 1888).
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gène concorde avec l'échelle thermodynamique dans les limites des erreurs d'observation, c'est-à-dire à moins de 0,0 1 degré près aux températures ordinaires et à a ou 3 degrés près un peu audessous de — 200^. Les fonctions représentant les variations thermiques par rapport à l'échelle normale peuvent donc être considérées, dans l'état actuel des mesures, comme les véritables fonctions naturelles qui conviennent à ces phénomènes.
Les expériences de M. Chappuis permettent d'établir plusieurs de ces fonctions.
Dilatation de l'azote et de l'acide carbonique. — En admettant qu'une fonction parabolique du quatrième degré suffise pour représenter la dilatation de l'azote et de l'acide carbonique, entre — 26® et 100**, les formules (12) du n'^SB, combinées avec les résultats trouvés par M. Chappuis, peuvent servir à calculer les coefficients de cette fonction. Il suffit d'introduire, dans ces formules, la valeur de la dilatation totale du gaz entre o^ et 100°,
c'est-à-dire '^V — -^ et celles des coefficients A, B, C des fonc-
tions représentant la différence de marche entre le thermomètre à hydrogène et les deux autres thermomètres considérés (Tu — T^.
et la — -l-coO*
La dilatation moyenne de l'azote, entre o® et 100", sous la pression initiale de 1™ de mercure, est égale à 0,367 466. Les coefficients de la fonction représentant la différence Tu — T^,. sont ( ^ ) :
A = — 6,374.10-*, B = — 6,700. 10-9^ C =-h i,3o6.io-9.
On en déduit, pour la dilatation de l'azote, sous la pression de i de mercure à 0°, les coefficients suivants :
a = -h o,oo3 677 00, p = — 2,096.10-*, Y = — 5,045. io-*o,
(*) Nous avons adopté ici les difTérences entre les coefficients représentant la correction des thermomètres à mercure par rapport aux thermomètres à azote et à hydrogène en fonction de ces derniers. Pour l'acide carbonique, nous avons
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On trouve de même, pour la dilatation de Tacide carbonique dans les mêmes conditions,
« =4- o,oo3 735 38, p =— 13,377.10-*, 7 = -»- 0,872. io-*o,
Dilatation du mercure et du verre. — La méthode suivie précédemment (93) peut nous fournir de nouvelles relations entre la dilatation du mercure et du verre.
Nous avions trouvé que la correction de Poggendorff pour le verre dur est donnée par la formule
^^ = T(ioo — T)(23,9!io-4-o,024oT)io-«.
En combinant celle valeur avec celle de la correction totale y' — •} des thermomètres en verre dur par rapport à l'échelle normale, nous trouvons successivement .
Th— /„=<p'—4' = T(ioo — T)( — 62, 296 -h o,4895T — 0,00128 T*)io-«,
(p' = T(ioo — T)(— 38,376 4- o,5i35T — o,ooi28T«) io-«.
Les formules du n® 89 nous donnent
^'^ - {m'-^ M,) -f- ioo(.t> — N;ô^.T: =-38,376 .10 •, **^ (m'— M^) -f-ioo(/i'— N„)4-...
C'n,= ; ? ,. V T> ST-T "— 0,00128. I0-«,
Les deux dernières de ces formules nous montrent que les troisièmes et quatrièmes puissances de la température existent encore pratiquement dans le développement des séries représentant la dilatation du mercure et du verre. Mais ces quantités sont trop petites pour pouvoir être déterminées directement.
Les termes en T' et T* contribuent pour une large part à la
conservé les coefficients donnés en fonction des thermomètres à mercure, parce que, dans ce cas, la transformation de la formule n'aurait pas modifié sensiblement le résultat.
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formation de la différence Th — t^,] si, par conséquent, nous voulons employer les relations déduites de la théorie du thermomètre pour le calcul du terme en T- dans la dilatation du mercure et du verre, il faut d^abord ramener la formule exprimant la correction de tç, à une fonction qui ne contienne plus qu^une constante. L'équation de cette forme qui concorde le mieux avec la relation ci-dessus est
Th — ^ = <p'— ^^ = — 39 ,oT(ioo— T) io-«.
Les différences entre la fonction à trois termes et cette dernière dépassent un peu 0,02 degré.
Nous en tirons
<p' = — i5,iT(ioo — T)io-6
et, par conséquent,
(w'— M»,) -h ioo(/i'— N^)
= — i5, 1. io-«.
En introduisant la valeur du dénominateur trouvée précédemment (93), savoir i58.io~*, on arrive à la relation
La différence trouvée se rapporte à la dilatation du verre avec les résidus; nous en déduisons, pour la dilatation sans les résidus,
Or nous avions admis, a priori,
d'où l'on tire
Nous pouvons calculer encore la valeur de N^ — N^. Nous avions trouvé précédemment (p. 219) la relation
j55,6(Nc— N|,)-+-2,8(Nc-hNt,)— 5,6/i'= 195.10-»,
d'où nous avions déduit, à Taide des valeurs provisoires de /i' et
de Ne 4- N»,, la différence
Nf —Nj, = 0,56.10-».
2^0 THERMOMÉTRIE DE PRÉCISION*
En admettant celte dernière valeur et celle de /i' — N„, que nous venons de calculer par la théorie du thermomètre, on trouve
2,8(Nc — /l'-H N^— n!) = I5.IO-9, d'où, en introduisant dans la relation ci-dessus,
i55,6(Nc — N»,)= 180.10-9
et
Ne — N^= 1,16.10-9.
Une seconde approximation donne
Ne — N», = 1,14.10-9.
Cette valeur est beaucoup plus probable que celle que nous avions calculée à Faide des nombres provisoires.
Nous en déduisons enfin, pour la dilatation relative du mercure et du cristal,
7i'— Ne = — 3,5. 10-9 et Al'— ne = — 8,5.10-9.
Pour la réduction des observations barométriques faites sur une échelle en verre, il faut connaître la diflFérence entre la dilatation cubique du mercure et la dilatation linéaire du verre.
Si Ton admet, d'après M. Benoît, pour la dilatation cubique du verre dur, sans les résidus, le coefficient du terme en T^ égal à 24,0.10"®, on a, pour le second coefficient de la dilatation cubique du mercure^ /i'= 2 1,7.10"°, et, pour le coefficient du terme en T* dans la formule représentant la diff*érence entre la dilatation cubique du mercure et la dilatation linéaire du verre dur, la valeur -+-i 3,7.10"®. Or, d'après les nombres admis précédemment,
on aurait
m' — a^fji = 174 6i5. 10-9, n'— /!>»,,/, = — 5,i.
Si nous calculons la valeur de m' — a^^^? pour laquelle les fonctions
(174615 — 5,iT)T.io-9 et (w'— a^,A-f-i3,7T)T.io-9
concordent le mieux possible entre o"' et 100^, nous trouvons
m' -- a^^^fi = 178 2I5.I0-9.
Nous admettrons donc, pour calculer la Table de correction
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des lectures barométriques faîtes sur une échelle en verre dur,
Targument
C'est avec cet argument qu'a été calculée la Table II.
La discussion qui précède nous montre combien il serait nécessaire de faire de nouvelles déterminations précises de diverses constantes physiques très importantes {voir Note V).
117. Comparaisons aux températures élevées. — Les recherches faites jusqu'à ce jour sur le thermomètre à mercure audessus de 100° ne forment pas encore un ensemble aussi complet et aussi précis que les expériences aux températures plus basses.
Comme nous l'avons dit précédemment, les recherches de Regnault et de plusieurs autres observateurs sont devenues sans grand intérêt, par suite du fait qu'ils n'ont pas tenu compte des variations du zéro. Les recherches récentes les plus complètes que l'on possède dans ce domaine sont celles de M. Crafls (*); il a comparé au thermomètre à hydrogène un groupe de quatorze thermomètres faits à Paris avec du cristal contenant i8 pour loo d'oxyde de plomb. Les corrections qu'il faut appliquer aux indications de ces thermomètres pour les ramener à l'échelle normale sont données dans le Tableau suivant :
Températures. Corrections.
Températures. Corrections,
(') J.-M. Crafts, Sur la comparaison des thermomètres à mercure avec le thermomètre à hydrogène {Comptes rendus, t. XCV, p. 836; 1882).
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Thermomètres à échelle fractionnée. — Il peut être utile de graduer un thermomètre directemeut à une température élevée; on se dispense ainsi de reporter, au-dessus de ioo°, la valeur de rintervalle fondamental par un calibrage. M. Grafts conseille, pour cette graduation, Temploi de la naphtaline et de la benzophénone, dont le point d'ébullition est très constant.
Dans le voisinage de la pression atmosphérique normale, la température d'ébullition de ces deux corps est donnée par les formules suivantes :
H -fio
Naphtaline T = 2i8%o6-f- '
Benzophénone T = 306", 08
Si Ton a gradué un thermomètre en Texposant à la température d'ébullition de Teau et à une de ces températures fixes, on annulera sa correction à 100^ et à la seconde température de graduation, et l'on calculera ses corrections par rapport au thermomètre à hydrogène, en transformant les corrections ci-dessus à Taide de la formule de transformation des corrections de calibre (p. 49)-
118. Mesure des températures très élevées. — La recherche des méthodes au moyen desquelles on peut mesurer les températures très élevées ou très basses a fait l'objet de nombreux travaux récents. Les progrès réalisés dans ce domaine, depuis une dizaine d'années, .<ont très importants; mais ce problème n'est point encore entièrement résolu. Nous nous contenterons d*en donner un court aperçu, afin de montrer quelle est la direction actuelle des recherches.
Nous avons indiqué, à propos de l'examen du thermomètre à hydrogène, quels sont les procédés d'extrapolation que l'on peut employer à la mesure des températures très basses. Pour les températures élevées, le problème est un peu différent. D'abord, plus la température s'élève, plus les gaz s'approchent de l'état parfait; on peut donc fonder une mesure, dans le sens vrai du mot, sur le thermomètre à hydrogène ou sur d'autres thermomètres à gaz. En second lieu, l'extrapolation est moins certaine qu'aux températures basses, parce que les intervalles sur lesquels
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il faut extrapoler sont beaucoup plus étendus. Enfin, tandis qu'aux températures basses les corps solides restent invariables, on constate que, bien avant leur point de fusion, la plupart des corps éprouvent des changements permanents.
En général, le problème de la mesure des températures très élevées se réduit à la recherche de variations thermiques bien définies, correspondant à des manipulations faciles, que Ton étudie dans des comparaisons préliminaires avec un thermomètre à gaz et qui le remplacent ensuite dans les mesures.
Les méthodes qui, dans Tétat actuel de nos connaissances, paraissent s'adapter le mieux à ces mesures sont la méthode calorimétrique et les méthodes électriques basées sur les phénomènes thermo-électriques et la variation de la résistance électrique des métaux. La mesure des températures très basses peut être faite par les mêmes méthodes; nous avons donné un aperçu des recherches faites dans ce domaine, et nous nous bornerons maintenant à mentionner les travaux les plus complets sur la mesure des températures élevées, à l'aide des trois procédés que nous venons d'indiquer.
Méthode calorimétrique : Recherches de M. VioUe. — Les déterminations faites par M. Violle ont donné pour la première fois la valeur des points de repère marqués par la fusion des métaux très réfractaires. La méthode suivie par cet habile physicien consistait à déterminer la chaleur spécifique des métaux en question, jusqu'à des températures aussi^ élevées que possible, et à mesurer ensuite la chaleur qu'ils rendaient à un calorimètre entre leur température de solidification et la température ambiante. Les échantillons étaient chauffés dans un moufle dont la température était déterminée au moyen d'un thermomètre à air. Les chaleurs spécifiques furent étudiées jusqu'à 1200° pour le platine, i3oo® pour le palladium et i4oo° pour l'iridium.
Le Tableau suivant résume les résultats trouvés par M. Violle (*) :
(») J* Violle : Chaleur spécifique et chaleur de fusion du platine {Comptes rendus, t. LXXXV, p. 543; 1877). — Chaleur spécifique et chaleur de fusion du palladium {Comptes rendus, t. LXXXVII, p. 981; 1878). — Chaleurs spécifiques et points de fusion de quelques métaux réfractaires ( Comptes rendus, t. LXXXIX, p. 702 ; 1879).
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Chaleur spécifique vraie Température Métaux. à T". de fusion.
o Argent . » 954
Or 0,0824 H- 0,000 oo3 T io35
Cuivre » io54
Palladium 0,0682 -+- 0,000020 T i5oo
Platine 0,0817 -+- 0,000012 T 1776
Iridium 0,0817 ■+- 0,000 012 T igSo
Les points de fusion des métaux ont servi fréquemment, dans ces dernières années, comme points fixes pour la graduation d'échelles arbitraires.
Méthode thermo-électrique : Recherchés de M, Le C hâte lier. — Peu après la découverte des phénomènes thermo-électriques, les couples servirent à la mesure des températures. Mais la méthode basée sur ces phénomènes, provisoirement condamnée par Regnault, ne devint vraiment efficace que lorsque les progrès de la technique électrique eurent fourni des instruments de mesure précis et d'un emploi facile.
Les recherches récentes de M. Le Ghatelier ont fait faire à la question de la mesure pratique des températures élevées, à l'aide du couple, un pas important (*).
M. Le Ghatelier examina d'abord divers métaux réfractaires qui paraissaient convenir à cette mesure. Un fil du métal à essayer, fermé sur un galvanomètre, était chaufi'é successivement dans toute sa longueur. Tous les échantillons de palladium et de fer manifestèrent leur manque d'homogénéité par des forceâ électromotrices qui se développaient dans cette opération ; en revanche, les fils de platine pur ou allié au rhodium, à l'iridium et au cuivre se montrèrent d'une homogénéité presque parfaite.
Le couple adopté définitivement par M. Le Ghatelier est formé d'un fil de platine pur et d'un fil de platine rhodié à 10 pour 100. Il présente une particularité remarquable : c'est que, entre 3oo et 1200**, sa force électromotrice est représentée, dans les limites des erreurs d'observation, par une fonction linéaire.
(«) Le Ch atelier, Séance de la Société française de Physique du 7 mai
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Le couple platine-platine rhodié, joint à un galvanomètre sensible, a déjà été employé comme pyromètre dans plusieurs recherches importantes.
Méthode des résistances électriques : Recherches de M. Callendar. — C'est C.-W. Siemens qui tenta, pour la première fois, de mesurer la température par la variation de résistance d'un fil de métal; depuis lors, cette méthode a reçu de nombreuses applications.
Les expériences les plus complètes sur la résistance électrique des métaux, en vue de la détermination des températures élevées, ont été faites par M. Callendar (*). Il étudia, jusque vers 600°, la variation de résistance de divers fils de platine soudés dans le réservoir d'un thermomètre à air.
Les fils employés étaient extrêmement purs. Un premier recuit à 1200*^ diminua leur résistance, qui resta ensuite invariable.
Les deux coefficients de la formule parabolique représentant la variation de la résistance du platine sont, d'après M. Callendar,
La différence entre les indications (T) du thermomètre à gaz et celle que l'on déduit de la résistance électrique du platine {tp) est donc représentée par l'équation
T— /^ = — o,i57T(ioo — T)io
Entre 0° et 100**, les divergences ne dépassent pas o,4 degré; elles atteignent 3i degrés à 5oo" et 47 à 600°.
Chacun des trois procédés que nous venons de mentionner s'applique particulièrement bien à un certain ordre de recherches. Celui qui est basé sur la variation des résistances électriques paraît être, pour le moment, le plus susceptible d'applications variées; aux températures ordinaires, il donne une précision peu inférieure à celles qu'il est possible d'atteindre avec le thermo-
(») H.-L, Callendar, On the practical measurement of température {Phil. Trans., t. CLXXXVIII-A, p. 161; 1887).
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mètre à mercure. Il laisse ce dernier loin derrière lui dans la mesure des variations prodigieusement faibles de la température telles que celles qui sont produites par les radiations émises par des corps dont la température est peu élevée et qui sont décomposées par un prisme ou un réseau. Les recherches faites depuis dix ans dans ce domaine par le professeur Langlej ont ouvert à la Science des voies nouvelles.
TRANSFORMATION DES COEFFICIENTS THERMIQUES
119. Recherche empirique des lois mathématiques. — Les variations qu'éprouvent les propriétés des corps lorsque leur température se modifie sont soumises à des lois dont la nature peut être parfois prévue en partant de suppositions élémentaires simples, que Ton développe par le calcul; mais, dans la plupart des cas, la forme de la relation mathématique qui existe entre la température et la grandeur de la variation en question n'est indiquée par aucune hypothèse nécessaire ou même probable. On cherche alors à rassembler les résultats de l'expérience dans une série ordonnée suivant les puissances croissantes de la température, et dont les coefficients sont déterminés de manière à satisfaire le mieux possible aux conditions de l'expérience. Le nombre des termes de la série qu'il convient de conserver est indiqué a posteriori par l'accord entre les résultats de l'expérience et les variations calculées par la formule trouvée.
Pour toutes les applications, on peut alors conserver la formule telle qu'elle a été directement calculée; mais, si l'on veut remonter à la forme même de la vraie loi du phénomène, on cherchera à découvrir, entre les coefficients de cette formule, certaines relations numériques. Dans l'état actuel des mesures, il faut nécessairement se borner à la recherche de relations extrêmement simples; car, parmi les relations compliquées que l'on peut imaginer, il en est un très grand nombre qui satisfont également bien aux résultats de rexpérience.
Lorsque les relations numériques sont connues, la méthode déductive peut alors permettre de tirer des conclusions sur la nature des forces élémentaires qui entrent en jeu pour produire les variations thermiques observées.
La marche à suivre dans la recherche des relations numériques est aisée à trouver.
Soient ^0 une température de départ, t une variation exprimée dans une échelle et un système quelconques. Nous aurons
/(to+0-/«.) [i + y^ 7 + -^^- — + 7^^ 77^ +---J.
Remarquons d^abord que les coefficients des diverses puissances de t doivent dépendre de cette quantité, puisque, dans tous les cas, la somme des termes de la série doit avoir la même valeur, quelle que soit la fonction particulière t de la température absolue. S'il existait, par conséquent, des relations numériques simples entre ces coefficients dans une certaine échelle t, elles seraient détruites par le passage à une autre échelle, puisque les relations entre les différentes échelles sont compliquées, comparées à celles que nous cherchons. Or toute relation de ce genre exprimée dans une échelle arbitraire est elle-même arbitraire; donc, pour la recherche des relations numériques, la fonction / doit être exprimée par rapport à Téchelle absolue.
Lorsqu'on passe d'un système de températures à un autre, l'unité dans laquelle t est exprimé change et t varie réciproquement. L'unité arbitraire doit être éliminée des relations cherchées. Cette unité étant élevée aux mêmes puissances que t dans les différents termes de la formule, elle sera éliminée de la suite des rapports
Ces rapports dépendent encore de ^o> c'est-à-dire du point de départ des températures. Le seul point de départ qui ne soit pas arbitraire est le zéro absolu; les températures doivent donc être comptées à partir de ce point. La relation devient donc
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En désignant par B une température absolue, la formule dont les coeflQcients sont déduits de Texpérience doit avoir la forme
/(0)=/(o)(n-ae-i-pe«4.Ye3+...),
et la relation supposée doit être cherchée dans les valeurs relatives des quantités a, ^^, y^y, ....
Si, par exemple, on trouve
on conclura que
7(6) = A(i-hA:eH-A:«0«-4-A:»e3-H...)= ^^^ ,
ou, pour
on a
a : /P : v^Y = I : ^ ^ : 6 \ /(e) = Ac*«.
Nous montrerons maintenant comment on peut, à l'aide d'un calcul très simple, transformer un trinôme exprimé en fonction d'une échelle thermométrique donnée en un autre trinôme fonction d'une autre échelle*.
120. Passage d'une échelle thermométrique à une autre. — Dans la presque totalité des expériences faites jusqu'ici, il a été possible de représenter les variations thermiques avec une précision égale ou supérieure à celle des mesures, par une fonction parabolique du second degré. Nous partirons d'une relation de ce genre, et, pour donner à l'exposé plus de netteté, nous choisirons comme type de variation la dilatation thermique.
Dans les recherches sur la dilatation des corps, on se sert presque exclusivement de thermomètres à mercure; c'est aussi au moyen de ces instruments que la température est mesurée dans la plupart des applications. Il est donc utile d^exprimer les dilatations en fonction de l'échelle des thermomètres à mercure. Mais les relations naturelles étant exprimées dans l'échelle normale, il faut pouvoir ramener toutes les relations à cette dernière. Il est utile aussi, en vue de la comparaison avec des expériences an-
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ciennes, de réduire les dilatations à l'échelle du thermomèlre à azole.
L'introduction du zéro absolu dans les formules peut avoir lieu après ces transformations, lorsqu'on a en vue la recherche des relations numériques dont la forme générale a été donnée précédemment.
Soit
la fonction qui représente une dilatation thermique.
Nous nous proposons de transformer cette fonction en une autre fonction de métne forme, dans laquelle T soit la variable: f et T sont reliées par l'équation
( ^=^T — T(ioo — T)(Â-f-BT-T-GTî) ^^^ I =T(i4-H-+-IT-+-KT«-f-LT»).
en posant
H = — looÂ,
^. r I — A — looB, ,
(3) '} d'où
L ^^ G, / r r« _ _zi :: ii_ __ i
Posons i-+-H = H', et étendons les considérations qui vont suivre au cas où H' est très différent de l'unité. La transformation ne s'appliquera plus alors seulement au cas du passage d'une échelle centigrade à une autre échelle centigrade très voisine; en donnant à H' des valeurs convenables, elle pourra servir à passer du système centigrade au système Réaumur et inversement.
En introduisant la valeur de t, tirée de (2), dans l'équation (1), on obtient une fonction du huitième degré, que l'on peut écrire
(4) It= /o(n-aT-4-bTî-4-cT3-t-liT*-4-eT8-f-fT«-hilT''-*-||T«), en posant
a=aH', e = 2p(H'L-+-IK),
b = al -+- pH'ï, f = p(K»-i- 2IL).
c =aK-h2pH'I, = 2pKL,
li = aL4-p(I«-+-2H'K), I) ^ pL».
La relation (4) est rigoureuse, mais elle est inapplicable; nous nous proposons de la remplacer par une formule du second degré
(6) LT = /o(i-Ha'T-f-p'T«),
dont les coefficients a' et P' seront déterminés par la condition que, entre deux températures données T^ et T2, la somme des carrés des différences entre les allongements soit un minimum. La condition mathématique du problème est donc
(7) I (Ij — Lt)*^^ = mini]
''. ' _ )^ ' "inimum.
En posant
(8) ttT4-bT«-f-cT»4-bT*-f-eT»-hfT«4-iiT7-h|>T8 = M,
cette condition se résout dans les deux suivantes :
-, f '(M-a'T~p'T«)»rfT=:o,
A y '(M--a'T-P'T«)«6rr = o.
En effectuant la différentiation, on trouve
f (a'T«-hp'T»-MT)rfT = o, f (a'T8 4-p'T*-MT»)rfT=o
et, par suite,
r|a'T»-f-Jlp'T*— |oT»— ibT*— IcT*
i a'T*-f- 1 p'T» - A aT*— I bT«— j cTs
Ce sont les équations normales du problème.
Les coefficients de dilatation sont déterminés, le plus souvent,
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par des expériences partant de 0°; nous admettrons cette température comme limite inférieure; en remplaçant, pour simplifier récriture, Ta par T, les deux équations précédentes s'écrivent
( f«'H-ip'T = |a4--JbTH-|cT»H-lliT»-hleT*-f-ifT»-+-|iïT«-+-i^T7,
on tire de là
(i3) * «'=«-|fT*-AïT3__§_eT*~|fT»-|jT«-ffl)Ts
Ces deux formules générales donnent les valeurs des coefficients a' et jî', dans l'échelle T, entre les limites o*' et T°, si Ton admet que ^ et T sont reliés par une fonction du quatrième degré; et I) s'annulent, si la relation adoptée est du troisième degré.
121. Cas particuliers. — Nous avons pris comme tjpe du thermomètre à mercure le thermomètre en verre dur; c'est à l'échelle particulière à ce thermomètre que nous ramènerons, dans ce qui suit, les coefficients donnés en fonction des échelles des autres thermomètres \ mercure. Les coefficients ainsi modifiés, ainsi que ceux qui sont exprimés directement en fonction des thermomètres à azote et à acide carbonique, seront ensuite transformés dans l'échelle normale. Nous prendrons, comme limites entre lesquelles les formules doivent concorder le mieux possible, les températures extrêmes auxquelles on peut faire de bonnes mesures au comparateur ou à l'apareil Fizeau, savoir o** et 40** pour le premier, o** et 85** pour le second de ces instruments. Les formules seront appliquées à une partie des échelles dont il a été question dans les Chapitres IV et V.
Thermomètres en cristal ordinaire et thermomètres en verre dur. — La difl'érence de marche est exprimée par (p. 21 5)
te — ti,= t{ioo — ^) (16,701 — O,O025^)lO-«.
Au degré d'approximation que Ton peut garantir dans le résultat de ces comparaisons, Téchelle t est indifitéremment celle du verre ou du cristal.
Les valeurs de H, I, K, L à introduire dans les formules (5)
sont, d'après (3),
!! = -♦- 1,6701.10-', I = — i6,95o .lo-*, K =-i- a, 5 .io-«, L = o;
d'où
b =— i6,95o.io-«a-+-i,oo3343p,
• f = -H 6,2 .io-*»P;
g et I) sont nuls.
En remplaçant dans les formules (i3), on a, pour T = 4o**,
a„ = 1, 001 668 5 a^H- 0,021 5 p^, p,, = — i6,8i7.io-«ac-l- i,ooi54Pc«
Pour T= 85%
Œp = 1, 001 663o a^-i- 0,0963 Pc, PiP = — 16,668. io-«ac-+- o,99955pc.
Thermomètres en cristal dur et thermomètres en verre dur, - La formule de réduction est (p. 21 5)
t!c — tv= /(loo — 0(14,126 — o,o3ii^)io-«.
Il résulte
I =— 17,236 .io-«, K = -h3i,i .10-*, L = o;
d'où
a = -H 1,0014126a, b = — 17,236. ïo-« a -H i, 002827 p, c=-h3i,i .lo-'a— 34,52. io-« p, b = -+-62,6 .10-» p,
t= ~ 1,1 .io-"p,
f = -+- o,97.io-»p.
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Pour T = 4o°,
P^ = — 15,578. io-«ai-+- i,ooii3Pc'.
Pour T = 85%
a^= 1,0013227 a;, -^0,0778 Pc, .
pp = — 18,712. io-«ac-T-o,99956p;:.
Thermomètres en verre dur et thermomètre à azote, — Nous avons donné précédemment (p. aSo) la relation
Ta, — ^„ = Ta,(ioo — TaO ( — 55,921 -h 0,496 16 Ta, — o,oo25865TL) io-«. On en tire successivement
et
a =-H 1 ,0055921a, b = — 0,10554.10-» a -h i,oii2i5p, c = H- o, 75481. lo-'a — 0,21225.10-* p, b= — 2,5865 . 10-9 a -«- 1,5292 .io-« p, e = —5,368 .10-» p,
f= -1,12 .io-««p,
a= —3,9 .io-«»p,
\^= H-6,7 .io-**p:
Pour T = 4o^î îl vient
«Al = i,oo52o36 ai,H-o,o887 p^, Pai = — 7i,i93.io-«a^-t- 1, 00290 p^.
Pour T = 85**, on trouve
aAx=^ 1,004318 3 a». H- 0,2543 P„, pAi = — 46,691. io-«a„ H- 0,998 3op^.
Thermomètres en verre dur et thermomètre à hydrogène. — Nous avons trouvé, dans ce cas (p. aS^),
Th — ^„ = Th(ioo — Th)^- 62,296 -t-o,48946Th — 0,001 28o5Tâ)io-<i
d'où
K =-h 0,61761 .10 •, L = — iy28o5 .io-«
et
b = — 0,11124.10 -'a -h 1,0 12498 p, c =-i-o,6i75i.io-«a — 0,22387.10-» p, ï = ~i,28o5 .io-»a-h i,255i .io-« p, t = —a, 714 .10-» p,
f= -h 0,666 .io-»«p,
B= —1,58 .io-»»p,
^= 4-1,6 .io-»»p.
Pour T = 4o%
«0= i,oo588i 2 a«, -ho,ioi8 p„, pH = — 8i,235.io-«ât,-r-i,oo3i8Pi,.
Pou^T=85^
an— 1 ,0048943 a„ -4- 0,2960 p,;, pM = — 5i ,475. io-«a^ 4- o,99774P„.
Thermomètre à acide carbonique et thermomètre à hydrogène, — La iransformation rigoureuse exigerait que la différence des échelles fût d'abord exprimée en fonction des indications du thermomètre à hydrogène; mais les modifications introduites dans les formules seraient de beaucoup inférieures à Terreur probable du résultat ; nous pouvons donc adopter, pour la formule de réduction, la différence entre les formules qui servent à passer des thermomètres à mercure en verre dur aux thermomètres à acide carbonique et à hydrogène. Nous aurons ainsi (p. 254)
Tco« — Th = T(ioo — T)(-i- 28,910 — o,o9o36T — 0,000 38731 T«)io-«.
Nous tirons de là
I =— 37,946 .io-«,
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et
b = — 37,946 .io-«a-h 1,005790 3,
f = -h5i,63 .io-«a — 76,1114 .io-« p,
b = -H 0,3873 .lo-'a-i- o, 105998. io-« p,
f= — 0,0267 .io-*'p,
H = -H o,o4o .io-»»p,
\f = -4- o,i5 .lo-i'p.
PourT = 4o%
«H = 1,002844 aco«H-o,o436 Pco"> Ph = — 34 , 3o8 . 1 o-« «CD» H- 1 , 002 04 pco«-
Pour T = 85%
an = 1 , 002 606 aco« -+- o , 1 56 9 pco«> Ph = — 28,098. io-«aco« -h 0,99893 PcQt.
Les formules précédentes peuvent être combinées entre elles, de manière à donner de nouvelles formules de transformation : nous exécuterons encore les calculs suivants.
Thermomètres en cristal et tfiermomètre à hydrogène. — En introduisant les valeurs de a^ et ^i^, en fonction de a^ et ^c dans les formules qui donnent an et j^h par rapport à ol^ et ^c^, on trouve :
Pour T = 40°,
an = 1,0075578 ac -1-0,1236 Pc, Ph = — 985^1 • io-«ac H- 1 ,004 72 Pc.
Pour T = 85%
an = 1 ,006 56o 5 a^ -+- o , 3926 Pc, pu = — 7i,i96.io-6ac-t-o,99729pc.
Thermomètre à azote et thermomètre à hydrogène. — Ea résolvant par rapport à a^ et P„ les formules qui relient a^^, et ^^x à ces dernières quantités et en introduisant dans les valeurs de an et pH) ^^ trouve :
Pour T = 4o%
«H = 1,0006750 aAi -^-o,oi3o Pax, pu = — 9»970-i«~*aAi-T- 1, 00028 pAï.
Pour T = 85«,
«H— 1 ,0005754 aA« -h 0,041 6 Paii «H = — 7i777- io"*«A« -^ o,99944Pai.
Les formules qui viennent d'être développées s'appliquent avec une approximation satisfaisante à la résolution du problème proposé, pour des limites de température plus rapprochées que celles pour lesquelles les coefficients ont été calculés; mais, en dehors des limites prescrites, les divergences entre le trinôme de dilatation primitif et le trinôme transformé croissent rapidement. Si Ton veut établir la concordance des dilatations entre des limites sensiblement plus éloignées, il convient d'établir les formules qui servent à la transformation en question.
122. Vérification. — Il est utile de vérifier le calcul numérique par un chemin détourné. On y arrive, en calculant les dilatations, pour un certain nombre de températures équidistantes, par la formule donnée et par la formule transformée ; on donnera à ^, dans ces deux formules, les valeurs correspondantes d'une même température dans les deux échelles. Les Tables VIII, IX et X peuvent être employées pour ce calcul.
Dans la plupart des transformations qui viennent d'être indiquées, on a réduit au second degré une fonction du huitième degré de la température, en cherchant à faire concorder le mieux possible les résultats. Les deux fonctions ont seize valeurs communes, parmi lesquelles plusieurs peuvent être infinies ou imaginaires. Les autres, généralement en petit nombre, sont réelles et comprises entre les limites prescrites pour la concordance. Aux autres températures, les valeurs des fonctions diffèrent.
123. Exemple. — M. Benoît a trouvé (* ) pour la dilatation du trépied de l'appareil Fizeau dont il s'est servi :
ac = 8, 539594. io-«, Pc = 2,2985 .10-».
L'échelle de température est celle des thermomètres à mercure en cristal ordinaire.
(*) Travaux et Afemoires, t. VI, p. 98.
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En substituant successivement dans les formules de transformation dans Téchelle du verre dur, de l'azote et de l'hydrogène, entre o° et 4o**, on trouve :
«v =8,553892 . io-«, pp -- 2,i584 . 10-»;
aAi = 8,598594 . io-«, Pa«- 1,5557 .10-»;
otH — 8,604 4 '8 • lo-*, Pii= 1,4704 • 10-».
Les valeurs correspondantes des mêmes températures dans les quatre échelles sont :
Indications correspondantes des thermomètres à mercure à gaz.
en cristal en verre
ordinaire. dur. Azote. Hydrogène.
Les dilatations moyennes entre o**, 10°, ao", 3o° et 4o**, sont :
t^. Cristal. Verre dur. Azote. Hydrogène.
Les allongements en microns par mètre sont les suivants :
Cristal. Verre dur. Azote. Hydrogène.
10 85,626 85,626 0,000 85,6i4 -ho,oi2 85,617 —0,009
20 171,711 171,710 -ho,ooi 171,712 —0,001 171,713 — o,ooa
40 345,261 345,263 —0,002 345,245 -f-o,oi6 345,246 ~o,oi5
124. Changement du système de températures. — Bien que, dans la presque totalité des travaux scientifiques actuels, le système centigrade des températures soit le seul employé, il convient d'établir les formules qui relient les fonctions exprimées dans ce système à des fonctions des systèmes Réaumur et Fahrenheit.
Pour ramener au système centigrade une dilatation donnée
dans le système Réaumur, on remplacera la relation (2) du n° 120
par
/ et T désignant la même température dans les systèmes Réaumur et centigrade. En remplaçant dans (5) et (i3), on trouve
a = 0,8 «R = ac,
b = o,64pR = :V C, 1^, . . ., ly sont nuls.
Si l'on veut passer du système Fahrenheit au système centigrade, les formules précédentes, trouvées eu supposant que les deux systèmes partent du même zéro, ne suffisent plus ; il faut
poser
En substituant directement dans Téquation (i), on trouve
«c = 1,8 ar-+-i i5,2pr, pc=3,24pF.
La longueur initiale à o°C., par rapport à la longueur à o"F.,
est
lo(i-h 32aF-+- 1024 ?f)-
Une dilatation exprimée dans le système Fahrenheit par
/f = /o(n-aF/-4- ?F^')
sera donnée, dans le système centigrade, par
lj= /o[iH-32aF-l-io24?F-+-(i,8aF4-ii5,2pF)TH- 3,24PfT«]. Pour les transformations inverses, on posera
pour passer du système centigrade au système Réaumur ; d'où
b = i,5625pc=?R, G. 19
et, pour passer du système centigrade au système Fahrenheit,
On en tire
ar = 0,555. . ., Oc — I9i753 pc»
pF = o,3o8G4 Pc.
La longueur initiale à o^F. est
^(i — >7>77---»«c-+- 3i6,o5Pc).
Si, enfin, on veut compter les températures à partir du zéro
absolu, on posera
/ = T — 273, d'où
/o(i + «/ -t- p/») = /oli " 273» -+- 74529P -h (a — 546p)T 4- PT«]. La longueur initiale au zéro absolu devient
/o(i — •273a-h74529p); les nouveaux coefficients de la dilatation sont
12o. Dilatations cubiques. — Les formules développées précédemment peuvent être appliquées directement au calcul des dilatations cubiques.
La dilatation linéaire d'un corps étant donnée par une formule contenant les deux premières puissances de /, la dilatation cubique sera exprimée par une fonction du sixième degré en /. Cette fonction pourra êlre réduite au second degré par les formules (i3) du n^ 120, dans lesquelles a, b, r, ... sont les coefficients des puissances croissantes de / dans l'expression de la dilatation cubique ; et 1) sont nuls.
Supposons le cas tout à fait général où les dilatations sont différentes dans trois directions perpendiculaires, et désignons para, et Pi, a2 et ^3, aj et ^3 les coefficients de la dilatation dans chaque direction ; nous obtiendrons les deux coefficients d^une formule quadratique pour la dilatation cubique en introduisant, dans les
deux formules (i3), les valeurs suivantes des constantes :
a = «i + flij -1- ocg,
c = a, p, -+- a, p, H- a, Pi -+- «i ps -h «i Pi -h «i pi H- «i «j aj, ^ = PîPjH-p3pi-*-Pipi-Haîaapi-Hasaipi-r-a,a,p,, f = «1 Pî P» -H «t P» Pi -+- «3 Pi Pî, f=PiP.P».
Lorsque les dilatations sont les mêmes dans les trois directions, les formules se réduisent à
b = 3(a«--P), c = a(a*^6P), l, = 3p(«î^P), f=3ap«, f=P».
Dans ce dernier cas, on aura
a' = 3a — 1 a(a«H- 6p)T«— k} p(a«-r- p)T»— \-l ap«T*— | p^T*,
p' = 3(a«-f- p) -h I «(««-+- 6 p)T -H ia p(a« h- p)T« -f- M «pîT'-H 1| p*T^
Dans Fétat actuel des mesures, il est rarement utile de conserver plus de deux termes dans chaque formule.
126. Compensation entre les coefficients. — Premier cas. — Lorsqu'on réunit les résultats des mesures relatives à une variation thermique dans une formule du second degré, les variations sont représentées aussi bien que possible par la formule trouvée ; mais des données expérimentales très peu différentes peuvent conduire à une formule dont les deux coefficients diffèrent sensiblement de ceux de la première ; l'un sera plus petit, l'autre plus grand que le coefficient correspondant ; les variations données par chacun des termes différeront, mais leur somme se rapprochera beaucoup de la variation donnée par la première formule. Il est aisé de s'en rendre compte.
Considérons une dilatation et prenons comme exemple le platine
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iridié. Le coefficient du terme en t^ est égal à i,5.io~* environ. Entre 0° et 4o**, ce terme donne, pour 1", un accroissement de 2(^,4 l si donc nous réunissons les extrémités de Tare de la parabole de dilatation par une droite, la courbe s^en écartera, au maximum, de ot^,6; il suffira donc de commettre, aux deux extrémités et au milieu de la mesure, des erreurs de ot^,3 en sens contraire, pour annuler le coefficient p. Le coefficient a sera augmenté, et les dilatations données par les deux formules différeront au maximum de o(^, 3.
Les résultats accessoires des comparaisons de thermomètres nous ont conduit à affirmer que le coefficient du terme en t^, dans le verre et, a fortiori, dans les métaux et alliages d'une composition déterminée possédant de bonnes qualités thermiques, concorde, d'un échantillon à Tautre, beaucoup mieux que des expériences directes ne permettraient de le supposer.
Après avoir déterminé la formule de dilatation pour un certain nombre d'échantillons d'un même métal, on pourra donc admettre que, dans ces diverses formules, le coefficient p doive concorder, et calculer, pour chaque échantillon, le coefficient a en adoptant, pour ^, la moyenne des nombres trouvés.
Nous aurons donc à résoudre le problème suivant :
Étant donnée la fonction entière du second degré représentant le mieux possible le résultat des observations faites sur une variation thermique, et la nouvelle valeur du coefficient du terme au carré ^ trouver la valeur du premier terme pour laquelle la seconde formule se rapproche le plus possible de la première.
Soit
la formule de variation trouvée ; remplaçons jî par ^', et cherchons la valeur de a' qui, mise dans la fonction
satisfasse à la condition
(/J — ItY dt = minimum.
ou
Nous aurons donc
/ [(a'— a)t H- (P'— p)f«]« dt = minimum
On tire de là
et, en efiectuant l'intégration,
d'où
Pour ^1 = o,
Les deux formules concorderont le mieux possible entre o** et t^. Ce problème est susceptible de nombreuses applications.
Deuxième cas. — Un grand nombre de dilatations, déduites par un calcul rigoureux ou non d'expériences souvent bien faites (*), sont exprimées par une formule du troisième ou du quatrième degré, tandis qu'il serait le plus souvent possible d'établir une formule du second degré représentant les résultats des expériences avec des écarts de beaucoup inférieurs aux erreurs des mesures. Certaines de ces expériences devraient être discutées et soumises à un nouveau calcul; pour d'autres, on pourrait se contenter de réduire à un degré moindre, au moyen d'une transformation générale, la formule donnée par l'auteur.
Les équations (i i) du n** 120, résolues par rapport à a' et jî', ou, dans un cas particulier, les formules (i3) peuvent servir à cette transformation. Les coefficients a, p, y, o de la formule donnée seront assimilés à (t, b, C, 1»; les parties droites des équations (i3)
(') Par exemple, les dilatations des liquides déterminées par Isidore Pierre.
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ne contiendront plus que deux ou trois termes, suivant que la formule primitive en contient trois ou quatre.
DÉTERMINATION DE LA DILATATION DES CORPS SOLIDES
La détermination des dilatations est un problème classique de la Physique pratique. Un grand nombre de procédés ont été successivement employés pour cette détermination; mais ce problème n^est entré dans le domaine de la haute précision qu^à la suite des études thermométriques de ces dix dernières années. Deux méthodes sont actuellement employées avec succès : ce sont la méthode du comparateur et la méthode optique de M. Fizeau ; leur étude nous donnera une application intéressante des principes développés dans cet Ouvrage ; nous en exposerons les traits essentiels, en insistant particulièrement sur la mesure des températures ( * ).
MÉTHODE DU COMPARA.TEUR
127. Exposé de la méthode. — La mesure des dilatations au moyen du comparateur consiste dans la détermination des différences entre la règle à étudier, portée à diverses températures, et une autre règle, maintenue à température constante. En général, les règles dont il s'agit ici sont à traitSy c'est-à-dire que la longueur qui sert d'étalon y est définie par la distance de deux traits placés à une petite distance des extrémités.
Les observations sont faites au moyen de microscopes munis de micromètres ; les deux règles sont mesurées alternativement, de façon que les déplacements lents que peuvent éprouver les microscopes se trouvent éliminés.
(0 L'exposé qui suit est emprunté à une série d'excellents Mémoires de M. Benoit insérés dans les tomes I, II, III et VI des Travaux et Mémoires. Les figures et planches qui accompagnent la description sont extraites de ses publications. Nous renverrons, pour certains détails, aux travaux originaux. M. Benoit vient de publier, dans le Journal de Physique (juin 1889), un résumé de ses recherches.
Outre les méthodes que nous exposons ici, il existe divers procédés indirects susceptibles de donner, parfois avec une grande exactitude, non pas la formule de dilatation en entier, mais seulement des conditions auxquelles certains termes de la formule doivent satisfaire. Nous en avons donné des exemples dans les n"93 et 116.
CHjIP- VI. DÉVELOPPEMENTS ET APPLICATIONS. SqS
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quels sont fixes, par l'iDlermédiaîre de fortes équerres, les microscopes M et M', et de deux auges reposant sur un cbariot C mobile sur un solide bâti en fonte Q. Celui-ci porte, à sa partie supérieure, trois saillies longitudinales S, S' et T, servant respectivement à soutenir le cbariot roulant sur les galets G et à le guider par l'intermédiaire de petits galets g. Les axes des galets G passent dans des équerres E coulées avec te cbariot. Les auges sont supportées par les vis V.
Les auges ont été construites de manière à permettre les com-
Pig. ^0.
paraisons dans un liquide ; elles sont à double enveloppe. L'auge extérieure E est garnie de bois ; l'auge intérieure I, placée sur les pieds B, R', contient un support ou banc B muni de deux rouleaux r, r' sur lesquels la règle peut se dilater librement. Le banc appuie sur les pièces N, W {fig- 4» ^l 4 '), portées par les parois extrêmes de l'auge; il est muni de divers organes de réglage longitudinal, latéral, ou de haut en bas, commandés par les boutons X, x'. he&Jig. 40 et 4 I représentent, sur le banc, les deux extrémités d'une règle en forme de X, suivant le modèle adopté par le Comité international des Poids et Mesures, pour les étalons prototypes du mètre en platine iridié. Les fourchettes s, i' portent des thermomètres placés symétriquement autour des règles. Tout l'appareil repose sur un grand socle en béton aggloméré.
CH»P. VI. DéVELOFPEMEBTS ET APPLICATIONS. 397
Le mouvemeat du chariot peut élre produit rapidement, au mo^en d'une corde H, qui s'attache en o et o' aux deux auges, et passe sur les poulies O et O'; la poulie O est commandée par la manivelle Y. Des butoirs K limitent le mouvement. Le réglage exact s'effectue par un mouvement micromélrique ; dans ce bul, des pignons striés Z peuvent être pressés contre les galets par des écrous D et commandés par des vis sans (in faisant partie de deux tringles F qui portent les boutons J. L'observateur ayant l'œil au microscope a toujours un de ces boulons à portée de la main.
Fig. 4..
La constance et l'uniformité de la température sont obtenues par les procédés déjà décrits à propos de la comparaison des thermomètres. Dans le cas présent, ces conditions doivent être satisfaites avec une grande perfection.
Les auges sont fermées par des couvercles métalliques percés de fenêtres qui permettent de voir les extrémités des règles et de lire les thermomètres au moyen de lunettes disposées à cet effet ; d'autres ouvertures laissent passer les boutons de réglage.
Les traits des règles sont éclairés par un faisceau de lumière fourni par de petites lampes à incandescence, cl renvoyé verticalement par un prisme placé sous l'objectif, ou par un miroir circulaire percé d'un trou central situé à l'intérieur du microscope.
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129. Expériences. — Les règles et les thermomètres qui les accompagnent, étant placés dans leurs auges respectives préalableipent remplies d'eau, on fait arriver, dans les auges extérieures, un courant d'eau amenée à une température convenable dans une cuve munie d'un thermo-régulateur et placée hors de la salle d'expériences. Dans des mesures successives, on change la température de l'eau dans l'auge n** 1 contenant la règle à étudier, tandis que la température de l'auge n" 2 est toujours la même.
Lorsque la température commence à se fixer, on agite par intermittences l'eau des deux auges, afin d'établir le régime dans les circonstances des expériences. La température étant suflisamment constante, on procède aux comparaisons.
Les expériences ont lieu dans l'ordre suivant : Lecture des thermomètres de l'auge n** 1 ; mesure de la règle à étudier. Lecture des thermomètres de l'auge n** 2 ; mesure de la règle de comparaison. Mesures alternatives des règles, avec une ou deux lectures des thermomètres dans le cours de la série ; la série se termine dans l'ordre inverse du commencement.
La pratique de ces expériences enseigne qu'il est très difficile d'obtenir une température suffisamment constante et uniforme, particulièrement dans une auge qui est portée à des températures très différentes de celle qui règne dans la salle. On n'arrive à une constance suffisante qu'en faisant durer la préparation de l'expérience pendant un temps prolongé ; l'uniformité est atteinte par une agitation fréquente et vigoureuse de l'eau. Malgré cela, il n'est pas rare de constater, entre les diverses parties de l'auge, des différences de température atteignant plusieurs centièmes de degré.
130. Réduction des observations. — Les allongements de la règle à examiner étant exprimés en tours de la vis du micromètre sont corrigés des erreurs de la vis, et réduits en unités métriques au moyen de la tare du microscope, c'est-à-dire de la valeur du pas de la vis, par rapport au millimètre. En général, un tour de la vis correspond très sensiblement à o"",i, et le champ comprend environ i""*.
La moyenne des températures lues à chaque thermomètre est réduite, ainsi qu'il a été dit page 1 22. Lorsqu'on ne connaît pas les lois de la dépression du zéro dans les thermomètres, il convient
de délerminer la position de ce poinl après chaque expérience. Lorsque ces lois sont connues, on peut employer un des procédés de calcul indiqués page i63.
La température moyenne de la règle doit être calculée par un procédé particulier. La température dû bain n'est jamais parfaitement constante ; lorsque sa variation avec le temps n'est pas linéaire, la moyenne des lectures des thermomètres ne correspond généralement pas exactement à la température moj^enne de la règle, dans les mesures faites en plus grand nombre.
Supposons, pour avoir un cas déterminé, que les lectures des thermomètres soient au nombre de trois, les mesures de la règle au nombre de cinq. Les mesures i, 3, 5 de la règle pourront être considérées comme simultanées aux lectures des thermomètres. Les températures, au moment des mesures 2 et 4? devront être interpolées. Après avoir calculé les moyennes des lectures brutes des thermomètres aux époques i, 3, 5, on mènera, par les points trouvés, une courbe sur laquelle on mesurera les températures aux époques 2 et 4- La moyenne des cinq températures différera, en général, de la moyenne brute, d'une petite quantité que Ton ajoutera, comme correction, à la moyenne des températures réduites. L'interpolation peut être graphique ou analeptique. Dans le cas supposé ici, la solution analytique est extrêmement simple.
Désignons par o, x^^ 2X1 les époques auxquelles sont faites les lectures des thermomètres ; par y^y ^i, j^2 les températures brutes. Supposons que la température soit donnée par une fonction parabolique
y = ax^-¥- bx -+- c ;
en introduisant les valeurs correspondantes de x et de j^, et en résolvant par rapport à a, f^ et c, on trouve
or *
Cette formule permet de calculer les valeurs de y pour x =1 — et -;— ; en divisant la somme des températures par 5, on trouve
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Exemple. — Les lectures brutes des thermomètres sont les suivantes :
Thermomètres n" *
Lectures , ,_
28,5oo 28,470
Moyennes... 28,461 28,371 28,398 28,483
Moyennes, o 28,421
Comme vérification, la moyenne générale inscrite dans Tangle inférieur droit du Tableau doit être la même pour les trois moyennes partielles relatives à des moments déterminés, et pour les quatre moyennes relatives aux divers thermomètres.
En employant la formule ci-dessus, nous trouvons, comme moyenne vraie des températures de la règle 28*^,433; nous aurons donc à ajouter, à la moyenne des températures réduites, la correction -f- o,oo5 degré.
Ce mode de calcul des températures moyennes vraies est d'un emploi fréquent.
131. Calcul des coefficients de dilatation. — Désignons par Xf la longueur (en microns) à t^ de la règle dont on veut déterminer le coefficient de dilatation, et par C^ la longueur à t** de la règle de comparaison. Chaque série d'observations conduit, toutes réductions faites, à une relation de la forme
X/ — Cx = ûf.
Les températures t, dans toutes les observations faisant partie d'une même détermination, sont très voisines les unes des autres ; on peut donc, sans erreur appréciable, réduire toutes les longueurs de la règle C à une même température 9, moyenne de tous les T. En multipliant sa dilatation à 6^' par les difierences — T, on obtient ainsi un nouveau système d'équations dans lesquelles les termes connus diffèrent très peu des quantités a directement observées; ce système peut être écrit
X/, — Co = 61, Xr. — Cfj = 6,, X/, — Go = 63,
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Nous donnerons à chacune de ces équations le même poids, et nous poserons
Les équations ci-dessus deviennent
Xo-h Xoot/jH- XoP^} — Ce = ^1, Xo-+- Xoa/,-f- Xop/|— Go = ^,.
Posons
Xq — Go = jr,
Les équations prennent la forme
Si/> est le nombre des équations, on est conduit aux équations normales
[/ lv^[t^ly-^[t^]z = [t bl
La résolution de ce système donne Téquation de la règle X à o** par rapport à la règle C à 6^, et les deux constantes a et ^ de la dilatation en microns multipliées par la longueur de la règle dans la même unité. Connaissant Xq en fonction du mètre (ou du micron), on en tire les valeurs absolues de a et de p.
Erreurs probables des inconnues. — En introduisant les valeurs de a et ^ dans les équations de condition, et en supposant les températures exactes, on calcule les erreurs résiduelles portant sur la mesure des longueurs. On en déduit Terreur probable d'une observation par la formule
-Vp-i'
et, par suite, en écrivant les équations normales,
[aa]x -^ \ ab]y -^ \ ac]z = [an],
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et en adoptant la notation de Gauss pour leur résolution, l'erreur probable des inconnues se calculera par les formules suivantes :
rj
En posant
/ _i_ A' A' A" A' V [aai"^[66,]'^[cc,]
\aa\ L'erreur probable de la fonction j^ -h tz est
|66*i] [cc-i]
METHODE DE M. FIZEAU
132. Exposé de la méthode. — Dans ses célèbres recherches sur la réfraction des cristaux, publiées en 1862 (*), M. Fizeau eut recours à un procédé particulier, basé sur Tobservation des anneaux de Newton produits entre les deux faces parallèles du corps à étudier. Parmi les corrections qu'il fallait appliquer à ces observations, la plus forte et sans doute la plus mal connue résultait de la dilatation thermique des corps en question. M. Fizeaii adopta, pour cette réduction, les nombres les mieux déterminés, sur lesquels il opéra du reste un contrôle expérimental très ing^énieux. Ce ne fut que deux ans plus tard qu'il songea à appliquer à la mesure des dilatations la méthode légèrement modifiée qui lui avait servi à étudier la réfraction (*).
(*) H. FiZKAU, Recherches sur les modifications que subit la vitesse de la lumière dans le verre et plusieurs autres corps solides sous l' influence de la chaleur {Annales de Chimie et de Physique, 3* série, t. LXVI; 1862).
(*) H. Fizeau, Recherches sur la dilatation et la double réfraction du cristal de roche échauffé {Annales de Chimie et de Physique, 4' série, l. II; i864).
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Nous exposerons le principe de cette méthode très simple et extrêmement précise, qui a reçu, depuis lors, de multiples applications.
Considérons {^fig* 4^^) "i^ système composé d'une lentille plan convexe dont la face inférieure est placée à une petite distance
Fig. 4a.
d'une surface plane réfléchissante. Supposons, dans le plan focal F, une source de lumière monochromatique ab^ dont les rayons, après avoir traversé la face supérieure de la lentille, tombent sous une incidence à peu près normale sur les surfaces M et N ; rimage aV de ab se forme dans le plan F. Les deux systèmes de rayons réfléchis sur les surfaces M et N interfèrent entre eux, et produisent des franges obscures suivant les lignes où la diff(ércnce de marche des rayons est égale à un nombre impair de demi-longueurs d'onde. La position de ces lignes, analogues à des courbes de niveau, dépend de la forme et de la position relative des deux surfaces. Elles correspondent aux lignes d'égale épaisseur de l'espace compris entre ces dernières.
Supposons maintenant que l'une des surfaces se meuve parallèlement à elle-même. Les franges se déplaceront de même, et un mouvement égal à la distance de deux franges consécutives correspondra (la réflexion doublant le chemin parcouru) à un mouvement relatif des plans égal à une demi-longueur d'onde de la lumière monochromatique employée. La longueur d'onde moyenne
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de la lumière de la soude dans Tair à o'* et sous la pression normale est de oi*, 58980 (*). Dans Temploi de cette lumière, un déplacement d'une frange correspond donc à un mouvement relatif des surfaces égal à 0(^,29463.
Pour estimer le déplacement relatif des surfaces M et N, on marque', sur le plan M, un certain nombre de points en quinconce i^fig' 43), que Ton désigne par les lettres de l'alphabet, et l'on
Fi«
ST
estime la position de ces points par rapport aux franges, à chacune desquelles on donne un numéro d'ordre. Un déplacement des franges sera marqué par une nouvelle lecture de tous les points par rapport aux franges. Chaque lecture pouvant être faite à Yô de frange près environ, le déplacement peut être estimé, dans de bonnes conditions, avec une précision voisine de -—^ de frange, correspondant à un mouvement relatif des surfaces inférieur à oH-, oo3.
133. Description des appareils. — L'appareil servant à utiliser, pour la détermination des dilatations, la mesure des déplacements prodigieusement petits dont nous venons de parler, consiste en une plate-forme de métal (yîgf. a4î p« i3o), percée en trois points situés près de la périphérie, de trous taraudés, dans lesquels passent des vis de même matière que la plate-forme, et
(') D'après les déterminations récentes de MM. Peirce, MUlIer et Kempf, Kurlbaum, Bell, Macé de Lépinay, la longueur d'onde moyenne de la lumière de la soude dans le vide est égale à 01^,58947. [ Voir la Note annexée au Mémoire de M. Benoit : Nouvelles études et mesures de dilatations, etc. ( T. et M., t. VI).]
CHAP. VI. — DÉVBLOPFEMEKTS ET AFPLICATIOKS. 3o5
qui supportent la lentille. Le corps à étudier est placé sur trois petites pointes relevées au burin dans la plate-forme.
Dans l'appareil primitif de M. Fizeau, le trépied est recouvert
par une éluve B, portant deux thermomètres coudés et un prisme à réflexion totale D, Une cloche C en cuivre i^fig. 44)) percée d'une fenêtre E, protège la première étuve contre le refroidissement. Le tout est supporté par une plaque en cuivre A, placée
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sur trois colonnes en porcelaine P, surmontées de vis de réglage V. Deux petites flammes de gaz servent à chaulTer l'appareil, doni la température est réglée au moyen d'un thermorégulateur IT. FiR. ^5.
La lumière monochromalique est fournie par la source S. Le faisceau reçu par le prisme H est renvojé sur le prisme D, d'où il tombe verticalement sur la lentille. Deux lunettes L et L' servent à observer respectivement les thermomètres ei les franges réfléchies par le prisme D.
V-^fig. 45 représente le nouveau dispositif adopté par M. Benoît. L'étuve 6 et la cloche C ont été convenablement élevées,
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de manière à permettre Temploi de thermomètres rectilignes, susceptibles d'être étudiés. La première étuve est entourée d'une cloche de verre E, munie d'un disque à faces parallèles pour les observations. Le but de cette cloche sera indiqué plus loin.
Les fenêtres a et a' servent à observer les franges ; b et b' sont destinées à la lecture des thermomètres t ; enfin on observe, à travers les fenêtres c et c\ un petit thermomètre /', placé dans la partie supérieure de l'étuve. Les thermomètres sont à échelle fractionnée, des modèles ib et ic(p. 5); ils sont placés deux à deux de part et d'autre du trépied, et servent respectivement dans les intervalles [o • 5o] et [5o • loo].
Une grande caisse de zinc recouvre tout l'appareil, en laissant les ouvertures nécessaires aux observations ; elle est à doubles parois et peut être remplie de glace.
134. Expériences. — Le déplacement des franges que l'on observe dans les mesures au moyen du dilatomètre Fizeau est dû à la différence entre les dilatations du trépied et de l'échantillon à mesurer ; connaissant la première^ on en déduit la quantité cherchée. C'est sur la valeur trouvée pour la dilatation du trépied que reposent toutes les déterminations faites au mojen de cet appareil. Cette constante doit donc être mesurée avec le plus grand soin, par la méthode qui sert aux autres mesures. Pour cela, on retourne les vis dans leurs écrous, de manière que la surface polie de la plate-forme soit du côté de la lentille. L'appareil étant réglé de manière que Ton voie les franges, les écrous qui sont fendus vers l'extérieur sont fortement serrés au moyen de petites vis latérales.
Pour que les mesures soient suffisamment précises, il est nécessaire que les longueurs sur lesquelles on opère soient de lo""* au moins; mais alors les observations présentent, dans la détermination de la dilatation du trépied, des difficultés particulières provenant de ce que les franges sont très peu intenses.
Il est une circonstance qui contribue beaucoup à diminuer les différences entre les maxima et minima d'éclat dans le faisceau de lumière que l'on observe. Les rayons, traversant sous diverses incidences l'espace compris entre la lentille et la plate-forme, éprouvent des retards différents et n'interfèrent pas tous de la
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même manière avec les rayons réfléchis par la face inférieure de la lentille. Il en résulte que les franges empiètent les unes sur les autres et sont moins distinctes. Pour une distance donnée de deux points lumineux de la source, les franges produites par ces deux points sont complémentaires, et le champ est éclairé uniformément. Chaque fois que la largeur de la source dépasse cette distance, les observations deviennent impossibles ; elles sont incertaines déjà pour une distance beaucoup moindre. Un calcul très simple montre quelle est la largeur de la source lumineuse qu'il est possible d'employer dans chaque cas. Si, par exemple, la distance focale de la lentille est de 4oo"™, et l'épaisseur de la lame d'air de lo"", les systèmes de franges émis par deux points lumineux distants de i"™ empiètent l'un sur l'autre de ^ de frange environ. Pour 2"", ils empiètent de ^; enfin ils se croisent complètement pour 2"", 1 7.
Pour obtenir une source lumineuse suffisamment restreinte, on dispose, devant le prisme H, un diaphragme percé d'une petite ouverture.
Il est nécessaire que les positions relatives de la source éclairante et de l'appareil restent absolument invariables dans toute une série de mesures, puisqu'un déplacement de la source modifie la position des franges. On s'assure que cette condition est remplie, en disposant la source lumineuse de manière que son image se forme dans le même plan, et que la source et son image soient exactement tangentes ; l'image peut être aisément observée au moyen d'une loupe.
Dans la mesure d'un échantillon quelconque, la lame d'air qui s'étend entre les surfaces M et N est mince, et les mesures sont beaucoup moins délicates.
Dans la mesure fondamentale ou dans l'étude d'un échantillon, le trépied étant disposé au centre de l'étuve et tout l'appareil étant réglé, on chaufie d'abord jusque vers 80®, de façon à chasser toute l'humidité; puis, lorsque la température est devenue bien constante, on fait la première observation. Abaissant alors le régulateur, on peut faire une seconde observation dix ou douze heures après. Les observations se succèdent ainsi, de douze en douze heures environ ; une série complète comprend de 25 à 3o observations pour un échantillon, et un beaucoup plus grand
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nombre pour le trépied. Afin d'éliminer certaines erreurs constantes, ces observations sont réparties sur trois ou quatre séries de températures ascendantes et descendantes.
Il n*est pas nécessaire de suivre la marche des franges. Le nombre entier des franges qui passent peut être souvent calculé d'avance, les dilatations à mesurer étant connues approximativement. Dans les cas douteux, il suffit de compter une fois les franges qui passent entre deux températures ; dans la suite, on ne détermine plus que la fraction de frange. Le nombre entier peut être trouvé aussi par l'analyse indéterminée du premier degré.
La mesure d'une dilatation nécessite encore la détermination de l'épaisseur de l'échantillon sur lequel on opère et de la lame d'air comprise entre les surfaces M et N. L'épaisseur de l'échantillon est mesurée au sphéromètre. Pour mesurer l'épaisseur de la lame d'air, on place sur le trépied une plaque de verre plane et parallèle, d'épaisseur connue. On mesure alors, au sphéromètre, la distance entre la face supérieure de cette plaque et la face supérieure de l'échantillon, la plaque ayant été enlevée ; l'épaisseur cherchée se déduit de ces deux mesures. On connaît ainsi la longueur des vis qui participent à la dilatation, en ajoutant l'épaisseur de la lame d'air à celle de l'échantillon.
Pour la mesure de la dilatation du trépied, on détermine la distance entre la partie supérieure de la plaque de verre et la plate-forme.
135. Réductions et calcul. — Lorsque Tappareil est monté pour une détermination, il doit rester en repos jusqu'à ce que cette détermination soit terminée. Les thermomètres, une fois placés dans l'étuve, ne peuvent en être extraits que lorsqu'on veut préparer une nouvelle expérience. On ne peut donc déterminer le zéro qu'au commencement et à la fin d'une mesure. Sa position devra être calculée pour chaque expérience à l'aide de la Table des dépressions, c'est-à-dire par le procédé précédemment indiqué (p. i63). Il est donc nécessaire d'employer, pour ces mesures, des thermomètres dans lesquels l'état stable soit atteint rapidement.
La température étant mesurée au commencement et à la fin
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d'une observation, qui ne dure, en général, que quelques mi* nules, on admet la moyenne des deux lectures.
11 nous reste à indiquer le calcul par lequel les allongements sont déduits de l'observation des franges.
Soient a4, fr|, C|, .. . les pointés des points Â, B, C, . . . à la température /« ; ^2) 62, Cs, . . . ceux des mêmes points à la température ^2*
La moyenne des différences at — 02» ^i — ^a» <^i — <^2) • • •> ou la différence de la moyenne des pointés, donne le déplacement des franges entre ti et ^2* En désignant par y*' le pointé moyen, c'est-à-dire la moyenne des p pointés faits à une même température, on aura
aj -J- 61 H- C| -T- . . .
fjft-T- bi-+- Tj-f-
Le pointé doit subir une correction pour la variation de l'indice de l'air.
Soient /« l'épaisseur de la lame d'air (dans le cas de la mesure de la dilatation du trépied, la longueur des vis) et X4 la longueur d*onde de la lumière jaune dans les conditions de l'expérience ; les rayons interférents ont une différence de marche m^, et
Cette observation doit être réduite à des conditions que l'on adopte comme normales pour tous les pointés, par exemple à o" et à la pression de 760™'". Si la longueur d'onde dans ces conditions est égale à Xq et la différence de marche à m^^ on aura
La différence /??o — m^=f\ — f[ représente la correction à faire subir au pointé moyen y,'. Or, si n^ et /i| représentent les indices de réfraction de l'air dans les conditions normales et dans les conditions de l'expérience, on sait que
Aq /Il
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Les relations précédentes donnent
ou, en désignant par \ la longueur d'onde dans le vide,
/i = /i'-+- ^(no—«i),
puisque
Xo __ I
Or, si Ton désigne par o le coefficient de variation de la quantité /?o — 1 avec la température, on aura
et, pour la réduction à o** et à la pression normale, d^une observation faite à la température /| et sous la pression Hf,
d'où
Variation de V indice de réfraction de Vair. — Les expériences antérieures à celles de M. Benoît n'avaient pas encore fourni, sur la variation de l'indice de l'air avec la température, des données suffisamment exactes pour permettre de réduire avec certitude les observations relatives à la dilatation du trépied de l'appareil Fizeau. C'est pour cela que M. Benoît entreprit de déterminer cette quantité au moyen de l'appareil lui-même. La première étuve fut recouverte par la cloche en verre dont nous avons parlé, et deux séries de mesures corrélatives furent entreprises, l'une sous la pression atmosphérique,, l'autre sous une pression voisine de zéro. A chaque température, les franges étaient déplacées, entre les deux mesures, d'une quantité correspondante à la variation de vitesse de la lumière dans le vide et dans l'air. M. Benoît fit en tout quatre-vingt-trois observations complètes à des températures comprises entre 0° et 80*^. La série dans le vide
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servit à déterminer la dilatation du trépied, tandis que les mesures dans Tair donnèrent, pour chaque température, les corrections à faire subir aux pointés pour les réduire au vide.
Les deux séries furent calculées séparément et représentées par deux fonctions paraboliques, desquelles on déduisit, par un calcul particulier, la valeur de Tindice de réfraction de l'air à o° et son coefficient de variation.
D'après ces mesures, Findice de réfraction de l'air à o° et sous la pression de 760""* est
TIq = 1 ,0002913,
et le coefficient de variation 8 de la formule
est égal à o,oo3665, c'est-à-dire identique au coefficient de dilatation de l'air. On sait, d'ailleurs, d'après les recherches de M. Mascart^ que la variation de l'indice avec la pression est proportionnelle à la densité du gaz. La réfraction de l'air varie donc, dans tous les cas, comme sa densité.
Les formules précédentes deviennent
/. =/,+ -^-o.oooagaS [i- -^^.^^^^ -.^\-
Or, par une circonstance fortuite, les valeurs numériques des
quantités /i© — i pour l'air et - pour la lumière de la soude sont
presque identiques; déplus, dans Tétude d'un échantillon, la correction n'atteint jamais j|^ de frange; on peut donc écrire, avec une approximation supérieure à celle avec laquelle les corrections doivent être appliquées,
/i=/i^-^i [1— , -f-o,oo3665^, 760J'
Cette simplification ne serait pas permise dans la réduction des mesures relatives au trépied, dans lesquelles la correction dépasse généralement deux franges aux températures élevées.
Calcul de la dilatation. — Occupons-nous d'abord de la dilatation du trépied. Supposons un pointé fait à o*^, et les pointés
CHAP. VI. DÉVELOPPEMEIKTS ET APPLICATIONS. 3l3
réduits à des conditions normales, auxquelles correspond la longueur d'onde X. Nous aurons, en désignant par C une constante inconnue,
mm
Posons
Nous aurons
/i^=/o- + ^««'i^-^oPfî
ou
Adoptons, pour la symétrie des calculs, les notations suivantes
Les équations de condition prennent la forme
X'\'tty'^t\z =/2,
elles sont identiques à celles que nous avons rencontrées dans le calcul des dilatations déterminées au comparateur. Après avoir résolu les équations normales, on calculera a et ^, connaissant j^, x^, fr0 et A*
Soit maintenant à déterminer la dilatation d'un échantillon. Pour éviter toute ambiguïté, désignons, dans ce cas, par Lq, L|, L2, ..., Eq, E{, E2, ... les longueurs communes des trois vis et les épaisseurs de Téchantillon aux températures o, /|, ^3, ...; soient enfin e^^ ei, ^2, ... les épaisseurs correspondantes delà lame
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d^air. Nous aurons
eQ= LiQ — Eq = C -h /o " '
c, = L, — E, = G-f-/|-, e, = Lf — Ej = G -h/, - ,
En désignant par a' et P' les coefficients de la formule représentant la dilatation de réchantillon, nous aurons, en introduisant les valeurs de L| et E, dans Texpression de ^i,
/o^nh(Lo«-Eoa')^i + (Lop-EoP')^î = /-,^
ou
îà(Loa -Eo«-) 2(Lo.3-Eop-)
Posons
•>.(Loa — Eo»')
2(Lop-Eop') __^.
les équations de-condition prennent alors la forme ordinaire. On en tire, après avoir résolu le système,
Eo ' ^ Eo
136. Exactitude atteinte dans les mesures de dilatation. — Les mesures de dilatation sont affectées de nombreuses causes d'erreurs. Dans toutes les méthodes qu'il est possible d'imaginer, le manque de constance ou d'uniformité de la température entraîne quelque incertitude dans son évaluation; même dans des expériences bien préparées et exécutées avec soin, il n'est pas rare que cette incertitude atteigne deux ou trois centièmes de degré. Lorsqu'on emploie de bons thermomètres, les erreurs de leurs lectures et de leurs corrections ne doivent pas dépasser quelques millièmes de degré et sont actuellement négligeables.
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En dehors des causes dMncertitude communes à toutes les méthodes, les deux procédés que nous avons décrits contiennent des erreurs qui leur sont propres, et dont nous allons examiner les principales.
Dans les mesures au comparateur, les erreurs des pointés, augmentées par les déplacements apparents des traits dus à de légers mouvements de la surface de Teau ou à des courants d^air chargé de vapeur d^eau peuvent atteindre fréquemment i\^. Cependant, comme une série complète comprend un certain nombre de mesures, l'erreur résiduelle d'une série dépasse rarement oH*, 5 ou 01^,7. Si Ja mesure complète de la dilatation comprend un nombre suffisant de séries indépendantes, cette erreur résiduelle donne une idée assez exacte de Terreur fortuite de la série, augmentée de l'incertitude qui règne sur les corrections des micromètres. C'est de là que l'on déduit l'erreur probable du résultat.
Il peut, en outre, subsister, dans les mesures, une erreur constante, provenant de la tare du micromètre, c'est-à-dire de la valeur d'un tour de la vis en mesures absolues. L'incertitude du millimètre étalon employé à cette détermination s'ajoute encore à l'erreur des mesures, et reste en entier dans le résultat, quelle que soit son erreur probable. Cette dernière donnera donc un point de départ pour l'évaluation de Tincertitude qui règne dans la différence de deux coefficients mesurés avec le même appareil.
Pour une règle métrique en platine, on peut rendre l'erreur probable d'un coefficient moyen, a-j-^^, inférieure à 3^*00 O" même à ^^j^ de sa valeur, pour tout l'intervalle de ^o degrés environ, dans lequel on opère d'ordinaire. Mais, si on limite à "ï-Q-j^-j,- environ la précision que l'on peut véritablement garantir par des expériences de premier ordre, on se trouvera certainement plus près de la vérité.
Dans l'emploi de la méthode Fizeau, les erreurs relatives des mesures individuelles faites sur un échantillon avec une faible différence de marche sont moindres qu'avec le comparateur ; en effet. Terreur résiduelle d'une série atteint rarement o,o3 frange ou ot*,oi . Les échantillons à étudier ayant une épaisseur de iS"™ à i5""™, et les expériences pouvant être poussées sans difGcultés jusque vers 80**, on se trouve dans des conditions environ deux fois plus favorables que dans les mesures au comparateur de 1™.
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Il est aisé de voir du reste que l'exactitude avec laquelle on isole la part de chaque terme de la formule parabolique est proportionnelle au carré de l'intervalle de température dans lequel on opère.
Mais toutes les mesures dépendent de la détermination de la constante relative au trépied. Comme nous Pavons vu, cette détermination est plus difficile et sensiblement moins précise que celle d'un échantillon. Dans la mesure faite par M. Benoît, Terreur probable minima du coefficient moyen est égale à ^^ environ de ce coefficient. Les erreurs probables des mesures relatives à divers échantillons ne sont pas sensiblement plus fortes. Dans ce cas, l'incertitude de la différence de deux coefficients déterminés avec le même trépied est inférieure à celle que l'on calculerait d'après les erreurs probables relatives à deux échantillons.
L'erreur constante la plus forte, que Ton peut commettre dans CCS mesures, et particulièrement dans celle du trépied, se rapporte à la valeur du millimètre employé pour les mesures, en fonction de la longueur d'onde de la raie D. Les lois physiques simples sur lesquelles repose l'emploi de la méthode sont probablement assez exactes pour n'introduire aucune erreur appréciable.
D'après M. Benoît, l'approximation réelle atteinte dans ses déterminations est de l'ordre de ~^^^\^ à j^.
Afin d'épargner à d'autres observateurs le travail long et très fatigant que nécessite une mesure directe de la dilatation d'un trépied, M. Benoît a déterminé la dilatation du quartz, du bér}4 et du spath d'Islande parallèlement et perpendiculairement à leur axe (voir Table XII). On peut maintenant, à l'aide de ces cristaux, déterminer la dilatation d'un trépied, par une mesure relative, qui peut être faite aisément et sans fatigue. Ce procédé pourra être utilisé avec avantage, jusqu'à Tépoque où des progrès importants auront montré la nécessité de nouvelles mesures absolues.
I. — Sur runitô absolue de pression (voir note, p. i
L'unité absolue de pression, dans le système G. G. S., est la dyne par centimètre carré ; l'unité pratique dans ce système est un million de fois plus forte. Nous pouvons calculer sa valeur approximative, en hauteur mercurielle dans les conditions normales.
D'après une détermination récente de M. le commandant DefTorges, la
cm valeur de ^ à l'Observatoire de Paris est égale à 980,96 — ^' En réduisant
cette valeur à la latitude de 4^° ^t au niveau de la mer {voir p. 3o et Table 111), on trouve
En admettant provisoirement, faute de données précises sur ce point, que la densité de l'eau (rapport de la masse au volume) soit égale à l'unité, la densité absolue du mercure à 0° sera égale à 1 3, 6956. La pression exercée sur i*"' par une colonne du mercure de i"" de hauteur située à 45° et au niveau de la mer sera de i3332,25 dynes. La pression d'une mégadyne sera donc donnée par une colonne de 750"*", 06 (A Paris, on aurait j3336,74 dynes, et 749"*"*, 81). En adoptant provisoirement, comme unité pratique de pression dans le système G. G. S., celle qui est donnée par une colonne de mercure de 750"'", 00, on commettrait une erreur inférieure à l'incertitude qui règne encore sur les éléments du calcul.
On peut espérer que la densité de l'eau sera déterminée de nouveau dans un avenir prochain, avec une précision voisine de un cent-millième. Il y aura peut-être lieu alors d'adopter, pour toute la métrologie, et, en particulier, pour la thermométrie, une nouvelle unité de pression qui sera ou bien aussi voisine que possible de la mégadyne par centimètre carré, ou bien donnée par une colonne mercurielle de 750"*" de hauteur. Dans l'adoption de cette unité, il ne faudrait pas perdre de vue le fait qu'il est souvent avantageux de s'écarter légèrement de la valeur la plus probable d'une unité dérivée, si l'on gagne, de cette 'manière, une unité pratique facile à retrouver.
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II. — Sur la oompressibilité du mercure et du verre
(voir p. 33 et io3).
Une détermination très précise de la compressibilité du mercure, faite récemment par M. Âmagat (*), a donné
par atmosphère. Cette valeur est sans doute la plus exacte de celles que Ton possède pour cette constante.
M. Amagat a trouvé, pour les compressibilités relatives du mercure et du verre ou du cristal durs, les constantes suivantes, rapportées à la pression d'une atmosphère,
X/,1 'K^^ ^"^ I , 7 ' • '0~~ ' ît/;i — >tf — l,5l.IO-6,
ce qui réduirait la correction p/ — pe, exprimée dans les unités adoptées précédemment, à 14, 5. 10-* et 12,9.10-*.
Ces nombres devront sans doute subir encore une petite correction lorsque la dilatation relative du mercure et du verre aura été déterminée avec précision pour un intervalle de température étendu.
III. — Sur le verre normal allemand {voir p
Le verre adopté actuellement en Allemagne comme verre normal pour la thermométrie est celui qui porte le numéro XVI"' (désigné plus récemment par 16III; voir page 159); c'est à ce verre que se rapportent les résultats donnés (p. 147) comme étant relatifs au verre XVIir". Le verre XVI"' porte, comme marque distinctive, un mince filet rouge violet qui règne parallèlement à l'axe des tubes, tout près de leur surface.
D'après M. Bôttcher (•), la position du zéro pour les thermomètres construits avec ce verre est donnée par la formule
Zt = Zo — 0,00071/ -h 0,0000008/'.
IV. — Sur la résistance du verre à l'attaque de l'eau
Dans le choix d'un \erre pour la construction des thermomètres, baromètres, niveaux, lentilles, etc., il est important de prendre en considé-
(*) Amaqat, Compressibilité' du mercure et élasticité' du verre (Comptes rendus, t. CVIII, p. 228; 4 février 1889).
(') A. Bôttcher, Ueber den Gang der Eispunktsdepressionen (ZeiUchrift fur Jnstrumentenkunde, t. VIII, p. 409; décembre 1888).
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ration les détonations que peut éprouver la surface du verre sous l'inr fluence de divers agents chimiques, de Teau chaude ou froide, ou de la vapeur d*eau.
On a reconnu que l'attaque de la surface est produite en grande partie par la dissolution des alcalis, et surtout de la potasse par l'eau ou la vapeur absorbée.
M. Schott (*) attribue à l'eau attirée dans l'intérieur du verre et cha<rsée violemment en vapeur les fêlures qui se produisent fréquemment dans le verre exposé à l'humidité, et chauffé ensuite, même avec précaution, dans un bain d'air à température élevée.
En examinant divers échantillons de verre chauffé dans l'eau pendant plusieurs jours, puis séchés et chauffés jusque vers i5o^, M. Schott a constaté des détériorations d'autant plus marquées que le verre contenait une plus forte proportion de potasse. Les verres à la soude étaient à peine attaqués, tandis que certains verres à la potasse se fendillaient ou perdaient de petites écailles. Des verres contenant de 33 à 4^ pour loo de potasse étaient complètement détériorés après un séjour de plusieurs semaines à l'air.
M. R. Weber, de Berlin, a proposé une méthode d'examen du verre qui consiste à exposer les échantillons pendant une journée à des vapeurs d'acide chlorhydrique et à les abandonner ensuite à l'air. Le verre se couvre d'une couche blanchâtre d'autant plus opaque qu'il a été plus attaqué.
Tout récemment, M. Mylius (') a employé le procédé suivant : On introduit une solution aqueuse d'éther dans une éprouvette faite avec le verre à examiner, puis on ajoute à la solution de l'éosine (C'^^H^lsO* notation atomique), qui produit, avec les hydrates alcalins, un sel coloré en rouge, en quantité proportionnelle à la détérioration du verre. D'après l'auteur, cette méthode serait plus facile à appliquer que celle de M. Weber.
D'après M. Warburg (*), on peut rendre le verre inattaquable par l'eau sur une de ses faces, en le recouvrant d'une couche de silice par l'électrolyse du verre lui-même. Les deux électrodes étant formées par du mercure, on chauffe le tout vers 3oo^, et l'on établit, sur les deux faces, une différence de potentiel assez forte (5o à loo volts). L'une des faces gagne alors de la silice, tandis que l'autre devient plus riche en alcalis.
On a reconnu que l'eau distillée conservée dans des flacons de verre est faiblement électrolytique ; elle l'est d'autant plus qu'elle a été en contact avec du verre plus riche en alcalis.
(«) 0. Schott, Ueber das Eindringen von Wasser in die Glasoberflàche {ZeiUchrift f, Inst., t. IX, p. 86; mars 1889).
(«) Mylius, Die Priifung der Ober/làche des Gloses dure h Far break lion {Zeilschrift fur Inst., t. IX, p. 5o; février 1889.)
(») E. Warburo, Ueber die Electrolyse des festen Gloses {Wied. Ann., t. XXI, p. 622; i884).
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V. — Sur la dilatation du mercure et du verre {voir p
Les divergences qui existent entre les résultats des expériences directes sur la dilatation du mercure et du verre, et ceux que l'on peut déduire des comparaisons des thermomètres montrent, soit que les résultats de certaines mesures directes sont très peu exacts, soit que les suppositions sur lesquelles se fonde notre calcul ne sont pas permises. Il est donc utile d'examiner de plus près ceà hypothèses.
D'abord, nous avons réduit toutes les formules à ce qu'elles devraient être si les véritables fonctions qui représentent les dilatations thermiques étaient du second degré. Cette supposition est assurément inexacte, comme le montre la théorie du thermomètre ; mais il serait illusoire, dans l'état actuel des mesures, de chercher à représenter les observations relatives à la dilatation des solides par des formules d'un degré supérieur au second. Le terme du troisième degré serait de beaucoup inférieur à son erreur probable.
De plus, nous avons extrapolé, jusqu'à 100*^, les résultats des mesures de M. Benoit sur la dilatation du verre, mesures faites entre o** et 4o^.
La première hypothèse nous a obligé à fausser la formule représentant les différences entre les thermomètres à mercure et le thermomètre à hydrogène, afin de faire disparaître les termes dus aux puissances supérieures de la température dans les formules de dilatation encore inconnues. Il est aisé de voir que, en n'annulant pas les différences/?' — P»», y' — Q„ au profit de n' — N^, nous aurions trouvé, pour cette dernière quantité, une valeur presque triple de celle que nous a donnée le calcul.
Pour la dilatation du mercure, nous avons réduit à une fonction du second degré la formule du troisième degré déduite par M. Broch des expériences de Regnault. Ces expériences, faites entre la température ambiante et Boo"", ont donné, par rapport à la fonction du troisième degré, des erreurs résiduelles dépassant ioo(^ par mètre. La formule que nous avons adoptée concorde avec celle de M. Broch à 2I* près entre o* et 100* ; dans tout l'intervalle pour lequel nous avons opéré la réduction, ces formules sont donc pratiquement identiques.
Les deux formules suivantes
Vt = V„[i-i-(i8i23o-4- 9,539T)io-9T], Vt = Vo[n- (180 5a8 -h 14,221 T) lo-'T]
ont été calculées de manière à concorder respectivement le mieux possible (*) avec celle de M. Broch entre o* et 200**, 0° et Soo**. Les diver-
(') La formule adoptée précédemment avait été, de plus, rapportée à Féchelle normale; comme il est certain que, aux températures supérieures à loo*", les thermomètres à air et à hydrogène concordent de très près, on peut considérer les formules ci-dessus comme se rapportant à Téchelle normale.
gences pour la dilatation de i™ atteignent respectivement 19!^ et 63(^ au maximum ; en moyenne, elles sont de beaucoup inférieures aux erreurs des mesures de Regnault. On n'augmente donc pas beaucoup les erreurs des expériences, en substituant, à la formule du troisième degré, une des formules qui précèdent.
Laquelle de ces formules faut-il admettre de préférence ? La dernière correspond certainement mieux à l'ensemble des mesures de Regnault que la formule adoptée dans nos calculs ; mais elle concorde beaucoup moins bien, entre o^ et loo"*, avec la formule du troisième degré. Il se présente là une question délicate, qu'il est impossible de trancher sans de nouvelles expériences.
En adoptant la dernière formule, nous aurions trouvé, par le calcul
direct,
/i'—Nt,= — 9,78.10-9,
tandis que la valeur déduite de la théorie du thermomètre n'aurait pas été sensiblement modifiée. La divergence serait ainsi beaucoup diminuée.
11 est hors de doute que la théorie du thermomètre donne, pour la relation qui existe entre les coefficients des termes du second degré, des résultats beaucoup plus voisins de la réalité que la mesure directe. Il faut donc admettre que la dilatation du verre varie moins fortement, ou que la dilatation du mercure varie plus fortement qu'on ne l'avait pensé.
Une étude expérimentale de la question, faite par de nouvelles méthodes et à l'aide des appareils très précis que l'on possède aujourd'hui, montrerait sans doute les causes des divergences trouvées.
Le thermomètre à poids fournit les moyens de déterminer la dilatation apparente du mercure dans le verre entre deux températures quelconques, par exemple o" et loo**. Les comparaisons déjà faites entre les thermomètres à mercure et le thermomètre à hydrogène donneraient alors, par un calcul très simple, cette dilatation pour les autres températures.
TABLES
TABLE 1
Gorrectîoiit pour U réductioB à 0*" des haateart barométriques
obaenrées sur nae éckelle en
L'unité est le miliimètre. — (D'après M. Broch.)
DEGRÉS ® DE LATITUDE
5io3
*Il42
*oooo
8oo3
*ai59
*4oi4
Valeurs du rapport -^ pour divers lieux.
Paris, Observatoire i ,000 33 1 o
Bureau international des Poids et Mesures i ,000 33a 2
Londres, Standard Office 1 ,ooo58i 5
Bruxelles, Laboratoire du Musée i ,ooo5i i o
La Haye 1,0006339
Munich 1,0001798
Berlin i,ooo66a5
Copenhague i ,000941 7
Christiania, Observatoire i ,001 2840
Stockholm, Académie des Sciences i , 001 a38 5
Saint-Pétersbourg, Observatoire central i ,001 2798
Vienne, .Institut polytechnique i ,000 a53o
Berne 1,0000697
Rome, Saint-Pierre ,999714 6
Naples, Université 0,9996164
» Observatoire de Capodimonte 0,9995984
» Observatoire du Vésuve 0,9995086
Madrid, Observatoire 0,9994^60
THERMOMÉTRIE DE PRÉCISION.
OC
co
eo
es
OS
in
PO
vr
PO
ca
Oi
*ir
PO
et
«te
«te
5oo
IM
fl
tO
et
ce
ift
et
pa
■ri
PO
PO
as
os
eo
VT
tO
ce
*cd
ai
ce
Sa
et
iTi
tf
ot
co
«vri
^prt
TABLES
TABLE V
Températures d'ébnllition de l'eau pure sons diflérentes pressions.
(D'après le» expériences de Regnault calculées par M. Broch.)
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Pi Pi «
OB
® eu
FORMULES
«Ax =
Ph =- «Il =
«Il ?H
1,001 668 5»^ -h 16,817 .lo-*»^ -h
1,001 663 ox^ •+-
i6,668.io-*ac -h
15,578. io-«a^ 4-
1,0013227»^ 4- 13,712 .io-*afJ. 4-
I , oo5 2o3 6 «j, -H 7i,i93.io-«aj, H-
i,oo43i83aj, -h 46,691 .10- «Sj, 4-
i,oo588i2a^ -h 8i,235.io-*a^, -4-
1, 004 894 3 a^, -4- 54.475 .io~"a^ -+-
i,oo75578a^ -h 98,241 .lo-'a^ -+-
1 , 006 56o 5 a^ -t- 7i,ï96.io-*af H-
1,000 675 oa^j H-
9, 970. 10 -•«Al +
Ax
1,002 8440 «ce» -♦- 34,308 . io-*aco« ■+■
I , 002 606 o OLqqi -h
28,098. io-*a^()i -4-
021 5 Pc 001 54 Pc
0963 Pc 999 55 Pc
001 i3Pc
077 « Pi 99956 Pi
0887 Pj,
2543 p^ 998 3op^
1018 p^ oo3i8p^
'236^Pc 004 72 Pc
3926 Pc
997 29 Pc oi3o Pa,
000 28pAx
04 16 Pa.
90944 Pax 0436 Pco«
OO2 04Pc0î
«569 Pcot
99893 Pco^
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TABLE Xil,
Constantes diverses relatives à la Thermométrie.
III. Élasticité
Constantes élastiques du verre (d'après M. Cornu et M. Amagat).
rt. f'crt'e dur.
^ Q kgpoirt, ^ mcgadynes
A = ui 1= 2800 — = o.a-a. io« — - — ?
mm» ' cm«
., kgpojrta mégadynes
E — 7000 — ~ — 1- 0.687. ïo« — ° - — »
' mm* ' cm*
, - kgpoid» mégadyne
X — o,2i4.io~* pour I — -~ — 3,i8.io^* pour i — - — - — ^ '^ mm' *^ cm*
= 2,21. io-« par atmosphère.
TABLES. S35
h. CristiH dur.
X = u = îSoO !— r- =0,245.10* »
mm'' cm'
p c - *^8poiiJ* c o < mégadynes
E = 62ao — = =o,6i3.îo* — ~ — ,
mm' cm"
/ _, *^gpoid» ,r _. mégadync
X ^o,2^o.io~^ pour 1 — = 7. ii3. 10-* pour i — = — - —
mm' cm*
= ij^S.iQ-* par atmosphère.
Compressibilité du mercure pour i — - — ~ — :
^ ^ cm'
3,45.10-* d'après Regnault.
2,91 » M. Grassi.
3,90 » MM. Amaury et Descamps (corrigé).
3,87 » M. Amagat (1889).
Compressibilité de Veau :
A e°.... 5o,3 d'après Regnault.
A o<> 5i , I » MM. Amaury et Descamps (corrigé).
IV. Températures fixes
a. Fusion. T^vo^^vs^^vt^v^ Tx^\^-^^cà^^^^
Alumiuium 62,) d'après M. Le Cbatelier.
Argent 954 » M. VioUe, 7*2-'^'* I
Or. . . . .■ loS.S » »
Cuivre io5^ » »
Palladium i5oo » »
Platine 1775 » »
Iridium 1950 » »
b. ÈbuUition.
> Eau 100° H '-r- ( )
H — "^60 Naphtaline 2i8«',o6h — d'après M. Crafts.
Benzophénone SoG^joB h r-^ —
(>) —0,008 degré par atmosphère aa-dcssus de la pression normale (>) Dans le roislnage de la pression normale.
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V. Dilatations
Coefficients de dilatation dans l'échelle normale (d'après M. Benott).
Limites.
Verre linéaire ( sans résidus ) o'>-4o
» cubique
Cristal linéaire
» cubique
parallèle à Taxe o<'-85
Quartz. . .
perpendiculaire à l'axe.
( 7i84-h 8,ooT).
[ 2l552 H- 24,ioT).
[ 9116-h 8,9oT).
[ 2733o4-26,8oT).
io-«
[ 7161 -H 8,oiT).
[ 13254 + ii,63T).
lO»
; 25i35-h ïi,8oT).
[ 6358+ 3,2iT).
: 8650 4- i,7oT).
, 10400 -t- 5,2oT).
18600 -H 5,5oT).
io-«
Bérv! . i parallèle à l'axe
^' '"( perpendiculaire à l'axe.
Spath ( parallèle à l'axe
d'Islande i perpendiculaire à Taxe.
Platine pur
' Iridium pur
Platine iridié à 1 o pour 100
Acier
Laiton
Bronze
Bronze phosphoreux
Coefficient de la dilatation cubique du mercure, d'après Regnault, calculé par Broch (échelle du thermomètre à air) :
(i8i792 4-o,i75T + o,o35ii6T»).io-».
La fonction ci-dessus réduite à deux termes :
Entre o* et ioo« (181 652-+- 4,845T).i(>-»
» 0" et 200® (i8i23o-i- 9,539T).io-»
» o« et 3oo« (180528 -t- 1^,221 T).io-»
Coefficient de dilatation de l'azote sous volume constant et à la pression initiale de i"" de mercure d'après M. Chappuis :
3,67700.10-'— 0,020 96. io-«T — o,5o45. io-»T«-h 4,800. io-"T».
Coefficient de dilatation de l'acide carbonique dans les mêmes conditions : 3,73538.10-»— o, 13377. io-»T-+- 0,0872. 10-» T« -h 1,900. io-"T».
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/traitepratiqued00guilgoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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