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AVANT-PROPOS
« L'origine la plus naturelle et la plus » élémentaire en même temps que l’on » puisse assigner aux logarithmes, consiste »* à considérer ces quantités comme les » termes d’une progression arithmétique » dont le premier terme est zéro, corres* » pondant aux termes d’une progression
(*) Je fais imprimer ce Mémoire dans la forme et dans les termes oi\ il a été adressé à l’Académie de Bruxelles. Je tiens à constater cette observation , parce que , indépendamment de la question de fond , on trouvera , soit dans l’avantpropos, soit dans le cours de l’ouvrage, quelques idées de réforme qui, tacitement du moins, paraissent avoir obtenu l’assentiment de l’Académie. Ce motif m’a déterminé à ne rien changer à ce Mémoire ; et cette détermination est d’autant plus puissante, que, depuis l’époque oil il a été écrit, les idées dont je parle ont pris dans les applications que j’en ai faites un degré de confirmation qui. ne permet plus le doute à leur égard. Au reste, c’est un objet dont le public sera, j’espère, très prochainement juge.
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» géométrique dont le premier terme est » l’unité. » (M. Pagani, Note sur la théorie des Logarithmes , compte rendu de la séance du 6 avril 1839 de l’Académie royale de Bruxelles, page a 56 . )
Si , en effet, il est vrai que cette origine est la plus naturelle et la plus élémentaire , n’est-on pas en droit de se demander pourquoi elle n’est pour ainsi dire qu’indiquée par tous les auteurs d’éléments, et dans presque toutes les écoles? pourquoi l’on n’en fait mention que pour donner une idée sommaire et très- vague de ce qu’il faut entendre par le mot logarithmes?
pourquoi enfin l’on s’empresse d’ajouter , après en avoir fait connaître les premiers éléments, que plus tard, après une étude plus approfondie de l’algèbre , on sera en mesure de mieux comprendre la théorie des logarithmes, et d’en faire une étude à la fois complète et rigoureuse.
La réponse à toutes ces questions est facile, car nous savons tous que sous le rapport de la rigueur des raisonnements , de
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la complète validité des démonstrations, il y a dans cette partie des éléments beaucoup à desirer ; de sorte que jusqu a ce jour on a été obligé, en désespoir de cause, de remettre après l’étude des exponentielles et après celle des séries, l’examen des théorèmes qui constituent la théorie des logarithmes.
Et cependant le besoin d’appliquer les propriétés des logarithmes , la nécessité de l’usage des tables sont tellement sentis, que , faisant pour cette fois défaut aux premières exigences de la logique, on veut, en France, que les élèves qui se présentent à la plupart des écoles du Gouvernement sachent se servir des tables , bien que leurs connaissances sur la théorie soient fort incomplètes, puisqu’on ne leur demande rien de plus en algèbre que la partie de cette science qui s’arrête à la résolution des équations du second degré.
On peut donc dire avec raison qu’une théorie à la fois naturelle, élémentaire et rigoureuse des propriétés des logarithmes
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est une chose qui manque complètement à la science, et qu’en présence de la nécessité bien reconnue de l’usage des tables logarithmiques, une semblable théorie serait d’une incontestable utilité.
Tel est le but que je me suis proposé d’atteindre dans la composition du Mémoire que je présente au jugement de l’Académie. J’ai voulu ramener toutes les propriétés des logarithmes au point de départ signalé par M. Pagani, à la comparaison des deux progressions; mais j’ai voulu en même temps, dans la marche que j’ai suivie, m’assujétir à ne faire aucun pas qui ne fût appuyé sur les règles solides des raisonnements les plus rigoureux, sans qu’il fût nécessaire, pour trouver cet appui, d’aller au-delà des notions les plus élémentaires de l’analyse. Peut-être trouvera-t-on que j’ai atteint ce but, puisque la résolution des équations du premier degré m’a suffi pour tout démontrer.
Toutefois, ce n’est point par un vain désir de triompher de quelques difficultés
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d’analyse que j’ai consacré à ce travail quatre années d’études , et à Dieu ne plaise qu’on ne voulût y voir qu’un exercice sur quelques artifices de calcul : envisagé sous ce point de vue, il serait peu digne de l’attention de l’Académie, et son mérite à mes propres yeux serait presque complètement effacé.
Mais ce travail est le résultat de cette pensée, que l’étude de la véritable philosophie de la science conduit à des enseignements plus utiles et plus simples que le jeu des formules algébriques 5 et, comme je l’ai dit dans le cours de # ce Mémoire, il y a toute cette différence entre les deux méthodes que je compare ici , que celle dont j’ai fait usage, celle que je cherche à appliquer constamment dans mes études, a pour but de faire comprendre le pourquoi d’une vérité, tandis que l’autre ne va presque jamais au-delà du parce que .
Peut-être ces observations ne paraîtrontelles pas dépourvues d’opportunité, à une
époque où les écrits des géomètres ne consistent guère qu’en des accumulations de formules. Il semble que dans la recherche de la vérité on ne veut tenir compte que de l’exactitude mathématique, et qu’on a peu compris l’importance d’un mode d’investigation philosophique, soit pour donner aux résultats obtenus leur véritable interprétation , soit pour en faire une application convenable à l’étude des faits naturels. Aussi , de nos jours , dans la science réputée exacte par excellence , le doute est-il parvenu à s’introduire. Combien ne pourrais-je pas citer de résultats obtenus sous des formes algébriques que nous croyons devoir admettre comme exacts , et qui cependant se refusent à des interprétations rationnelles. Que penser , en effet , sous le point de vue philosophique, du cas appelé irréductible dans les équations du troisième degré? Que dire, sous le même point de vue, de la forme problématique des racines de l’équation x*= i ? Peuton accepter autrement que comme un
fait algébrique cette singulière relation
et savons-nous à quelle considération de philosophie naturelle elle pourrait s’appliquer? Enfin , dans le nombre des choses créées, y en a-t-il une ou plusieurs à la supputation desquelles puissent se prêter les formes que nous nommons imagi- ' naires? Ainsi, sans même sortir du domaine de l’algèbre ordinaire, il faut reconnaître que nous sommes entourés de mystères, et que se restreindre exclusivement à l’étude des formules algébriques, c’est se condamner à subir les lois de quelques formes symboliques plutôt que celles de la raison. Que serait-ce si nous jetions un coup d’œil sur le calcul infinitésimal:' Ici il ne faudrait pas aller bien avant pour se trouver en face de graves difficultés; les premiers pas que l’on fait dans son exposition ne révèlent-ils pas entre les auteurs des divergences inexplicables? Et, pour
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n’en citer qu’un seul exemple, les considérations d’infiniment* petits, qui jusqu’à ce jour ont été tolérées comme une concession de l’esprit et dans des vues purement intellectuelles , devront-elles , d’après un célèbre géomètre des temps modernes , être acceptées comme une réalité aussi incontestable que la lumière de l’astre qui nous éclaire? (*)
Au reste, qu’on ne m’accuse point, et pour tous les esprits sains cette observation est presque oiseuse , qu’on ne m’accuse point d’hostilité contre les ressources que fournissent les procédés algébriques : et moi-même, dans le cours de ce Mémoire, n’ai-je pas donné la preuve de l’utilité de leur emploi? Je ne veux m’élever ici que contre l’abus de ces procédés , contre
(*) Dans un ouvrage intitulé : Études philosophiques sur ta science du calcul, j’ai directement abordé toutes ces <[uestions , et je crois être parvenu à soulever le voile qui , jusqu’à présent, en a recouvert la solution. Cet ouvrage est soumis en ce moment à l’examen de l’Académie des Sciences.
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l’emploi presque exclusif qu’on en fait , contre cet usage qui tend à faire prévaloir l’analyse des signes et expressions algébriques sur cette analyse de raisonnement , de laquelle dépendent essentiellement les progrès de la science.
On fait maintenant, pour les études mathématiques, ce qu’à une époque bien éloignée on faisait pour les recherches chimiques. Procédant au hasard dans leurs opérations, combinant sans intelligence et sans but les divers corps, les chimistes manipulaient , et rarement une idée-mère servait de base et de guide à leurs travaux.
Aujourd’hui cette science n’accepte plus pour maître le hasard ; les manipulations ne sont plus destinées à ouvrir la marche , mais à l’éclairer : c’est le génie de l’homme qui donne l’impulsion, c’est toujours lui qui préside aux phases diverses des opérations.
Or, ce que je crois qu’il est utile de proclamer, c’est que nos géomètres veuillent bien ne pas se borner à n’être que des manipulateurs de formules, qu’ils veuillent
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bien nous initier dans les secrets de leurs découvertes autrement que par des signes d’opérations, et que, descendant de ces hauteurs à qui personne ne refusera le titre de transcendantes , ils fassent quelques efforts pour nous expliquer, en langue vulgaire, leurs procédés, leurs résultats et le degré d’importance des uns et des autres dans le domaine des applications.
Ces explications m’ont paru nécessaires pour faire comprendre comment j’ai procédé dans mes études, quelle est la tendance générale des investigations auxquelles je me suis livré, et dans quel esprit ce Mémoire a été rédigé. Je ne dirai rien ici de mon plan; je renvoie , pour cet objet, à la table des matières : cette table, à mon avis, doit être , dans tout ouvrage , l’indicateur le plus fidèle de l’ordre dans lequel ces matières ont été disposées : il doit emporter avec lui la justification du plan d’exposition.
On comprendra facilement, après avoir lu ce qui précède, que je ne devais point
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avoir pour but de présenter à l’Académie un ouvrage complet sur l’emploi des logarithmes , et qu’il devenait par conséquent inutile d’entrer dans les détails ordinaires de la construction et de l’usage des tables.
A quelques différences près, ces détails doivent presque toujours se ressembler.
En effet , ils sont une conséquence de la théorie; et les vérités de cette théorie sont immuables , quel qu’ait été le mode qu’on a adopté pour les démontrer. Ce n’est pas que l’on ne puisse trouver , dans ce mode même , quelques procédés favorables pour faciliter dans la pratique les opérations; mais chacun sera à peu près sûr de les déduire lui-même des principes posés.
L’objet principal que j’avais en vue était de soumettre à l’examen de l’Académie ma méthode d’exposition. Telle est, dans mon travail , la part qui lui est destinée : peutêtre trouvera-t-elle que sous ce rapport j’aurais pu lui épargner certains détails ; mais je la prie de ne pas perdre de vue que ce qui est aujourd’hui soumis à sa
NOTIONS PRÉLIMINAIRES SUR LES PROGRESSIONS ( I
§ I er . — Progressions par différence.
On donne le nom de progression par différence à une suite de nombres telle , qu’un quelconque d’entre eux surpasse celui qui le suit, ou. est surpassé par lui d’une même quantité. D’après cela, la forme la plus générale sous laquelle
(i) En présentant quelques notions sur les progressions, mon intention n’est point de traiter complètement cette matière , je veux au contraire me borner à ce qui est strictement nécessaire pour l’intelligence de la théorie des logarithmes, à ce qui est indispensable pour l’exposition de cette théorie telle que je l’ai conçue.
Définition.
des nombres en progression par différence peuvent être représentés, est la suivante :
fi t fi — H d j fi 4" id y fi *4" j ••••••*•• i • «
Raison de la La quantité d , qui représente la différence 1 C constante entre deux de ces nombres consécutifs, s’appelle la raison de la progression.
Dans le cas où les nombres sont disposés de manière à aller constamment en croissant, c’està-dire lorsque la quantité d est positive, on dit que la progression est croissante ; dans le cas, au contraire , où les nombres vont sans cesse en diminuant, c’est-à-dire lorsque d est négatif, on dit qu’elle est décroissante.
Il faudrait donc, pour représenter ces deux sortes de progression , employer les deux symboles suivants :
a , a-+-d, a-\-zd, a-\-Zd, . . ’
pour la progression croissante, et
pour la progression décroissante.
Mais on sait que lorsqu’une vérité est démontrée pour un seul de ces symboles, le premier, par exemple, elle l’est également pour l’autre. La nature des procédés algébriques est telle, en effet , que les quantités qui entrent dans
les résultats obtenus les vérifient également , soit qu’elles y figurent avec le signe , soit qu’elles y figurent avec le signe — , pourvu , d’ailleurs , que ces résultats soient indépendants de toute supposition primitivement faite sur la nature positive ou négative de ces mêmes quantités.
Lorsque dans une question particulière on rai- Progressions
sonne sur un nombre fini de quantités qui sont prog ressions
' indéfinie».
en progression par différence , cette progression a nécessairement pour limites la plus grande et la plus petite de ces quantités; toutes les autres viennent se placer entre celles-là dans le rang que leur grandeur leur assigne. Mais une progression étant ainsi commencée, rien ne s’oppose à ce que l’esprit la conçoive indéfiniment prolongée en dehors de ces limites, par une suite de nouveaux termes déduits les uns des autres , au moyen de la loi à laquelle sont soumis les premiers. Au-delà de ces deux limites, les nouveaux termes, formés par l’addition ou la soustraction successive de la raison, iront sans cesse en augmentant d’une part, et en diminuant de l’autre, de manière à atteindre, les uns l’infini positif, les autres l’infini négatif, limites naturelles entre lesquelles se trouvent comprises toutes les progressions par différence. C’est sous ce point de vue plus large qu’il faut s’accoutumer à considérer ces sortes de sé-
ries; un nombre fini de termes formés et disposés en progression n’en est pour ainsi dire que l’ébauche, c’est la seule chose qu’il soit permis d’en voir ; mais le reste doit toujours se penser. Rangs des Dans une progression dont le nombre, de progression, termes est limité, le rang de ces termes est naturellement déterminé par la place même qu’ils occupent dans la série; le premier est celui qui est écrit en tête de la progression et à sa gauche , le dernier celui qui la termine à droite.
Mais dans la progression considérée connue série indéfinie, et s’étendant de l’infini négatif à l’infini positif, le rang des termes ne saurait plus être déterminé par ce procédé; et il faut, si l’on veut s’entendre , recourir à une convention pour désigner ces rangs. Pour cela, je remarque que , dans une pareille progression , il y a un nombre infini de termes négatifs et un nombre infini de termes positifs; or, c’est au point . où l’opposition des signes se manifeste qu’il est le plus convenable de commencer à compter les rangs. Le terme du rang i est donc le premier des termes positifs; celui du rang a le deuxième,, et ainsi des autres. On dit ensuite que le premier des termes négatifs occupe le rang — i , le deuxième le rang — i , le troisième le rang — 3, etc., etc.
Par exemple, si l’on désigne le premier terme positif par a , le premier terme négatif par — a ' , et la raison par d, voici comment , à droite et à gauche de ces termes, sera conçue la progression : •
• • • ^ — d 9 — fl’j H“fl } -ha-hdj -f-fl *?.d y . . . j
en conséquence on dira que
-ha occupe le rang i ,
-h a-hd _ le rang i,
-ha-ht-d le rang 3 ,
et que
— a' occupe Je rang — i ,
— a' — d le rang — a,
— a' — 2 d lç rang — 3 ,
et ainsi de suite.
On voit donc qu’en général les termes des rangs n et — n seront respectivement égaux à
a-h(n — i )d et a' — ( n — i )d,
et l’on peut remarquer que leur somme se réduit à <z — a! \ d’où l’on conclut que la somme de deux termes, dont les rangs ne diffèrent que par le signe, est constante et égale à la somme algébrique du premier terme positif et du premier, terme négatif. .
progressions p 0 ur l'objet qui nous occupe, il n’est pas né-
progressions cessa i re ( | e considérer les progressions sous leur
simples. i o
forme la plus générale. Il nous suffira d’étudier quelques propriétés de celles dans lesquelles a est nul, et par conséquent — a' égal à — d; je donnerai à celles-ci le nom de progressions simples , et aux premières celui de progressions composées ; on peut remarquer qu’une progression composée n’est autre chose qu’une progression simple dont tous les termes ont été augmentés d’une même quantité : ce qui justifie suffisamment les dénominations que j’ai affectées aux unes et aux autres.
Cette sorte de progression s’écrira donc sous la • forme suivante :
— 3 d, — 2 d, — d, O, d, id, 3 d,.'....
Rang* des Ici se présente une observation à faire relative-
termcs d une r
P™^“ 8 e ion ment au passage des termes négatifs à ceux qui sont positifs : dans les premiers la quantité d figure toujours avec le signe — , dans les seconds avec le signe -K
Le terme zéro est le seul qui ne possède la raison ni de l’une ni de l’autre de ces deux manières.
Ce terme ne peut appartenir à la classe des termes positifs, puisque comme eux il n’est pas plus grand que zéro ; et d’un autre côté il ne peut
appartenir à la classe des ternies négatifs , puisque comme eux il n’est pas inférieur à zéro.
On voit donc qu’en réalité il n’appartient spécialement à aucune des deux classes; qu’en conséquence on ne peut donner à son rang ni un indice positif qui l’assimilerait à ceux de la première, ni un indice négatif qui l’assimilerait à ceux de • la seconde; voilà pourquoi nous adopterons le parti de donner à ce terme, seul de son espèce, le rang zéro.
Par suite de cette convention ,
Le terme du rang i sera égal à la raison ,
Celui. ... du rang i à î fois la raison
Celui.... du rang 3 à 3 fois la raison,
et généralement
Celui.... du rang n à « fois la raison.
Le terme du rang — i sera égal à moins la raison,
Celui.... du rang — i à — 2 fois la raison,
Celui. . . . du rang — 3 à — 3 fois la raison,
et généralement
Celui.... du rang 1 — n à — n fois la raison.
On voit donc que dans les progressions par différence simples les termes qui occupent des rangs dont les indices ne diffèrent que par le signe font une somme algébrique égale à zéro.
De la somme de deux termes de'rang quelconque d’une
progression simple par différence.
Occupons-nous maintenant de déterminer la somme de deux termes de rang quelconque d’une progression simple.
Il pourra se présenter deux cas : ou ces termes seront de même signe, ou ils seront de signe con-
traire.
i er cas. Soient ±.m et ±. n les indices des rangs de ces deux termes, leur somme sera égale à '•
± md rfc nd.
qu’on peut écrire ± + n)d, c’est-à-dire que
cette somme est un nouveau terme de la progression qui occupe le rang ±(m-+-n).
a e cas. Si les indices sont de signes différents, il arriyera que l’un d’eux étant ±m , l’autre sera q: n; leur somme sera donc
md q: nd,
qu’on peut écrire ± ( ni — n ) d, et c’est encore un nouveau terme de la progression dont le rang s’obtient en faisant la somme algébrique des indices qui marquent les rangs des termes ajoutés.
Ainsi, quels que soient les termes dont on s’occupe , leur somme est égale à un nouveau terme de la progression, et la somme des indices de leur rang exprime le rang de ce nouveau terme.
Soient deux termes quelconques ±. nid ifc nd Uo diffé d’une progression : on veut soustraire le deuxième termes do
ru 7 rang quel-
du premier, le résultat de l’opération sera conque d’une
r ' i progression
simple par
zfc nid qz nd, différence.
qu’on peut écrire ±{m — n)d.
C’est, comme on voit, un nouveau terme de la progression dont le rang ± (m — ri) est égal à la différence entre les indices ±m et ±n des rangs des nombres soustraits.
Si les deux termes sont de signes contraires et représentés par zh md et qr nd, leur différence sera '
± md rt nd,
qu’on peut écrire ±(m-\~n)d, et on retombe encore sur un terme de la progression dont le rang ±:(m-\-n ) est égal à la différence entre les indices rh m et qr n des rangs des nombres soustraits. •
De là on conclura que, quels que soient les termes dont on s’occupe, leur différence est égale à un nouveau terme de la progression ,' et que la différence algébrique des indices de leur rang exprime le rang de ce nouveau terme.
Il résulte du premier de ces deux théorèmes Du produit
, d’un terme
que, si 1 on ajoute tant de termes qu on voudra d’une pro-
„ , gressionsim-
tl une progression simple par différence, la somme par difle-
IO
ronce par un finale ainsi obtenue sera un nouveau terme de
nombre
quelconque, cette progression dont le rang s’obtiendra en faisant la somme algébrique de tous les indices qui expriment les rangs des termes ajoutés; or, si les termes sur lesquels on opère sont tous égaux, c’est-à-dire si l’on ajoute un certain nombre de fois à lui-mème un terme de la progression, ce sera comme si l’on avait multiplié ce terme par ce nombre ; d’un autre côté, les indices des rangs seront tous égaux entre eux; les ajouter les uns aux autres un certain nombre de fois, ce sera donc multiplier un d’eux par ce nombre , et de ces remarques on conclura :
Que si l’on multiplie par un certain nombre un terme quelconque d’une progression simple par différence, le résultat obtenu sera un nouyeau terme de cette progression dont le rang s’obtiendra en multipliant par ce même nombre l’indice qui marque le rang du terme sur lequel on a opéré.
11 est du reste bien entendu, et la nature de notre démonstration l’indique suffisamment, que le nombre par lequel on multiplie doit être entier, et ne peut jamais être considéré comme fractionnaire.
Il était facile de parvenir par une voie directe au résultat que nous venons d’obtenir. On peut
en effet remarquer que les termes d’une progression simple par différence ne sont autre chose que les divers multiples de la raison de cette progression. Or, répéter un de ces termes un certain nombre de fois, c’est lui donner de nouveaux facteurs sans lui en enlever aucun de ceux qu’il avait déjà; c’est donc le laisser toujours multiple de la même quantité , d’où il suit que le résultat obtenu sera nécessairement un terme de la progression.
Mais, si au lieu d’opérer par voie de multiplication, on opérait par voie de division, il pourrait se faire que le quotient obtenu ne fût pas un terme de la progression. En effet, en exécutant cette opération, on pourrait dépouiller le terme divisé de quelques-uns des facteurs de la raison, et il suffit que cette circonstance soit possible pour qu’on ne puisse plus affirmer que le résultat obtenu demeurera encore un multiple de la raison , condition indispensable pour que ce résultat soit un terme de la progression.
Plusieurs auteurs d’éléments ont avancé dans leurs ouvrages que lorsqu’on multipliait ou qu’o« divisait un terme d’une progression, par un nombre quelconque, on obtenait pour résultat un nouveau terme de la progression; il est évident que ces auteurs se sont laissé guider par une fausse
De la
division d’un terme d’une progression simple par différence par un nombre quelconque.
Définition.
analogie, et ce que je viens de dire prouve qu’énoncé d’une manière générale, le principe précédent n’est pas vrai, qu’il faut en restreindre l’application au seul cas de la multiplication.
§ II. — Progressions par quotient (i).
On donne le nom de progression par quotient à une suite de nombres telle qu’un quelconque d’entre eux contient celui qui le suit, ou est contenu par lui un même nombre de fois. D’après cela, la forme la plus générale sous laquelle des nombres en progression par quotient peuvent être représentés est la suivante :
a, aq, aq >, aq\ aq
(i) Ce qu’on va lire sur les progressions par quotient est calqué terme pour terme sur ce qu’on vient de lire sur les progressions par différence, et cela tient à ce que de part et d’autre tous ces théorèmes sont identiques. L’unité va remplacer le zéro , les quantités négatives et posi-, tives vont disparaître pour faire place aux quantités plus petites ou plus grandes que l’unité ; à l’aide de ces substitutions, il y a analogie complète dans l’exposition des propriétés des deux genres de progressions. Sous ce rapport , il est avantageux , ce me semble , de conserver cette
La quantité q, qui représente le quotient constant entre deux de ces nombres consécutifs, s’appelle la raison de la progression.
Dans le cas où les nombres sont disposés de manière à aller constamment en croissant, c’est-à-dire lorsque q est plus grand que l , on dit que la progression est croissante ; dans le cas , au contraire , où les nombres vont sans cesse en diminuant, c’est-à-dire lorsque q est moindre que i , on dit qu’elle est décroissante.
Il faudrait donc, pour représenter ces deux sortes de progressions, employer les deux symboles suivants :
a , aq , aq », aq 3 ,
même analogie dans les termes , et de reproduire ainsi dans le style l’image fidèle de cette identité que je viens de signaler. On aurait même pu, pour la rendre plus frappante, présenter ces deux textes en regard l’un de l’autre sur la même page divisée en deux colonnes , ainsi que je l’ai pratiqué quelquefois pour certains articles insérés dans les Annales de Mathématiques ; mais je n’insisterai pas plus long-temps sur ces détails qu’il suffit d’avoir signalés , car la lecture de ce qui va suivre en fera suffisamment comprendre toute la portée.
Raison t!e la progression .
Progressions
limitées,
progressions
indéfinies.
pour la progression croissante, et
pour la progression décroissante.
Mais on sait que lorsqu’une vérité est démontrée pour un seul de ces symboles , le premier par exemple , elle F est également pour l’autre. La nature des procédés algébriques est telle , en effet , que les quantités qui entrent dans les résultats obtenus les vérifient également, soit qu’elles y figurent comme plus grandes que l’unité , soit qu’elles y figurent comme plus petites qu’elle; pourvu, d’ailleurs, que ces résultats soient indépendants de toute supposition primitivement faite sur la nature de la grandeur de ces mêmes quantités relativement à l’unité.
Lorsque dans une question particulière on raisonne sur un nombre fini de quantités qui sont en progression par quotient , cette progression a naturellement pour limites la plus grande et la plus petite de ces quantités; toutes les autres \iennent se placer entre celles-là dans le rang que leur grandeur leur assigne. Mais une progression étant ainsi commencée , rien ne s’oppose à ce que l’esprit la conçoive indéfiniment prolongée en dehors de ces limites par une suite de
nouveaux termes déduits les uns des autres , au moyen de la loi à laquelle sont soumis les premiers. Au-delà de ces deux limites , les nouveaux termes formés par la multiplication ou la division successive de la raison iront sans cesse en augmentant d’une part et en diminuant de l’autre, de manière à atteindre les uns l’infini positif, les autres zéro , limites naturelles entre lesquelles se trouvent comprises toutes les progressions par quotient. C’est sous ce point de vue plus large qu’il faut s’accoutumer à considérer ces sortes de séries : un nombre fini de termes formés et disposés en progression n’en est pour ainsi dire que l’ébauche , c’est la seule chose qu’il soit permis d’en voir ; mais le reste doit toujours se penser.
Dans une progression dont le nombre des Rangs des
D termes d une
termes est limité, le rang de ces termes est na- progression, turellement déterminé par la place même qu’ils occupent dans la série : le premier est celui qui est écrit en tête de la progression et à sa gauche ; le dernier , celui qui la termine à droite.
Mais dans la progression considérée comme série indéfinie, et s’étendant depuis zéro jusqu’à l’infini positif, le rang des termes ne saurait plus être déterminé par ce procédé; et il faut, si l’on veut s’entendre , recourir à une convention pour
désigner ces rangs. Pour cela , je remarque que dans une pareille progression il y a à la fois des termes plus grands que l’unité, et des termes plus petits qu’elle. Or c’est au point où s’effectue le passage des uns aux autres qu’il est le plus convenable de commencer à compter les rangs.
Le terme du rang 1 - est donc le premier de ceux qui dépassent l’unité , celui du rang a le deuxième, et ainsi des autres : on dit ensuite que le premier des termes , qui est inférieur à l’unité , occupe le rang — i , le deuxième le rang — a , le troisième le rang — 3 , etc., etc.
Par exemple, si l’on désigne le premier des termes plus grands que l’unité par a, le premier des termes plus petits que l’unité par a! , et la raison par q, voici comment à droite et à gauche de ces termes sera conçue la progression
En conséquence, on dira que
a occupe le rang i , aq le rang a ,
, aq * le rang 3 ,
et que
a' occupe le rang — i ,
le rang — 2, le rang — * 3 ,
et ainsi de suite.
On voit donc qu’en général les termes des rangs n et — n seront respectivement égaux à
aq " -I et
et l’on peut remarquer que leur produit se réduit à a x a' ; d’où l’on conclut que le produit de deux termes dont les rangs ne diffèrent que par le signe , est constant et égal au produit du premier des termes plus grands que 1 par le premier des termes plus petits que 1 . < ‘
Pour l’obiet qui nous occupe , il n’est pas né- Progressions cessaire de considérer les progressions sous leur progressions forme la plus générale ; il nous suffira d’étudier quelques propriétés de celles dans lesquelles a est
égal à l’unité, et par conséquent a' égal à
je donnerai à celles-ci le nom de progressions simples j et aux premières celui de progressions composées. On peut remarquer qu’une progression composée n’est autre chose qu’une progres-
sion simple dont tous les termes ont été multipliés par une même quantité ; ce qui justifie suffisamment les dénominations que nous avons affectées aux unes et aux autres.
Cette sorte de progression s’écrira généralement sous la forme suivante :
- 3 » fl -1 «» ?, q\ q\ q',
Rangs des Ici se présente une observation à faire relati-
termes d'une , ; ,
progression vement au passage des termes qui sont moindres simple. q Ue p un j(^ 4 ceU x qui sont plus grands qu’elle.
Dans les premiers, la quantité q entre toujours comme diviseur ; dans les- seconds, comme multiplicateur : le terme i est le seul qui ne possède la quantité q ni de l’une ni de l’autre de ces deux manières. .
Ce terme ne peut appartenir à la classe de ceux qui sont plus grands que i, puisque, comme eux, il ne dépasse pas l’unité; et, d’un autre côté, il ne peut appartenir à la classe des termes moindres que i, puisque, comme eux, il n’est pas in- . férieur à l’unité.
On voit donc qu’en réalité, il n’appartient spécialement à aucune des deux classes; qu’en conséquence on ne peut donner à son rang ni un indice positif qui l’assimilerait à ceux de la pre- -
mière, ni un indice négatif qui l’assimilerait à ceux de la seconde. Voilà pourquoi nous adopterons le parti de donner à ce terme , seul de son espèce, le rang zéro.
Par suite de cette convention,,
Le terme du rang i sera égal à la raison ;
celui du rang 2 à la 2' puissance de la raison ; ' •,
celui du rang 3 à la 3 e puissance de la raison ;
et généralement,
celui du rang « à la n ieme puissance de la raison.
Le terme du rang — 1 sera égal à 1 divisé par la raison ;
celui du rang — 2 à 1 divisé par la’ 2 e puis, de la raison; 1 ■ celui du rang — 3 à 1 divisé par la 3 e puis, delà raison;
et généralement,
celui du rang — « à 1 divisé par la n iim ‘ puis, de la rais.
On voit donc que dans les progressions simples par quotient, les termes qui occupent des rangs dont les indices ne diffèrent que par le signe donnent pour produit l’ unité. •
Occupons-nous maintenant de déterminer le Uu produit produit de deux termes de rang quelconque d’une nu» de* ring
t . . , * .. quelconque
progression simple par quotient. d’une
Il pourra se présenter deux cas; ou les indices simple pur des rangs de ces deux termes seront de même i uoUentsigne, ou ils seront de signe contraire. '
i rt cas. Soient ± m et rfc n ces indices, le produit des deux termes sera
qu’on peut écrire (m+n) : c’est-à-dire que ce produit est un nouveau terme de la progression qui occupe le rang ±. (m •+■«).
a® cas. Si les indices sont de signe different, il arrivera que l’un d’eux étant ' ± m, l’autre sera n ; le produit des deux termes sera donc
qu’on peut écrire ; et c’est encore un des
termes de la progression dont le rang s’obtient en faisant la somme algébrique des indices qui marquent les rangs dès termes multipliés.
Ainsi, quels que soient les termes dont on s’occupe, leur produit est égal à un nouveau terme de la progression, et la somme des indices de leur rang exprime le rang de ce nouveau terme. -
Du quotient ' Il pourra encore ici se présenter deux cas, suimcs queicon- vant que les indices des rangs des deux termes sur progression lesquels on opéré seront de meme signe ou de
simple par .
v quotient, signe contraire. . <
i cr cas. Soient ± m et ifc n ces indices, lequo-
( ai )
tient de la division des deux termes sera
qu’on peut écrire (*—*).
C’est, comme on voit, un nouveau terme de la progression, dont le rang ± (m — - n) est égal à la différence entre les indices ±met ±: n des rangs des nombres divisés.
2 e cas. Soient ± m et rp n les deux indices, le quotient de la division des deux termes sera
qu’on peut écrire q — c,n et l’on retombe en-
core sur un terme de la progression dont le rang ± est égal à la différence entre les in-
dices ±m et qr n des rangs des nombres divisés.
De là on conclura que, quels que soient les termes dont on s’occupe, leur quotient est égal à un nouveau terme de la progression, et que la diffé-
rence algébrique des indices de leur rang exprime le rang de ce nouveau terme.
Il résulte du premier de ces deux théorèmes que, si cm multiplie entre eux' tant de termes qu’on voudra d’une progression simple par quotient, le produit total ainsi obtenu sera un
De l’élévation aux puissances d’un terme quelconque d’une progression simple par quotient.
( aa J
nouveau terme de cette progression, dont le rang s’obtiendra en faisant la somme algébrique de tous les indices qui expriment les rangs des termes multipliés.
Or si les termes sur lesquels on opère sont tous égaux , c’est-à-dire si l’on multiplie .un certain nombre de fois par lui-même un terme de la progression , ce sera comme si l’on avait élevé ce terme à la puissance du degré marqué par ce nombre; d’un autre côté, les indices des rangs seront tous égaux entre eux ; les ajouter les uns aux autres un certain nombre de fois, ce sera donc multiplier un d’eux par ce nombre, et de ces remarques on conclura
Que, si l’on élève à une certaine puissance un terme quelconque d’une progression simple par quotient, le résultat obtenu sera un nouveau terme de cette progression , dont le rang s’obtiendra en multipliant par le degré de cette puissance l’indice qui marque lè rang du terme sur lequel on a opéré.
Il est du reste bien entendu, et la nature de notre démonstration l’indique suffisamment, que le degré de la puissance en question doit être entier, et ne peut jamais être considéré comme fractionnaire.
Il était facile de parvenir, par une voie directe,
au résultat que nous venons d’obtenir. On peut en effet remarquer que lç$ termes d’une progression simple par quotient fte sont autre chose que l’unité multipliée ou divisée par les diverses puissances entières de la raison, Or, élever un de ces termes à une certaine puissance entière, c’est toujours laisser entier l’exposant primitif de la . raison ; d’où il suit que le résultat obtenu sera nécessairement un terme de la progression.
Mais si au lieu d’élever à une puissance , on Ue l’extracextrait une racine, il pourra se faire que le résul- racines d’u»
1 > 1 terme qnet-
tat obtenu ne soit pas un terme de la progression, conquêd’uno
1 , progression
En effet, en exécutant cette opération, il pourra simple
A • 1 parquotient.
etre nécessaire de diviser 1 exposant qui figure dans le terme sur lequel on opère par un nombre qui ne le laisse plus entier, et il suffit que cette circonstance soit possible pour qu’on, ne puisse plus affirmer que le résultat obtenu conservera, soit comme multiplicateur, soit comme diviseur, une puissance entière de la raison, condition indispensable pour que çe résultat soit un terme de la progression. t , f
Plusieurs auteurs d’éléments ont avancé dans leurs ouvrages que lorsqu’on élevait à une puissance un terme d’une progression parquotient, ou qu’on en extrayait une racine, on obtenait pour résultat un nouveau terme de la progression ; il
est évident que ces auteurs se sont laissé guider par une fausse analogie, et ce que je viens de dire prouve qu’énoncé d’ime manière générale, le principe précédent doit s’appliquer seulement à l’élévation aux puissances.
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CHAPITRE n
ÉTUDES COMPARATIVES SUR DEUX PROGRESSIONS SIMPLES, L’UNE PAR DIFFÉRENCE, L’AUTRE PAR QUOTIENT. ,
Mettons maintenant en regard deux progrès- Examen sions simples, l’une par différence, l’autre par c °d”dè™x lf quotient, et disposons-les toutes deux de ma- SptcTmi-
, . , , ses en regard
niere que les termes qui, dans chacune, occu- l’une de pent le même rang, se trouvent placés sur la même ligne l’un au-dessus de l’autre, ainsi qu’il suit :
““ y ' ' y " d y O ) d y • id y 3 d y
Il sera maintenant facile de se convaincre, en vertu des théorèmes précédemment établis , et en comptant les rangs comme nous en sommes convenus, que si d’une part on ajoute ou on retranche l’un à l’autre deux termes quelconques de la première, et si de l’autre on miïltiplie ou on divise entre eux les deux termes correspondants de la
Trahsfnrmation dp la multiplication et do la division en addition et en
soustraction.
Transformation de l'élévation aux puissances en multiplication.
seconde, les résultats qu’on obtiendra dans les deux cas seront de nouveaux termes des deux mêmes progressions qui occuperont chacun dans la sienne le même rang.
Et encore , que si l’on multiplie par un certain nombre un terme quelconque de la première progression, et qu’on élève le terme correspondant de la deuxième à une puissance du degré marqué par ce même nombre , les résultats qu’on obtiendra dans les deux cas seront de nouveaux, termes des deux mêmes progressions qui occuperont chacun dans la sienne le même rang.
Il résulte de ces remarques que si les deux progressions ci-dessus étaient indéfiniment prolongées, et si l’on avait à multiplier ou à diviser entre eux deux termes quelconques de la deuxième, il ne serait pas nécessaire, pour connaître le résultat , d’exécuter ces opérations ; on les remplacerait, pour l’obtenir, par une addition ou une soustraction qu’on effectuerait entre les deux termes correspondants de la première : le résultat de cette addition ou de cette soustraction ferait connaître un terme de celle-ci audessous duquel on trouverait le nombre cherché.
On voit pareillement que si l’on devait élever un des termes de la progression par quotient à une puissance, il ne serait pas non plus néces-
saire , pour connaître le résultat, d’effectuer cette opération : pour y suppléer, on multiplierait le terme correspondant de la progression par différence par le degré de la puissance qu’on veut former, et l’on obtiendrait pour produit un terme de cette progression au-dessous duquel se trouverait le résultat cherché. , -
Faisons l’application de ces préceptes à quel- Applications ques exemples (i). exemple.
Soient les deux progressions simples qui suivent :
-6; -5; .—4; -3; -a; — if o; i;
o,oi 56'.! 5 ; o,o3ia5; o,o6a5; 0,ia5; o,a5; .0,5; i; a;
4 ; 8; 16; 3a; 64 > >28; a56; 5ia. ...
i°. On veut multiplier le tçrme 16 de la seconde par le terme o,ia 5 ; on trouve respectivement, dans la première, au-dessus de 16 et de
( 1 ) J’ai besoin de rappeler ici que ce Mémoire est non-seulement un travail academique , mais encore un Traité sur les Logarithmes , qui sera sans doute consulte par les commençants. Soifs ce dernier point de vue , on ne considérera pas comme complètement superflus certains détails que j’aurais épargnés à l’Académie si ce travail n’avait été fait que pour elle.
o, 1 1 » 5, les deux termes 4 et — 3 ; faisant la sommé de ceux-ci, on a pour résultat i ; or i , dans la première progression , est placé au-dessus de a ; d’où l’on conclura que le produit de 16 par o, 1 a5 est égal à a.
a 0 . On veut multiplier o,i5 par o,o6a5. Audessus de ces deux termes on trouve respectivement — 2 et —4 dont la somme est — 6 ; or au-dessous de — 6 est écrit le nombre 0 , 01 56a5 : on dira donc que le produit de o,a5 par o,o6a5 êst égal à o,oi56a5.
3°. On veut diviser 5 12 par 64. Au-dessus de ces deux termes on trouve respectivement 9 et 6 : soustrayant le second du preniier, on a 3 pour reste; or au-dessous de 3 on trouve 8 : le quotient de 5ia par 64 est donc égal à 8 .
4°. On veut diviser o,o3i25 par o,a5. Audessus de ces deux termes on trouve respectivement — 5 et —2 : soustrayant le second du premier, on a pour reste — 3 ; or au-dessous de — 3
on trouve le noriibre 0 , 1 25 : le quotient cherché est donc égal à o, ta5.
5°. On veut élever 4 à la troisième puissance. Au-dessus de 4 on trouve le terme 2 : multipliant ce -terme par le degré de la puissance qu’on veut obtenir, on a; pour produit 6 ; or au-dessous de
6 est écrit 64; d’où il suit que la troisième puissance de 4 est égale à 64-
6°. On veut élever o,i25 à la deuxième puissance. Au-dessus de o, 1 25 je trouve le terme — 3 : multipliant ce terme par le nombre 2 , qui exprime le degré de la puissance qu’on veut obtenir, on a pour produit —6; or au-dessous de — 6 est écrit o,oi 56a5 : on dira donc que la deuxième puissance de o,i25 est égale à o,oi5625.
On voit, par ces exemples, avec quelle facilité on peut, au moyen de ces deux progressions, changer,
i° Les multiplications et divisions en additions et soustractions;
2 °. Les élévations aux puissances en multiplications.
Une seule des six opérations fondamentales de l’arithmétique ne peut être directement abrégée par ce procédé, c’est l’extraction des racines; et nous savons déjà que cela tient à ce qu’en extrayant une racine d’un terme de la progression par quotient, le résultat peut ne pas être un nouveau terme de cette progression. Toutefois, on > verra bientôt que pour cette opération , malgré / l’insuffisance théorique que nous avons constatée , on peut encore introduire dans la pratique
Résumé.
la même abréviation que pour les trois autres. Utilité de la Revenons à nos deux progressions. On vient d’une pro- de voir quels immenses avantages elles offrent
gression 4 °
simpio ppr pour simplifier les calculs arithmétiques; mais
quotient ren - 4 4
fermant, dans une première remarque se présente à l’esprit , dapproitima- c’est que ces avantages sont limités à quelques
tion assignée, 1 . ? ,
tous les nombres seulement, a ceux qui font partie de la
nombres pos- 1 • .
sibics. progression par quotient , et que des qu on voudra opérer sur des nombres autres que ceux-là , il faudra en revenir aux procédés ordinaires de la multiplication , de la division et de l’élévation aux puissances.
Si donc on voulait faire servir ce genre d’abréviations à la plus grande quantité de nombres possible , il faudrait choisir, parmi toutes les progressions simples par quotient, celle qui peut contenir le plus de nombres, ou, en d’autres termes, celle dont la raison est la plus petite; or d’une part cette raison ne peut être une fraction proprement dite, puisque dans ce cas il n’y aurait dans la progression que des fractions proprement dites , c’est-à-dire les seuls nombres compris entre zéro et l’unité ; et d’autre part on ne saurait admettre l’unité , car alors tous les termes seraient égaux à i , et la progression ne serait plus d’aucun secours; il faut donc prendre pour raison de la progression un nombre fractionnaire plus
grand que i , mais d’ailleurs aussi rapproché que possible de l’unité.
Je vais montrer qu’en agissant ainsi, il sera possible de former une progression simple par quotient telle qu’il n’existe pas un seul des nombres compris entre zéro et l’infini positif, tant entiers que fractionnaires, qui ne puisse être considéré comme appartenant à cette progression, avec tel degré d’approximation qu’on pourra desirér ; c’est ce que je prouverai facilement après avoir établi le lemme suivant:
Soit l’identité
' + ïr = '
dans laquelle je suppose que — est une fraction
proprement dite.
Si ~ est une nouvelle fraction proprement dite, il est clair que le produit ( i -f- j ^ ~ sera plus grand que donc, si l’on ajoute aux deux mem-
bres de l’identité ci-dessus ces deux quantités inégales , on obtiendra l’inégalité suivante :
La possibilité d’une semblable progression s’appuie sur la démonstration élémentaire de ce principe, que
est moindre que .
Si j est une troisième fraction proprement
dite, on se convaincra de même que le produit ( i + 4- ^ est plus grand que Ajou-
tant donc ces deux quantités inégales aux deux membres de la précédente inégalité, et réduisant, on en conclura l’inégalité suivante:
En général , si cette propriété subsiste pour un nombre n — i de fractions, de telle sorte qu’on ait
<fi+
je dis qu’elle existera aussi pour un nombre n.
Il est évident, en effet, que la nouvelle frac-
tion j sera moindre que le produit
l’inégalité précédente subsistera donc toujours, si
l’on ajoute — à son premier membre , et le produit
ci-dessus au second : exécutant donc ces additions, et réduisant en un seul les deux termes du
second membre , il vient
ce qui démontre qu’en effet la propriété ci-dessus sera vraie pour n fractions, si déjà elle l’est pour n — i . Or nous en avons démontré la vérité pour deux et pour trois; il s’ensuit donc qu’elle est générale.
Cela posé, supposons que toutes les fractions ci-dessus sont égales entre elles , et représentons-
les par - ; dans ce cas , le premier membre de l’inégalité précédente deviendra , et le
second membre prendra la forme yi -t- ; on
aura donc, comme nous l’avons annoncé, le théorème suivant :
(i) Il est facile de prouver que cette proposition est encore vraie lorsque l - est négatif.
En effet , prenons l’identité suivante
Détermination de la raison de la progression cherchée.
Ce résultat étant ainsi constaté y revenons à la détermination de la progression par quotient ; la raison de cette progression , d’après ce que nous
avons déjà dit, doit être de la forme i avec
la condition que ^ est une très petite fraction.
Or je vais d’abord montrer qu’on pourra toujours trouver, dans cette progression, des termes dont la valeur sera supérieure à celle d’un nombre quelconque P , quelque grand d’ailleurs
ia quantité ~ est plus grande que le produit ( i — y-) 7- : 'A’a \ K X J k x
donc , en retranchant ces quantités aux deux membres de
l’identité ci-dessus, on obtiendra l’inégalité
et en répétant le même raisonnement que dans le texte , on arrivera au résultat suivant :
Supposant donc que toutes les fractions sont égales entre
elles, et qu’on les représente par cette inégalité se change en celle-ci :
C’est ce que nous voulions démontrer.
que soit ce nombre , et quelque petite que soit la fraction
Cette condition est facile à exprimer; en effet, la forme générale du terme du rang n est ^ i , il faudra donc prouver qu’on peut avoir
Mais puisque i •+■ n~ d est moindre que
on aura bien satisfait à la condition çi-dessus, en posant l’égalité suivante ,
de laquelle on déduit n = (P — \ )d.
Donc, quelle que soit la fraction si l’on prend
pour n la valeur (P — i )d, on sera sûr que le terme du rang n de la progression sera supérieur à P.
Mainténant, si ^ est la fraction qui limite le degré d’approximation qu’on veut obtenir, il faut chercher quelle sera la valeur de ^ à l’aide
de laquelle on sera sûr de trouver dans la pro-
gression un terme qui ne diffère de P que d’une quantité moindre que
Il est évident que cette condition sera satisfaite si la différence entre deux termes consécutifs
quelconques de la progression est moindre que
ce qui revient à dire que, quel que soit n , il faudra satisfaire à l’inégalité suivante,
qu’on peut écrire ainsi,
Mais si P est le plus grand de tous les nombres sur lesquels on veut opérer, la plus grande valeur que pourra acquérir f 1 -t- ^ ^ sera égale à
P ^ ; or, si dans ce cas cette valeur est égale à ^ ,
on sera bien sûr que pour toutes les autres valeurs de n la condition ci-dessus sera satisfaite. Posons donc
on en déduit ^ ^ ; ce qui
montre que la rai-
son de la progression cherchée doit avoir pour valeur i 4-
Si donc on forme tant de progressions simples par quotient qu’on voudra, en prenant pour raison de ces progressions une quantité inférieure
ou tout au plus égale à i + on sera certain
d’abord que ces progressions jouiront de cette propriété , que la différence entre deux de leurs termes consécutifs quelconques sera moindre que
et, en second lieu, que le terme du rang
(P — i) PKsera supérieur à la valeur du nombre P.
Yoilà pour ce qui concerne les nombres compris entre l’unité et P.
Occupons-nous maintenant de ceux qui sont contenus entre o et i , et voyons si pour ceux-ci la valeur précédemment trouvée pour la raison de la progression satisfait à des conditions analogues. Et d’abord, la différence entre deux termes
consécutifs sera-t-elle moindre que ?
En d’autres termes,
et
étant deux nombres consécutifs , aurn-t-on l'iné-
galité suivante ,
Cette proposition est évidente ; car on peut écrire cette inégalité comme il suit ,
et il est clair qu’avec la valeur ~ pour le premier membre sera constamment moindre que ±.
En second lieu, avec la même valeur de y aura-t-il un terme de la progression moindre
que le nombre ^ , quelque petit que soit ce nombre?
Si — n est le r^ng de ce terme, on devra avoir
mais
is ( i -+- étant plus grand que cette
inégalité sera satisfaite si Ton pose
d’où l’on tire n = (Q — i)d.
Ainsi, le terme du rang — (Q— i )d, ou
— ( Q — i ) PK , est moindre que
Nous pouvons donc affirmer que la progression par quotient simple, dont la raison est
1 , contient au nombre de ses termes tous
rl\.
les nombres possibles compris depuis zéro jusqu’à P, avec une approximation au moins égale à la
fraction
Si donc on dispose les uns à la suite des autres les termes de cette progression , et qu’on écrive au-dessus d’eux les termes de même rang d’une progression simple par différence , on aura par ce moyen une table complète qui servira à transformer respectivement , pour tous les nombres et avec une approximation ^ , les multiplications, divisions et élévations aux puissances en additions, soustractions et multiplications.
Mais j’ajoute qu’on pourra encore, en faisant Transforma-
tioo de l’extractioo des racines eu division.
usage de ces deux progressions , changer les ex-> tractions de racines en divisions.
En effet, soit un terme quelconque
de la progression par quotient, sa racine du degré m sera
Si - est entier et égal k p, on en conclura que
cette racine est le terme du rang p de la progression par quotient.
Or si /u est la raison de la progression par différence , le terme du rang n sera n/u , et si l’on divise ce terme par m, il viendra pour quotient mais^ étant entier et égal k p, on en
conclura que ce quotient est le terme du rang p de la progression par différence.
D’où l’on voit que dans ce cas l’extraction des racines d’une part , et la division de l’autre , conduisent à des termes qui occupent chacun le même rang dans sa progression.
Mais si - n’est pas entier, le résultat ne sera plus un terme de la progression ; dans ce cas ,
TV
voici les observations qu’on pourra faire : si l’on appelle p le nombre entier inférieur à £ , et le
plus voisin de cette quantité , il est clair que la valeur de la racine extraite sera comprise entre
et fi ■+•— J* , c’est-à-dire entre les termes des rangs p et p-h i .
D’un autre côté, dans la progression par différence , après avoir divisé nju par m , on obtiendra
un quotient - /u qui ne sera pas non plus un
terme de la progression, mais qui sera compris entre les deux termes consécutifs des rangs p et p -(- i .
Ainsi, dans le cas actuel , si nous n’arrivons à aucun des termes des deux progressions , nous remarquons du moins qu’il existe cette coïncidence entre les deux résultats obtenus, que la valeur de chacun est comprise dans chaque progression entre deux termes consécutifs qui occupent de part et d’autre les mêmes rangs.
Or comme ( i
diffèrent en-
tre eux de moins de ~ , à plus forte raison diffé-
reront-ils d’une quantité moindre que ~ de la racine cherchée : d’oû il suit qu’en restant dans
les limites de l’approximation voulue, on peut indistinctement prendre pour valeur de cette ra-
cine, ou
(' +î)' ou (■
iy+- "*) •
D’ailleurs , dans la progression par différence , la division de rifji par m nous a précisément donné un quotient compris entre les termes des rangs p et p -+- 1 de cette progression ; et de là on conclura que, si l’on veut extraire une racine d’un degré quelconque d’un des termes de la progression par quotient, il suffira, pour connaître le résultat , de diviser le terme correspondant de la progression par différence par le degré de cette racine, et de voir entre quels termes consécutifs de cette progression se trouve comprise la valeur de ce quotient ; les termes placés immédiatement au-dessous de ceux-ci dans la progression par quotient , pourront , eu égard
au degré d’approximation ^ , être indistinctement pris pour la racine cherchée.
Conclusion. Il résulte de ce qui précède , que nous sommes maintenant parvenus à asseoir toutes les bases d’un procédé au moyen duquel les opérations de l’arithmétique qui exigent le plus de longueur et de complication, peuvent être remplacées par celles qui sont d’une exécution à la fois plus courte et plus facile.
Nos études comparatives sur les deux progressions simples nous amènent donc à conclure que, par le secours de ces deux progressions, et en faisant usage, pour la raison de la progression par quotient, des déterminations ci-dessus obtenues , on pourra successivement transformer, pour tous les nombres possibles, tant eh tiers que fractionnaires ,
i°. La multiplication en addition ;
2 °. La division en soustraction ;
3°. L’élévation aux puissances en multiplica-
tion ;
4°* L’extraction des racines en division.
Définition.
SECTION PREMIÈRE
Divers systèmes de logarithmes .
Lorsqu’ en regard des termes de la progression par quotient, telle que nous venons de la déterminer, on place les termes de même rang d’une progression par différence , on dit que les termes de cette dernière progression sont les logarithmes des nombres qui leur correspondent dans la progression par quotient.
Or, comme nous n’avons encore rien spécifié sur le choix de la raison de la progression par différence, il s’ensuit que le logarithme d’un nombre n’est pas une quantité fixe et invariable ; ce logarithme , au contraire , changera de valeur suivant qu’on fera visage de telle ou telle autre progression par différence. Entrons dans quelques détails sur ce sujet.
On a pu s’assurer, par ce qui précède , que le Lo choix choix de la progression par quotient n’est nulle- sion par dif-
fërence 6st
ment indifférent. La nature même du problème à arbitraire, résoudre nous a conduit à la détermination numérique de la raison de cette progression. Mais il n’en est pas de même de la progression par différence, sa raison peut être arbitrairement choisie : il suffit, pour s’en convaincre, de remarquer que, si dans la progression par quotient la valeur numérique des termes est d’une indispensable nécessité , c’est le rang seulemerft de ces termes dans la progression par différence qui a de l’importance. Dans la progression par quotient il fallait faire figurer, avec une approximation assignée , tous les nombres possibles compris entre zéro et P , et dès-lors la valeur de la raison ne pouvait plus être arbitraire ; dans la progrès-, sion par différence il fallait seulement s’occuper du rang des termes, et dans ce cas leur valeur absolue n’était soumise à aucune condition.
Les considérations qui précèdent prouvent donc d cs difféqu’il y a une infinité de systèmes de logarithmes, mes^iocà- Ils dépendent chacun du choix qu’on a fait de la deieuTuse. progression par différence ; et comme celle-ci est complètement déterminée une fois qu’on a choisi la raison , on pourrait dire que cette raison sert de base à chaque système. Par conséquent , si l’on
adopte successivement pour valeur de la raison les quantités /u., /u' , fx ', .... on obtiendra chaque fois un nouveau système de logarithmes, doutât, /u', /u.",. . . . seraient réputées les bases.
Cette manière de concevoir et de définir la base d’un système de logarithmes est celle qui se présente le plus rationnellement à l’esprit, celle à laquelle on est le plus naturellement conduit en suivant la série d’idées que nous avons exposée jusqu’ici. Toutefois, ce u’est point à la raison de la progression par différence qu’on doit donner le nom de base du système (i), et dès-lors il est indispensable de présenter à ce sujet quelques explications.
D’après les développements ci-dessus exposés sur les progressions par différence, les divers termes de ces progressions , à partir de celui du rang zéro qui est nul , vont sans cesse en augmentant, et leur valeur a pour limite l’infini positif. Ces progressions, suivant les suppositions diverses qu’on aura pu faire sur leur raison , pourront, au nombre de leurs termes, contenir ou ne pas contenir l’unité. Admettons d’abord
(i) Voir, au chapitre 4, dans quel sens et dans quel cas il serait possible d’entendre que p est la base d’an système.
que la première circonstance a lieu, et supposons que dans cette progression un des termes est égal à l’unité. Si p est le rang de ce terme, le terme de même rang dans la progression par quo-
tient sera représente par ; or c est a ce-
lui-ci qu’on donne le nom de base du système. Mais quelle est la valeur de p ?
Il est facile de l’obtenir : en effet , /u étant la raison de la progression, le logarithme de
(i+-j sera égal à p/u : or , dans le cas actuel , on suppose que p/n est égal à i ; on déduira de là que p = -, et que la base du système a pour
valeur
On voit donc que généralement, lorsque la raison de la progression par différence est connue , la base du système se trouve arrêtée, et que,
pour l’obtenir, il faut élever +0 à la puissance du degré qu’on obtient en divisant l’unité par cette raison.
Tant que la raison / u est exprimée par une fraction dont le numérateur est l’unité et le dénominateur un nombre entier, comme |, on est sûr
que l’on trouvera toujours au nombre de seâ termes l’unité, et l’on voit que le rang de ce terme sera égal à b. Mais si cette raison est de la
forme ^ , et si cette fraction , plus grande ou
plus petite que i , est irréductible, jamais on ne pourra , en la multipliant par un nombre entier , la rendre exactement égale à i : il n’y aurait donc pas moyen , dans ce cas , de savoir ce qu’il faut entendre par la base du système.
Toutefois on concevra qu’il y a toujours deux
termes consécutifs, p.” et (p-+- i)^ , entre lesquels l’unité est comprise ; or dans la progression par quotient ces deux termes correspondent aux deux suivants:
(' + 'd) et (‘
Donc, si au lieu de prendre pour base le nombre qui correspond à i , on prenait celui qui correspond & p. ^ ou à (p-\- i)jj on devrait dire que
cette base est (i dans le premier cas, et
h-^Y dans le second.
Or comme i est en réalité compris entre
p ^ et (p-\- i)|, il faudrait aussi en réalité, pour conserver l’analogie, admettre pour base un nombre compris entre + -Çj ■
Mais comme on se borne, dans l’évaluation des nombres, à l’approximation et que les deux termes ci-dessus diffèrent entre eux d’une quantité moindre que ^ , à plus forte raison la base cherchée différera-t-elle de l’un et de l’autre de moins de On voit donc que, dans la limite d’approximation que nous nous sommes imposée,
on pourra indistinctement dire que ( i-t- -) ou f i -f- est la base du système en question.
D’ailleurs, dans la même limite d’approxima-
• fl j) «
tion , on pourra poser p ^ = p/u= i ; ci ou, comme précédemment, on déduit /> = -•
Nous dirons donc, en résumé, que la base d’un système de logarithmes est égale à celui des termes de la progression par quotient qu’on
forme en élevant à.- là puissance du degré
marqué par le quotient qu’on obtient en divisant
l’unité par la raison de la progression par différence ; sauf à substituer , dans la pratique , à ce quotient le nombre entier le plus rapproché de lui , soit au-dessus , soit au-dessous de sa valeur.
. Cette démonstration s’applique aussi bien
au cas où ^ est plus grand que i qu’à celui où cette quantité est moindre que l’unité; mais, dans le premier cas,j^ a pour valeur c’est-à-
dire une fraction proprement dite, ce qui prouve que les nombres entiers les plus voisins de cettè quantité au-dessus ou au-dessous de sa valeur sont alors toujours égaux à zéro et à l’unité : ainsi, pour tous ces systèmes de logarithmes et dans notre degré d’approximation , on peut in -
distinctement prendre pour base i oui +
En résumé , si la raison de la progression par différence est égale à i , la base du système sera
i si la raison est plus grande que i , la base
sera moindre que i 4- ^ , et comprise entre i 4- ~ et i.
Enfin, si la raison est moindre que i, la base sera plus grande que i 4- ~ , et comprise entre
i 4 - - et l’infini positif. <
Soit un nombre quelconque N. Si l’on sup- Relation qui
^ existe entre
pose que n est le rang du terme de la progression les îogarhh-
1 , . , mes des nom
par quotient qui est égala ce nombre, on aura bres écrits
dans un système et lès
/ I \" logarithmes
N — ( I -+- j I ; des mêmes
\ a / nombres
écrits dans
et si /u est la raison de la progression par diffé- système!' rence, le logarithme de ce nombre sera n/u.
Convenons de représenter à l’avenir par les indices
îo g^W> log^'N), logj,»(N) , —
les logarithmes d’un nombre quelconque N fournis par les progressions qui ont successivement pour raison /u, ,u', u!' . : . . En vertu de cette convention, nous écrirons
,o M N ) = nfl -
Si l’on avait employé la raison /u.', on aurait eu
Or, si l’on divise ces deux équations l’une par l’autre, on trouve
. log^.(N)
et de là on conclut t
et comme cette relation ne dépend plus du rang n qu’occupe le nombre N, il s’ensuit qu’elle s’appliquera aux logarithmes de tous les nombres possibles.
De là on déduit le principe suivant :
Les logarithmes des nombres écrits dans un système quelconque sont égaux aux logarithmes des mêmes nombres écrits dans un autre système multipliés par une quantité constante. Cette quantité constante est égale au rapport inverse des raisons des deux progressions par différence qui donnent naissance à ces deux systèmes.'
Ce résultat peut être encore présenté sous une autre forme , et c’est celle qui est le plus fréquemment employée, parce qu’au lieu des deux raisons f. t! et /a, qui caractérisent les deux systèmes , on y fait entrer la valeur de la base telle que nous l’avons définie précédemment.
Reprenons l’équation ci-dessus
lo y W
Cette équation prouve que le rapport entre les
logarithmes d’un même nombre écrits dans deux systèmes différents est constant pour tous les nombres. Il suffira donc, pour le connaître, de savoir pour un seul cas seulement à quoi est égal
•og/W . * : i°g,,(N)'
Or, appelons b' la base du système fourni par fx ; d’après la définition que nous avons donnée de b', on devra avoir
Si donc on applique à b' la proposition précédente, on trouvera
remplaçant donc, dans l’équation générale, — par
cette valeur, elle devient
et de là on conclut
l 0 V (N) = lo *t (N) -
En conséquence, si l’on veut obtenir tous les
logarithmes du système dont la base est b' à l’aide des logarithmes du premier système, il suffira de diviser ceux-ci par le logarithme de la base b' pris dans ce même premier système.
Ce théorème fait voir qu’il suffit de calculer un seul système de logarithmes; à l’aile de celuilà, on obtiendra tous les autres en divfsant les valeurs des logarithmes qu’il contient par un même nombre. On pourra même, si on le préfère, substituer la multiplication à la division. Il suffira, pour cela, de calculer une fois pour toutes avec telle approximation qu’on le désirera la valeur
de |, ' ( g l Çb') ’ e * mu lhplier successivement tous
, les logarithmes par cette valeur.
SECTION II e .
Propriétés des logarithmes par rapport aux opérations de l'arithmétique.
ÏJS Soient deux nombres N et N', qui occupent rftbmm de respectivement les rangs n et n[ de la progression bres'est'égaie P ar quotient ; si fx est la raison de la progression rUhmfdu par différence, on- aura
produit ou du quotient
do ces deux log (N) = lift et log (N’) ” n'f* ;
nombres.
d’où, en ajoutant et en soustrayant membre à membre, on déduira les deux équations
log (N) -4- log(N') = (h -+-«')/“> log (N) — log (N' ) = (« — *>'•
Mais, en vertu des théorèmes déjà démontrés dans le chapitre premier, les rangs respectifs de N
N . N' et de sont n -4- n' et n — n' ; on aura N
donc
log (N. N') = («-+- n')f*,
,0 g (^,) ={n — n')fi.
Comparant donc ces deux équations aüx deux
précédentes, on en déduit celles-ci ,
log N H- log N' = log(rCN'),
• log N — log If = log
ce qui prouve que la somme des logarithmes de deux nombres est égale au logarithme du produit de ces nombres, et que la différence des logarithmes des deux nombres est égale au logarithme du quotient de ces deux nombres : il est bien entendu que le logarithme soustrait appartient an nombre qui sert de diviseur.
Le logarithme d’une puissanc e ou d’une racine quelconque d’un nombre est égal au produitouau quotient du logarithme decenombre par le degré de cette puissance eu de cette racine.
Soit le nombre N occupant le rang n dans la progression par quotient; si l’on désigne par fx. la raison de la progression par différence, on aura
lo^N) = npt.
Si l’on élève N à la puissance 9, on aura pour résultat un terme de la progression dont le rang sera n9", par conséquent on pourra écrire
log (N 6 ) = Onp,
Et si l’on compare cette équation avec la précédente, on aura le résultat suivant :
log(N 6 ) = 6 log(N);
ce qui prouve que le logarithme d’une puissance quelconque d’un nombre est égal au produit du logarithme de ce nombre par le degré de la puissance.
Si l’on extrait de N la racine 9 , on aura pour résultat un terme, de la progression par quotient
dont le rang sera ~ ; par conséquent on pourra écrire
l°g (t/N ) = j fi. .
Et si l’on compare cette équation avec la pre-
mière , on en déduit le résultat suivant , log(v^N) =
ce qui prouve que le logarithme d’une racine quelconque d’un nombre est égal au quotient du logarithme de ce nombre par le degré de la racine extraite.
SECTION III e .
Propriétés des nombres et de leurs logarithmes résultant de l’adoption d’une limite d’approximation constante dans l’évaluation des nombres. ■*
Soient N et N' deux termes de la progression Dans la propar quotient dont les rangs sont n et n' : ces Quotient FeT termes peuvent etre quelconques; mais, comme consécutives je veux qu’ils soient toujours équidistants, je équiduTnis dois supposer que la différeqee n — n' des indices cesse*" en de leur rang est une quantité constante ; je la au e mentant suppose égale à a.
On aura
par conséquent, la différence entre ces deux ter-
mes sera donnée par l’équation
qui devient, en réduisant, ou encore
Cette différence est donc égale au produit de
, deux facteurs; mais l’un d’eux — 1 J
est constant, et l’autre N' augmente sans cesse à mesure qu’on avance dans la progression.
11 suit donc de là que les différences des termes équidistants sont d’autant plus grandes , que les valeurs des termes employés le sont elles-mêmes davantage.
Valeur de la Dans le cas où n — ri devient égal à l’unité,
différence D
entre les termes sur lesquels on opère sont deux ter-
deux termes 1 1
consécutifs , c 1 . .• /
quelconques mes consecutus; alors le facteur ( i
de la
P^quotUm. se réduit à et l’on trouve que la valeur de la différence entre le terme N et celui qui le suit
immédiatement doit être égale à N ^,ou, en mettant pour d sa valeur, ^
Dans le chapitre deuxième nous avons prouvé qu’en faisant usage, pour la progression par quotient, de la raison i ■+• les différences entre deux termes consécutifs de cette progression seraient toujours moindres que
Le théorème précédent nous montre non-seülement qu’il en est ainsi, mais il exprime encore
de combien cette différence est moindre que On voit qu’en général , pour en connaître la valeur, il faudra multiplier ^ par le rapport du
nombre N, qui est celui sur lequel on opère , au nombre P qui représente le plus grand de tous ceux dont on a voulu obtenir les logarithmes.
Pour le cas de N = i cette différence est égale à ^ ou à ^ : et en effet , les deux nombres con-
sécutifs étant alors i et
leur différence
se réduit à Pour le cas N = P, cette différence
devient ^ ; c’est alors qu’elle atteint sapins grande
valeur. Enfin, pour toutes les valeurs de N inférieures à l’unité, non-seulement cette différence
est moindre que mais elle prend des valeurs
qui sont même plus petites que
Nous venons de voir que la différence entre le
Combien de ' . _ 1
rang» faut-ii terme N et le terme suivant de la progression par
compter , à N *
terme que" quotient est égale à — ^ , et que les différences
conque N', “
pour arrivCT consécutives antérieures sont moindres qu’elle ; il
à un second *
terme N, , tel su it de là qu’il en faudra un nombre supérieur
que la dîne- * r
n a — pour que leur somme soit égalé a
D’un autre côté , la différence entre le terme
N' et le suivant sera égale à — et comme les
différences consécutives qui suivront celle-là, en allant vers N , seront plus grandes qu’elle , il s’ensuit qu’il en faudra certainement moins
de — pour que leur somme soit égale à — .
Il résulte de là que la valeur du nombre de rangs demandé est comprise entre les deux li- P P
mites et — , , ou, en mettant pour N' sa va-
leur N — — , entre les deux quantités et .
Lorsque N=P, c’est-à-dire à la fin de la pro-
ronce N— N soit
égale à
pression, ces deux limites deviennent égales à i et à
, c’est-à-dire que le nombre des rangs
compris entre N et N' est dans ce cas égal à i , et c’est ce que nous savions d’avance. >
Lorsque N = i c’est-à-dire au commen-
cement de la progression , ces dçux limites devien-
nent P et . Généralement ces deux limites
sont inégales, et leur différence est
PP P
Tant que cette différence sera supérieure à l’unité, il ne sera pas permis de prendre, pour le nombre cherché , l’une ou l’autre de ces limites ; mais dès l’instant que cette différence sera égale à l’unité, on pourra indistinctement prendre l’une ou l’autre pour le nombre cherché ; car le nombre exprimant des rangs ne peut être une fraction:, or, en négligeant la partie fractionnaire, et en ayant égard au sens de chaque limite, on retombe dans les deux cas sur le même nombre entier.
Et comme cette différence diminue sans cesse avec N , il s’ensuit qu’à partir de la valeur de N ,
qui la rend égale à i , on pourra dire que - exprime le nombre de termes qu’il faut remonter avant N , pour en trouver un tel que , soustrait de N , on obtienne ~ pour reste (*). Pour savoir à partir de quelle valeur de N cette
(*) Il peut paraître étrange, au premier abord, que le nombre de termes qui, dans la progression par quotient, est compris entre deux autres dont la valeur absolue diffère
. i . , . , P de -, soit égal à - ,
et ne dépende point en apparence de
la quantité R. Pour faire disparaître ce qu’il peut y avoir de douteux à ce sujet, il ne faut pas perdre de vue que le théorème, dont je viens de rappeler l’énoncé, n’est vrai
que pour la progression dont la raison est i -+- , et ne
pourrait plus s’appliquer à toute autre. Or, à l’aide de cette remarque , on voit tout de suite que par le fait le nombre en question dépend essentiellement de K , sinon quant à sa valeur absolue, du moins quant à l’usage qu’on en fait. Cette valeur n’est applicable que tout autant qu’elle sera employée à compter des termes dans une progression plutôt que dans unè autre , dans une progression où la valeur de chacun de ces termes, relativement à son rang, est une conséquence immédiate et inévitable de la quantité R.
Que si , au lieu de faire usage de la progression par quotient, dont la raison est i -t- , on en prenait toute autre
riv
avant i -+- pour raison , on remarquera d’abord qu’il ne se-
propriété a lieu, il faut prendre N tel que la condition
KN[N--
soit satisfaite.
rait plus vrai de dire que la différence entre deux termes consécutifs est ; cette différence , dans ce cas , est égale à N
En second lieu , on remarquera que N ^ étant la différence
entre un terme quelconque N et le suivant, et toutes les autres différences consécutives étant plus grandes qu’elle , si x est le
nombre qu’il en faut compter pour arriver de N à N.-+- ~ , on
aura
x'N 3 ^ et x/n -4- ^ d’où il résulte que x
est
compris entre et
■ ; et alors il devient appa-
rent que ces limites dépendent de R. On trouve pour leur
différence
; et de là on conclut qu’à partir du
nombre ^ \/è , pour lequel cette différence est égale
à l’unité , on peut admettre que — représente le nombre de rangs qu’il faut compter depuis le nombre N , dans la progression dont la raison est «4- 4, pour arri-
Or la quantité N étant plus grande que
( N “ È.) ( N — ou ( N — S.) * ^ su ffi ra 5 pour rem-
plir la condition ci-dessus , de satisfaire à l’égalité suivante :
extrayant la racine carrée , il vient
v/ï=N-i,d-où "=;+%/!.
Ainsi, pour tous les nombres N supérieurs à ^ -t- 4/^ , il faudra remonter un nombre de
ver à un second terme dont la valeur absolue dépasse celle
de N de la quantité .
A l’aide de ces détails, on concevra maintenant que le nombre de termes cherché , lorsqu’il s’agit d’une progression quelconque, n’est nullement indépendant de K , et que si, dans l’espèce dont nous nous occupons, l’expression de ce nombre ne contient pas K , il est toujours soumis à la valeur de cette quantité par l’assujétissement où l’on est de ne faire usage de ce nombre que pour compter des termes d’une progression dont la raison dépend essentiellement de K.
vangs égal à ? pour arriver dans la progression
par quotient à un second terme tel , que celui-ci ,
soustrait de N , donne pour différence ~ :
Pour donner une idée de la marche que suivent les valeurs de ces deux limites depuis le commencement de la progression jusqu’au nom-
brc V* , je vais en faire l’application à un exemple particulier. Je supposerai que la valeur de P est égale à iooooo, et que la valeur de 1
est yoïïô : avec ces données on formera le tableau Suivant :
Des calculs contenus dans ce tableau , il res* soft que c’est pour le nombre 7 que la différence entre les deux limites devient égale à 1 : or c’est en effet ce qu’on trouve en appliquant la règle ci-dessus, puisque cette circonstance doit se manifester pour le nombre y/j^ qui, dans le cas actuel , est égal à \/ 5 c > , ce qui répond à très peu près au nombre 7.
D’ailleurs , le calcul numérique du tableau cidessus doit toujours conduire à un nombre un
' peu moindre qiie y/? ; car cette dernière est une
limite algébrique, et l’on, sait que, dans la détermination de ce genre de limites., on sacrifie toujours un peu d’exactitude à la forme.
a quelle Dans tout ce qui précède nous avons toujours pioiimation satisfait à la condition d’évaluer les nombres fuaûon des avec une approximation limitée par la frac-
logarithmes f 1 - ,
l'oipproxima 6° n jr j les deux propositions qui précèdent tion-iadop- prouvent que la progression par quotient que
Taxation des nous avons adoptée satisfait surabondamment nombres? ^ cette condition, puisque, passé le nombre
^ -h y/^, il faut compter ? rangs entre deux
termes pour que la différence entre ces deux termes soit égale à - ; \
11 suit de là que les - termes correspondants
à ces ÿ rangs dans la progression par quotient ,
sont complètement inutiles, eu égard au degré d’approximation adopté , et que l’un quelconque d’entre eux peut, dans ce degré d’approximation, les représenter tous indistinctement; il suit encore de là que les divers logarithmes de ces mêmes nombres peuvent aussi être indistinctement pris les uns pour les autres , pourvu qu’on ne
sorte pas des limites de ces - rangs.
Or ceci nous donne un moyen simple de connaître , dans l’évaluation des logarithmes , le degré d’approximation qi^ doit correspondre à celui que nous avons 4bpté pour les nombres.
Nous venons de voir que si l’on prend un nombre quelconque N , il faudra compter avant
lui^ rangs pour arriver à un terme N' tel, qu’on ait
le terme N' est donc le dernier de ceux immédia-
tement inférieurs à N qui peuvent être, considérés comme égaux à N avec l’approximation
Or si N' peut être qonsidéré comme égal à N , il faudra bien aussi, pour être conséquent, que l’on puisse considérer logN' comme égal à logN: donc étant arrivé au nombre N, la limite de ce qu’on pourra négliger dans l’évaluation du logarithme de N sera égale à logN — logN'.
Cela posé, si n est. le rang du terme N , on aura
i«i / logN=»p;'
mais, d’après ce qui précède, la différence entre le rang de N' et celui de N est égale à ^ : d’où il
suit que le rang de N' est égal à n — - ; on aura donc -, * ' i '
logN' = ( « — n7 ’
et l’on en déduira
logN - logN' =
ce qui apprend que, eu égard à l’approximation ^ dans l’évaluation des nombres , on pourra ,
dans celie du logarithme de N, négliger la quan-
«il *■•(*>
A la limite des tables où N=P, la quantité négligeable est égale à /x : c’est le cas où elle est la plus petite possible. Or, si (x est une fraction décimale moindre que l’unité et précédée avant sa partie significative de 11 zéros, on voit qu’il sera inutile, vers la fin des tables, de calculer les lo-
(*) Les observations de la note précédente ( voir page 62 ) conservent toute leur force, pour écarter une objection analogue à celle qui est combattue dans cette note, et dont l’objet est identique.
Il s’agit d’expliquer comment la limite d’approximation dans l’évaluation des logarithmes correspondant à celle ~
adoptée pour les nombres est représentée par — ft , ce qui ,. .
du moins pour la forme, la rend indépendante de K.
Pour se rendre compte de ce fait, il suffit de remarquer
que n’est la quantité négligeable dans l’évaluation des
logarithmes que lorsqu’on est arrivé au logarithme de N, c’est-à-dire lorsque la valeur absolue des logarithmes a atteint la quantité nu. Or n dépend essentiellement de K-, et changerait de valeur avec lui : ce n’est donc pas, si l’on veut, la limite d’approximation qui, en elle-même, dépend de K, mais c’est encore, comme précédemment, l’usage de cette limite qui est subordonné à la valeur de K, puisque cet usage ne peut s’opérer qu’à partir d’une certaine quantité dont la valeur se détermine par celle de K .
garithmes avec plus de n chiffres décimaux, le dans notre limite d’approximation, pouvant être fautif de toute la valeur du premier chiffre significatif de fx.
On voit aussi que, pour le nombre to ooo, et dans la supposition que P = i oo ooo , la partie négligeable dans les logarithmes étant io /te', il est inutile de chercher les logarithmes de i o ooo et audessous avec plus de n — i chiffres décimaux.
Pour le nombre 1000 et au-dessous, il suffira de n — a chiffres décimaux, pour iooet au-dessous de n — 3 , et pour xo de n— 4 .
Il résulte de ces considérations, que lorsque l’approximation dans les nombres doit être constante, celle qui lui correspond pour les logarithmes est variable, et que, dans ce cas, le. nombre de décimales admis dans l’évaluation des logarithmes doit augmenter avec la grandeur des nombres auxquels ces logarithmes appartiennent. C’est ordinairement le contraire qui arrive dans les tables : on y suppose constante l’approximation dans les logarithmes , et on les insère tous dans les tables avec le même nombre dé chiffres décimaux. Dans ce cas, c’est l’approximation dans les nombres qui est variable. , Je traiterai tout-à-l’heure cette question envisagée sous ce point de vue , avec tous les détails con- venables. Je continue maintenant ce qui est re-
latif au cas où l’approximation dans Fappréciation des nombres reste constante.
Soient N — i et N deux nombres consécutifs quelconques de la suite naturelle , et proposonsnous de déterminer combien il y a de termes compris entre ces deux-là dans la progression par quotient. Pour cela, j’observe que la différence entre N — i et le terme qui le suit immédiatement
dans la progression est égale à — — ■ ^ ; et comme
toutes les autres différences pareilles comprises entre N — i et N seront plus grandes que celle-ci , il s’ensuit que si x est leur nombre, on aura nécessairement
D’un autre côté , la différence entre le nombre IN et le terme qui le suit immédiatement dans la
progression par quotient est. égale à p Or,
toutes les différences pareilles comprises entre N — i et N sont nécessairement plus petites que celles-ci ; il suit donc de là que si n est leur nombre , on devra avoir
et de là on déduit que le nombre de termes
Recherche du nombre de termes compris dans la procession parquotient entre deux nombres consécutifs quelconques de la suite naturelle.
compris depuis N — i inclusivement , jusqués et y compris celui qui précède immédiatement le
nombre N , est contenu entre les limites - K et
De la loi que suivent les différences des logarithmes de deux nombres consécutifs quelconques de la suite naturelle.
Le théorème que nous venons de démontrer prouve que le nombre de termes compris entre
N — i et N a pour limites - K et ^ _ t K : il suit
de là que si n est le rang du terme N , celui du
terme N — i sera compris entre n — w K et P
K; d’où d’on déduira
log (N— J )
et, par suite,
log(N) — )°g(N— i)
Tant que la différence entre ces deux limites n’aura pas atteint le degré de petitesse dont nous avons assigné la valeur pour l’évaluation approximative des logarithmes, la différence des
deux logarithmes en question _sera distincte de chacune de ces deux limites, et l’on ne pourra pas prendre l’une ou l’autre d’elles pour sa valeur. Ôr, pour déterminer si cette circonstance peut avoir lieu, c’est-à-dire s’il y a des valeurs de N pour lesquelles, dans les degrés d’approximation convenus, la quantité log (N) — log(N — i) peut être réputée égale indistinctement ou à,
— - — K/U, ou à - Ktt, formons d’abord cette diffé-
rence : on trouve qu’elle est égale à ^
Mais nous avons montré que pour le nombre N la quantité négligeable dans l’évaluation des
logarithmes était égale à - yu : il suit de là que la
différence ci-dessus sera négligeable à partir du moment ou sa valeur, qui diminue sans cesse
avec N , aura atteint la quantité - /u. Pour cela, il faut évidemment que a l’ unité ,
ce qui donne R = N — i .
Ainsi, à partir de cette valeur de N — i et pour toutes les autres supérieures à celle-là, la différence des logarithmes de deux nombres consécutifs de la suite naturelle aura indistinctement
'pour valeur K/c et y_ ^ K/x.
A punir Je quel nombre deux différences consécutives entre les logarithmes de trois nombres consécutifs de la suite naturelle peuvent-elles être considérées comme égales ? #
Soient maintenant trois nombres consécutifs quelconques de la suite naturelle que je représenterai par N — i , N et "N-+- 1 ; il résulte du théorème précédent qu’en comparant N — i et N, et en supposant nos trois nombres supérieurs à K , on aura
k>g (N) — log (N — i) = Ké* = | i
de plus, en comparant N et N ■+■ i , on aura
log (N + i ) — log (N) = ^ K,« = üff-
Or on voit, d’après ces deux équations, que les deux premiers membres pouvant être chacun
considéré comme égal à - R,«, doivent par conséquent être égaux entre eux, et que l’on doit avoir
log (N -+- i j — log (N) — log (N) — log (N — i j ;
et comme la seule condition nécessaire pour cela est que les trois nombres soient supérieurs à R, on en déduira que c’est à partir du moment où N est égal à R que la circonstance désignée ci-déssns doit se manifester.
Au surplus, pour faire bien voir la solidarité
qui existe entre Le théorèine précédent et celui-ci, nous allons traiter la question qui nous occupe par un procédé direct.
Supposons donc qu’il s’agit de déterminer à partir de quel nombre commencera l’équation
suivante :
log (N -H i ) — log (N) = log (N) — - log (N — i ) ;
en vertu de principes déjà démontrés, cette condition devient, après avoir tout fait passer dans le second membre ,
log
= log
1 + nîit-J - °-
Il ne s’agit donc plus maintenant que de savoir à partir de quel terme le logarithme de i
pourra être considéré comme nul , ou du moins comme plus petit que la quantité qu’il est permis de négliger dans l’évaluation des logarithmes lorsqu’on arrive aux trois nombres N — i , N et Nh- i ; or la moindre quantité qu’on puisse alors négli-
ger étant écrivons qu on a
lo g (
PI’— i
Si présentement on désigne par x le degré de la puissance à laquelle il faut élever ^i+ ^ J
pour obtenir (i ( j, on pourra écrire
et il suit de là que x/x serait le logarithme de i -+- j | ; mais parce que ce logarithme doit être
moindre que — «, il faudra bien qu’on ait
" JC I
Or la quantité, i -f- ^—y - étant plus petite que le
second membre de cette inégalité, il suffira pour qu’elle soit satisfaite de poser
Mettant dans cette équation pour d sa valeur PK. , supprimant ensuite le facteur P dans les deux termes de la fraction où il se trouve, il vient.
de laquelle on tire , comme précédemment , N — i=K.
Cette coïncidence entre les résultats obtenus par deux procédés d’investigation si différents l’un de l’autre, en même temps qu’elle satisfait l’esprit, est de nature à montrer que les principes sur lesquels nous nous ‘sommes appuyés dans le cours de ce Mémoire n’ont point été faussés dans les applications que nous en avons faites jusqu’à présent. Je m’abstiendrais d’upe semblable remarque sur un sujet d’analyse ordinaire où les conséquences se . déduisent assez facilement les unes des autres, lorsqu’on opère sur la véritable valeur des quantités mises en usage. Mais il n’en est pas de même , à beaucoup près, lorsque, ne pouvant raisonner sur cette véritable valeur, on est sans cesse obligé de se tenir à côté d’elle et de la remplacer par une approximation dont le degré pris en considération dans les procédés employés, doit constamment apporter un correctif à la rigueur du raisonnement. Il est certain que dans ce cas on est exposé à tomber plus facilement dans le fâux , et c’est peut-être à cette appréhension de commettre des erreurs dans ce genre de supputations qu’il faut attribuer les retards que l’étude élémentaire de la théorie des logarithmes a éprouvés jusqu’à
ce jour. Au reste, en présentant ces observations, je puis les appuyer de la sanction de l’expérience: il est tel théorème de ce Mémoire au sujet duquel, je l’avoue, je suis tqmbé dès le début dans plusieurs méprises; il en est d’autres dont la démonstration a exigé plus de quatre mois d’études, et enfin les divers aperçus comparatifs entre l’approximation adoptée pour les nombres et l’approximation correspondante dans les logarithmes, ne se sont nettement dessinés qu’à la suite de deux années de travail. 1
Peut-être après la lecture de ce Mémoire , aura-t-on quelque peine à admettre sans restriction ce que j’avance ici; il semblera que l’ordre des matières est naturel , que les détails sont simples, que leur exposition est à peu près ce qu’elle devait être , de sorte que ce travail paraîtra avoir exigé peu de temps et être le résultat d’une application ordinaire ; et cependant il n’y a pas moins de quatre ans aujourd’hui que les premières bases en ont été jetées, que le plan d’ensemble en a été formé. Au reste , si telle devait être la nature des observations que sa lecture fera naître, je ne saurais m’en plaindre, car la simplicité dans les moyens, la convenance dans l’exposition, sont le premier mérite d’un ouvrage didactique. . ' •
Soit le nombre N -+- 1 compris entre les deux
nombres en tiers N et N + i , dans lequel ~ est une
fraction proprement dite , réductible ou irréductible, et procédons à la recherche du logarithme de ce nombre.
Si le nombre des termes compris dans la pro-
gression par quotient entre N etN -J- ^étaitconnu, et si on le désignait par 6 , il est évident que l’on
Démonstration de la loi de proportionnalité»
l’aide de laquelle on détermine les logarithmes de tous les nombres fractionnaires avec le secours des logarithmes des nombres entiers.
aurait
log -+- Çj = log N -H 6/i .
Cherchons donc à déterminer G. Or nous savons déjà que la différence entre le terme N et celui
qui le suit immédiatement est égale à et comme toutes les autres différences consécutives entre N et N -+- ^ sont plus grandes que la première, il s’ensuit que si 9 est leur nombre, on devra avoir
PK <4 . • •
D’un autre côté la différence entre le terme N -+- 1 et celui qui le suit immédiatement dans la pro-
gression par quotient, est égalé a — ^; et
comme toutes les différences consécutives qui la
précèdent en treN et N-+- “ doivent être moindres
qu’elle , il s’ensuit qu’on devra avoir
On déduit de ces deux inégalités que le nombre B de termes compris entre N et N -4- est plus grand
que i * et p ius P etit q ue J | K ? et si r on
prend pour ce nombre une de ces limites, l’erreur qu’on commettra sera moindre que leur difa PK
férence
b N(K+i; On aura donc
, 0 s( N + s) =logN+ j!
JN + i
ÏS 1 ^'
. i a Pts./*
avec une erreur moindre que ^ N
Or, commenous avons déjà prouvé quela valeur
V , • PK
de log(N-+-i)— logN est comprise entre
et— u, à plus forte raison l’erreur sera-t-elle N 1 '
moindre que la quantité ci-dessus énoncée, si l’on
adopte pour le logarithme de N ^ la valeur suivante ,
Iog ^ = log N -+- ^ j^log (N 4- i) — log nJ.
11 ne reste plus qu’à savoir à partir de quel nombre l’erreur commise en adoptant cette valeur sera de la classe de celles qui répondent à notre degré d’approximation. Or, comme la quantité négligeable dans l’évaluation des logarithmes est
égale à /«lorsqu’on arrive au nombreN-t-i,
il s’ensuit qu’il faudra qu’on ait
a PK ^ P b N(N + i) f< ^ N-hl 1 ’*’
ou bien que j ^ soit moindre que i . Or, la plus
grande valeur de ^ étant l’unité, on voit que la
formule ci-dessus pourra être adoptée comme exacte, eu égard à notre degré d’approximation à partir de la valeur N = K ; ce qui établit une relation remarquable entre ce théorème et le précédent.
On a pu remarquer que, dans la série des derniers théorèmes que nous venons de démontrer, le nombre N = K se présente sans cesse comme
Remarque sur le rôle que joue lo nombre K dans cette théorie.
la limite à partir de laquelle on peut appliquer les règles dont on fait ordinairement usage dans les calculs logarithmiques, sans s’écarter du degré d’approximation convenu pour l’évaluation des nombres.
Il s’ensuit que, quand on suppose, comme nous l’avons fait ici, que c’est l’approximation par les nombres qui reste constante , la valeur de ce nombre est un régulateur à l’aide duquel on sera tout de suite fixé sur la légitimité de l’application des théorèmes ci-dessus à tel ou tel nombre; et, par exemple, si les tables, au lieu d’être écrites, comme on le fait d’ordinaire, dans l’hypothèse d’une approximation constante pour les logarithmes, étaient formées dans le système d’une approximation constante pour les nombres , on reconnaîtrait, par une simple inspection, à partir de quel nombre N les différences consécutives des logarithmes consécutifs de la suite naturelle deviennent égales, et l’on en conclurait
immédiatement que - représente, pour ces tables, la limite d’approximation constante adoptée pour l’évaluation des nombres.
Mais les tables ne sont point formées dans l’hypothèse dont il est ici question , et par conséquent je ne m’arrêterai pas plus long-temps sur
les considérations de ce genre; par le même motif, j’omettrai de développer quelques aperçus qui se rapportent à la loi de proportionnalité, et qui, quoique curieux en théorie, peuvent être passés sous silence, puisqu’ils sont sans utilité pratique : d’ailleurs, ces aperçus trouveront leurs analogues dans la section suivante, où je les ai traités avec tous les détails convenables, et cela suffira pour donner idée de ceux que j’aurais pu présenter ici.
SECTION IV
Propriétés des nombres et de leurs logarithmes résultant de l’adoption d’une limite d' approximation constante dans l'évaluation des logarithmes.
L’exposé qu’on vient de lire rend un compte Préambule, complet des circonstances principales de la détermination des logarithmes, lorsque la valeur de ceux-ci doit correspondre à une limite fixe et invariable dans l’ approximation des nombres; j’ai déjà eu occasion de faire remarquer qu’à cette approximation constante pour les nombres correspond une limite d’approximation variable dans celle des logarithmes, et j’en ai donné la valeur.
Celte manière d’envisager Ja question n’est pas celle qu’on a mise en usage dans la pratique. Les tables de logarithmes contiennent ceux-ci avec un nombre constant de décimales , de sorte qu’ils sont tous calculés et inscrits avec une limite fixe d’approximation ; cette limite est égale à une demiunité de l’ordre décimal qui suivrait immédiatement celui auquel on s’arrête.
Par exemple, dans les tables de Callet, tous les logarithmes étant écrits avec sept décimales, la limite de l’approximation avec laquelle les logarithmes sont calculés est égale pour tous à la quantité
0,000 ooo o 5 .
En général, cette limite étant représentée par J', étudions toutes les conséquences qui en dérivent, soit pour la composition des tables , soit pour l’approximation variable qui lui correspond dans l’évaluation des nombres.
Je ne reviendrai pas ici sur la démonstration de certains principes qui, dans ce cas comme dans l’autre, sont indispensables pour traiter cette question. Je me bornerai à les rappeler.
i°. Dans la progression par quotient, les différences consécutives de termes équidistants vont sans cesse en augmentant ;
a 0 . La valeur de la différence entre le terme N et celui qui le suit immédiatement est égale
arN d’
3°. Toutes les différences des termes consécutifs compris entre N et N' sont plus grandes que
N ^ et moindres que N'
4°. D’où il suit que leur nombre ou le nombre
de termes qui existent dans la progression par
quotient entre N et N', est plus grand que N> d
et moindre que — - — a.
Cela posé, pour connaître la valeur de l’approxi- ®“^ c „ r °j e e mation dans les nombres qui correspond à la limite d’approximation J' adoptée pour les loga-
n l pondant il
rithmes, il faut évidemment, su on appelle -cette i’ ap pr<*> ma -
* tion cons-
valeur quand on est arrivé au nombre N , il faut, pJ'J^oca-
>. • » rithmes.
dis-je , qu on ait
log
log N < J'.
Or, en vertu du dernier des quatre principes que je viens de rappeler, le nombre de termes
compris entre N et N + ^ est plus grand que
- * ^ d et moindre que d.
La valeur de log ^ — logN , est d’après
cela plus petite que si donc on veut que
cette quantité soit aussi moindre que , il n’y a qu’à égaler ensemble-^, a et J'; on en tirera pour
-la valeur suivante - =^-. Au commencement
a cl a [a
des tables N étant égal à i, la valeur de ^ devient
ce qui apprend qu’alors une différence égale
à eT , dans la valeur des logarithmes , répond à une
différence égale à — dans celle des nombres. A
la fin des tables N étant égal à P, la valeur de
^ devient ce qui apprend qu’alors la même
différence cf dans la valeur des logarithmes répoml à une différence dans les nombres qui est P fois plus grande qu’auparavant ; en général l’approximation est proportionnelle au nombre même dont on s’occupe et le coefficient constant de cette
proportion est égal a .
Or si l’on appelle ^ la valeur de ^ à la fin des tables, il viendra
- *' dft
Mais dans le chapitre II de ce traité nous avons prouvé que pour que le nombre P pût être calculé à l’aide de la progression par quotient, dont
la raison est 1 -+- ^ avec une approximation égale à ^7 , il fallait*que ^ fut égal à ^.Mettant cette va-
leur dans l’équation précédente , on aura - = i ,
ce qui apprend que la raison de la progression par différence est précisément égale à la quantité qu’on néglige dans l’appréciation des logarithmes, ou pour mieux dire, puisqu’il ne s’agit ici que de limites et non de quantités absolues, cette relation apprend que la raison de la progression par différence ne peut pas être plus grande que J .
. D’après cela , remplaçant dans la fraction - par i , nous dirons que pour le nombre N la valeur de l’approximation est tout au
moins égale à ce qui est complètement d’accord
avec le second principe ci-dessus énoncé , qui apprend que la différence entre le terme N et celui qui le suit immédiatement dans la progression
par quotient, est égale à -.
Cooséquen- De cette discussion il ressort que si repré-
ces relatives *
des raisons sente T approximation sur laquelle on veut comppro C res- ter dans les nombres quand on arrive au nomsions. jj re j a ra i son de i a progression par quotient
pourra être i -+- et pour tout autre nombre N,
cette approximation sera égale à N —
Et si u est la raison de la progression par différence, cette quantité fj. représentera l’approximation constante qui dans les logarithmes correspond aux approximations variables ci-dessus déterminées pour les nombres.
a partir de Je vais maintenant traiter, pour le cas qui nous occupe , les questions dont j’ai donné la solution
rences consé- i i *.* > n •.*! *
cutives entre clans la supposition ou 1 approximation des nommes'deTroîs bres est constante.
nombrescon-
séciuifs de la Cherchons d abord combien il y a de termes
suite natn- , . . . •
reiio peu- de la progression compris entre deux nombres
vent-elies
êtreconsidé- consécutifs quelconques de la suite naturelle.
récs comme
égales? Soient N et N ■+• i ces deux nombres; en vertu du quatrième principe ci-dessus rappelé, le nom-
bre cherché sera plus grand que et moindre
q ue |;
Et l’on en conclura que l’on doit avoir
log(N+.)-logN
Tant que la différence entre ces limites sera plus grande que cf ou /jl, il ne sera pas permis de prendre l’une ou l’autre pourvaleur de log(N-b i) — Iog N ; mais dès l’instant que cette différence sera égale à f/., on pourra indistinctement les prendre pour cette valeur. Si donc on veut savoir à partir de quel nombre cette circonstance se manifeste, il faut écrire que fx. est plus grand que la différence entre ces deux limites; ce qui donne
NfN+i)^, 0 " N(N i + i ) ^ ’
condition qui est satisfaite en prenant pour valeur de N la quantité \/d.
Dans les tables de Callet P =100000; de plus on trouve que le logarithme de P est égal
à 5 ,ooo 000 o , et que celui de P -+-
1 15 îoono
est égal
à 5,00000004991; ces deux logarithmes diffèrent donc à très peu près de la quantité qu’ôn a prise pour limite d’approximation , d’où il suit
que dans ces tables on a à très peu près — , = ‘
et qu’en conséquence la quantité d est égale à
1 OOO OOO OOO • > | • « q /y t*
j-yg , qui se réduit a o 090 boa.
Ainsi, c’est à partir du nombre \/ 86g565a = 2g4g
que l’on peut prendre l’une ou l’autre des limites ci-dessus déterminées pour valeur de
log (N+i) — log N. - •
Or, si l’on a
lo g (N-f-i) — IogN = ^
à plus forte raison aura-t-on aussi
log ( N -t- 2 ) — log (N 4 - 1 ) = A* =
et puisque chacune de ces diiférences est égale à. /u, il s’ensuit qu’elles seront égales entre
elles, et qu’on aura
log(N-f-i) — log N = log(N+a) — log(N;+i).
C’est donc encore à partir du nombre 2949 que deux différences consécutives entre les logarithmes de trois nombres consécutifs de la suite naturelle peuvent être considérées comme égales*
Si au lieu de considérer deux nombres N et N+i différant entre eux d’une unité, on considère les deux nombres N et N + y différant
d’une quantité fractionnaire, on se convaincra aisément que, dans ce cas, l’on doit avoir
l°g ( N -f- t ) — log N
Démonstration de la loi de propor- .
tionnalité h l'aide de laquelle on détermina les logarithmes do tous les nombres fractionnaires arec le seul secours des logarithmes des nombres entiers.
d’où l’on conclura
log ( N
ï) = 'og*
avec une erreur moindre que
dft
Or, comme nous avons déjà prouvé que.
log (N + 1) log N est compris entre et
à plus forte raison l’erreur sera-t-elle moindre que la quantité ci-dessus, si. l’on adopte pour logarithme de N -+- ^ la valeur suivante ,
log^N + |^ =logN + ^ [log(N-f-i) — logN];
l’erreur commise sera donc inférieure à
a du
èN(N+i) r
Extension de la loi de pro* portionnalité aux
nombres inférieurs & \/d.
et, par conséquent, à partir du nombre 2949, elle sera moindre que la quantité négligeable dans l’évaluation des logarithmes.
Cela prouve donc qu’à partir de ce nombre, on peut, dans les tables de Callet, admettre en toute confiance la loi de proportionnalité pour l’évaluation des logarithmes fractionnaires.
Maintenant il est facile de concevoir que si avant le nombre \/d il n’est pas permis d’appliquer la loi de proportionnalité dans l’intervalle compris entre deux nombres différant entre eux d’une unité comme N et N -+- 1 , il sera cependant possible d’en faire encore l’application aux nom-
bres N et N + ^, pourvu que la différence
fit
qui sépare ces deux nombres soit moindre que l’unité, et prenne une valeur conforme à celle du nombre N lui-même. Or pour détermi-
ner cette valeur de ^ , rappelons-nous qu’en vertu
du quatrième principe, le nombre de termes de la progression par quotient compris entre N et
N -+- - est plus grand que , et plus petit
CL
que ~ ^ , d’où l’on conclura qu’on pourra prendre indistinctement pour log -+- -J les deux va-
leurs suivantes
log = log N
N H — et
avec une erreur moindre que — — ;
et
l’on voit, d’après cela, que l’une et l’autre de ces valeurs devront être considérées comme exactes, du moment où la limite de l’erreur ci-dessus signalée sera moindre que «. Cela donne l’équation
dfc
condition qui sera satisfaite en prenant pour la valeur déduite de l’équation suivante :
• d’où
et avec cette valeur de - , on a exactement
Cela posé, s’il s’agit de déterminer le logarithme du nombre N -f- - compris entre N et N •+■ - , on aura, en vertu du théorème précédent,
mais du moment où - est égal à
■çrj J e P«'S alors
prendre pour valeur exacte de l’une ou l’autre
des quantités u et - /u., la quantité
— logN J 1 ;
,donc aussi, de ce. moment-là, j’aurai exactement îog (n-h^) — iogN= < *i[ log ( N + î) ~ logN ] ; d’où l’on déduit
log fît -h ^ = log N +« ^[log(N-t-^ ) — logfl],
c’est-à-dire qu’on peut en général appliquer à la
différence - une formule de proportionnalité
analogue à celle que nous avons trouvée pour la différence i.
Ce principe peut être fort utile dans la construction des tables de logarithmes.
Passé le nombre \Zd , la loi de proportionnalité peut s’appliquer pour t d*s intervalles plus grands que l’unité. En effet, soient les deux nombres N et N n.
On aura, comme à l’ordinaire,
log (N -h n) — log N
ntlu
Extension de la même loi aux nombres supérieurs à l/d-
La différence entre ces limites est égale à
N ' ”j v + w) * su * t; ( l ue l’ on p ourra prendre
pour valeur de log (N -4- n) — log N l’une ou, l’autre de ces limites , quand n sera tel que cette différence sera inférieure à ju , ce qui donne
n* dft ^ n* d
inégalité qui est satisfaite par la valeur de n déduite de l’équation suivante
ri 1 d
= i; d’où
Supposons maintenant qu’il s’agit d’obtenir le logarithme du nombre N+ô, compris entre N et N 4- n, la différence log (N -t -9) — log N sera évidemment comprise entre les deux limites
et ^ , à la place desquelles je puis mettre
Odu (du ^ *
N-4-n et ~N~'
Or la quantité ô — -~ + "J est aussi com-
prise entre les deux mêmes limites. Je pourrai donc écrire qu’on a
log( N -4- 1) — log N = - [log (N -f- n) — log N] ,
avec une erreur moindre que — quantité
évidemment*plus petite que /u, d’après ce qui précède-
Ainsi la loi de proportionnalité peut s’appliquer, dans toute l’étendue* des tables, pour les logarithmes de tous les nombres compris entre deux autres N et N' qui sont séparés par un intervalle . N
égal
CHAPITRE IV
DÉVELOPPEMENTS COMPLÉMENTAIRES SUR LES BASES DES DIVERS SYSTÈMES DE LOGARITHMES.
de définir un Dans la première sèction du présent Mémoire , en parlant des différents systèmes de logarith- $ ra u on* de^a* mes > j’ a i dit que le choix de la progression P pard?ffé° n P ar différence restant arbitraire, il en résulrence. tait que pour chaque valeur de la raison de cette progression on , obtenait un nouveau système de logarithmes, et qu’en conséquence il semblait naturel de se servir de cette raison pour caractériser un système , de dire que cette raison en était la base. J’ai ensuite ajouté que ce n’était point ainsi qu’on définissait la base d’un système, et qu’on réservait cette dénomination à celui des nombres qui , dans chaque système , avait pour logarithme l’unité ; enfin j’ai appris à déterminer ce nombre.
Il aurait été difficile d’en dire alors davantage, parce que, d’une part, notre plan d’exposition serait devenu plus compliqué, et que, de l’autre,
il est probable que nous aurions été moins facilement compris par les lecteurs encore peu familiarisés sur les matières qui font l’objet de ce Mémoire. Maintenant il importe de montrer qu’en adoptant comme seul élément de la base d’un système de logarithmes la valeur de la raison de la progression par différence, on serait tombé dans la confusion , et que le seul moyen de définir un système , de le caractériser nettement , c’est de faire usage de la base communément employée, ou du moins d’un équivalent.
Pour se convaincre de cette vérité , il suffit de remarquer que le logarithme d’un nombre K dépend non-seulement de la raison /u de la progression par différence, mais encore de l’exposant n de la puissance à laquelle il faut élever la raison de- la progression par quotient pour obtenir N. Cette observation suffit à elle seule pour montrer que faire dépendre le système de la quantité ju seulement, c’était en réalité ne rien arrêter de fixe ; et que , suivant qu’on se serait imposé la condition de calculer les nombres avec tel ou tel autre degré d’approximation , le logarithme du même nombre, dans le même système, aurait reçu des valeurs différentes pour chacun de ces degrés.
Si la limite convenue pour l’évaluation des
( IOO )
nombres restait invariable, si cette limite était adoptée la même par tout le monde, il s’ensuit que la raison de la progression par quotient, et par conséquent la progression elle-même, seraient invariables comme cette limite; dans ce cas il n’y aurait aucun inconvénient à dire que chaque système est complètement défini par le choix qu’on aurait fait de la progression par différence. Mais il est évident qu’une semblable hypothèse est inadmissible, non point à cause de la difficulté qu’il y aurait de la faire adopter par tout le monde, mais parce que la limite d’approximation qu’il est nécessaire d’obtenir dans l’évaluation des nombres, suivant les diverses circonstances de calcul dans lesquelles on peut se trouver, reste complètement indépendante de toute convention faite à cet égard.
Cela posé, si l’on prenait .1 -h ^ pour raison de la progression par quotient , on aurait
et, si u est la raison de la progression par différence, ou en conclurait • 7
logM =r rilft, logN = rifi, log R = rft. . . .
. Dlgiii;
Mais si , voulant une approximation plus grande ou plus petite que la précédente, on prend i -4- -p pour raison de la progression par quotient^ on aura
et alors , en conservant toujours la même valeur de fx , il viendra.
log M = m'fi , log N = ri p , log K= r'ft ....
Donc, comme dans les deux cas /u est resté le même , il s’ensuivrait qu’en désignant la base d’un système par u . , il faudrait admettre que dans ce même système les logarithmes des mêmes nombres M , N , R, peuvent être indistincte-
ment ou mu , n/u, r/u, ou îript, ri fi, r'/u. . . .
Cette conséquence est-elle rationnelle? C’est ce que nous allons examiner.
Il est évident que du moment où l’on prononce le mot système , on entend que dans ce cas le logarithme d’un nombre devient une quantité fixe invariable dont la valeur n’est plus susceptible d’être confondue avec celle qui pourrait correspondre à un système différent de celui-là; dans
la recherche de cette valeur on pourra bien approcher plus ou moins du but , suivant le degré d’approximation plus ou moins grand dont on aura fait usage ; mais toutes ces variations viendront se grouper autour d’une valeur fixe dont elles s’approcheront ou s’éloigneront d’après une loi uniforme, suivant qu’on fera usage d’une approximation de plus en plus grande ou de plus en plus petite.
Les caractères essentiels que nous venons de mentionner appartiennent-ils aux valeurs précédentes des logarithmes de M, N, R , .... c’est-àdire les valeurs m/j,, n/u., r/u et m’/u. , n'u, r'fx, jouissent-elles de cette propriété qu’on peut les considérer comme les variations éprouvées par les véritables valeurs de logM, logN, logR, suivant qu’on a procédé dans les calculs avec un degré de précision plus ou moins grand ; en un mot , y a-t-il une limite finie de laquelle elles s’écartent plus ou moins, et vers laquelle elles convergent à mesure que l’approximation numérique augmente ?
Il est facile de montrer qu’il n’en est point ainsi .
En effet, il ressort aisément de ce que nous avons dit sur la constitution de la progression par
quotient, que pour une raison i -t- ~ la valeur de
m, qui satisfait à l’équatio» M = ( i , doit
être supérieure à M M - d. Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer que la différence entre le terme M et le suivant est M-.; et comme toutes
les différences antérieures sont moindres que celle-ci, on en conclura que le nombre de termes de la progression qui précèdent le terme M est supérieur au quotient de la différence totale
M — i par , c’est-à-dire à M — 1 d : il suit de là
que , quel que soit d, on aura
et, par suite,
logM> ^ïir^
Or m restant le même, à mesure que l’approximation ^ est plus grande, d , qui est égal à PR ,
augmentera sans cesse en proportion, sans que rien limite cette augmentation en vertu de laquelle d atteindra une valeur infiniment grande
lorsque la limite d’approximation sera elle-même devenue infiniment petite. Nous arriverions donc à cette conclusion ^ue, sans changer la raison de la progression par différence , la valeur du logarithme de M devrait croître sans cesse jusqu’à l’infini, à mesure que la limite d’approximation avec laquelle on calcule les nombres devient de plus en plus petite, et atteint elle-même zéro.
En voilà certes bien assez pour montrer qu’un système de logarithmes ne pe^it en réalité être défini par la seule quantité /u, et qu’il ne • pourrait alors présenter quelque chose de fixe que tout autant qu’il serait possible de convenir que l’on calculera à tout jamais les nombres avec une limite d’approximation invariable , mais iqu’en dehors de cette convention un système défini par la quantité /u seulement ne présenterait que confusion. •
Rechercha Ces observations tendent à nous faire penser 'non 1 "a- 1 que si dans la formation des tables logàrithmi- |U saiufàire Ut ques on veut avoir un système réellement fixe, la vcrV couples condition qu’il faut s’imposer doit frapper à la sl^sparSf- fuis les deux progressions; que cette condition par^quo tient doit être une relation à l’aide de laquelle la raison ■ ! i^sv s {«'me» d e la progression par différence sera assujétie à identiques, décroître en même temps que la limite d’approximation adoptée pour l’évaluation des nom-
bres ; par ce moyen la valeur des logarithmes dans un système , au lieu de marcher sans cesse vers l’infini à mesure que l’approximation augmente, converge vers une quantité constante et invariable pour ce système, mais susceptible de changer d’un système à l’autre» A ces conditionslà nous aurons établi, sous le point de vue logique, un véritable système. Examinons maintenant la nature des développements que l’analyse mathématique apportera à la réalisation dé cette pensée.
Or, si l’on ne perd pas de vue l’esprit dans lequel notre travail a été conçu, on se convaincra sans peine que ce qui caractérise un système, ce n’est pas seulement que fx est la raison de la progression par différence, mais c’est qu’en même
temps u est le logarithme de i 4 - ^ , c’est-à-diré
de la raison de la progression par quotient.
• Cela, posé , si maintenant je veux adopter pour cette dernière une valeur plus petite
que i 4 - ^ , par exemple r 4- j, } il faudra , si je
ne veux pas changer de système , qu’avant tout
le logarithme de i 4 - ~ reste toujours égal à u-
Or, si t est le degré de la puissance à laquelle il
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faut élever i -4- ~ pour avoir i -+- on aura
et si l’on appelait u! la raison de la nouvelle progression par différence correspondant à 1 -4-^, il
faudrait , pour que les deux systèmes de logarithmes rentrassent l’un dans l’autre, qu’on eût r/u' =(jl. Il est facile de se convaincre que, s’il en est ainsi , les logarithmes du même nombre N seront toujours égaux.
En effet, on aura simultanément
N= ( ,+ rf) et •
Donc , dans le premier système , on aurait logN = Tif * , et dans le second logN = rn/jt,' , ce qui revient absolument au même, et d’où l’on conclut qu’en effet les deux systèmes sont identiques , pùisqu’ils donnent les mêmes valeurs pour les logarithmes des mêmes nombres.
Ceci montre que deux systèmes qui auraient /u et m' pour raison rentrent l’un dans
l’autre, pourvu que le rapport — soit égal à la
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quantité r déduite de l’équation de relation (i), qui lie l’une à l’autre les raisons des deux progressions par quotient.
Reste à déterminer r : or, comme i -+- y. est moindre que ( i -4- J T ,. il s’ensuit que la valeur de r , tirée de i -H- ~ = i + ^ , sera trop
grande ; et , puisque çette valeur est ^ , on en
conclura qu’on doit avoir r < — .D’ailleurs, dans la progression dont la raison est , la différence
entre le terme i-+- ^ et celui qui le suit immédiatement est ^ i + ~ ; et comme toutes les diffé-
rences précédentes depuis i sont plus petites que . celles-là, il s’ensuit que leur nombre ou r sera
plus grand que la différence totale ^ divisée par
^ i -+- ^ ; on aura donc r >
rence des deux limites est
. La diffé-
HD
: donc , en
prenant -r pour valeur de r, on commet une er-
reur moindre que — i , erreur d’autant plus petite ,
que la quantité ^ l’est elle-même davant a ge , et que
par conséquent on est le maître d’atténuer autant que l’on voudra. Il s’ensuit que si je fais diminuer à
volonté les quantités et ^ , pourvu que je
laisse le rapport — constant , la valeur de r
ne changera pas , et les limites qui la comprendront se rapprocheront indéfiniment l’une de l’autre et de cette véritable valeur. Or, comme
dans cette marche elles convergent vers — , qui
est resté invariable, il s’ensuit que — est non-
seulement une valeur approchée , mais la valeur exacte de t.
La condition cherchée est donc exprimée par l’équation
—, = J «U fld=f t 'd'.
fi d
Du module II résulte du théorème précédent que i
et de scs a
propriétés. u étant les raisons des deux progressions , on peut, sans sortir du même système, faire varier d et ^ pourvu que leur produit reste constant.
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La valeur de cette constante peut donc être prise pour spécifier chaque système : on lui a donné le nom de module y et la manière dont nous sommes conduits à sa considération prouve en même temps l’importance de cette quantité et le véritable rôle qu’elle joue dans la théorie des logarithmes. Liant ensemble les quantités d et /u, qui caractérisent elles-mêmes les deux progressions, le module fait voir comment p doit varier avec d , afin qu’on soit le maître, dans les calculs logarithmiques, d’adopter telle valeur qu’on voudra de la raison de la progression par quotient, sans que ]es résultats obtenus cessent de pouvoir être considérés comme faisant partie d’une seule et même progression par différence dont la raison définitive pourra être considérée égale à la plus petite des valeurs qu’on aura été conduit à admettre pour la quantité fj, dans le cours complet de ses variations.
Je ne sais si je m’abuse, mais il me semble que cette définition du module satisfait mieux l’esprit, indique mieux son importance et le caractère de son véritable rôle que les définitions ordinaires qu’on donne de cette quantité.
Si, à l’exemple de presque tous les auteurs d’éléments, nous ne faisons connaître le module qu’en parlant des développements en série, nous
sommes bien convaincus de son importance, mais dans cette conviction il y a, comme je l’ai dit dans l’avant-propos, du parce que plutôt que du pourquoi. Ajoutez à cela qu’en agissant ainsi, on condamne les élèves à n’avoir une idée du module que lorsqu’ils ont poussé très loin les études algébriques.
Si nous disons, avec d’autres, que le module est le rapport qui existe entre le logarithme d’un nombre très voisin de l’unité et ce même nombre diminué de un , nous connaissons là une des propriétés du module , mais cela est insuffisant po.ur nous donner une idée de son importance et de la manière dont il est mis en jeu dans la formation d’un système de logarithmes.
Maintenant, pour compléter ces études, montrons que la quantité /ud, que nous appelons le module, est bien en effet ce qu’on est généralement convenu d’appeler de ce nom : prouvons,
par exemple, que l’on doit avoir fud— — ,
et qu’en général /ud = log e, e désignant la base des logarithmes népériens.
On a log N i — log N — ^/u,, avec une er-
reur moindre que ^ ; donc
log
= log
tlf4
et enfin
C’est précisément la formule précédente, et l’on
voit qu’elle sera d’autant plus exacte que N sera plus petit, puisque la limite de l’erreur décroît comme le carré de 4,.
Pour la seconde proposition , nous ferons remarquer que la valeur la plus simple qu’on puisse donner à du est l’unité. Dans ce cas, on tombe sur le système de logarithmes appelé népérien, dü nom de l’inventeur de la théorie logarithmique.
La base de ce système, d’après ce que nous avons dit dans la i re section du chapitre III, est
égale, quelle que soit la quantité d, à
t i -t- j ) , et puisque fui est égal a i, on en con-
II
dura que cette base a pour valeur ( i -t- ;
C’est ce qu’on désigne ordinairement par e, et l’on en obtient la valeur d’autant plus exactement que d est plus grand.
. Maintenant, pour tout autre système, appelons
R le module, on aura /ud= R, d’où - = et
par conséquent la base de ce système sera ( i -+- - J ,
quel que soit d : donc log ( i
■rfj
Or. on peut écrire
OU
et enfin log e = R.
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OBSERVATIONS FINALES
ET
DÉTERMINATION ÉLÉMENTAIRE DES DÉRIVÉES DES FONCTIONS LOGARITHMIQUE ET EXPONENTIELLE.
Ici se termine tout ce que j’ai à dire sur la théorie des logarithmes, non pas que toute la matière soit épuisée, mais parce que je suis convaincu que dans les principes ci-dessus exposés , on trouvera la base des démonstrations de tous les théorèmes, des solutions de toutes les questions qui peuvent être proposées sur ce sujet.
Je ne dis rien de la construction des tables; cet objet est toujours une conséquence des principes sur lesquels s’appuie la théorie des logarithmes, quel que soit d’ailleurs le mode d’exposition de ces principes. Je m’en réfère, pour mon silence à cet égard, à ce quej’aidéjàditdansl’avant-propos.
Mais une remarque qui, je l’espère, paraîtra digne de quelque attention , est celle qui consiste à montrer comment la dérivée, soit de la
fonction logarithmique, soit de la fonction exponentielle , est une conséquence des principes précédents. C’est un objet digne de quelque intérêt et susceptible d’exciter la curiosité à un assez haut degré, de voir qu’il suffit, pour arriver à la connaissance de ces dérivées, de savoir résoudre l’équation générale du premier degré , et qu’ ainsi, pour effectuer ces déterminations, les développements en série ne sont nullement indispensables. En traitant cette dernière question , j’aurai ainsi épuisé tout ce que la fonction logarithmique peut offrir d’essentiel à connaître, et peut-être serai-je parvenu à donner une preuve de plus de cette vérité proclamée en tête de ce Mémoire, qu’on ne trouve pas moins d’enseignements dans la véritable philosophie de la science que dans les formules algébriques.
fonction lo- 8 Occupons-nous d’àbord de la fonction loga-
narithmique. r ithmique.
Soit x un nombre quelconque, et augmentons-le de la quantité £. Nous savons que le nombre de termes compris dans la progression par quotient,
entre x et x H- est plus grand que — d et
moindre que - d.
D’où il suit qu’on pourra écrire indistincte-
ment
ou
log (* + £)— log
log(x-f-£) — logx
à la condition de commettre, une erreur moindre que
dft.
Gela posé , des deux précédentes équations on déduit, en divisant les deux membres par Ç ,
log (* + £) — logx
Or, lorsque £ devient nul, les deux quantités
et
et en même temps la limite de l’erreur devient nulle. Donc on peut écrire que lorsque £= o on a exactement t '
^-= du sont identiquement les mêmes ,
log (* + £)-- log X
mais le premier membre exprime en général le rapport de l’accroissement du logarithme d’un nombre quelconque à l’accroissement de ce nom-
Dérivée de la fonction exponentielle.
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bre ; or comme ce qu’on appelle dérivée est précisément la valeur que prend ce rapport pour un accroissement nul , on en conclura que la dérivée du logarithme d’un certain nombre est égale au quotient de la quantité dp par la valeur de ce même nombre, et comme dp est le module des tables, ou si l’on veut log e, on reconnaît de suite
la forme ordinaire de la valeur de cette dérivée.
Passons à l’exponentielle.
Nous avons montré que le nombre des termes compris entre X' et X avait pour limites
Or si x et x -+• £ sont les exposants correspondant à X' et X , on en conclura que £ est le véritable nombre de termes compris entre X et X', et en conséquence on pourra écrire
Or lorsque £ devient nul, ces deux limites sont identiquement les memes, et l’on en tire cette conséquence que pour £ = o on a exactement
Mais le premier membre exprime en général le •rapport de l’accroissement de l’exponentielle d’un nombre quelconque à l’accroissement de ce nombre, et comme ce qu’on appelle dérivée est précisément la valeur que prend ce rapport pour un accroissement nul , on en conclura que la dérivée de la fonction exponentielle est égale au produit
de l’exponentielle elle-même par la quantité
Reste à faire voir, pour passer de là à la forme sous laquelle on met ordinairement cette dérivée, que la quantité ^ est égale au logarithme
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népérien de i 4- Or nous avons déjà fait voir
(art. module) que e étant la base de ce système de logarithmes, on a
donc, en désignant par l’indice l les logarithmes népériens, il viendra
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