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DE LA PREMIÈRE ÉDITION
Ce Traité est le résumé des Leçons que je fais depuis plusieurs années à la Faculté des Sciences de Paris sur le programme de la licence. Comme la Mécanique était, jusqu’à présent, à peine enseignée dans les lycées, je ne suppose chez Je lecteur aucune connaissance de cette science, et je commence par l’exposition des notions préliminaires indispensables : théorie des vecteurs, cinématique du point et du corps solide, principes de la Mécanique, travail des forces. Vient ensuite la Mécanique proprement dite, divisée en Statique et Dynamique.
Paris, le 3o août iSgS.
PRÉFACE
DE LA DEUXIÈME ÉDITION
Cette deuxième. édition n’est pas une simple réimpression de la première; elle présente des changements et des additions que nous allons rapidement indiquer pour le premier Volume.
Tout d’abord, pour les Principes de la Mécanique, nous avons adopté, dans ses grands traits, le mode d’exposition que le professeur Blondlot, de l’Université de Nancy, a communiqué au Congrès de Philosophie de 1900.
En Statique, nous avons commencé par établir les six conditions nécessaires d’équilibre que doivent remplir les forces extérieures appliquées à un système quelconque, par une méthode analogue à celle qu’on suit en Dynamique pour établir les théorèmes généraux des projections et des moments des quantités de mouvement; nous en avons déduit, comme cas particuliers, les théorèmes relatifs à la Statique des solides, en montrant que, pour un corps solide libre, les six conditions nécessaires à l’équilibre d’un système quelconque sont en même temps suffisantes. Nous avons, à la suite de l’équilibre des fils, ajouté quelques pages sur l’équilibre de l’élastique plane. Dans l’établissement des équations générales d’équilibre déduites du théorème des déplacements virtuels, nous avons introduit, d’après le physicien Hertz, la distinction importante des systèmes en deux classes : les systèmes holonomes, pour lesquels toutes les liaisons peuvent être exprimées par des relations en termes finis entre les coordonnées, et les systèmes non holonomes, comme le cerceau ou la bicyclette, pour lesquels certaines liaisons sont exprimées par des relations dif érentielles
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non intégrables. Enfin nous avons consacré un paragraphe entièrement nouveau à l’étude des conditions d’équilibre d’un système pour lequel certaines liaisons sont unilatérales : les systèmes de cette nature se présentent fréquemment en Mécanique rationnelle, par exemple toutes les fois que certaines liaisons se trouvent réalisées à l’aide de fils; ils semblent se présenter également dans certains équilibres physico-chimiques.
En Dynamique, nous avons perfectionné l’exposé du mouvement vertical d’un projectile pesant dans l’air, et nous avons développé, un peu plus que dans la première édition, les principes de la gravitation universelle. Enfin, nous avons incorporé au premier Volume la Dynamique analytique du point, de façon à réunir dans un même Ouvrage tout ce qui se rapporte à la Dynamique du point matériel.
Gomme dans la première édition, nous avons consacré le premier Chapitre à la théorie des vecteurs, fondée sur la notion du moment linéaire de Cauchy. Une théorie de ce genre serait évidemment inutile dans un Traité de Statique seule, car elle ne ferait que répéter, avec d’autres mots, les théorèmes relatifs à la réduction des forces appliquées à un corps solide; mais elle est indispensable au commencement d’un Traité en trois Volumes, pour éviter des répétitions fastidieuses à propos de toutes les grandeurs représentées par des vecteurs, comme les vitesses, les rotations, les accélérations, les quantités de mouvement, les forces, les tourbillons.
Je tiens, en terminant, à exprimer tous mes remercîments à M. Guichard et à M. Dautheville, qui m’ont rendu le grand service de revoir les épreuves, l’un de la première, l’autre de la deuxième édition, et qui, par leurs excellentes critiques, ont contribué à améliorer la rédaction sur un grand nombre de points.
Paris, le 3 février 1902.
PRÉFACE
DE LA TROISIÈME ÉDITION
En dehors des améliorations de détail apportées à la rédaction et des indications bibliographiques nouvelles, nous avons présenté, dans le premier Chapitre, la théorie des vecteurs, sous une forme entièrement renouvelée, dont le point de départ est dans ce fait, que l’on rencontre, dans les applications, trois catégories de vecteurs. La première catégorie comprend des vecteurs qui sont définis en grandeur, direction et sens, mais dont le point d’application peut être pris arbitrairement dans l’espace : tels sont les vecteurs qui représentent des axes de couples appliqués à un solide; nous appelons les vecteurs de cette catégorie vecteurs non localisés (^unlocalised)^ suivant l’expression employée par M. Love dans sa TJieorelical mechanics, ou encore vecteurs libres. Dans la deuxième catégorie figurent des vecteurs définis en grandeur, direction et sens, pouvant glisser arbitrairement sur la droite qui les porte : tels sont les vecteurs qui représentent des forces appliquées à un solide; nous les appelons vecteurs localisés sur une droite ou vecteurs glissants. Enfin, dans la troisième catégorie, figurent les vecteurs qui ont un point d’application déterminé, comme les vecteurs représentant les vitesses de points mobiles ou les forces d’un champ; ces vecteurs sont localisés en un point ou liés à leur point d'application. Nous avons, en outre, introduit la distinction, si importante en Physique, entre les vecteurs axiaux et les vecteurs polaires.
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Comme exercice sur le mouvement d’un point, nous avons étudié les cas les plus simples du mouvement d’une particule électrisée, soumise à l’action d’un champ électrique et d’un champ magnétique superposés. Ce problème a conduit M. Poincaré, M. Cari Stôrmer et M. Fortin {^Comptes rendus, t. CKKKVIII, 1904) à des recherches mathématiques hitéressantes, inspirées par les expériences de M. Birkeland et de M. Villard, et par les idées de M. Birkeland et de M. Arrhénius sur l’origine des aurores polaires.
Paul APPELL.
Pans, le i6 mai 1909.
INTRODUCTION
Parmi les Sciences mathématiques, la première est la Science du Calcul, qui repose sur la seule notion de nombre et à laquelle on s’efforce de ramener toutes les autres. Vient ensuite la Géométrie, qui fait intervenir une notion nouvelle, celle àé espace : en Géométrie, on considère des points qui décrivent des lignes, des lignes qui décrivent des surfaces, etc.; mais on ne s’occupe en aucune manière du temps dans lequel s’effectuent ces mouvements. Si l’on fait intervenir cette notion de temps, on obtient une science plus complexe, la Cinématique, qui étudie les propriétés géométriques des mouvements dans leurs rapports avec le temps, sans se demander quelles sont les causes physiques de ces mouvements. C’est cette question que l’on se pose en Mécanique ; il faut cependant observer qu’il est impossible de découvrir les véritables causes des phénomènes physiques, et qu’on se
contente de substituer aux causes réelles cj[ui produisent les phé- A. — I. 1
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nomènes d’autres causes fictives, appelées forces, capables de produire les mêmes efTets.
La Mécanique a pour objet de résoudre les deux problèmes suivants :
Trouver le mouvement que prend un système de corps sous l’action de forces données ;
2" Trouver les forces capables d’imprimer à un système de corps un mouvement donné.
Avant d’aborder la Mécanique, nous exposerons la théorie des grandeurs géométriques, ou vecteurs, suivie de notions élémentaires de Cinématique.
CHAPITRE
THÉORIE DES VECTEURS
Les théories géométriques exposées dans ce Chapitre sont dues principalement à Poinsot, Chasles et Môbius; elles trouvent leur application dans plusieurs questions importantes de Géométrie, de Cinématique, de Mécanique et de Physique : ainsi, on représente par des vecteurs les vitesses, les accélérations, les rotations, les forces, les tourbillons en Hydrodynamique, etc.
I. - DÉFINITIONS
1. Grandeurs géométriques, ou vecteurs. — Une grandeur géométrique, ou vecteur, est une droite limitée AiBi {^fig^ i), ayant une origine A^ et une extrémité B,.
Si l’on prolonge indéfiniment, dans les deux sens, la droite Ai , on obtient une droite indéfinie D^ appelée la droite qui porte le vecteur ou le support du vecteur. Un vecteur est ordinairement défini par les éléments suivants : son origine ou point d^ appli-
cation A< ; 2° sa direction, qui est celle de la droite indéfinie B^ ; 3° son sens, qui est celui du mouvement d’un mobile allant de l’origine A| vers l’extrémité B^, et qu’on indique par une flèche placée à l’extrémité; 4° sa grandeur Pi, qui est la longueur A^B|.
Analytiquement, on définit un vecteur par les coordonnées
Zf) z\) de l’origine et de l’extrémité par rap-
port à trois axes coordonnés, ou encore par les coordonnées de l’origine et les projections (Xi, Y^, Zi) du segment A^B^ sur les trois axes, ces projections ayant des signes,
Fig. I.
suivant les conventions ordinaires de la Géométrie analytique. Ces projections sont évidemment
Xi = — Xu Yi=y, — jKi, Zi = z\ — Zi.
Nous désignerons habituellement un veclenr par une seule lettre Pi, représentant sa Longueur ou grandeur, et placée à l’extrémité. Pour éviter, dans l’écriture, toute confusion avec les lettres désignant des nombres, on désigne souvent un vecteur A,B^
ou P, par les notations (A, B^ ) ou (P^ ), ou A, B< ou P^.
Deux vecteurs sont dits équipollents quand ils sont égaux, parallèles et de même sens.
Deux vecteurs sont dits égaux et opposés quand ils sont égaux, parallèles et de sens contraires.
2. Diverses catégories de vecteurs. — Suivant la nature des grandeurs physiques ou niécaniques représentées par des vecteurs, ceux-ci peuvent être divisés en trois catégories :
I" Il peu t se faire d’abord que deux vecteurs équipollents représentent l’un et l’autre la même grandeur physique ou mécanique. C’est ce qui a lieu, par exemple, pour les vecteurs représentant des axes de couples, comme nous le verrons plus loin. Quand il en est ainsi, nous dirons que les vecteurs ne sont pas localisés ou encore qu’ils sont libres.
. 2° Il peut arriver, en second lieu, que la même grandeur phy-
sique soit représentée par deux vecteurs écjuipollents A^ B^ et
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A2B2, à condition qu’ils soient poi'tés par la même droite {fig. 2), tandis que deux vecteurs portés par deux droites
différentes, représentent des grandeurs physiques différentes. C’est ce qui a lieu, par exemple, pour les veeteurs qui représentent des
Fig. 2.
Al
forces appliquées à un corps solide. On dit alors que chacun des vecteurs considérés est localisé sur une droite, ou qu’il est glissant sur une droite.
3” Enfin, il peut arriver que la grandeur physique représentée soit telle que deux vecteurs distincts représentent deux grandeurs physiques distinctes, c’est-à-dire qu’un vecteur ne puisse pas être séparé de son point d^ application. On dit alors que ehaque veeteur est localisé en un point ou est lié à un point; c’est ce qui a lieu, par exemple, pour le veeteur qui figure, à un instant donné, la vitesse d’un point mobile : nous verrons en effet que ce vecteur est lié au point.
Nous allons examiner successivement ces trois espèces de vecteurs et les caractériser par des nombres qui seront, en quelque sorte, leurs coordonnées.
II. — VECTEURS LIBRES; LES TROIS COORDONNÉES D’UN VECTEUR LIBRE
3. Les trois coordonnées d’un vecteur libre. — Soient trois axes Oxyz {fig- i); appelons X<, Y^, Z< les valeurs algébriques
des projections d’un vecteur A^ sur les trois axes, la projection sur chaque axe étant faite parallèlement au plan des deux autres. Gomme deux vecteurs équipollents ont, évidemment, les mêmes projections, et que deux veeteurs ayant les mêmes projections sont équipollents, un vecteur libre est caractérisé par trois nombres Xi, Y^, Z) qui sont ses coordonnées.
Deux vecteurs Pi et P2 de projections X<, Y< , Z< et X2, Y2, Z2
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sont équipollents quand on a
Xi=X2, Yi=Yo,
ils sont égaux et opposés quand on a
Xi = -X2, Yi = -Y2, Zi = -Z2; ils sont parallèles quand leurs projections sont proportionnelles,
Cas des axes rectangulaires. Cosinus des angles d’un vecteur avec les axes. — Appelons a^, les cosinus des angles
que fait un vecteur A^B^, de grandeur P^ , avec les axes Oy,
O.S supposés rectangulaires . On a évidemment, en projetant sur les axes,
Produit géométrique ou intérieur de deux vecteurs; leur angle. — SoientP, etP2 deux vecteurs ; \ew\: produit géométrique ou (d’après Grassmann) esl le nombre
obtenu en multipliant le produit des grandeurs des vecteurs par le cosinus de leur angle. Dans ce produit, les deux premiers facteurs sont positifs; le troisième, cos ( P, P2), est/?OA^Y//, négatif om nul, suivant que l’angle des deux vecteurs est aigu, obtus ou droit.
Supposons les axes rectangulaires et appelons X,,
X2, Y2, Z2 les projections des deux vecteurs, a,, p,, y<, a2, po? y2 les cosinus de leurs angles respectifs avec les axes. On a
En outre.
Xi=Pia„ Y,=:P,p„ Z, = P,Y,.
Pi = v/X| + Y?-h Zf .
P1P2 cos(Pi P9)
cos(PiP2) — aia2-l- P1P2 + Y1Y2
ou, en remplaçant ai, a2, ... par leurs valeurs ^ ..., cal-
culées précédemment.
P1P2 cos(Pi P2) ==XiX2-t- YiY2-hZiZ2,
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formule qui donne l’expression analytique du produit géométrique des deux vecteurs et qui permet de calculer le cosinus de leur angle.
Condition de perpendicularité de deux vecteurs. — Pour que les vecteurs soient |)erpendiculaires, il faut et il suffit que cos(P^P2) soit nul : on a ainsi, les axes étant rectangulaires, la condition
(4^ Xi X2 + Yj Y2 -H Zi Z2 = O.
4. Somme géométrique d’un nomlire quelconque de vecteurs libres. — Soient 3) P^, P2, ..., P/< les vecteurs donnés.
Prenons un point quelconque A et, à partir de ce point, portons bout à bout des vecteurs équipollents aux vecteurs donnés : AGj équipollent à P^, puis Ci G2 équipollent à P2, puis G2G3 équipollent à P3, ...; enfin, G«_i G/^ équipollent à P;^. Le vecteur AG«, fermant le contour ainsi obtenu, est la somme géométrique R des vecteurs proposés : ces vecteurs sont les composants.
Il est facile de vérifier que la somme géométrique est indépendante de l’ordre dans lequel on prend les vecteurs composants. Nous écrirons
+ ou (R) = (P,)-h(P2)+...+ (P„)
pour exprimer que le vecteur R est la somme géométrique des vecteurs donnés. '
Projections de la somme géométrique. — Soient X^, Y^, Z<, Xo, Y2, Z2, ..., X,j, Y„, Z/i les projections des vecteurs P<, P2, . . . , P« ^ X, Y, Z celles de leur somme géométrique R. D’après
le théorème des projections, la projection du vecteur R = AG«, sur un axe quelconque, est égale à la ^omme des projections des côtés successifs du contour AGi G2 . . . G«, c’est-à-dire des vecteurs composants; on a donc
. X = Xi-hX2-i-... + X,,,
R Y = Y1 + Y2 + ...+ f Z ~ Z 1 -h Z 2 — t— . . . -h Z fl .
Somme géométrique nulle. — Si le point G« coïncide avec A, la somme R. est nulle; pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffît que X, Z soient nuis.
5. Différence géométrique. — La différence géométrique de deux vecteurs P^ et Po {fig- 4) ^st un vecteur Q qui, ajouté géométri-
Fig. 4.
quement à P2, donne P^ . Menons, par un point A, deux vecteurs AG< et AG2 équipollents aux vecteurs donnés; le vecteur Q équipollent à G2G4 est le vecteur cherché, car
on écrit aussi
Pi
Projections de la différence géométrique. — Soient X, Y, Z les projections de la différence géométrique Q des deux vecteurs et P2, de projections Xi , Y^, Z^ et X2, Y2, Z2. On a évidemment
X = Xi — X,, Y = Yi—Y^, Z = Zi— Z2,
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le loDg de la droite D^ qui Je porte, il continue à représenter la même grandeur physique. Lorsqu’un vecteur glisse ainsi le long de la droite D< qui le porte, il reste équipollent à lui-même et, par suite, sa projection sur- un axe quelconque ne change pas, mais d’autres éléments géométriques dépendant du vecteur restent invariables.
Pour définir ces éléments, nous ferons d’abord une convention sur le sens positif des rotations.
7. Sens positif de la rotation autour d’un axe. — Soit un axe A {Jig> 5) sur lequel on a choisi un sens positif, de z' vers ^ par
Fig. 5.
exemple; un mobile M, décrivant une courbe quelconque G dans l’espace, tourne autour de l’axe dans le sens positif quand un observateur, ayant les pieds en z' et la tête en voit le mobile tourner de sa gauche vers sa droite; dans le cas contraire, le mobile tourne dans le sens négatif. ,
Par exemple, considérons deux vecteurs A^ P^ et BP2 {fig- 7); supposons qu’un mobile parcourant A^ P^ tourne autour de BP2 pris comme axe, dans un certain sens, la figure montre que réciproquement un mobile parcourant BP2 tourne autour de A^ P^ dans le même sens.
Orientation du trièdre des axes. — Nous supposerons que le trièdre des coordonnées {fig- i) est orienté de telle façon qu’un observateur debout suivant Oz, les pieds en O et la tête en et regardant dans l’angle xOy., voie 0.r à sa gauche et O y à sa droite.
Remarque. — Si l’on adoptait un autre sens de rotation posi-
lO
live, il suffirait d’adopter la disposition inverse des axes pour que les formules restent les mêmes.
8. Théorie des moments. — i° Moment vectoriel ou linéaire par rapport à un point. — Le moment linéaire d’un vecteur P^ par rapport à im point B i^fig- 6) est un vecteur BG<, d’ori-
Fig. 6.
Al
gine B, ayant : i° une longueur égale au produit Ph 8 de P< par sa distance 8 au point B; 2° une direction perpendiculaire au plan BAiP< ; 3° un sens tel qu’un moliile parcourant A^ P,, de Ai vers Pi, tourne autour de BG< dans le sens positif. La grandeur de ce moment est égale au double de l’aire du triangle BA^P^ : elle est nulle quand P4 ou 8 sont nuis. Le moment ne change pas quand on transporte le vecteur P< en un point de sa direction ou quand on déplace le point B sur une parallèle à ce vecteur.
2® Moment par rapport à un axe. — Le moment d’un vecteur P, par rapport à un axe A iyfig. 7), sur lequel on a choisi un sens positif, est égal à la valeur algébrique de la projection sur cet axe du moment de P< par rapport à un point pris sur l’axe.
Pour justifier cette définition, il faut montrer que la valeur qu’elle donne pour le moment de P^, par rapporté l’axe, est indépendante du choix du point sur cet axe. Menons par un point B de l’axe un plan II perpendiculaire à l’axe, et soient a^ p\ la projection de A^ P^ sur ce plan, BG< Je moment de P^ par rapport à B, B^< sa projection sur l’axe A. L’angle des deux plans Ai BP^ , B/>4 étant
égal à celui de leurs perpendiculaires, on a
2 airediB/»! = 2 aire AiBPi cosGiB^i,
B^i = BGi cosGi B^i.
Comme le moment BGh est égal à 2 aire A^BP^, sa projec-
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lion Bgi est aussi égale en valeur absolue à 2 aire expres-
sion évidemment indépendante du choix du point B sur Taxe A. Le signe de cette projection B^, est aussi indépendant du choix
Fig. 7.
du point B : ce signe est -f- ou — , suivant qu’un mobile parcou' rant P, tourne autour de A dans le sens positif ou le sens née:atif.
On conclut de là diverses expressions du moment d’un vecteur P, par rapport à un axe.
Appelons 8 la plus courte distance du vecteur à l’axe et G l’angle du vecteur avec l’axe; 8 se projette en vraie grandeur sur le plan 11^ Pt est égal à P^ sinG, et le moment est
OTLi =: zt/?i S = ± Pj Ô sin6,
où il faut prendre le signe -h ou le signe — suivant qu’un mobile parcourant le vecteur A^ P< tourne autour de l’axe A dans le sens positif ou le sens négatif.
Prenons sur l’axe A dans le sens positif un segment BP2 de longueur P2, et désignons par vol (Pi , P2) le volume du tétraèdre ajant At P^ et BP2 comme arêtes opposées, ce volume étant pris positivement ou négativement, suivant qu’un mobile parcourant l’un des vecteurs P4 ou P2, de l’origine vers l’extrémité, tourne autour de l’autre, dans le sens positif ou le sens négatif. Le moment de P< par rapport à l’axe A est alors
6vol(Pi, P2)
En effet, l’égalité a lien en signe; elle a lien aussi en valeur absolue, car le volume du tétraèdre considéré ne change pas quand on fait glisser les sommets A, et P^ jusqu’en et /?<, ce qui donne un nouveau tétraèdre dont le volume V est le tiers du produit de P2 par l’aire la valeur absolue du moment
2 aire<2^ ByOi est donc égale à 6V divisé par P2.
Remarque. — Prenant le moment JlI/^ sous la forme dz P, ô sin6, on voit qu’il est nid quand l’un des trois facteurs est nul, c’està-dire quand le vecteur est nul ou quand il est dans un même plan avec l^axe.
9. Expressions analytiques des moments d’un vecteur par rapport aux axes de coordonnées. — Soit(^^. j ) un vecteur P, d’origine A, et d’extrémité B,; appelons .2?,, jki , les coordonnées du point d’application A^, et X,, Y,, Z, les projections du vecteur sur les axes 0.2?, Oy, O z. Le moment N, du vecteur par rapport à l’axe O .s est le double de l’aire de la projection du triangle OAi B< sur le plan xOy, cette aire étant affectée d’un signe suivant les conventions précédentes. Or l’un des sommets du triangle projeté est en O, les deux autres ont pour coordonnées dans le plan xOy,:
Projection de Al. .. Xi jKi
Projection de Bi .Ti-hXi jki-I-Yi
D’après une formule élémentaire donnant l’aire d’un triangle dont un sommet est à l’origine, on a donc, en grandeur et en signe,
Ni = Y,)— Xi) = Yi — ^nXi.
On a de même, pour les moments Li et Mi du vecteur par rapporta Ojt et Oy,
Li = _^i Z 1 — ^ 1 Yi , M ] = ,3] Xi — Æ?i Z ] .
Calcul du moment linéaire. — Le moment OG, du vecteur Pi par rapport à l’origine O est un vecteur ayant pour projections sur les trois axes les quantités Li , Mi , Ni, d’après la définition même du moment par rapport à un axe.
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Changement d’ origine. — Si l’on prend louL autre point O' de coordonnées x\ y, s', les coordonnées du point A< par rapport à de nouveaux axes, parallèles aux premiers, ayant pour origine le point O', sont x^ — — y, — z’ . Les projections du
vecteur sur ces axes restent X< , Y^, Z, ; ses moments, par rapport aux nouveaux axes, deviennent
^ =(ri— y)^i — (^1—
M'i = (Zi—z')Xi — (a;i — x')Zi,
N'i = {xi — d)Yi — (yi—y)Xi,
expressions obtenues en remplaçant, dans L^, M<, Ni, Zi
par Xi — x\ — y, Zi — z’. Le moment O'G' du même vecteur par rapport à O' est un vecteur avant pour projections L' M' N'. On peut écrire aussi, d’après les valeurs de L,, Mj, IN,,
L' - if Zi- Z’ Y y
M'i = Ml — (z'Xi — ip'Zi),
N'i -Ni-(^'Yi-yXi).
10. Les cinq coordonnées d^un vecteur localisé sur une droite. — Les six quantités Xi , Yi, Zi, Li, Mi, N< vérifient l’identité L, Xi +]VL Yi Zi = O qui exprime que le moment linéaire OGi est perpendiculaire au vecteur AiB<. Réciproquement, soient six quantités arbitraires X, , Y, , Z, , Li , Mi , N| dont les trois premières ne sont pas toutes milles et qui vérifient ^identité
L1X1+ Ml Yi-+-NiZ,= o;
les équations
Li = yZ,-.sY,, M, = .sXi — :rZi, Xi = xY^ — yXi,
où x^ y, Z désignent des coordonnées courantes, représentent une droite D, car, en vertu de l’identité admise, elles se réduisent à deux. Soit Al un point arbitraire pris sur cette droite; le vecteur Pi, d’origine Ai et de projections Xi, Y,, Zi, est dirigé suivant la droite D et a pour moments, par rapport aux axes, L,, Ml, Ni. Les six quantités Xi, Y,, Zi, Li, M,, Ni sont les coordonnées du vecteur glissant P^, d’après Plücker. Sur ces six quantités, cinq peuvent être prises arbitrairement.
l4 PREMIÈRE PARTIE. — NOTIONS PRÉLIMINAIRES.
11. Moment relatif de deux vecteurs Pj et P2. — On nomme ainsi la quantité 6 vol(Pi, P^) définie précédemment 7). L’expression algé-
brique de cette quantité s’obtient immédiatement d’après la formule élémentaire de la Géométrie analytique qui donne le volume d’un tétraèdre en fonction des coordonnées de ses sommets. Appelons Zi les coor-
données du point Ai; Xj, Yi, Zi les projections de Pi sur les trois axes, et Li, Ml, Ni ses moments par rapport aux trois axes; appelons, de même, ^2; ^2 ies coordonnées de B; X2, ¥5, Z3 les projections de P2, et L2,
M2, N2 ses moments. On aura, en grandeur et en signe, en supposant les axes Ox, Oy, Oz rectangulaires et orientés de façon qu’une rotation de 90° dans le sens positif autour de Oz amène Ox sur Ojk,
Zi I
développant, après avoir retranché la première ligne de la deuxième et la troisième de la quatrième, on a
6vo1(Pi,P2) = LiX2-hMiY2 4-NiZ2 4-L2Xi-+-M2Yi-i-N2Zi, ou encore, si l’on remarque les identités Li Xi -t- Mi Yi -t- Ni Zi = o,
6vol(Pi.Po)— (Li-f-L2)(Xi-h X2 )
-f- (MiH- M2)('’i-i H~X2) -f-fNi-f- N2)(Zi-h Z2).
yx
£Pl -f- Xi
1^. Expression analytique du moment par rapport à un axe quelconque. — Soit un axe A ( /ig. 8) sur lequel on a pris comme sens positif le
Pig. 8.
sens O'O", allant du point O' de coordonnées {x' , y',z') à un point O" de coordonnées {x'' , y'\ z"). Les projections X2, Y2, Z2 du vecteur O' O", qui va jouer le rôle de P2, et les quantités L2, M2, N2 relatives à ce vecteur sont respectivement
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Le moment JlLi du vecteur P] par rapport à l’axe A étant égal à 6 voI(Pi, P2), divisé par P2, on a
Cette expression générale donne, comme vérification, les valeurs du moment de Pi par rapport aux trois axes coordonnés. Pour Taxe O^, par exemple, il suffit de supposer x\ y\ z' , x", y'' nuis et z" = i. On trouve alors pour moment Ni. De même, pour les axes Ox et Oy, on trouverait Li et Ml.
13. Vecteurs glissants concourants ; leur résultante. — Soient Pi,
P2, ..., P« des vecteurs glissants portés par des droites qui concourent en un point A. On peut transporter chacun de ces vecteurs le long de la droite qui le porte, de façon à appliquer les vecteurs au point A lui-même, comme dans la figure 9. On appelle
Fig. 9.
Pj
alors résultante des vecteurs considérés un vecteur R équipollent à leur somme géométrique, appliqué au point A, ou l’un quelconque
des vecteurs déduits de R par glissement. Dans la ligure 9, cette résultante a été construite en partant de A et portant bout à bout des vecteurs APi, Pi Q2, ..., Q/i équipollents aux vecteurs
donnés; la résultante R est AQ,/.
Projections de la résultante R. — Nous avons déjà dit(n° 4) que les projections X, Y. Z de R, sur les trois axes, sont égales respectivement aux sommes des projections des composantes
Y = 2 Ya,
Z — E Za.
Moments de la résultante par rapport aux trois axes. — Désignons par x.^ y, z les coordonnées du point A. Les moments du vecteur P;^(Xa, Y^, Z/^) par rapport aux axes sont
L/,. = jkZ/; — 2Y4., Mk= — xZk, ^,^z=xYk —
les moments de la résultante par lapport aux mêmes axes sont L=jZ — ^Y, M = zX — xZ, ^ = xY—yH.
D’après les valeurs ci-dessus de X, Y, Z, on a évidemment
L = Li-4- L2-I-. . .-t- L„, M = EM/c, N = SNæ.
En résumé, les six coordonnées X, Y, Z, L, M, N de la résultante sont respectivement les sommes des coordonnées correspondantes des composantes.
Comme on peut prendre lel axe qu’on veut pour axe coordonné, on voit que la projection de la l'ésultante de plusieurs vecteurs concourants sur un axe est égale à la somme des projections des vecteurs sur cet axe; le moment de la résultante par rapport à un axe est égal à la somme des moments des vecteurs par rapport au même axe. (Ce dernier théorème est dû à Varignon.)
On en conclut que le moment, par rapport à un point O de la résultante de plusieurs vecteurs concourants est la somme géométrique des moments des vecteurs composants. En effet, le point O étant pris pour origine, L, M, N sont les projections sur les trois axes du moment OG de la résultante par rapport à ce point; L4, M;t5 les projections du moment OG/t du vecteur P/f par rapport au même point O; les équations précédentes expriment
précisément que OG est la somme géométrique de OGi , OGo, . . . ,
ôg!;.
Remarcjue. — Fêtant donné un vecteur AP, on peut vouloir le décomposer en d’autres vecteurs ayant A pour origine, c’est-à-dire trouver des vecteurs qui, composés ensemble, donnent AP.
Par exemple, on peut toujours, à l’aide d’un parallélogramme, décomposer AP en deux vecteurs dirigés suivant deux directions données AB, AC, dont le plan contient AP.
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De même, 011 peut toujours, à l’aide d’un parallélépipède, décomposer AP en trois vecteurs dirigés suivant trois directions données AB, AC, AD formant un trièdre.
14. Système de vecteurs quelconques. Résultante générale et moment résultant. — Etant donnés des vecteurs glissants quelconques Pi , P2, • . • , P/o appliqués en des jioints Ai , A2, . . . , An-, on choisit un point arbitraire O de l’es[)ace, et l’on appelle :
I® Résultante générale, la somme géométrique OR de vecteurs OP^, , OP2, . . . , OP/^, ayant O pour origine, égaux et parallèles aux vecteurs donnés;
2° Moment résultant rapport au point O, la somme géométrique OG des moments OG^ , OG2, . . . , OG/^ des vecteurs donnés par rapport à ce point.
Si l’on fait varier la position du point O dans l’espace, la résultante générale OR reste la même en grandeur et direction d’après la façon même dont elle est définie; au contraire, le mo-
Fig. 10.
ment résultant OQ {^Jig, 10) change, à moins qu’on ne déplace O sur la droite OR.
Prenons pour origine le point O, appelons Xh^ yk, ^/c les coordonnées du point A/f; Xy^, Z/f les projections du vecteur P/f ; L^, M^, ses moments par rapport aux trois axes supposés rectangulaires. Soient, d’autre part, X, Y, Z les projections de la résultante générale OR; L, M, N celles du moment résultant OG relatil au point O. On a, en désignant par S une somme étendue A. — I.
à tous les vecteurs considérés,
(G) L=::SLa., M = 2M/,, N=SNa.
Soient J/-', z' les coordonnées d’un autre point O'; nous avons vu (n° 9) que le moment résultant O'G^ d’un vecteur tel que Pa, par rapport au point O^, a pour projections
I UA=L/,-(yZA-^'YA), M^a==M/c-(^'X/,-:t'Za),
j Ni=Ni-(æ'Y*-yx„).
Donc, en appelant X', Y', TJ et L', M', N' les projections de O'R' et de O'G'
(R) X'=XXa=X, Y'=Y,
(G') (yZ-^'Y), W=M—{z'\—x'Z), N'=N— y Y— j'X).
Avec ces formules, on peut calculer R' et G' pour tous les points O' de l’espace, dès qu’on les connaît pour un point O. Elles montrent que le moment résultant O' G', par rapport au point O', est la somme géométrique du moment résultant par rapport au point O et du moment, par rapport à O', de la résultante générale OR relative au point O.
15. Variation de la résultante générale et du moment résultant; invariants; axe central. — Supposons d’abord la résultante générale différente de zéro : le moment résultant G' est alors différent de G, à moins que O' ne soit situé sur OR. Mais la projection du moment résultant sur la direction de la résultante générale est constante. On a, en effet.
R' G' cos R' G' == L'X' -+- M'T' + N' Z',
expression dont le second membre est, d’après les valeurs deX', Y', Z', L', M', N', égal à LX + MY -f- NZ, c’est-à-dire constant; et, comme R' est constant, on a
G' cos R' G' = const. = G cos RG,
ce qui démontre le théorème.
D’après cela, quelles que soient l’origine des coordonnées et
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les direcllons des axes reclangulaires, les quantités X2+Y2 + Z2, LX + MY + NZ
conservent des valeurs invariables ; ofi peut les appeler des invariants du système de vecteurs.
D’après la définition du produit géométrique de deux vecteurs (n° 3), on peut dire que l’invariant LX + MY NZ est le produit géométrique de la résultante générait; et du moment résultant pour un point quelconque de l’espace. Nous donnons plus loin (n° 21) une autre signification géométrique remarquable de cet invariant.
La résultante générale étant toujours supposée différente de zéro, on peut choisir le point O' i^x' ^ y' ^ z'), de façon que le moment résultant soit dirigé suivant la même droite que la ré-
sultante générale O'R'. Il faut et il suffit pour cela que L', M^, N' soient proportionnels à X, Y, Z,
— 2'Y)_ M — (^'X — a7'Z) _ N — (,r'Y— yX)
Ces équations linéaires en x^ ^ y\ z' donnent, comme lieu de O^, une droite de D'D parallèle à la direction de la résultante générale qu’on nomme axe central {fig. 11). En un point O' de cet axe, la
Fig. II.
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résultante et le moment résultant sont dirigés suivant l’axe, dans le même sens ou dans des sens contraires suivant que LX + MY + NZ est positif ou négatif. Le moment résultant g est alors minimum, car il coïncide avec sa projection sur la résultante générale.
En particulier si, R étant différent de zéro, l’invariant
LX + MY + NZ
est nul, la projection du moment résultant rélatif à un point quelconque, sur la résultante générale, est nulle; ce moment est perpendiculaire à la résultante, et le moment minimum O' g est nul.
Remarque. — En multipliant les termes des rapports (i) respectivement par X, Y, Z et ajoutant termes à termes, on trouve, pour la valeur commune de ces rapports,
LX-hMYh-NZ _ Gcosfè X2+Y2+Z2 ~ R
valeur qui est nulle lorsque le moment minimum l’est.
Cas où la résultante générale est nulle. — Lorsque la résultante générale est nulle, les formules montrent que U, M', N' sont égaux à L, M, N : le moment résultant est alors le même pour tous les points de V espace.
Les considérations qui conduisent à la notion de l’axe central n’ont plus de sens dans ce cas. On convient de prendre comme axe central une droite arbitraire parallèle au moment résultant.
16. Somme des moments par rapport à un axe quelconque. Droites de moment nul. — Soit un axe A joignant deux points 0' {oc' , y' , z') et O" {x" , y" , z"), le moment du vecteur P/,., par rapport à cet axe, est donné par une formule précédente (n° 12).
La somme des moments OÏL/, de tous les vecteurs par rapport au même axe est donc
On appelle droites de moment nul les droites A par rapport auxquelles la somme des moments des vecteurs donnés est nulle. Ces droites sont définies par l’équation obtenue en égalant à zéro le numérateur de DIL ; cette équation étant linéaire et homogène par rapport aux six coordonnées x" — 27', y” — jk', z” — z' , y' z" — z' y", z’ x" — x' z", x' y" — y' x" de la droite A d’après Plücker, les droites de moment nul forment un complexe linéaire, étudié pour la première fois par Chasles. Ces droites sont normales au moment résultant relatif à l’un quelconque de leurs points.
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17. Équations réduites. Complexe de Chasles. — Dans la plupart des recherches relatÎA^es aux systèmes de vecteurs, il est commode de simplifier en prenant l’axe central pour axe de coordonnées. On obtient ainsi les équations réduites. Prenons pour axe 0-s l’axe central, en choisissant comme sens positif le sens de la résultante générale R. Appelons g la valeur algébrique du moment minimum estimée positivement dans le sens 0-3. On a alors
Le moment résultant par rapport à un point O' {Jig. 12) quelconque a pour projections
(O'G') . L' = — jk'R, W=x'R,
formules qui permettent d’étudier la distribution des moments résultants dans l’espace. Gomme le moment résultant est le même en tous les points
Fig. 12.
d’une parallèle à Oz, et que la distribution des moments résultants est symétrique autour de 0-s, puisque les formules sont indépendantes de l’orientation des axes xOy, il suffit d’étudier la variation du moment résultant AG relatif à tous les points A de Ox: cette A^ariation résulte immédiatement des formules ci-dessus, dans lesquelles on suppose = o. Nous obtiendrons, dans l’étude du mouvement hélicoïdal d’un corps solide, une représentation très simple de cette distribution des moments résultants dans l’espace.
L’équation du complexe de Chasles, formé par les droites de moment nul OÏL = O, devient
{z''—z’)g^{xy"—yx")R = O.
Les droites O’O" de ce complexe, passant par un point O' donné, engendrent un plan n perpendiculaire au moment résultant relatif au point O'. Inversement, les droites du complexe situées dans un plan II passent par
un point O' tel que le moment résultant relatif à ee point soit normal au plan. D’après Chasles, on dit que O’ est le foyer du plan II : ce foyer est à distanbe finie tant que le plan n’est pas parallèle à l’axe central.
Lorsqu’un plan II tourne autour d’une droite D, son foyer décrit une droite conjuguée A, et, inversement, quand un plan tourne autour de A son foyer décrit D.
On verra sans peine ce que deviennent ces théorèmes quand g ou R sont nuis.
DE VECTEURS GLISSANTS
18. Définition de l’équivalence. — Deux systèmes de vecteurs glissants sont dits équivalents quand leurs résultantes générales et leurs moments résultants par rapport à un point de l’espace sont identiques. Leurs moments résultants sont alors identiques par rapport à tout autre point de l’espace; en particulier, les deux systèmes ont même axe central et même moment minimum. Par exemple, un système de vecteurs concourants est équivalent au vecteur résultant. -
Soient (S) et ( Sq) deux systèmes de vecteurs glissants, X, Y, Z, L, M, N les projections sur les trois axes de la résultante générale et du moment résultant du système (S) par rapport à l’origine O, Xo, Yo, Zo,Lq,Mo, No les quantités analogues relatives au système (Sq). Les conditions d’équivalence des deux systèmes sont
X = Xo, Y Yo, Z = Zo, L = Lo, M = M«, N = No.
Système de veeteurs glissants équivalent à zéro. — Un système (S) est dit équivalent à zéro quand sa résultante générale et son moment résultant par rapport à un point sont nuis. Ces grandeurs sontalors nulles pour tout point de l’espace. Ce fait s’exprime par les six équations
Prenons^ par exemple, le système de deux vecteurs égaux et directement opposés, c’est-à-dire le système formé par deux vecteurs Pet — P égaux et dirigés en sens contraire, suivant la droite AB
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joignant leurs points d’application {fig> i3); ce système est évidemment équivalent à zéro. Réciproquement, si le système de deux vecteurs P et Q est équivalent à zéro, ces vecteurs sont
Fig. i3.
égaux et directement opposés. En effet, la résultante générale devant être nulle, Q est égal et opposé à P. Le moment résultant devant être nul par rapport à un point quelconque, prenons-le par rapport au point d’application A du vecteur P. Le moment de P par rapport au point A est nul : le moment résultant se réduit donc au moment de Q, et, comme il doit être nul, la direction de Q passe par A, ce qui démontre la proposition.
De même qu’en Algèbre deux quantités égales ont une différence nulle et réciproquement, dans la théorie des vecteurs on a ce théorème :
Pour que deux systèmes de vecteurs glissants {^) et (Sq) soient équivalents, il faut et il suffit que le système formé par les vecteurs de {f) et ceux de (Sq) changés de sens soit équivalent A ZÉRO,
En effet, en changeant de sens les vecteurs de (Sq), on obtient un système ( — Sq ) dont la résultante générale et le moment résultant relatifs à O sont les éléments analogues de (Sq) changés de sens. La résultante générale et le moment résultant du système total formé par la réunion de (S) et ( — Sq) ont donc pour projections
PREMIERE PARTIE
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19. Opérations élémentaires. — On obtient des systèmes équivalents à un système donné, à l’aide des opérations élémentaires suivantes :
1° Adjonction ou suppression de deux vecteurs égaux et directement opposés; transport d’un vecteur en un point de sa direction;
2° Composition de plusieurs vecteurs concourants en un seul; décomposition d’un vecteur en vecteurs concourants.
Le transport d’un vecteur AP en un point B de sa direction est une conséquence de la première opération; en effet, appliquons au point B {fig. i4)j suivant la droite AB, deux vecteurs égaux
Fig. i4.
et directement opposés P' et — P', dont le premier, P', est égal à P et de même sens que P. Supprimons ensuite les deux vecteurs P et — P' égaux et directement opposés; il reste le vecteur BP', qui n’est autre que AP transporté au point B de sa direction.
Nous allons montrer que ces deux opérations élémentaires ne changent ni la résultante générale ni le moment résultant du système par rapport à un point quelconque.
Le point étant pris pour origine, il faut établir que les six sommes
X-EX
L = M = SMæ, N=^I.Nk
sont invariables. En effet, ajouter ou supprimer deux vecteurs égaux et directement opposés, c’est ajouter ou supprimer dans chaque somme deux termes égaux et de signes contraires. Remplacer plusieurs vecteurs concourants par le vecteur résultant, c’est remplacer dans les trois premières sommes la somme des projections de ces vecteurs par la projection de leur résultante.
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et dans Jes trois autres la somme des moments de ces vecteurs par le moment de leur résultante, ce qui revient à remplacer plusieurs termes de chaque somme par leur somme. Pour la même raison, la décomposition d’un vecteur en vecteurs concourants n’altère pas les six sommes.
On peut, à l’aide de ces opérations, chercher à remplacer un svstème de vecteurs (S) par un système équivalent plus simple.
20. Réduction à deux vecteurs. — Un système de vecteurs glissants peut être réduit, d’une infinité de manières, à deux vecteurs, dont l’un passe par un point arbitraire.
Nous ferons voir d’abord qu’un système P^, P2, ..., P// est équivalent à trois vecteurs appliqués en des points O, Oj , O2, pris à volonté, non en ligue droite i5).
Décomposons le vecteur Ai P< en trois dirigés respectivement suivant les droites OA^ , A4, O2 Aj , puis, déplaçant le point
d’application de chaque vecteur sur sa direction, transportons ces composantes, la première au point O, la deuxième au point O4, la troisième au point O2. Décomposons de même le vecteur A2P2 en trois dirigés suivant les droites OA2, O4 A2, O2 A2 et transpor-
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tons ces composantes en O, O4, O2, et ainsi de suite. Les vecteurs appliqués en O ont une résultante R4 , les vecteurs appliqués en O4 ont une résultante R2J ^t de même les vecteurs appliqués en O2 ont une résultante R3. Le système des vecteurs proposés est ainsi remplacé par le système équivalent des trois vecteurs R4,R2,Rs, appliqués en trois points arbitraires O, O4, O2.
Nous avons décomposé le vecteur Pj en trois, dirigés suivant es droites OA, , O4 A, , O2 A, ; cette décomposition est possible
toutes les fois que le point A^ n’est pas situé dans le plan des trois points O, , O2 î car alors les trois droites forment un trièdre. Si le point A, était situé dans le plan 0 0i02, sans que le vecteur P^ y fût lui-même, on déplacerait le point d’application de ce vecteur sur sa direction, de manière à l’amener hors du plan. Si ce vecteur était situé dans le plan, on le décomposerait en deux vecteurs dirigés suivant les droites 0x4.,, O, A,.
Nous avons remplacé les vecteurs proposés par trois vecteurs
R,, R2, R3, appliqués en trois points arbitraires O, O,, O2. Voici comment on réduit ces trois vecteurs à deux. Soit OL 16)
la droite d’intersection du plan mené par le point Os et le vecteur R2 et du plan mené par le point O et le vecteur R3. Prenons un point O' arbitrairement sur cette droite. Le vecteur R2, situé dans le premier plan, peut être décomposé en deux vecteurs, dirigés suivant les droites 00,, O'O, ; nous transporterons ces deux composantes, l’une au point O, l’autre au point O^ De même, le vecteur R3, situé dans le second plan, peut être décomposé en deux, dirigés suivant les droites OO2, 0'02, et nous transporterons ces deux composantes, l’une en O, l’autre en O'. Nous avons maintenant trois vecteurs appliqués au point O, et deux appliqués en O'; les trois premiers ont une résultante F, les deux autres une résultante <ï>. De cette manière, le système des trois vecteurs R,,R2,R3, et par conséquent le système des vecteurs proposés, sont remplacés par le système équivalent des deux vecteurs F et <I>, dont l’un est appliqué au point O choisi arbitrairement.
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SI les deux vecteurs R2, R3 étaient situés dans un même plan avec le point O, on mènerait par le point O une droite quelconque OL dans ce plan.
Il J a une infinité de manières de réduire le système des vecteurs proposés à deux vecteurs. Nous remarquons d’abord que, sans déplacer les points d’application O et O' des deux vecteurs F et <I>, on peut faire varier ces deux vecteurs. Concevons, en effet, qu’on applique aux deux extrémités de la droite 00' deux vecteurs égaux et directement opposés /"et — f\ les deux vecteurs F ety, appliqués en O, donnent une résultante S; les deux vecteurs 0 et — y, appliqués en O', donnent une résultante S; le système des deux vecteurs F et <ï> est ainsi remplacé par le système équivalent des deux vecteurs S, S. La résultante S est située dans un plan déterminé, le plan mené par le point O et le vecteur <I>. Le point d’application O de la première résultante est un point arbitraire; laissant ce point O fixe, on peut déplacer le point O' à volonté sur la droite O'S et, par conséquent, dans le plan 00'<I>, à cause de la grandeur arbitraire de — f.
En général, les deux vecteurs F et <1>, équivalents à tous les vecteurs proposés, ne sont pas situés dans un même plan.
La résultante générale et le moment résultant du système primitif, par rapport à un point quelconque, sont égaux à la résultante générale et au moment résultant du système des deux vecteurs F
Fig .17.
et <ï> par rapport au même point (y <g. ly). Par exemple, si l’on prend un point A sur la direction de F, la résultante générale AR en A s’obtient en composant un vecteur AF' égal et parallèle à F
avec un vecteur A<ï>' égal et parallèle à <I> ; le moment résultant AG, par rapport au point A, est égal au moment de <[>, car celui de F est nul ; le vecteur AG est donc perpendiculaire au plan AO'<ï> et le point A est le fojer du plan (n° 17).
Donc, le fojer d’un plan passant par l’un des vecteurs F, se trouvant sur l’autre, ces vecteurs sont dirigés suivant deux droites conjuguées D et A.
Une droite s’appuyant à la fois sur les directions de F et <1> est évidemment une droite de moment nul; inversement, si une droite de moment nul rencontre la direction de F, elle rencontrera également celle de <ï>, à distance finie ou infinie, car, le moment de F étant nul par rapport à cette droite, celui de <ï> doit l’être aussi.
On démontrera, à titre d’exercice, qu’on peut toujours réduire les vecteurs d’un système à deux, dont l’un, F, est dirigé suivant une droite arbitraire D non parallèle à la résultante générale.
21. Signification géométrique de l’invariant LX h- MY + NZ. — Appelons X', Y', Z', L', M', N', X", Y", Z", L", M", N" les projeetions et les moments des deux vecteurs F et «i» équivalents au système proposé. On a
en se reportant à l’expression du moment relatif de deux vecteurs donnée plus haut (n° 11), on a donc
LX + MY-HNZ = (L'-h T/)(X'-h X")-^. . .= 6 vol.(F, «h), ce qui donne une signification remarquable de l’invariant
LX + MY + NZ.
Soient maintenant P,, P2, .. . , P„ les vecteurs primitifs du système proposé; on a les six relations
(1) X = S X;;:, L = EL/c, ...,
(2) L^.X/^H- M;;.Y/l:^- NytZ/f = O.
En vertu des relations (i) et de l’identité (2), on trouve aussi
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par suite
LX MY 4- NZ == 6 E' vol. (P/, P/,),
trent que, quelle que soit la manière de réduire les vecteurs P/^ à deux vecteurs équivalents F et <î>, le tétraèdre (F, <F) est constant et égal à la somme algébrique des tétraèdres obtenus en combinant deux à deux les vecteurs P/^. (Chasles). Pour que les deux vecteurs F et *ï> soient dans un même plan, il faut et il suffil; que le tétraèdre (F, <i>) de Chasles soit nul.
22. Réduction effective de deux systèmes équivalents l’un à l’autre. — Soit d’abord un système (S) équivalent à zéro : les deux vecteurs F et <I>, auxquels on peut le réduire, sont aussi équivalents à zéro, c’est-à-dire, d’après ce que nous avons vu (n° 18), égaux et directement opposés. On peut alors les supprimer et réduire effectivement le système (S) à zéro.
Soient maintenant deux systèmes de vecteurs (S) et (Sq) équivalents; on peut les réduire effectivement l’un à l’autre par les opérations élémentaires. En effet, partons de (S) : ajoutons à (S) le système (So)( — Sq) formé par les vecteurs de (So) et ces memes vecteurs changés de sens ; ce qui estime des opérations élémenlaires répétée un certain nombre de fois. L’ensemble des systèmes (S) et ( — Sq), étant équivalent à zéro, se réduit à zéro par les opérations élémentaires . Il reste donc le système Sq, ce qui démontre la proposition.
23. Couples- — Définition. — On appelle, d’après Poinsot, couple l’ensemble de deux vecteurs P, — P égaux, parallèles et de
Fig. 18.
sens contraires. Le bras de levier du couple est la distance AB {fig‘ 18) des deux vecteurs; le moment du couple est le produit AB. P du bras de levier par un des vecteurs. Quand le moment est
nul, le couple est équivalent à zéro ; car, ou bien les deux vecteurs sont nuis, ou bien AB = o, et alors les deux vecteurs sont égaux et directement opposés.
Un couple étant un système de vecteurs dont la résultante générale est nulle, le moment résultant d’ un couple est constant en grandeur , direction et sens pour tous les points de l’espace. Ce moment résultant s’appelle V axe du couple. L’axe d’un couple est donc un vecteur défini en grandeur, direction et sens, mais dont le point d’ application peut être choisi arbitrairement dans V espace : c’est un vecteur libre. Pour voir quel est ce vecteur, cherchons le moment résultant par rapport à un point O du bras de levier ÀB situé entre A et B; les moments des deux vecteurs Pet — Pserontdirigésperpendiculairementau plan du couple, dans le même sens, car les deux vecteurs Pet — P ont même sens de rotation autour du point O; le moment résultant OG ou axe du couple est donc perpendiculaire au plan du couple et égal à P.OA-+- P.OB, ou à P. AB, c’est-à-dire au moment du couple.
D’après cela, deux couples de même axe sont équivalents, car ils ont tous deux une résultante générale nulle et même moment résultant. Ils pourront donc être réduits Tun à l’autre par les opérations élémentaires. Nous n’entrerons pas ici dans le détail de cette réduction. On la ferait en suivant les indications du n° 22.
Nous nous bornerons à en énoncer les conséquences :
On peut, opérations élémentaires, transformer l’un dans l’autre deux couples, pourvu qu’ils aient même axe, c’està-dire que leurs plans soient parallèles, leurs moments égaux et leurs sens de rotation identiques.
2° Composition des couples. — Un nombre quelconque de couples est toujours équivalent à un couple unique dont l’axe est la somme géométrique des axes des couples composants.
En effet, le système formé par p couples P^ , — P, ; P2, — IL ; • . P^, — P/, est un système de vecteurs dont la résultante générale est nulle. Le moment résultant de ce système est donc le même par rapport à tous les points de l’espace i^fig- 19).
Pour obtenir ce moment résultant OG, par rapport au point O, on peut procéder comme il suit : on prend d’abord le moment ré-
CHAPITRE
THEORIE DES VECTEURS
SU liant OG( de P< et — , moment qui est égal à l’axe du premier
couple, puis le moment résultant OG2 de P2, et — P2, qui est égal à l’axe du second couple; et ainsi de suite jusqu’à OGp, qui est égal
Fig. 19-
à l’axe du dernier couple; puis on compose entre eux tous ces moments composants OG^ , OG2, OG^,. Considérons alors un
couple d’axe OG égal au moment résultant; ce couple unique est équivalent au système des couples donnés, car il a, comme ce système, une résultante générale nulle, et un moment résultant égal à OG.
On pourra, par les opérations élémentaires, réduire le s^^stème de couples donné au couple unique d’axe OG. Si OG = o, le couple unique final est équivalent à zéro; le système proposé également.
Nous n’entrerons pas dans le détail des opérations élémentaires qui permettent de réaliser directement cette composition des couples : il nous suffit de savoir que cette composition est réalisable.
24. Réduction à un vecteur et à un couple. — Un système de vecteurs quelconques est équivalent à un vecteur unique, égal à la résultante générale, appliqué en un point arbitraire et à un couple unique dont l’axe est le moment résultant par rapport à ce point. En efi’et, soient OR la résultante générale et OG le moment résultant du système par rapport à un point arbitraire O. Le nouveau système formé par le vecteur R et un couple (P, — P) d’axe OG est équivalent au système proposé, car il a même résultante générale OR et même moment résultant OG par rapport au
point O {fig- 2o). Le système proposé pourra donc être réduit au système R, P, — P par les opérations élémentaires.
Fig. 20.
Gomme le point O est pris à volonté, il y a une infinité de façons de déterminer un vecteur et un couple équivalents à un système donné. Une fois le point O choisi, le couple (P, — P) n’est pas entièrement déterminé, puisqu’on peut prendre pour ce couple l’iin quelconque des couples en nombre infini ayant OG pour axe.
Si le point O est pris sur Vaxe central DD' en O', la résultante générale O' R et le moment résultant O' g sont dirigés suivant l’axe central; dans ce cas, le plan du couple (P, — P) est perpendiculaire à la direction de la résultante R et son axe est minimum ( fi g. 2 1).
ID
Yr
25. Torseur, vis. — Le géomètre anglais Bail nomme torseur ou torsion le système précédent formé par un vecteur O' R i/ig'- 21) et un couple dont le plan est perpendicul*aire à ce vecteur.
On appelle point d' application, direction, sens et grandeur du torseur, le point d’application, la direction, le sens et la grandeur du vecteur O'R. La flèche /du torseur est le rapport de la grandeur de l’axe du couple g à celle du vecteur R, ce rapport étant regardé comme positif ou
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négatif, suivant que les vecteurs O' R et O' g- sont de même sens ou de sens contraires. En adoptant ces dénominations on voit que : un système quelconque de vecteurs est équivalent à un torseur dirigé suivant l’axe central, ayant pour grandeur et sens la grandeur et le sens de la résultante générale, et pour flèche la quantité
g _ GcosO' LX MY + NZ ^
f est donc la valeur commune trouvée pour les rapports égaux qui figurent dans les équations de l’axe central.
Des torseurs donnés en nombre quelconque se composent toujours en un torseur unique. En effet, chaque torseur donné est un système de trois vecteurs; l’ensemble des torseurs donnés est donc un certain système de vecteurs qui, d'après les règles données précédemment, est équivalent à un torseur unique qu’on sait déterminer.
On appelle vis un torseur dont le vecteur O' R est égal à l’unité :
La quantité /se réduit alors à LX-i-MY-i-NZ : on l’appelle le paramètre ou pas de la vis.
M. Bail a montré l’utilité de la notion de vis dans la Cinématique et la Mécanique du corps solide. On trouvera l’indication des nombreux travaux qu'il a publiés à ce sujet dans le Bulletin bibliographique de Gino Loria, et une exposition de ces travaux dans l’Ouvrage intitulé : Theoretische Mechanik starrer Système, par Gravelius (éditeur G. Reimer, Berlin).
26. Cas particuliers de la réduction précédente. — Il peut arriver, en particulier, qu’un système de vecteurs non équivalent à zéro soit équivalent à un couple unique ou à un vecteur unique.
Un système est équivalent à un couple unique quand la résultanle générale est nulle.
Pour qu’un système soit équivalent à un vecteur unique, il faut et il suffit que, la résultante générale étant différente de zéro, le moment minimum g soit nul, c’est-à-dire que le moment, par rapport à un point quelconque de l’espace, soit perpendiculaire à la direction de la résultante générale. En effet, pour un système formé d’un vecteur unique, l’axe central coïncide avec ce vecteur et le moment minimum est nul; réciproquement, si le moment minimum d’un système est nul, ce système est équivalent à un vecteur unique dirigé suivant l’axe central, le couple d’axe I 3
minimum qu’il faut ajouter dans le cas général étant devenu nul. On a alors f~ o.
LX -f- MY -f- NZ > O
LX 4- MY -i- NZ = O.
Système équivalent à deux vecteurs non situés dans un même plan; équivalent aussi à un vecteur dirigé suivant l’axe' central et à un couple dont le plan est perpendiculaire à cet axe, c’est-à-dire à un torseur.
, I I- X2+ Y^-HZ2>0.
Système équi- \
valent à deux vec- / 2” X = Y = Z = o, teurs situés dans 1 -t- > o.
un même plan. I
Système équivalent à un vecteur unique dirigé suivant l’axe central.
Système équivalent à un couple unique.
Système équivalent à zéro.
28. Moment relatif de deux systèmes de vecteurs glissants. — En employant les notations du n" 18, on appelle moment relatif de deux systèmes de vecteurs (S) et (Sq) la quantité
(1) LXo-+-MYo+NZo+LoX-+-MoYh-NoZ,
dont la valeur est indépendante du choix des axes. On peut, en effet, l’écrire sous la forme
(L-f- Lo) (X-j-Xo) -h (M -h Mo) (Y •+• Yo)-i- (N -i- No)(Z -i-Zq) ._(LX-f-MY-^NZ)-(LoXo-^MoYo4-NoZo),
dans laquelle les trois termes sont des invariants pour le système total iS)-^(So) ou l’un des systèmes (S) ou (So). D’après la signification de ces trois invariants telle qu’elle résulte du 11° 21, le moment relatif de (S) et (So) est égal à six fois la somme des volumes des tétraèdres obtenus en associant tous les vecteurs de (S) à tous ceux de (So).
En appelant 0 la plus courte distance des axes centraux des deux systèmes, a leur angle, R, Ro les résultantes générales dirigées suivant ces axes, g et les moments minima des deux systèmes estimés suivant les résultantes, le moment relatif des deux systèmes est
(2) ih RRo ô sina -h (^Ro -h ^oD) cosa,
où le premiei terme est le moment relatif de R et Ro, comme on le vérifie immédiatement en prenant l’un des axes centraux pour axe Oz (n° 17) et voyant ce que devient l’expression (i).
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29. Application des théorèmes généraux à des vecteurs glissants parallèles. — Lorsque tous les vecteurs d’un système sont parallèles, ce système est équivalent ou à une résultante unique, ou à un couple, ou à zéro. En effet, tous les moments vectoriels composants, par rapport à un point, étant dirigés perpendiculairement à la direction commune des vecteurs, le moment résultant, s’il n’est pas nul, est perpendiculaire à cette direction; la résultante générale, si elle n’est pas nulle, est parallèle à cette direction. L’invariant LX-l-MY-l-NZ est donc nul.
Soient a, [^, y les cosinus directeurs d’une demi-droite parallèle à la direction commune des vecteurs. Appelons P^ , P2, ..., P/, les grandeurs des vecteurs estimés suivant cette demi-droite^ de sorte que les vecteurs dirigés dans le sens de cette demi-droite seront positifs, et les vecteurs dirigés en sens contraires négatifs. On aura, en appelant Xk^yk-, les coordonnées du point d’application du vecteur P/i^, ; X/f, 7jk ses projections sur les axes supposés rectangulaires, et L^, Na ses moments par rapport aux axes,
X/,-aPA, Y/,= ^Pa, Za^yPa;
La= Pa(T7/c— Ma= PA(a^A— ^(ock), Na= Pa(^^a— a/A).
Puis, en posant
P = P,-f-Po-4-...+ P,,= SPA,
le signe S indiquant une somme étendue à tous les vecteurs, on ;i, pour les projections de la résultante générale et du moment résultant,
Xr=:aP, Y=|3P, Z = yP;
L = Y ^ P/.-7/f — Pa 2a, M = a 2 Pa^a — Y^ Pa^a,
N = ^SPAiPA— aEPAjA-
On vérifie immédiatement la relation
LX + MY + NZ O.
Donc, si
P > O, système équivalent à un vecteur unique;
P = O, L2 H- M2 -h N2 > O, » à un couple unique;
P = o, L=M=N=o, )) à zéro.
Les conditions nécessaires et suffisantes pour que le système soit équivalent à zéro sont donc
Remarque. — Dans le cas particulier où l’on aurait
SP/,= o, Y.VkXk—0, SP/,jk'a;=o, EP/,2/,= o,
les conditions précédentes seraient vérifiées quels que soient a, P, y ; le système serait équivalent à zéro quelle que soit la direction commune, on donne aux vecteurs parallèles, pourvu qu’on n’altère pas leurs ra|)ports de grandeurs. On dit alors que le système des vecteurs parallèles est en équilibre astatique.
Axe central. Vecteur résultant. — Supposons o ; le système est alors équivalent à un vecteur unique, dont la valeur algébrique est P et dont les projections sont aP, pP, yP; ce vecteur est dirigé suivant l’axe central : nous l’appellerons, pour abréger, le vecteur résultant du système.
Les équations de l’axe central sont actuellement
yZ — zX — h = ^X — — M = o, ^Y— yX — N = o,
car la valeur commune des trois rapports égaux qui forment les équations de cet axe est nulle. Ces équations deviennent, d’après les valeurs précédentes de X, Y, Z, L, M, IN ,
Y ( Py — S P/,yA-) — (3 ( P 2 — S P/, Z/,) = O, ... ;
on peut les écrire
P.r — EPa37^ _ Py — 2 P/,yA- _ P ^ — S V/,Zic
ou, en posant
S P /(Xk
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Lorsque tous les vecteurs glissent, la droite D ne change pas, car X, Y, Z, L, M, N ne changent pas. Les coordonnées des points d’application yk^ Zk changent; le point C(^,ti,Ç) se déplace, mais il àécrxi V axe central D des vecteurs glissants parallèles donnés, sur lequel glisse la résultanle.
V. — VECTEURS LIÉS; LES SIX COORDONNÉES D’UN VECTEUR LIÉ; CENTRE DE VECTEURS LIÉS PARALLÈLES. DÉ- RIVÉES GÉOMÉTRIQUES.
30. Les six coordonnées d’un vecteur lié. — Nous avons appelé vecteur lié vecteur localisé en un point un vecteur qui est appliqué à un point déterminé de l’espace.
Par exemple, le moment résultant AG d’un système de vecteurs glissants donnés, par rapport à un point A, est un vecteur lié au point A.
Pour définir analytiquement un vecteur A^ B, lié au point Aj, il faut donner les trois coordonnées .2*1, du point Ai et les
trois projections X,, Yi, Z< du vecteur, en tout six nombres indépendants, qui constituent les coordonnées du vecteur lié.
Nous étudierons plus loin, d’abord à propos de la notion de travail, puis dans le troisième Volume, des champs de vecteurs, c’est-à-dire un ensemble de vecteurs localisés aux différents points d’une région continue de l’espace.
31. Centre d’un système de vecteurs parallèles liés. — Nous avons vu (n" 29) que des vecteurs glissants parallèles, dont la somme géométrique n’est pas nulle, sont équivalents à un vecteur glissant uni(|ue, ou résultant, porté par l’axe central D du système.
Appelons, comme plus haut, a, v les cosinus directeurs d’un axe parallèle aux vecteurs; P< , P2, ..., P« les valeurs algébriques de ces vecteurs estimées positivement dans le sens a, [^, yetXi,
1 x^-) fit • • -5 y U', les coordonnées des points d’ap-
plication de ces vecteurs. Les projections Xa, Y^, Z^ du vecteur Pa^ sont aP^, ,8Pa, yP^. Nous avons montré (n° 29) que la résultante de ces vecteurs glissants leur est parallèle, a pour valeur algébrique
P — P lH-P2 + ...-t-P/<; — SP^r,
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j)oiir projections X, Y, Z les quantités a P, [:iP, y P, et est portée par l’axe central D ayant pour équations
où
s PA-.r/.
SP
S^Pa-
Supposons maintenant que les vecteurs PASoient respectivement liés à leurs points d’application Xk-, ta, Zh considérés comme déierminés et ne puissent plus glisser sur les droites qui les portent : le point G défini par les équalions (C) est alors entièrement déterminé ; ce point s’appelle le centre des vecteurs parallèles donnés, liés à leurs points d^ application. Convenons de taire glisser la résultante P sur l’axe D jusqu’à ce qu’elle ait, comme point d’application, le point G, de façon à en faire nn vecteur lié au point G. On appelle alors cette résultante, localisée au point G, la résultante des vecteurs parallèles liés.
En résumé, si des vecteurs parallèles liés ont une somme géométrique différente de zéro, leur résultante est un vecteur équipollent à cette somme, lié au centre des vecteurs parallèles donnés.
Les formules (G), qui donnent les coordonnées 'i\, ^ du centre G des vecteurs parallèles liés, montrent que : le centre dhin système de vecteurs parallèles liés ne dépend pas de a, [3, y, d est-à-dire de la direction commune des vecteurs; il dépend seulement de leurs points d^ application (^xr., yh-, Zh) et des rapports de leurs grandeurs P,, P2, . P«. Le fait que le
point G dépend uniquement des rapports des grandeurs des vecteurs résulte de ce que les expressions de y), sont homogènes et de degré zéro par rapport à Pi , P2, . . ., P«. On peut aussi énoncer le résultat sous la forme suivante : Si l’on change la direction commune des vecteurs parallèles liés à leurs points d’ application et si l’on fait varier proportionnellement les grandeurs de ces vecteurs, leur résultante, qui leur est parallèle, varie dans le même rapport et reste liée au centre des vecteurs parallèles .
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Remarque sur le cas oit SP/f = o. — Lorsque la somme des vecleurs P = SPyv est nulle, sans que les trois sommes SP/fjK/f, SPa^a soient milles toutes trois, le centre C des vecteurs parallèles liés est rejeté à l’infini, car une au moins des coordonnées 7\, Ç est infinie : ce point n’existe plus.
Si l’on avait à Ja fois
2P/,= o, 'LVkX/c=o, SP/,jK/t=o, I,?kZk=o,
les coordonnées Ç seraient indéterminées : le centre des vecteurs parallèles liés serait donc indéterminé.
Exemple. — On retrouve sans peine, à titre d’exemple, les propriétés élémentaires d’un système de deux vecteurs parallèles localisés en deux points Al et A2 et ayant pour valeurs algébriques Pi et P2. Quand Pi P2 est différent de zéro, le système admet un vecteur résultant, c’est-à-dire est équivalent à un vecteur unique ayant pour valeur algébrique
et localisé en un point A (centre des deux vecteurs parallèles {fig. 22) détermine par la relation
ââ; __ P2
~~ Pi’
Fig. 22.
dans laquelle, suivant les conventions habituelles de la Géométrie, le rapport des deux segments AAi et AA2 est positif ou négatif, suivant que ces deux segments sont de même sens ou de sens contraires.
Dans le cas particulier où Pi -4- P2 =0, les deux vecteurs donnés sont égaux et de sens contraires; le centre des vecteurs parallèles plus.
Les deux vecteurs forment en général un couple, à moins qu’ils ne soient directement opposés. Si Pi H- P2 étant nul les deux vecteurs sont appliqués au même point, le centre des vecteurs parallèles est indéterminé.
32. Moments des vecteurs parallèles liés par rapport à un plan. — Les formules qui donnent les coordonnées q, Ç du centre
d’un système de vecteurs parallèles localisés en des points conduisent, quand on les traduit en lan<,^age géométrique, au théorème des moments par rapport à un plan.
Étant donnés un plan II, qu’on peut toujours prendre pour plan et un axe {fig- ^S) de direction arbitraire, on appelle
Fig. 23.
moment d’une des grandeurs géométriques parallèles , par rapport à ce plan II, le produit de la valeur algébrique P* de la grandeur par la coordonnée Zh de son point d’ application, Pa^a-
Le moment ainsi défini est une quantité positive, négative ou nulle, dont la valeur dépend du point d’application de la grandeur géométrique, de sorte que ce moment change quand on la transporte en un point de sa direction. La propriété fondamentale résultant de cette définition est la suivante :
Quand des vecteurs parallèles localisés en des points ont une résultante, le moment de cette résultante par rapport à un plan est égal à la somme algébrique des moments des composantes, à condition de localiser la résultante au centre des vecteurs parallèles.
Pour le démontrer, supposons d’abord l’axe O ^ perpendiculaire au plan II; le -s du centre des vecteurs parallèles est donné par l’équation
où P = SP;i^; or cette équation exprime précisément le théorème que nous voulons démontrer.
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Si l’axe Os est oblique au plan II, on prendra un axe auxiliaire Os' normal au plan et faisant avec Os un angle a. Appelons s', s'2, s'^, Ç' les coordonnées s des points d’application comp-
tées parallèlement à ce nouvel axe, c’est-à-dire normalement au plan; on aura, d’après ce qui précède,
mais les coordonnées s' et s sont liées par les relations évidentes ^'=^iCosa, ^2 = ^2 cos a, J^'=^cosa;
en substituant, on a la relation à démontrer
Le théorème des moments est donc établi dans sa généralité.
En l’appliquant successivement aux trois plans coordonnés supposés obliques, on obtient, pour déterminer les coordonnées ’Ç du centre des vecteurs parallèles e/^ axes obliques, les mêmes l'ormules avec des axes rectangulaires.
Remarque I. — Le théorème des moments par rapport à un plan ne peut s’appliquer que si 2P/t^o.
Lorsque SP/t = o, le théorème ne peut pas s’appliquer, car, si la résultante est alors nulle, le centre des vecteurs parallèles est à l’infini. Il n’y a d’exception que pour le cas encore plus particulier où les vecteurs sont en équilibre asiatique
2 P/ta7/f = S PæJ/c = 2 Pat^æ = O ;
alors L C sont indéterminés et le théorème s’applique.
Remarque II. — Dans le cas particulier où tous les vecteurs sont dirigés dans le même sens, le centre des vecteurs parallèles est intérieur à toute surface convexe entourant tous les points d’application des composantes. En effet, prenons pour sens positif celui des vecteurs donnés Pi, ..., P„, pour plan des xy un plan tangent II à cette surface, et pour axe Oz une perpendiculaire à ce plan située du même côté que la surface (Jig. ‘24).
Alors les z de tous les points d’application sont positifs, et l’équation
J. le
montre que Ç est également positif. Le centre des vecteurs parallèles, se.
trouvant par rapport à un plan tangent quelconque du même côté que la surface, est situé à l’intérieur de celle-ci.
Fig. 24.
Dérivées géométriques. — Soit 20) un vecteur lié GM
Fig. 25.
dont l’origine O est fixe. Supposons que ce vecteur dépende d’une variable u, de telle façon que, u variant d’une manière continue, l’extrémité M se déplace d’une manière continue. On peut dire alors que le vecteur est une [fonction continue de u. Soient OM et OM^ les deux vecteurs correspondant aux valeurs u et -H A w de la variable, Au étant supposé positif. L’accroissement géométrique correspondant du vecteur est la différence géométrique (OM<) — (OM), c’est-à-dire un vecteur égal à MM,. Le rapport de cet accroissement à l’accroissement de la variable est le vecteur
Lu
qui a même direction et même sens que MM,.
Quand Au tend vers zéro, ce vecteur MB tend vers un vecteur limite MD tangent à la courbe décrite par M; ce vecteur limite MD est la dérivée géométrique du vecteur OM par rapport à u.
Détermination analytique du vecteur dérivé. — Prenons trois axes Oxyz d’origine O. Les coordonnées .r, y, z du point M
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sont les projections du vecteur OM sur ces axes, la projection sur chaque axe étant faite parallèlement au pian des deux autres. Les quantités z sont des fonctions de u. Quand u croît de Aw,
M vient en z croissent de Ay, A^. Le vecteur MM,
ayant pour projections Aæ, Ar, Az^ le vecteur MB, égal au quotient de MM, par An, a pour projections
ùix Ax An^ Au’
en supposant que Au tende vers zéro, on voit que le vecteur dérivé MD a pour projections les dérivées
dx dy dz
du du ’ du
des projections du vecteur primitif.
VI. — VECTEUR POLAIRE; VECTEUR AXIAL
34. Nature de la symétrie d’un vecteur. — Les grandeurs représentées par des vecteurs peuvent présenter deux sortes de symétrie; à ce point de vue, elles se classent en vecteurs polaires et vecteurs axiaux.
Vecteur polaire. < — Un vecteur A, B, est dit polaire quand la grandeur physique qu’il représente est symétrique par rapport à tous les plans passant par A, B,, mais non par rapport à un plan perpendiculaire à A, B,. Par exemple, une vitesse, une accélération sont représentées par des vecteurs polaires. On peut dire que la symétrie d’un vecteur polaire A, B, est la même que celle d’un paraboloïde de révolution autour de A, B,. Le sens de l’orientation des axes, le sens choisi comme sens positif des rotations n’interviennent pas dans la définition d’un vecteur polaire.
Vecteur axial. — Un vecteur A, B, est axial quand la grandeur physique qu’il représente est symétrique, non seulement par rapport aux plans passant par A, B,, mais aussi par rapport à un plan perpendiculaire à A, B,, de telle façon que la symétrie de la
grandeur physique à représenter est la meme que celle d’un cylindre de révolution autour de A^ .
La définition d’un vecteur axial dépend ordinairement d’une convention sur le sens positif des rotations ou sur le sens attribué à certaines circulations. Par exemple, le moment vectoriel BG, d’un vecteur polaire glissant A, B,, par rapport à un point B, est un vecteur axial; en effet, l’être physique qu’il s’agit de représenter par le vecteur BG< est caractérisé : i" par le plan du point B et de la droite qui porte le vecteur A, Bi ; 2° par l’aire du triangle BA,B,. Or, ces deux éléments sont symétriques par rapportai! plan BA<B<. Le sens donné au vecieur BG< , par rapport à ce plan, est le résultat d’une convention sur le sens positif de rotation autour d’un axe; ce vecteur est donc axial. La représentation du moment par un vecteur a ainsi quelque chose d’imparfait, car on introduit, par le choix arbitraire du sens positif des rotations, une dissymétrie qui n’existe pas dans l’objet qu’il s’agit de représenter. On pourrai t éviter cette dissymétrie en convenant, par exemple, de représenter le moment du vecteur polaire A, B, par rapport au point B par un cercle décrit dans le plan BA<B<, de B comme centre, avec un rayon mesuré par le même nombre que le moment et sur le contour duquel on indiquerait, par une flèche, le sens dans lequel un point parcourant Ai B, tourne autour de B. Cette représentation mettrait en évidence les symétries du moment, mais elle serait moins commode, à d’autres points de vue, que la représentation usuelle du moment. De même, l’axe d’un couple de vecteurs polaires est un vecteur axial.
On vérifiera sans peine que le moment vectoriel B'G' d’un moment vectoriel BG<, par rapport à un point B', est un vecteur polaire. Pour cela, il suffira de vérifier que le vecteur B' G' est indépendant de toute convention faite sur le sens positif des rotations.
Ces considérations présentent de l’importance en Physique.
EXERCICES
1. Démontrer que la grandeur R du vecteur résultant de plusieurs vecteurs concourants Pj, P2, P„ est donnée par la formule suivante :
R2 = SP2 + 2SP.Pj coslC^fr,
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la première somme étant étendue à tous les vecteurs, la seconde, à toutes les combinaisons de ces vecteurs deux à deux.
2. Pour qu’un système de vecteurs soit équivalent à zéro, il faut et il suffit que le moment résultant soit nul par rapport à trois points non situés en ligne droite.
3. Dualité dans la théorie des vecteurs. — Soient une sphère imaginaire de
centre O, + 1 = o, et un vecteur Pj de projections X,, Yj, Zj et de mo-
ments L,, Mj, Nj ; sur la droite conjuguée de Pj par rapport à la sphère, prenons un vecteur P'^ de projections X'j = Lp Y'j = Mj, Z[ — N,, ce qui est possible, car la direction Lj, N, est normale au plan OPj. Démontrer qu’il y a réciprocité contre les vecteurs Pj et P'j, c’est-à-dire que Pj est dirigé suivant la droite conjuguée de Pj et que ses projections sont égales aux moments de P', X, = L( , Yi = M(, = ( transformation dualistique de M. Klein dans un cas particulier
signalé par M. Kœnigs).
4. D’après la transformation précédente, à un système ( S ) de vecteurs correspond un système (S'). Démontrer que le moment résultant de l’un par rapport à O est égal à la résultante générale de l’autre.
5. Si l’un des systèmes précédents (S), (S') se réduit à un couple, l’autre se réduit à un vecteur passant par l’origine et réciproquement.
6. Trouver les courbes gauches dont les tangentes sont des droites de moment nul. — En prenant pour axe des z l’axe central du système, l’équation différentielle de ces courbes est
f dz — xdy — ydx.^
f étant la flèche du torseur. Démontrer que les équations de la courbe la plus générale vérifiant cette équation peuvent s’écrire
2r=cp(9), ^ = v^/cp' (9 ) COS0, r = y^/cp' ( 9 ) sin9,
cp(9) désignant une fonction arbitraire de 9.
7. Démontrer que le plan osculateur à l’une des courbes de l’exercice précédent a son foyer au point d’osculation.
8. On peut d’une infinité de manières former des systèmes de deux vecteurs F et équivalents à un système de vecteurs donnés et tels que F <ï> soient rectangulaires. Démontrer que les droites F et <ï> forment un complexe du second ordre. On retrouve ce même complexe en cherchant le complexe formé par les moments résultants relatifs à tous les points de l’espace.
9. Si deux vecteurs F et <ï> sont équivalents à un système donné, leur perpendiculaire commune rencontre normalement l’axe central du système.
10. Soient plusieurs couples et le couple résultant : prouver que la projection, sur un plan quelconque, du parallélogramme construit sur les deux vecteurs du couple résultant, a une aire équivalente à la somme algébrique des aires des projections des parallélogrammes construits sur les vecteurs des couples composants.
11. Soient P', P", ..., P^**) des vecteurs formant un système équivalent à zéro, et JVJ', M", ..., M(*^) les moments respectifs d’un autre système S de^vecteurs par
rapport aux axes P', P", Démontrer la relation
On démontre d’abord le théorème pour un vecteur P du système S, en remarquant que la somme des moments des vecteurs P', P", P(*"), par rapport à P,
est nulle.
12. Coordonnées barycentriques de Mobius. — Soit un tétraèdre A1A2A3A4; on appelle coordonnées barycentriques d’un point M les valeurs algébriques Pj, P2, P3, P4 des quatre vecteurs parallèles qu’il faut appliquer aux sommets A,, A2, A3, A4, pour que le centre de ces vecteurs parallèles coïncide avec M. Démontrer que :
A chaque point M correspondent des valeurs de Pj, P2, P3, P4, déterminées à un facteur près. Dne équation linéaire et homogène en Pj, P2, P3, P4 représente un plan dont les distances aux quatre sommets sont proportionnelles aux coefficients de Pj, P2, P3, P4. Si ces coefficients sont égaux, l’équation représente le plan de l’infini. Une surface d’ordre rn est représentée par une équation homogène de degré m en Pl, P2, P3, P4-
13. Trouver le iorseur résultant de deux torseurs rectangulaires concourants.
Solution. — Prenons les droites qui portent ces torseurs pour axes des x et des jK, et une perpendiculaire à ces droites pour axe des .3. Soient X le vecteur, L le couple du torseur porté par 0^7, 'k la flèche {fig. 26); on aura L = XX. De
Fig. 26.
même, en désignant par M, Y, [x les quantités analogues pour le second torseur, on aura M = p, Y.
Soient R la résultante de X et Y, G de L et M. L’axe central du système total a pour équations
XX + .SY aY— .sX — .rY-t-rX X “ Y ~ O ’
11 est parallèle à OR, et rencontre 0.s en un point O', donné par
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Soit O' R' cet axe. Désignons par R', G' la résultante générale du système et le moment résultant en O'. R' est égale à R; il faut calculer G', ou plutôt le rapport
K =-,77> c’est-à-dire la flèche du lorseur résultant. Or le rapport de G' à R' est
égal au rapport de leurs projections L', X sur l’axe des æ;. On trouve ainsi
L' zY,
'^ = -xï+ÿ"’
le torseur résultant est entièrement déterminé.
14. Chercher le lieu du torseur résultant O' R' G' de l’exercice précédent, quand les flèches }; et p. des torseurs composants restent constantes et que leurs intensités X et Y sont variables.
La surface cherchée est le conoïde
z{x‘^ -h — ( p. — 'X ) xy.
Ce conoïde a reçu de Cayley le nom de cylindroïde; Rail a montré qu’il partage avec les cylindres cette propriété que le lieu des projections d’un point quelconque sur les génératrices est une courbe plane. On s’assure, de plus, que cette courbe est une conique, en vérifiant que le lieu des projections d’un point quelconque de l’espace sur les génératrices du cylindroïde est une conique.
15. Démontrer d’une manière générale que le torseur résultant de deux torseurs quelconques, de positions fixes, engendre un cylindroïde lorsque les flèches des torseurs composants restent constantes, leurs intensités étant variables.
On prendra pour axe O .s la perpendiculaire commune aux deux torseurs.
16. De toutes les surfaces réglées non cylindriques, le cylindroïde est la seule qui possède la propriété que le lieu des projections d’un point quelconque sur les génératrices soit une courbe plane {voir Appell, Bulletin de la Société mathématique, décembre 1900; Rrigard, Ibid., janvier igor; Demoulin, Ibid.).
17. Un système de vecteurs glissants quelconques est toujours équivalent à six vecteurs dirigés suivant les six arêtes d’un tétraèdre.
18. Soit SABC le tétraèdre. Prenons pour sens positif sur les arêtes issues de S les sens SA, SB, SC; puis, sur chaque arête de la base, telle que AB, le sens des rotations positives AB autour de l’arête opposée SC, et appelons y\, Ç,X, fx, v les valeurs algébriques des six vecteurs dirigés suivant SA, SB, SC, BC, CA, AB. Démontrer que l’invariant LX H- MY -f-NZ a pour valeur
[bc sa
Ji A X1 SB AB SC J ’
V désignant le volume du tétraèdre donné.
19. Pour que le système des vecteurs glissants soit équivalent à zéro, il faut et
il suffit que les six composantes X, p., v soient nulles.
20. Pour qu’un système de vecteurs glissants soit équivalent à zéro, il faut et n suffit que la somme des moments par rapport à chacune des six arêtes d’un tétraèdre soit nulle.
21. Un système de vecteurs glissants, tous situés dans un même plan, est équivalent ou bien à une résultante unique, ou à un couple, ou à zéro.
22. Un système de vecteurs glissants, tous situés dans un même plan, est équivalent à trois vecteurs dirigés suivant les côtés d’un triangle arbitrairement choisi dans ce plan.
23. Pour que la dérivée géométrique d’un vecteur lui soit constamment perpendiculaire, il faut et il suffit que ce vecteur ait une longueur constante.
24. Pour que la dérivée géométrique d’un vecteur soit constamment dirigée suivant ce vecteur, il faut et il suffit que ce vecteur ait une direction fixe.
CHAPITRE II
CINÉMATIQUE.
La Cinématique n’a été constituée comme une Science distincte qu’à une éfioque. relativement récente. Déjà d’Alembert avait indiqué l’importance de l’étude des lois du mouvement en ellesmêmes; mais c’est Ampère qui, le premier, montra la nécessité de faire précéder la Dvnainique d’une théorie des propriétés géométriques des corps en mouvement. Ces propriétés ont été exposées en i838, à la Faculté des Sciences de Paris, par Poncelet, à qui l’on doit, entre autres, les théorèmes sur le déplacement continu d’un solide dans l’espace, sauf la notion d’axe instantané de rotation et de glissement, qui est due à Chasles; les formules qui donnent, les variations des coordonnées des points d’un solide mobile dans l’espace remontent à Euler {^Académie de Berlin, i^ào). La Cinématique comporte des applications géométriques nombreuses : telle est la méthode de construction des tangentes de Roberval, la théorie du centre instantané de rotation, qui est due à Chasles et dont un cas particulier a déjà été donné par Descartes à propos de la tangente à la cjcloïde; telles sont encore les propriétés des systèmes de droites, de plans et de points que Chasles a rattachés au mouvement d’un corps solide et qui conduisent (le la façon la plus simple à la notion de complexe de droites du premier ordre. En 1862, M. Resal fit paraître un Traité sur la Cinématique pure, qui se trouva ainsi définitivement constituée à l’état de Science distincte.
Nous n’exposerons ici que les notions qui sont indispensables pour la suite du Cours de Mécanique. C’est ainsi que nous ne nous occuperons pas des déplacements d’un corps solide dont la position dépend de deux ou plusieurs paramètres indépendants,
déplacements étudiés principalement jiar MM. Schônemann, Mannheim, Ribaiicour, Tait et Thomson, Kœnigs.
I. - CINÉMATIQUE DU POINT
35. Définitions. — Quand on dit qu’un corps est en repos ou en mouvement, on sous-entend toujours que ce repos ou ce mouvement ont lieu par rapport à certains autres corps; ainsi un objet immobile à la surface de la Terre est en repos par rapport à la Terre, la Terre elle-même est en mouvement par rapport au Soleil, etc. En d’autres termes, on n’observe que des mouvements relatifs.
Néanmoins, il est commode, dans chaque question de Cinématique, de faire choix d’un système d’axes qui, par définition, sera regardé comme absolument fixe. Le mouvemeni, par rapport à ces axes, s’appellera alors mouvement absolu.
Mais si, en Cinématique, le choix du système d’axes regardé comme fixe est arbitraire, il n’en est pas de même en Mécanique; nous verrons plus loin que, pour simplifier autant que possible l’étude des phénomènes naturels, au point de vue mécanique, les axes qu’il convient de regarder comme fixes sont des axes ayant pour origine le centre de gravité du système solaire et dirigés vers trois des étoiles appelées fixes.
Pour définir l’instant où un certain phénomène s’accomplit, on le rapporte à un instant déterminé appelé initial et l’on se donne le nombre qui mesure avec une certaine unité (la seconde de temps moyen, par exemple) l’intervalle de temps compris entre l’instant initial et l’instant considéré, ce nombre étant précédé du signe -h ou du signe — , suivant que l’instant considéré est postérieur ou antérieur à l’instant initial. D’après cela, quand nous parlerons d’un instant la lettre t désignera un nombre positif ou négatif de secondes.
Afin de simplifier l’étude de la Cinématique, on étudie d’abord le mouvement d’un point, puis celui d’un corps de dimensions quelconques.
36. Mouvement d’un point. — Soient trois axes Ox, Oy, absolument fixes et un point mobile M, dont les coordonnées x,
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y, z{fig. ‘l’j) sont des fonctions continues données du temps t : J^a courbe décrite par le point est la trajectoire du mobile : ses
Fig-. 27.
équations s’obtiennent en éliminant t entre les équations qui définissent zen fonctions de t.
On peut aussi définir le mouvement de la façon suivante : on donne la trajectoire, puis, prenant sur cette trajectoire un pointMo comme origine des arcs, un sens Mq S comme sens des arcs positifs, on donne en fonction du temps la valeur algébrique s de l’arc MqM qui sépare le mobile du point Mq.
37. Mouvement rectiligne uniforme ; vitesse. — On dit que le mouvement est rectiligne quand la trajectoire est une droite. Si l’on prend cette droite pour axe Ox^ les deux modes précédents de définition du mouvement se confondent et le mouvement est défini par l’expression de l’abscisse du mobile en fonction du temps.
Le plus simple des mouvements rectilignes est celui pour lequel X est une fonction du premier degré du temps,
X = at ^ h,
a e\. h désignant des constantes. Ce mouvement est caractérisé par ce fait que la variation b^x de x^ pendant un intervalle de temps quelconque A^, est proportionnelle à A^.
Soient M la position du mobile à l’instant M^ sa position à l’instant ^ -|- A^, Lt étant positif; la grandeur géométrique MM, a pour valeur algébrique, estimée suivant l’axe Ox^ à,x. Si, dans le sens MM,, on porte, à partir de M, une longueur MW égale à
bl
la grandeur géométrique MW, dont la valeur algébrique
est s’appelle vitesse du mouvement uniforme {fig> 28). La valeur algébrique de celte vitesse est égale à la constante a.
Fig. 28.
0 M Ml W X
38. Mouvement rectiligne varié; vitesse. — Soit un mouvement rectiligne varié dans lequel on ax = cp(^). Le déplacement MM< , que subit le mobile quand t croît de A^, est une grandeur géométrique dont la valeur algébrique est Lx. Si, dans le sens
MM^ {fig- 29), on porte une longueur MW égale à le vec-
teur MW, dont la valeur algébrique est s’appelle vitesse
Fig. 29.
moyenne du mobile dans l’intervalle de temps A^. C’est la vitesse que posséderait un mobile fictif animé d’un mouvement uniforme et allant de M en Mi pendant le temps A^. Si A^ tend vers zéro, lé vecteur MW tend vers un vecteur limite MV, dont l’expression
algébrique est la dérivée ou cp'(^), qu’on appelle du mo-
bile à l’instant t.
Par exemple, si l’on a
X = at^ H- bt
a, b, c désignant des constantes, la vitesse MV à l’instant t aura pour valeur algébrique estimée suivant l’axe Ox
dx
~di
= lat
La variation de cette vitesse est proportionnelle à la variation du temps. On dit que le mouvement rectiligne ainsi défini est un iformémen t varié .
Vecteur; vitesse dans le mouvement curviligne Soient M
et M< les positions du mobile aux instants ^ et ^ + A^. Portons sur MM^ 3o), dans le sens MM^, une longueur MW égale à
Fig. 3o.
; le vecteur MW s’appelle vitesse moyenne du mobile
pendant le temps A^; c’est la vitesse que posséderait un mobile fictif animé d’un mouvement rectiligne uniforme qui parcourrait le segment de droite MMi dans le temps Lt. Lorsque Lt tend vers zéro, la vitesse moyenne MW tend vers un vecteur limite MV tangent à la trajectoire en M, qu’on appelle vitesse du mobile à V instant t. La vitesse est un vecteur polaire localisé au point mobile.
Soient x^y^ z les coordonnées du mobile : les projections de la grandeur géométrique MM^ sur les trois axes sont A^, Ay, celles de la grandeur MW, ou vitesse moyenne, seront donc
ù^x Ajk A;:
Si A^ tend vers zéro, MW tend vers MV ; on aura donc pour les projections de la vitesse à l’instant t
dx dy dz dt^ dt’ dt
Supposons le mouvement défini par la trajectoire et par l’expression de l’arcMoM = 5en fonction de t. Comme le rapport de l’arc MM^ à la corde MM^ tend vers l’unité quand Attend vers zéro, la vitesse a pour valeur absolue
Si l’on mène la tangente à la trajectoire MT dans le sens des arcs positifs, la vitesse est dirigée dans le sens MT, ou en sens contraire, suivant que ^ est positif ou négatif. Donc la valeur algébrique c de la vitesse estimée positivement dans le sens MT est ds
Quand cette vitesse c est constante, on dit que le mouvement curviligne est uniforme ,
40. Vecteur accélération. — La conception de l’accélération dans les cas les plus simples appartient à Galilée.
Soient MV, M^ V, les vitesses du mobile aux instants t et t + ^t {fig. 3i, I).
Fig. 3i.
Menons par M un segment MU égal et parallèle à M, et soit MH la différence géométrique entre MU et MV, c’est-à-dire la grandeur géométrique qu’il faut composer avec MV pour obtenir
MU. Si l’on porte sur MH une longueur MT égale à le vecteur Ml est V accélération moyenne du mobile pendant le temps A^. Quand tend vers zéro, ce vecteur MI tend vers une limite MJ, qu’on nomme accélération du mobile à l’instant t. L’accélération est donc un vecteur polaire localisé au mobile. Comme le plan VMU a pour limite le plan oscillateur en M à la trajectoire, l’accélération MJ est située dans le plan osculateur.
Pour obtenir les projections de l’accélération sur les axes coordonnés, remarquons que la vitesse MV à l’instant t a pour projection sur un axe, Oæ par exemple, et la vitesse M,V< à
l’instant t A^, ou son égale MU, a pour projection, sur le même
dcc doc •
axe, projection de MH étant la différence des pro-
MI
Faisant tendre vers ration MJ à l’instant t
(MJ)
dt
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dx A —
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Hodographe. — On ramène facilement la notion d’accélération à celle de vitesse. Par un point fixe arbitraire A, menons un vecteur Am égal et parallèle à la vitesse MV du mobile à l’instant t (fig. 3i, II). Quand Avarie, le vecteur Am change, et son extrémité constitue un nouveau mobile parcourant une trajectoire h appelée hodographe. La vitesse de ce nouveau mobile mj est, à chaque instant, égale à l’accélération du premier M. En effet, à l’instant t H- A^, le mobile m occupe une position m^ telle que Km^ soit égal et parallèle à M, ou à MU : par conséquent, mm, est égal et parallèle à VU ou à MH. La vitesse moyenne du mobile m pendant l’intervalle Ai est un vecteur mi dirigé suivant mm, et
égal à ’ cette vitesse mo^yenne mi est donc égale et parallèle
à l’accélération moyenne Ml du premier mobile M. En faisant tendre Ai vers zéro, on voit que la vitesse mj du mobile m à l’instant i est égale à l’accélération MJ du mobile M au même instant.
Soient, par exemple,
(i) a? = ai2+ 6i + c, y = a! h' t c\ z = a" b" t ^ c" ,
a, è, c, a', 6', c', a'\ b\ c" désignant des constantes. La trajectoire est alors une parabole.
Les projections de la vitesse sont
dx
-J- = lat H- 6, dt
— J — = 'i.CL t — 1~ b ,
— — 2a"iH- b" ; dt
celles de l’accélération
sont constantes. L’accélération est donc constante en grandeur, direction, sens. Réciproquement, si, dans un mouvement, l’accélération est constante en grandeur, direction, sens, ce mouvement est défini par des équations de la forme ( i ). En effet, en partant des équations (3), on remonte successivement par des intégrations aux équations (2), puis aux équations ( i ). Ce mouvement sera étudié en détail à propos du mouvement des corps pesants dans le vide.
Il est important de remarquer que, si l’accélération d’un mouvement est constante en grandeur, direction et sens, l’accélération moyenne pendant un intervalle de temps quelconque a la même valeur constante en grandeur, direction et sens. En effet, les équations (3) étant supposées satisfaites, on en déduit par l’intégration les équations (2), qui donnent, pour les projections de l’accélération moyenne pendant le temps tst, les mêmes valeurs 2a, 2a', la" que pour les projections de l’accélération à l’instant t.
Dans cet exemple, l’hodographe est une droite parcourue d’un mouvement uniforme.
41. Accélérations tangentielle et normale (Huygens). — Supposons le mouvement défini géométriquement par la trajectoire
Fig. 32.
et par l’expression de l’arc MoM ou 5, compté positivement dans un sens déterminé Mo S, en fonction du temps {fig> 32).
Soient a, [3, y les cosinus directeurs par rapport à des axes rectangulaires de la tangente MT menée à la trajectoire dans le sens des arcs positifs, et a', y' les cosinus directeurs de la normale principale MN comptée positivement de M vers le centre de cour-
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bure principal C; soit enfin MG = p le rayon de courbure principal de la trajectoire.
Des formules bien connues de Frenet et Serret donnent
dcL
ds
On a évidemment dx dx ds
ds
ds
dt
ds
ds dt dt
dy
dt
dz
ds
dt dt
/dsy
[dt) ’
(dsy
[dt) ’
\ dt )
Différentions encore une fois par rapport à en ayant soin d’écrire
d% dcL ds a' ds
dt ds dt ç dt’ ’
nous aurons pour les projections de l’accélération
d^x d^s dr- ^ dt^
dV- ^ dV^ d‘'-z __ d'^s
Un
Ces formules s’interprètent aisément. Portons sur la tangente, en prenant MT comme sens positif, un segment MJf dont lava-
leur algébrique J; soit et, suivant la normale MN, un segment
égal à ^ formules expriment que la projection de
l’accélération MJ sur chacun des trois axes est égale à la somme des projections des deux grandeurs géométriques MJ; et MJ/^ ; dans l’espace, l’accélération MJ est donc la résultante des grandeurs MJ; et MJ„, que l’on nomme accélération tangentielle et accélération normale. La projection J; de l’accélération MJ sur la
ds
tangente MT s’écrit, en remplaçant ^ par u, d'^ s
dn
dt
dv ds ds dt
1 dv^
La projection J„ sur la normale MG est toujours positive :
ô[dt =7*
L’accélération MJ est donc située dans le plan oscillateur , du côté de la concavité de la trajectoire.
Exemples. — i‘' Si le mouvement est rectiligne, p est infini, la composante normale s’annule; l’accélération se confond alors avec sa composante tangentielle. Réciproquement, si l’accélération normale est constamment nulle, P est infini et la trajectoire est une droite.
2° Si la vitesse est constante en grandeur, c’est-à-dire si le mouvement curviligne est uniforme, l’accélération tangentielle est nulle; l’accélération est dirigée suivant la normale principale et varie en raison inverse du rayon de courbure. Ainsi, lorsqu’un mobile parcourt une circonférence de rayon R, avec une vitesse de grandeur constante p, l’accélération tangentielle est
nulle; l’accélération J est normale et égale à — , c’est-à-dire constante en
grandeur et dirigée suivant le rayon. Réciproquement, lorsque, dans un certain mouvement, l’accélération tangentielle est constamment nulle, la vitesse est constante en grandeur et le mouvement uniforme.
Emploi des dérivées géométriques. — On peut dire que le vecteur vitesse MV d’un mobile M est la dérivée géométrique, par rapport au temps, du vecteur OM joignant un point fixe O au mobile M. Gela résulte de la définition même de la vitesse.
Le vecteur accélération MJ est équipollent à la dérivée géométrique d’un vecteur Am, d’origine fixe A, équipollent à la vitesse ; cela résulte de la définition de l’accélération à l’aide de l’hodographe.
II. — TRANSLATION ET ROTATION D’UN SYSTÈME INVARIABLE
42. Mouvement de translation. — On appelle système invariable ou corps solide un ensemble de points invariablement liés les uns aux autres.
Fig. 33.
Un corps solide est animé d’un mouvement de translation quand il se déplace de telle façon que tous les segments de droites, joignant les points du corps deux à deux, restent parallèles à eux-mêmes. Pour cela, il suffit évidemment que le trièdre
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obtenu en joignant iin point A du corps {^fig> 33) à trois points B, C, D du corps, non situés dans un même plan avec le point A, se déplace parallèlement à lui-même.
Quand un corps estanimé d’un mouvement de translation, tous les points du corps ont à chaque instant la même vitesse et réciproquement. En effet, soient A^ , .s, ) et A2 (.272, ^2) deux
points quelconques du corps; le segment A^ A2 se déplaçant parallèlement à lui-même, ses projections sur les axes .272 — y 2 — y\^ Z2 — sont constantes. Leurs dérivées par rapport au temps sont donc nulles, et l’on a
dxx dx2 dyx dy^ dz^ dz^
* dt dt ’ dt dt ^ dt dt ’
équations qui expriment que les deux points ont même vitesse. Réciproquement, si tous les points du corps ont à chaque instant même vitesse, le corps est animé d’un mouvement de translation. En effet, les deux points A^ et A2 ayant même vitesse, on a les équations ( i ), d’où l’on conclut en intégrant que
— Z2 sont constantes, c'est-à-dire que le segment A^ A2 se déplace parallèlement à lui-même. La vitesse commune à tous les points s’appelle vitesse du mouvement de translation. On voit immédiatement en différentiant les équations (i) que, dans un mouvement de translation, tous les points ont, à chaque instant, la même accélération, qu’on appelle accélération du mouvement de translation.
43. Rotation autour d’un axe fixe. Vitesse angulaire. Représentation géométrique. — Quand un corps solide tourne autour d’un axe fixe AB i^fig. 34), chaque point M du corps décrit un cercle perpendiculaire à l’axe, ayant son centre en P sur l’axe ; sa vitesse est donc normale au plan MAB dans le sens du mouvement. Les arcs décrits dans le même temps par deux points différents sont proportionnels aux distances de ces points à l’axe ; les vitesses de ces deux points sont donc entre elles comme leurs distances à l’axe.
On nomme vitesse angulaire la vitesse des points situés à l’unité de distance de l’axe; si l’on désigne par w cette vitesse angulaire, la grandeur de la vitesse V du point M est donc coMP,
MP étant la distance du point IVI à Taxe. Lorsqu’on définit le mouvement de rotation en donnant en fonction de t l’angle 8 dont le
corps a tourné à partir d’une position initiale, to est égal à
Fig. 34.
Pour déterminer les vitesses dans un mouvement de rotation à un instant il faut connaître trois éléments : V axe de rotation, la vitesse angulaire et le sens de la rotation. On représente ces trois éléments par un vecteur de la façon suivante : prenons sur l’axe de rotation AB un point quelconque A, et portons sur l’axe un segment Aw^de longueur w, dans un sens tel qu’un observateur, ayant les pieds en A et la tête en o), voie le mouvement de rotation s’effectuer de sa gauche vers sa droite. La grandeur géométrique Ao) ainsi définie représente la rotation : en confondant le mouvement de rotation avec le vecteur qui le représente, on dit souvent que le corps est animé d'aune rotation Aw. Gomme le point A, origine du vecteur, peut être choisi où l’on veut sur l’axe, on peut, sans changer la rotation, transporter le segment représentatif O) en un point quelconque de sa direction : une rotation est donc représentée par un vecteur localisé sur une droite; ce vecteur est d’ailleurs axial (n" 34).
44. Expressions analytiques des projections de la vitesse d’un point du corps. — Soient Ao) {fig. 35) la rotation de vitesse angulaire to; p, q, r ses projections sur les trois axes Ox^ Oy, Oz supposés rectangulaires; Xq, yo, Zq les coordonnées du point A. Soient M un point du corps ayant pour coordonnées x.f y, z] MV sa vitesse; Vj, les projections de cette vitesse sur les trois axes : ce sont ces quantités que nous allons calculer.
Pour cela, remarquons que la vitesse V de M est en grandeur, direction et sens le moment de la rotation Aoi par rapport au
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point M; en effet, cette vitesse est égale à ojMP, perpendiculaire au plan MAto et dirigée de façon qu’un mobile allant de A en oj tourne dans le sens positif autour de V. On a donné (n° 9) les
projections du moment d’un vecteur par rapport à un point y, z'. Appliquons ces formules au cas actuel, en remarquant qu’on prend le moment par rapport au point x^ z. Nous trouvons
Yx = q(z — zç,) — r{y—yy, r {x — Xç^)— p{z — ^o),
Lorsque le point A est à l’origine, ces expressions deviennent V.X = qz — ry, Yy = rx — pz, = py — qx.
III. — VITESSE DANS LE MOUVEMENT RELATIF
COMPOSITION DES TRANSLATIONS ET DES ROTATIONS, VITESSES DES POINTS D’UN SOLIDE LIBRE.
45. Mouvement relatif; vitesse. — Imaginons un système invariable (S), animé d’un mouvement connu, et un point M mobile par rapport à ce système. Le système (S) sera, par exemple, la Terre, et le point M un point pesant abandonné à lui-même à la surface de la Terre et tombant suivant une verticale. Pour un observateur entraîné avec le système (S), qu’on nomme système de comparaison, et ne se doutant pas du mouvement, le mobile M possède, par rapportai! système (S), un certain mouvement appelé mouvement relatif ; la trajectoire, la vitesse, l’accélération de ce
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mouvement sont appelées trajectoire, vitesse, accélération relatives. Le même point a, dans l’espace, un certain mouvement absolu.
Dans la fig. 36 on a représenté en G la trajectoire relative du
Fig. 36.
mobile M par rapport au système de comparaison (S). Pendant que le mobile décrit cette courbe G invariablement liée à (S), le système (S) se déplace de telle façon que, à l’instant t, le mobile, le système de comparaison et la trajectoire relative occupent les positions M, (S) et G, tandis qu’à l’instant ^ ils occupent
les positions M^, (S<) et G|. Le déplacement absolu du mobile est MM^ ; le mobile va de M en M< en suivant une certaine trajectoire G« qui est la trajectoire absolue.
Appelons M' la position qu’occupe à l’instant t ^ ^.t le point du système (S) qui coïncidait avec M à l’instant t : le déplacement M'M, est le déplacement relatif àa point M; le déplacement MM' s’appelle déplacement d’ entrainement. Le vecteur MM^ étant la somme géométrique des vecteurs M'M, et MM', si l’on porte sur chacun de ces vecteurs des segments MW«, M' W,-, MWrt, égaux respectivement aux quotients de ces vecteurs par A^, ces segments seront la vitesse absolue moyenne, la vitesse relative moyenne et la vitesse d’entraînement moyenne; la première est la somme géométrique des deux autres :
(W«) = (W.) + (We).
Lorsque A^ tend vers zéro { fig. d-ÿ), ces trois segments tendent vers la vitesse absolue V^, la vitesse relative et la vitesse d’entraînement Ve : on a donc l’égalité géométrique
(Va) = (Ve) + (Ve).
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La vitesse d’entraînement Vg est, d’après ce qui précède, la vitesse du point' du système (S) qui coïncide avec M, à l’instant considéré, ou encore la vitesse que posséderait le point M si, dans la position qu’il occupe, il était invariablement lié au système (S).
Kig. 37.
Nous verrons plus loin comment on détermine l’accélération absolue par une formule analogue avec un terme de plus. Mais auparavant nous donnerons quelques applications du théorème précédent.
46. Composition des translations. — Soient un système invariable Si animé d’une translation de vitesse Vi, et un seeond système S2 animé par rapport à Si d’une translation de vitesse Va {fig. 38).
La vitesse absolue d’un point M de Sa est la somme géométrique de
Fig. 38.
la vitesse relative de M, qui est Va, et de sa vitesse d’entraînement, qui est Vi. Les vitesses absolues des différents points de Sa sont donc les mêmes que si Sa était animé d’une translation unique, dont la vitesse serait la somme géométrique des deux vitesses Vi et Va- On dit que les deux translations 5e composent en une seule. De même plusieurs translations se composent en une seule, dont la vitesse égale la résultante des vitesses des translations données.
47. Système de deux rotations. — Soit un corps solide Si animé d’une rotation Ai coi; imaginons que ce corps Si entraîne un axe Aa wa, et qu’un
PREMIERE PARTIE
AOTIO.NS PRELIMINAIRES.
corps solide S2 soit, par rapport à Si, animé d’une rotation 0)2, autour de l’axe A2W2 {fig> 39).
Cherchons la vitesse absolue d’un point quelconque M du corps S2. La
vitesse relative du point M par rapport à Si est la vitesse V2 qu’il possède dans la rotation 0)2 : c’est le moment du vecteur 102 {»ar rapport à !M; la vitesse d’entraînement est la vitesse Vi que posséderait M si ce point éiait lié à Si : c’est la vitesse due à la rotation cui, ou le moment de coi par rapport à M. La vitesse absolue de M est donc le moment résultant des deux vecteurs a>i et C02 par rapport à M. Cette vitesse est indépendante de l’ordre dans lequel se succèdent les rotations lOi et CO2.
Examinons quelques cas particuliers :
1° Les rotations sont concourantes. Le moment résultant de lOi et CO2, par rapport à un point quelconque M, est égal au moment de leur résul-
tante to {fig. 40, 1°). La vitesse absolue du point M est donc la même que si le corps S2 était animé de la seule rotation Aïoo.
2° Soient deux rotations parallèles o>i et 0)2 ne formant pas un couple; le système de ces deux vecteurs est équivalent à un vecteur unique A w, que l’on obtient par une règle connue (n° 31). Donc le moment résultant par rapport à un point M égale le moment de la résultante A w. Les vitesses des différents points de S2 sont donc encore les mêmes que si le corps était animé de la seule rotation tu {fig. 4o, 2®).
3° Dans le cas où les deux rotations forment un couple, le moment résultant étant égal à l’axe tlu couple, quel que soit le point M, tous les points du corps S2 ont même vitesse. Les vitesses de ces points sont donc
Fig. 40.
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les mêmes que si le corps S2 était animé d’une translation dont la vitesse serait égale à l’axe du couple {^fig. 40-
48. Rotations en nombre quelconque. — Soit un corps Si animé d’une rotation AiWi, ce corps entraîne un axe A2102 et un corps S2, dont le mouvement relatif par rapport à Si est une rotation (O2; le corps S2 entraîne un axe Ascus et un corps S3, dont le mouvement relatif par rapport à S2 est une rotation 0)3; et ainsi de suite jusqu’à un corps S^^, dont le mouvement relatif par rapport à S;^_i est une rotation
Nous dirons, pour abréger, que le corps S^ est animé simultanément des rotations Wi, 0J2, ..., Cherchons la vitesse absolue d’un point M invariablement lié au dernier corps solide S,i. Cette vitesse est égale au moment résultant du système de vecteurs Wi, 102, ..., par rapport au point M. Comme cette proposition a été établie pour le cas de deux rotations, il suffit, pour l’établir dans toute sa généralité, de montrer que, si elle est vraie pour {n — i) rotations, elle est encore vraie pour n. Or la
vitesse absolue d’un point M du corps 8,^ est la somme géométrique de sa vitesse relative V,. par rapport au corps S/j_i et de sa vitesse d’entraînement Ve {fig- 42)-
La vitesse relative de M par rapport à S„_i est la vitesse due à la rotation tü„, c’est-à-dire le moment de par rapport à M ; la vitesse d’entraînement du point M est égale à la vitesse qu’il aurait s’il était invariablement lié au corps S«_i, c’est-à-dire au moment résultant de Wi, 002, •••, par rapport à M : la AÛtesse absolue qui est la résultante de ces deux moments, est donc bien le moment résultant des vecteurs a>2, ..., par rapport à M. Cette vitesse est indépendante de l’ordre des rotations.
Le problème qui consisterait à combiner entre elles de la même manière
Fig. 4i.
Fig. 42
des rotations et des translations se ramène au précédent, en remplaçant chaque translation par un couple de rotations.
Cela posé, imaginons un second système de vecteurs lo^, équivalent au premier toi, 105, . .., c’est-à-dire pouvant se déduire du premier par les opérations élémentaires. Les deux systèmes de rotations représentés par ces vecteurs donneront au point M la même vitesse; ils peuvent donc se remplacer l’un l’autre quand on ne considère que les vitesses.
Voici les deux conséquences les plus importantes de ce fait : i" Un système de A^ecteurs est équivalent à deux vecteurs, dont l’un passe par un point pris à volonté. Donc les vitesses des points du corps S/, sont les mêmes que si le corps était animé de deux rotations, dont l’une passe par un point pris à volonté (Chasles).
2° Un système de vecteurs est équivalent à un vecteur unique o> passant par un point arbitraire O et à un couple d’axe OVq. Donc les vitesses des points du corps Sn sont les mêmes que si ce corps était animé d’une rotation unique Oco, appliquée en un point arbitraire O, et d’un couple de rotations d’axe OVo, c’est-à-dire d’une translation de vitesse OVq 43 )•
Quand le point O change, la rotation Ow reste la même, la translation OVq change, mais le produit g = OVo cos (tu, Vo) reste constant.
Si DD' est l’axe central du système des vecteurs tui, 0J2, ..., tu„, ce système est équivalent à un vecteur unique tu (rotation) dirigé suivant DD' et à un couple d’axe minimum g (translation de vitesse g) dirigé également suiA^ant DD'. Les vitesses des points du corps sont donc les mêmes que s’il était animé d’une rotation tu et d’une translation g dans la direction de cette rotation; ce mouvement identique à celui d’une vis dans un écrou 6xe s’appelle mouvement hélicoïdal; l’axe DD' est l’axe instantané de rotation et de glissement.
49. Cas particuliers. — Signalons les cas particuliers suivants, qui sont, avec d’autres expressions, les difterents cas étudiés dans la théorie des A^ecteurs (n“ 26). Si le moment minimum g est nul, le système des rotations données est équivalent à une rotation unique autour de l’axe central.
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Si O) est nul, le système est équivalent à une translation unique. Si w et V(, sont nuis, le système des rotations est équivalent à zéro; les vitesses de tous les points du corps S,i sont nulles.
50. Conséquences géométriques. — H est évident que chacun des théorèmes énoncés dans le premier Chapitre, sur la théorie des vecteurs glissants, en donnera un sur les rotations et les translations imprimées à un corps S,?, si l’on remplace les vecteurs par des rotations, les couples par des translations de vitesse égale à l’axe du couple, et le moment résultant relatif à un point M par la vitesse que possède ce point dans le mouvement du corps. Les théorèmes de Géométrie relatifs aux plans et à leurs foyers, aux droites conjuguées, aux droites de moment nul, auront des significations simples; par exemple, si un plan II est invariablement lié au corps S„ en mouvement, le foyer de TT est le point de ce plan dont la vitesse lui est normale, etc.
Le fait qu’un nombre quelconque de rotations et de translations appliquées à un corps solide impriment à ses différents points les mêmes vitesses qu’un mouvement hélicoïdal, trouve sa véritable raison dans ce théorème que, dans le mouvement le plus général d’un solide, les vitesses à un instant sont les mêmes que dans un mouvement hélicoïdal. C’est ce que nous allons démontrer.
ol. Distribution des vitesses dans un corps solide mobile. —
Rapportons le mouvement à trois axes rectangulaires O, fixes dans l’espace; et, pour définir la position du corps, supposons trois axes rectangulaires mobiles OïV,y, z orientés comme les premiers, invariablement liés au corps (/Ig. 44)* R suffira de connaître le mouvement de ces axes, qui sera défini par les expressions des coordonnées ïCq, jKo? de l’origine mobile et des neuf cosinus directeurs des axes mobiles par rapport aux axes fixes en fonction du temps. Nous supposerons ces neuf cosinus donnés par le Tableau suivant :
Gti
Tl
Soit M un point du corps, ayant pour coordonnées y, z par rapport aux axes mobiles, x,,yf, Zi par rapport aux axes fixes.
Fig. 44.
Les nombres x, y^ z seront constants, car le point M est invariablement lié aux axes mobiles.
Les formules de changement de coordonnées donnent
iTi = -h a a; -f- «1 JK -H «2 JKi + (3,jk ^2^,
zi = ^0-^ T^ + TiJF + Ï2^-
En différentiant ces expressions par rapport à nous aurons les projections de la vitesse du point M {fig . 44) sur les axes fixes :
dxx
dxQ
da
dy.x
doL^
dt
dt
^~dt'
r dy^
__ dy^
y'=iû-
dt
dt
dt ’
. _ dz^
dz()
, dy
«?Yi
dt
dt
dt
dt
dt
Pour interpréter ces formules d’une façon simple, cherchons les projections de la vitesse V sur les axes mobiles, projections que nous appelons V^;, Vj, V^. On a évidemment
V^=a,V.,+ p,V^,-4-YiV=o
Calculons les seconds membres en y remplaçant Va;^, par les expressions ci-dessus, et remarquant que les quantités telles que
dt
dt
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sont milles, en vertu des relations
Puis, tenons compte des relations aia2-4- p»i ^2+ T1T2 = O, aa2+ P»[32H- YY2 = O, aai 4- -+- yyi = o, qui donnent, par différentiation par rapport à les formules
o?ai . d-^y f da^ d^i dy^\
— + Ps 4- + T! 4r = - ( “• — + Pi 4r ï<
dt
doi<i
~dt
da
dt
dt
dt
dt
dt da ^ dt
dy.A
dt ^ dt
dt
dt
ti \ =
dt dt
dont nous posons les deux termes égaux à des quantités />, r. Nous trouverons ainsi
{formules fondamentales )
( y x=^y%-^ qz — ry, Vy = V° -1- rx — pz^ Vz = ^l^py — q^A
V®, V®, V® désignant les projections de la vitesse V® du point O sur les axes mobiles :
Ces formules ont une signification simple. Elles montrent que la vitesse V de chaque point M du corps solide est la somme géométrique de deux vecteurs; l’un V®, le même pour tous les points M, égal et parallèle à la vitesse du point O; l’autre u, variable avec la position du point M et ayant pour projections sur les axes mobiles qz — /y, rx — p^^py — qoc. Le vecteur V® est la vitesse que posséderait le point M, si le corps solide était animé d’un mouvement de translation de vitesse V®; le vecteur u est la vitesse que posséderait ce même point, si le corps solide était animé d’une rotation Oo), ayant pour projections p, q^ r sur les axes mobiles; cette rotation se nomme rotation instantanée. On exprime ce fait en disant que la vitesse d’un point quelconque du corps est la résultante une xntesse de translation égale à la vitesse
d' an point quelconque O du corps et d’une vitesse de rotation autour d’ un axe passant par O.
Les füi-mules ci-dessus sont foudamenlales pour la Cinématique. Quand le mouvement du corps solide est donné, les six quantités V®, V®, q, r sont des fonctions connues du temps. Réci-
proquement, si ces quantités sont données en fonctions du temps, on peut trouver le mouvement du trièdre. (Vojez Leçons de Géométrie^ de M. Darboux, t. J, cliap. Il, et Leçons de Cinématiques, de M. Koenigs, p. i 19.)
Les composantes de la viiesse, suivant les axes fixes 0< jKii Oj -Si, sé déduisent immédiatement de ce résultat. D’abord les projections de V® sur les axes fixes sont
dx^) dyo dzç) ^ dt ’ dt ’ dt ’
puis, en désignant par p^, , /•^ les projections de la rotation-
instantanée Ocl) sur les axes fixes, on a, d’après les formules relatives aux rotations ( n® 44), l’expression suivante pour la projection du vecteur u sur l’axe Ox^ :
— Zç,) — JKo).
La projection de la vitesse V sur Oxi est donc
dXf dxa
on a deux formules analogues pour et .
52. Axe instantané de rotation et de glissement. Mouvement hélicoïdal tangent. — L’état des vitesses des différents points du corps solide, étant le même que si le corps était animé d’une rotation Ota et d’une translation OV®, est le même que si le corps était animé de trois rotations simultanées, la rotation Oto et deux rotations (o®, — formant un couple d’axe OV®. D’après ce que nous avons vu dans la théorie de la composition des rotations, Létat des vitesses sera le même que si le corps était animé d’un mouvement hélicoïdal autour de l’axe central du système de vecteurs O), to®, — Cl)® ; les équations de cet axe s’obtiendront en cherchant le lieu des points dont la vitesse est parallèle à la direction de la rotation instantanée cl) ( fig. 45)- On a ainsi pour les équa-
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lions de Taxe Instantané DD' de rotation et de glissement, par rapport aux axes mobiles,
V^-r- — rjK ^ rx — pz ^ py — g x
Kig. 45.
et, par rapport aux axes fixes, dxo
dt
Zq) — Jo)
dy^
dt
Pi
ri{xi — Xo) —p^(z. — zo)
g étant le glissement estimé positivement dans le sens de w, la valeur commune de tous ces rapports est
dxf^ dyçs dzQ
n _ g _ /oVo /-V2 ^ ' ”
dt ' dt
Les cas particuliers qui peuvent se présenter sont les suivants : si f est nul, le glissement est nul; si est infini, la rotation est nulle.
Le mouvement hélicoïdal ainsi défini est dit tangent au mouvement réel du corps à l’instant car l’état des vitesses est le même dans les deux mouvements, mais non celui des accélérations.
53. Grandeur de la vitesse d’un point du corps. — Prenons un point M du corps situé à une distance 0 de l’axe instantané de rotation et de glis-
sement DD'. La vitesse due à la rotation est un vecteur MU perpendiculaire au plan MDD' égal à o>S ; la vitesse due à la translation est un vecteur M^ égal et parallèle à g. La vitesse résultante V est donc dans un plan perpendiculaire à o; elle est donnée par
V2 = to2 82_i_ ^2^ tangVM^= — .
Si M est sur l’axe DD', sa vitesse égale à g est dirigée suivant l’axe. Quand M décrit la droite S perpendiculaire à DD', Y engendre un parabo-
ol
loïde hyperbolique. Ces propositions donnent, sous une forme simple, la distribution des moments résultants autour de l’axe central dans un système quelconque de vecteurs, w étant la résultante générale et g le couple minimum (n° 17).
54. Mouvement continu. — Le lieu géométrique de Taxe instantané de rotation et de glissement, dans le corps, est une certaine surface réglée S dont on obtiendrait Féquation en éliminant ^ entre les équations (D) de l’axe par rapport aux axes mobiles; le lieu du même axe dans l’espace absolu, c’est-à-dire par rapport aux axes fixes, est une autre surface réglée dont on obtiendrai t l’équation à l’aide des équations (D^). A un instant quelconque, ces deux surfaces ont une génératrice commune qui est Taxe instantané à cet instant. Elles sont de plus tangentes le long de cette génératrice. En effet, imaginons un mobile M qui décrit une courbe quelconque située sur la surface fixe de façon à se trouver, à chaque instant i, sur l’axe instantané constituant la génératrice commune à cet instant. Ce même point décrira, par rapport au corps solide mobile une courbe située sur la surface mobile S liée au corps. A l'instant t la vitesse absolue de ce point M est tangente en M à la surface Si, sa vitesse relative au corps est tan-
Fig. 46.
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genle en M à ]a surface 2; enfin, sa vitesse d’cnlraînenienL V^, dans le mouvement du corps, est dirigée suivant la génératrice commune MG, car, cette génératrice étant Taxe instantané de rotation et de glissement, tous les points du corps appartenant à cette droite ont uniquement une vitesse de glissement dirigée suivant la droite. Comme le vecteur est la somme géométrique de Vr et Ve, ces trois vecteurs sont dans un même plan. Le plan de et Ve, c’est-à-dire de et de MG, est tangent à la surface ^ le plan de V^ et Ve, c’est-à-dire de VV et de MG, est tangent à S. Ces deux plans étant confondus, les surfaces S et sont tangentes au point M : comme ce point est pris arbitrairement sur la génératrice, les surfaces S etS^ sont tangentes tout le long de la génératrice.
Dans le cas particulier où Viserait Viserait identique
à Yai et les deux plans tangents déterminés par MG et V«, MG et Vr seraient encore confondus.
On peut donc se rej)résenter le mouvement général d’un solide de la façon suivante, qui a été indiquée par Poncelet :
Une surface réglée liée au solide se meut sur une surface réglée fixe à laquelle elle est tangente suivant une génératrice et sur laquelle elle roule en glissant le long de cette génératrice.
Examinons quelques cas particuliers de ces théorèmes.
55. Le corps solide a un point fixe. — On peut prendre ce point fixe pour origine O des axes fixes et des axes mobiles. La vitesse du point O étant nulle, les vitesses des différents points du corps sont les mêmes que si le corps tournait autour d’un axe passant par le point fixe (Euler) ; cet axe se nomme axe instantané de rotation; l’axe du mouvement hélicoïdal coïncide avec lui, mais le glissement du mouvement hélicoïdal est nul; la rotation instantanée seule subsiste. Le mouvement fini du corps s’obtient en faisant rouler le cône G de sommet O, lieu des axes instantanés dans le corps, sur le cône G, de même sommet, lieu des axes instantanés dans l’espace.
Les points du corps situés sur une sphère de centre O forment une figure sphérique de forme invariable mobile sur cette sphère. Les cônes G et Ci de sommet O coupent cette sphère suivant deux courbes c et Ci, la première c invariablement liée à la figure sphé-
riqiie mobile, l’antre c, fixe sur la sphère. Le mouvement de la ligure sphérique s’obtiendra en faisant rouler la courbe c liée à cette figure sur la courbe fixe .
56. Le corps se déplace parallèlement à un plan fixe. — Les vitesses des différents points du corps sont alors parallèles à un plan fixe II : on peut considérer ce cas comme limite du précédent lorsque le point fixe O s’éloigne indéfiniment dans une direction perpendiculaire au plan H. Une sphère de centre O passant par un point déterminé du corps se réduit alors à un plan parallèle au plan II ou, si l’on veut, à ce plan lui-même; tous les points du corps situés à un certain instant dans ce plan j restent indéfiniment et forment une figure plane de forme invariable mobile sur un plan fixe. Le mouvement hélicoïdal instantané se réduit alors à une rotation dont l’axe est perpendiculaire au plan II. I^e lieu des axes instantanés de rotation dans le corps est un cjlindre G, dans l’espace un cylindre de génératrices perpendiculaires au plan H; le mouvement fini s’obtient en faisant rouler sans glissement le cylindre C sur G,. Les points du corps situés dans le plan II forment une figure plane invariable dont le mouvement fait évidemment connaître celui du corps entier. Les vitesses des différents points de cette figure à un instant t sont les mêmes cpie si cette figure tournait autour d’un point I de son plan, situé à l’intersection du plan n et de l’axe instantané : ce point I s’appelle /e centre instantané de rotation de la figure plane. Le mouvement fini s’obtient par le roulement de la section droite c du cjlindre G par le plan n sur la section droite Ci du cjlindre G, par ce même plan.
57. Roulement et pivotement d’une surface mobile sur une surface fixe. — Imaginons un corps solide mobile terminé par une surface rigide S assujettie à rester en contact avec une surface fixe S(. A cliaque instant un certain point A de la suface mobile S se trouve en contact avec un point Al de la surface fixe Si. Si, à l’instant la vitesse Vo du point A de S qui se trouve au contact n’est pas nulle, cette vitesse est située dans le plan tangent commun aux deux surfaces au point de contact : en effet, imaginons un mobile qui coïncide à chaque instant avec le point géométrique de eontact des deux surfaces : la trajectoire absolue Ci de ce mobile est située sur Si et sa vitesse absolue Vi est tangente à Ci ; sa trajectoire relative G par rapport à S est située sur S et sa vitesse relative V est tangente à G ; sa vitesse d’entraînement, dans le mouvement de S, est la vitesse Vo du point A de S au contact à l’instant considéré. Comme Vi est la résultante
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de V et Vo, le veeteur Vq, s’il n’est pas nul, est, ainsi que Vi et V, situé dans le plan tangent aux deux surfaces en A. Les vitesses des différents points du corps solide mobile sont les mêmes que si ce corps était animé
Fig. 47.
d’une translation de vitesse Vo et d’une rotation A(o autour d’un axe passant par A.
On dit que la surface S roule et pivote sur Si quand, à chaque instant la vitesse du point A qui est au contact est nulle. Dans ce cas, Vq étant nul, les vitesses des points du solide mobile sont à chaque instant les mêmes que si le corps était animé d’une rotation Aw autour d’un axe passant par A : l’axe instantané de rotation et de glissement passe donc par A, et le glissement est nul. Le lieu de Aw dans le corps S est une surface réglée H, dans l’espace absolu une surface réglée Ei; le mouvement s’obtient en faisant rouler S sur Ej. Le lieu du point A sur S est une courbe G, intersection de S avec S ; le lieu du point Ai sur Si, une courbe Ci, intersection de Si avec Si : ces deux courbes roulent aussi l’une sur l’autre, comme il résulte de ce que Vi est alors identique à V. La rotation instantanée Aw peut être décomposée en deux : l’une Aio,j normale aux deux surfaces qu’on appelle la vitesse angulaire de pivotement.^ l’autre Ao)f située dans le plan tangent qui est la vitesse de roulement. Lorsque le mouvement est tel que la vitesse de pivotement 00,^ est constamment nulle, le mouvement de S sur Si est un roulement.
IV. — ACCÉLÉRATIONS. THÉORÈME DE CORIOLIS
08. Distribution des accélérations dans un solide en mouvement.— Dans le cas général, les projections de la vitesse d’un point M du corps sur les axes fixes étant
dxx
dz\
OÙ <2, ù, c désignent les quantités Zq r^y-Q, etc., on
obtient les projections de l’accélération de ce point en différentiant ces formules, qui donnent
_ da dzx dy^ dq^ di\
~dp - •••
ou, en remplaçant les dérivées premières ^^5 ••• par leurs valeurs, réduisant et faisant p\-\- q\-\~ r] =
d°'-Xx
~dt^
da
c — rxh + px{pxJOx-^ qxyx + l'xzx)
dqx
Oi^Xj H- Zi
di\
En permutant les lettres, on aura de même les expressions de*
dt^ dn" axes fixes.
c’est-à-dire les projections de l’accélération sur les
59. Accélération dans le mouvement relatif. Théorème de Coriolis. — INous avons donné précédemment (n® 45) un théorème d’une grande importance liant l’une à l’autre la vitesse absolue d’un mobile et sa vitesse relative par rapport à un système (S) animé d’un mouvement connu.
Fig. 48.
Nous nous proposons d’exposer un théorème du même genre, liant l’une à l’autre l’accélération absolue et l’accélération relative. Nous allons employer une méthode analytique qui donne aussi le théorème sur les vitesses, précédemment démontré par la Géométrie (n° 45).
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Pour définir le mouvement du système de comparaison (S) par rapport auquel on étudie le mouvement relatif, nous supposerons trois axes mobiles Oxyz invariablement liés à (S), et nous définirons leur mouvement comme nous l’avons fait dans le n° 51. Soit M le point mobile : comme il se déplace à la fois dans le système (S) et dans l’espace absolu, ses coordonnées par rapport aux axes mobiles z seront des fonctions du temps, ainsi que ses
coordonnées absolues z^. Ces coordonnées sont liées par
les formules
iX\=- Xo~h -r- aijr-l-a2.z,
ji = ro-+-
= So + + Tl r + T2^-
Le point mobile M a une vitesse et une accélération absolues ayant pour projections sur les axes fixes
(Va)
dxx
dyx
dzx
dt ’
( Ja )
d^yx
dt^ '
~dF’
il a une vitesse et une accélération relatives ayant pour projections sur les axes mobiles
( Jr)
et sur les axes fixes (V.)
dx
dt
dx
~dJ
dx
dt
ai
dy
dn
dt
dt
dz
~dt'
~dÂy
dz
fi
dx dy
ÏS
dz
dt
~t“ ai
dt-
~dÿ^
~dt^
~dt^'
+ Ti
~dÀ^
Le point a aussi une vitesse et une aceélération à"* entrainement ayant pour projections sur les axes fixes
formules obtenues en regardant 37, y, z comme constantes, car on appelle vitesse et accélération d'‘ entrainement du point M la vitesse et l’accélération qu’aurait ce point s’il était invariablement lié aux axes mobiles.
En difFérentiant une première fois les formules (i) par rapport à on obtiendrait l’expression analytique du théorème démontré plus haut (n‘^45) : la vitesse absolue est la somme géométrique de la vitesse relative et de la vitesse d’entraînement.
Une seconde différentiation des formules (i) donne
/ d'^ Xo
{ dn
X — 1— dt
dt-
[dx
dx
dxx
dx^_
[dt
dt
-^~dé
dt
dt
«^^«2 \ ~dF )
dz\
di)
et deux formules analogues pour les dérivées secondes ée
Pour interpréter ces équations, considérons le vecteur L ayant pour origine le point M et pour projections sur les axes fixes les quantités
d% dx dai dy d-x^ dz\
dt dt dt dt dt dt)’
d^ dx d^x dy d^^ dz\
dt dt dt dt dt dt)^
d^( dx d'^x dy d^^ dz\
dt dt dt dt dt dt )
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On appelle ce vecteur l’accélération complémentaire. Le.s équations (2) expriment que la projection de sur chacun des trois axes fixes est égale à la somme des projections de J;^, et V sur le même axe, c’est-à-dire que, dans l’espace, le vecteur est la somme géométrique de Je et J',
accélération absolue est donc la résultante de V accélération relative, de C accélération d' entrainement et de V accélération complémentaire.
Il reste à trouver une interprétation simple de J' : pour cela, cherchons les projections de J' sur les axes mobiles J^, J^, J'^. On a évidemment
^ 'x— Jx, H- (3 -h Y J s,,
Le svstème de comparaison (S), par rapport auquel on étudie le mouvement relatif, constitue un corps solide ou un système invariable en mouvement. En appliquant à ce système les résultats de l’étude faite précédemment, nous savons que les vitesses des différents points de ce système invariable sont, à l’instant considéré, les mêmes que si le système était animé d’une certaine translation et d'une rotation instantanée w ayant pour projections sur les axes mobiles /?, /•, avec
doc.
dt
dt ]
dt ' dt ‘ dt Ces formules étant rappelées, on trouve Immédiatement
dz
, dx
di
dt dz \
di )
dx\
Si donc on considère le point 4^) ayant pourcoordon-
, , dx dy dz , , ,
nees par rapport aux axes mobiles c est-a-dire i
ex-
trémité du vecteur OV^ d’origine O égal et parallèle à la vitesse relative V,., les projections de J' sur les axes x,y, z sont égales aux
doubles des projections de la vitesse que prendrait ce point si l’angle (oOV^, supposé invariable, tournait autour de l’axe Oto supposé fixe, avec la vitesse angulaire co. Le vecteur L est donc, en grandeur, direction et sens, égal au double de cette vitesse, c’est-à-dire au double du moment de to par rapport au point V^; il est appliqué au point M. On peut, en détaillant. Je définir comme il suit : le vecteur L est perpendiculaire au plan toOV^ de l’axe instantané et de la vitesse relative; il a pour grandeur le double du produit de (o par la distance du point à l’axe Oto, c’est-à-dire -2 (oV;^sin((o, V^) ; enfin il est dirigé par rapport au plan (oOV'. du côté où la rotation instantanée w tendrait à entraîner l’extrémité V,. d’une parallèle OVJ, à la vitesse relative.
En résumé, on a
(Va) = (Vr)-l-(Ve), (J«) =
Le vecteur L est nul si l’un des trois facteurs to, V^, sin(a), ) est nul. Le cas le plus important est le suivant.
60. Mouvement de translation des axes mobiles. Composition des mouvements. — Si to est constamment nuL^ L’ accélération complémentaire est toujours nulle. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que les axes mobiles aient un mouvement de translation ; l’accélération absolue Ja est alors la résultante de V accélération relative et de d accélération d entrainement J^.
Fig. 4g.
Ce cas particulier du mouvement relatif porte le nom de composition des mouvements. Pour définir le mouvement de translation des axes mobiles, qu’on peut alors supposer parallèles aux axes fixes 49)? il suffit évidemment de définir le mouvement
d’un point O du système de comparaison, ce qu’on peut faire en
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donnanL la variation du vecteur 0<0 en fonction du temps; Je mouvement relatif de M est défini de même par la variation du vecteur OM. Le mouvement absolu de M, défini par la variation du vecteur résultant 0^ M, s’appelle mouvement résultant des deux premiers; d’après ce qui précède, la vitesse et l’accélération de ce mouvement sont les sommes géométriques des vitesses et des accélérations des deux mouvements composants.
61 . Formules générales donnant la vitesse et l’accélération d’un point rapporté à des axes mobiles. — Soit un trièdre mobile Oxyz animé d’un mouvement connu : appelons comme plus haut V^., V®., V® les projections de la vitesse absolue V” de l’origine O sur les axes 0.r, Ojp, O^, et /?, r les composantes de la rotation instantanée du trièdre Oxyz suivant ces mêmes axes.
Vitesse. — Considérons un point mobile M ayant par rapport aux axes Oxyz les coordonnées x^y^ z. La vitesse relative V^^du point M par rapport au trièdre a pour projections sur les axes mobiles
dx dy dz ^ dt’ dt’ dt’
la vitesse d’entraînement du même point a pour projections (n«51)
y%-^qz —ry, + rx — pz, Y5 + py — qx.
La vitesse absolue V« du même point étant la résultante de V,et Ve a pour projections
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Par un point fixe A, menons trois axes A.a7^, Ay,, A^, parallèles à 0:27, Oy, Oz et nn segment Am égal et parallèle à la vitesse absolue du point M. L’accélération cherchée est égale et parallèle à la vitesse absolue du point m. Or ce point m a pour coordonnées par rapport aux axes Ax^y^z^
(m) Xi=Yax, yi—^ay,
la vitesse de l’origine A est mille et la rotation instantanée du trièdre Ax^y^z^ est identique à celle du trièdre parallèle Oxyz : les projections sur A.a7ijKi ^1 ou sur Oxyz de la vitesse absolue du point m sont donc, d’après les formules analogues à (3),
dxx
On a, par suite, pour les projections de l’accélération absolue J«,
(4) Jar= ^
f +pyay-q'/a:r.
Ces formules permettraient de retrouver, sous une autre forme, le théorème de Coriolis.
EXERCICES
1. Détei’ininer la trajectoire d’un mobile sachant qu’elle est plane et que les composantes tangentielle et normale de l’accélération sont constantes.
Réponse. — En comptant le temps t à partir d’un instant convenable, et l’arc de trajectoire s à partir d’une origine convenable, ,on trouve
où P est le rayon de courbure, a et b des constantes. La trajectoire est une spirale logarithmique.
2. Un mouvement qui a lieu dans un plan est défini par deux équations faisant connaître les coordonnées polaires du mobile r et 6 en fonction du temps. On demande de calculer soit directement, soit comme application de la théorie du mouvement relatif, les composantes de la vitesse et de l’accélération suivant le rayon vecteur et la perpendiculaire au rayon vecteur.
Un mobile parcourt une lemniscate
r- = 2 cos 2 9
avec une vitesse de grandeur constante a. Exprimer les coordonnées du mobile en fonction du temps et calculer l’accélération. (Cet exercice exige la connaissance des fonctions elliptiques.)
Réponse. — Soit s l’arc de courbe compté à partir du point où trouve
2 a^dr
= 0. On
at =
d’où
_ r ‘id^dr
J a d ^ ) {‘id — /■"
= as/
2 ent, COS0 = dnt, sinO = /- snt,
le module des fonctions elliptiques étant j on en déduit immédiatement a? et
en fonction de temps.
4. Démontrer que, dans un corps solide en mouvement, à un instant donné :
a. Le lieu des points du corps qui ont des vitesses concourant en un point donné
est une cubique gauche;
b. Le lieu des directions de ces vitesses, un cône du second degré;
c. Le lieu des points dont la vitesse a la même grandeur, un cylindre de révo-
lution autour de l’axe du mouvement hélicoïdal (Chasles).
Mêmes questions pour les accélérations
G. Dans un corps solide en mouvement, les plans normaux aux trajectoires des points du corps situés dans un même plan passent par un même point; les plans normaux aux trajectoires des points situés sur une droite D passent par une droite A; les plans normaux aux trajectoires des points d’une surface d’ordre m enveloppent une surface de classe m (Chasles). (Ces propriétés résultent immédiatement des propriétés des plans et de leurs foyers, indiquées dans le n° 17.)
7. Les plans normaux aux trajectoires de deux points quelconques a et ô du corps rencontrent l’axe D de rotation et de glissement en deux points a, p, qui sont les pieds des perpendiculaires abaissées des points a et b sur lui. De sorte qu’on a
a[â = ab cos{ab, D) (Chasles).
8. Si l’on considère les vitesses que possèdent au même instant les différents points d’un solide comme des droites indéfinies, ces vitesses forment un complexe du second ordre dont les coniques sont des paraboles (exercice identique à l’exercice 8, p. !\b ).
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9. Dans un corps solide en mouvement, on projette à un instant t les vitesses des différents points du système sur un plan perpendiculaire à l’axe central; démontrer que ces projections sont perpendiculaires aux droites joignant les projections des points sur le même plan au pied de l’axe sur ce plan.
10. Construction de l’axe instantané de rotation et de glissement d'après Poncelet. — On mène par un point arbitraire O de l’espace trois vecteurs OV, OV', OV" égaux aux vitesses de trois points M, M', M" du corps; l’axe instantané est perpendiculaire au plan tc des trois points V, V', V". Projetons sur ce plan deux des points M et M' en m et m' et leurs vitesses en mv et m' v' \ les perpendiculaires élevées en m et m! à mv et m' C se coupent au pied de l’axe sur le plan TT. L’axe est donc déterminé.
11. Un corps solide est mobile autour d’un point fixe O. Démontrer que, si l’axe instantané de rotation est fixe dans le corps, il est aussi fixe dans l’espace, et que le mouvement du corps se réduit à une rotation autour d’un axe fixe.
Réciproquement, si l’axe instantané est fixe dans l’espace, il est aussi fixe dans le corps.
12. On considère une courbe gauche l'apportée à des axes fixes O^x^y^z^ et sur cette courbe un point mobile O dont les coordonnées sont des fonctions données de l’arc s. On suppose que le mouvement du point O est défini par l’équa-
ion s = ^, et l’on considère le trièdre trirectangle Oxyz formé par la tangente Ox dans le sens du mouvement, la normale principale Oy dans le sens du rayon de courbure principal p, et la binormale 0.s.
a. Trouver les composantes /?, q, r de la rotation instantanée du trièdre mobile
suivant les axes mobiles.
Réponse. p— — q = o, r=- ( t, rayon de torsion ).
b. Trouver les équations de l’axe instantané de rotation et de glissement.
13. Démontrer, en vertu de la propriété précédente, que si - = const., la
courbe est une héliee tracée sur un cylindre quelconque (Bertrand).
[On considère un trièdre auxiliaire O^x'y'z' ayant son origine fixe et ses
arêtes parallèles aux axes mobiles Oxyz. Si = const., l’axe instantané de rotation de ce nouveau trièdre est fixe dans le trièdre, par conséquent fixe dans l'espace (exercice 11), et la tangente Ox à la courbe fait avec la direction de cet axe fixe un angle constant.]
14. Une droite AB de l’espace est invariablement liée à un axe fixe Os, autour duquel elle tourne avec une vitesse angulaire constante a>. Un corps solide C, invariablement lié à la droite AB, tourne autour de cette droite avec la même vitesse angulaire relative w.
Trouver, pour ce corps solide C, l’axe instantané de rotation et de glissement, la surface réglée fixe Sj et la surface réglée mobile S.
15. On fait rouler un cylindre de révolution (C) dans un C}dindre de révolution (C') de rayon double, en le faisant glisser en même temps parallèlement
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aux génératrices, de telle façon qu’un point du cylindre (C) décrive une droite fixe rencontrant nécessairement l’axe du cylindre (C').
Démontrer que, dans ce mouvement, tous les points du solide mobile décrivent des ellipses.
Ce mouvement est, en excluant le cas d’un déplacement parallèle à un plan fixe, le seul dans lequel tous les points de la figure mobile puissent décrire des courbes planes. (Voir Darboux, Comptes rendus., t. XCII, ou Annales de l’Ecole Normale, 1890.)
16. Démontrer qu’on peut obtenir le déplacement continu d’un corps solide par le procédé suivant, imaginé par Poinsot. Un cône G de forme invariable, lié au corps solide, roule, sans glisser, sur un cône Cj de forme invariable, animé d’un mouvement de translation.
(La démonstration se fera facilement en prenant un point fixe quelconque O dans le corps solide et étudiant le mouvement relatif du corps par rapport à des axes Ox'y' z' de directions fixes menés par O.)
17. Le lieu des axes de courbure des trajectoires des différents points d’une droite le long de cette droite est un hyperboloïde ; le lieu des centres des sphères osculatrices est une cubique gauche (Mannheim).
18. Sur le théorème de CorioUs. — Si la rotation instantanée w du système de comparaison est la résultante des deux rotations w' et w", l’accélération complémentaire J' est la résultante de deux accélérations complémentaires qui seraient dues aux rotations composantes w' et to".
Si la vitesse relative V^ est la résultante de deux vitesses relatives et V)^-, l’accélération complémentaire J' est la résultante des deux accélérations complémentaires qui seraient dues aux vitesses composantes et V/- (Resal).
PRINCIPES DE LA MÉCANIQUE : MASSES, FORCES
La Mécanique repose sur iin petit nombre de principes qu’il est impossible de vérifier directement et auxquels on a été conduit par une longue suite d’inductions : les conséquences qu’on en déduit sont vérifiées par l’observation. La première idée de ces principes remonte à Galilée qui, dans l’étude des lois de la chule des corps (plan incliné, pendule, mouvementparabolic[ue), a introduit les notions d’inertie, d’accélération, de composition des mouvements. Huygens fut le continuateur de Galilée dans la théorie du mouvement d’un point : il étudia le premier le mouvement d’un système matériel; enfin Newton étendit le champ de la Mécanique par la découverte de la loi d’attraction universelle.
Il nous est impossible, dans cet Ouvrage, de faire la critique des principes de la Mécanique. C’est là une question des plus délicates C[ui demande de nouvelles recherches. On pourra consulter, à ce sujet, l’Ouvrage de M. Mach, Die Mechanik in ihrer Entwickelang hisLorisch-kritisch dargestellt; le troisième Volume des OEuvres du célèbre physicien, Hertz, Die Prineipien des M eehanik in neuem Zusammenhange dargestellt^ analysé par M. Poincaré dans la Revue générale des Seienees^ en 1897; les Leçons de Méeanique élémentaire^ de Bonnet (Mallet-Bachelier, i858) ; VÉ tilde des théories de la Méeanique, par M. Bouasse (Carré, 1895); les Leçons de Méeanique physique, de M. Andrade; les Leçons de Mécanique, de M. Boussinesq; citons encore, au point de vue pédagogique, une note de M. Vaschy, Sur la définition des masses et des forces {Nouvelles Annales de Mathématiques, janvier 1895), et un article de M. Picard
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intitulé : Une première leçon de Mécanique Enseignement mathématique, 1 5 janvier 1900, Carré et Naud).
Nous adopterons un mode d’exposition emprunté presque textuellement à M. Blondlot, professeur à l’Université de Nancy {Notions de Mécanique à V usage des élèves de Physique, Autographie, Nancy, 1896), et s’inspirant surtout de KirchhofF et de M. Macli.
I. — PRINCIPES
62. Axes fixes. — Nous rapporterons les positions de tous les corps à un système d’axes que nous appellerons, par définition, axes absolument fixes : ce système d’axes est un trièdre dont le sommet est au centre de gravité du système solaire et dont les arêtes sont dirigées vers trois des étoiles appelées étoiles fixes.
63. Temps. — Le temps en usage est le temps moyen défini en Cosmographie.
64. Point matériel. — Afin de commencer par le problème le plus simple, on étudie d’abord le mouvement d’une portion de matière assez petite pour qu’on puisse, sans erreur sensible, déterminer sa position comme celle d’un point géométrique. Une telle portion de matière s’appelle un point matériel. On considère ensuite les corps comme formés par la réunion d’un très grand nombre de points matériels.
En même temps qu’il change de position, un point matériel peut tourner et se déformer, mais nous ne nous occuperons ici que de sa position, et non de la manière dont il peut tourner et se déformer.
L’observation et l’expérience montrent que les points matériels agissent les uns sur les autres : ainsi les points matériels qui constituent un corps appelé AoMe agissent les uns sur les autres de façon à maintenir, à peu de chose près, la forme du corps quand on cherche à le déformer; deux points électrisés s’attirent ou se repoussent; etc.
60. Principes. — Premier principe. — Tout point matériel supposé seul ne prendrait pas d’accélération.
On peut encore exprimer ce principe en disant qu’un point matériel supposé seul aurait, par rapport aux axes fixes, un mouvement rectiligne uniforme (qui peutêtre nul). Ce principe est connu sous le nom de principe de V inertie.
Deuxième principe. — Deux points matériels déterminent l’im sur l’autre des accélérations dirigées suivant la droite qui les joint, et en sens opposé ^voir l’une des deux figures ci-dessous {fig. 5o)]. L’étude des conditions dans lesquelles ces accélérations
se produisent fait partie de la Physique expérimentale ; cela pourra être parce qu’ils sont électrisés, ou parce qu’ils se pressent mutuellement, ou par suite de l’attraction newtonienne, etc.
Troisième principe. — Le rapport des valeurs numériques des accélérations que deux points matériels quelconques A et B déterminent l’un sur l’autre est constant; autrement dit, ce rapport est le même quelles que soient les conditions physiques qui produisent l’accélération, que ce soit l’électrisation, la pression mutuelle, l’action newtonienne, etc.
Gela étant, nous pouvons exprimer le rapport de l’accélération de B à l’accélération de A par une fraction dont le numérateur sera un nombre choisi arbitrairement, que nous désignerons par le symbole et Je dénominateur, un autre nombre /?2i5, ne dépendant que de la nature des points A et B. Nous avons ainsi
accélér. de B _ wa accélér. de A
Si maintenant nous mettons en présence de A, non plus le point B, mais un autre point matériel G, nous pouvons de même exprimer le rapport des accélérations de G et de A par une fraction dont le numérateur est le nombre m^ déjà choisi, et le dénominateur un autre nombre caractéristique de l’ensemble des points A et G. Nous aurons encore ici
accélér. de G _ accélér. de A mç.
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De même pour tous les points D, E, F, ... qu’on mettrait en présence de A : pour chaeun de ces points on a un dénominateur particulier ....
Formons le tableau des nombres /n^, . . . définis comme il
vient d’être dit :
mA, mn, me, mu,
Ce tableau nous permet de répondre à la question suivante ; Le point A et un autre point quelconque K étant mis en présence, trouver le rapport des accélérations qu’ils déterminent l’un sur l’autre. Pour cela on n’aura qu’à écrire
accélér. de K _ m^.
accélér. de A mK
Mais il y a plus : ce tableau peut nous servir à résoudre un problème d’un type beaucoup plus général, grâce à la proposition suivante qui complète le troisième principe.
Le rapport des accélérations c[ue deux points matériels quelconques P et Q déterminent l’un sur l’autre est égal au rapport d’accélération du point P et d’un autre point quelconque, tel que A, divisé par le rapport d’accélération du point Q et du point A; ce qu’on [leut écrire
rapport d’accélér. de P. et Q =
rapp. d’accélér. de P et A rapp. d’accélér. de Q et A
Le tableau des nombres /ng, . . . nous met donc en état de répondi e à la question suivante : Trouver le rapport d’accélération de deux points matériels quelconques. Ce rapport est égal à l’inverse du rapport des nombres m correspondants dans le tableau. (On remarque l’analogie entre les propriétés de ce tableau et celles du tableau des équivalents chimiques.)
Définition. — Les nombres mg, Wq, . . . s’appellent les masses des points A, B, G, ....
Résumons ce qui précède. Le rapport des masses de deux points est, par définition, l’inverse du rapport des accélérations que chacun d’eux détermine sur l’autre; la valeur numérique de l’une des masses ayant été choisie arbitrairement, les valeurs de toutes les autres sont déterminées.
Quatrième principe . — L’accélération que détermine sur un point matériel quelconque M l’ensemble de plusieurs systèmes matériels S^, So, S3, .. . s’obtient en composant, d’après les règles de la composition des vecteurs, les accélérations que détermineraient isolément les systèmes S,, S2, S3, ... agissant successivement sur le point M.
Ces faits ne sont rigoureusement vrais que pour les mouvements absolus rapportés au système d’axes fixes indiqué. Mais ce n’est qu’en Astronomie ou dans le cas de quelques expériences tout à fait exceptionnelles (comme le pendule de Foucault, par exemple) qu’on a besoin de se servir de ce système d’axes. Dans l’immense majorité des cas, il est permis de prendre un système d’axes lié à la terre : il n’en résulte aucune inexactitude appréciable, comme le montre l’observation, d’accord avec la théorie des mouvements relatifs.
66. Des forces. — Le mot force n’entre pas dans les principes de la Dynamique, tels que nous venons de les donner. On peut, en effet, s’en passer. L’objet de la Dynamique est le suivant : « Sachant quels sont les mouvements qui se produisent dans certaines conditions données, prévoir quels sont les mouvements qui se produiraient dans d’autres conditions données. » Il n’est question, dans ce problème, que de corps et de mouvements, et il n’est pas nécessaire de faire intervenir un troisième élément.
Il y a toutefois avantage, au point de vue de l’abréviation, de faire la convention suivante : Lorsqu’un point M de masse m
Fig. 5i.
SA
éprouve une certaine accélération J déterminée par la présence d’un ou plusieurs autres points matériels, nous dirons conventionnellement que M est soumis, de la part de ce ou de ces points matériels, à une force égale à/nJ en grandeur, en direction et en sens. C’est ce vecteur mJ qui est par définition la force agissant
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sur M. Si on le désigne par F, on a la définition (F) = /n(J) en grandeur, direction et sens. On voit c[ue la force est une notion dérivée, définie à l’aide d’autres c[uantités : le vecteur force est un vecteur polaire comme l’accélération.
67. Principe de l’égalité de l’action et de la réaction. — Newton
a énoncé, sous le nom de principe de légalité de l’action et de la réaetion^ la loi suivante : Si un point M est sollicité par une force F due à la présence d’un autre point M', cette force est dirigée suivant MM' et le second point M' éprouve de la part de M une force égale et directement opposée à F. Newton exprime ce fait en disant cpie la réaction est égale et opposée à l’action. Ce principe est implicitement contenu dans ceux que nous avons donnés. En effet, si le point M de masse m est soumis à une force F, cela veut dire qu’il a une accélération J égale, géométriquement, à D’après notre deuxième principe, le point M'
éprouve une accélération de sens contraire, numériquement égale à
autrement dit, il est soumis à une force F de sens contraire à la première. C’est la loi de Newton.
Le principe de l’égalité de l’action et de la réaction s’étend immédiatement aux actions mutuelles de deux systèmes de points (S) et (S').
Si les points du système (S) exercent sur ceux de (S') certaines forces, inversement les points de (S') exercent sur ceux de if>') des actions représentées par des forces égales et directement opposées aux premières.
C’est ainsi que, si l’on exerce avec la main des pressions sur un mur, le mur réagit sur la main en produisant sur elle des forces égales et directement opposées; quand un cheval tire une voiture, les actions d’un des traits sur la voiture sont égales et directement opposées à celles de la voiture sur le trait, etc.
68. Composition des forces. Résultante. — Le quatrième principe donne immédiatement la règle de la composition des forces.
Un système S^ agissant seul sur le point matériel M lui communique une accélération J , : il produl t donc sur le point une force F ^ définie par l’égalité géométrique {fig- 52)
(Fl) = m(Ji).
De même un deuxième système S2 agissant seul communique au
Fig. 52.
point M, dans les mêmes conditions de position et de vitesse, une accélération J2 et produit sur le point une force
. . . Un dernier système agissant seul communique au point M une accélération et produit par suite une force
Lorsque toutes ces forces agissent en même temps sur le point M, dans les mêmes conditions, elles lui communiquent une accélération J égale à la somme géométrique Ji, J2, . . ., J/i :
(J)=(Jl) + (J2)-+-*..+ (Jn).
La valeur F de la force unique qui communiquerait au point cette même accélération J {fig. 62) est
on aura donc
(F) = (Fi)-h(F2)+...+ (F^).
Cette force unique, qui se nomme résultante des forces données Fl, F2, ...; F„, est donc, à chaque instant, représentée par le vecteur résultant des vecteurs représentatifs deFi, F2, ..., F„. . On peut donc appliquer à la composition et à la décomposition
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des forces agissant sur un même point tout ce c|ui a été dit sur la composition et la décomposition des vecteurs concourants.
69. Équations du mouvement. — Soit un point M de masse m sollicité par des forces représentées à l’instant t par les vecteurs F^ , Fa, ..., F;^. Appelons jr, -S les coordonnées du point m,
(X^, Y^, Z^), (Xo, Yo, Zo), ..., (X;^^ Y, J, Tjn) les projections des forces sur les axes; les projections X, Y, Z de leur résultante F sont
(F) Y=SY,, Z = SZ,;
les projections de l’accélération J sont
~dt^’ ~dr-'
La relation géométrique (F)=m(J) donne donc, pour les projections sur les trois axes, les relations
dt'^ dt-
qui sont les équations du mouvement.
Dans le cas le plus général qui puisse se présenter, la résultante F dépend de la position du point, c’est-à-dire de .2^, y, -S;, de
, 1 dx dy dz 1 ,
sa vitesse, c est-dire de-^> -—•> — > et du temps; on aura donc
dx
dy
dt
et pour Y et Z des expressions analogues. Pour trouver le mouvement du point sous l’action des forces données, il faudra intégrer les équations du mouvement, qui sont des équations différentielles du second ordre définissant y., z en fonction de t.
Nous nous bornons à indiquer cette question, qui sera détaillée au commencement de la Dynamique.
70. Équilibre. — Plusieurs forces appliquées à un point matériel se font équilibre lorsque, le point étant au repos, ces forces ne lui impriment aucun mouvement. La somme géométrique des accélérations dues à ces forces est alors nulle; donc la somme géométrique des forces, c’est-à-dire leur résultante, est nulle. Cette
condition nécessaire de l’équilibre est évidemment suffisante.
En général, un système matériel soumis à l’action de certaines forces est en équilibre si, ce système étant au repos, ces forces ne lui impriment aucun mouvement.
71. Statique; Dynamique. — La partie de la Mécanique dans laquelle on étudie les conditions que doivent remplir les forces appliquées à un système de points, pour que l’équilibre existe, se nomme la Statique. La partie de la Mécanique dans laquelle on étudie les relations qui lient les forces aux mouvements qu’elles produisent est la Dynamique.
Nous commencerons par l’étude de la Statique, qui n’est qu’une Géométrie d’un genre particulier; nous traiterons ensuite la Dynamique. Cet ordre se trouve justifié par cette considération que, grâce à un prlneipe dû à d’Alembert, la mise en équation d’un problème de Dynamique peut être ramenée à la résolution d’un problème de Statique.
Dans l’ordre historique, la Statique est la partie la plus ancienne de la Mécanique. I.a Statique remonte, en effet, jusqu’à Archimède, qui a donné le principe du levier dans son Livre De œquiponderantihus . Quanta la Dynamique, elle ne fait son apparition qu’avec les découvertes de Galilée.
II. — UNITÉS DE MASSES ET DE FORCES; HOMOGÉNÉITÉ
72. Pesanteur; poids. — Un point pesant tombant, sans vitesse Initiale, d’une petite hauteur, prend, par rapport à la terre, un mouvement rectiligne uniformément accéléré, suivant la verticale. L’accélération g de ce mouvement, variable avec la latitude et l’altitude, a pour valeur, à Paris, g"%8o8. En vertu du mouvement de la terre, à ce mouvement relatif correspond un mouvement absolu qui n’est pas rectiligne et uniforme; il lâut en conclure que le point pesant est soumis à une force à la surface de la terre; cette force eslVattraetion de la terre.
Quand un point matériel pesant est retenu par un obstacle, faction de la terre s’exerce encore sur lui, mais l’effet de cette force est modifié : cela tient à ce que l’obstacle exerce aussi une action sur le point. Par exemple, si un point pesant attaché àl’ex-
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irémité d'un fil est immobile par rapport à la terre, le fil exerce sur le point une certaine action qui est la tension du fil. On appelle poids absolu du point la force fictive égale et directement opposée à cette tension.
Si la terre était immobile, le point matériel suspendu au (il serait en équilibre sous l'action delà tension du fil et de l’attraction de la terre. Cette dernière serait donc égale et opposée à la tension, c’est-à-dire égale au poids absolu du point. Mais, en réalité, le point matériel n’est ni immobile ni animé d’un mouvement rectiligne uniforme; la tension et l’attraction ne se font pas équilibre, et le poids absolu est différent de U attraction. Cette différence est d’ailleurs très petite et négligeable dans la plupart des phénomènes. Nous verrons plus tard qu’un point matériel pesant, tombant dans le vide d’une petite hauteur, prend sensiblement, par rapport à la terre, le même mouvement que si la lerre était immobile et si le point était sollicité par son poids absolu. Comme ce mouvement possède une accélération constante le poids absolu p d’un point de masse m est une force constante en un même lieu :
P = mg.
Ce poids varie, comme g, avec la latitude et l’altitude.
On peut se rendre compte également de ce qu’est le poids absolu de la façon suivante. Supposons un point matériel placé sur une main immobile par rapport à la terre : la main exerce sur le point une action cjui est une force verticale dirigée vers le haut et égale en intensité au poids absolu du point ; inversement, d’après le principe de l’égalité de l’action et de la réaction, le point exerce sur la main une pression dirigée vers le bas et égale au poids absolu en intensité, direction et sens; c’est cette |>ression qui est sentie par la main et qui donne une idée vague du poids absolu. De même, si le point est placé sur le plateau d’une balance, la pression est identique au poids absolu.
73. Unités industrielles ; kilogramme-force. — Dans l’industrie on prend ordinairement les unités fondamentales suivantes :
Unité de force ....
Unité de longueur
Unité de temps . . .
Kilogramme-force
Métré
Seconde de temps moyen
Par définition le kilogramme-force est le poids absolu de l’^s à Paris, c’est-à-dire la somme des poids absolus des points matériels constituant d d’eau distillée, à son maximum de densité, Cl Paris. Il est indispensable d’ajouter que ce poids absolu est pris en im lieu déterminé de la terre, à Paris, par exemple, car le poids absolu d’un point matériel change d’un point à l’autre de la terre.
Oans ce système, l’unité de masse est une unité dérivée : la masse d’un point est définie par la formule
p étant le poids absolu évalué en kilogrammes-forces et g l’accélération due à la pesanteur. Si l’on W\lp = g, on a m — i. L’unité de masse est donc la masse d’un point dont le poids absolu est kilogrammes-forces. A Paris, g étant égal à 9,808, l’unité de masse sera la masse de 9*^, 808 d’eau distillée à 4”-
L’inconvénient de ce système est que l’unité de force, kilogramme-force, est une quantité dont la définition exige l’indication d’un lieu déterminé à la surface de Ja terre; de plus, la masse d’un corps, qui est une qualité physique inhérente à ce corps, est exprimée par des nombres différents, suivant que le kilogrammeforce est défini en un lieu ou l’autre de la terre. C’est ce qu’on peut éviter, ainsi que l’a déjà montré Gauss, en adoptant comme unités principales les unités de longueur, masse et temps pour en déduire l’unité de force.
74. Unités absolues. Dyne. — Dans ce système, on prend comme unités fondamentales les unités de longueur, temps et masse ; l’unité de force est alors une unité dérivée. Gé système repose sur cette remarque, qu’on peut comparer entre elles les masses des corps à l’aide d’une balance. En effet, soient, en un Heu déterminé de la terre, g l’accélération due à la pesanteur, p, p', p” , ... les poids absolus de points matériels de masses m, m' , m!' , .... On aura
p^mg, p'=m'g, p"=^m"g
Donc, s\ P = p', m — m' , s\p=p' p'!, m = né -^m!' , ... ; d’une manière générale, les masses des points matériels sont proportion-
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nelles à leurs poids absolus en un même lieu, c’est-à-dire à leurs poids relatifs évalués à l’aide d’une balance. On pourra donc, en choisissant arbitrairement une unité de masse, mesurer toutes les masses. Les intensités des forces seront ensuite exprimées en nombres parla formule
F = mJ,
m étant la masse du point sur lequel agit la force et J l’accélération due à la force. Si l’on suppose m et J égaux à l’unité, F sera exprimée par i ; donc, dans ce système, l’unité de force estlaforce qui, agissant sur l’unité de masse, lui imprime une accélération égale à l’unité de longueur, l’unité de temps étant choisie. Conformément aux principes adoptés par la Commission britannique en 1871, puis par le Congrès des électriciens en i88i, on a pris comme unités primitives : pour les longueurs, le centimètre ; pour les masses, le gramme-masse , c’est-à-dire la masse de d’eau distillée à 4° 5 pour le temps, la seconde de temps solaire moyen. Dans ce système d’unité C.G.S. (centimètre, gramme, seconde), la masse d’un corps est exprimée par le même nombre que son poids relatif en grammes; l’unité de force appelée dyne est la force qui, a.gissant sur la masse de i^, lui imprime une accélération de
Le poids absolu de i^ à Paris est de 980,8 dynes, car ce poids absolu communique à la masse de i^ une accélération de g™, 808 ou de 980^^'“, 8.
7o. Mesure statique des forces. — Le système de mesure qui consiste à prendre un poids absolu pour unité a été le premier employé. Cela tient à ce que l’homme s’est d’abord fait une idée de la force par l’effort qu’il est obligé de faire pour supporter un fardeau; d’où la comparaison des forces aux poids. Cette comparaison peut se faire d’une manière précise à l’aide du dynamomètre. Prenons un ressort à boudin vertical, dont l’allongement peut être mesuré par une graduation ; suspendons à ce ressort, à Paris, des poids de i^^, de 2^^, etc.; nous pourrons noter les flexions correspondantes. Alors, pour mesurer une force quelconque agissant sur un point matériel, nous pourrons fixer le point à l’extrémité du ressort, orienter l’axe du ressort dans la direction
de la force et noter la flexion correspondante : nous aurons la mesure de la force en kilogrammes-forces.
Cette mesure statique des forces est très importante, car elle montre que la relation fondamentale
F = mJ,
qui se traduit par les équations (i), est pas une simple identité. Prenons, par exemple, un point matériel sur lequel agit une force dépendant seulement de la position du point. En donnant au point diverses positions et mesurant statiquement la force dans chacune de ces positions, on connaîtra la loi de la variation de la force avec la position du point; analytiquement, on connaîtra les projections X, Y, Z de la force en fonction des coordonnées .r, y, -3 du point. Si, ensuite, on lance le point, en le soumettant aux forces considérées, il prend un mouvement dont on obtient les équations sous forme finie, en intégrant les équations (i) où les deuxièmes membres X, Y, Z sont des fonctions connues de .r, JP, Z.
76. Homogénéité. — Si, pour les applications, il est indispensable défaire choix d’un système d’unités déterminées, il n’en est pas de même pour la théorie. Dans les recherches théoriques, il est préférable de laisser les unités fondamentales indéterminées, de façon que les formules obtenues puissent être appliquées à tout système d’unités. Les formules devant alors subsister, quel que soit le choix des trois unités fondamentales, devront présenter une triple homogénéité par rapport aux longueurs, aux temps et aux masses. Soient / une longueur, t un temps, m une masse, c une vitesse, y une accélération, une force, mesurés à l’aide d’un certain système d’unités fondamentales, de longueur, temps et masse. Si l’on prend une unité de longueur \ fois plus petite, une unité de temps t fois plus petite et une unité de masse p. fois plus petite, les mesures des quantités ci-dessus deviendront
/X, t-z, mfj., c-, y-, ;
car une vitesse est le quotient d’une longueur par un temps, une accélération le quotient d’une vitesse par un temps et une force le
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produit d’une accélération par une masse. Si donc les unités fondamentales ne sont pas spécifiées, les formules devront subsister quels cpie soient les facteurs tji,
Par exemple, la durée de l’oscillation infiniment petite d’un pendule simple de longueur Z, en un lieu où l’accélération due à la pesanteur est «•, est donnée par la formule
Si l’on change d’unités comme ci-dessus, on a
la formule ne change pas ; elle est bien homogène.
EXERCICES
1. Élablii' les formules qui permettent de passer du système d’unité mètrcseconde-kilogramme-force, à Paris, au système C.G. S.
2. Admettant qu’on sache que la durée t de l’oscillation infiniment petite d’un pendule simple ne dépend que de sa longueur l et de l’accélération
déduire des conditions d’homogénéité cette conséquence que t est nécessairement de la forme
k désignant un coefficient numérique =
3. Admettant que la vitesse v d’un corps pesant abandonné à lui-méme dans le vide sans vitesse initiale dépend uniquement de la hauteur de chute h et de l’accélération
démontrer que v est nécessairement de la forme
P = k^gh,
k désignant un coefficient numérique {k — y/a).
4. Sachant que la vitesse p du son dans un gaz est une fonction de V élasticité q
lOO PREMIÈRE PARTIE. — NOTIONS PRELIMINAIRES,
et de la densité d, démontrer qu’elle est donnée parla formule
k désignant un coefficient numérique (/t, rapport des chaleurs spécifiques du gaz à pression constante et à volume constant). L’élasticité est la pression du gaz sur l’unité de surface et la densité la masse de l’unité de volume du gaz.
CHAPITRIÎ IV. — TRAVAIL : FONCTION DE FORCES
lOI
I. — POINT MATÉRIEL
77. Travail élémentaire. — Soit une force F appliquée à un point matériel M : supposons que ce point subisse un déplacement infiniment petit quelconque MM' {fig. 53); on appelle tra-
Fig. 53.
V ail élémentaire force F, correspondant au déplacement MM',
le produit géométrique de F par MM',
(i) F.MM'.cosFMM',
c’est-à-dire le produit de la force par le déplacement et le cosinus de l’angle de la direction de la force avec celle du déplacement. Ce travail élémentaire est une quantité algébrique supérieure, inférieure ou égale à zéro, suivant que l’angle FMM' est aigu, obtus, ou droit. Quand ce travail est positif, il est dit moteur; quand il est négatif, il est dit résistant. Si le déplacement infiniment petit MM' s’effectue pendant un temps dt^ la vitesse du
point pendant ce déplacement est ç= et l’on peut écrire
l’expression du travail élémentaire
(2) Fc cos(F, c) dt-,
car l’angle de la force avec la vitesse est identique à l’angle de la force avec le déplacement.
Le travail élémentaire, pouvant s’écrire
MM''.[FcosFMM'],
est égal au déplacement MM' du point matériel multiplié par la projection de la force sur la direction du déplacement. Donc, si plusieurs forces sont appliquées au point M, pour un même déplacement, le travail de la résultante de ces forces est égal à la somme des travaux des composantes; car la projection de la résultante sur la direction du déplacement est égale à la somme des projeetions des composantes.
En écrivant le travail sous la forme
F.[mM'cosFMM'],
on peut le définir le produit de la force par la projection du déplacement sur la direction de la force. Si donc le déplacement MM' est la somme géométrique de plusieurs déplacements, ou si la vitesse du point est la somme géométrique de plusieurs vitesses, le travail élémentaire de la force F correspond au déplacement résultant ou à la vitesse résultante, est la somme des travaux élémentaires de la force F correspondant aux déplacements composants ou aux vitesses composantes.
Lorsque le travail élémentaire d’une force est nul, il faut, ou bien que le déplacement soit nul, ou bien que la force soit nulle, ou qii’ elle soit normale au déplacement.
78. Expression analytique du travail élémentaire. — Soient .r,
^ les coordonnées du point M par rapport à trois axes rectangulaires ; ^ Z dz celles du point infiniment voisin M'; X, Y, Z les projections de la force F sur les trois axes.
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Les cosinus directeurs de la force F et ceux du déplacement MM' sont
X Y Z ^ dx dy dz
Calculant le cosFMM' de l’angle de ces deux directions, on a, pour l’expression du travail élémentaire en coordonnées cartésiennes rectangulaires,
F. MM'. cosFMM'= X dx -i- Y dy -i- Z dz.
79. Travail total ; unité de travail. — Considérons un mobile M qui subit un déplacement fini en partant d’un point Mq à l’instant et arrivant au point Mi à l’instant t^, après avoir décrit une courbe MyM, {fig. 54), suivant une certaine loi de
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mouvement. Soit F une force agissant sur ce mobile; on appelle travail total de F, correspondant au déplacement fini considéré, la somme des travaux élémentaires de cette force pour tous les déplacements infiniment petits successifs dont se compose le déplacement fini. Ainsi on divise l’arc MoMi en parties infiniment petites MflM', M'M", M"M'", . . ., et l’on calcule la somme
S = lim (Fq.MoM'. cosFoMoM'h- F'. M'M". cosF'M' M"-4-. . .),
Fo désignant la valeur de la force F, qui agit sur le mobile en Mo, F' la valeur de cette force quand le mobile est en M', .... Cette somme S est le travail total de F. Elle est donnée par la formule
P ( Ml
X dx -H Y dy -\-T^ dz^
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qui exprime la somme des travaux élémentaires. Par exemple, si la force F est constamment normale à la trajectoire, tous les éléments de la somme sont nuis et le travail est nul.
Unité de travail. — Lorsqu’on a choisi les unités fondamentales, on trouve que le travail total d’une force unité agissant sur un point qui se déplace d’une longueur égale à l’unité, dans le sens de la force, est exprimé par l’unité. C’est ce travail qu’on prend comme unité de travail. Par exemple, l’unité de force étant le kilogramme-force et l’unité de longueur le mètre, l’unité de travail que nous venons de définir est le kilogrammètre. Dans le sjstème C. G. S. l’unité de travail s’appelle erg.
Pour le calcul effectif de S, différents cas sont à distinguer.
80. La force dépend du temps ou de la vitesse. — Dans le cas le plus général qui puisse se présenter, la force F dépend de la position du mobile, de sa vitesse et du temps; de sorte que X, Y,
Z sont des fonctions données de z, ^ et t. Dans
ce cas, pour calculer fs, il faut connaître le mouvement du mobile de Mq en M4, c’est-à-dire les expressions
des coordonnées du mobile en fonction du temps. On peut alors, en substituant ces expressions de x^y^ z et celles qu’on en déduit par différentiation pour dx^ dy^ dz dans l’intégrale définie (i), ramener cette intégrale à la forme
qui permet de calculer S.
81. La force ne dépend que de la position du mobile. — Dans ce cas, pour avoir S, il suffit de connaître la courbe G que le mobile a suivie de Mq M< ; il est inutile de connaître la façon dont cette courbe est parcourue, de sorte que le calcul du travail total devient un problème de Géométrie. En effet, on peut exprimer les coordonnées d’un point M de la courbe C en fonction d’un paramètre q variant de q^ à quand le point M parcourt
CHAPITRE IV
TRAVAIL : FONCTION DE FORCES
l’arc de courbe MoM^ :
^ = z = Tn{q).
Les composantes X, Y, Z, dépendant uniquement de x, y, deviennent des fonctions de q le long de la courbe; on a donc, en substiluant dans l’intégrale (i) ces valeurs de x^ jp, ^ et celles qu’on en déduit pour dx^ dy^ dz^
formule qui permet de calculer G.
Si la même courbe était parcourue par le mobile en sens contraire de M, en Mq, le travail total serait — S, car il faudrait intervertir les limites et q^.
82. Cas particulier dans lequel G dépend seulement des positions initiale et finale. Fonction des forces. Potentiel. — Supposons que X, Y, Z soient des fonctions de x^ jp, ^ continues et admettant des dérivées partielles du premier ordre en tous les points d’une région de l’espace dans laquelle seront situées toutes les courbes considérées. Cherchons ce que doivent être ces fonctions
Y(.r, jK, Z(x,y,z).
pour que le travail total correspondant à un déplacement fini MqM< dépende seulement des positions initiale et finale Mq et M^ , et non de la courbe suivie par le mobile.
Soient d’abord deux points Mo, M, {fig. 55) infiniment voisins,
l'ig. 55.
situés dans un plan parallèle au plan des xy^ ayant pour coordonnées, le premier Mo(.r, y, z)^ le second {x + dx^ y + dy, z). Amenons Je mobile de Mo en M, en le déplaçant d’abord parallè-
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Jement à l’axe Ox d’une longueur dx^ pour l’amener en M', puis parallèlement à Oy, d’une longueur dy^ pour l’amener en M,. Le travail élémentaire eorrespondant au déplaeement MoM< est X(^, JP, z)dx’, en M' la foree a une valeur F' do'nt la projection Y' sur l’axe des y est Y [x -\- dx, y, z); le travail élémentaire de F' correspondant au déplacement M'M^ est donc Y' dy ou Y(x -j- dx, y, z')dy. D’où; |)our le travail total correspondant au déplacement Mq IVT) ,
S X(a?, jK, -S ) -h Y ( -h dx, y, z) dy.
Si l’on déplaçait le mobile, d’abord parallèlement à Oy jusqu’en M'' d’une longueur dy, puis de en M^, parallèlement à Ox, d’une longueur dx, on trouverait pour le travail
S = Y{x, y, z) dy + X(x, y -+- dy, z) dx.
Nous voulons que ces deux valeurs de soient égales; en les égalant et faisant
Y(a? + dx, y, z) = Y {x, y,z)-\-^ dx,
Y{x,y ^ dy,z) = Y.{x, y,z)-^^-^dy,
on trouve, après des réductions évidentes,
dY_ _dY dx dy
On trouvera, en opérant de même dans des plans parallèles aux deux autres plans coordonnés, les deux autres conditions nécessaires
dT^ _dY_ ^ _ éZ
dy dz dz dx .
Ces conditions expriment que l’expression
X dx -h Y dy Z dz
est une différentielle totale d’une fonction U des variables indépendantes X, y, Z. Nous allons montrer qu’elles sont suffisantes, du moins avec certaines restrictions que nous indiquerons.
En effet, si ces conditions sont remplies, on a l’identité
X dx -h Y dy -\~Z dz = d\}{x, y, z)
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qui entraîne les trois autres
ax oy oz
La fonction U, c|iii n’est déterminée qu’à une constante additive près, s’appelle la fonction des forces. On dit aussi que les forces dérivent d’un potentiel, mais le potentiel est la fonction — U.
Le travail total de la force F, quand le mobile va de Mo en le long- de la courbe G 56), est alors
-(Ml)
' Xdx-{~Ydy-^Zdz= 6^U=Ui— Uo,
(Mo) '^(Mo)
U, désignant la valeur finale que prend en M| la fonction ü suivie par continuitéXe long de la courbe, la valeur initiale de U en Mo étant Uo-
Donc, si U est, dans la région d’espace considérée, une fonction uniforme de x., y, .s, avec une seule détermination en chaque
Fig. 56.
point de cette région, Uo et ont des valeurs |)arfaitement déterminées et le travail total G est indépendant du chemin suivi de Mo à Ml. En particulier, si le mobile décrit alors un chemin fermé, M, coïncidera avec Mo, et le travail total sera nul.
Mais, si la fonction U est à déterminations multiples comme un arc tangente, le travail total n’est pas absolument indépendant du chemin suivi de Mo en M,, car il varie suivant que, partant de Mo avec une détermination Uo, on est amené par continuité à prendre en M, l’une ou l’autre des déterminations de U. On peut dire aussi que, dans ce cas, le travail total relatif à un contour fermé n’est pas nécessairement nul. Ces deux façons de s’exprimer sont d’ailleurs identiques au fond, car, si l’on considère deux chemins G et G' allant de Mo en M< et si l’on appelle ^ et le
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travail total correspondant aux. deux déplaeements finis MoGM^, MoG^M,, le travail total correspondant au déplacement fermé MqGMi G'Mq est S — S'. Donc, si © = S', ce dernier travail est nul et réeiproquement.
Supposons, par exemple, U = arc tang — ; la force F a pour projections les expressions
qui sont des fonctions continues avec des dérivées dans toute la partie de l'espace située à l’extérieur d’un cylindre de révolution de rayon aussi petit qu’on le A^eut, ayant pour axe Oz {Jig. 5y). La fonction U étant
Fig. 57.
l’angle a? OP que fait avec O a? la projection OP du rayon vecteur OM sur le plan des arp, on voit que, si le mobile décrit une courbe fermée MGM ne tournant pas autour de l’axe 0^, le travail total est 7Uil^ car la fonction U, suivie par continuité le long du contour G, reprend en M sa valeur initiale. Mais, si le mobile décrit une courbe fermée MG'M tournant une fois dans le sens positif autour de Oz, la variation de U étant 2tc, le travail total est 2Tz; si le mobile tourne n fois autour de Oz dans le sens positif, le travail total est 2n7z.
Ges considérations ont été développées par J. Bertrand {Journal de l’École Polytechnique, 28® cahier).
D’une manière générale, on peut, dans le cas où il existe une fonction des forces, établir la proposition suivante, que nous nous contenterons d’énoncer pour ne pas entrer dans des développements analytiques trop étendus :
Si l’on peut, par déformation continue, réduire une courbe fermée G à un point, sans l’amener à passer par aucun point où les fonctions X, Y, Z cessent d’ être continues et d’ admettre
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des dérivées premières, le travail total de F le long de cette courbe fermée est nul.
La démonstration se fera aisément si l’on s’appuie sur la formule suivante :
La courbe G, en se réduisant à un point P, engendrera par ses positions successives une portion de surface S sur laquelle, par hypothèse, X, Y, Z sont finis, continus et admettent des dérivées. On a alors la formule suivante, dont on trouvera la démonstration dans le premier Chapitre du Tome III (formule d’Arapère et de Stokes),
= I X dx -h Y dy Z dz
-mi
dX dZ
âx
dx dz
\dx dyj
dZ
dy
dY_
dz
dz dy,
la [iremière intégrale étant prise le long de G et la seconde sur la surface S. Les éléments de l’intégrale double S étant tous nuis, en vertu des conditions mêmes qui expriment l’existence d’une fonction des forces, on a G = o.
83. Surfaces de niveau. — Voici quelques remarques importantes sur le cas où il existe une fonction de forces U ou un potentiel — U.
Soient M(.r, y, z) une position du point matériel et une demi-droite parallèle à Ox {fig> 58); la projection de la force F
sur cette demi-droite est égale à c’est-à-dire à la limite du rapport
I lO
quand MM.' tend vers zéro, M' étant un point pris sur la demidroite Ma?' et U' la valeur de la fonction U en ce point. Comme on peut prendre une direction quelconque pour direction de l’axe Oa?, on voit que, pour avoir la projection de la force F sur une demi-droite quelconque MD, il suffît de prendre la limite du rapport
quand MM" tend vers zéro, M" étant un point pris sur MD et U" étant la valeur de la fonction U en ce point. Cette limite s’appelle la dérivée de la fonction U prise suivant la direction MD.
Les surfaces ayant pour équation
UCa-, JK, z) = G,
C désignant une constante, se nomment surfaces de niveau. En faisant varier C d’une manière continue, on a une suite de surfaces telles que, par tout point pris dans la région de l’espace où la fonction U est définie, passe une de ces surfaces. La force qui agit sur le point matériel dans une position M est normale à la surface de niveau particulière S qui passe par M, car ses projections sont égales aux trois dérivées partielles de U ou ü — C. De plus, la force F est dirigée par rapport à cette surface du côté où U va en croissant. En efîèt, soit MN la normale à la surface de niveau S menée du côté où U va en croissant; la projection de la force sur cette normale coïncide avec la force même; elle est positive ou négative suivant que la force est dirigée suivant MN ou suivant la direction opposée. Gomme cette projection a pour expression
Ui-U hm ■ 7
MMi
M, étant un point de MN infiniment voisin de M, elle est positive, car U< est supposé supérieur à U. La force est donc dirigée suivant MN, et son intensité F s’obtient en prenant la dérivée de ü suivant cette normale, ce que l’on écrit symboliquement
CHAPITRE IV
TRAVAIL : FONCTION DE FORCES
Si l’on mène une surface de niveau S, infiniment voisine de S du côté où U va en croissant, cette surface S< coupe les normales telles que MN en des points tels que M<, et, comme U prend une valeur constante Ui sur cette surface S<, l’expression
^ r Ui-U
F = lim — — ,
MMi
dont le numérateur est constant pour toutes les positions du point M sur la surface S, montre que la force varie en raison inverse de la portion de normale à la surface de niveau S comprise entre cette surface et une surface de niveau infiniment voisine.
On peut alors se représenter approximativement la distribution des forces dans le champ considéré de la façon suivante : Soit t une quantité constante choisie d’autant plus petite qu’on désire une plus grande approximation. Construisons les surfaces de niveau
U=— s, V=—2B, ..., \]=—ke,
et numérotons ces surfaces o, i, 2, ..., /i, ..., — i, — 2, ..., — A", .... En un point M d’une quelconque S de ces surfaces numérotée /?, menons la normale du côté de la surface S| numérotée /> -H I et appelons M^ le point de rencontre de cette normale avec Si : la force en M est dirigée dans le sens MM< et a pour valeur approchée F =: »
84. Exemples. — 1° Il existe une fonction des forces pour une force perpendiculaire à un plan fixe et fonction de la distance du mobile à ce plan. En effet, prenons le plan pour plan des xy, la force étant parallèle à O^; X et Y sont nuis, et, de plus, Z est une fonction de f (-s)- Le travail élémentaire étant Z dz ou 9(2) dz est la différentielle totale de la fonction
Les surfaces de niveau sont des plans parallèles au plan des xy. Ainsi, la force étant le poids du point M, on a, en prenant l’axe des z vertical vers le haut,
Z = — U = — mg'z -f- const.
2" Il existe une fonction des forces pour une force dirigée suivant la per pendiculaire abaissée du' point M sur un axe fixe et fonction de la distance du point à cet axe. Prenons l’axe pour axe O^, appelons p la distance MQ
Fig. 5g.
du point M à l’axe et <ï> la valeur de la force estimée positivement dans le sens QM. Les projections de cette force étant
on a, pour le travail élémentaire, l’expression
X dœ -H Y dy -h Z dz = — {x dx -r- JK dy) = <ï> dçt,
car, p2 étant égal à x‘^-^y~^ p dp égale x dx y dy. Par hypothèse, <E> dépend uniquement de p : le travail élémentaire est donc la différentielle totale d’une fonction de p,
Les surfaces de niveau sont des cylindres de révolution autour de Oz.
3° Enfin il y a une fonction des forces pour une force dont la direction passe constamment par un point fixe O et qui est fonction de la seule distance du mobile à ce point. Prenons ce point O pour origine; soient la distance OM et F la valeur de la force estimée positivement dans le sens OM. Les projections de la force étant
le travail élémentaire a pour expression
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car la relation
donne, par différentiation,
X dx + y dy z dz — r dr.
ii3
Comme F est supposé fonction de le travail élémentaire est la différentielle totale d’une fonction de r.
Les surfaces de niveau sont des sphères de centre O. Ainsi un mobile m étant attiré par un centre fixe O en raison inverse du carré de la distance, on a
où [J. est un coefficient positif, car la force étant dirigée dans le sens MO est négative. Alors
Dans cet exemple, le travail total de la force, quand le mobile passe d’une position Mq éloignée indéfiniment à une position Mi située à une distance j\ du centre attractif O, est
Les trois lois de forces précédentes sont des cas particuliers de celle-ci. Un point M est sollicité par une force qui est dirigée suivant une normale MP à une surface fixe S, et dont l’intensité est fonction de la longueur MP de cette normale. Il existe alors une fonction des forces dépendant uniquement de MP; les surfaces de niveau sont parallèles à S. C’est ce qu’on démontrera à titre d’exercice (Exercice 7).
4° Lorsqu’un point matériel est sollicité simultanément par plusieurs des lois de forces précédentes, il existe encore une fonction des forces: cela résulte du théorème suivant :
Si un mobile est soumis à un système de deux forces Fj, F2 qui donneraient lieu séparément à des fonctions de forces Ui, U2, U existe encore une fonction de forces égale à U1-+-U2.
Soient, en effet,
dU
dx
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les projections de la première force et
dU
celles de la seconde; les projections de la résultante seront évidemment
d(Ui-f-U2) ^ d(U|-f-Ll2) rj d(Ui-i-U2)
“ dx ' “ ^ ~ di
ce qui démontre la proposition énoncée.
8S. Remarque sur les surfaces de niveau. — Si les surfaces de niveau sont seulement définies géométriquement et non par leur équation U = const., la loi de force n’est pas entièrement déterminée. Si, en effet, une certaine fonction V(x, y, z-) reste constante sur les surfaces de niveau, la fonction des forces sera nécessairement de la forme
U = cp(V)
et la loi de force sera
dV dV dV
la fonction q' étant arbitraire, nous arrivons à cette conclusion que, sur une même surface de niveau, la force n’est connue qu’à un facteur constant arbitraire près. Par exemple, le fait que les surfaces de niveau sont des sphères de même centre O apprend que la force passe par le point O et est fonction de la distance du mobile au point O.
86* Puissance. — La puissance d’une machine est la quantité de travail que cette machine fournit pendant l’unité de temps.
Unité de puissance, — Dans le système G. G. S., l’unité de puissance est Y erg-seconde. C’est la puissance d’une machine qui produit un travail d’un erg par seconde.
Cheval-vapeur . — Dans le système industriel, l’unité de puissance est le cheval-vapeur . C’est la puissance d’une machine qui produit un travail de ^5 kilogrammètres par seconde.
II. - SYSTÈMES DE POINTS
87. Travail des forces appliquées à un système de points. Fonction des forces. Potentiel. — Soient ii points M, , jki ,
y-x, -2), •••, M„( x,ii Yn, ^-n) sollicités par des forces données, le premier par des forces dont la résultante est F,(X,, Y,, Z,), le deuxième par des forces dont la résultante est Fo(Xo, Yo, Zo), .... Pour un déplacement infiniment petit imprimé au système, la somme des travaux élémentaires des forces
Pi 7 P2 7 • • • 7
X. I dx 1 — H Y J dy \ h— Z j dz 1 — f- A. 2 dx 2 —f— Y 2 dy 2 — r* Z 2 dz 2
X,j^/:T/t4- Y,it/y,i4- TjndZfi
Lorsque les forces dépendent seulement de la position du système, c’est-à-dire quand Xi, Yi, Z^, X2, Y2, Z2, ... sont des fonctions de y^^ x-2, ^27 • • -7 Yn-, et que l’expres-
sion (i) est une différentielle totale exacte d’une fonction U des coordonnées x^^ y , , , ^27 ^>^2? ^27 • • • 7 Y^i ^«7 en dit que les
forces (\onnées admettent une fonction des forces U ou dérivent ddin potentiel — P. On a alors
Quand le système passe d’une position Pq à une position P^, la somme des travaux totaux de toutes les forces F^, F2, ..., F,i est donnée par
/-(Pli ^(P.)
I (^\^dx [ -\-Y I dy dz[ -{-^2 dx2~\-^ody2 -{~7j2dz2-{~...-h7ijidz ,1) = I
fPo)
elle est done égale à la variation U, — Uq que subit la fonction U suivie par continuité quand le système [>asse de la première position à la deuxième.
Si la fonction U est une fonction uniforme des coordonnées, Uq et Ui ont des valeurs uniques: le travail total de toutes les forces,
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G, est alors entièrement indépendant de la façon dont le système a passé d’une position à l’autre.
88. Exemples. — i° Soient deux points M, et Mg ; supposons que l’action de Ml sur Ma soit une force Fj dirigée suivant la droite MjMa; d’après le principe de l’égalité de l’action et de la réaction, l’action de Ma sur Mi est une force Fa égale et opposée {fig. 6o). L’ensemble de ces deux forces se
Fig. 6o.
Ma
4 Fa
nomme V action mutuelle des deux points; convenons d’appeler valeur algébrique F de Vaction mutuelle des deux points l’intensité commune des déux forces Fi et Fa précédée du signe -+- ou du signe — , suivant que les deux points se repoussent (comme dans la figure) ou s’attirent. On a
alors
pour les projections
de Fl
et Fa, en
appelant r la distance MiM
(Fl)
Xy
F.r2-ri
— JF2
Faisant la somme des travaux élémentaires de ces deux forces, somme qu’on appelle travail élémentaire de Vaction mutuelle F, on trouve
- \{^x.^ — xV){dx^^—dx{)-^r{y^—y{){dyt—dyV)-^{z^_ — zV){dz^— dz^)],
expression qui se réduit à
V dr,
en vertu des relations évidentes
r2 = ( 272 — )2 + ( JK2 — JKl + (^52 — )^
rdr = {x^^ — x{){dx^^ — dxé) H- {y2-y\){dy^ — dy{)-\-{z<^ — Zi){dz^—dzé).
Si donc l’action mutuelle des deux points est une fonction de leur seule distance F = cp(;’), la somme des travaux élémentaires des deux forces Fi
II
et F2 est la différentielle totale exacte de la fonction
U = y(/') dr.
Ainsi, pour deux points s’attirant proportionnellement à leurs masses nii et 7712 6t en raison inverse du carré de leur distance, on a F = —
f désignant une constante, d’où U const. Supposons les points
d’abord placés à une distance infinie l’un de l’autre, puis amenés à la distance 7’; le travail total sera la variation de la fonction U, quand on passe
de la première position à la seconde, c’est-à-dire f .
2" Soit maintenant un nombre quelconque de points Mi, M2, ..., :
supposons que deux quelconques de ces points M/ et M/^ exercent l’un sur l'autre une action mutuelle dont la valeur algébrique est fonction de la seule distance l'ik des deux points Si le système subit un dépla-
cement infiniment petit, la somme des travaux élémentaires de toutes ces actions mutuelles est, d’après ce qui précède,
^ F ikdr iff,
la somme étant étendue à toutes les combinaisons des indices i et k deux à deux, i étant différent de k. Cette somme est la différentielle totale d’une fonction
U = 2 ^ F î/q di'i/c
il existe donc une fonction des forces. Par exemple, pour un système de trois points de masses 7?ii, /?i2, 772.3, s’attirant deux à deux proportionnellement aux masses et en raison inverse du carré des distances, on a
d’où
mimjc
à une constante près. Cette valeur de U est le travail total des actions mutuelles quand les trois points, supposés d’abord infiniment éloignés les uns des autres, sont amenés dans leurs positions actuelles.
EXERCICES
1. Quelles sont les dimensions du travail par rapport aux unités fondamentales longueur, temps, masse? (Si l’on prend une unité de longueur fois plus petite^ de temps x fois plus petite, de masse [x fois plus petite, le travail S devient
2. Un point M est attiré ou repoussé par deux centres fixes O et Oj, en raison inverse des carrés des distances. Calculer la fonction des forces et étudier les surfaces de niveau,
ses extrémités en un point fixe O, puis est tiré de façon à acquérir une Ion-
revient de la longueur à la longueur naturelle l. On admet que, lorsque le fil a une longueur /•, sa tension T est proportionnelle à son allongement :
la forme 2/ux Al+ a/i-jtB, m et n entiers.) Si A et B sont incommensurables.
surface de l’enveloppe est p. Admettant que p est seulement fonction de c, démontrer que le travail total des pressions du gaz sur tous les éléments de l’enve^
face en éléments infiniment petits égaux z/a; sur chacun d’eux agit une pression normale pd<3\ quand le volume croit de v à v-\-dv^ d<s prend la position c/<t' ; si donc on désigne par s la projection du déplacement de d<s sur la normale à d's, le travail élémentaire de la pression p dx est pzd<s et l’ensemble des travaux
élémentaires des pressions est p J' : dz. Or s dz est le volume du cylindre dont les
bases opposées sont dz et dz' : z dz est donc l’accroissement de volume total, et l’ensemble des travaux élémentaires est p dv.
pX-T—^G.)
3. Un fil élastique, dont la longueur naturelle est /, est attaché par une de
gueur \ '>l\ calculer le travail produit par la tension du fil, quand ce dernier
Résultat ;
Soit
U A arc tang — + B arc tang
Étudier la valeur du travail total sur une courbe fermée G. ( Ce travail est de
on peut tracer la courbe G de façon que le travail le long de G diffère aussi peu qu’on le veut d’une quantité donnée à l’avance.
5. Une enveloppe renferme un volume v de gaz dont la pression sur l’unité de
6. Une force F est appliquée en un point d’un système de forme invariable qu’on fait tourner d’un angle infiniment petit o0 autour d’un axe fixe Ox;; démontrer
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que le travail élémentaire de cette force est N 56, N désignant le moment de la force F par rapport à O^;.
7. Un point est sollicité par une force F normale à une surface fixe S. Si l’on désigne par p la distance du point M à la surface comptée sur la normale F, démontrer que le travail élémentaire de F est ± F dp^ où il faut prendre -f- ou — suivant que la force tend à augmenter ou à diminuer
8. L’action mutuelle de deux points de masses m et îit' situés à une distance r étant F= — f-^-> où / désigne une constante {attractioji universelle de Newton), comment varie le facteur f quand on fait un changement d’unités?
STATIQUE
I. — POINT MATÉRIEL
89. Point libre. — Pour qu’un point libre M soit en équilibre, il faut et il suffit que la résultante R des forces qui lui sont appliquées soit nulle, c’est-à-dire que les trois projections X, Y, Z de R le soient :
Si, dans une position quelconque M(^,y, ^), on abandonne le point M sans vitesse initiale sous l’action de la résultante R, la valeur initiale de cette résultante ne dépend que de z el t]
nous supposerons qu’elle est indépendante de t. Alors les trois équations (i) déterminent les coordonnées des positions d’équilibre. Lorsqu’il existe une fonction des forces JJ (x, y, z), les projections Y, Z sont les dérivées partielles de U et les équations deviennent
dV dV éU
dx “ ây ~ dz “
Ce sont précisément les équations qu’on a à résoudre lorsqu’on cherche les maxima et les minima d'une fonction U de trois
variables inclépendanles z. Nous démontrerons en Dyna-
mique (Gliap. X), d’après Lejeune-Dirichlet, que, si la fonction U est réellement maximum en un point IVG (.Ti , jpi , ), ce point
est une position tV équilibre stable : cela signifie qu’en écartant infiniment peu, d’une manière arbitraire, le point matériel de la position M,, et lui donnant une vitesse initiale infiniment petite, on obtient un mouvement dans lequel le mobile s’écarte infiniment peu de M| .
On peut s’en rendre compte approximativement comme il suit. Supposons qu’en un point M|, U soit maximum et prenne une valeur U<. Dans le voisinage de M,, U est plus petit que U| et, [>ar suite, la surface de niveau
U=Ui-£,
où £ est positif et très petit, comprend une nappe fermée entourant et se réduisant par continuité au point 1M| quand £ tend vers zéro {fig> 6i, I) : en chaque point M de cette nappe, la force
Fig. 6i.
lui est normale et dirigée du côté des U croissants, c’est-à-dire vers V intérieur ; elle tend donc à empêcher le point de s’éloigner du point M^ .
Si, au contraire, en un point Mi, U atteint un minimum Ui, la surface de niveau
'U = Ui-h£ (£ positif)
comprend encore une nappe fermée entourant Mi ; mais, en chaque point M de cette nappe, la force est normale et dirigée vers V extérieur {Jî'g. 6i, II) : elle tend donc à écarter le point de Mi et la position Mi est instable.
Supposons, enfin, que les trois équations (2) soient satisfaites en un point Mi, mais que la valeur correspondante Ui ne soit ni un maximum ni un minimum pour U. Dans le voisinage de Mi
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il existe alors deux régions A et B 6i, 111), telles que dans
l’une, A, U prenne des valeurs inférieures à U< et dans l’autre, B, des valeurs supérieures : ces deux régions sont séparées par une surface de niveau S sur laquelle
U - Ui = o.
Cette surface de niveau singulière h passe évidemment par le point M^ et elle a en ce point un point conique puisque, d’après les équations (2), les trois dérivées partielles du premier membre U — s’annulent en M^. En désignant par e une quantité positive infiniment petite, les surfaces
U =Ui-£
sont situées dans la région A et, dans cette région, les forces tendent à ramener le mobile du côté de M, ; les surfaces
U = Ui + £
sont dans la région B et, dans celte région, les forces tendent à écarter le mobile de M^ puisqu’elles sont dirigées du côté des U croissants. La position d’équilibre M, est alors instable.
Ce dernier cas se présente pour un point attiré par deux centres fixes en raison inverse du carré de la distance, cas étudié en détail au commencement du Chapitre relatif à l’attraction (T. III).
90. Exemple. Attractions proportionnelles aux distances. — Trouver les positions d’équilibre d’un point matériel attiré par des centres fixes proportionnellement aux distances et aux masses des centres d’attraction. Soient Pi, P2, . . . , Pn {fiS’ 62) les centres fixes et /?2i, ..., irin leurs
Fig. G2.
masses. Les forces d’attraction Fj, F2, .. ., F„ agissant sur le point matériel M seront dirigées suivant MPi, MP2, MP3, ..., MP/^; leurs grandeurs
respectives seront, y désignant une constante,
Soient ai, Ci, aa, 62, Ca, ..., a„, c„ les coordonnées des centres attractifs; a?, jy, z celles du point M. Les projections de la force F/^ sur les trois axes sont égales aux projections correspondantes du segment* MP^ multipliées parym^^ ; elles sont donc
fmjciaic— x), fm/c{bk—y), /m/,(c/,— ^).
Les projections de la résultante sont alors
(3) X =/2mÆ(a/,.— a?), Y — jk), Z =/S 7?ia(c/,— z),
Je signe 2 indiquant une somme étendue à toutes les forces, c’est-à-dire à toutes les valeurs /: = i, 2, . . ., n. En posant
P = 2 nik, = 2 mj^a/c, pr) = 2 mj^b/^, pC = 2
on peut écrire
Y=/p(r]— jk), Z=/p(Ç — z).
Considérons le point G ayant pour coordonnées t], on appelle ce point le centre de gravité du système de masses Pj, Pa, ..., P/^. Les équations ci-dessus montrent que la résultante des forces qui agissent sur M est la force qu’on obtiendrait en supposant le système des centres attractifs remplacé par le seul point G auquel on supposerait la masse p. La résultante est dirigée suivant MG, et sa valeur est ypMG. Il ne peut donc y avoir équilibre que si M se confond avec le centre de gravité G du système.
Dans ce qui précède, mi, ma, . . ., sont des nombres essentiellement positifs; admettons maintenant que ces nombres ne désignent plus des masses, mais seulement des coefficients, et supposons que certains d’entre eux sont négatifs. Cela revient à admettre que les forces correspondantes sont répulsives, car, les projections d’une de ces forces Fyt changeant de signe avec m/^, F/,- changera de sens quand mk deviendra négatif.
Lorsque p est différent de zéro, tous les calculs ci-dessus subsistent et l’on arrive aux mêmes résultats. Si p est nul, les trois équations (2) deviennent indépendantes de x^y^z^ la résultante des forces est constante en grandeur et en direction, et il n’y a pas de position d’équilibre. Enfin, si l’on a simultanément
p = O, lénika/c—o, 'Lmkbk=o, 2m/fC/i-= o,
X, Y, Z sontnulles quelles que soient x, y^ z \ par conséquent, le point M se trouve en équilibre dans une position quelconque.
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Il existe actuellement une fonction. des forces U; dans le cas général, jx différent de zéro, on a
Quand [x est positif, cette fonction est nulle au point G, négative en tout autre point : elle est donc maximum dans la position d’équilibre, qui est par suite stable. L’inverse aurait lieu pour fx négatif. Lorsque p est nul, X, Y, Z ont des valeurs constantes f'Lmkak., flLm^bh, f^mkCk, et la fonction des forces est
U = f{x'Lmkak-\- yYiinkbk-\- z^îiXkCk)^
91. Point mobile sans frottement sur une surface fixe. — Soient une surface fixe donnée S 63) et sur cette surface un point
mobile M sollicité par des forces données dont F est la résultante. Pour que le point soit en équilibre, il faut et il suffit que cette résultante F, si elle n’est pas nulle, soit normale à la surface. En
Fig. 63.
effet, si la force n’est pas normale, on peut la décomposer en deux, l’une normale qui presse le point sur la surface, l’autre tangentielle qui fait glisser le point sur la surface; l’équilibre n’a donc pas lieu. Si, dans une certaine position M, la force F est normale, l’équilibre a lieu, à condition que le point ne puisse quitter la surface ni d’un côté ni de l’autre; c’est le cas le plus fréquent. Mais, si le point est simplement posé sur la surface, comme un objet posé sur une table, il ne suffit pas que la force soit normale pour qu’il j ait équilibre, il faut en outre qu’elle soit dirigée de façon à appliquer le point contre la surface.
Le point pouvant glisser sans frottement sur la surface, l’action de la surface sur le point est une force qui ne doit opposer aucune résistance au glissement, c’est-à-dire n’avoir aucune composante tangentielle. C’est donc une force normale qu’on appelle Réaction normale. Quand le point est en équilibre, la réaction normale est égale et opposée à F. D’après le principe de l’égalité de
l’action et de la réaction, le point M exerce sur la surface une action égale et opposée à MJN, qu’on appelle pression cia point sur la surface.
Traduisons analytiquement ces résultats : soient
l’équation de la surface en coordonnées rectangulaires et X, Y, Z les projections de la force F. La réaction normale MN a pour projections des quantités proportionnelles aux cosinus directeurs de la normale à la surface, c’est-à-dire des quantités de la forme
Puisqu’il doit y avoir équilibre entre cette réaction et la force F, on a les trois conditions
Z + X y = O, dz
qui, jointes à /"(.r, y, i;) = o, donnent quatre équations pour déterminer x, y, z et Soit M un point de la surface dont les coordonnées satisfont à ces équations. Si le point matériel ne peut quitter la surface ni de l’un ni de l’autre côté, il est en équilibre en ce point. Dans le cas contraire, il faut en outre imposer à \ un certain signe. Admettons, par exemple, que le point puisse quitter la surface du côté où f[x.,y.^z) devient positif; il faut alors que la force soit dirigée du côté où f[x^y^z) est négatif, et la réaction du côté opposé. Or la grandeur géométrique dont les projections sont
dx dy dz
est dirigée par rapport à la surface du côté où f{^x.,y.^z) devient positif, comme il résulte des remarques faites à propos des surfaces de niveau (83) appliquées aux surfaces /(.r, y, = const. La réaction N devant être dirigée du même côté, X devra être positif.
Lorsque le point ne peut pas quitter la surface, on simplifie le calcul par la méthode suivante. On commence par exprimer les coordonnées d’un point de la surface en fonction de deux para-
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mètres et q2 \ soient, par exemple,
pour qu’il y ait équilibre, il faut et il suflit que F soit normale à la surface, c’est-à-dire à cliacune des deux courbes qu’on obtient en laissant successivement puis q-2 constant; les équations du problème sont donc
Qi = X Q2=X
dx
dx
àq%
ÈL
àqi
ày
àq%
ïp-
àqi
àqi.
X, Y, Z, dépendant de Ja position de M, sont des fonctions de q^ et ^2 i ^es deux équations ci-dessus en q^ et ^2 déterminent les valeurs des deux paramètres pour les positions d’équilibre.
Un cas intéressant est celui où, en désignant par Q, et O2 les premiers membres des équations ci-dessus, l’expression
Qi dqi -h Q2 dqz
est la diflèrentielle totale exacte d’une fonction LJ(^,,^2)5 on ost alors conduit, pour trouver l’équilibre, à annuler les dérivées partielles Q, et Q2 de U(qi,q2)<, c’est-à-dire à chercher les maxima et les minima de cette fonction de deux variables indépendantes qi et ^2- Cette fonction peut s’écrire
U(^i, ^2) = f X dx Y dy Z dz,
où, dans le second membre, tontes les quantités sont remplacées par leurs valeurs en q^ et q^- Dans le cas particulier où la force F dérive d’un potentiel, on a, quels que soient æ, z,
Xdx -\-Y dy -h Z dz = \J {x, z)]
la fonction U(^i , ^2) existe alors et on l’obtient en remplaçant, dans \][x, y^ z), les coordonnées par leurs expressions en fonction de q^ et q^- La surface de niveau qui passe par une position d’équilibre Mj est, en général, tangente en ce point à la surface donnée S, car la force en est à la fois normale à la surface de niveau et à S.
Nous démonLrerons en Dynamique que, si passe dans
une certaine position du mobile par un maximum elTectif U<, l’équilibre correspondant est stable. On peut s’en rendre compte, comme plus haut pour un point libre, en étudiant la forme des courbes d’intersection de la surface donnée S avec les surfaces de niveau
U = Ui±e.
92. Point mobile sans frottement sur une courbe fixe. — Soient une courbe fixe C et, sur cette courbe, un point M mobile sans frottement, sollicité par des forces dont la résultante est F. On voit, comme dans le cas d’un point mobile sur une surface, que, dans l’équilibre, la force F, si elle n’est pas nulle, doit être normale à la courbe. Si cette condition est remplie, la force F sera détruite par la résistance de la courbe et l’équilibre aura lieu.*
L’action de la courbe sur le point est une force normale MN qu’on appelle réaction normale : le point M exerce sur la courbe une pression égale et opposée à cette réaction. Lorsque Je point est en équilibre, la réaction normale est égale et opposée à la force F ; la pression du point sur la courbe est égale à F {fig. 64 ).
Soient
les équations de la courbe rapportée à trois axes rectangulaires, et X, Y, Z les projections de la résultante F des forces appliquées
Fig. 64.
au point M(^,jk, s). Pour exprimer qu’il j a équilibre, il suffit d’écrire que F est égale et directement opposée à la réaction normale N. Cette dernière force peut toujours se décomposer en deux autres dirigées suivant les normales MN' et MN" aux deux surfaces y = O, = O qui, par leur intersection, définissent la courbe, car les trois directions MN, MN' et MN" sont dans le plan normal.
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Ces deux composantes de la réaction MN' et auront respectivement pour projections
lûL lÈf lÈf. 1 Èâ 1 Èh
^ dx' ^ dy' dx’ dy* dz'
Puisqu’il y a équilibre entre ces deux forces et la force F, on a
dx dx
dy ôy
Ces trois équations, jointes aux deux équations de la courbe, déterminent les cinq inconnues y, X et .
On simplifie le calcul en supposant que les coordonnées d’un point de la courbe soient exprimées en fonction d’un paramètre q par les équations
Les cosinus directeurs de la tangente étant proportionnels à cp'(^), {q)^ ^'{9)1 condition d’équilibre s’obtient en égalant
à zéro la quantité
Xcp'(5^) H- + Zm\q),
que nous désignerons par Q. A chaque valeur de q annulant Q correspond une position d’équilibre. Dans le cas actuel, la recherche des positions d’équilibre se ramène toujours à la recherche des maxima et minima d’une fonction qui ne dépend plus que d’une variable. Posons, en effet.
z= j X dx dy J, dz —
où l’on suppose, dans la première intégrale, .r, y, ^ remplacés par leurs valeurs en fonction de de façon à rendre cette intégrale identique à la seconde : la condition d’équilibre s’obtient en cherchant les valeurs de q qui annulent la dérivée de ü par rapport à on les trouve donc en cherchant les maxima et minima de U. Lorsqu’il existe une fonction des forces JJ (x, y, z), la fonction U(^) s’obtient évidemment en y remplaçant x, y, ^ par leurs expressions en fonction de q. Dans ce cas, la surface de niveau qui passe par une position d’équilibre M, est tangente en M^ à la
courbe. Nous verrons plus tard, par une méthode générale, qu’à un maximum effectif de U(^/) correspond une position d’équilibre stable. Nous indiquons, à titre d’exercice (fin du Chapitre, Exercice 7), une méthode particulière pour vérifier cette proposition qui tient, au fond, à ce que le point, étant abandonné sur la courbe, tend à se déplacer sur cette courbe dans le sens des U croissants.
II. - SYSTÈMES DE POINTS MATÉRIELS
93. Système de points matériels. — Si le système est formé de points libres et indépendants les uns des autres, on peut répéter pour chacun d’eux ce que nous avons dit sur le point matériel complètement libre. Pour que l’équilibre existe, il faut et il suffit que la résultante des forces qui agissent sur chaque point soit nulle.
Quand un système de points est soumis à des liaisons, le même théorème a lieu, si l’on regarde chaque point comme libre sous l’action de toutes les forces qui lui sont appliquées en y comprenant les forces de liaison.
Nous nous placerons à ee point de vue plus loin, à propos du théorème du travail virtuel.
Nous classerons ici les forces appliquées à un système en deux catégories : les forees intérieures et les forees extérieures. Nous montrerons que, pour qu’il y ait équilibre, il faut que les forces extérieures vérifient six conditions, les mêmes pour tous les systèmes.
94. Forces intérieures et forces extérieures; six conditions nécessaires d’équilibre. — On regarde un système matériel quelconque, formé de corps solides, liquides, gazeux, comme composé d’un très grand nombre de points matériels assujettis à certaines liaisons. Un corps solide, par exemple, est un ensemble de points assujettis à rester à des distances invariables les uns des autres. Les théorèmes généraux s’obtiennent en supposant qu’on ait écrit les équations d’équilibre de ces différents points matériels et qu’on en fasse des combinaisons.
On appelle forces intérieures à un système les actions mutiielles des différents points du système; ces actions sont deux à
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deux égales et direelement opposées, d’après le prineipe de l’égalité de l’aetion et de la réaction. Par exemple, si un point m du système en attire un autre m' avec une certaine force, inversement ni! attire m avec une force égale et opposée.
Les forces autres que les forces intérieures que nous venons de définir s’appellent forces extérieures.
Soient .r, , ^27 • • •> ^n-, les coordonnées
des divers points du système dont les masses sont m, , 77227 •••7 Si nous considérons l’un quelconque de ces points de masse m et de coordonnées x, y, nous pouvons partager les forces appliquées à ce point en deux catégories : i® celle qui comprend les Ibrces intérieures agissant sur m \ nous appellerons X/, Y,-, Z/ les projections d’une de ces forces; 2" celle qui comprend les forces extérieures agissant sur ce même point; nous appellerons X^, Y^, /je Jes projections d’une de ces forces. Le point m peut être regardé comme entièrement libre, à condition qu’on le regarde comme soumis à toutes les forces tant intérieures qu’extérieures qui agissent sur lui. Pour qu’il soit en équilibre, il faut et il suffît que la résultante de toutes ces forces soit nulle. En projetant sur les trois axes, on a ainsi, pour l’équilibre du point tti, les trois équations
/ X — t— X Xg = O ,
(1) SY,-4-2Ye=o,
\ S Zj -h 2 Zg = O,
où les signes S signifient qu’il faut faire la somme des projections de toutes les forces intérieures ou extérieures appliquées à m.
Supposons écrites ces équations pour tous les points du système, et ajoutons membre à membre les équations relatives à l’axe des X ; il viendra
2SX,-4- SSXe= O,
le signe SS indiquant que la somme est étendue à toutes les forces agissant sur les divers points du s^'stème. Or, en vertu du principe de l’égalité de l’action et de la réaction, les forces intérieures sont deux à deux égales et opposées; la somme SSX^ de leurs projections sur l’axe des x est donc nulle, et l’équation précédente se réduit à
SSXe=o;
i32 deuxième partie. — STATIQUE,
on aurait de même
j SSY,= o,
( SSZe = O.
On a ainsi trois conditions nécessaires de l’équilibre entre les projections des forces extérieures. On en obtient trois autres en introduisant les moments.
Revenons aux équations (i); multiplions la première par — y, la deuxième par et ajoutons; nous aurons
— y\i) -\-lL{xXe—y"^e) = o;
supposons écrites les équations analogues pour tous les points du système et ajoutons-les membre à membre, il nous viendra
S(.rY,-^X,) = o
mais représente la somme des moments de toutes
les forces intérieures par rapport à O^; cette expression est donc nulle, puisque ces forces sont deux à deux égales et directement opposées. Nous arrivons ainsi à l’équation
(3) ES(a;Ye — jrXe) == o;
on a de même
I SS(^Xe— == O.
Les six conditions nécessaires (2) et (3), ainsi obtenues, peuvent s’énoncer ainsi :
Pour qu’un système quelconque soit en équilibre, il faut que la somme des projections des forces extérieures sur chacun des trois axes et la somme de leurs nioments par rapport à chacun des trois axes soient milles.
On peut encore énoncer ces conditions, indépendamment de tout système d’axes, de la façon suivante :
Pour qu’un système quelconque soit en équilibre, il faut que les forces extérieures constituent un système de vecteurs glissants équivalent à zéro.
On pourra exprimer ce fait en appliquant l’une des méthodes du
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premier Chapitre. Par exemple, on pourra chercher à réduire ces vecteurs à l’aide des opérations élémentaires, et exprimer qu’on obtient finalement deux vecteurs égaux et directement opposés, ou encore une résultante générale nulle et un mornerit résultant nul.
Exemples. — i° Imaginons de l’eau en équilibre dans un vase, sous l’action de la pesanteur. Le système considéré est constitué par les particules de l’eau. Les forces intérieures sont les actions mutuelles entre ces particules. Les forces extérieures sont les actions exercées par des corps étrangers au système sur les points du système; ce sont par suite : i" les poids des particules d’eau; 2° les actions des parois du vase sur les particules d’eau qui les touchent; 3" les pressions exercées par l’air sur la surface libre. Pour qu’il y ait équilibre, il faut que l’ensemble de toutes ces forces extérieures constitue un système de vecteurs équivalent à zéro.
2° Imaginons une chaîne pesante suspendue par ses deux extrémités à deux points fixes A et B. Les forces extérieures appliquées à la chaîne sont ; 1° les poids de ses divers anneaux; 2° les actions exercées parles points fixes A et B; la chaîne tire sur ces points, et réciproquement ces points agissent sur la chaîne avec des forces Fa et Fb appliquées aux extrémités de la chaîne. Pour qu’il y ait équilibre, il faut que ces forces extérieures soient équivalentes à zéro. Les poids forment un système de vecteurs parallèles équivalent à un vecteur unique, P, égal au poids de la chaîne et appliqué à son centre de gravité; les trois vecteurs P, Fa et Fb doivent alors former un système équivalent à zéro.
3° Corps solide. — Si le système considéré est un corps solide, les six conditions d’équilibre que nous venons d’indiquer comme nécessaires pour un système quelconque sont aussi suffisantes : c’est ce que nous verrons dans le Chapitre suivant,
9o. Fraction d^un système quelconque; six conditions nécessaires de Péquilibre. — Dans un système matériel S, détachons par la pensée une partie quelconque du système S^, de telle sorte que ce système soit divisé en deux parties, les points de S^ et les points restants constituant un système (S — S^). Si le système total est en équilibre, il en est de même de chacune de ces parties, de Si par exemple. On pourra alors appliquer ce qui précède à la partie Si regardée comme un système en équilibre. Les forces extérieures à Si, appliquées à Si, doivent former un système de vecteurs glissants équivalent à zéro. On obtient ainsi, en prenant successivement diverses parties du système total, des conditions d’équilibre toutes nécessaires.
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EXERCICES
1. Si n forces concourantes se font équilibre, leur point commun d’application est le centre de gravité de n points de masses égales placés à leurs extrémités (Leibniz).
2. Positions d’équilibre d’un point libre M attiré par des centres fixes Op Oj, ..., 0„ en raison inverse de la distance. Il existe une fonction des forces logMOi.M02. . .MO„. Chaque position d’équilibre O' est le centre des moyennes distances des inverses des points par rapport à O'. Quand les points O^. sont dans un même plan, les positions d’équilibre sont les racines de la dérivée d’un polynôme en z ayant ppur racines les quantités imaginaires représentées par les points 0^.. (Chasles : Voir F. Lucas, Comptes rendus, 1879 et 188S.)
3. Soit un point M en équilibre dans une position déterminée A sous l’action de forces déterminées Pj, Pj, ...^ P„; sur AP^. on prend un point Oj. tel que
AOj== (APj)*', h et V désignant des constantes ( c ^ — 1). Démontrer que la foncc+i (^+1 e+l
tion MOj -4- MO2 est maximum ou minimum quand le point M
coïncide avec la position d’équilibre A. Si v— — i, il faut remplacer cette fonction par log MOj.MOj. . .MO, ^ Si u = i, le point A est le centre des moyennes distances des points Oj,.
4. Positions d’équilibre d’un point pesant mobile sans frottement sur une hélice tracée sur un cylindre de révolution d’axe vertical et attiré par un point de l’axe proportionnellement à la distance.
Réponse. — Une position d’équilibre stable.
5. Positions d’équilibre d’un point M mobile sans frottement sur une circonférence de rayon a, sollicité par une force dont la direction passe par un point fixe A de la circonférence et dont la valeur algébrique estimée en prenant AM
comme sens positit est i —
AM
Réponse. — Trois positions d’équilibre : deux pour lesquelles AM = a, une pour laquelle AM =: 2a; les deux premières stables, la troisième instable.
6. Étant donnée une force F dont les projections X, Y, Z dépendent de jk? ^5 trouver une surface S telle qu’un point mobile sans frottement sur cette surface et soumis à l’action de F soit en équilibre dans toutes les positions sur la surface S.
Réponse. — Il doit exister un facteur p. tel qu’on ait
p. ( X cfo; 4- Y efu + Z ) = c?/( x,y., z)\
les surfaces cherchées sont_/(a?, y, .s) = const. ; s’il existe une fonction de forces, les surfaces cherchées sont les surfaces de niveau.
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G bis. Trouver de même des courbes sur lesquelles le point est en équilibre dans toutes les positions.
(Ces courbes existent toujours : elles sont assujetties à vérifier l’équation X dx H- Y dy + Z dz — o,
<jui permet de prendre arbitrairement a; et y en fonction d’un paramètre q et de déterminer ensuite z.)
7. Un point M sollicité par une force F peut glisser sans frottement sur une courbe fixe dont les coordonnées sont exprimées en fonction d’un parahaètre q. On mène à cette courbe la tangente MT dans le sens des <7 croissants. Démontrer que le cosinus de l'angle TMF a le signe de la fonction appelée Q (n° 92); en conclure que, pour qu’une position d’équilibre q =. q^ soit stable, il faut et il suffit que la fonction Q s’annule en passant du positif au négatif quand q atteint et dépasse la valeur q^.
8. Positions d’équilibre d’un point mobile M posé sur la surface extérieure d’un ellipsoïde et repoussé par un point fixe proportionnellement à la distance. (Le point M pouvant quitter la surface vers l’extérieur; il faut tenir compte du signe de X. Si P est extérieur à l'ellipsoïde, une position d’équilibre instable; s’il est intérieur, pas de position d’équilibre. Géométriquement, le problème revient à mener du point P des normales à la surface; il faut ensuite choisir parmi les pieds des normales.)
9. Un point mobile sur une parabole y"^ — 'ipx — 0 est attiré par un point fixe {a, b) du plan de la courbe proportionnellement à la distance. Positions d’équilibre. Stabilité. On a
Les ordonnées des positions d’équilibre (pieds des normales issues de a, b) sont les valeurs de y annulant la fonction 4>(jk) = IJ- valeurs
•qu’on trouverait en cherchant à rendre maximum ou minimum la fonction
[{a — xy-h{b—y)-\
exprimée en fonction àe y. Il y a stabilité quand cette fonction est maximum.
10. Aux trois sommets A, B, G d’un triangle, on attache des fils élastiques dont les longueurs naturelles sont a, p, y; on les allonge pour les attacher ensemble en un nœud et l’on suppose que la force élastique de chaque fil est proportionnelle
à son allongement par unité de longueur ^par exemple, x étant l’allongement du
A* oc \
premier fil, sa force élastique est k est le même pour les trois filsj. Quelles
relations faut-il établir entre les trois longueurs a, p, y pour que la position d’équilibre du nœud se trouve au centre de gravité du triangle?
I. — RÉDUCTION DES FORCES APPLIQUÉES A UN CORPS SOLIDE. ÉQUILIBRE
96. Corps solide. — Un corps solide est un ensemble de points matériels invariable ment liés entre eux. — Lorsqu’une force est appliquée à l’un de ces points, on dit qu’elle est appliquée au corps. Le corps solide ainsi défini est une abstraction. Tous les corps de la nature se déforment sous l’action des forces qui leur sont appliquées; mais les corps appelés communément solides subissent des déformations très petites, qui peuvent être négligées dans une première approximation, pourvu que les forces ne soient pas trop grandes.
D’après les théorèmes généraux relatifs à l’équilibre d’un système quelconque, pour qu’un corps solide soit en équilibre sous l’action de certaines forces, il faut que ces forces constituent un système de vecteurs glissants équivalent à zéro.
Mais, pour un corps solide, cette condition nécessaire est aussi suffisante. On le démontre en admettant comme évidente la proposition suivante :
Deux forces égales et directement opposées appliquées à un corps solide se font équilibre.
D’après cette proposition, on peut, sans changer l’état d’un solide, supprimer ou ajouter un système de deux forces égales et directement opposées.
Cette même proposition permet de démontrer, comme nous l’avons fait dans la théorie des vecteurs (n® 19), la propriété suivante :
On peut, sans changer Vétat d’uti solide, transporter le
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point application d’une force en un point quelconque de sa direction, pourvu que ce nouveau point soit invariablement lié au solide.
Une force appliquée à un solide est donc représentée par un vecteur localisé sur une droite, ou vecteur glissant.
Nous allons montrer comment on peut réduire à des éléments simples un ensemble de forces appliquées à un solide et en déduire les conditions nécessaires et suffisantes d’équilibre.
97. Réduction des forces appliquées à un corps solide. Équilibre. — D’après ce qui précède, on ne change pas l’état d’un solide en effectuant les opérations élémentaires suivantes :
Adjonction ou suppression de deux forces égales et directement opposées; transport d’une force en un point de sa direction.
Composition de plusieurs forces concourantes en une seule, ou décomposition d’ une force en forces concourantes.
Nous avons vu que tous les systèmes de vecteurs glissants obtenus à l’aide de ces opérations sont équivalents, c’est-à-dire ont même résultante générale et même moment résultant; et que, réciproquement, deux systèmes de vecteurs glissants équivalents peuvent se ramener l’un à l’autre par ces opérations. Donc, deux systèmes de forces représentés par des systèmes de vecteurs glissants équivalents peuvent être remplacés l’un par V autre sans changer l’ état du solide.
Réduction à deux forces. — Gomme nous l’avons démontré dans la théorie des vecteurs, un système (S) de forces appliqué à un corps solide peut être réduit, par les opérations élémentaires, à deux, F et <E>, dont l’une est appliquée en un point pris arbitrairement.
Réduction à une force et à un couple. — D’après ce que nous avons vu dans la théorie des vecteurs, un système quelconque de forces (S) peut êtré remplacé par une force unique R égale à la résultante générale appliquée en un point arbitraire O et un couple dont l’axe est égal au moment résultant OG par rapport au point O.
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Equilibre. — Pour qu’il y ait équilibre, il faut que le système (S) soit équivalent à zéro, c’est-à-dire que la résultante générale OR et le moment résultant OG soient nuis. Cette condition est suffisante : en effet, si elle est remplie, les forces peuvent, par les opérations élémentaires, être réduites à un couple dont l’axe OG est nul, et qui est par suite formé de deux forces égales et directement opposées.
Equations équilibre. — Appelant X, Y, Z les sommes des projections des forces sur les trois axes, L, M, N les sommes de leurs moments par rapport aux trois axes, on a les six équations d’équilibre nécessaires et suffisantes
98. Systèmes de forces équivalents pour un solide. — Nous avons vu dans le numéro précédent que, si deux systèmes de forces appliqués à un solide sont représentés par deux systèmes de vecteurs glissants équivalents, ils peuvent être remplacés l’un par l’autre sans changer l’état du corps.
Réciproquement, si deux systèmes de forces (A) et (B) peuvent être remplacés l’un par l’autre sans changer l’état du corps, ils sont représentés par deux systèmes de vecteurs glissants équivalents.
En effet, considérons le système ( — A) composé de toutes les forces de (A) changées de sens. Ce système ( — A) est évidemment tenu en équilibre par le système (A); il l’est donc aussi par le système (B) qui par hypothèse produit le même effet que (A). Donc, l’ensemble des vecteurs ( — A) (B) est équivalent à zéro :
ou encore le système de vecteurs (A) est équivalent au système (B).
Quand deux systèmes de forces (A) et (B) peuvent être remplacés l’un par l’autre sans changer l’état d’un solide, on dit qu’ils sont équivalents pour un solide. On voit que la condition nécessaire et suffisante pour que deux systèmes de forces soient équivalents pour un solide est qu’ils soient représentés par écs systèmes de vecteurs glissants équivalents.
99. Cas particuliers de la réduction. — Pour que le système (S)
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admeUe une résultante unique, il faut et il suffit que la résultante générale OR soit différente de zéro et que le moment résultant OG soit perpendiculaire à la direction de la résultante générale. La résultante unique est alors dirigée suivant V axe central. Analytiquement, on a les conditions
X2 + Y2+Z2>o, LX + MY -I- NZ = O.
Pour que le système (S) se réduise à un couple unique, il faut et il suffit que la résultante générale soit nulle, sans que le moment résultant le soit :
X=zo, Y=o, Z = o.
100. Autre forme des conditions d’équilibre. — Pour V équilibre d’un solide., il faut et il suffit que la somme des moments des forces par rapport à chacune des six arêtes d’ un tétraèdre soit nulle. Cette condition est évidemment nécessaire : elle est suffisante. En effet, supposons-la remplie pour un tétraèdre ABCD : la somme des moments étant nulle par rapport aux trois arêtes AB, AC, AD, issues du sommet A^ le moment résultant par rapport au point A est nul, et les forces considérées ont une résultante unique passant par A ou bien se font équilibre. Le même raisonnement pouvant être appliqué à chaque sommet, les forces se font équilibre, car il est impossible qu’elles aient une résultante unique passant par les cquatre sommets.
Gomme application, on démontre que quatre forces appliquées aux quatre sommets d’un tétraèdre, proportionnelles aux aires des faces opposées et
Fig. 65.
dirigées normalement vers ces faces, se font équilibre. On vérifie que la somme des moments par rapport à chacune des six arêtes du tétraèdre est nulle {fig. 65).
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En eiïet, soient a, y, o les forces appliquées aux sommets A, B, G, D du tétraèdre ;
a = Â:.BGD, ^ = A.GDÂ, y = o = k.ÂBC.
Prenons les moments par rapport à l’arête CD : les forces y et 8 ont des moments nuis; les forces a et ^ ont des moments de signes contraires. La force a étant dirigée suivant la hauteur AA', l’angle de a aA^ec CD est droit, et la plus courte distance de a à CD est la perpendiculaire A' A", abaissée de A' sur CD ; le moment de a par rapport à CD a donc pour valeur absolue
a. A'A"= a.AA'.cotcp = /r. BGD . AA'.cotcp = 3 A V cotcp,
V désignant le volume du tétraèdre et cp l’angle dièdre suivant l’arête CD. Le moment de ^ a la même valeur absolue. La somme des moments par rapport à une arête quelconque CD est donc nulle.
II. — APPLICATIONS. FORCES DANS UN PLAN. FORCES PARALLÈLES; CENTRES DE GRAVITÉ.
101. Forces dans un plan. — Prenons ce plan pour plan des xy; nous aurons évidemment
LX-i-MY + NZ = O
Par conséquent :
Si X^+ Y- >» O, le système a une résultante unique située dans le plan et dirigée suivant Taxe central;
Si X = O, Y — O avec N^o, le système se réduit à un couple;
Si X = O, Y = O, N = O, le système est en équilibre.
Lorsque N est nul, les forces ont une résultante passant par le point O ou se font équilibre ; si donc la somme des moments des forces par rapport à deux points du plan est nulle, la résultante passe par ces points, ou bien il y a équilibre; enfin, si cette somme est nulle pour trois points du plan, pas en ligne droite, il y a nécessairement équilibre.
102. Exemples. — i° Prenons dans le plan des xy un polygone quelconque et appliquons au milieu de chacun de ses côtés et perpendiculairement à sa direction une force proportionnelle à sa longueur et dirigée vers l’extérieur du polygone; ces forces se font équilibre. Nous allons établir géométriquement cette proposition. Démontrons-la tout d’abord pour un triangle ABC.
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Les trois forces A'(K.BG), B'(K.AG), G'(K.AB) sont concourantes comme étant perpendiculaires aux milieux des cotés du triangle; de plus, la somme de leurs projections sur un axe quelconque est évidemment nulle; ces trois forces se font donc équilibre {fig. 66).
Fig. 66.
Passons maintenant au cas d’un polygone quelconque. A l’aide de diagonales issues d’un sommet, partageons-le en triangles. Perpendiculairement aux côtés de chacun des triangles ainsi déterminés et en leurs milieux appliquons une série de forces proportionnelles à ces côtés et dirigées vers l’extérieur du triangle correspondant. D’après ce qui vient d’être dit, ce système de forces est en équilibre : or, au milieu de chaque diagonale sont appliquées deux forces égales et opposées; on peut donc les supprimer sans troubler l’équilibre, et le polygone reste en repos sous l’action des forces appliquées normalement à ses côtés; la proposition est donc démontrée.
2" Soit donné un polygone plan ABGDE {fig. 67), sur lequel nous déter-
Fig. 67.
minons un sens de circulation; appliquons à chaque sommet de ce polygone une force dirigée dans le sens du côté qui y aboutit et proportionnelle à sa longueur. Si le polygone est convexe, ces forces se réduisent à un couple. En effet, la somme des projections de ces forces sur un axe quelconque est nulle comme égale à K fois la projection du contour fermé ABGDE. De plus, la somme des moments par rapport à un point quelconque O du plan du polygone n’est pas nulle; en effet, c’est
N = ± 2K(surf. OAB -f- surf. OBG . .),
c’est-à-dire
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N .iKsurf.(ABGDE).
Il ne peut donc pas y avoir équilibre.
Si le polygone est concave, il n’en est plus de même; prenons, en eiïet, le polygone A’B'G'D'; la somme des moments par rapport à un point O du plan sera, en ayant égard à leurs signes,
± 2K(surf. D'IG’ — surf. B' IA');
il y aura donc équilibre si les deux triangles D'IG', B'IA' sont équivalents.
103. Forces parallèles. — Soit un corps solide sollicité par des forces parallèles à une même direction; appelons a, p,yles cosinus directeurs d'une demi-droite OD parallèle à cette direction, P,, p2, P, J les valeurs algébriques des forces parallèles estimées
positivement dans le sens OD» négativement en sens contraire, et Xh^ yki les coordonnées du point d’application de P*. Les différents cas possibles sont les suivants (n® 29) :
i"SP/;^^o. Résultante unique, parallèle à la direction ddnnée, ayant pour valeur algébrique SP/f et appliquée au centre des forces parallèles
SP/,yA- , 2 P/, 2/,
SP/, ’ ” SP/, ' ^ SP
dont la position est indépendante de la direction des forces.
2" SPa= o, avec L- + M--|- N2>. o. Couple unique d’axe L, M, N.
3» O, Équilibre.
Equilibre asiatique, — Supposons que, le corps se déplaçant, les forces parallèles restent constantes en grandeur, direction et sens et demeurent appliquées en des points fixes du corps; l’équilibre est dit asiatique qudinà il subsistequelle que soit l’orientation du corps ou, ce (jui revient au même, quelle que soit l’orientation des forces par rapport au corps, c'est-à-dire quels que soient a, (3, y. Pour cela, il faut et il suffit qu’on ait
Dans ce cas, le centre de celles des forces parallèles qui tirent
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dans lin sens coïncide avec le centre de celles qui tirent en sens contraire, de sorte que ces deux systèmes de forces se font toujours équilibre.
104. Centres de gravité. — Nous avons déjà défini le poids d’un point matériel : c’est une force verticale dont l’intensité p est égale à la masse du point matériel multipliée par l’accélération g due à la pesanteur, accélération qui, en un même lieu, est la même pour tous les corps. La direction de la verticale change d’un lieu à l’autre; l’observation a prouvé que la valeur de g varie avec la latitude et l’altitude; mais ces variations sont insensibles dans l’étendue d’un corps de dimensions ordinaires. Un corps solide pesant peut donc être considéré comme une réunion d’un grand nombre de points matériels liés entre eux et sollicités par des forces verticales, parallèles, proportionnelles à leurs masses, localisées en ces points. La résultante de ces forces, qui est égale à leur somme, s’appelle le poids du corps. Le point d’application de cette résultante, ou le centre des forces parallèles localisées aux points matériels, se nomme spécialement centre de gravité; il occupe dans le corps une position indépendante de l’orientation de celui-ci; car, lorsque le corps se déplace, tout se passe, pour un observateur entraîné avec lui, comme si, le corps restant immobile, les forces parallèles tournaient d’un même angle autour de leurs points d’application, ce qui n’altère pas la position du centre des forces parallèles. Ainsi, le centre de gravité est Le point du corps par lequel passe constamment le poids du corps quelle que soit son orientation. Si donc on fixe le centre de gravité, en laissant au corps solide la liberté de tourner autour de ce point, le corps, soumis uniquement à l’action de la pesanteur, reste en équilibre dans toutes les positions qu’il peut prendre.
105. Expression des coordonnées du centre de gravité. — Soient
/n, , Wo, . . ., m,i les masses, Pn les poids des points matériels qui constituent un corps solide, ^2), •••>
(Xn, Zn) leurs coordonnées, P et M le poids et la masse du corps. On aura
Pk = rnug,
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Si l’on désigne par (^, tj, Q les coordonnées du centre de gravité, on a, d’après les formules qui donnent le centre des forces parallèles,
V P ‘ - Pn^n ^^^1 ^ 1 ■+■ -r- . . . -f- llXnX a
^ • • + />« mi -H /«2 4- . . . -h ’
OU, sous forme abrégée,
^ _ Zpx _ 'Lmx S P y S my ^ "Zpz 'Zrnz
On voit, d’après ces formules, que la position du centre de gravité dépend uniquement des masses des points.
Cette observation est importante, car elle permet d’étendre la notion du centre de gravité à des systèmes non pesants. Même, dans certaines questions relatives à des points matériels de masses m,, «22, niji non invariablement liés entre eux, il est utile d’introduire le point dont les coordonnées Ç,yj, Ç sont définies par les formules précédentes : ce point, qu’Euler proposait d’appeler centre d‘ inertie, continue à porter le nom de centre de gravité, quoique les considérations qui conduisent à la notion du centre de gravité ne soient plus applicables. Le centre de gravité est évidemment situé à l’intérieur de toute surface convexe entourant les points considérés (n° 32, Remarque II).
Lorsqu’on connaît les centres de gravité et G2 de deux parties d’un corps et leurs masses M, et M2, on en déduit immédiatement le centre de gravité du corps, car ce centre est le centre des forces parallèles et M2^' appliquées aux deux points G, et G2- D’une manière générale, lorsqu’on connaît les centres de gravité G< , G2, G^^ de plusieurs parties d’un corps et leurs
masses M, , M2, . . ., M^, le centre de gravité du corps est le centre des forces parallèles M2^, ..., appliquées aux
points Gi , G2, . . G^. En appelant , y, , , .3^2, JK2? ^2, • • • ,
Xp,yp, Zp les coordonnées des centres de gravité de ces diverses parties, on aura pour les coordonnées Yj, Ç du centre de gravité du corps
J MiÆ^i -f- M2Æ^2 s M ^ ^ E M Z
^ Mi-+- Ma -f-Mp ’ YW
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Lorsqu’on veut déterminer le centre de gravité d’un corps solide de forme donnée, par exemple d’une masse de métal, on doit appliquer les formules précédentes à un corps formé d’un nombre extrêmement grand de points matériels situés à des distances mutuelles extrêmement petites. On tourne la difficulté en regardant le corps comme continu, ce qui n’est pas conforme à la réalité, mais fournit une approximation très suffisante pour les applications. Nous renverrons le lecteur désireux de se rendre compte, d’une façon détaillée, de la légitimité de cette substitution d’un corps continu à un corps donné, au Chapitre VI de la Mécanique de Poisson relatif à l’attraction des corps. Un corps solide étant ainsi assimilé à un volume continu, on le supposera divisé en un nombre infiniment grand de parties infiniment petites dans tous les sens, en plaçant le centre de gravité de chacune de ces parties en un point quelconque de sa masse; les formules qui donnent les coordonnées du centre de gravité d’un corps divisé en parties de masses M», M2, ..., contiennent alors, à la place des sommes qui figurent au numérateur et au dénominateur, des intégrales triples. Lorsqu’un corps a une épaisseur très petite par rapport à ses autres dimensions, on assimile le corps à une surface ; telle est, par exemple, une feuille de papier ou de métal très mince. De même, il est des cas où l’on peut considérer un corps comme réduit Ci une ligne : tel est le cas d’un fil long et fin.
Nous indiquerons à la fin du Chapitre quelques formules pour la détermination du centre de gravité des lignes, des surfaces et des volumes.
III. — SUITE DES APPLICATIONS. FORCES QUELCONQUES DANS L’ESPACE
106. Exemples d’équilibre. — i” Des forces appliquées aux centres de gravité A', B', C', D' des faces d’un tétraèdre ABGD, proportionnelles aux aires des faces et dirigées normalement à ces faces, toutes vers l’intérieur, se font équilibre. En effet, ces forces sont, par rapport au tétraèdre A'B'G'D' ayant pour sommets les centres de gravité des faces du premier, dans la position indiquée à la fin du n° 100. On conclut de là que des forces appliquées aux centres de gravité des faces d’un polyèdre, proportionnelles aux aires des faces et dirigées normalement aux faces, toutes vers l’intérieur, se font équilibre. Il suffit de A. - I.
décomposer le polyèdre en tétraèdres et d’appliquer à cet ensemble de tétraèdres un raisonnement identique à celui qui a été employé à la fin du premier exemple du n" 102.
Gomme cas limite on voit que, si l’on prend une surface fermée et si l’on applique à chaque élément superficiel infiniment petit une force normale proportionnelle à cet élément, on obtient un système en équilibre.
2° Des couples dont les axes sont proportionnels aux aires des faces d'un polyèdre et dirigés normalement à ces faces, tous vers l'intérieur, se font équilibre. En effet, la somme des projections des axes de ces couples sur une direction quelconque est nulle.
107. Conditions pour qu’on puisse diriger suivant trois, quatre, cinq, six droites des forces en équilibre. — Cherchons comment doivent être situées dans l’espace trois ou quatre, ou cinq, ou six droites, pour qu’on puisse diriger suivant ces droites des forces se faisant équilibre. Nous ferons d’abord la remarque suivante : lorsque plusieurs forces Fj, Fa, ..., F„ se font équilibre, la somme de leurs moments par rapport à un axe quelconque est nulle; donc, si l’on peut mener un axe A s’appuyant sur les directions de (/i — i) des forces, le moment de chacune de ces forces étant nul, le moment de la dernière force est nul aussi, et l’axe A rencontré également la direction de cette dernière force, à distance finie ou infinie. Cette propriété a même lieu pour un axe A imaginaire, quoiqu’on ne puisse plus parler de moments par rapport à cet axe : en eft’et, soient {x' , y' , z') et (x", y", z") deux points réels ou imaginaires, A l’axe joignant ces deux points, et X/^, Y/^, Z/,, L/,, M^, N/^ les projections et les moments d’une force F/,- appliquée au point Xk, y/c, z^. La condition pour que l’axe A et la force F/,, soient dans un même plan s’obtient, d’après les formules élémentaires de la Géométrie analytique, en écrivant que la quantité
(a?"— x')Lk-^ {y" — y')Mk-h (z"— .s')N/,-+- (y'z"— z'y")X/,
H- (z' x"— x'z")Y/^-h (x' y" — y' z”)Zk
est nulle. Les forces Fj, F2, . . . , F„ se faisant équilibre, la somme
OÏL 1 -h OIL2 -j- . . . H- OlL/i
est évidemment nulle : si donc les quantités OlLi, OIL2, ..., OlL^-i sont nulles, c’est-à-dire si l’axe A rencontre les (ti — i) premières forces, la quantité OlL^j est aussi nulle, et l’axe A rencontre aussi la dernière force à distance finie ou infinie. Si le point x' , y' , z' est réel, la condition 0rL/,;= o signifie que le moment de F/^ par rapport à ce point est normal à A.
1° Trois droites. — Supposons que suivant trois droites on ait dirigé trois forces en équilibre. Tout axe s’appuyant sur deux de ces droites devra s’appuyer sur la troisième. Les trois droites sont donc nécessairement dans un même plan : si deux d’entre elles sont concourantes, la troi~
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sième doit passer par leur point de concours ; sinon, les trois droites sont parallèles. Ces conditions sont nécessaires. Si elles sont satisfaites, on peut évidemment diriger suivant les trois droites des forces en équi-
•2” Quatre droites. — Supposons que, suivant quatre droites, Dj, D2, D3, D;, on ait dirigé quatre forces se faisant équilibre. Tout axe A s’appuyant sur trois de ces droites doit rencontrer la quatrième. Si donc nous nous plaçons dans le cas général, où il n’existe pas de plan contenant à la fois deux des droites, la surface réglée du second ordre (hyperboloïde ou paraboloïde), engendrée par un axe A s’appuyant sur trois des droites, devra admettre la quatrième comme génératrice du même système que les trois premières. On a ainsi la eondition nécessaire indiquée par Mobius : il faut que Di, D2, D3, Dj;. soient quatre génératrices d’un même système d’une surface du second ordre. Pour établir que cette condition est suffisante, nous emprunterons à M. Darboux la démonstration suivante (Note insérée dans le premier Volume de la Mécanique de Despeyrous; Hermann, éditeur) :
Prenons sur un hyperboloïde quatre génératrices Dj, D2, D3, D4 d’un même système : par un point A de L’espace ifig, 68), menons des paral-
lèles Al, A2, A3, A4, à ces génératrices; appliquons sur A4 une force et soient Fj, F'2, F3 les composantes suivant les droites Ai, A2, A3 d’une force égale et contraire à F^ appliquée au point A. Les quatre forces F\, F'2, F'g, F'4 ainsi obtenues ont évidemment une somme géométrique nulle. Transportons maintenant ces forces parallèlement à elles-mêmes sur les droites Di, D2, D3, D4 en Flî ^2? ^3, ^4* Ces quatre nouvelles forces se font équilibre : en effet, leur résultante générale est nulle; leur moment résultant est donc le même par rapport à tous les points de l’espace. Ce moment résultant est ou bien nul, ou bien perpendiculaire à toutes les génératrices A du second système de l’hyperboloïde, car, chacune de ces génératrices A rencontrant les quatre droites Dj, D2, D3, D4, la somme des
libre.
Fig. 68.
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moments par rapport à A, c’est-à-dire la projection du moment résultant sur A, est nulle.
Le moment résultant est donc nul, puisqu’il ne peut pas être perpendiculaire à toutes les génératrices d’un même système d’un hyperboloïde, ces génératrices n’étant pas parallèles à un même plan. Il y a donc équilibre.
Si les quatre droites Dj, D2, D3, D4 sont des génératrices d’un même système d’un paraboloïde hyperbolique, les droites auxiliaires Ai, A2, A3, A4 sont dans un même plan. On peut alors, en procédant comme dans le cas précédent, placer sur les trois premières droites Di, D2, D3 trois forces dont la résultante générale est nulle et dont le moment résultant de longueur a, le même pour tous les points de l’espace, est dirigé perpendiculairement à toutes les génératrices A du second système, c’està-dire perpendiculairement au second plan directeur. On peut de même placer sur Di, D2 et D4 trois forces ^2, gki dont la résultante générale est nulle et dont le moment résultant est normal au second plan directeur, c’est-à-dire a même direction que a. Si l’on place sur les quatre droites les forces
Fl = -f- F2 = -1- [A^2i F3=Xy3, F4=[J.^4,
obtenues en superposant les forces du premier système multipliées par /. à celles du second multipliées par jx, la résultante générale est nulle et le moment résultant perpendiculaire au second plan directeur est \a-\- \j.b. On peut disposer du rapport de X et de [x, de façon que ce moment soit nul : les quatre forces se font alors équilibre.
3° Cinq droites. — Si, suivant cinq droites Dj, D2, D3, D4, D5, on peut diriger cinq forces se faisant équilibre, toute transversale rencontrant quatre d’entre elles doit rencontrer la cinquième. Il existe deux droites réelles ou imaginaires A' et A" rencontrant Di, D2, D3, D4; en effet, les droites A s’appuyant sur Dj, D9, D3 engendrent une surface du second ordre S, que la droite D4 rencontre en deux points réels ou imaginaires p’ et /?"; les deux génératrices de S du système A, passant par ces deux points, forment deux transversales rencontrant les quatre droites Dj, D.,^ D3, D4. Ces deux transversales A' et A" doivent rencontrer également Dg, Il faut donc qu’il existe deux droites s’ appuyant à la fois sur les cinq droites données, ou, d’après le langage de la Géométrie des droites, que les cinq droites appartiennent à une congruence linéaire. On montre, ;par un raisonnement identique au précédent (cas du paraboloïde), que Iq condition est suffisante.
4° Six droites. — Pour que suivant six droites on puisse diriger des forces se faisant équilibre, il faut et il suffit qu’elles appartiennent et un complexe linéaire.
Employons une méthode analytique due à Mobius et Somoff. Sur l’une des six droites D/^ prenons, dans un sens déterminé, un segment de
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longueur i, et soient a/,., projections cle ce segment sur les trois
axes, 'kki P'/o '^k ses moments par rapport aux trois axes. Ces six quantités, liées par l’identité
sont proportionnelles aux quantités que Plücker appelle les coordonnées de la droiteI)jc. Suivant la droite D/,. dirigeons maintenant une force dont la valeur algébrique, estimée dans le sens du segment o?/c, soit F/,.. Les projections et les moments de cette force seront
a/cF/c, P/cF/., y/cF/c; X/cF/,., p/cF/c, va,.F/c.
Si l’on fait la même opération pour chacune des six droites considérées (/f = 1, 2, 3, . . . , 6), on a, en exprimant que les six forces se font équilibre, les six équations
( ^aA:F/c=o, Sj3^F/c— o, Sy/cF/..= o,
I 2X/cF/c=o, S[J.A:F/c=0, Sv/cF/c=o,
chaque somme S étant étendue aux six forces. Ces six équations, étant linéaires et homogènes en Fi, F2, F3, F4, Fg, Fg, donneront pour ces quantités inconnues des valeurs nulles, à moins que le déterminant des coefficients des inconnues ne soit nul. On a donc la condition nécessaire et suffisante
ai
Tl
Pi Vi
Xe
Pg Vg
qui exprime que les six droites appartiennent à un même complexe linéaire.
Un calcul identique montre que, si le nombre des droites données était supérieur à six, on pourrait toujours diriger suivant ces droites des forces en équilibre, car les six équations (i) contiendraient des inconnues F^ en nombre supérieur à six.
Corps ayant un point fixe. — Imaginons ùn solide ayant
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un point O fixe, autour duquel il peut tourner librement. Désignons par F, , F2, . . . , F,/ les forces qui agissent sur ce solide. Un tel corps est ce qu’on peut appeler un levier dans le sens le plus général du mot. Nous cherchons donc les conditions d’équilibre d’un levier.
Le corps solide exerce sur le point fixe une pression 69);
en vertu du principe de l’égalité de l’action et de la réaction, le point fixe exerce sur le corps une réaction Q égale et directement opposée à R, de sorte que le corps solide peut être considéré comme libre sous faction des forces F^, Fo, ..., F;^, Q. Si le corps est en équilibre, c’est que les n premières forces ont une résultante unique, égale et directement opposée à Q ; la condition d’équilibre est donc que les forces données aient une résultante unique passant par le point fixe. Cette condition est suffisante, car, en remplaçant les forces appliquées au corps par cette résultante, celle-ci est détruite par la résistance du point fixe qui développe une réaction égale et directement opposée.
Nous pouvons retrouver analytiquement ces résultats^ prenons des axes rectangulaires passant par le point fixe O; désignons par X, Y, Z, L, M, N les projections de la résultante générale et du moment résultant par rapport à l’origine des forces F appliquées au corps solide, et par X', Y', U les projectious de la réaction Q du point fixe; les conditions d’équilibre seront
(ài) L = O, M = O, N = o;
les équations (2), ne contenant pas la réaction, sont les conditions nécessaires de l’équilibre; elles expriment d’ailleurs que les forces F appliquées au corps se réduisent à une force unique pas-
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sant par l’origine. Les équations (i) montrent alors que la réaction (X', Y', Z') est égale et opposée à cette résultante (X, Y, Z), qui n’est donc autre que la pression sur le point fixe.
Prenons le cas particulier d’un levier soumis à deux forces seulement Fj, F2 ; pour qu’il y ait équilibre, il faut et il suffit que ces forces soient tenues en équilibre par la réaction Q du point O. Les trois forces Fi, F2, Q devant se faire équilibre, il faut que F<, F2 soient dans un même plan avec O et que la somme des moments des forces F), F2 par rapport à O soit nulle; c’est la condition élémentaire bien connue de l’équilibre du levier.
110. Corps ayant un axè fixe. — Soient F2, ..., F„ les forces qui agissent sur le corps solide; celui-ci exercera sur les divers points de l’axe des pressions P', P", P'^^, ..., et l’axe exercera à son tour des réactions Q', Q", .... Le corps pourra
être considéré comme libre, mais sollicité par les forces F<, F2, . . . , F;i, Q', Q'', .... Pour qu’il y ait équilibre, il faut, en particulier, que la somme des moments de toutes ces forces, par rapport à l’axe fixe que nous prenons pour axe des z, soit nulle. Et comme les moments des réactions Q', Q'', ... sont nuis, il faut qu’on ait
C’est une condition nécessaire de l’équilibre. Elle est suffisante; en effet, si elle est remplie, les forces se réduisent à une résultante générale OPv, qui est détruite par la résistance de l’axe et un couple dont l’axe OG est perpendiculaire à Oz, puisque N est nul. On peut faire tourner ce couple dans son plan, de façon que son bras de levier coïncide avec l’axe; alors les forces cpcp' qui le constituent, étant appliquées en des points de l’axe, sont détruites par sa résistance; le corps est donc bien en équilibre.
Le problème que nous venons de traiter donne les conditions d’équilibre d’un treuil.
Calculons maintenant les réactions de l’axe. On peut toujours admettre que la fixité de l’axe a été obtenue en rendant invariables deux de ses points, O, O’. Ces points exerceront sur le solide des réactions Q', Q''. Prenons le point O pour origine. Désignons jiar X, Y, Z, L, M, N les mêmes éléments que précédemment, et par X', Y', Z', X’’, Y", Z’’ les projections des réactions Q', Q^’. Soit h
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la distance 00^ Nous aurons les conditions d’équilibre {fig- 70)
Xh-X'-i-X"=o, Y-+-Y'-4-Y"= o, Z-f-Z'H-Z"=o,
L — JiY' =0, M -4- /iX" = O, N = O.
La dernière de ces équations est indépendante des réactions : c’est la condition nécessaire et suffisante de l’équilibre. Les deux
équations précédentes donnent X’' et Y''. Portant alors dans les deux premières, on calcule X' et Y'; mais TJ et Tl' ne sont assujetties qu’à la condition unique
et il est impossible de calculer complètement les réactions.
Au point de vue physique, les réactions Q', Q" sont cependant bien déterminées ; mais les solides naturels ne possèdent pas les propriétés qu’on suppose aux corps solides en Mécanique rationnelle : ils sont déformables et leur déforrnatiou met en jeu des forces élastiques; en tenant compte de ces forces, on peut déterminer complètement les réactions.
IIL Corps tournant autour d’un axe et glissant le long de Taxe.
— Dans ce cas, les réactions Q', Q'^, Q''', ... de l’axe sur le corps sont normales à l’axe : en prenant l’axe pour axe Oz, on a les deux conditions d’équilibre
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cas où le corps ne s’appuie que par un point sur le plan fixe; le plan exerce sur le corps une réaction normale, si nous supposons que le corps peut glisser sans frottement. Le corps peut être considéré comme libre, mais soumis aux forces F^, Fo, . . . , F„, qui agissent directement sur lui, et à cette réaction Q. Pour que le corps soit en équilibre, il faut que les forces F aient une résultante unique égale et directement opposée à Q i^fig. 71 ), c’est-à-dire
Fig. 71.
que les forces données aient une résultante passant par le point d’appui, normale au plan et dirigée de façon à appliquer le corps sur le plan. Ces conditions sont évidemment suffisantes, car, lorsqu’elles sont remplies, la résultante ne peut déterminer aucun glissement et est détruite par la fixité du plan qui développe une réaction égale et opposée à Q. Il serait aisé de retrouver analytiquement ces résultats.
2° Cas de plusieurs points d' appui en Ligne droite. — Admettons que le corps s’appuie sur le plan fixe par des points A,,
Fig. 72.
A2, ..., Kp delà droite O x. En tous ces points, le plan exerce des réactions normales Q<, Q2, ..., Qy,, toutes dirigées dans le
même sens {fig. 72). Ces forces ont une résultante Q normale au plan, dirigée dans le même sens, et dont le point d’application tombe sur Oæ entre les points extrêmes A^, A^.
Pour que l’équilibre ait lieu, il faut que les forces données fassent équilibre aux réactions du plan, c’est-à-dire qu’elles aient une résultante unique, normale au plan, dirigée de façon à apjiliquer le corps sur le [>lan, et dont le prolongement rencontre Oûo en un point situé entre Ai et A^. Ces conditions nécessaires sont suffisantes, car cette résultante peut alors être décomposée en deux autres, normales au plan et appliquées en deux points d’appui; ces forces seront détruites par la résistance du plan.
Pour exprimer analytiquement ces conditions, nous prendrons pour axe des ^ la droite 0.r, l’axe des ,3 normal au plan et situé du même côté que le corps par rapport à ce plan. Toutes les réactions Q,, Q2, ..., Q/, sont alors positives. Les équations d’équilibre sont
X = O, Y = O, Z -4- Qi -4- Q-2 H- ... H- Qp = O,
L = O, M — «iQi — «2Q2 — . . .— «pQp= O, N = O,
en désignant par . . . , <2^ les abscisses des points d’appui.'
Quatre de ces équations, qui sont indépendantes des réactions, expriment des conditions nécessaires d’équilibre; elles montrent que les forces données doivent avoir une résultante unique normale au plan des œy et rencontrant l’axe des œ. La troisième équation nous montre que Z doit être négatif, c’està-dire que la résultante doit être dirigée de façon à appliquer le corps sur Je plan. Soit^ l’abscisse du point où la résultante rencontre O^. Son moment par rapport à O y sera M = — xL] on devra donc avoir
X Z -f- Qi — 1- CI2 Q2 Qp — O,
d’où l’on tire, en remplaçant Z par sa valeur,
Qi -1- Q2 . H- Qp
et cette quantité est, comme on sait, comprise entre les deux valeurs extrêmes et a^,, car les quantités Q<, Q2, Q/> sont
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positives; le prolongement de la résultante rencontre donc entre les points d’appui extrêmes.
Les réactions du plan doivent maintenant vérifier les deux équations
Z -I- Qi-H Q2-h...-i- Qp=0,
M «iQi «2Q2 — • • • CLpO./) = O.
S’il n’y a que deux points d’appui, elles donnent les deux réactions. S’il y a plus de deux points d’appui, les réactions ne sont pas déterminées par ces deux relations. On les déterminerait complètement en introduisant des considérations d’élasticité.
3° Cas général. — Supposons que le corps solide repose sur le plan fixe par une série de points A^, A2, ..., A^ non en ligne droite. Le plan exerce des réactions normales Q,, Qo, ..., Q^, qui ont une résultante unique Q, car elles sont toutes dirigées dans le même sens et, d’après ce que l’on a vu sur la composition des forces parallèles, le point où cette résultante perce le plan est situé à l’intérieur de tout polygone convexe qui renferme tous les points d’appui; en particulier, il est à l’intérieur du pol}'gone de sustentation., polygone convexe dont les sommets sont des points d’appui et qui renferme tous les autres. Pour qu’il y ait équilibre, il faut que les forces données fassent équilibre à la résultante Q; il faut donc que les forces F aient une résultante unique normale au plan, dirigée de façon à appliquer le corps sur le plan et qui le traverse à l’intérieur du polygone de sustentation. Ces conditions sont suffisantes, car, dans ccs hypothèses, on pourra toujours décomposer cette résultante en trois forces normales au plan et appliquées à trois des points d’appui, forces qui seront détruites par la résistance du plan.
Prenons toujours le même système d’axes; le corps pouvant être considéré comme libre, mais soumis à l’action des forces , Fo, ..., F/^, Q<, Q2, ..., Q^, les conditions d’équilibre seront,
en désignant d’appui.
par a^ , , «2, Ù2, . • .
, les coordonnées des points
^ Z -f- Ql -h Q2 •
f M — aiQi — «2Q2 — .
. . — Cl P = 0.
Les équations (i), étant indépendantes des réactions, expriment une condition nécessaire d’équilibre : c’est que les forces données aient une résultante unique normale au plan; en elFet, la quantité LX + MY-4-NZ est nulle, et l’on ne peut avoir Z = o, sans quoi toutes les réactions seraient uulles, puisqu’elles ne peuvent être que positives ou milles. Dans ce cas particulier, où toutes les réactions seraient milles, Z, L et M seraient mils, il j aui-ait équilibre entre les forces directement appliquées. En écartant ce cas d’équilibre évident, on voit que les forces F, , . . . , F„ doivent avoir une résultante normale au plan; il faut, en outre, que Z soit négatif, comme il résulte de la première des équations (2), et que la résultante unique perce le plan des xy à l’intérieur du polygone de sustentation, condition qu’on déduirait des deux dernières équations (2). S’il n’y a que trois points d’appui, les équations (2) permettent de déterminer les trois réactions. S’il y en a plus, il faut tenir compte de l’élasticité des corps.
4“ Application. — Pour montrer comment on peut former les conditions auxiliaires d’équilibre, nous traiterons le cas d’une table rectangulaire reposant par quatre pieds sur un plan horizontal.
Soit Al A2 A3 A4 cette table, sur laquelle nous placerons des corps quelconques. Soient P le poids total de ces corps et de la table, et A le point où la verticale du centre de gravité perce la table; désignons par Bi, B2, 7^) points d’appui; prenons le plan horizontal lixe pour
Fig. 73.
plan des xy., le centre du rectangle de sustentation pour origine et les axes des et des y parallèles aux côtés de ce rectangle; les coordonnées des points d’appui Bi, B2, B3, B4 seront respectivement (a, ô), (a, — ô), ( — a, — ô), ( — a, ô). Soient x.,y les coordonnées de A ; désignons par Q/,
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Q2, Q3, Q4, les réactions du sol. Nous écrirons d’abord les conditions générales d’équilibre qui se réduisent ici à
i Qi-4- Q2+ Q3-+- Q4— P =«,
(l) < 6Qi— 6Q:}+^»Q4— PjK = 0,
( — aQi — aQ2-H «Q3 -h aQi-h Pa? = O.
Pour avoir une nouvelle condition, nous admettrons que le sol n’est pas absolument rigide et qu’il cède en chaque point d’une quantité très petite proportionnelle à la pression qu’il subit ; désignons par Sj, s,, 83, £4 les quantités dont les quatre pieds pénètrent dans le sol, nous aurons par hypothèse
Il = h. h ^ Il Qi " Q2 “ Qs " Q,’
le point O considéré successivement comme milieu de B1B3, et B2B4 s’est abaissé de
On doit donc avoir et, par suite,
Ol — Q2+Q3 — Q4= O*
S’il y avait eu p points d’appui, en écrivant qu’ils sont restés dans un même plan après la déformation du sol, on aurait en p — 3 conditions, qui, jointes aux trois équations générales, auraient permis de déterminer toutes les réactions.
Dans notre cas particulier, les équations (i) et (2), résolues par rapport à Qi, Q2J Q35 Qvî donnent pour ces quantités les valeurs
Qi correspondant aux signes -h -h, Q2 aux signes H , Q3 et
Q4 h; il faut que ces valeurs soient positives, ce qui revient à dire que
le point A doit se trouver à l’intérieur du losange ayant pour sommets les milieux des côtés de la table. Si le point A se trouvait à l’extérieur de ce losange, du côté de Aj, par exemple 74), la réaction Q3 serait négative
et les trois autres positives; cela étant impossible, on admet que le pied B3 ne porte plus sur le sol et l’on calcule les réactions Qi, Q2, Q4 comme si la table ne reposait que sur trois pieds, ce qui revient à supposer Q3 = o dans les équations (i).
113. Plusieurs corps solides. — Pour trouver les conditions d’équilibre du système formé par plusieurs corps solides assujettis
à des liaisons mnliielles, on peut employer la méthode suivante : On exprime que chacun des corps du système est en équilibre sons l’action des forces qui lui sont directement appliquées et des réactions des autres corps sur lui, ces dernières forces étant soumises à la loi de l’égalité de l’action et de la l éaction. Nous ne traitons pas ici d’application de cette méthode; nous verrons plus loin que le principe des vitesses virtuelles fournit une méthode bien plus rapide pour résoudre ces sortes de questions.
DE GRAVITÉ
114. Lignes. — Sur la ligne AB, prenons deux points P et P' 74)
et désignons par m la masse de l’arc PP’; le rapport — est la den-
01 ! rr pp.
site moyenne de l’arc PP'. Si ce rapport est indépendant de la position
Fig. 74.
des points P et P', on dit que la ligne AB est homogène. S’il est variable, on appelle densité de la ligne au point P la limité p de la densité moyenne de l’arc PP' quand P' tend vers P. La densité p au point P variant avec la position du point est une fonction du paramètre qui détermine la position de P sur la courbe. Soit ds un élément de courbe infiniment petit comprenant le point P de coordonnées z : la masse dm de cet élément est p et l’on a, en appelant M la masse totale de la courbe, y), ^ les coordonnées du centre de gravité,
M = f p ds^ = Ç xp ds, My) = j^yp ds, = f zp ds.
Quand la ligne est homogène, p est constant, la masse M est [alors p, / désignant la longueur de la courbe, et l’on a
CHAPITRE VI. — EQUILIBRE I) UN CORPS SOLIDE
115. Théorème de Guldin. — L’aire engendrée par une courbe plane tournant autour d’un axe situé dans son plan, qui ne la traverse pas, est égale à la longueur de la, courbe multipliée par la circonférence que décrit le centre de gravité de la courbe supposée homogène.
En effet, rapportons Ja courbe plane à l’axe de rotation {Jig. ']^) pris comme axe 0.2? et à une perpendiculaire Oy. Un élément ds, ayant pour ordonnée y, engendre en tournant un élément superficiel r/A, qu’on peut assimiler à la surface latérale d’un tronc de cône
d\ = 2 Tzy ds ;
on a donc
ce qui démontre le théorème.
Si l’axe traversait la courbe, l’expression trouvée pour A représenterait, non la surface totale, mais la différence des surfaces engendrées par les portions de la courbe situées de part et d’autre dé l’axe, car dans l’intégrale A l’élément y ds est positif ou négatif, suivant que l’élément ds est au-dessus ou au-dessous de l’axe.
116. Surfaces. — Soit m la masse d’un élément de la surface d’aire a; le rapport ^ est la densité moyenne de l’élément <t. La densité o de la surface
en un point P est la limite du rapport — quand j est un élément superficiel infiniment petit entourant le point P. En général, p est une fonction des deux paramètres qui définissent la position du point P sur la surface. Quand p est constant, la surface est dite homogène.
Soit da un élément superficiel infiniment petit entourant le point P de coordonnées x, y, la masse dm de cet élément est p et l’on a, en appelant M la masse totale, tj, Ç les coordonnées du centre de gravité.
Quand la surface est homogène, p est constant, la masse M est pS, S désignant l’aire de la surface, et l’on a
X de,
Sr^
y de.
Z de.
117. Aires planes. — Prenons le plan de l’aire pour plan des xy, la coordonnée t est alors évidemment nulle. L’élément de aura différentes expressions suivant le système de coordonnées employé; par exemple, en coordonnées polaires;’ et 0, doit être pris égal à rdrd^’, en coordonnées
cartésiennes d’angle a, est égal à dxdy .... En particulier, si l’on
a une aire plane homogène rapportée à des coordonnées cartésiennes rectangulaires, les formules deviennent
S = J' J' dxdy^ S^= J J" xdxdy^ St) = ^ J'ydxdy,
formules dans lesquelles on peut toujours effectuer une intégration.
118. Théorème de Guldin. — Le volume engendré par une aire plane tournant autour d’un axe situé dans son plan et qui ne la traverse pas est égal à l'aire donnée^ multipliée par la circonférence décrite par le centre de gravité de cette aire supposée homogène.
Un élément dx dy de l’aire S engendre par sa rotation autour de l’axe Ox un élément de volume, qui est la différence des volumes des cylindres
engendrés par les rectangles ABGD, A'B’GD {Jig. 70), c’est-à-dire, aux infiniment petits du troisième ordre près,
1 T, y dx dy ;
donc le volume V est
ce qui démontre le théorème.
Remarquons que, si l’axe traversait la courbe, la formule ci-dessus représenterait la différence des volumes engendrés par les portions d’aire situées de part et d’autre de Ox.
Gomme généralisation de ce théorème, nous signalerons d’importantes recherches de M. Koenigs sur les volumes engendrés par un contour {Journal de M. Jordan., t. V; 1889), recherches qui donnent une application nouvelle de la théorie des vecteurs. Voyez également une Note de M. Hadamard, Bulletin de la Société mathématique de France, séance du 7 décembre 1898.
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119. Volumes. — Dans un corps solide, prenons un volume e comprenant une masse m \ le rapport — est dit densité moyenne de ce volume. Lorsque le volume c tend vers zéro et se réduit à un point P, nous admettons que le rapport — tend vers une limite p, qu’on nomme densité au
point P. Cette quantité p est une fonction des coordonnées du point P; quand p est constant, on dit que le corps est homogène.
La masse dm d’un élément de volume dv entourant le point P de coordonnées ic, jKj ^ est pdv. On a donc, en appelant M la masse totale., les formules
Si le corps est homogène et a pour volume V, M est égal à pV et l’on a
L’expression de dv dépend du système de coordonnées employé : en coordonnées cartésiennes obliques, il faut prendre dv égal à kdxdy dz., en désignant par k le volume du parallélépipède dont les arêtes, parallèles aux axes, ont pour longueur l’unité; en coordonnées polaires dans l’espace r, 6, on a pour dv l’expression /’2<i/'sin0 o?6 etc.
Dans le cas d’un corps homogène, on pourra toujours commencer par effectuer l’une des trois intégrations et ramener les intégrales triples à des intégrales doubles.
EXERCICES
1. Un système de forces appliquées à un corps solide étant rapporté à des àxcâ obliques, démontrer que les six équations d’équilibre gardent la même forme qu’en coordonnées rectangulaires :
2x^=0, y]Yj=o, y]z,-=o, y](y>Zj-^,.Y.) = o,
2. Si l’on considère un polygone plan fermé et que, dans le plan de ce polygone, on applique perpendiculairement à tous les côtés moins un des forces proportionnelles à ces côtés, toutes dirigées vers l’extérieur, ces forces ont une résultante perpendiculaire et proportionnelle au dernier côté.
3. Si plusieurs forces appliquées à un corps solide se font équilibre ou se réduisent à un couple, le centre de gravité de masses égales placées aux extrémités de ces forces coïncide avec le centre de gravité de masses égales placées aux points d’application (Crofton).
4. Etant donné un polygone gauche fermé P, on dirige, suivant les côtés de ce
A. — I. Il
polygone, dans un même sens de circulation, des forces égales aux cotés. Démontrer : 1° que ces forces se réduisent à un couple; 2“ que, si l’on construit dans le plan de ce couple un polygone 11 dont l’aire soit la moitié du moment du couple, la projeetion de P sur un plan quelconque a même aii'e que la projection de II sur le même plan (Guichard).
5. Étant donné un quadrilatère plan convexe ABCD, diriger suivant les côtés de ce quadrilatère quati-e forces se faisant équilibre. ( Voir Mobius, Statique, § 29.)
6. Centre cVuii système de forces situées dans un plan et admettant une résultante. — Soit une figure plane A,A2... A„ de forme invariable, aux difierenls points de laquelle sont appliquées des foices F,, F,, ..., F„, toutes situées dans le plan de la figure et admettant une résultante R. Déplaçons la figure plane dans son plan en supposant que les forces F,, ..., F,^ restent appliquées aux mêmes points A,, A^, ..., A„ de la figure mobile, et conservent chacune une grandeur et une direction constantes. La résultante R est alors également constante en grandeur et en direction, et passe par un point fixe G, invariablement lié à la figure mobile, qu’on appelle, d’après Môbius, centre des forces F,, Fj, ..., F^,.
7. Cas du couple; directions principales. — Supposons maintenant que les forces Fj, Fj, ..., F,^ forment un couple : en déplaçant la figure dans son plan et
laissant les forces constantes en grandeurs et directions, on peut toujours amener la figure dans une position d’équilibre.
Il existe deux directions rectangulaires OP et OQ, invariablement liées à la figure mobile et caractérisées par la propriété suivante : lorsque la figure est amenée dans la position particulière ou l’équilibre a lieu, si l’on décompose chaque force F,, en deux composantes et Q^. respectivement parallèles à OP
et OQ, les forces parallèles Pj. se font équilibre et les forces Qj. également. Ces directions se nomment directions principales (Môbius).
8. Sur une planchette, on a fixé deux aiguilles aimantées dont les lignes des pôles de longueurs a cl b se coupent à angle droit en leurs milieux. La planchette flottant sur un liquide immobile, trouver ; 1° sa position d’équilibre; 2° les directions principales (ex. 7). On sait que l’action de la terre sur une aiguille aimantée régulièrement, c’est-à-dire n’ayant que deux pôles et une ligne neutre, se réduit à un couple dont les forces sont constantes en grandeur et direction et appliquées aux pôles de l’aimant. On appellera, dans l’exercice proposé, P la valeur commune de la projection horizontale des deux forces du couple agissant sur l’aiguille a, Q la même quantité pour l’aiguille b. Les forces P et Q sont dirigées suivant le méridien magnétique du lieu.
9. Plan centrcd dans un corps solide sollicité par des forces dont la résultante générale n’est pas nulle. — Soit un corps solide sollicité par des forces dont la résultante générale n’est pas nulle : supposons que, lorsque le corps se déplace, chaque force conserve une grandeur et une direction constantes et reste appliquée en un point fixe dans le corps. C’est ce qui arriverait, par exemple, pour un corps solide pesant constitué par la réunion de plusieurs corps aimantés : l’action de la terre sur chaque aimant donne lieu à un couple dont les forces sont constantes en grandeur et direction, et appliquées aux pôles de l’aimant; le poids total du système est également une force constante en grandeur et direction, appliquée en un point fixe dans le corps. Ce système de forces admet une résultante générale égale au poids.
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Il est évident qu’une translation du eorps ne change rien à l’état du corps : il suffira donc d’étudier l’effet des rotations.
Considérons une droite O/?, et décomposons chaque force Fj. en une force parallèle à O/? et en une force perpendiculaire. Si l’on fait varier la direction O /> d’une manière arbitraire, le Heu du centre w des forces parallèles est, en général, un plan qui se nomme, d’après Mobius,/?^a« central : il est fixe dans le corps quelle que soit son orientation. Dans certains cas particuliers, le lieu peut être une droite (ligne centrale), et même un point (centi'e des forces).
10. Théorème de Minding. — Déplaçons le corps d’une manière quelconque en supposant toujours les forces Fj, constantes en grandeur et direction ; il existe une infinité de positions pour lesquelles les forces F^. admettent une résultante unique : l’ensemble de ces résultantes uniques forme dans le corps une congruence dont les rayons rencontrent deux coniques fixes (coniques focales) situées dans deux plans rectangulaires. (Voyez Crelle, t. 14 et 15.)
11. Axes d’équilibre. — Imaginons un corps solide libre remplissant les mêmes conditions que précédemment : lorsque ce corps change de position, les forces qui le sollicitent restent constantes en grandeur et direction et leurs points d’application restent fixes dans le corps. Comme nous l’avons dit, une translation ne change rien à Vétat du corps : il suffit donc d’étudier l’effet des rotations. Supposons le corps en équilibre dans la position actuelle et po^ sons avec Mobius (^Statique, Chap. VIII)
SjkZ = S^Y=F, SsX = Sa;Z = G, llxY = y:yX = H,
^xX — l, = m, "LzZ = n,
les sommes étant étendues à toutes les forces. Mobius nomme axe d’ équilibre une droite telle que le corps solide reste en équilibre quand on le fait tourner d’un angle quelconque autour de cette droite. Pour que l’axe soit un axe d’équilibre, il faut et il suffit qu’on ait, outre les six équations d’ équilibre, les conditions suivantes :
12. Équilibre asiatique. — On dit que l’équilibre est asiatique quand il subsiste quelle que soit la position donnée au corps, les hypothèses sur les forces étant les mêmes que dans le numéro précédent. Il faut pour cela que chacun des trois axes coordonnés O x, Oy, O x; soit un axe d’équilibre, c’est-à-dire que l’on ait, avec les six conditions d’équilibre, les six conditions suivantes :
Ces conditions nécessaires pour l’équilibre astatique sont suffisantes.
13. Quand un corps solide est sollicité par deux forces appliquées en des points fixes dans le corps, constantes en grandeur, direction et sens, il existe toujours un axe parallèle à une direction donnée tel que, en fixant cet axe, le corps soit en équilibre indifférent dans toutes les positions qu’il peut prendre (Mobius).
14. Quand un corps est en équilibre astatique, si l’on considère les composantes des forces parallèles à une direction donnée, on obtient un système de forces parallèles en équilibre. Le centre de celles de ces forces parallèles qui out un
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sens déterminé coïncide avec le centre de celles de ces forces parallèles qui ont le sens opposé.
15. Considérons un corps solide sollicité par des forces appliquées en des points fixes du corps, constantes en grandeur, direction et sens. Quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’on puisse amener ce corps à être en équilibre astatique par l’adjonction d’une seule force, appliquée en un point fixe P, constante en grandeur, direction et sens?
Béponse.
SXa? _ SYa; _ SZ.T SX “ SY ^ SZ ’
et deux proportions analogues dans lesquelles x serait remplacé par y ou .s. Le point P existe alors et se nomme centre des forces du système. Dans ce cas, les coordonnées du point défini dans l’exercice 9 sont indépendantes de l’orientation : ce point est précisément le point P.
16. Chercher de même les conditions pour qu’il existe une ligne centrale^ c’est-à-dire pour que le point w décrive une droite. Dans ce cas, on peut toujours ajouter au système deux forces, de façon à réaliser l’équilibre astatique.
17. Lorsque le point w décrit effectivement un plan {plan central)^ on peut ajouter trois forces, de façon à établir l’équilibre astatique.
18. Un corps solide est mobile autour d’un point fixe et sollicité par des forces appliquées en des points invariables du corps, constantes en grandeur et direction. Quelles conditions doivent remplir ces forces pour que le corps soit en équilibre dans toutes les positions qu’il peut prendre autour du point O (équilibre astatique du levier)?
19. Même question en supposant le corps mobile autour d’un axe fixe.
20. Même question en supposant qu’il puisse tourner autour d’un axe et glisser le long de cet axe. •
21. Un corps solide, mobile autour d’un point ou d’un axe fixe, est sollicité par des forces constantes en grandeur et direction appliquées en des points invariables du corps : trouver les positions d’équilibre du corps. ( Voyez les exercices 23; voyez aussi Moigno, Leçons de Mécanique analytique^ d’après Cauchy, p. 23/| et suiv.)
22. Étant donnés un système de forces appliquées à un corps solide et un trièdre quelconque OP, OQ, OS, on décompose chaque force F^. en trois composantes
(7 J., 5^, parallèles aux arêtes du trièdre, et l’on appelle A le centre des forces parallèles jOj, et /? = py leur résultante, B celui des forces q^, G celui des forces s,., q et s leurs résultantes. Démontrer que le produit de la surface du triangle ABC par le volume du parallélépipède, ayant pour arêtes p, q^ s, est constant, quelle que soit l’orientation du trièdre OPQS (Minding).
23. Exercices sur le théorème de Minding. — i“ Une droite quelconque A, s’appuyant sur les deux coniques focales trouvées dans l’exercice 10, étant choisie, démontrer qu’il existe une position du corps (c'est-à-dire un système de valeurs des neuf cosinus) pour laquelle les forces ont une résultante unique dirigée suivant A. (Il faut remarquer que, les axes mobiles devant pouvoir
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coïncider avec les axes fixes, le déterminant des neuf cosinus égale + i ; il est commode d’exprimer les cosinus à l’aide des angles d’Euler.)
2° Par un point P quelconque du corps, on peut mener quatre droites s’appuyant sur les deux coniques focales : il existe donc quatre positions du corps, pour lesquelles les forces admettent une résultante passant par un point P du corps.
3“ Si les forces, agissant sur un solide, restent constantes en grandeur et direction, et appliquées en des points fixes dans le solide; si, de plus, ces forces se réduisent à un couple, il existe quatre positions d’équilibre du corps.
(En effet, les forces étant Ej, F,, ..., F,,, appliquées aux points A,, A2, ..., A„, les forces F2, F^, F,^ ont une résultante générale R égale et opposée à Fj.
D’après ce qui précède, il existe quatre positions du corps pour lesquelles les forces Fo, F3, ..., F,^ ont une résultante unique R passant par le point A; du corps. Ces quatre positions sont alors évidémment des positions d’équilibre, puisque, dans chacune d’elles, R et Fj sont égales et directement opposées.)
Les théorèmes précédents ont lieu dans les cas les plus généraux. Si les forces ont des positions particulières, le nombre quatre peut être augmenté et devenir même infini.
24. Un corps étant en équilibre dans la position actuelle, on demande, en faisant les hypothèses de l’exercice 11, si ce corps admet un axe d’équilibre.
Solution. — Il suffit de chercher s’il existe un axe d’équilibre O z' passant par O : pour cela, on rapporte le système à trois nouveaux axes Ox', Oy\ Oz\ faisant avec les anciens des angles dont les cosinus sont a, a', a", p, P', [â", y, y', et l’on évalue les quantités F', G', H', V , m' , n' relatives à ces nouveaux axes. Si l’on pose, pour abréger,
jn -h /i = /, /I H- Z = Z -1- m — Zi,
et si l’on appelle/',^', Zi' les quantités analogues par rapport aux nouveaux axes,, on arrive au résultat suivant : Considérant la forme quadratique
( ü, u' , u") = fu^ H- gu’- -h hu'"^ — 2 F ü' ü" — 2 Gu” U — 2 H M u',
on peut écrire
' âp' ^ djà"
dy
IL
Pour que l’axe Oz', défini par les cosinus y, y', y", soit un axe d’équilibre, il faut et il suffit qu’on puisse déterminer y, y’, y" par les équations
qui exigent que le discriminant de soit nul.
25. Positions d’équilibre d’une barre homogène pesante AB, dont une extrémité A est attachée à un point fixe O par Un fil AO inextensible et sans masse, et dont l’autre extrémité B glisse sans frottement sur un plan horizontal fixe.
26. Soient des points matériels de masses nij, m^, . . . , M la somme de ces
masses, G leur centre de gravité, A un point arbitraire; démontrer les deux relations
S iriy • I A = S m^. . «ij. G + M . AG ,
MSm^, ./n^A = M^.AG ,
m-nif. désignant la distance du point m - au point (Lagrange).
27. Centres de gravité de lignes homogènes. Arc de cercle. — La distance du centre de gravité au centre du cercle est une quatrième proportionnelle entre l’arc, le rayon et la corde.
28. Arc de chainette jp = - 1 ga g a \ • — Le centre de gravité d’un arc AB
a même abscisse que le point de concoui's des tangentes aux extrémités A et B. Si le point A est le sommet de la courbe, l’ordonnée du centre de gravité est la moitié de l’ordonnée du point où la normale en B rencontre Oy.
29. Aires planes homogènes. — Si une aire plane homogène admet un diamètre rectiligne conjugué d’une certaine direction de cordes, le centre de gravité est sur ce diamètre.
30. Centre de gravité de Vaire d’un triangle (il coïncide avec le centre de gravité de masses égales placées aux trois sommets); d’un trapèze (il est situé sur la droite joignant les milieux des bases b et B, et divise cette droite dans le rapport de 2B-f-ù à aù + B).
31 . Centre de gravité d’une portion de plan limitée par un arc de chainette AB, Vaxe des x, base de la chainette, et les deux coordonnées des points A et B. ( L’abscisse du centre de gravité est égale à celle du centre de gravité de l’arc AB’ son ordonnée est égale à la moitié de celle du centre de gravité de l’arc.)
32. Aires non homogènes. Centre de percussion. — Soit une aire plane S; considérons une droite AA' de son plan et supposons que la densité p soit proportionnelle à la distance o de ce point à la droite AA'. Le centre de.gravité G de la surface matérielle ainsi définie est appelée \c centre de percussion de cette surface par rapport à l’axe AA'. Ce point se présente dans la théorie des percussions; il se présente aussi en Hydrostatique. Démontrer que le centre de percussion G et l’axe AA' forment un système de pôles et polaires par rapport à une conique fixe imaginaire, ayant pour centre le centre de gravité de l’aire S supposée homogène.
Réponse. — Prenons comme origine le centre de gravité de l’aire S supposée homogène et appelons dz un élénient de cette aire : les intégrales J' J^J^ydz étendues à l’aire sont nulles; on peut choisir l’orientation des axes rectangulaires xOy de façon que J'J^xydz soit nulle aussi. Alors dz = S.
Posons en outre
J' J" x-dz — a* S, y-dz — ù-S.
Soit ux-yvy-y i = o l’équation de la droite AA'; on a, pour la densité suppo-
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sée de l’aire S, au point (a;, y),
- (uj? -h i’y -H I ) ( /f constante ).
Les coordonnées de G sont alors \ = a-u, 'f\ = pôle de la droite AA' par
rapport à la conique imaginaire — i — 0. On peut dire aussi que G e.st
le symétrique par rapport à O du pôle de la droite AA' pris dans la conique
réelle — -i- ^ — 1 = 0.
33. Aires courbes homogènes. — Soient S une portion d’aire sphérique de rayon R, fj sa projection sur un plan diamétral et 6 la distance du centre de gravité de l’aire à ce plan; démontrer la formule
34. Volumes homogènes. — Si un volume homogène admet un plan diamétral conjugué d’une certaine direction de cordes, le centre de gravité est dans ce plan.
Exemples : Tétraèdre (le centre de gravité coïncide avec le centre de gravité de quatre masses égales placées aux quatre sommets). Cylindre tronqué (le centre de gravité est au milieu de la droite parallèle aux génératrices, joignant les centres de percussion des deux bases par rapport à la droite d’intersection des plans des deux bases).
35. Soient trois axes obliques Oy, désignons par l’aire de la section faite dans un solide homogène par un plan parallèle au plan ûsOy; par T\', -Z les coordonnées du centre de gravité de cette aire supposée homogène; démontrer que le centré de gravité du solide a pour coordonnées
's.^r,'dz,
S, Z dz.,
et .s J désignant les ordonnées .3 des plans limitant le solide, V le volume du
solide /^V = k j S^dz'^ et k le volume du parallélépipède, dont la base paral-
lèle au plan des xy a pour surface l’unité et dont l’aréte parallèle à 0.3 a pour longueur l’unité.
(On décompose le solide en tranches infiniment minces par des plans parallèles au plan x Oy. )
3G. De là résulte que, si les centres de gravité des sections planes parallèles sont dans un plan fixe, le centre de gravité du solide est aussi dans ce plan. Si les centres de gravité des sections se déplacent sur une droite, le centre de gravité du volume est sur cette droite. Cette dernière circonstance se présente pour la partie d’un solide de révolution comprise entre deux plans perpendiculaires à l’axe, et pour le volume limité par une surface du second ordre et deux plans parallèles.
37. Si l’aire est une fonction du second degré de 3, on a, en désignant par
iG8
Sfl, Sp <7 les aires des deux bases du solide et de la section équidistante des bases, et par h la hauteur du solide,
les distances du centre de gravité du volume aux deux bases Sg et Sj sont entre elles comme S, + 2 a est à S„ -h 2 a. Ces formules s’appliquent aux troncs de pj^ramide et de cône, aux segments de quadriques et de surfaces réglées compris entre des plans parallèles.
38. Dans les solides que nous venons de citer, on a ce théorème : Le centre de gravité du solide est le centre de gravité de trois masses, placées aux centres de gravité des deux bases et de la section moyenne, et égales respectivement aux aires des bases et au quadruple de l'aire de la section moyenne ^ ( Darboux, Note de ta Mécanique de Despeyrous, p. 383-388.)
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CHAPITRE VIL
SYSTÈMES DÉFORMABLES.
120. Rappel de la méthode. — Nous avons, dans le Chapitre V, indiqué, sous la forme suivante, des conditions nécessaires pour l’équilibre d’un système matériel quelconque :
Quand un système déformable est en équilibre, les forces extérieures (c’est-à-dire les forces autres que les réactions mutuelles des différentes parties) qui lui sont appliquées forment un système de vecteurs glissants équw aient et zéro, c’ est-à-dire satisfont aux conditions d^ écquilibre des forces appliciuées èt un corps solide.
La même condition doit être remplie pour les forces extérieures appliquées à chaque partie du système matériel regardée comme isolée du reste.
On peut aussi se rendre compte de ce fait par le raisonnement suivant, fondé sur l’idée de solidification : le système, étant en équilibre, y restera évidemment si l’on relie les points matériels les uns aux autres d’une manière invariable, c’est-à-dire si l’on solidifie le système. Les forces extérieures doivent se faire équilibre sur le corps solide ainsi constitué; elles satisfont donc aux six équations générales de l’équilibre d’un solide. Ces conditions, nécessaires, ne sont pas, en général, suffisantes.
I. — POLYGONE FUNICULAIRE
121. Définition. — On appelle ainsi un système de points matériels ]VL, M2, . , M«, chacun d’eux étant relié au suivant par
un cordon flexible et inextensible. Les différents sommets du po-
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Ivgonc sont soumis à des forces F<, F2, . . F^^, sous l’acLion des-
quelles la figure peut prendre une certaine position d’équilibre qui sera un polygone plan ou gauche; nous allons chercher les conditions de cet équilibre.
Considérons d’abord le cas où il n’y aurait que deux points M^, Mo et deux forces F,, Fo; l’équilibre ne peut avoir lieu que si les forces extérieures F,, Fo, qui agissent sur M,, Mo, sont égales et directement opposées. Cette condition, nécessaire, n’est pas suffisante; il faut, en outre, que ces forces soient dirigées de façon à tendre le cordon. Si elles étaient dirigées de façon à rapprocher les deux points, l’équilibre serait évidemment rompu : pour main-
Fig. 76.
tenir l’équilibre, il faudrait alors remplacer le cordon par une tige rigide (fig. 76).
122. Tension. — L’équilibre ayant lieu, prenons sur le cordon M,Mo un point quelconque A et isolons la portion M| A : le cordon M< A obtenu est en équilibre; or il n’est sollicité que parla force F^ et par l’action de la portion AMo du fil; il faut donc que cette action puisse se remplacer par une force égale et directement opposée à F^. Cette force est appelée tension du cordon en A; elle est égale en valeur absolue à F< ; elle est la même en tous les points du cordon. La portion AM2 est de même en équilibre sous l’action de F2 et de la tension appliquée en A dans le sens AM, ; enfin une portion quelconque AB du fil est en équilibre sous l’action des tensions appliquées à ses deux extrémités dans les sens AM, et BMo.
En général, si l’on considère une portion quelconque, par exemple PM3M/, M 5 Mc Q d’un polygone funiculaire en équilibre, obtenue en coupant les cordons MoM;, et McM^ en P et Q, elle peut être regardée comme étant en équilibre sous l’action des forces directement appliquées aux sommets M3, M.,, M5, Mc 77) et
des tensions des côtés PM3, McQ appliquées en P et Q dans les sens M3P et McQ. Ces forces et ces deux tensions satisfont donc aux conditions d'équilibre de forces appliquées à un corps solide.
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Par exemple, si les forces F3, F,,, F5, Fo ont une résultante unique R, i] y aura équilibre entre les tensions des côtés extrêmes
Fi
M3P et MoQ et cette résultante : les deux côtés extrêmes se couperont donc en un point de la résultante R (n° 107).
123. Equilibre du polygone funieulaire. Polygone de Varignon. — Considérons un polygone funiculaire en équilibre sous Faction de forces appliquées en ses différents sommets. Pour éviter toute confusion sur le sens des tensions, appelons la tension
du côté portée sur ce côté dans le sens et
même tension portée en sens contraire, de telle sorte que et T/_^, soient deux forces égales et directement opposées.
Supposons que Ton coupe Jes cordons M2M3 et McMv en P et Q et que f on considère la partie PM3 M4 M5 Mc Q du polygone funiculaire: cette partie est en équilibre sous Faction des tensions 1 3,2 et Te, 7 appliquées aux points P et Q et des forces données F3, F4, Fg, Fc agissant sur les sommets intermédiaires. Le point M3 considéré comme libre est sollicité par la force F3 et Jes deux tensions T3,o, T3,/, des cordons attachés à ce point : ces trois forces sont donc en équilibre; de même Je point M4 est en équilibre sous Faction de Ja force directement appJiquée F4 et des deux tensions 14,3, T4 5 des cordons attachés à ce point; et ainsi de suite. On aura ainsi Jes conditions d’équilibre en exprimant que chaque sommet est en équilibre sous Faction de la force qui lui est appliquée et des tensions des cordons aboutissant à ce sommet.
Ces conditions se résument dhine manière simple dans la con-
struction suivante qui conduit au polygone de Varignon. Par un point arbitraire A, menons un vecteur AAa égal et parallèle à la tension du premier côté considéré et par Je point A2 un vecteur A0A3 identique à F3 : puisque les trois forces T3^2? F.3 etX3^4 se font équilibre, le vecteur A3 A fermant le triangle AA2A3 est égal et parallèle à T3^/, et, par suite, le vecteur AA3 est identique à T4^3. Maintenant, comme les forces T4^3, F4 et se font équilibre, si par le point A3, extrémités d’un vecteur AA3 égal et parallèle à T4^3, on mène un vecteur A3 A4 identique à F4, le vecteur A4A est identique à T4^5 et le vecteur de sens contraire AA4 est identique à Tg^4; on continue ainsi de proche en proche et l’on arrive finalement à mener le vecteur A5 Ac égal et parallèle à Fo et le vecteur AAe identique à la dernière tension
En résumé, pour que la partie considérée ( voir Jig. PM3M4M5M6Q du polygone funiculaire soit en équilibre, il faut et il suffit qu’en portant bout à bout des vecteurs A2A3, A3 A4, A4A5, AgAc égaux et parallèles aux forces F3, F4, F5, F^ appliquées aux sommets, on puisse trouver un point A tel que les vecteurs AA2, AA3, AA4, AAg, AAc soient parallèles à PM3, M3M4, M4M,, M^Me, McQ et dirigés en sens contraire de ces cordons; cette dernière condition résulte de ce qu’un vecteur tel que AA3 est identique à la tension T4,3, laquelle est dirigée dans le sens M4M3,
Ces conditions sont suffisantes : car, si elles sont remplies, chaque sommet M^- est en équilibre sous l’action de la force F/ et de deux tensions respectivement égales aux vecteurs
AA/_i, A, A.
Le moment résultant des tensions extrêmes 13^27 et des forces F3, F4, F5, Fc est alors nul, ainsi que le moment résultant de chaque force F/ et des deux tensions appliquées
au point M/. En considérant les moments des forces et des tensions par rapport à un même point, on aurait donc des vecteurs avec lesquels on pourrait construire un polygone analogue à celui de Varignon.
Il peut arriver que toutes les conditions d’équilibre soient remplies, sauf celles qui sont relatives aux sens des tensions par rapport aux côtés; alors certains côtés sont comprimés au lieu d’être tendus et l’équilibre ne subsiste pas. Pour le maintenir, il faudrait
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remplacer ces côtés par des barres rigides pouvant résister à la compression.
124. Conditions aux limites. — Les conditions d’équilibre que nous venons d’indiquer doivent être remplies par une portion quelconque du polygone. Les sommets extrêmes du 'polygone funiculaire peuvent être assujettis à des conditions de différentes natures appelées conditions aux limites.
1" Les extrémités sont libres. — 11 peut se faire que le polygone funiculaire MjMo. . soit libre dans l’espace, les extrémités M< et M„ étant libres et sollicitées par des forces connues F< et F„. Supposons, pour simplifier, ai = 5 , le polygone étant M, M2M3M4 M5. Alors les tensions des côtés extrêmes M4M2 et M4M5 sont connues; en effet, M, est en équilibre sous l’action de F^ et de la tension : celte tension est donc égale et opposée à F,. De mêmeTg^/, est égale et opposée à F5. Si l’on construit le polygone de Varignon correspondant au polygone funiculaire total, le premier côté AA< sera égal et parallèle à F^, le deuxième Al A2 égal et parallèle àF2, . . . , le dernier A4A5 égal et parallèle àFs {fig> 78). Le polygone ainsi construit est le polygone des
Fig. 78-
forces F,, F2, Fg, F4, Fg; ce polygone doit se fermer : Ag doit coïncider avec A, car, les forces F^f remplissant les conditions d’équilibre de forces appliquées à un corps solide, leur résultante générale est nulle. Les tensions telles que sont égales et
parallèles aux diagonales AA/f du polygone de Varignon.
2® Les extrémités Mj et sont attaehées en des points fixes. — Il faut alors prendre comme inconnues auxiliaires les forces
STATIQUE
F< et F„, représentant les actions des [loints fixes sur les extrémités M, et M„ ou, ce qui revient au même, les deux tensions extrêmes T.,,,
o'* Le polygone f luiieulaire est fermé. — Le polygone est fermé quand le dernier point est lié directement au premier JM, par un cordon. Dans ce cas, on pourra appliquer les conditions générales d’équilibre et la construction de Varignon à l’ensemble du polygone en imaginant qu’on coupe le cordon M<M5 en deux points P et Q et qu’on applique suivant P la tension et
suivant M^Q la tension Il faudra alors mener par A un vec-
teur AAq égal et parallèle àT^^5, puis, à la suite, des vecteurs A^Ai , A,Ao, . . ., A/, Ag égaux et parallèles à F<, Fo, ..., Fg {fig. 79);
Fig. 79-
les tensions des cordons seront égales et parallèles à AA,, AA2, AAg, la tension T,, g étant égale et parallèle à AAo, Tg^jàAA,, . . . , à AA^, .... La dernière tension T, ^g sera
égale et parallèle à AAg; par suite, Ag coïncidera avec Aq, car AA„ est aussi égal à T, ^g.
Donc, pour l’équilibre d’un polygone funiculaire fermé, il faut et il suffit : i® que le polygone des forces directement appliquées se ferme; 2° qu’il existe un point A tel que chaque côté
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du polygone funiculaire soit parallèle à la diagonale AA,, et de sens contraire.
Remarque . — Si le nombre des côtés du polygone funiculaire augmente indéfiniment, chacun d’eux tendant vers zéro, ce polygone devient une courbe, le polygone de Varignon aussi. Ce cas limite sera traité directement dans le paragraphe II.
En général, la figure d’équilibre est un polygone gauche; ce polygone sera plan si les forces F2, . . . , F^_^ sont concourantes ou parallèles.
125. Forces concourantes. — Que le polygone soit ouvert ou fermé, si toutes les forces F, sauf les forces extrêmes Fi et F„, sont concourantes, la figure d’ équilibre est plane, et les moments des tensions patrapport au point de concours des forces sont tous égaux.
Soit O le point de concours des forces : nous avons vu qu’on peut considérer le point matériel M2 comme en équilibre sous Faction de F2 et des tensions T2,i, T2,s; ces forces, devant se faire équilibre, sont dans un même plan; donc Mi, M2, M3, O sont dans un même plan P. On verra de même que M2, M3, M4, O sont dans un même plan, qui n’est autre que P,
Fig. 80.
comme ayant en commun avec lui les trois points O, M2, M3, ..., et ainsi de suite : la figure d’équilibre sera donc plane et son plan passera par le point O.
Le point M2 étant en équilibre sous l’action des forces F2, T2,i, To.s, la somme algébrique des moments de ces forces par rapport au point O est nulle; et, puisque le moment de F2 est nul, on voit que la somme des moments de T2,i et de T2,a est nulle, ou que le moment de Ti^2 égale celui de T2,3. En continuant de la sorte, on verra que toutes les tensions ont même moment par rapport au point O {fg. 80).
126. Forces parallèles. — La figure d' équilibre est encore plane
quand toutes les forces, sauf les deux extrêmes, sont parallèles. Dans ce cas, les proj ections des tensions sur une perpendiculaire à la direction commune des forces sont égales.
La première partie de cette proposition s’établit comme pour les forces concourantes; pour démontrer la deuxième, observons que, les forces F2, ^2,1, Ts,3 se faisant équilibre, la somme algébrique de leurs projections sur une perpendiculaire x' x à la direction des forces est nulle, et, comme la projection de F2 est nulle, il en résulte que la projection de Ti,2 est égale à celle de T2,a; celle-ci est de même égale à la projection de T3 4, etc.
Supposons, par exemple, que les deux extrémités du polygone soient attachées en deux points fixes et que les forces agissant sur les sommets intermédiaires soient des poids ; le polygone est alors dans le plan vertical des deux points fixes. Wous admettons, de plus, qu’il y a un côté horizontal Mo Ml dont nous appelons la tension Tq, les tensions des côtés suivants M1M2, M2M3, . . . étant T1/2, T2,3, . . ., et les inclinaisons de ces côtés sur l’horizon, «i, a2, ...; les points Mi, M2, ... sont sollicités par des poids/?], /?2, .... Pour construire actuellement le polygone des forces relatif à la portion M0M1M2... du polygone funiculaire {^fig- 81), il faut mener par
Fig. 81.
un point A un vecteur AB égal et parallèle à la tension Tq dans le sens Ml Mo, puis des vecteurs BB], BiBo, . . ., égaux et parallèles à /?], pi, . . .. Les points B, Bj, B2, ... sont sur une verticale, les diagonales ABi,AB2,... parallèles aux côtés M1M2, M2M3, ... et égales aux tensions T2,i, T3^2- Od a donc
tangai =
, Pï-^P’i , p\-^Pï-^-
tanga, = ^ ^ ? tanga/,= ^
pk
To = T2,i cosai = T3^2 cos’a2 = . . . = T/,.+.i^/,. cosa/,-.
Si l’on suppose que le nombre des sommets Mi, M2, ... augmente indéfiniment, chaque côté' tendant vers zéro, le polygone devient une courbe
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plane telle qu’en appelant a l’angle de la tangente en un point M avec l’horizon, T la tension en ce point et P le poids total de l’arc MoM, compté à partir du point le plus bas Mo où la tension est Tq, on ait
tanga =—) To=Tcosa.
Par exemple, si l’on imagine un fil homogène pesant en équilibre, le poids P du fil, compté depuis le point le plus bas Mo jusqu’en M, est proportionnel à l’arc MqM ou ^ : on a donc pour la courbe d’équilibre (chaînette)
tanga = - (a constante);
nous donnons plus loin l’équation de cette courbe sous forme finie (n« 139).
Si le fil pesant n’est pas homogène, mais si sa densité linéaire p (telle qu’elle est définie au n° 114) est une fonction connue de l’arc s, compté depuis le point Mo, on a
a désignant encore une constante.
Ponts suspendus, — Nous supposerons les tringles de support verticales, équidistantes et portant le même poids, nous négligerons le poids du câble et des tringles, nous admettrons enfin que le câble, symétrique par rapport à un plan vertical perpendiculaire au plan qui le contient, est flexible et inextensible. Prenons le plan vertical contenant le câble pour plan du tableau, la trace du plan de symétrie pour axe des y, et pour axe des a? la trace xx' du tablier du pont, supposé horizontal. Nous admettrons que le nombre des tringles est pair, c’est-à-dire qu’au milieu du polygone il y a un côté MMi horizontal {fig. 8i). Appelons a la distance de deux tringles et désignons par jka les coordonnées du sommet M/,. Les coordonnées
de Ml seront — > b. Les coordonnées des autres sommets se calculeront de
proche en proche à l’aide des formules
Xk — Xk-x + a, JK4- = JKa- 1 + « t a n g a/,_ i ,
dans lesquelles tanga/^-i est égal à ^ ^ ^ ? car tous les poids pi, p-2, . .
sont égaux à un même poids p. On trouve ainsi
Xk= h (/i — i)a,
/ / T 7 ap k{k — i) ( A- — 1 )] = Ô -h 7^ i
On obtiendrait immédiatement cette dernière équation en remarquant que les forces extérieures appliquées à la portion M1M2 . .. M/^ forment un système de vecteurs équivalent à zéro et que, par suite, la somme de leurs moments par rapport au point M/; est nulle.
Dans ces expressions figure encore la tension inconnue Tq; on la détermine en remarquant que l’on connaît le point d’attache du dernier sommet M/t : soit h la hauteur de ce point; on devra avoir
formtrle qui donne Tq. Les sommets du polygone sont sur une parabole d’axe vertical. Si, en effet, dans les formules
on fait varier k d’une façon continue, le point y décrit une parabole dont l’axe est vertical, et les sommets du polygone sont les points de cette parabole qui correspondent à des valeurs entières de k. On démontrera aisément, en outre, que les côtés du pol}'^gone sont tangents en leurs milieux à une deuxième parabole d’axe vertical.
Si le nombre des tringles était très grand et les côtés très petits, le polygone pourrait être assimilé à une courbe qui serait nécessairement une parabole, d’après ce qui précède. On peut le vérifier aussi en remarquant que la tangente de l’inclinaison du côté est proportionnelle à
l’abscisse du milieu de ce côté; si le polygone est assimilé à une courbe, le coefficient angulaire de la tangente en un point de cette courbe doit être proportionnel à l’abscisse de ce point, propriété caractéristique d’une parabole d’axe vertical.
d27. Applications graphiques de la théorie des polygones funiculaires. — Les propriétés géométriques et mécaniques des polygones funiculaires donnent lieu à d’importantes théories dont le germe est dans une Note de Poncelet et qui se trouvent développés dans les Traités de Statique graphique de Gulmann, de M. GreiiiSona, de M. Maurice Lévy, de M. Rouché; on pourra consulter également un Ouvrage élémentaire de M. Sejrig publié dans la collection des Aide-Mémoire de M. Léauté. Nous nous bornons dans ce qui suit à traiter des exemples.
1° Détermination graphique de la résultante de plusieurs forces situées dans un plan. — Soit dans un plan un nombre quelconque de forces, quatre par exemple, Fj, F2, F3, F4, admettant une résultante générale différente de zéro. Construisons le polygone de ces forces en me-
ap n{n — r) To ’i
a , 1 , J ap
ap k{k — 1 )
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liant par un point A5 un vecteur A5A1 égal et parallèle à Fi, par Aj un vecteur A1A2 égal et parallèle à F2, ..., par A3 un vecteur A3A4 égal et parallèle à F4, et numérotons les côtés de ce polygone en appelant r le côté parallèle et égal à F,.. La résultante des forces Fj, . . ., F4 est égale et parallèle à A5A4, côté que nous numérotons 5. Prenons un point A dans le plan et joignons-le aux sommets A5, Aj, A2, A3, A4, du polygone des forces : nous appellerons (/’, s) la diagonale joignant le point A au point d’intersection des côtés r et s. Nous avons ainsi un polygone de Varignon; nous allons construire un polygone funiculaire correspondant. Pour cela menons une droite arbitraire L5M1 parallèle à la diagonale (5,i) et appelons Ml le point où elle rencontre la direction Fi; par Mi menons une droite Mi M2 {fig. 82) parallèle à (i, 2) et appelons Ma point où elle
Fig. 82.
rencontre la direction de F^, et ainsi de suite, ..., par M4 menons M4N5 parallèle à (4, 5). Cette dernière droite coupe la première L5M1 en un point Ms qui appartient à la résultante R. En effet, si l’on suppose les droites L5M1, M1M2, ..., M4NS remplacées par des cordons ou des barres rigides, les forces Fi, Fa, F3, F4 transportées aux points Mi, Ma, ..., M4 de leurs directions, et les deux cordons extrêmes L5M1, M4N5 tirés par des tensions égales aux diagonales (i,5) et (4,5) du polygone de Varignon, on a un polygone funiculaire en équilibre. D’après le principe de solidification (n° 120), il y a équilibre entre les deux tensions extrêmes dirigées suivant les côtés M1L5, M4NS, et les forces Fj_, Fa, F3, F4 appliquées aux sommets. La résultante de ces dernières forces est donc égale et directement opposée à la résultante des deux tensions extrêmes; elle passe par le point M3, intersection des côtés L5M1 et M4N5. La résultante est ainsi entièrement déterminée, car on connaît en A5A4 sa grandeur et sa direction.
igo
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Si l’on fait varier la position du premier eôté L5M1, en déplaçant ce côté parallèlement à lui-même, le polygone funiculaire se déforme, le point Mg se déplace et décrit la résultante des forces Fi, F2, F3, F^.
Somme des moments des forces par rapport à un point quelconque O du plan. — La somme des moments des forces par rapport à O est égale au moment de la résultante R, c’est-à-dire à RS, S étant la distance de O à R. Menons par O une parallèle PQ { fig. 83) à la direction de la
Fig. 83.
résultante, et soient P et Q les points où celte parallèle coupe les côtés extrêmes M1M5 et M4M5; les triangles PQM5 et A4A5A, dont les côtés sont parallèles, sont semblables : en menant les hauteurs M5H = 8 et AK de ces triangles, on a, puisque A4As= R,
RS = PQ.AK
Gomme le choix de A est arbitraire, on peut prendre AK = i; alors le moment RS est mesuré par le segment PQ.
Théorèmes. — On a choisi arbitrairement le point A. En donnant à ce point une autre position A', on obtiendrait par les memes considérations un deuxième polygone funiculaire correspondant L^, M^, M2 Mg, M4, Ng, dont les côtés extrêmes se couperaient également sur la résultante.
On a, de plus, le théorème suivant :
Les points d’intersection des côtés correspondants M/,- M/,4-1 M/,.M/,.-j.j
du premier polygone funiculaire et du second sont sur une droite A parallèle à AA'.
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En effet, prenons le premier polygone funiculaire supposé oupé en un point B d’un côté, M3M4, par exemple; la partie L3M1 M2M3B de ce polygone est en équilibre sous l’action des forces Fj, F2, F3 et des tensions Tl, 5X3,4 des côtés extrêmes M1L5 et M3B ; les deux tensions Tj, 5X3,4 ont donc une résultante égale et opposée à celle des forces F,, F2, F3. Si l’on applique le même raisonnement à la portion Lg Mj Mg M3 B' du deuxième polygone supposé coupé au point B' du côté M3M4, on voit que les tensions des côtés extrêmes M'j Lg et M3B, que nous appellerons T'j g etXg 4, ont une résultante égale et opposée à celle des forces Fi, F2, F3. De sorte que les tensions Xi,5 et X3,4 ont une résultante identique à celle des tensions Tj g et T3 4. On peut encore dire, en changeant les deux dernières tensions de sens, que l’ensemble des quatre vecteurs Xi,5, Tg,4 et Tg j, T4 3 est équivalent à zéro. La résultante des deux tensions X3,4 et T4 3, qui passe par le point d’intersection des côtés M3M4 et M3M4, est donc égale et directement opposée à la résultante A des deux tensions Xi,5 et Tg qui passe par le point de concours des côtés L3IVI1 et LgMj. Le point de concours des côtés M3M4 et M3M4 se trouve donc enfin sur la droite fixe A; il en est de même du point de concours de deux côtés correspondants quelconques des deux polygones. Cette droite fixe A est parallèle à AA', car la tension T, ,5 est égale et parallèle à AA3 et est dirigée dans le sens AA3, la tension Tg ^ est égale et parallèle à A5A' et dirigée dans le sens A3 A'; la résultante A de ces deux tensions est donc égale et parallèle à la résultante de AA5 et A5A', c’est-à-dire à AA'.
2° Construction d’un polygone funiculaire fermé correspondant à un système de forces en équilibre dans un plan. — Soient, dans un plan, un système de forces Fi, F,, F5 en équilibre {fig. 82), c’està-dire telles que leur résultante générale et leur moment résultant soient nuis. Construisons le polygone des forces A,A2...A5; ce sera un polygone fermé dont les côtés i, 2, 3, 4) ^ sont respectivement parallèles aux forces Fl, F2, ..., F5; puis prenons dans le plan un point arbitraire A; à ce point, on fait correspondre un polygone funiculaire fermé de la façon suivante :
Joignons ce point aux différents sommets du polygone des forces, et soit (7’, s) la droite joignant le point A au point d’intersection des côtés r et s; on obtient ainsi cinq droites (i, 2), (2, 3), (5, i). Construisons
ensuite un polygone fermé Mi M2M3M4M5 ayant ses sommets respectifs sur les droites Fi, F2, . , F5, regardées comme indéfinies, et ses côtés M5M1, M1M2, M2M3, ..., M4M5, parallèles aux droites (5, i), (1,2), (2, 3), ..., (4, 5 ). D’après le cas traité précédemment, on peut prendre arbitrairement la position du côté M5M1 ou L5M1 ; les côtés suivants Mi M2, M2M3, . , . , M4N5 sont alors déterminés, et le point d’intersection .M5 des côtés L5M1 et M4N5 est sur la résultante des forces Fi, F2, ..., F4, c’est-à-dire sur F5, qui est égale et directement opposée à cette résultante : le polygone construit est donc bien fermé.
Le polygone M1M2...M5 ainsi construit s’appelle le polygone funi-
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ciliaire, répondant au point A. Si l’on suppose les points Mj, M2, . . ., M5 remplacés par des points matériels et les côtés M1M2, M2 M3, ..., M5M1 par des cordons inextensibles, en transportant les forces aux points M], M2, ..., Mg, on a un polygone funiculaire fermé en équilibre dans lequel la tension du côté M,.M^ est égale et parallèle à la droite (/’, s). Il peut se faire que certains côtés subissent des compressions; il faut alors les remplacer par des barres rigides; c’est ce qui arrive dans la figure 82 pour M1M3 et M5M4.
Si l’on prend un deuxième point A', il lui correspond de la même façon un deuxième polygone funiculaire M j M2 . . . ; les côtés correspondants des deux polygones se coupent sur une droite A parallèle à AA', comme nous l’avons démontré.
Si les forces Fi, ..., Fg, au lieu d’être en équilibre, se réduisaient à un couple, on en serait averti dans la construction, parce que LgMj et M4.N5 ne se couperaient pas sur Fg, car alors la résultante R de Fi, Fg, F3, F4 serait dirigée suivant une droite parallèle à Fg, mais différente de Fg.,
Fig. 84.
3" Cas particulier ; exemple de figures réciproques. — Supposons que les forces Fi, F2, Fs,F4, Fg, qui se font équilibre, concourent en un même point O {fig. 84); le polygone funiculaire (O )Mi M2M3M4 Mg, construit comme nous venons de le dire, et le pol}'^gone de Varignon (A) Aj A2 A3A4Ag sont alors réciproques. Voici ce qu’il faut entendre par là : Dans ce polygone funiculaire, Mi . . . Mg, les tensions Tg,!, T3^2, «-m Ti,g des côtés M2M1, M3M2, ..., MiMg sont respectivement égales et parallèles aux diagonales AAi, AA2, AAg du polygone de Varignon. Suivant chacune de ces diagonales, appliquons aux sommets Ai, A2, ..., Ag du polygone de Varignon des forces Pi, P2, ..., Pg, égales et parallèles aux côtés correspondants M2MÎ, M3M2, ..., MiMg du polygone funiculaire, et remplaçons
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les côtés Â1A2, A2A3, A5A1 par des cordons. Le nouveau polygone funiculaire A1A2...A5, ainsi construit, est en équilibre, et les tensions des côtés I, 2, 3, ... de ce polygone sont égales et parallèles aux diagonales OMj, OM2, OM3, ... du polygone funiculaire primitif, qui est ainsi le polygone de Varignon du nouveau polygone funiculaire. En résumé, chacun des deux polygones funiculaires (A) et (O) est alors le polygone de Varignon de l’autre.
128. Anneaux glissant sur un cordon, — Supposons qu’un cordon flexible et inextensible soit fixé par ses deux extrémités A et B et que des anneaux infiniment petits puissent glisser sans frottements le long de ce fil; ces anneaux sont soumis à des forces connues : on demande la position d’équilibre du système.
S’il n’y a qu’un anneau G, il faut que la force F soit bissectrice de l’angle ABC; car le point G peut être considéré comme mobile sans frottement
Fig. 85.
sur une ellipse ayant A et B pour foyers; il faut donc que la force soit normale à cette ellipse et dirigée vers l’extérieur, c’est-à-dire de façon à tendre le fil. La pression de l’anneau sur le fil est alors égale à F. L’élément du fil situé en G est sollicité par les deux tensions T, T' et la pression F; celle-ci étant bissectrice de l’angle de T et T' et devant leur faire équilibre, ces deux tensions sont égales et l’on a
F = 2 T cos - •
On traitera maintenant sans difficulté le cas où l’on a plusieurs anneaux : s’il y a équilibre, chaque force est dirigée suivant la bissectrice des deux cordons qui aboutissent à l’anneau correspondant, la tension T du fil est partout la même, et si Fj, F2, ... sont les diverses forces, a,, aj, ... les angles successifs des divers brins du fil, on aura (Poinsot)
2 cos —
Le système, étant en équilibre, y restera évidemment si l’on fixe les an-
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neaux au fil dans les positions qu’ils occupent; on peut donc appliquer à cette figure d’équilibre tout ce qui a été dit sur le polygone funiculaire. Actuellement, toutes les tensions étant égales, le polygone de Varignon (yZ^. 77) a tous ses sommets Ai, A2, A3, ..., sauf le premier A, sur une sphère dont le centre se trouve au sommet A. Si le polygone est plan, les sommets Ai, A2, . . . sont sur un cercle de centre A.
129. Travures réticulaires. — Des considérations analogues à celles que nous avons employées pour les polygones funiculaires conduisent aux conditions d'équilibre des travures réticulaires, c’est-à-dire des systèmes de barres rectilignes, dont on néglige la masse, réunies à leurs extrémités par des articulations. Le système total est supposé soumis à des forces extérieures appliquées aux articulations ou nœuds. Chaque barre telle que AB devant être isolément en équilibre sous l’action des forces agissant sur ses deux extrémités, ces forces, qui sont les actions des nœuds A et B sur la barre, se réduisent à deux pressions ou tractions égales et directement opposées. Chaque nœud sera en équilibre sous l’action des forces qui lui sont directement appliquées et des actions, sur ce point, des barres qui y aboutissent, actions dirigées respectivement suivant ces barres en vertu du principe de l’égalité de l’action et de la réaction; car les actions des barres sur les nœuds sont égales et opposées à celles des nœuds sur les barres.
Exemple. — Un système de six tiges non pesantes, formant un tétraèdre régulier articulé SABG, est suspendu par trois cordons verticaux AA', BB',
Fig. 86.
GG' dans une position telle que a base ABG soit horizontale; au sommet S est suspendu un poids P : trouver les tensions et les pressions des barres
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et des cordons. Appelons 6 la valeur commune des tensions des barres SA, SB, SC : on a, en projetant sur la verticale et écrivant que la somme des projections des quatre forces P et 6 appliqqées au nœud S est nulle,
car le cosinus de l’angle d’une arête SA avec la verticale est Les côtés
de la base subiront des compressions : appelons p la valeur commune de ces compressions et T la valeur commune des trois tensions des cordons AA', BB', CG'. Le point A est en équilibre sous l’action de la force 6, de la tension T et des deux forces />. En projetant sur la verticale AA', on a
ce qui est évident, car les trois forces T et la force P doivent se faire équilibre. Puis, projetant les quatre forces appliquées en A sur la hauteur AD du triangle ABC, on a
car cos DAB = — et cos S AD =
II. - ÉQUILIBRE DES FILS
130. Équations d’équilibre. — Cherchons les conditions d’équilibre d’un fil, flexible et Inextensible, sollicité par des forces continues. On piourralt considérer ce problème comme le cas limite des polygones funiculaires, mais nous l’aborderons directement.
Désignons par s la longueur du fil, comptée à partir d’une origine A, positivement dans un sens déterminé AB 87). Nous
admettrons que les forces extérieures appliquées à un élément d’arc ds peuvent être remplacées par une force unique de l’ordre de ds, Fds, appliquée en un point de cet élément; les projections de cette force seront
X ds, Y ds, Z ds,
en désignant par X, Y, Z les projections de F, qu’on appelle force rapportée à V unité de longueur .
l8() DEUXIÈME PARTIE. — STATIQUE.
Si Ton considère une portion AM du fil et si l’on supprime la portion MB, il faudra, pour maintenir l’équilibre de AM, appli quer en M une foree T, unique, puisque le fil est supposé parl’ai-
Fig. 87.
tement flexible; la force T est dite la tension à\x Ÿ\\. Désignons par a, [3, y les cosinus directeurs de cette tension; ses projections sont
Ta, T[3, Ty.
Si, après avoir coupé le fil en M, on avait supprimé la portion MA, on aurait dû, pour maintenir l’équilibre de MB, appliquer en M une force — (T), en vertu du principe de l’égalité de l’action et de la réaction. Les projections de cette nouvelle tension sont
-Ta, -T^, -Ty.
Coupons le fil en deux points infiniment voisins M, M, et ne conservons que l’élément MM,. Cet élément est en équilibre sous l’influence de la force YdSy qui agit sur lui, et des deux tensions — T, T,, qui remplacent les actions des portions supprimées du fil; si l’on désigne par a,, p,, y, les cosinus directeurs de T,, ses projections sont
Tia,, Tjj3j, Tiyj.
Ecrivons que la somme des projections des trois forces est nulle ; nous avons, en remarquant que
Tl a, — Ta = o?(T a),
Ti^i-T^= rf(T^), Tl y,- Ty = ^(Ty), </(Ta)+X^/5 = o.
d{^^)-^Yds = O,
c?(Ty) -\-Xds — O.
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Les moments des trois forces — T, Ti, F, par rapport à l’axe des sont respecLvement
— (rTï — ^Tp), jKiTiYi — (yZ — zY) ds,
où nous avons représenté par xyz^ x^y^z^ les coordonnées des extrémités de l’arc ds', la somme des moments de — T et est donc d(yTy — et le théorème des momenis donne
i d(yT^( — zT^)-h(yZ — zY)ds = o,
(2) \d{zYoL — a7TY)-t-(i;X — xZ) ds = o,
( d{xT^ — ^Ta)-i-(a;Y — yX)dsz=.o.
La première des équations (2) peut s’écrire en développant T Y dy -hjK dz — z <^(T h- (yZ — zY) ds = o.
En vertu des équations (i), les termes en et s disparaissent : il reste alors
ydy — ^dz = O,
dy
dz
la deuxième des équations (2) montrerait qu’on a
dx dy dz
ce qui signifie que la tension est tangente à la courbe. On aurait d’ailleurs pu admettre ce résultat en considérant le fil comme la limite d’un polygone funiculaire. La valeur commune des trois rapports est manifestement -±ids\ mais les tensions doivent être dirigées de façon à tendre le cordon : la tension appelée T est donc dirigée dans le sens des arcs croissants et le signe + convient seul; on a donc
En portant dans les équations (i), il vient
et les équations (2) sont des conséquences de celles-ci.
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131. Théorèmes généraux. — Les formules (i) et (2) donnent comme conséquence immédiate ces deux théorèmes :
Si la force F est perpendiculaire et an axe, Ox par exemple, la projection de la tension sur cet axe est constante. En effet, X = O entraîne Ta = const.
Si la force F est constamment dans un meme plan avec un axe, Ox par exemple, le moment de la tension par rapport à cet axe est constant. En effet, yT^ — zX = o entraîne yTy — [j == const.
Ces deux théorèmes sont des cas particuliers du suivant :
Si la force F, tout le long de la courbe, appartient à un complexe linéctire, le moment de la tension par rapport au complexe est constant. En effet, la force appartenant à un complexe Jinéaire, on a une équation de la forme
/îX-h^YH-/’Z-i-a(j^Z — zX) — x2.) c{xX — j'X) = o,,
p, q, r, a, b, c désignant des constantes. Remplaçant, dans cette équation, les termes tels que X [>ar les termes tels
que jkZ — s Y par on obtient une équation
qui s’intégre et donne
pli rj. -\- q"Y ^ -V- l'T a'l{y^( — z^) -V- bT {z% — x^()
H-cT(a7^ — jK3c)= const.,
équation qui exprime que le moment relatif de la tension (n° 28) et du système de vecteurs dont les coordonnées sont p, q, r, a b, c est constant ( Pennachietti, Rendiconti del Circolo math, di Palermo, t. VI).
132. Intégrales générales. — Le cas le plus général est celui où la force F, rapportée à l’unité de longueur, dépendrait de la position et de l’orientation de l’élément ds dans l’espace, ainsi que de sa position sur le lil; alors X, Y, Z seraient des fonctions
de X, y, Z, s, Dans ces conditions, les trois équations
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d’équilibre (3) écrites plus haut, jointes à
constituent un système de quatre équations différentielles, qui déterminent .s, T en fonction de a‘. Ces équations sont du
premier ordre par rapport à T, mais du deuxième par rapport à .r, JK, 5 ; il y aura donc, dans les intégrales générales, six constantes qui seront, par exemple, pour une valeur initiale s — Sq, les valeurs
arbitrairement choisies des six quantités On
trouvera ainsi d’une façon générale
X = o{s, Cl, C2, . . Ce), j/ = i|;(5,Gi,G2,...,C6),
Z = üj(5, Gi, G2, . . Gg),
T=/(^,Gi,G2, ...,G6).
133. Détermination des constantes, conditions aux limites. — Il faudra déterminer les six constantes arbitraires par les conditions aux limites. Le problème le plus simple est celui d’un fil de longueur donnée, /, attaché par ses deux extrémités ,
ji, ^i) * prenant pour origine des arcs le point Mq et écrivant que, pour .s = o, s = l, les valeurs de z se réduisent
aux coordonnées des deux points Mq et Mi, on obtient six équations déterminant les six constantes. Il faudra discuter ce système, qui pourra admettre une, deux, et meme une infinité de solutions.
On peut supposer encore que le fil attaché à l’une de ses extrémités, , est terminé à l’autre extrémité par un anneau
infiniment petit pouvant glisseï* sans Irottement sur une courbe invariable G ayant pour équations
On aura d’abord trois équations en écrivant que, pour 5 = o, X, y, Z prennent les valeurs .^o, correspondant au point Mq;
il faudra écrire, en outre, que, pour 5= /, les valeurs Zf
de x^y, Z satisfont aux équations (C) de la courbe et que la direction de la tension, c’est-à-dire de la tangente au point ]VL, est
ICJO
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normale à celte courbe, puisque l’anneau peut glisser sans frottement; nous obtiendrons encore ainsi six équations pour déterminer les constantes.
De même, si une extrémité M< du fil était mobile sans frottement sur une surface donnée, il faudrait exprimer que, pour s = l, les valeurs vérifient l’équation de la surface et que la
tangente en M, est normale à la surface.
134. Cas où la force ne dépend pas de Tare. — 11 arrive fréquemment que X, Y, Z ne contiennent pas explicitement s; en remplaçant alors partout, dans (3), ds par sJ dx- dy- ^ dz- ^ on pourra prendre x pour variable indépendante, et l’on aura trois équations pour déterminer y, s, T en fonction de x\ les intégrales ne contiennent alors que cinq constantes qui sont, par
exemple, les valeurs que prennent j", T, ^ pour la valeur initiale = ^0* Soient
y = o(x, Cl, Ga, ..., Gs),
Z = Cl, G-i, . . . , Gs),
T=f{x,C„C„ ...,Gs)
les intégrales générales. Si l’on veut exprimer que le fil a une longueur donnée et est attaché par ses deux extrémités aux points (xQ^yo^ Zq)^ (xi^ yi^ Zi), on exprime que, pour x = x^, y et Z prennent les valeurs yo, pour x — Xi, les valeurs
jK,, ; en écrivant enfin que la longueur du fil est égale à /, on a les cinq équations nécessaires pour déterminer les constantes.
135. Remarque sur la tension. — La solution trouvée ne sera acceptable que si T est positif en tous les points de la courbe, car, si T était négatif pour un élément, cet élément serait soumis à une pression et non à une tension. On pourra interpréter les solutions dans lesquelles T est négatif en supposant le fil remplacé par un chapelet de sphères solides infiniment petites : chaque sphère subira alors des pressions de la précédente et de la suivante, et l’équilibre subsistera (Poiwsot).
136. Équatiôns intrinsèques de Téquilibre d’un fil. — On appelle ainsi les conditions d’équilibre indépendantes des axes
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coordonnés. Nous avons déjà désigné par a, p, y les cosinus directeurs de la tangente M^, dans le sens des ares eroissants; désignons par a', y' les cosinus directeurs de la normale principale M/i dirigée vers la concavité 88), et par p le rayon de eourburc.
On connaît les formules de Frenet et Serret
doi _ a' _ P' r/y
ds P ’ ds ~ ^ * ds
la première équation d’équilibre
^(Ta)-HX = o
peut donc s’écrire
dT T , ^
ds P
on obtient ainsi les trois équations
Ces équations expriment que F est la résultante de deux segments qui sont portés respectivement sur la tangente et la normale
Fig. 88.
principale, et dont les valeurs algébriques estimées suivant et dT T
M/l sont — force F est donc dans le [>lan oscil-
lateur à la courbe, ^dirigée du côté de la convexité et dans le sens des tensions décroissantes. Ses projections sur la normale princi-
pale, la tangente et la binormale sont données par les formules
/AN T7 T -, dT
P as
qui sont les équations intrinsèques d’ équilibre.
SI la force est constamment normale au fil, la tension est constante, car on a alors = o ; la dérivée de la tension est donc nulle.
137. Formule donnant la tension quand il existe une fonction de forces. — Multiplions respectivement les équations d’équilibre (4) par a, p, y, et ajoutons; en remplaçant a, y par
dx dy dz ^
-j-i -i~y ~ry il vient ds ds ds
dT = — {IL dx -{-Y dy Z dz),
formule qui n’est autre que la seconde des équations intrinsèques (5).
Cette dernière équation est très importante; elle permet de déterminer directement la tension lorsque X, Y, Z, ne dépendant que de oc., y, z, dérivent d’une fonction de forces z). On
a alors, en désignant par h une constante,
dY=:—d\}, T=~(U-+-/t),
formule qui donne la tension sous forme finie sans que l’on connaisse la figure d’équilibre. On portera cette valeur de la tension dans les équations d’équilibre, qui se réduiront alors à deux.
Lorsque U reprend la même valeur, la tension redevient la même; si donc U est une fonction uniforme de z, la tension
est la même en tous les points du fil qui sont sur une même surface de niveau. Mais si U n’est pas une fonction uniforme, si l’on
a, par exemple, ü = arc tang^, les suifaces de niveau sont les
plans y = /??tangC, et lorsque le fil traverse un de ces plans, à plusieurs reprises, la tension peut prendre l’une des valeurs Q±kr.. On pourrait répéter ici, au sujet de cette expression de T, tout ce qui a été dit dans le Chapitre TV au sujet du travail total.
138. Forces parallèles. — Le cas le plus simple est celui où les forces extérieures sont parallèles à une même direction; la
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figure d’équilibre est alors une courbe plane, dont le plan est parallèle à la direction de ces forces, et la projection de la tension sur une perpendiculaire à cette direction est constante. Ces deux propriétés peuvent être considérées comme résultant des propriétés semblables établies pour les polygones funiculaires; nous allons les démontrer directement.
Supposons l’axe Oy parallèle à la direction commune des forces^ X et Z seront constamment milles; la première et la dernière des équations d’équilibre (3) donnent, en intégrant,
éliminons T entre ces deux équations, il reste
A dz — B dx = O, — Bx = G.
C’est l’équation d’un plan parallèle à Ojg; la première partie de notre proposition est donc démontrée. Prenons alors ce plan pour plan des æy. Nous aurons les deux équations d’équilibre
En tirant T de la première et portant dans la seconde, puis désignant par y la dérivée on a Ja relation
(6) k dy' -\-Y ds — O,
qui est l’équation dilFérentielle de la figure d’équilibre.
Dans le cas le plus général de l’équilibre des fils, la force peut
être fonction des six quantités x,y^z^s^ ici, puisque la
courbe est plane, on a = o et -f* — * • donc Y peut
être fonction de s^y. Dans le cas où Y ne dépend que d’une seule des quantités x^y^s^y', le problème se ramène à des quadratures.
Soit, par exemple, Y = f{x)] en remplaçant ds par sa valeur \J I -\~y- dx^ on volt que les variables y' et x se séparent et l’on a, en intégrant.
AL(y 4- v/i-t-yO dx=C-,
celte équation donne en fonction de x et, par conséquent, y se trouve par une nouvelle quadrature.
Soit encore Y —/{y)] on prend ds — et dans
l’équation (6) les variables sont immédiatement séparées. Dans ce cas, il existe une fonction de forces, et l’on peut calculer la tension directement, comme nous l’avons vu.
L’intégration de l’équation (6) est enfin immédiate .si Y est fonction de s ou de^'.
Équation intrinsèque. — Soient a l’angle de la tangente à la figure d’équilibre avec l’axe des a; et p le rayon de courbure au point de contact.
En écrivant que la composante normale de la force est égale à — en valeur
absolue, on a
Y cosa = — >
et, comme la projection T cosa de la tension sur Ox est une constante A, on a, pour l’équation différentièlle de la courbe,
Y P cos^a = A,
équation qui est identique à (6). Si, par exemple, on avait
cos-a
l’équation précédente donnerait pour p une valeur constante et la figure d’équilibre serait un arc de cercle.
139. Chaînette. — Appliquons ces calculs à la recherche de la figure d’équilibre d’une chaînette homogène et pesante. Galilée avait cru que cette figure d’équilibre était une parabole : l’erreur de Galilée fut corrigée par Huygens.
Soit P le poids de l’unité de longueur de la chaînette; sur un élément ds agit une force, p ds., verticale ; la figure d’équilibre est donc plane et située dans le plan vertical passant par les deux points de suspension. Prenons alors ce plan pour plan des xy et pour axe desji^ une verticale diiigée vers le haut; nous avons
Y ds = — p ds ou Y = — p\
les équations d’équilibre sont (I)
A dy — p ds — O.
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On peut toujours supposer A positif; T est, en effet, essentiellement positive : donc, si l’on prend sur la courbe un sens de circulation tel que ./•
et s croissent simultanément, ^ sera positif; la constante A sera, par
suite, également positive. Nous pourrons la désigner par pa, a étant une quantité positive. Remplaçons ds par sa valeur
l’équation devient d’où, en intégrant,
on en conclut
y/ 1 -h y 2 cix '.
dy' _ dx y/n-y2 a
en ajoutant ces deux équations, on a y% et, intégrant de nouveau, on trouve pour l’équation de la courbe
Transportons l’origine au point Oi(a7o, jKo) ^fiS' ^9) j nouvelle équation de la courbe sera
C’est une courbe symétrique par rapport à l’axe Oiyi; l’axe Oi^Tj s’appelle la base de la chaînette.
En retranchant les équations (3) et (4), il vient
v/iH-y
la formule (i) donne la tension ds
La tension en un point M est donc égale au poids d’une portion du fil ayant pour longueur l’ordonnée MQ de ce point au-dessus de la base. Si donc en M on place une poulie infiniment petite, et si on laisse pendre la portion du fil primitivement située au-dessus du point M en la coupant au point Q, l’équilibre ne sera pas rompu.
igO deuxièmh: partie. — statique.
140. Détermination des constantes. — i" Les extrémités sont attachées. — L’équation de la chaînette contient trois constantes Xq, qu’on
détermine par les conditions aux limites. D’après les conventions faites précédemment, la constante a doit être positive. Prenons pour origine le point d’attache situé le plus bas et dirigeons l’axe des x de façon que le deuxième point d’attache soit dans l’angle des coordonnées positives. Soient a, ^ les coordonnées de ce point et l la longueur du fil (voir fig. 89).
Fig. 89.
Exprimons que la courbe passe par les deux points O(o, o) et P(a,
P-ro =
Pour avoir la troisième équation, nous écrirons que le fil a une longueur /. On a
ds — \J I -H =
dx ,
en intégrant entre les limites o et a, on a la longueur du fil
en retranchant (i) et (2), nous éliminerons jo et nous aurons
Les équations (3) et (4) vont déterminer a et Xq. On en déduit aisément
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pour éliminer Xq, il nous suffit de multiplier membre à membre, ce qui donne
la parenthèse est le carré de e~" — e on a donc
Tl semblerait qu’il y a deux signes à considérer; mais, d’après le choix
des axes, a et a sont po'sitifs, par conséquent — e j est positif,
de sorte que le signe + convient seul. Posons -^ = u : l’inconnue u est positive et l’équation en u devient
nous avons à chercher les solutions positives de cette équation. En remplaçant le second membre par son développement en série, on a
Jl'^ — 02 jji nia
Le second membre croît constamment de i à l’infini lorsque u croît de o à l’infini; par suite, pour qu’il y ait une racine positive, il faut et il suffit que le premier membre soit plus grand que i, auquel cas l’équation aura une racine positive et une seule. I^a seule condition de possibilité du problème est donc que
c’est-à-dire que la longueur du fil soit supérieure à la distance des points d’attache. I^orsque cette condition est remplie, on détermine la valeur de M, et, en remontant le cours des calculs, on voit que les trois constantes a, Xo, yo ont un système unique de valeurs ; il y a donc, dans ce cas, une position d’équilibre et une seule.
Soit u' la racine positive de l’équation en w; cette équation admet également la racine négative — u'. Poinsot interprète ainsi cette solution : la chaînette renversée que donne u= — u' est la figure d’équilibre d’une sorte de voûte formée par une suite de billes sphériques solides égales et parfaitement polies, de diamètre infiniment petit.
2® Les extrémités glissent sur deux droites. — Supposons que la chaînette homogène pesante ait une longueur donnée / et que ses extré-
mités A et B soient assujetties à glisser sans frottement sur deux droites données, PQ et PR, situées dans un plan vertical. 11 faut déterminer les constantes yoi de façon que la chaînette coupe normalement les deux droites et ait entre ces deux droites une longueur donnée l = arc AB.
Proposant la solution analytique comme exercice, nous donnerons une solution géométrique du problème en nous appuyant sur ce que deux chaînettes ayant leurs bases parallèles sont homothétiques, et que, réciproquement, la figure homothétique de toute chaînette ayant sa base horizontale est une autre chaînette placée de la même manière. Imaginons une chaînette auxiliaire G' à base horizontale, et menons-lui des normales A'P' et B'P' parallèles aux droites données QP et RP, ce qui est toujqurs possible d’une seule manière, car, x variant de — 00 à 00, le coefficient angulaire de la tangente à une chaînette passe une fois et une seule fois par toute valeur donnée : l’arc A' B' aura une certaine longueur V . En transportant l’angle A' P' B' avec l’arc A' B' sur l’angle P en A"PB", on aura un arc de chaînette A" B", de longueur à base horizontale, normal aux deux droites données. L’arc cherché AB est alors homothétique de A"B" par rapport au point P, car les tangentes aux deux arcs en A et A" sont parallèles ainsi qu’en B et B"; le rapport d’iiomo-
thétie est Il suffira donc de faire correspondre à chaque point M' de
PM l
l’arc A" B" un point M tel que ~ 7' ’ point M décrira Parc cherché. La solution est donc unique ; on voit de plus qu’en disposant plusieurs chaînettes de longueurs différentes en équilibre sur les deux droites dans les mêmes conditions que la proposée, elles sont toutes homothétiques par rapport au point P.
141. Forces centrales. — La figure d’équilibre est une courbe plane dont le plan passe par le point de concours des forces; et le moment de la tension par rapport à ce point est constant.
Ces propositions pourraient être considérées comme résultant des propositions analogues établies pour les polygones funiculaires; nous allons les démontrer directement.
Nous avons vu (n" 131) que, si le moment de la force F par rapport
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à un axe est constamment nul, le moment de la tension par rapport à cet axe est constant.
Puisque les forces extérieures sont concourantes, nous pouvons prendre le point de concours pour origine; le théorème ci-dessus s’applique aux trois axes et donne
dz
ds
^ ds )
dx
dz\
dy
ds
^ ds)
multiplions ces équations respectivement par x, y, -z, et ajoutons-les membre à membre; il vient
Ax H- By -h Cz = O.
La courbe d’équilibre est donc plane et son plan passe par l’origine.
Si l’on prend alors ce plan pour plan des xy, et si l’on désigne par F la force par unité de longueur, considérée comme positive si elle est répulsive, et comme négative si elle est attractive, les projections de cette force seront
X = FÏ,
Les équations d’équilibre se transforment comme il suit {fig. 91).
Fig- 9*-
L’équation des moments par rapport à donne, avons-nous vu,
ds
ds
et l’on a d’autre part
dT -h X dx -h Y dy = o ;
en introduisant les coordonnées polaires ;• et 6, ces deux équations deviennent
olT -f- F dr = O.
Le cas le plus simple est celui où F est une fonction o(r) de Il y a alors une intégrale première facile à trouver ; en effet, il existe une fonction des forces, et T s’obtient par une quadrature
T= — f o{r)dr — /i=zW(r);
ayant la tension, on trouve aisément l’équation différentielle de la courbe d’équilibre, en remplaçant T par sa valeur dans la première des équations, qui devient alors
= G ds,
équation qui s’intégre par des quadratures ; en effet, ds- — dr- -f- 7’'^ 6/02 ;
en substituant dans l’équation précédente élevée au carré, et résolvant par rapport à c?6, on a pour l’équation de la courbe
Cdr
/V7-2[W(/-)J2— C2 Si l’on suppose, par exemple, F = /c (constante), on a T = \\P(r)= — /cr — h;
l’équation de la courbe dépend d’une intégrale elliptique; mais, si l’on astreint T à avoir la valeur T = — kr{k < o), la courbe cherchée est une hyperbole équilatère de centre O.
Équation intrinsèque . — Soit V l’angle de la tangente au fil avec le rayon vecteur OM prolongé : la distance de la tangente au pôle O est rsinV {fig. 91); donc, en écrivant que le moment de la tension est constant, on a
T/'sinV = G.
Puis, écrivant que la projection de la force F sur la normale est —y on a
FsinV =
L’élimination de T entre ces deux relations fournit l’équation
F P 7’ sin2 V = G, qui est l’équation différentielle de la courbe.
142. Exemple d’un cas dans lequel il existe une infinité de positions d’équilibre. — Un fil est attaché en deux points de l’axe O a?, et chaque
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élément du fil est repoussé par l’axe proportionnellement à sa longueur et à sa distance à l’axe. Ce problème se présente quand on cherche la figure d’équilibre relatif d’un fil non pesant tournant avec une vitesse angulaire constante autour d’un axe fixe C)x {corde à sauter).
Toutes les forces agissant sur le fil rencontrant Oa?, le moment de la tension par rapport à cet axe est constant tout le long du fil; mais, comme le fil est attaché en deux points de l’axe, le moment de la tension aux extrémités est nul; ce moment est donc constamment nul et l’on a
d’où
dv dz
— y=inz,
m élant une constante. La figure d’équilibre est donc dans un plan passant par l’axe Ox. Prenons ce plan pour plan des xy', la force agissant sur l’élément ds est perpendiculaire k Ox^ répulsive et proportionnelle à l’ordonnée y :
Y ds = [t-y ds.
Les équations d’équilibre sont donc
-f- iiy ds = o:
la première donne T — = A, où l’on peut toujours supposer A positif en
comptant les arcs s dans un sens tel que x croisse avec 5; en portant cette valeur de T dans la deuxième équation et posant
ds = dx \/ 1
dy y/ ]
on a l’équation
et en intégrant
y dy lydy _ \/ 1 -h y''^
/ TT
62 désignant une constante nécessairement positive puisque le premier membre est positif. Isolant le radical, élevant au carré et remettant pour
y' sa valeur on a dx
dx = dz
«2 cly
V'(62 — JK2)2—
Gomme le fil est attaché à l’axe Ox, l’équation doit donner une valeur réelle pour y' quand jk = o; donc a‘^. En désignant par o{y) le polynôme bicarré placé sous le radical, on a
y partant de zéro ne peut varier qu’entre — \/b^ — et —
Construisons la courbe. Supposons que le fil soit attaché en 0\{Jig. 92)
Fig. CJ2.
et qu’il soit situé dans l’angle jk O x : alors x croît d’abord avec jy positif, et l’on a
dy
y croissant, x croît jusqu’à ce quejy = s/b"^ — ; x atteint alors la valeur
on a ainsi la branche OAi ; la tangente en Ai est horizontale. A partir de cette valeur, y décroît et, pour que x continue à croître, il faut prendre le signe — devant \]^^{y) : on a ainsi une nouvelle branche AiMiOi symétrique de la première OMAi par rapport à l’ordonnée Ai B,, car à des variations égales de y correspondent des variations égales de x. Pour y = O on obtient le point Oi d’abscisse 2^; puis y devenant négatif peut décroître jusqu’à la valeur — \Jb‘^ — a" : l’abscisse croît toujours jusqu’à la valeur 3^, ce qui donne le point A2, où la tangente est horizontale. Ensuite y augmente de nouveau de — \^b‘'- — a'^ à il faut
prendre, à partir de A2, le signe -h devant le radical, et l’on obtient l’arc A2O2A3 coupant l’axe au point O2 d’abscisse 4 1, etc. Les boucles successives ainsi obtenues sont toutes égales à la première. La courbe est donc analogue à sinusoïde .
Les équations s’intégrent aisément par les fonctions elliptiques. Faisons dans l’équation (G) de la courbe
(I) y = ts/b^-a\
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elle prend la forme suivante :
dt
d’où
i = sn
ak'
ak'
La différentielle ds de l’arc de courbe est
— y’^)dy,
en faisant dans cette formule la substitution (i) ci-dessus, on trouve pour l’abscisse ^ du point Aj et la longueur \ de la demi-boucle OAi les deux expressions
I > _ ^ f \i~\~ k‘^ — ik‘^t^-)dt
car le point A^ s’obtient en faisant if = i.
Quand X et ^ sont donnés^ \ étant supérieur à car l’arc OÂj est supérieur à sa projection OBi, les constantes a et A;2 ont un seul système de valeurs, sous la condition /c2<<i. En effet, en calculant X — \ et X -Ion trouve
Pour 7t2 = O, le rapport du second membre est nul; 7:2 augmentant, le numérateur augmente évidemment et le dénominateur diminue : donc le rapport augmente, et pour 7:2= 1 le rapport est i. Ce rapport passe donc
une fois et une seule fois par la valeur donnée
. La constante Jy- a
donc une valeur et une seule; l’expression (2) de ^ donne alors pour a une
seule valeur
Détermination des constantes. — Le fil ayant une longueur donnée l et étant attaché au point O et au point O’ de l’axe O.r d’abscisse a, il y a une infinité de cas possibles.
2o4 DEUXIÈME PARTIE. — STATIQUE.
1“ Le fil n’a qu’une onde entre O et O' {fig. gS). Alors ^ est la moitié de a, X la moitié de l. Les quantités ^ et X étant connues, la constante
■2" Le fil a deux ondes entre O et O'. Alors ^ = -, X = /r^ a la même
valeur que dans le cas précédent, car i \ est le même \ ensuite
En oénéral, si le fil a n ondes entre O et O', $ = > X = — ^ > /c^ a
^ 1 1l ‘î II
toujours la même valeur, mais a —
Il y a donc une infinité de positions d’équilibre qui sont toutes homothétiques de la première par rapport à O, les rapports d’homothétie
étant -y -■>
143. Équilibre d’un fil sur une surface. — Soit f{x^ y, z)=o l’équation de la surface, rapportée à trois axes rectangulaires. Le fil étant soumis à des forces extérieures continues, nous désignerons par F(X, Y, Z) la force rapportée à l’unité de longueur au point considéré.
Le fil pouvant glisser sans frottement, la réaction de la surface sur l’élément ds est normale; soit N cette réaction rapportée à l’unité de longueur : ses projections sont
le fil peut être considéré comme en équilibre sous l’action des forces ¥ds et Nc/.y, qui ont une résultante ^ds. En appliquant les formules générales de l’équilibre des fils, on a les trois
Z ds ds
âz
qui, jointes à
déterminent y, T, \ en fonction de s. \ étant connu, on connaît la réaction normale qui est dirigée, par rapport à la surface f=i O, du côté où y* devient positif ou négatif, selon que X est positif ou négatif. Gomme pour le cas d’un fil libre, si X, Y, Z ne contiennent pas explicitement 5, on peut réduire à quatre le nombre des inconnues en remplaçant partout ds par
v/ dx‘^ -+- -H dz'^^
et l’on calcule, par exemple, T et X en fonction de x.
Pour déterminer la tension, rappelons que nous avons trouvé dans le cas générai
( 2 ) dT — — (X dx Y dy dz).
Ici cette formule devient
le fil étant entièrement situé sur la surface, le coefficient de X est nul : il reste alors la même formule (2) que dans le cas d’un fil libre; s’il j a une fonction des forces U(x,y, z)j on a
dT= — dU, T = — (U -4-/1).
Par exemple, si l’on place im fil homogène pesant sur une surface, en prenant un axe Oz vertical dirigé vers le haut, la force F est parallèle à cet axe, dirigée en sens contraire et égale en valeur absolue au poids /> de l’unité de longueur du fil; on a alors
dT = /? dz^ T = p{z — h).
Considérons le plan fixe ^ = /^ : la formule ci-dessus montre que la tension en un point M est égale au poids d’une portion du fil égale à la distance MQ du point M à ce plan. Si donc on supprime la partie MB du fil
et qu’on en laisse pendre une portion égale à MQ, en plaçant une petite poulie en M, l’équilibre ne sera pas rompu.
144. Exemples. — i” Lignes géodésiques. — Le cas le plus simple est celui d’un fil tendu sur une surface sans être sollicité par des forces autres que la réaction normale N; l’équation précédente se réduit alors à <^T = o, et la tension du fil est constante. Le fil xa se disposer suivant une ligne géodésique de la surface; le plan osculateur en un point, devant, en effet, contenir la forcé IN, sera normal à la surface, ce qui caractérise les lignes géodésiques.
Appliquons ceci à la sphère : les réactions passant par le centre, le fil est sollicité par des forces centrales ; sa figure d’équilibre sera donc dans un plan passant par le centre; ce sera par suite un arc de grand cercle.
On sait que la ligne la plus courte joignant deux points sur une surface est l’une des lignes géodésiques passant par ces deux points; mais il est inexact de dire que chacune de ces lignes est minima par rapport aux lignes infiniment voisines. Par exemple, l’arc de grand cercle plus grand que i8o", qui joint deux points sur une sphère, est une ligne géodésique; et cependant il est possible de trouver entre les deux points un chemin infiniment voisin et plus court. Sur un cylindre fermé, au contraire, les lignes géodésiques qui sont des hélices sont toutes minima. 11 y a une infinité de ces lignes joignant deux points du cylindre : on les obtient en tendant un fil sur la surface entre les deux points, après l’avoir enroulé une fois, deux fois, .. ., fois autour du cylindre.
2° Chainette sphérique. — La figure d’équilibre d’un fil homogène pesant sur la sphère a été étudié par Bobillier (Gergonne,i829), par Minding {Ci'elle, t. 12), puis {Ibid., t. 33) par Gudermann qui donna les expressions des intégrales à l’aide des fonctions elliptiques; la solution fut complétée par Glebsch {Crelle, t. 57, § 6), par Biermann {Dissertation inaugurale, Berlin, i865) et par Schlegel {Programm des Kôniglichen Wilhelms Gymnasium, Berlin, i884).
En prenant le centre de la sphère pour origine, pour axe des z la verticale vers le haut et appelant p le poids de l’unité de longueur du fil, on
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a d’abord pour la tension T la valeur /? (.s — 'h) (n" 143). Gomme la résultante des forces (poids et réaction normale) qui agissent sur ds est constamment dans un même plan avec Oz, le moment de la tension, par rapport à cet axe, est constant. On a donc, en prenant des coordonnées polaires r et 6 dans le plan ocOy,
T = G ds,
G étant une constante arbitraire. Remplaçons, dans cette équation, T par sa valeur et G par A/?; nous avons
{z — /i)/’2 1/0 = A ds,
qui est l’équation différentielle de la figure d’équilibre. Pour intégrer cette équation, élevons les deux membres au carré et remarquons que
ds^ = dr^-^- J'- g?02 h- dz"^ = - — H r- d^^,
à cause de la relation
r = sja’^ — z‘*-,
où a désigne le rayon de la sphère. Nous avons, en résolvant par rapport à d^,
Ka dz
{a‘^— z^-) s/{h — zy^ {a'^ — z'^) —
ce qui donne 0 en .s par une quadrature. La variable z ne peut prendre que des valeurs rendant positif le polynôme
Cp(^) = (/l— ^)2(«2_^2)_A2;
donc, en appelant Zq le z d’un point du fil, par exemple d’un des points d’attache, on a ç (^o) > o ; d’ailleurs «p (a) et cp ( — a) sont < o; le polynôme <p {z) a donc une racine a entre Zq et a, une autre ^ entre Zo et — a : la variable ne pourra varier qu’entre les limites a et La courbe sur la sphère sera comprise entre deux parallèles a et ^ qu’elle touchera successivement. On peut exprimer les coordonnées æ, y, z d’un point de la courbe en fonctions uniformes du paramètre u défini par l’équation
, a dz
du = -■ - •
(Voyez Bulletin de la Société mathématique, i885.)
145. Équations intrinsèques de Réquilibre d’un fil sur une surface.
— Soient AA' la courbe d’équilibre, A if la tangente en A dans le sens des arcs positifs, A/i la normale à la surface en A comptée positivement dans le sens qui va du point A au centre de courbure O de la section normale
menée par A et U le rayon de courbure AO de cette section. Si G est le centre de courbure du fil au même point A et AG = p le rayon de courbure du fil, on a, d’après le théorème de Meusnier, p = R cos 6, 6 désignant l’angle GAO. Appelons enfin Ap la projection de la direction AG sur le
Fig. 95.
plan tangent à la surface en A. L’élément ds du fil est sollicité par la force donnée F ds et par la réaction normale N ds comptée positivement dans le sens AO. La résultante (JN)-h(F) des deux forces N et F est, d’après les équations intrinsèques de l’équilibre d’un fil libre, égale à la résultante clT! T
des forces — et — — dirigées respectivement suivant At et AG. Donc
la somme des projections de F et N sur un axe égale la somme des pro-
jections de — et — — sur le meme axe. Projetons successivement
sur A^, Ap, An, en appelant F^, F^, F,i les projections de F sur ces trois axes. Nous avons
-|sinO = F,
cosf
La dernière de ces équations donne la réaction N :
Les deux premières sont les équations intrinsèques de l’équilibre du fi sur la surface; dans ces équations, est le j'ayon de courbure géodéA sique du fil.
Par exemple, pour la chaînette sphérique (n” 144), F,i désigne la projection du poids p sur le rayon de la sphère : F,i est donc égal k p comme R est égal au rayon a de la sphère et T à p{z — A), la réaction normale pour la chaînette sphérique est — ^ (2 s — h). Si l’on suppose
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le fil placé entre deux surfaces sphériques infiniment voisines, il pressera sur la sphère intérieure aux points où cette valeur de N est positive et sur la sphère extérieure aux points où elle est négative : les points où N = o donnent en projection horizontale des points d’inflexion.
Revenons au cas général. Supposons le fil en équilibre et déformons la surface de façon que les longueurs des lignes tracées sur elle ne changent pas. La courbure géodésique de ces lignes reste alors invariable. En même temps, maintenons à la tension du fil les mêmes valeurs et modifions F de façon que et F^ ne changent pas : les deux équations intrinsèques d’équilibre continueront à être satisfaites et le fil restera en équilibre. La réaction normale IN sera seule changée.
D’après cela, on peut ramener la recherche de la figure d’équilibre d’un fil sur une surface développable au cas où la surface est un plan. Par exemple, la figure d’équilibre d’une chaînette homogène pesante sur un cylindre vertical est une courbe qui, par le développement du cylindre sur un plan vertical, donne une chaînette. La figure d’équilibre d’une chaînette homogène pesante sur un cône de révolution d’axe vertical est une courbe qui, par le développement du cône, se transforme en la figure d’équilibre d’un fil dont chaque élément est attiré ou repoussé par un point fixe (sommet du cône) avec une intensité constante, courbe dont nous avons obtenu l’équation dilférenlielle (n° 141).
III. — ÉTUDE D’UNE INTÉGRALE DÉFINIE
146. Problème de Géométrie. — La recherche de la figure d’équilibre d’nn fil dans le cas où il existe une fonction des forces peut être rattachée d’une façon intéressante à la recherche du maximum ou du minimum dfine certaine intégrale définie, qui s’offre aussi dans la détermination des courbes brachistochrones, dans la démonstration du principe de la moindre action et dans le problème général de la réfraction.
Soit z) une fonction continue des coordonnées carté-
siennes d’un point, définie dans une région de l’espace dans laquelle seront situées toutes les courbes dont nous nous occuperons. Nous résoudrons d’abord le problème de Géométrie suivant :
Parmi toutes les courbes joignant deux points fixes A et ^ ifië' 96), trouver celles qui rendent V intégrale
JP (B)
maximum ou minimum. Dans cette intégrale, ds désigne un A. - I. i4
élément de longueur de la courbe, et l’intégrale est supposée étendue à toute la courbe de A en B. On conçoit facilement que, pour certaines courbes G, l’expression I soit un maximum ou un
Fig. 96.
minimum; par exemple, si la fonction cp(.r, j/, z') est positive pour toutes les valeurs de s, l’intégrale I est positive et ne
peut pas devenir nulle : il j a donc évidemment un minimum. En particulier^ si co(^, ^)= i, l’intégrale 1 a pour valeur la lon-
gueur de la courbe joignant les points A et B; la courbe G qui réalise le minimum est alors la droite AB.
Soit, d’une manière générale, G la courbe ({ui réalise le maximum ou le minimum de l’intégrale : exprimons les coordonnées x^y^ Z d’un point M de cette courbe en fonction d’un paramètre q qui variera de a à 6 quand le point M décrira l’arc AMB; désignons par x\ y\ z' les dérivées de x, y, z par rapport à ^ et posons
nous avons
ds = )^ dq ^
et l’intégrale I le long de G a pour valeur
1= / y, z)V^dq .
Pour exprimer que I est un minimum, il faut exprimer que la valeur 1, de la même intégrale, prise le long d’une courbe quelconque Gi infiniment voisine de G et allant de A en B, est supérieure à 1.
Soient Ç, 7), Ç trois fonctions arbitraires de q^ s’annulant aux limites a et è et ayant pour dérivées t)', posons
£ désignant une constante infiniment petite. Lorsque q varie de a
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à ]e point M, de coordonnées i décrit une courbe G,
infiniment voisine de G et allant de A en B. On a le long de G,
Pour évaluer la différence I, — I, c’est-à-dire la variation 8f. que subit l’intégrale quand on passe de la courbe G à la courbe G|, développons G suivant les puissances croissantes de £, en nous arrêtant aux termes du second ordre en s. On a
-Si) == + r + ^ +
,3 /„éR ,dH ^,éR\ _
où l’on écrit cp au lieu de (ÿ(x, y, z). Multiplions membre à membre, nous avons
? ( , jKi , — cp R
Td /y?
+ cÿ d?)J
Multiplions les deux membres par dq et intégrons de a à en remarquant que
dR _ dy éR _ ^
dy' ds ’ ~dz' ds ’
^ , , dR x' dx
Rdq = ds, —, = - = —
^ dx R ds
nous avons
( ,.,dx , dy ^,dz\ ,1
Faisons disparaître r\\ par l’intégration par parties : nous avons
dx dx V’ >■ 1 ( dx\
et deux formules analogues pour les termes en et Donc
enfin
La partie intégrée est nulle, car sont nuis aux limites a
et h. Pour que l’intégrale I le long de la courbe G soit un maximum ou un minimum, il faut que le signe de L — I reste constant pour toutes les valeurs infiniment petites positives ou négatives de £ : il faut donc que le coefficient J !de £ soit nul, car autremeni , pour des valeurs suffisamment petites de £, la différence G — I aurait le signe de gj. Pour qu’il y ait maximum ou minimum, il faut donc que l’intégrale appelée J soit nulle, et cela quelles que soient les fonctions vj, Ç qui ont été choisies arbitrairement. Or cette condition exige que, dans l’intégrale J, les coefficients de 7), Ç soient identiquement nuis; car, s’ils ne l’étaient pas, en choisissant pour Tj, Ç des fonctions ayant pour chaque valeur de q les mêmes signes que leurs coefficients respectifs, on rendrait positifs tous les éléments de l’intégrale J qui serait évidemment différente de zéro. La courbe cherchée G qui réalise le maximum ou le minimum doit donc vérifier les équations
qui se réduisent à deux, comme on le vérifie immédiatement en les ajoutant après les avoir multipliées respectivement par
dy dz ds ’ ds
et en ayant égard aux relations bien connues
dx dx dy dy ^,z dz
ds ds ds ^ ds ds ds
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on obtient ainsi l’identité évidente
Les équations (3), dans lesquelles on remplace ds par \J dx'^ dy'^ ^ donnent deux équations dififérentielles du second ordre dont les intégrales définissent y et ^ en fonction de X et de quatre constantes arbitraires :
I y = Cl, C2, C3, C4),
( ^ = X.(^^ Cl, C2, C3, C4).
On détermine les constantes en écrivant que la courbe passe par les deux points donnés A et B, ce qui donne quatre équations entre les quatre constantes. On a ainsi les courbes cherchées joignant les deux points. Elles ne donnent pas toutes un maximum ou un minimum pour l’intégrale, mais c’est parmi les courbes ainsi trouvées que sont celles qui réalisent le maximum ou le minimum. Gomme les équations générales des courbes G renferment quatre constantes, une de ces courbes est déterminée par quatre conditions, par exemple, sauf des cas exceptionnels, par les conditions de passer par un point donné et d’admettre en ce point une tangente donnée. On vérifie sans peine que, si cp est constant, les courbes G obtenues par l’intégration des équations (3) sont des droites
y — ax ^ = 03^7-4-04,
comme nous l’avons vu a priori.
On voit, d’après les équations (3), que les courbes cherchées G sont les figures d^ équilibre d’un fil sollicité par une force F dérivant de la fonction des forces — f y, l<^ tension du fil étant assujettie à avoir la valeur ^{x, y, z). Réciproquement, soit un fil en équilibre, les équations d’équilibre étant
<^(x^)+^rfs = o, avec T = -(U4-Â); si, sur le fil,
on prend deux points fixes A et B, la figure d’équilibre rend, en général, maximum ou minimum l’intégrale
où
cp — — (U h)\
dans tons les cas, elle annule la variation de cette intégrale. (Md- Bius, Statique^ 2^ Partie, Chap. VII.)
J 47. Formule de Tait et Thomson. — Le calcul que nous venons de faire, étant interprété d’une façon un peu différente, conduit à un important théorème dû à Tait et Thomson. Soient G un arc d’une des courbes vérifiant les équations (3) ayant pour extrémités les points A et B, et Cl une autre courbe infiniment voisine de la première ayant pour extré-
Fig- 97-
mités les points Ai, Bi infiniment voisins de A et B {Jig. 97). On pourra, comme plus haut, passer de la courbe G à Ci en posant
avec cette différence que êt], ne s’annulent plus aux limites a et 6,
mais prennent pour q = a des valeurs (e^i, (£ï])i, (^Oi égales aux projections du segment AAi sur les axes, et pour q = h des,valeurs (£^)2, (eri)2, (£^2 égales aux projections du segment BB]. La différence Ii — I
des valeurs de l’intégrale ^ cp ds le long des deux courbes G] et G est encore
donnée par la formule (2) dans laquelle la partie intégrée formant le premier terme n’est plus nulle, tandis que l’intégrale J qui figure dans le second terme est nulle, la courbe G vérifiant par hypothèse les équations (3), de sorte que tous les éléments de J sont nuis. On a donc, en négligeant les infiniment petits du second ordre e'^K dans la formule (2),
dx dy dz\
Les valeurs de e^, sy), aux deux limites a el b viennent d’être indi-
quées; appelons cp(A) et ^(B) les valeurs de la fonction cp aux deux
„ „ dx dy dz , , . _
points A et B; remarquons enfin que, étant les cosinus direc-
teurs a, p, Y de la tangente MT à la courbe G menée dans le sens des arcs croissants, c’est-à-dire de A vers B, les valeurs de ces quantités aux deux limites sont les cosinus directeurs aj, yj et a2, (^2, 72 des deux tangentes ATj et BT2 aux deux extrémités. On a donc, pour SI, l’expression
— [(e^)i ai -t- (eiQ )i [3i ■
(£C)iTi1t(^),
CHAPITRE Vil. — SYSTEMES DEFORMABLES
dont l’interprétation géométrique est simple. La quantité
représente la projection du segment BBi sur la tangente BT2; elle est donc égale à BBj cosT.^BBi; la deuxième des quantités qui figure dans 8I est de même AAj cos Ti AAj ; donc enfin
81 = BB7cp(B)cosfT^i — ÂÂ^cp(A)costCaA'i,
ou, sous une forme plus symétrique,
81 = — AAi cp(A) cosBAAi — BBj cp(B) cosÂBBi,
car l’angle ABBi est supplémentaire de T2BB1 et BAAi égal à TiAAj.
Cette formule est entièrement analogue à la formule élémentaire bien connue qui donne la variation de longueur d’un segment de droite et que l’on obtiendrait en supposant <p = i {voir le Traité de Calcul différentiel de M. Bertrand, p. 22).
Les conséquences de la formule (4) sont identiques à celles que l’on tire de la formule analogue relative aux droites, pour la théorie des développées et celles des courbes et surfaces parallèles. Nous indiquerons les suivantes, qui donnent des résultats intéressants dans la théorie des courbes hrachistochrones, le principe de la moindre aetion et le problème de la réfraction. Nous supposons dans ce qui suit que cp ne s’annule pas dans la portion de l’espace considérée.
Applications. — Étant données deux surfaces S et S, quelle courbe faut-il tracer de l’une des surfaces à Vautre pour que l’intégrale I prise le long de cette courbe soit minimum ou maximum? Soient A et B {fig. 98) les deux points inconnus où la courbe cherchée rencontre les deux surfaces. Cette courbe sera, en particulier, parmi toutes celles qui joignent les deux points A et B, celle qui rend I maximum ou minimum : c’est donc une courbe C définie par les équations (3 ). Pour déterminer les points A et B, remarquons que, quand on passe de la courbe ACB, qui rend I maximum ou minimum entre les deux surfaces, à une courbe quelconque infiniment voisine, et en particulier à une autre courbe C infiniment voisine, 8l doit être nul. Calculons cette variation quand on passe de la courbe ACB à une autre courbe C infiniment voisine AEBj, partant du même point A, pour aboutir à un autre point Bj de S. On a alors, d’après la formule ci-dessus,
81 = — BBi <p(B) cos ABBi.
Comme 61 est nul, le cosinus doit l’être; l’angle ABBi est donc droit pour toutes les positions de Bi sur S, et la courbe C cherchée coupe S
normalement; elle coupera de même S normalement. En particulier, si cp = i, on retrouve ce théorème élémentaire que la plus courte distance de S à S s’obtient en menant une normale commune aux deux surfaces. On voit que la courbe cherchée G est la figure d’équilibre d’un fil dont les extrémités glissent sans frottement sur les deux surfaces, la tension étant O et la fonction des forces — cp. Il est évident que le même théorème subsiste si l’une des surfaces est remplacée par une courbe fixe donnée ou par un point.
Théorème de Tait et Thomson. — Si l’on considère les courbes G définies par les équations (3) normales à une surface donnée S et si, sur chacune de ces courbes, on prend, à partir du point A où elle rencontre la surface S, un arc AB tel que V intégrale
prise sur cette courbe, ait une valeur constante, la même pour toutes les courbes, le lieu des points B est une surface 2, normale à toutes les courbes.
En effet {fig. 98), si l’on passe de la courbe G à la courbe infiniment
Fis.
voisine Gi, la variation 0I de l’intégrale donnée par la formule (4) est
nulle par hypothèse; comme cos BAAi est nul, la courbe G étant normale
à S, cos ABBi est nul aussi, et la courbe G est normale à S.
Ge théorème, qui comprend comme cas particulier (cp = i) la théorie des surfaces parallèles, s’applique évidemmemt au' cas limite où la surface S se réduit à une sphère de rayon infiniment petit, c’est-à-dire où les courbes G passent par un point fixe.
Exemples. — 1° Prenons pour z) l’expression pz et ne
considérons que des courbes tracées dans la partie de l’espace située audessus du plan des xy. Les courbes G sont les figures d’équilibre d’un fil dont chaque élément ds est sollicité par une force verticale dont la projection sur 0.3 est — P ds, la tension T étant p z. Ge sont donc des chaînettes situées dans des plans verticaux et ayant leurs bases dans le plan
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horizontal ; nous avons vu en effet que, étant l’ordonnée de la base d’une chaînette en équilibre, la tension T est p{z — Zq)] Zq doit donc être nul.
Ce résultat s’interprète géométriquement d’une façon intéressante. Soient, dans un plan vertical zOx, les deux points fixes A et B situés au-
Fig- 99-
dessus de O et une courbe AMB joignant ces deux points. L’aire engendrée par la révolution de cette courbe autour de est
^ (li)
2 TT / Z ds.
La courbe AMB, qui engendre l’aire minimum, est donc la chaînette qui joint les deux points A, B et qui a pour base Ox. En cherchant à déterminer la chaînette remplissant ces conditions, on trouve qu’elle n’existe pas toujours : par exemple, si les deux points A et B ont même ordonnée, elle n’existe que si le demi-angle au sommet G du triangle isoscêle AGB, ayant sa base en AB et son sommet en G sur l’axe, est moindre que 33°32’, car c’est là l’angle que {Jig. 99) fait avec l’axe de symétrie GD d’une chaînette la tangente GT à la courbe issue du pied de l’axe de symétrie sur la base. Nous ne donnerons pas ici les conditions pour que la chaînette existe quand les deux points A et B sont quelconques : ces conditions ont été déterminées pour la première fois par Goldschmidt {Determinatio super Jiciei minimæ, etc.; Gôttingen, i83i).
Lorsque la chaînette n’existe pas, la courbe AMB qui, en tournant autour de Ox, engendre l’aire minimum, est composée des deux ordonnées AA’, BB' des points donnés et de la portion d’axe Ox comprise entre A' et B'. En effet, les équations différentielles de la courbe sont
d(pz^£^-pds = o,
équations qui se réduisent à une. La première donne = k. ?i\ k est
différent de zéro, on a une chaînette : cette solution est donc à rejeter si la chaînette n’existe pas. Il faut alors supposer k nul, et l’on trouve
dx
équation qui montre que ^ est nul ou que x est constant. La portion de courbe non confondue avec Ox est donc formée de droites peipendiculaires à Ox.
2" Soit cp égal à les points et les courbes considérés étant encore
situés au-dessus du plan xOy. Les courbes G sont toujours placées dans des plans verticaux, et, dans un de ces plans zOx., elles ont pour équations différentielles
/ I dx\
V.S ds
\z ds }
ds
équations qui se réduisent à une. La première donne
I dx I , Z dz
-J- = - J dx =±: -y- ■ ,
Z ds C y/ q-2 — ^2
en remplaçant ds par sa valeur \/dx^-[-dz^ et séparant les variables. L’intégration est immédiate, et l’on trouve, en appelant a une nouvelle constante,
équation d’un cercle ayant son centre sur Ox. Donc, dans l’espace, les courbes G sont des cercles orthogonaux au plan des xy. Par deux points A et B passe évidemment un de ces cercles et un seul.
La Géométrie qu’on obtient en faisant jouer à ces cercles G le même rôle qu’aux droites dans la Géométrie ordinaire, en conservant la notion élémentaire d’angle et en appelant longueur d’un arc de courbe la valeur
/ds
— étendue à cet arc, est la Géométrie non euclidienne de
Lovatchevski.
149. Même problème sur une surface. — La recherche de la figure d’équilibre d’un fil sur une surface, dans le cas où il existe une fonction des forces, se rattache de même à la recherche du maximum ou du minimum d une intégrale définie.
Cherchons quelle est., parmi toutes les courbes tracées sur une surface fixe S et joignant deux points fixes A B <fe cette surface, celle qui rend minimum ou maximum l’intégrale
I z)ds.
Soient G la courbe cherchée, Gi une courbe infiniment voisine tracée sur la surface entre les deux mêmes points A et B. En appelant x, y, z les coordonnées d’un point M de la courbe G, les coordonnées du point Mj
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de Cl infiniment voisin de M seront
Xx = x-\-^x^ yi=y-h^y, Zi = z-+-^z,
en modifiant un peu les notations du n° 146 et désignant, pour abréger, par les quantités appelées précédemment ev], eÇ.
D’après le calcul du n° 146, la variation Si que subit l’intégrale I, quand on passe de la courbe G à la courbe Ci, ayant les mêmes extrémités, est, en négligeant les termes en
Dans le cas actuel, cette variation SI doit être nulle quand on passe de la courbe G, non plus à une courbe voisine quelconque, mais à une courbe infiniment voisine située sur la surface. Les variations Sa?, Sj^, S^ ne sont plus arbitraires toutes les trois; en désignant par
l’équation de la surface S, on aura la condition
df rs df d/ ^
f-ÙX f-6Y ->r f-OZ — O,
àx ây âz ’
qui exprime que la variation de f(x.,y,z) est nulle quand on passe de G à Gi, et qui montre que l’une des trois variations Sa?, par exemple, est fonction des deux autres Sj^ et S2, qui restent arbitraires. D’après cette condition, on a, en désignant par X une fonction quelconque.
df r.
f- ÙX
ox
dy dz
ds = O.
Retranchons cette intégrale nulle de celle qui donne Si; nous aurons
où le terme en S^ est analogue aux deux premiers. Gette variation SI devra être nulle quels que soient X, Sjk et S^. Nous pourrons disposer de X de façon à annuler le coefficient de Sa? : la quantité sous le signe d’intégration ne contiendra plus que les termes en hy et S^, et, comme Si doit être nul quels que soient Sj- et S^, les coefficients de ces deux variations devront être nuis aussi. Donc, pour une détermination convenable de X,
on aura les trois équations suivantes, que nous écrivons, en changeant les signes,
ces équations, jointes à l’équation de la surface, déterminent les courbes G cherchées.
Or, ce sont précisément les équations d’ équilibre d’un fil placé sur la surface S, la fonction des forces étant — cp et la tension <p. On retrouve donc un résultat identique à celui qui a été obtenu pour le cas des courbes dans l’espace.
Exemple. — Si cp = i, l’intégrale I donne la longueur de la courbe AB; si donc on cherche les courbes de longueur minimum tracées sur la surface de A en B, on trouve les figures d’équilibre d’un fil qui est tendu sur la surface et qui n’est sollicité par aucune force directement appliquée (n" 144).
150. Réfraction. — Nous allons montrer rapidement comment cette
même intégrale ^ ^lyX., y., z) ds se rencontre également dans le problème
général de la réfraction. Ce fait a déjà été remarqué, du moins dans des cas simples, par Maupertuis, Jean Bernoulli, Euler ; Laplace a même rattaché à ce point de vue la théorie de la double réfraction (^Mémoires de l’Institut, 1809).
Quand un rayon lumineux passe du vide dans un milieu homogène limité par une surface quelconque S, il suit les deux lois suivantes :
1° Le rayon incident AP, le rayon réfracté PA^ et la normale PN à la surface S sont dans un même plan.
2” On a {fig. 100)
sin i
sinr ’
i étant l’angle APN, r l’angle Ai P Ni et n une constante appelée indice de réfraction du milieu par rapport au vide ou indice absolu de réfraction.
Soient deux milieux homogènes (M) et (Mi) séparés par une surface S, n et nx les indices de réfraction absolus des deux milieux; si un rayon lumineux passe du premier milieu dans le second, la première loi est la même et l’on a
sint n\ sinr n
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Ces lois étant rappelées, posons le problème suivant :
Soient A et Ai deux points fixes, de part et d’autre de S, et P un point
Fig. 100.
quelconque de cette surface. Quelle doit être la position du point P pour que la somme
cr = AP -f- n, Aj P
soit minimum? Nous allons montrer que le minimum a lieu quand les deux droites AP et PAi vérifient les lois de la réfraction de la lumière du milieu (M) dans le milieu (Mi). En effet, si l’on appelle a, 6, c et «i, èi. Cl les coordonnées des points A et Ai, et jk, z les coordonnées d’un point P de la surface S, les distances AP et Ai P ont pour valeurs respectives
sJ (X — a)2-h {j — — cy- et sJ {x — — Ci)^.
La somme œ est alors une fonction des deux variables indépendantes x et car Z est une fonction de x el y définie par l’équation de la surface S, f(x, y, z) = O. Pour obtenir les valeurs de x et y rendant c minimum, il faut égaler à zéro les dérivées partielles de a par rapport à x et y, ce qui donne les deux équations
PÂ
(x~ai)^(z — Ci) — ni = O,
PA
ôjz
pâ;
+ ni
(y — ) -h {z. — Cl )
PAi
qui, jointes à l’équation de la surface, déterminent les coordonnées du point P. Ce point étant ainsi déterminé, faisons un changement d’axes coordonnés : prenons le point P pour origine loo), pour axe des z la
normale du côté du point A, pour plan des zx le plan contenant le point A de telle façon que l’ordonnée 6 de A devienne nulle, a et c étant positifs.
Les quantités ^ relatives au point P sont alors nulles et les
équations ci-dessus deviennent
na ri\a\ ,
PA PAi
La seconde de ces équations montre que le point A^ est aussi dans le plan ce qui est la première loi de la réfraction : la première indique
que «1 est négatif et donne, si Ton appelle i et r les angles de AP et PAi avec la normale P^,
/I sinf — 72 1 sinu = o,
car et — sont égaux à sin f et sinr; ce qui est la seconde loi de PA '
la réfraction. Ainsi le minimum cherché est fourni par le trajet d’un rayon allant de A en A^.
Imaginons maintenant plusieurs surfaces Si, S2, ..., Sp séparant des milieux homogènes. Soient, au-dessus de Si, un milieu d’indice absolu /i ; entre Si et S2 un milieu d’indice ni; entre S2 et S3 un milieu d’indice n2, ... ; enfin, au-dessous de Sp, un milieu d’indice rip. Prenons un point A dans le premier milieu, un point B dans le dernier, et considérons un polygone AP1P2P3 . . . PpB ayant un sommet sur chaque surface, allant du
Fig. loi.
point A au point B. Si l’on cherche {/i§'. 101) quel doit être ce polygone pour que la somme
a = 72 AP i-l-72iPiP2-f- 722 P2P3“i~...“F^^/jf*/jP
soit minimum, on tiouve, d’après ce qui précède, que ce polygone doit être le trajet d’un rayon lumineux allant de K en ^ et suivant les lois de la réfraction.
Supposons enfin que le nombre des surfaces augmente indéfiniment, de façon que les côtés du polygone tendent vers zéro, ainsi que les différences 72 — 72|, 72i — 722, • • • 5 l ensemble des milieux considérés devient un milieu continu dans lequel l’indice de réfraction absolu n est une fonction continue e^{x,y,z) des coordonnées. Le polygone suivi par le rayon
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lumineux devient une courbe, la somme a devient l’intégrale
i = f n ds.
Le trajet du rayon lumineux de A en B est donc la courbe rendant l’intégrale I minimum, courbe dont nous avons indiqué les équations différentielles. On pourra consulter à ce sujet un article de O. Bonnet (Nouvelles Annales de Mathématiques, 1887). Ces mêmes courbes ont été étudiées par Vicaire ( Comptes rendus. Rapport de M. Jordan, t. GVIII, p. 33o); leurs propriétés essentielles ont déjà été données par Euler, dans sa Théorie des hrachistochrones .
IV. — ÉLASTIQUE PLANE
151. Tension et moment fléchissant. — Soit une tige élastique liomogène très longue par rapport à son épaisseur, ayant sur toute sa longueur la même section droite. On appelle fibre moyenne de la tige la courbe lieu des centres de gravité des sections droites. L’état équilibre naturel de la tige est la forme qu’elle prend quand aucune force tendant à la déformer n’agit sur elle, par exemple quand elle est posée sur une table. Si l’on fait agir sur la tige des forces tendant à la fléchir, elle change de forme et jirend un nouvel état d’équilibre appelé état équilibre contraint correspondant aux forces données. Nous traiterons ici le ( as le plus simple de l’équilibre de l’élastique plane. Tout d’abord, nous indiquerons quelques propositions générales relatives à ce genre de problèmes.
Imaginons une lige élastique dont la fibre moyenne affecte, à l’état naturel, la forme d’une courbe plane Co, et soit po la valeur du rayon de courbure en un point M de celle courbe. Supposons ensuite qu’on déforme la tige sans changer sa longueur, en faisant agir sur elle des forces quelconques, mais de telle façon que la fibre moyenne reste plane et prenne une nouvelle forme G. Le rayon de courbure en M devient alors p. Dans cette position d’équilibre contraint, les forces élastiques sont déterminées d’après les lois suivantes :
Si l’on coupait la tige en M, pour maintenir l’équilibie il faudrait appliquer à la section en M une force T dans le plan de
la courbe G et un couple dont l’axe est perpendiculaire à ce plan et dont le moment {^moment fléchissant) N est proportionnel à la
variation de la courbure :
P Po
B désignant un coeflîcient constant qui dépend de la nature de la tige.
152. La fibre moyenne est d’abord un arc de cercle. — Nous traiterons ici le cas simple où la fibre moyenne de la tige est primitivement un arc de cercle ou une droite, — = const., et où
l’on fait agir seulement sur ses extrémités M^ et M2 deux forces T* et T2 situées dans le plan de la courbe d’équilibre et deux couples N, et N2 ayant leurs axes normaux à ce plan.
Les deux forces'V ^ et T2 sont égales et opposées, car, les seules forces extérieures appliquées à la tige en équilibre étant les forces Tj et T2 et les couples N, et N2, la somme des projections de ces forces sur un axe quelconque doit être nulle.
En outre, la somme des moments des forces extérieures devant être nulle par rapport à un point quelconque du plan, les forces T^ et T2 forment un couple qui fait équilibre aux couples N , et N2.
Prenons pour axe Ox {flg, 102) une droite parallèle à T4 et T2. Soit M un point quelconque de la fibre moyenne : si la tige était
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coupée en M, la partie M4M serait en équilibre sous l’action des forces extérieures suivantes : i° la force et le couple agissant sur l’extrémité ; 2° une force T et un couple N agissant sur M ; le couple N a pour moment
Ces forces extérieures appliquées à l’arc M se font équilibre. Donc, T est égal et opposé à T<. En outre, la somme des moments de toutes les forces extérieures, par rapport à un point du plan, doit être nulle. Prenons la somme des moments par rapport à O; nous avons, en appelant ordonnées des points M
et M, ,
TijKi — Tjk — Ni-f- N = O,
d’où, en remplaçant T par T4 et N par sa valeur (i), l’équation
\P po /
Si T< était nul, c’est-à-dire si l’on faisait agir uniquement des couples sur les extrémités de la tige, cette équation donnerait
pour ^ une valeur constante et la figure d’équilibre contraint serait un autre are de eercle.
Laissons ce cas de côté et résolvons par rapport à - en mettant -~
en facteur dans le deuxième membre; nous aurons une équation de la forme
€- désignant la constante positive ^ et b une autre constante. On
peut toujours déplaeer l’axe des æ parallèlement à lui-même de façon à faire disparaître cette dernière constante et à ramener ainsi l’équation de la courbe à la forme
On a ainsi l’équation différentielle de la courbe suivant laquelle se dispose la fibre moyenne. Pour l’intégrer, appelons 8 A. — I.
angle de
la normale en M avec O y {Jîg. 102); si le point mobile se déplace de ds^ la normale tourne de l’angle et l’on a
ds P c"’
d’où, par (3)
différentiation,
ds-
I dy
sin 0,
car ^ est égal à — sin 9 et ^ à cos 9, ds ^ ds
Pour intégrer l’équation (3), multiplions les deux membres
par et intégrons : il vient
^ ) = — (cosO + [a), ds ==
crt'O
± \/2( cos 0 H- [J. )
^ désignant une constante arbitraire. On a alors
c cos 0
dx = ds cosO =:
d’on
v/2(cos0 -4- (J.)
=cf" yii
Jq ± J'I. ( CC
± /u,( COSÜ -t- [Jl)
où il est inutile d’ajouter une constante, car on peut toujours supposer qu’on ait pris pour axe Oy la normale à la courbe perpendiculaire à O^. On a en outre
(6) y=j=c^.^ =±cv/2(cos0-i- [a).
Ces formules (5) et (6) donnent x ety en fonction de 9. Trois cas sontà distinguer, suivant que [a est compris entre — i et -j- i , supérieur à i, ou égal à 1.
Indiquons sommairement la forme de la courbe dans ces trois cas.
La discussion repose sur les remarques suivantes :
Convenons de compter l’arc s de la courbe à partir du point A situé sur Oy {fig. 102), et de prendre comme sens positif de s le sens du mouvement d’un mobile dont l’abscisse d’abord nulle devient positive. Quand on parcourt la courbe dans ce sens, s croît toujours; donc ds est toujours
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positif et, dans la formule (4 ), le radical a toujours le meme signe que ce signe du radical doit être conservé dans toutes les formules suivantes. D’après les formules
dx
cosO,
on voit que les coordonnées y x croissent ou décroissent avec s croissant, suivant que — sinô et cos6 sont positifs ou négatifs. Enfin les points d’inflexion de la courbe sont les points où elle coupe l’axe des x^ car r’équation (2) montre que p est infini pour jk = o et réciproquement.
L’axe Oy est un axe de symétrie de la courbe.
Premier cas : — i < p. < i . — Dans ce cas, on peut poser p =: — cosa, et le radical qui figure dans les formules prend la forme
y/2(eos6 + p) = v/2(cos0 — cosa) ;
pour qu’il soit réel, il faut que 6, partant de zéro, varie de — a à + a. En faisant varier 0 de o à a, on a l’arc AB {Jig. 102, I; fig. io3, I, II, III) ; en faisant varier 0 de o à — a, on a l’arc symétrique AB’.
Aux points B et B’, la courbe coupe l’axe Ox sous l’angle a, puisque la normale en B, par exemple, fait avec Oy l’angle a. L’abscisse du point B est, d’après (5),
CO
\/‘î{CO?.
cos 6 dO
COS 0 — cosa)
où le radical est pris positivement.
Quand a est aigu ou droit, Xo est positif, car tous les éléments de Tinté-
TU
grale sont positifs (courbe I, Jig. io3); quand a croît à partir de —5
O7o est d’abord positif (forme I, fig. 102), s’annule pour une certaine valeur ao de a (forme W^Jig. io3), puis devient négatif (forme III, io3); quand a est voisin de tt, Xç^ est négatif et très grand; ee dernier fait résulte de ce que, pour a = tt, on a Xq = — co ; en effet, on a alors
Xo
'"cos 6 d^
intégrale égale à — 00. Dans ce cas limite, p=i, la courbe a donc la forme IV asymptote à O x.
Si s continue à croître à partir du point B, 6 doit nécessairement décroître, car il ne peut pas dépasser a : à partir de ce moment, il faut prendre le signe — devant le radical; 6 variant de a à — a, on a un nouvel arc de courbe symétrique du premier par rapport à B, et ainsi de suite. On a ainsi une infinité d’ondulations toutes égales comme dans une sinusoïde.
STATIQUE
Deuxième cas. — Si l’on a [2> i, 6 peut varier de o à 2tc; y et - ne
s’annulent jamais; la courbe a la forme II de la figure 102.
Les intégrations correspondant à ces deux cas peuvent être faites effectivement à l’aide des fonctions elliptiques (voyez Principes de la théorie des fonctions elliptiques, par MM. Appell et Lacour, p. 184 et suiv.).
Troisième cas. — Dans le cas intermédiaire où p = la courbe est asymptote à Ox comme nous l’avons déjà dit, car Xç^— — io3, IV).
Dans ce cas, on peut effectuer toutes les intégrations par des fonctions élémentaires.
153. Cas où la tige est primitivement rectiligne et soumise à ses deux bouts à deux pressions T égales et directement opposées. — L’observation montre que, si une tige élastique d’abord rectiligne est soumise à ses deux bouts à deux pressions T égales et opposées, la tige ne fléchit que quand la valeur de T surpasse une certaine limite. Quand T est inférieur à cette limite, la seule figure d’équilibre possible est la forme rectiligne : ce n’est que pour des valeurs de T supérieures à cette limite que les formes d’équilibre courbes que nous venons d’étudier sont possibles. Nous allons déterminer cette limite.
Dans le cas actuel, la fibre moyenne étant rectiligne à l’état naturel,
on a = O, d’où, pour le couple N en un point quelconque (1), po
ce couple est donc nul en même temps que la courbure. Or nous supposons qu’aux deux extrémités B' et B" de la tige on applique deux forces T
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égales et directement opposées et pas de couples : il en résulte qu’en ces deux extrémités N = o, - = o; ce sont donc des points d’inflexion comme
dans la figure (Jig'. io3, I). Quand la tige s’écarte très peu de la forme rectiligne initiale, a est très petit : il serait rigoureusement nul pour la forme rectiligne elle-même. Supposons que la tige puisse prendre une figure d’équilibre ondulée telle que I avec n ondes et déterminons la constante a connaissant la longueur l de la tige et la pression T aux deux
extrémités B' et B" ; la constante c est alors connue et égale à D’après l’expression (4) de ds, l’arc AB a pour longueur
arc AB
\/2( CnsO — cosa )
faisons
il vient
cosU — ! — 9. sin^ - , cosa = 1 — ■ 9 sin^ - 2 '2
arc AB
Posons, pour abréger, sin- = /r, et faisons le changement de variable
6 variant de o à a, u varie de o à i et l’on a
arc AB — cK
en posant
La longueur totale l de la tige étant 2^^arcAB, on
/ = 2/icK, K =
Cette équation, où k — sin ^ est l’inconnue, détermine a. Pour que la figure
d’équilibre avec n ondes existe, il faut et il suffit que cette équation donne pour k une valeur comprise entre o et i. Or pour ^ = o on a, d’après (9),
k croissant, l’intégrale K augmente constamment, car l’élément
différentiel augmente, et, pour /c = i, K est infini. Ainsi, k variant de o à I, K passe une fois et une seule fois par toutes les valeurs supérieures
2 lO
DKUXIEME PARTIE. — STATIQUE.
à -• Pour que l’équation (lo) en k admette une racine, il faut et il suffit que
Remplaçant c par sa valeur
on trouve
P ji=i
Telle est la condition pour qu’il existe une figure d’équilibre avec n ondes. La plus petite limite inférieure de T correspond k n — i : donc, pour qu’il existe une figure d’équilibre possible avec une onde, il faut que
Si la pression T est inférieure à cette limite, la seule figure d’équilibre possible est la ligne droite.
154. Élastique plane sous pression normale constante. — Ce problème a été traité par M. Maurice Lé\y (Comptes rendus, t. XCVIl, p. 6g4); les intégrations se font encore à l’aide des fonctions elliptiques^ comme on le verra dans le Traité d’Halphen et dans les Principes de la théorie des fonctions elliptiques, par Appell et Lacour.
EXERCICES
1. Un fil tendu non pesant passe dans des anneaux fixes équidistants A,, A2 , , A„. Prouver que, si l’équilibre existe, la tension est constante et la pression sur chaque anneau Aj;. inversement proportionnelle au rayon du cercle Aji._p Aj., Aj.^i passant par cet anneau et les deux qui le comprennent. En conclure comme cas limite, pour un fil non pesant tendu sur une courbe fixe sur laquelle il peut glisser sans frottement, la loi de la pression du fil sur la courbe ( Poinsot, Statique).
2. Un fil non pesant de longueur donnée est attaché par ses extrémités à deux points fixes A et B; sur ce fil glissent sans frottement deux anneaux Mj et Mj sur lesquels agissent respectivement des forces F, et données en grandeur, direction et sens. Trouver la position d’équilibre du système. (On s’appuie sur la remarque faite à la fin du n° 128.)
3. Un polygone funiculaire étant en équilibre, on prend les moments 9- des forces et ceux x- des tensions par rapport à un point. Prouver qu’avec ces vecteurs on peut construire un polygone analogue à celui de Varignon, en remplaçant les vecteurs F- et T- j. par cp- et x-
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4. Si un pol^rgone funiculaire est en équilibre, prouver qu’en construisant les vecteurs conjugués des forces et des tensions, et les droites conjuguées des côtés par rapport à une sphère (imaginaire), comme on l’a indiqué dans l’exercice 3, à la fin du Chapitre I, on obtient un nouveau polygone en équilibre. Les côtés de l’un de ces polygones sont les droites conjuguées des côtés de l’autre; les sommets de l’un, les points conjugués des plans formés par deux côtés consécutifs de l’autre.
5. Travures réticulaires. — Théorème de Rankine (voyez Philos. Magazine, vol. XXVII, 1864, p. 92; Clerk Maxwell, ibid., p. 260). — Des forces appliquées aux articulations d’un système polyédral de barres sont en équilibre quand elles sont perpendiculaires et proportionnelles aux faces d’un polyèdre dont les arêtes sont dans des plans menés, par un point fixe O, normalement aux barres du système.
Solution. — En supposant le système polyédral de barres en équilibre, on construira le polyèdre obtenu en prenant les vecteurs conjugués des forces et des tensions par rapport à une sphère imaginaire de centre O, conformément à la méthode indiquée antérieurement (exercice 3, à la fin du Chapitre I).
( Voyez un article de M. Guido Hauck, Journal de Crelle, t. 100, p. 365.)
6. Un quadrilatère articulé, formé de quatre tiges de longueurs invariables a, 6, c, d, est sollicité par quatre forces appliquées aux quatre sommets. Que doivent être ces forces pour qu’il y ait équilibre? (Ce problème est résolu par Môbius, Statique).
7. Système articulé de Fuss. — On considère un polygone plan, formé de barres matérielles rigides articulées à leurs extrémités : dans le plan du polygone, on applique au milieu de chaque barre, perpendiculairement à la barre, une force proportionnelle à sa longueur.
Démontrer que la figure d’équilibre est un polygone inscriptible.
8. Dans un fil homogène pesant en équilibre, le rayon de courbure varie proportionnellement au carré de la tension (Mobius).
9. Supposons plusieurs fils homogènes identiques, d’abord tendus en ligne droite depuis un point P jusqu’à des points N, Nj, N^, ...,N^, situés sur une même verticale, puis déplaçons un peu le point P sur une horizontale, de façon à le rapprocher de la verticale, en l’amenant en M. Alors les fils supposés pesants se disposent suivant des chaînettes. Démontrer ;
I* Que toutes ces chaînettes ont même paramètre a\
2° Que leurs sommets sont sur une chaînette de même paramètre a tournant sa concavité vers le bas et ayant son sommet en M (Môbius).
10. Positions d’équilibre d’un fil homogène pesant assujetti aux conditions aux limites indiquées par l’un des énoncés suivants, dans lesquels la longueur du fil est supposée donnée :
1“ L’une des extrémités est attachée en un point fixe A; l’autre passe sur une poulie infiniment petite B, située à la même hauteur que A, puis pend librement.
2® Le fil passe sur deux poulies infiniment petites, placées à la même hauteur, et les deux extrémités pendent librement. {Rép. .-Les deux parties pendantes ont même longueur et se terminent sur la base de la chaînette; il y a deux positions d’équilibre, une stable, l’autre instable. )
3° Les extrémités du fil glissent sans frottement sur deux circonférences égales, tangentes extérieurement et ayant leurs centres à la même hauteur.
4° Le fil est fermé et passe sur deux poulies infiniment petites A et IL [Bép. : Deux chaînettes ASB, AS'B de même base^; si, par la poulie la plus basse A, on mène une horizontale AU'U coupant les deux courbes en ü' et ü, les longueurs des deux chaînettes ASB et AS'B sont inversement proportionnelles aux arcs BU et BU' ( Mobius ).]
5“ Les deux extrémités sont attachées en deux points fixes placés à la même hauteur; le long du fil peut glisser sans frottement un anneau infiniment petit M auquel est suspendu un poids P. {Bép. : L’anneau va se placer au milieu du fil; les deux parties MA et MB sont deux chaînettes de même base; en M il y a un point anguleux; les tensions des arcs MA et MB font équilibre au poids P.)
11. Trouver la figure d’équilibre que prend, sous l’action du vent, une voile rectangulaire ABGD fixée par deux bords opposés à deux vergues verticales AB et CD. (On néglige l’action de la pesanteur; on suppose que le vent souffle horizontalement et que la pression du vent sur un élément de voile lui est normale, pi’oportionnelle à sa surface et au carré de la composante normale de la vitesse du vent. On peut regarder comme évident que la voile prend la forme d’un cylindre à génératrices verticales et que la nature de la section droite est indépendante de la hauteur. Il suffit donc d’exprimer qu’une bande comprise entre deux plans de section droite infiniment voisins est en équilibre. Cette bande est assimilable à un fil flexible et inextensible : en appliquant les équations intrinsèques, on trouve qu’elle prend la forme d’une chaînette et que la tension est constante. )
12. Figure d’équilibre d’un fil dont chaque élément est sollicité par une force verticale proportionnelle à la projection horizontale de l’élément. ( Parabole. — Cas limite du pol^'^gone funiculaire des ponts suspendus.)
Déterminer les constantes, sachant que le fil a une longueur donnée et est attaché en deux points donnés.
13. Figure d’équilibre d’un fil pesant dans lequel la densité varie proportionnellement à l’arc s compté à partir du point le plus bas.
14. Même question en supposant la densité égale à — - — (cercle).
cos^-
15. Calculer la loi que doit suivre la densité d’un fil pesant en fonction de s, pour qu’il se dispose sous l’action de la pesanteur suivant une courbe donnée (parabole d’axe vertical, circonférence, etc.). On aura la solution de cette question en partant de l’équation intrinsèque du n" 138.
16. Chainette d'égale résistance. — On appelle ainsi une chaîne d’épaisseur variable telle que, dans la figure d’équilibre, l’épaisseur soit en chaque point proportionnelle à la tension en ce point : dans ce cas, il n’y a pas plus de chance de rupture en un point qu’en un autre (Coriolis). On demande l’équation de cette courbe et la loi d’épaisseur.
Béponse. — Soient u la section droite de la chaîne, variable avec s, p le poids de l’unité de volume; le poids de l’élément ds est p<sds. La courbe a pour équa-
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lion, en prenant comme origine le point le plus bas,
e“ cos - = i, a ’
et la loi de l’épaisseur cr est <7 =:
• acos — a
17. Figure d’équilibre d’un fil dont chaque élément ds est sollicité par une force F ds normale à un axe fixe qu’elle rencontre, F étant fonction de la distance r de l’élément à l’axe.
Réponse. — Prenant l’axe pour axe O .s et appelant r et ô les coordonnées polaires dans le plan tcOy, on a les trois équations
Quelle que soit la loi de la force, on a une équation différentielle de la forme
qui montre que les tangentes à la courbe appartiennent à un complexe linéaire.
18. Cas particulier du problème précédent, où F = ;j./’ (p. constante), les conditions aux limites étant quelconques. Ce problème est traité par Clebsch, par une méthode spéciale qui sera exposée en Mécanique analytique {Journal de Crelle, t. 57, p. gS).
Nous avons donné dans le texte ( n° 142) le cas où les deux extrémités du fil sont attachées en des points de l’axe.
19. Trouver la figure d’équilibre d’un fil dans un plan, sachant que chaque élément est sollicité par une force proportionnelle à cet élément et faisant avec lui un angle constant. [On emploie les équations intrinsèques : la courbe est une spirale logarithmique. (O. Bonnet.)]
20. Trouver la loi de la force verticale sous l’action de laquelle un fil se dispose suivant une courbe plane donnée.
[Le problème n’est pas entièrement déterminé, si l’on n’ajoute rien à l’énoncé relativement à la nature de la force. Pour que le problème soit déterminé, il faut donner la variable en fonction de laquelle la force doit être exprimée. Le fil étant dans le plan xOy et la force Y ds parallèle à Oy, Y peut être exprimé en fonction de l’une des quantités suivantes x.,y, s, a, a étant Tangle de la tangente avec Ox, ou de plusieurs de ces quantités à la fois. Par exemple, si la courbe donnée est le cercle æ;- -t- — a- = o, l’équation intrinsèque (n“ 13S) donne
a cos^a
puis,
comme tanga = — — et 5 =: aa.
ka
ka
a cos^ —
Voilà donc autant de lois de forces différentes conduisant au cercle donné.] Réciproquement, trouver la figure d’équilibre d’un fil sollicité par une force verticale dont la loi est exprimée par l’une des formules précédentes (i), (2), (3), (4). On trouvera des courbes entièrement différentes suivant celle des lois choisies : toutes, par la particularisation des constantes, devront donner le cercle
21. Trouver la loi d’une force centrale sous l’action de laquelle un fil se dispose suivant une courbe plane donnée.
[On peut répéter ici les mêmes remarques que sur l’exercice 20. En appelant r et 0 les coordonnées polaires, le centre des forces étant à l’origine, on trouve
où F est regardé comme positif ou négatif, suivant que la force est répulsive ou attractive.] Exemple :
cercle, /’= 2 a cos 6, cls = ‘iad^, F = ^-^3— •
22. Figui-e d’équilibre d’un fil dont chaque élément est attiré ou repoussé par un centre fixe en raison inverse du carré de la distance. ^On trouve une équation de la forme — a -+- 6 cos w9 ou ^ = a -t- 6 cos li5^p. m6, ou, comme cas intermédiaire, j =
23. Si une même courbe est la position d’équilibre d’un fil sous l’action d’une force F,, la tension étant Tj, puis, sous l’action d’une force Fj, la tension étant T2, elle est aussi la figure d’équilibre du fil sous l’action d’une force ( F) = (/{-J Fj ) 4- (/v2F2), la tension étant (T) = ( A-iTj) 4- ( ^-2X2 ) ; A-j et /c2 désignant des constantes et ces équations étant prises dans un sens géométrique (Bonnet). On emploie les équations intrinsèques.
24. Un fil libre, sous l’action d’une force donnée F, se dispose suivant une courbe G; on réalise cette courbe matériellement, puis, soumettant le fil à la même force F, on le tend sur la courbe G ; démontrer que, dans cette seconde expérience, la réaction normale de la courbe G sur l’élément ds est dans le plan
osculateur et a pour valeur ^ > k constante, p rayon de courbure.
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25. Soit M un point quelconque d’un fil en équilibre. Démontrer que le moment résultant, par rapport à M, de toutes les forces extérieures agissant sur le fil depuis une extrémité jusqu’au point M e.s^ nul (Mobius). (Ce résultat se déduit du principe de solidification appliqué à l’arc M(,M. — On trouvera sous une autre forme des résultats indiqués dans le texte, en appliquant cette condition à la portion d’une chaînette en équilibre comprise entre le sommet M„ et un point M, et introduisant la tension T„ en comme inconnue auxiliaire.)
26. Dans une chaînette pesante, de densité variable, en équilibre sur une sphère, l’hyperboloïde ayant pour génératrices d’un même système les tensions en deux points A et B et la verticale du centre de gravité de l’arc AB passe par le centre de la sphère. (On le démontre en supposant l’arc AB solidifié, et remarquant que les forces appliquées à cet arc, tensions en A et B, poids et l ésultanle des réactions de la sphère, doivent se faire équilibre.)
27. Figure d’équilibre d’un fil fiexible et inextensible non pesant, traversé par un courant et soumis à l’influence du pôle d’un aimant O.
[Ligne géodésique d’un cône de révolution de sommet O (Darboux).]
Bappelons que l’action du pôle O sur l’élément situé à une distance r de O,
cl S
est normale au plan O ds et a pour intensité — sin/’, ds.
28. On considère sur une surface fixe S les courbes G qui, parmi toutes les courbes tracées sur cette surface entre deux points, rendent minimum l’intégrale I = J cp ds, courbes qui ont été déterminées dans le n° 149. Démontrer que,
quand on passe d’une de ces courbes AB à une courbe infiniment voisine A, B, sur la surface, la variation de l’intégrale est encore donnée par la formule de Tait et Thomson. En déduire les mêmes conséquences que pour les courbes G dans l’espace ( n“ 147 ).
29. On considère dans un plan zOx des chaînettes ayant Qx pour base et coupant normalement une courbe fixe G : à partir du point A où chaque chaînette coupe cette courbe, on prend sur celte chaînette un arc AB tel que, en tournant autour de Ox, cet arc engendre une aire déterminée S. Démontrer que le lieu des points B est une courbe G' normale à toutes les chaînettes. (Application du théorème de Tait et Thomson.)
30. Étant donnés deux points fixes A et B et des surfaces fixes Sj, S2, ..., S^, (\oir fig. 101, n" 150), on imagine des points mobiles Pj, Pj, ..., P^, glissant sans frottement sur ces surfaces. Le premier point Pj est attiré par le point A avec une intensité constante 71 et par le point P^ avec une intensité constante n^; le deuxième point Pj est attiré par P^ avec une intensité constante et par P3 avec une intensité constante n^, ..., et ainsi de suite. Démontrer que la position d’équilibre du système est le trajet d’un rayon lumineux allant de A en B, suivant les lois de la réfraction, tel qu’il a été indiqué dans le texte.
31. Le trajet APjPj . . . P^,B d’un rayon lumineux de A en B, suivant les lois de la réfraction (n° 150), est la figure d’équilibre d’un polygone funiculaire dont les sommets A et B seraient fixes, les sommets Pj, Pj, ..., P^ mobiles sans frottement sur les surfaces Sj, S2, ..., S^, et dans lequel la tension du côté P^. P^.^i serait (Autre forme de l’énoncé précédent.)
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32. Si, le long d’une courbe C ( n° 146) joignant deux points A et B, la fonction (û{x,yyZ) devient positive et négative, l’intégrale
prise le long de cette courbe, ne peut être ni maximum, ni minimum. ( Weier- STRASS. Voir une Note de M. Kobb, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse; 1891.)
33. Soient A et B deux points placés l’un au-dessus, l’autre au-dessous du plan xOy\ si l’on cherche parmi les courbes joignant ces deux points celle qui rend maximum ou minimum l’intégrale
où n est un entier positif pair, on trouve que cette courbe est formée des perpendiculaires AA’ et BB', abaissées des points A et B sur le plan xOy, et de la droite A' B'.
34. Considérons une fonction o{x, y,z)^ finie et continue dans la région de l’espace située d’un côté d’une surface S sur laquelle cette fonction prend la valeur constante k\ soit y, z) une deuxième fonction finie et continue de
l’autre côté de cette surface S et prenant sur S une valeur constante A"!*, soient enfin A un point placé dans la première région, B un point de la deuxième. Chercher par quelle courbe il faut joindre les deux points pour que, en appelant P le point où elle coupe la surface S, on obtienne pour l’intégrale
un maximum ou un minimum.
^Les arcs AP et BP sont respectivement des courbes rendant la première et la deuxième intégrale maximums ou minimums; les tangentes ^ et à ces courbes au point P sont dans un même plan avec la normale à S en P et font avec cette
35. Si l’arc AP se déplace normalement à une surface S, qu’il rencontre en A, et si l’on prend, sur les courbes AP et BP de l’exercice précédent, des longueurs telles que l’intégrale I ait une valeur constante, le lieu du point B est une deuxième surface S, normale aux arcs PB. ( Cette propriété se démontre à l’aide de la relation de Tait et Thomson, n“ 147, appliquée successivement à la variation de chacune des deux intégrales qui composent I.)
36. Une tige élastique rectiligne et verticale à l’état naturel est encastrée à un bout A et soumise à l’autre bout B à une force T verticale. Quelle est la limite de T à partir de laquelle la tige fléchit?-
37. Comme addition aux travaux cités ( n° 144) sur la chaînette sphérique, nous indiquerons une Note de M. Cornes Teixeira dans les Annaes scientificos da Academia Polytechnica do Porto, t. IV, 1909.
normale des angles i et f,, tels que = -7^
^ sini, k
CHAPITRE VIII
PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES
15o. Historique. — Le principe des vitesses virtuelles a été employé par Galilée dans la théorie de quelques machines simples, puis par Wallis dans sa Mécanique ; Descartes s’est servi d’une règle qui revient à celle de Galilée, pour réduire toute la Statique à un principe unique. Mais (citons textuellement Lagrange) « Jean Bernoulli est le premier qui ait aperçu la grande généralité du principe des vitesses virtuelles et son utilité pour résoudre les problèmes de Statique. C’est ce qu’on voit dans une de ses lettres à Varignon, datée de 1717, que ce dernier a placée à la tête de la Section neuvième de sa nouvelle Mécanique, Section employée tout entière à montrer, par différentes applications, la vérité et l’usage du principe dont il s’agit. Ce même principe a donné lieu ensuite à celui que Maupertuis a proposé dans les Mémoires de V Académie des Sciences de Paris pour l’année 1740? sous le nom de Loi du repos, et qu’Euler a développé davantage et rendu plus général dans les Mémoires de V Académie de Berlin pour l’année 17O1. Enfin c’est encore le même principe qui sert de base à celui que Gourlivron a donné dans les Mémoires de V Académie des Sciences de Paris pour 1748 et 1749- Lt, en général, je crois pouvoir avancer que tous les principes généraux qu’on pourrait peut-être encore découvrir dans la science de l’équilibre ne seront que le même principe des vitesses virtuelles, envisagé différemment, et dont ils ne différeront que dans l’expression. Mais ce principe est non seulement en lui-même très simple et très général : il a, de plus, l’avantage précieux et unique de pouvoir se traduire en une for-
mule générale qui renferme tous les problèmes qu’on peut proposer sur l’équilibre des eorps. » (Lagrange, Mécanique analytique, première Partie, § J 7.)
Depuis Lagrange, on a proposé plusieurs démonstrations du prineipe des vitesses virtuelles : une des plus connues est celle d’Ampère, qu’on trouvera exposée, par exemple, dans la Mécanique de Despeyrous; récemment M. G. Aeumann a proposé une autre démonstration (^Berichte der Sàchsischen Gesellsckaft dei' Wissenscliaften, mars 1886). Nous exposerons une démonstration classique qui repose sur l’analyse des diverses sortes de liaisons simples.
1. — ÉNONCÉ ET DÉMONSTRATION DU PRINCIPE DANS LE CAS OU LES LIAISONS S’EXPRIMENT PAR DES ÉGALITÉS.
156. Déplacement et travail virtuels. — Soit M un point matériel auquel est appliquée entre autres une force F ; imaginons que l’on imprime à ce point un déplacement infiniment petit arbitraire MM' : on appelle ce déplacement déplacement virtuel imprimé au point, pour le distinguer du déplacement /’ée/ que prend le point sous l’action des forces qui agissent sur lui. Le travail élémentaire de la force F
(1) F. MF. cos FM^'
est appelé travail virtuel de F correspondant au déplacement MM'. On peut alors appliquer à ce travail virtuel tout ce qui a été dit du travail élémentaire (Ghap. IV). Bornons-nous à rappeler les deux propositions suivantes :
Pour un même déplacement virtuel MM', le travail virtuel de la résultante de plusieurs forces appliquées au point M est égal à la somme des travaux des composantes.
Si le déplacement virtuel MM' est la somme géométrique de plusieurs déplacements, le travail d’une même force correspondant au déplacement MM' est égal à la somme des travaux de cette force correspondant aux déplacements composants.
Si l’on désigne par l’espace de temps infiniment court pen-
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dant lequel s’effectue le déplacement virtuel MM', le vecteur V
égal à 7 dirigé dans le sens MM', est appelé vitesse virtuelle
imprimée au point M; et le travail virtuel peut s’écrire, en remplaçant MM' par V ot,
(2) FVcos(F, V) 0/^,
car l’angle de F avec V est le même que l’angle de F avec MM'.
Analytiquement, si l’on suppose les axes rectangulaires et si l’on désigne par X, Y, Z les projections de la force F, par otv, Sy, 05 les projections du déplacement MM', le travail virtuel est
X 5a? Y o_y Z ôz.
Nous prendrons, habituellement, le travail virtuel sous la forme (i) : primitivement on le prenait plutôt sous la forme (s>). Lorsqu’on emploie cette forme (2) et qu’on imprime des déplacements virtuels à différents points, il est convenu que, pour tous ces points, ot a la même valeur.
157. Énoncé du principe. — Gela posé, imaginons un système de points assujettis à des liaisons sans frottement pouvant s’exprimer par des égalités. Divisons les forces appliquées aux différents points en deux classes : les forces de liaison qui proviennent des liaisons imposées au système, et les forces directement appliquées ou forces données qu’on fait agir sur le système; le principe des vitesses virtuelles s’énonce alors de la façon suivante :
La condition nécessaire et suffisante de V équilibre d’un système est que, pour tout déplacement virtuel de ce système, compatible avec les liaisons, la somme des travaux virtuels des forces directement appliquées soit nulle.
Nous allons d’abord vérifier ce principe dans un certain nombre de cas simples.
158. Point libre. — • Soient un point matériel entièrement libre et X, Y, Z la résultante des forces directement appliquées à ce point. Tout déplacement est ici possible, puisqu’il n’y a pas de liaisons; le travail virtuel correspondant à l’un des déplacements est
S = X ô;r H- Y o_/ -I- Z os.
Si le point est en équilibre, X, Y, Z sont nuis; il en résulte qu’on a bien S = o, quel que soit le déplacement 8.37, oy^ oz. Réciproquement, si G est nul, quels que soient il faut qu’on
ait
X = O, ^ = O, Z = O, et le point est en équilibre.
159. Point sur une surface. — Soit maintenant un point pouvant se déplacer sans frottement sur une surface fixe
sous l’action de la force F. 11 y a ici une liaison exprimée par l’équation précédente, et les seuls déplacements compatibles avec cette liaison sont ceux qui s’effectuent sur la surface. Si le point est en équilibre, c’est cjue la force est normale à la .surface et par conséquent à tous ces déplacements virtuels; le travail virtuel est constamment nul. Inversement, si le travail S est nul pour un déplacement quelconque MM' situé sur la surface, on a, d’après l’égalité
CB = F. MM' cos (F, MM'),
soit F = O, soit cos(F, MM') = O. Donc, ou bien la force est nulle, et il J a équilibre, ou bien la force est normale à la surface, et il y a encore équilibre.
Nous allons, à titre d’exercice, retrouver les équations d’équilibre d’un point sur une surface en partant du principe des vitesses virtuelles. Nous devons avoir
CB = X oa? -f- Y -f- Z os = O,
sous la seule condition que ùx soit lié aux accroissements arbitraires oy^ 8s par la relation
ox dy
df ^
-t- os = O, ùz
qui exprime que le déplacement MM' est effectué sur la surface* Multiplions cette dernière équation par X et ajoutons à la première. Nous aurons
X + X ) Sæ!
ôx
ûy
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quels que soient A, et oz. Supposons \ déterminé de façon à annuler le premier coeffîeient; ôi; étant arbitraires, leurs eoefficients devront être identiquement nuis; nous aurons donc simultanément
OX
Ce sont bien les équations trouvées antérieurement (ii“ 91). La force produite par la liaison est la réaction normale N de la surface : les équations d’équilibre que nous venons d’écrire montrent que le point matériel M, supposé entièrement libre, serait en équilibre sous l’action simultanée de la force donnée et d’une
lorce ayant pour projections résulte que
cette dernière n’est autre que la réaction normale. Cette réaction s’appelle force de liaison; elle provient de la liaison imposée point.
Si la surface était donnée par des équations de la forme
pour toutes les variations oq^ et oq^ de q^ et q2j le déplacement 0.T, ojp, S.S donné par ces équations se ferait sur la surface; le travail virtuel
X 037 —1— \ oy —1— Z ùz
prendrait, pour un tel déplacement, la forme
Ql -+- Q2
et les conditions d’équilibre seraient celles précédemment trouvées
Qi=zo, Q2=o.
Remarquons que, dans tous les cas, que le point soit en équilibre ou non, pour tout déplacement virtuel compatible avec la liaison, le travail de la force de liaison, c’est-à-dire de la réaction normale, est nul.
160. Point sur une courbe. — Lorsque le point matériel est assujetti à rester sur une courbe fixe
le seul déplacement compalible avec cette liaison est celui qui se fait sur la courbe. On voit immédiatement que, s’il y a équilibre, le travail virtuel de la force donnée est nul, puisqu’elle est normale à la courbe, et réciproquement, si le travail est nul pour ce déplacement, la force est ou nulle ou normale, et dans les deux cas il y a équilibre. Nous allons déduire de là les équations d’équilibre, telles qu’elles ont été établies antérieurement (n° 92).
Nous devons avoir
ÏD = 'Kùcc-+-Y8y-i-Zdz = o
pour tous les déplacements compatibles avec les liaisons, c’està-dire pour toutes les valeurs B^ vérifiant les deux équations
ox
àf
àf
-f-oy ^ ùz = O, dy dz
dfx . dfx . dfx ^
-f- Ô27 -H ^ §7 -h ^ OZ = O,
dx dy ^ dz
qui expriment que le déplacement a lieu sur la courbe. Une seule des quantités Bjp, B^, la dernière, par exemple, reste donc arbitraire. Multiplions alors les deux dernières équations par \ et X,, et ajoutons-les à la première; nous aurons
quels que soient À, et B5. Si l’on détermine X et de façon que les deux premiers coefficients soient nuis, le troisième devra l’être aussi pour que cette expression soit nulle quel que soit B^. Nous aurons donc simultanément
. df dfx Z -f- X -f— — t— X X — — — O ,
dz
dz
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é(| nations qui expriment qu’il y a équilibre entre la force directement appliquée et une force ayant pour projections
dx dx
dy
xy + X,fl:
c’est la réaction normale ou force de liaison.
Si les équations de la courbe se présentaient sous la forme
le travail virtuel serait
— (Xo'+ Y 4*'+ Ztü' ) ô^, et la condition d’équilibre
Xcp'h-Y4'-i-Zt0'= O.
Dans le cas actuel, comme dans le précédent, que le point soit en équilibre ou non, pour tout déplacement compatible avec les liaisons, le travail de la réaction normale ou force de liaison est nul.
161. Corps solide entièrement libre. — Soit un solide libre sollicité par des forces données F4 , Fo, ..., F^^. Ce solide est formé d’un grand nombre de points matériels assujettis à rester à des distances invariables les uns des autres : ce sont là les liaisons imposées au système. Dans ce nouveau cas, les seuls déplacements possibles, compatibles avec les liaisons, sont ceux pour lesquels la forme du solide reste invariable. Soient, pour un de ces déplacements, a, è, c les projections de la vitesse de translation et cp r celles de la rotation instantanée; ces six quantités peuvent être clioisies arbitrairement, car on peut Imprimer au corps solide tel déplacement que l’on veut. La vitesse d’un point .r, y, 5 a pour projections
Vy=a-f-<7;^ — ry, yy—h-\-rx — pz, y.— c-^py — qx,
de sorte que le travail virtuel
5v = Xv iiX., 4- Yv ôyv -t- Zv dzy
de la force 1% appliquée au point est
Gv = Xv(a-h^.5v — H- Yv(6 + ra7v — jo^v) 4- Z^{c-{-py^j — 8t ;
nous pouvons écrire cette expression
Gv = 0^[aXv-h ^ Yv+ cZv4-/>(jKvZv — ^vYv) 4- q(ZsjX,j — a?vZv)
v Yv — jKv^v)]î
la somme des ti'avaux virtuels de toutes les forces directement appliquée est donc
G = SGv=S^[aSX4-^>SY 4- cSZ 4-/>S(jkZ — .sY)
-^q^{zX — xZ)-+-rI.{xY~yX.)].
Si le corps est en équilibre, les coefficients des six arbitraires sont nuis et l’on a bien
pour tout déplacement compatible avec les liaisons; et récipro- (|uement, si G est nul, quels que soient ces arbitraires, il faut que leurs coefficients soient égaux à o, c’est-à-dire que les conditions d’équilibre soient satisfaites.
Que le corps soit en équilibre ou non, la somme des travaux des forces de liaison, qui sont ici les actions mutuelles des points du système, est nulle pour tout déplacement compatible avec les liaisons. En effet, soient M^ et M2 deux points du corps placés à une distance ?' l’un de l’autre. Le point exercera sur Mo une certaine action dirigée suivant MiMg, et Mo exercera sur M, une action égale et opposée F2, d’après le principe de l’égalité de l’action et de la réaction (n° 88, 60); ces deux forces sont les forces de liaison provenant de l’action mutuelle des deux points M, et M2 qui sont liés de façon à rester à une distance invariable r un de Vautre. Pour se représenter cette liaison, on peut imaginer les deux points liés l’un à l’autre par une tige rigide et sans masse. Convenons, comme précédemment, d’appeler valeur algébrique F de l’action mutuelle des deux points la valeur absolue de cette action précédée du signe -y ou du signe — suivant que les points se repoussent ou s’attirent. Pour des déplacements virtuels quelconques imprimés aux deux points, la somme des travaux des deux forces est (n® 88)
For.
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Si les déplacements virtuels imprimés aux deux points sont compatibles avec la liaison imposée aux deux points de rester à une distance invariable, r reste constant, or est nul et la somme des travaux des forces de liaison est nulle. Le même fait ayant lieu pour toutes les actions mutuelles des points du corps solide associés deux à deux, la proposition énoncée se trouve établie.
162. Lemme. — Nous allons ériger cette remarque, que nous venons de faire dans les trois exemples examinés, en règle générale et établir le lemme suivant :
Qu’un système de points matériels soit en équilibre ou non, pour tout déplacement virtuel compatible avec les liaisons, la, somme des travaux virtuels des forces dues à ces liaisons est nulle, en supposant essentiellement qu’il n’y a pas de frottement.
Il suffit évidemment d’établir ce lemme pour chacune des liaisons du système, et, pour cela, nous passerons en revue les diverses sortes de liaisons. Nous les diviserons en deux catégories :
1° Liaisons des corps du système avec des corps fixes;
2® Liaisons des corps du système entre eux.
Première catégorie. — a. Le cas le plus simple est celui où un corps solide a un point fixe; le seul déplacement possible est une rotation autour de ce point; le travail de la force de liaison ou réaction du point fixe est nul, puisque son point d’application ne se déplace pas dans ce mouvement. Le même fait a lieu si le corps a deux points fixes, c’est-à-dire tourne autour d’un axe fixe.
b. Supposons qu’une surface S, liée à un corps solide du système, soit assujettie à glisser sans frottement sur une surface fixe S'. La force de liaison est la réaction normale MN de cette surface S' sur S {^fig> io5); son point d’application est le point M de S en contact avec S'. Comme le déplacement de ce point doit être dans le plan langent commun à S et S', le travail de la réaction normale est nul. L’une des deux surfaces S et S' peut être réduite à une ligne ou à un point.
c. Supposons enfin qu’une surface S, liée à un corps solide du système, soit assujettie à rouler et à pivoter sans glissement sur
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une surface fixe S' (n® 57). La réaction MP de S' sur S {fig\ io6) est encore appliquée au point M de S qui se trouve en contact, mais cette réaction n’est plus normale, car la liaison établie entre S' et S s’oppose au glissement. Imprimons au système un déplacement compatible avec la liaison considérée, c’est-à-dire faisons rouler et pivoter S sur S', et soit Vr la vitesse virtuelle du point M : le travail virtuel de P est PVrCOs(P, V^) ; ce travail car,
dans le mouvement de roulement et pivotement, la vitesse du point M au contact est nulle.
L’exemple le plus simple de ce genre de liaisons est le suivant : Dans un plan fîxe^ une roue S est assujettie à rouler sans glisser sur une courbe fixe S' {fig. io4). On peut réaliser cette liaison en armant la circonférence de la roue et la courbe de dents infiniment petites qui engrènent les unes avec les autres, ou encore en
Fig. 104.
attachant un fil inextensible sans masse en un point A de la circonférence de la roue, le tendant sur la roue jusqu’au point de contact M, puis sur la courbe S' jusqu’en un point fixe B où on l’attache.
Deuxième catégorie. — a. Soient d’abord deux corps solides, mobiles tous deux, articulés en un point O. Les forces de liaison sont les réactions égales et opposées P, P' des deux corps; leurs points d’application restant confondus dans tous les déplacements admissibles, la somme des travaux virtuels de ces deux forces reste nulle. 11 en est de même si les corps doivent avoir plus de deux points communs; si, par exemple, ils sont articulés par une charnière.
b. Considérons maintenant deux surfaces du système, mobiles toutes deux, assujetties à glisser sans frottement l’une sur l’autre {fig- io5); les forces de liaison qui sont les réactions N, N' de ces surfaces sont égales, opposées et normales au plan tangent commun au point de contact. Soient V et V' les vitesses virtuelles
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des points M et M' de S et S' qui sont actuellement au contact. Ges vitesses ne sont pas les mêmes, car on peut, par exemple, obtenir un déplacement compatible avec les liaisons en laissant S
Fig. io5.
fixe et faisant glisser S' sur S. En désignant par V/2, les projections respectives des vitesses virtuelles V et V' sur N et N', nous aurons pour expression du travail virtuel total
Le mouvement relatif de S par rapport à S' étant un glissement, la vitesse relative du point M par rapport à S' est dans le plan tangent commun, et l’on a, pour la vitesse absolue de M,
(V)-(Ve) + (V,),
\e désignant la vitesse d’entraînement de M. Cette vitesse Vg est par définition la vitesse du point du système de comparaison qui coïncide avec M, c’est-à-dire la vitesse V' du point M'. On a donc
et, en projetant sur la direction N'N,
puisque V^, étant dans le plan tangent, a une projection nulle. Mais est égal à — car ces deux quantités désignent les projections d’un vecteur V' sur deux directions JN' et N directement opposées; on a donc
et le travail G' est nul.
c. Supposons enfin qu’un corps solide du système soit terminé par une surface S assujettie à rouler et pivoter, sans glissement, sur une surface S' faisant partie également d’un corps du système.
L’action mutuelle des deux surfaces S et S', en leur point de contact, n’est plus normale au plan tangent commun puisqu’elle s’oppose au glissement. Soient MP l’action de S' sur S appliquée au point M de S qui se trouve au contact, M'P' la réaction de S sur appliquée au point de qui se trouve au contact; ces deux forces sont égales et opposées. Imprimons au système un déplacement compatible avec les liaisons, c’est-à-dire un déplacement dans lequel S et S' se déplacent, S roulant sur S'. Soient, comme précédemment, V et V' les vitesses virtuelles des points M et M', \ P et VJy leurs projections respectives sur MP et M'P'. La somme des travaux virtuels des deux forces de liaison P et P' est
ô^(PV/;-h p'v;/) = P
Le mouvement relatif de S par rapport à S' étant im roulement et un pivotement, la vitesse relative du point M par rapport à
Fig. io6.
S' est nulle; la vitesse d’entraînement du point M est, comme précédemment, la vitesse V' du point M', et la formule générale
donne
Les deux vitesses V et V' étant égales, leurs projections et VJ, sur deux directions opposées sont égales et de signes contraires, et le travail est bien nul.
163. Combinaisons des liaisons précédentes. — Les liaisons réalisées dans les machines sont des combinaisons des précédentes. Ainsi il est aisé de làire rentrer dans les liaisons examinées ci-dessus les liaisons réalisées à l’aide de fils ou de chaînes.
Imaginons, par exemple, que deux points M etMi du système soient liés l’un à l’autre par une chaîne G inextensible, tendue dans une partie de sa longueur sur une surface S sur laquelle elle peut
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glisser sans frottement, cette surface S étant d’ailleurs fixe ou mobile. Cette liaison est une combinaison des précédentes; les chaînons sont des corps solides; chacun d’eux est articulé au suivant en un point ou suivant un axe; ceux qui sont en contact avec la surface glissent sans frottement sur une surface S. L’un des deux points, M< par exemple, pourrait, de plus, être lié invariablement à la surface S : ce serait encore une liaison précédemment examinée. Ce genre deJiaisons comprend en particulier les liaisons effectuées à l’aide de poulies.
164. Conception générale des liaisons sans frottement. — Nous venons de voir que, pour les liaisons les plus simples et leurs combinaisons, la somme des travaux virtuels des forces de liaison est nulle, pour tout déplacement virtuel compatible avec les liaisons, du moment qu’il n’y a pas de frottement. Pour des liaisons d’une nature plus compliquée, par exemple des liaisons qui sont exprimées par des équations, on prend la pi-opriété précédente comme la définition même de l’absence de frottement; les liaisons sont sans frottement si, pour tout déplacement com|)atlble avec les liaisons, la somme des travaux des forces de liaison est nulle.
Démonstration du principe. — Soit un système de points
matériels M4, M2, . . . , M/^, assujettis à des liaisons données et sollicités par des forces directement appliquées. Appelons Zy
les coordonnées d’un de ces ooints Mv; Xv, Y,,, Zv les projections de la résultante Fv des forces directement appliquées à ce point.
Nous voulons démontrer la proposition suivante : Pour que le système soit en équilibre clans une certaine position, il faut et il suffit que, si Von imprime au système un déplacement virtuel cpuelconque compatible avec les liaisons, la somme des travaux virtuels des forces directement appliquées soit nulle.
La condition est nécessaire. En effet, si l’équilibre a lieu, chaque point Mv est en équilibre sous l’action de toutes les forces qui lui sont appliquées, tant données que de liaison; d’une façon plus précise, on peut regarder ce point comme libre, à condition de lui appliquer certaines forces F'^, F", ... provenant des liaisons; le point est alors en équilibre sous l’action des forces données de résultante Fv et des forces de liaison F,', F'v .... Pour un dépla-
cernent virtuel arbitraire imprimé à ce point, la somme des travaux de toutes ces forces est nulle* Le même fait ayant lieu pour chaque point du système, si l’on imprime aux points du système des déplacements arbitraires compatibles ou non avec les liaisons, la somme des travaux de toutes les forces tant données que de liaison est nulle :
Sp désignant la somme des travaux des forces données, la somme des travaux des forces de liaison. Mais, si les déplacements sont compatibles avec les liaisons, d’après le lemme précédent, ®st nulle, et donc aussi
Gd = O.
La condition est suffisante. Si, pour tous les déplacements compatibles avec les liaisons, la somme des travaux des forces données est nulle, le système est en équilibre. Pour le démontrer, nous allons faire voir que, si le système n’est pas en équilibre, il y a au moins un déplacement compatible avec les liaisons pour lequel Sj, n’est pas nulle. En effet, si le système n’est pas en équilibre, et si on l’abandonne à lui-même, il entre en mouvement : le déplacement que prennent alors les points est eompatible avec les liaisons, et chaque point Mv regardé comme libre se déplace dans le sens de la résultante de toutes les forces agissant sur lui Fv, F., , , . . ., tant données que de liaison. Dans ce déplacement
réel toutes les vitesses initiales sont milles; mais nous pouvons imprimer au système un déplacement virtuel dans lequel chaque point se déplace suivant la même direction et le même sens que dans le déplacement réel, les vitesses virtuelles des points Mv n’étant pas toutes milles. Alors la somme des travaux des forces Fv, F'v, F", . . étant égale au travail de leur résultante, est positive, puisque le déplacement a la direction et le sens de cette résultante; la même chose ayant lieu pour chaque point, la somme Sp-h des travaux des forces données et des forces de liaison est positive pour le déplacement considéré et non nulle. Mais, ce déjilacement étant compatible avec les liaisons, ^^t nulle et l’on a
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Il 6D résulte que si, pour tous les déplacements possibles, compatibles avec les liaisons, Sd est nulle, l’équilibre a lieu.
166. Remarque sur le travail d’une force. — L’analyse que nous avons faite des diverses sortes de liaisons possibles met en évidence un point sur lequel il n’est pas inutile d’insister. C’est que, pour évaluer le travail élémentaire d’une force, soit virtuel, soit réel, il ne faut pas confondre le point matériel auquel la force est appliquée avec le point géométrique d’application de la force. Dans l’expression du travail élémentaire
F. MM', cos FVcos(fCV)ô^,
MM' et V désignent le déplacement infiniment petit et la vitesse du point matériel auquel est appliquée la foree, et non le déplacement et la vitesse du point géométrique d’application de la force. Par exemple, si une roue R {fig- roule sur une
Fig. 107.
courbe fixe C, la réaction P de la courbe est appliquée au point matériel de la roue M qui se trouve au contact; après un intervalle de temps 8^, la roue a pris une position infiniment voisine, un nouveau point M^ de la roue est au contact et la réaction P^ est appliquée en M^ ; quant au point matériel M, primitivement au contact, il est venu en M'. C’est le déplacement MM' et la
vitesse du point matériel M (vitesse nulle à cause du roulement) qui figurent dans le travail de P, et non pas le déplacement MM^ et la vitesse du point géométrique d’applicafion.
167. Sur les liaisons effectuées à Taide de corps sans masse. — 11 arrive quelquefois que, dans un système en mouvement ou en
équilibre, il se Iroiive des corps dont on néglige la masse par rapport aux autres corps du système et qu’on regarde comme ayant une masse nulle. On traduit cette hypothèse en exprimant que les forces appliquées à un corps sans masse se font équilibre. En effet, les équations du mouvement d’un point sont
in
(P- X dt-
X, X, Z désignant les projections delà résultante des forces appliquées au point. Le point m. étant supposé appartenir à un système en mouvement, so,n accélération est linie, de sorte (pie, si ni est une masse très petite, X, Y, Z sont elles-mêmes des quantités très petites. Si l’on suppose m = o, X, Y, Z doivent être nuUes et les forces appliquées au point se font écpiilibre. Si l’on imagine maintenant un système sans masse, chaque point du système a une masse nulle et toutes les forces appliquées à ce point se font équilibre : l’ensemble de toutes les forces appliquées à ce système est donc en équilibre.
Par exemple, si deux points matériels M et M' sont liés l’un à l’autre par une lige rigide et sans masse, les actions de la lige sur les deux points sont deux forces F et F' égales et directement opposées. En effet, l’action de la tige sur le point M étant F, celle de M sur la lige est — F; de même, celle de XF sur la tige est
— F'. Les forces appliquées à la tige sont donc — F et — F^ et, comme elles doivent se faire équilibre, elles sont égales et directement opposées. On retombe ainsi sur une liaison qui a été examinée précédemment (ii‘’ 161).
Soient encore deux points matériels Met M' liés par un fil inextensible et sans masse passant sur une surface S fixe ou mobile sur laquelle il peut glisser sans l'rottement. Soient T et les actions exercées par le fil sur les deux points M et M', et, par suite, — T et — T'' les actions exercées sur le fil par les points. Le fil est sollicité à ses deux extrémités par les Ibrces — T et
— T' et, dans la partie qui touche la surface S, par des forces normales provenant de la réaction de la surface. Comme il doit être en équilibre, sa tension est la même partout et il est disposé suivant une ligne géodésique de la surface (n° 144); en particulier, T = Tb Ce genre de liaisons rentre dans des liaisons exami-
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nées précédemment (n“ 163); il conduit à c[uelqiies conséquences géométriques que nous indiquerons, comme exercices, à la fin du Chapitre (Exercices 1 et 2).
II. - PREMIERS EXEMPLES. SYSTÈMES A LIAISONS COMPLÈTES. MACHINES SIMPLES.
168. Systèmes à liaisons complètes. — On dit qu’un système de points matériels est à liaisons complètes quand sa position ne dépend cpie d’un paramètre. Dans un tel système, chaque point décrit une courbe fixe déterminée, et la position d’un point sur sa trajectoire suffit pour déterminer la position de tous les autres points. Par exemjile, un corps solide, assujetti à tourner autour d’un axe fixe, est un système à liaisons complètes : la position du corps ne dépend que de l’angle dont le corps tourne à partir d’une position initiale; chaque point du corps décrit un cercle dont le plan est perpendiculaire à l’axe et dont le centre est sur l’axe; la position d’un de ces points suffit pour déterminer celle de tous les autres. Une vis mobile dans un écrou fixe, une chaîne assujettie à glisser le long d’une courbe lîxe, sont des systèmes à liaisons complètes.
Ces systèmes sont les plus simples de tons, car on peut leur imprimer un seul déplacement virtuel compatible avec les liaisons, à savoir le déplacement obtenu en faisant varier infiniment peu le paramètre unique dont dépend la position du système. 11 y aura donc une seule condition d’équilibre.
169. Machines simples. — Les machines simples sont des systèmes à liaisons complètes sur lesquels agissent deux forces : l’une P est appelée la puissance, l’autre Pv la résistance. Pour trouver la condition d’équilibre, on imprime à la machine le déplacement virtuel unique compatible avec les liaisons. Soient, dans ce déplacement, 8P la projection sur P du déplacement AA' du point d’application A de la puissance, et 8R.la projection sur R du déplacement RB' du point d’application B de la résistance
io8). La condition d’équilibre est
P6P-hR8R = o.
En introduisant les vitesses virtuelles au lieu des déplacements, on a la condition
PÜ-RVn=o,
OÙ Up désigne la projection sur P de la vitesse virtuelle U du point A, et Vr la projection sur R de la vitesse virtuelle V du
Fig. io8.
point B. Dans l’équilibre, la puissance et la résistance sont donc entre elles dans le rapport inverse des vitesses virtuelles de leurs points d’application estimées suivant leurs directions. C’est ce que Galilée énonçait sous la forme suivante : « Ce que l’on gagne en force, on le perd en vitesse. »
1° Presse à coin. — Le coin est un prisme triangulaire isoscèle placé^ entre deux madriers, l’un fixe, l’autre assujetti à se déplacer horizontalement. La puissance est une pression exercée verticalement sur la base du coin supposée horizontale. La résistance est la force horizontale R qui s’oppose au déplacement du madrier mobile. Imaginons un déplacement virtuel amenant le coin ABC en A'B’G' {fig. 109) de façon qu’il descende de
BH = ÔP;
Fig. 109.
le déplacement oR est égal à IB' pris négativement, c’est-à-dire, l'angle G étant 2a,
ÔR = — 2BH tanga - — 2 ôP tanga;
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la condition d’équilibre est donc
P ÔP — 2 R tanga ôP = o ou
P = 2 R tanga;
l’emploi du coin sera d’autant plus avantageux que l’angle sera plus petit.
2° Vis de pression. — Nous supposerons que la puissance est une force P perpendiculaire à l’axe {Jig- tio) de la vis et appliquée en A à une distance a de cet axe, normalement au plan A^B, la résistance R
exerçant son action suivant cet axe même. Pour une rotation infiniment petite 86, seul déplacement compatible avec les liaisons, la projection sur P du petit arc d’hélice que décrit le point A est un arc de cercle de rayon a et d’ouverture 86 :
oP — a 86.
Quant à 8R, il a pour valeur
oR = ^ 86,
TC
en désignant par h le pas de la vis; car le glissement de la vis le long de son axe est proportionnel à sa rotation, et le pas h est la valeur du glissement pour un tour entier de la vis. La condition d’équilibre est donc
P^,ôO_rA8G = o, P= — -R,
27T 27Ca
et il y aura avantage à augmenter la distance a et à diminuer le pas de la vis.
3" Bascule ou balance de Quintenz. — La bascule se compose d’un fléau ABC {Jig. iii) mobile autour du point O, et qui supporte, à l’aide de tiges articulées BB', GG', deux plateaux horizontaux s’appuyant l’un en I sur un couteau fixe, l’autre en F sur un couteau FF' invariablement lié au plateau IG'. On place le corps à peser sur le plateau supérieur, et on lui fait équilibre par un poids P placé en A, le fléau ABG étant horizontal. Pour une rotation 86 du fléau autour de son axe, on a évidemment
P = OA
Quant à 8R, il dépendra de la position du fardeau sur le tablier FB', à moins que ce tablier ne se déplace parallèlement à lui-même, c’est-à-dire que les points F et B' ne s’élèvent d’une même quantité. Pour exprimer cette
Fig. III.
condition, nous observons que B' s’élève autant que B, c’est-à-dire de OB ô6; le point C s’élevant d’ailleurs de OC o6, il en sera de même de C',
P _ OB R ~ OA
et tout se passe comme si le çoi ps à peser était directement suspendu au point B.
Balance de Roherval. — Un parallélogramme articulé ABGD(yZ^. 112) est susceptible de tourner autour des milieux 00' de deux côtés opposés,
Fig. lia.
ces deux points étant situés sur la même verticale. Les côtés AD, BG resteront évidemment verticaux; si l’on y fixe deux plateaux, leurs déplacements virtuels seront égaux et de signes contraires, de sorte que, pour que
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deux, poids, P et R, placés dans ces plateaux se fassent équilibre, il faut qu’ils soient égaux. Gomme pour la bascule, la condition d’équilibre ne dépend pas de la position des corps dans les plateaux; de plus, l’équilibre a lieu dans toutes les positions : il est indifférent.
Dans ce qui précède, nous n’avons pas à tenir compte du poids des tiges; car, les poids des tiges A^erticales AD et BG étant égaux, la somme de leurs travaux virtuels est nulle, el, les poids des tiges AB et GD étant appliqués en des points fixes O et O', la somme de leurs travaux est également nulle. En réalité, les tiges AB et GD sont remplacées par des corps solides de poids p et p' dont les centres de gravité sont en g et g' quand les lignes AB et GD sont horizontales. Supposons l’équilibre établi dans cette position; pour un déplacement virtuel du système, les points g et g' se déplacent normalement aux poids p et p' , en décrivant des arcs de cercle de centres respectifs O et 0'. Donc la somme des travaux virtuels de ces poids est encore nulle, et l’on a toujours P = R pour la condition d’équilibre; seulement l’équilibre n’est plus indifférent, car, dans une autre position, les travaux des poids p et p' interviendraient.
5° Genou. — Une tige AO {fig. ii3) est articulée par ses deux extrémités : en A avec un axe fixe, en O avec une tige OB, de longueur 6, dont
Fig. ii3.
l’extrémité B glisse sans frottement sur la verticale du point A. Sur la poignée F, invariablement liée à AO, s’exerce la puissance FP, que nous pouvons supposer transportée au point E de sa direction, pied de la perpendiculaire abaissée de A sur P; la résistance est la force verticale BR qui s’oppose au mouvement de B.
Le seul déplacement compatible avec les liaisons est celui qu’on obtient en faisant tourner la tige AO d’un angle oa ; dans ce déplacement, le travail de P est
p §p p.ÂËSa.
Quant au travail de la résistance, c’est — R Sa?, en désignant par .a? la distance AB. Nous avons d’ailleurs, dans le triangle AOB,
b^= a^ — 2 a a? cos a
et, en diflférentiant,
O = a? Sa? — a cosa Sa? -h ax sina Sa,
d’où
- ax siii a ^
ùx = oa ;
X — a cosa
la condition d’équilibre est alors
P _ R ax sina X — a cosa
Menant OD et AG perpendiculairement à AB et appelant G le point de rencontre de la dernière perpendiculaire avec BO prolongé, on a
OD = asina, BD = a; — a cosa,
X AG
BD ~ ÔD
La condition d’équilibre prend alors la forme simple
P _ x.ÔD _ ÂG R “ AE.BD “
6" Moufles et palans. — Une moufle se compose de deux systèmes de poulies, assemblés chacun dans une même chape et montés sur le même axe ou sur des axes particuliers ; le premier système est fixe, le second mobile {Jig. n4)- Supposons chaque système composé de trois poulies : le
Fig. 114.
premier, des poulies A, A', A"; le second, des poulies Ai, A^, A'i . En un point fixe B de la chape du premier système on fixe une corde qui passe successivement en AAi, A'A\, .... La puissance P est une traction exercée sur l’extrémité libre de la corde; la résistance R, un poids suspendu audessous du système mobile. Les six parties de la corde comprises entré les deux systèmes de poulies peuvent être regardées comme parallèles : la longueur totale de la corde étant constante, si l’on exerce en P une traction qui allonge la partie libre de la corde de ÔP, chacune des six parties de la corde comprises entre les deux systèmes de poulies se raccourcit
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de |oP; cette expression changée de signe est la valeur de 3R, et l’on a, pour l’équilibre,
7" Chaîne inextensible glissant sans frottement sur une courbe fixe. — Soient A et B les extrémités de la chaîne, dont l’épaisseur est supposée infiniment petite, F la force directement appliquée à un élément ds placé en G, F/^ la projection de F sur la tangente à la courbe en G dans le sens AB. Imprimons au système le seul déplacement virtuel qui soit compatible avec les liaisons, déplacement dans lequel la chaîne tout entière et, par suite, chaque élément glissent le long de la courbe d’une même quantité GG' égale à {fig. ii5). Le travail virtuel de la force F est F^Sa;
Fig. ii5.
en écrivant que la somme de ces travaux est nulle et remarquant que o<7 peut être mis en facteur dans la somme, on trouve, pour la condition de l’équilibre,
Gette condition est suffisante à condition d’admettre que la chaîne est tendue en tous ses points et non pressée. Par exemple, si aucune force n’est directement appliquée à la chaîne, sauf deux forces P et R appliquées aux deux extrémités, la condition d’équilibre est
8® Équilibre d’un fluide incompressible dans un tuyau très étroit. — Galilée s’est déjà servi du principe des vitesses virtuelles pour démontrer les principaux théorèmes d’Hydrostatique ; Descartes et Pascal ont également employé ce principe pour étudier l’équilibre des fluides. Pour qu’on puisse appliquei- le principe des vitesses virtuelles à un fluide, sans tenir compte des travaux des forces intérieures, il faut que les travaux des forces intérieures du fluide ou forces de liaison soient nuis pour tout déplacement virtuel compatible avec les liaisons, c’est-à-dire que les molécules voisines restent à une distance constante (fluide incompressible) et qu’il n’y ait pas de frottements intérieurs (fluidité parfaite). Nous empruntons l’exemple suivant à Lagrange {Statique, 7® Section).
Gonsidérons un fluide incompressible enfermé dans un tuyau infiniment étroit dont la forme est donnée et dont la section droite oj varie suivant une loi donnée. Pour plus de précision, on peut se représenter le tube
comme engendré par un élément plan w d’aire infiniment petite se déplaçant en restant normal à une courbe donnée S {Jig. ii6). Soient A et B les extrémités de la colonne fluide supposées maintenues par deux pistons infiniment petits, dm un élément de la colonne fluide placé en un point G où la section droite est w; désignons par F la force appliquée à l’élément dm
Fig. ii6.
et par sa projection sur la tangente à la courbe S dans le sens AB, c’est-à-dire sur la normale à w. Imprimons à la colonne fluide le seul déplacement virtuel qui soit compatible avec les liaisons, déplacement qui consiste à faire glisser la colonne tout entière d’une quantité infiniment petite. Dans ce glissement, l’élément dm placé en G parcourt sur la courbe S un arc 85 : de sorte que est la quantité du fluide qui passe par la section Sw du canal. A cause de l’incompressibilité du fluide, il faut que cette quantité soit la même partout; on peut donc poser 1085 = a, a étant
le même tout le long du tube. Le travail de F est alors F^S^ ou - E^, et
to
la somme des travaux virtuels des forces F directement appliquées est Ff
— • La condition nécessaire et suffisante de l’équilibre est donc
en supposant que la colonne soit eomprimée en tous ses points.
Par exemple, si les seules forces appliquées à la colonne fluide sont deux pressions Pq et Pi appliquées normalement sur les deux pistons A et B de sections ojo et o>i, la condition d’équilibre est
COo o>i
Remarque. — On arrive à cette même équation pour l’équilibre d’un fluide dans les conditions suivantes. Imaginons un vase de forme quelconque entièrement clos dont partent deux tubes cylindriques A et B de sections Wq et u>i. Supposons le vase rempli d’un liquide sur lequel n’agit aucune force directement appliquée et les deux tubes bouchés par deux pistons A et B sur lesquels on exerce des pressions normales Pq et Pi. Si l’on enfonce le piston A d’une quantité infiniment petite Eq, le volume intérieur diminue de Eo^o • il faut donc que le piston B s’élève d’une
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quantité Sj telle que £0 Wq = Sj Wj. La somme des travaux virtuels de Pq et Pi étant évidemment Po^o — Pi^ij on a, pour l’équilibre,
Po£o— Pi£i=o, PoWi— PiWo = O,
relation sur laquelle est fondée la presse hydraulique.
III. - CONDITIONS GÉNÉRALES D’ÉQUILIBRE DÉDUITES DU PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES.
170. Équation générale de la Statique. — Nous suivrons la méthode qui a été indiquée par Lagrange. Soit donné un système formé de n points
M2(a72, JK2, ^2), •••, 7a, Zn),
soumis à des liaisons qui s’expriment par des relations d’égalité, comme celles que nous avons étudiées dans ce qui précède.
Désignons parFv(Xv, Yv, Zv) la résultante des forces données qui agissent sur Mv ; le principe des vitesses virtuelles nous donnera l’équation
(ij ^ (Xvôa?v-1- YvÔjKv-H Zv8-5v) = O,
qui devra être vérifiée pour tous les déplacements compatibles avec les liaisons. On peut dire que c’est là \ équation générale de la Statique.
Réduction des équations d’équilibre au nombre minimum
— Dans chaque système particulier, pour obtenir le déplacement virtuel le plus général compatible avec les liaisons, il faut et il suffit qu’on fasse subir à k paramètres ^3? • • *5 ([k des variations arbitraires , 8^2, . . oq^. On dit alors que le système considéré possède k degrés de liberté.
Par exemple, pour obtenir le déplacement le plus général d’un point sur une surface (n° 159), il suffit de faire subir à deux paramètres des variations arbitraires et oq^ ; un point sur une surface est donc un système à deux degrés de liberté.
Pour obtenir le déplacement le plus général d’un solide libre, il suffit de lui imprimer trois translations arbitraires infiniment
petites parallèles aux trois axes et de le faire tourner de trois angles infiniment petits arbitraires autour des trois axes; un corps solide entièrement libre est donc un système à six degrés de liberté.
Prenons encore le système formé par une circonférence matérielle rigide, assujettie à rouler sans glisser sur un plan fixe P (cerceau) : la liaison s’exprime en écrivant que la vitesse du point matériel au contact est nulle ; donc, pour imprimer au cerceau un déplacement compatible avec la liaison, il faut et il suffit qu’on le lasse tourner d’un angle infiniment petit autour d’un axe arbitrairement clioisi passant par le point de contact avec le plan ; or, cette rotation élémentaire peut toujours se décomposer en trois, l’une autour de la normale au plan (ixe menée par le point A de contact, l’autre 8^2 autour de la tangente au cerceau en A, la troisième hq^ autour de la normale menée en A au cerceau dans le plan fixe. Le cerceau conslitue donc un système à trois degrés de liberté.
Revenons au cas général d’un système à k degrés de liberté. Comme, par hypothèse, le déplacement du système est défini par les variations arbitraires ^q^ , • • • 5 les variations ,
3^1, • • • des coordonnées des divers points du système sont déterminées dès qu’on connaît 0^2? •••? Ori
aura donc pour ces variations dos expressions de la forme
\ ô^i H- «12 09^2 + . . .Hh \ \ ùq \ H- b ^q% /r A 1
Cji 8q i -H C12 ôç'a — t- . . . — t- Cl 4- 0^/, ,
oqi -t- «v2 ^*72 -H . . . -+- «vA,- ^q/ii by\ ^qi ^v2 Sç'2 + • . • + ^vA ^q Cvi ^q I — C>^2 ^q 2 — t— • • • — 1~ CvA ^q kl
Si l’on porte ces valeurs dans l’équation générale de la Statique
S ( ôâ/'y — 1— Yy — i— Zvô-S^) = O,
elle prend la forme
( 3 ) Qi 8qi H- Q2 0^2 -H ... -h Qa ^q k — O
ôa^i
Ôyv =
àZy =
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avec ^
Qi = “t“ Yv by)i -h Cvi )•
L’équation (3) devant être satisfaite quels que soient 8^,, S^o, • . S^/f, il faut qu’on ait simultanément
(4) Qi = o, Q2=o, Q/,= o.
On a ainsi k équations nécessaires et suffisantes pour l’équilibre ; le nombre de ces équations est précisément égal au nombre des degrés de liberté du système.
Systèmes holonomes ; coordonnées d’un tel système
On dit, d’après le physicien Hertz [OEuvres complètes, t. III), qu’un système à k degrés de liberté est holonome quand il existe un système de paramètres . . . , tel que les coordonnées
.Tv, jKv5 des divers points du système s’expriment en fonction de ces paramètres sous forme finie :
= cpv (^Ti, gr2, . . qi,).
jKv= qk),
Zy = ^viqx, <72, . • - , qk)
Les paramètres q^, q<^^ ..., qj^ sont alors les coordonnées du système holonome; la connaissance de leurs valeurs numériques détermine la position du système. Pour obtenir un déplacement virtuel compatible avec les liaisons, il suffit de donner à q^^ ^2? des accroissements infiniment petits arbitraires ,
• • • 7 ^qk- On a ainsi, d’après (5),
(fi)
dxy dxy .
Sa?v = + -T — 6^2 -
dqx ^ dq^ ^
àz^l
àqx
^ , àZ\f -
àqk
^qk,
^qk-,
àqk
àZy
àqk
oqk
Ces formules sont des cas particuliers des expressions (2) : elles sont particulières parce que, dans le cas actuel, les seconds
membres des expressions de SjPv, sont des différentielles totales exactes de fonctions de , ^2? • • • j ce qui n’a pas lieu dans le cas général (2).
En portant les expressions (6) dans l’équation générale de la Statique (1), on obtient les équations d’équilibre sous la forme
(7) Ql=0, Q2=0, ..., Q/,= o
avec
La plupart des systèmes qui se présentent dans les applications sont holonomes : par exemple, un corps solide assujetti à tourner autour d’un axe fixe et à glisser le long de cet axe est un système holonome, car sa position dépend de deux coordonnées, l’angle dont il a tourné à partir d’une certaine position et la longueur dont il a glissé le long de l’axe à partir de cette position.
TJn corps solide mobile autour d’un point fixe est un système holonome, car la position du corps est déterminée par trois coordonnées qui sont, par exemple, les angles d’Euler que fait un système d’axes liés au corps avec des axes fixes.
Par contre, une circonférence assujettie à rouler sans glisser sur un plan fixe (cerceau) ne constitue pas un système holonome; cela résulte de ce qu’un cerceau est un système à trois degrés de liberté (n° 171), et cependant on ne peut pas déterminer par trois coordonnées sa position sur le plan sur lequel il roule.
173. Cas particulier où Texpression du travail virtuel est une différentielle exacte. — Les résultats généraux qui précèdent ont une forme intéressante quand l’expression du travail virtuel
Qi ^q\ + Q2 -t- . . . H- Qæ ^qki
où Qi, Qo, . . ., Q^f sont exprimés en fonction des <7, est la différentielle totale exacte d’une fonction (J de ^4, ^2> • • •> c’està-dire si l’on a
CHAPITRE VIII
PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES
les équations d’équilibre sont alors celles qu’on écrirait si l’on voulait chercher les maxima et les minima de la fonction U; nous démontrerons en Dynamique que, si, pour un système déterminé de valeurs des cette fonction U est réellement maximum, la position d’équilibre correspondante est une position d’équilibre stable (Lejeune-Dirichlet).
Le cas où il y a une fonction de forces, c’est-à-dire celui où S ( Xv -f- Y\) ôyv )
est la différentielle totale exacte d’une fonction de JK25 ^2? - --J ^n-> ym rentre dans celui que nous venons d’étudier, car, si l’on remplace les coordonnées et leurs différentielles par leurs valeurs en fonction des q et des l’expression considérée reste une différentielle totale exacte. Mais la réciproque n’est pas vraie : il peut se faire que Qi ^q^ + Q2S5'2 + -*- + soit une différentielle exacte, sans qu’il y ait une fonction des forces.
174. Application. Système pesant. — Quand le système dont on cherche les positions d’équilibre est sollicité uniquement par la pesanteur, comme force directement appliquée, il existe évidemment une fonction des forces directement appliquées. En effet, en supposant un axe Oz vertical, dirigé vers le bas, le poids d’un point mi du système est niig et le travail virtuel de ce poids la somme des travaux virtuels est donc
gi^rrii hzi= gM SÇ,
en appelant Ç l’ordonnée du centre de gravité. Les positions d’équilibre sont alors celles qui annulent ; ce sont celles qu’on trouverait en cherchant les maxima et les minima de ^ considéré comme fonction des k paramètres géométriquement indépendants q^ , ^25 • • *7 (Jk-) qui définissent la position du système.
Exemples. — 1'^ Cherchons les positions d’équilibre d’une barre homogène pesante AB i^Jig. 117) dont les extrémités glissent sans frottement sur une conique dont l’axe focal est vertical (système avec un degré de liberté). On a d’abord comme positions d’équilibre évidentes les positions horizontales si elles sont possibles. Pour trouver d’autres positions d’équilibre, considérons une directrice DD', et soient AA' et BB' les distances
des points A et B à cette directrice. La distance à la droite DD' du centre de gravité G, situé au milieu de AB, est
7^, ÂÂ~'h- BF
(jr<7 =
Fig. 117.
Or, en appelant e l’excentricité et F le foyer correspondant à DD', on sait que AA' et BB' sont égaux respectivement à - AF et - BF, d’où l’on conclut
La distance GG' est donc maximum ou minimum en même temps que AF -4- BF, et cette dernière somme est évidemment minimum quand la droite AB passe par le foyer F. Donc, si la droite peut passer par un foyer, chacune de ces positions est une position d’équilibre. Dans le cas delà figure, lorsque la droite passe par F, elle est en équilibre instable, car dans cette position le centre de gravité est plus haut que dans les positions voisines ; elle est en équilibre stable quand elle passe par l’autre foyer Fi, comme on le voit en prenant l’autre directrice DiD'^.
2° Une chaînette pesante, homogène ou non, dont les extrémités sont fixes ou assujetties à glisser sans frottement sur des courbes ou des surfaces fixes données, prend une position d’équilibre qui est, parmi toutes les positions que peut prendre la chaînette, celle qui rend la hauteur du centre de gravité maximum ou minimum. Par exemple, de toutes les courbes homogènes de longueur donnée l passant par 'deux points fixes, celle dont le centre de gravité est le plus bas est la chaînette précédemment déterminée (n°139). On en conclut que si, dans un plan, on prend un axe fixe Ox et deux points fixes A, B, de toutes les courbes de longueur l situées dans le plan et passant par les deux points, celle qui, en tournant autour de Ox, engendre l’aire minimum estime chaînette; on le A^érifie d’après le théorème de Guldin, car l’aire engendrée étant /.2ttGG' atteint son minimum en même temps que GG'. On peut laisser de côté la condition relative à la longueur et retrouver ainsi, du moins en partie, un
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résultat déjà obtenu. Parmi toutes les courbes situées dans le plan et passant par AB, celle qui engendre l’aire minimum est une certaine chaînette ; en effet, soit G cette courbe : elle est, en particulier, parmi toutes les courbes de même longueur qu’elle, celle qui engendre l’aire minimum ; c’est donc bien une chaînette ayant sa base parallèle à Oû7. Il restera à choisir, parmi toutes ces chaînettes en nombre infini, celle qui donne l’aire minimum; c’est, comme nous l’avons vu (n"148, Ex. I), celle qui a 0.t pour base.
3° Position d’ équilibre d’an solide pesant limité par une surface courbe et reposant sur un plan horizontal fixe. — Cette question est traitée en détail dans le troisième Volume (Ghap. XXXI, ^ IV).
175. Principe de Torricelli. — Nous venons de voir, comme une conséquence du principe des vitesses virtuelles, que, pour obtenir les positions d’équilibre d’un système pesant, il suffit d’égaler à zéro la variation de la hauteur du centre de gravité. Lagrange a fait la remarque importante que si, avec Torricelli, on admet comme un principe évident cette condition d’équilibre d’un système pesant, le principe des vitesses virtuelles en résulte dans toute sa généralité {Mécanique analytique, Section I et Section III, § V). Soit, en effet, un système de points Mi, M2, ..., assujettis à des liaisons données et sollicités par des forces données Fi, F2, ..., F, J {fig. 1 18). Considérons une position déterminée du système dans
Fig. 118.
laquelle les points occupent des positions m-2, ..., les forces ayant les valeurs fx, ..., /«. Sur la direction de imaginons un point fixe C>v à une distance mvOv = /’v. Si l’on déplace infiniment peu le système à partir de la position déterminée considérée, mv viendra en rn^, et le travail virtuel de /v sera — car on a évidemment ( n“ 84, Ex. III)
S/’v ~ — mym'^ cos(yv,
La somme des travaux virtuels des forces fy est donc G ^ — X/v hry.
Il s’agit de prouver que la condition nécessaire et suffisante pour que la position particulière considérée soit une position d’équilibre est ^ — O.
Pour cela, remarquons que nous pouvons remplacer l’action de la force fy par la tension d’un fil inextensible, attaché en my, passant sur une
poulie infiniment petite Ov et supportant un poids tenseur égal à Si nous faisons cette opération pour chaque force /v, nous remplaçons le système proposé par un système pesant, le système primitif ne servant plus qu’à établir des liaisons entre les poids />v Le système pesant sera en équilibre ou non dans cette même position. Or, pour que le système pesant soit en équilibre, il faut et il suffit que la variation de l’ordonnée du centre de gravité des poids py soit nulle; cette variation est donnée par
P SÇ = /?1 H- /?2 ^-22 -I- . . . + p,i
l’axe des ^ étant vertical vers le bas, P désignant le poids total et zi, ^2, •••, ^«les coordonnées des centres de gravité des poids pi^ p-2^
Il est évident que hzy est égal à — 8/\, car le fil rriyOypy a une longueur constante; on a donc
P 8Ç = — S/>v orv = — S/v = ÎB,
puisque py est égal à fy. Pour que le système primitif soit en équilibre, il faut et il suffit que = o, c’est-à-dire que S = o, pour tous les déplacements compatibles avec les liaisons, ce qui est le principe des vitesses virtuelles dans sa généralité.
Remarque. — Si l’on plaçait le système matériel avec les fils et les poids /?i, />2 • - • t Pn dans une position quelconque Mi, M2, . . . , M„ autre que la position particulière considérée, les forces données seraient Fj, F2, ..., F^i et les tensions des cordons Mi Oi, M2O2, ... seraient des forces /?i, />2î •••? Pu entièrement différentes en grandeur, direction et sens de Fi, F2, ..., F/^. Ce n’est que dans la position particulière considérée/ni, /n2, ..., mn que les forces données fy deviennent égales aux tensions, de sorte que, si cette position est une position d’équilibre du système sous l’action des forces données, elle l’est aussi sous l’action des tensions. Mais comme déjà, dans la position infiniment voisine de mi, ..., /n„, les forces Fv sont différentes des tensions, il peut arriver que cette position d’équilibre soit une position d’équilibre stable du système sous l’action des forces données Fy, instable sous l’action des poids py.
On trouvera dans les Exercices (n° 6) quelques propriétés d’une position d’équilibre d’un système analogues à celle que nous venons d’exposer en détail, notamment une propriété due à Gauss et à Môbius sur le minimum de la somme des carrés des distances.
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soumis à des liaisons qui s’expriment par des relations entre leurs coordonnées
f \ y yti -^2 J ' • • •) ^ni y ni
/2(^l,Jl,^l, ,^n.yn, Za) = 0,
fh{Xuy\,Z^, , .. .,Xn,yn,Zn) = 0.
Le nombre h de ces équations est nécessairement inférieur à celui Zn des coordonnées, sans quoi le système serait entièrement déterminé par ces liaisons. Nous poserons donc
dans le cas où l’on aurait k=i^ le système serait à liaisons complètes, car sa position ne dépendrait que d’un paramètre, de l’une des coordonnées convenablement choisie, par exemple. Un tel système est un système holonome, car on peut, à l’aide de (i), exprimer toutes les coordonnées en fonction de k d’entre elles convenablement choisies. Le système a donc k degrés de liberté.
Désignons par F,;(Xv, Yv, Zv) la résultante des forces données qui agissent sur Mv; le principe des vitesses virtuelles nous donnera l’équation
(2) ^^(Xv Vv oyv-h Zv 8^v) = O,
qui devra être vérifiée pour tout déplacement 5.rv, com-
patible avec les liaisons.
177. Multiplicateurs de Lagrange. — Entre les déplacements des points M existent h relations qui s’obtiennent par la différentiation des équations (i), savoir
dxi dfx dzi
dxx àyx
àJx
dzi
âzx
àfx .
ÔZn
àZn
^Za = O,
^ S/l -h ^ 4- . . . Izn — O,
dxx àyx dzx àzn
ces h relations entre les 3^ variations des coordonnées montrent que k de ces variations peuvent être choisies arbitrairement; nous appellerons ces vaiiations les variations arbitraires, et les autres, qui sont déterminées par les équations (3), les variations dépendantes.
Pour trouver les conditions d’équilibre, nous emploierons la méthode des multiplicateurs de La<rraiige : multiplions les h équations (3) respectivement par des indéterminées , Xo, "bh et ajoulons-les à l’équation (2) ; déterminons ensuite ces multiplicateurs de façon à annuler, dans la somme, les coefficients des h variations dépendantes; il faudra alors que les coefficients des k variations arbitraires soient nuis aussi; en définitive, il faudra pouvoir déterminer les \ de façon à annuler tous les coefficients, et l’on aura les 3/^ équations simultanées
^ àfh _ ^
\ âz^ÿ OZy
àA
(v = I, 2, 3, . . ., Al);
ces équations, jointes aux h équations de liaison (i), donneront un total de Zn-\-h équations qui détermineront les Zn coordonnées et les h inconnues auxiliaires
Telles sont les équations générales de l’équilibre.
Les \ une fois connus détermineront les forces de liaison; on voit, en effet, que les équations de l’équilibre ne changeraient pas si l’on supprimait la liaison — o et si l’on ajoutait aux forces données agissant sur le point Mv une force ajant pour projections
cette force est donc l’effet de la liaison sur
oxy^ dy-y^ dZy,
le point Mv : c’est ce que nous avons appelé la force de liaison. Nous avons immédiatement sa grandeur; sa direction P--» p-
uX\^ vZ\)
est normale à la surface obtenue, en supposant que, dans l’équation = O, on donne à toutes les coordonnées, sauf Xy^, jKv? les valeurs numériques qui correspondent à la position d’équilibre, étant les coordonnées courantes.
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Exemple. — Appliquons les considérations qui précèdent à l’équilibre d’un polygone funiculaire de n côtés dont les extrémités sont attachées en deux points donnés; les équations de liaison sont ici au nombre de /^, savoir
V^(^v — ^v+l (jKv — JKv+1 (-Sv — O
(v r=: O, 1,2, . . ., /I — Ij,
les coordonnées jKo, •••, 3c,i,yn, étant données. Les équations générales d’équilibre seront
a^v-1 , . Xy— Xy^x
Av -I- Av—] J h Av -j — O,
fcv— 1
Xv-l
7v — .rvly — \
.7v— .rv+1
Zv
-4-Xv-i
Zy -Zy-\-l
ce sont bien celles qu’on écrirait par les méthodes élémentaires en exprimant que la force Fv fait équilibre aux tensions des deux fils qui aboutissent au point Mv. Les coefficients des X, dans ces équations, étant les cosinus directeurs des côtés du polygone funiculaire, ces X sont les valeurs absolues des tensions, celles-ci étant d’ailleurs dirigées suivant ces côtés ; on voit bien qu’elles sont normales aux surfaces
v/a7v — ^v±i)2+ (jKv — (^v — = Iv OU /v-i,
où 2?v, jKvj sont seules variables, puisque ce sont là deux sphères ayant pour centres Mv+i et Mv-i.
178. Cas d’un système non holonome. — La même méthode s’appliquerait à un système de points tels que les déplacements virtuels compatibles avec les liaisons soient définis |)ar h relations de la forme
Ail + Lii oyi-h Cil 8.S1 -f-. . . -+- Ai,i ox,i -t- Bi„ Gi/^ dz„ = o,
A21 OX 1 -h B21 oy^i -h G21 OZi-j- . . .H- A2/1 B2/i OjKre + ^2^ ÔZfi = O,
A/ii dxi -h B/ii ÔJKi -f- G^i OZi-h. . .-4- A/ifi,ÙXn-+- — O,
OÙ les coefficients A, B, G sont des fonctions des coordonnées et où les premiers membres ne sont pas des différentielles totales exactes comme dans le numéro précédent. On voit encore que
des variations ô:Tv, ^yy, B.Sv sont arbitraires; puis, en faisant jouer
STATIQUE
à ces relations (5) le même rôle qu’aux relations (3) dans le
numéro
précédent, on obtient les
équations d’éq
forme
i Xv"4- Xj X2 A2v-f-
. . . 4- X/i = Oj
I Yv -\- Xj Bjv -+- X2 B2V 4-
. . . 4- X/iB/iv = 0,
\ Zv -h Xj Giv 4- X2 G2V 4-
où
179. Application du principe des vitesses virtuelles à l’équilibre des fils. — Soient ds un élément du fi], X \ds^ Z ds les projections de la résultante des fotces extérieures appliquées à cet élément : pour un déplacement virtuel imprimé à l’élément, le travail de cette
force est
(X -^’Lhz^ds-,
Sa?, SjK, devront être considérés comme des fonctions de l’arc s, car chaque élément du fil subit un déplacement variant avec la position de l’élément sur le fil. Pour l’équilibre, il faut et il suffit que la somme des travaux virtuels
S = r (XSx-hYôy-hZSz)ds
soit nulle pour tous les déplacements compatibles avec les liaisons. Supposons, pour fixer les idées, le fil attaché aux deux bouts; alors Sa?, Sjk, oz s’annulent aux deux limites de l’intégrale; de plus, le fil étant inextensible, on a
(dyy
/dz\
\dl)
d’où, en écrivant que la variation du premier membre est nulle et remarquant que la variation d’une dérivée telle que ^ est égale à la dérivée de
la variation
ds
dx d Sa?
ds ds
dy d S_r ds ds
dz d hz ds ds
Cette condition montre qu’on peut prendre pour Sa? et S^ des fonctions arbitraires de s s’annulant aux limites o et /; S^ est alors déterminé parla relation (2), qui donne
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c’est-à-dire, en intégrant et remarquant que ùz s’annule avec 5,
dx d ^x dz ds
^ d oy\ dz ds }
ds.
Mais il faut encore que cette valeur de 0^ s’annule à l’autre extrémité s — l] Sa; et doivent donc remplir la condition
JÇ^ / dx d^x . \dz ds
d Sjk\ dz ds J
ds = O.
Il faut alors exprimer que S est nul pour toutes les fonctions Sa?, Sjk, S2 s’annulant aux limites et vérifiant les conditions (2) et (3). Désignons alors par X une fonction pour le moment quelconque de l’arc s et par k une constante; nous aurons
=jf {X^x-\-\Zy-^Zhz)ds^'k(^^dZx-^^d^y^ ~ dlz
ds
ds
En intégrant les derniers termes par parties et faisant T : on peut écrire, comme la partie intégrée est nulle aux limites,
Sa;
Pour qu’il y ait équilibre, il faut et il suffit que cette expression © soit nulle, quelles que soient les fonctions Sa;, ^y et X de s. Disposons de X de façon à annuler le coefficient de S^ : l’expression restante devra être nulle quelles que soient les fonctions Sa?, Sj^ dans l’intervalle o,l] pour cela il faut évidemment que les coefficients de Sa? et Sjk soient nuis aussi, (de raisonnement est analogue à celui qui a été fait n" 177.) On a donc les conditions d’équilibre
xds + d(r^£)=o, Yds^d(r±)=o, zds^d(r^)=o,
<jui sont identiques à celles qu’on a établies directement.
Cas particuliers. — Supposons que X, Y,Z soient les dérivées partielles par rapport à a?, j, z d’une fonction de x, y, ^ et 5, U (a?, je, s),
^ àV ^ àU 7 dU A. - I. 18
On a alors
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— f (X o.r ~h Y oy Z oz) ds = ù f \]{x,y^ z, s) ds\ dn J c\
la position d’équilibre s’obtient donc en cherchant les fonctions x, y^ z de rendant maximum ou minimum l’intégrale
\] (x^y, Z, s) ds,
sous la condition (i). Par exemple, pour un fil hétérogène pesant, le poids de l’élément ds est de la forme g'o(s)ds] alors, l’axe des ^ étant vertical vers le haut, on a '
U =— s^zo(s),
et la position d’équilibre rend maximum ou minimum l’intégrale
c’est-à-dire la hauteur du centre de gravité.
On a, en général, pour déterminer la tension, l’équation
dT -4- X dx H- Y dy -f- Z = o,
qui devient, dans l’hypothèse actuelle.
_ dU , dU , dT H — — dx -i — — dy dx dy
or, quand s croît de ds^ on a
— - dz — O]
d\j = — — dx 4- — — dy dx dy
d’où
dT 4- dü
ds
dU ^ dU ^
~ dz-\ — ds^
dz ds
ds = O.
Lorsque U est indépendant de s, on trouve donc
comme nous l’avons vu précédemment n° 137. Dans ce cas particulier, U indépendant des, la théorie que nous venons de développer permet de retrouver les résultats obtenus directement dans le paragraphe IJl du Chapitre VII; ces résultats se trouvent ainsi rattachés au principe des vitesses virtuelles.
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V. - THÉORÈMES GÉNÉRAUX DÉDUITS DU PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES
180. Les liaisons permettent une translation d’ensemble du système parallèle à un axe. — Supposons que les liaisons permettenl une translation d’ensemble de tout Je système parallèlement à un axe que nous prendrons pour axe 0.r. Dans l’équation générale de la Statique apfiliquée au système
( X.V -t- Syv Û-S7 ) — O J
on pourra, en considérant ce déplacement particulier, supposer
ôjKv = O, o^v = O, ùXi = 0X2 — .. . . = oXfi ;
ce qui donne, en mettant en l’acleur cette valeur commune des S.Tv,
Pour l’équilibre du système, il faut donc alors que la somme des projections, sur l’axe considéré 0.^r, des forces directement applicjuées soit nulle.
181. Les liaisons permettent une rotation d’ensemble du système autour d’un axe. — Supposons que les liaisons permettent une rotation d’ensemble de tout le système autour d’un axe Cjue nous prendrons pour axe 0^. On a, en appelant /\ et 9v les coordonnées polaires de la projection du point .Xy, Zy sur le plan xOy^
Xy= l'y yv=Cvsin6v;
pour imprimer au système le déplacement considéré, il faut laisser t'y et Zy constants et faire varier tous les angles polaires Qv d’une même quantité ô9 ; on a ainsi, pour o^Tv, ^y^, ^Zy, les valeurs
oxy = — Cvsin6vô6= — JKv 0^5 = ô-Zv = o.
La somme des travaux virtuels des forces directement appliquées est, pour ce déplacement particulier,
( Xv OXy + Yy oy V -h Zv OZy ) = 06 ( Xy Y.; y y Xv ) ;
elle est donc égale au jiroduit de BB par la somme N des moments des forces dii-ectement appliquées par rapport à Taxe considéré. Pour l’équilibre, il faut que cette somme N soit nulle.
On voit que la notion du moment par rapport à un axe s’introduit ainsi de la manière la plus naturelle.
182. Les liaisons permettent un déplacement hélicoïdal de tout le système. — Prenons pour axe Oz l’axe du mouvement hélicoïdal : soient 89 l’angle infiniment petit dont le système tourne autour de O^, et 8^ la quantité dont il glisse le long de ; posons 85= J^^9; y sera ce que nous avons appelé la flèche du mouvement hélicoïdal ou du mouvement de torsion. Le déplacement infiniment petit de chaque point du système étant la somme géométrique du déplacement dû à la rotation et du déplacement dû au glissement, la somme des travaux virtuels des forces directement appliquées est la somme des travaux qui seraient dus aux deux déplacements envisagés séparément; on a donc, pour cette somme,
^ 862(^vYv— 7vXv) = 86(Nh-/Z),
N désignant la somme des moments par rapport à l’axe Oz et Z la somme des projections sut O^. Pour l’équilibre, il faut donc
Remarque. — On retrouve, dans l’expression de le moment relatif de deux systèmes de vecteurs, l’un formé par les forces directement a|)pliquées, l’autre ayant pour axe central l’axe du mouvement hélicoïdal, pour résultante générale 89 et pour moment minimum 8s — y89 (n° 28).
183. Application aux conditions d’équilibre d’un solide. — Dans le Tableau qui suit, nous appelons X, Y, Z, L, M, N les projections sur les axes de la résultante générale et du moment résultant des forces directement appliquées à un corps solide par rapport à l’origine O.
Nous indiquons de plus le nombre des degrés de liberté d’un corps solide assujetti aux diverses liaisons considérées. Pour un corps solide libre, ce nombre est six ; car la position d’un solide
DEPLACEMENTS POSSIBLES
CONDITIONS d’équilibre en nombre égal aux degrés de liberté.
liaisons.
parallèles à
autour de
Aucune
Ox, Oy, Oz
Ox, Oy, Oz
Un point fixe 0.
Ox, Oy, Oz
Un axe fixe 0.3.
Oz
Le corps tourne autour de O3 et glisse le long de cet axe. . . .
Oz
Oz
Il repose sur le plan xOy :
1° Par un point
Ox, Oy
Ox, Oy, Oz
2“ Par plusieurs points sur Qx.
Ox, Oy
Ox, 0 Z
3° Par des points non en ligne droite
Ox, Oy
Oz
VI. - LIAISONS UNILATÉRALES
184. Liaisons définies par des égalités ; déplacements compatibles caractérisés par des inégalités. — Il peut arriver qu’un système soit assujetti à des liaisons définies par des égalités, mais que les déplacements virtuels compatibles avec ces liaisons soient définis par des inégalités. On dit alors que le système est assujetti à des liaisons unilatérales.
Imaginons, par exemple, un point matériel posé sur une table horizon-
taie qu’il peut quitter vers le haut : si l’on prend un axe Oz vertical ascendant, on a, en supposant la liaison réalisée, ^ = 0; mais les déplacements compatibles avec la liaison sont tels que
Bz^o.
Soient encore deux points M (a?, y, z) et Mi (xi, jKi, ^1) liés l’un a l’autre par un fil inextensible et sans masse, de longueur l : la distance r des deux points est au plus égale à mais elle peut être moindre, car le fil n’empêcbe pas les points de se rapprocher. La liaison étant supposée réalisée, c’est-à-dire le fil étant tendu, on a
et les déplacements compatibles avec la liaison égal à / ou le font diminuer :
Gomme on a
hr 1 0.
sont ceux qui laissent r
ces déplacements sont définis par
{x — x^){^x — ^Xx)^iy—yx){oy—hyY) -f- — °^i) iÇ-
D’une façon générale, on peut imaginer un système de n points jKvi Zs) assujettis à des liaisons telles que, les liaisons étant toutes réalisées, les déplacements virtuels compatibles avec ces liaisons soient définis par certaines égalités et certaines inégalités :
IA 1 ] 8x1 -T— B 1 1 oy 1 —h G J 1 oz I . . .
A21 8x 1 -J- B21 8yi — t— G21 S/Si . . .
(1) '' 4- OXfi-r- B2,2 Sjy,,4- G2/i OZti =■ O,
I 8xf 4- B^i §7^1 4~ G^i ozj 4— ...
' 4- A^,2 ox,i 4- B^,2 oy^ 4- G^,2 ôzn = O,
8^1 4- B^^_u 8jKi 4- G^-i-1^1 8^1 4- . . .
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posons que les premiers membres des relations d’inégalité sont tous nég;atifs ou nuis, ce qu’on peut toujours obtenir en changeant, s’il est nécessaire, les signes des deux membres.
Nous nous proposons de trouver, pour un système de ce genre, les positions d’équilibre dans lesquelles toutes les liaisons sont réalisées.
Il est utile de classer en deux catégories les déplacements compatibles avec ces liaisons : i® les déplacements d’égalité ; 2° les déplacements d’inégalité. Nous appellerons déplacement d’égalité un déplacement pour lequel tous les premiers membres des relations (2) sont nuis comme ceux des relations (i) :
-^^-1-1,1 Sa? 1 -H ... -H 8-Zn = O,
il est évident qu’à un déplacement d’égalité correspond toujours un déplacement d’égalité égal et opposé : car si les premiers membres des relations (i) et (2) sont nuis pour un système de valeurs de Sa?v, SjKv? ils le sont encore quand on change tous les Sa?v, SjKv, S.Sv de signes.
Nous appellerons, au contraire, déplacement d’inégalité un déplacement pour lequel un au moins des premiers membres des relations (2) n’est pas nul; par exemple,
Dans ce cas le déplacement égal et opposé est incompatible avec les liaisons, car, si l’on changeait de signes, l’inégalité ne serait
plus vérifiée.
Le théorème du travail virtuel, pour des liaisons de ce genre, est alors le suivant :
Pour qu’il y ait équilibre dans une position où toutes les liaisons sont réalisées, il faut et il suffit que, pour tous les déplacements virtuels compatibles avec les liaisons, la somme des travaux des forces données soit nulle ou négative, nulle pour les déplacements d’ égalité , nulle ou négative pour les déplacements d’inégalité :
Sd^o.
La condition est nécessaire. — Pour démontrer que la condition est nécessaire, il suffit de vérifier que, dans le cas des liaisons unilatérales, pour tout déplacement compatible avec les liaisons, la somme des travaux virtuels des forces de liaison est nulle ou positive : nulle pour les déplacements d’égalité, nulle ou positive pour les autres.
En effet, prenons, par exemple, un point posé sur une surface qu’il peut quitter d’un certain côté. La réaction normale de la suface est évidemment dirigée du côté où le point peut quitter la surface; donc, si l’on imprime au point un déplacement qui lui fait quitter la surface (déplacement d’inégalité), le travail de la réaction est positif : il serait nul seule-
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ment dans le cas où la réaction serait nulle aussi. Si l’on imprime au point un déplacement sur la surface (déplacement d’égalité), le travail de la réaction est nul.
Prenons de même deux points liés par un fil inextensible et sans masse : le fil étant tendu, les forces de liaison sont les tensions T aux deux extrémités, tensions qui tendent à rapprocher les points. Si l’on déplace les deux points de façon que la distance ne change pas (déplacement d’égalité), la somme des travaux des tensions est nulle (n° 88); mais, si on les déplace de façon à les rapprocher (déplacement d’inégalité), la somme des travaux des tensions est évidemment positive; elle serait nulle dans le cas particulier où les tensions seraient elles-mêmes nulles.
En résumé, pour tous les déplacements compatibles avec les liaisons unilatérales, on a
frL désignant, comme plus haut, la somme des travaux des forces de liaison et le signe = devant être pris pour les déplacements d’égalité.
Ceci posé, supposons le système en équilibre ; chaque point est alors, comme nous l’avons expliqué en détail au n" 165, en équilibre sous l’action de toutes les forces, tant données que de liaison, qui lui sont appliquées, et l’on a, en donnant au système un déplacement virtuel quelconque,
Sd-+- = O,
Sd désignant la somme des travaux des forces données. Mais, si le déplacement est compatible avec les liaisons, on a, comme nous venons de le voir,
donc on a
îBd^o ;
la condition énoncée est donc nécessaire, le signe = correspondant aux déplacements d’égalité.
La condition est suffisante. — Pour le démontrer, nous montrerons, comme au n" 165, que, s’il n’y a pas équilibre, il existe au moins un déplacement compatible avec les liaisons dans lequel la somme des travaux des forces données ©d est positive et non nulle. En effet, s’il n’y a pas équilibre, le système se met en mouvement et prend un déplacement compatible avec les liaisons : dans ce déplacement réel, chaque point suit la résultante de toutes les forces qui lui sont appliquées, tant données que de liaison; le travail de cette résultante ou somme des travaux des composantes est donc positif et l’on a
(3) SD-l-ëL>o.
Mais, dans le déplacement réel, la somme Su des travaux des forces de liaison est nulle. Gela est évident si le déplacement réel est un déplacement d’égalité, car on peut appliquer alors tout ce que nous avons dit pour le travail des forces de liaison dans le cas de liaisons exprimées par
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des égalités. Mais ce fait est encore vrai quand le déplacement réel est un déplacement à^inégalité : cela tient à ce que, si le déplacement réel est un déplacement d’inégalité pour une certaine liaison, la force de liaison correspondante est nulle; son ti avail est donc nul.
Par exemple, prenons un point posé sur une surface qu’il peut quitter d'un certain côté : la force de liaison est la réaction normale. Si le point se met en mouvement sous l’action des forces qui lui sont appliquées, deux cas peuvent se présenter : ou bien le point glisse sur la surface (déplacement d’égalité), et alors le travail de la réaction est nul; ou bien il quitte la surface (déplacement d’inégalité), mais alors la réaction est nulle, car la surface ne retient pas le point par hypothèse; le travail de la réaction est donc encore nul. De même, prenons deux points liés par un fil : si les deux points sous l’action des forces qui les sollicitent se mettent en mouvement, deux cas peuvent se présenter : ou bien le fil reste tendu (égalité), et la somme des travaux des tensions est nulle (n” 88); ou bien les points se rapprochent (inégalité); mais alors le fil n’est plus tendu; les tensions s’annulent et leur travail est encore nul.
En résumé, dans le déplacement réel, la somme des travaux des forces de liaison est nulle,
on a donc, d’après (3), pour le déplacement réel,
ce qu’il fallait démontrer.
Remarque. — Ainsi la condition énoncée est nécessaire et suffisante. On pourrait se contenter de dire : Il faut et il suffit, pour V équilibre, que, pour tous les déplacements compatibles avec les liaisons, on ait
(4) Sü^.o.
11 en résulterait forcément que, /es déplacements d’égalité, on doit avoir
Gd = O.
En effet, si pour un déplacement d’égalité on avait Gd<o, comme le déplacement opposé est aussi compatible avec les liaisons, on aurait, pour ce nouveau déplacement Gi,> o et, par suite, la condition (4) ne serait pàs remplie pour tous les déplacements compatibles avec les liaisons.
185. Mise en équations. — Soient des points assujettis à des liaisons exprimées par des égalités et des inégalités telles que (i) et (2); en appelant Xv, Yv, Zv les projections de la résultante des forces données appliquées au point (a?v, j’y, ^v), pour exprimer qu’il y a équilibre, il faut écrire qu’on a
(5) S (Xv -T- Yv + Zy 3<Sv) = O pour tous les déplacements vérifiant les relations (1) et (2).
On commencera par écrire que la somme (5) est nulle pour tous les déplacements d’égalité, c’est-à-dire pour les déplacements obtenus en égalant à zéro les premiers membres des relations (i) et (2). On trouvera ainsi un certain nombre de positions d’équilibre par les méthodes des n°® 171 et 177.
11 restera ensuite à choisir, parmi les positions trouvées, celles qui sont telles que, poui' tous les déplacements d’inégalité, la somme des travaux des forces données soit nulle ou négative. On aura ainsi toutes les positions d’équilibre dans lesquelles toutes les liaisons sont réalisées.
Supposons, par exemple, qu’on emploie les multiplicateurs de Lagrange. En écrivant que, pour tous les déplacements d’égalité, la somme des travaux des forces appliquées est nulle, on a, comme au n” 178, les équations nécessaires d’équilibre sous la forme
1 X^ -f- XjAiv“t~*
■ • H- X/i A/iv = 0.
1 Yv Xj Biv -+- .
f Zv — t— Xj Cjv “4— .
. . -h X/j C/iv ~ 0
où V = 1 , 2, . . . , n.
Prenons maintenant une position d’équilibre définie par ces équations : pour qu’elle convienne, il faut et il suffit que les multiplicateurs
'l^h correspondant aux relations (2) soient négatifs. En effet, imprimons au système un déplacement d’inégalité vérifiant
les relations (i) et (2); en calculant la somme S(XvSa7v-h Yv3jv-+- Zvô^v) à l’aide des équations (6), on voit que les coefficients de Xi, X2, . . . , X^ sont nuis en vertu des relations (i), et il reste
I = — X^_)_i ( SjKi -4- C^+1,1 ÔZ]
(7) ' XjO-+2 (-Y^4-2,1 Û.2'i )
Cette somme (7) doit être négative pour tous les déplacements vérifiant les inégalités (2), c’est-à-dire rendant les coefficients de — X^+i, — X^4-2, • • •, — X// négatifs ou nuis; or, pour cela, il faut et il suffit évidemment que X^+i, X^.^.2, .. ., X/i soient négatifs ou nuis.
186. Exemple. — Cherchons les positions d’équilibre d’un point pesant m attaché à un point fixe O, par un fil inextensible et sans masse de longueur /, et posé sur la surface extérieure d’un cylindre de révolution horizontal fixe.
Prenons comme origine le point O, comme axe Oz la verticale descendante {fig. 1 19), comme plan des zx le plan de section droite du cylindre : l’axe des y est alors horizontal.
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La trace du cylindre fixe sur le plan des xz est un cercle de rayon K que nous supposerons situé tout entier dans l’angle xOz. Nous appellerons <2 et c les coordonnées du centre G de ce cercle; nous désignerons
Fig. 119.
par B le point le plus haut du cercle et nous supposerons la longueur l du fil comprise entre OB et la longueur de la tangente menée de O au cercle : de cette façon, le fil étant tendu, le point m peut reposer sur la surface extérieure du cylindre.
Les deux liaisons étant supposées réalisées, on a
Les déplacements virtuels compatibles avec la première liaison sont ceux qui laissent invariable ou font diminuer la distance Om, et ceux qui sont compatibles avec la deuxième sont ceux qui laissent invariable ou font augmenter la distance du point mà l’axe du cylindre :
ou, en développant et changeant les signes pour la deuxième inégalité,
j X ox oy -h Z ( — (x — a) Bx — (z — c)Bz^o.
La seule force donnée étant le poids mg, il faut et il suffît pour l’équilibre que, les conditions (8) étant réalisées, on ait
(10) mgBz^o
pour tous les déplacements (9).
Pour simplifier le calcul, nous emploierons une méthode qui peut évidemment être étendue au cas général. Prenons comme variables auxiliaires
les premiers membres des relations d’inégalité (9), en posant
X Zx -f-jK H- .s 3-z = SX,
— {x — a) 8x — (z — c) Bz = 8p,
8X et 8p étant deux quantités infiniment petites arbitraires. En résolvant ces deux équations par rapport à dx et Bz, nous avons
/ _ (c — .s) oX — Z ôjj. — (c — z)j
) ex — az
1 ^ (g— a;) SX — a7 8p - (g — a?)jKSj
l az — ex
Pour obtenir le déplacement le plus général compatible avec les liaisons, on pourra prendre 8jk, SX et ôp arbitrairement sous les conditions
(i3) 8X^0, SpSo,
qui sont les conditions (9) écrites avec les nouvelles variables. Pour qu’il y ait équilibre, il faut, d’après (10), que mgBz ou 8s soit négatif ou nul pour tous ces déplacements.
Prenons d’abord les déplaeements d’égalité oX = o, 8p = o; pour qu’il y ait équilibre, il faut que mgBz^ c’est-à-dire Bz, soit nul pour tous ces déplacements. Or, si SX et 8p sont nuis, l’expression (19) de 8s devient
— (a — x)y ojK.
az — ex ’
pour qu’elle soit nulle quel que soit Bjr, il faut et il suffit que
Cette condition nécessaire de l’équilibre se décompose en deux, suivant que le facteur^ ou le facteur (a — x) est nul. Examinons successivement ces deux cas.
Premier eas : y = o. — En faisant y — o dans les équations de liaison (8), on a deux 'dations,
{x — aY-\-{z — cj2=
qui donnent deux positions d’équilibre, les points A et A' intersections du cercle de base du cylindre avec le cercle situé dans le plan des xz et décrit de O comme centre avec l comme rayon. Appelons x^ y. z les coordonnées d’une de ces deux positions : pour voir si elle convient, donnons au point m, à partir de cette position, des déplacements d’inégalité, c’està-dire tels que
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il faut que, pour tous ces déplacements, le travail de la force donnée mg oz soit négatif ou nul. Or, étant nul, l’expression (12) de devient
^ (a — û7) SX — a; ou
az — ex
et cette expression doit être négative ou nulle quand SX et 8p. sont négatifs ou nuis.
Or, pour la position A, az — ex est négatif, a — x est négatif et x positif ; donc 02 est négatif pour les déplacements d’inégalité et la position A convient.
Pour la position A', az — ca?, a — x et x sont positifs; Sz n’est pas négatif pour toutes les valeurs négatives ou nulles de SX et Sjjt. : par exemple, en faisant SX = o et SX < o, on trouve S.s positif; la position A' ne convient pas. Ce fait est évident, car le point m étant posé sur la surface du cylindre en A' tombera évidemment.
Deuxième cas. — Supposons maintenant x — a \ la deuxième des équations de liaison (8) donne alors
ce qui montre que les positions cherchées sont sur la génératrice la plus haute Z = c — R ou la plus basse z = c -t- R du cylindre. D’après la première équation (8), elles sont à l’intersection de ces génératrices et de la sphère décrite de O comme centre avec l comme rayon. Cette sphère coupe la génératrice supérieure B(.s = c — R) en deux points symétriques par rapport au plan des zx, E et E'; elle ne coupe pas la génératrice inférieure (.s = c -h R). Voyons si l’une de ces positions E ou E' convient. Les coordonnées d’une de ces positions sont
(i4) X = a., JK^o, z = c — R.
J1 faut, pour que cette position convienne, qu’on ait
mg Sz^o
pour tous les déplacements d’inégalité.
Or, la valeur (12) de Sz est actuellement, d’après les coordonnées (i4) de la position considérée,
az — ex R
Tous les déplacements d’inégalité
donnent pour 8.5 une valeur négative ou nulle; les deux positions E et E' conviennent donc.
On pourra, comme exercice, employer pour ce problème la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Les positions d’équilibre seront données par les relations
O H-Xia? — — a) = O,
O -h XijK = O,
mg — X^{z — c) =o
avec Xj et X, négatifs ou nuis.
Remarque. — Nous avons trouvé ainsi, conformément à la méthode générale, les positions d’équilibre pour lesquelles les deux liaisons sont réalisées, c’est-à-dire les deux équations de liaison (8) satisfaites.
187. Liaisons exprimées par des inégalités de forme finie. — Dans les numéros précédents nous avons supposé les liaisons exprimées par des égalités; mais nous avons supposé les liaisons réalisées de telle façon que les déplacements compatibles avec les liaisons soient exprimés par des inégalités. Nous avons montré comment on peut trouver les positions d’équilibre dans lesquelles toutes les liaisons sont réalisées.
On pourrait poser un problème plus général, de la façon suivante ;
Imaginons des points assujettis à des liaisons dont les unes s’expriment par g relations d’égalité en termes finis
i fl
^Tiiyri') ^n) — D,
et les autres
par h — g relations d’inégalité
en termes finis
/ (^1, JKi, ^1, ^2, JKa, -^2, ••
IIA
1 /^+2(^i,.ri5 ^1, • •
\ fh -51, ..
■,Xn,yn, Zn)%0.
Le problème de trouver toutes les positions d’équilibre du système, sous l’action de forces données, se décompose alors en plusieurs autres de la nature de ceux que nous venons de traiter.
Nous dirons, pour abréger, que la liaison fg+\ est réalisée quand le système est dans une position où la fonction
jyi, ^1, . . . , j
est nulle; la liaison fg-^\ n’est pas réalisée quand le système est dans une position où cette fonction vérifie \ inégalité de liaison (i6)
fg+\ < O.
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De même pour les autres liaisons
•••! fh-
Les diverses positions d’équilibre du système se classent alors comme il suit :
1" Il pourra d’abord exister des positions d’équilibre dans lesquelles toutes les liaisons 4-2, . . . , /'a sont réalisées, les déplacements compatibles avec les liaisons laissant les fonctions ‘ fg nulles et les
fonctions fg^^^ ■ > fh nulles ou négatives. Dans ces conditions, un
déplacement compatible avec les liaisons vérifie les g égalités
ô/i = 0, 0/2=0, ^fg=^
et les h — g inégalités
ô/^+i ^ O, 0/^+2 ^ O, . . . , of,i<o.
Les positions d’équilibre de cette nature sont précisément celles que fournit la méthode du n° 184.
2° Il pourra ensuite exister des positions d’équilibre dans lesquelles une des liaisons (16) n’est pas léalisée, les autres l’étant. Par exemple, on pourra chercher des positions dans lesquelles
fg+\ <C O,
avec
( * 7 ) fg+^ — • • • 7 fh = O-
On aura encore un problème comme celui du n" 184, dans lequel les liaisons réalisées sont les' liaisons (i5) et les liaisons (17), les déplacements compatibles vérifiant les égalités
et les inégalités
eo*
ofg^Z^ 0, . . . ,
Mais, parmi les positions d’équilibre de ce seulement celles qui vérifient la condition
système, il faudra prendre
fg+\ < O-
3*^ Il pourra de même exister des positions 2, 3 ou, en général,/» des liaisons (16) ne sont
d’équilibre dans lesquelles pas réalisées, par exemple,
Jg+% <0, • • • ,
les autres étant réalisées.
(^9) fg-\-p+\ — ^)
fg-vp-v^ ~ 0,
Les déplacements virtuels compatibles avec les liaisons vérifient les égalités (i5) et les inégalités
(20) 8y^+p_(_2^o, ..., sy/i^o.
On trouvera ces positions par la méthode du n° 184, sans se préoccuper d’abord des conditions (18). Parmi les positions trouvées, il ne faudra conserver que celles qui vérifient les inégalités (18).
4° Enfin, il pourra exister des positions d’équilibre dans lesquelles aucune des liaisons y^+i, y^+2, f h n’est réalisée. On les trouvera en cherchant les positions d’équilibre du système assujetti aux seules liaisons (i5). Mais il ne faudra conserver, parmi les positions trouvées, que celles qui vérifient les inégalités
y^-M O, y^+2 <C • • • > fh O*
Exemple. — Ainsi, dans l’exemple du numéro précédent, nous avons trouvé les positions d’équilibre du point m, en supposant le fil tendu et le point m sur la surface extérieure du cylindre, c’est-à-dire en supposant réalisées les deux liaisons
{x — — cY — R2 = o.
On pourrait chercher plus généralement les positions pour lesquelles
{x — aY^{z — c)2— R2>o.
Alors, on aurait d’abord à prendre les deux signes =, ce qui donne les positions déjà trouvées.
Puis on aurait à chercher les positions dans lesquelles
{x — aY~^{z — c)2— R2= O,
c’est-à-dire dans lesquelles le fil n’est pas tendu, mais le point sur le cylindre; on trouverait, comme positions possibles, tous les points de la génératrice B situés entre les positions trouvées plus haut E et E'.
On aurait de même à chercher les positions dans lesquelles
{x — a)2-f- (ij — c)2— R2^o;
le fil est alors tendu, mais le point hors du cylindre. On trouverait évidemment la position d’équilibre du fil à plomb.
Enfin, il resterait à chercher les positions pour lesquelles
x’^ z^ — Oj (a? — a )2 H- (.s — c )2 — R2 > O ;
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le fil n’est pas tendu et le point est hors du cylindre; il n’existe pas de telles positions.
EXERCICES
1. Vérifier que, si deux points M{x^ et M' {x'^ y', z' ) d’un système sont
reliés par un fil inextensible et sans masse passant sur une courbe C, la somme des travaux des forces de liaison (tensions du fil aux points M et M') est nulle pour un déplacement compatible avec les liaisons.
Réponse. — Appelant A (a, 6, c) le point où le fil s’appuie sur la courbe, et T la valeur de la tension, qui est la même tout le long du fil, on a, après réduction, pour la somme des travaux des tensions agissant sur les points M et M',
a — X AM '
ÙCL H—
AM
c’est-à-dire zéro, car, l’élément ds du fil sans masse qui se trouve en A étant en équilibre sous l’action des deux tensions aux exti’érnités de cet élément et de la réaction normale de la courbe, cette réaction est bissectrice de l’angle MAM'.
2. Vérifier le même fait si les deux points M et M' sont reliés par un fil sans masse glissant sans frottement sur une surface fixe S.
[Le fil se dispose suivant une partie rectiligne MA, puis sur la surface S suivant une ligne géodésique AA' et enfin suivant une partie rectiligne A'M'; la tension du fil atout le long du fil une même valeur T : ces propriétés tiennent à ce que, le fil étant sans masse, les forces qui lui sont appliquées se font équilibre. Appelant {a, b, c) et {a', b', c' ) les coordonnées des points A et A', on a
MA-i- arc AA' -h A' M' = const.
Si l’on imprime au système un déplacement virtuel compatible avec les liaisons, on amène l’arc AA' en AjAj, et, en essayautde vérifier que la somme des travaux des tensions en M et M' est nulle, on arrive à la relation géométrique
6 arcAA'-i- AAj cosA, AA'-i- A' A'j cosA[ A' A — o,
exprimant une propriété des lignes géodésiques d’une surface. (Exercice à la fin du Chapitre précédent, dans le cas cp = i.)]
.3. Un disque, limité par une courbe C, se meut dans un plan : un fil sans masse attaché en un point M du contour C du disque est enroulé sur le disque, puis tendu jusqu’en un point M' du système où il est attaché. Vérifier que, pour un déplacement compatible avec cette liaison, la somme des travaux des forces de liaison est nulle.
(Il suffit de remarquer que la liaison rentre dans une des liaisons examinées dans le texte, car le point M' est assujetti à glisser sans frottement sur une des développantes de la courbe C; on peut aussi répéter le raisonnement du n° 162.
DRUXIÈME PARTIE.
STATIQUE
4. Equilibre du cric simple. — Machine formée d’un pignon de rayon a, que l’on fait tourner sur son axe au moyen d’une manivelle de longueur b\ ce pignon engrène avec une barre rigide dentée, de manière qu’en tournant sur son axe il oblige la barre à se mouvoir dans le sens de sa longueur; la puissance P est appliquée perpendiculairement à l’extrémité du rayon de la manivelle; la résistance s’oppose au mouvement de la barre. (Condition d’équilibre Pô — Ra ~ 0.)
5. Treuil différentiel. — Cette machine est formée de deux cylindres de même
axe invariablement liés entre eux, mais de rayons différents r et la corde, qui porte une poulie, s’enroule en sens contraire sur les deux cjdindres. La puissance P est appliquée perpendiculairement à une manivelle de rayon a; la résistance R est un poids suspendu à la poulie. [Condition d'équilibre 2 aP ) R.]
6. Principe du minimum de la somme des carrés des distances ( Mobius et
Gauss, Journal de Crelle, t. 4). — Soit un système de points M,, M2, ..., M„ sollicité par des forces Pj, Pj, ..., P„. Le système étant en équilibre dans les positions mj, ..., où les forces sont yOj, /?2, prenons, à partir du point mj,
sur la direction de la force une longueur //ijOj égale à à partir de /rij sur la direction de p.^. longueur m2 02 égaie à > •••5 k désignant une constante
différente de zéro. Considérant ensuite une position quelconque Mj, M2, ..., M„ du système, faisons agir sur les points M,, M2, ..., M„ des forces P^j, P'2, ..., P(, dirigées respectivement suivant les droites MjO,, M2O2, ..., M„0„ et égales à A’MjOj, A'M202, Â'M„0„. Sous l’action de ces nouvelles forces, le système est encore en équilibre dans la même position m.j, ^2, ..., /zi,,, car dans cette position spéciale les forces P'p P(j, ..., P(, coïncident avec p^, ..., />„. Comme le nouveau système de
forces P J, P'2, ..., P', dérive de la fonction des forces
U = — /c(m7Ô’i'-+- mTÔ^' + . . . + M„ 0„'),
on voit que la position d’équiljbre considérée rend cette fonction maximum ou minimum en général, et que, dans tous les cas, la variation de la fonction U s’annule pour cette position d’équilibre.
En appliquant ce théorème au cas le plus simple, on voit que, si un point m est en équilibre sous l’action de trois forces mOj, /WO2, m-Og, cette position d’équilibre est la position du point M pour laquelle la somme
MÏÏ^V MÔ'2 V MÔ’g'
est minimum, ce qui est une propriété bien connue du centre de gravité du triangle OjCjOg.
7. En général, considérons un système de points matériels Mj (a?,, jKp ), ^2(^2» JPî) ^2)) •'•1 ^„) assujettis à des liaisons données indépen-
dantes du temps et sollicités par des forces directement appliquées, le point Mj par des forces que nous supposons, pour simplifier, réduites à une force P,(Xj, Yj, Z^), le point M2 par une force P2(X2, Y2, Z2), .... Soit, pour ce système, une position d’équilibi’e déterminée dans laquelle les points Mj, M2, ..., M„ occupent des
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positions déterminées m2, ..., de coordonnées (a,,6j,c, ), b.^, c.^), ...,
(a„, 6„, c„), les forces correspondantes étant des forces déterminées p^, /?2, ..., />»„ de projections respectives (A,, Bj, Cj), ( Aj, B2, Cj), . • ., ( A„, B„, G„).
Formons une fonction U de jKp z^; y,,, dont les
dérivées partielles J 4—’ ^ prennent des valeurs A,, B,, C, (i = 1, 2, . . . , n) 0X1 oy- âz-
quand le système est dans la position d’équilibre considérée, c’est-à-dire quand les coordonnées Xi, y^, z^ ; x^, y^, z.^ ; ... ; x„, y„, .s,, prennent les valeurs a^, 6,, c, ; «25 ^-2, c-2', •••'5 c„. Le même système, sollicité par des forces Pj, P'2, ..., P'„
dérivant de la fonction des forces U, sera encore en équilibre dans la même position /rip m^, ..., m„, car, dans cette position, les forces P', Pj. ..., P'„ coïncident avec Py, ..., /?„. Donc.la fonction U est en général maximum ou minimum pour cette position d’équilibre et, dans tous les cas, sa variation s’annule pour cette position.
8. Un double cône pesant formé parla réunion de deux cônes égaux accolés par la base est posé sur deux droites qui se rencontrent et sont également inclinées sur l’horizon, de façon que le centre de gravité du cône se trouve dans le plan vertical de la bissectrice de l’angle des deux droites. Condition d’équilibre (système pesant, = 0 ).
Géométriquement, il faut et il suffit que le plan passant par le centre de gravité et les deux points de contact du cône avec les droites soit vertical, ou encore que l’intersection des plans tangents aux deux cônes, aux points de contact, soit horizontale. {Voir la figure, t. II, Chap. XIX, § II.)
Analytiquement, m désignant le demi-angle aux sommets des cônes, a l’inclinaison du plan des deux droites sur l’horizon et [3 la moitié de l’angle des plans verticaux menés par ces deux droites, on a la condition tanga = tangmtangjB.
(H. Fleury, Annales de Mathématiques, i85'f.)
9. Comme application de ce fait, qu’on obtient l’équilibre d’un système pesant en écrivant que la variation de la hauteur G du centre de gravité est nulle, démontrer que la surface libre d’un liquide pesant en équilibre doit être horizontale. {Voyez t. III, Hydrostatique.)
10. Si les trois points m,, m.,, sont liés de telle façon que l’aire du triangle mym.^m^ soit constante et si trois forces P,, Pj, P, agissent sur ces points, il faut et il suffit pour l’équilibre que ces forces soient perpendiculaires et proportionnelles aux côiés opposés du triangle.
Si quatre points sont liés de telle façon que le volume du tétraèdre dont ils sont les sommets reste constant et si quatre forces agissent sur ces points, il faut et il suffit pour l’équilibre qu’elles soient perpendiculaires et proportionnelles aux faces opposées du tétraèdre. (C. Neumann.)
11. Dans un plan vertical, une barre homogène pesante OA est mobile autour d’une extrémité O qui est fixe : un fil est attaché en A, passe sur une poulie infiniment petite B située sur la verticale de O et porte à son extrémité un contrepoids Q glissant sans frottement sur une courbe C dans le même plan vertical.
Que doit être cette courbe pour que le .système soit en équilibre indifférent? (Pont-levis de Bélidor.)
[Il faut que le centre de gravité du système se déplace horizontalement : prenant B pour origine, on trouve une équation en coordonnées polaires de la
foi'rne — r(a + ô cos6) + c = 0. Ovale de Descartes; dans un cas particulier, c = O, limaçon de Pascal.]
12. Même question en supposant que la courbe C passe par B et que le fil, au lieu d’être tendu en ligne droite, soit tendu sur la courbe (cycloïde).
13. Position d’équilibre d’une barre homogène pesante de longueur 2a située dans un plan vertical, s’appuyant d’une part sur un point fixe O le long duquel elle peut glisser et d’autre part, par une extrémité A, contre un mur vertical.
(8!^ = O. Le point O étant à une distance b du mur, on trouve pour l’équilibre OA = \/ ab'\ quantité qui doit être inférieure à a.)
14. Une tige homogène pesante AB de longueur 2a repose, d’une part, sur le bord d’une demi-circonférence de diamètre 2 R horizontal et, d’autre part, sur le
fond de la demi-circpnférence par une extrémité. Équilibre, (u’inclinaison i de
la barre est donnée par 4Bcos^i — acosf — 2R=:o; pour la possibilité il faut
15. Dans un plan vertical on trace deux courbes fixes C et G' : deux points matériels pesants de masses m et m' glissent sans frottement sur ces courbes et sont rattachés l’un à l’autre par un fil inextensible et sans masse passant sur une poulie infiniment petite O. L’une de ces courbes étant donnée, que doit être l’autre pour que l’équilibre soit indifférent? Prenant un axe polaire horizontal, il faut et il suffit que
m O /n sin 6 + m' O ni' sin 6' — const.
16. On considère deux tiges pesantes homogènes égales AB et AC articulées en A et on les place tangentiellement à un cercle dans un plan vertical, de telle façon que le point A se trouve sur la verticale du centre. Position d’équilibre.
(^l étant la longueur des barres, a leur inclinaison sur l’horizon, R le rayon du cercle, on a tang^ a -t- tang a — =0; une position; est-elle stable
17. Un triangle isoscèle homogène pesant, dont les côtés égaux ont une longueur a et la hauteur la valeur h, est placé dans une sphère de façon que ses trois sommets reposent sur la surface sphérique. Positions d’équilibre ( Wrighley).
18. Un triangle équilatéral homogène pesant ABC se trouve dans un plan vertical : un de ses sommets A est assujetti à glisser sans frottement sur une droite verticale O a:, et le milieu M du côté AB est attaché à un point fixe O de cette droite par un fil inextensible et sans masse.
Positions d’équilibre. Stabilité. En appelant a l’angle de OM avec Oa?, on est
ramené à chercher le maximum ou le minimum de sin
19. Un disque elliptique homogène pesant, situé dans un plan vertical, est tangent à un axe horizontal sur lequel il peut glisser sans frottement : sur le contour du disque est enroulé un fil portant à son extrémité un poids donné. Positions d’équilibre du système. (On peut ramener le problème à celui-ci : mener à
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une ellipse une tangente et une normale parallèles telles que le rapport de leurs distances au centre soit donné.)
20. Une plaque homogène pesante, située dans un plan vertical ABGDE, a la
forme suivante : AB est une droite horizontale de longueur æ, BC une verticale de longueur b, CD une horizontale de longueur c, moindre que æ, DE un arc d’une courbe indéfinie inconnue F partant du point D et s’élevant au-dessus de CD, du côté du point A, enfin EA est une droite verticale. La plaque peut tourner librement autour du point B supposé fixe : elle est soumise à son poids et à une force horizontale donnée F appliquée en E. Quelle doit être la forme de la courbe F pour que l’équilibre ait lieu, quelle que soit la position de l’ordonnée limite EA, c’est-à-dire quelle que soit la valeur de x, b et c étant regardés comme constants? (Fuhrmatnn.)
En prenant des axes coordonnés d’origine D, l’un horizontal, l’autre vertical,
on trouve -t- 6 = ôe 2 pour équation de la courbe.
21. Trouver les courbes telles qu’une chaîne homogène pesante de longueur l glissant sur une de ces courbes soit en équilibre dans toutes les positions.
Réponse. — Si l’on prend un axe vertical Oz et si l’on désigne par f{s) une fonction périodique de période l, il faut et il suffit que la relation entre le .s d’un
point de la courbe et l’arc s soilz—f{s). Ainsi, on pourra prendre z — a sin ,
où k est un entier.
22. On donne une droite verticale OB, dirigée vers le haut, et deux tiges non pesantes BD et OC articulées en un point C situé entre B et D; la tige OC tourne autour du point O et l’extrémité B de BD glisse sans frottement sur la droite fixe OB. Au point D est suspendu un poids; trouver les positions d’équilibre. Dans quel cas l’équilibre est-il indifférent?
23. Six tiges égales homogènes pesantes, de poids />, sont articulées à leurs extrémités, de façon à former un hexagone situé dans un plan vertical ayant son côté supérieur AB horizontal et fixe, et les autres côtés symétriquement placés par rapport à la verticale du milieu de AB,
Quelle force verticale F faut-il appliquer au milieu du côté horizontal, opposé à AB, pour maintenir le système en équilibre? (F = 3/>.)
24. Corps solide avec 5 degrés de liberté. — La position d’un corps solide libre dans l’espace dépend de six paramètres ( n° 183). Si l’on établit une relation entre ces six paramètres, le corps n’a plus que cinq degrés de liberté et sa position dépend de cinq paramètres q.^, ..., q^. Le corps étant alors placé dans une position déterminée, démontrer que tous les déplacements virtuels compatibles avec la liaison imposée au corps sont assujettis à remplir la condition géométrique suivante : il existe une droite fixe D telle que la projection sur cette droite de la vitesse de translation imprimée à un point déterminé du corps soit dans un rapport constant avec la projection sur le même axe de la rotation instantanée imprimée au corps. (On remarque que les coordonnées x^, jKo, ^0 ^ point déterminé O du corps et les neuf cosinus des angles que font les arêtes Ox, Ojk, d’un trièdre trirectangle lié au corps avec des axes fixes O^XJ^, z^ (n°51) sont des fonctions des cinq paramètres q^. Supposant qu’on fasse subir à ces para-
mètres des variations arbitraires 8^5 pendant le temps 6^, les pro-
jections V®, V®, V® de la vitesse virtuelle du point O sur les axes Ox, z et les composantes p, q^ r de la rotation instantanée virtuelle suivant les mêmes axes
sont des fonctions linéaires et homogènes de ^^5 •••? L’élimination
ot ot ot
de ces cinq quantités arbitraires fournira entre les six quantités V®., V^, V®, P, q^ r une relation linéaire et homogène à coefficients fonctions de q^, q^.
L’interprétation de cette relation donne le théorème énoncé. (On trouve dans le Treatise of natural Philosophy, de Tait et Tho.mson, n° 201, la description d’un mécanisme permettant de réaliser ce genre de liaison.)
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188. Généralités. — Jusqu’à présent, nous avons considéré les corps solides coiunie parfaitement rigides et parfaitement polis, et nous avons admis (|ue, si deux corps en repos ou en mouvement sont en contact par un point et peuv(;nt glisser l’un sur l’autre, leur action mutuelle est normale au plan tangent commun en ce point.
Cette hypothèse est contraire à l’expérience : les solides naturels ne sont ni parfaitement rigides ni parfaitement polis. Quand deux solides naturels sont en contact, le contact n’a jamais lieu en un point unique ; les deux corps subissent des déformations, généralement très petites, qui les mettent en contact suivant une petite portion de surface : ces déformai ions, permanentes si les corps sont en équilibre, sont variables quand les corps glissent l’un sur l’autre ; il se produit alors des vibrations moléculaires et il se développe également de la chaleur ou de l’électricité, dont la production absorbe une partie du travail d(;s forces motrices.
On peut introduiie ces phénomènes compliqués dans le calcul, en supposant qu’à la réaction normale se joignent une force tangentielle et des couples définis comme 11 suit.
Imaginons deux corps solides mobiles {fig. 120) A et B en contact : soit m un point du corps A en contact avec le corps B. Comme nous l’avons vu dans le n” o7, les vitesses relatives des différents points du corps A par rapport au corps B, regardé comme immobile, sont les mêmes que si le corps A était animé : d’une vitesse
de translation identique à la vitesse relative du point m, vitesse située dans le plan tangent commun aux deux surfaces des corps en m et appelée glissement ; 2° d’une rotation instantanée (o autour
^9^ deuxièmr: partie. — statique.
d’un axe passant par m ; la composante de cette rotation autour de la normale en m aux. deux surfaces s’appelle pivotement et la composante située dans le plan tangent s’appelle roulement. Quand la rotation instantanée w est nulle, on dit que le mouvement relatif de A par rapport à B est un glissement proprement
Fig. 120.
dit; quand la vitesse relative du point est liulle, il n’j a pas de glissement, le mouvement de A par rapport à B est un roulement et un pivotement. En général, il v a donc à la fois glissement, roulement et pivotement.
Au point de vue djnamique, quand deux solides mobiles A et B sont en contact avec pression, les deux corps se déforment et le contact n’a plus lieu en un point unique i 20). Les deux corps
se touchent suivant une certaine aire, très petite, en chacun des points de laquelle ils agissent l’un sur l’autre. D’après les théorèmes sur la réduction d’un svstème de forces appliquées à un solide, l’ensemble des actions ainsi exercées sur l’un des corps peut se réduire à une force appliquée en un point pris à volonté et à un couple. Gomme les corps se touchent par une aire très petite, on peut, au point de vue géométrique, les regarder comme se touchant en un seul point m que nous appellerons le point géométrique de contact. Les actions exercées par le corps B sur le corps A peuvent alors être réduites aux éléments suivants :
, i‘* Une force N appliquée au corps A au point de contact géométrique m et dirigée normalement aux surfaces en contact : cette force est la réaction normale s’opposant à la pénétration réciproque des corps;
2® Une force F appliquée au même point m et située dans le plan tangent en ce point aux surfaces en contact : cette foice est le frottement de glissement s’opposant au glissement ;
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3® Un couple G dont l’axe est normal aux surfaces en contact : ce couple est le couple du frottement de pivotement s’opposant au pivotement ;
Un couple H, dont l’axe situé dans le plan tangent commun aux surfaces en contact, est dirigé suivant la composante langentielle (0; de la rotation instantanée : ce couple est le couple du frottement de roulement s’opposant au roulement.
Les actions du corps A sur B sont des forces et des couples respectivement égaux et opposés aux précédents. En général, les deux couples G et H sont très petits pai- rapport aux forces IN et F. Nous commencerons par traiter des questions dans lesquelles ces couples sont négligeables, en réservant pour les numéros suivants l’étude spéciale du frottement de roulement et de pivotement.
Nous avons supp(^sé que les deux corps A et B sont en contact par une aire très petite qu’on peut regarder comme un point. Dans certaines questions les deux corps peuvent avoir une infinité de points géométriques de contact; c’est ce qui arrive par exemple pour un cube posé sur un plan ; il faut alors appliquer à chaque point géométrique de contact les considérations précédentes.
189. Frottement de glissement. — Les premières expériences sur le IVottement de glissement, faites en 1871 par Coulomb, furent reprises par le général Morin ; mais cette question demanderait à être étudiée à nouveau. Il importe de distinguer deux cas dans le frottement de glissement ; i ® le frottement à l’état de repos et, en particulier, le frottement au départ; 1° le frottement à l’état de mouvement.
190. Loi du frottement de glissement à l’état de repos. — Supposons un bloc pesant placé sur une table horizontale : le système est en équilibre et, par suite, les actions de la table sur le bloc ont actuellement une résultante N normale à la table, égale et opposée au poids P du corps {Jig. 121). Appliquons maintenant au corps, dans un plan vertical du centre de gravité, aussi près que possible de la table, une force horizontale Q dont nous ferons croître graduellement l’intensité à partir de zéro. Quand cette force Q est très petite, le corps ne glisse pas : il reste en équilibre. Jl faut donc que la réaction B de la table sur le corps soit
égale et opposée à la résultante du poids P et de la force Q; cette réaction peut se décomposer en deux, l’une normale N, égale et
Fig. 121.
directement opposée à P, l’autre tangentielle F, égale et opposée à Q : cette composante tangentielle est la force de frottement. L’angle [S de R avec la normale N est
tang? = N = p-
Si l’on fait croître graduellement Q, il arrive un moment où, cette force ayant acquis une intensité le corps se met en mouvement. La valeur correspondante de F, F — <I>, s’appelle le flottement au départ; la valeur correspondante cp de l’angle p,
tangcp == - ,
s’appelle angle de frottement.
On peut dire aussi que le glissement ne se produit qu’à partir du moment où la résultante des forces P et Q, qu’on fait agir sur le corps, fait avec la normale un angle plus grand que Xi.
Coulomb a mesuré ^ et cp à l'aide d’une disposition expérimentale (chariot tiré par des poids croissants) permettant de réaliser les conditions précédentes; il a trouvé les trois lois suivantes :
Le frottement au départ est indépendant de l’étendue des surfaces en contact ;
2" Il dépend de leur nature ;
3" Il est proportionnel à la composante normale de la réaction ou, ce qui revient au même, à la composante normale de la pression.
Le rapport constant f du frottement au départ <I> avec la réaction normale N ou la pression normale P s’appelle coefficient de frottement :
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L’angle de frollement cp est alors donné par
tangcç =/;
l’angle [3, tant que l’équilibre subsiste, est moindre que cp.
Par exemple, si le corps et la table sont en métal sec, on a
/=o,i9, cp = joo46'.
Remarque. — Nous avons dit plus haut qu’il faut appliquer la force Q aussi près que possible du plan. Voici la raison de cette restriction : si la force Q était placée trop haut, avant qu’elle atteigne la valeur limite <I> produisant le glissement, la résultante de Q et P pourrait tomber en dehors de la base du corps ; elle ne serait plus détruite et le corps basculerait.
191. Équilibre des solides naturels avec frottement. — i'* Lhi
point de eontaet. — Considérons un corps S reposant sur un autre S' qu’il touche par une portion de surface très petite que nous supposerons réduite à un point A. La réaction R de S' sur S se compose {fig- 122) d’une réaction normale N et d’une réaction
Fig. 122.
tangentielle F, dont la direction est inconnue et dont le maximum est y‘N ; l’angle p de R avec N est donc moindi'e que l’angle de frottement Pour que le corps S soit en équilibre, il laut qu’il J ait équilibre entre les forces directement appliquées au corps S et la réaction R, ou encore que les forces appli(]uées au corps aient une résultante unique égale et directement opposée à R, c’est-à-dire : (a) passant par le point A; (è) dirigée de façon à appuyer S sur S' ; (c) faisant, avec la normale AN, un angle moindre que l’angle de frottement.
300 DEUXIÈME PARTIE. — STATIQÜJÇ.
Ces conditions nécessaires sont suffisantes, car, si elles sont remplies, on peut supposer la résultante des forces directement appliquées transportée au point A, et la décomposer en deux forces, l’une normale P et l’autre tangentielle Q, sous l’action desquelles le glissement ne se produira pas, car, l’angle de la résultante avec la normale étant moindre que o, on a {fig. 1 2 1 )
et la composante tangentielle est plus petite que le frottement au départ.
Si l’on considère le cône de révolution G d’axe AN engendré par une droite AD faisant avec AN l’angle cp, il faut et il suffit pour l’équilibre que les forces admettent une résultante passant par A et située dans le cône C.
On peut conclure aussi du raisonnement précédent que toute force appliquée au corps S qui passe par le point A et dont la direction fait avec la normale un angle moindre que cp, c’est-à-dire est dans l’intérieur du cône C, est détruite par la réaction de S', car on peut décomposer cette force comme on vient de l’expliquer.
2*^ Plusieurs points de contact, — Imaginons un solide S reposant sur plusieurs solides S^, S2, par des points A,,
Ao, ..., A^, les coefficients de frottement sur S^, So, étant /i , y'2, . . . , et les angles de frottement cp, , cp2, . . . , cp^, ; le solide S étant sollicité par des forces données F<, F2, cherchons les conditions d’équilibre. La réaction de Sv sur S est une force Rv appliquée au point Av et faisant avec la normale Nv un angle moindre que l’angle de frottement cpv, c’est-à-dire située dans le cône Cv de sommet Av, d’axe Nv et d’angle cpv Pour qu’il y ait équilibre, il faut et il suffit que le système des forces données Fl, F2 F;i soit tenu en équilibre par un système de réactions Kl, R2 . . ., R^ satisfaisant aux conditions précédentes, c’està-dire que le système des forces données soit équivalent à un système de forces — R^, — R2, . • . , — R;, passant respectivement par les points Ai, A2, ..., A^ et situées dans les cônes Ci, C2, ..., C^. Ces dernières forces seront toutes détruites par les réactions des surfaces Si , S2, . • • , S^.
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3*^ Infinité de points de contaet. — Si le corps S touche certains des corps fixes suivant des aires d’étendue finie, il faut et il suffit que le système des forces F,, Fo, . . . , F;^ soit écpiivalent à un système de forces en nombre quelconque rencontrant les aires de contact et faisant, avec les normales aux points de rencontre, des angles moindres que les angles de frottement correspondants.
Remarque. — Ces conditions s’expriment analytiquement par des inégalités : il y a, en général, une infinité de positions d’équilibre (brmant des ensembles continus.
192, Corps pesant reposant sur un plan par plusieurs points et sollicité par une force unique F. — Pour que le corps soit en équilibre, il faut et il suifît :
P’ Que la force F soit dirigée de façon à appliquer le corps contre le plan ;
•2" Qu’elle fasse avec la normale au plan un angle moindre que l’angle de frottement o;
3" Qu’elle perce le plan à l’intérieur du polygone de sustentation défini comme au n“ 112.
Ces conditions sont nécessaires : en effet, soient, comme au n° 112, Al, Ao, ..., k.p les points de contact du corps avec le plan, et soient Ri, R2, ..., Rp les réactions du plan en ces divers points. Si l’on imagine un axe Oz normal au plan du côté où se trouve le corps, toutes ces réactions sont situées de ce côté du plan et font avec O .s des angles moindres que cp. L’ensemble des forces Rj, R2, ..., IQ; et F étant en équilibre, les réactions Rj, ..., R^^ ont une résultante unique égale et directement opposée à F. Or la résultante générale des réactions est évidemment dirigée par rapport au plan du côté de Oz et fait avec un angle moindre que cp ; la force F est donc dirigée en sens conti'aire et fait avec Oz un angle moindre que cp. Pour voir que la troisième condition est nécessaire, prenons un côté quelconque A^A/cdu polygone de sustentation; la somme des moments des forces Rj, . . . , Ry, et F par rapport à ce côté doit être nulle; les forces Ri, ..., Ryj ont toutes des moments de mêmes signes par rapport à ce côté; la force F devant avoir un moment de signe contraire doit percer le plan en un point A qui est, par rapport au côté A; A/,., du même côté que les autres points d’appui : ce fait ayant lieu pour chaque côté du polygone de sustentation, A est dans ce polygone.
Ces conditions nécessaires sont suffisantes; en effet, si elles sont remplies, on peut toujours décomposer F en forces parallèles et de même sens appliquées aux points d’appui Aj, ..., Ayy ; ces composantes sont toutes détruites par la résistance du plan.
3o2 deuxième partie. — STATIQUE.
193. Échelle. — Soit une échelle AB appuyée sur un sol horizontal et contre un mur vertical; supposons la ligne médiane de l’échelle située dans un plan perpendiculaire au sol et au mur {fig. i'aS), plan que nous prenons pour plan de la figure.
Appelons G le centre de gravité de l’échelle et d’une personne placée
Fig. 123.
sur l’échelle dans une position variable, et cherchons les conditions d’équilibre, en supposant que les coefficients de frottement en A et B sont égaux à une même quantité f et, par suite, les angles de frottement égaux à un même angle o.
Tout d’abord, si l’échelle fait avec le mur un angle [3 moindre que l’angle de frottement cp, l’équilibre subsiste, quelle que soit la position^ de G. En effet, on peut toujours, après avoir transporté le poids total P appliqué en G en un point de sa direction, le décomposer en deux forces, l’une dirigée suivant DB normalement au mur, l’autre suivant DA faisant avec la normale AN au sol un angle DAN moindre que [3 et, par suite, moindre que l’angle de frottement; ces deux composantes sont détruites.
Supposons maintenant que l’angle de l’échelle avec le mur soit supérieur à l’angle de frottement cp. Gomme le poids et les deux réactions du mur et du sol doivent se faire équilibre, ces trois forces sont concourantes et se trouvent situées dans le plan de la figure. Menons en A et B les normales AN et BN au mur et au sol, puis deux droites AKM et ALQ faisant avec AN l’angle cp, et deux droites BQ et BL faisant avec BN l’angle cp. Ces quatre droites, qui sont les traces, sur le plan de la figure, des cônes considérés dans le cas général, forment un quadrilatère MQLK. Les réactions du mur et du sol faisant avec les normales des angles moindres que cp, leur point d’intersection est dans l’intérieur du quadrilatère MQLK; le poids P, c’est-à-dire la verticale de G, devant passer par ce point d’intersection, cette verticale doit traverser l’aire du quadrilatère pour que l’équilibre puisse exister. Cette condition est alors suffisante, car, si la verticale de G traverse cette aire, en prenant un point D sur cette verticale dans l’intérieur du quadrilatère, on peut supposer le poids P transporté en D et le décomposer en deux forces dirigées suivant DA et DB, qui seront détruites par les réactions du mur et du sol.
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Prenons OA et OB pour axes O cr et OjK, en appelant a et h les distances OA et OB. Le point M le plus près du mur, étant à l’intersection des deux droites
BM
AM
r — b = orf,
a pour abscisse
quantité positive, car — est supposé supérieur à /, l’angle étant supérieur à cp. Pour qu’il y ait équilibre, il faut et il suffit que l’abscisse ^ du centre de gravité G soit supérieure à x. Soient m la masse de l’échelle et mi la masse de la personne placée sur l’échelle à une distance X\ du mur; on a, en écrivant que ^ est supérieur à x^
m 'r- rrixXx , .
2 ^ a — bf
m JYly I H- / ^
ce qui peut donner une limite inférieure pour x^. Pour que la stabilité soit assurée, quelle que soit la position de la personne, il faut et il suffit qu’on ait
‘X a — bf
m H- //Il 1 + ^
formule déterminant la valeur limite de l’angle (3, dont la tangente est
194. Corde enroulée sur la section droite d’un cylindre. — Supposons une corde enroulée sur la section droite d’un cylindre convexe sur lequel elle glisse avec frottement, le coefficient de frottement étant f. Le contact a lieu suivant l’arc AB {Jig. 124); la corde est tirée à ses deux extrémités Mo et M^ par des tensions To et Ti>>To; cherchons la condition d’équilibre, en supposant que la corde soit sur le point de glisser dans le sens AB; nous trouverons ainsi la limite supérieure que ne doit pas dépasser Tl pour que l’équilibre subsiste. Soient s l’arc AM; ds un élément placé en M; la valeur absolue de la réaction normale du cylindre qui est dirigée vers l’extérieur; /N la valeur absolue de la réaction tangentielle qui est dirigée dans le sens MA. On a, d’après les équations intrinsèques de l’équilibre d’un fil.
car la valeur de la réaction estimée suivant la normale principale est
STATIQUE
— N 5 et, suivant la tangente M^, dans le sens des arcs croissants,
— fNds. L’élimination de N donne
clT f ds
^ fdy.,
a désignant l’angle de la tangente avec la tangente fixe ToMq, car p a ds
pour valeur^» Donc, en intégrant depuis le point Mq jusqu’en Mi et
Fig. 12/,.
appelant 6 l’angle des deux tangentes extrêmes ou son égal l’angle AOB des normales extrêmes,
LogTi-LogTo = /6, T,=:Toe/9.
Telle est la limite supérieure que Tj ne doit pas dépasser pour qu’il y ait équilibre. Si la corde est enroulée plusieurs fois sur le cylindre, 0 peut être supérieur à au. Cette formule montre qu’avec une tension petite Tq on peut faire équilibre à une tension considérable T,, en supposant 6 suffisamment grand. (Poisson, Traité de Mécanique, § 303.)
On trouvera d’intéressants exercices dans un Ouvrage anglais de Jellett dont il a paru une édition allemande intitulée : Die Théorie der Reibung, von Jellett, deutschbearbeitet x^on Lüroth und Schepp (Leipzig, Teubner, 1890).
195, Frottement de glissement pendant le mouvement. — Dans le cas du mouvement, le frottement est parfaitement déterminé. Supposons qu’un solide en mouvement terminé par une surface S soit en contact avec un solide S' par un point A; s’il y a frottement, la réaction de S' sur S se décompose en deux foices : Pune normale N, qui se nomme réaction normale, et l’autre tangentielle F, qui est la force de Irottement, assujettie aux trois lois suivantes :
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1° La force de frottement est dirigée en sens contraire de la vitesse relative du point matériel A par rapport à S';
2® Elle est indépendante de la grandeur de cette vitesse ;
3“ Elle est proportionnelle à la réaction normale : F =y’N. Ce coefficient /est le coefficient de frottement de S sur S'; il est un peu plus petit que le coefficient de frottement au départ.
D’après des expériences de Hirn, ces lois sont applicables, surtout dans le cas des frottements immédiats (ceulc où les surfaces frottantes sont sèches). Elles doivent être modifiées si les surfaces
sont séparées par une matière onctueuse ; le rapport — dépend
alors de la vitesse et de N. (Voir Comptes rendus, t. XCIX, p. 953).
196. Frottement de roulement au départ et pendant le mouvement. — Nous avons défini plus haut (n^^ 188), d’une manière générale, les couples qui représentent la résistance au roulement et au pivotement. Prenons le cas simple d’un cylindre. Lorsqu’un cylindre peut rouler et glisser sur un plan, on tient compte, dans le calcul, de la déformation des solides et des vibrations des molécules de la façon suivante. Négligeons l’étendue de la déformation et exprimons-nous comme si le cylindre était en contact avec le plan suivant une génératrice A. Supposons, en outre, qu’on fasse agir sur le cylindre des forces situées dans le plan de la section droite prise pour plan de la figure. Faisons la réduction de ces
Fig. 125.
forces au point A : nous obtiendrons une résultante unique AR appliquée au point du cylindre qui est en A, et un couple résultant G dont l’axe AG est perpendiculaire au plan de la figure. Décomposons AR {^fig- i25) en deux forces : l’une, AP, normale
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au plan; rautre, AQ, parallèle au plan. La force Q tend à faire glisser le cylindre ; le couple G tend à le faire tourner autour de la génératrice de contact, c’est-à-dire à le faire rouler sur le plan ; car, dans le roulement, cette génératrice est axe instantané de rotation.
Imaginons d’abord le couple G nul ; alors il pourra se produire uniquement un glissement ; pour que ce glissement n’ait pas lieu, il faut et il suffît que
f étant le coefficient du frottement de glissement. Supposons cette condition remplie, puis ajoulons un couple AG dont l’axe est normal au plan de la figure. S’il n’y'^ avait aucune résistance au roulement, ce couple, si petit qu’il soit, ferait rouler le corps : l’expérience montre qu’il n’en est pas ainsi et que le roulement ne se pioduit pas tant que le moment G du couple est inférieur à une certaine limite
G<PS
dans laquelle P désigne, comme plus haut, la composante normale de la force R et 8 un certain coefficient linéaire qui se nomme coefficient du frottement de roulement. D’après Coulomb et Morin, ce coefficient 8 est indépendant de la force R et du rayon de courbure de la seetion droite du cylindre roulant, du moins dans de certaines limites.
Ce coefficient 8 étant connu, on voit que les conditions d’équilibre du cylindre sur le plan sont données par les deux équations (i) et (2), exprimant, l’une qu’il n’y a pas de glissement, l’autre qu’il n’y a pas de roulement : le plan développe alors une réaction composée d’une force unique R' égale et opposée à R et d’un couple G' égal et opposé à G. Cela s’explique par ce que, le contact se faisant en réalité sur une étendue finie autour du point A, en réduisant les réactions du plan en A, on aura une force et un couple. Ce couple G' est le couple du frottement de roulement. j
On peut encore présenter ce résultat comme il suit : pour, exprimer qu’il y a équilibre, il faut exprimer que les forces, directement appliquées au cylindre (supposées situées dans un plan
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•de section droite), sont tenues en équilibre par une force normale N (égale et opposée à P), une force tangentielle F (égale et ■opposée à Q), appliquées en A, et un couple de moment G' et d’axe parallèle aux génératrices, avec les conditions d’inégalité
Il peut se faire que l’une des conditions ( i ) ou (2 ) soit remplie •et pas l’autre: alors, au premier instant, le cylindre roule sans glisser ou glisse sans rouler. Si aucune des deux conditions n’est iremplie, il y a à la fois roulement et glissement, en ce sens que le déplacement élémentaire du cylindre est le déplacement résultant d’un glissement et d’une rotation autour de la génératrice de •contact.
Une fols le cylindre en mouvement, on admet que, s’il y a roulement, la réaction du plan s’opposant au roulement atteint constamment son maximum, de sorte que, pendant le roulement, le couple représentant le frottement de roulement est égal constamiment à No, N désignant la composante normale de la réaction du iplan, de même que, s’il y a glissement, la composante tangenlielle F de la réaction est constamment égale à ISf (n° 195). S’il y a, à la fois, roulement et glissement, il faut introduire simultanément les deux frottements. Dans ce cas, on néglige habituellement )le frottement de roulement.
197. Frottement de pivotement. — Nous renverrons, pour une ‘étude détaillée du frottement de pivotement, à la Thèse de Doctorat de M. Léaulé (Paris, 1876). On peut admettre, dans les cas les plus simples, que, dans l’équilibre, le moment du couple du frottement de pivotement est moindre que sN ; e étant un coeffi- •cient linéaire analogue à 8.
EXERCICES
1. Un corps pesant étant posé sur un plan incliné dont on fait varier l’inclinaison, prouver que le glissement se produit quand l’inclinaison du plan devient ■égale ou supérieure à l’angle de frottement.
2. Équilibre de la presse à coin quand on tient compte du frottement des deux
•faces du coin sur les madriers (n® 169, 109). En appelant / le coeffteient de
frottement des, deux faces sur les deux madriers, on trouve que, dans le cas limite où le coin commence à glisser, on a
P ^ sina+/cosa
cos a — /sin a
3. Positions d’équilibre d’une barre homogène pesante AB dont les extrémités glissent avec frottement sur deux plans, l’un horizontal, l’autre vertical. (Il faut que la verticale du centre de gravité passe dans la partie commune aux deux cônes de révolution de sommets A et B ayant pour axes les normales aux deux plans, et pour demi-angles au sommet les angles de frottement.)
4. Dans le problème précédent, on suppose le point B par lequel la barre s’appuie sur le plan vertical assujetti à se déplacer sur une verticale du plan; déterminer : 1“ les points limites entre lesquels B doit se déplacer sur cette verticale; 2“ la courbe à l’intéri'eur de laquelle doit se trouver le point A pour que l’équilibre ait lieu.
5. Un cylindre de révolution homogène pesant est posé sur un plan incliné de façon que ses génératrices soient horizontales. On connaît le coefficient 8 du frottement de roulement : quelle valeur minimum faut-il donner à l’inclinaison du plan pour que le roulement se produise? (On admet dans cet exercice que le roulement se produit pour une inclinaison moindre que le glissement.)
6. Une chaîne homogène pesante est posée sur la section droite d’un cylindre de révolution d’axe horizontal, de façon que les bouts pendent des deux côtés. Quelles sont les positions d’équilibre en supposant qu’il y ait frottement?
DYNAMIQUE DU POINT
I. — THÉORÈMES GÉNÉRAUX
198. Équations du mouvement. Intégrales. — Nous avons vu dans le Chapitre 111 que, si un mobile M est en mouvement sous l’action de certaines forces dont la résultante est F, l’accélération J du mobile et la force F ont même direction et même sens, et que leurs grandeurs sont liées par la relation
F = mi,
m désignant la masse du mobile. C’est en traduisant algébriquement ce fait que nous avons obtenu les équations différentielles du mouvement.
Soient z les coordonnées du mobile par rapport à trois
axes quelconques; X, Y, Z les composantes de F suivant ces trois axes ; les projections de F sont égales à celles de J multipliées par m : on a ainsi les trois équations du mouvement
(Px
(Py V
dp
Quand on suppose le point mobile entièrement libre, les forces
3ro
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qui agissent sur lui sont, dans le cas le plus général, des fonctionsde sa position, de sa vitesse et du temps : les projections X, Y, Z.
de la résultante sont donc des fonctions données de x, j', s,
^ et c’est-à-dire de x' ^ y', z' et en employant
dx
la notation de Lagrange pour désigner les dérivées ;
Les équations (i) forment alors un système de trois équations différentielles simultanées du second ordre, définissant x^y, z eu fonction de t. Les intégrales générales de ces équations contiendront six constantes arbitraires : elles seront de la forme
on en déduit
^ ^ (J, ^2^ Gsi Qî Gs, Ce ),
y — Gi, G2, G3, G4, Gs, Ge),
Z = Cl, G2, G3, G4, G5, Ce j ;
/ Ge),
( z' = Gi, . . Ge),
cp', é;', Tü' désignant les dérivées de cp, m par rapport à t.
Dans chaque problème particulier, les constantes arbitrairesdoivent être déterminées à l’aide des| conditions initiales. On se donne la position du mobile à l’instant ^ et sa vitesse : il faut alors déterminer Cj, C2; ..., Ce de telle façon que, pour t= to, 37, y, z prennent des valeurs données d’avance 37q, jKo? ^0 et x'^y', z'' des valeurs données 37^, z'^. Pour que cette détermination soit
possible, quelles que soient les valeurs initiales données pour 37, y, z, 37', z' ^ il faut que l’on puisse résoudre, au moins théoriquement, le système des six équations (2) et (3) par rapport à Cl, C2, .. ., Ce, c’est-à-dire que ces équations (2) et (3), dans lesquelles Ci, C2, ..., Co sont regardées comme des inconnues, ne soient ni incompatibles, ni indéterminées. On en tirera alors,, pour ces six constantes, des valeurs de la forme
<^k = fk{t,x, y,z,x',y\z') (Â: = i,2,
qui donneront immédiatement les valeurs numériques des constantes quand on donnera les valeurs initiales de x, y, z, 37', jkS z'. On admet que : à des conditions initiales données correspond
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un seul mouvement. Ce fait, que nous vérifierons sur tous les exemples qui seront traités, résulte du théorème de Gauchj, tant que X, Y, Z sont des fonctions régulières de .r, y, 2, :r', y' 2', t ; si les six constantes arbitraires sont ^0? y'^si peut
résoudre les intégrales par rapport à ces constantes. Par conséquent, si l’on trouve par des considérations quelconques un certain mouvement possible, c’est-à-dire satisfaisant aux équations du mouvement et aux conditions initiales, ce mouvement est celui que prendra réellement le mobile.
199. Intégrales premières. — On appelle intégrale première des équations du mouvement une équation entre x, y^z., x' , y', z' et une constante arbitraire qui se trouve satisfaite en vertu des équations du mouvement, quelles que soient les conditions initiales,
On peut toujours imaginer cette équation résolue par rapport à G et l’écrire
Voici comment on vérifiera immédiatement qu’une relation de cette forme est une intégrale première : en différentiant par rapport à t, on aura
df àf , àf , àf , df df (P- y df (Pz
àt dx dy dz dx' dV^ dy dt^ dz' dV- ’
ou, en remplaçant les dérivées secondes de Æ7,y, 2 par leurs valeurs tirées des équations du mouvement.
àf , àf
àf
dy
m\ox dy dz
Gette dernière relation ne contient plus que les quantités t, x, y, 2, y', z' , et, comme elle doit avoir lieu quelles que soient
les conditions initiales, c’est-à-dire quelles que soient les valeurs attribuées à toutes ces quantités, elle devra être identiquement vérifiée.
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Plusieurs Intégrales premières,
G" ^ Mt,x, y,z,x\ y\z'),
= /v(^ oc, y, Z, x', y, z'),
sont distinctes quand on ne peut pas éliminer entre elles toutes les quantités x.^y, z, x' ^ y' ^ z' : si cette élimination était possible, elle conduirait à une relation entre les constantes C', . . . ,
relation qui évidemment ne pourrait pas conlenir la variable indépendante t qui est arbitraire. Il résulte de là que le nombre des intégrales premières distinctes qu’on peut trouver est égal à six; car, V étant supérieur à 6, ou pourra toujours éliminer les six quantités x,y, z^ x' , y\ z' .
Par exemple, les six équations (4), obtenues en résolvant les intégrales générales des équations du mouvement par rapport aux constantes arbitraires, forment six intégrales premières distinctes.
Réciproquement, si l’on possède six intégrales premières distinctes telles que (5), l’entier v étant égal à 6, ces équations résolues par rapport à x^ y, z, x\ y\ z' fourniront les intégrales générales des équations du mouvement.
Des considérations analogues s’appliquent au mouvement d’un point sur une courbe ou sur une surface : elles se présenteront plus loin.
Nous renverrons, pour la question d’ Analyse qui se présente ici, à notre Cours Analyse à V Ecole Centrale^ Chapitre XXII (Gauthier-Villars, éditeur).
200. Équations intrinsèques (Euler). — Prenons sur la trajectoire une origine O des arcs; le mouvement sera défini sur cette courbe si l’arc OM = s est connu en fonction de t. Menons la tangente MT lyjig. 126) du côté des arcs positifs. Nous conviendrons de compter la vitesse positivement si le mouvement se fait dans le sens MT, et négativement dans le cas contraire; la vitesse sera en grandeur et signe
Soit J l’accélération du mobile ; on sait que les projections de
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cette accélération sur la tangente et la normale principale sont respectivement (n“ 41)
_ dv _ d‘*- s T _
et que sa projection sur la binormale est nulle. Gomme le segment
Fig. 1,26.
représentatif de la force est égal au segment représentatif de l’accélération multiplié par la masse, on a, en appelant F^, F„, F^, les projections de F sur la tangente, la normale principale et la binormale,
dv d'^s
dt dV^
Ces trois équations forment un système équivalent aux trois équations du mouvement. Comme F„ est toujours positif et F^ nul, on voit que la force est toujours située dans le plan osculateur de la trajectoire du côté de la concavité.
Si la force est constamment normale à la trajectoire, Ff = o, la vitesse est constante et la force varie en raison Inverse du rayon de courbure.
Si la force est constamment tangente à la trajectoire, on a
et, comme v n’est pas nul, p reste infini, c’est-à-dire que la trajectoire est rectiligne.
On peut faire d’intéressants rapprochements, déjà signalés par Mac-Laurin, entre ces équations et celles de l’équilibre des fils. Môbius en a indiqué un grand nombre dans sa Statique, ainsi qu’Ossian Bonnet, dans le Tome IX du Journal de Mathéma-
tiques, et Paul Serret dans sa Théorie nouvelle des lignes à double courbure (Mallet-Bachelier, 1860). [Voir les Exercices.)
Nous allons établir maintenant des théorèmes qui, dans beaucoup de cas, permettent de trouver des intégrales premières.
201. Quantité de mouvement. — On appelle quantité de mouvement d’un point M un vecteur MQ, qui a même direction et même sens que la vitesse et dont la longueur est égale au produit de la vitesse parla masse : mN [fig> Les projections de la
Fig. 127.
vitesse sur les trois axes étant -7-? , . ,
dt dt dt
mouvement sont (MQ)
doc^ dy celles de la quantité de
dr
dz
dt
les moments de la quantité de mouvement par rapport aux trois axes sont de même
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quantité de mouvement sur un axe est égale à (a somme des projections sur Le même axe des forces appliquées au mobile.
En particulier, si la somme des projections des forces sur un axe est constamment nulle, ce théorème fournit une intégrale première. En effet, en prenant cet axe pour axe O x^ on a
la valeur de la constante A étant la projection sur Ox de la quantité de mouvement initiale. En intégrant de nouveau, on a
mx = kt PJ ]
la projection du mouvement sur Ox est donc alors un mouvement uniforme.
Exemple. — Forces parallèles. — Supposons la force F parallèle à une direction fixe. La trajectoire est alors dans un plan parallèle à cette direction. En effet, prenant pour axe Oz une parallèle à la direction de la résultante F, on a constamment X = o, Y =: O. Donc
dx dy
dt
dt
A dy — B dx = o, ky — B a? = G,
équation d’un plan parallèle à l’axe Oz. Ce plan, dans lequel se fait le mouvement, est déterminé par les conditions initiales : c’est le plan mené par la vitesse initiale parallèlement à la direction constante de la force.
203. Théorème du moment de la quantité de mouvement. Principe des aires. — On peut aussi, des équations du mouvement, déduire un théorème analogue au précédent relatif aux moments des quantités de mouvement. Les deux équations
~dF
m-f- = Y df^
fournissent la combinaison
xm y m
dt^ dt-^
qu’on peut écrire
c’est-à-dire :
La dérivée par rapport au temps du moment de La quantité de mouvement, par rapport à un axe {Vaxe Oz), est égale au moment de la résultante des forces par rapport au même axe.
Ce théorème donne une intégrale piemière des équations du mouvement dans le cas où xY — yX. est constamment nul, c’està-dire quand la résultante des forces appliquées au point matériel est constamment dans un même plan avec l’axe Os. Celte intégrale est
dt
dx
elle a une interprétation géométrique très simple. Soient, en effet {fig. I 28), P la projection du mobile M sur le plan des xy et Pq
Fig. 128.
la position initiale de cette projection; considérons le secteur limité par la projection de la trajectoire et les deux rayons OPo, OP; en appelant S la surface de ce secteur compté positivement dans le sens positif des rotations autour de Os, on a
o?S = ^(x dy — y dx ) ; l’équation précédente devient donc
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d’où, en intégrant,
S = iG(^ — ^o);
autrement dit : U aire S est proportionnelle au temps employé à la décrire. On dit alors que le théorème des aires s’applique à la projection du mouvement sur le plan a^Oy.
L.a constante des aires. G, qui entre dans la formule précédente, est le rapport du double de l’aire balayée par le vecteur OP au temps employé à la décrire; elle est déterminée par les conditions initiales : elle est égale à la valeur que prend
au début du mouvement, c’est-à-dire au moment de la vitesse initiale par rapport à O^.
Inversement, si le théorème des aires s’applique à la projection du mouvement sur un plan u^Oy autour du point O, la force est
dans un même plan avec Os, car l’équation donne, par différentiation,
Exemple. — Forces centrales. — Supposons que la résultante F des forces appliquées au point soit centrale, c’est-à-dire que sa direction passe constamment par un point fixe O. Si l’on prend ce point pour origine, le moment de F par rapport à chacun des trois axes coordonnés est nul et le théorème des aires s’applique à la projection du mouvement sur chacun des trois plans coordonnés. La trajectoire est dans un plan passant par le centre des forces. On a, en effet, les trois équations
dt
dx
~di
dz dy
dx dz ^
dt dt
Multipliant par x.,y et ajoutant, on trouve
kx -f- By H- = O,
équation d’un plan passant par le point O. Ce plan est déterminé par la vitesse initiale et le point O.
204. Interprétation géométrique des deux théorèmes précédents. — Menons par l’origine O un vecteur OR égal et parallèle à la résultante des forces appliquées au point et un vecteur OR' égal et parallèle à la quantité de mouvement du point. Le point R' a pour coordonnées
dx dt '
^ dt
dz
~di'
Les équations du mouvement exprimant le théorème de la projection de la quantité de mouvement sur chaque axe s’écrivent
dt ’ dt ’ dt ’
équations qui signifient que la vitesse V' du point géométrique R' est à chaque instant égale et parallèle à R (voir fig. 127).
Soient, de même, OG le moment de la résultante des forces appliquées au point M par rapport au point O et OG' le moment de la quantité de mouvement par rapport au même point. Les coordonnées X, p, v du point G' sont
( dz
dy\
— ^ ) dt )
dz\
( dt '
~''dt)'
( dy
dx\
\ dt
-y-dt)
et les projections de OG,
L = 7Z-zY,
M = 2X — :rZ, N = :rY— jX.
Nous venons d’établir l’équation ^ = N; on trouverait de même
équations qui expriment que le point G' possède, à chaque instant, une vitesse V" égale et parallèle à OG; ce qui confirme l’analogie entre les deux théorèmes précédents.
Par exemple, si la résultante des forces agissant sur le mobile passe par le point fixe O, les quantités X, p, v sont constantes, le segment OG' est fixe pendant toute la durée du mouvement. Nous avons vu que la trajectoire est alors plane; elle est dans un plan perpendiculaire à ce segment OG.
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205. Théorème des forces vives. — Reprenons les équations du mouvement
(Px
’ dV^ ’ df^ ’
et ajoulons-les membre à membre après avoir multiplié la première par dx^ la deuxième par dy^ la troisième par dz \ il vient
m{^dx^'^dy^'^d^ = y.dx-^Xdy^%dz\
en remarquant que le carré de la vitesse est
/dzY
\Tt) +1
\dtj
on peut écrire cette équation
<i) d^ = y.dx-^\ dy -\-Zdz.
On appelle force vive, Le produit de la masse par le carré de la vitesse mv- : l’équation ci-dessus s’énonce alors de la façon suivante :
La différentielle de la demi- force vive, pendant V intervalle de temps dt, est égale au travail élémentaire de la résultante des forces agissant sur le mobile pendant le même intervalle.
Le second membre de l’équation
X dx -h Y dy -\-Tz dz
est, en effet, le travail élémentaire de la force X, Y, Z correspondant au déplacement réel dx., dy., dz que subit le mobile pendant le temps dt\ on peut, comme nous l’avons vu (n® 77), remplacer le travail de la résultante X, Y, Z des forces appliquées au point par la somme des travaux des composantes.
L’équation (i) résulte aussi immédiatement de la première des équations intrinsèques du mouvement
ds
Multipliant par ds et remplaçant ^ par on a
d = ds^
équation dont le deuxième membre est le travail élémentaire de F correspondant au déplacement ds.
Si l’on intègre l’équation (i) depuis l’instant jusqu’à on a, en appelant p’o la vitesse à l’instant
(2) Xdx^Y dy ~{-Zdz;
d’où ce théorème :
La variation de la demi-force vive du point, pendant un intervalle de temps quelconque, est égale au travail total des forces appliquées au point pendant le même intervalle .
Au point de vue de l’évaluation du travail total, il faut distinguer trois cas, comme nous l’avons montré dans le Chapitre IV :
I® Dans le cas le plus général où X, Y, Z dépendent de .r, y, z,
^7 ^7 t, il faut, pour évaluer le travail total, connaître les
expressions de x, y, z en fonction de t, c’est-à-dire le mouvement.
2® Dans le cas où X, Y, Z dépendent de x, y, z seulement, il suffit, pour évaluer le travail total, de connaître la trajectoire du mobile entre la position Mo qu’il occupe à l’instant et la position M qu’il occupe à l’instant t.
3° Enfin, si la résultante X, Y, Z ne dépend que de la position du mobile et dérive d’une fonction de forces U (^, y, zf
X dx -\-Y dy Z dz ■=. d\] {x^ y, z),
on peut évaluer le travail total en connaissant uniquement les deux positions Mo et M. Dans ce cas, le théorème des forces vives fournit une intégrale première : on a, en effet, en intégrant le deuxième membre de l’équation (2),
— — = z) — U{xo,yo, -5o)
ou
mp2= 2[U(ir, y,z) + h],
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h désignant la constante arbitraire — U(^07jKo5 ^o)î cette
constante se nomme constante des forces vives. D’après cette équation, la vitesse du mobile redevient la même chaque fois que U s) reprend la même valeur. Si U (^, y, est une fonc-
tion uniforme de .r, z. on peut dire que la vitesse du mobile redevient la même, quand le mobile revient sur la même surface de niveau ^)=:const. Quand la fonction U est à déter-
minations multiples, comme, par exemple, U (^,y, -s) = arc tang^>
la vitesse ne redevient pas nécessairement la même quand le point revient sur la même surface de niveau, car, sur une surface de niveau déterminée, U(^,y, z) et, par suite, le travail total prennent des valeurs différentes suivant le chemin suivi {Hoir n° 82).
206. Exemples. — i" Considérons un point pesant entièrement libre, mobile dans le vide. Si nous prenons un axe Oz vertical et dirigé vers le haut, la seule force appliquée au point est le poids dont les projections sont
X = O, Y = O, Z= — mp‘, le théorème des forces vives donne donc
a = — mg dz.^
équation dont le second membre est une différentielle totale exacte, ce qui montre, comme nous l’avons déjà plusieurs fois remarqué, que le poids dérive d’une fonction de forces. En intégrant, on a
Pn
; -= — g{Z ^o) OU p2=2( gZ-^r-h).
Celte équation montre que la vitesse reprend la même valeur numérique chaque fois que le mobile repasse à la même hauteur, c’est-à-dire revient sur la même surface de niveau; car ces surfaces sont actuellement des plans horizontaux.
Plus généralement, si le mobile était sollicité par une force verticale fonction de 2,
X = O, Y = o, Z = cp(.s),
on aurait
^{z)dz,
les surfaces de niveau seraient encore des plans horizontaux. Dans tous ces mouvements, la trajectoire serait plane (n° 202, ex.).
2° Considérons un point M attiré par un centre fixe O en raison inverse du carré de la distance. La force attractive aura une expression de la
forme J p. étant une constante et /• la distance OM. La valeur algébrique de cette force estimée dans le sens de OM est — et, d’après ce que nous avons vu dans le n'’ 84, le travail élémentaire de cette foree est — Le théorème des forces vives donne donc
Les surfaces de niveau sont les sphères = const. ; la vitesse reprend la
même valeur numérique à la même distanee du centre attractif O.
Plus généralement, si le point M est sollicité par une force eentrale fonction de dont la valeur algébrique estimée dans le sens OM est cp (r),. on a
cp(/') dr,
Les sùrfaces de niveau sont encore des sphères de centre O. Dans tous ce& mouvements, la trajectoire serait plane (n° 203, ex.).
3” Considérons un point pesant M attiré par un centre fixe A, en raison inverse du carré de la distance et repoussé par un centre fixe A' proportionnellement à la distance {Jig^ 129). Nous prendrons encore un axe Oz
Fig. 109.
vertical vers le haut, de sorte que le travail élémentaire du poids sera — dz; si nous appelons r la distance AM, la valeur algébrique de la
force attractive F, estimée positivement dans le sens AM, est — et son travail élémentaire — enfin, si nous appelons /‘'la distance
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MA.', la valeur algébrique de la force répulsive F' proportionnelle à la distance est m p.'/’' et son travail élémentaire m \}.' r' dr' . D’après le théorème
des forces vives, la différentielle ^st égale au travail élémentaire de
la résultante des forces appliquées au point M, c’est-à-dire à la somme des travaux des composantes, et l’on a
rn\i , < j ,
d = — mg dz ^ dr m\x. r dr .
Le second membre de cette expression est une différentielle exacte et il existe une fonction des forces; c’est ce dont on était certain à l’avance, d’après les théorèmes établis dans le Chapitre IV. On a donc en intégrant, après avoir divisé par m.
La fonction des forces est encore ici une fonction uniforme et la vitesse redevient la même chaque fois que le mobile repasse sur la même surface de niveau
— gz -h - — h ^ = const.
Ces surfaces sont du sixième ordre; elles se réduisent au second si p est nul, c’est-à-dire si l’on supprime le centre attractif A.
207. Remarque sur Fintégrale des forces vives. — L’intégrale des forces vives
montre que le mobile ne peut pas sortir de la région de l’espace dans laquelle y, z)-\-h est positif, car le premier membre
est essentiellement positif. Quand cette région ne comprend pas tout l’espace, elle est, en général, limitée par la surface de niveau ayant pour équation
U(a7, y^z)-]rh^= o,
surface dont la nature dépend de la constante des forces vives, c’est-à-dire de la position initiale et de la grandeur, mais non de la direction de la vitesse. On cherchera, à titre d’exercice^ ce que sont ces surfaces pour les exemples traités ci-dessus.
Cette remarque évidente, dont on trouvera d’importantes applications dans des Mémoires de M. Hill {^Acta mathematica, t. Vlll), de M. Bohlin [Ibid., t. X), de M. Darwin [Ibid., t. XXI, et Math.
Annalen, t. LI), donne immédiatement le théorème de Lejeune- Dirichlet sur la stabilité de l’équilibre.
208. Stabilité de l’équilibre d’un point matériel libre. Démonstration de Lejeune-Dirichlet. — Soit un point libre M(^, y-, z') sollicité par des forces dont la résultante (X, Y, Z) dérive d’une fonction de forces z)
Les positions d’équilibre du point s’obtiennent en égalant à zéro X, Y, Z, c’est-à-dire en cherchant les maxima et minima de U. Si dans une position donnée O du point la fonction U est réellement maximum, V équilibre correspondant est stable. Prenons cette position O pour origine et supjiosons que la fonction U s’annule au point O, ce qui est toujours permis, car, la fonction U n’étant déterminée qu’à une constante additive près, on peut disposer de cette constante de façon que ü s’annule en un point donné. Pour préciser la notion du maximum, décrivons autour du point O une surface convexe S, par exemple une sphère de centre O ou un cube de centre O, dont les dimensions sont assez petites pour que, dans la surface S et sur la surface, la fonction \J{x,y, z) soit négative et non nulle, l’origine seule où la fonction devient nulle étant exceptée.
La surface S étant choisie aussi petite qu’on le veut, nous allons montrer qu’il existe deux nombres positifs £ et w possédant la propriété suivante : en plaçant le point mobile dans une position initiale distante de O de moins de £ et lui imprimant une vitesse initiale moindre que u, on obtient un mouvement dans lequel le mobile reste à V intérieur de la surface S. En effet, la fonction U est, sur la surface S, négative et différente de zéro; on peut donc assigner un nombre positif/) assez petit pour que, sur la surface S, on ait constamment
Donnons alors au point M une position initiale Mo(.27o, ^o) à
l’iatérieur de la surface S et imprimons-lui une vitesse initiale Vq. Dans le mouvement qui prend naissance, on a, d’après le théorème
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des forces vives,
Uo désignant la valeur de U au point Mo, valeur négative. Déterminons la position et la vitesse initiale par la condition •
pour cela, il suffit, par exemple, de prendre 2 2 2
La première inégalité donne pour Uq une limite supérieure u égale à ^ puis, la fonction U étant continue et s’annulant à l’origine, il existe un nombre positif £ assez petit pour que, la distance OMq étant moindre que £, — Uq soit moindre que^* A.lors, en
donnant au mobile, dans l’intérieur de S, une position initiale distante de O de moins de £ et une vitesse initiale moindre que
on satisfait à l’inégalité (2) et, par suite, d’après le théorème des forces vives (i), à l’inégalité
qui montre que le mobile ne peut pas sorlir de la surface S; en effet, si le mobile arrivait sur la surface, U -f- /? deviendrait négatif et la demi-force vive, qui est une quantité essentiellement positive, deviendrait moindre qu’une quantité négative; ce qui est absurde. Le théorème est donc démontré. Par exemple, si le point est attiré par O proportionnellement à la distance, O est une position d’équilibre stable (n° 90).
On peut, dans le mouvement obtenu, assigner une limite supérieure à la vitesse, car U étant négatif, d’après la formule (3),
est inférieur à p et^àl/— •
Réciproque, — Il est probable que la réciproque de ce théo-
rème est vraie. Si, en un point constituant une position d’équilibre
• 7' \ A' ■ ' dU d\] dU , .
isoLee, les derivees partielles ^ s annulent sans que, en ce
point, la fonction U soit maximum, l’équilibre correspondant est instable. Cette proposition a été démontrée rigoureusement dans des cas très étendus par M. Liapounoff {Joui'nal de Mathématiques de M. Jordan, 5® série, t. III, p. 8i ; 1897) Hada-
mard i^lbid., p. 364). Mais, si la position d’équilibre considérée n’est pas isolée, il peul arriver qu’elle soit stable sans que U soit maximum : c'est ce qu’a montré M. Palnlevé [Comptes rendus, t. GXXV, 1904) en donnant l’exemple
U = ^ sin ^ — 52^^
où l’origine des coordonnées est une position d’équilibre stable, sans que U soit maximum.
Remarque. — Lorsqu’un mobile sollicité par une force ne dérivant pas d'une fonction de forces est en équilibre dans une certaine position, on reconnaît si l’équilibre est stable ou non en étudiant le mouvement que prend le point quand on l’écarte infiniment peu de sa position d’équilibre et qu’on lui donne une vitesse infiniment petite.
II. - MOUVEMENT RECTILIGNE
209. Quelques cas dans lesquels le mouvement d’un point est rectiligne. — i® Force de direction fixe. — Si un mobile partant d’une position Mq est sollicité par une force de direction fixe, et si sa vitesse initiale Vq est nulle ou parallèle à cette direction, la trajectoire est la droite D menée par Mq parallèlement à la direction donnée. On peut regarder cette proposition comme évidente par raison de symétrie, parce qu’il n’y a aucune raison pour que le mobile quitte cette droite D d’un côté ou de l’autre. On peut aussi l’établir anal^'tiquement. Les axes de coordonnées peuvent toujours être choisis de telle façon que la force soit parallèle à Ox : les projections Y et Z de la force sur Oy et Oz sont
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alors nulles, et I
[’on a
df^ “ ’
où l’on déduit
dz ,
a b représentant les projections de la vitesse initiale sur Oy et 0-5 ; mais, cette vitesse étant nulle ou parallèle à 0.z^, a et b sont nuis; les dérivées de y et .5 étant nulles, ces quantités sont constantes
JrzzJKo, 5=-So,
et le mobile se déplace sur une parallèle à Ox.
2“ Force centrale. — Si un mobile partant de Mq est sollicité par une force dont la direction passe constamment par un point fixe O, et si la vitesse initiale Vq est nulle ou dirigée suivant la droite OMo, le mobile reste sur la droite OMo. Ce résultat est encore évident par sjmétrie. On l’obtient analytiquement en prenant O comme origine et en remarquant que, d’après le théorème du n” 203, la loi des aires a lieu pour la projection du mouvement sur les trois plans de coordonnées. On a, par exeui|)le.
dy dx
dt dt
où C est le moment de la vitesse par rapport à 0-S. Mais, à l’instant initial, la vitesse est nulle ou passe par O ; son moment par rapport à O^ est nul et G = o. On a donc
dx _ dy
et en intégrant de l’instant initial à l’instant t "^0 Vo" ^0 JKo*
En projetant sur le plan yO-5, on trouve de même
yo ^0*
Le point reste donc sur la droite OMq.
3° Adjonction une résistance de milieu. — Les théorèmes précédents sont encore vrais, quand on ajoute aux forces considérées une résistance de milieu dirigée en sens contraire de la vitesse. C’est ce qui résulte encore de la symétrie \ c’est ce qu’on pourra vérifier analytiquement comme exercice.
Point assujetti à décrire une droite. — Enfin, on peut imaginer un point sollicité par des forces données et obligé de décrire une droite, comme un point lancé dans un* tube rectiligne fixe de section infiniment petite. Le tube exerce alors une réaction sur le point, mais la résultante de toutes les forces appliquées au point est dirigée suivant la droite, puisqu’elle est égale au produit de l’accélération par la masse.
210. Équation du mouvement rectiligne. Cas simples d^intégrabilité. — Plaçons-nous dans le cas particulier où le mouvement est rectiligne et prenons pour axe Ox la droite que décrit le mobile ; l’équation unique du mouvement s’écrira
dt-
Le cas le plus général est celui où X est à la fois fonction de de c et de ^ ; on aura, dans ce cas.
dt'^
car la valeur algébrique de c est^- C’est une équation différentielle du second ordre, qui permettra de calculer x en fonction de t. L’intégrale générale contiendra deux constantes arbitraires
On déterminera les constantes par les conditions initiales
a?0=/(^0, c, c'), Po =//(^o, c, c').
Il peut arriver que l’expression analytique de la force change suivant la position du mobile ou le sens de la vitesse. Un exemple de ce fait se rencontre dans l’exercice 4° du n° 211.
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L’intégration de l’équation différentielle ( i ) se ramène à des quadratures si x contient seulement l’une des quantités x, e, t.
I® La force dépend uniquement de La position. — Soit
d’abord
m -^r-T = ( ir ) ;
dx
multiplions les deux membres par 2-^? il vient
d‘'-x dx ~dF ~dt
en intégrant on
équation qui n’est autre que l’équation des forces vives appliquée au cas pai'ticulier actuel ; pour déterminer la constante, faisons x=Xq., nous obtenons pour h la valeur La quadrature ci-
dessus étant effectuée, on trouve une équation de la forme
il n’j a aucune ambiguïté sur le signe à prendre, car pour x = Xq on doit avoir i doit donc partir avec le signe de Co
devant le radical; si Çq était nul, le mouvement se ferait dans le sens de la force, ce qui déterminerait encore le signe du radical. On écrira alors
dt
dx
dx
cette équation, résolue par rapport à donnerait la loi des espaces ; elle exprime directement le temps nécessaire pour parcourir un espace donné. Nous la discuterons plus loin (n°^ll, exemple 6®), après avoir étudié quelques cas particuliers simples.
2'’ La foree dépend uniquement de la vitesse. — Supposons maintenant X fonction de p*; on écrira
dt =
m dv ^
en intégrant,
KO
«t, comme dx~vdt^ on aura me dv
dx =
cp(p)
m v dv
cp(p)
^ et ^ sont alors exprimés en fonction de la variable auxiliaire e.
La dernière équation mv dv — dx résulte aussi du théorème
des forces vives, car (p(e)«?;r est le travail élémentaire de la force
, dmv^ ' et mv dv =
3^^ La force dépend uniquement du temps. — Si enfin X est fonction de t seulement, on a
Intégrons une première fois, il vient
dx ,
J ?(^)dt -V- nu>Q;
enfin une nouvelle intégration donne
mx = cp(^) 4- 7nVo{t — ^o) -+- mxo.
211. Applications à des mouvements produits par une force dépendant de la seule position.
1° Mouvement vertical d’un corps pesant dans le vide.
Nous prendrons pour axe la A^erticale passant par la position initiale du mobile et dirigée vers le haut. Désignons par Vq la valeur algébrique de la vitesse initiale, supposée verticale. La force qui agit sur le mobile est, à chaque instant, — îng ; l’équation du mouvement est donc
=-mg,
Une première intégration donne
dx
^ = v=-gt-\-v^,
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en comptant le temps à partir de l’instant où le mobile se met en mouvement. En intégrant une deuxième fois, on a
en comptant les abscisses à partir de la position initiale du mobile. Si Pq est positif, la vitesse, d’abord positive, va constamment en diminuant et
s’annule au bout du temps ^ partir de cet instant, la vitesse qui est
négaliA^e croît indéfiniment en valeur absolue. En éliminant t entre les équations (a) et (3), on trouve
vl — 1gX.
On arriverait à cette relation en appliquant le théorème des forces vives, c’est-à-dire en multipliant les deux membres de (i) par 2-^ et intégrant. On a donc
V =±s/vl— ^gx.
Dans l’hypothèse où nous nous plaçons, Vo>o, le corps est d’abord lancé vers le haut et au début du mouvement la vitesse est positive ; on devra
donc prendre le signe -h devant le radical. Lorsque x croît jusqu’à
V diminue jusqu’à zéro; à partir de ce moment, le corps retombe et l’on prendra le signe — . L’expression que nous venons de trouver pour la vitesse montre que, lorsque le mobile passe par une position déterminée, sa vitesse est la même en valeur absolue, qu’il monte ou qu’il descende ; il repasse alors par une même surface de niveau.
2° Mouvement d’un point matériel attiré par un centre fixe O proportionnellement à la distance.
Prenons pour origine le point O {fig. i3o) et pour axe la droite OMo,
Fig. i3o.
CV _
qui sera la trajectoire; choisissons pour sens positif le sens OMq, Mq désignant la position initiale, et désignons par Vq la vitesse initiale.
Prenons d’abord le cas de l’attraction : la force, à un instant quelconque, sera — ixx, p. étant positif, et l’on aura pour équation du mouvement, en
posant — = ^ m
~di^
Cette équation convient, que le point mobile soit à droite ou à gauche du centre attirant O.
Cette équation, écrite sous la forme
est une équation linéaire, à coefficients constants, sans deuxième membre. Son intégrale générale est
X — k cos kt + B sin/f?
avec deux constantes A et B. La vitesse v est la dérivée de x par rapport à ^ :
P = — A/c sin -4- B A: cos/f?.
Pour déterminer les constantes, donnons-nous les valeurs initiales et Po de et P pour t,= o. Nous aurons
xo = A, Po = B A:.
La valeur de x est alors
(2) X — x^ cos kt sxxvkt.
Le mouvement est donc un mouvement vibratoire simple de période
T = -y- (aller et retour). Pour obtenir l’amplitude de la vibration, posons
cco=acosa, -t ~ — «sina,
nous aurons
(3) cc = a cos( -f- a) ;
X varie donc de — a à -ha, et l’amplitude est a. Si la vitesse initiale est nulle, on a
X = Xq cos kt ;
le temps que met le mobile à arriver au point O est le quart de la
TC
période T, c’est-à-dire ^ ; ce temps est indépendant de x^. On énonce
ce résultat en disant que le mouvement est tautochrone.
Application du théorème des forces vives. — Multipliant les deux membres de l’équation du mouvement par idx et intégrant, nous avons
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Pour X = Xq on a V = Vq] donc
h — vl-h k^xl ;
h est une quantité essentiellement positive et supérieure à k^x\ : nous pourrons donc poser h égal à un carré avec ct^Xf^. L’équation du
mouvement devient alors
et le temps sera donné par une quadrature élémentaire
dx
zh: y/«2 — x'^
qui conduit à un arc sin. On arrive ainsi, par une autre voie, à l’équation du mouvement (2). La" formule (4) montre que x ne peut varier qu’entre — a et -+- a, pour que le radical reste réel. Quand a? varie de — a à -ha, il faut prendre H- devant le radical (4) ; quand x décroît de -ha à — a, il faut prendre — .
3° Point repoussé par un centre fixe proportionnellement à la distance. — L’équation du mouvement est
— k^oc — O,
équation linéaire à coefficients constants qui a pour intégrale générale
_1_ e-kt X = Xo
Vo e-^^
Xo et Uo étant l’abscisse et la vitesse initiales. Si
Vo = — kxo,
l’équation du mouvement sous forme finie devient
X = Xo I
le mobile s’approche alors constamment du centre répulsif sans jamais l’atteindre, car, t croissant indéfiniment, x tend vers zéro.
Application du théorème des forces vives. — On peut employer une autre méthode de discussion et d’intégration.
Multiplions les deux membres par 2 ^ et intégrons ; il vient
avec h = vl — 5 donc
dx
dt
Supposons d'abord le mobile s’éloigne constamment du centre
répulsif et sa vitesse croît indéfiniment avec x.
Supposons maintenant Cq <o I au début, la vitesse sera négative : il faudra donc prendre le signe — devant le radical. Supposons /i>o; à mesure que le point s, 'approche de O, sa vitesse diminue jusqu’à s/h \ le mobile dépasse le point O avec cette vitesse et s’éloigne avec une vitesse indéfiniment croissante. Si h est négatif, on peut poser h égal à — 0^ j’on a
dx
~dt
= — ksj x'^ —
où a est nécessairement moindre que Xq, car pour x = Xq la vitesse Vq est réelle ; le mobile s’approehe donc du point A d’abscisse a et il arrive
Fig. i3i.
0 A ^ Mo
en ce point en un temps fini, car le temps qu’il lui faut pour parcourir l’espace Xq — x
tend vers une limite T lorsque x tend vers a. Au bout de ce temps T, la vitesse change de signe et le point s’éloigne indéfiniment de a avec une vitesse toujours croissante.
11 est intéressant d’étudier le cas intermédiaire h — o ou
Supposons 0.0 a alors
Co — ± kx(^.
Vo= — kxo ;
= — \J k'^x'^ = — kx.
La vitesse diminue constamment à mesure que le point se rapproche de l’origine ; le mobile s’approche indéfiniment du point O, mais il ne peut V atteindre dans un temps fini, car le temps qu’il lui faut pour arriver à une distance x de l’origine est
et cette expression croît indéfiniment lorsque x tend vers zéro. Le point O se
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distingue par cette particularité que c’est une position d’équilibre instable; le mobile placé en O sans vitesse initiale resterait au repos ; mais, si on l’en écartait un peu, la répulsion l’écarterait davantage ; le plus souvent, lorsqu’un mobile s’approche d’une position d’équilibre instable avec une vitesse qui tend vers zéro, il s’approche indéfiniment de cette position sans jamais l’atteindre.
4° Mouvement d'un point attiré par un centre fixe en raison inverse du carré de la distance.
Lorsque x est positif, la force est
si X était négatif, il faudrait prendre
Nous traiterons le premier cas ; alors l’équation du mouvement sera, sil’on pose P = /n/c2,
Multiplions par 2^
et intégrons (théorème des forces vives) :
/ dx \ 2 9. A-2
\dt } X
où h = vl Supposons que le mobile parte de Mq avec une vitesse
Xq
Vq négative, c’est-à-dire dirigée vers le point O ou avec une vitesse nulle ; il faudra, au début, prendre
dx __ /‘ik-
dt \ X
et le mobile s’approchera de O avec une vitesse croissant indéfiniment,, circonstance qui ne peut évidemment pas se réaliser physiquement : il y aura choc avant que la distance des deux corps s’annule. Si le mobile était lancé dans le sens positif, il faudrait prendre d’abord
dx
~dt
Si h est > O, à mesure que x croît, v décroît constamment, mais reste toujours supérieur à y/A; le mobile s’éloigne donc indéfiniment; et comme sa vitesse tend vers /A, on peut, après un certain temps, considérer le mouvement rectiligne comme uniforme.
Si h est nul, le mobile arrive nécessairement en tout point de la droite, si éloigné soit-il, car, entre Mq et un point quelconque P d’abscisse /?,
sa vitesse est supérieure à â / * il s’ensuit qu’il s’éloigne indéfiniment
avec une vitesse qui tend vers zéro.
Si h est négatif, on posera h =
et l’équation du mouvement sera
dx /ik- ’ik '^ ^
dt \/ X a ^
d’ailleurs a'^x^ (voir Jig. 13a), car le radical doit être réel pour x=-Xq\ la vitesse, d’abord dirigée dans le sens positif, va donc en diminuant à mesure que x croît. Le mobile s’approche autant qu’on veut du point A d’abscisse a et y arrive en un temps fini ; au bout de ce temps, le mouvement change de sens, car la force est attractive et elle ramène le mobile vers le point O, comme dans le premier cas Co = o-
On pourrait discuter autrement le problème en effectuant la quadrature qui donne t en fonction de iP ; on a en effet
Si l’on pose alors fraction rationnelle.
"ik^ ,
on est ramené
à l’intégration d’une
5" Mobile attiré par un centre fixe proportionnellement à la n^ème puissance de la distance
X = — fj.x'‘.
On trouvera que, si le mobile est abandonné sans vitesse initiale à une distance Xq de l’origine, il y arrive "au bout du temps
T =Xo~^
Zl-f-lV 2 P Jo
2 dz.
expression dans laquelle l’intégrale définie est l’intégrale eulérienne
^ Par conséquent, la seule valeur de n pour laquelle T est
indépendant de Xq est = i (exemple 2°).
6° Discussion du cas général. — La force étant de la forme X = mcp(a7), l’équation du mouvement est
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une première intégration donne (théorème des forces vives) clæy _
dt j
/î( X ) dx h = f{x)
dx
~dt
Pour fixer les idées, supposons f {x) une fraction rationnelle ; le signe du radical au début du mouvement sera donné par le sens dans lequel le mobile commence à se déplacer.
Imaginons, par exemple, qu’il faille prendre le signe +; le mobile s’éloigne dans le sens positif. Les seules singularités sont les zéros et les infinis de f\ supposons qu’en faisant croître x on arrive d’abord à un infini de / ; dans ce cas, le mobile ira tomber sur le point A correspondant à cet infini avec une vitesse croissant indéfiniment, et le problème sera terminé. Supposons maintenant que la première singularité soit un zéro simple; on écrira
ne s’annulant pas de à a, et l’on aura
é^.^^a — xsj^iyx),
^{x) étant positif de a?o à <2, pour que ^ soit réel ; le mobile arrive aussi
près que l’on veut du point A d’abscisse <2, car sur un segment MqB {Jig. i32) la vitesse ne s’annule pas ; elle reste donc supérieure à une cer-
Fig. i32.
taine limite et le mobile arrive nécessairement en B ; il arrive d’ailleurs en A en un temps fini, car le temps
dx
qu’il lui faut pour parcourir l’espace de Xq À x reste fini quand x tend vers a ; il arrive en ce point avec une vitesse n ulle et le sens du mouvement est ensuite déterminé par le sens de la force ; le mobile revient nécessairement sur ses pas, car, si x dépassait a, ^ deviendrait imaginaire. Si la
singularité x — a est racine double ou multiple, le mobile s’approche indéfiniment du point A, mais n’y arrive pas en un temps fini, car on a, eu supposant la racine double.
par suite
dx
dt
'^{x) étant encore positif dans l’intervalle Xaa \ et le temps qu’il faut au mobile pour parcourir l’intervalle XqX
dx
{a — x)sj^{x)
Croît indéfiniment lorsque x tend vers a. On peut remarquer que, si x = a est une racine double, la position correspondante est une position d’équilibre instable ; en effet, on a
d’ailleurs
foi
x) dx -h h ;
par suite, en dérivant les deux membres par rapport à a;, on a pour la force X
X = 7/rcp(a7) = — Y{a — xY {x) — 2(a — x) (];(.r)],
et cette expression s’annule bien pour x = a. La force s’annulant pour x = a^ la position A correspondante est une position d’équilibre. Elle est instable, car si l’cn écartait infiniment peu le mobile de cette position, en donnant à x une valeur infiniment voisine de a plus petite que a, l’expression ci-dessus, dans laquelle est positif au voisinage àe x = a, montre
que X deviendrait négatif ; le point tendrait donc à marcher dans le sens négatif et à s’écarter encore davantage de la position d’équilibre.
Un cas particulier qui se présente fréquemment est le suivant : le mobile partant de la position initiale Xq avec une vitesse Uo> l^s premières valeurs remarquables qu’on rencontre en faisant croître et décroître x, à partir de sont deux zéros simples de f(x)^ a et c, a>a?o>c. On peut alors écrire
f{x) = {a—rx){x — c)<^{x)^
^{x) restant positif entre a et c. On a, dans ce cas,
dx
où le signe doit être choisi alternativement positif et négatif, car, d’après ce qui précède, le mobile oscille entre les deux points A et G d’abscisses a et c (voir Jig. 13a). La durée de l’oscillation (aller et retour) est
dx
— x){x — c)if'h{x)
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Si donc on conçoit x comme fonction de t (inversion de l’intégrale), X est une fonction périodique de t avec la période T. D’après le théorème de Fourier, on peut développera en une série trigonométrique de la forme
o.izt , . nzt [\T:t , .
X = «0+ «1 cos — h bi sin h «2 cos h O2 sin — h. .
convergente, quel que soit t. La détermination des coefficients an et bn présente de grandes difficultés, sauf dans le cas où '\>(x) est un polynôme en X de degré égal ou inférieur à *2, cas dans lequel x est une fonction circulaire ou elliptique de t. Pour le calcul des coefficients dans le cas général, nous renverrons à un Mémoire de M. Weierstrass : Ueber eine Gattung reell periodischer Functionen {Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1866).
212. Mouvements produits par une force dépendant de la seule vitesse. — Mouvement vertical des projectiles dans un milieu résistant. — Nous avons jusqu’à présent traité des exemples dans lesquels la force ne dépend que de la position du point. Voici un genre de questions dans lesquelles on a à considérer un point matériel sollicité par une force dépendant de la vitesse. Imaginons un corps pesant mobile dans un milieu résistant comme l’air. Le milieu exerce sur chaque élément de surface du corps une certaine action, et toutes ces actions se composent en une force et un couple appliqués au corps. Dans le cas particulier où le projectile est de révolution et est animé d’un mouvement de translation parallèle à l’axe de révolution, il est évident, par raison de symétrie, que le couple est nul et que la résultante des actions du milieu sur les éléments superficiels du corps est une force dirigée suivant l’axe et en sens contraire du mouvement. Cette dernière circonstance se présente, par exemple, lorsqu’on laisse tomber dans l’air immobile une sphère ou un projectile cylinduo-conique d’axe vertical.
Plaçons-nous dans ce cas particulier ; d’après le théorème du mouvement du centre de gravité, que nous établirons plus tard, le mouvement du centre de gravité est le même que si toute la masse du corps y était condensée, et si toutes les forces extérieures appliquées au corps étaient transportées parallèlement à ellesmêmes en ce point. Le centre de gravité se meut donc comme un point pesant, sollicité par une force verticale R dirigée en sens contraire de la vitesse. On est ainsi conduit à étudier le mouve-
ment d’un point matériel sollicité par son poids et gêné dans son mouvement par une résistance R. L’expérience a montré que, pour des vitesses très faibles, la résistance est sensiblement proportionnelle à la vitesse c; si la vitesse est notable, mais encore inférieure à 200“ par seconde, la résistance varie comme i’- ; au delà, il faut introduire un terme en ou Il paraît impossible de représenter la loi de la résistance par une formule simple : M. Siacci a donné une formule dont l’accord avec l’expérience est digne de remarque; cette formule est discutée par M. Chapel dans la Revue Artillerie, t. XL VIII, avril-septembre 1896. Nous nous placerons dans l’hvpothèse générale que la résistance est donnée en fonction de la vitesse par la formule
R = mg^{v),
cp(e) étant une fonction positive et croissante de v. Comme le corps tombe quand il est abandonné sans vitesse, la résistance pour ç =■ O est inférieure au poids, donc cp (o) <C i • Nous supposerons en outre que, pour chaque valeur positive de la variable, la fonction tp(u) a une dérivée positive et différente de o. Nous appellerons À la valeur particulière de v pour laquelle la résistance égale le poids, c’est-à-dire pour laquelle cp(X)= i.
I® Mouvement descendant. — Le mouvement étant descendant
Fig. i33.
mg
par hypothèse, prenons pour origine la position initiale du mobile et un axe vertical dirigé vers le bas. L’équation du mouvement
= mg—mgc^{v)
sera
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comme cp(X)= i, on peut écrire l’équation (0 ^ =^[?(>0-<?(^)];
on en déduit, par une quadrature, le temps en fonction de la vitesse,
dv
(2) gt
dx
I clt par
ç dv
Cû(X) —
on a d’ailleurs, en remplaçant dans [\) dt par
g dx =
Cp(X)^ç(Pj’/
l’espace sera aussi déterminé en fonction de la vitesse par une quadrature
V dv
gx
) — cp(c)
dv
La formule ( i ) montre que ^ a le même signe que <p(X) — Supposons que la vitesse initiale, qui est positive, soit inférieure à ^ commence par être positif et c croît avec le temps depuis
sa valeur initiale Co ; la vitesse croîtra tant que oQ.) — 'p(^) sera positif, c’est-à-dire tant que c ne sera pas devenu égal à Nous allons montrer que v ne peut devenir égal à X en un temps fini.
En effet, dans l’équation (2), l’élément différentiel — r-r
’ '1 V cp(X)-cp(c)
devient infini pour c = X, et cela de façon que
cp(X) — 9(p)
tende vers une limite par conséquent, l’intégrale devient
infinie pour c = X; l’équation (3) montre de même que x devient infini pour cette valeur ; de là résulte que la vitesse croît constamment, mais tend vers la limite finie X.
Si la vitesse initiale Cq était plus grande que X, au début ^ serait négatif, la vitesse irait en décroissant et se rapprocherait
de X ; on verrait, comme précédemment, que t el x croissent indéfiniment lorsque v tend vers X.
En résumé, quelle que soit la vitesse initiale, la vitesse tend vers la même limite X, et, au bout d’un temps suffisamment long, le mouvement est sensiblement uniforme et de vitesse X. De là résulte que, si la vitesse initiale est précisément X, le mouvement sera rigoureusement uniforme ; d’ailleurs, l’équation différentielle (i) du mouvement admet bien la solution ç =i\.
Supposons qu’on laisse tomber dans l’air deux sphères homogènes égales de masses différentes ; à vitesse égale, la résistance de l’air sera la même ; nous aurons donc
Appelons X et X^ les vitesses limites pour les deux sphères définies par o(X) = I , cp^ (>v, ) = i . Il est aisé de voir que, si /7^^ on a X, >X. En effet, en faisant p = X dans (4), on a
cpi(X) =
Donc (X) est moindre que i, et, comme la fonction cpi est croissante, on a X, >-X ; ce qui montre qu’à la plus grande masse correspond la plus grande vitesse limite, résultat d’accord avec ce fait d’expérience que les corps les plus lourds tombent le plus vite dans l’air.
Comme exercice on peut supposer
g = kv’^.
Lorsque n est entier, les quadratures que nous avons à effectuer portent
sur des fractions rationnelles; si n était rationnel, n =^3 on poserait
v = u^ ex, l’on serait encore ramené à des différentielles rationnelles.
Faisons, par exemple, n = i ; l’équation (2) s’intégre immédiatement et donne
/rf=log^;
par suite, nous avons l’intégrale première
nous retrouvons bien ici les résultats généraux : X — c a toujours le signe
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de X— Uo ; et, lorsque t croît indéfiniment, l’exponentielle tend vers zéro,
et V tend vers X. Cette dernière équation s’intégre facilement, en y rem-
, dx
plaçant v par — ; on trouve
Gomme pour ï = o, on a ^ = o ; il vient
par suite
\t — X — Çk — Uo)
On a ainsi x en fonction du temps.
p-kt
-kt
en remplaçant X par sa valeur
Nous allons vérifier que, si l’on fait tendre k vers zéro, l’équation qui définit x se réduit à l’équation x = qui donne la chute libre
dans le vide. En effet, si dans la formule précédente nous remplaçons par son développement en série, nous avons
si nous faisons alors k = o, il reste bien
2° Mouvement ascendant. — Nous prendrons maintenant l’axe Ox dirigé vers le haut {fig> i34). Nous aurons encore R= m^cp(c), et l’équation du mouvement sera
dv
c’est-à-dire
d’où l’on déduit, comme précédemment,
dv
gt
gx
V dv
TROISIEMFi PARTIE.
DYNAMIQUE DU POINT
Dans ce cas, ^ est toujours négatif: la vitesse va donc constament en décroissant ; elle s’annule au bout du temps fini
dv
-- / SJ..
cp(v)
et la plus grande hauteur à laquelle le mobile peut monter est H---!.
si cp(u) était nul, on aurait les formules du mouvement dans le vide Ti=-- r dv, H, = -- f vdv.
Lorsque f(^) n’est pas nul, il est positif; par suite, les éléments de H sont toujours plus petits que les éléments correspondants de ; donc H est inférieur à et le mobile monte moins haut dans l’air que dans le vide ; on voit de même que T est inférieur à T|, et le mobile met moins de temps pour arriver à sa hauteur maxima que si le mouvement avait lieu dans le vide.
Au bout du temps T, le mobile s’arrête, puis il redescend en suivant les lois déjà vues du mouvement descendant sans vitesse initiale. Lorsque le mobile repassera par sa position initiale, il aura une vitesse moindre que Çq î effet, il est monté moins haut que s’il avait été lancé dans le vide avec la même vitesse initiale ; et, de plus, il est retombé moins vite que si sa chute avait eu lieu à l’abri de l’air ; pour ces deux raisons, la vitesse au retour sera moindre que celle qui correspondrait au mouvement dans le vide, c’est-à-dire que Çq.
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En supposant encore — nous pourrons intégrer facilement
dans le cas de = i ; nous aurons
k dv g -^kv
lo{
g -^kv ^ g + kvQ '
passant des logarithmes aux nombres
(c) g kv = {g kvQ)e->^t,
le mobile arrivera à la hauteur maxima au bout du temps
T = Tlog( i-H -Po .
Dans l’équation (c), remplaçons v par ^ et intégrons ; nous aurons
gt-^ kx = {g-\-kv^)
en faisant tendre k vers zéro, on retrouve la formule du mouvement dans le vide
X = v^t — \gV^.
Supposons maintenant n—‘i \ nous aurons, en faisant |- = X2,
dv
^ arc tang ^
d’où, en posant (3 = GX,
P = X tang(^ — ts/kg).
On déterminera la constante [j par la condition initiale Po = ^tangp. Le temps T que met le projectile à arriver au point le plus haut p = o est
3 doc
— Partant de l’expression delà vitesse dans laquelle p = — ,
on a, par une quadrature.
i Ina
k ° cos P
30 Mouvement rectiligne d’un point matériel pesant mobile avec frottement sur un plan incliné dans un milieu résistant. — Le point étant lancé du point O {fig. i35), suivant une ligne de plus grande pente du plan Ox, décrira cette ligne dont nous appellerons i l’inclinaison sur l’horizon. Les forces appliquées au point mobile m sont le poids mg, la résistance du milieu, que nous supposerons proportionnelle à c", R = mi^c"
dirigée en sens contraire de la vitesse, la réaction normale N du plan et, enfin, la force F de frottement dirigée également en sens contraire de la vitesse. D’après les lois expérimentales du frottement (n° 195) cette force
Fig. i35.
est indépendante de la vitesse du point ; elle est proportionnelle à la réaction normale N;F = f étant ce que l’on appelle le coefficient de frottement.
Traitons en détail le mouvement descendant. Nous prendrons alors l’axe Ox dirigé vers le bas, comme dans la figure, et un axe O y perpendiculaire. En écrivant les deux équations du mouvement, on a
m = mg sin i
m = N — mg cos i ;
comme y est constamment nul, on a
N — mg cosf, F = /N = /m^cosf; remplaçant aussi R par sa valeur mkv^. on a l’équation
~dF
= {g ûni — fg cos i) — kv^K
Trois cas sont à distinguer, suivant que le premier terme est positif, négatif ou nul.
Premier cas, tangî>/. — Le premier terme (^sinf — fgcosi) est alors une constante positive ; en l’appelant g', on a
dp
= g'—kv^,
équation identique à celle du mouvement descendant étudié dans le cas d’une chute verticale dans un milieu résistant, sauf le changement de g
en g\ La vitesse tend donc vers une limite
Deuxième cas, tangî</. — Le premier terme est alors négatif ; en l’appelant — ^i, on a
dp
— g y— kV^,
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équation identique à celle du mouvement ascendant étudié dans le cas du mouvement vertical dans un milieu résistant, sauf le changement de g en '^1. La vitesse diminue et s’annule au bout d’un temps fini T : le mobile arrive donc, au bout de ce temps, dans une position A, où la résistance de l’air et le frottement de glissement à l’état de mouvement s’annulent, car la vitesse devient nulle. Le point restera indéfiniment dans cette position; car, s’il tendait à se remettre en mouvement, les forces de résistance et de frottement de glissement apparaîtraient immédiatement pour réduire de nouveau sa vitesse à zéro. Dans cette position A, il y a donc équilibre entre le poids et une réaction oblique du plan, due au frottement au repos examiné dans le Chapitre IX.
Troisième cas, tangf= f. — L’équation est alors
dv
di
La vitesse va donc en diminuant, car sa dérivée est négative. Peut-elle s’annuler? On a, en intégrant.
kt = — i
si n est différent de i, et
kt = log~?
si n=\. Donc, si n est supérieur ou égal à i, ^ augmente indéfiniment quand p tend vers zéro : le mouvement continue indéfiniment avec une vitesse tendant vers zéro.
Si n est moindre que i, t tend vers une limite T quand p tend vers zéro :
kT = Zo_.
Au bout de ce temps, la vitesse s’annule et le mobile s’arrête ; car, la vitesse étant nulle, la résistance s’annule’ aussi comme dans le cas précédent.
L’espace parcouru x est fini ou infini, suivant que n est inférieur ou non à 2.
213. Mouvement rectiligne tautohrcone. — On dit qu’un mouvement rectiligne est tautochrone quand le mobile, abandonné à lui-même sans vitesse sous l’action de forces données, emploie le même temps pour atteindre un point déterminé, quel que soit le point de départ.
1° La résultante des forces dépend uniquement de la position du mobile (méthode de Puiseux). — Prenons le point d’ar-
rivée ou point de tautochronisme pour origine O ; soient X Ja résultante des forces appliquées au point, l’abscisse de la position initiale supposée positive. Le théorème des forces vives donne
X est par hypothèse une fonction de æ évidemment négative pour les valeurs positives de æ, car, le mobile devant se mouvoir vers l’origine O, quelle que soit la position initiale, la force doit être toujours dirigée vers O. Posons, pour abréger,
X dx = —
cp(.27) étant une fonction positive croissant avec x et s’annulant pour .2? = O ; l’équation devient
et le temps T que met le mobile à arriver au point O est donné par la formule
Posons
Cp(^)=^, <p(£!7o)='So, X=^{Z),
tj; désignant la fonction inverse de cp ; il vient
v/cp(a7o) — Cp(a7)
( z) dz \/zq— Z
Pour que le mouvement soit tautochrone, il faut et il suffît que T soit indépendant de Xq^ c’est-à-dire de Zq. Nous exprimerons ce fait en écrivant que la dérivée de T, par rapport au paramètre Zq, est nulle. Pour éviter des termes infinis dans l’expression de cette dérivée, rendons les limites indépendantes de Zq en posant z = Z(-^u\ alors
4*' ( ^0 da
{Zç^u)ZçiU ^ {Zç^u)
du
\J Zq — Zq U
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OH, en remettant la variable z = ZqU^
dT
dzQ
zY ( s) H- -
dz.
-So V^o— ^
Cette expression doit être nulle quel que soit ce qui exige que la fonction soumise à l'intégration soit identiquement nulle ; car, si elle ne l’était pas, on pourrait prendre Zq assez petit pour que, entre les limites o et^o? cette fonction garde un signe constant et, par suite, que l’intégrale ne soit pas nulle. La fonction «L doit donc vérifier l’équation dilférentielle
zY'{z) H- ^ Y(^) = O,
qui donne
+ C, ^{z) = ‘iC\/z + C.
Comme s’annule avec z, car les variables ^ et ^ s’annulent en même temps, on a C' = o, o.C\/z. L’équation x — 4'(^)
donne enfin
ce qui montre que la fonction est et que la force X est
donnée par
La seule loi de force fonction de x produisant un mouvement rectiligne tautochrone est donc une attraction proportionnelle à la distance ; ce mouvement a été étudié précédemment (n° 211).
2° La résultante des forces dépend de La position et de la vitesse du mobile. — Nous nous bornerons, pour ce cas, à quelques indications bibliographiques.
Lagrange a donné {Mémoires de Berlin, 1765 et 1770) une loi générale de forces pour laquelle le tautochronisme a lieu nécessairement et qui comprend, comme cas particulier, la loi précédente ; mais, comme l’a remarqué J. Bertrand, la formule de Lagrange ne donne pas toutes les lois de force pour lesquelles le mouvement est tautochrone.
Signalons aussi un article de M. Brioschi contenant une formule plus générale que celle de Lagrange {Annali. . . da Tortolini, Rome, i853, et Mécanique de Jullien, t. I) et un article de M. Haton de la Goupillière {^Journal de Liouville, 2® série, t. XIII). ( Voir Exercices 5 et ^his.)
214. Étant donnée la loi d’un mouvement rectiligne, trouver la force. — Ce problème est déterminé ou non, suivant qu’on donne la loi générale d’un mouvement rectiligne avec deux constantes arbitraires, ou seulement un mouvement particulier.
Supposons qu’on donne
(1) a? = Cp(^, 37o,
â?o étant la position initiale du mobile pour ^ = o et Pq sa vitesse initiale. On se propose de trouver la loi de la force capable d’imprimer au mobile, placé dans la position arbitraire Xq et lancé avec la vitesse arbitraire Uq, le mouvement donné. Ce problème est déterminé. On a
Résolvant les équations (i) et (2) par rapport kxa et Uo, et portant dans l’expression de X, on aura la loi cherchée
Exemple. — Si le mouvement donné est défini par la formule
on trouve
^ _ mp x^
Si, au contraire, on donne seulement un mouvement particulier sans constantes arbitraires, ou avec une seule constante arbitraire, le problème n’est pas déterminé. Supposons, par exemple, qu’il n’y ait pas de constante du tout et que l’on se donne
(3) x = o(t); on aura
c = çp'(^), X =
On pourra, à l’aide de ces équations, exprimer X en 2:, u et ^ d’une infinité de manières ; on aura donc une infinité de lois de forces capables de produire le mouvement particulier donné.
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La question pourrait être précisée si Ton imposait d’avance certaines conditions à X; ainsi, en imposant à X la condition de dépendre uniquement de la position x, on aurait un problème précis, car il faudrait tirer t de l’équation du mouvement (3) et le porter dans l’expression de X. De même on aurait un problème précis en imposant à X la condition de dépendre de P ou ^ seul.
Exemple. — Soit .v = sin t ; pour ^ = o, on a Xq = o, çq = j . Cette équation donne
p = cosC X = — m sin
On aurait donc comme lois de forces X les suivantes :
(a) — msin^, ([3) — m\J \ — — mx.^ (8) —{x-\-%\nt),
où l’on peut varier les combinaisons à l’infini. Si l’on cherche le mouvement le plus général produit par une de ces forces, on trouve des mouvements très différents qui, tous, pour les conditions initiales particulières a?o =o, Co=i, donnent le mouvement proposé a? = sin^. On trouve, par exemple, pour les quatre premières lois de forces, les mouvements suivants:
X — sin — i— G t “4— G ,
= sin ( ? -t- G ) H- G',
X = C cos t -+- G' sin t,
X = C cos -H G' sin
— -h smt
qui, tous, pour des déterminations convenables des constantes G et G', se réduisent à iP = sin^.
III. — MOUVEMENT CURVILIGNE
POINT PESANT DANS LE VIDE ET DANS UN MILIEU RÉSISTANT. PARTICULE ÉLECTRIQUE.
215. Force de direction constante. — Supposons que la force qui agit sur le mobile soit constamment parallèle à une direction fixe : la trajectoire sera dans le plan contenant la vitesse initiale et la direction de la force. Ce résultat peut être considéré comme évident par raison de symétrie ; nous prendrons le plan de la trajectoire pour plan des xy et l’axe O y parallèle à la force. Les équations du mouvement seront alors
la première de ees équations donne dx
— = 6ü, X — at b
la projection du mobile sur l’axe Ox est animée d’un mouvement uniforme. On déterminera les constantes a et 6 en écrivant que
pour t = tQ on a x = Xq et = x'^. Dans le cas le plus gé-
néral; on aura pour la seconde équation
df^
dt
En remplaçant x par cette équation prend la forme
c’est une équation de même forme que celle qu’on trouve dans le cas d’un mouvement rectiligne ; si l’on sait l’intégrer, le problème est complètement résolu.
216. Équations intrinsèques. — Les équations intrinsèques du mouvement vont ici se simplifier. Prenons des axes rectangulaires; soit a Fangle
Fig. i36.
de la vitesse avec Ox {^fig. i36); projetons la force sur la normale, nous aurons
Y cosa =
En projetant sur la tangente, nous aurions une deuxième équation ; mais il est plus simple d’observer que l’on a trouvé plus haut que la projection
^ de la vitesse est une constante a, ce qui donne
P cosa = a ;
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éliminons la vitesse entre ces deux équations, nous aurons pour équation intrinsèque de la trajectoire
Y P cos^a — const.
Si, par exemple, on suppose Y = const., on a pour équation de la courbe
P cos^a = k;
c’est l’équation intrinsèque d’une parabole, comme il résulte du problème suivant.
217. Mouvement d’un point pesant dans le vide. — Nous prendrons pour origine la position initiale du mobile, pour axe des y une verticale dirigée vers le haut, et pour axe des cv une horizontale dans le plan de la trajectoire ; les équations du mouvement seront
—nr = O, dt^
la première donne, en appelant a l’angle de la vitesse initiale Uo avec Ox^
— = Pocosa,
X = cosa;
la deuxième équation s’intégre aussi immédiatement et donne
/ / dy
gt^
V- Vçjt sina
Les équations ( i ), ( i') donnent la vitesse (3) _ p2 cos^a (uosin a — gty = Uq —
la valeur numérique de la vitesse à chaque instant est la même que si le mobile tombait sans vitesse initiale d’un point dont l’ordonnée serait — •
Ig
Cette formule donnant la vitesse résulte immédiatement du théorème des forces vives.
Entre les équations (2), (2'), éliminons le temps; nous obtenons l’équation de la trajectoire
gx^
X tan^a.
C’est une parabole d’axe vertical qui tourne sa concavité vers le bas, car le coefficient de x"^ est négatif.
Si a était négatif, serait, d’après ( i'), toujours négatif : donc y irait
constamment en décroissant et le mobile ne passerait pas par le sommet de la parabole.
Fig. 187.
Supposons maintenant a>o; eommence par être positif et le mobile
monte ; il monte jusqu’à ce que s’annule, ce qui se produira au bout d’un temps t' donné par l’équation
— gt' ^ Po sina
Po a
le mobile étant arrivé à sa hauteur maximum, sa vitesse est minimum en vertu de la relation (3). Les coordonnées du point le plus haut S, sommet de la parabole, seront
, , Po sin 2a
X = V(,t cosa ~ ,
, gt"^ , .
y = — 1- Po ^ sin a =
-^sin2a.
Après cet instant t', ^ devient négatif et le mobile redescend. Lorsqu’il
repasse à la même hauteur, la valeur numérique de la vitesse redevient la même. En particulier, il repasse au point A au niveau de O avec la vitesse Po. La portée horizontale OA est double de l’abscisse x' du sommet :
OA
Pour que OA soit le plus grand possible avee une vitesse initiale donnée,
il faudra que siu2a soit maximum, e’est-à-dire que a soit égal à Sup-
posons que l’on veuille atteindre un point B de Ox d’une abscisse moindre
CHAPITRE X. — GÉNÉRALITÉS. MOUVEMENT CURVILIGNE
que — ; l’inclinaison du tir sera donnée par
sin ‘i'x= ^ OB.
TT
On voit qu’il y a deux solulions également distantes de -• On atteindra
donc le point B par deux paraboles ; on verrait aisément que c’est par la parabole inférieure qu’on y arrive dans le temps le plus court.
On peut déterminer géométriquement la position de la parabole correspondant à un angle donné a ; pour cela, nous allons d’abord établir que toutes les paraboles obtenues en faisant varier a ont pour directrice la
droite D, d’ordonnée — • En effet, le paramètre de la parabole décrite par
QQg2 ç- S2Ji2
le mobile est p = — ; l’ordonnée du sommet étant y' ~
‘ig
l’équation de la directrice sera
c’est donc bien la droite D, située à la hauteur à laquelle monterait le mobile s’il était lancé verticalement avec la vitesse Uq-
Ceci posé, supposons donnée la tangente à l’origine ; le foyer devra se trouver sur la droite OF telle que O Pq soit bissectrice de l’angle FOD ; il devra de plus se trouver sur le cercle décrit de O comme centre avec OD pour rayon ; il est donc à leur intersection. Cette construction nous montre en passant que le lieu des foyers de ces paraboles est le cercle de centre O et de rayon OD.
Proposons-nous de chercher sous quel angle il faudrait lancer le projectile pour atteindre un point donné Mj (iPi, ) du plan. En posant tanga = w, l’équation de la trajectoire devient
; (l + -4- UX
en exprimant qu’elle passe par {x^,yi)^ on a pour déterminer u l’équation du second degré
y\^— u^)^ux,.
Pô
La condition de réalité des racines est
'ig 2P;
Pour l’interpréter géométriquement, considérons la parabole ayant pour
équation
Cette parabole a pour paramètre — j et pour sommet le point ir = o,
= c’est-à-dire le point D : elle a donc pour foyer Porigine. La condition de réalité (2) exprime que le point Mi doit être dans ou sur cette parabole {parabole de sûreté). Si le point est dans la parabole de sûreté, l’équation en u a deux racines réelles distinctes, et il y a deux façons d’atteindre le point Mj en lançant le projectile sons deux angles différents {fig. 137,). Si Mi est sur la parabole de sûreté, l’équation en u a une racine double, et il n’y a plus qu’une façon d’atteindre le point Mj. Dans le cas où l’équation en u a deux racines distinctes, il y a deux trajectoires passant par M], correspondant aux deux valeurs ai et de l’angle a; les temps mis à ariiverau point Mi par les deux trajectoires sont respectivement
Vq cosai
Uo cosa'i
le plus court de ces deux temps est celui qui correspond au plus petit des angles ai, a) .
La parabole de sûreté est l’enveloppe des trajectoires obtenues en faisant varier a, c' est-à-dire u. En effet, pour trouver l’enveloppe des courbes représentées par l’équation ( i ), dans laquelle u est un paramètre variable, il suffît d’exprimer que cette équation, considérée comme une équation en admet une racine double. Or c’est ce que nous avons fait pour trouver la parabole de sûreté.
Ces résultats s’obtiennent facilement par une méthode géométrique {fig. i38). Il faut construire une parabole passant par deux points et ayant une directi'ice donnée. Le foyer sera, comme nous l’avons vu, sur le cercle de centre O et de rayon OD. Il sera de même sur un cercle ayant pour centre le point Mi, par où doit passer la parabole, et pour rayon la perpendiculaire Ml P abaissée du point Mi sur la directrice D. Ces deux cercles pourront se couper en deux points F, F' ; il peut donc y avoir deux paraboles. Pour que ces cercles se coupent, il faut que la distance OMi des centres soit plus petite que la somme et plus grande que la différence des rayons; la dernière de ces conditions est évidemment remplie, car on a OMi>OQ et OQ est la différence des rayons. Il suffît donc d’écrire que
OMi< OD -h MiP.
Menons la droite A à une distance 2OD de l’axe des x et prolongeons MiP jusqu’au point de rencontre II avec cette droite ; la condition à remplir devient
MiO < MiH.
CHAPITRE X
— GÉNÉRALITÉS. MOUVEMENT CURVILIGNE. 357
Or le lieu des points pour lesquels on a O = Mj II est la parabole ayant pour foyer l’origine et pour directrice A : c’est la parabole de sûreté. Si le point Ml est à l’intérieur de cette parabole, on pourra l’atteindre de deux
Fig. i38.
façons : s’il est sur cette parabole, il n’y a qu’une trajectoire qui y passe ; d’ailleurs, pour un tel point Mi, le foyer de la trajectoire et le foyer de la parabole de sûreté sont en ligne droite avec Mi. La construction élémentaire qui détermine la tangente en Mi montre immédiatement que cette tangente est la même pour les deux paraboles ; de là résulte que la parabole de sûreté est l’enveloppe des trajectoires.
218. Détermination de la force parallèle quand on connaît la trajectoire. — Nous avons traité le problème qui consiste, étant donnée une force parallèle à un axe Oy, à trouver le mouvement qu’elle imprime à un point matériel. On peut se proposer le problème inverse : connaissant un mouvement plan, tel que la projection du mobile sur l’axe des x soit animée d’un mouvement uniforme, trouver une loi de forces parallèles à Oy qui puisse produire ce mouvement.
Donnons-nous la trajectoire y=f{x)^ que nous supposons parcourue par le mobile sous l’action d’une force parallèle à Oy. Nous avons, par hypothèse, x = at-h b, et l’équation de la trajectoire définit y en fonction de en y remplaçant x par sa valeur. On a alors
dt
dt'-
la loi de la force sera donc
ma^f"{x).
On pourra transformer cette expression de la force en tenant compte de l’équation de la trajectoire ; on pourra, par exemple, tirer de cette équation x en fonction de y et exprimer la force à l’aide de cette seule variable ; mais on pourrait encore remplacer x partiellement en fonction
dy
de J, ou de t, ou de et d’une façon générale on aurait la loi de force
Y = ma2/"(a7)-t-^(|a7, ^\y—f{x)\,
qui se réduit bien à ma^f"{x) sur la trajectoire proposée. Si, partant d’une quelconque de ces distributions de forces, on cherche la trajectoire d’un mobile qui y est soumis, en particularisant convenablement les conditions initiales du mouvement, on devra nécessairement trouver la trajectoire donnée y= f{x).
Prenons, par exemple, le cas du cercle
en appliquant ce qui vient d’être dit, on trouve les lois Y=ii, Y= ï—
Pour ces deux lois, on trouve deux systèmes de coniques absolument différents, mais chacun d’eux contient le cercle y = \/ .
219. Mouvement curviligne d’un corps pesant dans un milieu résistant. — Lorsqu’un projectile est en mouvement, son centre de gravité se meut comme si la masse du corps y était concentrée et toutes les forces extérieures appliquées au projectile transportées parallèlement à elles-mêmes en ce point.
Dans le cas qui nous occupe, le centre de gravité est sollicité par deux forces : le poids du projectile et la résistance du milieu R, qui est la résultante des pressions superficielles transportées parallèlement à elles-mêmes au centre de giavité. Les pressions en elles-mêmes n’ont pas de résultante : elles peuvent, en général, se réduire à une résultante R appliquée au centre de gravité et à un couple. Si la forme du projectile est quelconque, on ne sait rien sur la direction de cette résistance, qui peut faire sortir le centre de gravité du plan vertical dans lequel il est lancé à l’instant t = o. Mais, lorsque le projectile est sphérique et ne tourne pas, la résistance est dans le plan vertical contenant la vitesse du point G et, par raison de symétrie, la trajectoire est plane. Nous admettrons de plus, pour simplifier autant que possible, que cette résistance est une force R dirigée en sens contraire de la vitesse du centre de
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gravité : ce sera une fonction de celle vitesse v assujettie à croîire avec V.
Si l’on admet que la résistance est dans le plan vertical passant par la vitesse du centre de gravité, on peut démontrer analytiquement que la trajectoire est plane. En effet, rapportons le mouvement à trois axes rectangulaires Ox, Ojr, Oz, l’axe Oz étant une verticale dirigée vers le haut. En appelant R^c, Rj, R^ les projections de la résistance, les équations du mouvement du centre de gravité seront
n Xi
Des deux premières on déduit
dt^
Or, le plan projetant horizontalement la résistance, coïncidant avec le plan projetant la vitesse, R^; et Ry sont proportionnels à
^ et l^a relation précédente devient, par suite,
ou, en intégrant,
dr- _
dx dy ’
dt dt
dy . ^dx
passant aux nombres et intégrant de nouveau, il vient
y = Cx -h G' :
la courbe est plane et son plan est vertical ; ce plan est d’ailleurs celui qui projette horizontalement la vitesse initiale.
Prenons ce plan pour plan des xy, la position initiale du mobile pour origine, Oy vertical dirigé vers le haut, elOx situé, par rapport à Oy, du même côté que la vitesse initiale.
Nous partirons des équations intrinsèques du mouvement. Désignons par s l’arc de trajectoire OM, par a l’angle de la vitesse v avec Ox^ et par p le rayon de courbure MC {Jig- iSp). Les forces
qui agissent sur le point sont la résistance R et le poids mg ; leur résultante est toujours située du côté des y négatifs par rapport à la tangente R. Or, la direction de la force entraîne le sens de la
Fig. 189.
concavité; il en résulte que la trajectoire tournera sa concavité du côté desy négatifs. L’angle a va donc constamment en diminuant ; il part d’une valeur connue 7.0, il s’annule au point le plus haut de la trajectoire et diminue ensuite ; nous verrons plus loin
que sa limite est —
Projetons les forces sur la tangente, nous aurons (n° 200)
dv ^ • r>
m — = r ÿ = — mg sin a — K.
Dans cette équation, R est une fonction de la vitesse, que nous écrirons
R = cp(p);
par suite,
(i) ~ ^[sina + cp(c)].
Projetons maintenant sur la normale m — = mg cos a ;
mais on a
ds ds dt dt ^
^ doL dt dv. ^ d%’
on doit prendre le signe — , puisque a décroît lorsque s croît, et que P est la valeur absolue du rayon de courbure. Portant cette
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valeur dans l’équation précédente, elle devient
dcL
(.) _.^=«-cosa.
Les équations ( i) et (2) permettent de trouver ^ et e en fonction de a; éliminons dt en les divisant membre à membre; nous obtiendrons l’équation
dv V doL
= tanga
cp(e)
cette équation, du premier ordre, donnera e en fonction de a,
l’équation (2) donnera alors
(4) t= / ^^^-^dcL.
cos a
On peut exprimer aussi æ; et y en fonction de a par de nouvelles quadratures ; on a, en effet,
dx = V cos OL dt ^ X — I [<|»(a)]2 6/a,
dy = c sina dt, y= j [(|;(a)]2 tanga ;
lors donc que l’on a trouvé ®n achève le problème au moyen
de simples quadratures.
L’expression qui donne dt^
dt _ le dcf. g cos a’
/ • X dt f "P I
montre que, tant que a est supérieur a — ^ negatir, et le
temps va bien en croissant quand a diminue ; il en est de même pour car dx — vcosoidt. Quant à y, il commence par croître
jusqu’à a =: O, puis, ^ changeant de signe, il décroît et le mobile
redescend. On obtient les valeurs de x^ t qui correspondent au point le plus haut en faisant a = o dans les intégrales précédentes.
Hodographe. — L’équation ç = 'j'(a) est l’équation de l’hodographe du mouvement, en coordonnées polaires, car c est le ra^'on vecteur d’un point de l’hodographe et a l’angle de c avec la direction fixe Ox.
Équation intrinsèque. — Une fois connue la fonction on aura aisément l’équation intrinsèque de la courbe ; nous avons en effet trouvé
donc
— =. g COS a,
^cosa ^cosa
Cas d’intégrabilité donné par Legendre. — Nous traiterons complètement le cas où la résistance est supposée donnée par
a, è, n étant tous trois positifs. Nous supposerons a inférieur à l’unité, sans quoi, en abandonnant le corps sans vitesse initiale, la résistance mga serait plus grande que le poids et le projectile ne tomberait pas. L’équation (3) deviendra dans ce cas
dv a
— — = tanga h
V dy. ^
divisons les deux membres par et prenons pour nouvelle inconnue — >
il vient
tanga
nh
pour intégrer cette équation linéaire, posons
cosa/ cosa
elle devient
dp / a \
nh
cosa
disposons de q de façon à annuler le coefficient de p, nous avons l’équation
dq
= — n tanga da —
na da
cosa
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qui admet l’intégrale particulière
log^ = n log cos a — na logtang^^ -h
[/a 7t\~|-''« tang H- —y J ;
en adoptant celte valeur de il nous reste, pour déterminer/), l’équation
nb
dp
lia
q cosa
d’où, en intégrant de ao à a et appelant /o ia valeur de q pour a — ao et Uo la vitesse initiale,
= — î— = C — nh f
da
' q cosa
OCo •*
où la constante G a pour valeur comme on le voit en supposant
a = ao- La fonction q étant remplacée par sa valeur trouvée plus haut, on aura v en fonction de a; on obtiendra ensuite a?, jk, t par les formules (4) et (5) déjà trouvées.
TU
Nous allons établir que, lorsque a décroît jusqu’à — -? le temps croît
indéfiniment, y devient infini mais négatif, tandis que v et x ont tous deux une limite: la courbe aune asymptote verticale à distance finie, et le mouvement tend à devenir rectiligne et uniforme.
En effet, l’expression qui donne peut s’écrire, en multipliant par q,
V qo‘’o J,
dcL
q cosa
Quand a tend vers -, q tend vers zéro, car a est moindre que i ;
d’autre part, l’intégrale du second membre devient infinie. Gomme le terme — tend vers zéfo, il suffit de chercher la limite du second terme du second membre, terme qu’on peut écrire sous forme d’un rapport,
nh
da
q cosa
prenant la forme -• Le rapport des dérivées par rapport à a est
nhq d'x cosa dq
OU encore, en remplaçant pai' sa valeur calculée plus haut,
faisant enfin a = — vers la limite
TT 1 ,
— J on trouve que — tend vers la limite 2 1
» et P
L’intégrale qui donne x (formule 5),
reste finie lorsque a tend vers ; en effet, v a une limite finie X et,
l’élément de l’intégrale restant fini, il en est de même de x qui tend vers
TT
Xi= ^ du:
d’ailleurs, t devient infini pour a = — - ; on a, en effet.
et l’élément différentiel devient infini pour a = — -? mais de façon que — ^a-+-— ^ tende vers la limite finie X ; cette intégrale se comporte donc
au voisinage de a = comme
\da. . . TT
au voisinage de a= —
c’est-à-dire qu’elle devient infinie. Pour la même raison, l’expression de y
tanga <a?a
croît indéfiniment lorsque a tend vers — -• Les propositions énoncées plus haut sont donc établies.
Cette limite X de la vitesse est, comme dans le cas du mouvement rectiligne descendant, la racine de l’équation
cp(X) = i.
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Remarque. — Si l’on voulait, dans un cas particulier déterminé, effectuer les quadratures, ou du moins calculer approximativement les valeurs
TU
de U, y, t dans le voisinage de a — — -, le plus simple serait de poser
a TC \ du do. lu
— H - , — = , cos a =
2 4/ U cos a I -h
la variable u, d’abord positive, est égale à i pour a = o et tend vers zéro
qnand a tend vers — -•
La valeur de q devient
<2^nun-na M"'
l’exposant n' étant positif, car a est inférieur à i. Portant dans l’expression de — , on trouve
çn ■
■1^ Tc-^
expression dans laquelle on pourrait effectuer la quadrature si n était entier. Cette expression se prête facilement au développement en série.
Nous renverrons pour l’étude de ces questions de Balistique au Traité du commandant Vallier ( Gauthier-Villars), à un article du commandant Jacob (A/emo/'ta/ de V Artillerie de Marine, 35® année, 2® série, t. XXVII, 1899), aux Ouvrages du commandant Ch vrboxnier ( Traité de Balistique extérieure, Extrait du Mémorial de l’Artillerie de Marine. 1900, Balistique extérieure, trois Volumes de l’Encyclopédie scientifique, publiée sous la direction du D® Toulouse, Paris, O. Doin), enfin à trois articles de M . Zaboudski, professeur à l’Académie d’Artillerie de Saint-Pétersbourg, i lisérés dans La Corrispondenza (Livorno, 1900 et 1901),
Remarque sur l'intégration de l’équation (3). — Nous avons vu que le problème se ramène à des quadratures dès qu’on a tiré c en fonction de a de l’équation différentielle (3). Il y a donc intérêt à étudier cette équation et à en donner des cas d’intégrabilité. C’est ce qu’a fait M. Siacci dans deux Notes des Comptes rendus, 1901, t. CXXXII et CXXXIII. D’autre part, au point de vue de l’intégration, on peut par la substitution
U [ sina -t- <p (u)] = ^
ramener l’équation différentielle (3) à la forme (
^ C[cp2(c) -I]Z3— [2<p(c)-l-CCp’(u)]^2
(‘) Voir Appell, Archiv der Mathematik und Physik, Dritte Reihe, fünfter Band, 1908.
qui rentre dans le type général
DYNAMIQUE DU POINT
^ = CqZ^-{- CiZ^-+- CiZ -h C3
étudié par divers auteurs (Roger Liouville, Comptes rendus, 6 septembre 1886; Appell, Sur les invariants de quelques équations différentielles {Journal de Jordan, t. V, 1889); Painlevé, Annales de l’École Normale supérieure, 3® série, t. VIII, 1891; Elliot, Ibid. t. Vil, 1890, et Richard Guntsche dans un Opuscule intitulé : W issenschaftliche Beilage zum Programm der dritten Realschule zu Berlin. Ostern, 1893, Gartner Verlagshuckandlung).
220. Mouvement d’un point pesant sur un plan incliné avec frottement et résistance de milieu. — L’inclinaison du plan sur l’horizon étant i, prenons pour origine la position initiale du mobile, pour axe Oy la ligne déplus grande pente dirigée vers le haut, pour axe Oa?une horizontale du plan et pour axe une normale au plan. Les forces qui agissent sur le mobile sont le poids mg, la résistance de milieu R dirigée en sens contraire de la vitesse, la réaction normale N du plan, et enfin la force de frottement /N dirigée en sens contraire de la vitesse; /désignant le coefficient de frottement.
Gomme est évidemment nul, on a, en projetant sur Oz,
O = N — mg cosi ;
la force de frottement /N est donc constante et égale à fmgcosi. La réaction normale N étant égale et opposée à la composante normale du poids, on peut supprimer ces deux forces qui se font équilibre et il reste à chercher dans le plan le mouvement d’un point m sollicité par les forces suivantes : 1° la projection du poids mg sur le plan qui a pour valeur mgûni et qui est dirigée en sens contraire de Ojk; 2° la résistance de milieu R et la force de frottement fmgcosi qui sont dirigées toutes deux en sens contraire de la vitesse et qui se composent en une seule force
Rj = fmg cosi H- R.
Si l’on désigne o'sin f par g^, on a à chercher le mouvement d’un point sollicité par une force mgi parallèle à Oyel une résistance Ri. On a donc les mêmes équations que dans le problème précédent, sauf le changement de g en et de R en Ri.
Par exemple, si la loi de la résistance R est la même que dans le cas précédent mg{a bv'^). avec nf,o, on a
«1 et 61 désignant deux nouvelles constantes. Il suffira donc, dans le cas
CHAPITRE X. — GÉNÉRALITÉS. MOUVEMENT CURVILIGNE
qui a été traité en détail, de remjDlacer a b par «i et b\. Précédemment, a était inférieur à i, mais actuellement peut être inférieur, égal ou supérieur à i, suivant les valeurs de i et /. Nous nous bornons à indiquer les résultats que nous proposons de démontrer à litre d’exercice.
Si «1 < I, on trouve, comme ci-dessus, que la trajectoire a une asymptote parallèle à Oy et que la vitesse a une limite.
Si «1 > I, on trouve, par une discussion analogue à celle que nous avons faite plus haut, que la vitesse s’annule au bout d’un temps fini : les forces de frottement, de glissement et de résistance de milieu disparaissent alors, et le point reste indéfiniment immobile, en équilibre sur le plan incliné avec frottement statique.
Si «1 = r, la vitesse s’annule au bout d’un temps fini ou infini, suivant que n est inférieur ou non k \ ] x tend vers une limite; jk reste fini ou devient infini, suivant que n est inférieur ou non à 2. Ces différentes circonstances se reconnaissent sur les formules du numéro précédent, soit directement, soit en introduisant à la place de a la variable auxiliaire u que nous avons indiquée.
Mouvement d’une particule électrisée dans un champ électrique et dans un champ magnétique superposés. — Soit une particule matérielle de masse m portant une charge s, en mouvement dans l’espace avec une vitesse v à l’instant t.
Imaginons d’abord des charges électriques fixes, sur des corps fixes, produisant un champ électrique, dans lequel la force électrique agissant sur une charge électrique -i- i placée en un point (iP, y, z) ait pour projection‘i P, Q, R avec
dV
V désignant le potentiel du champ électrique : la force appliquée à a masse m portant la charge s, positive ou négative, sera sP, eQ, sR.
Fig. i/jo.
Soit, d’autre part, un champ magnétique créé par des aimants et des courants constants, dans lequel la force magnétique H qui agirait sur un pôle magnétique -h i placé en {x, y, z) aurait pour projections X, Y, Z : on admet que la force F, que ce champ fait naître sur la particule, est définie par la loi suivante. Appelons x^ y, z les coordonnées de la parti-
cule m, J — les projections de sa vitesse v\ la force F est perpendiculaire au plan des vecteurs H et u, égale au produit Hps sin(H, v) et, si £ est positif, dirigée vers la gauche d’un observateur ayant les pieds en m, la tête en v et regardant dans le sens mH {Jig. i4o)* Cette force F est donc égale au produit de £ par le moment linéaire G d’un vecteur HW équipollent à /nu, pris par rapport au point m. Les axes ayant la disposition que nous avons adoptée, les projections de F sont alors
\ dt
et deux formules analogues obtenues en permutant les coordonnées (^). Les équations du rtiouvement de la particule sont donc
df^
dt^
dx
dt
dz
~di
d'-z ^dy dx
dt°^ \ dt dt
Si les champs électrique et magnétique sont quelconques, on ne peut rien dire sur l’intégration de ces équations, sauf que le théorème des forces vives donne immédiatement
d = £ ( P dx + Q -i- R ),
parce que le travail de la force F est évidemment nul ; on a donc l’intégrale première
niv^
V désignant le potentiel du champ électrique. Par exemple, si le champ électrique est nul, la vitesse est constante,
on peut alors éliminer le temps en introduisant l’arc s de trajectoire par la relation
ds — Vo dt.
( ^ ) Voyez, par exemple, Bouasse, Cours de Physique, t. III, p. 229, et diverses Notes de M.-C. Stôrmer, Comptes rendus, 2, 9, 28 mars et 2r septembre 1908.
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Premier cas particulier. — Le champ électrique est nul, le champ magnétique provient d’un seul pôle magnétique placé à l’origine O. — Dans ces conditions, le champ magnétique X, Y, Z dérive d’une fonction
de la forme U = - où r est la distance \/ x'^ Les équations du
mouvement sont alors, en posant
, ds dt = — , Uo
ds'^
ds^
muo
'" = -TF
dz
dx
ds
dy
z"ÜL\
ds /
ds ^ ds
ds ds
Tout d’abord, il est évident que la trajectoire G est une ligne g^éodésique du cône ayant pour sommet O et pour directrice G ; car, la vitesse étant constante, la force F est dirigée suivant la normale principale à G, et, d’autre part, la force F en m est perpendiculaire à la génératrice O m et à la vitesse U, c’est-à-dire normale au cône considéré. Mais on peut montrer que ce cône est de révolution par une analyse due à M. Darboux (Note VII, à la Mécanique de Despeyrous, i®' volume, Hermann, 1884 ). Les équations (2) donnent, si l’on fait la combinaison conduisant au théorème des moments par rapport à Oz,
On a donc en intégrant
On a de même
ix[x
ds
FJ
FM
dz
ds
dx
ds
^ ds j
.3 dr
r^ ds
dx
ds
dy '
ds ^
dz
ds
d /z ds \ r
A, B, G désignant ses constantes. Si l’on multiplie ces équations par z, x y respectivement et si on les ajoute, on a
r -H Aa? -h B y
équation d’un cône qui porte la trajectoire. Ce cône est de révolution autour d’un axe perpendiculaire au plan P ayant pour équation
Aa- 4- Bjk 4- = o,
car l’équation (3) montre que le cône est le lieu des points tels que le rapport de leurs distances au point O et au plan P passant par O est constant.
En résumé, la trajectoire est une ligne géodésique d’un cône de révolution de sommet 0- Ce résultat, signalé par M. Poincaré, explique complètement le beau phénomène de la succion des rayons cathodiques vers un pôle magnétique, découvert par M . Birkeland en 1895 {Archives des Sciences physiques et naturelles, 1898, t. VI, p. 2o5).
Deuxième cas particulier. — Champ électrique et champ magnétique constants. — L’intégration est facile, quand les deux champs sont constants; alors P, Q, R, X, Y, Z sont constants. Prenons les axes de telle façon que Oz soit parallèle à la force X, Y, Z du champ magnétique et que le plan zOx contienne la force P, Q, R du champ électrique.
Alors X, Y et Q sont nuis et les équations générales ( i ) deviennent
d^-x dy
m — — — ô P — £ Z — — dC dt
dp
eZ
dx
dt
où les coefficients sont constants. Nous prendrons pour origine la position
initiale du mobile, à l’instant t = o. En désignant par p, r et co les con-
ePsR eZ .... . , .
stantes — j — ? y une première intégration donne immédiatement
mmm
dz
—T — rt dt
a, b, c étant des constantes d’intégration égales aux projections de la vitesse initiale sur les axes. Puis, l’élimination de, y conduit à l’équation linéaire
dp \ 0)
dans laquelle on peut prendre comme inconnue x — — — ^ et qui donne
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A et a étant deux nouvelles constanles. On a ensuite, par la première des équations (5 ),
(6') y = — — — — -h A cos(ü)^ -4- a),
les constantes A et a étant telles que cr et s’annulent avec t, et par la troisième
( 6" ) Z — - -h et.
On a ainsi les équations du mouvement sous forme finie.
On peut se représenter le mouvement comme résultant d’un mouvement circulaire uniforme et d’un mouvement parabolique d’axe vertical et d’accélération constante parallèle à O^. En effet, si l’on pose
Z\=z - rt-
ct,
ic, = A sin (co ? -H a), = A cos ( oo ^ H- a ), .S2 = o,
on peut écrire
X — Xx-{-X2, Z = Zx-\-Zi.
Le point Mj de coordonnées .ri, jki, est animé d’un mouvement parabolique, dans un plan parallèle à zOy, dont l’accélération constante, parallèle à Oz est égale à ; le point M2 de coordonnées x^, jKa, décrit clans le plan xOy un cercle Go, de centre O, de rayon A, avec la vitesse angulaire co. La position du mobile M au temps t s’obtient en construisant la résultante de OMi et OM2, c’est-à-dire en menant par Mi un vecteur MiM équipollent à OM2 {fig. I4I ).
Fig. i4i.
Le mouvement de M est alors représenté comme il suit : un cercle G de centre Mi, de rayon A, parallèle au plan des .r^, est animé d’un mouvement de translation parabolique, et le point M parcourt la circonférence de ce cercle d’un mouvement uniforme, identique à celui de M2 sur le cercle Go-
En faisant varier les valeurs des constantes /?, /*, w ou P, R, Z, on obtient des cas particuliers conduisant à d’élégants résultats. Si R = o,
c’est-à-dire si le champ électrique est perpendieulaire au champ magnétique, /• = O, et le point Mj est animé d’un mouvement rectiligne uniforme. La parabole du cas général est alors remplacée par une droite et, suivant les conditions initiales, on pourra avoir comme trajectoire, dans des eas partieuliers, une hélice eirculaire, une eycloïde, etc.
Troisième cas particulier . — Recherches de M. StÔrmer sur les aurores polaires. — D’après des idées émises par M. Birkeland, en 1896, et par Arrhenius, en 1900, quelques physiciens ont été amenés à penser que les aurores polaires et les perturbations magnétiques correspondantes sont dues à des corpuscules électriques (rayons cathodiques ou rayons analogues) venant de l’espace et suivant des trajeetoires déterminées par l’action du magnétisme terrestre. Le problème de ealculer ees trajectoires se simplifie si l’on suppose les'corpuseules très loin de la Terre, à plus de un million de kilomètres, par exemple : on peut alors regarder le ehamp magnétique de la Terre comme étant dû à un aimant élémentaire placé au centre de la Terre ayant pour axe l’axe terrestre {voir pour la détermination du champ d’un aimant élémentaire le Tome III de ee Traité., n° 570). C’est en se plaçant dans ces hypothèses simplificatrices que M. Cari Stôrmer a traité le problème dans un Mémoire inséré aux Archives des Sciences physiques et naturelles de Genève, quatrième période, t. XXIV, 1907 ; sans intégrer les équations du problème, M. Stôrmer a obtenu d’importants résultats : il est parvenu notamment à expliquer les traits essentiels des expériences de M. Birkeland {Comptes rendus., 2.1 septembre 1908) et d’autres plus réeentes de M. Villard. La plaee nous manque pour développer cette théorie, qui exige de longs calculs.
EXERCICES
1. Mouvement rectiligne d’un point attiré par un centre fixe en raison inverse du cube de la distance, X = —
On trouve
•2?-=—^ + (^0+ ^oO'-
2. Mouvement rectiligne d’un point entre deux centres attractifs (la Terre et la Lune, par exemple) supposés fixes et attirant le point en raison inverse du carré de la distance.
Réponse. — En appelant a la distance des deux centres fixes et prenant l’un d’eux pour origine, on a
_ mld mk"^
Actuellement, il y a entre les deux centres une position d’équilibre instable E. Le mobile n’étant pas dans cette position, si on le lance vers cette position avec une vitesse suffisante pour la lui faire dépasser, il ira tomber sur le deuxième
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centre attractif; si la vitesse du mobile s’annule avant qu’il atteigne le point E, il retombe sur le premier centre attractif. Enfin, si l’expression algébrique de la vitesse s’annule au point E, le mobile se rapproche indéfiniment de E avec une vitesse tendant vers zéro, mais n’y arrive jamais.
3. Soit æ; = / ( ^, Vq ) l’équation du mouvement produit par une^orce X = 9 ( a? ), dépendant uniquement de la position du mobile, l’abscisse et la vitesse initiales étant et Démontrer qu’un deuxième point matériel de même masse dont l’abscisse est
a désignant une constante, se meut sous l’action de la force Xi ^a^X, l’abscisse et la vitesse initiales étant x^ et Vj.
En particulier, si a = \/ — i, le point dont le mouvement est donné par la formule
se meut sous l’action de la force X^ = — X {Comptes rendus, 3o décembre 1878).
Appliquer à
\=g, X=-vx, X=-Jj.
4. Si la loi d’un mouvement lautochrone rentre dans la formule de Lagrange, montrer que, en ajoutant à la force une résistance proportionnelle à la vitesse, on a encore un mouvement tautochrone (Routh).
5. Trouver l’expression de la vitesse v dans un mouvement rectiligne en fonction de X et Xg de telle façon que le mouvement correspondant soit tautochrone.
Réponse. — Le point de tautochronisme étant à l’origine, supposons l’expression de V écrite sous la forme
où H désigne le rapport — • Cette expression v est supposée s’annuler pour x =
c’est-à-dire pour \ — i. Le temps T employé par le mobile à atteindre l’origine est
x^,\)dx ^ —
en remplaçant x par Xg^. L’intégrale T étant indépendante de x^, sa dérivée àx^, âx„
doit être nulle. Appelons b{X(,,^) l’intégrale indéfinie
de telle façon que
DYNAMIQUE DU POINT
cp (a^o, D] ^ l) ^
dXf^ ô'^ ’
la fonction 6 s’annule avec ^ et la condition de tautochronisme est que 6 s’annule aussi pour ^ Réciproquement, si 9 est une fonction arbitraire de et \ s’annulant pour = 0 et ^ = I, l’intégrale est nulle. Intégrant l’équation (i) par rapport à \ étant regardé comme une variable indépendante de on a
dXÿ -I- ( ^ ) ,
désignant une fonction arbitraire et a une constante arbitraire. On a donc pour V l’expression'
où 9 est une fonction arbitraire de et \ assujettie seulement à s’annuler pour Ç = O et ^ = 1. Après la quadrature, il faut remplacer \ par — • La vitesse v de-
Xq
vant s’annuler pour ^ = i et rester finie, il faut de plus que le dénominateur devienne infini pour ^ = i et reste différent de zéro quand ^ varie de i à o.
Une fois v trouvé en fonction de x et Xf^, pour avoir la loi de la force, il suffit
d’éliminer x^ entre v et ce qui ne peut se faire qu’après un choix déterminé de la fonction 9(æ7(,, ^). On obtient ainsi ^ = f{x,v), et la loi de la force est
F = mv ^ = mv f{x, v).
Par exemple, si 9 est identiquement nul, on retrouve le cas où l’équation différentielle du mouvement est homogène en x et v. M. Bertrand a remarqué depuis longtemps que la formule générale du mouvement rectiligne tautochrone doit contenir une fonction arbitraii'e de deux variables.
5 bis. Mouvements tautochrones (méthode de M. Guichard). — Considérons des mouvements tautochrones quelconques; le mobile, part du point x^ pour arriver à l’origine dans un temps qu’on peut supposer égal à i. La vitesse du mobile, à l’origine, varie avec x^. Prenons le mouvement inverse; le mobile partira de l’origine à l’instant t~o, avec une vitesse variable il atteindra le point Xg variable avec au bout du temps t= i. Pour ce mouvement, on aura
/ se réduit à Vj pour t = o; de plus, /est positif, quelque soit v„ pour t compris entre o et i. On aura ensuite, en appelant y l’accélération.
: f\l-t) do
) /(C Vg) dt,
T= (l— 0/t'(C Vg)—f{t, Vg).
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Des formules (i) et (2) tirons t et puis portons dans la troisième; on aura Y = n (a:, v). En prenant enfin F = — v ), on aura un mouvement tauto-
chrone.
6. Trouver les lois de forces produisant les mouvements rectilignes suivants :
X = Xf^ cost + sin t,
X — x„ cos f -h i’o sin ^ H- gt^,
Xq
7. Un mobile animé d’un mouvement rectiligne est sollicité uniquement par une résistance de milieu R=:mcp(o), fonction continue de la vitesse v, essentiellement positive et croissant avec la vitesse. Démontrer : 1° que si cp ( 0 ) est différent de zéro, le mobile s’arrête au bout d’un certain temps, après avoir parcouru un espace fini; 2° que, si 9(0) est nul, de telle façon que le produit v~"cp(v) tende vers une limite différente de zéro lorsque v tend vers zéro, le mobile s’arrête quand n est inférieur à 1, et continue à marcher indéfiniment avec une vitesse tendant vers zéro, quand n est égal ou supérieur à i ; dans ce second cas, l’espace parcouru par le mobile est fini quand n est inférieur à 2 ; il est infini quand n est égal ou supérieur à 2.
8. Mouvement d’un point attiré par un plan proportionnellement à la distance.
9. Mouvement d’un point sollicité par une force parallèle à l’axe O .s, ayant pour expression
{Ax--+- 2B^^ -h Cy--j- 2ÜX -h 2 Ey -h- Py
P-, A, B, G, D, E, F désignant des constantes.
Réponse. — La trajectoire est une conique quelles que soient les conditions initiales.
10. Mouvement d’un point pesant dans un milieu résistant, la loi de la résistance R étant donnée par
R = mg{X H- B log V ),
A et B constantes (loi ne pouvant être adoptée que pour v>i, car autrement la résistance croîtrait quand v diminuerait).
Cette loi peut s’obtenir comme cas limite de celle qui a été adoptée dans le texte :
R = mg{a -t- bv'‘ ).
Il suffit de poser a = X > b — - et de faire tendre n vers zéro.
11. Achever les calculs du texte (219) en supposant n = i et a = -• On peut effectuer toutes les intégrations.
12. Un point pesant se meut dans un milieu résistant : démontrer que, R désignant la résistance, on a, entre l’ordonnée y et l’abscisse x d’un point de la trajectoire, la relation
dx^ v'' cos'^a
V désignant la vitesse et a l’angle delà tangente avec l’iiorizontaie Ox.
En particulier, si la résistance est proportionnelle à l’équation dilFérentielle de la trajectoire est
dx-^ cos^a L \dx j J
(De Sparre, Comptes rendus, 23 et 3o mai 1892, et Mémorial de l’Artillerie de la Marine, 1892.)
13. Mouvement d’un point pesant dans un milieu résistant dont la résistance est proportionnelle au cube de la vitesse.
Le problème peut être résolu complètement à l’aide des fonctions elliptiques {voyez Appell et Lagour, Principes de la théorie des fonctions elliptiques, p. 225 ; voyez également deux articles de M. de Sparre, Bulletin de la Société mathématique, 1900 et 1901).
Un point se meut composantes X et Y sont
dans un plan xOy, soiis l’action d’une force dont les
du
ôv'
éx
U étant une fonction de x et y.
Démontrer que les équations du mouvement admettent l’intégrale première
dx dy
dt dt
15. Un point se meut dans un plan xOy, sous l’action d’une force dont les composantes X et Y sont des fonctions de x et y vérifiant les deux conditions
ày ~~ âx^ ôx ~ dy
Démontrer que l’intégration des équations du mouvement peut être effectuée à l’aide de quadratures.
Réponse. — Dans ce cas, la quantité X H- Y f est une fonction de la variable complexe z — x y i, X h- Yi — cp ( ^). Les deux équations du mouvement peuvent alors se condenser en une
et l’intégration est ramenée à deux quadratures successives : la première
[dzy /dzy r" , ,
\dtj \dt), - ^ ^ ’
puis la seconde, donnant t en z.
(Lecornu, Comptes rendus, t. CI, p. t244; Journal de l’École Polytechnique, LV* Cahier. )
Plus généralement^ si Ton a
^ dy ~ Ox' dx ~ ây ’
a et b désignant des constantes, Tintégration des équations du mouvement se ramène à des quadratures.
Réponse. — On ramène ce cas au précédent par les substitutions
X = \jb\-\ Y = v/ — «Y', X = \Jbx' y — \J — ay'.
17. Un point se meut dans l’espace, sous l’action d’une force dont les composantes X, Y, Z sont des fonctions de x, y., z vérifiant les relations
ôx dy c)z ’ ày âz àx ’ dz âx ây
Démontrer que l’intégration des équations du mouvement se ramène à des quadratures.
Réponse. — En appelant a et o? les racines cubiques imaginaires de l’unité et posant
X + Y-+-Z = P, X + aY + a^Z Q, X + a^Y-faZ^R,
on trouve que P est fonction de p seul, Q de R de r. Les équations du mouvement sont alors équivalentes aux trois suivantes,
"‘dF=^’
dont chacune s’intégre par deux quadratures. Exemple :
X = ^--1- 2JK-S, Y—Z^-\-2Xy, Z =: y‘^-\- 2ZX.
( Comptes rendus., 19 mars 1877.)
18. Etant donné un point matériel soumis à une force qui ne dépend que de sa position, les intégrales des équations différentielles du mouvement restent réelles, et l’on y remplace t par t \j — i, et les projections y'g, z'„ de la vitesse initiale par — x'q \J — I, — r’o s] — I, — z\\J — I. Les expressions nouvelles ainsi obtenues sont les équations du nouveau mouvement que prendrait le même point matériel si, placé dans les mêmes conditions initiales, il était sollicité par une force égale et contraire à celle qui produisait le premier mouvement.
( Comptes rendus, 3o décembre 1878. )
19. Un point pesant se meut dans un milieu résistant, la résistance R étant, comme on l’a supposé dans le texte, une force dirigée en sens contraire de la vitesse v et fonction de v, R = m^cp(f). Supposons, de plus, la fonction o (v) continue, positive et croissante avec v. Démontrer les propositions générales suivantes :
1“ Si cp(o) > I, le mobile décrit en un temps fini un arc de trajectoire fini qui
se termine en un point où la tangente est verticale et où le mobile arrive avec une vitesse nulle. Le mobile reste alors immobile ; car, s’il tend à se remettre en mouvement, la résistance qui se produit est supérieure au poids. [Ce cas peut se présenter, par exemple, pour le mouvement d’un point pesant avec frottement sur un plan incliné (220).]
2° Si cp (o) -< I (cas des projectiles d’artillerie), le mobile décrit une courbe avec une branche infinie possédant une asymptote verticale, et la vitesse tend vers une limite);, égale à la racine de l’équation i — cp ( t; ) = 0, équation qui admet évidemment une seule racine, d’après les hypothèses faites sur cp(p).
3° Si cp(o) = I, f tend vers o, x tend vers une limite finie ; mais, pour t et jy, différents cas particuliers peuvent se présenter, suivant la façon dont cp(t^) tend vers I quand v tend vers zéro. Si — 9(P)] reste fini, résultats de l’ex. 7.
Indication sur la méthode à suivre. — L’équation (3), page 36i, donne
0 cosa = cosa„e
équation qui montre que p cos a tend vers zéro quand a tend vers — — ; en la résolvant par rapport à p, on a une expression qui, pour a = — prend la forme -• D’après les règles ordinaires, on en conclut, en appelant p, la limite de P, la condition
qui montre que Pj est nul ou racine de 1 — '-? ( t^)* On achève ensuite la discussion à l’aide des formules de la page 36i. (Morin. )
20. Analogies entre l’équilibre d’un filet le mouvement d’un point. — Ces analogies se révèlent immédiatement par la comparaison des équations intrinsèques de l’équilibre d'un fil ( n“ 136) et du mouvement d’un point. On a ainsi les théorèmes suivants :
(a) Si un fil est en équilibre sous l’action d’une force ^ ds, la tension étant T, un point matériel de masse m, décrivant la courbe funiculaire avec une vitesse p égale à /cT en chaque point {k constante), est sollicité par une force opposée à F d’intensité mA-^FT ou mk¥v. On peut passer inversement du mouvement du
point à l’équilibre du fil; il suffit de supposer T = ^ et a force F opposée à «h
d’intensité
mkv
(b) Un point matériel sollicité par une force verticale dirigée vers le haut et proportionnelle à sa vitesse décrit une chaînette.
(c) Un fil dont chaque élément ds est sollicité par une force verticale F ds,
inversement proportionnelle à sa tension F ds = ) se dispose suivant une
parabole. ^On peut aussi dire que cette force F<i5 varie proportionnellement à la projection horizontale dx de l’élément ds, car T
ds
{d) Si l’on transforme de cette façon les équations qui, pour un point matériel,
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expriment le principe des aires ( n“ 203) et le principe des forces vives ( n" 2ÜG), on trouve, pour les fils, les théorèmes exprimés par les deux équations
/ dy clx\
dT
ds ds J
X dx + Y dy -y Z dz = o,
dont la première a lieu quand la force a, tout le long du fil, son moment nul par rapport à Oz (n° 131).
(e) Des théorèmes analogues s’appliquent à l’équilibre d’un fil sur une surface comparé au mouvement d’un point sur une surface {voyez Môbius, Statique, deuxième Partie, Chap. VII, et Paul Serret, Théorie des lignes à double courbure; Mallet-Bachelier, 1860. )
21. Si plusieurs masses m, m' , m", ..., respectivement soumises à l’action des forces F, F', F". ..., fonctions des seules coordonnées et partant toutes d’un point A avec des vitesses vé, ..., de grandeurs différentes, mais de même direction, décrivent la même courbe ACB, la masse quelconque M, soumise à l’action de la résultante des forces a F, a' F', a" F", ..., où a, a', a", ... désignent des constantes positives ou négatives et parlant du point A avec la vitesse Vo, ayant la même direction que Vo, Vq, ..., décrira alors la même courbe, pourvu que la force vive initiale de la masse M soit déterminée par la formule
M Vj = a mvl H- a' m' v'q- H- a" ml' .
(Bonnet, Note au Tome II de la Mécanique analytique de Lagrange). Ce théorème se démontre à l’aide des équations intrinsèques du mouvement.
22. Si la résultante F de, s forces agissant sur un point libre appartient à un complexe linéaire fixe, le moment de la quantité de mouvement par rapport à ce complexe est constante.
Réponse. — Par hypothèse, il existe des constantes a, 6, c, /?, ÿ, r telles que
plL-y qX y-rZy-a{yZ — zX)y-b{zy^ — xZ)-y c{xX — yX^) = 0.
Remplaçant X, Y, Z par mx" tny" , mz" et intégrant, on a px' -y qy' -y rz' -y a{yz’ — zy' ) h- b{zx' — xz') -t- c{xy' — yx' ) = const.,
relation qui exprime la propriété à démontrer.
23. Mouvement d’une particule électrisée soumise à l’action d’une masse électrique fixe placée en un point O et d’un seul pôle magnétique fixe placé au même point O.
Réponse. — Le point décrit, sur un cône de révolution de sommet O, une trajectoire qui, par le développement du cône, devient une conique de foyer O, pai'courue suivant la loi des aires.
( Voir Appell, Annaes scientijicos da Academia Polytechnica do Porto, volume IV, 1909.)
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222. Équations du mouvement. — Une force est dite centrale quand sa direction passe constamment par un point fixe : ce point est le centre des forces. Prenons pour origine le centre des forces et convenons de désigner par F la valeur absolue de la force précédée du signe -i- ou du signe — , selon qu’elle est répulsive ou attractive. Nous avons vu précédemment (n“ 203) que la trajectoire est une courbe plane dont le plan passe par le centre des forces. Ce plan est déterminé par la position et la vitesse initiales du mobile. Si la vitesse initiale était dirigée suivant le rajon vecteur, ce plan serait indéterminé, mais alors le mouvement serait rectiligne et aurait lieu sur le rayon vecteur.
Prenons le plan de la trajectoire pour plan des xy. Les projections de la force seront, avec la convention faite sur le signe de F Qc F v*
F, — et Nous pourrions employer les équations générales du
mouvement plan; il est plus simple de partir des équations fournies par le principe des aires et le théorème des forces vives. L’intégrale des aires
dt
dx
dt
s’écrit, en employant les coordonnées polaires,
Nous avons vu que C est le moment de la vitesse initiale par
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rapport à 0.5. Soient Vq la vitesse initiale et/>o sa distance à l’origine; la constante G a pour valeur absolue /?o^^o i ^ prendre les signes -j- ou — , suivant que le mouvement se fait d’abord
Fig. 1.^2.
dans le sens positif ou dans le sens négatif des rotations autour de 0.S ; soient /’o, Sq les coordonnées de Mq, et y)o l’angle delà vitesse initiale MoCq avec le prolongement de OMo ; on a
et, par suite,
J’o sinTjo
G = /’oCo siniQo
en valeur absolue. Si l’on convient de compter positivement l’angle Tjo à partir du prolongement MqO' du rayon vecteur dans le sens positif des rotations, cette égalité est aussi vraie en signes, puisque, et Çq étant supposés positifs, le signe de G est précisément celui de sin Gette constante G ne peut être nulle qu’avec 7’o, Fo ou sinTjo; le mouvement se fait alors sur le rajon vecteur.
Appliquons maintenant le tliéorème des forces vives; nous obtenons
F dr.
Les équations (i ) et (2) définissent entièrement le mouvement^ elles serviront à trouver r et 9 en fonction du temps.
La vitesse a pour expression
dr^-+- ^2 6^02
à l’aide de l’équation ( 1 ) nous pouvons éliminer dans cette exprès-
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sion c/8 OU dt\ cela nous donne successivement
Le cas le plus simple est celui où la force dépend uniquement de Ja distance r: on est alors ramené à des quadratures, car, Y dr étant une différentielle totale exacte, l’équation (2) donnera en fonction de r ; en portant cette valeur de c- dans les écjualions (3) et (4), On trouvera ^ et 9 par des quadratures.
Revenons au cas général. Nous pouvons obtenir encore deux.
équations importantes, en remplaçant par Ja valeur (3) ou (4)
dans l’équation des forces vives. En nous servant d’abord de (3) et
, . . • 1 • > dmv^ pn dr
écrivant l équation des torces vives — — r — , nous avons
^ rt dt dt
d [ m V f dr^Ÿ 1 | _ p
dt\ '2 [ \ /■- J 1 dt^
c’est-à-dire, en effectuant la différentiation et divisant par
que nous conserverons sous la forme
dt°^
Cette équation définit Je mouvement relatif du mobile sur le rayon vecteur; elle montre que ce moui^e/nent est le même que si le rayon vecteur était fixe, et si la force qui agit sur le point
était augmentée de m Cette même relation donnera èn
fonction de t lorscjue F sera une fonction de la distance seule, ou plus généralement de r et t.
Servons-nous maintenant de l’expression (4) de pour la porter dans l’équation des forces vives; nous obtiendrons, en
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écrivant l’équation des forces vives
dr
dr
en effectuant la différentiation et remplaçant par sa valeur
pI il i'PsIp
^ nous pouvons diviser par ^ et il reste alors la formule
suivante, due à Binet :
Cette équation peut servir à trouver r en fonction de 9, c’est-à-dire l’équation de la trajectoire_, si F ne dé[>end que de r, ou plus généralement de r et 9. Les signes des deux membres de l’équation (6) montrent que la force est toujours dirigée vers la concavité
de la trajectoire; on sait, en effet, que y" + j ^st négatif ou
positif selon que cette trajectoire tourne ou non sa convexité vers le pôle; si la force est nulle dans une certaine position du mobile, il y a un point d’inflexion sur la trajectoire.
223. La force est fonction de la seule distance. — Etudions plus complètement le cas important où l’on a
l’équation (2) s’intégre immédiatement et donne
— — — \ cp ( /' ) -h Aï ;
pour avoir la relation entre r et nous remplacerons par sa valeur (3) et nous aurons une équation de la forme
dt =
dr
t sera donc donné jiar une simple quadrature. L’équation de la
trajectoire s’obtient alors aisément; en efl’et, l’équation (i) donne
Cdi'
dz r)
nous
et 6 est fourni par une quadrature.
Il faut maintenant déterminer le signe que l’on doit prendre devant le radical ; il sera déterminé par les conditions initiales. On sait que la |)rojection de la vitesse sur le rajon vecteur est
dfT*
la connaissance de la vitesse initiale entraînera celle du signe
de î début, on mettra devant le radical le signe de cette
quantité; et on le gardera jusqu’au moment où (r) s’annulera; puis on déterminera le signe c[u’il faut prendre ensuite. 11 n’y a de difficulté que lorsque (ro) est nul; c’est-à-dire quand la vitesse initiale est perpendiculaire au rayon vecteur. Considérons alors l’équation du mouvement sur le rayon vecteur; la vitesse initiale
(è) mouvement est nullC; et ce mouvement se fait comme
si, le rayon vecteur étant fixe, la force était F + si donc
cette force apparente est positive au commencement, r va d’abord en croissant, et bon prendra le signe -1- ; si elle est négative, r va d’abord en diminuant, et l’on prendra le signe — . Supposons enfin
que Fq = O ; dans ce cas, pour un observateur entraîné avec
le rayon vecteur, le point restera immobile, puisque le point se meut sur le rayon vecteur, comme si ce rayon était fixe et si le
point était abandonné sans vitesse initiale dans une position où
la force apparente est nulle. La trajectoire sera une circonférence de rayon Tq ; et, en vertu du théorème des aires, le mouvement sera uniforme.
Voyons dans quelles conditions initiales précises il faut placer le mobile pour réaliser ce mouvement circulaire. Il faut que la vitesse initiale soit perpendiculaire au rayon vecteur initial
I ^ I î \ /''i r , TT' J 5 '
Tlo = ± 7 J d ou L — ± Tü Co et que r o H — =o , d ou, en rem-
plaçant G par sa valeur.
CHAPITRE XI
FORCES CENTRALES
valeur qui ii’est réelle que si Fo est négatif, c’est-à-dire si la force est attractive.
Exemple. — Les deux applications les plus importantes de la théorie précédente sont relatives aux cas d’une force proportionnelle à la distance et d’une force inversement proportionnelle au carré de la distance. Le second cas sera traité en détail dans la théorie du mouvement des planètes; occupons-nous du premier et considérons d’abord un mobile attiré par un point O {Jig. f43) proportionnellement à la distance
Les méthodes générales indiquées ci-dessus donneront l’équation de la
trajectoire et le temps. Mais il est plus simple de partir des équations du mouvement, qui sont, même par rapport à des axes obliques,
~dF
dr-
équations linéaires à coefficients constants dont les intégrales générales sont
X = Xç^ ç,Q%kt -h ^ sin/ri, y = jo cos/:^ -h sin/t^,
Xq et y'Q désignant les projections de la vitesse du mobile à l’instant t = o sur les axes ( n" 211). Si, en particulier, on prend pour axe O a? le rayon vecteur initial et pour axe Oy une parallèle à la vitesse initiale, on a
^0= ro, JK; = Co, yo=XQ = o, x = rocoskt, y — ^s'mkt,
d’où, pour l’équation de la trajectoire,
équation d’une ellipse rapportée à deux diamètres conjugués de
longueurs a' = ro, V — La durée d’une révolution sur l’ellipse est
Gomme un instant queleonque peut être ehoisi comme instant initial, on
voit que la vitesse du mobile dans une position quelconque est égale à kh\
h' désignant la longueur du demi-diamètre paràllèle à la vitesse, c’est-
à-dire conjugué du rayon vecteur.
Si le mobile est repoussé par O proportionnellement à la distance F = mk^r^ on trouve des équations qui se déduisent des précédentes par le changement de A: en / — i ; on a donc, en choisissant les axes comme ci-dessus,
Po
la trajectoire est alors une hyperbole
ayant pour centre le point O : la vitesse en un point est encore égale au produit de k par la longueur du demi-diamètre parallèle à la vitesse.
224. La force est de la forme (6). — Jacobi a montré que l’on peut ramener à des quadratures le cas où la force centrale a une expression de la forme F = cp (9), c’est-à-dire, en coordonnées cartésiennes x et une expression qui est homogène et de degré — 2 en et y. Dans ce cas, la formule
donne, pour définir la trajectoire_, l’équation
équation linéaire à coefficients constants avec second membre dont l’intégrale générale est de la forme
— A cos6 -f- B sin6 -h 0),
A et B désignant des constantes arbitraires et ^(9) une intégrale particulière de l’équation que l’on peut toujours trouver par des quadratures.
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Soit, comme exemple, F = — /?? [ji/’-2(cos2 0) [j. étant une constante
réelle positive ou négative. On aura à intégrer l’équation
^ + i = ^(cos.0)-i
dont l’intégrale générale est
— = A cos 6 -h B sin 6 — 7^ cos 2 6 ,
ou en coordonnées cartésiennes
(i_ Aa? - Byy~=
équation d’une conique tangente aux deux droites (Ji^. i44) OP et OQ, ayant pour équations x- — = aux points où elles sont rencontrées par
Fig. 144.
la droite 0=1 — Ax — By qui varie avec les conditions initiales. La position initiale du mobile se trouve nécessairement dans l’angle POQ ou dans son opposé au sommet, car l’expression de F serait imaginaire à l’extérieur de ces angles. Supposons, pour fixer les idées, que la courbe soit une ellipse. Si p. est positif, la trajectoire, devant tourner sa concavité vers O, se compose d’une partie de l’arc QMP ; quand le mobile arrive en l’un des points P ou Q, la force devient infinie et le problème n’a plus de sens. Si p est négatif, le mobile décrit une portion de l’arc QNP.
On détermine le temps à l’aide de l’équation des aires
dans laquelle on remplace par sa valeur en fonction de 6 : on est ainsi
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conduit à une quadrature qui est elliptique, sauf pour des déterminations convenables de A et B.
Remarque. — On ramène, de même, à des quadratures le problème plus général où l’expression de la force serait de la forme
F = /'-2 cp(6) -h At-3,
k désignant une constante. On est encore conduit à intégrer une équation linéaire en - à coefficients constants avec second membre.
225. Problème inverse. Détermination de la force centrale quand la trajectoire est donnée. — Proposons-nous le problème suivant :
Un mobile décrit une trajectoire plane suivant la loi des aires autour d’un point fixe : trouver la force qui produit ce mouvement.
Tout d’abord la force est centrale; en effet, prenons le point fixe pour origine, la loi des aires donne l’équation
ou, en différentiant,
(P- Y cPx
équation qui montre que l’accélération et, par suite, la force passent constamment par l’origine. Soit alors F la valeur algébrique de la force; on a, en vertu de l’équation (6),
par hypothèse on connaît l’équation de la trajectoire f {r, 9), qui définit ^ comme fonction de 9, ^ o (9) ; on aura donc
Si l’on ne s’impose à l’avance aucune forme pour l’expression
CHAPITRE XI
FORCES CENTRALES
de F, le problème présente une indétermination, car^ r et h étant liés par une équation donnée, on pourra transformer d’une infinité de façons cette expression de F. On peut, et c’est ce que l’on cherche en général, expi’imer F en fonction de r seulement, ce qui se fait en éliminant 0 entre l’équation précédente et celle de la trajectoire.
Exemples. — i° Prenons le cas d’une conique parcourue suivant la loi des aires relativement à son foyer et tournant sa concavité vers ce point ; en Je prenant pour pôle, on a pour l’équation de la conique
[ -i- e cosb
P étant le paramètre et e \ excentricité. On en déduit
la force est donc une attraction qui varie en raison inverse du carré de la distance.
2° Si l’on traite le même problème pour une branche d’hyperbole tournant sa convexité vers le foyer et dont l’équation est
on trouve
e cos 6 — I
et la force suit la même loi, mais est répulsive.
3'’ La plupart des courbes usuelles peuvent rentrer dans l’équation
a CO s Â- 6 -f- 6,
où a, è, k sont des constantes; si l’on suppose ces courbes parcourues suivant la loi des aires par rapport à l’origine, on trouve pour loi de force en fonction de r
(Gas particuliers \ k — — i, coniques ayant le pôle pour foyer; A' = — 2, coniques ayant le pôle pour centre ; A = i , limaçon de Pascal ; A = 2, A — o, lemniscate, ....)
3go
II. — MOUVEMENT DES PLANÈTES
226. Conséquences des lois de Képler. — Dans tout ce qui va suivre, nous ne parlerons que du mouvemenl du centre de gravité des planètes. D’après un théorème que nous démontrerons plus tard, le mouvement de ce centre de gravité est le même que si toute la masse de la planète était condensée en ce point et toutes les forces, appliquées à la planète, transportées parallèlement à elles-mêmes en ce même point.
Les lois du mouvement des planètes ont été déduites par Répler des observalions de Tjclio Bralié. Ces lois sont les suivantes:
i“ Les planètes décrivent autour du Soleil des courbes planes suivant la loi des aires;
2° Ces courbes sont des ellipses ayant le Soleil pour foyer ;
3° Les carrés des temps des révolutions sidérales sont proportionnels aux cubes des grands axes des orbites.
De ces lois TSewton a déduit la loi de la force qui produit le mouvement.
Puisque la trajectoire est plane et que la loi des aires a lieu par rapport au centre du Soleil, la force est centrale et passe par ce point. Puisque la trajectoire est une ellipse ajant le Soleil pour fojer, la force qui agit sur la planète est inversement proportionnelle au carré de sa distance au Soleil ; nous avons trouvé pour l’expression de cette force (premier exemple du numéro précédent)
où G est la constante des aires et p le paramètre de la conique. On peut 1 écrire, en posant p. = — ,
La dernière loi de Képler montre que p. est indépendant de la planète considérée. La constante des aires C est, en effet_, égale au double du rapport de l’aire décrite par le rayon vecteur au temps employé à la décrire; si T est la durée de la révolution, le
CX^ A
D’après la loi dont nous parlons^ même pour toutes les
planètes; par suite, la force sera pour une planète quelconque
En résumé, chaque planète est sollicitée vers le centre du Soleil par une force proportionnelle à sa masse et inversement proportionnelle au carré de sa distance au Soleil.
227. Problème direct. — Après avoir trouvé ce résultat, Newton s’est proposé la question suivante :
Trouver le mouvement un point matériel attiré par un centre fixe en raison inverse du carré de la distance.
La foree centrale étant
l’équation des forces vives donne
On a d’ailleurs, d’après la théorie des forces centrales (formule 4 p. 382),
Remplaçons par sa valeur, nous aurons
c’est l’équation difï'érentielle de la trajectoire; on peut l’écrire
Posons
1 _ ÜL _ n à /iil c G2 “ P V G^
dfy =
zh dp / 1 — p’^
l’équation en p est
d’où, en intégrant,
6 — a = dz arc cos p, p = cos(0 — a).
L’équation de la trajectoire prend donc la forme
+-^cos(6 — a),
où l’on peut toujours supposer le radical pris positivement, car, en ajoutant u à la eonstante arbitraire a, on ramènera le radieal à être positif dans le cas où il serait négatif. On reconnaît là l’équation d’une eonique ajant le pôle pour foyer; on sait, en effet, que l’équation générale des coniques, ayant le pôle pour foyer, est
- = ^ cos(6 — a),
OÙ p est le paramètre et e l’exeentrieité. En identifiant ces deux équations, on a d’abord
résultat déjà obtenu, puis
et, en tenant compte de la valeur de
Cette expression nous donne le genre de la eonique qui, comme
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nous allons le voir, dépend uniquement du signe de la constante des forces vives h.
Si h est négatif, la trajectoire est une ellipse, car e << i ; c’est une parabole ou une branche d’hyperbole si h est nul ou positif. La valeur de la constante des forces vives, A, est
elle ne dépend que de la valeur numérique de la vitesse et non de sa direction; si donc des conditions initiales déterminées ont donné pour trajectoire une ellipse, on aura encore une ellipse en lançant le mobile du même point avec la même vitesse initiale dans toute autre direction.
Le calcul que nous venons de faire contient implicitement le cas de la répulsion ; pour traiter ce cas, il suffit de supposer p. négatif dans tontes nos formules. Dans ces conditions, la constante h est nécessairement ^ o et l’on a toujours une branche d’hyperbole ; cette branche d’hyperbole tourne sa convexité vers l’origine, car la force est située dans la concavité de la trajectoire.
Plaçons-nous dans le cas de l’ellipse, en supposant A <C o, et exprimons les éléments de la trajectoire au moyen des valeurs initiales des variables. Nous avons trouvé
et, en introduisant les axes de l’ellipse.
Cette dernière relation donnera le grand axe de l’ellipse qui ne dépend que de la constante des forces vives; le petit axe sera donné ensuite par
Ajanl ainsi calculé le demi-grand axe a, on construit facilement l’ellipse, connaissant la position initiale Mo et la vitesse initiale Vq. On prend le symétrique P du foyer par rapport à la tangente Vq, on joint PMo et l’on porte sur cette droite PMo une longueur PMo O' = ‘ia\ le point O' est le deuxième foyer de l’ellipse.
2*28. Comètes. — Képler n’avait pas étudié le mouvement des comètes, qu’il considérait comme des météores passagers. Newton, ayant remarqué qu’un point matériel, attiré par le Soleil en raison inverse du carré de la distance, pouvait décrire non seulement une ellipse, mais une parabole ou une branche d’hyperbole ayant le Soleil |)Our foyer, fut amené à penser que les comètes décrivent, comme les planètes, des ellipses dont le Soleil occupe un foyer. Seulement, tandis que les planètes décrivent des ellipses de petite excentricité situées à peu près dans un même plan, il supposa que les comètes décrivaient des ellipses très allongées et situées dans des plans quelconques. Elles nous apparaissent rarement parce que nous ne les voyons que dans la partie de leur orbite la plus voisine du Soleil. Gomme le grand axe de l’oi liite d’une comète est très grand, cette partie de l’orbite voisine du Soleil est à peu près la même que si le grand axe était infini, c’est-à-dire si l’ellipse était remplacée par une parabole de même foyer et de même sommet. Newton fut ainsi conduit à penser que, dans le voisinage du Soleil, une comète devait décrire, suivant la loi des aires, un arc de parabole ayant le Soleil pour fojer : il eut l’occasion de vérifier ses prévisions sur une comète qui parut en 1680. Halley, contemporain de Newton, fit la même vérification sur vingt-quatre comètes : toutes les observations postérieures ont confirmé les vues de Newton. Imaginons une comète de masse m décrivant, suivant la loi des aires, un arc de parabole ayant pour foyer le centre du Soleil : cette comète sera sollicitée par une force F dirigée vers le Soleil, ayant pour expression, d’après ce que nous avons vu précédemment.
P étant le paramètre de l’arc de parabole. Pour une deuxième
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comète de masse m! ^ on trouvera de même comme loi de la force
L’observation montre que les rapports égaux entre
eux et ont pour valeur commune la quantité — relative a une
planète quelcon(|ue. L’expression de la force centrale qui sollicite une comète est donc, comme pour les planètes,
m [JL
le coefficient p. ayant la même valeur pour toutes les comètes et toutes les planètes.
On arrive donc à ce résultat que le Soleil attire un point quelconque de masse m plaeé à une distance r de son centre avec une
intensité J ui étant un coefficient d’attraction attaché au Soleil r2 I
et représentant l’attraction du Soleil sur un point de masse i placé à l’unité de distance du centre.
229. Satellites. — Les observations démontrent que les satellites, dans leurs mouvements autour des planètes, suivent, à très peu près, les lois de Képler ; on en conclut que chaque planète attire ses satellites proportionnellement à leurs masses, et en raison inverse du carré de leurs distances au centre de la planète. L’attraction des planètes s’exerce aussi sur les corps placés à leur surface ; elle contribue à produire, comme nous l’avons vu dans le Chapitre III, la pesanteur. A chaque planète est attaché un coefficient d’attraction X, de telle façon que l’attraction de cette pla-
nète sur un point m,, placé à la distance du centre, soit —
Ce coefficient X varie d’une planète à l’autre.
Ainsi, c’est principalement l’attraetion de la Terre sur les corps placés à sa surface qui les fait tomber verticalement quand on les abandonne sans vitesse, ou leur fait décrire, quand on les lance obliquement, un arc de parabole qui n’est autre chose qu’une partie d’ellipse très allongée ajant un fojer au centre de la Terre,
comme il résulte de ee que l’attraction de la Terre sur un point extérieur est sensiblement la même que si toute la masse de la Terre était concentrée en son centre. La force qui retient la Lime dans son orbite est donc de même nature que la pesanteur : c’est ce que Newton a vérifié de la manière suivanle. Soient le demigrand axe de l’orbite lunaire, T< la durée de la révolution sidérale et /??^ la masse de la Lune. L’attraction de la Terre sur la Lune a pour expression
l’excenlrici té dé l’orbite lunaire étant très petite, regardons cette orbite comme un cercle dont le centre coïncide avec celui de la Terre; alors = a, et
D’autre part, un point pesant de masse placé à la surface de la Terre, c’est-à-dire à une distance du centre égale au rayon p de la Terre, est sollicité par une force attractive qui diffère peu du poids, comme nous le verrons plus loin, et que nous confondons ici avec le poids
F' = — mi^.
Ces forces devant êlre en raison inverse des carrés des distances a\ et p, on doit avoir, puisque = 60 p.
d’où
En mètres, on a et en secondes
2 7rp = 40 000 000,
Substituant et effectuant les calculs, on trouve g — ^ valeur
fort peu différente de l’accélération moyenne due à la pesanteur à la surface de la Terre = La petite différence tient aux
approximations que nous avons faites et disparaîtrait complètement si l’on faisait le calcul plus rigoureusement.
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230. Attraction universelle. — Ainsi le Soleil attire les planètes, les comètes et, en général, tous les corps; inversement, les planètes attirent leurs satellites, les corps placés à leur surface et, en général, tous les corps; elles doivent donc également attirer le Soleil. Au Soleil et à chaque planète est attaché un coefficient d’attraction déterminé.
Soient M la masse du Soleil, m, m', . . . les masses des
diverses planètes, [a le coefficient d’attraction du Soleil, X, V, V', . . . ceux des planètes. Le Soleil et la planète m étant placés à la distance l’attraction du Soleil sur la planète a pour intensité et celle de la planète sur le Soleil ; ces deux attractions sont égales en verlu du principe de l’égalité de l’action et de la réaction ; on a donc
^ iVJ m
En associant le Soleil à d’autres planètes, on trouverait ainsi une suite de rapports égaux
Appelons f la valeur commune de ces rapports. L’intensité de l’attraction mutuelle du Soleil et d’une planète quelconque s’écrit alors
M étant la masse du Soleil, m celle de la planète et /un coefficient qui est le même pour toutes les planètes.
Ce résultat, généralisé par Newton, donne la loi de V attraction ou gravitation universelle.
Deux points matériels de masse m et m! , placés à une distance r l’ un de V autre, s' attirent avec une intensité Le
coefficient constant/ est l’attraction de l’unité de masse sur l’unité de masse à l’unité de distance.
La première détermination expérimentale de la constante / de la gravitation universelle résulte des expériences de Cavendish
DYNAMIQUE DU POINT
i^Philosophical Transactions, 1798). Cette constante a été mesurée d’une façon très précise dans les expériences récentes de MM. Cornu et Baille [Comptes rendus, t. LXXVI et LXXXVI).
Le Mémoire de Cavendisti a été traduit en français et publié dans le XVlï® Cahier du Journal de l’Ecole Polytechnique (i8i5). M. Burgess a indiqué dans les Comptes rendus des 21 et 28 août 189g une méthode pour la détermination de la constante jf. Dans le système G. G. S., on a
On trouvera des détails sur la mesure de / dans le Cours de Physique de M. Violle, t. I, p. 298 et suiv.
Densité moyenne de la Terre. — La détermination du coefficient y^est de la plus haute importance, car elle donne la masse et, par suite, la densité moyenne de la Terre. On démontre dans la Théorie de l’attraction (t. III) qu’une sphère formée de couches concentriques homogènes attire un point extérieur comme si toute la masse de la sphère était concentrée au centre. En admettant que la Terre satisfait approximativement à cette condition, et appelant m la masse de la Terre et 0 son rayon, on voit que l’attraction de la Terre sur l’unité de masse prise à sa
surface est f d’autre part, cette attraction diffère peu du
poids g de l’unité de masse, comme nous le verrons dans la Théorie de l’équilibre relatif (Chap. XXII); on a donc, approximativement.
d’où l’on déduit m.
La masse de la Terre étant connue, on calcule la densité moyenne de la Terre, en calculant la densité que devrait avoir une sphère homogène de rayon égal à celui de la Terre pour avoir la même masse qu’elle. Cette densité moyenne est notablement supérieure à la densité des couches superficielles; on en conclut que les couches profondes de la Terre ont une densité beaucoup plus grande que les couches superficielles.
CHAPITRE XI. — MOUVEMENT DES PLANETES
Dimensions de f\ heure naturelle. — La valeur du coefficient y dépend I du choix des unités fondamentales, longueur, temps et masse. Gomme on a pour l’attraction de deux masses
on en déduit
„ nun
Dès lors, si l’on prend une unité de longueur X fois plus petite, de temps T fois plus petite et de masse p. fois plus petite, la nouvelle valeur de f est
d’après ce que nous avons vu au n“ 76.
Supposons que l’on convienne une fois pour toutes de prendre comme unité de masse un cube ayant pour côté l’unité de longueur et formé d’une substance déterminée, d’eau à 4" par exemple ; alors on a
et y n’est plus altéré par le changement d’unité de longueur; il l’est seulement par le changement d’unité de temps; si l’on prend une unité de
temps X fois plus petite, y devient En prenant comme unité de temps la seconde de temps moyen, on a
en prenant une unité de temps x fois plus petite, on aura pour f la valeur
Prenons x = ^ ; alors j aura la valeur i ; la nouvelle unité de temps
sera 3862 secondes de temps moyen ; elle diffère peu de l’heure: M. Lippmann propose de l’appeler V heure naturelle {Comptes rendus, 8 mai 1899).
D’après cela, Vheure naturelle serait l’unité de temps qu’il faudrait adopter pour que, l’unité de longueur étant quelconque, et l’unité de masse étant un cube unité d’eau, on ait pour la constante de la gravitation universelle y = 1 .
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231. Étoiles doubles. — La loi d’attraction découverte par Newton s’étend au delà des limites du système solaire : il est, en effet, très probable que cette loi préside au mouvement des étoiles doubles. Voici ce que l’observation apprend sur ces mouvements. Remarquons tout d’abord que l’observation nous fait connaître non l'orbite réelle de l’étoile satellite autour de l’étoile principale, mais la piojection de cette orbite sur le plan tangent à la sphère céleste, c’est-à-dire sur le plan mené par l’étoile principale E perpendiculaire au rayon TE joignant la terre T à cette étoile : cette projection est l’orbite apparente de l’étoile satellite. L’observation montre que ;
i" L’orbite apparente est parcourue suivant la loi des aires autour de l’étoile principale E;
2° Cette orbite est une ellipse dans laquelle l’étoile principale E occupe une position quelconque distincte du foyer.
Le fait que la loi des aires a lieu pour la projection du mouvement sur le plan mené par l’étoile E perpendiculairement au rayon TE joignant la Terre à l’étoile nous apprend (203) que la force qui agit sur l’étoile satellite rencontre constamment la droite TE; comme cette circonstance se présente pour toutes les étoiles doubles et que la Terre occupe dans l’espace une position qui n’a aucune relation avec les étoiles doubles, il est naturel d’admettre que la force qui agit sur l’étoile satellite rencontre constamment l’étoile principale E. La force étant centrale, l’orbite est plane et, comme sa projection est une ellipse, elle est elle-même une ellipse. On peut alors chercher à se rendre compte de la nature de la force qui produit ce mouvement. Puisque chaque étoile satellite est sollicitée vers l’étoile principale par une force qui lui fait décrire une ellipse, on est conduit à penser que la loi de cette force est telle qu’elle ferait décrire une conique à un point matériel, quelles que soient les conditions initiales où il est placé. Pour trouver cette loi de force, il faut résoudre le problème suivant :
232. Problème de J. Bertrand. — Trouver les lois de forces centrales dépendant de la seule position du mobile et faisant décrire au mobile une conique, quelles que soient les conditions initiales.
Ce problème a été posé par J. Bertrand dans le Tome LXXXIV des Comptes rendus et résolu simultanément par MM. Darboux et Halphen. M. Darboux a développé sa solution dans une Note placée à la fin de la Mécanique de Despeyrous. Nous exposerons celle d’Halphen avec quelques modifications destinées à simplifier les calculs. Cette méthode d’Halphen repose sur la formation de l’équation différentielle des coniques.
L’équation générale des coniques résolue par rapport à y est
y:=CLX-\-^-\-\/aX^-\-lbx-^C.^
avec cinq coefficients arbitraires a, [3, a, b, c. En différentiant deux fois
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y" = (ac — b^) (ax^ ibx c)
la quantité y" ^ est donc un trinôme du second degré en x et, par suite, sa dérivée troisième est nulle. On a ainsi l’équation différentielle des coniques telle qu’elle a été donnée par Halphen,
équation qui est bien du cinquième ordre.
Gela posé, considérons un mobile de masse i, sollicité par une force centrale Fl dépendant seulement des coordonnées (a?i,jKi)de son point d’application par rapport à deux axes rectangulaires Oia?i, OijKi ayant pour origine le centre Oi par lequel passe la force. Les équations du mouvement sont, en appelant le temps ?i,
d^x^ ^ x^ d^Yr
dt\
dt\
= Fl
ri
•i= \/xl
L’intégrale des aires donne
dt\
dxi
Faisons maintenant la transformation homographique (i)
et posons nous aurons
ri
fil _
~~rf
dx
~dt
dxi dyi
yi-^ — 37
dti
puis
.ri
d^ X dV*-
dt\ dtx dt
dy _ I dyx dtx _ dyx dt y\ dti dt dtx
d^y d'^-yx dt
~::zi — _ P Zl.
dt\ dt rx
dt^
Ces équations montrent que le point (37, y) se meut, dans le temps G comme un mobile sollicité par une force
Y = — Fi^
( ‘ ) Voir Appell, De l’ homographie en Mécanique ( Comptes rendus, 4 février 1889, et American Journal of Mathematics, t. XII et XIII).
constamment parallèle à l’axe Ojk. Cette force Y est d’ailleurs fonction de a?! et jKi, et, par suite, d’après (2), de x et y. Si le point (xi,yi) décrit une conique, le point {x, y) en déerit une autre, transformée homographique de la première, et inversement. Nous sommes donc ramenés à chercher toutes les lois de forces parallèles Y faisant décrire à leur point d’application (x, y) une conique, quelles que soient les conditions initiales. Or ce problème se résout comme il suit :
Les équations du mouvement étant
dx
dt
dp-
d^'-y _ Y dp ~ ’
et l’équation différentielle de la trajectoire est dx^- (P ’
Y étant une fonction de x et jk- Désignons par j', jk'", les dérivées
de y par rapport à x\ l’expression (5) de y" devra vérifier l’équation différentielle des coniques {y" = o, quelles que soient les conditions
initiales. Soit, en désignant par p. une constante.
(6) Y 3cp(Æ7, 7), Y = p[cp(a7,j)] 2;
on devra avoir [cp(ip,7)]'"= o. Développant les calculs, on a
, d2 cp dcp
dx ây ây'^ ây
,,, d^ cp - , d® CP
dx'^ dy dx dy^
ya£!l^.3y
OI
dx dy
d- çp àyi
ày
Comme, d’après (5)
dx ày J
l’équation <p'"= o s’écrit
cp „ d® CP
d^cp
dx^
3/ :zTir, + -*-y'"
da?2 dy
H hr ^ ?
dx dy'^
d^ cp
àjp
d2cP
dx dy
dxdyj^ 2«2 ‘ l ‘ dy^ \dyj J
Cette condition, devant être remplie quelles que soient les conditions ini-
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tiales, devra être vérifiée identiquement quels que soient y' et a,
puisque, au commencement du mouvement, ces quatre quantités sont arbitraires ; on a donc
cp
âx^ ’ ôx'^ dy d- O dcp dcp
‘ dx dy dx dy
d^ cp
d^ cp
dx dy^
ày
d^ cp
/dy
Les conditions (7) montrent que cp est un polynôme du second degré en x et y
c^{x, y) ~ A -i- 'J B xy -+- Cy^ -H 2 D a? -h 2 Ey -+- F.
Ce polynôme devant vérifier les conditions (8), deux cas sont à distinguer suivant que G est différent de zéro ou non. d’2
G ^ O. Alors
ày-
2G ; la seconde des identités (8) donne
^ = -(Hx Cy -h E)2,
expression qui satisfait aussi à la première des identités (8), comme on le vérifie immédiatement.
do
2" G = O. Alors, la seconde des identités (8) donne ^ = o, cp ne dépend donc pas de r; on a
et la première des identités (8) est évidemment satisfaite.
11 y a donc deux lois de forces parallèles répondant à la question : ce sont, d’après (G), les lois exprimées par les formules
(Ba? -f- Cy + E)3 ’
(Aa^^H-aDarH-F)^
Il y a donc également deux lois de forces centrales répondant à la question. D’après les formules de transformation (2) et (4),
elles sont données par les formules
pi/-, G^
(B a?, -4- Ejki + G)3’
(A^f H- 2 4- FjkD^
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Ce sont là les deux lois de force découvertes par MIVT. Darboux et Halphen.
Si l’on passe aux coordonnées polaires arj = ;’i cos6, jki — sin 6, on
trouve les deux lois de forces suivantes, où l’on écrit p' à la place de pC-,
(B T\ cos 6 -t- E/'i sinB -f- G)^ ’
r\ (A cos^B -I- a D sin B cos B -t- F sin^ B)^
Si l’on admet que l’action exercée par une étoile sur un point matériel ne dépend que de la distance du point à l’étoile et non de l’orientation B du rayon vecteur, les deux forces ne doivent pas dépendre de B, ce qui exige pour la première B = E = o, et pour la deuxième D = o, A = F. C’est d’ailleurs dans ces cas seulement qu’il existe une fonction des forces pour l’une ou l’autre des deux lois. On trouve alors les deux lois
La première, dans laquelle la force est proportionnelle à la distance, fait décrire à son point d’application une conique ayant pour centre le centre des forces, ce qui n’a pas lieu pour les étoiles doubles ; car, si l’orbite réelle de l’étoile satellite avait pour centre l’étoile principale, il en serait de même de l’orbite apparente.
Il ne reste donc que la deuxième loi, dans laquelle la force varie en raison inverse du carré de la distance : c’est la loi de Newton. D’après cette loi, l’étoile satellite décrit autour de l’étoile principale une ellipse dont l’étoile principale occupe un foyer. Pour trouver l’orbite réelle de l’étoile satellite, on se trouvera ramené au problème de Géométrie suivant :
Connaissant la projection d’une ellipse sur un plan et sachant que l’un des foyers de l’ellipse se trouve en un point donné E du plan, déterminer cette ellipse dans l’espace.
On trouve deux solutions symétriques par rapport au plan de projection.
233. Indications sommaires sur quelques problèmes. — Dans un ordre d’idées analogues, J. Bertrand a résolu le problème suivant :
Sachant que la force qui produit le mouvement d’une planète autour du Soleil dépend seulement de la distance et est telle quelle fasse décrire à son point d’ application une courbe fermée, quelles que soient les conditions initiales, pourvu que la vitesse reste inférieure à une cei'taine limite, trouver la loi de cette force.
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J. Bertrand démontre {Comptes rendus, t. LXXVIJ) que les seules lois de force répondant à la question sont
dont la première doit être écartée pour les raisons que nous venons d’indiquer.
Dans le Tome LXXXIV des Comptes rendus, J. Bertrand résout le problème suivant :
Sachant que la force qui agit sur un mobile dépend seulement de sa position et lui fait décrire une section conique ayant pour foyer un point S fixe, quelles que soient les conditions initiales, trouver la loi de cette force.
II montre que la force doit passer constamment par S et varier en raison inverse du carré de la distance. Si donc on admet la première loi de Képler comme une loi générale, et si, de plus, on admet que la force qui agit sur une planète ne dépend que de sa position, ces seules hypothèses entraînent la loi de Newton.
C’est à la suite de ce travail que J. Bertrand a proposé la question suivante :
Sachant qu’une force qui dépend seulement de la position du mobile lui fait toujours décrire une conique, quelles que soient les conditions initiales, trouver la loi de cette force.
Ce problème a été ramené par MM. Halphen et Darboux {Comptes rendus, t. LXXXIV) au problème particulier dont nous avons exposé la solution plus haut (n° 232). Halphen a démontré analytiquement que, lorsqu’une force dépendant seulement de la position du mobile lui fait, en toutes circonstances, décrire une trajectoire plane, cette force est centrale ou parallèle à une direction fixe. M. Darboux a donné de cette même proposition une démonstration élémentaire (Note insérée dans la Mécanique de Despeyrous).
Enfin M, Kœnigs {Bulletin de la Société mathématique, t. XVII) a cherché quelle doit être la loi d’une force centrale fonction de la distance pour que son point d’application dérive une courbe algébrique, quelles
que soient les conditions initiales. Il retrouve les lois — p/' et
III. - NOTIONS ÉLÉMENTAIRES DE MÉCANIQUE CÉLESTE
234. Problème des n corps. — Nous venons de voir de quelle façon Newton a été conduit à la loi de la gravitation universelle.
Il s’agit maintenant, en partant de cette Joi, d’expliquer les mouvements des corps célestes, et plus particulièrement des corps qui constituent le système solaire : Soleil, planètes et satellites, comètes. Dans l’étude des mouvements relatifs de ces derniers corps, on peut négliger complètement les actions des étoiles ; en effet, à cause de la distance immense des étoiles par rapport aux dimensions du système solaire, ces actions sont parallèles et proportionnelles aux masses.
Les deux problèmes princi|)aux de la Mécanique céleste sont : trouver les mouvements des centres de gravité des corps célestes; 2° trouver les mouvements des corps célestes autour de leurs centres de gravité.
Nous nous bornerons ici à donner quelques indications sur le premier problème. Considérons un groupe formé d’une planète P et de ses satellites S, .... Le mouvement du centre de gravité G de ce groupe est le même que si toutes les masses du
Fig. 145.
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groupe y étaient réunies et toutes les forces extérieures agissant sur le groupe transportées parallèlement à elles-mêmes en G. Soit M tout autre point du système solaire; comme sa distance aux différents points du groupe P, S, ... est très grande par rapport aux dimensions du groupe, la résultante F des attractions de P, S, S', ... sur M est sensiblement la même que si le groupe était remplacé par un point matériel de même masse placé en G : c’est ce que nous verrons dans la théorie de l’attraction. Inversement, les attractions exercées par le point M sur les différents points du groupe P, S, ... sont des forces égales et directement opposées aux précédentes; si on les transporte parallèlement à elles-mêmes au point G, elles admettent une résultante égale et directement opposée à F. Donc l’action du groupe P, 2, S', ... sur un point iM et le mouvement du centre de gravité G du groupe sont sensiblement les mêmes que si toute sa masse était réunie au centre de gravité.
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On peut donc d’abord considérer le système solaire comme formé d’iin nombre limité de points matériels s’attirant suivant la loi de Newton, et placés, le premier, au centre de gravité du Soleil; le deuxième, au centre de gravité de Mercure; le troisième, à celui de Vénus; le quatrième, an centre de gravité de la Terre et de la Lune; le cinquième, à celui de Mars et de ses deux satellites, etc.
En supposant le nombre de ces groupes égal à /i, on obtiendra, en écrivant les équations du mouvement des n centres de gravité, un système de équations différentielles du second ordre, trois pour chaque centre de graviié. Ces équations, dont l’intégration constitue le problème des n corps, admettent sept intégrales premières connues, que nous indiquerons comme applications des théorèmes généraux sur le mouvement des systèmes. Il est impossible, avec les moyens acUiellement employés en Analyse, d’effectuer l’intégration de ces équations. On a pu, néanmoins, en Mécanique céleste, calculer à l’aide de ces équations, d’une manière suffisamment approchée, le mouvement des centres de gravité des corps célestes, grâce à cette circonstance que les masses de tous les corps du système solaire sont très petites par rapporta celle du Soleil. Ainsi, la masse de Jupiter, la plus grande de tout le système, n’atteint pas la millième partie de la masse du Soleil. En réduisant le nombre des corps à trois, on obtient le célèbre problème des trois corps.
235. Problème des deux corps. — Considérons le Soleil et une planète déterminée supposés réduits à leurs centres de gravité. Les masses des autres corps du système solaire étant très petites par rapport à celles du Soleil, su[)posons-les nuUes dans une première approximation ; en d’autres termes, supposons que le système solaire se compose du Soleil et d’une seule planète. Nous serons ainsi conduits à un problème simple, le problème des deux corps, dont on peut trouver toutes les intégrales. Ces intégrales une fois calculées, on cherche, en Mécanique céleste, comment il faut les modifier pour tenir compte des actions des autres corps du système solaire.
Soient M et m les masses du Soleil S et de la planète P ; a, (i, y,
y, Z leurs coordonnées. La force d’attraction des deux points
ayant pour valeur absolue ? les projections de la force agissant sur S sont
les projections de celle qui agit sur P sont ces mêmes expressions changées de signes.
Fig. i46.
Les équations du mouvement seront alors
dt'^
df^
et
1 d^-Y dt'^
^ dr^
On peut aisément intégrer ce système, qui donnera a, Q, v, JF, Z en fonction de en y joignant la relation
Ajoutons membre à membre les équations de même rang des systèmes (S) et (P)'; nous obtiendrons trois équations telles que
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qui deviennenl, si l’on désigne par ri, Ç les coordonnées du centre de gravité du système.
M a -f- m 37 ^ ” M^ni ’
dt^
Ces trois équations montrent que le centre de gravité du système est animé d’un mouvement rectiligne et uniforme, ce qui n’est qu’un cas particulier du théorème général sur le mouvement du centre de gravité.
Cherchons maintenant le mouvement relatif du point P par rapport à pour cela, transportons les axes en soient
jKi, les coordonnées nouvelles de P
37, = 37 — a, JKl=y— (3, Zi=Z — ^(.
Si l’on retranche les équations (S) des équations (P) membre à membre, après les avoir divisées respectivement par M et /n, il vient
d'^cci
dt^
d^yi
Zl
dt^
d^Zi
fi.
dt^ “
Ce sont là les équations du mouvement relatif; leur forme
montre que le point .r, , z, se meut par rapport au point S,
comme si ce dernier point étant fixe avait pour masse M -1- m
au lieu de M et continuait à attirer P suivant la loi de Newton.
En efiet, les équations ci-dessus sont les équations du mouvement
d’un point de masse m attiré vers une origine fixe par une force
f(M-hm)m . 1 1 r iJ-m , /•/Ti/r \
— , expression de la forme ou |jl =; / (M m).
De là résulte cjue la première loi de Képler s’applique à ce mouvement : la trajectoire relative est une conique ayant S pour foyer, parcourue suivant la loi des aires. Comme il s’agit d’une planète, cette conique est une ellipse, et, si l’on calcule les élé-
4io
ments de cette ellipse, on trouvera, comme nous l’avons vu, qu’en désignant par a le demi-grand axe et par T la durée de la révolution, ces deux éléments sont liés par la relation
IX = f(M-h m) =
et nous remarquerons que le rapport ^ n’est pas indépendant de m.
Le coefficient /étant connu (n° 230), cette relation donne une valeur approchée de M 4- /n.
Pour une autre planète, on aurait, au même degré d’approximation,
d’où l’on déduit
\Tz-a\
comme les rapports ]ÿï sont de l’ordre des millièmes, on
voit que le second membre est très voisin de l’unité; par conséquent, la dernière loi de Répler n’est qu’une loi approchée.
236. Masse d^une planète accompagnée d’un satellite, formule à laquelle nous sommes arrivés.
4Tr2a3 ■“xi ’
La
permet, comme l’a montré Newton, de calculer la masse d’une planète possédant un satellite.
Soient m, m, les masses de la planète P et de son satellite S {fig. 147)7 actions <ï>, <I>, du Soleil et des autres planètes sur la planète considérée et sur son satellite sont sensiblement parallèles et proportionnelles aux masses, puisque la distance 74 de la planète à son satellite est très faible vis-à-vis des distances de cette planète aux autres corps du système solaire. Si nous désignons alors par (X, Y, Z) les projections de l’attraction de ces
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autres corps sur l’unité de masse de la planète, les équations du mouvement de la planète et de son satellite seront
et
fninix
Xx — X
dt-
fnxmx
— inT 1
fninix
Zx Z
df^
mi
d^Xx
= nix X —
fmmx
Xx — X
dt'^
mi
d^yx
fmm.x
i yx~y
d- Zi
= nix Z -
fmm
1 Zx — Z
de-
Fig. 147.
Transportons les axes jiarallèlement à eux-mèmes en P, et soient x\, y'^, z\ les coordonnées nouvelles de S
— Xx — x^
Ÿx=yx—y, z\ = zx-z.
-4près avoir
supprimé
les fadeurs m et rrixj on déduira par
soustraction des équations (P) et (S) les trois équations du mou-
vement relatif
f{m-^mx) x\
i de
~ rj n ’
(Si)
_ /(m-T- m,) jKi ^
r'i Cl ’
f( m -h- rnx ) z\
' de
où les actions <ï> et <ï>^ ont disparu.
On reconnaît sur les équations (Si) que le satellite décrit une ellipse autour de la planète, comme si celle-ci était fixe et l'attirait avec la force ^ g. désigne alors par , T< le
demi-grand axe de l’orbite du satellite et la durée de sa révolution, on aura
Tf ^
comme, d’autre part, on a pour la planète elle-même
/(m -hM) =
en divisant membre à membre, on obtiendra
niy
Si la masse du satellite est très petite par rapport à celle de la
planète, le rapport — sera sensiblement égal à l’unité et l’on
aura approximativement
M = Tf ■ T^’
ce qui permet de calculer le rapport de la masse m de la planète à celle du Soleil.
Nous avons supposé, pour établir cette dernière formule, que la masse était très faible par rapport à m; il n’en est pas ainsi lorsqu’on veut appliquer ce calcul au système formé par la Terre et la Lune. Dans ce cas, on a recours à un autre procédé.
La formule
subsiste toujours. D’autre part, si à la surface de la Terre on prend un point matériel de masse i , on peut déterminer, comme nous le verrons plus loin, l’attraction A. de la Terre sur ce point;
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on sait que, en supposant la Terre sphérique et formée de couches concentriques homogènes, cette force est égale à l’attraction d’un point matériel de masse m placé au centre de la Terre. En d’autres termes, l’attraction A sera
en désignant par p le rajon de la Terre. L’élimination de /entre les équations (i) et (2) donne le rapport cherché
m ^ T2Ap2 “
Nous renverrons, pour la détermination des masses des corps célestes, à une Notice de Tisserand publiée dans V Annuaire du Bureau des Longitudes pour 1894.
237. Détermination du temps dans le mouvement elliptique. — Revenons maintenant au problème des deux corps et rappelonsnous que la planète P de masse m se meut, par rapport à des axes de directions fixes menés par le centre S du Soleil, comme si le Soleil était fixe et avait une masse égale à sa masse véritable M, augmentée de m. La planète se meut donc autour du Soleil comme un point de masse m sollicité par une force centrale
\xm
L’orbite est une ellipse de foyer S dont nous prenons le plan pour plan des .xy. En appelant p le paramètre de cette ellipse, a son demi-grand axe, e son excentricité, on a, comme nous l’avons montré (227), les expressions suivantes pour la constante des aires G et la constante des forces vives h :
Q2 = (jip = [jia(i — e'^)^ h — — — •
Le sommet A {fig^ *48) le plus rapproché du Soleil est le périhélie, le sommet h! V aphélie. Désignons par w l’angle que fait le rayon vecteur du périhélie avec l’axe S.2;, et par w l’angle ASP que fait le rayon vecteur /• = SP de la planète avec SA; cet
angle est V anomalie vraie, L’angle polaire SP = 0 est lié à l’anomalie vraie par la formule évidente B. = w + où to est une constante.
Fig. i48.
Calculons maintenant le temps que met le mobile à arriver en un point de la trajectoire. On a trouvé
2 fJL
2 jJI.
et, d’autre part, l’expression de la vitesse dans laquelle on a éli miné à l’aide du théorème des aires Odt est
\dt
On aura donc
fdr\^ G2_2p fx
Résolvons par rapport à ot remplaçons [>ar sa valeur
jju2(i — e'^) \ il vient
Æ ~ ^0 , üif _ H:
\ dt j ;*2 r
qu’on peut écrire
et, par suite,
Appelons z l’instant du passage au périhélie; alors r va d’abord
dr
en croissant à partir de l’instant t, ^ est positif, et l’on doit
prendre le signe + dans l’égalité ci-dessus. On conservera ce signe lorsque r croîtra depuis sa valeur minimum r~a — c = a{\ — e)
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jusqu’à sa valeur maximum r — a + e). Posons
a — r = ae cos
ce qui est possible, puisque a — r reste plus petit que ae ; u variera de O à 2 TT pour toute la durée d’une révolution. On aura alors
a(i — e cos U ) du,
équation qui s’intégre immédiatement et donne, s’annule avec i/,
^{t — t:) = u — e sin u :
puisque t — t
i est ainsi exprimé en fonction de w, u étant donné en fonction de r par la relation
r = a{\ — e cos a).
Si l’on veut calculer la position du mobile au bout du temps if, la première de ces équations donnera u et la deuxième permettra de calculer r.
L’angle u que nous avons introduit est appelé anomalie excentrique. On écrit, en généial, le premier membre de l’équation entre t eX, u sous la forme n[t — t), en posant
n{t — t) est ce qu’on appelle ^anomalie moyenne. Comme on a trouvé pour valeur de p,
il vient n — T étant la durée de la révolution, et l’équation en u prend la forme
(2) n{t — t) = w — esinw,
qui montre bien qu’on doit avoir n — puisque le deuxième membre augmente de 2'tc en même temps que w, c’est-à-dire à chaque révolution ; le coefficient n = ^ s’appelle le moyen mou-
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vement. L’équation que nous venons d’oblenir porte le nom équation de Kepler.
TSous avons exprimé v en fonetion de u : il nous reste à exprimer l’anomalie vraie en fonction de u. Pour cela on part de l’équation de l’ellipse en coordonnées polaires
OÙ le numérateur est le paramètre p. En égalant cette valeur de r à la valeur trouvée ci-dessus a (i — e cos w), on a l’équation
I — e cos u —
d’où l’on tire
• . ^ (j -h e) ( J — cosu)
I — cos (P = 2 sin^ — =
2 I — e cos u
2«( I -h e) sin^ —
, , ia(i — e) cos^ —
„ tp (i — e)(n-cos?6) 2
I + cos (P = 2 COS^ — = = ;
2 i — e cos u
et, en extrayant les racines carrées,
, „ , /- . tP / — ; . U W / — ; U
(3) v/^'sni — = -+- e) sin — , v/'’ cos — = i/a(i — e) cos — ?
formules calculables par logarithmes, donnant r et w en fonction de u : on en déduit par division la relation
(4) tang- =^— tang-,
qui lie l’anomalie vraie à l’anomalie excentrique.
238. Méthode géométrique. — Pour déterminer la position d’une planète sur son orbite, au temps on peut employer une méthode géométrique qui donne la signification des variables précédemment employées. On sait qu’une ellipse peut être considérée comme la projection de son cercle homographique qu’on a fait tourner autour du grand axe AA.' d’un angle dont le cosinus
est Soient alors M un point de l’ellipse et M' le point correspon-
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dant du cercle homograpliique. On aura
aireMFA = — aireM'FA ;
Fangle MF^A = (v a été précédemment appelé anomalie vraie;
Fangle M'OA est V anomalie excentrique a. En efïet, le secteur M'FA a pour aire
i\F F A = M' OA — ^ M' O F =: F of'-u — \a‘^e siii u,
c’est-à-dire
MFA == — (a — e sin a) ;
Faire de ce secteur est proportionnelle au temps employé à la décrire. Si donc on désigne par — t) ce temps et par T la durée de la révolution, on devra avoir
aireMFA izab
M' F A = — (u — e sin w ),
donc
ab
el, en remplaçant MFA par sa valeur,
— (u — e sin a) 2 ^
Tzab
OU
en posant « = nous arrivons à l’équation de Kepler U — e sin u = n{t — t ).
Pour avoir la signification géométrique de l’anomalie moyenne n[t — t), imaginons un mobile partant de A en même temps que la planète, et décrivant le cercle homographique d’un mouvement uniforme, de façon à arriver au point A' en même temps que la planète. A l’instant ce mobile sera en JVF ; l’angle ^ — M'^OA sera l’anomalie excentrique ; on a, en effet,
Cet angle Ç est moindre que quand sinw est positif {fig. i49)‘ Quant à l’expression de r en fonction de w, elle résulte de ce que le rapport des distances d’un point d’une ellipse au foyer F et à la directrice correspondante DD^ est égal à e. On a donc
r = eMK = e(ÔD— ÜH) = — = a(i — ecosz^),
car la distance OD de la directrice au centre est — •
239. Développements analytiques. — Pour calculer la position de la planète à l’instant t, il faut d’abord calculer l’anomalie excentrique u à l’aide de l’équation de Kepler
on a ensuite les autres coordonnées qui ont toutes été exprimées en fonction de u. Quel que soit l’arc l’équation (i) de Képler admet une racine que nous désignerons par u. En effet, Ç est compris entre deux multiples entiers de 'Tl
/ttt < Ç < (^ -h 1)77.
Dans cp(w) = u — e sin u — faisons u — /:tü ; nous trouvons
tandis que
cp[(/:-f-i)7r] = (Â:-hi)7r — Ç>o.
Il y a donc toujours une raeine réelle entre (k-+- Qtt et Att. De plus, cette racine est unique, car la dérivée g {u) = i — e co^u est toujours positive, puisque e est compris entre o et i.
1° Approximations successives. — Voici comment on peut calculer par approximations successives cette racine réelle unique.
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Soit uq un arc réel quelconque et posons
— e si n I/o -H Cl
«2 = e sin H- C,
— e sin Ui-\- ‘Ç
Nous devons à l’obligeance de M. Kœnigs la communication de la méthode suivante, qui permet de démontrer que les quantités a\, u^-, . . ., Un tendent effectivement vers la racine cherchée u et d’évaluer la limite de l’erreur commise en prenant u,i au lieu de u. Cette méthode est l’application à l’équation de Képler des résultats généraux contenus dans les Mémoires de M, Kœnigs sur les équations fonctionnelles {Annales de l’École Normale, 1884 et i885).
En appelant u la racine réelle unique de l’équation, on a
mais, puisque on peut écrire encore
Ui^x — u _ c sin -f- ^ — u iii — u ai — u
C — u = — e sin u.
— u sin Ui — SI n M ui -f- u
= e = e COS
. Ui — u sin
2 Ui — u
. Ui — u sin
Les modules de cos — — ^ — et étant moindres que i, on a
2 Ui — u
mod
Ui-^ y U
Ui U
De là on peut conclure par multiplication
mod
Un —u ^ e'L
Or, e étant compris entre o et 1, e”- tend vers zéro quand n croît indéfiniment; en conséquence, la limite de Un est la racine cherchée u. La suite des quantités Uq, U\, ..., Un donc u pour, limite; mais on voit de plus, d’après l’inégalité précédente, que ces quantités vont en se rapprochant sans cesse de leur limite u. Ce fait est remarquable, puisque est choisi arbitrairement. Si, par un proeédé quelconque, on a pu trouver une valeur approehée de u, on pourra prendre pour Uq cette valeur approchée; Uy, «2, ... s’approcheront encore plus de u. Supposons, comme on le fait souvent, qu’on prenne pourji^o la valeur Ç elle-même; nous avons trouvé
,Un~U
mod <
Uq — u
4'io
Or de l’on tire donc
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a — e sin u = 'Ç mod (t — u) <ie\ mod ( a,i — u) .
On a ainsi une limite de l’erreur commise. Par exemple, pour la Terre, e = à peu près ; il suffira de trois opérations (n = 3) pour obtenir u avec sept décimales exactes.
2° Abaque en points isoplèthes. — M. d’Ocagne, appliquant la méthode générale des abaques à l’équation de Képler, a donné, dans le Bulletin de la Société mathématique de France (t. XXII, 1894), un abaque pour la résolution de cette équation. Cet abaque permet d’obtenir rapidement une première valeur apjDrochée de l’inconnue, dont on pourra ensuite approcher davantage par l’emploi des méthodes rigoureuses.
3® Série de Lagrange. — On peut obtenir des développements de u. sinw, cosu, u — 7*, ... en séries procédant suivant les puissances crois-
santes de e, par la série de Lagrange. Considérons une équation de la forme
qui détermine u en fonction des variables ‘Ç, et e, et appelons u celle des racines de cette équation qui tend vers t quand e tend vers zéro. Lagrange se propose de développer une fonction donnée F (77) de cette racine, en série ordonnée suivant les puissances positives croissantes de e ; il donne pour cela la formule
Nous renverrons pour la démonstration de cette formule au Cours d’Analyse professé par M. Hermite à la Faculté des Sciences de Paris, et à un Mémoire de M. Rouché {Journal de l’École Polytechnique , XXXIX« Cahier).
Dans l’équation de Képler on a
/(0 = sinr,
et l’on pourra prendre successivement, pour F (77), l’anomalie excentrique elle-même 77, ou le rayon vecteur a{i — e cos 77), ... ou toute autre fonction de 77 développable suivant les puissances de e. On a, par exemple,
77 C -r- e sin -1- -^2 sin2t H ^ — r(32 sin3!^ — 3 sinH H-. . .,
cos 77 = COS^ H (cos 2^ — l) H (3 COS3 Ç — 3 COS^)
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Laplace a trouvé le premier que ces développements sont convergents tant que e reste inférieur. à la limite 0,662743... et Caucliy a confirmé ce résultat par une méthode plus directe.
4” Fonctions de Bessel. — Les développements précédents sont convergents pour les planètes, mais cessent de l’être pour certaines comètes périodiques décrivant autour du Soleil des ellipses allongées. On peut alors employer, pour cosw, sin ..., cosyw, sinyi^, où y désigne un entier positif, un mode de développement qui est valable pour toutes les valeurs de l’excentricité comprises entre o et i et dans lequel figurent les fonctions de Bessel. Pour donner une idée de ces développements, remarquons d’abord que l’équation de Képler
U — e sin u —
définit U comme une fonction impaire de t, car l’équation ne cesse pas d’être vérifiée si l’on change simultanément et u de signes; de plus, si l’anomalie moyenne X, augmente de 2 7t, il en est de même de l’anomalie excentrique D’après cela, cosyù^ et sinyw, où y désigne un entier positif, sont des fonctions de Ç ne changeant pas de valeur quand Ç augmente de 27T, la première paire, la seconde impaire. On sait que toutè fonction réelle finie el continue d’une variable Ç, ne changeant pas quand croît de 2tî, est développable par la formule de Fourier en une série procédant suivant les sinus et cosinus des multiples de Ç : dans le cas où la fonction de Ç qu’on développe est paire, le développement ne contient que des cosinus avec un terme constant ; dans le cas où cette fonction est impaire, le développement ne contient que des sinus sans terme constant.
On aura donc, pour cosju et sinyw, des développements de la forme suivante, où nous employons les notations de Tisserand dans le Tome I de sa Mécanique céleste (Ghap. Xlf),
cosy?^ = cos2i^ . .-f- p^i^ cosi^ H-. .
sinju = cf(^ sin X^ -f- qf sin 2Ç -f- . . . -h sin fÇ -f-. . . ,
les coefficients étant donnés par les formules connues
~ p\P =■ I cosju cosiX dX, ~ qf = 1 sinju sin iX, dX.,
Jq J q
dont la première, par exemple, s’obtient immédiatemènt en multipliant les deux membres du premier développement par cos iX, dX, intégrant de o à ~ et remarquant que tous les termes du second membre ont des intégrales nulles, sauf le terme en p’P . Nous allons exposer le calcul des coefficients pf : le calcul des qf se fait d’une manière analogue. On a d’abord, en faisant i — o,
~ Po'' = ( cosy M dX, d a
OU, en remplaçant t par u — e sin ii et remarquant que, si u varie de o à t:, il en est de même de t,
I cosju(
I — e cos u) du.
Cette intégrale est nulle quand j est > i : pour y = i, elle est —
Donc
Puis on a, en intégrant par parties (î > o),
— y cosy w coséî^ Æ = -
cos ju sin it
+ 4- / siny?^ sin iî:;
La partie intégrée est nulle ; l’autre partie devient, en remplaçant le produit des deux sinus par une différence de cosinus et mettant pour Ç sa valeur u — e sin
p{— j' cos[ii(i — y) — ie?>\nu^du 1- cos [?«(i-hy ) — ie?,\\\u\du.
C’est ici qu’interviennent les fonctions de Bessel que l’on peut définir comme il suit. Soient k un entier et x un paramètre; l’expression
J/^.(a7) = — / cos(/i® — X s'mxo) d^
définit une fonction de Bessel. Il existe donc une infinité de fonctions de Bessel correspondant à toutes les valeurs positives, négatives ou nulles de l’entier k. Il est aisé de voir que l’on peut toujours supposer k positif : en effet, changeant cp en tï — tp’, on a
d(D = — do' ,
et l’intégrale ci-dessus donne
i/dx) = — - — / cos( — ko' — X sxno' ).d(f' = ( — i)^'J-/^(x),
formule qui permet de passer d’un indice négatif à un indice positif. La fonction Ja (£t) est une fonction transcendante entière de x contenant en facteur : en développant cette fonction suivant les puissances de x, on trouve
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D’après ces notations, on a, pour le coefficient la valeur
’ = 7 [ J i-j (Je) — J i+i ( ie ) j ;
on trouve de même
q S-' ^ = 7 f J i-J ( ^e)-\-} i+j {ie)\
En portant ces valeurs dans les expressions de co?,jii et siny'i^, on obtiendra les développements cherchés convergents pour toutes les valeurs de e entre o et i. On a, par exemple,
cos U= — - ^ (te j — J/+i(te)] — ^
Si, dans ce développement, on cherchait les coefficients de e, e^, . . ., on retrouverait ceux que donne la formule de Lagrange écrite plus haut ; néanmoins, les deux développements sont bien distincts : celui de Lagrange procède suivant les puissances de e et ne converge que si e est plus petit qu’une certaine limite; celui que nous venons d’obtenir proeède suivant les cosinus des multiples de t et converge pour toutes les A^aleurs de e entre o et i.
Nous renverrons, pour une étude plus détaillée des fonctions de Bessel, au Traité de Mécanique céleste de Tisserand, auquel nous avons fait de nombreux emprunts, et à l’Ouvrage de Todhunter : On Laplace^s, Lamées and Bessel’s Fimctions. Avant Bessel, ces fonctions ont été rencontrées par Fourier.
240. Éléments du mouvement elliptique. — Le mouvement elliptique d’une planète est défini dans l’espace par six constantes,. Menons par le centre S du Soleil trois axes S^, Sy, S .s de direc-
Fig. i5o.
lions fixes; il est dans l’usage actuel d’adopter pour plan des xy le plan de l’écliptique au janvier i85o, pour parties positives
de S.T et Sy les droites aboiilissant à l’équinoxe du printemps et an solstice d’été à cette époque, et pour partie positive de Sz celle qui est dirigée vers le pôle boréal de l’écliptique. (Ces axes sont orientés autrement que ceux que nous ein[)lojons habituellement.) Le plan de l’orbite de la planète coupe le plan des xy suivant une ligne NN' qu’on appelle ligne des nœuds. L’un des points d’interseetion N de l’orbite avee le plan de Téeliptique est le nœud ascendant; c’est le point que traverse la planète quand sa coordonnée s de négative devient positive. L’autre nœud N' est le nœud descendant. Pour définir le plan de l’orbite, on se donne Langle 9 — .rSN compté positivement de S.r vers Sy, angle que l’on appelle longitude du nœud aseendant, et l’inclinaison cp du plan de l’orbite sur le plan de l’écliptique, cet angle cp étant mesuré par l’angle que font entre elles les perpendiculaires menées au point N à SN, l’une dans le plan de l’écliptique dans le sens du mouvement de la Terre, c’est-à-dire de Sx vers Sy, l’autre dans le plan de l’orbite dans le sens du mouvement de la planète (ou de la comète). Une fois le plan de l’orbite déterminé, il faut fixer la position et la grandeur de l’ellipse. Soit A le périhélie ; on appelle w la somme des angles xSN et NSA, ce dernier angle étant compté à partir de SN dans le sens du mouvement; m se nomme la longitude du périhélie. L’angle NSA est égal à to — 9. Cet angle fixe la position de l’ellipse; on détermine sa grandeur en se donnant son demi grand axe a et son exeentricité e. Enfin, pour indiquer la façon dont la planète parcourt son orbite, on donne la durée de la révolution T ou le moj^en mouvement n — ^ et l’instant T du passage au périhélie. Remarquons que a et T ne sont pas des quantités distinctes, car elles sont liées par la relation, établie plus haut (p. 410)5
où M désigne la masse du Soleil et m celle de la planète. En résumé, pour définir le mouvement d’une planète ou d’une comète périodique, il faut connaître six eonstanles 9, cp, tïï, a, e, t, qu’on appelle les5f.r éléments du mouvement elliptique. A la place de t on introduit souvent un autre élément t donné par
TTT — = £,
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et que l’on appelle longitude moyenne à V époque zéro. I.es coordonnées rectangulaires JK, z de la planète s’exprimen t alors, par des formules qu’il est inutile d’écrire ici, en fonction du temps et des six éléments elliptiques
(A) I y =/a(^, 0, cp, ttt, a, e, s),
241. Méthode de la variation des constantes. — Si le s^'stème solaire était formé du Soleil et d’une seule planète, les six éléments du mouvement elliptique conserveraient indéfiniment les mêmes valeurs ; mais, comme nous l’avons vu, le mouvement elliptique ne donne qu’une première approximation du mouvement de la planète. L’action des autres planètes sur la planète considérée aura pour effet de troubler ce mouvement elliptique : pour représenter ce mouvement troublé, qui est le mouvement réel de la planète et qui difiere peu du mouvement elliptique, on conserve les formules (A) du mouvement elliptique en y regardant les six éléments 9, cp, tu, a, e, s, non plus comme des constantes, mais comme des fonctions de t. Par la suite des temps, sous l’action des autres planètes, ces éléments subiront des variations o9, ûcp, oiîj, oa, oe, o£ qu’on appelle perturbations des éléments, d’où résulteront des perturbations correspondantes pour les coordonnées x,y, Z. La partie de la Mécanicjue céleste qui a pour but le calcul de ces variations se nomme Théorie des perturbations.
242. Mouvement parabolique des comètes. — Imaginons une comète décrivant une parabole ayant pour foyer le centre du Soleil, ce qui est le cas du plus grand nombre des comètes. On a alors, en appelant m l’angle que fait le rayon vecteur SM — r avec le rayon vecteur SA du périhélie.
m désignant la masse de la eomète et M celle du Soleil. 11 résulte, en effet, du problème des deux corps que nous avons résolu, que la comète se meut autour du Soleil comme si le Soleil était fixe
et la force attractive du Soleil sur la comète égale à /( M -h in ) m [JL m
La constante des aires est alors C — \/[a/? = y/ /(M + in) p. On a donc
H- îii ) dw
COS
tan2'2 — ) d tane- — ?
d’où, en intégrant et appelant t l’instant du passage au périhélie,
2 sjf{ M m)
t — -z) = tang- -4- -tang3— .
Telle est l’équation du troisième degré en tang — qu’il faut résoudre
pour avoir la position de la comète à l’époque t : cette équation n’a qu’une racine réelle ; on l’écrit comme il suit, en posant p = ‘iq et remarquant que y/M H- m peut être remplacé par y/M, car m est tout à fait négligeable devant la masse du Soleil :
On a construit des Tables numériques donnant la racine de cette équation pour une suite de valeurs attribuées au premier membre, la masse M du Soleil étant prise pour unité.
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243. Éléments paraboliques. — Pour définir Torbile parabolique d’une comète, on donne cinq éléments indépendants B, çj, to, T et dont les quatre premiers ont la même signification que
pour les planètes, tandis que q désigne la distance périhélie (voir Mécanique céleste de Tisserand).
EXERCICES
1. Pour le mouvement d’un point attiré vers un centre fixe O par une force F = — mk’^r proportionnelle à la distance, on a montré que la trajectoire est une ellipse de centre O et que la vitesse du mobile, dans une position quelconque M, est proportionnelle au demi-diamètre b' conjugué de OM : v = kb' . Démontrer que, si l’on veut, à l’aide de ce résultat, vérifier les théorèmes des aires et des forces vives, on retrouve les théorèmes d’Apollonius.
Réponse, — Soit OM = /’ = a' ; le théorème des aires donne pv = or ce produit pv est égal à k fois l’aire du parallélogramme construit sur a' et b' ; l’équation des forces vives V'-H /’- = h donne /c^ b'-) — h.
2. Trouver le mouvement d’un point sollicité par une force centrale ayant l’expression suivante :
où a et 6 désignent des constantes.
Réponse. — Pour trouver la trajectoire, on doit intégrer l’équation
linéaire à coefficients constants en La forme de l’intégrale généx’ale change suivant le signe de quand cette quantité est nulle, - est un trinôme du
Cj" V
second degré en 6; quand elle est positive et a sa racine carrée commensurable, la trajectoire est une courbe algébrique.
Soit
_ ni(a + b cos 2 9 )
Réponse. — On est conduit à intégrer l’équation
<7 ù cos 2 6
(C constantes des aires),
dont l’inlégrale est
- = A cos 9 + B sin6 — — H- cos 2 0.
La trajectoire est une courbe algébrique du quatrième degré, quelles que soient les constantes A, Bj G, à moins que ^ = o; elle est alors une conique, car la loi d’attraction devient la loi de Newton.
L’intégrale des aires donne ensuite t par une quadrature.
Soit
?n [J. VI pi
r-{a cos^6 + 26 sin6 cos9 + c sin^S)^ r-(a cos20 + ^ sin 26 H- y)-
a, 6, c désignant des constantes et a, ,3, y ayant les valeurs a — — ^ — > P = y = (Cette loi de force centrale est l’une de celles trouvées par MM, Dar-
boux et Halphen. )
Réponse. — En posant <t>(9) — a cos20 + ,3 sin20 + y, on devra intégrer l’équation
cm
Lorsque a-H- — y- ou b- — ac est différent de zéro, cette équation admet, comme on le vérifie sans peine, une intégrale particulière de la forme
La trajectoire a donc pour équation
^ = A COS0 + B sin0 -h >;v/']^(9)
avec les constantes arbitraires A, B, C ou A, B, X. C’est une conique tangente aux deux droites fixes ayant pour équation
<j;(0)i=o OU 0.(0^- — -h -h = O.
Lorsque + (32 — y^ = o, — ac — o, 'j' ( ® ) 6st le carré d’une fonction ra ( 0 ) de la forme k cos0 + Z sin0, ^ {^) = zs- {^). L’équation admet une solution particulière de la forme - = — — — > et la trajectoire devient r ra(9)
- = A COS0 -4- B sin 0 H
conique tangente à l’origine à la droite fixe ra (0) = 0, ou kcc -y ly = o.
5. Démontrer que, si l’on sait trouver la trajectoire d’un mobile sous l’action
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d’une force centrale F = 6^, on sait également la trouver sous l’action
de la force
Fj = ;n<ï>( - -- a cos6 — sin8, 6 ) (i — ar cos0 — br sinO
a, b désignant des constantes.
Réponse. — On suppose qu’on sache intégrer l’équation différentielle
et il faut montrer qu’on sait intégrer aussi
\ ; : — --«cos6 — 6sin&, sV
«/’CosB — »/-sin0)- \r J
Or la seconde équation se ramène à la première par la substitution
- = - -i- a COS0 + b sin0.
6. Sachant que la force F = m\i.v fait décrire à son point d’application une conique ayant pour centre l’origine, trouver la trajectoire d’un mobile sollicité par la force
— a COS0 — ^ sin0^
(deuxième des lois de force trouvées par MM. Darboux et Halphen).
Réponse. — Cette question est une application du problème 5. On trouve comme équation générale de la trajectoire du mobile sous l’action de la force Fj
- — a COS0 H- 6 sin0 r
y/x cos'-'B -h 2 ^ COS0 sin 0 + y sin'-'O,
a, [i, y étant trois constantes arbitraires. Cette trajectoire est une conique telle que la polaire de l’origine par rapport à cette conique est une droite fixe ax by — \ — O.
7. Hodographe. — Dans le mouvement d’une planète autour du Soleil, on mène par le centre du Soleil des segments égaux et parallèles aux vitesses de la planète dans ses différentes positions. Lieu géométrique des extrémités de ces segments; ce lieu est Miodographe.
Réponse. — Ce lieu est un cercle dont le centre est sur l’ordonnée du foyer et qui contient le fo,yer dans son intérieur. On peut le démontrer en s’appuyant sur la relation pv — C, sur ce que le lieu des projections d’un foyer d’une ellipse sur les tangentes est un cercle et sur ce que la figure inverse d’un cercle est un cercle.
8. Pour obtenir l’hodographe cPun mobile quelconque décrivant une courbe plane, suivant la loi des aires, autour d’un point O, il suffit de faire tourner d’un angle droit autour du point O la transformée par rayons vecteurs réciproques (courbe inverse) de la podaire du point O par rapport à la trajectoire.
Pour que l’iiodographe soit un cercle, il faut et il suffit que la podaire du point O par rapport à la trajectoire soit un cercle; la trajectoire est alors une conique de foyer O et la force varie en raison inverse du carré de la distance.
9. Un point décrit, suivant la loi des aires, une circonférence passant par le centre des aires O; trouver la loi de la force : i° en fonction de la distance r;
2° sous la rorme — - —
en mettant en évidence les racines du trinôme en /■* qui sont l’une positive et l’autre négative.
intégrale de seconde espèce qui s’exprime à l’aide des fonctions 0 et H de Jacobi
relations entre les coefficients et les racines, on retrouve le cercle r — a cos (6 — ô,,). 11. Fonctions de Bessel. — Démontrer qu’on a les relations suivantes :
Réponse. — Le théorème des forces vives donne + /t. Différents cas
tx
sont à distinguer, suivant que h — vl est positif, négatif ou nul. Supposons
h < O. On trouve pour équation difféi’entielle de la trajectoire
G dr
\JhF— G- F H- ;x
Faisant r = a coscp et
= on trouve la forme normale
On a donc 'f = am o-(6 — Qg); d’où, pour la trajectoire.
Si l’on suppose è = =c, h = o, hF- = — ^ — — G^, o, comme il résulte des
ki^{x)= f [),.+,(*) -t-V,(*)J,
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et
d? Jj. ( a: ) I ( X )
dx^ X dx
Ces relations se vérifient sans peine si l’on y remplace les fonctions J par leurs expressions sous forme d’intégrales définies. Prenons, par exemple, la première : on est amené à démontrer la relation
oc (
k cos ( A'cp — a; sin cp) c/cp — — | cos [(/c
:) cp — X sin cp]
+ cos [(A: — i) cp — X sin cp] • d^
ou, en remplaçant la somme des deux cosinus par un produit de cosinus,
/ cos ( A-cp — Æc sincp ) ( A: o?cp — x coscp do) = o,
ce qui est évident, puisque l’intégrale indéfinie de l’expression placée sous le signe / est la fonction sin(A:cp — Æ^sincp), qui s’annule aux limites.
12. Développer la fonction J/^(x) en série entière ordonnée par rapport aux puissances positives croissantes de x.
Réponse. — On peut se servir de l’expression de Jj(a7) sous forme d’intégrale : les coefficients du développement contiendront des intégrales de la forme
cosA'cp sin'^cp <icp.
sin Arcp sin’" cp c?<p.
aisées à calculer en exprimant sin'"cp en fonction linéaire des cosinus et des sinus des multiples de cp.
On peut également employer l’équation différentielle (3) en y substituant pour une série de la forme
et calculant les coefficients par voie récurrente.
13. Théorème d’Euler. — Le temps S que met une comète à passer sur une orbite parabolique du point P au point P' est donné par la formule
6 \//( M -h = (/’ H- {r + r' — çy)"?,
r et r' désignant les rayons vecteurs des deux positions P et P', et a la corde PP'.
[Nous démontrons ce théorème en Mécanique analytique (n“ 304 ). Voyez Tisserand, Mécanique céleste, p. 112.]
14. Dn point attiré par un centre fixe, suivant la loi de Newton, décrit une orbite hyperbolique : calculer sa position à chaque instant.
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On emploie la même méthode que pour l’ellipse n° 237; il s’introduit des logarithmes et des exponentielles à la place des lignes trigonométriques et des fonctions inverses.
15. Méthode des approximations successives pour la résolution de l’équation de Képler. Soit u la racine de l'équation. Démontrer les propositions suivantes :
1° On prend sur le cercle trigonométrique, à partir de l’origine A des arcs, deux arcs AM = AM', égaux et de signes contraires, égaux en valeur absolue à
— — e. Si l’arc Ç a son extrémité sur l’arc MAM', cos a est positif; sinon, cosm
est négatif.
2° Si cosM est positif, ce qu’indique la disposition de C? toutes les valeurs de la suite ••• iront, à partir d'un certain moment, en s’approchant
de U, toutes par excès ou toutes par défaut.
3° Si cosw est, au contraire, négatif, les valeurs approchées de u seront, à partir d’un certain moment, approchées par excès et par défaut,
à l’instar des fractions continues. (Kœnigs.)
IG. Un centre attractif d’abscisse \ se meut sur Ox d’un mouvement oscillatoire \ — acosnt. Ce point attire un point matériel libre M proportionnellement à la distance : trouver le mouvement du point M.
(La projection de la trajectoire sur le plan des yz est une ellipse de centre O.)
17. La force centrale produisant le mouvement d’un point est proportionnelle
à ç désignant la vitesse du mobile, r sa distance au centre des forces, p le
rayon de courbure de la trajectoire.
( Resal, Comptes rendus, t. XC, pi 769.)
18. Mouvement d’un point sollicité par une force centrale d’intensité constante. Discuter la trajectoire. (0 est donné en fonction de r par une intégrale elliptique. On verra plus loin, à propos des équations intrinsèques du mouvement d’un point sur une surface, qu’on peut ramener au problème précédent l’étude du mouvement d’un point pesant sur un cône de révolution d’axe vertical.)
19. Trouver le mouvement d’un point matériel sollicité par une force centrale ' •' = -'’■[ —
a est la distance initiale du point au point attirant. La vitesse initiale est per-
pendiculaire au rayon vecteur initial et a pour valeur -•
(La trajectoire est la transformée par rayons vecteurs réciproques d’une ellipse par rapport à son centre.)
20. Trouver le mouvement d’un point sollicité par la force centrale
/•^cos^O
(Trajectoire conique; cas particulier des lois trouvées par Halphen et Darboux.)
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21. Forces centrales avec résistance de milieu. — Un point de masse i se meut sous l’aelion d’une force centrale F et d’une résistance H tangetite à la trajectoire. Démontrer que la trajectoire est plane. Puis, prenant le plan de la
dy dx
trajectoire pour plan des xy^ et désignant par S la quantité ^ — y
dt
par
P la distance de la tangente au centre des forces O, et par p le rayon de courbure, démontrer les formules F
JL Ê: H - _ A
P ’ ~ ds
cl OC ^ cl oc
On peut partir de l’identité — r- = — r~
dt X dy — y dx
qu’on dilTérentie, en se rap-
pelant que X dy — y dx — p ds, dy d"-x — dx d-y
ds
p ' ~ dt p
particulier, si R = Av-, on a l’intégrale S = Ae~*^Miui remplace l’intégrale des aires, s désignant l’arc de courbe parcouru.
( SiAcci, Comptes rendus, t. LXXXVIIl.)
22. Si, dans l’exercice précédent, on suppose R = Av, résistance proportionnelle à la vitesse, on a l’intégrale
S 1:= Ce-^K
(Elliüt.)
23. Mouvement d’un point de masse i sollicité par une force centrale égale à
— ^ Cette loi de force est, avec une approximation suffisante pour
l’Astronomie, l’expression approchée de l’attraction d’un sphéro'ide sur un point éloigné. (Gyldén, Comptes rendus, t. XCI, p. 957.)
24. Mouvement d’un point matériel attii’é par un centre fixe proportionnellement à la distance et soumis à une résistance de milieu proportionnelle à la vitesse.
(Trajectoire plane; x et r sont donnés en fonction de t par des équations différentielles linéaires à coefficients constants. Discussion.)
25. Soit un point matériel gravitant autour d’une masse M en décrivant une orbite circulaire de rayon a. Appelons 0 la durée de la révolution en supposant
l’unité de temps égale à l’heure naturelle {f=i) : on aura 0 =
iM est la masse d’un cube d’eau ayant a pour côté, on a M = cc'^, 0 = 2tï. Le point matériel est alors l’aiguille d’une horloge absolue; il décrit un arc égal au rayon pendant chaque unité de temps.
(Lippmann, Comptes rendus, S mai 1899.)
I. — MOUVEMENT SUR UNE COURBE FIXE
244. Équation du mouvement. — Soient C Ja courbe sur Jaquelle le point est assujetti à se mouvoir et MF la résultante des forces extérieures qui agissent sur le mobile. Celui-ci exerce sur la courbe une certaine pression, et la courbe agit sur le mobile par une réaction égale et opposée qui est normale à la courbe fixe, si l’on suppose qu’il n’y a pas de frottement. Le point peut, par suite, être considéré comme libre dans l’espace, à la condition qn’on lui applique la force F et la réaction normale MX 102).
Fig. ib2.
Puisque la position du mobile sur la courbe dépend d’un seul paramètre, il suffît d’une seule équation ne contenant pas la réaction pour définir le mouvement. Cette équation est donnée par le théorème des forces vives sous la forme
d'~=^^dx^Xdy-\-Zdz,
équation où n’entre pas le travail de N,‘ puisque la réaction restant normale au déplacement ne produit aucun travail.
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Pour achever le calcul, on exprimera les coordonnées d’un point de la com be en fonction d’un paramètre q
on aura alors
(2) dx -V- X dy Z dz = (Xcp'-t- X ) dq = Q dq,
Q désignant la quantité Xo^ + + Ztü'. Dans le cas le plus
général qui puisse se présenter, la force dépend à la fois de la |)osition du mobile, de sa vitesse et du temps. Les composantes X, Y, Z et, par conséquent, Q seront alors des fonctions de
^ et et l’équation (i), écrite sous la forme
sera une équation différentielle du second ordre, donnant q en fonction de t.
Dans le cas particulier où la force ne dépend que de la position du mobile, Q est une fonction de q seulement et l’intégration de l’équation se ramène à des quadratures. L’équation des forces vives donne, en effet.
d = Q dq^
On tire de cette équation, après avoir remplacé c- par sa valeur (i), en fonction de ^ :
dt
dq
Vo
Le problème est ainsi résolu par deux quadratures successives. L’expression de comporte un double signe; au début du mouvement on sait quel signe il faut prendre, car le sens de la vitesse initiale donne le signe de la valeur initiale de on conservera ce
signe tant que ne s’annulera pas; si, au bout d’im temps fini,
/(^) s’annule, la vitesse s’annule; le sens de la composante tangentielle de la force détermine alors le sens du mouvement et,
par suite, le signe de
Lorqu’il existe une fonction des forces U(^, 7, 5), la première intégration est immédiate; on a
mv^-
h ayant pour valeur — ^ — U(.2:o,yü, ^o)* achève le calcul
comme ci-dessus, en remplaçant y, z par leurs expressions en fonction de q.
245. Stabilité de l’équilibre. — Supposons que la force X, Y, Z ne dépende que de la position du mobile; la quantité Q est alors une fonction de q seulement, et pour trouver les positions d’équilibre il faut trouver les valeurs q annulant Q (n‘’ 92). Ce problème conduit aux mêmes calculs que la reclierche des maxima et minima de la fonction
U(?)= j(ldq,
qui n’est définie qu’à une constante additive près. Nous vmulons démontrer, d’après Lejeune-Diriclilet, que si, pour une valeur q = cette fonction U est réellement maximum, la position d’équilibre corres])ondante est stable.
Pour simplifier, nous pouvons supposer a =r o, car cela revient à prendre, comme nouveau paramètre, q — a au lieu de q. Nous pouvons aussi supposer que la fonction U(^) s’annule dans la position d’équilibre considérée, q--o\ car cela revient à déterminer convenablement la constante arbitraire qu’on peut ajouter à U(^), c’est-à-dire à prendre
^iq) = f Q-dq.
La fonction U(^) est alors nulle et maximum pour q = 0 : cela veut dire que, s étant un nombre positif quelconque inférieur à
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une certaine limite fixe, la (onction U((/) est négative pour toutes les valeurs de autres que zéro, vérifiant la seule condition
Ce nombre £ étant choisi arbitrairement aussi petit qu’on le veut, déplaçons le mobile de la position d’équilibre pour l’amener dans une position initiale correspondant à une valeur q^ du paramètre comprise entre — £ et -1- £, et imprimons-lui une vitesse initiale Cq- Nous allons montrer qu’on peut assigner des nombres positifs a et tels que, sous les seules conditions
Co<a, — p<gro<[3,
le mobile, dans le mouvement qui se produit, ne sorte pas des positions limites correspondant aux valeurs dz £ du paramètre q^ et même n’atteigne pas ces limites. En effet, U(£) et U( — £) étant des quantités négatives et non milles, on peut déterminer un nombre positif p qui soit plus petit à la fois que — U(£) et — U ( — £), de sorte que la somme (J(^) -f- positive pour ^ = o, devienne négative pour ^ = ziz£. D’après le théorème des forces vives, on a, dans le mouvement qui se produit,
Déterminons i^o et q^ par les conditions
la première donne pour Co
une limite supérieure a égale à
la deuxième, à cause de la continuité de la fonction U(^) qui s’annule pour ^ — o, exige que soit en valeur absolue inférieur à un certain nombre positif Alors, si ces conditions initiales sont remplies, on a
et il est évident que q ne peut pas atteindre les limites ± £, car, si q atteignait une de ces limites, la demi-force vive qui est
essentiellement positive, devrait être plus petite que le second membre, qui devient négatif pour ^ = db£; ce qui est absurde. L’équilibre est donc bien stable.
Remarque. — Lorsque la force dépend de la vitesse, Q dépend
uiici ICS vcijcurs UC q qui cIijiiuicijl suus la cuiiuiiiuii = u.
Une de ces positions étant trouvée, pour reconnaître si elle est stable ou instable, il faut étudier le mouvement du point en le supposant infiniment peu écarté de cette position et animé d’une vitesse initiale infiniment petite. On trouvera dans la théorie du mouvement du pendule simple, soumis à une résistance de milieu proportionnelle à e, un exemple de la marche à suivre. Nous développerons plus tard, d’une manière systématique, l’étude des petits mouvements autour d’une position d’équilibre stable.
!246. Mouvement d’un point pesant sur une courbe fixe. — Prenons trois axes rectangulaires, l’axe des étant une verticale dirigée vers le haut. Les projections de la force étant i53)
le travail élémentaire du poids est — mgdz., et l’équation des forces vives donne immédiatement
formule qu’on peut écrire
PM
La valeur numérique de la vitesse est donc la même que si le point était tombé verticalement de P en M sans vitesse initiale.
Supposons que la courbe considérée soit fermée; deux cas peuvent se présenter, suivant que le plan II coupe ou ne coupe pas cette courbe. Quelle que soit la position initiale Mq du mobile, on peut toujours le lancer avec une vitesse Cq suffisamment grande pour que le plan II soit aussi haut qu’on le voudra, puisqu’on a
Supposons donc Cq assez grand pour que II soit au-dessus de la courbe ; la vitesse ne s’annulera jamais, et le mobile tournera indéfiniment sur sa trajectoire. Le mouvement sera périodique, la vitesse maxima se produisant au point le plus bas, et la vitesse minima au point le plus haut.
Admettons maintenant que le plan II coupe la courbe. Soient A, A' deux intersections consécutives; supposons le mobile lancé du point le plus bas Mq de l’arc AA^ vers l’extrémité A. On voit aisément que le mobile arrivera aussi près du point A que l’on voudra; en effet, la vitesse entre Mo et B restera constamment supérieure à BBi étant la distance de B au plan B, et
le mobile arrivera nécessairement en B au bout d’un temps fini. Si la tangente en A n’est pas horizontale, le mobile atteindra ce point; on a, en effet.
y/ 2^' dt =
ds
Comptons les arcs à partir de Mq, et le temps à partir de l’instant
initial; puisque s croît avec t, on devra prendre le signe + dans l’équation ci-dessus et l’on aura
cls
Si la tangente en A n’est pas horizontale, ^ reste fini pour a, et l’élément de l’intégrale devient infini de l’ordre donc cette intégrale reste finie lorsque tend vers a. Le temps T que met le mobile à arriver en A est alors donné par
Après avoir atteint le point A, le mobile redescendra vers Mq, y arrivera avec la vitesse Co et repartira sur l’arc Mo A', où le mouvement sera analogue et durera un temps T, si la tangente en A^ n’est pas horizonlale. Le mouvement est donc une oscillation de A en A', chaque oscillation simple ayant pour durée T -]- T, .
Nous pouvons donner deux limites entre lesquelles T devra être compris; ces deux limites seront d’autant plus voisines que l’arc Mo A sera plus petit. Si l’on pose
clz
ds ‘ ’
on sait que l’on a
d^z _ d'( _ y ' ds' ds P ’
P étant le rayon de courbure et y' le cosinus de l’angle que fait ce rayon de courbure avec Taxe des z, cosinus qui est positif, car l’angle est aigu. Soient /i, K les limites de pour l’arc considéré; on aura entre Mq et A
ds^
on en conclut, en intégrant, que
car cette fonction, qui s’annule pour 5 — o, est constamment décroissante, d’après l’inégalité qui précède. La fonction primitive
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— — 5^ sera par suite toujours décroissante; écrivons qu’elle est constamment supérieure à sa valeur finale, nous aurons
OÙ l est la long^ueur de l’arc Mo A. En remplaçant par le
deuxième membre dans l’expression de T, on aura
En partant de l’inégalité — A =o, on trouverait de la même façon
Si l’on diminue la vitesse initiale de façon à abaisser le plan II jusqu’au voisinage de Mo, les deux quantités. K et k tendent
simultanément vers la même limite, à savoir la valeur de — au
point le plus bas, valeur que nous caractérisons par l’indice zéro. Par conséquent, lorsque l’oscillation aura une amplitude infiniment petite, la durée d’une demi-oscillation simple sera ^ ^ et l’oscillation simple aura pour durée pour la por-
tion Mo A' de la trajectoire, la c[uantité — a même limite que pour
la portion MqA. En particulier, si la trajectoire est un cercle de rayon R dans un plan vertical, on retrouve l’expression connue de
la durée d’une oscillation infiniment petite
Revenons maintenant aux oscillations d’amplitude finie, et considérons le cas où la tangente en A est horizontale. Rappelons la formule qui donne le temps
\Ja — z
Lorsque .3 tend vers a, .9 tend vers la longueur l de Tare MqA, ^ . ds
^ croît indéfiniment, ^ également. Prenante pour variable indépendante, on aura
Soit A l'ordre de l’infiniment petit a — par rapport à 5 — l dans le voisinage de .9= /; Télément de l’intégrale sera infini d’ordre ^ par rapport à ^ ^ si ^ est >1, l’intégrale qui donne t croîtra indéfiniment; si, au contraire, on a ^ <C 1 7 l’intégrale restera finie.
Le premier cas se présente pour un point ordinaire, où l’on a À = 2, comme on le volt en développant, parla formule de Tajlor, .s considéré comme une fonction de s dans le voisinage de s = l et
remarquant que ^ est supposé nul pour s — l. Le second cas peut se présenter pour un point de rebroussement, où en général
\ = Si donc A^est un point ordinaire à tangente horizontale, le
mobile s’approchera indéfiniment de ce point sans jamais l’atteindre. Si A est lin point de rebroussement, le mobile peut y arriver sans vitesse et s’arrêter dans cette position d’équilibre. On en trouvera un exemple dans l’exercice (5).
!247. Réaction normale. Équations intrinsèques. — Si l’on applique les équations intrinsèques du mouvement (n° 200), on trouve d’une part l’équation du mouvement, d’autre part deux équations permettant de calculer la réaction normale.
Menons en M la tangente MT dans le sens des arcs croissants. Soit MC = P le rayon de courbure principal {Jig- i54)i menons la binormale MB. Les équations intrinsèques du mouvement seront actuellement
F,i -i- N„— in — ,
Fc Ne = o ;
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car les seules forces agissant sur M sont F et la réaction normale N.
La première de ces équations, qui n’est autre que l’équation des forces vives sous une autre forme, donne le mouvement sur la courbe, car elle est indépendante de la réaction; les deux autres
Fig. i54.
donneront ensuite la réaction normale par ses eomposantes N^, Ng. Le calcul se simplifie lorsqu’il j a une fonction de forces U. Dans ce cas, l’équation des forces vives est
et, en portant cette valeur de c- dans l’équation (2), on pourra entièrement déterminer la réaction sans connaître le mouvement. L’équation (i) écrite sous la forme
dv ds ds dt
dv 1 dmv°'-
^ ^ 2 ~dl~
est bien identique à eelle des forces vives. Elle montre que le mouvement ne change pas, si l’on déforme la courbe sans changer sa longueur et si l’on modifie la force F sans changer sa composante tangentielle F^. Cette opération modifiera uniquement la réaetion normale. En particulier, on peut de cette façon, sans changer le mouvement, transformer la courbe en une droite et ramener le problème à une question de mouvement rectiligne.
Application. — Comme application de ce qui précède, nous démontrerons le théorème suivant :
Supposons qu’un mobile partant de Mq décrive librement une même trajectoire G, lorsqu’on le lance avec des vitesses successives Uq, Uq? • • •? sous l’action de forces qui respectivement sont F', F", ..., pour chacun des mouvements. Admettons maintenant qu’on lance ce mobile sur une courbe
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fixe qui réalise matériellement G et qu’on le soumette au système de forces <y/F', a"F", agissant en même temps, a', a", ... étant des constantes; dans ce dernier cas, la réaction normale de la courbe est dirigée suivant la normale principale et varie en raison inverse du rayon de courbure.
Soient v' , v", v'", ... les vitesses que possède successivement le mobile au point M dans la première série d’expériences. Les équations intrinsèques d’un quelconque de ces mouvements, du premier par exemple, seron t
dv'
dt
, dv'
— mv -J- J ds
m — î Fi>= O
Dans la dernière expérience le point n’est pas libre; il faut donc introduire la réaction normale de la courbe fixe, et les équations du mouvement sont alors
mv ^ a' Fi -h a" F] a"' F^ H- . . . , ds ^ ^
o = INb -é- Fb -i- a" Fh -H a'" Fb -4- . , . .
En tenant compte des équations (i), on a d’abord Nb = o, puis
dv , ,dv „ ,, dv
V -rr = a V \- a V
ds ds ds
et, en intégrant.
la constapte G ayant pour valeur
Pg — a- p'o- — a'"p'r
on a enfin
mp2 , mp 2 „m.v^
Gette égalité, jointe à Nb = o, démontre le théorème que nous avions en \Tie.
On pourra disposer de la vitesse initiale de façon à annuler la constante G. Dans ce cas, la réaction sera constamment nulle et le point décrira librement la courbe donnée. Ge dernier résultat est dû à O. Bonnet.
Par exemple, un point matériel peut décrire librement une même ellipse sous l’influence d’une des cinq forces suivantes : une attraction en raison inverse du carré de la distance de la part de chacun des foyers, une attrac-
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tion proportionnelle à la distance au centre, et enfin des attractions des axes en raison inverse du cube de la distance. Si donc on force le point à décrire l’ellipse sous l’action de ces cinq forces simultanées, en le plaçant dans des conditions initiales quelconques, la pression sur l’ellipse varie en raison inverse du rayon de courbure.
248. Pendule simple. — Un pendule simple est constitué j>ar un point matériel pesant mobile sans frottement sur une circonférence située dans un plan vertical ( fig. i55).
Fig. i55.
Prenons les axes indiqués sur la figure et supposons le mobile lancé du point le plus bas Mo(^ = — l) avec une vitesse initiale t’oi ïe théorème des forces vives donne
p2 — — z) avec
1° Supposons d’abord que la droite n(^— a) coupe le cercle en A, A', c’est-à-dire qu’on ait a<C,l^ ou Gomme nous l’avons vu, le
mouvement consistera en oscillations isochrones entre A et A'. Pour étudier le mouvement, nous prendrons pour variable l’angle ^loOM — G. On aura
.5= — /cosO, a= — / cosa,
en appelant a l’angle d’écart maximum Mo OA.
Avec cette variable 0, l’expression de la vitesse est
_ ds l dt dt
et l’équation des forces vives devient
qu’on peut écrire
d’où
Nous prendrons le signe -h en supposant que le mobile monte. En comptant le temps à partir du moment où le mobile part de Mo, on aura
On est donc ramené à une intégrale elliptique, et l’équation ci-dessus peut s’écrire )
c’est-à-dire
.6 . oc /
sin - = sm - sn I ^
on obtient ainsi les coordonnées /sinO et Zcos6 du mobile en fonction uniforme du temps.
Pour avoir le temps T que met le mobile à aller de Mo en A, il faut faire varier 6 de o à a, c’est-à-dire ii de o à i ; donc, en posant comme d’ordinaire
on aura pour T la valeur K
et la durée de l’oscillation simple sera
( ' ) Voir Principes de la théorie des fonctions elliptiques, par Appell et Lacour (Gauthier-Villars ).
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.K^A.Si l’on ajoute cette quantité à le mobile doit prendre la position M', symétrique de M, et sin6 doit changer de signe, ce qui fournit une vérification de la formule connue
sn(.r 4- 2 K) = — sn
OC
Il est utile d'avoir le développement de T suivant les puissances de sin-j
c’est-à-dire celui de K suivant les puissances croissantes de k. Pour obtenir ce développement, nous écrirons, d’après la formule du binôme,
et, en nous appuyant sur la formule facile à établir
U-'^ du TT 1.3. 5... 2 77 — I
nous aurons
id-n.
par conséquent,
- sin^ - 4-
— - sin^ - 4- . . .
Pour les oscillations infiniment petites fa = o), on trouve ainsi la formule
OL (X
Pour les oscillations de faible amplitude, on pourra remplacer sin- par et ne conserver que les deux premiers termes du développement :
^-îv/|4S)'
2® Il nous faut maintenant considérer le cas où la droite II ne rencontre pas le cercle, c’est-à-dire où l’on a « > /. L’équation des forces vives 2^(a — Z) peut s’écrire
^ll
en posant k- = est plus petit que i, puisque a est plus grand
que l. En résolvant par rapport à dt et posant X = -
on aura
'kdt =
sm*<î -
^ I — A-2 sin2 ^
Pj 'enons enfin ii — sin— eomine nouvelle variable; il viendra 2 ’
Il = sn(X^),
c’est-à-dire sin - = sn(Xn. On en déduit
COS - = / 1 — sn2 (X = en (Xi).
Le temps T que met le mobile à arriver au'point le plus haut s’obtient en • faisant varier 0 de o à tt, c’est-à-dire de o à i ; on a donc
XT = K 1=
3“ Il reste enfin à traiter le cas intermédiaire où la droite II serait tangente à la circonférence donnée : a = l. On peut alors effectuer les intégrations à l’aide de fonctions exponentielles, car le module k^ des fonctions elliptiques précédentes devient égal à i. Revenons, en effet, à l’équation des forces vives 2^(« — z); nous l’écrirons
= 2^(Z -4- ZCOSO) = 4^/ COS2 -, •
cos -
et, en intégrant,
La constante d’intégration est nulle, puisque t doit s’annuler avec 6. Lorsque t croît indéfiniment, 6 tend en croissant vers la limite ti; le mobile s’approche indéfiniment du point le plus haut sans jamais l’atteindre. Ce point est une position d’équilibre instable.
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Calcul de la réaction. — La réaction en chaque point est dirigée suivant le rayon du cercle; on la compte positivement vers le centre et négativement dans le sens contraire. Soit alors N sa valeur algébrique; la seconde des équations intrinsèques du mouvement devient
car N coïncide avec sa projection sur la normale principale; on a en outre {fig. i55)
F„ = - mycose =
v^-=-xg{a — z),
et le rayon de courbure p est la longueur l du pendule; par conséquent, on a
2 mg ,
mg
La réaction décroît donc quand le point s’élève sur le cercle, et son maximum, essentiellement positif, a lieu pour le point le plus bas. Cette réaction s’annule et change de signe aux points où la circonférence est coupée
par la droite z = -77-*
D’après ce qui précède, si l’on suppose le mobile lancé dans un tube oirculaire, le point pressera sur la paroi extérieure du tube quand la réaction N sera positive, et sur la paroi intérieure quand N sera négative. Le plus souvent, le point mobile est relié au point fixe par un fil flexible; tant que la réaction est positive, le fil reste tendu ; mais lorsque, après s’être annulée, elle devient négative, le point tend à se rapprocher du centre, et le fil ne peut le maintenir sur la circonférence. Si l’on néglige la masse du fil, le mobile quittera la circonférence au point où N = o et se déplacera librement sous l’action de son poids; il décrira donc une parabole qui se raccordera avec le cercle. Au point de contact de ces deux courbes, le rayon de courbure sera le même; en effet, la vitesse du mobile, ainsi que les forces qui agissent sur lui, varient d’une façon continue au moment où
le mobile quitte le cercle; l’équation intrinsèque qui donne montre
alors que le rayon dé courbure varie aussi d’une façon continue, et les deux courbes sont bien osculatrices, au point de contact. La parabole, ayant son axe vertical, est entièrement déterminée par la condition d’être osculatrice au cercle, au point considéré.
Cherchons maintenant à quelles conditions doivent être assujetties les données pour que le mobile quitte ou ne quitte pas la circonférence. Considérons les droites et II(.s = a) {fg. i55). Si a est négatif,
la réaction ne s’annulera jamais, car, la droite A étant située au-dessus de la droite Tl, le mobile qui oscille entre A et A' ne pourra jamais l’atteindre,
et la réaction restera toujours positive. De même, si ^ est supérieur à /,
la droite A sera extérieure au cercle, et la réaction ne s’annulera pas; le mobile décrira périodiquement la circonférence d’un mouvement continu. La réaction ne s’annulera donc que si l’on a
c’est-à-dire en remplaçant a par sa valeur, si l'on a
< Uo<
Vo désignant, comme plus haut, la vitesse au point le plus bas.
249. Mouvement du pendule simple dans un milieu résistant. — Si l’on veut tenir compte de la résistance du milieu où se fait le mouvement, il suffit d’ajouter aux forces N et — qui agissent sur le mobile, une troisième force R dirigée suivant la tangente, en sens inverse du mouvement et croissant avec la vitesse.
L’équation des forces vives ou la première des équations intrinsèques du mouvement
donnera alors
ml = dt^
— mg sin I
équation dans laquelle les projections sont faites sur la tangente dirigée dans le sens des arcs positifs.
1“ Nous traiterons le cas des oscillations très petites dans un milieu où la résistance est proportionnelle à la vitesse. Dans ces hypothèses, on aura
ml ^ dt
et l’équation du mouvement deviendra, en remplaçant sin6 par 6,
Cette équation convient aussi bien au mouvement descendant qu’au mouvement ascendant, car le signe de R change avec le sens du mouvement. L’équation du mouvement est une équation linéaire à coefficients constants; pour l’intégrer, posons
JO
r = — k±\j.i avec p.2 = ^ — k^^
de sorte que l’intégrale générale de l’équation du mouvement sera 0 = cos + B sin p^).
La vitesse angulaire sera donnée par
^ P — AA-) cos p^ — ( A p -i- B A: ) sin p^].
Supposons le mobile abandonné sans vitesse initiale du point Mo; soit 0o l’angle d’écart initial. En faisant t = o dans les formules précédentes, on voit que
Avec ces valeurs des constantes, la valeur de la vitesse sera
e~kt gin JJ, ^
Le mobile partant de Mq décrit un arc de cercle MqMi et arrive jusqu’en
Fig. i56.
un point Mi {Jig. i56), où la vitesse s’annule; la durée de cette demioscillation est la première valeur de t annulant c’est-à-dire
Le mobile reviendra ensuite sur ses pas jusqu’au point M2, où il arrivera à l’époque 1^= - — ? et ainsi de suite; les oscillations sont isochrones comme dans le vide, mais la durée des oscillations est un peu augmentée, car on a [JL < ^ y et, par conséquent, y > ^ ^ ^ *
Pour étudier les variations de l’amplitude, reportons-nous à l’expression de 0 :
6 = ^60 cos [JL^ -h sin .
Si l’on V fait ti = — j on trouve
donc Oj est < 6q. Au temps t^= — on aura 62= Ooe , et ainsi de suite. Les amplitudes varient donc en progression géométrique de raison
— kTZ
2° L’équation du mouvement s’intégre encore aisément, même pour des oscillations d’amplitude finie, dans le cas d’une résistance proportionnelle au carré de la vitesse. Pour le mouvement ascendant, on a
Â-TT
~dF
— sin 0 — /r’-
di) ’
l’équation du mouvement descendant s’obtiendrait en changeant en — Prenons pour nouvelle variable 0'= nous aurons
dt <i0 dt <i0 2 d^
et l’équation du mouvement deviendra linéaire en 0'^ :
/c2 0'2^_ ^ sin0.
L’équation privée du second membre a pour intégrale générale 0'2=Ae~2^^^. Nous chercherons une intégrale particulière de l’équation complète de la forme 0’^ — X cos 0 -h [Jl sin 0 ; on voit facilement que, pour satisfaire à l’équation proposée, il suffit de faire
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et l’intégrale générale sera 9'2=
/(4/f^+ij
cos6 —
sin 0.
On aura t en fonction de 6 par une quadrature qu’on pourra effectuer en termes finis dans le cas d’amplitudes très petites.
250. Pendule cycloïdal. — Nous étudierons sous ce nom un point matériel pesant assujetti à se déplacer, sans frottement, sur une cycloïde à base horizontale située dans un plan vertical et tournant sa concavité vers le haut.
Prenons pour origine le point le plus bas de la courbe et pour axe des ^ la verticale dirigée vers le haut : soit R le rayon du cercle générateur.
Rappelons tout d’abord quelques propriétés élémentaires de la cycloïde. Considérons une position du cercle générateur et le point décrivant M; la normale à la courbe est MR {Jig. i57), le centre de courbure est en E
Fig. i57.
symétrique de M par rapport à R, et le lieu du centre de courbure E est une cycloïde égale à la cycloïde donnée, ayant ses sommets en AA'; enfin la tangente MC est moitié de l’arc OM qui sera désigné par s.
Dans le triangle rectangle BMC, on a
c’est-à-dire
MC2= BC.CP
d’où
dz _ s ds ~
La projection du poids sur la tangente étant égale à — mg^ sera-
— mg-^> L’équation des forces vives ou l’équation intrinsèque donnedonc
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Nous retrouvons la même équation que dans le mouvement rectiligne d’un point matériel attiré par un centre fixe proportionnellement à la distance. Nous aurons pour intégrale générale
s = A cos t
B sin
qui se réduira à
cos^
lorsque le mobile sera abandonné sans vitesse initiale à une distance Sq de l’origine. Dans ces conditions, le temps que met le mobile pour arriver au
point le plus bas est T
— : la durée de l’oscillation est donc indé-
pendante de la position initiale du mobile, c’est-à-dire de l’amplitude : le mouvement est dit tautochrone.
Huygens a réalisé matériellement le pendule cycloïdal de la façon suivante : au point de rebroussement O' de la développée il attache un fil dont la longueur 4 R est égale à l’arc de développée O’ A. D’après les propriétés rappelées plus haut, si l’on assujettit le fil à s’enrouler successivement sur les deux arcs O' A, O' A’, l’extrémité M de ce fil décrit la cycloïde considérée.
Réaction normale.
donne
L’une des équations intrinsèques du mouvement
nw-
Or
P = 2MB, F,i = — mg cos a = — mg
2 R — Z MB
en appelant a l’angle de la normale avec la verticale et remarquant que 2 R — Z est la projection de MB sur la verticale. On a donc
ig{a — z) mg{i^~z)
MB
MB
Dans le cas particulier où le mobile serait abandonné sans vitesse au point de rebroussement, on aurait a = 2R, le premier rapport deviendrait égal au deuxième et la réaction serait
/ng-(2R-^) ___ P
MB “ "•
La réaction est alors égale et opposée au double de la composante normale du poids (Euler).
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251. Mouvement d^un point pesant sur une courbe située dans un plan vertical avec résistance de milieu et frottement. — Sup[)osons, pour lixer les idées, que la courbe tourne sa concavité vers le haut et que le mobile se meuve en sens contraire du sens O' S, choisi sur la courbe comme sens positif des arcs s {fig- i58).
Fig. i58.
Appelons a l’angle que fait avec une horizontale la tangente MT, menée dans le sens des arcs positifs. Les forces agissant sur le mobile sont le poids mg\ la réaction normale N, la force de frottement y'N (n° 195) et la résistance de milieu R=r/7icp(c), ces deux dernières forces étant dirigées en sens contraire delà vitesse, c’est-à-dire suivant la tangente MT. Les équations intrinsèques donnent
m = — mg sina -i- /N
N — Tiig cos a.
Éliminant N entre ces deux équations et remplaçant
ou - on a 1 équation
s dv
dii P''*’ T,
= — 2^- (sina — /cos a) H — h 2cp(e).
Le long de la courbe, a et p sont des fonctions connues de s. On a donc là une équation différentielle du premier ordre donnant ç en fonction de s. Une fois cette fonction trouvée, on a ^ en s par une quadrature. Si la résistance est nulle ou proportionnelle au carré de la vitesse <p(c) = l’équation est linéaire en v- et l’on peut achever les calculs.
Le point de la courbe pour lequel sina — /cosa est nul est la
position d’équilibre limite du mobile, en tenant compte du frottement, si l’on appelle aussi f\e, coefficient du frottement au départ
2o2. Courbes tautochrones. — Nous avons trouvé plus baiil que le mouvement d’un point pesant sur la cjcloïde est tautochrone. D’une manière générale, considérons un mobile assujetti à se mouvoir sur une courbe matérielle donnée sous l’action de forces également données. On dit que la courbe est tautochrone s’il existe sur la courbe un point O' tel que le mobile, étant abandonné à lui-même sans vitesse, revienne toujours en O' dans le même temps, quelle que soit la position initiale. Le point O' s’appelle point de tautochronisme .
Il faut tout d’abord distinguer deux cas, suivant que le mobile est sollicité par des forces dépendant seulement de sa position ou par des forces dépendant aussi de sa vitesse.
Premier cas. — Les forces dépendent uniquement de la position. — Le problème se pose alors comme il suit :
Soit F (X, Y, Z) une loi de force donnée, X, Y, Z étant fonctions de y. Z seuls. Sur quelle courbe faut-il assujettir le mobile à glisser sans frottement pour que le mouvement soit tautochrone?
Supposons une de ces courbes tautochrones trouvées et comptons l’arc s à partir du point de tautochronisme O'. L’équation du mouvement est
dt-
dx dv
dz
ds
Le long de la courbe jp, s sont des fonctions de a; X, Y, Z sont donc aussi des fonctions déterminées de s et, dans cette équation, le deuxième membre Ff est une fonction de a. Cette équation est alors identique à l’équation d’un mouvement rectiligne qui s’effectue sur un axe O'a sous l’action d’une force F^, fonction de la seule position du mobile; et l’on veut que ce mouvement soit tautochrone. Or nous avons vu, d’après la méthode de Puiseux, n° 213, que la condition nécessaire et suffisante du tautochronisme est que la force F; soit de la forme — /c-5.
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/r- étant une constante positive. Donc, pour cpie la courbe supposée soit tautochrone, il faut et il suffit qu^on ait
as as
Toutes les courbes vérifiant cette condition unique seront tautochrones. Le point de tautochronisme s — o est évidemment une position d’équilibre slable du mobile glissant sur la courbe.
Pour achever de déterminer le problème, on peut se donner arbitrairement une deuxième condition; voici, par exemple, deux manières différentes de choisir cette condition supplémentaire : 1° On peut assujettir la courbe à se trouver sur une surface donnée
Cette équation et l’équation (i), jointes à l’équation évidente
déterminent en fonction de s. L’intégration de ces équa-
tions introduit deux constantes arbitraires, outre qui a déjà été choisi arbitrairement. Si la force dérive d’une fonction de forces, l’équation (i) s’intégre immédiatement, car on a alors
X Y dy Z dz — d\]{x^ y^ z) = — k-s ds,
U (a7, jK, ^) — H G*
2° Au lieu d’assujettir la courbe à se trouver sur une surface donnée, on peut l’assujettir à être également tautochrone, avec le même point de tautochronisme, pour une deuxième loi de force , Y^ , Z^ ne dépendant que de la position du mobile. Pour cela, il faut et il suffit qu’on ait, avec l’équation (i), la nouvelle équation
(fi)
Les deux équations (i) et (fi), jointes à (3), déterminent^, y, ^ en fonction de s. La courbe obtenue est tautochrone pour la force -H , . . . , X et p. étant des constantes positives.
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Lorsque la deuxième loi de force dérive, comme la première, d’une fonction de forces Di, on a aussi
Ui(.r, jK, z) = + Cl :
la courbe cherchée se trouve alors sur la surface
X:|[U(.r, jK, = ^)-C,J
Deuxième cas. — Les forces dépendent de la vitesse. — Supposons que la force (X, Y, Z) dépende ou non de la vitesse et qu’il J ait, de plus, une résistance de milieu, fonction de la vitesse ds
R = cp (c), où U égale L’équation du mouvement sur la courbe cherchée est
d- s 'dp-
dx
ds
ds
dz
ds\
.r, JP, ^ étant des fonctions de 5; le second membre, dont la premierc partie dépend de .r, jp, -s, peut etre exprime
en fonction de .y L’équalion est alors identique à celle du
mouvement rectiligne d’un mobile sur un axe O ^ sous l’action d’une force dépendant de la position et de la vitesse. On ne connaît pas la condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait tautochronisme; on sait seulement qu’il y a tautochronisme quand la force suit certaines lois déterminées, par exemple celle de Lagrange (n‘^ 213). On obtiendra donc des courbes tautochrones en égalant, si cela est possible, l’expression
dx ^ ^dy dz [ ds\
ds ds ds ^\dt)
à l’une de ces lois de force, par exemple à celle de Lagrange.
Nous ne traiterons pas ici ce cas en détail, ni le cas où il y aurait un frottement venant s’ajouter à une résistance de milieu; nous renverrons le lecteur à une Note de M. Darboux [Mécanique de Despeyrous, t. I, Note XIII), à un Mémoire de M. Ha ton de la Goupil Hère [Journal de Liouville, t. XIII, 2® série), et à une Note de M. Hadamard [Procès-verbaux des séances de la
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Société des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux, ^ février 1890).
253. Applications. — Pesanteur sans résistance de milieu ni frottement. — On peut tout d’abord ramener la recherche des courbes tautochrones gauches, sous l’action de la pesanteur, à celle des courbes planes. En effet, imaginons une tautoclirone gauche G et considérons le cylindre projetant cette courbe horizontalement; si l’on développe ce cylindre sur un plan vertical, en maintenant ses génératrices verticales, la courbe G devient une courbe plane G' de même longueur, et la composante tangentielle du poids du mobile n’est pas modifiée. Par conséquent, le mouvement n’est pas changé et la nouvelle courbe est tautoclirone. L’opération inverse permet de repasser de la courbe plane G’ à la courbe gauche G.
Nous allons établir que la seule courbe tautochrone pour la pesanteur, située dans un plan vertical, est la cycloïde.
Prenons pour origine le point de tautochronisme sur la courbe tautoohrone, l’axe des ^ étant vertical et dirigé vers le haut. La force donnée étant la pesanteur, on a actuellement X = o, Y = o, Z= — mg., et la com-
posante tangentielle de la force est — mg-^- Gette composante doit
être de la forme — On a donc, en désignant par constante
positive.
dz
ds
= -H /iLç,
sans ajouter de constante, car .s s’annule avec s. Gette équation est caractéristique d’une cycloïde ayant sa base horizontale et son sommet à l’origine.
2" Deux lois de forces. — Nous avons vu qu’une courbe tautochrone est déterminée à des constantes près, quand on exige que le tautochronisme ait lieu séparément pour deux lois différentes de forces, le point de tautochronisme étant le même pour les deux lois.
Gherchons, par exemple, une courbe qui soit à la fois tautochrone : 1® pour la pesanteur, 2® pour une attraction d’intensité constante f issue d’un axe vertical Oz. Prenons cet axe pour axe Oz en le supposant dirigé vers le haut : nous pourrons toujours choisir l’origine et l’axe Ox de telle façon que le point de tautochronisme soit sur l’axe Ox, à une distance a de l’origine.
Gomme actuellement la première loi de forces dérive de la fonction de forces — g Z et la deuxième de la fonction de forces — fr, en appelant r la distance du mobile à l’axe O^, on a les deux conditions de tautochronisme
car, pour s — o, z doit être nul et r égal à a
Ces équations s’écrivent plus simplement
6 et c désignant des constantes positives.
L’élimination de montre que la courbe doit être située sur la surface
qui est un cône de révolution autour de Oz. Pour achever de la déterminer, prenons un système de coordonnées semi-polaires r, 0 et z. L’élément ds°^ est donné par
( 3 ) = dr’'- -1- r’'- -h dz^- .
Exprimons s et z en fonction de r à l’aide des formules précédentes; l’équation (2) et la deuxième des équations (1) donnent
en substituant dans (3) et réduisant, on a pour l’équation de la projection horizontale
dr
OÙ a désigne une constante positive plus grande que a. Comme la courbe part du point de tautochronisme r = a, 6 = 0, on a pris comme limite inférieure r = a.
La courbe en projection horizontale est comprise entre les deux cercles z=z a r = a; elle est tangente au premier et normale au second, sur lequel elle présente des rehroussements. L’intégration se ramène à l’intégrale d’une fonction rationnelle par la substitution évidente
254. Courbe brachistochrone pour la pesanteur. — Cherchons d’abord la courbe brachistochrone pour la pesanteur . — Etant donnés deux points A B dojit le plus élevé est le point A, cherchons par quelle courbe C il faut joindre ces deux points pour qu’un point matériel pesant, abandonné à lui-même sans vitesse initiale en A et glissant le long de la courbe, arrive en B dans le moindre temps possible.
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Cette courbe est la courbe brachistochrone {Jig’ ^^9) pour la pesanteur^ ou courbe de plus rapide descente.
Prenons pour origine le point A, pour axe des -S la verticale A.z vers le bas, pour plan des œs le plan vertical contenant les deux
Fig. 159.
points A et B. Si un point pesant de masse m glisse sans frottement sur la courbe C, la vitesse initiale en A étant nulle, la vitesse e dans la position m sera donnée par le principe des forces vives sous la forme
En
remplaçant ç par
ds dt ’
ds désignant un élément d’arc, on a
en appelant t le temps que met le mobile à arriver au point B.
Pour rendre ce temps minimum, il faut déterminer la courbe G de façon à rendre minimum l’intégrale définie ci-dessus, qui est de la forme
OU CO
‘ vz
Nous avons trouvé précédemment (Gliap. VU, § III) que la courbe rendant minimum une intégrale de cette forme est la figure d’équilibre d’un lil sous l’action d’une force dérivant de la fonction de forces — o[x,y,z)^ la tension étant co(x,y, 5). Les trois équations différentielles que nous avons données pour celte courbe se réduisent à deux, comme nous l’avons vu.
Dans le problème que nous étudions, la force
do
ào
qui agirait sur le fil serait verticale, puisqu’on a
la figure d’équilibre est dans le plan vertical passant par les deux points donnés. Si l’on prend alors ce plan pour plan des xz^ il suffira d’une équation pour définir la courbe. Nous prendrons la
première des équations générales — ^ds = o, qui
réduit à
(?cp
dæ
se-
, , I dx\
yï
I dx _ ^ s! Z ds -
par suite
dx’^ = Z ds^- = Çjr zi^dx- dz’’-).
Les variables se séparent et l’on a, en posant ^ 2R,
y ‘iR—z
dx dz
équation différentielle d’une cycloïde dont la base est l’axe Ox. On retrouverait facilement les équations de la courbe sous la formeliabltuelle en faisant
-S = R“(i — cos 6),
= 2 R sin^ - <i0, -4- R ( Q — sinO).
La cycloïde devant passer par le point A, Xq— o, et le point A est le point de rebroussement de la courbe {fig. i5g). Pour achever de déterminer la cycloïde G passant par les deux points _A et B, on construit une quelconque G' des cycloïdes ayant A pour rebroussement et pour base A^, on joint AB qui coupe G' en B', puis on transforme la cycloïde G' par homothétie en prenant pour centre d’homothétie le point A et pour rapport d’homothétie le rapport de AB' à AB.
Dans ce qui précède, nous avons, pour simplifier, supposé nulle la vitesse initiale avec laquelle le mobile part de A. Si l’on voulait trouver la courbe de plus rapide descente de A en B en supposant que le mobile est lancé en A le long de cette
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courbe avec une vitesse donnée Co, il suffirait de remplacer l’intégrale
La courbe serait encore une cycloide ayant sa base horizontale,
mais cette base serait située à la bauteur ^ =
‘ig
Ossian Bonnet a démontré directement que la cycloïde donne elfecti vement le temps de descente minimum.
2d5. Brachistochrones en général. — Supposons un mobile sollicité par une force F dérivant d’une fonction de forces U(ic, z). Cherchons la courbe G par laquelle il faut joindre deux points A et B pour que le mobile, étant assujetti à glisser sans frottement le long de cette courbe et lancé de A avec une vitesse donnée Çq, arrive en B dans le moindre temps possible (^g. 159). Cette courbe G est brachistochrone pour la loi de force donnée. Le théorème des forces vives donne, en appelant y'o, ^0 les coordonnées de A,
7nv^
U(a7, JK, ^) — U (a7o, yo, Zo)
ou, en posant
/ TT/
h = — U(a7o, jo, ^0),
dt ’
ds
ds
Telle est l’intégrale qu’il s’agit de rendre minimum; elle rentre dans le type général étudié dans le Chapitre VII, paragraphe III, en faisant
oix, y. z') — — •
v/2 U (37, JK, -S ) -h 2 /î.
D’après ce que nous avons a^u dans le Chapitre VII sur les courbes ren-
dant minimum l’intégrale / y z) ds, la courbe cherchée sera la
figure d’équilibre d’un fil flexible soumis à l’action de la force Fi qui a
pour projections
ôx ^2(U + /o’ v/2(irrxj’ /^(ÜTpTïj’
la tension du fil étant »
Les équations qu’on obtient ainsi ont été données par Roger {^Journal de Lioiiville, 1848).
On sait qu’on peut ramener le problème à des quadratures lorsque cette force fictive F, et, par conséquent, la force F résultent de l’attraction d’un point, d’une droite ou d’un plan fixe en fonction de la distance.
Théorème d’Euler. — Dans le inoiivement hrachistochrone , la réaction normale est dirigée suivant la normale principale, égale et opposée au double de la composante normale de la force.
En effet, regardons la courbe comme la figure d’équilibre d’un fil. Les composantes de la force fictive Fi agissant sur le fil qui est supposé remplacer la courbe sont
Xi=.[2(U-f-/r)]
dU
Yi-[2(Uh-A)1 2_,
- 3 dU
Zi = [2(U-h/.;]
la tension du fil étant
D’autre part, la force F qui agit réellement sur le mobile a pour projections
ôx ^ djK ’ dz’
les équations intrinsèques de l’équilibre du fil donnent ^
Les projections de Fi sur les trois axes étant égales aux projections
de F multipliées par [2(U H- /i)] •^, il en est de même des projections sur la binormale et la normale. On a donc
Fb = O,
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d’où
OU, d’après l’équation des forces vives,
¥n = — ni
Prenons maintenant les équations intrinsèques du mouvement; nous aurons
Fji-i-NB = o, F,j-i-N/i=/7r — ?
OU, en tenant compte des équations (r) et (2),
Ces deux inégalités démontrent la proposition énoncée, que nous avons vérifiée pour la cycloïde (n" 250). On peut consulter au sujet de ce théorème une Note de M. Andoyer {Comptes rendus, t. G).
M. Haton de la Goupillière a complété l’étude des brachistochrones en traitant le cas d’un système de forces dépendant de la vitesse avec frottement, et en résolvant le problème inverse des brachistochrones {Mémoires de Académie, t. XXVII et XXVIII).
256. Application des théorèmes de Tait et Thomson aux brachistochrones. — Nous avons indiqué dans le Chapitre VII plusieurs propriétés intéressantes des couibcs rendant minimum une intégrale de la forme
ds.
Ces propriétés, appliquées en particulier aux courbes brachistochrones, s’énoncent sous une forme simple. On obtient les courbes brachistochrones relatives à une loi de forces dérivant d’une fonction de forces U(a7, jK, ^), en cherchant les courbes rendant minimum l’intégrale
ds
h ayant une valeur déterminée. Cette valeur étant choisie, dans tous les mouvements que l’on considère les coordonnées de la position initiale et la grandeur de la vitesse initiale sont liées par la relation
— U(a7o,jo, '^o) = h.
L’intégrale (i) deviendra donc identique à (2) si l’on prend
cpicr, Y Z ) — ^
/•2[U(a7,jK, -) + AJ
et la valeur de l'intégrale I prise le long d’une courbe est précisément égale au temps t que met un mobile de masse i à parcourir cette courbe, sous l’action de la force considérée, dans les conditions initiales que nous venons d’indiquer.
Les courbes brachistochrones sont alors les courbes appelées précédemment (n” 146), les courbes C, qui dépendent de quatre constantes arbitraires. Par exemple, si l’on fait U = — gz^ h = o, les brachistochrones sont des cycloïdes situées dans des plans verticaux au-dessous du plan des xy et ayant leqrs rebroussements dans le plan des xy.
Revenant au cas général, nous verrons que la formule fondamentale de Tait et Thomson s’énonce ainsi :
Soient AGB et AiGiBi deux courbes brachistochrones infiniment voisines parcourues par un mobile de masse 1, la première pendant le temps t, la deuxième pendant le temps ^ ; o/i. a (n° 147)
AA I L B
tt — — cos BAAi — cos ABBi,
v/2(UaH- h) /2(Uii4-A)
Ua et \]h désignant les valeurs de U aux extrémités A B.
Voici quelle forme prennent alors les propositions énoncées dans le n° 147 comme application de la formule de Tait et Thomson :
i" Étant données deux surfaces fixes S et S, la courbe qu’il faut tracer de l’une des surfaces à l’autre pour que le mobile assujetti à glisser sur cette courbe, dans les conditions initiales indiquées, mette le temps minimum à la parcourir, est une brachistoclirone normale à la fois aux deux surfaces. Le théorème subsiste si l’une ou l’autre des surfaces, ou toutes les deux, sont remplacées par des courbes ou des points.
Par exemple, étant donnés un point A et un plan P, la courbe qu’il faut tracer de A jusqu’au plan pour qu’un mobile pesant, abandonné sur cette courbe sans vitesse au point A, mette le moindre temps possible à arriver au plan, est une cycloïde située dans un plan vertical, ayant une base horizontale, admettant un rebroussement en A et coupant normalement le plan P.
2" Si l’on considère les brachistochrones normales à une surface S et si on lance sur toutes ces brachistochrones, au même instant initial t=o, des mobiles identiques au mobile donné dans les conditions initiales indiquées, à un instant quelconque tous ces mobiles se trouveront sur une surface S' également normale aux brachistochrones. (Ge théorème a déjà été indiqué par Euler.)
Par exemple, si l’on considère toutes les cycloïdes issues d’un point A
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et admettant ce point pour rebroussement, avec une tangente verticale A .5, et si Ton abandonne à l’instant i = o, sans vitesse, des points pesants sur toutes ces cycloïdes, à un instant quelconque t ces mobiles seront sur une surface S' normale à toutes les cycloïdes. Dans cet exemple, la surface S est réduite à un point A : la surface S' est évidemment de révolution autour de Az.
Nous proposerons comme exercice la vérification de cette proposition sur la cycloïde.
3° Enfin la formule de Tait et Thomson permettrait d’énoncer également pour les brachistochrones des théorèmes analogues aux propriétés des développées, en remplaçant, dans les énoncés classiques, les longueurs des ares de eourbes par les temps que le mobile mettrait à les pareouiir s’il était assujetti à glisser sur ces arcs sans frottement. Nous n’insisterons pas sur ce point que nous proposons comme exerciee.
257. Brachistochrones sur une surface donnée. — Il s’agit alors (le trouver sur une surfaee donnée f(x,y^z) = o, parmi toutes les eourbes joignant deux points A et B, eelles qui rendent
à eelui qui a été traité au n° 149, sauf le eliangement de z)
en - Il se ramène à la reelierche de l’équilibre d’un fil
sur la surfaee donnée.
VARIABLE
258. Équations du mouvement. — Nous supposerons un mobile assujetti à glisser sans frottement sur une eourbe C dont la forme et la position varient avee le temps; rapportées à des axes fixes, les équations de eelte courbe seront
l’intég
f{x,y,z,t) = O, fi{x,y,z, t) = O.
La réaction normale N de la courbe aura pour projections
et l’on pourra considérer le mobile comme libre, mais soumis à l’action des forces données de résultante F et de la réaction N ;
les équations du mouvement seront alors
d^-x . df -.‘àfx
m-— = X + H- Xi -Ç-, dt- dx dx
àf
m = Y-t-X^ + Xi^, dt^ dy dy
d’^z ^ df df^
Ces trois équations, jointes aux équations de la courbe, détermineront y, s, c’est-à-dire le mouvement du point, et X, X, ,. c’est-à-dire la réaction en fonction du temps. Il est bon de remarquer que la réaction ne disparaît pas dans l’équation des forcesvives. On peut s’en assurer analytiquement en multipliant les équations (i) par dx, dy^ dz et ajoutant*, dans cette combinaison les coefficients de X et de Xi ne sont pas nuis. En effet, quand t croît de dt^ y^ z croissent de dx^ dy^ dz et, la fonction f[x, y^ z^ t) restant nulle, on a
dx
df ^ df ^ df ^
— — dy — t— — ; — dz -|- — — dt — O ' dy dz dt
le coefficient de X se réduit donc à — même celui de X,,
dfi
dt
^-dt.
Ce même fait résulte géométriquement de ce que, le déplacement réel du point ne se faisant pas tangentiellement à la courbe mobile, le travail de la réaction n’est pas nul. Pour éliminer la réaction, on opérera comme il suit.
259. Équation de Lagrange. — Soit q le paramètre qui définit la position d’un point sur la courbe C; à l’instant t les coordonnées d’un point de cette courbe et, en particulier, celles du mobile seront
le mouvement du mobile sera connu lorsqu’on aura défini la variation de q en fonction de t.
Multiplions les équations du mouvement (i) respectivement par
dx^ gt ajoutons-les ; les coefficients de X et de X, s’an-
dq dq dq
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nulent; car ils représentent, à un facteur près, les cosinus des angles c[ue fait la tangente à la courbe G avec les normales à chacune des surfaces f= = o*, il reste alors
f d’^x dx d^y ây d^z \ _ p.
\ dq dt^ dq dt'^ dq J ’
en posant
dq dq
C’est là l’équation du mouvement définissant en fonction de t la valeur du paramètre q qui sert à fixer la position du point sur la courbe. Pour écrire cette équation d’une manière commode, nous emploierons une transformation importante qui est due à Lagrange et que nous retrouverons dans le problème le plus général de la Dynamique des systèmes liolonomes.
Appelons ÿ la dérivée du paramètre q par rapport au temps, et x\ z' les projections de la vitesse du mobile sur les axes. D’après la formule x=. ^{q, ^), l’abscisse x du mobile dépend du temps directement et par l’intermédiaire de q^ qui est une fonction de on a donc
dx
dx
Considérant x' comme une fonction des trois lettres q^ q' ^ on
a manifestement
àx^ dx dx' d‘'-x , d^x
dq' dq^ dq dq^ ^ ' dq dt
Cette dernière formule montre que
dx' __ d [àx\ dq dt\dq
car,
dx
dépendant de t directement et par l’intermédiaire de q^
d ( àx\ _ à^x
dt\dq) ~~ dq'^^ dq dt
on a
On établira pour x y des formules analogues :
àf _ ày
dq' dq '
dz’ dz dq' ôq
ày' d / ày
dq
dz'
dt \ dq d (dz
dt \ dq
Cela posé, l’équation (2) peut évidemment s’écrire
dt
dx , dy dq ^ ^ dq
[ rd ^
f dx\
(ày\
dt *
\àq)
\àq)\
car — rrr est égal a
dx
dt^ O''- "
dx ày dz
’ En remplaçant dans cette dernière
équation ^ par leurs valeurs ci-dessus ^
^ dq dq dq ^ dq dq dq
d ( dx\ d i dy\ d f dz\ , , dx' dy' dz'
dt[^) valeurs
l’équation
) on a
d\ ( ,dx' ,dy' t
ày'
dq
dz'\
àqj
OU enfin, en désignant par T la demi-force vive du mobile
dt
C’est là l’équation du mouvement d’après Lagrange. La quantité T, après qu’on y a remplacé x’ ^ y\ z' par leurs valeurs analogues à (3), devient une fonction de q, q' et t, du second degré par rapport à cjl . Une fois cette fonction T ainsi calculée, on écrit immédiatement l’équation (4)-
Nous avons écrit plus haut la valeur de Q. On peut déterminer cette quantité Q à l’aide de la remarque suivante. Imaginons qu’on imprime au point mobile le déplacement virtuel qu’on obtiendrait en laissant la courbe C immobile dans la position qu’elle occupe à l’instant t et déplaçant le point sur cette courbe; ou, analytiquement, imaginons qu’on imprime au point le déplace-
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ment obtenu en laissant t constant et faisant croître q de oq\ on a alors
.V àx ^ ùx = —oq, dq ^
rv ày -
ùz — oq .
dq ^
Pour ce déplacement virtuel, le travail de la force donnée X, Y, Z est
XS^ + Y8j + Z5^ = (x^+y|^ + Z^)s5r = Qa?.
La quantité Q est donc le coefficient de ùq dans Pexpression de ce travail virtuel.
S’il existe une fonction de forces \j[x^ y, s), ou même si, plus généralement, X, Y, Z sont les dérivées partielles par rapport à y, .s d’une fonction \J(x, z, t) contenant le temps, on a aussi
cette dernière dérivée étant calculée après qu’on a remplacé, dans \](Xjy, ^), les coordonnées par leurs expressions en fonctions
de t et q. En effet, on a évidemment, U dépendant de q, par l’intermédiaire de x^ y^ z^
d\] (^U dx ày àz dx ^ dy ^ àz
dq dx dq dy dq dz dq dq dq dq
260. Problème. — Un point matériel glisse sans frottement sur une circonférence située dans un plan horizontal xO y et tournant avec une vitesse angulaire constante w autour d'un de ses points O qui est' fixe. Etudier le mouvement du point en supposant qu’il n’est sollicité par aucune force directement appliquée.
Soit A le point de la circonférence diamétralement opposé an point fixe : l’angle a?OA varie proportionnellement au temps. En comptant le temps t à partir de l’instant où cet angle est nul, on a donc {fig. i6o)
xOPi. = Oit.
Soient G le centre de la circonférence, M le mobile ; nous déterminerons la position du mobile sur la circonférence par l’angle ACM = 6, qui va jouer
le rôle du paramètre q. En projetant le contour OGM sur les axes, on a Z = O et
a? = R cosw^ + R cos(0 + o)^), y = Rsinwi-f-Rsin(6 + üj^).
Donc, en appelant x\y\ 6' les dérivées de x^y^ 6 par rapport à t,
x' = — R CO sin co^ — R(6' + co) sin (6 + coif), y' = Rco cosco ^ -4- R(6'+ (o) cos(6 -h CO ^),
T _ (0'-4- Co)2+ 2 C0(6'+ co) COS0],
^ = COS 6), ^ = — 772 R2 CO ( 0' -i- CO ) sin0.
Comme il n’y a pas de forces données, on a
L’équation du mouvement (4) devient donc, toutes réductions faites,
df^
= — co2 sin 0.
En comparant cette équation à celle du mouvement d’un pendule simple
on voit 'que le mouvement relatif du point M, pour un observateur qui serait entraîné avec le cercle, sera le mouvement d’un pendule simple dans lequel le point A jouerait le rôle du point le plus bas. La durée d’une
double oscillation infiniment petite étant 2
ICI — : elle est
CO
donc précisément égale à la durée d’une révolution du cercle. La durée des oscillations finies sera plus grande.
Pour calculer la réaction normale N, partons des équations du mouve-
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m = — N cos(0 -I- w^), m = — N sin( 0 + oo dt^ dt^ ^
puisque le mobile est soumis à la seule force N. On en tire
oc d^ yc
—T— COS (6 + 0)^ ) H ^ sinfd -h M t)
dl^ dt^
N = — qu’on peut écrire
-4- /n(6'-i- co) sin(ô -+- CO ^) + ^ cos (6 -h co ^)j .
doc dy
En remplaçant dans cette formule et par leurs valeurs, on a N = m R[co2 cosO h- (6'+ co)2].
Cette expression dépend de 6’ : la réaction normale n’est donc pas la même lorsque le mobile repasse au même point du cercle en marchant dans un sens ou dans l’autre, car le signe de 0' n’est pas le même dans les deux cas.
Si le mobile était repoussé par O proportionnellement à la distance OM = r, la force répulsive étant fmr^ cette force dériverait de la fonction
de forces U = — j qui, exprimée en fonction de 0, devient
alors on aurait
U = 2 fni R2 cos^ - ;
Q = ^ = — /mR2 sin0,
et l’équation du mouvement garderait la forme de l’équation du mouvement d’un pendule simple dans laquelle serait égal à (cu^h- f).
261. Cas où la courbe est fixe. — Il va de soi que cette méthode, étant générale, s’appliquera au mouvement d’un point sur une courbe fixe. Il arrive alors qu’on peut choisir le paramètre q de telle façon que les expressions de JK, ^ en fonction de q ne contiennent pas explicitement
DYNAMIQUE DU POINT
croù
T est alors homogène et du second degré en : l’équation de Lagrange
dt \ dq'
doit être identique à celle que donne l’équation des forces vives, puisque, la courbe étant fixe, on obtient l’équation unique du mouvement en appliquant le théorème des forces vives. Il est facile de le vérifier. En elFet, en multipliant l’équation de Lagrange par cf ^ on a
ou
dt dq' ^ dq
or, à cause de l’homogénéité de T, le produit est égal à 2 T,
et, de plus, on a, T dépendant de t par l’intermédiaire de q et q' seulement,
^ ^ dq’
dt ôq ^ dq' dt
L’équation s’écrit donc
d{iT)
dt
ou
ce qui est bien l’équation des forces vives.
EXERCICES
1. Un point matériel assujetti à se mouvoir sur un cercle est attiré ou repoussé par un point de ce cercle. Trouver quelle doit être la loi de la force pour que la réaction soit constante.
2. Deux points matériels de même masse A et B, assujettis à glisser sans frottement l’un sur l’axe O a;, l’autre sur l’axe O y, s’attirent suivant une loi quel-
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conque exprimée par une fonction f{r) de leur distance mutuelle. Ils parlent sans vitesse initiale. Démontrer qu’ils atteignent en même temps l’origine O.
(Licence, Bordeaux.)
.3. Déterminer une courbe telle qu’un point pesant, assujetti à se mouvoir sans frottement sur cette courbe, y puisse prendre une vitesse dont la composante verticale ait une valeur constante donnée. (Licence, Paris.)
4. Un point matériel m, attaché à l’extrémité d’un fil sans masse enroulé sur une courbe plane G, est repoussé par le centre de courbure de G correspondant au point où se détache le fil, avec une intensité fonction de la distance du mobile au centre de courbure.
1“ Former les équations générales qui donnent la loi du mouvement et la tension du fil;
2° Dans l’hypothèse d’une répulsion proportionnelle à la simple distance, et le point m étant placé à l’origine sur la courbe G sans vitesse initiale, remarquer la forme remarquable de la loi du mouvement et de l’expression de la tension ;
3° Enfin, en supposant la répulsion inversement proportionnelle au carré de la distance, déterminer une courbe pour laquelle les lois précédentes (2“) subsistent. (Licence, Poitiers.)
5. On considère dans un plan vertical la courbe enveloppée par une droite de
longueur constante dont les extrémités glissent sur deux axes, l’un horizontal Ox, l’autre vertical O^. Etudier le mouvement d’un point pesant mobile sans frottement sur cette courbe. En particulier, calculer le temps que mettrait le mobile à atteindre le point de rebroussement situé sur Ox, s’il était lancé du point le plus bas avec une vitesse telle que la constante des forces vives soit nulle ( = ’^gz). ,
6. Déterminer une courbe plane dans un plan vertical, de telle sorte que, si un point matériel est assujetti à se mouvoir sur la courbe, la réaction de la courbe puisse être dans un rapport constant k avec la composante normale du poids
(Ar = I, droite ; /% = 2, cycloïde ; ...).
7. Un mobile pesant est abandonné sans vitesse sur la partie extérieure d’une parabole située dans un plan vertical et ayant son axe horizontal. Déterminer le point où le mobile quitte la parabole (point d’échappement).
En appelant h la hauteur de la position initiale au-dessus de l’axe, l’ordonnée jy du point cherché est la racine positive de l’équation
y^-\-'hp^y — "ip'^h = o (/? paramètre).
8. Si deux pendules partent à des instants différents, sur le même cercle G, d’une même position initiale avec la même vitesse, la droite qui les joint enveloppe un cercle G'. Supposons le mouvement révolutif, appelons T la durée de la révolution de chacun des pendules, t l’intervalle de temps qui a séparé les instants où les deux pendules se sont mis en mouvement : si t est commensurable avec T, les droites joignant les positions des deux pendules aux instants t, t + 'z, ^-+-2T, ty-Zt, ... forment un polygone inscrit à G et circonscrit à G'. (Get exercice n’est qu’une application de la méthode de Jacobi pour établir le théorème de Poncelet; voir Halphen, Traité des fonctions elliptiques.)
9. On considère des droites fixes passant par un point A et, à un certain instant t„, on abandonne au point A, sans vitesse initiale, sur toutes ces droites, des mobiles identiques attirés par un point fixe O proportionnellement à la distance : démontrer que ces mobiles arrivent en même temps aux points obtenus en projetant le point O sur les droites qu’ils parcourent,
10. Un point matériel est assujetti à rester sur une courbe définie par une équation de la forme
5^=Cp(^),
Z représentant l’ordonnée, s l’arc compté à partir d’un point de la courbe, cp une fonction quelconque.
On demande d’étudier le mouvement de ce point, en supposant :
1° Qu’il est soumis à l’action d’une force parallèle à l’ordonnée z et représentée en grandeur par l’expression
k désignant une constante donnée;
2° Qu’il éprouve, en outre, une résistance proportionnelle à la vitesse. Application au cas où
cp(^) = a^-’^z’^— a^= a”),
U désignant une longueur donnée.
On étudiera en particulier le cas où le mobile est posé sur la courbe sans vitesse initiale, et l’on déterminera le temps qu’il met pour atteindre l’origine des arcs correspondant k z = a. (Licence.)
Cas où n = 2.
11. Trouver la tautochrone plane pour un mobile attiré par un point fixe du plan proportionnellement à la distance /’ (n° 252).
[Il s’agit de trouver une coux’be pour laquelle r dr = ks ds. Considérant la courbe comme l’enveloppe d’une droite mobile
X cos a — y sin a = tp' ( a ),
on trouve, pour déterminer la fonction tp(a), l’équation (i — AQ <p"(a) — A- cp(a) =0,
linéaire à coefficients constants. Cette équation s’intégre avec des lignes trigonométriques ou des exponentielles; dans le piemier cas, on a une épicycloïde (PuisEUX, Journal de Liouville, t. IX).]
12. Problème d’Abel. — Déterminer une courbe située dans un plan vertical possédant la propriété suivante : Il existe sur cette courbe un point fixe O, tel qu’un mobile pesant abandonné sans vitesse initiale le long de la courbe, dans une position initiale située à une hauteur h au-dessus de O, arrive au point O dans un temps T qui soit une fonction de h donnée à l’avance T == tp(/x).
[Soit 5 = ([1(2) la relation entre l’arc OM de courbe compté à partir de O et l’ordonnée de M ; on a
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Soit U une variable réelle plus grande que h. Abel multiplie les deux membres.
Intervertissant Tordre des intégrations dans le deuxième membre, on trouve pour l’intégrale du deuxième membre La fonction cherchée est alors
exprimée par une intégrale définie où figure la fonction donnée cp. Par exemple, si cp(/i) =: const., on retrouve ainsi la cycloïde.]
^ 13. Déterminer la courbe tautochrone pour un point pesant dans un plan ver-
tical, en tenant compte du frottement et d’une résistance de milieu proportionnelle à (On est conduit à une équation linéaire en v^).
14. Problème d'Euler et de Saladini. — Quelle courbe faut-il tracer dansun plan vertical, à partir d’un point O, pour qu’un mobile pesant abandonné sur cette courbe en O, sans vitesse, arrive en un point quelconque M de cette courbe dans le même temps que s’il avait été assujetti à glisser sur la corde OM? (On trouve une lemniscate, Euler, t. II de sa Mécanique, 1786; Saladini, Mémoires de VJstituto nazionale italiano, i8o4; coir une Note de M. Fouret, Bulletin de la Société mathématique, t. XX, p. 89.)
15. Problème de Bonnet. — Démontrer que la lemniscate trouvée dans l’exercice précédent possède encore la même propriété quand on remplace la pesanteur par une attraction issue du point O proportionnelle à la distance {Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. IX, p. 116).
16. Problème de M. Fouret. — 1“ Un point matériel soumis dans un plan à une force dérivant d’une fonction de forces déterminée part d’une origine O avec une vitesse donnée. Trouver un système de courbes (G) passant par O et homothétiques, telles qu’un mobile assujetti à se mouvoir sur une quelconque de cescourbes décrive, à partir du point O, un arc quelconque dans le même tempsqu’il mettrait à décrire la corde correspondante.
2“ Etant donné, dans un plan, un système de courbes (G) passant par un point O et homothétiques par rapport à ce point, trouver une force dérivant d’une fonction de forces, sous l’action de laquelle un mobile ayant une vitesse initiale donnée parcourt, à partir du point O, un arc quelconque d’une quelconque des courbes G, clans le même temps qu’il lui faudrait pour parcourir la corde correspondante.
Le premier de ces problèmes n’a de solution qu’autant que la vitesse initiale est nulle et que la fonction des forces a, en coordonnées polaires, la forme
par = et intègre par rapport à /i de o à m : q U — h
courbe cherchée G est alors
k désignant une constante arbitraire.
Le second problème n’est également possible que si la vitesse initiale est nulle. L’équation de la courbe étant /’ = A-cî(6), la fonction de forces s’obtient en fai-
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saut clans Texpi'ession ci-dessus, où est une fonction ai'bitraire,
cp ( fj ) =r rr; ( 6 ) e
rSm'
un
(Fouret, Comptes rendus, t. GUI, p. iii4 et 1174. et Journal de l’École Polytechnique, 56° Cahier).
17. Courbes et surfaces synchrones. — Soient dans un plan une infinité de
courbes G dont l’équation dépend d'un paramètre et qui passent par un point O; on lance sur toutes ces courbes, à partir de O, au même instant t — 0, des points matériels identiques, avec une vitesse donnée même pour tous, et on les
soumet à des forces dérivant d’une fonction de forces données; trouver la courbe (S) lieu géométrique des positions de tous ccs points au même instant t.
Ges courbes (S) forment une famille de courbes dépendant du paramètre i;on les appelle courbes synchrones des premières.
Si les courbes (G) passant par un même point O sont situées dans l’espace et dépendent de deux paramètres, en lançant sur ces courbes, à l’instant t = 0, avec une vitesse des points matériels soumis à des forces dérivant d’un potentiel donné, le lieu géométrique de ces points à l’instant t est une surface (S) appelée surface synchrone.
18. Exemples de courbes synchrones. — [La vitesse p„ est supposée nulle; la force est la pesanteur; les lignes G sont des droites passant par l’origine dans un plan vertical (les lignes S sont des cercles). [Euler.]
La force est la pesanteur et les courbes G sont des C3'cloïdes de base horizontale ayant leur rebroussement en O et situées dans un plan vertical. [Les courbes synchrones S sont orthogonales aux c^xloïdes; cela tient ( n° 25G) à ce que les C}xloïdes G sont les brachistochrones pour la loi de force considérée.] (Euler.)
La force est une attraction proportionnelle à la distance issue de l’origine O, et les courbes G sont les cercles x'^-y y"^ — 207/ = o, où a est un paramètre variable (les courbes synchrones S sont des droites passant par l’origine). (Legoux, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. VL)
19. Étant données dans un plan deux familles de lignes (A) et (G), qui toutes passent par un point O, peut-on trouver une force F, dérivant d’un potentiel U et telle que, sous son action, un mobile partant du point O avec une vitesse déterminée et suivant l’une quelconque des lignes (G) arrive en un point quelconque M de cette ligne dans le même temps que s’il avait suivi celle des lignes (A) qui passe en M?
On peut désigner les lignes (A) sous le nom de trajectoires et les lignes (G) sous celui de lignes synodales ; il est d’ailleurs évident que leurs rôles peuvent être intervertis. Le problème peut toujours être résolu d’une infinité de manièi’es. Le problème de M. Fouret se rapporte au cas où les trajectoires sont rectilignes et les lignes synodales homothétiques par rapport au point O (de Saint-Germain, Bulletin des Sciences mathématiques, 1889).
20. Démontrer la relation suivante qui existe entre les trajectoires, les lignes synchrones et les synodales : soient MA, MB, MG les tangentes respectives menées dans le sens du mouvement, à celles de ces lignes qui se coupent en M.
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AMB= 7T
AMC
2CMB = TT > + CMA
(Fouret, Comptes rendus, t. GUI, et de Saint-Germain, Bulletin des Sciences mathématiques^ »889)-
21. Démontrer que, si les lignes synchrones sont orthogonales aux trajectoires, celles-ci se confondent avec les lignes synodales et deviennent des brachistochrones pour les forces considérées {Ibid,).
22. Mouvement d’un point matériel pesant sur une droite invariablement liée à un axe fixe vertical autour duquel elle tourne avec une vitesse angulaire constante.
23. Mouvement d’un point pesant sur un cercle vertical invariablement lié à un axe fixe vertical autour duquel il tourne avec une vitesse angulaire constante. On suppose que la projection de Taxe sur le plan du cercle passe par le centre de celui-ci.
24. Le problème des tautochrones, dans le cas où il existe une fonction de forces, se ramène à l’intégration d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre et du second degré (Kœnigs, Comptes rendus, i®"" mai 1898).
I. — GÉNÉRALITÉS
262. Équations du mouvement. — Soit une surface S qui peut changer de position et même de forme avec le temps, et soit
Féquation de cette surface en coordonnées reclangulaires. Dans le cas particulier où la surface est fixe, cette équation ne contient pas le temps t. Un point matériel M de coordonnées y, .3 est assujetti à glisser sans frottement sur cette surface et est soumis à Faction de forces données dont la résultante F a pour projections X, Y, Z. Il s’agit de trouver le mouvement du point. La surface exercera sur le point une réaction normale IS ayant pour projections des quantités de la forme
Æ, xf, x%.
ox oy oz
Le point pourra alors être regardé comme libre sous Faction des deux forces F et N, et les équations du mouvement seront
. (Px
df d'^y df d^z
ti’ =
Ces équations, jointes à Féquation (i) de la surface, forment un système de quatre équations définissant x, y^zelA en fonction de t.
Pour obtenir les équations donnant x, y, ^ en fonction de il faudra éliminer X entre ces équations (2), ce qui donne deux
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équations. Une fois le mouvement connu, la valeur de \ et, par suite, la grandeur de la réaction normale seront fournies par une quelconque des équations (2) ou par une combinaison de ces équations.
263. Équations de Lagrange. — La méthode de Lagrange que nous allons exposer est identique à celle qui a été employée pour le mouvement d’un point sur une courbe (n° 259). On peut toujours exprimér les coordonnées d’un point de la surface S et, en particulier, celles du mobile M en fonction de deux paramètres et Ç2 :
(3) a; = o{qi,q2, t), y = ^{qi^ q^, t), z = -G5{q,, q^, t).
Ces expressions seront telles qu’en éliminant entre elles q^ et ^27 on retrouve l’équation (i) de la surface. Elles contiennent explicitement le temps t qui figure dans l’équation (i) ; dans le cas particulier où la surface S serait fixe, l’équation (i) ne contenant pas on pourrait s’arranger de façon que les expressions (3) de z
ne contiennent pas explicitement t.
Pour connaître le mouvement du mobile, il suffit de connaître en fonction de t les paramètres qui servent à déterminer la
position du mobile. Il faut, pour trouver q^ et q^^ deux équations qu’on obtient comme il suit : ajoutons les équations (2) après les
avoir multipliées respectivement par nous aurons
/ d'^x dx y dy
dP àqi dp
àq\
~dF
où
ày
dz
^ àqi
àq\
A disparaît dans cette combinaison en vertu de la relation
df dx df dy df àz _
dx dqi dy dq^ dz dq^ ’
qui exprime que la normale à la surface est normale à la courbe que décrirait le point (3), si, laissant q^ et t constants, on faisait A. - I. 3i
seulement varier courbe située sur la surface S. En multipliant les équations du mouvement (2) par ^ et les ajou-
tant, on obtient de même une seconde équation
f (P- æ dx (P y dy P z
V dP dq-i dp dq=i dP-
àq^_
àqt
d"^ Z dz àq^
dz
àq%
Ce sont ces deux équations (4) et (4^) qni définissent et en fonction de t. On peut les écrire sous une forme beaucoup plus simple. Appelons et q,^ les dérivées de q^ et q^ par rapport au temps, et .2?', y\ z' les projections de la vitesse du mobile
dx dy dz r , , . , , v
~dl ^ ~âi ’ équation (4) peut s'ecrire
i d \ ( , àx , dy , és XI
j dt I dq^ ^ ^ dq^'^" dqj\
V , d / dx \ , d f dy\
diWJ
dt
= Qi;
car on a évidemment
/ , dx\
1 7-jo
dx
dt '
\àqj
dqC
Or, d’après la formule (3), x dépend de t directement et par l’intermédiaire de et q2, qui sont fonctions de t', donc
dx
dqs
dx
dx
dq^^^ dt
De même ^ dépend de t directement et par l’intermédiaire de q\ et ^2? donc
d / dx\ _d'^x , d’^x , d'^x dt\dqx) dq\^^~^ dqxdq2^‘^~^ dq^dt
Dans l’expression (6), considérons x' comme une fonction des lettres q\^ q^i q\i q'21 Nous aurons immédiatement
dx' dx dx' d^x J d'^x , d^x
dq'i dqi ’ dq^ dq\ dq^ dq^ dqi dt’
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c’est-à-dire
dx' dx dx' _ cl / ôx
dq\ dqi dq^ dt\dq\
Un calcul analogue donnerait
ày'
dq\
- , àqi'
àqx
~ dt '
\àqx)
^dz'
dz
dz' _
i dz \
dq\
~ àq^'
àqx ~
~ dt '
\àqx J
Remplaçant dans l’équation du mouvement (5) les quantités
dx dy dz d / dx \ d / dy \ d / dz \
dqi’ dqi’ dq^ dt\dqxl'’ dt\dq^) dt\dqi)
par leurs valeurs tirées des formules ci-dessus, on a l’équation
ou, en posant
dt \dq\
On trouverait de mêm
ii)
e, en transformant l’équation (40>
dt \dq'^
dT
àq^i
Ces équations (-ÿ) et (7') sont les équations du mouvement d’après Lagrange. Pour les écrire, il suffit de former la quantité T égale à la demi-force vive du point : dans cette quantité T, on remplace y\ par leurs valeurs telles que (6), de façon
à exprimer T en q\-, q'.^ et t] puis on écrit les équations du
mouvement (7) et (7').
Dans ces équations, les seconds membres Q^ et Q2 ont été calculés plus haut. On peut les caractériser de la façon suivante : imprimons au point M un déplacement virtuel qui s’effectue sur la surface S, c’est-à-dire qui est obtenu en laissant t constant et faisant varier q^ et q^ de }>q^ et 8^2- Nous aurons pour les projec-
lions de ce déplacement virtuel sur les trois axes
rv dx ^ dx ^
- h' ’S ày ^
^ ^ dz ^
d’où, pour l’expression du travail virtuel correspondant de F, X 8a? H- Y 8/ + Z 0.S = Qi oqx H- Q-2 8^21
d’après les expressions de Q, et Qo. Ainsi, pour avoir les seconds membres Q, et Qo, il suffît de prendre les coefficients de ùq^ et 8^2 dans l’expression du travail virtuel de F, pour un déplacement arbitraire effectué sur la surface S, dans la position qu’elle occupe à l’instant t.
Pour obtenir en particulier Q^, on imprimera au point un déplacement virtuel obtenu en laissant t et constants et faisant varier seulement q^ de 8^, ; le travail virtuel correspondant de la force F sera Q^ 8^,. De même, pour avoir Qo, on considérera un déplacement virtuel obtenu en laissant t et q^ constants; le travail de F sera Q2 8^2-
S’il existe une fonction de forces U(^, y, ^), ou plus généralement, si X, Y, Z sont les dérivées partielles d’une fonction U(:r, y, 3, Q contenant le temps, on a
dq.
En effet, \] t) dépend de q^ et q.^ par l’intermédiaire de X, y^ z \ on a donc
dqy dx àqi dy dq^ dz dq^ àq\ àq^ dqi
de même pour Q2.
264. Applications. — i" Mouvement d’un point dans un plan fixe en coordonnées polaires. — Cherchons le mouvement d’un point dans le plan xOy en prenant comme paramètres qy et q^ les deux coordonnées
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polaires /■ et 6. Les formules donnant z en fonction des deux para-
mètres sont actuellement
^p=z/’cos6, jK = usinO, ^ = o.
Supposons le point sollicité par une force F, située dans le plan, ayant pour projections (X, Y, o). La fonction T sera
et les équations du mouvement
dt
dt \àd'J âd
Comme çi = ç-2 = 0, on a
Qi=x
= Xcos0 h- Ysin0,
àçi àçi
X^H-Y^ =-Xrsin0 + Y/-COS0.
àç-2 àq2
Nous pouvons aussi trouver directement Qi et Q2. Désignons par P et R les composantes de la force suivant la perpendiculaire au rayon vecteur dans le sens des 0 croissants et suivant le rayon vecteur dans le sens
Fig. 161.
des /’ croissants. Pour un déplacement or sur le rayon vecteur (q-i = const.) le travail de F, égal à la somme des travaux de P et R, se réduit à R puisque le travail de P est nul {Jig'. 161). On a donc
Qi = R.
De même pour un déplacement virtuel obtenu en supposant qi, c’està-dire r, constant et faisant varier 0, déplacement qui s’effectue sur la circonférence de rayon OM, le déplacement virtuel est r o0 et le travail de F
se réduit au travail de P, qui est P/’ 86; on a donc
Les équations du mouvement sont donc, d’après la valeur de T,
Lorsque la force est centrale, P est toujours nul, et l’on a
( m/'2 6') = O, 0' = G ( loi des aires).
2° Trouver le mouvement d'un point pesant mobile sans frottement sur un plan qui tourne d’un mouvement uniforme autour d’un axe horizontal situé dans le plan.
Nous compterons le temps à partir du moment où le plan mobile coïncide avec xOy supposé horizontal, en prenant pour axe des x l’axe de rotation. Si 0 est l’angle j OR du plan mobile avec le plan des xy, on aura
to étant la vitesse angulaire de rotation 162); l’équation du plan
mobile RO^r est alors
jK sin cü? — Z cos O)? = o.
Fig. 162.
En 'appliquant les formules générales (262 ), on aura pour équations du mouvement
dp-
m -pg- = À smo)?, dp
= — mg — À cos O) ?,
la réaction normale ayant précisément pour valeur X. Pour fixer la position du point M dans le plan mobile, nous prendrons ses coordonnées x
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et /’ par rapport aux axes O^, OR, ^jouant le rôle de q\ et /’ de q^. Les formules de transformation seront alors
x — x, j^ = /’cosw^, z = rsinw^;
la fonetion T qui entre dans notre formule sera
II y a une fonction de forces
U = — mg-z = — mgi' sinoj
On a donc
dx'
dx
dx dr
dU . ^
— = — mg sin w i',
= mco2/-,
et les équations du mouvement sont dx’
d‘^ r dt^
de-
— /' == — g sin w ^ .
La première de ces équations montre que la projection Q sur Taxe des x se déplace d’un mouvement uniforme. La seconde, étant linéaire à coefficients constants, peut s’intégrer et a pour intégrale générale
/' = ^sinw^.
Pour avoir l’équation de la projection de la trajectoire sur le plan des il nous suffit dans cette relation de remplacer par 6, ce qui nous donne
r = A e® -1- B e~^ n — ^ sin 6.
Un cas particulier intéressant est celui où les conditions initiales sont telles que A et B soient nuis; il suffit pour cela que le mobile soit lancé de l’axe de rotation de façon que sa projection sur la droite R ait une vitesse
initiale égale à - — • La projection delà trajectoire sur le plan des a
alors pour équation
c’est un cercle tangent en O à l’axe Oy. La trajectoire est une hélice.
Pour calculer la réaction normale, reportons-nous à l’une des équations du mouvement
m —fÇ = X sin ‘ dt^
nous avons, en remplaçant y par /’cosw^,
(d'^r dr . „ \ ^ •
m ( — r— cos CO ^ — 2C0 — sin co^ — co^ /' cos o) Z = A sincu \ /
ou, si l’on se rappelle l’équation qui définit r.
df^
= co2 /' — g smco^.
A = — mg cos CO ^ — 2 m (
dt
Cette formule, dans laquelle on remplace r par sa valeur en t, donne en fonction de t l’expression de la réaction normale, qui, dans le cas actuel, est précisément égaie à A.
II. — CAS OU LA SURFACE EST FIXE
26o. Emploi du théorème des forces vives. — La méthode générale que nous venons d’exposer s’applique toujours. Lorsque la surface est fixe, il se présente des simplifications qu’il importe d’indiquer. L’équation de la surface est alors
le déplacement réel que subit le point étant normal à la réaction normale N, si l’on applique le théorème des forces vives, le travail de cette réaction est nul et l’on a l’équation
(i) d-^ = Xdx-y-Ydy^Zdz,
indépendante de la réaction. Cette équation peut alors remplacer l’une des deux équations de Lagrange. Nous vérifierons tout à riieure qu’elle est bien une conséquence des équations de Lagrange.
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Si la surface était mobile, la réaction normalé ne serait pas éliminée par l’application du théorème des forces vives, car le déplacement réel dx^ dy^ dz du mobile ne serait pas normal à la réaction normale; en effet, la sui^face à l’instant t est en S et le point en M sur S; à l’instant t-\-dt, elle est en S' et le point en M' sur S'; le déplacement MM' n’est done pas normal à la réaction N.
Revenons au cas ou la surface est fixe : l’équation des forces vives donne immédiatement une intégrale première s’il y a une fonction de forces \J(x^y^ z)
11 peut encore se faire que IL dx -y Y dy Z dz^ n’étant pas une différentielle totale exacte, le devienne en vertu de la relation f{x^y^z) — 0] si, par exemple, un point de la surface est défini par les deux paramètres et ^25 on aura
et la quantité ~Ydx y-Y dy -yZdz prendra la forme Qj dq^ -fquand on aura remplacé X, Y, Z, x^y^ z par leurs valeurs en fonction de q^ et ^o. Si alors l’expression Q, dq^ -f- est la dif-
férentielle totale exacte d’une fonction U(^i, q^), on aura l’intégrale des forces vives
—y = qy + h,
ou encore
car T est précisément la demi-force vive.
On remplacera l’une des équations de Lagrange, la plus compliquée des deux, par cette dernière équation, et l’on aura ainsi les deux équations définissant q^ et q^ en fonction de t.
Exemple. — Mouvement d'un point, mobile sur un hélicoïde gauche à plan directeur, attiré ou repoussé par Vaxe proportionnellement à la distance {Jig. i63).
Soient r et 6 les eoordonnées polaires d’un point M de Fliélicoïde, situé sur la génératrice CD; on a pour les coordonnées cartésiennes de ce point
37 = /- cos 6, j/- = /’sin6, = A'6.
Fig. i63.
La force qui agit sur le point est F = m\u', dirigée suivant CD. On sait que dans ce cas il y a une fonction de forces
En définissant un point de la surface par les paramètres ?' et 0, qui remplacent qi et nous aurons
Les équations du mouvement seront par suite, d’après Lagrange,
la deuxième de ces équations montre que
Au lieu de nous servir de la première, nous emploierons l’intégrale des forces vives
u'2-i- (r2-h Â:2)6’2_. jjtr2= h.
En éliminant 6’ entre ces deux équations, on aura l’équation du mouvement sur le rayon vecteur
(/i+ pr2)(^2 + ;t2) — G2.
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On exprime donc t en fonction de r par une quadrature. On trouvera de même que 6 s’exprime par une autre quadrature en fonction de r; il suffit pour cela de remplacer, dans la dernière équation, dt par sa valeur
Pour discuter la forme de la courbe, il faut distinguer deux cas, selon que IX est positif ou négatif (répulsion ou attraction) : si [x est positif, on voit que la courbe peut avoir des branches infinies, puisque, lorsque r
^ ne cesse pas d’être positif; au contraire, si [jl est
négatif, r ne pourra pas croître au delà de certaines limites. Dans le cas particulier de p. = o, le point se déplace sur la surface sans force directement appliquée; t s’exprime alors en fonction de r par une quadrature elliptique. Dans ce cas particulier le point décrit, comme nous le verrons plus loin (n” 270), une ligne géodésique de l’hélicoïde.
croît indéfiniment,
dt
266. Équation des forces vives déduite des équations de Lagrange. — La surface étant fixe, les expressions de z en
fonction de et Ç2 peuvent être ehoisies de façon à ne pas con-
tenir explieitement t. La fonction T est alors homogène et du second degré en et 77!,, et le théorème des fonctions homogènes donne l’identité
dT , dT
Gela posé, prenons les deux équations de Lagrange
/dT\
dt '
WJ
dt '
et ajoutons-les après avoir multiplié la première par q\, la deuxième par q[^. Nous aurons une équation qui peut s’écrire
d / , dT , dT \ dt àq\ dq'^ )
/ dT dq\ dT dq:^
\dq\ dt dq'^ dt
dT
dT
La première parenthèse égale 2T; la deuxième est égale à —, car T dépend de t par l’intermédiaire de q\, q‘^, 77,, q.,. L’équa-
lion ci-des5iis s’écrit donc
â?(2T) dT dt dt
OU, en multipliant par dt^
dli =zÇl^dq^-^ Q2 dq^__^
ce qui est l’équation des forces vives, car Q, dq^ 4- Qo est le travail élémentaire de la force (X, Y, Z). Si O, dq^ + Qo dq^ est une dilférentielle totale exacte d’une fonction U(^<, q^)-, on a l’intégrale des forces vives
qui remplacera l’une des équations, de Lagrange.
267. Stabilité de l’équilibre dans le cas où la fonction U existe.
— D’après ce que nous avons vu en Statique, pour obtenir les valeurs de q^ et q^ fournissant les positions d’équilibre du mobile, il suffit d’écrire les deux équations Qi = o, Q2=o. Dans le cas particulier où Q, dq^-\- Q2 est la différentielle d’une fonction ^(^0^2)5 les équations d’équilibre sont identiques à celles qu’il faudrait écrire pour chercher le maximum ou le minimum de U(3’, ,</.)•
Nous voulons démontrer, d’après Lejeune-Dirichlet, que, si pour un certain système de valeurs = <2,, q<^= a-^ la fonction U est maximum, l’équilibre correspondant est stable. La démonstration est identique à celle qui a été donnée (n'’ 208) pour un point libre. Indlquons-la en peu de mots. On peut toujours supposer que le maximum ait lieu pour q,^ = q^ — o, car cela revient à prendre pour nouveaux paramètres — <2, et q-i — «27 que ce maximum U(o, o) soit nul, car cela revient à retrancher de U(^i,</2) une certaine constante, ce qui est permis, car cette fonction n’est définie qu’à une constante près. D’après la définition du maximum, la fonction CJ est alors négative et différente du zéro dans le voisinage de la position d’équilibre considérée P. Traçons sur la surface une petite courbe fermée G entourant P; sur cette courbe, U est négative et non nulle : il existe donc un nombre positif p tel que sur cette courbe \] + p soit négative.
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Déplaçons alors le mobile de la position d’équilibre P dans une position voisine Mq, située à l’intérieur de G, où U prend la valeur Uq, et imprimons-lui une vitesse Uq ; on aura
choisissons la position initiale et la vitesse initiale de façon à remplir les deux conditions
-Uo<
ce qui, à cause de la continuité, exige uniquement que Uq et la distance PMq soient inférieures à certaines limites. Dans ces conditions le mobile ne sortira pas de la courbe C et même n’alleindra pas cette courbe, car l’équation des forces vives donne
<U-hJ2
et U -i- yU devient négatif sur la courbe limite C.
268. Réaction normale. — Une fois le mouvement connu, pour avoir la réaction, il suffira de tirer \ d’une quelconque des équations (2) du mouvement (n° 262). Supposons que le mobile soit seulement posé sur la surface, c’est-à-dire qu’il puisse la quitter d’un certain côté. Pour que le point reste sui’ la surface, il faut que la réaction N soit dirigée du côté où le point peut s’éloigner. D’un côté de la surface f{x^y^z) est positif, de l’autre côté il est négatif; pour que la réaction soit, par exemple, dirigée vers la région des f positifs, il faut que \ soit positif, comme nous l’avons vu en Statique à propos de l’équilibre d’un point sur une surface. Si \ s’annule à un certain moment et change de signe, le point quitte la surface et l’on est ramené au cas d’un point libre.
269. Équations intrinsèques et réaction normale. — Sur la trajectoire, nous marquerons une origine des arcs A(Jig. 164). Soit M une position quelconque du mobile, menons en ce point la tangente MT dans le sens des arcs croissants; soient G le centre de
/l9i TROISIÈME PARTIE. — DYNAMIQUE DU POINT.
courbure de la section normale tangente à MT, R son rayon de courbure MC, nous prendrons pour sens positif sur Ja normale le sens MC. Soient de même MC' la normale principale de la tra-
Fig. 164.
jectoire et p — MC' son rayon de courbure ; désignons par 8 l’angle du plan osculateur TMC' à la trajectoire avec la normale à la surface, nous aurons, d’après le théorème de Meusnier,
P R cosO.
En projetant la direction MC' sur le plan tangent, nous obtenons une demi-droite MP sur laquelle nous considérons le sens de la projection du segment MC' comme sens positif. Soient alors Ff, F„, Fjf, les projections de la force F sur les droites MT, MC, MP, et N la valeur algébrique de la réaction normale; on sait que la
résultante des forces F et N se décompose en deux. Tune
suivant MT, l’autre dirigée suivant MC'; ce système de deux
forces est par suite équivalent au système formé par F et N. On aura donc, en égalant les sommes des projections des forces de chacun de ces systèmes sur les axes MT, MP, MC,
dv
cos 6 = Ffi-h N.
Ces équations peuvent prendre une forme plus simple; désignons par pg- le rayon de courbure géodésique et tenons
compte de la relation trouvée plus haut — R : les équations
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précédenles deviendront
dv
m — = r dt
S’il y a line fonetion des forces, on a = U + /z, et la dernière
formule permet de calculer la réaction normale sans clierclier le mouvement, à condition que l’on connaisse R.
De ces équations on peut tirer une conséquence intéressante. Déformons la surface de façon que les longueurs des lignes tracées sur cette surface ne changent pas; dans cette transformation les rayons de courbure géodésique ne varient pas; si donc on modifie la force F de façon que sa projection sur le plan tangent reste la même, les deux premières des équations ci-dessus qui définissent le mouvement n’auront pas changé, et le mouvement sera le même que dans le premier cas. La réaction normale seule changera. On voit ainsi que la trajectoire d’un point pesant, assujetti à se mouvoir sur un cylindre vertical, s’obtient en enroulant sur ce cylindre une parabole d’axe vertical. De même la trajectoire d’un point pesant sur un cône de révolution d’axe vertical provient de l’enroulement sur ce cône de la trajectoire plane d’un mobile soumis à une force centrale constante.
270. Lignes géodésiques. — Le cas le plus simple est celui où le mobile lancé sur la surface fixe n’est sollicité par aucune
force. L’équation des forces vives devient alors o?^^ = o; elle
montre que la vitesse est constante. La trajectoire du mobile est une ligne géodésique de la surface, puisque son plan oscillateur doit contenir la seule force qui agisse sur le mobile : la réaction normale; cela résulte d’ailleurs de la deuxième des équations
intrinsèques, qui devient = o, d’où l’on déduit^ = o, puisque
V est constant, et cette condition -î- = o caractérise les lignes géodésiques. La dernière équation intrinsèque permettra de calculer la réaction normale IN = On peut remarquer que
dans le cas actuel on a 9 = o, donc R = p et la réaction normale
a pour valeur elle varie en raison inverse du ravon de coiir-
bure de la trajectoire.
Les équations générales du mouvement se réduisent alors à
dt^ ~ dx' dr- “ O7 ’
à l’aide de l’équation ds = v^dt on éliminera le temps; il suffira pour cela de remplacer dans les formules précédentes dt- par
Remarque , — Si la surface admet des génératrices rectilignes, on devra les trouver comme trajectoires particulières, car, si un mobile est lancé suivant Tune de ces génératrices, il la décrira de lui-même en vertu du principe de l’inertie, et la réaction de la surface sera nulle.
Exemple. — Lignes géodésiques de l'ellipsoïde. — Appliquons ce qui précède à l’ellipsoïde
nous écrivons les dénominateurs a., c pour que le même calcul donne, suivant les signes de è, c, les lignes géodésiques d’un ellipsoïde ou d’un hyperboloïde.
Les équations du mouvement peuvent s’écrire
dt-
On a, comme toujours, l’intégrale première v= Cq- Pour en trouver une seeonde, nous emploierons une méthode due à M. Darboux. Différentions deux fois de suite l’équation (1); nous obtenons
X d^x r d-y Z d'^ Z 1 f dx\^ i f dy\^ i / dzV^ _
a dt- b dt- ' c dt- a\dt)^b\dt)~^c\dt)
et, en vertu des équations (2),
multiplions maintenant les
équations (2) respectivement
par
dx I dy dt^ b dt
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\ dz . ,
- —1 et ajoutons; nous obtenons
( X dx y , Z dz\ _ \ dx d"^ X ^ dy d'^y i dz (P- z (4) (if ‘ b- dt c'^ dt ) a dt dt'^ ^ b dt dV^ c dt dV^-
Si nous divisons membre à membre les équations (3) et (4), nous aurons
X dx y dy z dz
a‘'~ dt b"*- dt c- dt
I dx d‘X I dy d‘^y i dz d^ z a dt dt^ ^ b dt dt'^ ^ c dt dt‘^- ^
chacun des numérateurs est, à une constante près, la dérivée du dénominateur; on pourra donc intégrer cette équation et l’on aura
on éliminera le temps à l’aide de l’équation des forces vives ^ = Co? ce qui donne
,32 \ r I / 2 J / dy \ 2
)\_a\ds J b \ds ) c\ds ) \~
const. ;
telle est l’équation différentielle des lignes géodésiques de l’ellipsoïde. Une interprétation géométrique simple de celte équation nous donnera un théorème dû à Joachimstal : si p est la distance du centre de l’ellipsoïde au plan tangent en un point M d’une ligne géodésique, D la longueur du demi-diamètre parallèle à la tangente menée en M à cette ligne, le produit/?D est constant tout le long de cette ligne géodésique. Les cosinus
directeurs de la tangente en M étant, en effet, les coordon-
ds ds ds
nées de l’extrémité du demi-diamètre parallèle seront
dx
ds
ds
on écrivant que ce point appartient à l’ellipsoïde, on aura
1 __ \ / dx\^ \ / dy"Ÿ f y .
D2 a\ds J b \yls ) ^ c\ds ) ’
îe plan tangent en M ayant pour équation
\x ^ Yy T^z I _ Q
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sa distance à l’origine sera donnée par
p% ^2 ^2 Qi
et, en vertu de l’équation (5), on aura bien
P D = const.
Ce théorème s’applique aussi aux lignes de courbure de l’ellipsoïde nous verrons, en effet, plus tard, que ces lignes correspondent aux solutions singulières de l’équation (5). (Darboux, Mécanique de Despey- J'OUS, t. I. )
Pour achever l’intégration, on exprime les coordonnées x, jk, z d’un, point de l’ellipsoïde au moyen de ses coordonnées elliptiques 9^2 • les variables ^1, se séparent et l’intégration est ramenée à des quadratures. Nous reviendrons sur ce point comme application des méthodes d’intégration de Jacobi (Ghap. XVI).
271. Emploi des équations de Lagrange. — Ordinairement, pour trouver les géodésiques, il est préférable d’opérer eomme il suit,, en employant les équations de Lagrange. Soient
les expressions des eoordonnées d’un point de la surface en fonction de deux paramètres; 011 a pour le carré de l’élément linéaire d’une courbe quelconque tracée sur la surface
ds°^ = dx‘^-\- dy^-\- dz-= andq\-{- lai^dq^dq^^-^ a=i^^dq\.
Si, pour simplilier, nous supposons la masse du mobile égale à I, nous aurons
1 ds^ I
T = - ^ = -(«ll^?-l-2ai2^W2-+-«229’20
et les deux équations du mouvement seront
( dT \
dT
dV
Kàq\)
dt ^
\àq%)
dT
dq
L’une de ces équations, la plus compliquée des deux, sera remplacée ensuite par l’intégrale des forces vives T = h
-{aiiq'^-h 0,ai2q[ q'^ -h CL^^q'i ) =
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On a ainsi deux équations, l’une du second ordre, l’autre du premier, définissant en fonction de t.
Exemple. — Une surface est telle que, en choisissant convenablenient les coordonnées curvilignes qui définissent ses différents points, on peut ramener V élément linéaire ds à être donné par la formule
ds'^ = u{ du- -4- dv- ).
On demande V équation en termes finis des lignes géodésiques. Quelle est la représentation de ces lignes lorsqiCon fait la carte de la surface en faisant correspondre, au point de coordonnées u et v, le point d’un plan dont les coordonnées rectangulaires ont les mêmes valeurs?
(Licence, Paris, 1887.)
1 ^ du dv
En appelant u et v les denvees supposant la masse du
point mobile égale à l’unité, on a
T = lu(u'^-^v'^-),
et les équations de Lagrange donnent immédiatement, puisqu’il n’y a pas de forces directement appliquées.
—riuu ) u- V
dt^ ^ 2 2
Nous connaissons d’abord une intégrale première de ces équations, l’intégrale des forces vives T = h, ou
u ( du‘^ dv^\
la seconde des équations (i) donne une autre intégrale première
Éliminons dt entre ces deux équations et posons — = 2a; nous obtenons pour l’équation différentielle des lignes géodésiques
, /- du
dv — f a——==z, y u — a
d’où, en intégrant et désignant par b une autre constante arbitraire,
5oo
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C’est là l’équation en termes finis des lignes géodésiques demandées. Si l’on regarde m et u comme les coordonnées rectangulaires d’un point d’un plan, ces courbes sont des paraboles quelconques ayant pour directrice l’axe des u. La surface dont nous venons de déterminer les lignes géodésiques est applicable sur une surface de révolution. {Voir Darboux, Théorie générale des surfaces, 3® Partie, Ghap. II.)
272. Oscillations infiniment petites d’un point pesant autour du point le plus bas d’une surface. — Considérons sur une surface un point O où le plan tangent est horizontal, la surface étant située au-dessus du plan tangent, dans le voisinage du point O. Cette position O est une position d’équilibre stable ]>our un point pesant mobile sans frottement sur la surface. Nous allons, étudier les oscillations infiniment petites autour de cette position d’équilibre. Prenons le point O pour origine, un axe 0^ A^ertical vers le haut et deux axes Occ et Oy tangents aux lignes de courbure qui passent par O. Si l’on suppose le .s de la surface développé en série par la formule de Maclaurin pour de petites valeurs de x et jk, on a, pour l’équation de la surface.
les termes composant (^{x^y') étant du troisième ordre au moins en a? et j', P et q désignant les deux rayons de courbure principaux de la surface en O. Le point matériel étant pesant, il y a une fonction de force
que nous écrivons en supposant m = r. La fonction T de Lagrange est
Dans les petites oscillations autour de la position d’équilibre considérée, X et y restent très petits; les composantes x' et y' de la AÛtesse restent aussi très petites; car la vitesse elle-même reste très petite, comme nous l’avons vu (n" 267). Nous considérerons ces quantités x^ y, x\ y' comme du même ordre. Dans l’expression de T, il y a alors deux termes du second ordre et un troisième terme z'^ du quatrième. Nous le négligerons vis-à-vis des premiers et nous aurons
où
P q ox dy"^
xx' yy' do , do
Si dans U on remplace ,s par sa valeur, le développement de U commence de même par deux termes du second ordre que nous conserverons
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seuls en négligeant les suivants, ce qui donne
2/? iq
Les équations de Lagrange appliquées aux. variables x et regardées comme jouant le rôle des paramétres q\ et q%^
/dT\
âT
dV
dt '
[dx' J
dx
dx ^
(âT\
dT
dV
dt '
[ày')
àf
- dy^
deviennent, puisque T ne contient ni x ni ju,
cP- X _ g
dp ~
équations qui s’intégrent immédiatement et donnent
X — K cos
J' = B cos I t
A, B, a, P» étant des constantes arbitraires qu’on déterminera par les conditions initiales. On a ainsi les oscillations infiniment petites. La coor-
donnée X redevient la même au bout du temps 2tc
et y au bout du
temps 27T
Si ces deux périodes sont commensurables entre elles, la
trajectoire en projection horizontale est une courbe algébrique obtenue en éliminant t entre les équations (i). La trajectoire est transcendante si les deux périodes sont incommensurables ; dans ce cas, le mouvement présente une particularité curieuse. Considérons dans le plan des x,y le rectangle formé par les droites x—±X.^ y = ±'B. La courbe définie par les équations (i) touche une infinité de fois les côtés du rectangle : ainsi.
elle touche le côté x = A {fig. i65) pour toutes les valeurs de t de forme
( k entier).
la
De plus, la trajectoire finit par recouvrir en quelque sorte toute l’aire du rectangle. C’est ce que nous démontrerons en prouvant que, étant choisi arhitrairement un point A de coordonnées^, Tj dans le rectangle, il existe une infinité de valeurs de t pour lesquelles le mobile passe à une distance de P moindre que toute quantité donnée. Soient, en eftet, et u. des arcs définis par les formules
. ^ = A cos(X 4- a), = B cos( [JL 4- P) ;
si l’on donne à t une valeur de la forme
‘ikr.) (/r entier),
l’abscisse x du mobile est égale à son ordonnée jk a pour valeur
y z= B cos
( X 4- 2 X- TT ) 4- 2 /r' 7Ï 4- ;
k' désignant un entier arbitraire. Par bvpothèse, 4/ — est un nombre
incommensurable : on peut donc déterminer les entiers k et k' de telle façon que
(X 4- 2Xtt) ‘ik'-TZ
diffère aussi peu qu’on le veut d’une quantité donnée et, en particulier, de p. Pour les valeurs correspondantes de C y différera d’aussi peu qu’on le voudra de B cos(p 4- c’est-à-dire de y), et, comme, pour ces mêmes valeurs, x est égal à le mobile passera aussi près qu’on le voudra du point P.
III. — MOUVEMENT SUR UNE SURFACE DE RÉVOLUTION
273. Lignes géodésiques des surfaces de révolution. — Nous nous sommes proposé, en général, de former deux équations indépendantes de la réaction normale, et nous avons obtenu, par exemple, l’équation des forces vives et une des équations de Lagrange. Dans le cas du mouvement d’un point sur une surface de révolution, on aura toujours deux équations indépendantes de la -réaction en appliquant le théorème des forces vives et le théorème du moment de la quantité de mouvement par rapport à l’axe de révolution, car, la réaction normale étant dans un même plan avec l’axe de révolution, son moment est nul. Appliquons en
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particulier cette remarque à la détermination des lignes géodésiques des surfaces de révolution.
Prenons Taxe de révolution comme axe des -S ; l’équation de la méridienne dans le plan des xz étant z = (z{x)^ l’équation de la surface sera évidemment ^ = 0(7’), r désignant la distance d’un point à l’axe, /’ = sjx'^-^ry^- Appelons r et 9 les eoordonnées polaires de la projection P du mobile sur le plan xOy] nous aurons les expressions suivantes :
iP=:rcosO, jF = 7’sin6, ^ — cp(/’)
des coordonnées d’un point de la surface en fonetion de deux paramètres r et 9. L’expression du carré de l’élément linéaire est
ds^ = dx^ 4- dy^ -i- dz^- =(14- cp'2) di'‘*- 4- d^^^
où l’on a écrit o' au lieu de Puisque nous cherchons les
lignes géodésiques, nous étudions le mouvement d’un mobile qui glisse sur la surface et qui n’est sollicité par aucune foree donnée. Ce mobile n'est donc soumis qu’à la seule réaction. Le théorème des forces vives donne
ds^- _ , df^ “ ’
puis le théorème du moment de la quantité de mouvement montre que le théorème des aires (n° 203) s’applique à la projection du mouvement sur le plan des xy, c’est-à-dire
r'2<rZ6 = G dt.
Ces deux équations fournissent donc deux intégrales premières. Nous allons montrer que l’intégration se ramène à des quadratures. En effet, l’intégrale des forces vives, dans laquelle on remplace ds^ par sa valeur, devient
r^-dQ^-= çldtK
Pour avoir la projection de la trajectoire sur le plan des xy^ nous éliminerons le temps au moyen de l’équation des aires
r^dd = Cdt;
dr^{i-h cp'2)^_ ^
nous aurons ainsi
d’où, en posant-^ = ^ et résolvant par rapport à c/9,
On déterminera le signe qu’il faut prendre par la considération du sens de la vitesse initiale. L’équation sous forme finie des lignes géodésiques sera donc
/'VP
Cette équation contient deux constantes k et qu’on peut déterminer, par exemple, par la condition que la ligne géodésique passe par deux points donnés. Sur ces deux constantes, la mière entraîne la forme de la courbe; la variation de la secoiide correspond à uno rotation de la ligne géodésique autour de Haxe de la surface.
En appelant d<7 un élément d’arc de la méridienne, on a d<j^ = dr^-+- dz^= (i -h cp'2) dr-^
et l’on peut écrire l’équation différentielle des lignes géodés
iques
db =
Remarque. — Dans le cas actuel, on aurait
Cp'2) r2 0'2]^
OÙ cp' est une fonction de r. L’une des équations de Lagrange est
dt\d^’) âd
comme T ne contient pas 9, ^ est nul, et cette équation donne, après une intégration,
on retrouve ainsi l’équation des aires.
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^74. Formule de Clairaut. — Si l’on appelle i l’angle sous lequel une ligne géodésique de la surface de révolution coupe le méridien passant par un point M de cette ligne et /■ la distance du point M à l’axe, on a pour tous les points de la ligne la relation
(i) rsint'=Â’,
qui caractérise les lignes géodésiques.
En effet, si l’on considère le mobile qui décrit la ligne géodésique dans les conditions précédentes, le moment de la quantité de mouvement ou, ce qui revient au même, le moment de la vitesse du mobile par rapport à l’axe est constant; la valeur constante de ce moment est précisément égale à la constante G des aires sur le plan perpendiculaire à l’axe, car le moment de la
vitesse par rapport à l’axe est Décomposons la vitesse v
du mobile M en deux composantes, l’une i^sinf, tangente au parallèle du point M, l’autre v cos/, tangente au méridien. Le moment de la vitesse par rapport à l’axe de révolution est égal à la somme des moments de ces deux composantes, c’est-à-dire au moment de la première, rv sin/, eau le moment de la deuxième est nul. On a donc
rv sin / = C ;
mais, comme ç == Uo, on en conclut l’équation (i), la constante /v ayant la valeur ^ et étant, par suite, identique à celle qui figure dans l’équation des lignes géodésiques (n° 273).
275. Exercices. Lignes géodésiques de la surface engendrée par la révolution d’une hyperbole équilatère autour d’une de ses asymptotes.
— L’équation de la surface sera
Dans les formules ci-dessus, il faudra donc remplacer cp(r) par — et l’on aura pour équation des projections des lignes géodésiques
troisiiî:me partie.
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Pour que 0 soit réel, il faut que /’ soit supérieur à /:; la courbe est donc extérieure au cercle de rayon k. On peut d’ailleurs faire r = /^, car pour
cette valeur l’élément de l’intésrale devenant infini, comme î
l’intégrale reste finie. En faisant tourner les axes d’un angle convenable autour de ( fig. i66), on pourra faire en sorte que 0 soit nul pour /' = k. et l’on aura
Fig. i66.
r partant de la valeur k pourra croître au delà de toute limite, sans que 0 cesse d’être réel; G augmentant constamment avec r aura d’ailleurs une limite, car, lorsque r croît indéfiniment, l’élément de l’intégrale tend vers
zéro comme cette limite sera
Pour voir s’il existe une asymptote parallèle à cette direction il suffit,
comme on sait, de chercher si la sous-tangente polaire a une limite
pour r infini; cette limite, quand elle existe, est la distance de l’asymptote au pôle. Or on a ici
expression qui a pour limite k. La courbe a donc une asymptote D tan-
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gente au cercle de rayon /, . On peut démontrer que l’angle est supérieur
' ' rr
a — ; a cet eflet, posons — = u, nous aurons ■1 r
pour k = oo, 6 = — ; quand k diminue, eet angle augmente, et, si l’on suppose que k devienne très petit, l’élément de l’intégrale deviendra de plus en plus grand et croîtra indéfiniment, tL a done une valeur quelconque
entre — et oo. En prenant le signe — devant le radical, on aurait eu la
seeonde branche de la eourbe symétrique de la première par rapport à l’axe des
On diseutera de même les lignes géodésiques des surfaces de révolution du second ordre, dont on trouvera une étude détaillée dans le Traité des fonctions elliptiques d’Halphen, t. II, Ghap. VI. Pour des surfaces de révolution quelconques, on verra que, si la méridienne a des branehes infinies, il y a des lignes géodésiques à branches infinies. S’il y a sur la surface un parallèle minimum, ce parallèle forme une ligne géodésique et il existe, en général, des géodésiques qui lui sont asymptotes. Pour une étude approfondie de ces courbes, nous renverrons aux Leçons sur la théorie des surfaces de M. Darboux (3® Partie),
276. Mouvement d’un point pesant sur une surface de révolution à axe vertical 0.^, — L’intégration des éc[iiations de ce mouvement se ramène à des quadratures. Le théorème des forces vives donne d’abord
dmv‘^-
- mg dz ou 0°*- — ‘ig Z ^
en prenant l’axe des z dirigé vers le bas. Le théorème des aires s’applique et donne
<5^0 = C dt.
Si l’équation delà surface est 5 = ^(/ ), on aura
dr- r^ d^^
En éliminant alors le temps et la vitesse entre ces trois équations, il viendra
dî'’^{i -h cp'2) -1- r-d^^ = (/’) H- /i]
r'^cm
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les variables se séparent iinmécllatenient et l’on a 8 en fonction de r par une quadrature :
[‘ig o{r) -H /i]u2_
On intégrera de même par des quadratures toutes les fois que le mobile sera sollicité par des forces dérivant d’une fonction de forces qui s’exprimera en fonction de r seulement.
En supposant la surface algébrique, M. Kobb a déterminé les cas dans lesquels le problème se ramène aux fonctions elliptiques [Acta mathematica, t. X).
On trouvera une étude analytique intéressante du mouvement d’un point pesant sur une surface de révolution dans un Mémoire de M. Otto Staude [Acta mathematica, t. XI).
Remarque. — Un point pesant assujetti à se mouvoir sur une surface de révolution ne peut décrire un parallèle de la surface que si le sommet du cône des normales, le long de ce parallèle, se trouve au-dessus de ce parallèle.
L’équation de la surface est, en effet,
^ = çp(r) ou Z — y^-) = o.
En revenant alors aux équations générales du mouvement sur line surface, on aura
(Px
~dF
Pour que la trajectoire soit le parallèle z — z^, il faut que ces équations soient satisfaites par les conditions z = x = i\ cos8, y = /’o sin 8 ; d’autre paît, le théorème des aires donnera
/•^^ = C = /’oUo, Uo désignant la vitesse initiale nécessairement tangente au parallèle, d’où 8 = On devra, par suite, avoir
Ces deux dernières équations se réduisent à
rp
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Donc cp'(/’o) d'oil être négatif. Si cette condition est remplie, le sommet du cône des normales se trouve au-dessus du parallèle : en lançant le mobile sur ce parallèle avec la vitesse
Co= s/—
on lui fera décrire le parallèle.
Ce résultat se vérifie aisément par la Géométrie : il suffit d’exprimer que la résultante du poids et de la réaction normale est
dirigée vers le centre du parallèle et égale à
277. Pendule sphérique. — Le pendule sphérique est eonslitué par un point pesant mobile sans frottement sur une sphère fixe. Prenons pour origine le eentre de la sphère et pour axe des s une verticale dirigée vers le bas. En coordonnées semi-polaires, l’équation de la sphère sera
en désignant par l la longueur du pendule.
Le mobile est soumis à l’action de deux forces, son poids et la réaction normale de la sphère; le théorème des forces vives donne donc
puisque le travail de la réaction est nul. De plus, les deux forces étant dans un même plan avec l’axe des s, on peut appliquer le principe des aires à la projection du mouvement sur le plan xOy :
/’2 d^=C dt.
Ces trois équations déterminent z, r et 0 en fonction de t.
Cherchons d’abord à déterminer z : il faudra pour cela éliminer ;■ et 0. L’équation des forces vives peut s’écrire
= Ig Z + h.
De l’équation de la sphère ;• == y/ /2 — ^2^ déduit
— Z dz
dr =
d’autre part, l’équation des aires donne
C dt C dt
dd =
JIO
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en portant clans Fécj[uation des forces vives, nous aurons
en posant on en tire
o(z) = {'igz + h)(l^--z^-)-C\
± /cp(^),
Le temps est ainsi donné en fonction de .s par une quadrature elliptique. Le signe à prendre se détermine par les conditions initiales. Il n’y a d’ambiguïté que si = o : on verra alors si ^ doit croître ou décroître, en
partant de cette valeur, pour que o{z) reste positif.
La formule di) — montre que la projection du mobile sur xOy
tourne toujours dans le même sens autour de l’axe des .s, à moins que l’on n’ait C = o, auquel cas, l’angle 6 restant constant, on aurait un pendule simple. Si, dans cette formule, on remplace et clt par leurs valeurs en .3, on a
±Cldz
i et 6 sont ainsi définis en fonction de z\ on aura ensuite r par l’équation de la sphère. Pour que les intégrales soient réelles, il faut que cp(^) soit positif. Ce polynôme a ses trois racines réelles. 11 suffit, pour le voir, de substituer à -s la suite — cc, — /, .So, H- l-, fiui donne à cp(.s) les valeurs successives -I- oc, — C^, o{zq)^ — C-, et de remarquer que, Zq étant la valeur
dz
initiale de ©(^o) est positif, car la valeur initiale de est réelle; il y a
donc deux racines réelles a, ^ dans les intervalles + /, et 5q, — l, et une racine Y entre — l et — oc. La somme des produits deux à deux de ces racines a pour valeur — • on a donc
comme a et p» sont compris entre — l et -h C Z2-ha[3 est positif; y étant négatif, a H- (3 est positif; le parallèle équidistant des parallèles .s = a, ^ 6 est donc toujours situé au-dessous du centre et la racine a est
toujours positive. La variable z partant de la valeur Zq comprise dans l’intervalle restera toujours dans cet intervalle, car, si elle en sortait, o(z) deviendrait négatif.
Supposons, pour fixer les idées, que .s aille d’abord en décroissant à partir de z = il faudra prendre le signe — devant le radical : 5 ira en décroissant jusqu’à et, lorsque le mobile atteindra le parallèle BB'(5==
en Bj, la trajectoire aura une tangente horizontale, puisque ~ est nul en
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ce point sans que ^ le soit. A partir de ce moment, le mobile continuera
à tourner autour de l’axe des ^ dans le même sens, mais il devra redescendre {fig- 167); il redescendra ainsi jusqu’au parallèle z ~ ol, en dé-
crivant un arc tangent en Ai à ce parallèle, puis remontera jusqu’au parallèle .s = [3, et ainsi de suite. Le temps que met le mobile à aller de Ai en B2 est
et ce temps est le même que celui que met le mobile à parcourir les arcs Bi Al, B2 A2, etc.
Si le mobile était primitivement lancé sur l’un des parallèles extrêmes.
plus haut : si le mobile est lancé sur z = z devra croître et l’on prendra le signe H- devant le radical; on prendra le signe — , au contraire, si le mobile part du parallèle z — u.
Les plans méridiens des points de contact de la trajectoire avec les parallèles extrêmes sont des plans de symétrie pour cette trajectoire. En effet, considérons deux points M, M' d’un même parallèle sur les branches AjBi, A1B2; si 6, 6’, 61 sont les valeurs de 6 correspondant aux points M, M/, Al, on aura
Fig. 167.
et
les deux points M, M' sont donc bien symétriques par rapport au méridien de Al. Les temps que met le mobile pour parcourir les arcs MAi, AiM'
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sont, en outre, égaux coname ayant tous deux pour valeur
Construisons maintenant la projection de la trajectoire sur le plan des xy : nous distinguerons les deux cas où les parallèles extrêmes sont ou non dans le même hémisphère.
Premier cas. — Les parallèles extrêmes sont dans l’hémisphère inférieur. Le cercle le plus bas z = n se, projette à l’intérieur du cercle z = la courbe, oscillant entre ces deux cercles, affecte la forme ci-contre (JiS'- 168); nous verrons, d’ailleurs, qu’elle ne peut pas présenter de point
Fig. 168.
d’inflexion. Pour un observateur placé sur l’axe des z, le mobile semble décrire une ovale qui se déplacerait dans le sens du mouvement; nous allons voir, en effet, que l’angle BjOAi est plus grand qu’un angle droit.
Deuxième cas. — Supposons maintenant que les deux cercles extrêmes soient de part et d’autre de l’équateur. En projection, le cercle z — 7.
Fig. 169.
est encore intérieur au cerele puisqu’on a a-+- ^>o. D’autre part, la projection de la trajectoire doit être tangente à l’équateur en E et
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présente la forme que nous indiquons {Jig. 169); elle pourrait d’ailleurs avoir des inflexions.
On doit à Piiiseux. {Journal de Liouville, i84a) la démonstration de la propriété que nous avons énoncée plus haut : l’angle W == BjOAi est toujours supérieur à un angle droit. Cet angle a, en effet, pour valeur
Nous avons désigné par a, j3, y les racines de : nous aurons donc
l’identité
cp(z) = {‘igz^h){l-—z^) — C^-=‘ig{a — z){z — ^)\{z — -()\ en égalant les termes en z, nous avons déjà obtenu
on peut alors écrire, en remplaçant y par cette valeur,
^ ^ (.s — P) [«(a H- H- /2 oc[3] ;
faisons z — l dans cette identité, il viendra
en posant
nous aurons
C^A.Bi/-^,
et, par suite.
/AB dz ^
pour avoir des limites de cette intégrale, nous déterminerons des limites entre lesquelles reste compris le dernier facteur z{a.-\- P) -t- Sup-
posons qu’on ait trouvé deux quantités positives constantes P et Q telles que, pour les valeurs de z comprises entre ex et p, on ait
P^s(a-i-P)4-/2 4-.ap^Q;
alors l’intégrale ^ sera comprise entre les deux valeurs qu’elle prendrait
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si l’on y remplaçait successivement x;(a -f- -f- par P et par Q :
L’intégrale définie qui figure dans cette formule, ne contenant que la racine carrée d’un trinôme, peut se calculer facilement; on trouve qu’elle
a pour valeur —
l’inégalité précédente devient alors
(A + B)< iF < (A + B).
Un premier choix des limites P et Q, qui donne immédiatement le théorème de Puiseux, est le suivant ; le facteur ^ (a -h ^) -+- -i- varie dans
le même sens que 2, car le coefficient a -h est positif : comme ^ est compris entre -h Z et — Z, ce facteur est compris entre Z(a H- P) -h Z^ aj3 et — Z(a -h [3) H- Z^H- a^, c’est-à-dire entre B^ et A-. On peut donc prendre P = B’h Q = A^, et l’on voit que W est compris entre les deux
^ et toutes les deux supérieures
à Lorsque la vitesse initiale est très grande, ces deux limites sont très
voisines de tt ; en effet, lorsque Pq augmente au delà de toute limite, h et G2 augmentent indéfiniment, et l’équation cp(^) = o, après qu’on a divisé tous ses termes par A, piend la forme
où désigne une constante. Dans ces conditions, une des racines y du polynôme cp(-s) devient infinie, et les deux autres a et ^ tendent vers les racines du trinôme ci-dessus qui sont égales et de signes contraires. On a donc, dans ce cas limite, = — a, A = B, et les deux limites que nous
venons de trouver pour W sont égales à tt. On voit ainsi que, quand Pq augmente indéfiniment, W tend vers tt; la trajectoire tend alors à devenir un grand cercle. Halphen a démontré {^Traité des fonctions elliptiques, t. IJ, p. 128) que l’angle W ne peut pas dépasser la limite tc. M. de Saint- Germain a établi cette même proposition par une voie plus élémentaire {Bulletin des Sciences mathématiques, 1896, 1898, 1901, et Mémoires de l’Académie de Caen, 1901).
Revenons po,ur un instant au cas général : nous pouvons trouver des limites plus rapprochées que les précédentes pour la valeur de W. En effet, le facteur .«(a -h H- Z^-h variant dans le même sens que 5 est compris, dans l’intégrale qui donne W, entre les valeurs extrêmes qu’il prend pour s = a et .s = On pourra donc prendre
TT
limites —
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et l’on trouvera
Quand [3 tend vers a, ces deux limites deviennent égales : on a donc lim^ = - - (pour 8 = a).
Cette formule donne la valeur de quand la trajectoire est comprise entre deux parallèles infiniment rapprochés. Si, de plus, ces deux parallèles infiniment rapprochés se trouvent très près du point le plus bas de la
TC
sphère, a est très voisin de l et W voisin de — • Dans ce dernier cas, la trajectoire est voisine d’une petite ellipse : c’est ce que nous trouverons plus loin en étudiant les oscillations infiniment petites.
278. Calcul de la réaction normale. — Comptons la réaction normale N positivement vers le centre de la sphère; la formule générale établie précédemment (n" 269),
?nv^
donne immédiatement N. En effet, R est égal au rayon l de la sphère, v^=z ‘2gz-^h., et projection du poids mg sur le rayon, est — on a donc
Cette réaction est la même fonction linéaire de ^ que dans le cas du pendule simple. Si le mobile est attaché par un fil flexible, sans masse, au centre de la sphère, il quittera la sphère au moment où la réaction N s’annulera pour devenir négative, et tombera ensuite en décrivant une parabole osculatrice à la trajectoire antérieure sur la sphère.
Si le mobile ne peut pas quitter la sphère, par exemple s’il est placé entre deux feuillets sphériques infiniment rapprochés, il pressera sur le feuillet extérieur quand N sera positif et sur le feuillet intérieur quand N sera négatif. Dans ce cas, la projection horizontale de la trajectoire présentera un point d’inflexion aux points où N s’annule. En effet, dans une position quelconque du mobile, le plan osculateur à la trajectoire contient la résultante des forces N et mg\ en un point où N = o, le plan osculateur contient le poids mg., il est vertical et la projection horizontale du point considéré est un point d’inflexion. Ce cas ne peut pas se présenter si a et ^
sont positifs, car, ^ restant alors positif, la reaction — 1 j— est essen-
tiellement positive {voir Exercice 24).
279. Intégration par les fonctions elliptiques. — On peut transformer les formules que nous avons établies, de façon que les variables soient exprimées en fonctions uniformes de t\ c^est ce que nous allons faire maintenant. Nous avons trouvé
dt —
Idz
comptons le temps à partir du moment où le mobile passe au point le plus bas Al : nous devrons prendre le signe — devant le radical et nous aurons
l dz
s/ig{cL — z){z—^){z~q) ctgs
pour ramener cette intégrale à la forme canonique, posons a — ^ = (a —
comme ^ varie entre les valeurs limites a et {3, u oscillera entre o et i. De cette dernière égalité, nous tirons successivement
Z = a. — (a — dz——‘i{'x — ^)udu\
en substituant dans la valeur de il viendra
sfïg
•2 du
l Jo /(a — y) (l—
où nous avons posé
quantité essentiellement positive et moindre que i, puisque a est la plus grande des trois racines a > ^ > y- En écrivant enfin
nous aurons
c’est-à-dire
Jo /(l— w2)(l
U = snX if.
d’où
^ = a — (a — P) sn'2 X t ;
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^ est ainsi une fonction doublement périodique de t \ l’une des périodes
est réelle et égale à
2 r ^ du
^ .-4 y/( I _ ) ( 1 — Id- )
On remarquera que /a — \/ z — (3, \/ z — y sont des fonctions uni-
formes du temps; on a, en effet,
y/a — ^ = y/ a — S sn X t,
\J z — [j = y/a — ^y/i — id- = \J ol — (3 en X
Pour exprimer or et jp en fonction du temps, rappelons qu’on a obtenu
Q.dt
en remplaçant alors ^ par la valeur obtenue précédemment, ^ deviendra
une fonction rationnelle de snX^; en la décomposant en éléments simples par la méthode d’Hermite, on pourra effectuer l’intégration comme l’indique la théorie des fonctions elliptiques. La fonction 6 ainsi obtenue n’est pas uniforme, mais on peut établir que x et jk, qui s’en déduisent, sont des fonctions uniformes de t\ on a, en effet,
X -\-iy — re^i — y
C lit
on démontre que l’exponentielle n’admet pour points critiques que les valeurs de t correspondant aux valeurs z=àzl^ et que le produit
Ç ç.dt
n’admet plus ces points critiques : c’est alors une fonction uniforme de il en résulte que la partie réelle x et la partie imaginaire y sont toutes deux fonctions uniformes de t. Cette méthode est due à Tissot {Journal de Liouville, i852).
Hermite a donné une démonstration directe de cette même propriété {Journal de Crelle, t. 8S).
La recherche de ces fonctions a?, y se rattache d’ailleurs à l’intégration d’une équation différentielle du second ordre, qui est un cas particulier de l’équation de Lamé, étudiée par Hermite {Sur quelques applications des fonctions elliptiques). Nous avons, en effet, trouvé précédemment qu’en désignant la réaction de la surface par N on avait
in
dt^
Na7
avec
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par suite
~dï^ P ^
dans celte formule, remplaçons .5 par la valeur que nous avons trouvée plus haut, nous obtenons
(Px _3,.o[a — (a — [3)sn2X if] -h /i
~dn ^
c’est une équation linéaire qui admet x pour intégrale particulière; elle admet également y pour intégrale, puisque l’équation en y
dp
est de même forme que l’équation en x. Si l’on pose alors Xif = l’équation précédente prend la forme
^ = :r(6A-2sn2?'-r- /r'),
h' désignant une constante; c’est l’équation de Lamé
dj^ oc
— x\^n{n \ ) Ip sn^ if' -1- h' ] ,
où l’on fait 7i — 2.
280. Théorème de M. Greenhill. — On doit à M. Greenhill l’intéressante remarque suivante : quand le pendule sphérique est lancé horizontalement au niveau du centre, il existe une combinaison linéaire des intégrales donnant 0 et if qui est une intégrale pseudo-elliptique , c’est-à-dire qui peut s’exprimer à l’aide des fondions élémentaires. En effet, les A^aleurs initiales de z et y étant supposées nulles à l’instant t = o, on a, en appelant Co la vitesse initiale supposée horizontale,
G — Içoj h — ('5',
P- Co dz
s/zY^g{P — z^) — vlz\
équations qui donnent, comme on le vérifie sans peine,
t = are sin
Vq\J Z
^J'IgiP—Z^)
CHAPITRE XIII. — MOUVEftlENT d’üN POINT SUR UNE SURFACE. OU, en appelant l’angle du pendule avec la verticale, z — l coso,
sincp sin ( 0
Ço
ol
\/1gl
coscp.
Cette relation, jointe à celle qui donne z ou / coscp en fonction elliptique de permet d’exprimer x, jk, ^ en fonctions uniformes de t.
281. Oscillations infiniment petites. — En introduisant la réaction normale N, on a pour les équations du mouvement du pendule
do
Si les oscillations sont suffisamment petites, a? et y resteront très petits; nous les considérerons comme infiniment petits du premier ordre, et nous négligerons les termes du second ordre. A cet ordre d’approximation, on aura z = l, puisque la formule de Taylor donne
et le deuxième terme du développement est du second ordre. Faire l’approximation dont nous parlons revient ainsi à admettre que le mobile ne quitte pas le plan tangent. La dernière des équations (i) se simplifie et donne
en portant cette valeur dans les deux premières, nous obtenons
df^ ~ l
do
ce sont les équations du mouvement d’un point sollicité par une force centrale proportionnelle à la distance; la trajectoire sera une ellipse ayant son centre sur l’axe des .s. Nous voyons effectivement que ces équations linéaires ont pour intégrales générales
a? = A cosi ^ y -f- B sin Z y =. A'cos t
Nous supposerons qu’on ait pour ^ = o
dt
X = Xo,
—T = O, dt
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ce qui revient à faire passer le plan zO x par un des sommets de la petite ellipse. Il en résultera les valeurs suivantes des constantes
d’où
X — X(^ cos? ^ JJ
L’élimination de ? donne immédiatement l’équation d’une ellipse ; la durée de la révolution est
On peut pousser plus loin l’approximation en conservant les termes du second ordre; il suffit pour cela de remplacer dans les seconds membres des équations (i) N par sa valeur obtenue par la première approximation : ce calcul a été fait par Tisserand {Bulletin des Sciences mathématiques, année i88i).
D’autres méthodes d’approximation ont été données par Resal {Mécanique générale, t. J, p. i8o), et par M. de Sparre (yf/î/ia/ei la Société scientifique de Bruxelles, 1892.)
EXERCICES
1. * Un point M, de masse égale à l’unité, est assujetti à se mouvoir sur la surface représentée, en coordonnées rectangulaires, par l’équation
il est attiré par chaque élément de l’axe des .s avec une force égale au quotient de la longueur de l’élément par la quatrième puissance de sa distance au point M Discuter le mouvement que peut prendre le point mobile : projection de sa trajectoire sur le plan des xy. Étudier le cas où, à l’instant initial, le point M se
trouve sur l’axe des x avec une vitesse égale à et faisant un angle de 45"
avec le plan des xy. (Licence, Caen.)
2. Un point non pesant se meut sur une sphère fixe x^ y- y"'- -y z"'- — R^3= o sous l’action d’une force dirigée normalement vers le plan des xy égale à — ^j lé^ désignant une constante. Trouver le mouvement et la réaction normale.
(La trajectoire est une conique sphérique.)
3. Considérons un point matériel i\I, de masse égale à l’unité, sollicité par une
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force F dont les projections sur trois axes rectangulaires sont les dérivées partielles d’une fonction de forces
l’équation U = const. représente une surface de niveau dont l’intersection avec une surface quelconque S peut être appelée ligne de niveau sur S. Déterminer cette dernière surface, de manière que le point M, obligé de rester sur elle, et abandonné sans vitesse initiale à l’action de F, décrive toujours une trajectoire C orthogonale à toutes les lignes de niveau; si, par exemple, M n’était sollicité que par la pesanteur, il devrait tomber sur la surface cherchée suivant une ligne de plus grande pente.
Démonti'er que le sinus de l’angle sous lequel une surface de niveau coupe S varie aux divers points de la ligne H d’intersection en raison inverse de F (A. de Saint-Germain, Journal de Math., octobre 1876).
4. Un point libre, sollicité seulement par une résistance de milieu, décrit unc di’oite. Démontrer qu’un point mobile sur une surface et 'sollicité seulement par une résistance de milieu et un frottement décrit une ligne géodésique.
5. Un point matériel pesant assujetti à rester sur la surface d’une sphère de rayon a est attiré proportionnellement à la distance par un point fixe B, situé sur la verticale du centre de la sphère, à une distance OB = b du centre. On donne la valeur p. de l’attraction à l’unité de distance, l’intensité g de la pesanteur, la vitesse initiale k du point mobile, laquelle est supposée horizontale, et enfin la distance initiale h de ce point au plan horizontal Oxy, qui passe par le centre de la sphère. On demande : 1° de trouver les limites entre lesquelles variera pendant le mouvement l’ordonnée .s du point mobile; 2° de déterminer complètement ce mouvement dans le cas particulier où l’attraction du point fixe B sur le centre de la sphère est égale et contraire à la pesanteur.
6. Mouvement d’un point mobile sur une sphère et attiré par un plan diamétral proportionnellement à la distance. [On est ramené à l’intégration d’une équation de Lamé (Kobb, Comptes rendus, t. CVIII).]
7. Lignes géodésiques de V ellipsoïde. — Comme conséquence de la relation /? D = const,, démontrée dans le texte ( n“ 270), on démontrera les propositions suivantes :
' Soient O et O' deux ombilics de l’ellipsoïde non diamétralement opposés, MO et MO' les deux lignes géodésiques joignant un point M aux deux ombilics; ces deux lignes sont également inclinées sur chacune des lignes de courbure passant par .M,
Si le point M décrit une ligne de courbure, la somme ou la différence des arcs de courbes géodésiques MO ± MO' est constante. (Voir Journal de Liouville, i8j6,)
8. Lignes géodésiques du tore (Resal, Comptes rendus, t, XC, p. 937).
9. Lignes géodésiques de la surface engendrée par une chaînette tournant autour de sa base (6 est donné en r par une intégrale elliptique de première espèce, qui se met immédiatement sous la forme normale).
9 bis. Lignes géodésiques de l’hyperboloïde à une nappe engendré par perbole — — — = i. En appelant e l’excentricité de l’hyperbole, on trouve pour équation de la projection des lignes géodésiques
db =
k dr /
6 s’exprime donc par une intégrale réductible aux intégrales elliptiques. La courbe a une forme analogue à celle du n“ 275. Pour k — a, elle est asymptote
au cercle de gorge r = a', pour k — la courbe se réduit à une génératrice.
10. Courbure des lignes géodésiques des surfaces de révolution. — Soient R et R' les rayons de courbure principaux en un point d’une surface de révolution, r le rayon du parallèle correspondant, i l’inclinaison de la ligne géodésique considérée sur la méridienne, p son rayon de courbure : démontrer la formule
k désignant, comme dans le texte, la valeur constante du produit rsinf le long delà ligne géodésique considérée (Resal, Nouvelles Annales, février 1887).
11. On lance sur une surface un point pesant : démontrer qu’on peut prendre la vitesse initiale assez grande pour que, sur une certaine longueur à partir de la position initiale, la trajectoire diffère aussi peu qu’on le veut d’une ligne géodésique.
Lignes géodésiques de la surface de révolution
On peut poser
i6a~{x^-hy-) = Z- {2 a‘ — z"^).
r = — cos u, .s = a sin cos — •
Ces lignes géodésiques présentent la forme d’un 8 gauche; elles sont toutes fermées et ont toutes la même longueur (Tannery, Bulletin des Sciences mathématiques, 1892, p. 190).
13. On a deux points pesants qui s’attirent proportionnellement à la distance : le premier est assujetti à se mouvoir sur une droite verticale, le second sur un plan faisant avec l’horizon un angle a. 3'rouver le mouvement de ce système de deux points.
Appliquer les formules au cas où m'=-m. La position initiale est celle d’équilibre; les projections de la vitesse initiale du second point sur l’horizontale et la ligne de plus grande pente du plan sont égales chacune à la vitesse initiale du
premier point. On a de plus sina =
Appliquer aussi les formules au cas où le plan est horizontal a = 0.
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14. Mouvement d’un point sur la sphère sous l’action d’une force constamment située dans le plan du méridien du mobile. — Le rayon de la sphère étant supposé égal à Tunité et la position du mobile étant définie par la longitude 6 et le complément cp de la latitude, on considère un mobile sollicité par une force constamment située dans le plan méridien et l’on appelle F la projection de cette force sur le plan tangent à la sphère, F étant regardée comme positive ou négative, suivant que cette composante est dirigée dans le sens des 9 croissants ou en sens contraire. Démontrer les formules suivantes, analogues à celles de la théorie des forces centrales et, en particulier, à la formule de Binet :
sin^9 = C — = F <i9,
singes
cotges
d"^ cot 9 6^02
(Paul Serret, Théorie géométrique et mécanique, etc., p. igS.)
Exemple. — Si F a pour valeur la trajectoire est une conique sphérique
ayant pour foyer le pôle. (Analogie avec le mouvement des planètes.)
15. Établir des formules du même genre pour le mouvement d’un point sur une surface de révolution sous l’action d’une force constamment située dans le méridien du mobile.
16. Transformation de mouvements. — Soit dans un plan fixe un point matériel de masse t sollicité par une force F dont les projections X et Y sont des fonctions des seules coordonnées x et y du point.
Les équations du mouvement sont
dT ~ ■ de
Faisons la transformation homographique
ax + by -^c a' x b' y y- c'
— 7^7 7’ — TTT 7’
en remplaçant la variable indépendante t par une variable liée à t par la relation
, . _ clf
Démontrer que le point {x.^, yf se meut dans le temps t^ comme un point de masse i sollicité par une force F^ dont les projections X, et Yj dépendent seulement de x-^ et y^. La trajectoire du point (a?,, y^) est la transformée homographique de celle du point (^, _y), la direction de Fj est la transformée homographique de celle de F.
La force F étant centrale, F, est ou centrale ou parallèle à une direction fixe (Appell, Comptes rendus, t. CVIII, p. 224).
17. Inversement, si l’on cherche la transformation la plus générale de la forme
dt.^ —\{x, y) dt,
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telle que la nouvelle force F, dépende seulement des coordonnées jPj, et cela quelle que soit la loi de F en fonction de x et y, on trouve seulement la transformation homographique ci-dessus {American Journal, t. XII).
18. Transformation cTun mouvement sphérique en un mouvement plan. — Étant donnés une sphère (S) de rayon i et un plan tangent (P) à cette sphère» nous ferons correspondre, à un point Mj de la sphère, la projection M de ce point sur le plan (P) faite par le rayon allant du centre au point c’est la projection bien connue qu’on appelle centrale dans la théorie des Cartes géographiques; elle fait correspondre à toutes les droites du plan ( P) des grands cercles de la sphère (S) et réciproquement. Au point de vue analytique, si l’on prend le point de contact du plan (P) et de la sphère (S) comme pôle d’un système de coordonnées polaires dans le plan et sur la sphère, on aura, en appelant p et w les cooi’données polaires du point M dans le plan, cp et 9 les coordonnées polaires du point Mj^ sur la sphère colatitude et 6 longitude), les formules de transformation
{a) P = tangcp, w = 9.
Les équations du mouvement plan seront, d’après Lagrange,
cPp
cW
clt V dt J
R et étant des fonctions de p et w. De même, si l’on considère sur la sphère un point ayant pour masse i et se déplaçant pendant le temps t^, les équations du mouvement seront
—ri sincs cos «3 — = 4>,
dt\ • ‘ \dt J
dt^
4» et 0 étant des fonctions de cp et 9. Démontrer que, si l’on fait sur les équations (ô) du mouvement plan la transformation définie par les formules {a) de la projection centrale et si l’on établit entre les temps t et t^ la relation
— cos^cp c/if,
les équations {h) prennent la forme (c) où
cos^ cp
COS^cp
Donc à tout mouvement sur le plan correspond un mouvement sur la sphère, et récipi’oquement : la trajectoire de l’un des points est la transformée de la trajectoire de l’autre par projection centrale (Appell, American Journal, t. XIII). Appliquer cette transformation à l’exemple 14.
19. Démontrer plus généralement qu’on peut transformer de la même façon le mouvement d’un point sur une surface à courbure constante en un mouvement plan ( Dautheville, Annales de VÉcole Normale supérieure, 1890).
20. Un point qui h’est sollicité par aucune force donnée se meut sur un plan qui tourne avec une vitesse angulaire constante w autour d’un axe fixe auquel il est invariablement lié. Trouver le mouvement et calculer la réaction.
(DE Saint-Germain.)
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21. Rectifier la courbe décrite par le pendule sphérique en projection horizontale et en projection stéréographique dans le cas de M. Greenhill ( n° 280).
(Greeniiill..)
22. Établir les équations du mouvenient d’un point sur une surface avec frottement (Appell, Comptes rendus, i5 février 1892). Voir aussi Mayer, Sàchsische Gesellschaft, 5 juin 1898.
23. Mouvement avec frottement d’un point pesant sur un cylindre de révolution à axe vertical (de Saint-Germain, Bulletin des Sciences mathématiques, août 1892 ).
24. Si un point mobile sur une surface sans frottement est sollicité par une force de direction constante, la projection de la trajectoire sur un plan perpendiculaire à la force présente une inflexion : i® quand la réaction s’annule; 2° quand le plan osculateur à la trajectoire est normal à la surface (de Sparre, Comptes rendus, t. CXIX). Ce sont, en eflet, les deux cas où le plan osculateur à la trajectoire est vertical.
ÉQUATIONS DE LAGRANGE POUR UN POINT LIRRE
282. Équations de Lagrange. — Nous avons donné dans les Chapitres précédents, pour le mouvement d’un point sur une surface ou une courbe, fixe ou mobile, les équations indiquées par Lagrange. La même méthode permet d’écrire les équations du mouvement d’un point libre dans un système quelconque de coordonnées; cette méthode est de la plus haute importance, car elle s’applique au mouvement d’un système holonome quelconque.
Supposons que les coordonnées cartésiennes z du mobile
par rapport à trois axes rectangulaires soient exprimées en fonctions des nouvelles coordonnées (/,, par les formules
= cp(^i, ^2, ^3), ju = 5^2, <73), ^ = q%, q%)\
il s’agit d’écrire les équations du mouvement dans le nouveau système de coordonnées, c’est-à-dire d’écrire les équations dilFérentielles qui définissent <^2? ^3 en fonction du temps. On pourrait, à la vérité, [irendre les équations mêmes du mouvement définissant y, 5 en fonction de t et y faire le changement de fonctions défini par les formules ci-dessus; mais ce serait là un long calcul que la méthode de Lagrange a précisément pour but d’éviter. Cette méthode s’applique même au cas où les coordonnées cartésiennes seraient des fonctions données, non seulement de trois nouvelles coordonnées q^i ^3, mais aussi du temps : cela revient, au point de vue géométrique, à dire qu’elle s’applique même si le nouveau système de coordonnées est mobile et animé d’un mouvement connu.
Nous supposerons donc, pour traiter le cas le plus général, que x^y^ Z soient des fonctions données de q^^ q^ et de 7 :
= '^{qu q%-> ^3, t), y = ^2, q^, t),
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Pour trouver les équations du mouvement dans le nouveau système de coordonnées, c’est-à-dire les équations différentielles définissant ^25^3 en fonction du temps, écrivons les équations du mouvement en coordonnées cartésiennes
df^
d‘^ Z dt~
Multiplions respectivement ces trois équations par — ^
et aioutons-les membre à membre: nous aurons dq^ J
fd^^x dx d^y dy d^z dz \
\ dt- dqi dt'^ dqi dt'^ àqx)
en posant
Qi=x
dx
ôqx
X, Y, Z étant donnés en fonction de y, 5 et de leurs dérivées par rapport à il sera facile de calculer Q^ en fonction de q^ et de leurs dérivées par rapport à puis, pour calculer le premier membre, remarquons que l’équation précédente peut s’écrire
( d r / dx dx dy dy dz \ T
) dt dqx dt dq^ dt é^i/J
^ ^ I r dx d ( dx\ dy d / dy\ dz d / dz
\ ^^Ydtdt\dqx)'^ dt dt \ dq^ ) ^ dt dt \ dqx / J ~
Pour simplifier l’écriture, nous poserons avec Lagrange
dx
dt
dq
dt
L’équation
dt dt dt
donne alors, si l’on prend les dérivées des deux membres par rapport à
, dx , dx , dx , dx
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on en déduit, comme au n° 263, Jes formules
dx' àqt
ùx
dx'
' dx '
àqi ~
dq'x
yàqx.
même
les i
dentités
ày _
àqx
àq'x
dt \
dz
dz.'
' dz '
àqx ~
Wx
’ dt \
.àqx.
dz'
Par suite, ou peut écrire l’équation (2)
Posons maintenant
T désigne donc la demi-force vive du mobile. En y remplaçant .2?^, y’ ^ z' par leurs valeurs (3), T devient une fonction des variables <7,, ^3: ^2’ ^3* ^vec cette notation, on voit immédiate-
ment que l’équation (2') peut s’écrire
dt
Un calcul tout semblable donnerait
dt
dt\dq’^) dq^ ^
L’expression T contient les variables ^3 et leurs déri-
vées premières; il en résulte que les équations de Lagrange que nous venons d’obtenir sont du second ordre; leurs intégrales générales contiendront donc six constantes arbitraires qu’on déterminera par les conditions initiales.
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On a iinmédialeinent l’expression T quand on connaît l’expression de ds- dans le système des coordonnées ^2? ^35 car rp m ds-
Calcul des seconds membres. — On pourrait remplacer, dans Qij Q27 Qs' ^7 Y, Z par leurs valeurs, mais on peut souvent simplifier ce calcul. Supposons d’abord qu’il j ait une fonction de forces U; dans ce cas, on aura
par suite
„ éU ^ d\] „ éU
âx dqi ày dqx dz dqi
Si l’on suppose alors que dans U on remplace .a?, jk, ^ pac leurs valeurs en fonction de ^3, l’équation précédente s’écrit
On aurait de même
Ces formules conviennent même au cas où X, Y, Z seraient les dérivées partielles |)ar rapport à y, ^ d’une fonction U(^, y., t) contenant explicitement le temps, quoiqu’on ne puisse plus dire alors que les forces dérivent d’une fonction de forces.
Dans le cas le plus général, on peut encore simplifier le calcul de Q), Qo, Qa.Dans les équations du changement de coordonnées
^ ^2, qz, t),
y = ^{qu ^2, qz^ t),
Z = w{qx, ^2, qz, t),
donnons à t une valeur déterminée et supposons que cj^, cj^-, cj^ prennent les accroissements virtuels arbitraires 0^27 0^3 i l^s
accroissements de z seront
dx ^
dx ^
dx ^
ox =
àqi
dy ^
dy ,
oy =
OCJi -h
àqi
dq^
^qs
dqz
dz ^
Bz =
àqi
- — 0^2 + dq2
-, — ^q% dqz
le travail élémentaire des forces pour le déplacement virtuel correspondant est
X -+- Y oy -i- Z 5z
c’est-à-dire, en vertu des équations précédentes,
Qi Q_i Qs ^^3-
Si donc on suppose que Je déplacement virtuel s’effectue sur la courbe ^2=const., ^3 = const., le travail élémentaire est Q^ ce qui donne Qi. On obtient de même Qo et O3.
On voit que l’analogie est eomplète avee les équations trouvées pour le mouvement sur une courbe et sur une surface. La seule différence est dans le nombre des paramètres ..., qui est i pour un point sur une courbe, 2 sur une surface, 3 pour un point libre.
283. Intégrale des forces vives. — Dans Je cas où il existe une fonction des forces U(^p, y, ^), le théorème des forces vives donne l’intégrale première
car T désigne la demi-force vive — — • Celte intégrale, étant une
conséquence des équations du mouvement, est une conséquence des trois équations de Lagrange et peut remplacer l’une d’elles.
En nous plaçant dans le cas simple oèi les expressions de x, y, z en fonction de ^25 ^3 contiennent pas nous allons vérifier que l’intégrale des forces vives est bien une conséquence des équations de Lagrange. Dans ce cas, on a pour x' ^ y’ , z’ des expressions de la forme
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et T est une fonction homogène du second degré de y', q[, :
on a donc, d’après le théorème des fonctions homogènes,
, f)T , dT , dT
Gela posé, prenons les équations de Lagrange, où Qi, Qo, Q3
1 , éU éU éU . ' , , ,
sont remplaces par —, —, —, et ajoutons-les, apres les avoir
multipliées par q\^ q.^^ q[^ : nous aurons
d / dT
dt \dq\
àT
àq,
dü
dT
dt \dq'.2 dT
, dT dt \ dq’^
dq^
, éU
^ ^ dq ^ ^ ^ dq^_ dq^
Le deuxième membre de cette équation est évidemment
car U ne dépend de t que par l’intermédiaire de q^^ q^ \ quant au premier membre, on peut l’écrire
(jT
Wi
dq'.2
dT
dT
dT
„ éT , dT ^ , dT
dq'^ dq^ ^2
dT
dqz
^i\i 9i'> ^3 ^tant les dérivées secondes de c/2, ^3 par rapport à t.
D’après l’équation (1), fournie par le théorème des fonctions homogènes, la première parenthèse est aT; quant à la seconde,
elle est l’expression développée de puisque T dépend de t par
l’intermédiaire de , donc à
q%, <73, q\, q'x, L’équation (2) se réduit
dt
dT _ d\} dt dt
c’est-à-dire
dT = d\], T = ü -h A;
c’est l’intégrale des forces vives. Dans les applications, on remplacera l’une des équations de Lagrange, la moins simple des trois, par cette intégrale première.
284. Application. — Problème : Trouver le mouvement d’un point
matériel attiré ou repoussé par un axe fixe suivant une fonction donnée de la distance r {fg. J 70).
Nous avons déjà vu (n° 84) que, dans ce cas, il y a une fonction de forces / 4» dr que nous désignerons par m f{r).
Fig. 1^0.
Nous définirons la jiosition du mobile par ses coordonnées semi-polaires 6, On aura alors
rr. • « ds- m ,
T = ~ mp2= — _(r'24_ r2e'2+^'2).
2 2 dt^- 2 ^
Les équations de Lagrange seront, par conséquent, après suppression du facteur m,
SF-'-
d , dt
Les deux dernières donnent par intégration
Remplaçons maintenant la première équation de Lagrange par l’intégrale des l’orces vives; nous aurons
Si nous y remplaçons z' et 6' par leurs valeurs tirées de (i) et (2), nous obtenons
équation de la forme
qui donne le temps par une simple quadrature.
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On aurait pu écrire a priori les équations (i), (9,), (3) sans passer par les équations de Lagrange. En effet, puisque la force rencontre toujours Oz, le principe des aires s’applique à la projection du mouvement sur le plan des 37/, ce qui donne l’équation (i). La composante de la force suivant
l’axe O Z étant nulle, on a =0, z — a \ c’est l’équation (9). Enfin
l’équation (3) n’est autre que l’équation des forces vives.
Entre les équations (i) et (9) éliminons le temps, nous aurons l’équation différentielle
^ cLz^ a
à laquelle satisfont les trajectoires, quelle que soit la loi de la force. Si l’on écrit cette équation en coordonnées cartésiennes, on a
X dy — / dx — k dz^
équation déjà trouvée dans l’exercice 6 à la fin du Chapitre I pour l’équation différentielle des courbes dont les tangentes sont des droites de moment nul.
285. Coordonnées polaires dans l’espace. — Soient p, ô, w les coordonnées du point M {fig. 171); posons
on aura
T = — ^ ( p'2 p26'2 p2 sin2 0U)'2 ),
Fig. 171.
Les équations de Lagrange sont donc
^ (/np') — mp(6'^ -h (o'2 sin20 ) = Qj,
^ (mp^O' ) — /?ip2to'2 sin0 COS0 = Q2, ~ ( m p2 sin2 0 to’ ) = Q3.
Pour calculer Qi, Qa, Qs, nous emploierons la méthode indiquée préeédemment. Désignons par R, Q, P les composantes de la force suivant le rayon vecteur dans le sens de p croissant, la perpendiculaire au plan .sOM dans le sens de w croissant et la perpendiculaire au plan de ces deux droites dans le sens de 6 croissant. Pour un déplacement virtuel sur le rayon vecteur (ç'a^const., ^3=eonst.), le travail élémentaire est R ou, par conséquent
Pour un déplacement p 66, quand on laisse p et œ constants, le travail élémentaire est Pp 66. Nous avons par suite
Qa=Pp.
En laissant enfin p et 6 constants, le déplacement se fait sur un cercle de centre O' et de rayon psin6; le travail élémentaire est donc Qpsin6 6w, et l’on a
Qs = Qp sin6.
Si la force F reneontre l’axe des Q est nul et la troisième équation de Lagrange donne
mp2 sin^ 6(jü' — const. ;
ce qui exprime que la projection du mobile sur le plan des xy se meut suivant la loi des aires.
286. Coordonnées elliptiques dans l’espace. — Dans le système des coordonnées elliptiques, un point M de l’espace est défini par les paramètres des trois surfaces du second ordre homofocales à une surface donnée, se coupant en ce point. Soit
l’équation des surfaces du second ordre homofocales à la surface
Si nous supposons, pour fixer les idées, a'y> h'y> l’équation (i) représentera un ellipsoïde réel pour X <C c, un hyperboloïde à une nappe pour un hyperboloïde à deux nappes pour a >■ X >> è, enfin un ellipsoïde imaginaire pour X > a. Par chaque point de l’espace il passe trois de ces surfaces homofocales; en effet, en regardant iu, jy, .s comme données, l’équation (i) du troisième degré en X admet tro-is racines réelles, une plus petite que c, l’autre eomprise entre b etc, et la troisième entre a et h\ e’est ce qu’on vérifie en substituant dans le premier membre les
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quantités suivantes à la place de X et en remarquant que les signes du premier membre sont donnés par le Tableau suivant, e réel positif et très petit :
Valeurs de X — x c — s c + e b — e b-\-z a — s a-\-z -j-co
Signes correspondants du
premier membre de (i ). — -f- — -h — -h — —
Position des racines .... q^i q\
Appelons ^2? ^^3 ces trois racines rangées par ordre de grandeurs décroissantes; la première qx donne un hyperboloïde à deux nappes, la deuxième q^ un hyperboloïde à une nappe, la troisième q^ un ellipsoïde.
Ces trois surfaces se coupent deux à deux orthogonalement, comme il est bien connu. Par exemple, les deux surfaces
se coupent orthogonalement, car la condition
dfxdf,_^df^df,_^df^ df, dx dx dy ày dz dz
est identique à l’équation
fl — /2 qi—q%
comme on le vérifie immédiatement. On appelle coordonnées elliptiques d’un point M(a7,jK, z') les trois quantités ^1, ^25 q%'
Pour exprimer les coordonnées cartésiennes a?, y, z en fonctions de q\^ ^2) qz remarquons que, ^1, ^2? q% étant les trois racines de l’équation (i) en X, on a identiquement
1 ^ (X — yi)(X — (/2)(X — ^3) ^ (X — ^i)(X — 9'2)(X — ^3)
Multipliant les deux membres de cette identité par a — X, puis faisant X = <2, nous avons
on trouve de même
^2 = (c — gi)(c — y2)(c — ^3) ^
Calculons maintenant l’expression de ds^ dans ce système de coordonnées; on a, en prenant les dérivées logarithmiques des deux membres des formules ci-dessus,
dqi
^ dqz
qx—a
qz—a'
dqi
dq:x
qx— b
dqx
qx— c
qz—c
D’où l’on tire pour 4 ds"^ une expression de la forme
4 ( dx°*- dy^ H- ) = Ml dq\^ M2 dq\^ M3 dq |
ne contenant pas de termes en dqidq=>...^ car les surfaces se coupent orthogonalement; il est d’ailleurs aisé de vérifier la relation
{a — qi){a — q^) {b — qi) {b — q,^) ic — q i) {c — q^^) ” ’
qui exprime que le coefficient de dqy dq% est nul. Les quantités Mi, AD, AI3 ont les valeurs suivantes :
^qi-ay- {qi-by ' ( 5^1 — c)2 ^ ’
or, si l’on prend les dérivées des deux membres de l’identité (a) par rapport à X, et si l’on fait ensuite X = ^1, en remarquant que par l’effet de cette substitution tous les termes du second membre qui contiennent X — qi en facteur s’annulent et qu’il est inutile de les calculer, on trouve
„ _ (?i — gaUgi— g»)
/(gO
OÙ /(X) désigne le produit (a — ~b){b — X) (c — X); on a de même
' fiq-2) ' ' fiqz)
Remarquons que, si l’on considère en particulier l’arc de la courbe Ci {Jig. 172), intersection des deux surfaces ^2=const. et ^3 = const., la
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De même, en appelant cls^ et ds^ les arcs des deux courbes G2 et C;j,
suivant lesquelles se coupent les surfaces ^i=:const., ^3=const., et = eonst., = const., on a
Un arc quelconque ds peut être alors envisagé comme la diagonale du parallélépipède rectangle dsx, ds^, ds^.
La quantité T a pour expression
et les équations de Lagrange sont alors aisées à écrire. Nous ne les écrirons pas ici : nous nous bornerons à donner la signification des seconds membres Qi, Q2, Q3 de ces équations.
Décomposons la force F en trois composantes Fi, F2, F3, respectivement tangentes aux courbes Ci, G2, G3, en comptant ces composantes positivement dans le sens dans lequel se déplace le point M sur chacune de ces courbes, quand on fait croître une seule des coordonnées elliptiques, les deux autres restant consiantes. Imprimons au point M un déplacement virtuel o^i dans lequel q^ et q-^ restent constants, q^ croissant de 09^1 ; le travail virtuel de F est Qi 09^1 d'une part; d’autre part, il est, puisque les travaux de F2 et de F3 sont nuis dans le déplacement considéré,
Fig. 172.
on a donc
de même
F» /Ma
^87. Coordonnées elliptiques dans le plan des æy. — On peut déduire ces coordonnées des formules précédentes. Pour obtenir un point M du plan ccOy, il suffit de faire dans ces formules .s = o et ^3 = c. Ce point M est alors défini par les deux coordonnées elliptiques qi et ^2» racines de l’équation du second degré en X
représentant des coniques liomofocales. Par chaque point M du plan, il passe deux de ces coniques, une hyperbole correspondant à la valeur qi du paramétre X et une ellipse correspondant à la valeur q^^. L’identité (2) devient dans ce cas
— I = — — — ga)
On obtient ainsi, soit directement, soit comme cas limites des formules précédentes, pour les formules de transformation de coordonnées,
_ {.a — q,){a — q=>) _ {h-q,){b-qy,
et pour le carré ds"*- d’un élément d’arc dans le plan xOy
ds^-= 7 (Ni N, dq'},),
Enfin, si l’on décompose la force F agissant sur un point M du plan a? O^ en deux eomposantes Fi et F2 dirigées tangentiellement à l’hyperbole et à
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l’ellipse passant par M {^fig. 173), on a
^ Fl ^ F,
EXERCICES
1. Soit zQz' un axe vertical homogène et prolongé indéfiniment dans les deux sens. Tous les éléments de cet axe attirent un point matériel M proportionnellement à leurs masses et en raison inverse de la quatrième puissance des distances. Le point M est, en outre, soumis à son poids. Étudier son mouvement en supposant que la projection de la vitesse initiale de M sur le plan MO.z soit verticale. On déterminera la trajectoire en la considérant comme intersection d'un cylindre parallèle à Oz et d’une surface de révolution ayant Oz pour axe. Cas particulier où la vitesse initiale est horizontale (Licence, Montpellier).
2. Dans les équations d’équilibre d’un fil libre, sous l’action d’une force dérivant d’une fonction de forces \]{a;,y^ z), on fait le changement de variable
^ = dt, T =- (U -4-/0-
Ces équations deviennent les équations du mouvement d’un point matériel de masse i sous l’action d’une force dérivant de la fonction de forces 4 (U -y h)-.
En appliquant la remarque précédente, étendre les équations de .Lagrange à l’équilibre d’un fil sollicité par une force dérivant d’une fonction de forces ( Comptes rendus, t. XCVI, p. 688).
PRINCIPE DE LA MOINDRE ACTION
288. Principe de d’Alembert. — Le principe de d’Alembert permet de ramener la mise en équations d’un problème de Dynamique à celle d’un problème de Statique.
Ce principe, que nous allons exposer ici pour iin point matériel libre ou mobile sur une surface ou une courbe, s’applique au problème le plus général de la Dynamique. Il nous permettra de résumer la théorie du mouvement d’un point.
Soit un point matériel M de masse w, sollicité par des forces dont la résultante R a pour projections R^;, Rj, R^;. Les équations du mouvement de ce point peuvent s’écrire
~dF
Considérons, à côté des vecteurs qui représentent les forces appliquées au point M, un vecteur MI ayant pour projections
— in-j^i — vecteur, égal et oppose au produit de l’accélération par la masse, s’appelle force inertie, quoique ce ne soit nullement une force appliquée au point. Les équations signifient alors cjue la somme géométrique des vecteurs MR et MI est nulle, ou encore qu’à chaque instant il y a équilibre entre la force cV inertie et les forces réellement applicjuées au point.
Équations du mouvement déduites du principe de cV A lembert. — D’après ce que nous venons de voir, pour obtenir les équations du mouvement d’un point dans des conditions
CHAPITRE XV
PRINCIPE DE d’ALEMBERT, ETC.
quelconques, il suffit d’exprimer qu’il j a équilibre entre lonles les forces ap|diquées au |)oint et la force d’inertie. On exprimera cet équilibre par les inélbodes de la Statique. On pourra, entre autres, appliquer le ihéorème du travail virtuel; pour cela, il faudra distinguer, parmi les forces appliquées au point, les forces données et les forces de liaison : appelons X, Y, Z les projections de la jésultante des forces données.
Pour écrire qu’il y a équilibre entre les forces agissant sur le point et la force d’inertie, il suffît d’écrire que, pour tous les déplacements virtuels o.r:, oy, oz compatibles avec les liaisons existant à l’instant t, la somme des travaux des forces données (X, Y, Z) et
de la force d’inertie ( — est nulle :
\ dt^ dV- )
~dF
ox -4-
dr- /
oy 4-
dt^ )
Trois cas sont à distinguer :
Point libre. — oy, ùz sont arbitraires; si l’on emploie un système quelconque de coordonnées ^,5, comme au
n° 282, on a, en faisant varier , r/2, de 0^,, 0^2?
^ Ox ^ Ox ^ Ox
OÙ 0^,, oq-2i sont arbitraiies.
En substituant dans (2) et écrivant que le résultat est nul, quels que soient 0^,, 0^25 0^35 O'i a les équations du mouvement sous la forme du n" 282, qui nous a conduit aux équations de Lagrange pour un [loint libre.
2° Point sur une surfaee. — Soit
fix, y, .5, t)^o
l’équation de la surface supposée mobile pour plus de généralité. En donnant à t une valeur déterminée, on voit que o.î?, oy, Zz sont assujettis à la condition
<>/ . àf ^ Of ^
— — Ctx — — — oy -1- 0,5 =: O,
Ox ôy (Jz
qui exprime que le déplacement virtuel est compatible avec la liaison telle qu’elle existe à l’instant t. Si l’on exprime les coor-
données d’im point de la surface en fonction de deux paramètres comme au n° 263, on a
^ dx dx ^
et la relation (2) doit avoir lieu quels que soient 3^, et 0^2 5 on obtient ainsi les équations du mouvement sous la forme (4) du
Point sur une courbe. — Soient
les équations de la courbe; 8.2;, oy^ 3^ sont assujettis aux deux conditions
df ^ ôf ^ df ^
-f- 0,27 -1- -f- 01/ -h ÙZ — O,
dx ôy dz
àP
dx
àfy
dy
ojK
Supposons qu’on ait exprimé les coordonnées d’un point de la courbe en fonction d’un paramètre,
le déplacement le plus général sur la courbe dans la position qu’elle occupe à l’instant t s’obtient en faisant varier q de 3^. On a alors
O dx ^ - ér - dz ^
0^=-0î, or=5^Sî,
et l’équation (2) devient, après suppression du facteur 3<^,
f(P-x dx d^y dy z dz\ __ dx dy dz
^ \ dr- dq dV^ dq dP- dq) ' dq^ dq~^ dq’
équations dont nous avons déduit l’équation de Lagrange ( n° 2o9 ) .
289. Remarque sur la force d’inertie. — Soit un point matériel soumis à l’action des forces Fj, Fg, . . ., F;^ et placé dans certaines conditions initiales : il prend un certain mouvement. Dans une deuxième expérience, supprimons les forces Fi, F2, ..., F^j, prenons le point matériel dans la main et imprimons-lui avec la main le même mouvement. L’action de la main sur le point est alors à chaque instant t égale à la résultante R des forces Fl, Fg, . . . , F/j qui agissaient dans la première expérience, ou à mJ,
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J désignant l’accélération; donc, d’après le principe de l’égalité de l’action et de la réaction, la pression du point sur la main est à chaque instant égale et opposée à R ou à J : cette pression est donc égale à la force d’inertie, mais il faut bien remarquer que cette pression est une force agissant sur la main et non sur le point.
290. Principe de la moindre action. — Ce principe s’applique au mouvement d’un point sollicité par une force dérivant d’une fonction de forces, le point étant libre ou assujetti à glisser sur une surface fixe : il permet de résumer les équations du mouvement en écrivant que la variation d’une certaine intégrale est nulle. Nous indiquerons dans le deuxième Volume d’autres principes appelés principe d’ Hamilton, principe de Gauss, c|ui s’appliquent à des cas plus étendus. Le principe de la moindre action a été indiqué par Maupertuis; on en trouve un exemple dans le Mémoire d’Euler, De inotu proj ectorum ; Laplace, Lagrange, Poisson l’ont exposé sous une forme sujette à des objections; c’est Jacobi qui, le premier, l’a énoncé d’une façon précise. On trouvera dans les Sitzungsberichte de l’Académie de Berlin (1887) un important article de M. de Helmholtz sur l’histoire du principe de la moindre action.
Point libre. — Un point libre étant sollicité par des forces dont la résultante dérive d’une fonction de forces U(r, y. z). l’intégrale des forces vives donne
(1) 2[U(a?, jK, 2) H- *J, mvl = yo, Zç^) h].
Dans le principe de la moindre action, on ne compare entre eux que des mouvements pour lesquels la constante h a la même valeur. Ainsi, dans tout ce qui suit, h est une constante déterminée : on pourra donc choisir arbitrairement la position initiale jPo, ^0 du mobile; la vitesse initiale sera déterminée en grandeur (non en direction) par la seconde des relations (i). Il va de soi que les positions du mobile et les courbes que nous allons considérer sont toutes situées dans la région de l’espace où
U(æ, y, z)-hh
est positif.
Soient deux points fixes A et B. Tait et Thomson appellent action le long d’une courbe G joignant ces deux points l’intégrale
(2) -h h) ds,
OÙ nous écrivons U pour U(a7, jk, z). Cette intégrale est supposée prise le long de la courbe G dont l’élément d’arc est appelé ds. Le principe peut alors s’énoncer comme il suit :
Les courbes joignant les deux points fixes X et ^ et possédant cette propriété que la variation de l'action est nulle, quand on passe de
l’une de ces courbes à toute courbe infiniment voisine de mêmes extrémités, sont Les trajectoires que décrit naturellement le mobile quand on le lance de l’un des points fixes dans une direction telle qu’il atteigne l’autre.
On peut encore dire que Von doit choisir entre les trajectoires allant de X en quand on cherche, parmi toutes les courbes joignant ces deux points, les courbes le long descjuelles l’action est minimum. Car, pour trouver ces courbes, il faut commencer par égaler à zéro la variation de l’action.
Pour établir cette proposition, remarquons que l’intégrale cRa est de la forme / 'of x, y, z') ds, où
(3) y, z)^sj‘i(\é^h).
Pour obtenir les équations différentielles des courbes pouvant rendre ofb minimum, il suffit donc d’appliquer les équations (3) du n° 146, en y remplaçant O par la valeur actuelle (3). Nous obtenons ainsi pour les courbes cherchées les équations différentielles
dU ds
avec deux équations analogues. Prenons une variable auxiliaire t définie par la relation
\/ m ds v/'2(U + h)'
les équations différentielles (4) des courbes pouvant rendre cvRo minimum deviennent
d-x dp d^y dU cVz dp
dV ôx dt- âj' dt- ôz
Ce sont les équations dn mouvement du point libre : l’équation (5) est en outre l’équation des forces vives dans laquelle la constante des forces vives a la valeur particulière h. Le théorème est donc démontré.
Ainsi, c’est parmi les trajectoires allant de A en B qu’il faut chercher les courbes qui donnent pour Faction un minimum relatif, c’est-à-dire une A^aleur plus petite que le long de toute courbe infiniment voisine. La question de savoir si une trajectoire déterminée joignant les deux points A et B donne effectivement un minimum relatif pour Ay n’a pas d’importance au point de vue du principe lui-méme; elle est analogue à la question de savoir si, sur une surface donnée, une ligne géodésique, joignant deux points fixes de la surface, fournit effectivement un minimum relatif pour la distance des deux points sur la surface (voir Darboux, Théorie des
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surfaces, 3® Partie, Ghap. V). Gomme le coefficient de ds dans Jlo est positif, l’action est toujours positive et il existe certainement des courbes allant de A en B le long desquelles a lieu un minimum relatif pour JG; ces courbes sont constituées par des trajectoires : il existe même entre A et B une courbe donnant un minimum absolu; cette dernière courbe, étant nécessairement formée d’arcs donnant chacun séparément un minimum relatif, est composée d’arcs de trajectoires.
Il n’y a pas de courbe donnant pour JG un maximum relatif, car, une courbe quelconque G étant tracée de A en B, on peut toujours trouver une courbe G’ infiniment voisine, le long de laquelle l’action est plus grande que le long de G; il suffit de prendre pour G' une sorte de sinusoïde à oscillations infiniment petites dans le voisinage de G.
Point sur une surface. — Soit de même, sur une surface fixe S, un point sollicité par une force dérivant de la fonction z). On aura
encore l’intégrale des forces vives (i) et l’on comparera entre eux les mouvements qui se font sur la surface, h ayant une valeur déterminée. On a alors le théorème suivant ;
Les courbes tracées sur la suif ace entre deux points fixes A B, et possédant cette propriété que la variation d.e l’action est nulle quand on passe de l’une de ces courbes à toute courbe infiniment voisine tracée sur la surface entre les mêmes points, sont les trajectoires du mobile joignant ces deux points.
On a donc à choisir parmi ces trajectoires quand on cherche les courbes allant de A en B sur la surface, le long desquelles l’action est minimum.
Pour le démontrer il suffit d’appliquer au cas de cp = v^2(U -t- A) les équations que nous avons données (n" 149) pour les courbes situées sur
une surface et rendant J cp ds minimum. Ges équations se transforment
immédiatement, comme plus haut, en celles du mouvement du point sur la surface, la constante des forces vives étant h.
Par exemple, si le point n’est sollicité par aucune force (U = o), les trajectoires sont les courbes qu’on trouve en cherchant à rendre mini- (B)
mum l’intégrale / fihds, c’est-à-dire en cherchant les lignes les plus
courtes de A en B sur la surface. On trouve donc des lignes géodésiques (n° 270).
Plus généralement, le problème de la recherche des trajectoires d’un point sur la surface S, la fonction des forces étant U, est identique au problème de la recherche des lignes géodésiques d’une autre surface S'. En effet, imaginons une surface auxiliaire S' dont l’élément linéaire soit donné par
ds'^— 2 (U -h A) ds^,
ds étant l’élément linéaire de S; la recherche des trajectoires sur S est
ramenée à la recherche des courbes rendant J ds’ minimum, c’est-à-dire à
la recherche des lignes géodésiques de S'.
Si nous revenons pour un instant au cas d’un point libre sollicité par une force dérivant d’une fonction de forces, nous voyons que, en vertu du principe de la moindre action, le problème de la détermination des trajectoires du point est une extension au cas de trois variables du problème des lignes géodésiques.
Nous n’entrerons pas dans plus de détails sur cette théoi'ie qui relève de la Géométrie plus que de la Mécanique, et nous renverrons le lecteur aux Leçons sur la Théorie des surfaces de M. Darboux, 2® Volume, Chapitres VI et VIII.
Nous reviendrons d’ailleurs sur ce principe en Mécanique analytique.
EXERCICES
1. Formules de Tait et Thomson. — Si l’on prend deux trajectoires infiniment voisines AB et A^Bj, la variation de l’action quand on passe de la première à la seconde est
8oAd =: — v^2 ( Ua-1- A) . AAj cos AjAB — \/2 (Ub-H Aj.BBj cosB^BA,
Ua et Ub désignant les valeurs de U en A et B [cette formule est celle qui a été établie n" 147, sauf le changement de cp en y/a ( U -h A)].
2. Théorème de Tait et Thomson (n° 147, 2®). — Si des différents points Mj d’une surface S on lance des mobiles identiques normalement à cette surface, la fonction de forces étant U pour chacun d’eux et la constante des forces vives A, et si sur chaque trajectoire on prend un arc M^Mj, tel que l’action de Mq en M, le long de cette trajectoire ait une valeur déterminée, la même sur toutes les trajectoires, le lieu des points Mj est une surface Sj normale aux trajectoires. On obtient un cas particulier important du théorème en supposant la surface S réduite à une sphère de rayon nul : les mobiles partent alors tous d’un point déterminé avec une vitesse de grandeur déterminée, mais dans des directions variables.
Il est évident que, s’il s’agit d’un mouvement plan ou d’un mouvement sur une surface, on aura le même énoncé en remplaçant les surfaces S et Sj par des courbes.
Si U = O, ces théorèmes donnent les théorèmes classiques relatifs aux surfaces parallèles ou aux courbes parallèles sur une surface.
3. Propriété analogue à celle des développées. — Si l’on considère des trajectoires AB normales en A à une courbe fixe et tangentes en B à une autre courbe D, on a, en appelant A' B' et A"B" deux positions de la trajectoire, le théorème suivant : L’action le long de l’arc A" B" égale l'action le long de l’arc A' B’ plus l’action le long de l’arc B' B" de la courbe enveloppe D.
Le même théorème a lieu dans le mouvement d’un point sur une surface pour les trajectoires normales à une courbe fixe.
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Si U = 0, ces théorèmes donnent les théorèmes classiques relatifs aux développées.
4. Appliquer le principe de la moindre action au mouvement d’un point pesant dans le vide dans un plan vertical ( n° /ig. 137). L’action est alors
Soient dans le plan deux points dont l’un est l’origine 0, l’autre un point M,. La courbe qui donne l’action minimum de O en M, est l’une des trajectoires que suit le mobile pesant lancé de O avec la vitesse \j2h de telle façon qu’il atteigne Mj. Si Mj est dans la parabole de sûreté, enveloppe des trajectoires issues de O, il existe deux trajectoires de O en M^. Démontrer que le minimum relatif a lieu le long de celle des paraboles par laquelle le mobile arrive en Mj avant d’avoir touché la parabole de sûreté (sur la figure 187, c’est la parabole inférieure) (règle donnée par Jacobi). Si Mj est suffisamment près de O, l’arc OMj de la parabole inférieure donne même le minimum absolu de l’action, mais il ne le donne plus quand Mj est voisin de la parabole de sûreté. Aussi, quand Mj est sur la parabole de sûreté, en A par exemple, la trajectoire OA donne encore le minimum relatif de l’action, mais non le minimum absolu : c’est ce qu’on démontrera en s’appuyant sur les résultats de l’exercice précédent appliqués à la parabole de sûreté regardée comme la développée généralisée du point O (le raisonnement est identique à celui que donne M. Darboüx, Leçons sur la théorie des surfaces, 3' Partie, Chap. V).
5. Si, dans l’exercice précédent, le point Mj est hors de la parabole de sûreté, il n’existe plus de trajectoire de O en Mj, et cependant il doit exister une courbe rendant l’action de O en M, minimum. Démontrer que cette courbe est formée des deux perpendiculaires abaissées de O et M, sur la droite 2J1 — 2gy — o et de la portion de cette droite comprise entre ces deux perpendiculaires (résultat analogue à celui de la page 217).
6. L’étude des tiajectoires d’un point pesant dans le plan vertical xOy est identique à l’étude des lignes géodésiques d’une surface S' dont l’élément linéaire serait donné par
ds'- — ( 2 /i — 2 g y ) ( dx"^ H- dy"^).
Démontrer que cette surface est applicable sur une surface de révolution et former l’équation de la méridienne. Si l’on fait 2 h — 2 gy = m, 2gx — v^ on retrouve l’exercice de la page 499-
7. Appliquer le principe de la moindre action au mouvement d’une planète, et résoudre pour ce mouvement les questions analogues aux précédentes (4, 5et6). ( Foi> Jacobi, Vorlesungen über Dynanük, sechste Vorlesung.)
8. Soient o{x^ y, z) une fonction positive de x^y^ z, et A, B deux points fixes; les courbes G joignant ces points le long desquelles l'intégrale f{x, y^ z) ds est minimum sont : i" les figures d’équilibre d’un fil pour lequel la tension est cp et la fonction de forces — 9; 2° les courbes brachistochrones d’un mobile de masse i
pour une fonction de forces
la vitesse initiale au point .Tq, jKo, -o étant
— - — ^ — ; 3“ les trajectoires d’un mobile libre de masse i pour une fonction 9\^oiyo-
de forces cp^(Æ7, jk, z), la vitesse initiale étant V^2 cp jKo, Zq). {Voir Andoyer, Comptes rendus, t. C, p. 1577; Vicaire, Ibid., t. CVI, p. 4^8.)
9. Les mêmes théorèmes ont lieu pour les courbes tracées sur une surface fixe et rendant J' ^ ds minimum.
10. La courbe qui, parcourue par un mobile sous l’action d’une fonction de forces donnée, rend minimum l’intégrale fv'^ds, — y/i(U + A)], a en chaque point son rayon de courbure dirigé suivant la même droite que celui de la trajectoire que le mobile décrirait s’il devenait libre à partir de ce point et égal à ce dernier rayon divisé par l’exposant n\ il doit être porté en sens contraire si n est négatif.
Le cas le plus intéressant est celui où n— — i : la courbe est alors une brachistochrone ; on retrouve ainsi la liaison entre les trajectoires et les brachistochrones mise en évidence dans l’exercice 8. (Vicaire, Savants étrangers, et Rapport de M. Jordan, Comptes rendus, t. CVIII, p, 33o.)
11. Déduire les équations de Lagrange du principe de la moindre action. Prenons, par exemple, un point libre rapporté à un système de coordonnées 92^ 9z • U sera fonction de ces coordonnées et l’on aura
ds"^— a^^dq\-^. . .+ ^a^^dq^dq^-V
Il faudra alors déterminer q^, q^, q^ en fonction d’une variable auxiliaire q, de
y/2 (U -^h)-^dq soit minimum. Faisant dans les équations
obtenues le changement de variable (5) de la page 544? R les équations de Lagrange. D’après l’exercice 8, on arrive ainsi à appliquer les équations de Lagrange à la figure d’équilibre d’un fil {Comptes rendus, t. XCVI, p. 688).
ÉQUATIONS CANONIQUES. THÉORÈME DE JACOBL APPLICATIONS
291. Historique. — Les équations du mouvement d’un point, soit libre, soit assujetti à glisser sur une surface ou sur une courbe fixes ou mobiles, ont été mises par Lagrange sous une forme qui est la même dans les trois cas, avec cette seule différence que le nombre des paramètres à trouver en fonction du temps est trois pour un point libre, deux pour un point sur une surface, un pour un point sur une courbe (n°® 259, 263, 282). Nous verrons plus loin que les équations du problème le plus général de la dynamique des systèmes peuvent se mettre sous cette même forme, le nombre des paramètres étant alors quelconque, pourvu que les liaisons puissent être exprimées en termes finis et que les paramètres soient de véritables coordonnées.
Les transformations et les théorèmes qui suivent s’appliquent seulement au cas particulier où les projections X, Y, Z de la résultante des forces données appliquées au point sont les dérivées partielles, par rapport à .27, y, d’une fonction U(^, y., t) pouvant contenir explicitement le temps t. Les équations de Lagrange sont alors de la forme
d ! d^\ c)T _ dU J _ dq^
dt\dq'f dq^ âq^’ dt '
OÙ v = i, 2, 3 pour un point libre, v = i, 2 pour un point sur une surface, v = i pour un point sur une courbe. Nous développerons la théorie en supposant, pour fixer les idées, que le point soit libre, v = i, 2, 3 : il y aura alors trois équations et trois para-
mètres ^2? ^3- Mais, comme on le verra, les raisonnements sont indépendants du nombre des équations (i).
Une transformation, commencée par Poisson et terminée par Hamilton, permet d’écrire ces équations sous une forme qui ne contient plus que les dérivées partielles d’une seule fonction et qui est très propre aux recherches théoriques.
Cette forme a conduit Jacobi à un théorème extrêmement remarquable sur l’intégration des équations du mouvement.
I. — ÉQUATIONS CANONIQUES. - THÉORÈME DE JACOBI
292. Transformation de Poisson et d’Hamilton. — Poisson eut l’idée de prendre comme variables les quantités
Pi
ÔT
dq\
dq'.,
Pi
ÔT
àq'i
Ces équations étant linéaires par rapport aux lettres puisque T est une fonction du second degré de ces quantités, pourront être résolues et donneront
Vovons ce que deviennent les équations de Lagrange quand on J remplace q'^ par ces expressions.
Tout d’abord le premier terme des équations (i)
/éT dt \àq'^
devient simplement
dpv dt
Pour transformer le second terme — ■ laissons dans l’ex-
àqs)
pression de T la variable t constante, et donnons aux variables q\-, q2-) q^i Pi-i P21 Pz <^6s accroissements infiniment petits, arbitraires, indépendants ^q>2, ^P\i ; il en résulte
pour q\^ q'^^ q'^ des variations ^q\^ §^2? définies par les relations (3) dans lesquelles t reste constant.
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La fonction T, qui dépend des lettres <70, ^ ^ q'.^ et
subit alors une variation oT donnée par la formule
. dT ^ ÔT , dT , ,
O 1 — OÇi H- 0^2 H ^ 05^3 ■+" 3 — T 1
àqi ^ àq^ ^ dq^ ^ dq\
àT , , TT^q^-
àq%
âT
ou, en vertu des équations (2),
_ _ dT . dT . dT .
ce qu on peut écrire
oT = 5(piq\-^ p^q'^^ p^q'^)
+ ^^^z—qiàpi—q,Jp2—q;Op3.
En posant, pour abréger,
K = piq[+p2q'^-\-pzq'^—T,
cette identité s’écrit
oK =
àqi
8qi
dT
0^34- ^io/?i + ^2S7?2H- q^^ps
ce qui donne une première expression de la différentielle SK. Supposons d’autre part R exprimé au moyen du système nouveau de variables 9^,, q^, <73, i; quand qi , q.,, qs,p\, P2, Pu
subissent les accroissements arbitraires considérés, la différentielle oR est donnée par la formule
dK , dK , dK ^ dK ^ dK . dK ^
- — oq J -+- - — ùqçi 4- -7 — 0^3 4- - — opi 4- -3 — op2 4- -3 — op^. àqi àq2 dq^ ^ d/?, dp^ dpz
Cette expression doit être identique à la précédente, quels que soient 6(7,, ùq^^ S^3, S7?^, S/?2, ^/>3 i on a donc
dq^ ~ d^v’
àpv
Dans ces équations les dérivées partielles de T sont prises en supposant T exprimé en q^, ^3, q\^ ^3, et celles de R en
supposant cette fonction exprimée en g^, q^^ ^3, p\^ p^’, Pz> En
vertu des équations (4), les équations de Lagrange (i) prennent la forme
dpy
dt
àK
àqv
éU
àqv
dq^j JK
dt o*/?v ^
Considérons la différence ;
la fonction U dépendant seulement de y, t s’exprime au moyen du temps et des seules variables tandis que K i
dépend du temps, des variables q^^ q^-, q% et aussi des variables ! 5 /^3 ; de sorte qu’on a
dK éU _ dU
épv * àçy dqy
et les équations (5) deviennent, en faisant successivement V = I , 2, 3,
dqx _
dU
dqz _
dU
dqz _
dR
dt
àpi'
dt
àpi
dt
àps ’
dpx _
éH
dp% __
àU
dpz _
dR
àq^'
dt
àqz
Ce sont là les équations canoniques du mouvement données par Hamilton; elles sont du premier ordre et au nombre de six; elles déterminent les six variables q^, q^^ ^35 /?i j />3 en fonction du temps et de six constantes arbitraires. Pour avoir le mouvement du système, il suffît de trouver les valeurs des paramètres (q\-) q2i ^3 en fonction du temps, puisque ce sont les seuls qui interviennent dans la détermination de la position du point.
293. Cas particulier où les expressions de x, y, z en fonction de ^2 J Çs lie contiennent pas explicitement le temps. — Les
calculs se simplifient si la définition des nouvelles coordonnées ^i, Ç2’) Çs est indépendante du temps, c’est-à-dire si les expressions de x,y^ Z en q^, q^^ q^ ne contiennent pas t. On a alors
en effet, T étant dans ce cas une fonction homogène et du second
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degré par rapport à q\^ ^3, on a (n®® 261, 265, 283)
, , dT , dT ^
or, d’après les équations (2), le premier membre n’est autre que P\ P^q'i-^PsÇ^ ; on a donc
et la fonction d’Hamilton H devient
Dans ce cas les calculs qu’il faut faire pour passer de la forme quadratique T, exprimée en q'^, q'^^ ^3, à la forme T exprimée en /?<, /?2i Ps sont identiques à ceux qu’on fait pour passer d’une forme quadratique à la forme adjointe, par exemple, pour passer de l’équation d’une conique en coordonnées ponctuelles homogènes à l’équation de cette conique en coordonnées tangentielles homogènes.
Si l’on pose
2 T = «Il -h a22 q'i H- «33 9^? -h 2 «12 q\ q\ 4- 2 «33 q’^ q'^ 4- 2 «31 q'^ q\
OU, SOUS forme condensée,
on a
^ikqtq k
( (^ik — (^ki)i
anq'i cii^q^-^ ai^q'^,
D’où, en désignant par D le discriminant de la forme quadratique, c’est-à-dire le déterminant des neuf quantités aik, et par Aik le
mineur de ce déterminant relatif à l’élément a;k, A,7f= -r— ?
duik
q'v— ( ^Vl/>1 4- Av2/>2 4- Av37?3 ) (v=I,2, 3),
2T =7?l^i4-/?25'2-+-i>3^3=2 ^P^Pf‘ (A/yt= Aa-,)
294. Remarque. — Pour faire la transformation d’Hamilton il a fallu supposer résolues les équations (2) par rapport à q\, ^35 Cette résolution est toujours possible. Prenons, par exemple, le cas où la définition des nouvelles coordonnées est indépendante du temps ; T est alors une fonction homogène et du second degré, c’est-à-dire une forme quadratique de q'^, ^'3, et le déterminant des coefficients de ces inconnues dans les équations ( 2) est le discriminant de cette forme quadratique ; s’il était nul, on pourrait trouver un système de valeurs de q\., ^31 9ai ^^on toutes nulles, {q\)o, iq',y, (q'^)o annulant toutes les dérivées partielles de T par rapport à ces variables, ce qui est impossible, puisque ce système de valeurs annulerait T d’après la relation
^ , dT , âT , dT
^^dq\ ^^âq'^ àq'.,’
or, 2 T étant la force viA'^e du point ne peut pas s’annuler pour des valeurs réelles de q\^ ^3, ^3, c’est-à-dire pour un mouvement réel du point. On voit donc bien que le déterminant considéré est toujours différent de zéro et la résolution des équations (2) est possible.
Si les expressions de x, ^ en fonction de ^1, q^^ qz contiennent explicitement le temps,
la demi-force vive
dcp
àqi
/ do
n’est plus homogène en q\, q'^, q'^. Mais le déterminant des coefficients de ç'i, ^'3, q\ dans les équations (2) est alors le discriminant de la forme quadratique
dcp
, do
dcp
àqz
obtenue en prenant, dans T, les termes du second degré. Ce discriminant ne peut pas être nul, car, s’il l’était, la fonction Ti s’annulerait pour des valeurs réelles de q\.^ q\^ ^3, non nulles toutes trois, et il existerait un déplacement virtuel du point, obtenu en laissant t constant et faisant varier ^1, ^3, ^3, pour lequel la demi-force vive virtuelle
serait nulle; ce qui est impossible.
295. Intégrale des forces vives. — Nous avons vu antérieurement que, dans le cas où il existe une fonction de forces U(.r, J, z), on a l’intégrale des forces vives sous la forme
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C’est ce que nous avons vérifié (n"®261, 265, 283) en supposant les expressions de z en <7^, Indépendantes du
temps. On a ainsi une intégrale première des équations canoniques qu’on peut déduire par un calcul direct de ces équations.
Pour le vérifier, nous supposerons encore que les expressions de y, Z en fonction de <7^, ^27 <]‘i ne contiennent pas dans
ce cas, T ne contient pas t, U non plus, ni H, qui est égal à T — U.
Si alors, dans la fonction H, les paramètres q^ , q^^ q^ et sont supposés remplacés parles expressions qu’ils doivent prendre en fonction du temps en vertu des équations (6), on a, d’après le théorème des fonctions de fonctions,
dM. _ éH dqx éH dq<^ c)H dq^ éH dpx dp^ éH dp^ ^
dt dqi dt dq^ dt dq^ dt dp^ dt dp^ dt dp^ dt ’
or, d’après les équations canoniques, on a
dB dpy _ dH àU _
^q^J dt dpy dt dqy^ o*/?v àp^ dq^
et il reste
^=0 ou B = h ou T — U = /o dt
Si les expressions de x^ y, z en ^27 Çz dépendaient du temps, H ne serait plus égal à T — U et l’on n’aurait plus l’intégrale H = h : H contiendrait explicitement le temps, et la dérivée
totale ^7 prise en regardant ^27 ^37 P\, P21 fz comme fonctions de aurait un terme de plus, la dérivée partielle de H par rapport à la lettre t figurant explicitement dans H,
~dt’
la réduction qui précède donnerait alors
dB _ (jH dt dt
296. Exemple. Force centrale fonction de la distance. — Mettons, par exemple, sous forme canonique les équations du mouvement d’un point dans un plan sous l’action d’une force centrale fonction de la distance. Prenons le centre des forces pour origine et un système de coordonnées polaires r et 6, jouant le rôle des paramètres q^ et q<^. La demi-force vive
est, en supposant la masse du point égale à l’unité,
La fonction de forces U est fonction de /% U = Gomme T est homo-
gène en r' et 6', on a
H = T — U =-|(/’'2-4-r20'2)_iir(^).
Les variables px et sont définies par les équations
dT
dT
d’où l’on lire
= il-
r =pi,
l’expression de H en fonction de ces nouvelles variables est donc H
et les équations canoniques sont
dr
di -P"
dpx
dt
c?6 JO2
dpi dt
équations définissant r, 6, p\ et p% en fonction de t. La dernière donne
P2= G et en portant dans la seconde ^ = G, ce qui est l’équation des
aires; éliminant px entre la première et la troisième, et remplaçant p^ par G, on a l’équation
équation établie directement dàns le Chapitre XI, comme définissant le mouvement sur le rayon vecteur.
Le théorème des forces vives s’exprime par l’équation T — U = ^, ou H = /i.
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^2? ^3 et fonction que nous écrirons H (/?< ^ ^25 ^3;» 0
pour mettre les variables en évidence. L’origine du théorème de Jacobi est dans cette remarque que les équations canoniques sont les équations des caractéristiques de l’équation aux dérivées partielles du premier ordre suivante, définissant V comme fonction des variables q^, t regardées comme indépendantes :
dW_
^ -hH
d\ dY âY
1—’ ^2, qs, t \ =0.
àqi dq^ (^^3 '
dY
Le premier membre de celte équation s’obtient en écrivant — ?
plus ce que devient la fonction H quand on j remplace /?<, p% dY dY dY dqi' dq^’ dq^'
Hamilton avait démontré que, si l’on connaît les Intégrales générales des équations du mouvement mises sous forme canonique, on peut en déduire une intégrale complète de cette équation aux dérivées partielles. Jacobi compléta ce théorème en montrant que, réciproquement, si l’on connaît une intégrale complète quelconque de cette équation aux dérivées partielles, on peut en déduire les intégrales générales des équations du mouvement. Comme nous venons de le dire, celte équation aux dérivées partielles que nous nommons équation de Jacobi, est choisie de telle façon que les équations (6) du mouvement soient les équations différentielles des caractéristiques, d’après la méthode connue d’intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre. Nous n’aurons d’ailleurs pas à nous servir de cette méthode.
Précisons d’abord la forme que doivent avoir les intégrales générales des équations canoniques. Les équations (6) forment six équations du premier ordre définissant , ^25 P\^ P21 Pz en
fonction du temps; leurs intégrales générales sont donc données par des équations de la forme
Fv(^, «1, a,, «3, èi, 6,, 63) j Pv = Gv(^, «I, «2, «3, ^1, ^2, 63) (
avec six constantes arbitraires a^, «3, ^25 b^.
Gela posé, l’équation aux dérivées partielles (J) du premier ordre définit une certaine fonction V des variables qt, q<i, ^3, t, regardées comme indépendantes. On sait qu’on appelle, d’après
Lagrange, inLégrale complète d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre, une solution de cette équation contenant aillant de constantes arbitraires qu’il y a de variables indépendantes ; dans le cas actuel, une intégrale complète devra donc contenir quatre constantes arbitraires. Mais, comme l’équation (J ) ne contient que les dérivées de V, il est évident que, si l’on possède une solution V de l’équation, la fonction V -h cons t. est une autre solution ; donc, pour avoir une intégrale complète, il suffit de trouver une solution
V(5'i, ^2, qz, t, a,, «2, «3)
divec trois constantes arbitraires a^, a<^^ <23, dont aucune n’est simplement ajoutée à la solution; la fonction V -f- const. est alors une intégrale complète. Cette dernière constante, qu’on peut toujours ajouter, ne joue aucun rôle dans le théorème de Jacobi, dont voici l’énoncé ; Si Von a trouvé une intégrale complète telle que (G), les équations finies du mouvement, c est-àdire les intégrales génércdes des équations canoniques, sont
éV _
bu
dY _
ôY
day
da^
ôY
dY
dY
àqi’
àqV
ôql
b\, Ô2, Ô3 désignant des constantes arbitraires.
Les trois équations (J^) de la première ligne, résolues par rapport à ^25 ^3? donnent ^21 ^3 en fonction du temps et des six constantes a^, a^. a^^ Ô2, b^ \ ces valeurs étant portées dans
les équations (J2)} ces équations donnent ensuite /?<, yOj, en fonction du temps et des mêmes constantes : il faut montrer que les expressions ainsi obtenues sont les intégrales générales des équations canoniques
dq^, _ éH
dt dq^, ’
dp,j _ éH
dt dq.)
Les équations (J^ ) forment un système de trois équations simultanées entre q^ , ^25 qz et définissant q^ , q^i q^ en fonction de t ; cherchons les dérivées de ^25 ^3 pai* rapport à d’après le théorème des fonctions implicites, c’est-à-dire en différentiant les
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équations (J,) et en y regardant eomme fonctions de t\
nous avons ainsi
d’^-Y dq<i
dq-i
da^ dt
dai dqx
da^ dq^ dt
da, dq-^
dt
dq,
d^-Y dq^
da^ dt
da^ dqi
dt
da^ dq=i dt
da^ dq^
dt
dq\ ,
d^^Y dq^
dq^
da^, dqx
dt
da^ dq<i, dt
da-i dq^
dt
SS trois
équations du
premier degi
ré, on
peul
do 1
Ht'
et il faut vérifier que les valeurs de ces dérivées satisdt dt ^
font aux équations (6), c’est-à-dire sont égales respectivement à
()H dH dH . , , , > • 1
^5 —y — • LViais comme, en general, un système d équations du
premier degré n’a qu’une solution, il suffit de vérifier que les
équations (7) sont satisfaites quand on y remplace
par ^7 ^-y 11 suffit, par exemple, de vérifier que l’on a
l’identité
d‘^Y dH ^ su _
' âai dt âai àçi àp\ da^ dq^ dp^ da^ dq^ dp^
après qu’on a remplacé , q^-, q% p\-> p%y par leurs valeurs en fonction du temps et des six constantes arbitraires tirées des équations (J^) et (J2); mais nous allons vérifier que cette équation est une identité en ^2? ^35 dès qu’on y remplace
P\iP2iPz par leurs valeurs (J2)* En effet, si dans l’équation (J) on a substitué à la place de V l’intégrale complète (G), le résultat de la substitution est identiquement nul, quels que soient (Jï-, q2y ^3î (^2y ^3 i ^^s dérivécs partielles de ce résultat,
par rapport à chacune des lettres q^^ q<^^ ^3, «2) <^35 seront
donc aussi identiquement milles. Ecrivons que la dérivée partielle de ce résultat (J), par rapport à est identiquement nulle; nous aurons
dH d^Y
dU
dH
da,dt '
^dV\ dai dqi '
{àqj '
OV
[àg,J
(dY\
KàqJ
j àai dq^ ~
da^ dt
car le premier membre de (J) dépend de par le terme ^ et par les quantités qui figurent dans H. Cette identité (8')
exprime précisément, comme nous voulions le démontrer, que l’expression (8) est une identité quand on y remplace p\^ p-2, pz
par leurs valeurs (J2)- On vérifierait de même que les valeurs
^5 substituées dans les deux autres équations (^) à la place
rues.
~dt'' rendent identiqi Nous venons de démontrer que les valeurs de q^^ définies par les équations (Ji), vérifient les équations il
resie à vérifier de même que les valeurs de p2-, /?s, définies par les équations (J2)? vérifient les équations
dt
ÔH
àqv
Vérifions-le pour p^. On tire de (J2)
dpi ^ â'^Y dqx d’^-Y dq^ à^Y dq^
dt dq^ dt ' dq\ dt dq^ dq% dt dqi dq^ dt
car dépend de t directement et par l’intermédic
iiaire de , q^^
q^. 11 s’agit de vérifier que cette expression de est identique
dH
dqi
en verlu des équations (Jj) et (J2)* Or nous venons de
démontrer que sont identiques à por-
. dU éH
dt dt dt
dpy dp2 dp^ dpx
tons ces valeurs dans l’expression ci-dessus de et égalons le
résultat à
dU
àqi
d^-Y é’-V dE
J nous avons l’équation
d^Y dH d^Y
dqidt dq\ dp\ dq^dq^ dp^ dq^dq^ dp^
(jH
àqi
qui doit être une identité en vertu des équations (14) et (J2); nous allons voir, comme plus haut, qu’elle est identiquement vérifiée dès qu’on y remplace p^^p^-, p^ par les valeurs (J2)- En effet, l’intégrale complète V étant substituée dans le premier membre de
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l’équation (J) de Jacobi, le résullat de la substitution est identiquement nul quels que soient a^. La dérivée
du premier membre par rapport à q^ est donc identiquement nulle : écrivant ce fait, on a
dqi dt dqx
dH
d2V dH
dH d-^V
/ dV \ dqx dqz ~~ ' \d9’3/
équation qui exprime que (9) est une identité quand on y rem- , éV éV éV
place par^, df,’
Le théorème de Jacobi est ainsi démontré. L’intégration des équations du mouvement est donc ramenée à la recherche d’une intégrale complète de l’équation (J). Réciproquement, si l’on veut, par les méthodes classiques, intégrer l’équation de Jacobi, on est conduit à intégrer d’abord les équations canoniques. On peut donc dire que les deux problèmes d’Analjse : intégrer les équations canoniques, ou trouver une intégrale complète de l’équation (J), sont équivalents, en ce sens que la résolution de l’un entraîne celle de l’autre.
Remarque. — Nous avons admis que le système des équations du pre-
dqx dq^ dq^ m.erdegre(7)en-^, ^
dire que le déterminant
do \ do% dq% . . ^ i i ^
na quun système de solutions, c est-a-
drti dqx
dax dq<i
dax àq-
d«2 dqx
da^ dq^
dtt2 dq -
da-i dqx
d«3 dq^
daa d^;
dqx' dq^'
considérés comme fonctions de «i, «2, «3. Si ce déterminant était nul,
est durèrent de zéro. Or, c’est là le déterminant fonctionnel de àq%
on aurait une relation (10)
dV dV dV dqx ’ dq
\dqx ’ dq^' dq^j
entre > - — ? t — avec des coefficients indépendants de «i, a,, c’est-
dqx dq^ dq^ r d,
à-dire fonctions de ^i, et t. L’intégrale V ne serait alors pas une in-
tégrale complète de l’équation de Jacobi, car elle vérifierait non seulement l’équation de Jacobi, mais encore la dernière équation obtenue (lo) qui, dV
ne contenant pas — j est nécessairement distincte de celle de Jacobi. Et,
comme il est connu, le caractère essentiel d’une intégrale complète, c’est que, par l’élimination des constantes qu’elle contient, on retrouve l’équation aux dérivées partielles proposée et aucune autre. Le déterminant A ne peut donc pas être nul {voir Goursat, Equations aux dérivées partielles, p. 97).
On conclut aussi, de ce que A n’est pas nul, que les six constantes figurant dans les intégrales (Ji) et (J2) des équations canoniques sont réellement distinctes, c’est-à-dire qu’on peut déterminer aj, a^, a^ de telle façon que, pour t = t^, q\, q%, q% prennent des valeurs arbitraires données, et ensuite h^, 63 de telle façon que, pour t = P\i P%i Pz prennent également des valeurs données.
298. Cas particulier où t ne figure pas explicitement dans les coefficients de Téquation de Jacobi. — Ce cas se présente en Mécanique c|uand les expressions de x., y, zen fonction de^^, Ç21 Çz ne contiennent pas explicitement le temps et quand il j a une fonction de forces U(^, y, z). Alors, comme nous l’avons vu au n° 293, on a
(il) ^1, 5^2, = T — U,
OÙ T estime forme quadratique de p^, P21 Pz- Dans ce cas, on peut satisfaire à l’équation de Jacobi par une fonction V de la forme
(12) \ = — ht W,
h désignant une constante et W une fonction de ^4, qz et non de t.
En substituant cette fonction V dans l’équation (J) de Jacobi et remarquant que
dV _ ^ dV _ dW
dt ’ d^v ^
on a, pour déterminer W, l’équation ■dW dW dW
, /dW dW
/i -h H -- — , - — , - — , qx, qi, qz) =0. \()qx dq^ dqz ^ ^ ^ /
Il suffira de trouver une intégrale complète de cette équa-
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lion (J^), W(^|, ^25 ^3? oc, p, A), contenant, outre A, deux constantes a, p dont aucune n’est additive. Alors, on aura, en prenant
V = — ht^^iqu ^2, qz, a, P, A),
une intégrale complète de l’équation de Jacobi avec les trois constantes a, p, A, qui jouent le rôle de «oj
Les intégrales (J< ) et (J2) des équations du mouvement sont alors, en appelant a', [3' et — d’autres constantes qui joueront le rôle de , A2, A3,
da.
Px
dW àqi ■
dW
~ àq% ■
c)W _ âh
Pz =
Les deux premières équations (L,) ne contenant pas le temps définissent la trajectoire du mobile dans le système de coordonnées ^2i qz- ba troisième donne le temps t que met le mobile à arriver en un point de cette trajectoire.
La constante A est alors la constante des forces vives; en effet,
l’équation (J') devient, en vertu des valeurs (J!,) de àqz ’
qu ^2, ^3) — A = o;
c’est l’intégrale des forces vives (n° 295).
299. Propriété géométrique des trajectoires. — On a dans ce cas la propriété géométrique suivante : Si Von donne aux constantes a, p, A des valeurs arbitraires fixes et si Von fait varier a', 1^', les trajectoires déterminées par les deux premières équations (J'j) sont normales aux surfaces ayant pour équation W = const.
Ce théorème est aisé à démontrer si l’on emploie les coordonnées cartésiennes, comme nous le montrons dans le numéro suivant, à titre d’exercice. Nous le démontrerons dans un système quelconque de coordonnées, pour avoir un mode de démonstration susceptible de s’étendre au mouvement des systèmes.
Remarquons que la condition nécessaire et suffisante pour que
DYNAMIQUE DU POINT
deux déplacements infiniment petits dx^ dy^ dz et 8^, ùy, 0.3 soient rectangulaires est
dx dy 8y dz èz = o.
Si nous supposons en particulier que dx^ dy^ dz soit le déplacement réel du point mobile sur sa trajectoire pendant le temps dt^ et ^x^ oz un déplacement orthogonal quelconque, nous pourrons écrire la condition ci-dessus en la divisant par dt, et appelant x' ^ y', z' les dérivées de x, y, z par rapport à t,
x' 037 + jk' ÔJU -f- z' dz = O.
Pour passer des coordonnées cartésiennes aux nouvelles coordonnées <73, nous avons posé
^ S's, ^3), y = qs), z = w(qi, q^),
d’où
, do , do , do , àqx^ dq^i^"- dq^^^'
puis de même
(^çp ^ do ,àcp
dx = —^oq,-h -^oq^i-h ;^ùq3, dqi dq^ ^ dq^
en appelant , 8^25 ^^3 l^s variations infiniment petites des coordonnées ^25 ^3 correspondant au déplacement 8^, 8jk, 8^. Si l’on se rappelle que la demi-force vive est
la condition d’orthogonalité (i3) s’écrit, comme on le vérifie sans peine,
, dT ^ dT ^
T~T^q^-^ T-T 0^2 :rT^q^ = o dq'i ^ àq^ ^ dq',
OU encore, d’après les notations que nous employons,
(14) Pi ^qi~^ Pi ^qz-^ ps ^qs= O.
Revenons maintenant au théorème à établir : nous voulons montrer que la trajectoire du point, définie comme nous l’avons
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dit dans l’énoncé, est normale à celle des surfaces
(i5) W(^1, ^2, a, (3, A) = const.,
qui passe par la position considérée du mobile. Pour cela, il suffît de montrer que la vitesse x\ y\ z' du mobile est perpendiculaire à tout déplacement 8^,, 8^25 5^3 effectué sur la surface (i 5), c’està-dire vérifiant la condition
éW . c)W . ^
àqi ^ àqt ^ dq^
En d’autres termes, il suffit de faire voir que eette condition (16) entraîne nécessairement la condition d’orthogonalité (i4)* Or ceci est évident, d’après le théorème de Jacobi, car les valeurs de /?2)/>3» telles qu’elles résultent de ce théorème, sont (équations J2 du numéro précédent)
W éW
dq^ ^ dq^ ^ dq^
La condition (16) entraîne donc (i4)? ^t la vitesse du mobile, étant normale à tout déplacement eft'eetué sur la surfaee W — const., est normale à eette surface.
300. Coordonnées cartésiennes dans l’espace, — Supposons, pour traiter un exemple simple, que q\^ q^, q^ désignent les coordonnées cartésiennes elles-mêmes,
x = qu y = qi^ ^ = ^3, y=q'ï: ^'=^3,
et, pour abréger, prenons la masse du point matériel pour unité. Alors T =|(æ'2-t-/2+Æ'2),
et, si l’on suppose qu’il existe une fonction de forces V(x, jk, 2), la fonction d’Hamilton est
Il faut exprimer cette fonction à l’aide des variables a?, y, z et des variables auxiliaires pi, p^, ps définies par les équations
dT , àT ,
en sorte que la fonction d’Hamilton s’écrit
les équations canoniques sont, par suite,
dx
dt
= Pi,
dy
dt
dz
dt
dpi
dp^
_ dU
dpz
dt
dx ’
dt
“ dy '
l’élimination des variables p entre ces six équations fournit évidemment les équations ordinaires du mouvement.
Voyons ce que donne, dans ce cas, la méthode de Jacobi. Cette méthode consiste à chercher pour l’équation différentielle
dv i [fdYy /dvv /àyyi
une intégrale complète, c’est-à-dire contenant trois constantes arbitraires non additives. Le temps n’entrant pas explicitement dans cette équation, nous poserons
Y =— ht -hYV (x, J, z),
h étant une constante; il suffira alors que W satisfasse à la relation (J")
if
(àJKY.
(àvfy
/dwyi
[ày )
\dz) \
Si l’on a trouvé, de cette équation à trois variables, une intégrale complète
YY{x,y, 3, a, p, h)
contenant deux nouvelles constantes arbitraires a, 3, dont aucune n’est additive, le théorème de Jacobi nous montre que les équations finies du mouvement seront
dW
da
dW
dp
dW
Les deux premières équations représentent la trajectoire, et la dernière donne le temps que met le mobile à arriver en un point de sa trajectoire. On a de plus, pour pi, />2, />3î les valeurs
dV
dx^
dV
dV
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et, comme />i, pz sont ici égaux à x\ y' , z' et V à — Aif -h jp, z),
on a
, , aw , aw
dx dy âz
formules qui donnent les projections de la vitesse du mobile exprimées en fonction de ses coordonnées, par les dérivées partielles d’une fonction W. Cette fonction vérifiant l’équation (J"), on a
ce qui n’est autre chose que l’intégrale des forces vives; h désigne donc, comme nous l’avons déjà vu, la constante des forces vives.
Nous pouvons, en outre, vérifier facilement la propriété géométrique des trajectoires. Donnons à a, p, des valeurs arbitraires déterminées; les expressions ci-dessus de x\ y\ z' par les dérivées partielles de W montrent qu’en chaque point (x, y^ z) la. vitesse du mobile est normale à celle des surfaces W = const. qui passe par ce point. Or, la AÛtesse est tangente à celle des courbes trajectoires
dW , dW
que l’on obtient en déterminant a' et [3' de telle façon qu’elle passe par la position considérée du mobile. Donc, toutes les trajectoires obtenues en faisant varier a', [3' sont normales aux surfaces W = const. C’est là la propriété géométrique des trajectoires que nous avons démontrée dans le numéro précédent, avec le système de coordonnéés générales qi, q^, qz.
III. — MOUVEMENT PLAN, MOUVEMENT SUR UNE SURFACE
301. Généralités. — Il est évident que tout ce qui précède s’applique au mouvement dans un plan ou plus généralement sur une surface, à condition d’employer deux coordonnées q,^ et au lieu de trois. La fonction
dépend alors de q\-, qi et et l’équation de Jacobi est .Tx dV ,,/dV dV \
Si l’on en connaît une intégrale complète avec deux constantes arbitraires «i, dont aucune n’est simplement ajoutée,
V(^i, ^27 ^5 <^2)5 on a, pour les équations finies du mouve-
ment,
da, ~
dV
coordonnées
, ^2 a Line
dante du temps, et si U ne contient pas explicitement le temps, la lettre t ne figure pas dans les coefficients de l’équation (J) \ on peut faire alors
W(^i, ^25 h) étant une intégrale complète de l’équation
éW éW
avec une constante a non additive. Les équations du mouvement sont alors
(jW
éW
dh
où la première est l’équation de la Irajectoii e ; on a de plus
âW 0q\ ''
àqz
Les trajectoires obtenues en faisant varier a' sont normales aux courbes W = const.
Un raisonnement identique à celui que nous avons développé pour le mouvement d’un point libre servira à établir ce théorème.
La condition d’orthogonalité de la vitesse x’ ^ y\ z’ et d'un déplacement 8^, dz est
(a) x’ -h y z' oz — O.
Actuellement, sur la surface,
x = ^{qi,q2), y = ^(qi:q2), ^ = '^{qi,q2),
, do , do ,
dqi ^ dq^
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D’ailleurs
La condition (a) peut alors s’écrire
àT . dT ,
TT + TT 05'2= O âq\ ^ dq'^
OU
Pi ^i-^Pi oq^=o.
âW
Pour établir que les trajectoires = a' sont orthogonales aux W(^i, q2, oc, h) = const.,
courbes
il suffit de montrer que la vitesse du mobile est orthogonale au déplacement oq2, effectué sur cette courbe, c’est-à-dire vérifiant la relation
àqi
àq%
Or, d’après le théorème de Jacobi, et sont égaux à
et /?2 : la condition (c) entraîne donc bien la condition d’ortbogonalité {a').
302. Mouvement parabolique d’un point pesant dans le vide. — Prenons, comme au n* 217, un axe horizontal Oa? dans le plan de la trajectoire et un axe vertical Oy dirigé vers le haut, et employons les coordonnées cartésiennes a? et jK. Nous avons, en supposant m = i, U= — g-y, et l’équation déterminant la fonction W s’écrit
-hg^y = o.
Gomme a? ne figure pas dans les coefficients, il existe une solution de la forme
W = aa?-t- cp(jK);
en effet, la substitution de cette expression de W dans l’équation donne — At cp'2( jk)] = O,
d’où, en résolvant par rapport à {y) et intégrant par rapport à y pour avoir «p(ju), la solution
L’équation de la trajectoire est alors dW
da
y s/ih — 'jS^ — ^gydy.
. alor
J /2A — a2— ‘igy
dy
et le temps t est donné par dW
. - dW . r dv
J sjo.h — a’^ — 2 g y
On vérifie immédiatement que la trajectoire (i) est bien une parabole d’axe vertical, car, en effectuant la quadrature, on trouve l’expression
> x-^^\j2h — a2 — 2gy = y.\
qui fournit pour jK un trinôme du second degré en x. Quant à l’équation qui donne t, on peut l’écrire en éliminant le signe J' entre (i) et (2)
t — to =
équation qui exprime que la projection horizontale du mobile est animée
d’un mouvement uniforme. D’ailleurs, les équations Pi= p=>=
oqi ^ dq^
sont ici x' =■ a, y' =■ \/ 2h —
Les trajectoires obtenues en faisant varier a' sont des paraboles déduites
Fig. 174.
toutes de l’une d’elles par une translation parallèle k Ox\ ces paraboles
sont toutes tangentes à la droite d’ordonnée — — > lieu de leurs soin-
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mets. Les courbes W = const. sont les paraboles semi-cubiques ( fig. 174)
déduites toutes de l’une d’entre elles par une translation pai allèle à Ox\ ces paraboles semi-cubiques sont toutes normales à la droite AB d’or-
nales aux. paraboles précédentes d’après le théorème du n° 301.
303. Force centrale fonction de la distance. — Le centre des forces étant pris pour origine et la fonction de forces étant W(r), nous avons vu (n® 296) que l’on a, dans un système de coordonnées polaires r et 6,
Appliquons la méthode de Jacobi; l’équation en W dont il s’agit de trouver une intégrale complète est
Gomme 0 n’entre pas explicitement dans cette équation, nous chercherons une intégrale de la forme
R ne dépendant que de r. Il faut alors que cette fonction R satisfasse à l’équation différentielle ordinaire
d’où l’on tire
une intégrale complète de l’équation en W de Jacobi est donc
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et I on a pour les équations du mouvement sous forme finie
dW
dot.
âW _ âh
la première équation est celle de la trajectoire, la seconde donne le temps que met le mobile pour arriver en un point donné de cette courbe.
Si l’on voulait les paramètres auxiliaires pi, p^, on aurait
Cette dernière équation montre que la constante a n’est autre que la constante des aires, car p^ est ég;al à
Le théorème des forces vives nous apprend que H doit rester constant pendant le mouvement. Nous pouvons vérifier cette proposition en nous servant des formules que nous venons d’obtenir. Si nous remplaçons, en effet, dans l’expression de H,
ce qui vérifie que la constante h est la constante des forces vives, comme nous l’avons démontré.
Les trajectoires obtenues en faisant varier a’, ce qui revient à faire tour-
qui se déduisent également de l’une d’entre elles par une rotation autour du pôle.
304. Forme des équations du mouvement d’une planète donnée par Jacobi. — Prenons pour origine le Soleil, pour plan des xy le plan de la trajectoire, et appelons r la distance MO de la planète au Soleil. Toute la question revient à trouver une intégrale complète de l’équation
les variables />i, p^ par leurs valeurs, il nous vient
ner l’une d’elles autour du pôle, sont orthogonales aux courbes W = const.,
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car, la force attractive étant
la fonction des forces est —• En suir2 r
vant la méthode de l’exemple précédent, on trouverait une intégrale complète qui donnerait les équations du mouvement de la planète sous la forme classique.
Jacobi trouve une autre intégrale complète comme il suit (Jig'. 175).
Soient A un point quelconque pris sur l’axe des x et OA = i\. Désignons par P la distance MA, de sorte que
et posons
Nous allons vérifier que la fonction
w= r ds\./ h
est une intégrale complète de l’équation (1) avec une constante arbitraire /’o, outre celle qu’on peut ajouter. En effet, puisque <r et a' dépendent de x et y par l’intermédiaire de et p, on a
dW _
âx
dW _
ày ~
d’où l’on tire en élevant au carré, ajoutant et remarquant que les termes qui contiennent le produit des deux racines carrées disparaissent.
^dwy_
f "ixix — ro)
\dx ) '
r 2.x (X — rQ)-\-2y‘^~\
Dans cette expression, le coefficient de h se réduit à 2; pour calculer
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celui de p., on remarque qu’on a identiquement
2/-p -i- p^— r,^ _ ( J ^ r„) ( J — Tq)
et l’on trouve que les termes en pi se réduisent à •
Il est donc vérifié que la fonction W est une intégrale de l’équation de Jacobi (i) avec une constante t\. Les équations du mouvement sous forme finie sont alors
‘ixjx — 7-q) + 2JK- 7’ P
dW _ dW
La première équation représente la trajectoire. En l’écrivant sous forme développée, ^on trouve, puisque <r et a' dépendent de 7’o et que
ôi d> X — 7’o da' dp x — 7*o
d7'„ ài\ P d7’o d7’o P
La quantité sous le signe étant la dérivée de — \/ 7^ ~2
après réduction, pour l’équation de la trajectoire.
on a.
/ 1 _ * /_li_ i ^ ^
Ramenons cette équation à ne plus contenir que les distances du mobile aux deux points fixes O et A. En partant des identités
i ^ ~ ''o _ 2^^'oP — ^'o + p^ _ (<7 -I- 7-„ ) (— g'+ rp) ^
P 2 P 7‘o 2 P ro
■2^ /^o _ 2 7-q P + 7-^— 7'^— p^ _ (g — 7-q) Tq)
P 2 P 7’o 2 P To
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on écrit l’équation
k' désignant une nouvelle constante. C’est donc là l’équation de la trajectoire dans le système de coordonnées bipolaires dont O et A sont les pôles.
Cette forme de l’équation montre immédiatement que la trajectoire passe par le point A, car, en chassant le dénominateur p et faisant p = o, r = /"o, puis (J = a = /'o, l’équation est évidemment satisfaite.
D’après ce qu’on a vu sur le mouvement des planètes, cette équation représente une conique dont le genre dépend uniquement du signe de la constante des forces vives h (n° 227).
Pour calculer le temps que met la planète à arriver en un point de son orbite, il suffit d’écrire la deuxième des équations (3), qui donne, d’après la valeur de W,
quadrature facile à effectuer. Cette formule donne le temps exprimé à l’aide des deux rayons vecteurs /' et p, compté à partir de l’instant où la planète passe au point A, car, en ce point, p étant nul, u est égal à a' et ^ — ^0 à zéro.
Dans le cas d’une orbite parabolique, h est nul ( n° 227) ; on obtient alors une formule due à Euler et attribuée souvent, mais à tort, à Lambert. Dans ce cas,
(^-H ro)2 ds = — + '’o)^ — («y'H- ^'o)-J 6 y/fA
formule donnant le temps t — ^o, que met le mobile à aller du point A en un point M, exprimé en fonction des rayons vecteurs /*o et r des points A et M et de la corde AM = p.
Il faut remarquer que, dans cette formule, le deuxième radical doit conserver le signe — tant qu’il ne s’annule pas, c’est-à-dire tant que l’angle AOM reste inférieur à 180°; car dans le triangle AOM le côté p ne peut devenir égal à la somme des deux autres que si l’angle AOM est de
180°. Après, il faudra changer le signe du deuxième radical. Cette formule joue un rôle important dans la méthode d’Olbers, pour la détermination des orbites eométaires (voyez Mécanique céleste, de Tisserand, t. I, p. ii4)- Dans le cas où h serait différent de zéro, la formule (5) fournirait, une fois la quadrature effectuée, une formule qui généralise la formule d’Euler pour les orbites elliptiques ou hyperboliques, et qui a été donnée pour la première fois par Gauss {voir Jacobi, Vorlesungen über Dynamik, 25® Leçon).
305. Lignes géodésiques des surfaces de Liouville. — Application à Pellipsoïde. — Liouville a remarqué qu’on peut, par des quadratures, trouver les lignes géodésiques des surfaces pour lesquelles le earré de l’élément linéaire peut se mettre, par un choix convenable des paramètres q\ et ^2j sous la' forme
ds^=z (Al — Ao)(Bi<^^^ — B2C?9|),
Ai et Bi étant fonctions de qi seul, A2 et B2 de q^ seul. Pour obtenir les lignes géodésiques, il suffit de chercher la trajectoire d’un point matériel de masse i qui glisse sur la surface et qui n’est sollicité par aucune force donnée : U = o. Alors
T = |(Ai-A2)(Bi^'2_b,^'2)^
(Al — A2)Bi7'i, /?2 = — (Al — A2)B2<72,
L’équation de Jacobi, dans laquelle on fait V = — ht W, est donc
ou encore
_i_ /wy I /dw\
B, \dgri / B2 \àq^ )
2/i(Ai— A2),
Bi \àqi
— 2 A Al =
On trouve facilement une intégrale complète W formée d’une fonction de qi seul, plus une fonetion de q^ seul. Cette intégrale est, a désignant une constante.
W = /2B1 ( A Al H- a) <f^i -t- v’^2B2(AA2-i- a) z/^2-
T . dW , ,
Les lignes geodesiques ont alors pour équation — — = ol , et le temps t
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est donné par t — to— .
f f -j=Éh=.dq,= a.',
J s/2(AAi-f-a) J /^(/iAaH-a)
Aiv/ÏÏ; , r Aav/ï^
t—to== I =dqi-^~ I ■:■ A r —dq^.
U */ "^ ( A Aj H— 3C ^ J y/2 ( /i A2 H— 5( )
La vitesse du mobile étant constante, d’après le théorème des forces vives, on a
ds — \rrfi dt^ s — Sq= \/2h(t — ) 5
la deuxième relation donne donc l’arc de géodésiqiie.
Appliquons cette méthode à l’ellipsoïde. Soit
l’équation d’un ellipsoïde à trois axes inégaux. Considérons les surfaces homofocales
Par chaque point de l’espace passent trois de ces surfaces correspondant à trois valeurs qi, q^^ q% de X (n° 286). En particulier, par un point M pris sur l’ellipsoïde (2) passe d’abord l’ellipsoïde lui-même, correspondant à X == O, (^3=0), puis deux autres surfaces homofocales correspondant aux valeurs q^ et q^ de X.-Nous prendrons ces deux paramètres q\^ et q^ pour coordonnées du point M delà surface. D’après le théorème de Dupin, les lignes q^ = const., q=i == const. sont les lignes de courbure de l’ellipsoïde. Nous avons calculé le ds’^ en coordonnées elliptiques dans l’espace sous la forme (n° 286) ;
ds°^- = i(Mi dq\ -i- Ma 6/^1 4- M3 dq\).
Gomme actuellement <73 est nul, on aura dq-^— o, et, en remplaçant Mj et M2 parleurs valeurs, dans lesquelles q% — o,
q\ dq\
q% dq\
^j)(6 _ gri )(c — ^1 j (rt — <72j(C — ^2).
Ce ds!^ est bien de la forme de Liouville dans laquelle on ferait
{(i-q‘t){b — qt){c — q.^)
En substituant ces valeurs dans les équations générales (1), on obtient l'équation des lignes géodésiques et l’arc de ces courbes sous la forme donnée par Jacobi. Ces équations contiennent des intégrales ultra-elliptiques dont M. Weierstrass a fait l’inversion en exprimant et en fonctions uniformes d’un paramètre.
On pourra consulter sur les surfaces de Liouville les Leçons sur la théorie générale des surfaces, de M. Darboux (3® Partie, Ghap. I), et le Mémoire couronné de M. Kœnigs {Savants étrangers, 1894).
IV. — MOUVEMENT DANS L’ESPACE
306. Mouvement d’une planète en coordonnées polaires, d’après Jacobi (24* Leçon des Vorlesungen). — Prenons pour plan des xy le plan de l’écliptique, pour axe des x la droite joignant le Soleil au point vernal, et définissons la position de la planète par ses coordonnées polaires /’, »,
Fig. 176.
où est la longitude de la planète et cp sa latitude {Jig. 176). Les axes sont orientés comme en Astronomie. Les variables r, ç, jouent les rôles de qi, qi, q%.
On a pour la fonction des forces U — Wa masse de la planète étant
prise pour unité. D’après l’expression de ds"^ en coordonnées polaires, on a immédiatement
Puis
dr'
do'
Tirant de ces formules »', pour les porter dans T, on a
pi \ _ P.
r^cos^cp/ r
L’équation aux dérivées partielles en W est donc
r/dwy .
/dW\2l
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Grâce à la forme particulière de l’équation (i), on trouvera une intégrale complète de la forme
R, <ï>, 'F utant respectivement fonctions des variables r, cp,
Pour que W satisfasse à l’équation (i), il faudra qu’on ait
- ( R'2 -L q.'2 ^ ^ ^ iF'2^ = ^ h,
‘2 \ /’2 /'2cOS2cp J J'
équation qu’on peut écrire, en isolant les termes en r,
^qr'2^ ,.2 ^ — R'2^ ;
COS2cp \ ï' )
le premier membre ne dépend que de cp et le deuxième de r seulement; cette identité ne peut donc avoir lieu que si ses deux membres sont séparément égaux à une constante G2, car, dans l’équation (i), u, <p, 4* sont des variables indépendantes; on aura donc
R'2=2/H--^ il reste alors
dr \
COS-cp
ou
ip'2= (G2_ q>'2)cos2cp;
en recommençant le même raisonnement que ci-dessus, on voit que les deux membres doivent séparément être égaux à une constante L^, ce qui donne
puis
■fv'
COS2cp J y COS2(p
Par conséquent, une intégrale complète de l’équation (i) est
2 /n ^ -dr
COS2 cp
c?cp.
et les équations finies du mouvement sont
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c’est-à-dire
Les deux premières équations ne contenant pas t définissent la trajectoire. Pour compléter la solution, nous indiquerons la signification des constantes qui entrent dans ces formules. Nous savons que, pour les planètes, l’orbite est elliptique; le maximum et le minimum du rayon vecteur qui correspondent à l’aphélie et au périhélie sont: a(i-i-e) et a{\ — e); d’autre part, l’équation (III) montre que
Les racines de l’expression sous le radieal doivent donc correspondre au maximum et au minimum du rayon vecteur; ces racines sont, par suite, a{\-\-e) et a{i — e)\ ce qui donne, d’après les relations entre les coefficients et les racines,
G2= |aa(i— e2) ^ G
Cherchons maintenant la signification de L. Pour que l’équation (II) donne une valeur réelle de lorsqu’on se donne ©, il faut et il suffit qu’on ait
* COS2<p
et pour toute valeur de cp satisfaisant à cette condition, se trouvant déterminé, la valeur correspondante de r, donnée par l’équation (I), doit nécessairement être réelle, puisque l’orbite est une ellipse réelle; par con-
séquent, cp a pour limite supérieure arc cos-^ et peut atteindre cette limite.
Or, il est évident que le maximum effectif de cp est l’angle i du plan de l’orbite avec celui de l’écliptique; on doit donc avoir
^ = cos G
L = s/ [ip cos i.
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Il nous faut maintenant fixer les limites inférieures des intégrales. \ous prendrons pour ces limites r = a{i — e) qui correspond au périhélie, et 0 = 0 qui correspond au nœud N. L’équation (III) montre alors que ta est l’époque du périhélie et l’équation (II) que est la [longitude du nœud.
Fig. 177.
Pour calculer C, supposons la planète placée au périhélie; l’équation (I) se réduit à
çpi étant la latitude diî périhélie ; en tenant compte de la relation L = G cosé, on peut l’écrire
ou, en intégrant.
CO s 9 do \j cos^ cp — cos’-^ i
sinipi = sinî sinC.
Soient N et P les interseetions des rayons vecteurs du nœud aseendant et du périhélie aVec la sphère de centre O et de rayon i ; soit PQ = la latitude du périhélie : dans le triangle NPQ on a
sincpi = sin NP sin é,
ce qui montre que G est égal à NP, c’est-à-dire à l’angle du rayon vecteur du périhélie avec celui du nœud ascendant.
307. Mouvement d’un point attiré par deux centres fixes en raison inverse du carré des distances.
Le problème du mouvement d’un point attiré par deux centres fixes en raison inverse du earré de la distance fut, pour la première fois, ramené aux quadratures par Euler, dans le cas d’un mouvement plan. Lagrange donna ensuite la solution générale, qui fut rattachée par Jacobi aux mé-
thodes d’intégration exposées dans ce Chapitre. Les quadratures elliptiques qui figurent dans les intégrales fournirent à Legendre un exemple important pour l’application de sa théorie des intégrales elliptiques.
Plusieurs Thèses ont été consacrées à ce même problème : celles de Serret, de Desboves, de M. Andrade (i), en France, et en Allemagne celle de M. Kônigsberger, intitulée : De inotu puncti vei'sus duo centra attracti (Berolini, 1860), qui contient les réductions des intégrales elliptiques aux fonctions 0.
Prenons pour axe O ce {fig> 178) la droite joignant les deux centres attractifs Oi et O2, pour origine leur milieu, et appelons 2c la distance Oi O2 ; soient Ojki et Ozi deux autres axes fixes formant avec 0;r un trièdre
Fig. 178.
trirectangle. Pour déterminer la position du mobile M dans l’espace, nous prendrons d’abord l’angle 6 que fait le plan MO1O2 déterminé par le mobile et l’axe Ox avec le plan xOyii cet angle est mesuré par l’angle de la trace O y du plan MO1O2 sur le plan jki 0,3i avec l’axe Ojki-
Le planj^Ox étant ainsi défini, pour fixer la position du mobile dans ce plan, nous appellerons x et y les coordonnées cartésiennes OP et OQ du mobile par rapport aux axes xOy et çi et les coordonnées elliptiques du point dans ce même plan définies dans un système de coniques homofocales de foyers O1O2 (n° 287). Les coordonnées du mobile M par rapport aux axes fixes étant x^ jki: -Sii on a évidemment
yi=ycos(), ^l=JKsin6, d’où, pour le carré de l’élément linéaire,
ds^ = dx'^-\- dy \ ^ dz\— dx‘^ -+■ dy--\- y^ db^.
Si maintenant, dans le plan xOy, on emploie pour définir la position du point (£C, y) les coordonnées elliptiques qx et q^^ racines de l’équation
(1) Andrade, Journal de l’École Polytechnique, 60® cahier, 1890.
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_ {a — qx){ci — qi) _ {b — qx){h — q^)
dæ^-\- 7(^1 dq\-\- Na dq\)^
Donc, dans le système de coordonnées actuelles, le carré de l’élément linéaire est
ds^-= dq\-^^^dq\) -\-y^ d^°^^
Ni, Na et étant supposés remplacés par leurs valeurs ci-dessus en q^ et q^.
Prenons la masse du mobile pour unité : la demi -force ^4ve est
où 6 et 6' jouent le rôle de q^ et q‘.^. Si l’on appelle ri et r-i les distances MOi et MO2 du mobile aux deux foyers, les forces attractives issues de ces
foyers ont pour valeurs algébriques — ^ et — : la somme de leurs tra-
vaux élémentaires — ^ ori — — est la différentielle totale exacte de r| r|
la
fonction de forces
ri ra
Or, le carré du demi-grand axe de l’ellipse qui passe par le point M étant a — qi, on a, pour la somme /'i H- /'a des distances du point M aux deux foyers,
f'i -h /'-a = 2 y/« — qi‘i
de même, le carré du demi-axe transverse de l’hyperbole qui passe par M étant a — q^^ on a
Tj — r^=‘i^a — ga,
d’où
n — sJ a — qi-^ s! a — q^^ r<^= \/ a — qi — sJ cl — q%,
U _ Ifi _ U2— Ui
ri /'2 ~ q^—qx^
d’où l’on conclut
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expression obtenue en réduisant au même dénominateur et posant, pour abréger,
Ui = — (pi-+- U2 = — (pi — P2) 9^2;
de sorte que Ui dépend seulement de <71 et U2 seulement, de <72, ee qui est un fait essentiel pour la suite. Les variables auxiliaires /?], p^-, Ps sont ici égales aux dérivées partielles de T par rapport à <7^1, q'^ et 0' :
résolvant ces équations par rapport à q\^ q\ et 0', puis portant dans la fonction d’Hamilton H = T — U, on a
^ o-P\ 27>1 p\ U2 — Ui .
Ni 1N2 qi-qx'
cette fonction devient enfin, en remplaçant Ni, N2 et y'^ par leurs valeurs en fonctions de q^ et q^^ et remarquant qu’on peut écrire
H = r— ^ \‘^f{qi)p\ — \f{q^)pl q^~ qï\_
Il est alors aisé d’écrire l’équation de Jacobi : nous écrirons immédiatement l’équation en W obtenue, en remplaçant, comme plus haut, W par
On peut trouver une intégrale complète de la forme
W aO -U R, -H R,,
Ri étant fonction de <71 seul et R2 de ^2 seul. En effet, en substituant cette expression de W et chassant les dénominateurs, on a, pour déterminer Ri et R2, une équation qui s’écrit
hqy-\- 2/(^1)
fdK,
\dqi
= /i<72-4- 2/(5ro)
) -yb — qx)
-hUi
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où le premier membre dépend de seulement et le deuxième membre de seulement. Gomme, dans l’équation aux dérivées partielles, qx et </, sont des variables indépendantes, la seule façon de vérifier cette dernière relation, sans établir de dépendance entre q^ et <72, est d’égaler séparément chaque membre à une constante '2,6. Résolvons ensuite les deux
. d[\x clK.
équations ainsi obtenues par rapport a et ^7^; nous aurons, en
posant
hqx —
(a — b)oc^ 2{b — qi)
ces expressions donnent Ri et R2 par des quadratures, et l’on obtient, pour l’intégrale complète cherchée, l’expression
W = aO
avec trois constantes arbitraires a, ^ et h, dont aucune n’est simplement ajoutée. Les équations de la trajectoire s’obtiennent alors en égalant à des constantes a' et les dérivées partielles de W par rapport à a et ^ :
dqx
r r dq
{a — b)y. J* dq=i
dq^
Mb — qx)\/^xj\qx) J Mb — q^) \/ ^2f{q%)
La deuxième de ces équations, donnant une relation entre qi et q^, est l’équation de la trajectoire relative dans le plan mobile xOy : la première donne l’angle de rotation du plan. On obtient le temps en égalant à ^ la dérivée partielle de W par rapport à h ;
_ ^ r q, dqx _ i_ r q^idq^ ^ t t
4 J v/Si/(^i) -U ^^2/(q2)
Le problème est ainsi ramené aux quadratures; ces quadratures sont elliptiques, comme on s’en assure en faisant — a — s\^ q^i — a = .?|, de façon à rendre Si et 82 rationnels en .?i et ^2-
Quant aux expressions des inconnues auxiliaires />j, /?2, Pz-, les obtient en prenant les dérivées partielles de W par rapport à <71, ^2> ^ •
Cette dernière formule donne la signification de la constante a; en effet, l’équation qui définit nous a donné pour la valeur on a
donc
équation qui exprime que le principe des aires s’applique à la projection du mouvement sur le plan car jk et 6 sont les coordonnées polaires de
la projection du mobile sur ce plan. Ce fait est évident a priori, car les deux forces agissant sur le mobile rencontrent Ox.
Dans le cas particulier où la vitesse initiale du mobile rencontrerait O^p, la trajectoire serait évidemment dans le plan MoOiO, déterminé par la position initiale et les deux centres attractifs. On peut le vérifier sur les équations : dans ce cas, la constante a serait nulle et la première des équations de la trajectoire (T) deviendrait
ce qui montre que le plan yOx resterait fixe. La deuxième équation (T) donne alors la trajectoire en coordonnées elliptiques.
Intégration de V équation d’Euler. — Supposons non seulement a = o, mais aussi = [j.2 = o; alors le planjuOa? est fixe, la trajectoire est plane et, comme il n’y a pas de forces, cette trajectoire est une droite du plan yOx. Dans ces hypothèses, la deuxième des équations (T) devient, en remplaçant f{q\) et f{q^) par leurs expressions.
v/(2(i — hqo{a — qx ) (6 — qy)
dqi
hq^) {a — q^) {b — q^)
Cette expression représente donc une droite; elle peut être identifiée avec l’équation d’une droite en coordonnées elliptiques, équation qui est évidemment algébrique en qy et q^. On retrouve ainsi, d’après Lagrange, le résultat fondamental donné par Euler, que l’équation (E) admet une intégrale algébrique; résultat qui conduit à l’addition des fonctions elliptiques.
Remarque. — On pourra, de la même façon, ramener à des quadratures le mouvement d’un point sollicité par des forces qui, dans le système des coordonnées que nous venons d’employer, dérivent d’une fonction de forces de la forme
U2— Ui qï~q\ ’
U2 étant une fonction quelconque de q^ seul et Ui une fonction de qy seul. Par exemple, on conserve cette forme de la fonction de forces en ajoutant aux forces précédentes (attractions issues de Oi et O2 en raison inverse du carré des distances) une attraction issue de O proportionnelle à la distance, une attraction perpendiculaire an plan^iO^i en raison inverse du cube de
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la distance 37 et une attraction perpendiculaire à Taxe O37 en raison inverse du cube de la distance jk-
Signalons en terminant un travail de M. Velde, Ueher einen Specialfall der Bewegung eines Punktes welcher von zwei festen Centren angezog'en wird (1889, Berlin, R. Gartners Verl.) {Bulletin des Sciences mathématiques, 1890, p. 125). M. Velde traite le problème du mouvement plan en supposant que les forces attractives issues des foyers Oi et O2
soient — — pri, — ^ — [xr^et que le mobile soit attiré par le centre O
proportionnellement à la distance.
308. Coordonnées elliptiques dans l’espace. — On a trouvé (n" 286)
Alors
Supposons que la fonction de forces soit de la forme U, U-2
(^'i — ^2)(^i — ^3) {q2 — q3){q^~ qi) (?3 — ^1) (^3 — ^2) ’
Ui étant fonction de qi seul, U2 de q^ seul et G3 de q-i seul. Nous aurons
Pî)_
L’équation en W est donc, si nous mettons pour Mi, M2, M3 leurs valeurs (n° 286),
f(qt)
{qs— qOiq^—q^)
Pour trouver une intégrale complète de cette équation dans l’hypothèse faite sur U, remarquons avec Jacobi qu’on a identiquement, quelles que soient les constantes a et (3,
2 a -!- 2 [3^1 -h /i^l 2y. 2^ q2 hql 27. -h 2[iq hql
(qi — q2)(qi — q3) {qi—qz){q2—qx) (^3 — ^1) (5'3— ^2) ~
comme on le voit en écrivant que la somme des résidus de la fonction rationnelle en q
2a -h 2 -t- hq^-
{q ~ qOiq — qi){q — q^)
est égale à h. L’équation en W peut alors s’écrire, en remplaçant h par cette expression,
{qi — q%){q\ — qz) ' {q^i— qi){qt— q\)
^qz-q\){q-i — qi) ’
équation qui admet manifestement l’intégrale suivante :
= S /$T) ^Wi^)
où l’on a posé
2 S/ — 2 a -4- 2 |3 qi^r hqj -4- f = 1 , 2, 3 ).
En effet, cette expression de W annule chacun des trois termes de l’équation aux dérivées partielles. Les équations de la trajectoire s’obtiennent alors en égalant à des constantes les dérivées partielles de W par rapport à a et !3 :
dq \
‘ qt dqx ^
r q^dqi ^
r q% dcj ; _
Dans le cas particulier où il n’y a pas de forces
U,- Uo- Ü3-0,
ces équations doivent représenter une droite en coordonnées elliptiques dans l’espace. Elles sont donc alors équivalentes à deux relations algébriques entre q^, ce qui constitue une première généralisation du résultat d’Euler rappelé à la Un de l’exercice précédent et un cas particulier du théorème d’Abel appliqué aux intégrales ultra-ellipliques de première
, • 1 • , , dW ,
espece. louant au temps, on I obtiendrait en égalant a t — ^o-
On vérifiera, à titre d’exercice, que la fonction de forces prend la forme supposée ci-dessus quand le mobile est sollicité à la fois par une attraction issue du centre, proportionnelle à la distance, et par des attractions normales aux trois plans principaux des surfaces homofocales et variant respectivement en raison inverse du cube des distances.
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V. — APPLICATIONS AU PRINCIPE DE LA MOINDRE ACTION, AUX COURBES BRACHISTOCHRONES, A L’ÉQUILIBRE DES FILS.
309. Moindre action. - Point libre. — Soit un point libre de masse i sollicité par une force dérivant de la fonction de forces U(a^, y, z). Nous avons \u (n"290) que, la constante des forces vives h ayant une valeur déterminée, les trajectoires passant par deux points donnés A et B sont les courbes annulant la variation de l’action
(i) d% = j 1} ^ h ) ds.
Ces trajectoires sont aisées à trouver quand on connaît une intégrale complète de l’équation de Jacobi en W dans un système quelconque de coordonnées :
/dW dW d\\^
Vd^i ’ d^2 ’ d^3
Il est utile, pour la suite, d’écrire explicitement cette équation : nous avons vu (n° 293) que T est une forme quadratique de />i, p^, />3,
d’ailleurs H est égal à T — U. L’équation de Jacobi obtenue en remplaçant dW dW dW
P\, Pi, Pz pai' 1 — > V — J — est donc àq\ d^-2 Oq-i
VA,7. dWdW ...
/ -TT T— -t- h)
D dqt ùqi;
Soient alors W (^i, q^, q%, a, p, h') une intégrale complète de cette équation, Wo et Wi les valeurs qu’elle prend aux deux points A et B. Nous savons que les équations des trajectoires sous forme finie sont
dW _ , dW _
avec les quatre constantes a, (3, a', (3'.
11 s’agit, pour obtenir les trajectoires passant par A et B, de déterminer ces constantes en écrivant que les équations (4) sont vérifiées par les coordonnées des points A et B, ce qui donne
dWo , dWo dWi , dW,
OU, en retranchant,
,,, ^(Wi -Wo) t^(Wi-Wo)
Ces deux dernières équations déterminent a et [3 : les précédentes (5) donnent a' et A chaque système de valeurs de a et ^ donné par les équations (6) correspond une trajectoire passant parles deux points A et B.
Théorème. — La valeur de l’action le long de cette trajectoire est donnée par la formule remarquable
— Wo-
En effet, cherchons quelle est la variation dS<[ de la fonction W correspondant à un déplacement infiniment petit dq^^^ dq^ effectué
sur la trajectoire; nous pouvons dans cette hypothèse supposer que ^1, <72, q-i sont les coordonnées du point matériel lancé de telle façon qu’iï décrive la trajectoire considérée. Alors
dW ,
dW
dcq^
dW
àq%
dqz
ou, en remplaçant dqi, dq-i, dq^ par q\ dt, q'^ dt^ dt et
dW_
àq-i
dW
àqx
par leurs valeurs />i, /?3,
dV^ — {piq\ -i- p^q’^_ pzq'i)dt.
dW
àq%’
Comme /?i, p^-, pz sont les dérivées partielles de T par rapport à q\, q\^ q'^^ on a, d’après le théorème des fonctions homogènes,
d-\^=iTdtz= ^ds,
dt
ds^
car la force vive 2, T est égale à — • Mais, d’après le théorème des forces vives, la vitesse ^ est égale à \/2(U -f- d); ce qui donne d^N = v/2(C -f- Aj ds.
La valeur de l’action calculée le long de la trajectoire de A en B est donc enfin
X= I -h h) ds = I o;W = Wi — Wo,
comme nous voulions le démontrer.
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310. Point sur une surface: — Les mêmes conclusions subsistent pour le mouvement d’un point sur un plan ou sur une surface fixe quelconque, quand il y a une fonction de forces.
La force vive est alors une forme quadratique de q\^ q'^ ou de px.
où
D=<Zil<3r22 ^121 Aii=Cl22j Ai2 = — <^12î A22=<*11.
H est égal à T — U et l’équation de Jacobi en W est
I r /ùw
\2 ^ dW dW
) +2Aj2-t -r h A
/ àqx d^2
Si W {q\i qï, 'y-, h) en est une intégrale complète, l’équation des trajecdW
toires est = a', et l’action le long de la trajectoire allant de A en B
-11 r A-* 7- ' J ' • ' 1 > ' • d ( W 1 W 0 ) , rr •
est Wi — vVo, a étant détermine par 1 équation — ^ = o. ( Voir,
da
pour une étude détaillée de ces propriétés, les Leçons sur la théorie des surfaces, de M. Darboux, t. II, Gbap. VI et VIL)
311. Mouvement parabolique. — Par exemple, pour le mouvement parabolique d’un point pesant dans un plan vertical, nous avons trouvé (n° 302)
W = eux — - — (2/1 — a2 — ‘igyY-
La valeur de l’action le long d’une des deux trajectoires paraboliques allant du point (a7o,jKo) au point {xx,y\) est
= a(a7i — 2:0) — ^[(2/1 -a2— 2^yi)2_(2/i — a2— 2^d^o)^,
a étant une des deux racines de l’équation
(9) ^ [(2A — «î— 2ÿ-yi)'S'_(2A — a2— 2ÿJKo)
Cette équation rendue rationnelle est bicarrée en a : une des valeurs de a2 étant choisie, le signe à prendre pour a est déterminé par l’équation (9),
dans laquelle le terme x\ — x^, et le coefficient de — ont des signes connus.
312. Courbes brachlstoclirones et figures d’équilibre des fils dans le cas d’une fonction de forces. — Problème de la réfraction. — Si, pour abréger, nous remplaçons dans ce qui précède 2(U + A) par (p2^ çp dési-
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gnant une fonction des coordonnées, nous voyons que les résultats obtenus pour un point libre s’énoncent comme il suit. Les courbes joignant deux points donnés A et B et rendant minimum l’intégrale
(lO)
sont connues dès qu’on connaît une intégrale complète W ( çi, ^3, a, .3) de l’équation de Jacobi (3) en W, dans laquelle on a remplacé 2(ü -h h) par œ‘-,
II
A, 7, dW dW
D dqt dqu
Cp2
Elles ont pour équations
dVV
et la valeur de l’intégrale I le long d’une de ces courbes est Wi — \Vo, les constantes a et ^ étant calculées comme précédemment, à l’aide des équations (6). Par exemple, en coordonnées cartésiennes rectangulaires, il suffira d’avoir une intégrale complète de l’équation
De même, pour obtenir, sur une surface fixe, les courbes joignant deux points A et B et rendant l’intégrale J minimum, il suffira d’avoir une intégrale complète W(^i, ^2, a) de l’équation en W de Jacobi (8), dans laquelle on aurait remplacé 2(U -i-A) par de façon à avoir l’équation
dqx Oq<i
Les courbes chercbccs ont alors une équation de la forme = a', et
l’intégrale (10) le long d’une de ces courbes est Wi — Wq,
Mais nous avons vu que l’on peut ramener, à la recherche des courbes rendant minimum une intégrale telle que (10), les trois problèmes suivants :
r Figure équilibre d'un fil, libre ou mobile sur une surface, sollicité par des forces dérivant d’une fonction de forces (n° 146);
2" Problème général de la réfraction ( n° 150);
3“ Détermination des courbes brachistochrones pour un point libre ou mobile sur une surface, lorsqu’il existe une fonction de forces (n°*255 et 257).
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Ces problèmes peuvent donc être ramenés à la recherclie d’une intégrale complète d’une équation aux dérivées partielles de la forme (ii) ou (12). La valeur de l’intégrale (10), le long de l’une de ces courbes allant de A en B, est de plus Wi — Wo', dans le cas particulier des brachistochrones, la valeur de cette intégrale donne le temps que met le mobile à parcourir l’arc AB de bracbistochrone. ( Voir Clebscii, Journal de Crelle, t. b7, p. q3 ; Appell, Comptes rendus, 11 mars i883, et Annales de la Faculté de Toulouse, 1887; Andoyer, Comptes rendus, t. G, p. 1577; Marcolongo, Rendiconti délia R. Accademia delle Scienze di Napoli, juillet 1888.)
EXERCICES SÜR LE CHAPITRE XVI
1. Si, dans les équations canoniques, on pose t — — t' , ces équations conservent la même forme, mais les /? jouent le rôle des q, et inversement. Conclure de là que, pour obtenir les intégrales des équations du mouvement, il suffit de connaître une intégrale complète de l’équation aux dérivées partielles
ôt
àPx
dv
àp.
et écrire les intégrales des équations du mouvement.
2. Même question pour le mouvement d’un point sur une surface ou sur une courbe.
Appliquer la méthode de Jacobi aux exemples suivants
a. Mouvement d’un point sollicité par une force constante en grandeur et direction, et par une attraction issue d’un point fixe en raison inverse du carré de la distance. Ce cas est un cas limite du problème traité dans le n° 307 ; il suffit de supposer l’un des centres attractifs à l’infini; les coniques homofocales deviennent alors des paraboles homofocales (Cellérier, Bulletin des Sciences mathématiques, 1891, et de Saint-Germain, Nouvelles Annales, 1892 ).
b. Mouvement du pendule sphérique.
4. Mettre sous forme canonique les équations du mouvement d’un point sur une courbe fixe ou mobile. Appliquer ensuite le théorème de Jacobi. (Il suffit d’appliquer les théorèmes généraux en supposant les paramètres réduits à un seul q^. )
Application au problème du n° 2G
Dans ce problème, en supposant m — 1, on a
T= — ( 6'^4- 2 a6' -t- 2 a oj ), a = w (i -h cos6 ) ;
il y a un seul paramètre 6 qui joue le rôle de de plus U = o. On doit poser
dT
Px=
II ^,6' — T - U = (6'2— 2Æw)
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OU, en fonction de />j,
réquation de Jacobi est
d\ R2 f / I dV 1
Elle admet l’intégrale complète
V=z R2^— ht-^ l"ad%-h f \/2«w H- 2h d%) avec ia constante h. L’équation du mouvement est alors
dh
= const. = — R^^o5
équation qui, d’après la valeur de «, est identique à celle du mouvement d’un pendule simple.
7. Soit une surface dont l’élément linéaii’e peut être mis sous la forme de Liouville (n° 305). Appelons i l’angle que fait en chaque point une ligne géodésique déterminée avec la courbe = const. passant par ce point. Démontrer que l’on a, tout le long de cette ligne,
Ajsin'^f + A^cos-f = const.
(Liouville, Journal de Mathématiques, i844 )
8. Appliquer la méthode du n° 305 à la recherche des lignes géodésiques du plan en employant des coox'données elliptiques dans le plan.
L’équation différentielle des lignes géodésiques ( lignes droites) est alors l’équation d’Euler. L’équation d’une droite en coordonnées elliptiques fournit alors l’intégrale de l’équation d’Euler (Lagrange, voir n® 307). L’équation qui donne l’arc de courbe géodésique (305) fournit le théorème d’addition pour les intégrales elliptiques de deuxième espèce (Darroux, Leçons sur la Théorie générale des surfaces, t. III, p. i3).
9. Appliquer la méthode du n° 305 à la recherche des lignes géodésiques de la sphère, en employant des coordonnées elliptiques sur la sphère {voir Darboux, Ibid., t. II, p. 422). On a
ds^ = ( cos 2 U, — cos 2 V ) ( ! — ^ 1 — •
\ cos 2 p. — COS2C cos 2 c — cos 2 V/
La formule relative à l’arc d’une ligne géodésique (grand cercle) donne ah)rs la formule d’addition pour les intégrales elliptiques de troisième espèce (Darboux, Ibid., t. III, p. i3).
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10. Appliquer la mcthode de Jacobi à la recherche de la figure d’équilibre d’une chaînette homogène pesante d’après le n° 312.
11. En adoptant les notations du n“ 305, démontrer que l’on peut ramener aux quadratures le mouvement d’un point sur une surface de Liouville quand la
Ut — U,
fonction des forces est de la forme
U, dépendant de seulement, et
Aj — A,
U2 de q^.
Appliquer en particulier au mouvement, sur un ellipsoïde, d’un point attiré par le centre proportionnellement à la distance (Jacobi). Démontrer que, dans ce mouvement, la pression du mobile sur l’ellipsoïde varie proportionnellement au cube de la distance du centre au plan tangent à l’ellipsoïde mené par le mobile (Astor, Bulletin des Sciences mathématiques, 1889, p. 294).
12. Méthode de M. Elliot pour le cas d’une résistance proportionnelle à la vitesse. — Nous avons supposé, dans le Chapitre précédent, que les composantes X, Y, Z de la résultante des forces données appliquées au mobile sont les dérivées partielles d’une fonction U z, t). On doit à M. Elliot l’ingénieuse re-
marque que l’on peut encore mettre les équations sous forme canonique et, par suite, appliquer le théorème de Jacobi quand à la force X, Y, Z vient s’ajouter une résistanee proportionnelle à la vitesse. Prenons, par exemple, le mouvement d’un point de masse i sur une surface fixe ou mobile z, t) — o, sollicité
f . . . dU dU dU , . ^ ^ . ,, , ,
par une force de projections — > résistance proportionnelle a la
vitesse de projections — k du mouvement sont
dx
dt'
dt
k {k constante). Les équations
d'^x _ dx
~~^~di
dx
, ^ àf
Faisons le changement de variable indépendante t' = e~^^, en prenant t' pour nouvelle variable ; nous avons
~di
~kt'—.
dt'
~dF
dt dt ^
et la première équation devient
dt'"^ k^t"^ dx k^t"^ dx'
les deux autres se transforment de la même façon. Donc, en posant
et
les équations prennent la forme
dt- ~ dx dx’
équations du mouvement d’un point, sans résistance de milieu, sur la surface f (^x,y, Z, — - log — O. On pourra appliquer à ce dernier mouvement les méthodes de Poisson, Hamilton, Jacobi; une fois qu’on aura trouvé sous forme finie les intégrales générales des équations du mouvement (2), il suffira d’y remplacer t’ par 6“*^' et l’on aura les intégrales générales des équations (i) du mouvement demandé.
La même méthode de transformation s’applique évidemment au mouvement d’un point libre ou assujetti à glisser sur une courbe fixe ou mobile, quand le point est sollicité par une résistance de milieu proportionnelle à la vitesse ( Elliot, Comptes rendus, 1898, et Annales de V École Normale, août i8q3).
13. Appliquer la méthode précédente de M. Elliot aux exemples suivants:
1“ Mouvement d’un point sur une surface fixe dans laquelle
ds^ = E du- -1- 2 F du dv-\- C de-,
la fonciion des forces étant U et le point étant soumis à une résistance de milieu k \ proportionnelle à la vitesse V.
Résultat. — Si W ( i/, c, a, ) est une intégrale complète de l’équation
\ ôu ) ^ du Ov
EG - F2)(oA W— 2U)
les équations du mouvement sont
AV
doi
2® Mouvement sur une courbe fixe pour laquelle ds- = Edu-, avec résistance de milieu /. V.
Résultat. — Si \\{u, a) est une intégrale de
E \ du J
l’équation finie du mouvement est
ekt
dx
3° Achever les calculs dans le cas d’un point matériel libre attiré par un centre fixe en raison inverse de la distance et soumis à une résistance de milieu proportionnelle à la vitesse (Elliot, Annales de VÉcole Normale, août 1898).
14. Réduction des équations d’équilibre d’un fil libre à la forme canonique.
— Soit un fil libre dont l’élément ds est sollicité par la force ayant pour projections
— ds, ^ ds, ^ ds, U étant une fonction donnée de x, y, z et s. Si l’on dédx’dy dz
signe par q^, ÿj, q^ les coordonnées x, y, z, et par P2, Pz ^6S quantités T T J T ^ J on a T = y p\ p\ N j)l ; faisant enfin
kà
II = U + T= U(^., ^2, 73, s) 4- p\-[-pl,
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les équations d’équilibre peuvent se mellre sous la forme canonique
cl g., _ dH cls ~ Op^ ’
_ dll ds ~ ùq,,
Appliquer à ces équations le lliéorème de Jacobi. On retrouve ainsi le théorème de Clebscii {Journal de C relie, t. 57). (Voir Compter rendus, t. XGVI, i883, p. 088, et une Note de M. Marcoloxgo, Rendiconti délia R. Accademia delle Scienze di Napoli, i888. )
15. Réduire de même à la forme canonique les équations d’équilibre d’un fil glissant sans frottement sur une surface {Comptes rendus, i883, t. XGVI,
16. Le déterminant des coefficients de q\, cp, dans les équations (2) du n“ 292, est le carré du déterminant fonctionnel de x, z considérés comme fonctions de q^, q^, q.y
17. Un point matériel glisse sans frottement sur la surface d’un ellipsoïde homogène de révolution et est attiré par les éléments de l’ellipsoïde suivant la loi de Newton. Trouver le mouvement (Jacobi, Crelle, t. 24).
[D’après la théorie de l’attraction, l’atti'action de l’ellipsoïde sur le point a pour projections X = — fx, \ ~ — fy, Z = — gz^ / et ^ désignant des constantes et l’axe étant l’axe de révolution {voir t. III ). ]
18. Mouvement d’un point soumis à l’attraction newtonienne de deux centres mobiles parcourant une circonférence fixe, de telle façon qu’ils soient constamment aux deux extrémités d’un diamètre et que le mobile se trouve toujours dans le plan déterminé par ce diamètre et Taxe de la circonférence (Desboves, Journal de Liouville, t. XIIlj).
19. Dans le cas des coordonnées elliptiques planes, le problème se ramène à des quadratures quand la fonction des forces est de la forme
dans l’espace, le problème se ramène à des quadratures quand elle est de la forme
I cp
ql
UpUj, U3 étant respectivement fonctions de q^ q.^ q.^ (Ltouville, Journal de Liouville, t. XII;).
Vérifier qu’on peut mettre sous celte forme une fonction des forces inverse-
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ment proportionnelle à la puissance du point mobile par rapport à l’une des surfaces homofocales, par exemple
(CGC \
on trouve U,, U^, U3 égaux à — , —, —1 G désignant une constante ) {Bulletin
de la Société mathématique de France, t. XIX, p. 102),
On peut mettre sous cette même forme la fonction des forces pour un point glissant sur un ellipsoïde et attiré par le centre proportionnellement à la distance {voir Liouville, Journal de Liouville, t. XIIj) ; la même question est traitée par Schellbach {Crelle, t. 44, p. 38o).
Dans ce Mémoire, Schellbach étudie aussi le mouvement d’un point sur un ellipsoïde avec une résistance de milieu ayant pour expression ap-f-jâp*, où a est fonction de i et de l’arc s de trajectoire.
20. Dans le système des coordonnées elliptiques planes, on suppose un mobile
sollicité par une force dérivant de la fonction U, et U« dépendant res-
qx-Ji
pectivement de et q... Que devient le problème quand les deux foyers se rapprochent indéfiniment jusqu’à se confondre en O ?
Réponse. — En faisant, dans la formule du n° 287, a = 6 + e, où s est infiaiment petit, on ti’ouve q^ = a — p.s, q^ = a — /•-, a;- = = {1 — jr ) r-,
vb ( U. ) — CO ( r ~ )
U = - — ï , r désignant le rayon vecteur issu du centre. U est donc la
somme de deux parties dont l’une dépend de r seul et dont l’autre est homogène et de degré — 2 par rapport aux coordonnées (Liouville, Journal de Liouville, t. XQ).
21. Le système de coordonnées elliptiques et ses cas limites (coordonnées rectangulaires quand les deux foyers sont à l’infini, coordonnées paraboliques quand l’un des foyers est à l’infini, coordonnées polaires quand les deux foyers sont confondus) sont les seuls systèmes réels qui permettent de mettre le carré de l’élément linéaire du plan sous la forme de Liouville
ds-^= [cp(a)-cj.(.3)][c?,(a)cZa2-cj;,(.Q)rfp^].
(Liouville, Journal de Liouville, série, t. XI et XII. ) Voir les Mémoires couronnés. Comptes rendus, séance publique, décembre 1892, p. 1122.
22. Gonnaissant une intégrale complète W(.r, jk, -s, a, jâ, /i) de l’équation aux dérivées partielles du n° 300, on peut toujours en déduire une intégrale W' de cette même équation qui s’annule sur une surface donnée v>{x, y, z) ■=. 0. (Méthode de Lagrange pour déduire l’intégrale généi'ale d’une intégrale complète.) Gette intégrale étant déterminée, les trajectoires normales à la surface donnée sont normales aux surfaces W' — const., et l’action sur la portion d’une de ces trajectoires comprises entre deux de ces surfaces est la même pour toutes les trajectoires. ( Lof/- Darboux, Leçons sur la théorie générale des surfaces, t. II, Ghap. VI et VIL)
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23. Dans un mouvement plan, la fonction de forces U est supposée de la forme
U = A 37'"+ Bjk",
A et B étant des constantes quelconques, m et n des entiers. Démontrer que l’équation de Jacobi en W admet une intégrale complète algébrique en x et y.
En déduire qu’on peut obtenir une infinité de systèmes orthogonaux algébriques dont fera partie une courbe algébrique donnée (Darboux, Leçons sur la théorie générale des surfaces, t. II, n“ 549, Chap. VI).
24. Théorème relatif à une solution quelconque W de Véquation aux dérivées partielles de Jacobi.
Soit W(æ:, y,z) une solution quelconque de l’équation aux dérivées partielles avec ou sans constantes; les courbes normales aux surfaces
Vé {x, y, z) — const.
sont les trajectoires obtenues en plaçant le mobile en un point arbitraire sur une de ces surfaces, W = o par exemple, et le lançant normalement à la surface avec une vitesse telle que la constante des forces vives ait la valeur déterminée h.
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