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Trois mémoires
I. Les diverses caractéristiques employées dans l'analyse mathématique, n'ont pour but que d'indiquer par un seul signe ou symbole, une opération simple ou composée à effectuer sur la fonction qu'elles affectent. C'est ainsi qu'on a adopté, entre autres, la caractéristique A placée devant une fonction, pour représenter d'une manière abrégée, la différence entre la valeur que prend cette fonction par suite d'un accroissement fini de sa variable x ^ et sa valeur primitive. La nouvelle fonction de X qui en résulte, étant susceptible de la même opération, on a été conduit alors à indiquer cette double opération par la caractéristique A', au lieu d'écrire AA; et, en général, si l'opération dont il s'agit devait être effectuée n fois de suite, il était naturel d'en représenter le résultat à l'aide de la caractéristique A" placée devant la fonction primitive, par analogie avec la notation a" due à Descartes ^ pour indiquer le produit de n facteurs égaux à la quantité a. Ce dernier mode de notation, en reculant les bornes de l'algèbre ordinaire, a donc servi plus tard à perfectionner l'emploi des caractéristiques, et à contribuer par là aux progrès de l'analyse transcendante. Mais jusqu'ici ces caractéristiques dont le nombre augmente successivement, semblent rester destinées, à n'être
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employées que comme des symboles d'opérations, quoique deux savans géomètres modernes Lorgna ei Arbogast eussent déjà proposé quelques nouvelles vues à cet égard, en montrant que ces symboles pouvaient encore être considérés comme des quantités, et détachées des fonctions mêmes; procédé qui constituait, d'après ce dernier géomètre, la séparation des échelles de dérivation ^ et d'où devait résulter une espèce d'algorithme pour parvenir très simplement aux formules de développement, démontrées dans le calcul aux différences finies. On a lieu de s'étonner que des géomètres du premier ordre n'ont pu donner leur assentiment à ce nouveau genre de calcul dont l'idée leur avait paru un peu hazardée , ses procédés ayant d'ailleurs quelquefois conduit à des conséquences erronées ou paradoxales {'^). Malgré l'effort tenté depuis par un estimable géomètre M. Français , pour établir la justesse de l'idée heureuse due à Arbogast (-j-) , et malgré la conformité des résultats avec ceux obtenus par les méthodes ordinaires , la défaveur primitivement jetée sur la théorie dont il s'agit, parait néanmoins avoir exercé une influence nuisible sur les progrès dont elle était susceptible. Telle est probablement la cause qui a produit l'abandon total auquel cette théorie a été condamnée jusqu'ici. Toutefois , et que Ton nous permette cette observation dans l'intérêt de la science, un examen plus approfondi de la marche de ce calcul, aurait sans doute fait reconnaître , qu'il a un fondement réel dans la nature des caractéristiques, et (ju'il importe de le conserver, comme oflrant un nouvel instrument propre à étendre les ressources de l'analyse, et à mettre sur la voie de nouvelles découvertes analytiques. Au surplus , nous ne craignons pas
(*J La çrou. Traité du cale. dijf. et inlegr. Tom. HI , pag. 726.
(t) Annales de mathem. pures et appliquées. Tom^ III , pag. 244. Ce n'est qu'après avoir terminé mqn mémoire que j'ai pu prendre connaissance du travail de M. Français. En le comparant au mien , on remarquera que la matière s'y trouve traitée d'une manière diflerente , et non pas avec tous les développemens qu'elle comporte; que d'ailleurs les notations adoptées par ce géomètre s'écarlent des miennes, pour ce qui concerne les fonctions, à deux ou plusieurs variables; de sorte que mes recherches pourront,, je pense, ne pas être regardées comme superflues après la publication de l'intéressant travail que je viens de citer, et qui assigne à son autei» une première place parmi les partisans des idées d' Arbogast.
d'aifîrmer , que les conséquences paradoxales , invoquées pour motiver le rejet de la théorie , n'ont pu résulter que d'une fausse application de ses véritables principes , et ne peuvent nullement être attribuées à la théorie elle même.
Le présent mémoire contenant quelques nouvelles recherches sur cette matière, pourra contribuer, j'espère, à faire revivre et à perfectionner une branche d'analyse qui m'a paru tout a fait digne de l'attention des géomètres. Les considérations que nous allons exposer serviront à établir la rigueur des principes que nous avons cru pouvoir adopter comme base de la théorie des caractéristiques.
2. Supposons qu'on ait à effectuer sur une fonction m de ^, une suite d'opérations simultanées, indiquées par les signes ou symboles a„, a^A, a. A*, etc. , dont le premier représente un facteur ordinaire. La fonction résultant de la somme de ces diverses opérations, s'exprimera par la série
au + a Au 4- a A^u -f- etc.
Or, rien n'empêche d'adopter un nouveau signe LI, à placer devant la fonction 2<, pour représenter r ensemble de ces opérations partielles; ce qui revient à poser l'équation ou identité caractéristique
a„ H- ai A + œ. A* 4- etc. =n d'où l'on tire d'abord
«^ w + a. Au -H a, A*m 4- etc.=nî«= <a^ -f a^A-ha^A* +etc.|w.
où l'on voit que le polynôme provenant de la séparation des caractéristiques, ne doit être regardé que comme une caractéristique unique, qui représente l'ensemble des opérations indiquées par les diverses caractéristiques appliquées à la fonction. Il est visible d'ailleurs qu'une telle séparation sera toujours permise dans ce sens, quelle que soit la nature des caractéristiques partielles , dont l'ensemble constitue la fonction Il M.
5. En désignant avec Arbogast par Eux^ Péfat varié d'une fonction
de a; y c'est-à-dire la valeur qu'elle obtient par le changement de x en x-\- 1 , cette notation entraine l'équation identique.
la caractéristique A indiquant l'accroissement qu'a subi la fonction dans le passage de x k x+i. Or, d'après ce que nous venons de voir, il est permis d'écrire l'équation précédente sous la forme simplifiée
d'où il suit que la caractéristique J? pourra toujours être remplacée par la caractéristique binôme (i4-A) qui lui est équivalent; de même qu'il résulte de l'équation
Aw, = ^ M, — tt, = (E—i) w,.
que l'on pourra remplacer la caractéristique A, par celle binôme (E — i ); et c'est dans ce sens qu'il est permis d'établir les relations caractéristiques:
Puisque JEu^ est identique avec Wr+i , on voit que pour passer de m^-i-, à Wx-j-, , ce second état de la fonction devra être représenté par F. E m, ou plus simplement par E'u^, où l'exposant n'indique qu'une répétition de l'opération primitive , à l'instar de la notation A' u^ ou d* u^. On en conclut sans peine que la valeur générale de la fonction qui repond à un accroissement n quelconque de la variable, c'est-à-dire de Wr-f-n, s'exprimera par J?"M,ou bien par (1+ A) "M,, en vertu des équations(i). Partant l'expression J?—" w, désignera m,— «, ou en d'autres termes, la fonction dont la variable doit subir n fois l'accroissement w%, pour réproduire la fonction primitive w,; de même que A—" w, ou Z" u^ sert à représenter la fonction dont la diiference finie doit être prise n fois de suite , pour réproduire M,. C'est ainsi que les exposans négatifs aflectés aux caractéristiques, quelque soit la nature de l'opération que celles ci indiquent, servent toujours à énoncer une opération inverse , répétée autant de fois qu'il y a d'unités dans ces exposans.
Si dans l'équation
on change x en jc-\~i , ce qui revient à passer de l'état primitif a l'état varié , il viendra
OU bien
AE Ux=:E Mx+» — E Uj.z=iE {uxu^ — Uj.) =: E Aux
d'où l'on voit que la double opération indiquée par la caractéristique composée AE ^ donne le même résultat que celle indiquée par la caractéristique composée E A; ce qui veut dire en d'autres termes , qu'il est toujours permis de changer l'ordre de ces deux opérations distinctes. Il en serait de même en combinant deux à deux, les trois caractéristiques A, -É", d, ainsi qu'il est facile de vérifier; l'on pourra donc établir les équations caractéristiques.
AE = EA. dE=:Ed. d A = A d
d'où dérivent encore celles ci:
d Ai? = d^A. Ad^ = AJ^d. ^dA = EAd.
conduisant toutes au même résultat , et qui montrent déjà l'analogie entre les caractéristiques composées, et les produits de la multiplication de quantités quelconques.
5. Mais la propriété commutattve que nous venons d'énoncer relativement aux trois caractéristiques A, E,d, s'étend encore à toutes espèces de caractéristiques simples ou composées. En eflFet , quelle que soit la nature d'une opération à effectuer sur une fonction donnée u , il sera toujours possible d'en exprimer le résultat au moyen des différences finies de cette fonction , ou bien de ramener le résultat à cette forme » s'il contenait dans ses termes des coefficiens différentiels de divers ordres, vu les relations connues qui existent entre ces dernières quantités et les différences finies des mêmes ordres. Supposons, pour fixer les
idées, que la caractéristique II, représente l'ensemble de trois opérations indiquées par les caractéristiques a A*, 6 A'^, c Ay ; c'est-à-dire, que l'on ait l'équation identique.
nM = aA«w4-ôA^w-l-cA>'M
= (a A^ H- 6 Af^ + c Ar) w
Supposons en outre que la fonction H u doive être soumise à une seconde opération indiquée par la caractéristique
n' = a A^' + d'A^^' + c'An
Le résultat de cette double opération s'exprimera évidemment par l'éqùation
n'nw = an'A^«-f6n A^w + c-nA^^w. (a)
Quant à la valeur de chaque terme , le premier donnera
D'ailleurs puisqu'on a, d'après le calcul aux différences finies,
la valeur de II A^,®, pourra s'écrire encore sous la forme
et fournit ainsi l'équation
n'A''w=A*Il'w;
ce qui établit la propriété commutative des caractéristiques II, A. L'on aura donc identiquement ,
« n A* M = a A*. Il' w j
bU'A^u=^fjAI^.Tl'u (B)
cil A^w= cAntl'w' )
Ajoutant ces trois équations, il viendra en vertu de (A)
n' n M = (a A^ rt- 6 AA 4r.c Ar>i\nw= n ii' u
ce qu'il fallait prouver.
Cette démonstration étant indépendante du nombre des termes qui composent la valeur de chaque caractéristique , on en conclura , que la propriété dont il s'agit est générale, quelle que soiî la forme de la caractéristique , pourvu toutefois que les coefficiens qui affectent les divers termes en A soient des constantes. Mais on pourra s'en assurer encore , en évaluant les quantités II II m , THI'm, en fonction des différences finies de u. Pour cela les relations (B) nous donnent
a II' A* w = a a A^+'^'m 4. a ô' A^+/^' u-\-ac A'^+y' u 6 II' A'^ M = 6 a A/3+ «* w + 6 ô' A-s-f/s w + 6 c' A/^H-r' u c II' A^- w z= c a A7+^' u-\-cb' Ay+^' u-hcG Ar+r' u
d'où l'on tire, en vertu de l'équation (A),
WUu = aa A*+«' u-hab' A*+/3' u + ac A^+y' u (G)
-h b a A(3+«' u+ bb' A^+^' u + bc A(3+y' w 4- c a A^-l-*' M H- c 6' AV+/3' u+cc Ar+y ' u
En partant de l'équation
Yïu=za A^'u + b' A^'u + c'Ay'u
= {a A» + b' A(3' -f- c' Ay') u
pour en déduire, conformément à la marche précédente, la valeur de nn w, on trouverait un résultat identique avec celui indiqué par l'équa tion (C), d'où l'on conclut de même II 11^ = 1111 m, quelle que soit la forme de chacune des deux caractéristiques, pourvu qu'elle remplisse la condition ci-dessus énoncée.
Il importe maintenant de faire remarquer , qu'en détachant dans le second membre de l'équation (C) , la fonction u des caractéristiques A, le polynôme placé devant cette fonction, et servant de caractéristique composée pour représenter 11' Il ou II II', formera précisément le produit des deux trinômes
aA« + 6A^H-cA>', a'A«'4-6'A'3'+c'Ar,
en y considérant le signe A , comme représentant une véritable quantité au lieu d'une opération algébrique. Ceci résulte évidemment du procédé même d'après lequel on a obtenu la valeur ou l'expression de cette caractéristique polynôme , et qui est tout a fait analogue à celui de la multiplication de deux trinômes ordinaires. Cette propriété importante qui sert de base à la théorie des caractéristiques, confirme d'ailleurs la justesse de la relation II' 11 =: Il H', attendu que la valeur d'un produit ne change pas, en intervertissant l'ordre de ses facteurs.
6. Il n'est pas nécessaire de supposer que l'opération indiquée par un des signes II, II', se compose exclusivement des différences finies des divers ordres; on pourra y faire entrer à la fois les coefficiens dijfférentiels de u. Si, pour l'uniformité de la notation, on adopte, ainsi que nous le ferons dans ce mémoire , le signe d pour représenter la fonction
prime ou le premier coefficient diff'érentiel i- , et par conséquent d"
pour exprimer celui de l'ordre ?^, chacune des deux opérations dont il s'agit pourra être énoncée plus généralement de la manière suivante;
n = a + 6d''4-ca"'-4-....
-h « A*' -f i8 A'^' -j- y AT'' + etc.
+ A A*" -4- B A^" + C A^" -h etc.
et il est clair qu'il suffira de même de multiplier ces deux équations, pour obtenir le résultat de la double opération (Tl II) , en fonction de quantités de la forme k A'* b^u.
En généralisant ces idées, on en conclura facilement , qu'étant don^ nées les deux équations caractéristiques :
XI = a + 6 n -I- c n' + «f n' H- etc.
ii'= a' -I- 6' n' + c' n'^ + «r n'^ -f- etc.
Ja fonction représentée par II' Il m ou fL£l'u aura pour valeur r(a-|TÔn + cn*+ etc.)(a4-ô'n'4-c'n"4- etc.)lw,
Ou n'aura donc qu'à développer par les procédés connus , le produit indiqué entre les deux crochets , afin d'évaluer le résultat de cette double opération en fonction des quantités de la forme k TI* H*^ u , lesquelles pourront à leur tour être exprimées en fonction des diJBFérences finies ou des coefficiens différentiels de w, chaque fois que la composition des caractéristiques II , H' sera donnée en A et c).
Bans le cas particulier de II' nz II , il viendra évidemment £Vu = (a -h m + cil' + etc.)' u , et en général
I2,''M = (a + 611 4- cTl* 4- ete.)" u ,
où l'exposant n dans le premier membre de cette équation , n'indique (ju'une opération effectuée n fois de suite sur la fonction u , à l'instar des notations A''w, d''w,Il''w. Eu prenant cet exposant négativement , la fonction XI— " M , désignera le résultat de l'opération inverse appliquée n fois de suite à la fonction primitive.
y. La séparation des caractéristiques offre très souvent l'avantage de pouvoir exprimer d'une manière très concise , des expressions polynômes dont les termes procèdent d'après une loi connue. En effet soit la relation caractéristique
n' = a + 6 n 4- c n^ + ^ n' 4- etc.
et supposons que le développement
a-\'hx-\-cx^-\-dx*-\- etc.
représente la valeur d'une fonction algébrique ou transcendante ^(^); il est visible que la caractéristique II' pourra être remplacée alors par le signe <îî(ri), de sorte qu'il sera permis d'écrire
a M 4- 6 n M H- c n* M 4- 0^11' M + etc. = [(p (II)] w
quelle que soit la nature de la caractéristique II.
JKOCV. HÉH. PBÉX. CLASSE SE l'iiTSTIT. TOM. VI. %
Ainsi , en dénotant , d'après Laplace , par V y^; , la fonction polynôme
ayx-^ à ijx-^i + c l/x-i-i + etc.
on aura , en vertu de Ta notation yar4-n = ^"ya:. adoptée ci-dessus (n° 3)
Vy^ =z{a + b£-^ cE' + dE' -f- etc.) tj^ ou bien VVx = [<P (E)] y^
et en général V^x = [<P (E)]" yx
De même les développemens particuliers.
ï^^ + Awx + ^ A 'w,, H- ^ A' ?^^ + etc.
Wj. H- n d M^ -f -^ — ^^ d* Wa- H- -^— ; — ^— — d'wj, + etc,
etc. etc.
dont la loi de formation est évidente, pourront être énoncées plus simplement par les expressions équivalentes
(e^)««^. {cosE}u,r, {i+d)»îf^.
Mais un des plus grands avantages résultant de la séparation des caractéristiques, et qui ne jiaraît pas avoir été remarqué jusqu'ici, c'est qu'il est permis de transporter la vai'iahilité de la fonction à la caractéristique même , de manière que celle ci se transforme en une véritable fonction de la variable cr , susceptible par conséquent, de différentiation , d'intégration, et en général de toutes les opérations qu'on peut appliquer aux quantités variables. Tel est le nojaveau point de vue sous lequel on peut traiter le développement des fonctions analytiques , et dont nous allons ijous occuper spécialement dans ce mémoire. A cet
effet notre travail sera divisé en trois parties. La première traitera des fonctions à une seule variable ; la seconde de celles à deux ou plusieurs variables. Leurs développemens y seront déduits directement des fonctions caractéristiques et des relations qui existent entre celles ci , sans récourir au théorème de Taylor , qu'on verra découler lui même comme une conséquence de nos principes. La troisième partie contiendra l'application de la théorie des caractéristiques à la recherche de la valeur d^une classe étendue d'intégrales définies.
§ 1 . Développement des fonctions (Tune seule
variable,
8. Nous avons vu précédemment qu'en adoptant la caractéristique ^ pour indiquer l'état varié d'une fonction mx, produit par un accroissement égal à l'unité de la variable x , on pourra écrire l'équation identique.
l'exposant de E énonçant le nombre de fois que l'opération indiquée par cette caractéristique a été effectuée. En vertu de l'identité des caractéristiques jE',(i+A), cette équation revient à
Développons, d'après ce qui a été exposé au n». 6, le second membre de cette équation, on en tirera directement la série connue
ux^a = ^:r + « A^^ H- "~^^^=^ A' u^ + "''-~^- '" A^^^ 4- etc. (2)
servant à interpoler une suite de quantités qui procèdent d'après une loi donnée ; on aura de même , en prenant a négatif.
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L'équation (2) suppose à la vérité que l'exposant a soit un nombre entier, mais il ne sera pas difficile de prouver qu'elle est également applicable au cas où cet exposant serait un nombre fractionnaire. En effet faisons a = -, m elp étant deux nombres quelconques ; il est permis d'éta-
blir a priori que la fonction Ux-\-m , peut toujours être développée sous
la forme suivante
M^ -f- A Am^ + B A*w^ 4- C A'wa: -I- etc. ,
où les coefficiens constans sont des fonctions de m , p seulement. Pour les déterminer, on observera qu'en supposant dans cette dernière série, m=zo , mz=.p^m=.ip ^ etc., elle se réduira successivement à la série (i) après y avoir fait az=.o ^ a=l, «=2, etc. On en conclura d'abord que tous les coefficiens A, B, etc., contiendront la quantité m comme facteur; que ces mêmes coefficiens à partir du second B , seront en outre divisibles par m — p\ que ceux, à partir du troisième C, le seront encore par m — •2j», etc. Le développement dont il s'agit, pourra en conséquence être présenté aussi qu'il suit.
ux+m =:iUx-\-ce>m Aux r (2m(m — p) A^Ux-{^ym (m—p) (m — Qp)A*u^j^ etc. (3)
Changeons maintenant m en m+p, il en résultera
Ma;-hx4-m=Wx+ «(w + jo) Aw^-f ^w(w i /?) A'w^+^(m — p)ni{m-i-p)A'u^-\-eic,
Mais en écrivant x+i au lieu de x dans la série (3), celle ci donnera également
ux^^+m = Ux-\-^ -f » w A Ux.^ » H- /3 m {m—p) A* Ux-^^ (4)
-^ ym{m — p) {m — 2/>)A* Mar+, 4-etc.
el en y remplaçant «x-|-, par (l-\-A)ux, elle se changera en
MA^-l-t-m = u^ 4- {ob w+i) Am^ + m {o6-{-(B {m—p))A*u^ p
H- m {m—p) (/3+y {m — i p)) A'm^+ etc. (5)
Les séries (4) et (5) devant être identiques, la comparaison des termes analogues nous donnera immédiatement pour les valeurs des coefficiens »» /S, y» etc. les relations
« = i. /3=-i-. y=-^ etc.
En les substituant dans la série (3) , il viendra
«,+. =[ 1 + ^A + ^ii^zif A» 4.^-^-/^-^^-^/^A-+ etc.Jw,
ou bien m m
p ce qu'il s'agissait de prouver.
D'après cela , si dans l'équation
ttar+o == E'* Ux
on change ^ en a et réciproquement , on pourra écrire encore
quelle que soit la valeur de la variable x. Si l'on prend a=o, il s'en
suivra
ce qui fournit un nouveau mode de notation pour exprimer une fonction quelconque de a;, et qui nous sera très utile dans la suite. On en déduit d'abord
tt, = ( i + A)^ «„ = «„ + xù^u^ -h ~^ A'u, + etc. (6)
série qui exprime le développement d'une fonction de «, au moyen
de ses dififérences finies de divers ordres, correspondantes à ^:=o.
La relation caractéristique A=E — i , fournira pareillement le développement général
A''u = {I! — iy'u = u„ — wwn-i + '-Y7^^«-» — ^^^' ^^^
Il suit encore de la relation (^— A)^ = i , et en observant qu'en général
E^ A^ w„ = A^ EP M„ — A^u^
C'est delà même manière qu'on déduit de la relation
jE^+a r=^^+« (E — A)-^
w^^.„=^*+«tf„=w„+^AM«-x+-7^A Wa-.+ ;:;j—A Wa^,H-etc.(8)
en ayant égard à l'équation E'^-P APu^ = Ap Ua-p.
Si au lieu d'égaler à l'unité l'accroissement constant de la variable,
on suppose Aa^=», de sorte qu'on ait
Aw^ = War-f-a «x
ou bien
. Ux-^oi = War + Aua: = ( I +A) U-r
il s'en suivra évidemment
M^+X«— (l+A)*Wx.
Faisant A<»=w, on en déduira la formule n
U.^n= (l+A)%. = t.,Hh^- A^..+ f^: A'u.
...-«.-.^^3^^ etc. (9)
qui est plus générale que le développement (2). La quantité oi ayant une valeur arbitraire , on voit que cette série pourrait remplacer l'autre, lorsqu'il s'agit de développer des fonctions périodiques qui donnent Us = «jH-1 = Wa;-i_„ , n désignant un nombre entier quelconque; d'où résulterait pour la série (2) , A î<^ m A* u^ etc. = o, dans quel cas celle-ci cesserait d'être applicable.
g. Les séries (6) à (9) se trouvent démontrées dans la plupart des ouvrages qui traitent du calcul aux différçnces finies , mais d'une manière beaucoup moins simple , que nous venons de le faire. A la vérité, la théorie des fonctions génératrices, due au célèbre Laplace^ a ouvert une nouvelle voie pour parvenir plus facilement aux mêmes résultats (*). Cependant, ce qui précède suffira déjà pour montrer, ainsi que l'on pourra s'en convaincre plus loin, que la théorie des caractéristiques l'emporte encore sous le rapport de la simplicité des procédés de calcul. Observons ici qu'il devient facile d'augmenter le nombre de ces formules , car il est évident , d'après la marche que nous avons suivie , que toutes les relations algébriques qu'il est possible d'établir entre les caractéristiques E, A, considérées comme des symboles de quantités, feront naitré autant de nouvelles séries de ^espèce de celles exposée ci-dessus. ii»q coL
io. Remarquons encore que toute expression de la' forme
se transforme facilement en une autre qui ne contienne que la fonction Ux et ses différences finies successives, telle que
oc 21^ + oc^ Aw^ -f ct^ A'M.r -hoin A"w.y.
Pour cela, on n'aura qu'à remplacer chaque terme w.r-}-;t = -^'^«^ , par son équivalent (j-|- A)* Wj., et ordonner ensuite les développemens d'après les puissances de A. Mais, à cause deA.^=^E — i, cette opération tant soit peu laborieuse, pourra entièrement être évitée , en appliquant
(*•) Théorie analytique des probabilités. Liv. l* , premièio partie.
ici l'algorithme dû à "M.. Budan , -pour diminuer d'une unité, les racines d'une équation numérique d'un degré quelconque. Soit par exemple l'expression
MjP + 8 Mj,+ , lO Mx-H, -f- 1 '^ «x-f ,.
La transformation dont il s'agit s'eifectuera très simplement à l'aide du petit calcul suivant :
donc l'expression donnée sera équivalente à
1 1 W^ + 24 AMj, + 26 A*Uj. + I 2 A'Uj;
et ainsi des autres du même genre.
L'opération inverse de la précédente pourra s'effectuer d'après le même procédé , en ayant soin seulement de changer les signes qui affectent les coefi&ciens des puissances impaires de A, ainsi que le prescrit l'algorithme dont il s'agit. Nous aurons plus tard l'occasion d'en montrer également une application.
1 î . Passons maintenant à établir les rapports qui existent entre les coefficiens différentiels d'une fonction de x, et ses différences finies des divers ordres. Nous avons vu ci-dessus (n.°6), qu'en représentant une fonction w par E^ u^ ou (i-f-A)^w„, la variable x qui affecte la caractéristique , se comporte dans le développement comme un exposant de la base ^ ou i -HA. Cela posé l'équation
étant différentiée par rapport à x, nous donnera immédiatement
^= ÔM = {è£j) w, = logJE. E^u^ = logE. wx = /o,ç(i+A)tt.
Le facteur /( 1 4- A) désigne ici une nouvelle caractéristique d'opération, de sorte qu'en développant celle ci, la relation précédente revient à
— =aM = Aw— Z A*M-fi A'M — etc. (lo)
Si l'on avait quelque doute sur la légitimité du procédé qui nous a fourni l'équation (g) , on pourrait s'en assurer encore de la manière suivante. En supposant que la variable x reçoive l'accroissement fini A a:, la valeur correspondante de u, sera
d'où il suit
Amx = Wx-l-A^ —r-u^^i (^^* — 1 ) u^
Or en faisant A.a7=ro, le premier membre de cette équation se ré^ duira, d'après la nature du calcul différentiel, à -j^, et le second aura pour limite (lE)uj., ce qui réproduit la relation
^=dw=:/J£'.wr=/(i+A)w; (u)
d'où l'on déduit, par la répétition successive de la même opération,
= a«M = {IJEy'u = {/(i+A)}"m ; (i'^)
relation qui servira à développer le coefficient différentiel d'un ordre quelconque au moyen des différences finies de la fonction proposée.
Puisque la caractéristique ^~' indique une opération inverse de la différentiation , c'est-à-dire une intégration, la relation précédente donnera encore, en y prenant n négativement:
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: Il résulte maintenant de l'équation (i l), qu'on pourra établir les rélations caractéristiques
^z=:lE. ,e'^ = ^— l+A. A=e^ — i.
En employant les deux dernières, on parvient aux expressions
dont la première fournit immédiatement le théorème de Maclaurin. En effet après avoir développé la quantité exponentielle e^"^ , faisant fonction de caractéristique, il viendra, en observant que «3»'?^^, signifie le
coefficient différentiel -^, pris dans l'hypothèse de a;=ro , w^ =: (l+^d + — a' H- -^ a* + etc.)?*
= w +:,lfi»+£lli!f^-f.JElll!^»H-etc. '
° ÙX 1.2 d.t» 2. 3 d-T»
À l'aide de la relation Ezzze^ , on obtient encore le développement
=:m_ + w-— ^H h etc.
! , ^ d.r 1. 2 d.Tî 2. 3 d.r»
ce qui est précisément le théorème de Taylor ('^)
1 2. Jusqu'ici la caractéristique A a indiqué la différence finie de la fonction, correspondant à un accroissement de x égal a l'unité. Mais si cet accroissement devient n^ la relation entre A et ^ se changera en
A=zE» — i d'où l'on conclura
(*) Dans son mémoire cité, JU. Français déduit la relation E ^r e^ , du théorème de Taylor; on voit maintenant que , sans rien emprunter aux méthodes ordinaires pour le développement de» fonctions, on peut établir cette relation importante à l'aide seulement de l'équation Ux^^E'u»; et le théorème susdit en devient alors une des premières conséquences.
formule au moyen delà quelle on peut exprimer la différence d'un ordre quelconque en fonction des coefiiciens différentiels des ordres supérieurs. En prenant r négativement , cette formule donnera le développement de Y/u.
Considérons le produit a^u , dont la différence finie , en prenant celle de X égale à w, deviendra
Si l'on substitue à u une nouvelle fonction a"w„ — îi={a^* E'^ — l)u, l'équation précédente se changera en
A a^ (a"^'» — l) îi = A* a^u = «^ (a^E'^ — i)*m.
et en continuant la même opération, il en résultera la formule générale
A' a'u = a" (a'E'—'iy. uzzza' {a" e"'^— i )'. u. ( i5)
Prenant l'exposant r négatif, on «aura encore
Si l'on différentie le même produit, il viendra
^ . a' u z=. a' à u ~\- a' u l a zzz a' (b -\- 1 a) u. z=zà' {l E + 1 a), u = a', l (a E)u.
d'où il est aisé de déduire
}i\a'uz=a'{laEy u.
et en général
c>". a'uz=za'{la E}". u = a'|/ a (i 4- A) }" w. (17)
Les formules (i5), (i6)', (17)» (l8) paraissent être présentées pour la
première fois en 1777 par Laplace. Il est bon de faire remarquer ici que les intégrales (j6) (18), devront être complétées par une fonction <p{x)^ telle que d"<î>(^) = o, ce qui exige que l'on ait
(p (:r) rrr «e -f- /3 a; -I- y a;* -f- . . . . Aa;»— '.
l5. Soit la série infinie
X = a^x -4- a^x^ -\- a^x'^ -f- . . . . etc.
dans laquelle les coefficiens expriment les valeurs successives d'une fonction donnée de w, en y faisant w=i, rzi2, =3, etc. Le terme général a„ de ces coefficiens pouvant être représenté par E"a , la valeur de X prendra la forme suivante
X= la:^ + a;*^* + ^* ^' 4- etc. I a.
Or en posant -^=y, la dernière caractéristique deviendra
2^ + y^A + y'A^ + etc.;
donc en substituant, il en résultera
X = «^ y -t- Aa^ y* -h A'a y' 4- etc. (19)
série qui s'arrêtera au terme y», chaque fois que l'on aura A"a^=ra. Soit encore la série
y = A -H B:c -{- Ga;* 4- Da:' 4- etc.
Multiplions ses termes respectivement par les quantités a^, «^ , a , .... qui conduisent à des différences constantes ; il s'agit de transformer la nouvelle série
Y = Aa^ 4- Ba^a; 4- Ga^ar* 4- Da^ar* 4- etc.
en une expression finie qui soit fonction de y et des quantités domaées.
Pour y parvenir, remplaçons dans la valeur de Y, le coefficient général aJ^ par E'^a^, elle pourra s'écrire sous la forme
Y = (A 4- Ba:^^ 4- G a:* j:" + D^t'jE" + etc.) a^.
Or il est aisé de remarquer que la fonction caractéristique renfermée entre les deux parenthèses, représente précisément la valeur de y, après^ y avoir changé x en x E on a:(i-|-A) , ce qui suppose que x ait reçu l'accroissement ^A; donc cette fonction caractéristique est égale à E^^y. Développant la quantité ^^^ = e^''^, il s'en suivra immédiatement,
Y = ya^ + ^ d y Aa„ -f -îi h'y A V„ + -^ d'y A*«„ + etc. (20)
Cette série qui s'arrêtera au terme -^ — ^^>^y A"a^^ toutes les fois que
A"a^ sera une quantité constante, est due ainsi que la précédente au célèbre Euler. Ces deux séries se trouvent démontrées d'une autre manière dans l'ouvrage de M. Lacroix. (Tom. III. p. 345 et 395.) Dans le cas particulier de yzne^, la formule (20) donnera
<ta-\- a X -ir (it h C' h ^tc.
= e^|a„ + X A«, + -:^ AV„ -h£l AX H- etc.}. (21)
En écrivant nb au lieu de x^ cette dernière équation deviendra
a ^na d -f- — a,d*4- — a,d='4-etc.=(a -|-wAa,ô-H— AX^' + etcle • ^ 2 2.3 l 1.2 J
nd
On peut maintenant placer chaque membre de cette équation comme une caractéristique devant une fonction quelconque w^; et en observant que é^^u^ =r E^u = Wjr-hn , on obtiendra ,
a M^+wa^dw^H-— œ^d*w^4-etc.=a^Wa:_l-„4-wAa^â«,c-fn-f-— A*«„ô*Wx4-n+etc.
(22) d'où l'on voit qu'après avoir multiplié les divers termes de la série de Taylor^ par les quantités a^ , «^ , a^ . . . . , la somme des produits donnera
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une nouvelle série toujours susceptible d'une expression finie, lorsque ces quantités conduisent à des différences constantes. li n'est pas difficile d'entrevoir qu'on pourrait déduire de la même formule (20) encore d'autres résultats utiles.
l4. On tire de l'équation fondamentale Ux+x =:z JE^ u^.
A'mj, = tix+x — u^z=:{ E^ — 1 ) Ux
A' indiquant la difi'érence de la fonction, relative à l'accroissement oc de la variable x.
Or, si l'on décompose la caractéristique ^*-— i , en ses deux facteurs
a oe ce
E*—-' E *, JE", il est visible que l'équation précédente pourra s'écrire ainsi
AV=C#— ^~^)z^^+î.«,
d'où l'on peut conclure sans peine, en prenant les différences successives;
et a
Ù^'ux=:{E~'-^E"Yux+:c
u ce '
A'^ Ux = {E~^— É~ ~^y ux+'-^ et généralement
ce qui s'accorde parfaitement avec l'expression obtenue par Laplace y à l'aide de son calcul des fonctions génératrices (*).
n Si l'on y fait «= 1 , et qu'on change ensuite ^-{--en x ^ la formule
que nous venons d'obtenir, se réduit immédiatement à
A"M^_J=(e^— e "'fu^ (24)
Ot) Oi k' . : ,: ( ';•.•'■:■ ^ " "
' (*) ^héofie analytique des probabilités^ pag. 41.
Ce dernier résultat a été démontré séparément par Laplace {f). On voit cependant qu'il n'est qu'une transformation de la formule (23). Nous allons lui donner une autre forme , qui nous servira a prouver directement une série remarquable due à Stirling.
En observant que sin ((pV^ — 0 ^^== ~» ^^ mettant z à la place
de l'imaginaire IX — i , l'on pourra écrire
e* ■ — ' e * = — 2 2 sin — .
Si maintenant l'on change n en 2n, la formule (24) se transformera en
A^''W:r-n = ±(2sin'|)*-W^ (25)
selon que 7i sera paire ou impaire.
Considérons les deux développemens connus, (f)
cos2n.r=i-~^(2sin^)'+^^:|^(2sina;)-— ^^•j'-y^^--^(2sin^)° + etc.
sin2wa.=:wsin2^ l—-^' (2sin.y)* + "'~'''''~^(2sin^)* — etc.) ( 2.3 ' 2.3.4.5 ^ ^ )
Lorsqu'on y remplace j? par l£ , la première de ces séries fournira
le développement de la fonction caractéristique cos in d. On aura ainsi, en appliquant cette caractéristique à la fonction w^ , et ayant égard à la formule (26)
(cosmô)^.,=^^,+lA"^.._,+:l:I^^AV-,+^^^
Quant à la seconde série, remarquons d'abord que le facteur siu 2a?
(*) Théorie analytique des probabilités, pag. 45.
(f ) Lackakce. Leçons sur le calcul des fonctions. 6 édit. pag. 142.
ou sin i d pouvant s'exprimer par
i — ai — "xi
il en résultera ,
(sinedK = =4 A(^-'+i)w^ = =^(Am:._, +Aw^| et de même
(sint a)A'«W._n ==^{A"*+^M^-,»-t + A*"+^W,_n }
D'après cela, la seconde série fournira la suivante:
— i (sin in 'b)u^ = - f A Wx_, -|- Aw^ +ii!z:i ( A'w,_, + A' w^- ) al 2.5
■ 2.3.4.5 (A'^-. + A'«.-,)+etC. (27)
La somme des deux développemens (26) (27) donne immédiatement en vertu de l'équation
cos 2 w ô — i sin l' n d = e«3 rr: ^" ,
JE'«^.,==^..+n=t..VfA^^^._,+:^A*^.._,V^^5;^^ +îi ÎA(z.^,+«J+:^A'(wx-,4-Wx J^-:f!Zl:^AH^^^-3^-w^-J^-etcj ; série dont la loi est manifeste, et d'où l'on peut déduire encore la suivante
Awa;-,+ — — -A Wa;-,4- — — =^A w^_34-etc
En y faisant a;=:o , ces deux formules rentrent dans celles de Sti'rling. (*)
(*) Tracfatus de summatione et interpolatione serierum infinitarum , pag. 105. Stirling y a présenté ces deux série» sous une forme abrégée , sans y ajouter la démonstration. Laplace en a donné une basée sur le calcul des fonctions génératrices. (Voyei son ouvrage cité pag, 16.) En la comparant à celle rapportée dans le texte , on aura une nouvelle preuve de ce que nous fffom avancé ci-dessus. (n.<> 0.)
l5. Puisqu'on général
£n _|_ £—n — ^ gn^ _|_ g— »»^ = 2 COS e« d ,
cette relation caractéristique fournira l'équation
Ux+n + W^— « := 2 (cOS 2 W d) M*
d'où, en mettant nl^ — l , au lieu de w,
Ux^nV-^ + Ux-ny — a = 2 (cOS wÔ) Wjr. (3o)
Donc , en élevant à la puissance w»«»»^ l'équation
E + E~^ = 2 COS
on en tirera facilement
Ux-hn + ^U^+n-^-h"-^^^^^Ux-i-n-,+ etC 4-Ma;-n= 2«(cose d)"w^.
On trouvera pareillement à l'aide de l'équation
JS — JF— ' = — 2ï sin ib
Ux+n — »W*+n-î4-^^^^W^4-n-^ — etc ±W«— n=±(2 2)"(sin2*d)"Wx
(32) selon que n est paire ou impaire.
i6. La théorie des caractéristiques peut encore être appliquée avec succès à des recherches qui sont du ressort du calcul intégral. C'est ce que nous allons montrer par un exemple utile.
On sait que la quadrature des courbes ou la valeur de l'intégrale
Jyx^^ prise entre les limites x=zO, a;=rw, est susceptible, quelque soit la fonction y^, d'être calculée approximativement, au moyen des valeurs particulières de cette fonction , correspondantes aux abscisses ar=o, 1, 2..,w, qui croissent par des intervalles égaux à l'unité de longueur; ce qui revient à supposer que la courbe donnée se confond entre ces limites, avec une courbe parabolique passant par les w+l ordonnées y„ , y^ , y, , 2^n« Voici comment on peut obtenir la valeur
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de / * Vx^^ dans cette hypothèse , sans recourir au calcul intégral. En écrivant fyx^x sous la forme
on voit que sa valeur prise entre les limites ^1=0, xzzzn, aura pour expression "
/ri-4-A-,"-,>
Il s'agit maintenant de développer la fonction caractéristique, d'après les puissances positives de A. A cet effet remarquons que l'équation delà courbe parabolique devant s'élever au degré n ième , la fonction y^ aura ses différences finies jusqu'à l'ordre w ième inclusivement; celles des ordres supérieurs devant toutes disparaître. Le développement à effectuer ne pourra par conséquent s'étendre au delà de A"; il sera ainsi delà forme
a„ 4- a,A + «^A' 4- . . . . + sA*;
ce qui fournira l'équation caractéristique
1— iA+-iA^ — iA^4-....etc.
d'où l'on pourra déduire les relations qui existent entre les coefficiens indéterminés a^, a^, a^ ...., ainsi que leurs valeurs en fonction de ri. Pour cela, il faudra multiplier le second membre de l'équation (33) par le dénominateur du premier , en ayant soin de rejeter du produit toutes les puissances de A supérieures à n. En opérant de cette manière, la comparaison des termes semblables donnera les relations suivantes, qui sont faciles à établir:
— ÛJq
etc.
etc.
2 3 rt-|-i »
au moyen desquelles on pourra déterminer dans chaque cas particulier les valeurs de « , a^ . . . . en fonction de n. Si l'on fait a rzznct^^ a^:::::^noc>, a = wos etc., la quantité
exprimera la hauteur du rectangle construit sur l'abscisse n comme base, et dont l'aire égale celle de la portion de courbe parabolique
indiquée par l'intégrale définie / y^do:. On peut ensuite remplacer la caractéristique A par E — i, afin de parvenir à un résultat qui soit fonction des ordonnées successives y^iy^^ Vi-'-'J/n' Quelques applications serviront à éclaircir cette recherche.
Prenons d'abord le cas le plus simple, qui est celui dew=2. La courbe parabolique passera alors par les trois ordonnées y^ , y^, y^, et il vien^ dra pour ce cas.
» =-=i. a> — iat, -f-- = 0, donc et = ~ * a 2 o 6
y^.d^=:2(H-A4-^A*)yo = g(y. + 4y^ + y,)
en changeant A en E — i.
Soit, pour second exemple wr=4, on trouvera
«=2. «=1 i + II=-
ce zzz: - — - T — "T- - = '63443
«,=2-^ + 1-^ = ^, * 3 9 2 5 go
ce qui donnera
fy^dx=—igo-{- i8oA-f i5oA* + 6oA'4-7 A*|y„.
Pour avoir cette valeur en fonction des cinq ordonnées , il faudra transformer la caractéristique de y^ , en fonction de E; on procédera à cet effet d'après l'algorithme de Budan, ainsi qu'il suit: (n.° io).
+ 7 d'où résultera
/y^d^ = ^|7y„ + 32y, -I- i2y, H- 32^3 + 7yJ = ^{7 (2^0 + yj + 12 y. H- 32 (y^ H- yjj
Prenons pour troisième exemple n=i 5; on aura
*=^. * =^ — 1 + 2 = 35 ^ a * 4 3 la
donc
y^^dar = -|^|288-4-72oAH-84oA* + 54oA'+i7oA*H-i9A'}y,.
El en effectuant la transformation de la caractéristique en fonction de E , on aura le calcul suivant.
ig — 170 4-54o — 84o +720 — 288
+ ig — i5i +389 — 451+269 — 19
-h ig — 1 32 + 257 — ig4 -i-jô
+ 19 — ii3 + i44 — 5o
+ 19 — 75 + ig
donc fy^dx=zA.^ 19 (y„ H-yJ + 76 (y, + y J + 5o (y, +^3)].
C'est ainsi qu'on pourra obtenir plusieurs autres valeurs plus approchées de l'intégrale qui exprime la quadrature des courbes.
17. Il paraît que Newton se soit le premier occupé de cette recherche intéressante. Son opuscule intitulé Methodus differentialis se termine par l'énoncé delà formule applicable au cas de quatre ordonnées , mais sans que la démonstration s'y trouve jointe. Après lui Cotes et Stirling ont poussé les calculs des valeurs approchées , jusqu'au cas de treize ordonnées. Ce dernier géomètre en publiant la suite de ces valeurs qui repondent à un nombre impair d'ordonnées, y a ajouté en même tems une table de corrections servant à augmenter le degré d'approximation que ces valeurs comportent. Les corrections dont il s'agit ne sont en effet que les différences entre les résultats donnés par la formule approximative , et ceux qu'on obtiendrait en faisant passer la courbe par deux ordonnées de plus , la première repondant à l'in- (jice — 1^ et la seconde à l'indice w-l-i. Notre méthode peut servir également à évaluer ces corrections. Pour cela il suffira de considérer que la courbe parabolique devenant alors de l'ordre w4-2, le produit
/(l+A) [a^ + a, A -f- a^A' . . . . + an+»A«^*} ,
(voir l'équat. 33) , devra contenir deux termes de plus qui ne s'évanouissent pas. Il restera ainsi à déterminer encore les deux coefficiens a„^j, «n+ï ou bien <»«+i, «fn^., , ce qui s'effectuera au moyeu des deux équations :
que l'on obtient en suivant la marche déjà indiquée ci-dessus.
Dans le cas de w=:2, il viendra, d'après les valaurs de oi^, a,^ pré-»
cédemment obtenues, <x,^z=.o, oi>^z=. —. Prenant w=4, on trouvera
ûe, = o, fi« :^ — -^. Ainsi la correction à soustraire s'élèvera dans le
premier cas, à -i-A^y , et dans le second à -3l. ^ y ou environ à
-i- A*yj ce qui s'accorde avec les résultats donnés par Stirling ^ en
/onction des ordonnées successives (*).
18. On pourrait demander une analyse qui conduise directement à la valeur de l'intégrale, exprimée en fonction des nHi ordonnées, sans passer par celle en fonction des diiférences finies. Voici comment notre théorie s'applique à cette récherche.
Supposons d'abord le cas d'un nombre impair d'ordonnées. Soit w=:2w, et mettons l'origine des indices au milieu de l'abscisse 2»i, de sorte que les 2m-\-i ordonnées seront désignées par
y-m, y-m+, .».. y-,, y,, y, ..,.ym-,,ym, ou bien par
E-my^,E-(.-^+'hj^....E-^y^, y„, %„ .. .. ^— >„, ^-y„.
y^dx z=z (^)y,» devant être prise entre les limites a= — m
et ar=m, deviendra ( ^ ~ " — )y<>. Il faudra maintenant développer la fonction caractéristique en une série de la forme
[*) Voyez son ouvrage cité. pag. 146.
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A cet effet on n'aura qu'à y remplacer E par la caractéristique exponentielle e^ , et se borner dans le développement de chaque terme; aux puissances de ^ inférieures à 2w-f-i, à cause que les coefficiens différentiels de y^. disparaissent tous à partir de ceux de l'ordre w+1. D'après cela lia fonction caractéristique se réduira à
I 3 3.4.5 3.4.. 2/«-ri S
Cette expression ne contenant que les puissances paires de ô , il est évident qu'elle ne pourra devenir identique avec la série (A) transformée en fonction de d, qu'à moins de faire disparaître dans celle ci, les puissances impaires de d , ce qui exige nécessaiiement qu'on ait a_«i=a^, a-«t+, = aw-i . ... a— i = œi. Par conséquent la série (A) se réduira à la suivante :
•îjpaioJ ou bien à celle ci
-h (a^ -h 2'a, -i- 3V^ + m^am) d*
etc. etc.
d'où l'on tire enfin, par la comparaison des termes avec ceux de la série (B) , les équations suivantes qui serviront à déterminer les m + 1 coefficiens a . a ....«_,.
a +2XH-3X .... +m*a^ = ^'
etc. etc.
Pour montrer une application de ces formules, prenons le cas de cinq ordonnées, ce qui revient à faire m:=z'2. Ecrivons moo^ mot, ...., au lieu de «„ , «^ .... ; les équations à résoudre seront
<»„ + 2â6, + 206 = 2. «. +4«»=:-. tft+l6<J«=— .
Les deux dernières donnent de suite « =-^, et«, =. — — - = ^;d'où
«o=— ; il en résulte pour la valeur approchée de l'intégrale /y 3; d^, l'expression
^ { 1 2y„ + 32 (y-, + yj 4- 7 (y-, + yS\
ainsi qu'il a déjà été trouvé ci-dessus (n." 16).
Lorsque le nombre d'ordonnées est pair, on fera w=:2»tH-i, et pla-^ çant toujours l'origine des indices au milieu de l'abscisse n , la série (A) prendra cette forme
et en procédant d'après une marche analogue à la précédente , on parvient facilement aux équations suivantes :
«0 + 3*ai H- 5*a^ . . , . + n*am = —
etc. etc.
O 1 » • nn
n" art.
Soit w:=5, donc ?»=2, et faisant azrzncc, les équations qui déterr mineront les valeurs de eo^, »^, c6^ .... seront dans ce cas particulier ,
<t'où l'on déduira par les méthodes connues
donc
ce qui est conforme au résultat précédemment obtenu pour le même nombre d'ordonnées.
§ 2. Développement des fonctions à deuoc ou plusieurs variables,
19. Considérons en premier lieu une fonction u de deux variables x,y. En la désignant par w^.j' » on pourra écrire, d'après la notation caractéristique
u^^ = F^u^^ ; ou bien w,.^ = S^u^,^.
Mais, puisque dans la première dç ces équations, le signe £ se rapporte uniquement à la variabilité de x, et dans la seconde à celle de y, il devient indispensable de distinguer convenablement ces deux cas différens, afin de prévenir toute confusion à cet égard. C'est ce que nous pouvons faire aisément en marquant les deux caractéristiques par la variable à laquelle elles se rapportent. En conséquence nous écrirons i' équation
W:r,y=Kuy.o=^^yU^.o\ (34)
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d'où résulte encore celle ci
.u^^_—ElElu,.. (35)
Soient maintenant A , ^ , les apcroissemens respectifs des deux variables X, y\ la nouvelle valeur de u correspondante à ces accroissemens simultanés, sera indiquée par
w^4.Ao'+* = ^î- ^l' ^^,y = ^'- ^y ^' (*^6)
La caractéristique composée placée devant la fonction u , énonce une double opération à effectuer sur celle ci ; d'abord une substitution de x-\-/i k X , et ensuite une substitution de y+A k y. Or, le résultat final ne changeant pas , par la commutation des deux caractéristiques ■^x » J^yi i^'" 5) , on voit que la nouvelle valeur de u qui provient de cette double opération , restera la même quelle que soit la variable par la quelle on la commence.
2o. Si l'on différentie l'équation (34) seulement par rapport k x, on obtiendra
g=(/^J^Xo = (^^.)«. (37)
et en continuant ces différentiations partielles,
^„=(lE,ru (38)
Il viendra de même, en prenant la dijfférentielle par rapport à y seulement
'^=ilEy)u; et en général ;^ = (/^/z.. (39)
DifFérentions à présent cette dernière équation m fois de suite par rapport à Xf on en tirera immédiatement, en vertu de l'équation (38).
^=(Œ^niM,ru, (4o)
Si l'on différentie l'équation
n fois par rapport à y , il en résultera
f\n-!i-mll
d'où l'on peut conclure directement , en vertu de l'identité des fonctions caractéristiques,
d.r"» dy» dj» d.t'" '
ce qui établit le théorème fondamental du calcul aux différentielles partielles.
Par analogie nous désignerons désormais par les caractéristiques d^ , dy, les coefficiens différentiels partiels de la fonction w, pris par rapport à ^ et à y. Il résulte alors des équations (37) (39) qu'on pourra poser les relations caractéristiques.
d^ = lE:,, a!J = {lE,y\ E^ = eK dy = lEy. dy = (iEy)^. Ey = e\.
D'après cela il devient facile d'obtenir la nouvelle valeur de w, due aux accroissemens simultanés h , k des variables .» , y. En effet l'équation
prendra la forme
Donc , en développant la quantité exponentielle qui fait fonction de caractéristique , on trouvera la série ;
U:c^h,y\-h-=' \\-\-hbx-\-khy-\-l (Ad^ + ^dy)'+— (Ac)^H-Aôy)*+etc.|w l 3 2. 5 j
ou bien . /^, /*
+ kèyU + kh^^^yu 4- — d^ôyw + etc. (43)
+ il d» M + etc.
ce qui constitue le théorème de Taylor étendu à une fonction de deux variables.
L'équation
où u^ énonce la valeur de la fonction w, en y supposant chacune des variables égale à zéro , pourra de même s'écrire sous la forme
et fournira par un développement analogue au précédent , la série
M*,jr = w^ 4- ^d^ w^ -H— d*^w^ + etc..
•^y^y'f^^ + xy^x^y'u^-k-e^C' (44)
-{-•?l!ô* w -h etc.
propre à développer une fonction de deux variables, suivant les puissances et les produits de celles ci; et qui, comme l'on voit, n'est qu'une extension du théorème de Maclaurin.
Posons encore
E^ = 1 -f-A^ , Ey = i+Ay.
Les caractéristiques A^, A„, indiqueront les dififérences /?ar^e'e//e* de la fonction prises par rapport aux variables x et y. Conservons d'ailleurs la caractéristique A pour indiquer la différence totale de la fonction due aux accroissemens simultanés A, ^. II est évident qu'il en résultera
l'équation
et en général
A''w...y=((j+AJ'^(i+Ay)* — f}»»w= {e'^^^+^S^ — i}«y; (45)
relation par laquelle il devient possible d'exprimer la diflFérence totale d'un ordre quelconque , en fonction des coefficiens différentiels partiels à partir de ceux du même ordre.
En prenant n négatif, cette différence se changera en une intégrale finie, de sorte qu'on aura
Lorsque les accroissemens h, k deviennent infiniment petits, la différence A se changera en différentielle totale d, et l'on aura d'après la formule (43) , en y négligeant les puissances de A , ^ supérieures à la
première
dw =r à.x ôjM -|- dy ^yU \
ce qui fournit la relation caractéristique
d=da;à^4-dydy,
d'où l'on tire, par des opérations répétées,
d«=:(d^d^ + dyc>y)«.
Donc, après avoir développé le second membre de cette équation, il viendra
dM^rrrô^wd^^+wd^-'O j,Mda:''^My+^:^^I^Ô7'd*yMd^''~='dy». . . . H-d>dy»
(4?) 22. Maintenant il est aisé de s'appercevoir que les formules précédentes s'étendent de inéme aux fonctions d'un nombre quelconque de variables, la marche du calcul restant toujours la même. Ainsi, en
désignant par u , une fonction des variables or, y , «, ^...., dont les accroissemens respectifs soient A , A^ , A^ , A^ .... ; par A^ , A , A_j . . . . , ses différences partielles; par :£'^, \^^, ^_j...., les états variés relatifs à chacune de ces variables séparément ; et par d^ , ^^ , d^ • • • • > ^es coefficiens différentiels partiels dans la même hypothèse , on aura évidemment , en appelant Eu l'état varié total de la fonction u , dû aux accroissemens simultanés de toutes les variables , les relations suivantes analogues à celles que nous venons d'obtenir pour les fonctions à deux variables,
uz={ElElElE]....)u, (48)
Euz:^{eIe^/e]^e]\...)u (49)
^^^^^^^r^^:K^l.,,u={iiEr{iE^^^
Eu=zu-\- hb^ w 4- - /i^b\u 4- hkè^^yU + etc.
-fA,dyW4-iÀ/d*yW + AA^d^â,w +elc, (Si)
+ h^d^u + i A/d%.w + ^.àdy^^u + etc.
+ etc. 4- etc. + etc.
A''w={(i+A,) (i+Ay) (i+A,)....— i}«w (52)
l(i-i-Ax) i4-Ay)(iH-A,)...._iJ W
dw=(d^d^ + dy dy 4- d^sd^ +....) w (54)
., ,. d"w = (d^d^ + dyay + d2d^ + . ...)»»« (55)
Lès formules (52) à (55) s'accordent arec celles données par laplace
pour le même objet ('^) ; mais on voit que la théorie des caractéristiques permet de présenter ces formules sous une forme plus simple, qui dispense en même tems de transporter aux diverses caractéristiques les exposans des variables qu'elles affectent, ce qui n'est pas un des moindres avantages de cette théorie.
25. Si l'on différentie la valeur de du seulement par rapport à l'une des variables ^, la formule (54) donnera, conformément à notre notation
ôx dw = (d^ ô'^ -f dy da;ôy + d2 ^ards H- }u
= {da;d^ + dydy4-dz()^-t-....} a^w,
et puisqu'on parvient au même résultat , eu écrivant dans la formule citée è^u au lieu de u, on en tirera la relation différentielle ,
d^duzzidà^u (56)
également applicable à chacune des autres variables , et d'où l'on peut déduire les relations caractéristiques:
da;d = dd^. ^yd = ddy. d_sd = dôjs. etc.
ce qui signifie que le coefficient différentiel partiel de la différentielle totale d'une fonction, pris par rapport à une variable quelconque , donne la même valeur que la différentielle totale du coefficient différentiel partiel dont il s'agit.
Il faut observer cependant que cette propriété des fonctions suppose nécessairement que les variables x, y, 2...., soient tout a fait indépendantes entre elles. S'il n'en était pas ainsi , l'équation (56) cesserait d'être vraie , par rapport à toutes les variables indistinctement. Pour savoir ce qu'elle deviendrait dans ce cas, considérons y comme une fonction de a; , et admettons en outre que les autres variables soient liées entre elles par les équations
« = -i, ^=: — , etc.
d.T (iX
(*) Théorie analytique des probabilités, pag. 45.
Bans ce cas particulier l'équation difiFérentielle
dw =r (d^ ôx 4- dy dy + d» d;, -I- . , . .)w fournira de même par rapport aux variables se, y, les relations
Quant à la difiFérentiation par rapport à % seulement, comme la quan» tité dy est égale à %dx , la valeur de du devra être remplacée par la suivante
dtt = (da? (d^ + «dy) -4- d« ôa + . . . .}i«
d'où l'on tire , en prenant dx constante , ou en supposant que x est la
variable indépendante
ô_5 du = (d^ (es ^:c + ^y-h ^àz dy) -h d« d% H- }u
= [dx èy+ (dx ô^ + dydy +dada4-....)d^}M
= dx dyu + d dzu. (57)
On obtiendra pareillement, en difiFérentiant par rapport à /, et remplaçant la di£Férentielle d% , par sa valeur tdx , l'équation
à# du =: d^ dzu -\- d d^M (58)
et ainsi des autres. ,
24. Les nouvelles relations différentielles que nous venons de trouver, sont propres à rechercher les conditions d'intégrabilité des fonctions différentielles d'un ordre quelconque , et contenant une seule variable indépendante. En effet soit du=z\dx, V étant une fonction de deux variables x, y et des coefficiens différentiels de y, jusqu'à celui de l'ordre n inclusivement. Mettons pour abréger
dy_. il!y = « ^ = « etc ^ = 0
d.r ^^' d.T* ■^»* àx> ^'' ' dx" ""'
La fonction V étant différentiée par rapport à toutes les variables «, y, dV = J^dx + Ydy + Vdp^ + Vdp^ . . . . + Pnd/>„;
d'où îl suit , à cause de V = — dw
Y Z=èyY =--bydu
ôx
etc. etc.
ces relations étant appliquées aux diverses variables, deviennent en vertu de celles (67) (58), les suivantes.
X=~da^w
Y =^dbyU
dx y
V^zzz'àyU^j-à^pU (A)
la valeur du dernier coefficient P^ devant se borner à uïi terme unique, attendu que la fonction u ne saurait contenir un coefficient différentiel d'un ordre supérieur à n — 1.
Il est visible maintenant , qu'en différentiant la valeur de P^ une seule fois , celle de P, deux fois , et ainsi de suite , on en déduira immédiatement
Y— .-LdP, + -l-dT — -1-dT ....± — d''P„ = o; (69)
énonçant l'équation de condition pourquc la fonction Vd^ soit une
différentielle exacte , et qui a été donnée pour la première fois par ^w/er.
En regardant les quantités P^, P^...., comme des fonctions de la
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variable indépendante x, l'équation (5g) pourra s'écrire plus simplement ainsi qu'il suit.
Il est facile de déduire encore des équations (A) , les relations suivantes
èyu = P, — c)P^ H- ôT^ . . . . ± ô«-Tn
ô^^w = P3— ÔP^ + aT^....rFô"-^Pn
qui pourront servir à évaluer les divers coefficiens différentiels partiels de la fonction u , au moyen de ceux de la fonction V.
Si l'on avait d'w^ = Vda:% ou bien du^ = udx, il est évident que Vd*-* ne pourra être une différentielle exaôte du second ordre , à moins que les valeurs des coefficiens différentiels de la fonction u ne satisfassent à l'équation (59). Donc en y substituant leurs expressions précédentes , on en tirera, pour condition de double intégrabilité.
P, — 2c)P, + SaT, . . . . db wc)«-Tn ; (60)
et en poursuivant de la même manière , on obtiendra sans peine l'équation de condition générale applicable au cas où la fonction Vd.a7** soit une différentielle exacte de l'ordre n.
"20. On peut encore, à l'aide de notre théorie, parvenir assez simple ment au théorème général de Laplace sur le développement des fonctions, et qui comprend comme cas particulier celui que Lagrange à donné le premier en 1768, dans les mémoires de l'académie de Berlin (''). Soit y = F (œ -I- x%) , a étant une fonction quelconque de y. En différentiant la valeur de y successivement par rapport aux quantités a, x, on en tirera facilement l'équation
^Ty = &èay-
(*) Lacroix. Traité du calcul différ. et intégr. Tom. !• pag. 279.
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ce qui établit la relation caractéristique
Or, puisqu'on a
le produit zdy qui représente la différentielle d'une fonction de y aura pour valeur
(dx %èj;-\- da%dg)y
ou bien , en vertu de l'équation (ot) ,
{dx%''da + da^^)y.
Cette expression devant être une différentielle exacte , elle fournira d'après la propriété des coefficiens différentiels partiels (n.o 20) , la nouvelle relation caractéristique
donc d\y = da{^'^aî/)-
Remarquons à présent que la relation
signifie que dans la seconde différentiation par rapport k x, le facteur % qui entre dans la seconde caractéristique , passe à la première ; d'où il est permis de conclure, qu'en différentiant de nouveau par rapport à .a? , on aura
et en continuant ces différentiation s , on pourra en dériver la relation générale
ô^=ô;— (Wa)
ou bien ^iy= h"-^ {%"d„y) . {y)
Cette équation remarquable peut être établie encore de la manière suivante.
Si l'on multiplie la valeur de dy par s*, le produit qui devra représenter également une différentielle exacte , sera
ou bien (dx a*d„ + da !s'do)y»
par conséquent da {'^'^a) = ^^ i^^^a)'
Une seconde différenliation par rapport à a , donnera
K i^'^a) = ^a a. (Z'da) = K K i^^'a) = ^\
en vertu de la relation (/3).
En opérant de même sur le produit !S"dy, on peut prouver immédiatement, que si réquation(y) est vraie pour n — i, elle le sera également pour n.
Cela posé , soit uzzir^^ (y) , u sera pareillement fonction de la quantité a-hxz, d'où il suit que la relation (y) pourra s'appliquer encore à la fonction u , et donnera ainsi
Or, en faisant usage du théorème de Maclaurtn , on obtiendra pour le développement de u , suivant les puissances ascendantes de la variable X la série
W = 4^ (2^) r= U 4- XzdaU + — ha (**^a«*) +— ^ ^*a (^^a^) + etC. ;
les valeurs des coefl&ciens différentiels par rapport à a , étant celles qui correspondent à x=.o , et U désignant la valeur de u ou ^(y) dans la même hypothèse.
26. On démontre avec la même facilité le théorème dû à Burmann, servant à développer une fonction X de a; , suivant les puissances d'une seconde variable u , également fonction de x.
En effet soit z une autre fonction de x , telle qu'elle s'évanouisse en même tems que u pour une valeur particulière de x=:a , sans qu'il en
arrive autant à leur rapport - = ».
D'après ces conditions en pourra poser
% =z (x — a) P et en même tems (a)
pu = (x — a) P
P exprimant une fonction de x qui ne s'évanouisse pas, pour la valeur de x=a. Puisque x peut être considérée comme une fonction de z et w , il en sera de même de la fonction P. Donc , en différentiant les équations (a) , la première par rapport à la variable « , et la seconde par rapport à la variable u, on en tirera, dans l'hypothèse de xz=a, qui donne u=zo , les relations suivantes:
p dénotant la valeur de p qui correspond à x=za. L'élimination de P fournira la relation
^„xz=p'^^x, (6)
seulement applicable à l'hypothèse dont il s'agit. Multiplions l'équation
dx:=z(d%ds + dud„)x
par la quantité p fonction de x^ son second membre deviendra
(d%p^z + dupdu)^, ,et puisqu'il représente une différentielle exacte, il faut qu'on ait
Le premier membre de cette équation donnera évidemment pour 2 = 0,
la même valeur que le second membre en y supposant w=o. Or, ces
hypothèses pouvant être réalisées avant d'effectuer les différentiations
partielles relativement à w et a, les produits pd~x, pdu^ se réduiront,
en vertu de la relation (6), à duX,p^ds^; donc il viendra, dans ce cas
particulier,
^\iX = d^ (p" hzx)
Si l'on multiplie la valeur de dx par p^\ on en déduirait, d'après une marche analogue à celle du n.° précédent , l'équation générale
Soit maintenant X une fonction (juelconque de x^ cette dernière propriété sera également applicable à X ,. ce qui donnera
d:X = ap (;.'"€), X) (c)
p exprimant toujours la valeur du rapport f , en y supposant xz=za ,
et les coefficiens différentiels par rapport à chacune des variables z , u devant être pris dans la même hypothèse. Au moyen delà relation (c) , le théorème de Maolaurin pourra être appliqué comme dans le n.» précédent, afin d'obtenir le développement de X en fonction de la variable u, {^)
§ 3. Recherches sur la valeur de quelques intégrales définies.
l'j. Nous allons établir préalablement par notre théorie quelques propriétés générales des intégrales définies, dont la démonstration est moins simple par les méthodes ordinaires.
Soit y une fonction continue de x, depuis a^rza jusqu'à x=zb , Tin-
tégrale fyàiX = -^ y , prise entre ces limites aura évidemment pour valeur
(*) Le théorème de Burmann se trouve démontré d'une manière assez prolixe dans les additions qui terminent le 3= volume de l'ouvrage de M, Lacroix. Cette démonstration a été reproduite encore dans l'article Burmannische Reihe , du supplément au Dictionnaire mathématique de Klugel , publié par le savant Professeur Grunert a Brandembourg.
Partageons l'intervalle 6 — a en n parties égales à A, de sorte que l'on ait h:=:a-\-nh\ la fonctioïi y prendra pour les w+l valeurs de x
a, a+h, a-\-^h , ... a-\-nh,
les valeurs correspondantes
La somme S des n premiers termes de cette série, multipliés chacun par l'intervalle A, aura pour expression
On trouvera de même pour la somme S' des n derniers termes de cette série, multipliés chacun par h
S'=zhE^{?^=^)y d'où il suit
Donc en prenant l'intervalle k infiniment petit , la différence S' — S sera également une quantité infiniment petite. Les deux sommes S, S',
auront ainsi pour limite commune, l'expression A ( ) yo prise dans
l'hypothèse dont il s'agit. Or la fonction — i_ qui entre comme facteur
dans la fonction caractéristique, ayant pour limite -i^ , fl en résulte
immédiatement, en vertu de l'équation (<»), que l'intégrale définie / yà.x
exprimera la limite commune aux deux sommes S, S', ainsi qu'on peut le prouver à l'aide d'une construction géométrique, en représentant par y l'ordonnée d'une courbe, et par S, S', les sommes des rectangles inscrits et circonscrits à l'aire comprise entre les ordonnées correspondantes aux deux limites de _^; ce qui fournit, comme l'on sait, un moyen pour obtenir approximativement la valeur de cette intégrale définie. 28. Si la fonction y devenait -infinie pour une valeur de ar=c, com-
prise entre les limites de l'intégration , les considérations précédentes donneraient lieu à un résultat affecté d'une quantité imaginaire. C'est ce qui se démontre facilement ainsi qu'il suit. Mettons la fonction y sous
la forme ^ifi, (^(x) ne devenant infinie ni égale à zéro pour xzzzc^ il s'agira d'évaluer / xlfi à.x. A cet effet posons pour simplifier x=it+c^
Ja X — c b — GZ=.oc et c — az=z(B, on aura <p (^) z= cp (t+c) = E' <p(c) ,
donc pî^dxz=r^{^)dt(p{c).
Ja x-c J-^ t' ^ '
Or en développant la fonction caractéristique , on a
y|! d^ =/t{ ' +^^(^)+f^ {i^y + etc.}
= /(if)+^(/^)H— L f {lEy + -1- r {Œy 4- etc.
donc, en prenant cette intégrale depuis ^= — ^/3, jusqu'à t=zcs>, et en remplaçant la quantité lE ^ par sa valeur caractéristique ô, on en tirera immédiatement
/'*^^^^=^(c)/(-l) + /Û<P(c) + (*+^)a(p(c) + (^V*^W + etc.
Ja x-c ii 4 (6l)
Toutefois il parait difficile d'admettre que l'intégrale / t"'^^'"'^ ijuisse
Ja X — c
contenir une quantité imaginaire , lorsque la fonction <p{x) elle même ne renferme que des quantités réelles. De plus, il est aisé de faire voir qu'un semblable résultat mènerait à une conséquence évidemment absurde dans un sens géométrique. En effet , supposons (p {x) une fonction
telle que (p[x)=z(pf — x) , et considérons l'intégrale définie /" $if}^.
c étant <«. Cette intégrale pouvant être représentée par la différence
_^f r« (|)(.r),ir r« <^'x)i'x\
la valeur de chacune de ces intégrales contiendrait, d'après ce qui pré-
cède, une quantité imaginaire qui serait pour la première <p{^c) l{ — l), et pour la seconde <ç( — c) l{ — ^i). Or ces deux quantités se détruisant mutuellement à cause de ^(^) = (p( — x) ', il en résulte pour l'intégrale
/ ** xJlL dar une valeur réelle. Mais , en ne prenant cette intégrale
que depuis xz=zo jusqu'à x znz a , on trouverait, à l'aide delà même décomposition que / " - ^ àx , resterait affectée de la quantité imaginaire xi£i /( — -i), d'où l'on ne pourrait jamais conclure la relation
applicable à l'hypothèse dont il s'agit.
Pour éviter de tomber dans l'absurdité que nous venons de signaler,
il semble nécessaire de considérer avec M. CawcAy, l'intégrale / 9^'^'dx
comme la limite delà somme des deux intégrales distinctes
p-'î^dx, n ^J^dx; J a x—c J c-\-£ X — c
où la fonction à intégrer reste finie entre les limites de l'intégration; e étant une quantité évanouissante, lorsqu'on passe à la limite de cette somme {*). En appliquant alors à l'évaluation de chaque intégrale l'analyse ci-dessus exposée , et égalant ensuite à zéro la quantité € ,
on trouvera que la valeur de / i— : dx , s'exprimera par
^{~) ^(c) + («+^) ^<P(o) + etc. , série où l'imaginaire a entièrement disparu. Donc, si l'on fait 1 ^S^LLdx — tUr) , l'intégrale définie / !z}—±dx pourra s'obtenir par la méthode
ordinaire, c'est-à-dire en évaluant la difi"érence ^{b) — ^(a), pourvu qu'on supprime la quantité imaginaire qui se présente dans le résultat,
(*) Je dois cette remarque utile à M. le Professeur Van Rees à Utrecht. KOTJV. MÉM. PBÉM. CLASSE DEl'iKSTIT. TOM. VI, 7
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Lorsque l'intégrale fy^x^ doit être prise entre les limites imaginaires a7= ^4-/31/ — I , xzzi» — jSl/i , sa valeur qui sera toujours imaginaire, pourra s'obtenir facilement de la manière suivante.
M-^y-. yd^ = ( ô )yo = < ô ^^*
Et en développant la fonction caractéristique, on trouvera pour la valeur cherchée
Puisque y h— a: = Eh—xy , il viendra
fyh-xàx=fE-'' dxyh = —^yh = — ^:
Vh
partant J^\jh-xdx = (1-A_)y^ = ^^y"^)^»'
D'ailleurs / ya:d^= ( — ^)y ; d'où il suit qu'on aura toujours, quelque soit la fonction cp(a:)
/''^(p(a;) dx = P(p{h—a!) dx. (63)
3o. D'après ce qui précède , il viendra en général
f^ysdx = {^^)y„ = ir^^ho = C~^^ ')yx ;
d'où l'on tire, en développant la fonction caractéristique,
yydx-z=.xy — •I_ôy + -— ^V — etc. (64)
C'est la série due à Sean Bernouilli,
Voici comment on peut parvenir à la valeur générale de " Jydx^
exprimée en fonction d'intégrales simples , sans récourir à l'intégration par parties. Cherchons d'abord la valeur de 1 e^^y àx.
Si l'on difiFérentie le produit Pe«^, P étant une fonction de a?, on aura
ô. Pe°*- = e«^ (aP 4- dP) = e«^ (a + d)P.
Soit y = (rt+ô)P, d'où l'on déduit P=:(a+d)~'y; donc en substituant ,
et en intégrant
/e«^y àx = e«* (-^)y- (65)
La fonction caractéristique — ^ étant développée suivant les puissances de ^, l'équation précédente conduira à la série connue
y;-2^d^ = f^{y — ^-hi;^ — ^ + etc.} (C6;
d'où l'on tire encore, en faisant e<» = «
' Dans l'hypothèse de a=l , la formule (65) qui devient alors
Jl^y dx =z e^ {-l^)y , (68)
donnera par le changement de y en dy , les équations
fe'dx èy = e*(— ^)y. fe^dx ô'y i= e'" (_à!_.)y^ , etc.
Si on les multiplie respectivement par les facteurs j? , — , JL- etc. , il
est aisé de voir qu'on pourra en déduire la série
fe^yAx — xrb^dxdy + — Je^àxè^y — /e^d^d'y + etc.
Prenons y=ix*^^ et observons que la fonction ( — ^-)y„ se réduisant alors
à dbl. 2.3....W. selon que n sera paire ou impaire, il en résultera pour la valeur delà dernière série ,
±:l.2,'5..ne^=.Je^x^dx — na:Je^x*^—^dx-h'^-^^^—^x^fe^x"-'dx..dtxye^dx; ou bien , en retournant la série
e^=z — l — {x'^re'^dx — n x'^'^fe^xdx H- "•'^~^ j?»-'/è^a?Ma: .... ±/e^^»*d^| ' 1.1.,. ni J '' 1.2 •' •' J
Si maintenant l'on écrit dans celle ci , xlE ou x^ au lieu de a: , il viendra l'équation caractéristique
^^=:^!li(a;"/i'^dar — wa;«-'/jE'^.rda:H-^:^Ilia;»-y^^arM^..±/]E'^a:"d^l i.2..«l •' •' j.a ♦' •' J
(69) et puisqu'on général la fonction caractéristique y JF^o^'^d.» placée devant
y^ , est identique avec l'intégrale y!r*"ydj7, on conclura facilement de l'équation (b'g), après avoir changé n-\-\ en n.
^ y, = ''fydx^ =__L__|a;»-*/J^d^ — (w— 1) x^-'fyxdx
série qui pourra être représentée sous la forme simplifiée
1 fU — a)y»-'da? ,
pourvu qu'on change « en ;>; après les intégrations.
Si dans l'équation (65) on remplace la fonction y par (-2 — )y, elle donnera
et en continuant delà même manière , on parviendra évidemment à la formule générale
«re°-yd^"==e«^(-i_)«2^!!:|«— ^ôy+îi:^±iaV— ^^^^^^ ^ ^ ^rt+D a" r a ^ 1.2. a* '' a.S.a^ ^ i
(70) La formule (68) étant mise sous la forme
fe'yàx =. e^ (— i_) i y = e* (-}—)Jydx,
on en tirera par le développement delà caractéristique fractionnaire
fe^ydx:=- e'^ljydx — fydx* -\- fydx^ — etc. } (71)
et partant
Ja^ydx = a*-! fydx — la Jydx* + (la)* fydx' — etc. >
Changeant a en ^ , et posant .^* X^ zzz X , cette dernière série nous donnera immédiatement la suivante:
fUy dx = ILfydx — dX Tydx^ + d*X 'fydx' etc. (72)
La série connue
yà*y dx znfydx + lafxydx + -i- {la) *Jx*ydx + etc
qui s'obtient par le développement de a*, donnera de même, en y écrivant E au lieu de a.
fXy dx = Xjy dx + dX.fyx dx -t- ^fyx* dx — etc. (73)
3i. Soit u une fonction de ar et a, et X=:Judx^ on aura en différentiant par rapport à l'élément a , l'équation
ce qui constitue le théorème de Leibnit% pour différentier sous le signe intégral. On peut le prouver de la manière suivante.
En écrivant au lieu de u son expression caractéristique E^ E^u^ , il viendra d'abord
^,u=zÈlKlEan=ElElh,u^
donc fiaU àx =zfEl < d^ a „ W. = El bafE^ d^ «, = ^ daW.
Or X c=zfuàx =zfEl El àx i^. =^^g^ ^.
Di£Pérentiant cette dernière expression par rapport à a, on en tire
d„X = ^ lE, u^ = ^^ ha «0 =fàan dx
on en conclura en général
d:X=:fiydx. (74)
Ce même théorème aura encore lieu en supposant l'intégrale prise entre les limites a:=*,a:=|3. En effet, on aura alors
X=J^udx=(-j^)E^u^;
donc en différentiant par rapport à a
' ^'*'^^'^ r fP k» % _ TT* E''» ^ 1
=^ / ^oW do: — • / * d||W dfl? sr / ^oW djK-.
Mais si les limites a , /3 sont elles mêmes des fonctions de a , la différentiation delà valeur précédente de X, donnera dans ce cas
ô„x -ff è,u dx + {El a^ - El ^a») K ^.
ou bien, en posant w=(p(a:, a).
^ay^=àaP Cf> {x,a) dx = P daCp(ar, a)dx -{-(]? {fi, a) d^/^— <P {a, a)à^cc
32. Soit A = //wd^dy, entre les limites x=a, x=:b, y=a, y=6';
l'on pourra écrire
jTu dx dy = - -^ u.
Prenant d'abord l'intégrale définie par rapport à la variable j:, il viendra Idy udx=: )^^l ^lL^u^
Passant ensuite à la seconde intégration entre les limites de y, on aura
J a' J a O^Oy
Or , si l'on avait effectué les intégrations en ordre inverse , il en serait évidemment résulté
fa ^^/'' "^y =
La caractéristique composée qui affecte la quantité w^ étant identique dans les deux résultats, on en conclut la propriété connue
A r= / dy / udx = / dx/ udy ; c'est-à-dire que la valeur de A ne change pas en intervertissant l'ordre
des deux intégrations définies , bien entendu que la fonction u reste continue entre les limites assignées aux variables x^ y. Il est inutile d'ajouter que la même démonstration s'appliquerait également à une fonction u d'un nombre quelconque de variables, et dont la continuité satisferait à la condition que nous venons d'énoncer relativement aux limites des variables.
33. Les formules que nous allons exposer maintenant pour obtenir la valeur d'une classe étendue d'intégrales définies , étant fondées pour la plupart sur le théorème remarquable
* c-** da: = i l^îT ,
nous avons pensé qu'il ne serait pas déplacé de faire précéder nos recherches d'une nouvelle démonstration de ce théorème, laquelle paraitra sans doute plus simple qu'aucune de celles qu'on en a données jusqu'ici.
OO
Soit/ e~^*d^=A; puisque les limites de cette intégrale ne changeront
pas, si l'on y remplace x par ax ^ a désignant une constante finie, on aura de même
e-«*^*ad^ = k.
D'ailleurs, comme la valeur de k est indépendante des quantités ^, a, il est permis de permuter celles ci, de manière que l'on aura encore
e—a^x^xàar=zk.
Multipliant cette dernière valeur de k par sa première, il en résultera, entre les mêmes limites
;t*=:/7è~(«'+')**a:da;da = l /"*da /* e- («*+')*' 2a? d^.
JJ ^J o J o .
Si l'on intègre d'abord par rapport à a:, en observant que / e— »»* clxzzz- t
il viendra k* "^r-f -i^=:-Arc.(tg.= oc)=r-
donc kz=.l e— ^*d^ = -l/îr (77)
e*-** dj; = X^Tc
On peut prouver avec la même facilité que / e ^ »* dj; = i. V^tt.
Eu effet , après avoir changé a; en — , cette intégrale deviendra
/ e. ix' aàx .
donc 2 fe-^'-^- d^ = r".-('-i*' ( I + ^)d;r.
Mettons ^ — — = /, ce qui donnera (i+— )da; = d/; les limites
de / seront — 30 , +oc , d'où l'on conclut de suite
2 r=° g-(^-£)' da; = r "^ e-'* d/ = V^TT
ou bien / e~^^~"^ diP=:e"/ e~^ "«^ da? == - l^w. (7^)
34. Soit y = cp(a?), la fonction ({) (a? + a/) pouvant être représentée sous la forme
<p(aj-^at) =z £"*<!? {x) = e"^*^ cp(^) ,
l'on aura , en multipliant chaque membre de cette équation par la quantité différentielle e~«*da
e-o» (^i^x^ai) àa = e-'^^-^'^*^ da (Ç)(a;) = e * e ^ » da cp(^). Si maintenant l'on intègre cette équation entre les limites a= — 00 ,
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a=r+oo , en observant qu'on vertu du théorème (77)
e ï'da=/ e darrrV^Tr,
il s'en suivra la formule générale
e-a» <|>(a;H-a^)da = V^tt e * cp(ip) ; (7g)
résultat qu'on pourra exprimer encore en fonction de /* et des coefficiens
différentiels de y, par le développement delà fonction caractéristique e-T' Et puisque celle ci ne change pas , en prenant t négatif , on aura en même tems
y* e-«*{4)(a?+ajf) — <^{x — a/)}da=:o, (80)
ou bien, en permutant les lettres a, ^,
r*" e-*' {(i^(x-\-at) — <^{x — at)')àt=:o. (81)
La formule (79) donne lieu aux intégrales suivantes r* e-o*(p(a?+2ajf)da = T/tt e'''** (!?{x) r^ e-«'cp(^H-2a^I^— i)da=l/;re-*'^'<p(a?) /^*^e-«*(p(^+2al/^)da = l/?re'^'(î)(^) P (82)
e— »'(p(;27+al//)da = V^Tt eT <p{œ)
/oo î>'
e— «'<p(a?+a)da = V/;r eT (p(a?)
/oo 3»
Si l'on y fait a?:=:0 , et qu'on change ensuite a en a? , les deux dernières formules donneront
r^^e-^'(p(a;)dx=z}^7eer<p(o) (83)
35. Appliquons ces formules à quelques cas particuliers , afin d'en faire mieux saisir la signification.
Soit d'abord y =: <p(£c} z=z a;*' ; le développement du second membre de l'équation (83) contiendra des termes qui , dans l'hypothèse de ^=o , s'évanouiront tous, à l'exception de celui affecté de ô"; d'où l'on conclura sans peine à cause de d"(p(o)= i. 2.3.... 2t.
Si l'on avait y=^*'-»-', tous les termes du développement dont il s'agit s'évanouiraient à la fois, à cause qu'ils ne contiennent que des puissances paires de d , et il en résulterait ainsi
^e--^*^*'-'-'da:=o
ce qui est d'ailleurs évident en soi même.
Supposons encore <p{x) = a;*' , la dernière des formules (82) deviendra
e—a\x-\.a\^ — iy'àa=zl^7re~~ x^\
Le développement de la fonction caractéristique ne pouvant s'étendre au delà du terme affecté de d*', on trouvera aisément pour la valeur de cette intégrale , la série
^^ f ^»,- o.i.-xi—z ^»,_ï 1 ^i.ii—i.ni — 2.2/--3 ^ï,u_» ^^ ju 1. 5.5. 2/^1 1
dont le terme général s'exprimera par
qui se réduit à
n* étant égal à 2 — n.
D'ailleurs, à cause de (ar-f-al/ — 1)''=( — l)' (a — xV^ — i)"', on trouvera à l'aide de la série précédente
résultat conforme à celui donné par Laplace ('^). On parviendrait facilement à une série analogue pour la valeur de / e— «'(a — xl^ — l)">'da. Soit maintenant y = cos mx. Cette fonction donnera lieu à l'équation
d'y :^ — rn^y.
d'où résulte la relation caractéristique d':=: — w*. On obtiendra ainsi d'après l'avant dernière des formules (82}
e—«* cos m(^+a)da =: l^^r e r cos w.r;
donc, en permutant les lettres x^a
e-^*cosm(a:-|-a)da: = V^^e~T-cos wa. (87)
Et en faisant a=:o
e ~'** cos mx àx z=. "X/^it e »
Celle ci fournit encore , après avoir changé a: en «a; , et ma en m.
g— «1*1 COS nxàx = ^ e ^ /g v
(*) Théorie analytique des probabilités, pag. 45.
Posant y:=sin x , la même formule nous donnera pareillement
/ce ^
e—** sin m (x-\-a) dx = I^tt e ~sin ma (90)
-co
/e^^^sin mxdx zzz o.
36. Si l'on multiplie la formule (89) par la différentielle e— «Ma , et qu'on l'intègre ensuite entre les limites a=:o 1 a=oo , il viendra
cosnxdxf e— «H»+*')2ada= 2l/7r/ e 4oïda,
- co »/ o »/ o
ou bien / ^^^^^ d^ = zre— » , en vertu de la formule (78).
d'où l'on déduit encore les intégrales suivantes dues à Laplace,
n_22U!ldœ=^ e->»«. A'' ."^'"^-^d^ = ZT e-«»«. (9 1)
y o m^-\-x^ ira J o //z»+.ï^ a
et dont Legendre et Bidone , ont fait plusieurs applications intéressantes. On peut y joindre encore celles qui suivent. En multipliant les deux séries,
1 -h w cosa^ -h — cos lax +— cos "àax 4- etc. = e»co««^cos (nsina*)
n sin «a: -h — sin lax -{- — sin 'àax 4- etc. = e"«=os«*sin («sina^) (*) a 2.3
respectivement par les différentielles ^J^^^ » ^n^' ^' intégrant ensuite chaque membre à l'aide des formules (91), il en résultera immédiatement pour la première série ,
/'*e»icosa^cos(wsina^)-^i^=i?l( n-ne-»««-t--e-'««+-îi^e-*»"'4- etc.}
=Z. gwe-"»" (92)
(*) Ces séries se trouvent démontrées dans mes Recherches sur la sommation de quelques séries trigonotnétriques. 1827. pag. 15. aw-v
et pour la seconde
f^ encosax sin U gin ax) -f^ = - (e^e"'"" — i ) (q6)
La série
ni . .«*•<? 1 A /i « sin ax .
n sin «j? — — sin 2aa; H — sm ôax — etc. r= Arc ( tg=:— )
2 3 l-{-«COSO.t'
donnera de même
' f" Arc (tg= "^'""•^' ) J^ = 5log (i+ne-«««) (94)
^ . , /*<5P sin rix cos fl.r j ^ ^
Puisqu'on a y_^-____ da;-o
il s'en suit
/» Qttx]/—' cosrt.r J ___ Z''* cos Tî.r cos rt.r i - 00 OT^-j-.r» J — » /»»4"-''^*
__ r» iCos(flH-«)-tr^^ ^ r°° 1 cos (g— «).r^y
-_ ^ f e—»n(a+«) _|_ c—m{a—n)\ :^ J[_^—ma^emn j^ e—mn'j , ^g5j
en vertu de (91), a étant supposé > w.
Différentiant la formule (g5), ip fois de suite par rapport à l'élément a , on en tirera d'abord
/-<» e"^*^ .r'/' cos ax ^^ == ±!^ ffl'p-' 6-«'« (e''»" + e-^"). (q6)
Une nouvelle difiFérentiation par ràppbrl à a donnera
ç^ nxv-- .r»;,+is;nfl.r ^^ = ± ^ rï^P e-"»« (e"»« + e-»"»). (97)
Si maintenant l'on différentie ces deux dernières formules par rapport
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à l'élément «, on obtiendra encore
utV-' .. ■ ^.\^'i:;^^-o- S3l ont
/flOï/ -" * •
Les quatre formules (g6) à (99), où le signe supérieur se rapporte au cas de p paire , et le signe inférieur à celui de p impaire , peuvent être réunies dans les deux suivantes : \
oc n^l/-» .r'cosf^ ax) _
dx = ? m»"-* e-"»« (e"»» H- e-»"») (100)
os nx^-^ x'~sm[——ax) — ^ . ^ v
e ! dx = - m»^' e-»»« (e»»« — e-"»«) (loi)
La première de ces intégrales étant identique avec A e"**^ ~ d^cos «.r ^ '^ ^
il est facile de prouver à l'aide delà théorie des fonctions complémentaires due à M. Liouville y que sa valeur précédente sera encore applicable au cas où l'exposant r désigne un nombre fractionnaire (*). En effet, dans cette hypothèse, l'intégrale telle que nous venons de l'obtenir, devrait être augmentée de la fonction complémentaire
v^ = A + Ba + Ca* -h etc.
Pour déterminer les valeurs des coefficiens A, B, etc., examinons ce que devient l'intégrale , en y supposant a = -. Soit ax=zt , elle prendra alors cette forme
(*) On peut consulter à cet égard un mémoire intéressant publié par M. Liouville , dans le Vol. XI du Journal de M. Crelle.
d'où l'on voit qu'elle s'évanouit pour ar=oc, toutes les fois que r+ i sera un nombre positif. Donc les coefficiens A, B etc., se réduiront également à zéro ; ce qui signifie que l'intégrale dont il s'agit n'exige aucune correction dans l'hypothèse de r fractionnaire. On voit encore qu'il en sera de même à l'égard de l'intégrale (loi). Cela posé, si l'on fait maintenant a=o et nzno , il viendra pour tout nombre fractionnaire r.
COS -r-
ou bien 2 / x'' à.x ^
U o m*+jj;* cos/îi
L'exposant 2r ne pourra s'élever à l'unité , sans rendre infinie la valeur de l'intégrale; on aura donc toujours r < i. Faisons xzzz%\^ et
'^-hjursr», our=:^ — 1; donc 2^*»" da; = aaP-* d« , cosr^=sin^.
ce qui transforme l'intégrale précédente en celle ci
où y? < jW'i à cause de r •< -.
En supposant 7»=i , on tombe sur l'intégrale connue
1+a it« sin —
(io3)
Les formules (loo) (lOi), étant également applicables au cas où n soit négatif, ainsi que cela résulte du procédé qui a fourni l'équation (95), on en déduira encore
/^ cos(— — rt.r)d.r
(loi)
/09 sn( — — .7.T)d.r _
(gtixy-i — Q-n^-~^\ x^ * =-^— m''— » e— «»o(e*'*" — e— »»»»)
OU bien
/"» cos(-— .7-r)
/ x^' cosnx î à.x=i - 7/t'"— ' e— "*°(e"»'* -4- g— wm\
(io5)
/oo . sinC— 7.T) , ^ . ,
^♦^ sinna; darrr - m»*—' e-'"« (e-"»« — e»«")
Les formules auxquelles nous venons de parvenir conduisent en outre à d'autres résultats plus généraux, qu'il est utile de faire connaître ici. En effet, puisque la théorie des caractéristiques fournit les relations
(cos^D) (P(^) = 4'(«+-^^/-O4-0f«~.ri/-i)
(io6) (sin^ô) cp(^) ==4>(«+-rt/-0~<^(«-.ri/-i)
il viendra, en remplaçant n par d dans les formules (lo5)
cos('2^ — ax)
dar
i^rw»"— •e-»»o|^(<»-{-»t)-h(p(â« — w)| (107)
sinrs_„.)^^^
rr-J^m»— 'e-"»«|(Ç)(«-}-w)— cp(«— J»)| (108)
Si l'on fait a=:o et r= — 'i, on déduira de ces dernières formulesf
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l^.r «'+.r» ^„3jr ^,_^i
Pareillement les équations (96) à (gg) donneront , après y avoir changé a en d I
yenxV-^ x^p-k-^ \ d>(a+.Tl/— 1 ) H-^(a— .ri/— 1 ) [ — ^ = ±— ^— w='P(e'"» — e-"^) 0(«— /») — 00 l^"^ "^ Jflz»-f-.r» Y — 1
/gnxl/-i .t;!/. {,p(a-|-.r 1/— 1 ) — 0(a— -r l/— 1 ) \ [^ . =: q: ;r w*^ "' (e"»" — e-'»") (?>(«— »i) d'où l'on tire, en prenant n négatif,
r^cos B.r .r^)"+44)(«-|-.rl/— 1) - -PC^-V— 4~r"T==='^ ^^""' m^P{e^'' + e--"») 0(«-«)
/Q° I 1 dr Tri/—! sîn/7.r .r^p |^(a+.ri/— 1 ) — (piot—x]/ - j ) } ^nr7^= ± -^^^ '«'''"' («""* — e~'^) ^(«•~'«)
Ces formules contiennent comme cas particuliers les suivantes qui repondent à l'hypothèse de % r= o
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f^x^P^'i (p{cc+xi^— 1 )— (p {c6 ~x\^— 1 ) I -^==:±7rt^^ i in*P(^x—m)
selon que p est un nombre pair ou impair.
Si l'on change m en ml/' — l , ces deux dernières intégrales deviendront
(ii4)
r'^x'Pi-' ^.<p{ot-\-x[/—l)—(P{ci—x^—l) ~-=zv[/—lm'PÇ{<»—my/—\)
Soit/? = o; on aura en conséquence fj" J4)(ce+^l/-.l) H- 4)(*-^l/-l)j ^ = l<p{c^-m) (ll5)
' Et en prenant m=o ,
r^" U(*4-^l/— I)— (p(«— ^P^— i)j i^rrTTlX— 1 (pH (ug)
Il importe de faire remarquer ici que toutes les formules précédentes sont asujétties à la condition que <^{c6-hxV^ — i) ne devienne point infinie pour xz=i±oz; c'est ce qui résulte des équations (91) d'où elles ont été toutes déduites , et qui supposent nécessairement que coa ax , sinaa; restent toujours finies.
Nous ne nous occuperons pas dans ce moment des applications variées dont ces formules sont susceptibles , notre but n'ayant été que d'indiquer avec quelle facilité on est conduit à ces formules générales à l'aide delà théorie des caractéristiques, et en partant seulement de l'intégrale
L'équation (Sg) qui revient à celle ci
2/ e— «**' cos nxda; = *^ e *^% J o 'a
produira delà même manière la suivante
a l 4a» 216a» 2.3 64rt«^ |**'V*;-
Soit par ex. ^^^(ûft) ==«»», on obtiendra d'après la formule précédente
= k^ U— «. w~l fîllVl-n.w— 1.71— 2. w— 3*^:!r! — etc^
Soit encore <p(fl6) =r log «, on aura
r*e-a-^» log (a'+^') d^ = £![ e 4a,* log « = V^ilog(tH i L_+_l:i_— etc^
rt I * (2fl«)» (27«)* ^ (2<7a)« 'j
Si dans l'équation
/^ e~*'cf>(/j?lx^— I+a)d^ = l^ff e * (p(a) ,
qui résulte delà seconde des formules (8?), on écrit nx au lieu de a;, et m au lieu de nt , on en tirera
y — co "
Multipliant celle ci par la différentielle e-"'dw , et intégrant ensuite entre les limites 7i = o , w = oo , on en déduira
f^ <ç{mxl^ — i+a) dxf e-«*{^'+>) 2ndw= 2V/We " 4n» dncp(a) ou bien, en vertu delà formule (78)
rcp ^^wj;{/— 1+^) dxz='r e-«*^ (p(a) = tt cp(a— to). ( 1 2 1 )
Et si l'on change ma; en x, on obtiendra encore
r<^ 0{a±xv:-2) d^ __ J ^(«_^) (122)
Cette formule n'est cependant applicable qu'aux fonctions qui conservent une valeur finie en y supposant x=:dzcc.
38. Considérons maintenant les intégrales delà forme/^ e-<'^(p{x+ec)dx. Si l'on substitue à la fonction (p(r+<»), son expression identique e*«^<p(*), cette intégrale se transformera en /''"e-(«-^)^dj: <p(«); donc à cause de
f"^ g—h^ dxzz:- -y il viendra directement
r'^e-^^<p{ei+x)dx=:{j^)<p{<») (i23)
on trouverait de même
r°"e-«^<p(«— x)djf=(-^)(p(«) (124)
et dans le cas particulier de » = 0 ,
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y* e-«^ <p {x) dx = {-!-) (p(o) . (125)
Chaque fois que <p(a?) sera une fonction des puissances entières et positives delà variable x , le développement en série delà fonction caractéristique — i^ , devra se borner au terme affecté de ^", n étant l'ex-
posant le plus élevé qui entre dans (^{x). Soit pour premier exemple (^(x) zzzx" y il est manifeste qu'alors le développement dont il s'agit se
réduira dans la formule (120) au terme unique -^—; ce qui fournit immédiatement le théorème connu
y'^e-°^xndx = ~^—^"<p(o)=:lLli^i:± (126)
Les formules (i23) (i24) donneront dans ce cas
re-''^iu±xydx = ^i±^^'±^:^"-"-^'.:-^+,tc.} (127) Jo a l a» (««J* (««) I ^ ''
Soit a = 1 , il viendra
y os g-x a;»—» da;= 1. 2. 3....» — 1 =r (n) (128)
d'après la notation de Legendre;
ou bien / e— ^ d (a;") =r nT{n) = r(7i-f-l)
Soit xzzzt^^y et w=-, cette dernière intégrale se réduira à
re-*-df=l.T{L)=zr{i + L) (129)
Changeant m en — ^ ^ l'on obtiendra encore l'intégrale
r=°e-''^d^=::^l::ir(i — 1) (i3o)
qui devient
en substituant t"^"^ à la variable t.
La relation connue qui existe entre les intégrales (12g) (l3l), peut s'établir facilement delà manière suivante. En écrivant dans la première at au lieu de / , elle deviendra
d'où l'on tire, en prenant le produit de ces deux intégrales,
Til)T(l— '-):=: m" f^ f^ e-(«'"+*)<'" ^»«-' d/ da m' ^ m' J o J o
en vertu delà formule (lo3). Cette relation remarquable nous sera utile plus loin.
Soit encore (|)(jî) = cos mx^ la fonction (_ i-)cp(o) , se changera dans la série
i!i-^' + ^ — ^^-etc.|=_îL_ donc / e-«* cos î»ar dor = -4 — • ('33)
On obtiendrait par un développement semblable
y" e-o^ sin ma: d j; = — ^— . (l34)
39. Les équations ( 1 23) ( 1 24) sont susceptibles d'êtres présentées sous
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une autre forme qui en rendra l'application plus facile dans certains cas. En effet, d'après la formule (65) , on peut écrire
donc A e-«^4>(<tH-^)dir = (-i-)45(«) = — e«^ /e-o« <p(ût) d«. (l35)
On obtiendra de même
j e— a^<f)(û4 — x) àx z=z {~^) <p(<») = e— «* /è«« (p(<») d« ( 1 36)
Soit (p(a;; = sin mjc, ce qui donnera
/ 0—ax sin jfi (^a-}-x)dx = — e"* /è— «* sin m» d«.
Or, on sait que
/^-«^ sin »t« dfls = — e-«* f «_sirK^« + «çosj^ 1
d'où il suit immédiatement
/''*e-«^sinw(«+a;)da;=:li£!!L^fL±^££!^ (iS^)
On trouverait de même pour <^[x) = cos mx
/»» / > , a cof ma — ot singes , „ox
I e— o* cos»i(«-f-ar) d^ = v^^")
En y faisant flf=iO , ces deux dernières formules donneront les valeurs de / e—^^ ûnmxà.x , 1 e — «''cosm^dx, déjà trouvées ci-dessus,
sans recourir à l'intégration. Si l'on différentie celles ci n fois par rapport à a, elles conduiront aux intégrales
ye—axx^smmxdxz:^ài ô" ( — — — )
yg—ax ^n cos mx da: = dt ^o (■'-T^ — ) selon que n est un nombre pair ou impair.
Les valeurs de ces deux coeiRciens difiFérentiels de l'ordre w, peuvent être exprimées d'une manière générale. On trouve en effet, au moyen d'un procédé que nous avons fait connaître ailleurs {*) , qu'en posant
«^_}.m*=j»\ w=josin(p. a=jt?cos(p.
on aura ± ô^ (-^!^) = l^^^l^ sin (7tH-l)<p.
Or, à cause que les intégrales (iSg) s'évanouissent pour a=oo, il suit delà théorie des fonctions complémentaires , que ces dernières valeurs seront également applicables au cas où n soit un nombre fractionnaire; de sorte que l'on peut présenter ces intégrales sous la forme suivante.
yg—ax a;»—* sin mx dx = ^— — sin n Arc (tg = — ),
yQ—ax a:n— » cos mx dx = — ^"' cos n Arc (tg = ^) .
Et puisque l'exposant n pourra aussi être pris négativement dans les équations (l3g), il viendra encore, en le considérant comme tel, et observant que r ( i — n) = — nT ( — n) ,
r^fZffsinTw^trd^r^lî^b^rCl— n)sinwArc(tg = ^).
(i4i) r^lZ;^ cos m^ do: =— l^!ii^ r (i~-«) cos w Arc (tg = ^).
Quant à la valeur delà transcendante r( l — n), on aura en vertu des équations (128}, (12g), (i3o), (i32).
(•) Journal de M. Crelle. Vol. XI. pag. 169.
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Jo Jo ' 1 — nj o sin«?rr(«)
n étant supposé <:i.
4o. Les formules générales auxquelles nous venons de parvenir renferment plusieurs conséquences remarquables, dont nous allons faire connaitre quelques unes. D'abord, en remettant, pour simplifier, (p à la
place de l'arc (tg=— ), on obtiendra, après avoir multiplié les équations (i4o) respectivement par sinw(p, cos n(p , pour la somme de ces produits
/"°°^n-t e-«* cos (m^— w(p) d^ = -ÏX^iL- = nn)cos"(p
Et en prenant ?i négatif (i4^2)
r'^îl^ cos {mx+nd?) dar = — HIhUlL la'+m^)\ = lillULÏ an sec~(p.
J o .-C+i II ^ ' —Il ^
Si l'on suppose a=o, les formules précédentes se réduiront à celles ci
f^xn-' sin mx dx = Hll sin ^.
»/ o im 0.
ou bien , en écrivant n au lieu de n — i / x^ sin mx dx
x^-"" cos mx dx =z H'il cos —.
•co
o /ra"
r'^xncosmx dx = ^^^+^'1 sin ^.
/''"!i!]^ d^ = Hl^ cos^.
y''°'ros w.T , r( 1 —») „• nîT dar=: — ^^ sm — .
„ -:M:id^=-r(i-«)sm_,
Les formules (i46) coincident avec celles trouvées par Zaplace , à l'aide du passage du réel à l'imaginaire ('').
Soit w=r-, dans ce cas on aura r(w) = ix'7r, et les formules (i45)
donneront
J o V/.T 2//Î J O \/x im
On tire encore des formules (i42),
r"" ^»'- ' cos (^ — wa?) da? = n^ ,
(i48) /"* cos Ci? 4- »*^) -^ = »t~ r (- w) =- ^ r ( I— w).
En combinant les formules (liS), (l45), il en résultera les relations suivantes
yj;"— ' sin ma; àxX 1 '^'" ^'^ d^ = — , o ^ o .r" 2/«
^ o J o X" im
n étant un nombre fractionnaire.
4i. Plus généralement on aura, en diiFérentiant l'équation (l25) , n — 1 fois par rapport à l'élément a
(•) Journal de V école polyt. XV cahier, p. 250. Théorie anal, des prob- (addit.) p. 484.
D'ailleurs, puisqu'on a d'après la formule (70),
(— 1)« (— ^)" <p{x) = e«* "yè-"^ (p{x) d;r" il viendra /** ^,„-.x ^-ax ^p^^) d^ = db T (w) e«* y^-«* <p{o) dar« ( i5o)
selon que n est paire ou impaire ; ou bien en développant la fonction caractéristique (— ^) » et écrivant y^ au lieu de <p{jc)
série qui s'arrêtera à un nombre fini de termes, toutes les fois que y^ sera une fonction des puissances entières et positives de x.
Si l'on prend n négatif, ainsi qu'il est permis de le faire , d'après la théorie des fonctions complémentaires , il viendra encore
Soit par exemple y^=:smmx, on trouvera par cette dernière formule
rîZîlsinmxdx^—Ti-n) a- J '- _ ^:^?Z2^. 'i^+ etc.} J o x"-^^ ^ ' \ a 2.3 rt» J
2[/— 1 l' rt a ' )
Ce résultat qui , au premier abord , semble s'écarter de celui donné par la première des équations (i4:i), s'y ramène immédiatement en remplaçant les quantités a, w, par leurs valeurs pcos<p, psiiKp; ce qui donnera
„mi/ t —n<P\/' — ' n
{a+mi/-,)n-ia-m^/~i)''__^je ^ -e )=(a^+,««)î sir.«Arc(lg=-)
En faisant y =cos?»^, on aurait obtenu pareillement
/'"!Z!lcosw.rd.T = ï^^^{(«+'»V/-0''-{-(«--'»i/-i)4=r(-n)/>-cos/B^.
J O Xn+^ al J
Une simple intégration delà formule (i25^ multipliée par da, conduira encore à la suivante,
=— 1 «y» + ^ ^y. + ^ a V, + ^ d'yo + etc. ( i53)
La supposition de yx=^sva.mx^ fera disparaître tous les termes impairs de cette série, de sorte qu'il en résultera
On parviendrait de la même manière à
/'"e-flxcos»ïa:if=ilog(_41-) (i55)
42. Voici encore quelques théorèmes généraux qui peuvent être déduits des deux formules trouvées ci dessus (n." 38.)
y'^ e °^ s\nmxà.x-=: — ^— . / e-°^ cosmx Ax-=—^ — .
Substituons la caractéristique d à la quantité a , on en tirera de suite , pour toute fonction quelconque cp(*),
J"J'(p{a—'x) sin ma? div = (-^qiji) <P{^)
=iji— l!+i: — etc.U(«). (i56)
rn l m* m" i
ou bien, en prenant x négatif
f" * <3?(c6-{-ar} sin mx da? = ( "'.J (p{ct). {i5f)
y<T> (« — x) cos mx 6.x = {—— — ) <t(a)
/ <!?{c(,-^œ) cos ma? d^ r= (— _i_ ) <p((x) ; ( i5g)
formules dont les applications n'offriront aucune difficulté chaque fois que la fonction (?(«) sera telle que son coefficient dififérentiel de l'ordre 71 puisse s'exprimer d'une manière générale.
Les résultats que nous venons d'obtenir sont susceptibles d'être transformés en intégrales ordinaires , ainsi qu'on va le voir. D'après la formule (65) on a
(— î— )y = e-^'^/e'^^y d^ , (_i_)y = e»»*ye-»«*yd^ ,
d'où l'on tire par addition et soustraction,
(i6o) ( ^^ ^)y = QmxJQ—mxy ^x — e-'»*ye»»^y d^.
Si l'on change m en mV^ — I , et qu'on remplace l'exponentielle e±*«*K— ' par sa valeur en fonctions circulaires , on trouvera , après une légère réduction ,
j j j , (-r^ — )y ^^^ cos mxhf cos mx ô,x + sin mxjy sin mx àx.
( — — — )y =: sin mxJy cos mx à.x — cos mxJy sin mx dx.
Donc , en appliquant ces valeurs aux formules ( i56) ( 1Ô8) , il en résultera
/ 4) (« — â?) sin mx à^x = sin maj cos mos (p(<x) du — cos mxj sin mot<p (a) d«. ' (i62)
/ 4)(<!6 — a7)coswa?da7==cosw<>y cosm«(p(«)d«-f-sinwo6ysinw«(î>,'<:e)d<«.
Les mêmes équations (i33) (i34) donneront encore, en écrivant successivement 0 et dl^ — 1 , à la place de m.
/"* e -«^ (e^^ -h e-*^) d^ = —^ , f^ e-«* (e^^ — e -^^) d^ = — iL_ ,
J o ^ ' a*— Si ^ o ^ ' rt»— 2)1
d'où l'on déduit par la théorie des caractéristiques, les équations suivantes
(i63) I e-<"^ McH-afl^ — l) — <^(« — ^1^ — 1) d.a:=:2l/ — l(~-l_)<p(»)
dont les seconds membres peuvent être transformés eu intégrales ordinaires, en vertu des formules (i6o) (i6i).
Il est remarquable que les équations(i58)(i5g) conduisent d'une manière très simple aux théorèmes importans dus à Fourier, pour exprimer les fonctions arbitraires au moyen d'intégrales définies. (*)
En effet, en prenant c6 négatif, la première donnera
(p( — {c6-\-x))cosmxdx=i ( — i— ) <p( — a) d'ailleurs (i65)
/ <p(c6-\-x)cosmxdxz=z — ( 1-_) ({)(«)
(*) Théorie delà chaleur chap. IX. L'illustre auteur y a démontré ses théorèmes par le passage du fini a l'infini. J'ignore si jusqu'ici quelque géomètre en ait donné une démonstration directe.
Supposons maintenant la fonction a? («*) telle que (Ç (<«) = ^ (~~**) î l^s deux dernières équations fourniront , en soustrayant la seconde de la première
y^^<p («H-j:) cos w^ d^ = (^j^) <f)(<«).
Multiplions chaque membre de celle ci par dm, et intégrons ensuite entre les limites o et oo ; il viendra , en observant que / " = î
<^{cc-\-x) dx/ cos mx dm = n <?(<») .
Donc en permutant les lettres *, a:,
/ <pict-{-x) daf cosmc6dm=Z7r^{x), (166)
Posons a>-\-x=:u, les limites de l'intégrale par rapport à «resteront les mêmes; on aura ainsi
<p(a?)=iy <p{u)dur cosmiu — a;) dm. (167)
Si Ton développe le terme cosm{u—x), et qu'on ait égard aux équations <p[u) COS mu du = 2/ <P(m) cos mu du ,
/oo (P(w) sin mu dw = o ,
qui résultent delà propriété supposée à la fonction (p , on obtiendra pour les fonctions de cette espèce
^(^) ^^ - / 4^W cos mw dtf / cos ma: dm
(168) = - / / <P(w) cos mw cos mar dw dm
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Soit à présent 4/(/r) une fonction de x telle que ^{x)z=: — 4'^ — ^)> ^es formules (i65) donneront encore dans ce cas,
y^^^^C'^-^^) COS mx dx = (^q^) ^cc) ; d'où Ton déduira de même que ci-dessus ,
Mx)'=z~ I •<\^[u)àu I cos7w(w — x)Am. (^^^9)
Développant le terme cos»î(m — x), en ayant égard aux équations 4^(m) cos mM dw = o ,
I vJ'Cm) sinmw dM = 2 / 4'(m) sin mw dw ;
on en tirera
^J,^ar) = - / sin mec dm f ^^ii)smmudu
= - / / xJ'Cw) sinwîM sin wiardm dw. (170)
Et puisque toute fonction wF(a?) peut être considérée comme la somme des fonctions cp(^) , 4^^^)» les équations (167) (169) donneront évidemment , quelle que soit la fonction F{x) ,
F{^x) ^^- I F{u) du I cos m (m — x) dm , ( 1 7 ^ )
théorème qu'il s'agissait d'établir.
Nous croyons que ce qui précède suffira pour faire connaitre l'esprit delà théorie des caractéristiques , et la facilité qu'elle apporte dans le développement des fonctions , ainsi que dans l'évaluation d'une classe nombreuse d'intégrales définies. Mais les grands avantages de cette théorie se montrent surtout dans son application à l'intégration des équations linéaires aux différentielles totales et partielles. Les recherches
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que nous avons entamées sur cette matière , formeront l'objet de deux mémoires subséqueus que nous nous proposons de soumettre également au jugement des géomètres , et auxquels le présent travail pourra servir d'introduction.
Septembre 1834.
CHAPITRE I
DE l'intégration DES ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES A DEUX VARIABLES.
1. En étendant aux équations diflférentielles linéaires les idées exposées dans notre mémoire sur la théorie des caractéristiques , nous avons été conduit à remarquer , que toute équation de ce genre et d'un ordre quelconque , peut être envisagée comme le résultat d'une certaine opération effectuée sur la fonction qui en représente l'intégrale première ; qu'il est de même de cette dernière par rapport à l'intégrale seconde, et ainsi de suite , de manière que l'équation proposée ne soit que le résultat d'une suite d'opérations semblables effectuées sur la fonction primitive qui en représente l'intégrale complète. Or, si l'on désigne ces diverses opérations par une même espèce de caractéristiques, il est évident que la composition de ces caractéristiques en forme de produit , offre un moyen bien simple d'énoncer une équation différentielle linéaire; et l'on concevra par là , que son intégration successive revient seulement à opérer la décomposition du produit dont il s'agit , afin de remonter par une suite d'opérations inverses et uniformes à l'expression de la fonction primitive. C'est ce qui va être éclairci par l'exposition suivante
de la théorie que nous avons établie à cet effet , et qui semble réunir à l'avantage de simplifier considérablement les procédés d'intégration employés jusqu'ici , celui d'indiquer en même tems la véritable source des difficultés qui se présentent dans l'intégration complète des équations différentielles, déjà à partir de celles du second ordre.
Afin de faire mieux saisir l'esprit de la méthode qui fait l'objet de ce mémoire, nous procéderons du simple au composé, en traitant d'abord les équations linéaires où les coefficiens des divers termes sont des quantités constantes , et ensuite celles où ces coefficiens sont fonctions de la variable indépendante. En conséquence nous diviserons ce chapitre en deux paragraphes distincts.
§ 1. Equcitions différentielles linéaires à coefficiens conslans.
Soit à intégrer l'équation du premier ordre
% + ay = Y; (,)
V exprimant une fonction quelconque delà variable x.
Considérons en premier lieu l'équation '^+ay=:o, qui ne forme
qu'un cas particulier delà précédente. D'après la notation adoptée dans le mémoire cité , il est évident que cette équation pourra s'écrire ainsi
où le facteur binôme ne représente qu'une seule caractéristique d'opération à effectuer sur la fonction y. Si donc , pour simplifier cette
notation , on désigne la caractéristique (o + a) par le signe (d) , la dernière équation s'exprimera plus simplement par
et puisque son intégrale est y = Ae— % l'équation (2) sera également satisfaite par cette valeur de y.
De même l'équation (^)y=:o sera satisfaite par l'intégrale y=Ae«^. 3. Soit maintenant
X étant fonction de x , on en déduira facilement,
g-4-ay = (%=:e— dX. (3)
Effectuant la même opération sur cette nouvelle fonction, on aura successivement ,
et en général
{dyîj=ze~^^''X (4)
Il est à propos de remarquer ici que dans cette nouvelle espèce de différentiation , la quantité e— «-^ se comporte précisément comme un facteur constant dans la différentiation ordinaire. En supposant donc la
fonction y telle qu'il en résulte l'équation (d^y = o , il faut nécessaivement que le facteur c)"X qui entre dans le second membre de l'équation (4) se réduise à zéro , ou en d'autres termes que la fonction X soit delà forme
A^-' -h B^"-* . . . . + Ta; + U.
En conséquence l'équation différentielle
donnera , après un nombre n d'intégrations successives par rapport au
nouveau signe (ô) , l'intégrale complète
y = e-«^ { Ao;'»-' 4- B^«-* . . . . + Ta; 4- U. } (5 )
Observons ici en passant que si dans l'équation (4) on change X en
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Xe''*, ce qui donne yz=:X, elle deviendra
{d)y = (5)"X = {b+ayX = e-«^ b" (Xe«*) ;
donc , en développant la caractéristique (^-t-a)" i on obtiendra la formule générale
a''(Xe«^)=e«-^|a"X + waô''-'X + ^I:^a^d'' ^X....+a"X|. L'équation y = e-°^X , d'où Ton a dérivé
(a)y=:e-°'dX,
étant considérée elle même comme une dérivée semblable d'une équation primitive , donnera pareillement la relation suivante
Le premier membre de celte équation énonçant l'opération inverse de
celle indiquée par (ô) , ou bien une nouvelle espèce d'intégration , pourra , par analogie avec les intégrales ordinaires , être représenté par
Jy^ de sorte que l'on écrira
Jl-axX=:e-»^/Xdx, (6)
et en répétant la même opération , il en résultera
•7e-«*X = e~«^ yXd^*
y^-«^X = e-«^'/Xdjt:* donc en général „
ye-«^X =r e-°* yXd^w. (y)
d'où l'on voit que l'équation (4) a également lieu pour des valeurs négatives de w » en changeant seulement les différentielles en intégrales.
Il est inutile d'ajouter que le second membre de l'équation (7) devra être complétée par la fonction arbitraire
4. Si Ton fait XrrVe***, l'équation (6) nous fournira immédiatetnent la formule intégrale
/V = e-«^ /Ve»^ d^ (8)
et en général
yV = e-«^ yVe»* d^~ (9)
Donc, ayant à intégrer l'équation différentielle
qui revient à
on en tirera directement par Tintégration relative à (»)) , et en vertu delà formule (8)
résultat qui s'accorde avec celui donné par la méthode ordinaire.
L'expression intégrale y Ve«^ d^ , comprenant toujours une constante arbitraire, la valeur complète de y, s'exprimera par
y = e—axpsfeax ^^ 4. Ce— «^ ;
ce qui montre que chaque intégration de cette nouvelle espèce, introduit un terme Ce~<'^, de même qu'il faut ajouter une constante aux résultats de l'intégration ordinaire. Cette analogie d'ailleurs se sera remarquer sous un point de vue plus général, en traitant les équations aux difiérentielles partielles.
5. Passons maintenant à l'intégration de Téquation du second ordre
ii^ — aV = o,
qui est la plus simple de cet ordre. On pourra l'énoncer delà manière suivante ^
Or, puisque la caractéristique qui affecte son premier membre, peut se décomposer en deux facteurs (â+a), (ô — a), il est clair que la proposée se réduira , en vertu delà nouvelle notation, à
(ô)(ô)y=o, ou bien à (ô)(ô)2/^=o; (il)
et elle exprimera sous chacune de ces deux formes , une double opération effectuée sur la fonction y, savoir, d'abord une différentiation par rapport
au signe (c)) et ensuite une seconde par rapport au signe (^ ) , ou réciproquement.
En remontant ainsi delà seconde à la première de ces opérations, il viendra pour les deux intégrales premières ,
qui satisfont respectivement aux équations (il) i par suite de ce qui a été observé à la fin de n.» 2, D'ailleurs la relation
"donnera directement pour la valeur complète de l'intégrale
y = Ce°^ — C'e -«* j en écrivant C, C' au lieu des constantes —, — .
Si l'on remjdace «^ par — a* , il en résultera que l'équation
aura pour intégrale complète
y -— Ceo^K- 1 + ç^Q-axy-, — ; c cos ax + G' sin ax ,
en changeant convenablement les deux constantes arbitraires. 6, Considérons l'équation plus générale
^+Al|^+By = o, (12)
qui peut s'énoncer ainsi:
(ô* + Aô + B)y = o.
Soient — a , — a', les deux racines de l'équation du second degré
ô» 4- Ac) + B = o ,
que nous nommerons désormais V équation caractéristique de la proposée; celle ci pourra encore, d'après la théorie des caractéristiques, être présentée sous la forme
ou bien (c)) (%= (D) (% = 0; (l3)
l'ordre des deux espèces d'opérations à effectuer sur la fonction y étant tout à fait indifférent. Une première intégration des équations précédentes donnera les deux intégrales premières
et à cause de (D — 'd)i/z=(a — â5)y,
on eu déduira immédiatement après le changement des constantes,
y = Ce— «* + C e-«'^ , '
. pour la valeur de l'intégrale complète.
On obtiendrait le même résultat , en observant que les deux équations
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satisfont séparément à la proposée , et qu'elles fournissent par conséquent les deux valeurs particulières
y ■=. Ce-«^. y = Cfe— «'* ,
dont la somme représentera nécessairement la valeur complète de y. Mais on peut encore parvenir directement à l'expression de l'intégrale complète, en procédant delà manière suivante. Une première intégration ayant fourni l'équation
on déduira de celle ci par une seconde intégration delà même espèce
y = C'ye-«'^ + Ce-«^. (i4)
Or si dans la formule générale (9)
yV =: e— o^yVe«* d^ on fait V=e— «'^, il viendra
fç—ax :::::: g— o« re{a—a')x dx = — — e J J a — a/
Cette valeur étant substituée dans celle de y, on trouvera comme
précédemment
y = Ge~«* H- C'e-»'^ ( i5)
7. Lorsque l'équation ( 1 2) contient dans son second membre le terme V fonction de x^ elle s'écrira sous la forme
d'où l'on tire d'abord pour l'intégrale première , l'équation
(à)y =/V = e-«*/Ve«* àx 4- Ce-«* , en vertu delà formule (10).
Posons pour abréger V = e~"* /Ve«^ d^ , il viendra, en effectuant la seconde intégration «/ „ „• a
y =:ffY =/V'h- c/e-«^
ou bien tj = e— «^yv'e«'*d^ + Ce— «^ + C'e-«'-* (17)
en vertu des équations (lo) (i5).
Le premier terme de cette valeur de y , représente une valeur particulière de l'intégrale complète , et revient évidemment à la double intégrale
e-a'x JQ{a'~a)x^X jS e"'^ ^x.
Et puisqu'on a en général
/dX/Pd^ = X/Pd^ — yî>Xd^ , il sera aisé d'en conclure
y=/yV==-7^|e-«yVe«^d^^e-«'^Ve«'^d^|H-Ge-«^+G'5 -«'* ( 1 8)
Voici un autre moyen pour parvenir au même résultat, et qui est
analogue à celui dont nous avons déjà fait usage dans le n." précédent.
L'équation (l6) donnant à la fois les deux intégrales premières,
0)y=e-«^yVe«-^diP+Ce-«^ (à)y = e-«'^yVe»'^d^ + Ce--«'^, on en tirera immédiatement, en ayant égard à la relation
la même valeur de y que celle obtenue ci-dessus.
Dans le cas particulier où les deux racines — -a , — a soient égales , ce qui exige qu'on ait A* = 4B , l'équation (12) se réduisant alors à
donnera de suite, d'après la formule (5)
yz=ze-<^='{Q!-{-Q!x).
De même l'équation (i6) qui reviendra alors à
donnera, en vertu delà formule (9), pour la valeur complète de y,
= yv = e-«^ {yVdo?* + c^ + c'} . (19)
Si l'équation caractéristique a ses deux racines imaginaires, et qu'on les désigne par — oe,-\-(il^ — 1, — ot,- — /Six' — 1, il est évident que les deux derniers termes delà formule (18) devont être remplacés par la fonction
e-«^ { C cos /3^ 4- C sin i3;r } ,
qui représentera alors l'intégrale complète de l'équation (12).
8. Nous pourrons maintenant nous élever à l'intégration de l'équation générale de l'ordre n,
é2:+Afi^....+Ti?: + U2, = o.
En effet soient a^, a^ , a^, .... a„, les w racines prises avec leur signe contraire, de l'équation caractéristique
ù» + Ad"-' . . . . + T^ -l-U = o ,
de sorte de celle ci puisse être représentée par le produit
(a+aj i^+ctj (^+«3) •••• (ô+an)=0;
la proposée prendra alors la forme simplifiée
ai a% On
et indiquera par conséquent une suite de n opérations semblables effectuées successivement sur la fonction y ; il ne s'agira à présent que de remonter par une même suite d'opérations inverses, à l'expression delà valeur complète de cette fonction. A cet effet , on en déduira d'abord
par une première intégration relativement au signe (ô) , l'équation de l'ordre n — i.
(a)('à)....(%=c,e-«ar.
Celle ci étant intégrée de nouveau, il viendra d'après l'équation (t5)
Os O» Cln
{d) (h) (â)y =: C,e-oi* + C,e~«»^.
Et puisque l'intégration de chaque terme Ce— «*, en introduit un nouveau de la même forme , il est manifeste, qu'en continuant ces opérations on obtiendra finalement
pour la valeur complète de l'intégrale.
On aurait pu raisonner encore ainsi qu'il suit. L'équation (20) donne lieu aux n équations
Oi Cl On
{d)y = o. {d)yz=o (a)y = o,
dont les n intégrales
représentent autant de valeurs particulières de la fonction y qui satisfont à la proposée. Or puisque l'ordre des différentiations par rapport aux n diverses caractéristiques est entièrement arbitraire, ainsi que cela résulte delà théorie des caractéristiques, on en conclura sans peine que la somme de ces valeurs particulières doit également satisfaire à l'équation (20), et qu'elle représentera ainsi la valeur complète dey. g. S'il arrive que l'équation caractéristique contient un nombre m
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de racines égales à —a, la proposée prendra la forme
a fli Ot Qa Up
où />=w — m\ et elle pourra alors être décomposée dans les deux équations suivantes
(d)(a)....(ô)y = o. (Vy=o.
On tirera delà première les p valeurs particulières
Les m autres seront données par l'intégrale complète delà seconde de ces équations et qui , en vertu delà formule (5) aura pour expression
où les coefficiens A, B...., représentent m constantes arbitraires. La somme de ces n valeurs particulières fournira ainsi la valeur complète de y, de même que ci-dessus. On remarquera sans doute que notre méthode d'intégration dispense d'appliquer le procédé compliqué dû à d^ Alemhert , ainsi que ceux qui ont été proposés plus tard par d'autres géomètres, pour écarter la difficulté que présente le cas de l'égalité de quelques unes des racines de l'équation caractéristique (*). Il peut arriver aussi que cette équation, renferme m groupes de racines imaginaires; dans ce cas elle contiendra parmi ses facteurs un nombre m delà forme ô*-i-AÔ + B, telles que A*<4B, et la proposée conduira alors à un même nombre d'équations du second ordre ayant la forme
(*) Voyez Lacroix. Tom. II. pag. 317 et Tom. III. pag. 696. Annales de math, pures et appliq. Tom. III. pag. 46.
Prenant l'intégrale de chacune de ces équations , on en déduira (n.<>7,) les ra valeurs particulières
y z=z e— "i^ {Gj ces ji^x -\- Q,\ sin ^^x} y =r e— «»* {G, cos ^^x + G', sin i8,^}
etc. etc.
y =z e-<"nx {C^cos^^a:+ G'^n/3^^} .
En les réunissant aux autres n — m valeurs particulières, leur somme donnera de même la valeur complète de y.
lo. Traitons maintenant le cas plus général où l'équation de l'ordre ii contient dans son second membre le terme V fonction de ûe. On la mettra alors également sous la forme
Ot Oj O3 (In
Une première et seconde intégration donneront successivement, ainsi qu'on l'a vu ci-dessus (n.** 7.)
a. «3 On ^
(â) (à) ..,. {è)y =/V = e-«»*y Ve^i^do:
(d) .... {d)yz=J^jY= J_ |e-«i^yVe-«^^da: — e-«»^yVe«»^d^, j
en comprenant toutefois une constante arbitraire dans chaque intégrale. Une troisième intégration effectuée partiellement sur ce dernier résultat, produira
(d) .... (ô)y=/yyV==--^|/(e-«i''/Veai^dar)— /(e--«»*yVe«»*d^)| — l — I e—oix /Ye'^^'^dx — e~°*^ jV e°*'' dx\ — (e-«»* rVCi^dx — e-«s^ /Ve«s»d^|
a»— a» l •' •' J g — OiX p — OiX p fT—azX p
=/ T, r/Ve«*^d.T-f- rfye''^''àx+- rp :/Ve«3*d.r
Or sans qu'il soit besoin de pousser plus loin ces intégrations successives, on reconnaîtra sans peine que la valeur de y se composera
d'une suite de n termes delà forme t-l-j\e^^àx, chaque dénominateur
A étant égal au produit des différences entre la racine qui multiplie x et chacun des n — i autres, ce qui est conforme au résultat obtenu par la méthode de Lagrange exposée dans les traités de calcul intégral ; méthode sans doute très élégante, mais qui exige cependant la résolution d'un sistéme de n équations du premier degré.
Euler semble avoir remarqué le premier que les dénominateurs Aj, A,...., A„ présentent les relations suivantes (*)
A> A, An
2L^lJL i-:!2.r=o
Ax A» A„
Ax Al An
etc. etc.
Ai a» An
Si l'on veut mettre en évidence les n constantes arbitraires que renferment les n intégrales yVe^^da;, il faudra ajouter à la valeur de y énoncée ci-dessus , la quantité
qui forme précisément l'intégrale complète de la proposée , en y supposant V=:o.
(*) Voyez ses Institut, cale, intégr. Tom. IL Cap, III. pag. 356 , où ce théorème de trouve démontré comme une propriété des nombres , indépendamment delà théorie de l'intégration des équations linéaires. Euler s'en sert ensuite pour vérifier la valeur générale de y.
11. On ne verra peut être pas sans intérêt la manière suivante de parvenir directement aux résultats généraux que nous venons d'exposer , et qui montrera en même tems un des avantages marquans de la théorie des caractéristiques.
Soit l'équation de l'ordre n
(ô'' + Aô'-^... + Ta + U)y = V. (22)
En désignant la caractéristique composée qui affecte la fonction y par Il , cette équation prendra la forme simplifiée
d'où l'on conclut
la caractéristique II-» représentant l'opération inverse de celle indiquée par n. Or cette dernière énonçant le produit de n facteurs du premier degré ô-l-a. , ô+œ, Ô+«M. il est évident que la caractéristique n-' ou ^ , pourra se décomposer dans la suite fractionnaire
^^ ■ J^ . An .
où les numérateurs peuvent être déterminés en fonctions de a,, a,.... D'ailleurs, en observant que -i- est identique avec -1-- = /", on conclura immédiatement delà décomposition précédente ,
*"! «I an
j/=ti-^y=a/y + a/y + ,,.. + a/y
= A^e-«i-/Ve«»^da; + A,ey«.yVe«a^ . . . . + k^e-cmxjYe^nx^^ en vertu delà formule (8).
Il s'agira maintenant d'obtenir les valeurs des coefficiens constans qui multiplient les divers termes de cette expression générale. Pour cela l'équation
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1 __ Al , At , An
donne par les procédés ordinaires ,
1 = A (ÔH-aJ (a4-«,) .... ib-f-^n) -hA.(d+«J(d4-«.)....(aH-«„)
■'i,--:fSJi^-,'^'^^-
Puisque la lettre b peut représenter ici une quantité quelconque , la relation précédente devra être également vérifiée , en donnant successivement à b les valeurs — a^ , — a^ , . . . . — a„. Ces substitutions feront disparaître chaque fois n — -l produits, et l'on en déduira sur le champ les valeurs
ce qui confirme le résultat établi ci-dessus (n." lo) par des intégrations successives.
12. Examinons le cas où l'équation générale donne lieu à un nombre m de racines égales à — a. Dans cette hypothèse la caractéristique II se composera d'un même nombre de facteurs égaux à d-\-a ; et en désignant par Q le produit des w — m ou r autres facteurs inégaux, de sorte que l'on ait n== Q(d-f-a:)"*, on procédera delà manière suivante.
Posons
1 Ao , Al . A7/1 — 1 1* ^ .
ce qui donnera d'abord
y = (i)V = A yV + A, — /V.... + A_,/V + P (1) V ==Ae-«*"yVe*'^d^4-A,e-«*'"~yVe«^da;«-\..+A;„_,e-«yVeo:rd^4-P(l)V
en vertu delà formule (g).
Pour déterminer les valeurs des m coeffîciens A, A^ ....A,»_^, faisons pour abréger D+a=w, il résultera alors de l'équation (»)
1 = Q { A + A,M -I- Ay .... H- A,„_, M»«-'} -f- Pw«» (/3)
ou bien -1 = A + A^m . . . . + Am-iU*^ ' * + - «***.
DifFérentiant cette équation m — i fois successivement par rapport à m , et supposant ensuite m=o , on trouvera
A = ^. A, = d(3). A,=^ô^(i-), etc.
OÙ Q^ exprime la valeur de Q dans la même hypothèse, ce qui revient à y faire ô=— .a. Or puisqu'on a
Q = (ô+a J (a+aj . . . . (d+ar) ,
on conclura directement de ce qui précède,
(<7, — a) 1^0, — a) .... (flr — a)
JV — . dA^ A=— -^. A = i-^ etc.
Ces valeurs serviront à déterminer les m premiers termes de l'intégrale
donnée par l'équation (23). Quant aux autres termes au nombre de r,
p la fonction - pouvant être décomposée dans la suite
B. , B, . Br
S-i-rti 3+0» ' ' * * 3+a,'
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on reconnaitra aisément qu'en exprimant par <?(«), <P{a^) etc., les valeurs que prend le numérateur P, en y supposant successivement dr= — «^ , 0= — a,, etc., il viendra
(flï —ai) (Os — (II) .... (<z^— rti)
0{ai)
{ai— ai) (<7,— ff,) .... {ar — a,)
C^(^rl
{ai — ar) («î — ar) .... («/•— i — «/•)
Remarquons maintenant que chacune de ces suppositions fera disparaître la quantité Q dans l'équation (^), d'où il suit Prr-L; partant
Substituant ces valeurs dans celles de B obtenues ci-dessus, on en conconclura facilement que les n — m termes qui restent à compléter l'intégrale auront les mêmes coefficiens que ceux qui se rapportent au cas général, après y avoir changé a^, «^ ....,«;;, en a.
Dans le cas que nous venons de traiter l'équation différentielle prenant la forme
n 0,1 Oi Or
(dr(d)(a)....(a)y=:v,
on en tirera d'abord
(ô) (a) .... {à)y = y V = e-«^ "/Ve"* d^»» = V', et ensuite par une nouvelle intégration,
ai ai ar „ ,.
(d) (d)....(d)y=re-«i7V'«'*dir=:e-«tye(«'-«)^dir'"yVe"^d^»'j
d'où l'on déduit par des intégrations successives, l'expression générale
y=e-0'-ye'«'~-»'*-i^'^d:r/e(«'--i— «'-ïM^...yeC«i— «-^dj? "/Veû^da;*" , (24)
où les n constantes arbitraires sont implicitement comprises; le premier signe intégral s'é tendant sur tous ceux qui le suivent.
i3. Supposons encore que l'équation caractéristique renferme p groupes de racines imaginaires. Dans ce cas la valeur complète de tj pourra s'obtenir en suivant la marche que nous allons indiquer. Cette équation étant susceptible d'une décomposition en j> facteurs du second degré et n — ip facteurs du premier degré , on posera
le signe 2 indiquant la somme des fractions binômes semblables. Quant aux coefficiens indéterminés A, <», B, a, on pourra les évaluer par les
procédés connus. Considérons un terme quelconque -— — -ii- delà pre-
mière partie de cette série ; il en résultera dans la valeur de y un terme delà forme
en faisant pour abréger (Aô +<3t)V=:P.
Or il est facile de voir que la fonction
exprime sous une nouvelle forme l'intégrale de l'équation du second ordre
que nous avons déjà obtenue au n.° 7. Désignant donc par ^-\-y\y — l , /3 — yxy — I, les racines prises avec leur signe contraire, de l'équation caractéristique d^-f-w ô-{-w = o, on trouvera en faisant les substitutions
convenables dans la formule (18), toutes réductions faites, que Tinté" grale dont il s'agit a pour valeur
f—î-j sin ^xje^'^ P cos ^x àx — cos ^xje^^ P sin ^x àx\ ,
chaque intégrale comprenant une constante arbitraire. Les p groupes de racines imaginaires introduiront par conséquent autant d'expressions delà forme précédente, et dont la somme jointe à celle des w — 7p
termes delà forme Be-**^/ Ve^^d^i? , représentera l'intégrale complète delà proposée.
l4. D'après ce qui a été trouvé au n.° 11, la valeur générale de y qui satisfait à l'équation ('^i)> s'exprimera par la formule suivante
y=rA,e-«»-*|/Ve«»*d^ + C,|-f-A,e-«»^|/Ve«»*da;H-C,|
H-A^e-On^l/Vea^^d^-f-G^} (25)
ou bien plus simplement par celle ci
y = A 2(e-«^/Ve«^da;) + 2 Ce-«^
C'est sous une de ces formes qu'elle énonce la propriété démontrée pour la première fois par Lagrange et applicable même au cas où les coefRciens des termes de l'équation sont des fonctions de x ^ savoir cju'il suffit de connaitre les n valeurs particulières qui satisfont à l'équation (20) pour en déduire la valeur complète de y déterminée par l'équation (21). En négligeant les n constantes arbitraires dans la formule (25), la somme des termes qui resteront représentera nécessairement une valeur particulière de l'équation (21); et puisque la somme dés termes Ce— «^ , forme l'intégrale complète de l'équation (20), on en conclut que celle ci augmentée de cette valeur particulière , donnera l'intégrale complète de l'équation (21). Nous aurons plus loin l'occasion de généraliser celte remarque.
La valeur de y est susceptible encore d'être exprimée au moyen d'une
intégrale définie. En eflfet d'après la formule (i24) de notre mémoire cité , on a identiquement
f<p(x) = (^)^(^) =:J %-<^'(p{a;—a)dcc. (ce)
Par conséqu^ei^t en désignant le terme V pay (p(x) , on aura de suite
y=/ (A e-«»* + A e-«»« + ....);?(^ — «)d« + 2Ce-o*
= /'^ZAe-««cç>(^ — «6)dB4 + ZCe-«^ (26)
Dans le cas d'égalité de m racines , on différeutiera l'équation («) m — 1 fois par rapport à l'élément a, ce qui donnera
ou ce qui revient au même
Il en résultera pour la formule (23) l'expression suivante
+B,e-«»*+B,e— «»^H-etc.|(p (^ — <x) dût, (27)
qui devra être augmentée de l'intégrale complète delà proposée en y supposant V ou <p{x)z=o; or il est aisé de s'assurer que cette dernière intégrale n'est autre chose que la quantité qui multiplie (p{x — oc) dans la formule précédente, après y avoir écrit x au lieu de ot, et remplacé les coefficiens A, A^ B,B^, par des constantes arbitraires.
(*) Si l'on suppose 0=0, et x négatif, cette formule devient
JÇ>{X) d.T'» = Si J ^ «m-i ^(.r+à) d«
la même que celle donnée par M. Liouville , et dont ce géomètre à fait plusieurs application» intéressantes à la géométrie et à la mécanique. {Journ, de VEcol. polyt, Tom. XIII.)
104 INTÉGRATION DES EQUATIONS LINEAIRES
§ 2. Equations différentielles linéaires à coefficiens
variables,
l5. Nous allons traiter maintenant le cas plus général où les coefficiens qui multiplient les termes de l'équation dififérentielle sont des fonctions delà variable x. En commençant par le premier ordre , l'équation qui se présente d'abord est delà fornie
P, V étant des fonctions de x.
Considérons en premier lieu l'équation
dont l'intégrale est évidemment
En écrivant cette équation 30us la forme
(d+P)y = o, p et désignant la caractéristique ô+P par {b) , l'équation différentielle pourra être représentée par
Soit y = Xe""-' ^"^"^ , il est facile d'en déduire la relation
(b+V)yz=z(à)y=e-f^^'bX (28)
P qui , par des différentiations successives relativement au signe (^) , donnera
et en général {dYy = e"^^'^^ a"X ; ( 29 )
d'où l'on conclut, en prenant n négatif, et désignant pary , l'inverse
p de l'opération (d)
y^ = e->'J^yXda:» (3o)
où les n constantes arbitraires sont iinplicitement comprises.
Si dans celte dernière équation on écrit pour X sa valeur ye'^^^* il en résultera la formule intégrale applicable à toute fonction y de ar,
En l'appliquant à l'équation générale du premier ordre, mise sous la forme
on en tirera immédiatement
P y =/v = e-f^^'^fNe^^^^ dx (32)
pour l'intégrale delà proposée. Cette intégrale sera particulière ou comcomplète, selon qu'on néglige ou qu'on ajoute la constante arbitraire introduite par l'intégration. Dans ce dernier cas, la valeur complète de y s'exprimera par
y=:e-/^^"/Ve/^'l^d^ + Ce-/P^^ (33)
i6. Jusqu'ici la marche de notre méthode a été tout à fait analogue à celle exposée au ^ précédent, pour les équations du premier ordre. Mais en passant au second ordre, on reconnaîtra que la décomposition
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de l'équation caractéristique en deux facteurs binômes , présente en général une difficulté, que les forces actuelles de l'analyse n'ont pu vaincre encore , et que l'on peut regarder comme le seul obstacle qui s'oppose jusqu'ici à l'intégration générale des équations du second ordre. En effet considérons l'équation
comme le résultat d'une double opération effectuée surla fonction?/ d'abord
par rapport à la caractéristique (d), et ensuite par rapport a celle (c)); X, X'
étant deux fonctions inconnues de £c qu'il s'agit de déterminer , de
sorte que la proposée puisse être énoncée ainsi:
Il en résulterait alors, par une première intégration ou opération inverse (n." i5).
et par une seconde, en vertu delà formule (32)
OU bien, en faisant pour abréger /Xd,a7zz: w, JX'dx=zu.
y = e— «ye"-w' dx\ ( 35 )
intégrale qui comprend deux constantes arbitraires.
Quant à la détermination des fonctions X, X', il ne suffira plus, comme dans le n.'G, de décomposer l'équation caractéristique
en deux facteurs binômes, en la traitant comme une équation du second degré, attendu que les coefficiens P, Q ne représentent plus des quan-
AUX DIFFERENT. ET AUX DIFFÉR. FINÏES. 107
tités constantes. Voici comment on pourra parvenir alors à la décomposition dont il s'agit.
Soit a=Dy + Xy=:(c>)y,
on en tirera ô« rz: ô'y-f- X^y + yôX,
donc (ô){d)y— (d)s = Ô2;+X'2;=a>+(X4-X')ôy + (XX'+aX)y.
Comparant les termes de cette équation à celle delà proposée, on aura pour déterminer les fonctions X, X' les relations suivantes.
X + X'=:P. XX'+c>Xr=Q. (36)
Faisons Pz=2P', Xr^P' — t^ X'=i:P'+^; ces substitutions changeront la seconde des relations précédentes en celle ci ,
HP' ,, d/ ou bien
d'où l'on voit que la détermination des deux fonctions X , X' et par conséquent l'intégration de l'équation du second ordre, se trouve ramenée à celle de l'équation du premier ordre
intégration qui dans l'état actuel de l'analyse n'est pas possible en général, à moins d'avoir recours aux méthodes d'approximation. Mais, puisqu'il existe quelques cas particuliers , entre autres celui traité par le géomètre Italien Riccati ^ qui permettent d'obtenir l'intégrale de celte dernière équation, il en résultera autant de cas où l'intégration complète des équations linéaires du second ordre, pourra s'effectuer sans l'introduction d'un facteur composé , propre à les rendre différentielles exactes, ainsi que l'exige la méthode d'intégration employée
jusqu'ici. Là valeur complète de l'intégrale sera d'apréâ la formule (35), y==Ce-"4-C'e-«ye"-«'da:; (37)
les valeurs de w, w' étant données par les équations
ufxdxz=zlfVdx-—fidx. " u/x'dx=l/vdx ^fidx.
donc u — ii'ziz ^J^idx.
Il est évident que les deux termes qui composent l'intégrale complète, en expriment les valeurs particulières, à cause qu'ils vérifient séparément
X' X l'équation {è) {à)yzzzo. On remarquera de plus que ces dernières valeurs ne sont pas toutes les deux delà même forme comme dans le § précédent; ce qui tient à ce que l'ordre des deux diflerentiations par rapport aux
X X' caractéristique (3) (d) , n'est plus indifférent dans le cas actuel. En effet si l'on avait à intégrer l'équation
Les relations qui servent à déterminer P, Q au moyen des fonctions X, X' supposées connues, deviendraient
p = x + x'. Q = xx'-f-ax'
et l'intégrale complète prendrait la forme
y =. Ce-"' + G'e^y"'-" dx\
résultat essentiellement différent de celui donné par la formule (37). En supposant que l'on connaisse une valeur particulière y=z e— " , on
en déduira d'abord X = -^ = '/- , et partant X'= P — X , u — u
ax j'ii.r
i=/(2X — V)dx\ d'où l'on pourra évaluer la seconde valeur particulière
La somme de ces deux valeurs multipliées chacune par une constante arbitraire, fournira l'intégrale complète delà proposée.
17. Lorsque la proposée contient le terme V indépendant de y, son intégration n'offre pas plus de difficulté , une fois que la transformée en /, soit susceptible d'intégration, pour qu'on puisse en tirer les valeurs de X et X'. En effet, après avoir mis la proposée sous la forme
les fonctions X, X' ayant été déterminées au moyen de l'équation
delà manière exposée au n.° précédent, on aura d'abord, à l'aide d'une première intégration
(())y =/V = e-A'dxyVe A'd^ d^p = e-«'/Ve»'da:
en vertu delà formule (32). Intégrant de nouveau, il viendra
y = e-»fe»-»'dxfYe»'dx , (38)
où les deux constantes arbitraires sont implicitement comprises , de manière que la valeur de l'intégrale complète , aura pour expression
y = Ce- « + C'e-«ye«-w'dir + e-"/e'*-«'djtryVe"'d^ ; ( Sg )
dont les deux premiers termes représentent la valeur complète de y qui satisfait à l'équation
résultat analogue à celui obtenu pour le cas particulier où les coefficiens P, Q sont des quantités constantes (n."6).
Il ne sera pas inutile de faire voir que l'expression (38) est susceptible delà transformation suivante. En posant pour abréger /e'^—^'d^ziiU, on aura
fe^-^àxpfe^'àx =/dVfYe'*'dx = Tj/Ve^'àx —fjJYe^dx donc y = e-«|u/Ve«'d^— /ijVe«'d^|- (^o)
Chaque terme introduisant une constante arbitraire, il en résulte que cette dernière expression comporte la même généralité que celle (39). 18. Si les fonctions P, Q sont liées entre elles par la relation
ou bien
ce qui donne /^ -f- — - = R = o ,
il en résultera t = l. X = 1P — 1. X' = lP-f-i,
uzzz- fPdcff — Ix. u z=.- fVdx-{-lx, e—^z=xe—P. e"'=:^e^,
p étant égal à i/Pd^; d'où l'on tire, en substituant ces valeurs dans
la formule (38).
y z=z xe—P j ~jSx e^ dx
= œe-P I /Ve" d^ — - f^xe" dx | .
L'équation R = o , donne de même ^ =: o , ou bien X = X'= - . Donc
l'équation
revient à (ô)'y = V, ^
et aura pour intégrale première
$),j = e--^''"f\/'^'duv.
Une seconde intégration donnera
= e—p[ xf^eP àx — pfxe" darj,
résultat qui coïncide avec celui que nous a donné la valeur de / = -. En supposant V = o , l'intégrale précédente se réduira à
Lorsque la proposée n'a pas de second terme, on aura X'= — X, Q = — (X'* + aX'). Ainsi l'équation
av— (XN-aX)y=V
qui revient à {à) (a)y= V,
aura pour intégrale première
(ô)y=:e-«/Ve«da:,
et pour intégrale seconde
y — ! eye^-^^àxjYe^^dx
qui dans l'hypothèse de V=o, deviendra
y = Ce" 4- C'e^ye-*»* do;
u étant toujours égale k jXdx.
Ce qui précède montre que l'intégration des équations
a-y — Qy = V dépendra encore de celle de l'équation du premier ordre X* 4- ôX = Q. Cela se prouved' ailleurs directement, en posanty = e ^, d'où l'on tire
ôv=y(X* + ôx).
£n£n l'équation
pouvant être représentée par
ô(%=:V, se ramène sur le champ à celle du premier ordre
(%=/Vda:
dont l'intégrale est yz=.e~^ ^/^ ^/Vdxy
comprenant deux constantes arbitraires.
Mais si l'on écrit la proposée sous la forme
(a)ôy=V;
on en déduirait d'abord
ôy=e-^^'^YVe-'^^''"d^.
Partant
y z=JeJ ^ àxj^fe '^ àx
valeur identique avec la précédente, ainsi qu'il est aisé de s'en assurer par la différenliation.
ig. On peut demander de déterminer les fonctions P, Q, telles qu'il
en résulte X = -, et X'=:-; dans ce cas les relations (36) donneraient
a-\-af p fia — a __ q
Donc l'équation ô*y -h - ^y + ^ y = V,
A,B étant des constantes, pourra se réduire à la forme
en faisant A = a + a'. B = « (a' — l) ;
d'où il résulte que les constantes a, a seront les racines de l'équation du second degré
On aura alors w •=.f\.^x = l^x"), u = /x'da;=/(j?«); et en yerlu delà formule (38)
y r3 x—'^fx^—°-'à.xy^x'^à.x z= — l |a:i-«yV^«'d^— a;-yV:c«+ida?| ; (43)
valeur qui devra être complétée par la quantité
Remarquons encore que l'équation
{a 4- 6:r)* d*y + A (a 4- ô J?) ôy + By = V,
rentre immédiatement dans celle que nous venons de traiter, en y faisant «4- ôof c= 6a?', et divisant ensuite chacun de ses termes par 6*^'\ 20. Passons maintenant à l'équation du troisième ordre
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S'il était possible en général de décomposer son équation caractéristique en deux facteurs, en lui donnant la forme
l'intégration delà proposée serait évidemment ramenée par là, à celle de l'équation du second ordre
et rentrerait alors dans le cas précédent. Or , celle décomposition ne peut être effectuée qu'après avoir inlégré une autre équation non linéaire du second degré, intégration qui échappe aux méthodes connues jusqu'ici. En effet , posons
On en déduira
ô» = ô^y + M ô'y -1- (N + ôM) ôy + yôN
Xarr: X c)> + M Xôy 4- N Xy ,
et puisque la proposée revient à > *!«— »>:fc\
la comparaison des termes semblables donnera lieu aux relations
M4-X = P. N-i-MX + ÔM = Q. NX + aN = R (45)
qui devront servir à déterminer les trois fonctions inconnues X, M, N, Pour cela, différentions la première de ces équations , et substituons
les valeurs de M et ^M , dans la seconde ; celle ci deviendra
N + PX — . X^ — ÔX = Q -- ÔP = S.
' .; .n/> /• eo.
Cette nouvelle équation étant différentiée, et multipliée par X, la somme des deux résultats donnera, en ayant égard à la troisième des relations (45)
d*x 4- (3x — p) ax + X' — px* -h (S — ap)x = r — as ;
équation du second ordre mais dont l'intégration générale ne semble guère possible dans l'état actuel de l'analyse.
On tombe également sur une équation de môme espèce que la précédente, en supposant l'équation caractéristique décomposée ainsi qu'il
suit ,
■ (c>^ + Ma 4- N) (d + X) r= o.
Si l'on fait alors
« = ay + Xy
et qu'on en déduise la valeur de d'a + Môs-f-N* qui représentera le premier membre delà proposée, oh trouvera que les fonctions M, N,X se détermineront par les relations
M4-X = P. MX + 20X + N = Q. NXH-HIDX + a^X = R; (46)
d'où il est aisé de tirer l'équation finale
a^-X H- (P — 3X) ÔX + r — PX* + QX = R
dont l'intégration présente le même obstacle. Ainsi tant que cette difficulté restera à vaincre , le troisième ordre ne pourra être ramené au second que dans quelques cas particuliers que nous indiquerons ci après. 21. Il n'en est pas de même cependant, toutes les fois que l'on connaisse la valeur particulière y =e~^ , qui, d'après la dernière décomposition de son équation caractéristique , vérifie la proposée dans
l'hypothèse de V:i=o. Dans ce cas, on aura d'abord Xizr — ^^\ Les
équations (46) donneront ensuite M = P — 'X, N =: Q — MX — 2aX. Les fonctions M, N étant déterminées de cette manière, il ne s'agrira plus que d'obtenir l'intégrale de l'équation du second ordre.
c)'2i-f-MÔ2J + N2 = V.
•'. in M- t j oiijijj'iui ' En sup^ioslint <ftrc sOtt intégration soit possible d'après le procédé exposé au n.° i6 , ou en d'autres termes, que le première membre de
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son équation caractéristique puisse être décomposé dans les deux facteurs d -f- X^ , ô + X^ , la proposée sera réduite à la forme simplifiée
d'où l'on déduira successivement , en posant pour abréger u ::=/ Xdar. u^ rrzjX^dx. u^ = yX^da: ,
Xl X yy
(à) {d) y = e-«»y Ve«» dx
{b)yzzi e-**! /e«»~"» do?/ Ve"» d^
y z= e—^ J e^-^i àx fe^^-^i dx fSf e^'^ àx (ij\
ou bien yz=zy^ 1 î— 1' dxje^^^—^^ dxjYe^i dx ,
à cause de y, = e"-^^'^' = e-w.
Celle valeur de y sera complète ou particulière , selon que l'on y ajoute ou non les constantes arbitraires comprises dans la triple intégrale indiquée par la formule (47).
Lorsqu'on a V=o, l'intégrale complète delà proposée deviendra
y = Ce—" + C^e— "ye"-«id^ + C,e— «ye«— «» dxfe^^—»^ dx.
Cette valeur prendra la forme suivante
y = e-«{c + C,U + C,/u,dU} (48)
en posant pour simplifier
Jlu-ut da; = U, /^«i-«j d^ -- u^^
L'intégrale complète représentée par la formule (47) est susceptible encore delà transformation suivante, analogue à celle effectuée sur la formule (38j pour le second ordre.
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En effet ou a d'abord , en intégrant par parties y^Mi— Ml d:r /Ve«» d^ z= Jd\] ^ /y e^*^ dx
= U,/Ve"^ d^ _yvU e«» d^,
donc e"y=yi],dUyVe«»da? — /dU /YV ^e*"» dx,
La première de ces doubles intégrales revient à /il.dU x/Ve«> d^ ~yVe«> dxfU^dV =fl^d\] x/Ve"» dx — yuU^Ve"» d^ -\-f'Se^^ d^/UdU et la seconde à
u/VU^e«» d^ _ycu,Ve«^ d^.
Effectuant les substitutions , on trouvera que la valeur de y pourra s'exprimer par la formule
y = e-«|/Ve"» d^/UdU^ — U/vU^e«- d^ +/U,dU x/Ve«» d^| . (dg)
Et puisque e~", e— ''U, e""/ UidU, représentent dés valeurs particulières de l'équation (44) en y supposant V=o , la formule que nous venons d'obtenir énonce la propriété analogue à celle que l'on aura pu remarquer également dans le second ordre (n." 17); savoir que l'intégrale de la proposée se compose delà somme algébrique de ces valeurs particulières multipliées chacune par une fonction de x , dont la détermination n'offre d'autre difficulté que celle qui tient à l'intégration des produits indiqués dans la formule (48). Il est évident d'ailleurs que pour rendre cette intégrale complète , on n'aura qu'à y ajouter la fonction
e-«[c^-c^u^-c^/udu}.
2 2. Supposons maintenant que l'on connaisse deux valeurs particulières y^ = e—". y^ =. e—^^fe^^—"^ dx = e-"U
qui vérifient l'équation (à) {d){d)y =zo.
On en tirera d'abord
Et puisqu'on a évidemment
X H- X +X^ =P , d'où M + w 4- M^ =fVdx ; il en résultera
valeurs qui étant substituées dans une des formules (47) ou (^g), détermineront celle de l'intégrale complète.
23. Dans le cas particulier où u^z=.u^, la formule (iy) se réduirait à
y r= e— " /e«— ^1 d^ jYe^^ dx"" , et en y faisant V=o , elle deviendrait
Si l'on avait u^-=.u, on trouverait
y r= e— ** ^/e»- "^ dx^yVe"» da; ; et en supposant de même V=:0
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Soit encore « = «, = «,, il viendrait simplement
y = c— " yVe" dx* et pour V =o
y = e-" |C-j-C,a; + G,^*|. u = if?dx.
Dans ce cas les relations (45) (i6) feront voir aisément que les fonctions P , Q , R devront être liées entre elles par les équations
P^ + 3aP = 3Q. PQ H- 5èQ = gR , à cause de N=:X* + ()X
Supposons w, = — Wj , ou bien X^ + X, = Q, il en résultera M=:o, X = P et en vertu des équations (46)
2ÔP + N = Q. NP + c>'P = R; d'où il suit
a»p_2Pc>P = R— -PQ.
Telle est la relation qui existera alors entre les fonctions P , Q , R. Quant à la valeur de X^ , puisqu'on aura ici (n.° l8)
x; + ax^ -f N = o ,
il s'agira d'intégrer l'équalion du premier ordre
X;-hc>X, = 2ÔP — Q.
La valeur générale de y, donnée par la formule (47) deviendra dans le cas actuel
y =z e-«ye"-«i dxje-"^ dxJYe-'^^ dx ;
u étant égal k Jvdx. Lorsque V = o, on aura
y = Ce-" + C^e-« /è« - «» d^ + C^e—^fe^"' dx.
Considérons l'équalion
et cherchons les valeurs des constantes A,B,C, pour que cette équation donne
On aura d'abord la relation
A = a + a + a ; ensuite, en vertu de ce qui a été trouvé au n.° i6
■M- __ Ox -f Q» TV fli (ffa — l)
Substituant ces valeurs dans les relations (46), on obtiendra sans peine
B =a («^ + aj — 2» + «j (a^ — i) = aa^ + aa^ + a^ a^ — (2a H- a^) G =; aa^{a^ — ^ i) — a{a^-{- aj -\- 2a = a{a^ — l) (a, — 2).
Et puisque les valeurs de X, X^, X^, donnent
on en conclura immédiatement pour la valeur de l'intégrale
y = ocr^t^ jx^-^i. d^ /^«i~«ï ÔlX l'Sx'^^ à.x , et lorsque V = o
Ecrivons a', a", au lieu de a^ — 1, «^ — 2, on s'assurera facilement que les quantités a, a, a", seront les racines de l'équation du troisième degré
ce qui fournit le moyen de déterminer les valeurs de a, a^, a , à l'aide des coefRciens A, B, G.
L'équation
se ramène à la forme précédente, après avoir remplacé a-\-bx parôjrr', €t divisé chaque terme par b'x^'; transformation analogue à celle opérée dans le second ordre (n.° 19).
25. Ce qui précède suffira pour indiquer les difficultés qui s'opposent jusqu'ici à l'intégration complète des équations linéaires passant le premier ordre; difficultés qui doivent augmenter à mesure que l'ordre de ces équations s'élève. On aura déjà pu entrevoir que cette intégration relativement à un ordre quelconque n , sera toujours possible, dès que l'on connaisse les n valeurs particulières qui satisfont à la proposée dégagée du terme V*
En effet si l'on suppose l'équation caractéristique décomposée en n facteurs d + X, , d 4- X, . . . . d -f- X„ , et qu'on fasse pour abréger ,
u^ =yX^ d^ , Wj z=ij\._à.x . . . .Un =yX„d^ , il est aisé de s'assurer que l'application de la méthode employée ci-dessus , conduira à la formule générale
y = e— "lye"»— w» daye"»— «» Ax .,. .fSe^n àx
ou bien, en posant comme précédemment
y^»i-«id^ = U^. ye»»— «» da; = U, . . . .fe^-^-^n^x = U„«.,
y==e-«»/dU./dU,..../dU„^,/Ve»«d^. (5o)
Dans l'hypothèse de V^o . la proposée sera satisfaite par chacune des n valeurs particulières
e-«. , e-«^U^ , e-«./u, dU. , . . . . e-«/dU,/dU, . . . ./Ùn^, dU„_a.
Ces valeurs étant supposées, connues, elles serviront à en déduire les fonctions U, , U^ . . . . Un— i et leurs différentielles, que l'on substituera ensuite dans la formule (5o) , de sorte que la valeur complète
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de l'intégrale y s'obtiendra par une suite de n intégrations successives, sans qu'il faille récourir à la résolution d'un sistéme de n équations à n inconnues , "ainsi que l'exige la méthode d'intégration duc à Lagrange et basée sur la variation des constantes arbitraires.
En négligeant les n constantes implicitement comprises dans la formule (5o) , celle ci ne représentera qu'une valeur particulière de y. Désignons la par Y , et par C^y^ , C^y^ .... C„y„ les valeurs particulières énoncées ci-dessus , et dont la somme exprime l'intégrale complète delà proposée dégagée du terme V, on aura évidemment
y = Y H- C^y^ -t- C^y, . . . . + Cnyn ,
Mais si l'on néglige seulement un nombre quelconque m de ces constantes arbitraires y la valeur de y qui en proviendra, n'en restera pas moins une intégrale particulière; et en substituant cette dernière à Y, la valeur complète de y conservera toujours la même forme que la formule précédente, eu égard à l'indétermination des coefficiens G^ C .... On en conclura donc que la valeur complète de Vintégrale de toute équation linéaire ^ se composera d'une valeur particulière quel" conque , et de Vintégrale complète de cette équation dégagée du terme V. ('')
On peut appliquer à la formule générale (5o) l'intégration par parties; on arrivera alors à une expression composée de n termes, analogue à celle obtenue pour le second et le troisième ordre. Elle donnera lieu par conséquent à généraliser la remarque faite à l'égard delà formule (4g).' En supposant que l'on connut seulement les n — i valeurs particulières
(*) Le même théorème a déjà été prouvé d'une autre manière par JI. le Professeur Van Reea , dans la Correspondance Phys. et Mathém. Vol. II. pag. 332. Ce savant géomètre y indique en même tems un procédé jiropre à obtenir l'intégrale particulière, lorsque les coefficiens des terme» de la proposée sont des constantes , et que d'ailleurs la fonction V est de nature à faire pressentir la forme de cette valeur particulière ; procédé qui pourra quelque fois faire éviter avec avantage les intégrations que nécessite l'emploi de la formule (25).
Vi > Vi ••••y»— I » on pourrait en déduire les n — •! quantités u^ , u^....Un~i ; et puisqu'on a toujours w^ -f- m, -}-.... w^ = /Pd^, P désignant le coefficient du second terme delà proposée , cette dernière relation fera connaître w„, et partant la fonction U„_i d'où dépend la valeur particulière y„, qui restait à déterminer pour parvenir à l'intégrale complète. 26. Euler avait déjà remarqué qu'il existe un cas général susceptible d'intégration complète ; c'est celui de l'équation
^•"^iZy + Ao;— '±=i^....4-Ma;ily-h% = V; (5l)
A....M,N étant des constantes.
On peut la ramener delà manière suivante à une autre équation de même ordre, et dont les coefïiciens sont constans. Soit a; =6**, ou—z=:du: il en résultera
du dx dx
Prenant u pour la variable indépendante, les coefficîens dififérentiels
_!^ , ^ etc., qui supposent la diflFérentielle d^ constante, devront être d.T^ d-T»
transformés en d'autres qui repondent à l'hypothèse de du constante. Cette transformation peut s'effectuer d'une manière générale et assez simple , ainsi qu'on va le voir.
Pour cela, faisons -^ = a, l'équation précédente deviendra
dx
dtf Or , en observant que l'équation
donne (ô)y = ea*^;
on conclura directement de la valeur de « , les relations suivantes :
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(7u = e» -i- d (îîî^) = e3« -L d (^) ^ ' du M.r' dx ^dx'
(r)(T)»=.»-id{±d(|)}=.3.^d{^^d(|)}.
Donc , en continuant delà sorte , on arrivera à la formule générale
^ ' ^ ' ^ ' ^du dx" dx"
OÙ d^ n'est plus considérée comme constante.
En suivant le procédé ordinaire delà différentiation , on trouvera les mêmes résultats particuliers, mais ce n'est que par analogie qu'on parvient
alors à l'expression générale pour X^ t\' {*) Soit par exemple l'équation du troisième ordre
d.T» dx cl.T
déjà traitée dans le n.° 24 sous la forme
Elle deviendra en y remplaçant
^•é!^ par sa valeur (a)(â)dy=:(d— i) (d— 2) dy=(d»— 3a*+2a)y
et x'' -1- par sa valeur (8) ôy = (ô* — ^)y , dx*
Si maintenant dH-a,d+a, ô+a", représentent les trois facteurs delà caractéristique de cette dernière équation, celle ci aura pour intégrale
y = e-««ye(«— «>dwye(«'-«">dwyVe«"«dw ,
(*) Lacroix. Tom. II. pag. 337,
ou bien, en y introduisant la variable x. .
y'=.x aj"x^^a*—i dxfx^^' o"-i àxfVx^"-^ d.x ;
valeur qui coïncide avec celle obtenue dans le n.° cité, après avoir changé a en a^ — l , a' en a^ — 2, et V en \'x'. On peut la représenter encore sous la forme suivante
les dénominateurs A, A', A", exprimant les produits indiqués au n.° lo. Il est bon d'observer ici qu'on peut parvenir directement à l'intégrale de l'équation (5i), dans l'hypothèse de V=o. En effet, faisons y=a7" , ce qui donnera les équations
J^ = ax'^—^ , J? -J^ = aw ,
àx ax
et en général a?»-^ = a(a — i) {a — 2) .... (« — w+i)y.
L'équation à intégrer se réduira,aprèsavoir supprimé le facteur commun y,à
a{a — 1) .... (a — w+i) + ka{a — l) .... (a — n ' 2) .... -f- Ma-f-N:=o.
Celle ci étant développée et ordonnée suivant les puissances de a, sera du n.™6 degré. En supposant cette équation décomposée en n facteurs aH-û6^, a+fl6^, .... aH-«„, la valeur de y aura évidemment pour expression
y = C^ar— «1 + C,ar— «» . . . . + C„a:— *» ,
dont chaque terme désigne une valeur particulière qui vérifie la proposée dans l'hypothèse dont il s'agit.
En donnant aux quantités X^ , X, etc. , des valeurs déterminées en fonctions de a?, on pourra établir à priori dans chaque ordre, diverses
classes d'équations susceptibles d'intégration complète, soit directement , soit au moyen d'un changement convenable delà variable indépendante , ainsi qu'il a été montré ci-dessus.
27. Nous terminerons ce chapitre par faire voir succinctement que notre méthode d'intégration peut encore s'appliquer avec succès , à la résolution des équations simultanées du premier degré ; objet dont se sont spécialement occupés deux grands géomètres , (T Alembert et Ampère.
Soient d'abord les deux équations du premier ordre
^+PV + Q'^=T'.
P, Q, P', Q', T, T' désignant des fonctions delà variable indépendante t. Si l'on pose
l=r.l=p: S'=,. T^K. |=k: Qd. = d.-.
Les équations données prendront les formes suivantes
dy àt'
%+py-\-x^^.
et pourront par conséquent être représentées plus simplement par celles ci On déduit delà première
Prenant la dififérence de celle ci avec la seconde des équations (53), il viendra •
équation du second ordre, et susceptible d'être mise sous la forme
id){hl/ = Y, (54)
en posant, d'après le n." l6,
M -h w' = /? + y. uu* -{- hu z=: pq -\- ^p — /?'.
Soit = «. i — -=rt
on parviendra sans peine à l'équation suivante
qui servira à déterminer w , w' en fonctions de f^ , chaque fois que son intégration devienne possible.
Quant à la valeur de y , on tirera de l'équation (54) , en mettant pour abréger
y^d/,==/Qwd/=:p, y^'d/, =/Qw'd^=: ju',
et en vertu delà formule (38)
y = e-i«'yèf*-f*'d/,/Vef*'d/^ ,
ou bien y = e-/*yQe"'-/*'d/yVQe^'d/. (56)
La valeur de w se déterminera ensuite à l'aide delà première des équations données.
L'analyse précédente montre que c'est à l'intégration de l'équation {55) que se réduit toute la difficulté du problème. Dans la méthode ordinaire, la détermination du facteur par lequel on multiplie l'une des équations proposées, dépend de l'intégration d'une équation différentielle plus compliquée que celle (55) , comme on peut le voir dans
l'ouvrage de M. Lacroix. (Tom. II. pag. 348). Le procédé que nous venons d'exposer semble donc préférable tant sous le rapport delà simplicité , que par l'avantage qu'il présente de fournir immédiatement les valeurs de y et ^ en fonctions de t , sans exiger une nouvelle élimination, ainsi que le comporte la méthode due aux deux géomètres cités ci-dessus.
Lu cas particulier de P'=o, donnerait, en vertu de l'équation i^^b')
M, = r. d'où w=:j(?. ui-^r-q. iK-zr.jVà.t. p'rzryQ'd^.
Si les coefficiens P , Q , P', Q', ou bien les rapports /? , ^ , sont des quantités constantes, les valeurs de w, m' seront données par les deux équations
u -\- u' zzzp -\- q. uu'zi^pq — p';
on aura de plus
ju = ujQdf. fA>/ = U'JQdt ,
ou bien , lorsque P , Q sont des constantes
l* ^ Quf, fÂ = Qw f;
valeurs qu'il s'agira de substituer dans l'expression générale de y. Lorsque les équations différentielles sont delà forme
(My + N^) d^ -+- Pdy + Qd^ = Td^ (M'y + N'^) d/ -^ P% 4- Q'da; = T'd^,
il est évident que l'élimination successive des différentielles dx, dy, les ramènera immédiatement à la forme que nous venons de traiter , de sorte qu'elles deviendront susceptibles d'être intégrées d'après le même procédé. La méthode exposée par quelques auteurs , exige une relation particulière entre les huit cocfHciens des premiers membres de ces équations , pourque leur intégration devienne possible. Cette relation est •donnée par le sistême d'équations
Q + Ql^—N + Nl dl^^i^l=o
P + P'S- M+M^* iM-t-M'^J
en éliminant entre elles la fonction S*. (*)
Cependant puisque notre analyse a fait voir , que cette intégration pourra s'efiFectuer dans tous les cas où l'équation {55) sera susceptible d'intégration, et indépendamment de toute relation particulière entre les coefficiens variables, il semble que la méthode ordinaire n'offre pas toute la généralité que la.matière comporte.
Lorsque ces coefficiens sont constans , on peut , sans avoir récours à l'élimination préalable de l'une des différentielles , procéder encore delà manière suivante.
Soient les équations
(«y + 6^) d/ 4- «dy -f. /3d^ = Td^ (atj + 6» dt + » dy + (5'dx = T'd^. Posant a:zzûtm, àrzz^n^ az=zobm\ 6'=/3V, elles deviendront
a {^^ my) + ^ {^ + nx) =zT
ou ce qui revient au même,
ml
/3^AW-T
(d)y + e(a)^ = i et et
Or, puisque l'hypothèse actuelle donne {h) {à)y =z (à) {è)y , on peut déduire des équations précédentes, celles qui suivent
(*) Voyez entre autres Garnier, leçon» de calcul intégr. 3.» édit. pag. 335, et Boucharlat, Élémens de cale, différ. et intégr. 4.e édit. pag. 343.
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m' m fy, m «' m
et K
d'où l'on tire
«quation qa'oa pourra transfaraner en celle ci
ai «2
(d)(d)^ = T,, en posant
Les quantités «^ , a, , pouvant être déterminées au moyen de ces dernières relations, on les substituera ensuite dans l'expression suivante de iT, donnée par la formule (i8)
où les deux constantes arbitraires sont implicitement comprises. Quant à la valeur de y, on l'obtiendra également en fonction de ^, en substituant celle de a,' dans une des équations [Sj), ou bien en éliminant directement cette dernière variable , ainsi que nous venons de le faire à l'égard de y.
28. Passons aux équations du second ordre. Soit à intégrer le sistéme d'équations à coefficiens variables
Eliminons d'abord l'un des coefiRciens différentiels du second ordre; ces équations pourront alors être amenées à la forme
d/» 'd/ ^*d^ ^ 2 ^ iV
de sorte que nous n'aurons à traiter que ces dernières.
Supposons à cet effet qu'on ait intégré séparément, les deux équations du second ordre
OU en d'autres termes, qu'on puisse les représenter par
(a)(dV=o. (a)(V = o;
p , q , p', q\ étant des fonctions de t.
Si l'on fait N^ = Q^w, N^=:Q^%', les équations (58) pourront s'écrire ainsi qu'il suit.
On tire delà seconde
vi' p' q' m' n' m'
m' étant une fonction que nous déterminerons tout à l'heure. Si l'on soustrait de cette nouvelle équation, la première de celles (5g), on aura
m' p' 1 n .m n PI *^' m
(ô) j-(a)(d)^- Q, (d)^ + im^) - (a) (d)]y= W(^)-T,
Prenant maintenant mzzzp-\-q — n'=.V ^ — w, et posant, pour simplifier w'«'+ on' — pq — ^qzzz mn+ ^n — M^ = w'(P^ — n) + ^n — M^
(d)(îi)-T. = RS, Q. = RV, l'équation précédente se réduira à
d'où l'on déduit encore
Eliminant la fonction {à)y entre celle ci et la seconde des équations (69), on obtiendra la suivante
qui, par le développement de son premier membre, conduira aune équation linéaire du quatrième ordre, dont l'intégration sera toujours possible, lorsqu'on connait trois ou quatre valeurs particulières qui y sgitisfont dans l'hypothèse de Vi = o. Quant à la fonction y , son expression en t pourra s'obtenir à l'aide delà seconde des équations (59). N'ayant eu en vue que d'indiquer la marche générale de la solution du problème dont il s'agit , nous ne nous arrêterons pas à discuter ici les divers cas particuliers que les coefEciens variables pourraient présenter pour faciliter l'intégration de l'équation finale. Nous observerons seulement qu'en supposant ces coefficiens constans , les équations (59) fourniront celles ci
p' q' P q P[ 'i' Vi^ p' 1'
d'où l'on tire immédiatement l'équation du quatrième ordre
(% (à) (à) (hi/ - Q. Q. (d) {à)y = fa) (a)T, — Q, (a)T, = V,
qui revient évidemment à
en ayant égard aux relations^
p + q = V,. / + /=P,. /.y = M.. />V = M,. n = ^. n=^, ou bien , en développant le premier membre , on trouvera
{a* + (p,+pja'-h(M,-4-M.+p^p, — Q^Qja^
équation que l'on traitera d'après le procédé général d'intégration exposé au n." 1 1 .
Par la méthode ordinaire le problême est réduit à l'intégration d'un sistême de deux équations du premier ordre à cinq variables; complication qui peut être évitée , ainsi qu'on vient de le voir.
Quelque soit le nombre de variables qui entrent dans les équations simultanées, si les coefiiciens sont des constantes, on s'assurera aisément qu'il n'y a aucune difficulté à parvenir par notre procédé à réquation finale qui restera à intégrer.
FINIES
2g. La méthode d'intégration qui a fait l'objet du chapitre précédent peut s'appliquer avec le même succès aux équations aux différences finies, et nous conduira d'une manière assez simple aux résultats remarquables obtenus par Laplace et Lagrange sur cette partie de l'analyse. Mais , pour ne pas étendre inutilement le présent chapitre , nous allons traiter immédiatement l'équation générale de l'ordre n, à coefficiens constans, d'où \ il sera facile de déduire ensuite les formules qui se rapportent aux
divers cas particuliers.
Soit donc à intégrer l'équation générale
Si l'on y remplace chaque terme yx+h par son équivalent E^y^^ conformément à notre notation caractéristique /et qu'on écrive simplement y au lieu de yxt la proposée pourra être représentée sous la forme
Or , en désignant par a^ , a^....an les n racines de l'équation caractéristique
J'"-hAJ'w— 1 + M=o,
l'équation (i) pourra encore s'énoncer ainsi:
[{E—aJ{E--a,){E--aJ....{E—a„)]y=zY (2)
et indiquera sous cette nouvelle forme une suite de n opérations semblables à effectuer sur la fonction y et ses dérivées successives. Chacune de ces opérations aura pour caractéristique E — a, que nous désigne-
rons par (E) , et dont l'inverse pourra être indiquée par (£') , en
faisant £— * ou — r= £'.
Cela posé, il est évident qu'on déduira de l'équation (2) par un procédé absolument analogue à celui développé' au n.' 1 1 , l'expression
pour exprimer l'intégrale de l'équation
Oi Oi On
qui n'est ^«'une transformation delà proposée ; les coefRciens A^ , A , etc., ayant les mêmes valeurs que celles obtenues à l'endroit cité. Il ne
s'agit maintenant que d'indiquer le moyen d'évaluer chaque terme {E\S , Y étant donné en fonction delà variable x ; c'est de quoi nous allons nous, occuper.
3o. A cet effet, considérons d'abord l'équation du premier ordre
(E)i/ = ( E—a)tj = y.r+i — ay^ = o , on en tire aisément l'intégrale /.^iijj-tt;
a c'est la fonction qui satisfera à l'équation {E)y zzz o.
Donc, en supposant V=o, la formule (3) se réduira à l'expression
yx = C,< + C,al . . . . -i- C„a^ ,
où chaque terme indique une valeur particulière de l'intégrale de l'équation
yx+n + h.yxJ^n-i + '^yx-^^n-i +My^=-o. (4)
Cette dernière équation peut être regardée oomme énonçant l'échelle
de relation d'une série récurrente. Si l'on veut exprimer alors les n constantes C^, C^ .... €« , comprises dans la valeur de y^, en fonction des n premiers termes arbitraires delà série , on y parviendra facilement delà manière suivante.
L'équation (4) donne pour une de ses intégrales premières
Oj Os an
(F) {£).... {E)y,=zc,at ou bien, en développant le produit des n — i caractéristiques,
[JF»-i 4- A:£n-2 ^ B'^~-3 .... -I- M'Jyx = c,a' ; (5)
les coefficiens A', B', etc., étant liés avec ceux de l'équation donnée par les relations
A' — a, = A. B' — œ^A'=B. C — aB'=C, etc.
Si maintenant on suppose x=o dans l'équation précédente, on en déduit immédiatement pour la valeur delà constante
c, =r yn-i -H A'yn-a + B'y„_3 .... H- M'y„.
Or , l'équation (5) doit être également vérifiée par la valeur particulière yxzrzC^a"; il en résultera ainsi, après avoir divisé par a'
Et puisque dans l'hypothèse de ^ = o , les deux valeurs de c^ deviendront identiques , on aura sur le champ
On obtiendra évidemment des expressions analogues pour les n — l autres constantes C^ , C3 .... C„ , en changeant seulement a^ en a^ , a^ etc. Les résultats que nous venons de trouver s'accordent parfaitement avec ceux rapportés dans l'ouvrage de M. Lacroix (Tom. III. pag. 2o4) , mais obtenus par une voie moins simple que la précédente.
5]. Lorsque toutes les racines a sont égales entre elles, l'équation (4) prendra la forme simplifiée
Pour parvenir dans ce cas à la valeur complète de l'intégrale , qui doit toujours renfermer un nombre n de constantes arbitraires , considérons l'équation
pétant une fonction quelconque de x. On en tire celle ci
y^^.I = a*+^(X-^AX),
donc a
(iS')y^ = «^+iAX, (5)
et en continuant delà même manière , on trouvera
{B)y^=za'+nA''X. (6)
Donc, pour que l'équation
soit satisfaite, on n'aura qu'à prendre la fonction X telle qu'il en résulte A"X=o, ce qui exige que
X = cix^-i + j3a'»-2 .,., -I- Aar + jM.
Ce résultat nous donne sur le champ pour la valeur complète de l'intégrale dont il s'agit ,
yjc = a^{C -h C,^ •+■ C,a7* .... + C«-.,a?«-'}.
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S'il n'y a qu'un nombre vi de racines égales à a, la proposée pre-' nant alors la forme
a Oi, cil ar
donnera pour son intégrale complète
yx = C^< + C,a^ .... + C,.< + a'' {c+c,x + c,^* .... -f Cm_i^»»-i) ; r étant égal à n — m.
Lorsque l'équation caractéristique renferme deux racines imaginaires <*-h/3l/ — 1,« — /3l/ — 1 , les termes C^a' , C^aJ qui s'y rapportent , devront être remplacés par C^(<»-j-/3lx' — l)^ , C,(« — |3l^ — i)^,.dont la somme sera équivalente à
y^ (G'sin mx -\- Q," cos mx) ,
en faisant es* + 13* = y% sin m = n , cos m = - ,
C^+C-C; (C— CJl/-i = C';
et on agira de même pour chaque couple de racines imaginaires, 32, Il résulte delà formule (6), en y prenant n négatif,
{E)-^^y = {EVy = a^-« S«X.
Soit X = — , on obtiendra à cause de ^fzzla^\. la formule générale
{EyY = a^-nJ.'iÇL)-^ (7)
expression qui renferme nécessairement n constantes arbitraires. Dans le cas de n-=zl , il viendra
}.iï
En appliquant cette expression à chacun des termes qui composent la valeur générale de y, donnée par la formule (3), celle ci se changera eu
3^ = A.<2-Z_ + A.<2-^ + etc. (8)
Elle représentera l'intégrale particulière ou complète de l'équation (i) ou (2), selon qu'on négligera ou non les constantes arbitraires provenant des intégrations indiquées par le signe 2. Dans ce dernier cas la valeur complète de y sera égale à la valeur particulière augmentée delà fonction
C afH-C,af .... + C.<,
qui forme précisément l'intégrale complète delà proposée dégagée du terme V. On remarquera encore que cette valeur complète, telle qu'elle est énoncée par la formule (8), se trouve égale à la somme des produits de chaque intégrale particulière de l'équation (4) multipliée par une fonction àe x\ ce qui établit une parfaite analogie entre les propriétés des intégrales des équations linéaires aux différences finies , et celles aux différentielles.
L'équation générale
Oj Ot On
ai
étant intégrée d'abord par rapport à la caractéristique (E) , donnera
a» Oj On Oi __
(E) {E) .... (^)y = (^)V = aî2-^= V.
Si l'on continue les intégrations semblables , il viendra pour la seconde
et finalement nh-T c
y = «^~i2(±liil)*....2:(^)'2:-^; (9)
^ " ^ an ' ^ai <?*+' * ^^^
no INTÉGRATION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES
formule dans la quelle le premier signe intégral embrasse tous ceux qui le suivent , et qui est encore analogue à celle trouvée au n.» 1 2 pour les équations difierentielles.
En effectuant l'intégration par parties , à l'aide de l'équation
>r^.ryp-«-SP-SPa^x a — 1
on retrouvera l'expression générale (8j.
Dans le cas de m racines égales à œ , la formule (9) deviendra
valeur à compléter par la fonction ^
Toutes les fois que la quantité V sera une fonction algébrique, ration, nelle et entière de a; , l'intégrale y pourra se développer en un nombre fini de termes.
En effet, prenons d'abord l'équation du premier ordre
d'où y — a^-*!.^.
Or , puisque 2 Va^^ = ^ i Yà-^ — 2 a'- ^ A V | , on en déduira
En continuant ces intégrations, on parviendra facilement à la série y V _ 1 fV 1 AV 1 A^V . ] y. A"V }
dont le dernier terme se réduira à une constante dans l'hypothèse de V = a 4- /3j; 4- y^* .... + ju^»— ' , qui donne A^'V = 0.
Si l'on remplace chaque intégrale qui entre dans la formule (3) par Ja série précédente, la valeur de y prendra la forme suivante
y = C V -f C, AV H- C, A^ V . . . . H- C„_iA»-' V
OÙ les quantités AV, A*V etc. pourront aussi être remplacées par leurs valeurs en fonctions des coefficiens différentiels des divers ordres. Il est facile de voir que l'intégrale particulière y sera alors de la même forme que la fonction V.
Si l'on avait à intégrer l'équation générale
A«yx -H AA"-' yx + B A«-2y^. . . . + My^ = V, ( lo)
on pourrait la ramener à celle déjà traitée ci-dessus
yx^n + A yx+.n- 1 . . . , + M'y X = V,
en y substituant E — l à A, au moyen du procédé de Budan ^ tel qu'il a été indiqué au n.° i6de notre mémoire sur la théorie des caractéristiques. Mais on peut aussi éviter une semblable transformation, et appliquer directement à la proposée une méthode d'intégration analogue à la précédente.
Pour cela , décomposons la fonction caractéristique
A»» + AA"-' + BA"-^ . . . . + M
en ses n facteurs binômes A + «^ , A + «^ . , . . A -{- a„ ; désignons chaque
facteur caractéristique A + a par A , et son inverse par 2; l'équation (lo) étant identique alors avec celle ci
Ox O* On
il est évident qu*en imitant encore ici le procédé du n.° 1 1 , on en tirera immédiatement
Oi Ot On
Quant à la valeur de chaque terme (2)V, on a d'abord, en intégrant
réquation
a {A)i/x = at/x + Ay* = o ,
qui revient à y^+i -+- (a — i)yx ==o ,
en posant i — a = «, Soit maintenant
yx = <»*X ;
on en dérivera (^)yar =:»'^''''AX,
et en général (A)"ya; = <is^+"A"X
Soit xzz: —% on aura en vertu delà dernière formule
ce qui change l'expression (ii) en celle ci
y, = A(i-« )-2 j^^^ + A, (i-aJ^2^_Z_p.+ etc.;( 12)
résultat qu'on aurait pu conclure encore de la formule (8) par le
changement de a en 1 — a , en observant que (A)^ = (^)y« L'hypothèse de V = o , réduit l'intégrale précédente à
y^=CJl— a)* + C.(l— «.)^+etc. (i3)
L'équation (A)''yar = o, représentant le cas d'égalité des n facteurs
caraclétistiques , sera évidemment satisfaite en prenant A'»X = o, c'està-dire par la fonction
qui en sera l'intégrale complète.
Tout ce qui a été remarqué ci-dessus relativement à l'intégration de l'équation (2J, devient également applicable à celle de l'équation en A ; c'est pourquoi nous croyons inutile d'entrer dans plus de détails à ce sujet. Il nous suffira d'avoir indiqué un procédé direct pour parvenir à l'intégrale de cette dernière équation.
34. Nous allons traiter actuellement les équations dont les coefficiens des divers termes sont des fonctions delà variable x.
En commençant par le premier ordre , il s'agira d'intégrer celle ci
qui prendra la forme
p ou bien, si Ton dénote la caractéristique E — P^ par E ^ et celle de
l'opération inverse par E\ elle deviendra
d'où l'on déduit
Pour obtenir l'expression de cette intégrale, considérons d'abord l'équation
on s'assurera sans peine, en y faisant successivement ^=0, 1,2, etc., qu'elle sera satisfaite par
Sr^ = C.P„.P ....P,_x = C[P:_,]
conformément à la notation factorielle.
lU INTÉGRATION DES ÉQCATIONS LINÉAIRES.
Soit à présent
X étant toujours une fonction de x; on en déduira
donc (£')y^ = y^+x— .P^y^=tP;"^']AX.
partant (^)Vx =[?:+?] A^X.
et en général {E)y, = [P^+^L,] A"X ( 1 4)
ou bien, en écrivant x-\-n au lieu de x
c'est-à-dire (!')« [P^+^^JX = [P:_.]2"X. ( i6)
Si Ton y fait n=l, cette dernière formule donnera, en mettant X=r
En supposant P égale à une constante , on retombe sur la valeur déjà trouvée
Soit Vx^^^a"^, on aura [P^_,] = a'' ; donc l'équation
aura pour intégrale yx-=.a ^ 2 Va * •
35, Passons aux équations du second ordre dont la forme générale est
yx+2 H- %a;+i + Sy^ = V.
L'application de notre méthode indiquera de suite la difficulté qui s'oppose à l'intégration complète de cette équation. En effet, supposons que la caractéristique de son premier membre soit décomposable en deux facteurs du premier degré E — P'^, E — P^ , de sorte que la proposée puisse être énoncée sous la forme simplifiée
Cela posé, une première intégration nous donnera, en vertu delà formule (17)
y. = [P: ,]2— ^=[p:_JZ!-^2— 5^; (iq)
Intégrant une seconde fois , il viendra
valeur qui renferme deux constantes arbitraires. ^
Si, pour' abréger, on fait . ^~ = Qa;, cette intégrale se changera en
y. = [P:i,']2[Q:j2^-pqT3>
expression qui pourra se décomposer en deux autres intégrales , ainsi qu'on va le voir. La formule connue
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donne, en y écrivant ^q à la place de y,
Si l'on applique celte formule à la valeur de y^» que nous venons d'obtenir, il en résultera la suivante
Dans le cas de V = o, 'on aura simplement l'expression
dont chaque terme indique une valeur particulière de l'intégrale qui se rapporte à ce cas. Elle sert en même lems à compléter la valeur de ysct donnée par une des formules (20) ou (21). On remarquera aussi que cette valeur est formée de la somme des produits de chacune des intégrales particulières qui repondent à y = o, mulltpliée par une fonc* tion de x\ propriété analogue à celle qui s'est présentée sous ce rapport dans les équations différentielles du second ordre.
Cherchons à présent les relations qui doivent avoir lieu pour pouvoir effectuer la décomposition caractéristique que nous avons admise ici.
En posant l'équation
on en tirera %x^i^=zyx-\-^ — P.r+iya;-i-i;
donc %^+,-'r^%^z=.{E)%,:=z{E){E)y^
= y-«-+2— (P:r-l-i-'rPyy.r+,-î-P^P;y^=V.
La comparaison des termes de cette dernière équation à ceux de la proposée , fournit immédiatement les relations
P^^-,-fP',== — R. P^P:r=S; (22)
d'où il s'agit de déduire les valeurs de P^ etV'.v en fonction de Xy ce qui reviendra à intégrer l'équation du premier ordre et du second degré
Px(P.+i^-R) = — S; (23)
intégration qui ue parait pas possible en général dans l'état actuel de l'analyse. Toutefois , ces deux relations offriront le moyen de déterminer à priori plusieurs cas d'intégrabilité , en attribuant diverses valeurs 4 la fonction P^;.
Dans le cas particulier de R=o, on aurait à intégrer l'équation plus simple P^; P^-{-i = — S, ce qui pourra s'effectuer facilement, en Ihettant P^=e^x, S = — e^; on obtiendra alors l'équation
dont l'intégrale est
d'après ce qui a été trouvé au n." 32.
Si la fonction X est de nature à faire évanouir la différence A^X , la valeur précédente de Zx pourra s'exprimer par la série
Quant à la valeur de y^., la formule (21) fournira dans le cas actuel, à cause de
P'.=-lp.+,;Qx=^=-i, d'oùrésulte 2[Q:j=2(-l)-=i(-i)-S OU bien, en faisant V = — ST = P^ Px+i T
pour l'intégrale de l'équalion
yx+2 ■+- Sy^ = V.
Le produit [Pa;_,] sera équivalent à e^-*; et puisqu'on a z^-j-a^-4-, = X, ou %x = - "t il viendra [P^_,] = e* ; expression où il faudra
substituer à «^ , sa valeur donnée par la formule (24). L'hypothèse de V = o, réduit l'intégrale précédente à
36. La difficulté que nous avons signalée ci-dessus en traitant l'équation
di'sparait chaque fois que l'on connaisse une valeur particulière y'^ de l'intégrale, lorsque V=o, En supposant alors y'ar=[P^_J, on en conclut sur le champ
r^__ — - — . JTj- — _ <J. \Ja; c; : O— i ;
y ^^ y x-hi -P* y^+i
S— 1 désignant la valeur que prend la fonction S par le changement de X en X — 1. Il ne restera ainsi qu'à substituer ces valeurs dans la formule (21).
Pour que la proposée puisse prendre la forme
(^-P,)V, = (^)'y, = V, les coefficiens R, S doivent être liés entre eux par la relation
ainsi que cela résulte des équations (22). On aura de plus Px = V^S,et l'intégrale aura pour expression
fc=(i')-V=[P:_,12--^ (25)
en vertu delà formule générale (iC). Celte intégrale devra être complétée
p par la fonction {C + C^^} [P^-,] , qui vérifie l'équation (£')'y^ = o.
L'équation du troisième ordre
yx+z + Qy^+2 + Ryx+i -h Syx = v ,
qui revient à celle ci
pourrait être abaissée d'un ordre , s'il était toujours possible de remplacer la caractéristique de son premier membre , par une autre de la forme
d'où Ton déduirait immédiatement
yx+2 '^XVX+I + '^XVX = [Px-l] 2 .
Désignons par %x cette première intégrale; on tire delà p "
En comparant les coefficiens de cette dernière équation à ceux de la proposée , on aura
P^ + M^+r = — Q. N.+x + P:rM^ = R. PA = — S; (26)
relations qui devront servir à déterminer les fonctions inconnues Pa-,Mj,Nar.
A cet effet multiplions la seconde par Vx+i , elle' deviendra , en vertu
de la troisième
M^P^P^+r — S, = RP^+,;
d'où M:r-|-iPa;-f-iPa;-J-2 S, = R,P-t+2.
Or, la première des trois équations (26) donnant
P^P;c_j_iP;r+2 + Mx4-iP^-{-iP*+2 + Q Px+tP:r4.2 = O ,
il viendra, en la combinant avec ïa précédente,
PxPx-l-iPxH-a + Q P*-F iPx+2 + R,P^-{-a = — S, ;
équation du troisième ordre et du troisième degré , qui est évidemment plus difficile à traiter que la proposée elle-même ; d'où l'on voit comment les difficultés d'intégration augmentent avec l'ordre des équations.
Mais si l'on connait deux ou trois valeurs particulières de l'intégrale qui repond à l'hypothèse de V ?= o , la valeur complète de y^. pourra se déterminer ainsi qu'il suit.
Admettons que la proposée puisse être mise sous la forme simplifiée
i<*intégration conduira successivement à
Q^'ar étant égal au rapport
en faisant Q x = ■ ^ ' ; expression où le premier signe intégral embrasse ceux qui le suivent, et qui devra être complétée par la fonction
[?:" x] { C + C 2 [QT ] + C 2 [QT] 2 [Q^]}
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Soient maintenant
y. = [p::;]. y\ = Ki;] 2 [QT']. y". = Kz:.] 2 [Q r '] 2 [Q"3
les trois valeurs particulières dont il s'agit. La première fournira de de suite P^ = ?^i±i. La seconde donne d'abord 2 \Q'Z'~']=^-^=z z^i donc [Q'2~ ] = A^it* ^'^ ^"'® ensuite de la troisième
donc 2[Q"^]=:-^'-=«^[Q":] = AsV
Or, il résulte des valeurs de Q'.tï Q'x, Iji relation P', = P..^^Q'..+,QV;-.;
d-oûiisuii [!":■■"]= [pSI] [Q'Sa [Qiî;)
En substituant cette valeur de [P^J"'"'] ainsi que celles de [Q//^], [Qi"~S indiquées ci-dessus, dans la formule (27), on pourra exprimer l'intégrale ifx en fonction de V et des trois valeurs particulières y'^,, y"^, y" qui se rapportent au cas de V = o.
Si l'on n'avait que deui valeurs y/^, y' x connues, la fonction P''.t se déteniiinerait de la manière suivante.
On a évidemment la relation V^-\~V'x-i-ï-{-^.x-\-z^=^ — Q qui représente le coefficient du second terme de l'équation à intégrer.
Or P x-i = Px Q'x , donc P'<r+i = P^+aQ *-j-c
P''^ = — {Q 4- P.-I-2 ( IH- QV+.)) et d'après ce qui a été trouvé ci-dessus , on aura
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par conséquent P''^ = — [q + ^-^ (^ifdj_t^5f±!) |
ùkZx-
Q-.=z:^.=^j:iri_. [Q-^]_j^;-o
valeurs qu'on substituera ensuite dans la formule (27).
Celle ci étant susceptible d'une décomposition intégrale analogue à celle opérée dans le second ordre (n.° 35) , il est facile de s'assurer que la valeur de yx sera égale à la somme des trois valeurs particulières y'x, y *i y" XI multipliées chacune par une fonction de x] propriété qu'on a également remarquée dans les équations diflférentielles , et qui s'étend encore aux équations des ordres supérieurs.
Dans le cas particulier de V^"^^^ ar^ï*'-^» ^^ proposée prendra la forme plus simple p
d'où y,=:(^rv=[p:_jr V
en vertu de la formule ( 1 6); valeur à compléter encore par la fonction [P^_, J
p (CH-C,^+Cj.a;') qui vérifie l'équation {E)»i/3;=^o. On trouvera aisément à l'aide des équations (22) et (26) que les coefficiens Q, R, S devront alors satisfaire aux relations
Q = IKS + IKS^ + ^S, . R = IKS» + IKS; + ^S S, ;
P* étant égal à — iKS.
38. Il existe dans chaque ordre de différences, deux classes d'équations susceptibles d'intégration et que nous allons indiquer ici.
Soit yj; z=.Vz^^ V étant une fonction quelconque de x. Cette équa. tion fournit les suivantes
yx+i = P,«a;-l-i. y-r-f 2 = P,«x+a yx+n = P„«xH-/i.
Supposons maintenant qu'on ait tiré de l'équation générale
tixJ^n + A»-c+n-i + B%x+n~2 . . . ' + ^*« = O t (28)
l'intégrale %x=z C, a'^ + C^a' . , . . + Cn a*.
Si l'on remplace Zx par sa valeur ^, l'équation (27) prendra la forme suivante
y^+n + A -^ yx-t.«-i H- B -^ yx+fl-2 . . . . + M^ y^ = o,. (28) et aura pour intégrale complète
Faisons P = [X*] , il en résultera Ces valeurs changeront l'équation (28), en y écrivant x au lieu de x+n , en
y^ + A Xxy«-i + B [Xa:] ya;-2 C [Xa;] ijx-z .... 4- M [X^] y^-n =p dont l'intégrale sera par conséquent
Soit encore P = , on déduira de y^= 1 %
d'où l'on voit que l'équation
[ar+w— i]yx+n 4- A[x+w — 2]yx4.n-i....+ Mj:yx+i + Nya;r=0. (29) se ramènera à
%x+n H- A«a;H-n-i . . . . + MsJjr-f-i + NSj = 0 HOOT. KÉV. PBÉH. ClÂSSE DB t'iWSTIT. lOll. IT. 20
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3g. Les équations simultanées aux différences finies sont susceptibles d'être traitées d'une manière tout-à-fait analogue à celle appliquée aux équations différentielles. En effet , considérons celles du premier ordre et dont la forme la plus générale est
M^ yx+i + N^ yx + R.r ^x+i -{- S^. «^ = T^
Il est aisé de voir qu'on pourra toujours , en éliminant successivement %x+i 1 yx+i » les ramener à la forme suivante
y'x y^+i — Q-r Vx + 2^ = u^ ]
Faisant Q^zr^w^Pa., ces équations pourront encore être représentées ainsi qu'il suit
On déduit delà première
{JE) Zx + lA^yt = U'ar. )
P' Substituant dans celle ci la valeur de {E)%j, tirée delà seconde, on
parvient de suite à l'équation finale du second ordre
(iT) [p, (i?)y,] _ ;.',y,= ( JS-) U, — U; = V,
qui , après avoir efiFectué les opérations indiquées dans son premicF membre, deviendra
OU bien
Cette équation finale étant indépendante de toute relation particulière entre les coefficiens des termes des deux équations (3o) , devra ainsi être regardée comme renfermant une solution plus générale que celle donnée par la méthode ordinaire. (Lacroix. Tom. III. pag. 24o.) Lorsque ces coefficiens sont des constantes, l'intégration complète de l'équation (3'2) sera toujours possible par la méthode exposée au n." 27
du chapitre précédent; et l'on parviendra alors directement aux valeurs
p de yxi'^x ^^ fonction de a: ; »^ étant égale à U^, — fA^(E)y^, d'après la première des équations (3i).
Il sera superflu de nous occuper de même des équations du second ordre; ce qui précède pouvant suffire à indiquer la marche à suivre à cet égard, et qui d'ailleurs sera parfaitement semblable à celle développée au n.** 28 , pour les équations différentielles.
Octobre d82i.
MÉMOIRE
L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES AUXDIFFÉRENTIELLES PARTIELLES À TROIS VARIABLES.
R. LOBATTO.
1. Malgré l'importance des travaux sur l'intcgration des équations aux différentielles partielles, dus aux géomètres modernes qui, depuis Euler et (T Alemhert ^ se sont attachés à perfectionner cette branche d'analyse , on ne saurait cependant disconvenir que les méthodes employées jusqu'ici laissent encore beaucoup désirer sous le double rapport de l'uniformité et delà généralité. Diverses classes d'équations différentielles , amenées par l'application de l'aralyse à des questions de physique et de mécanique , ont déjà fait l'objet de profondes recherches delà part des premiers géomètres de ce siècle , parmi lesquels il suffira de citer les Laplace^ Lagrange ^ Poisson^ Fourier^ Cauchy ; recher. ches où l'on admire les efforts que le génie a du faire pour vaincre les difficultés qui avaient arrêté d'autres géomètres moins heureux dans leurs travaux. Toutefois, en regardant la disparité des méthodes d'intégration , et la prolixité des calculs qu'elles exigent souvent , on se convaincra sans peine que la matière est loin d'être épuisée encore , cl que les progrès ultérieurs dans cette partie de l'analyse ne peuvent
provenir que de l'emploi de nouvelles méthodes tendantes à simplifier et à généraliser en même tems les procédés d'intéjçration. A cet efiFet, je pense (|u'il deviendrait indispensable d'adopter de nouveaux signes propres à représenter l'ensemble de diverses opérations analytiques, et à former la base d'une espèce d'algorithme de calcul, applicable à ces opérations. On a déjà pu remarquer dans le mémoire précédent , les avantages d'une notation simplifiée en ce qui concerne l'intégration des équations difierentielles ordinaires; c'est dans le même sens que je vais présenter ici quelques nouvelles vues relativement à la théorie de l'intégration des équations aux différentielles partielles. Le présent travail qui se borne aux équations linéaires à trois variables, ne doit être considéré que comme un premier essai sur la matière, et dont je reconnais toute l'imperfection. Mais en attendant que je puisse m'occuper à étendre mes recherches aux équations d'un plus grand nombre de variables , je verrais volontiers que la publication de ce travail préliminaire put donner lieu à ce que d'autres géomètres perfectionnent les vues qu'il contient, et qui, à ce que j'espère , ne seront pas jugées indignes de fixer leur attention.
2. Les équations aux dififérentielles partielles de tous les ordres, sont susceptibles d'être rangées, sous le rapport delà difUculté de leur intégration , en deux classes principales ; savoir :
I,° Celles qui établissent une relation entre la fonction inconnue et ses coefficiens différentiels partiels , multipliés chacun par une constante.
2.° Celles où les facteurs qui affectent ces coefficiens différentiels sont des fonctions d'une ou de plusieurs variables indépendantes.
Nous ne traiterons pour le moment que les équations des premier et second ordres , en suivant pour chaque ordre la classification ci-dessus énoncée.
§ 1. Equations différentielles du premier ordre,
3, Soit % une fonction des deux variables indépendantes or, y, et désignons, conformément à la notation adoptée dans notre mémoire sur la théorie des caractéristiques , par c)^2, ^^a, les coefficiens dijfférentiels partiels de cette fonction, pris par rapport aux variables x^y. L'équation la plus simple du premier ordre , appartenant à la première classe , sera représentée par
hx'z + « dysn: o.
On parvient directement à la valeur de son intégrale , en substituant aux coefficiens différentiels partiels , leurs expressions en fonction delà caractéristique E ^ ce qui transformera la proposée en
[l(^.)-{-al(^,^)]2==o;
d'où l'on tire l'équation caractéristique l(^x) + «I(^y) = o, qui donne la relation Ex'=-{Ey)'^ ; donc, à cause de 2j= j&^Zy.o (le mémoire cité n." 19), il viendra en y substituant la valeur de Ex
■ax
c'est-à-dire z-:=<p(i/ — ax) ^
pour l'intégrale cherchée ; (p indiquant une fonction arbitraire.
Cette intégrale peut s'obtenir encore ainsi qu'il suit. Si l'on remplace la caractéristique aby par la constante A, l'équation différentielle
bjZ H- Az =0, qui en résultera , aura évidemment pour intégrale complète
Ecrivant maintenant au lieu de A , sa valeur caractéristique, il viendra pour l'intégrale cherchée
a = e-«^V cp(2/) = <p{y—ax).
Représentons par la caractéristique D^, l'opération à effectuer sur la fonction z, pour en déduire la valeur de ^.r^-\-ady%-, cela vevient à poser la relation caractéristique
L'équation D^ariro,
étant intégrée par rapport à cette nouvelle caractéristique , donnera d'après ce qui précède
Soit maintenant
z = V<p{y—ax) (1)
où le facteur P exprime une fonction de x et y; on trouvera aisément, en effectuant sur cette équation, l'opération indiquée par Do,
Do« = D«P.cp(y— a^) (2)
d'où l'on voit que la fonction arbitraire se comporte ici de la même manière qu'une constante dans la différentiation ordinaire
En repétant successivement la même opération , il viendra en général
Ty^z = -Dy.<p{y—ax), (3)
où l'exposant n énonce le nombre de fois que l'opération dont il s'agit a été effectuée sur les fonctions », P.
Si l'on désigne l'opération inverse -^ ou D~\ par le signe intégral
Sa , on trouvera de même l'équation générale
J)-\ = Sy = S:P. <piy-ax). (4)
Lorsque le facteur P qui entre dans l'équation (i) est seulement fonction de iT ou de y , on aura dans le premier cas ,
By=^.<p{y-ax) ) (5)
S>=yPd^.(p(y — a^), et dans le second cas,
. S:*=:-l7Pdyn.(p(y-ax).
Supposons Do2 =r o ,
on satisfera à cette équation de deux manières; d'abord en prenant P = Aa?«-i + Ba;»»-2 + M^ + N,
intégrale de l'équation — = o ; ensuite en faisant
P = AV«-^ + BV"-= . . . . + M'y + W, intégrale de" l'équation -1- = o ; il en résultera
%= {Aa;w-i + Bar«-2-|-etc.} <p(y — ax) , ou bien a = {A'yw— i ^ 'B,'ijn—2 ^ etc.} (p(y — aa?).
Aucune des deux expressions précédentes ne représente cependant la râleur complète delà fonction %, donnée par l'équation Iilz = o. En effet, si l'on observe que chaque intégration successive par rapport à Da, introduit une nouvelle fonction arbitraire (Ç>(y — ax) ^ il est évident qu'une première intégration donnant
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une seconde fournira
ainsi que cela résulte delà dernière des équations (5) , en y supposant P=i et w=i. Or, par la nature des fonctions arbitraires, celte expression peut se réduire à
I>"~'« = (p (tj—ax) + x<p^ {y — ax) .
En raisonnant de même sur la troisième intégrale , on verra facilement qu'elle s'exprimera par
D"~^» r= (^{y— ax) + xc^Xy — «•=«^) + -^'^/(y— a^)
et ainsi de suite , chaque nouvelle fonction arbitraire étant multipliée par une puissance plus élevée àe x \ on en conclura pour la valeur complète de l'intégrale w™^.
a = (^(y — ax) + ^'(pj(y — ax) + x'^d^^V — ax) + x'^--^(Pn-i(y—ax) (7)
Il est évident qu'on aurait pu obtenir delà même manière
% z=.<!?{y—ax) + y<p,(tj—ax) + y^d^^{y-^ax) . . . . + y^-'(!?n-i{y—ax) (8)
Ces deux expressions qui comportent la même généralité , satisferont à l'équation
exprimant sous une forme abrégée , l'équation de l'ordre n^^
(d- -f- ad )"a = \-na h a .... H- a" — =0.
^ y' dr» àx"—H\y 1.2 d.r"— »di/* dy»
^ "Gés mêmes expressions serviront en outre à compléter la valeur
de S^a donnée par la formule (4), afin de lui donner toute la généralité possible; ce qui établit une analogie remarquable avec les intégrations ordinaires.
5. Passons maintenant à l'équation du premier ordre d^z -+- a^y% — V = o ,
contenant un terme V fonction de l'une, de deux ou des trois variables à la fois.
Cette équation qui peut être représentée plus simplement par
donnera immédiatement pour l'intégrale cherchée , l'expression
2 = SoV + <p(y — ax) ;
ce qui ramène la question à celle d'obtenir la valeur de S^V, quelle que soit la forme de cette fonction.
Supposons d'abord que V ne contienne qu'une seule variable x ou y; dans cette hypothèse , on aura évidemment
s«v z=fYdx , ou = ^yvdy,
ce cas particulier rentre ainsi dans l'intégration ordinaire.
Lorsque V est une fonction de ^ et y à la fois, on fera y — axzzzt^ et l'on remplacera la variable y par sa valeur t-\-ax, V devenant alors une fonction des variables x^ t ^ on pourra toujours la supposer développée suivant les puissances de x multipliées par des fonctions de /. De cette manière la détermination de S„V sera réduite à celle de la quantité SaAa;"<p(^), qui exprime le terme général du développement deV. Or, puis qu'en vertu de la dernière des équations (5), la fonction (?(/) se comporte dans chaque terme comme une quantité constante, on remarquera sans peine, que l'on pourra se dispenser d'effectuer le développement dont il s'agit; et que toute l'opération se bornera, après avoir changé V en une fonction des variables x^ t, k intégrer Vd^, seulement par rapportât, en y regardant <f comme une constante, qui devra être remplacée ensuite par sa valeur y — ax. Les deux exemples suivans éclairciront ce procédé.
Soit i'. y -s^xy. Cette fonction se transformera en tx^ax* , d'où il suit f\àx=.'-tx^ -\-lax\',
donc %z=zSaXy=z^ {y — ax) ^"^ -\-\ «-^^ + <P{y — ax)
zzz - x^y — - ax' -\- (P(y — ax)
sera l'intégrale complète de l'équation
^^% H- aby% = xy.
V = or* + y* ; on aura
Jydx =-f{t^ + "^axt ^- (a*+i) ^'}da;
donc % = S„{x'+i/) = xy' — ax'y + (— +-)^' + <^(y—ax), exprimera l'intégrale complète de l'équation
6. La règle que nous venons de déduire de notre théorie pour obtenir la valeur de Sa4^(^, y), quelle que soit la forme de cette fonction, revient au fond à celle donnée, quoique d'une manière moins simple, par les méthodes d'intégration employées jusqu'ici (*). Mais il importe de faire voir maintenant , qu'on peut-môme éviter l'élimination delà variable y , au moyen de sa valeur t-\-ax^ en appliquant à l'évaluation de S„ <p(j?, y) une méthode d'intégration par parties, tout à fait analogue à celle employée dans le calcul intégral ordinaire. En effet , il est facile de s'assurer qu'en représentant par X une fonction de x^ et par Y une fonction de y, on aura la formule
D„XY=:Yc)X + «XDY. (9)
(*) Voyez entre autres Lacroix. Tom. II. pag. 538.
Changeons ÔX en X , et X en X', il viendra, en intégrant par rapport à D^ ,
S„XY = X'Y — aS«(X'^Y) (lo)
X' étant égal à fXAx,
Chaque fois que Y sera une fonction algébrique et entière de y de l'ordre w, celte dernière formule ramènera l'évaluation de S^XY à celle
de fxdx^. On tire encore- de l'équation (9) , en y changeant OY en Y
et Y en Y=frdij
S„XY = ^|XY — Sa(YOX)|.^ (il)
Si la fonction X est de nature à donner è"Xz=:o, l'évaluation de S„XY sera ramenée par cette formule à celle de / Yd?/".
Dans le cas particulier de X=i: 1 , la formule (10) donnera
S„Y=^y — aSo(arôY) (12)
et la formule (11)
S,Y=lfYdy ^ (l3)
ainsi qu'il à déjà été indiqué dans le n.° précédent.
Or, puisqu'il est toujours possible en général, d'exprimer la fonction V au moyen de produits delà forme XY, on pourra alors appliquer à chacun de ceux ci, une des formules (10), (1/).
Soit d'abord Y=xi/, on en tire immédiatement en vertu delà première de ces formules
SaXy =zy — — a / — dx =z - yx — z ax' ' 1 J 1 2 6
Prenons encore V = ^* + y^; on aura en vertu delà formule (12)
= xf—ax^y-{-('Ùtl)x*
résultats conformes à ceux obtenus par notre première méthode d'intégration. Mais, en évaluant S„y^ d'après la formule (i3), on obtiendra pour So(^*+y^) l'expression plus simple
qui semble différer du résultat précédent. Cette différence tient uni-, quement à ce que la quantité
y^ — Sa-vy» -j- S^/'-T'y — a^x^ (y— ax)*
que l'on obtient en soustrayant le premier résultat du second, pourra être englobée dans la fonction arbitraire 0{i/ — ax) , qui doit compléter chacune des. deux intégrales. Ces deux expressions sont donc également exactes. Soient en général P , Q , deux fonctions des variables x, y k la. fois , on trouvera sans peine que
D„PQ = PD„Q + QD„P (i4)
D„ (I) = 2M^llM (.5)
DaP'» = wP"»-'DaP (l6)
D„eP=ePD«P, (17)
relations analogues à celles données par la différentiation ordinaire , et qui nous seront utiles dans la suite.
La première fournira encore la suivante , qui servira à l'intégration par parties
SaPQ = PS«Q^SJD,PxS,Q], (,8)
et qui comprend comme cas particuliers, les deux formules (10), (11) 7. L'intégration devient plus compliquée et très souvent impossible à effectuer, lorsque le terme V contient les trois variables à la fois. Nous n'entreprendrons pas de traiter ce cas général ; mais nous nous bornerons à indiquer divers cas particuliers, dont l'intégration se ramène
aisément à celle des équations contenant un terme V seulement fonction
des deux variables indépendantes.
Supposons en premier lieu Y=:ccz + T'T désignant une fonction de
jp, y, et (34 un facteur constant. L'équation différentielle pourra s'écrire
alors isous la forme
(Da — «)2 = T.
Pour intégrer celle ci, faisons !5=e*^Z; d'où l'on tire
Das — «« = e^^DoZ + Zc)e^^ — «e^^Z = e'^^D^Z.
La proposée se changera ainsi en
e'^^DaZ = T, ou bien DaZ = c-«^T.
II s'en suit immédiatement
Z = Soe-«^T + (p {ij—ax) donc « = e^*{Sae-«^T + <p(y — ax)}.
En intégrant par parties, d'après la formule (18), on trouvera encore pour la valeur de 2 , la série
Donc si la fonction T est de nature à donner BiT =: o , la série précédente s'arrêtera au terme db -^ I^o T.
Soit V = «T: la supposition 2 = e* donnant Da« = e'Da/ := «D^/, la proposée se réduira à Da^ = T, d'où il résulte
/=:S„T + 4>(y— ao;), T exprimant une fonction des deux variables indépendantes ; donc » = e^''^(^{y-^ax).
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Bans le cas particulier de T z=z a . il viendra
Soit encore V= «"T ; on posera /z=r~î— 2^~", d'où Ton tire ce qui réduira la proposée à celle ci
donc i?=S„T + ;î>(y— a^),
partant %^'->^ = (i— -n) SaT j^(p{y—ax)^
Supposons plus généralement V=^4/(s)T, T indiquant toujours une fonc-
-^, on en déduira
Da^ = T. ^ = SaT + <p(y— a^) z= /Jji-,
ce qui établit une relation entre les trois variables et la fonction arbi. traire.
8. Considérons maintenant l'équation du premier ordre et delà secon< de classe
Pd,^ + Q^j,« — R = o; (19)
où P, Q,R, représentent des fonctions des deux variables ^,y.
Pour faciliter Ja recherche de son intégrale, supposons d'abord R=o, de sorte que nous aurons à traiter l'équation plus simple
Vd^.% + QàyZ=:o. (20)
laquelle nous servira ensuite à obtenir l'intégrale de l'équation (19). En la mettant sous la forme
— H- '^- = 0, Qdr^PcLr '
et posant ensuite y Qda? = w, Jvdy=ztj les nouvelles variables seront encore des fonctions de ^, y; et l'on aura, au lieu de l'équation proposée , celle ci
àz , àz
qui rentre dans la première classe , et dont l'intégrale est
Donc, chaque fois que la différence Vdy — Qd^, représente une différentielle exacte dU , on aura / — u-=J{^dy — Qd^) = U
et a = (p(U).
Dans le cas contraire, on pourra toujours multiplier chaque terme de l'expression différentielle par un facteur jw, propre à rendre intégrable J'équalion
Vfjbdy — Q/*d^=:o.
Si donc U représente cette intégrale, on aura encore 2=:cp(U); ce qui est conforme à la méthode ordinaire.
Lorsque P=cp(y) et Q=4^{x)^i[ viendra, en posant^dy=P', yQd^=Q',
« = (p(P'— Q), Soit , par exemple , à intégrer l'équatjon
ydjg'z — xdj%z=zO; on aura P'=iy*, Q'= — io;*; donc !S=:cp(^*-|-y*),
Lorsque P = (PW, et Q = 4^(y) , onîera J^'^=:V\ f^=zq\
la proposée devenant alors
dz _, dz
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il en résultera encore ^,^, ^,.
Prenons pour exemple l'équation elle donnera P'rrioga?, Q = logy, et par conséquent
g. Si, pour simplifier, on écrit j» au lieu de ^; l'équation (20) se réduira à celle ci
où p exprimera en général une fonction de ir, y, Désignons par la
caractéristique D^, l'opération dx+pàj- à efifectuer sur la fonction a»
et soit u l'intégrale de la fonction différentielle dy — jt?dx, multipliée au
besoin par un facteur p^ que l'on peut toujours regarder comme compris
dans les fonctions P et Q; il est manifeste, d'après ce qui précède, que
l'équation ^
aura pour intégrale %z=z<p(u).
Soit à présent « = ?(?(«),
P exprimant une fonction des deux variables x,y; on en déduira pareillement, en la différentiant par rapport à D^, les équations
De même, en désignant par S^ l'opération inverse de D^, on trouvera
Lorsque P est fonction seulement de .r, les équations précédentes se réduisent aux suivantes
S^;s:=yPd^.<pi(w). Sj2; = yPda?".<î)(M). (24)
En supposant P fonction seulement de y, la première des équations (2 j) donnera _
Mais ici les différentiations ou dérivations successives donneront lieu à des expressions de plus en plus compliquées , à cause delà fonction p à deux variables qui y entre comme facteur. On tire de l'équation
(25) en y remplaçant -— par P', et à cause de ;5 = P(p(w).
S^(/?PX«))r=/P%(p(w). (26)
L'équation D^5:=o,
ayant pour intégrale première
D^~'^ = 4)(w), son intégrale seconde sera, en vertu des équations (24)
D"~ ^ = a? 4) (w) -i- (?>'(«') • Et en continuant de la sorte, on en déduira
D^-^^: = ;p* 4) ( w) + ar cî)'(w) + <^\y)
et en général
z = x'^~^ cp(w) -h «"— ^ <^{u) ,,,.-\-x cç>('»-2)(w) 4- <f>(»-i)(M) ,
expression composée de n fonctions arbitraires de u , et qu'il faudra ajouter au second membre de l'équation
pour obtenir la valeur complète de S^« ; ce qui coincide avec ce qui a déjà été observé ci dessus (n.° 4), pour le cas où j» désigne une constante.
lO. Reprenons à présent l'équation générale du premier ordre On pourra lui donner la forme simplifiée
en posant ^=j», — =:M; et il en résultera
u étant toujours l'intégrale delà fonction dy — />da:(n.°8).
Il s'agira maintenant d'obtenir la valeur de S^jM , quelle que soit la composition delà fonction M en a: et y. Pour cela , concevons cette quantité développée en une série dont le terme général soit X(p(w),
X étant fonction de x seulement. Or, puisque S^X<p{u)=zJ\dx. <p{u) , il est évident que toute l'opération reviendra à éliminer d'abord la variable y, à l'aide de l'équation u=zf(x,y), et à intégrer ensuite la différentielle Md^ = t|/(a7, u)dx , en y considérant u comme une constante, que l'on remplacera, après l'intégration, par son expression en X et y. On voit que ce procédé est entièrement analogue à celui indiqué au n." 5, lorsque p est une constante. Voici quelques applications: 1.° Soit d'abord l'équation
xi^^z-\-ybyZ = n1^(aj' + y^).
Elle donne p = 1i. m = n}^{i +^\
En intégrant l'équation dy — ï^d^ = o, on en déduit ttr=?^;
donc M = n\^ i + w*. JïiâiX t=z nxl^ i + w* = wl^a?* + y*
L'équation
^^x® + 2^^i/* = a-^* + bxy 4- cy* ,
donne »=:^. m = ^. M=: aa; + 6y + c^'
ykdo; =/(« + .ÔM + cw") ;«?d^ = 1 (a + 6w + cw*) x" , donc « = - («a;* 4- ôary + cy*) + 4)(|).
Si la fonction M ne contenait que la variable x , il est évident que la valeur de l'intégrale complète serait donnée immédiatement par l'équation
% z=fkdx -h <p(u).
Dans le cas particulier où R=QY, Y étant fonction de y seulement, on aurait J)pZz:zpY, donc 2 =yYdy-j-<Ç(w), en vertu de l'équation (26).
Remarquons encore que le second procédé d'intégration exposé au n," 6 , devient également applicable au cas général qui nous occupe. En effet, on i)eut facilement s'assurer que les formules (l4) à (18) ne
cessent pas d'être exactes, en y remplaçant la constante a par la variable/?, et que celles (lo), (il) deviendront alors
Par conséquent, en effectuant le développement delà fonction M, suivant les produits XY , ou joXY , les deux formules précédentes fourniront toujours des moyens plus expéditifs pour évaluer S„M, que la méthode d'élimination indiquée ci-dessus.
On tire encore de ces mêmes formules
S^Y = ^Y — Sj,{pxèY) (29)
S^7>X = yX — S^(yc)X). • (3o)
L'application des formules (27) à (3o) à des fonctions données n'offrant aucune difficulté , nous n'entrerons pas dans des détails à ce sujet, 11. Il nous reste maintenant à traiter l'équation
Pô^2 4- Qc)j/2 = R
en y supposant P, Q, R, fonctions des trois variables à la fois.
Observons d'abord que si le terme R se réduit à zéro , l'équation
ou ce qui revient au même, celle ci
s'intégrera absolument delà même manière que si la variable z contenue dans la fonction p, fut remplacée par une quantité constante, c'est-àdire , qu'en désignant par uzrzo , l'intégrale de l'équation dy—pdx=o, prise dans l'hypothèse de « constant , la proposée aura encore pour intégrale comjilète, z^=<^{u) = <p{x, y , z). Pour s'en convaincre, on n'a qu'à supposer la fonction cp(w) développée en une série dont le terme général soit %''^{x, y). Or, puisque D^a=o, il est évident qu'on
aura, en vertu des équations (i4),(i6), 'DpZ^^^{xj y) = z^^I)p4^{Xf y); d'où l'on voit qu'en effectuant l'opération D^ sur la fonction v|/(m), la variable z s'y comporte comme une quantité constante, ce qui prouve la justesse du procédé d'intégration dont il s'agit. Pour en donner un seul exemple, soit l'équation
qui donne j» = — '^T* ^^ quantité 2 (y — b%)di/-{- 2 (^ — a%)dx, étant la différentielle complète de ^*+y^ — • 2 (a^+éy)^ = w , il en résultera
z = ç{^*H-y* — 2{ax-^6y)z]; expression que l'on pourra écrire encore sous la forme suivante
•^^ + y* — 2 (ax -\~ by)z = <f (z) ;
ou bien [x—azY-^ {y—hzY = <p(r) + (a^+ô^);?* = ^{z).
Cette dernière intégrale s'obtient directement, en posant dans l'équation donnée, ce — az'z=.œ\ y — bz'=.y\ ce qui la changera en
y'^x'Z — a'èy/z = o ;
d'où z = <p{x"-^tj"),
1 ?. Dans le cas général que nous traitons ici , l'intégration de l'équation
Và^z + qbyZ—K,
présente quelquefois de grandes difficultés qui la rendent impossible à effectuer. L'illustre Lagrange qui s'est occupé à plusieurs reprises de cette intégration générale, l'a fait dépendre de celle d'une équatiou différentielle du second ordre , qui s'obtient en éliminant une des variables avec ses différentielles, de trois équations différentielles. Nous allons indiquer une classe assez étendue d'équations susceptibles d'être intégrées d'une manière beaucoup plus simple, que par les procédés employés jusqu'ici.
Supposons en premier lieu que les fondions P, Q, R soient liées entre elles par l'équation
«P H- jSQ + yR = o ,
tf,^,y étant des facteurs eonstans. L'intégration deviendra très facile dans ce cas. En effet , la proposée se réduisant alors à
ou bien à DpZ = — - (<« + /3/?) ,
il en résultera , à cause de Spp = y
Soit l'équation de ce genre
(y — 62)d^a — (x — az)èyZ=zbûe — «y, elle donne «=«. /3r=6. y=i. (y — 6^)dy + (^ — az)d£crzoi donc %-^ax -{'J^i/z=z<p(i/^ -j-x"" — 2 (ax -^ l!>y)%)
en vertu de ce qui a déjà été trouvé au n.° précédent. Si les fonctions P, Q,R présentent la relation
R = Py + Q^, la proposée devenant
J)jjZ = j/+/?X = 1)^X1/,
on aura » = a?y + 45(w).
Soit Rrr^^îL^Iy,
a viendra D^r=i^=D^ (?).
donc s = ? + $(m).
Supposons plus généralement que l'on ait la relation
R=:PYaX-hQXdY,
X, Y étant respectivement des fonctions de x et de y; l'équation à intégrer se réduira à
D^a = Yax -f-pX^Y = DpXY; d'où z = XY-t-4)(w).
Soit encore R=:a(P-+-aQ)
on en déduirait J)p%=z%(i -^ ap),
ou bien ^ = D^ log « = Dp(^ H- ay) ,
par conséquent log « = ^ + ay -h cP(m),
Si l'on a K = a%(^^),
il viendra D^a = a« ('-i^);
donc Iog» = alog(a:H-y) H-<p(w),
Soit enfin R = 4'(«) (P YdX + QXd Y} .
Posons /'— =Z, ce qui donne ^=D„Z; d'où l'on tirera
Z = XY + (p(w).
On voit par là qu'on peut assigner un grand nombre d'équations dont l'intégration s'effectuera sans difficulté , dès qu'on a trouvé la fonction w = o , intégrale de l'équation Pdy — Qd^ =: o.
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Il est évident d'ailleurs, quelle que soit la composition des fonctions P, Q, R, qu'il sera toujours possible en général d'établir une relation entre ces quantités et les trois variables , et que la difficulté de l'intégration dépendra seulement delà nature de celle relation.
En appliquant les remarques précédentes aux équations dont les coefficiens P, Q, et le terme R ne contiennent point la variable «, on j)ourra très souvent faciliter leur intégration, surtout lorsque la quantité u se compose d'une fonction transcendante des deux variables indépendantes, ce qui rend impraticable l'élimination de y, exigée par le procédé exposé au n." lo. L'équation
{xy-\-x)^j,'z. — {xij -\-y)'6y%=:x\f — x^y
rentre dans ce cas. En effet , en intégrant l'équation différentielle
{xy + ^) dy H- {xy -{-y)Axz=zO ,
qui revient à xy(à.x + dy) -4- d. a:y = o ;
on en déduira uzzi x -\- y -\-\Q^xy.
Or, il est visible que la proposée fournit la relation déjà indiquée ci- dessus
R=:Py + Qa?.
Par conséquent, on trouvera immédiatement pour son intégrale complète a = ^y + <P(t H- y H- log ^y).
i3. Outre les équations que nous venons d'indiquer, il en existe d'autres qui admettent à la fois deux relations différentes entre les fonctions P, Q, R, dont chacune sera propre à fournir une valeur particulière de l'intégrale. Ces équations présentent une classe assez remarquable , en ce qu'elles dispensent de la recherche de la fonction u , ainsi qu'on va le voir par les exemples suivans.
Soit donnée l'équation
(•^' -^ xij — 2a')â^a + ( ■}%"■ — xy — y') c^.^* = «(y — x).
On observera sans peine qu'elle fournit lès deux relations suivantes:
Py + Q^ + 2Rî5 = o
En employant la première, l'équation à intégrer se transforme eu
qui revient à Dp log 2 + D^log (a:4- y) = 0,
d'où il suit log « + log (a: + y) = <P(w);
ou bien %(x-\-y) =z<^{u),
eii changeant convenablement la fonction arbitraire. La seconde des deux relations réduit la proposée à
4*^011 l'on tire D^ s* -h D^. j?y = 0,
donc a* H- ary = cp (u) .
Ces deux intégrales complètes donneront évidemment une troisième
L'équation (y — bz)^x^ — (^ — a%)^y%-=zbx — «y,
déjà traitée au n.° 12, présente outre la relation
aP4-6Q + R = 0, encore celle ci Vx + Qy -}- Rz = o.
La première nous a donné
Il résulte de la seconde
d'où D^s* + D^, (x' 4- y*) = o,
donc %^ + x*-{-i/^=z(p{'u).
Ces deux intégrales, conduiront à
ce qui s'accorde avec le résultat donné par M. Lacroix, (Voyez Tom. II. pag. 535.)
En général on peut conclure de ce qui précède , que si l'équation
est satisfaite par deux intégrales particulières
celles ci fourniront immédiatement l'intégrale complète
ou bien » — T = <p(T — ^U).
En effet puisqu'on a
2 = U+<p(w), et i5=:T + v^(M),
il en résultera w = (pj(» — -U), et « = 4/»(« — T),
par conséquent z — U z=z (^{z — T),
le signe <p indiquant toujours une fonction arbitraire delà quantité qu'il affecte.
i4. Lorsque] les fonctions Q , R ne contiennent que les variables y, z, P étant fonction des trois variables à la fois , l'intégration pourra s'effectuer de la manière suivante.
Soit Kdy — Qdz z=: [AdT ,
- indiquant le facteur qui doit multiplier le premier membre de celle cette équation pour le rendre une dififérenlielle exacte; on aura alors
Pd^z = jud^T.
Or, à cause que T représente une fonction des variables y, z, on pourra en tirer z=4^(T,2/), et éliminer ensuite la variable z ainsi que son coefficient différentiel dxZ, de l'équation que nous venons d'obtenir, ce qui changera celle ci en
Pt|.^(T,y)d,T — /.d^T = o,
qu'on peut écrire encore sous la forme
d^T — Ucl^T = o,
où U représente en général une fonction des trois variables x , y , T. Si maintenant l'on intègre cette dernière équation , en y considérant T comme une constante dans le coefficient U (n.° u), on en déduira
T = <Pix,y,'ï).
On remplacera ensuite la quantité T, par son expression en y, z, ce qui fournira une relation fonctionnelle entre les variables x, y, z.
Il se peut aussi que les fonctions P, R, ne contiennent que :r et 2, Q étant fonction des trois variables; dans ce cas on posera
Rd^ — Pd« = jwdS donc Qdy« = pt)a;S,
d'où l'on tirera, ainsi que ci-dessus
d^S — Ua^Sr=0; U désignant une fonction des trois variables x, y, S. Cette dernière équation donnera
S = <p(a,-,y, S), et ensuite une relation fonctionnelle entre les trois variables.
Appliquons cette méthode à un exemple particulier. Soit l'équation
qui rentre dans le premier des deux cas précédens. Il viendra T = y^ + ^% z = l/(T — y*)
L'équation à intégrer sera réduite à
La fonction u se déterminera à l'aide de l'équation différentielle
xày — IX (T -- y*) d^ = o, qui étant mise sous la forme
Ax __ dy __ ^ X |/(T— 1/»)"~ *
donnera « = log a; + arc (cos = -^— ) ,
donc T = 4)W = cp(^e — =^)^^^^ .^
ou bien l'intégrale cherchée sera , après avoir éliminé la quantité T
Si, pour abréger, l'on fait y =:^ cos a», et 5:=:^sin«, cette intégrale prendra la forme simplifiée
xe" z=z(J}{t) y ou tz=z(p(^xe"),
i5. Voici encore quelques cas d'intégration qui se rapportent aux équations où le terme R seul contient les trois variables à la fois, les cocfEciens P , Q , étant des fonctions de j? et y.
Soit d'abord R = PX«, on aura à intégrer l'équation
DpZ = Xa , c'est-à-dire Dplog^ = X,
donc log z =zfx.dx -f (p{u)
Soit encore R = QYz , la proposée se réduira à
'Dplogz=pY,
donc log ;r =:y Ydy + c|) (m)
Telle est l'équation h^rZ + ay^jZ = y^z ;
d'où l'on tire sur le champ, à cause de Yss-y""',
la fonction u étant donnée par l'équation ayàx — dy=ro, d'où il suit u = log ( — ) , par conséquent
Si l'on a R = T vK-s) , T contenant :r et y seulement, on trouvera en
posant /-li-=Z, et - = /
Quant à l'évaluation du terme S^^, fonction de ar et y, on pourra toujours y appliquer un des trois procédés précédemment indiqués, et dont le choix dépendra delà nature delà fonction /. (n." loet 12,)
Supposons plus généralement R une fonction quelconque de x , y et z. Après avoir divisé l'équation différentielle par P, elle prendra la forme
Cherchons la fonction w, et éliminons du second terme M la variable y, à l'aide delà relation obtenue entre les trois variables x, y et w. Il en résultera pour la quantité M une fonction de x, z, u, où cette dernière variable devra être considérée comme une constante relativement à l'opération désignée par la caractéristique Dp. La composition delà fonction M pourra alors présenter deux cas distincts. En premier lieu, si elle contient un facteur X qui soit fonction de x seulement, l'autre facteur Z ne contenant que ;sr et w , on mettra l'équation à intégrer sous la forme ^
d'où l'on déduit de suite
|=/Xda; + <p(t*).
pour l'intégrale complète delà proposée.
En second lieu , si la séparation des variables x et z, ne devient pas possible dans la fonction M , on intégrera l'équation
delà même manière que l'équation à deux variables
dz — Md;c = o,
en y considérant la variable u contenue dans M comme une constante. Après avoir effectué cette intégration , on éliminera la variable u , et il ne restera qu'une fonction de x, y, z, qu'on égalera à <P{u). En effet, puisque z pourra être regardé comme une fonction des variables indér^ pendantes x,u, on aura
d« rr d^z dx + ^^z du.
Or, puisque dw = jw(dy — pdx), on déduira facilement de l'équation précédente, pour les valeurs des coefficiens différentiels partiels pris par rapport k x et y.
Par conséquent DpZ =: b x^ + pb^z == è ^% , ce qui change l'équation à intégrer en
dar» — M=o, ou bien dz — Md^ = o,
dont l'intégrale devra évidemment être complétée par une fonction arbitraire de la seconde variable u..
Lorsque le terme R ne renferme pas la variables, l'intégrale cherchée se réduira à . .
z=yM'dar + <p(M),
résultat qui rentre dans le cas particulier déjà traité au n.° ip.
Les deux exemples suivans pourront éclaircir le procédé applicable à chacun des deux cas que nous venons de distinguer.
Soit à intégrer l'équation
Elle donnera p=^, u = U; donc y z=.ux. Éliminant y du second terme delà proposée, celle ci deviendra
'D^z=z2xz-i-xu*z''-=x('2z + u'%y,
d'où ._J?£L_=:^.
ou bien f-^ = log (-^) = a?» + 4>(w) ; donc, en y remplaçant u par sa valeur ^, cette intégrale se changera en ^£±ylf = e-^' (^(l) , d'où il suit 2 = -7 ^, r-
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Soit encore l'équation
(^•* + '2x*y%)^^z 4- {x'y + '2œy*z)^jZ + x%{'2x* + y«) = o , qui se réduit à
, . , _ 2âSZ + U%^ ou bien a D.z H — j =: o.
Les variables ^ et z ne pouvant être séparées ici , il faudra intégrer l'équation diflFérentielle
{x^ -Ir '2XUZ)^Z + {2XZ •¥ uz^)dx^=='0 , d'où l'on tire a?'j:r + y ;?*=<?(-).
pour l'intégrale complète de la proposée.
Il est assez évident que le succès de cette méthode dépend principalement de la possibilité d'exprimer la variable 2^ en fonction de x et u , afin de pouvoir en effectuer l'élimination dans la quantité M,
§ 2. Equations différentielles du second ordre*
l6. Après avoir traité les différens cas que peut présenter l'intégration des équations linéaires du premier ordre, nous pourrons maintenant nous élever à l'intégration de celles du second ordre. Nous discuterons en premier lieu le cas où les divers termes de la proposée sont multipliés par des constantes, ce qui forme la première des deux classes établies au n.° 2.
L'équation fondamentale
étant différentiée par rapport à la caractéristique D^» = d^ -f. aby , on
en déduira d'après la théorie des caractéristiques , l'équation du second ordre
ou bien, en développant la caractéristique composée qui affecte la variable 2 dans le second membre ,
Da' Do^r = ^xZ 4- (a -f- œ) ^x ^y» + aa dyZ.
Celle ci nous fournira immédiatement le moyen d'obtenir l'intégrale complète de l'équation
d^^ + Ada,dy5r + Bd*« = o. (3i)
En effet, en désignant par a, «', les racines de l'équation du second
"^^^'^ w" — Aw + B = o,
ce qui donnera . a + a' = A , aa^: B ,
la proposée pourra s'énoncer sous la forme simplifiée
DaT)a'Z=:o; (32)
d'où l'on déduira les deux intégrales premières
DaJ?=o, Da'Z = o,
et par suite les valeurs particulières
j? = 4) (y — ax) , z = <p'(y — ax),
dont la somme représentera la valeur complète de ;^, ou de l'intégrale seconde. Ceci se prouve d'ailleurs directement en intégrant l'équation (32) d'abord par rapport à D^, ce qui nous donnera
Do'a = cp(y— ««), et par une seconde intégration relative à D^', il viendra % = Sa'<^{y—ax) + (^[{y—ax).
Or, si l'on observe que
Da' <p(y — ax) = (a — a) d. <p(y — ax) = '^{y — ax)^ (33)
la valeur précédente se réduira évidemment à
z = (p (y — ax) + <p'{tj — ax) (34)
p, <p' indiquant deux fonctions arbitraires.
Dans Je cas particulier où l'on a a'= — a, donc A=:o , et B= — a%
expression % ■= <p(y ^ ax) -\- ^^(ij — ax),
représentera l'intégrale complète de l'équation
^Iz — a*àyZ=:o,
connue dans la théorie du mouvement des cordes vibrantes , et dont le célèbre à! Alembert s'est occupé le premier.
Lorsque les deux racines a, a sont égales, ce qui suppose A*=4B, la proposée se présente sous la. forme
Mais l'équation (34) ne donnant alors qu'une seule fonction arbitraire , on aura recours à la formule (7) qui exprime la valeur complète de«, satisfaisant à l'équation D^*=o; il viendra dans ce cas
zz=:(S^{y—ax)^œ(!?Xy—^'^)'
Si l'équation (3i) contient dans son second membre un terme V fonction des deux variables indépendantes , elle prendra la forme
D„D„,« = V, et fournira immédiatement l'intégrale première
Posons SaV=:V'. Cette dernière quantité pouvant toujours évaluer à
l'aide d'un des pi'océdés exposés au § précédent, on obtiendra, en effectuant une seconde intégration par rapport à Da'i
% tn Sa' V + a?' {y—ax)
Il est bon d'observer que la proposée donne en outre pour intégrale
première o xr >.'/ » •
Do25 = S„' V H- 4) (y—ax) .
Soit par exemple l'équation
on trouvera pour les deux racines, a = «-j-|3, a:=<x, — /3. Or , d'après ce qui a été trouvé au n°, 6, on aura
Y'=:SaXy=::^y^-^; 2 6
donc , en vertu de la formule (27)
Sa'Y' = Sa'Saxy=zSa>^-^Sa>^=zix'y—.l-(a-^a)x'',
partant
Il sera inutile d'appliquer notre méthode à d'autres exemples, toute l'opération se réduisant, comme on vient de le voir, à évaluer la double intégrale c v — «s v'
17. L'équation du second ordre que nous venons d'intégrer n'est qu'un cas particulier de celles qui contiennent en même tems la fonction Zi avec ses coefficiens différentiels du premier ordre, et qui sont comprises dans la forme générale
àl% + Ad^ dya + B^y% -h Cd^a + Dd^s 4- E« = V. (35)
Pour parvenir à l'intégrale complète de cette équation , on effectuera
d'abord la transformation suivante. En désignant comme ci-dessus par a, a\ les racines de l'équation w* — Am + B = o, les trois premiers termes delà proposée se réduiront à l'expression Da. Da'«. De plus les relations
Do'» = d^a ■+- a'^y», conduiront à
ôx« = — r^ — { â^aZ — aDa'»} a' — «t J
(36) dy«=:-J^ — I Do'^ — Do^^j.
Substituant ces valeurs des deux coefficiens différentiels dans l'équation (35), celle ci deviendra
Do Da'Z 4- m'D„z -f- wDo'X: 4-^E« = V,
en posant pour abréger
d'où il suit M-f-w=C.
La transformée pourra s'énoncer encore delà manière suivante
[(Da + w)(D„< + w'j]^ + (E — wwV=:V. (38)
Considérons séparément l'équation du second ordre
(Do -f- w) (Do' -f- n)z = o
où la quantité renfermée dans chaque parenthèse représente une nouvelle caractéristique d'opération; il est évident qu'on en déduira les deux intégrales premières
^aZ + 71» = o , \ia>Z 4- n% == o.
Da« D^-a
ou bien = — n . = — n ,
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qui donneront respectivement pour valeurs particulières de l'intégiale seconde (n.° 7).
% = e— «* c|5(y — ax) , « = e— «'a' 4^(y — a'jp).
Donc la valeur complète de cette intégrale sera exprimée par
z = e— "^ (?{y — ax) + e— "'* 4^(y — ax). (3g)
Observons maintenant que l'équation (38) ne pourra jamais admettre une intégrale première, à moins que le terme (E — 7in)z , ne disparaisse de son premier membre. Pour s'en convaincre , il suffit de considérer cette équation comme le résultat d'une opération effectuée sur une équation du premier ordre
^.t» + a^j^z 4- 6» = (Do 4- 6)z = V'.
Or, cette opération ne pouvant être représentée plus généralement que parla caractéristique Do» + 6', il est clair que ce résultat sera uniquement delà forme
(Do + 6)(Da' + 6» = V.
L'équation
E-W=o, d'où E = ^CD-BC.-D.^ (4„,
en vertu des relations (37), exprimera par conséquent la condition (Tintégrahïlité immédiate^ applicable aux équations du second ordre et à coefficiens constans. Nous supposerons pour le moment que cette condition soit remplie, en nous reservant d'indiquer plus loin les moyens d'obtenir la valeur complète de 2, dans le cas où les coefficiens A,B, C, D, £, ne vérifient point l'équation (4o).
Si pour simplifier nos raisonnemens , on remplace la caractéristique
(Da+w) par (Da) , l'équation qu'il s'agira d'intégrer se présentera sous la forme abrégée
A cet effet , posons » := e— "^if , on en tirera sans peine
et par suite (Do') {Da)z = e-«^{Da' Do^ -f- (w — w) Dj] = V,
*"" ^'^'' Da Do'/ + {n— n) T)J = Ve"^.
Une première intégration par rapport à D^ , nous donnera sur le champ Ba'i + {n — w) / = S„ Ve"^ + (p(tj—ax).
Faisons encore /r=e(*"~**')^/', l'équation précédente se réduira à
e{n-n')x J)a't'= ^a Ve"^ + Cp(y ax) ,
d'où D„,jf'= e(«'— «)* So Ve"^ + e(~'-»)* (î)(y — ao?) ,
par conséquent
i' = So' [e(«'— »»)*S„ Ve»»^ + e(«'-«)^(î)(y— ax)] + 4)'(y — ax) .
Or, en observant que
So' e(»'-«)* (p(y — ax) = e(»*'-«)^4'(y — ax) ,
ce dont il est facile de s'assurer à l'aide des formules (i8) et (33) , on aura enfin
pour l'intégrale complète de l'équation (4i), Si l'on fait V=o, nous retrouverons comme ci-dessus
« = e*""^ cp(y — ax) + e'~"'=^ (p'(y — a x) ,
pour l'intégrale complète de l'équation (Do).(Do') « = o.
On voit par là que l'expression générale (42) se compose d'une valeur particulière
%' = e-»'^ So' [e(« -«)^ Sa Ve«^],
et de la valeur de % satisfaisant à l'équation (Da). (Do')* = 0'
Cette valeur particulière est susceptible delà transformation suivante. En effet, d'après la formule (i8), (n.° b) , on peut écrire
'" n — fi\ . i
Et puisque l'équation
dy» =r -pi- (Do'S — Do»),
fournit la relation caractéristique ,
Do' = Da -f («'—«) dy, d'où l'on tire S^ D„ =Da.Sa= l + (a — a) So d^,
il en résultera Do' S» Ve"^ = Ve«^ + (a — a) % d^Ve"^, ce qui change le second membre de l'équation (43) en
_i_ f e(« -«)^ SoVe»^— So' Ve"'^— («'— a) So' [e(" -«)*Soe«' ^jV] I .
Par conséquent
»'=-^|e-»»^SoVe"^— e-'»'*SaVe»'* — («'— a)e-"'*So.[eC«'-»)*Soe»»^dyVj|.
Sous cette nouvelle forme l'évaluation de %* peut quelque fois être rendue plus facile. Si, par exemple, la fonction V est égale à y<p(^),il est évident que l'expression
Sa [e{n'-n)x S„e«^clyV] = So'[e(«'-")^ Sae"* <P{x)],
pourra être remplacée par la double intégrale /e(»'— »)^e"^ <^(-^) ^^^'
Mais lorsque le terme V est fonction seulement de x ^ la valeur particulière %' que nous venons d'obtenir, se réduira à l'expressirn plus simple
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'Si la proposée ne contient pas le terme E« dans sou premiermembre, on aura nzzzo, ou n'=zo , c'est-à-dire, D = Ca , ou D = Ga', ce qui donnera , pour le premier cas
%= e-n'^Sa[e^''^SaY] -f e-w'-^cp(y — a'x) ■+■ (p'{ij — ax) ^
et pour le second
i8. Nous venons de voir qu'une équation du second ordre à coefficiens constans ne saurait admettre une intégrale première, à moins que ces coefficiens ne soient liés entre eux par l'équation de condition (4o). Cherchons maintenant les conditions analogues, qui devront avoir lieu dans le cas général où il s'agit d'intégrer l'équation
d> -f- Vdjyz -t- Q^% + R^yZ + Sc\^* -f Ts; = V; (44)
P, Q, R, S, T, V, désignant des fonctions des deux variables x, if. Pour que le premier membre de cette équation puisse être considéré comme le résultat de deux opérations semblables effectuées successivement sur la fonction «, il est facile de réconnaître que la caractéristique relative à chaque opération doit avoir la forme DP-hç; de manière que nous exprimerons alors la proposée sous la forme abrégée:
Il faudra maintenant indiquer les moyens d'opérer celte décomposition caractéristique, c'est-à-dire, de déterminer les fonctions />, p' , (/, t^', qui devront servir ensuite à évaluer l'intégrale complète de l'équation (45). A cet effet posons l'équation
i = J)^% + qz=z (D^, + q)% = iJ)p)z.
On en tire d'abord
par conséquent
(D^.) (D^)z = \^p D^Z + qX^pZ + ql^pZ + (^9' + T^p'q)z = V. Or , on trouvera sans peine que
D^' XHpZ = d> + (p-hp) ^X àjrZ -\-pp' ^j% + "OpP. djyZ.
Substituant cette valeur dans l'expression précédente , et comparant ensuite les termes de celle ci , à ceux delà proposée , on en déduira immédiatement
V=p-i-p', q=:pp'. R=p'q-+-q'p-t-'Dpp. S=zq-{.q' (46)
'I = qq' + J)pq. (ij)
Telles sont les équations auxquelles on devra satisfaire dans le cas d'intégrabilité immédiate. Après avoir déterminé p, p' au moyen des deux premières , on substituera leurs valeurs dans la troisième , qui servira avec la quatrième à obtenir q, q'. Les valeurs de p', q, q\ devront vérifier ensuite l'équation (47) , qui établit en conséquence la condition d'intégrabilité dont il s'agit.
Pour parvenir à l'intégrale complète de l'équation générale (45) , nous n'aurons d'abord qu'à chercher celle de l'équation du premier ordre
JSpt^.q't=y. (48)
Supposons en premier lieu V = o, l'on aura à intégrer l'équation
JSpt-rz. — q't^ ou bien D^'log^ = — q\ qui donne log^ = — S^^'-f ^'(w') ,*
«*=ro désignant la fonction qui satisfait à l'équation différentielle
dy — />'dj7:=0.
on aura ainsi tz=ie~^f'^ <P'(w').
Faisons maintenant dans l'équation (48)
il en résultera (D,/ -\-q')t = e'^P'^' Dp'f = V,
donc D;, /' = Ye^"'^', i' = S^- Ve^'''^' + <p'^u') ,
partant t = e-^^^' (S^-VeS^'ï' + ç'iu')]; ('uj)
expression qui a la plus grande analogie avec celle de t déduite de l'équation linéaire du premier ordre
La fonction t étant déterminée au moyen de la formule précédente, qui exprime l'intégrale première de la proposée , il restera encore à intégrer l'équation
On en tire de la même manière
où il faudra substituer la valeur complète de t obtenue ci-dessus, ce qui fournit l'expression générale
a =: e-^'''l{Spe^''^-^p'9' (Sp'Ye^p'^' + (p'(M')) + <^%] . (5o)
Si le terme V disparaît de l'équation générale , on aura successivement
■ %=e-^P^{Sp{e^'1-^'y(p'(u)')-{.cPiu)}, (5j)
pour la valeur complète de «, où le premier terme ne peut être évalué qu'après avoir particularisé la fonction arbitraire <P'(u).
10. En supposant que les coefficiens de la proposée ne contiennent, que la variable x, les signes Sp, Sp> se changeront par rapport aux fonctions q , q' , eh ceux de l'intégration ordinaire , ce qui réduit l'équation (5i) à
ou bien , en posant pour abréger f</dx = q^ , fq'dx = ^,
% = e-^' {Sp{e'i'^^' <P'{h')) + <p(u)] . (53)
Si en même tems le terme V est fonction de x seulement, la quantité renfermée entre les deux crochets , devra être augmentée de l'expression /e^'"~^* d^/Ve^' dj?, pour donner la valeur complète de z. Quant
à la condition d'intégrabilité applicable à ce cas particulier , elle se réduit, en vertu de l'équation (4 7), à
Lorsque les coefficiens P, Q , etc. , sont fonctions de t/ seulement , on pourra ramener ce cas à celui qui précède , en permutant entre elles les variables x, y, dans l'équation (44) mise sous la forme
On effectuera ensuite la même permutation dans la valeur de * donnée par cette dernière équation.
20. Il ne sera pas inutile de faire voir qu'il peut exister entre les coefficiens P, Q, etc., supposés fonctions de x seulement, une relation telle qu'il devient possible de dégager l'expression (52) du signe S^ qui affecte l'une des fonctions arbitraires. Cette circonstance aura évidemment lieu, lorsque le produit eV(^~î'^*^'' 4)(w') sera réductible à la forme Hp4^{u') , ce qui exige qu'on ait l'équation
Or, puisque u*c=Ly — Jp'dx^
il en résultera e^^^^^'^'^' z^p—p'.
Donc, en différentiant
{q~9')(p—p') = ^p—èp\ ou bien , à cause de p -\-p' r= P
(y — y') (p — p') = 2àp — dp.
Ajoutant à celle ci, l'équation
2p'q + 2pç' =: 2K — ^^p (n." 18), la somme deviendra
(9+9') ip-^P') = PS = 2R--dP, d'où il suit 2R— PS— aP = 0. (54)
Telle est la relation qu'il s'agissait d'établir. Si les coefficiens P, R, S, y satisfont, la valeur de « donnée par la formule (53), se réduira à
21. Reprenons le cas général, et supposons qu'il résulte des relations (46), (47), J»'=j» et q'=^q\ alors ces relations se réduiront à
V=:2p, Q=/, R=2;»5' + D^;?, Sz=i2q, etT = y' + D^y;
d'où l'on tire facilement les équations
4R=2PS + 2a^P + Pdj,P
4T = S*4-2a^S4-PayS,
qui exprimeront ainsi les conditions auxquelles les coefficiens P, R, S, T doivent satisfaire , pourque la proposée soit réductible à la forme
Quant à la valeur de l'intégrale complète , l'expression générale fournira dans ce cas
z=e-V {S;VeV-f-^4)(«) + (p^(î*)}. (55)
En faisant disparaître un des trois coefRciens P, R, S, la valeur de a conservera la même forme que dans le cas général ; il n'y aura que les relations (46), (47) qui se simplifieront un peu. Mais il n'en sera pas de même lorsqu'on suppose T=o. En effet, cette hypothèse conduisant à l'équation de condition
d'où to = Dylogy=— y',
celle ci donnera ^ = e~^'^ 4'(w')«
Et puisqu' alors
S^, (Ve^'''^') = S^. Mu') (Y) = ^^u') Sp' (I) ,
en vertu de (22) , il viendra en substituant dans la formule générale (5o)
a = e-^'-^jS/, ye^^î (S^' (Y) + <p'{u')) + <?)(«)} (56)
pour l'intégrale de l'équation
è%% H- vè^bjr% + qa;^ + Rdj» -h Sè^z ■= V. (67)
22. En supposant nulles quelques unes des quantités p,p', q, q\ on pourra établir a priori divers cas particuliers de l'équation (44) , qui donneront lieu à des expressions simplifiées pour la valeur complète de «» Nous allons les discuter successivement, en indiquant pour chacun d'eux les conditions d'intégrabilité immédiate qui s'y rapportent.
l.er ca*. pz=:0.
V=ip' Q=ro. R = ^P. S = y' + y,
j» ' - — P^ ^'>_PS — R
d'où g = j^, q = — p— ,
équation de condition T = qq' -i-Dp-q.
intégrale complète de l'équation
dl%-hVi)sàjZ-{-'R.^jZ + Sè^%-\-Tz = \, (58)
réductible à la forme
2,^ cas. p'=;o.
V=:p, Q=o. R = P^'+a^P. S = yH-y'
équation de condition Tz=:qq' + ^^q
intégrale complète de l'équation (58) , réductible à la forme
{à. + g')iDp + q)%=Y.
cas, ^ = o et 5'' =r G
P=j»+y. Q=pp', K = Bp>p. S = o. T = o » = S^ S^/V 4- S^ cî)'(w') -f- 4)(«) , intégrale complète de l'équation
aU + Pc)^dy2H-Qd>-|-Ra^* = V, (69)
réductible à la forme Dp> D „« =z V,
lorsque l'équation R = D^,/? sera vérifiée pajr les valeurs de p et p'.
Mais il importe de faire remarquer ici que l'équation (69) pourra admettre encore une intégrale complète de forme diflFérente. En effet, les hypothèses 8 = 0, T = o se vérifient également en supposant
9= — 9' qq'-h^p'9 = o,
ce qui fournira pour condition d'intégrabilité
Dp'q = y* , ou bien e^'' ? = y 4'(«') :
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d'où l'on tirera pour a la même expression que celle (66) relative à l'hypothèse de T = o. L'équation (69) sera réductible alors à la forme
En introduisant dans l'équation générale (44) deux nouvelles variables indépendantes f,u, on pourra établir entre celles ci et les variables X, y, des relations telles que la transformée en ^, w soit dégagée de ses deux derniers termes , ou de deux autres termes quelconques , afin de simplifier par là l'expression de l'intégrale complète. Telle est à peu près la marche suivie par le célèbre Eulet^, dans ses Instit, cale, intégr. Vol. III. Sect. II. Cap. III. , et qu'il applique ensuite à divers cas particuliers de l'équation générale, pour en déduire les conditions d'intégrabilité y relatives. Mais ce procédé exige le plus souvent des opérations assez prolixes , ainsi qu'il est facile de prévoir. C'est pourquoi nous avons cru devoir adopter une marche différente qui paraîtra sans doute plus directe et plus analogue d'ailleurs à notre méthode d'intégration.
e cas. p = o et j»' rr: o
ce qui donne
-/,a.|y;/(,-,')d, ^^ (yy^/,d. ^ ^. ^^^ _^ ^^^ ^| _
pour l'intégrale complète de l'équation
a:«-{-sa,« + Ta = v, (60)
toujours réductible à la forme
chaque fois qu'il devient possible d'obtenir l'intégrale de l'équation
qui se réduit à i^ -}- ^a;if rr: S* -j- d^S' — T,
"en posant S = 2S'. ^ = S' — t, qzn^'^t.
Ce résultat s'accorde d'ailleurs avec ce qui a été trouvé aux n."' 16 et 17 de notre Mémoire sur l'intégration des équations différentielles linéaires à deux variables.
Si l'on avait T=d^S, il en résulterait la relation qq z=z^^q\ qui pourra être satisfaite de deux manières, savoir 1.° en prenant q'=:.o et 2." en supposant q'zzzeJ'^ *.
La première hypothèse donnera
« = e-f^^^^fe^"^'' d^ (/Vd:. + (p'(y)) + c^(y)} ;
q étant égal au coefficient S. L'équation (60) sera réductible alors à la forme ^ /-w v tr
, La seconde conduira à
«=l,{/e-/^''^-y'd^ (/Ve^^'''% (P'(y)) + (î>(y)}.
Quant à la valeur de q qui doit fournir celle de q\ elle ne pourra se déterminer autrement qu'à l'aide de l'équation (61).
cas. /? = o et y =: G
intégrale complète de l'équation
d:a + Pd,dy»4-Sd^« = V, (62)
qui peut toujours s'exprimer sous la forme
(Dp. + y')^,» = V.
S.^ cas. />' = o et j'' = o.
P=p. Q=ro. R = d^P. S = y. T = d^S,
intégrale complète de l'équation (58)
d;a + Pd^ dy» + R^y» + Sd:r» -f- T» = V, qui sera réductible à la forme
pourvu que l'on ait entre les coefficiens P, R, S, T, les relations
R = a,P, T=d,S, qui exprimeront alors les conditions d'intégrabilité immédiate. g.^ cas. /> = 0. g:^o,
V=p. Q = o. R = P^. S = y, équation de condition
T = D^. (|) = D^^ = d^S + PdyS
mtégrale complète de l'équation (58)
d»» + Pd^ dy» H- Rdj,» + Sd^» -h T» = V,
réductible à la forme
Dp'(d^ + 9')« = V.
Cette même équation ayant déjà été traitée dans les i , 2 et 8 cas, on voit par là , que son intégrale est susceptible d'admettre quatre formes différentes, dont le choix dépendra seulement de l'équation de condition à la quelle satisferont les coefficiens P , R etc. Une circon-
stance semblable se présente également dans d'autres équations, ce dont on a déjà vu un exemple dans le 5.« cas.
cas, /?'=o et
P=/?. Q=zo, R = Py'-hd^P. S = y'. T = o.
équation de condition R = PS -|- d^V
* = S^ e-^''^" (fYe^^'^ dx 4- <p'(y')) -h (?(«), intégrale de l'équation
a:«+pa^dy» + Rdj,«n-sa^»=v, (63)
réductible à la forme
La même équation admettra en outre deux autres intégrales de forme différente , que l'on déduira de la formule (56) en y faisant successivement j» = o et /?' = o. La première hypothèse donne
P=y. R = P2'. Sz=çf^q\
et pour condition d'intégrabilité
l'équation (63) étant alors réductible à la forme
(Dp» -h y) (d^ + y)» == V.
L'hypothèse de j»'=o, fournit les mêmes relations que dans le 2.® cas, et l'équation de condition deviendra , à cause de T=:o
yy'=: — 0^9', ou bien q-=.è~J'^ ^4'(y)» » = e"^"^ [Sp ye^"' {jl dx + (^'(y)) + <?(«)}.
L'équation (63) sera alors réductible à la forme
Les quatres autres équations que l'on obtient en outre en faisant disparaître à la fois trois des quantités p -, p\ $', q\ se ramenant immédiatement à des équations du premier ordre de la forme
il serait inutile de nous arrêter ici à les discuter en détail.
23. Mais il nous reste encore à traiter quelques équations non comprises dans les cas précédons , et donnant lieu à des relations particulières entre les quatres quantités dont il s'agit.
Telle est par exemple l'équation
d>-hPd^aya-hQa>=V, (64)
oii les coefficiens R, S, T ont disparu à la fois; ce qui exige qu'on ait
q= — q. ip-'p)q = -Dp'p, J)p'q = q\
La seconde de ces équations servira à déterminer la valeur de q^ et si la troisième est satisfaite par cette valeur, la proposée sera réductible à la forme
{Dp'~q){Jip + q)z=zY.
Son intégrale s'exprimera alors par la formule (56).
En supposant q=:q'z=:o et D^'/> = o , les trois coefficiens R, S, T, disparaîtront également; dans ce cas, l'équation (64) se réduira à la forme plus simple
pourvu que p = <p'{u') , et son intégrale aura pour expression
%=Sp S^^V + Sp<p'{p)-\- <p(w).
Supposons en outre P = o et Q = — /?%
il viendra /?' = — p. ipq-^^Tip'p. q"=^ — y, D^/^r=y'.
Les seconde et quatrième de ces équations étant mises sous les formes
on en tirera e^^ ^ =: V^jt? 4'(m'). e^'''^ = 5'(p(w).
Donc, l'équation de condition pourra être représentée encore par une de celles ci
/? = 9'* dS^iu) , ou j-' = /) 4i(M')
et l'intégrale a s'exprimera par la formule {^^)t en y changeant seulement p' en — • p. La proposée qui revient à
sera réductible alors à la forme
Si l'on avait D_pjo=ro, d'où résulterait yr=o et y =0, la proposée se réduirait à la forme
La condition d'intégrabilité étant alors exprimée par l'équation
^xp — P^jP = O ,
celle ci donnerait , en vertu de ce qui a été exposé au n.* 1 1 , la relation
p-=.<i^{y-\rpx).
Lorsque le coefficient /?* est fonction seulement de x , les équations
^piq-=.^q-=zq'. '2pqx=l\ipp-=.}ip ,
fourniront directement les valeurs
«,^ étant deux constantes arbitraires. On voit par là que l'équation (G5)
sera susceptible d'intégration immédiate, chaque fois que la fonction/»
sera de la forme — ^—r-i et puisqu'alors
g-/îd^---_l_. e-'^^'^''=X^p. e/^«-''>'*^=», la valeur de a aura pour expression, en vertu de la formule (5o)
oùl'ona « = 2^-/>d^ = y~yl^=y--i-
w'r= y — fp'dx=z y +/pdx = y + -^ .
Soit encore l'équation
d> —p^ d> + Rd^« + Sd^« = V. (66)
formant un cas particulier de celle (67), Elle donnera pour y, q\ les valeurs suivantes
qui devront vérifier l'équation de condition (iy)
qq' + T>-pq = 0,
pourque la proposée soit réductible à la forme
Quant à la valeur de l'intégrale , elle s'exprimera encore par la formule (56), où l'on n'aura qu'à changer;»' en — p.
S'il existe entre les coefficiens de la proposée, la relation
R — pS — D_jt,j» = o, («)
ou bien, en prenant;» avec le signe contraire
K^pS-\^J)pP = o; (^)
la valeur de ^=0 qui en résultera, satisfera à l'équation de condition, ce qui rentre dans le troisième cas précédemment traité. C'est donc à la formule y relative qu'il faudra recourir pour obtenir la valeur de «. Mais si l'on trouvait la relation
R_j_y?S — 'D-pP = o,
la quantité q' s'évanouirait, et la condition d'intégrabilité s'exprimerait dans ce cas par
D— p5' = O ; d'où il suit S =; §- = 4'(w'),
ou bien, en donnant k p le signe contraire, S = 4'(w).
La dernière condition donnant S ^q ■= x ^l/{u) , on trouvera, en vertu de- la formule qui se rapporte au quatrième cas,
z z= e-^'^(^){S^ e^^J'W {S-pY + (p'(w')) H->(S)} .
En traitant l'équation (66), Euler ne donne que les relations (at), (/3), pour conditions d'intégrabilité, et l'on vient de voir qu'elles n'expriment qu'un cas particulier d'intégration.
Si l'on suppose R = o, l'équation
^>-/^> + Sdx« = V, (67)
donnera lieu aux valeurs
^ = 2S-f-5=^. a' = iS — !2-£^,
1 ip n. ap
qui devront vérifier l'équation de condition qq' + D_^ q=zo.
La formule [56) sera encore applicable à la proposée , en y remplaçant p' par — p.
Considérons enfin l'équation
d^ dy« + R^j.» + Sd^a + Tz =: V. (68)
On remarquera sans peine que la valeur complète de son intégrale ne pourra être déduite de l'expression générale (5o) , ou en d'autres
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termes, que son premier membre ne saurait être réductible à aucune des formes particulières comprises dans (Dp^ -^q') {D -^ (/)z. Mais voici comment on pourra intégrer cette équation d'une manière analogue à celle exposée au n." i8."
Soit if = O^s -l-Ris,
on en tirera d^t = à^ d^% -f- Kdj,z -+- %à^K
S^ = Sô^«+RS»;
d'où l'on conclut immédiatement que la proposée sera susceptible d'être mise soiis la forme
pourvu que les coefficiens R. , S , T soient liés entre eux par la relation
T = RS + dj.R ,
qui exprimera par conséquent la condition d'intégrabilité. L'équation (69) aura pour intégrale première
d,« + R« = e-^^''-^ (/Ve^'% + <P(^)) , et pour intégrale seconde •
Dans le cas particulier où les fonctions R , S fussent telles que l'on eut la relation
âj,R=:ô.ïS, ou bien yRd.a? =:ySdy , la valeur de z se réduirait à la forme très simple
Lorsque le coefficient S disparaît, l'équation T = ô;.R sera la condition d'intégrabilité relative à l'équation
d^a^2i-hRa^»4-Ta = V, (70)
et il viendra dans ce cas, pour la valeur de l'intégrale complète
* = e-Z^'^l/e-Z^^'^d^ (/Vdy + <pix)) + 4^{y)] .
C'est à l'intégration de l'équation (68) qvL Euler ramène celle de l'équation générale. On peut voir dans l'ouvrage de M. Lacroix (Tom. II, pag. 6o5) , les développemens que cette marche exige par suite de l'introduction de deux nouvelles variables indépendantes. Il en est de même quant au procédé d'Uuler pour établir l'équation de condition
T = RS -h ^jrK ,
que nous venons d'obtenir d'une manière assez simple,
25. En terminant la discussion des divers cas que présente l'équation
générale (44) , il ne sera pas inutile de donner ici quelques applications
propres à éclaircir notre méthode d'intégration. Soit d'abord l'équation
En la divisant par le coefficient du premier terme , il viendra P = ff. 0=^^-=^. R = y'r-^'+'^\ Y=zx' + y\
La, proposée ne contenant point les coefficiens S, T, devra être rangée dans le cinquième cas.
Les équations
, -T» — flï
PP y. '
donneront
\A\^XAAA^& V#AA Ir
^.pz=:l.
Et puisque ces dernières valeurs vérifient l'équation de condition R = D^T? = ^^p -{-p'^yp.
la proposée sera réductible à la forme DyDp« = V, et son intégrale complète s'exprimera par la formule énoncée au 5.^ cas. Or, les équations diflférentielles
dy — pdx=:o. dy — p'dx=zOy
qui servent à déterminer les fonctions u, u\ fourniront, en y substituant les valeurs de p et p obtenues ci dessus
uz=.y* — x'' — 2ax. u' zz=.y^ — x^ -\- lax ^
donc S^V = Sp' (^* H- f) —fx'dx + S^y = 1! +f{u' -\- x' —' 2ax)dx = - x' — ax* + u'x = ^y* H- ax* — l x* z=: V.
. Sp Sp<V =S«V' =:2^-—-\- Rux -\-x' + 7ax')dx
Voici une autre manière plus expéditive que la précédente, pour parvenir à la valeur de cette double intégrale.
Si l'on observe que j;* -j- y* = t-LJL + 2^' , il en résultera d'abord
Or, \ S^'m' = jîm' = (w -|-4œa;)^.
donc • S^ Sp'w' = Sp (w -f- kax^x == - ux* -j- - ax^.
On aura de même , en changeant seulement a en — a
S^ S/j'W = - u' x"" — ■ - ax*»
Donc , la somme des deux résultats fournira sur le champ
ce qui s'accorde avec le résultat trouvé en premier lieu. L'intégrale complète de la proposée s'exprimera ainsi par
a = -II!— - H- S^ (p'(y^ —x^+ '2ax) + (p(y* -^ x^ — 2ax),
Pour évaluer le second terme de cette expression, il faudra y remplacer y* — a;*, par la quantité M-t-2aji: , et intégrer ensuite <|>'(M+4aar)d;r, en y considérant u comme une constante , ce qui exige une détermination préalable de la fonction <^' .
Soit à intégrer l'équation
di« — d> H \— d^& z= o ,
qui rentre dans celle {6j) traitée dans le n." 23, en y faisant •
^es valeurs de q et q' deviendront
L'équation de condition sera
q^ ■=^p àyq da^y ,
à laquelle on satisfera , en prenant /> = — l , d'où il suit w = y4-^. w' = y — x,
et partant S^q = S^ - = — ;
donc , en vertu de la fonnule (56) , on aura pour la valeur de l'intégrale
_tf -
en regardant u comme une constante pendant l'intégration , que l'on remplacera ensuite par x-\-%j. Ce résultat s'accorde avec celui obtenu par M. Lacroix (Tom. II. pag. 692) , en cherchant d'abord l'intégrale première de la proposée.
L'équation d^a — ^ d*a — 1 dy» + - ():r« = o ,
rentre dans celle (66). On aura ici
En prenant />=i:?^, il en résultera D^/?=:o, et puisqu'on à R-|-/?S=:o,
la relation (|3), sera satisfaite; donc q=.Oy q'z=.-^ u=ïj u'-=:xy^
So'o'zr: / ._ = 1 iEl == — , et il viendra, en vertu de la formule réla- ^^ J u' a u' ay
tive au 3.^ cas
Pour obtenir la valeur du premier terme , il faudra , en particularisant la fonction cp', écrire ux au lieu de y, et intégrer ensuite la quan-
tité e ^^ (p' (ux^jdx , dans l'hypothèse de u constant. Intégrons encore l'équation
qui donne V=^, Q=^-, V=:H, y=:/ = o.
»=»'=:^, w=:w' = ^; et à cause de Dp'p = o , on pourra appliquer ici la formule (55) ; donc
Soit M =: ^"^ 4'(^)» l'expression précédente se réduira facilement à celle ci
le signe 4' désignant une fonction donnée,
26. Quoiqu'il n'entre pas dans notre plan d'aborder pour le moment l'intégration des équations des ordres supérieurs au second , nous allons néanmoins indiquer ici quelques équations de l'ordre n , qui sont susceptibles d'être intégrées facilement à l'aide des formules précédemment démontrées.
Considérons en premier lieu l'équation générale
èlz + u ^"~' byZ + i3 d^"" èj.z .,.. + h byz = V, (71)
ût, /8 , étant des coefficiens constans, et V une fonction de x et y.
Il est évident d'après la théorie des caractéristiques , qu'en représentant par X + a^, X + <z^ , X -f- a^, X + a„ , les n facteurs binômes du polynôme
l'équation (71) pourra s'énoncer sous la forme simplifiée
d'où l'on déduira , en intégrant successivement par rapport à chacune des caractéristiques D
et finalement
« = Sa, S^^ Sa„\ + Z"" 4^(y— «•»),
le second terme de cette intégrale indiquant la somme des n fonctions arbitraires de y — ax , prise depuis a=ra^ , jusqu'à a=zan. Quant à la valeur du premier terme, on pourra toujours l'obtenir par les procédés exposés au premier 5.
Dans le cas d'égalité des n quantités a, , a^ .... a„, la proposée conduisant alors à
son intégrale complète prendra la forme
z=Sy + (!?,{]/— ax) + a!<ç^{y—ax)-\-a!^<p,{ij — aœ).... +ar~'(p„^i(ij—ax)
ainsi qu'il déjà été remarqué au n.° 4; la somme des n derniers termes n'exprimant autre chose que 8^(0) , ou la valeur complète de l'intégrale de l'équation ('j 2) dégagée du terme V.
S'il n'y a qu'un nombre m de ces quantités égales à a , l'intégrale pourra alors être représentée simplement par l'expression
« = Sa, s„, . . . . Sa„ s:v + s:(o) + zTr"'<p{y-ax),
Supposons maintenant qu'il s'agisse d'intégrer une équation de l'ordre n , susceptible d'être mise sous la forme
Dju + « D«r'a + ^ Dîr'^s . . . . + a^t = v, (73)
où m, «, |3 . . . . A représentent encore des constantes. En laissant aux quantités «^ , a . . . , a„ , la même signification que ci-dessus , cette équation reviendra évidemment à celle ci
(Dm -4- «J (Dm + aj (Dm + a„)z = V. (7 i)
Or, puisque l'équation
a pour intégrale (n.° 7)
la fonction arbitraire 4)(y — mx) étant comprise sous le signe S»i, il est aisé de voir, qu'en appliquant à l'équation (74), le procédé exposé au n." 1 1 de notre mémoire sur l'intégration des équations linéaires à deux variables, on aura relativement à la proposée,
+ e-«^>,(y— w^) + e~"»'(Ç»,(y— »ïx) .... + e-''''^(p„(y— /»^}; (75)
les coefficiens A^, A .... A„ ayant ici les mêmes valeurs que celles obtenues à l'endroit cité. Cette expression pourra être présentée encore sous la forme simplifiée
les signes S s'étendant depuis A=Aj jusqu'à A=A„ , et depuis a=a^ jusqu'à a-zz.a^', de sorte que chaque terme de la dernière valeur de % se compose de n expressions semblables. Au reste, il est presque inutile d'ajouter que tout ce qui a été rapporté aux n."' i4 et l5 du susdit mémoire , s'applique exactement à l'équation (74), en changeant seulement le
signe I de l'intégration ordinaire en S^.
27. On peut facilement établir une classe d'équations à coefficiens variables, susceptibles d'être ramenées à d'autres équations qui rentrent dans celles (71), (73) que nous venons de traiter. En e£fet , si dans l'équation identique
où p représente une fonction quelconque de iP et y, on suppose que celle ci soit telle qu'il en résulte uzzzp (wmo, étant toujours l'intégrale de l'équation dy — ^dj? = o), ou plus généralement, qu'on ait
jo=z:(P(m), donc Dp/? = o,
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on aura , en vertu de la formule (i4) n.° 6.
de même que si le coefficient /> fut une constante; d'où l'on conclura sans peine l'expression générale
Cela posé, à cause que l'équation J)ppz=o est satisfaite en prenant />=- , ce qui donne w=^, il en résulte sur le champ que l'équation
afèlz H- nx^-^yK-^^-h^^^^^-yàl-'è^z ....+ y"a> = V, (76)
qui, après avoir été divisée par ^", revient à
aura pour intégrale première
pour intégrale seconde
et ainsi de suite, d'où l'on tirera finalement (n/g)
Supposons à présent que la quantité V se compose de termes de la forme X/(-) 1 YF(^) , X, Y étant respectivement des fonctions de O! et de y, de sorte que l'on ait,
V = X/(?)+X./:(?) + X./.(f) + etc.
+ YF(ï) + Y.F,(?)+Y.F.(|)+etc.
il sera facile de s'assurer, à l'aide des formules (24) et (26), et en ayant égard à l'équation F(^) =--. (^)" F(^) , que le premier terme de l'expression générale (77) aura pour valeur
S;V' = /(!)/•"! d^" +/. (ï)/'^ d^ + etc.
+ F(|)/"| dr + F. (|)/" j-i àr + etc.
L'équation a?**D^a = V
donnant D^ ^ « = D (— ) =: -^ — — - ,
ou bien j:*"^' D" « = (^D^ — w)V, (78)
cette dernière relation va nous fournir le moyen de parvenir facilement à l'intégrale de l'équation générale
^«D> + A/'-' Dr~'« + B^""' »r'« .... 4- N» = V; (79)
A, B, C ...., désignant des constantes, et la fonction/? étant égale à ^.
Pour cela, posons ar=e*, yrre", d'où résulte — = d^, -i?:=dw,
donc xïipz = D\» , (80)
où la caractéristique D' se rapporte aux nouvelles variables ^, u.
Or, si dans l'équation (78), on donne successivement à n les valeurs 1,2, 3....W, on en déduira, à l'aide de l'équation (80), les relations suivantes.
x\ipz = D\a. a:^D> = D',(D' — i)(D' — 2)«
et en général
d'où l'on voit, qu'après avoir développé tous ces produits caractéristiques , la proposée (79) pourra toujours être ramenée à la forme suivante
D> + «D7-'!3 4-/30r-=a +Aa=:V;
équation dont les coefficiens ne contiennent aucune variable, et qui rentre par conséquent dans celle (yS) intégrée dans le n.° précédent. On n'aura ainsi qu'à changer dans la formule (76) a? en if, y en m, et ensuite e' en ^, e" en y; de plus (p(y — mx) devra être remplacé par
<p{u — i)=z(^log {^)z=<p(^). Effectuant ces substitutions, et observant d'ailleurs qu'il résulte de la relation (80) ,
il viendra pour la valeur de a, l'expression générale
On remarquera sans doute la parfaite analogie de cette dernière expression avec celle trouvée au n.° 2f) du mémoire cité, pour l'intégrale complète de l'équation à deux variables
X a t/ -\-Ax à y . . . . 4- Ny = V.
II est facile d'ailleurs de s'assurer que les n premiers termes de la formule (81), et qui représentent une valeur particulière de «, pourront être remplacés par l'intégrale multiple
analogue à celle rapportée au même endroit.
En supposant les n quantités a^, a^ , toutes égales à a, cette première partie de la valeur de s , prendra la forme
X Sp - Sp ^ m . . , S„ — : — .
Quant aux w autres termes qui doivent compléter l'intégrale, leur somme exprimera évidemment la valeur de », vérifiant l'équation
(D\ + afz z=0, (82)
Pour intégrer celle ci, faisons a = e~~"'Z, d'où l'on tire
partant (D\ + a)\= e-^'IT^Z.
Donc, si l'on prend D'fZrro, l'équation (82) sera satisfaite, ce qui exige (n.°g) que l'on ait
Substituant maintenant les variables x ^ t/, k l'aide des relations e^rrr^p, e»=y , on obtiendra pour la somme des n termes dont il s'agit, l'expression
^~"|<p(^) + {i^)<PA^ + (ixy(^f-).... + (i^)"->„_,(y)|.
Si la fonction V se compose de termes de la forme Xn^) , YF(^) , on
opérera comme dans le n." 27, afin de changer les opérations indiquées par Sy, , en intégrations ordinaires par rapport à l'une des variables xouy. Remarquons encore que, d'après la nature de la fonction p^ on pourra permuter les variables x el y dans tous les résultats auxquels nous venons de parvenir relativement aux équations (76) , (7g) (*).
(*) Le 5"^ volume des Mélanges de la société royale de Turin, (années 1770 à 1773) p. 72 , contient des recherches de AfoMge sur l'intégration des mêmes équations. En comparant la marche suivie par cet ilhistre géomètre à celle exposée ci-dessus , et qui nous a conduit aux mêmes résultats , sans recourir à des opérations prolixes , on ne pourra raanqi^^r de reconnaitre la supériorité de notre procédé d'intégration , sous le rapport de la simplicité des opérations analytiques.
§ 3» Intégration des équations différentielles par des intégrales définies.
2g. L'application de l'analyse à la physique et à la mécanique conduit le plus souvent à des équations différentielles partielles qui n'admettent pas d'intégration immédiate. On sait que, dans ce cas, leurs intégrales complètes ne peuvent s'exprimer en général qu'au moyen de séries infinies , contenant des termes multipliés par les coefficiens diflférentiels des fonctions arbitraires, mais dont la loi n'est pas toujours facile à entrevoir. C'est au génie fécond à' Euler qu'on doit les premières tentatives pour exprimer plus commodément ces sortes de séries par des intégrales définies, d'où résulte en même tems l'avantage de parvenir promptement à la détermination des fonctions arbitraires , d'après les circonstances présentées par la question. Depuis, cette nouvelle branche de l'analyse s'est trouvée enrichie de plusieurs résultats importans. Cependant , malgré les succès déjà obtenus par les premiers géomètres modernes, les équations susceptibles d'être soumises aux méthodes proposées jusqu'ici, ne forment encore qu'une faible partie de celles qu'on sait intégrer par d'autres moyens, ce qui prouve assez la difficulté de la matière. Il semble donc que la recherche de méthodes générales et uniformes reste toujours un objet digne d'exercer l'esprit des géomètres.
L'essai que je présente sur cette matière, et qui ne s'étend pour le moment qu'aux équations du second ordre, est sans doute loin de pouvoir suppléer à l'imperfection des méthodes actuelles. Mais on en aura du moins une nouvelle preuve de l'importance de la théorie des caractéristiques , celle ci oJBfrant encore un puissant auxilaire pour simplifier les recherches dont il s'agit ; et l'on reconnaîtra en même temps que les progrès futurs dans cette branche moderne du calcul intégral , marcheront de pair avec ceux que l'on réussira à faire dans l'intégration analogue des équations linéaires aux différentielles totales, par
suite de la liaison intime que la théorie des caractéristiques établit entre ces deux parties de la science, traitées jusqu'ici par des méthodes tout à fait diverses; liaison qui ne semble avoir été remarquée jusqu'ici, et qui forme presque la base de la méthode que je vais exposer. Je n'ai eu en vue que d'indiquer une nouvelle route analytique, propre à conduire plus promptement aux résultats déjà connus ; d'autres géomètres pourront y puiser de nouvelles ressources pour étendre ma théorie à d'autres équations moins faciles à intégrer sous forme finie, et qui échappent aux méthodes ordinaires.
Pour plus de simplicité, je commencerai encore par considérer en premier lieu le cas particulier où les coefficiens des divers termes de l'équation différentielle sont des constantes , en supposant en outre que cette équation ne contienne aucun terme fonction seulement des variables indépendantes. Mais avant de traiter ce cas d'une manière générale, j'ai cru utile d'appliquer d'abord ma méthode d'intégration à une équation très simple, afin d'en faire mieux saisir le véritable esprit, et de faciliter par là l'intelligence du procédé plus général.
3o. Soit donc à intégrer l'équation du second ordre déjà traitée dans le n." 16
et qui pourra s'énoncer sous la forme
(dx + abj) (d^ — aèy)%z= o.
Comparons à celle ci l'équation analogue à deux variables s, x
ou, ce qui revient au même
dont 1 intégrale complète s'exprime par
Aeû* H- Be
Si l'on suppose la quantité» fonction de deux variables x, y^ il est évident que la valeur précédente se changera en
pour l'intégrale complète de l'équation aux différentielles partielles
Remplaçons maintenant la constante a par la caractéristique aà^ ^ ce qui transformera la dernière équation en celle (83) , dont l'intégrale deviendra en conséquence
Or , puisqu'en vertu de la théorie des caractéristiques , l'expression e"'^^^(p{y), est identique avec <?(y + a^), il s'en suit que la valeur de « revient effectivement à
z=:(p{y + ax) + ^y — ax),
ainsi que nous l'avions déjà trouvé au n." 16 , en suivant une marche différente.
Il est facile de voir que par un changement convenable des constantes A, B, l'intégrale de l'équation (84) peut s'exprimer encore ainsi
qu'il suit
% = A(e«^ — e-«^) + B(eo^ + e— «^),
et sous cette nouvelle forme, le second terme énoncera précisément le coefficient différentiel du premier , multiplié par une constante. Observons de plus que ce premier terme exprime la valeur de l'intégrale définie
» /'"" axcosx . j A/ e xsm ce act.
Par conséquent, la valeur de % intégrale de l'équation (84), se changera en
A/'"'' axcoix • 1 i ) \ /^^ axcosx . ,
/ e xsinoid»-}- Ao^ / e ^smc*d»;
d'où l'on conclut immédiatement que l'équation à trois variables
d* — a*a=:o, aura pour intégrale complète
a = / g«^cosa! ^ ^^^ ar sin « d<» 4- dx / e"**'*"'' 4* (y) x sin et d«.
Or, en écrivant dans celle ci, a3y au lieu de la constante a, on en déduira de suite, eu égard à l'équation identique
e«^^(Ç(y)=<î)(y-|-aa7), l'expression
a=/ (Ç{y -i- a xcos et) X sin ce dc6-{-dg / 4'(y + «* cos ») ^ sin « d«. •^ o «^ o
pour l'intégrale complète de l'équation
dl% — a*d^« = 0, 3i. Passons maintenant à l'équation générale du second ordre
di« -i- Adjrd^z + Ba> -h Cd^a + Dd^« + Ea = o , (85)
susceptible, d'après ce qui a été exposé au n.' 17, d'être mise sous la forme plus simple
(Do + w) (Do' + w)« + (E — nn)%zzso,
a^ a'y n,n ayant les valeurs énoncées à l'endroit cité.
Supposons en premier lieu qu'elle puisse admettre une intégrale première , c'est-à-dire , qu'on ail l'équation E — nn' = o , ce qui réduira la proposée à
(Do-f-n) (Da/H-w')a = o
Nous allons montrer qu'il est toujours possible de ramener l'équation précédente à celle de la forme
DoDo'/ = o.
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En eflfët, posons d'abord z=z e-'^'^%\ on en tirera (n." 17.)
Soit maintenant %'zzze^f, p étant une fonction de x, y, qui donne Dfljozro; on trouvera sans peine que cette dernière équation se changera alors en
Or, en prenant pour p une fonction telle qu'il en résulte en même tems Jia'p ■=.n — n\ le terme affecté de 0^/ disparaîtra de l'équation précédente ; et il est aisé de s'assurer que la valeur
satisfera aux deux conditions que nous venons d'énoncer, de sorte
que la supposition
(n'r- n)y -f- (o'n — an')x
réduira la proposée à la forme simplifiée
identique avec celle ci
(D^ + ad^) (d^ + a'd^)if=o. (86)
Observons à présent que l'équation analogue à deux variables t^x^
(ô + 7w) (d 4- m)t = 0 ayant pour intégrale . . . ,
celle ci nous donnera immédiatement pour l'intégrale complète de l'équation à trois variables tyX,y^
(d*H-w)(d^4-»îO^ = o, (87)
l'expression /= e— »*^4)(y) -^- e— *'»'^4'(y)«
Posons mzna+fi et m'=zei — /3, cette dernière valeur de t se changera en
expression que l'on pourra transformer encore en celle ci
et d'où l'on déduira enfin , comme dans le n." 3o ,
f = e"*"^ I / e *^''**'<f) (y) ar sin w dû> + d ^ / e^'"^°'^"^{y) x sin w d«| .
Pour appliquer ce résultat à l'équation (86) , il ne s'agira que d'y remplacer m par aby et m' par a'd^, ce qui revient à faire
«=f-±5')a^ = a.d, et/3=(:irifi)d^=«^,V
Ces substitutions donneront pour le premier terme de la valeur de /, lequel nous désignerons par ^
t' = e"""*'^'"'' / (J}{y + a^x cosu) ^ sin w d« ,
(p{y 4- (a, cos« — a,)a?}x sin« dw.
Le second terme t' aura pour expression
4'(y + a,^ cosft») ^ sin« da , o
en observant de changer y en y — a^x , après avoir efiTectué la différentiation par rapport à la variable x.
Si dans l'équation (87) on change m en a^j-^n et m' en a'dy + n' l'intégrale
fournira sur le champ
ou , ce qui revient au même
t = e-«^(p(y — ax) + e— »'*4'(y — «a?) i
pour l'intégrale complète de l'équation
(d + aby 4- w) (da; + a'^j' + w*)^ = (Do + n) (Do' + 7Î)t = o,
ainsi que npus l'avions déjà trouvé au n.» 17 en suivant une marche très différente. On voit par ce qui précède, comment l'intégration des équations linéaires aux différentielles partielles et à coefficiens constans peut se déduire facilement de celle des équations de même espèce aux différentielles totales. Cette remarque sera d'ailleurs pleinement confirmée par le procédé que nous allons développer maintenant pour obtenir l'intégrale sous forme finie de l'équation générale (85), lorsqu'elle n'admet pas d'intégration immédiate.
D — AC 2D— AC
en vertu des relations trouvées au n.° 17; on aura en oulre entre les coefficiens et, /3, la relation
Comparons à l'équation (88) celle du second ordre aux variables t, x
((a 4- m) (d 4- m') — ^*)/ = o , dont l'intégrale complète s'exprime, comme l'on sait, par
ou bien, en suivant la marche indiquée au n." 3i ,
/ = ^-(-7-)-|Ay e"'^"**^^^ , -)^+**^sinû.d«
^rcos«-/(-i— )'+*»^ sin« d«} .
Il faudra de même remplacer dans cette dernière expression m ei m', par ad y et aà^ , ce qui fournira pour l'intégrale cherchée,
e = e-^'^'^-^l r"e"'=°'''^^^5+*^(p(y) a; sin« d«
^dsre'"'"'^'°^^^^My)xsma,da,}, (89)
« étant égal à 'L+î^ , et «, à ^^Hl'.
L'intégrale définie qui entre dans le résultat précédent , contenant une fonction caractéristique soumise au radical, il deviendra nécessaire de lui donner une autre forme qui soit rationelle, afin de pouvoir l'appliquer aux fonctions arbitraires qui en sont afiFectées.
A cet effet, nous allons partir d'un théorème remarquable sur la réduction des intégrales doubles, démontré par M. Poisson, à l'aide de considérations géométriques (*). En désignant par g, h,k trois quantités constantes, la double intégrale
//^^(^ cos w 4- A sin M sin V 4- A sin w cos v) sinw dwdv, .,
prise entre les limites % = o, M = 7r et v = o, v^zItt sera équivalente,
(*) Mémoires de l'académie des sciences, année 1818, pag. 126.
quelle que soit la fonction <p , à
/V) zzz ^L^ ,:^ î (H^ . ; 4^(1^5'' + A* -f- A* cosw) sina d«.
Si Ton suppose <p(^) = e*, A =:= o , qu'on change ^ et A en gx et kx^ le théorème dont il s'agit conduira à la relation
e X sva-Où auz=. 1 1 e ^ ^^smwdMdv;
d'où l'on voit, que l'intégrale caractéristique qui entre dans la formule (89) , est susceptible d'être remplacée par la double intégrale
-L //e ^' X Biau au av ^
prise entre les mêmes limites que ci dessus.
Substituant cette nouvelle expression , on trouvera aisément que le premier terme de l'intégrale (8g) se réduit, d'après la théorie des caractéristiques à
t zzi 1 1 e 'P\y+v*'x cosw — a^)x^xsm.u auav ^
le facteur — étant compris dans la fonction arbitraire; et le second terme à
t" = d j7^*'"''""""''4-(y + a^x cosw) x sinu du dv
pourvu qu'on change y en y — a,^, après avoir effectué la diflFérentiation par rapport à x.
Dans le cas où A-=zo, les deux expressions précédentes rentrent dans celles déjà obtenues ci dessus (n." 3i); et, en supposant a + a' = o i'équation à intégrer deviendra
^xt — a^t — -^ V =. o , (90)
on trouvera alors , à cause de a^:=o, a,r=:a, pour l'intégrale de cette dernière équation ' "-^ '
-ff
6 <P{y -\- ax cosu) X smu audv
xf/e r^[y-t-axcosu)xsinuaudv,
résultat qui coincide parfaitement avec celui obtenu par M. Poisson ^ d'une manière moins directe (*), C'est à l'intégration de l'équation (go) que cet illustre géomètre ramène celle de l'équation générale du second ordre (85). Mais il ne nous sera pas diiRcile de faire voir qu'il est toujours possible de réduire encore l'équation (85) à la forme très simple
Pour cela, changeons les variables x^ y, en d'autres m, v, telles qu'on ait les relations
wz^ax — y. v=:y — ax\
d'où l'on tirera
partant Da^=:(a — «')0c^. Dow^=(a — «')^«'
donc . Da'Da^=(a — a')^„Da^=r(a — a')*^»^*^»
ce qui transforme l'équation (88) en celle ci
d«d^/ — cV = o, (gi)
c étant égal à
a — a' On trouve en outre , à l'aide des relations adoptées ci-dessus
, y — a^xzr: . axz:z — '—.
(*) Hémoires cités, pag. 164.
Substituant ces valeurs dans celles de f' et /" données ci -dessus, on pourra obtenir sous forme finie l'intégrale de l'équation (gi) qui ne semble avoir été exprimée jusqu'ici qu'au moyen du développement en série. Si, pour abréger, on fait encore v -^uz=x^^ v — u = x^, on trouvera directement pour l'intégrale dont il s'agit, la formule
t = I j e^^^^^''^ <^{x^ -\- x^ cos«) x^ sinoe doft d^
"^ ^xx //e'^'^'*'"**^ 4'(-^, + x^ cos«) x^ sinesdoj diS;
les intégrales étant prises entre les limites <»=o,ûsr=7r et /3=o, ^c=.2n. 33. Considérons en particulier l'équation
^jy% = a^l% H- b^x'z 4- c%. (92)
à laquelle se réduit notre équation générale, en y supposant
A = o. B = o. Gr=:^. D = — 1. E = e.
Il ne parait pas possible de dériver son intégrale de celle obtenue pour le cas général, à cause que les quantités n,n\k deviennent infinies. Mais voici un procédé assez simple pour parvenir à l'expression sous forme finie de l'intégrale cherchée.
Désignons la fonction caractéristique «ô^+ôd^-fc par la constante A, la proposée pourra s'énoncer alors ainsi qu'il suit;
^jZ — A« = o ; équation dont l'intégrale est évidemment
et en remplaçant A par son expression caractéristique , il viendra
Or, puisque nous avons déjà trouvé ailleurs, (*) l'équation identique
(*) Mémoire sur la théorie des caractéristique» , pag. 58.
DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES A TROIS VARIABLES. e^%{x) = -2^J^ * e~*>(a; +7 ce, l^y)dc6 ,
Texpression de % se transformera immédiatement en celle ci
le facteur -Ir- étant compris dans la fonction arbitraire. En supposant 6 = o, c=:o, on tombera sur la formule
« = / e~* (p{x + 2<j6 l/ay)d<*,
intégrale de l'équation
ainsi qu'il a été trouvé pour la première fois par Laplace
Si l'on écrit y au lieu de ay et ax au lieu de x, on en déduira pour l'intégrale de l'équation
;s = / e""* <S^{ax + 2a l/'y)dflf.
L'équation (94) est du genre de celles qui, quoique s'élévant au second ordre, ne comportent cependant qu'une seule fonction arbitraire. Mais on peut parvenir , ainsi qu'il suit, à un développement de son intégrale, contenant explicitement deux fonctions arbitraires.
En effet, l'équation à trois variables ^, y, «,
dja = «*«, ayant pour intégrale complète
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la substitution de la caractéristique ad^ à la constante a, fournira immédiatement pour l'intégrale de l'équation (g4^)
Développant les caractéristiques exponentielles qui affectent les deux
fonctions arbitraires, il viendra, en mettant ^''^/(y) = (p^(y) z = <p(y) 4-^ ô(p(y) H--li*4l- a^<î)(y) -i-etc.
(i*X' \ ^ / \ . fi' A"*
+ ax <p^{y) H- -^ d(p,{y) +___ d*4)^(y) + etc.
D'après une remarque faite par M. Poisson , ce dernier développement peut être transformé en 'un autre qui ne contienne qu'une seule fonction arbitraire de ^, et qui s'accordera alors avec celle qu'on obtient directement par l'intégration de l'équation proposée , en donnant à celle ci la forme
ôv« — -1 d*» = o, savoir
% = e""" <p(x) =i<p(x) + Lh*(p(x) -\- J- -^-d*d)(^) + elc.
fi* i.2rt*
34. La méthode que nous venons d'exposer s'applique avec le même succès à une classe d'équations du second ordre , dont les coeiRciens sont des fonctions d'une seule des deux variables indépendantes. Une des plus simples de ce genre est celle ci
qui se ramène immédiatement à
dîa=ia^« + i.«, (95)
en y faisant ayzzzt.
Si l'on substitue la constante A à la caractéristique d<, il ne s'agira d'abord que d'intégrer l'équation du premier ordre à deux variables
d'où l'on tire '^ ^ = A* ^ — ^ ,
et en intégrant a = G^~*el****,
ce qui fournira pour l'intégrale de la proposée,
* = ^-*ei^*^'(p(^), (90
ou bien , en opérant comme dans le n.* 33.
intégrale qui ne comporte de même qu'une seule fonction arbitraire. L'équation ((^5) conduit à celle ci
dî« + 2»» d^«==:i d^» + (— — ■?»*)«,
en y écrivant d^+w à la place de d^. La même substitution étant effectuée dans l'intégrale (96), il en résultera
= x-à e^"^""* e^^î (^{t-\-mx')
= ar-*e / e-«*<p(/-}-wa?*-l-*jtl/2)dar.
Si l'on remplace en outre t par ay , on obtiendra pour l'intégrale de l'équation
.— -r-fc
Occupons nous maintenant de l'équation
qui se présente dans plusieurs recherches de physique mathématique» et dont Euler a fait l'objet d'un travail très étendu, inséré dans les anciens mémoires de l'académie de Turin (Tom. III. pag. 60). On lui doit l'expression de l'intégrale de cette équation, au moyen d'une série infinie , susceptible de devenir finie dans quelques cas particuliers. M. Poisson a montré le premier que cette série peut être transformée en une intégrale définie , et il a ajouté en même lems plusieurs remarques importantes relatives à l'intégrale obtenue de cette manière (*). Mais on va voir qu'il n'est pas nécessaire de chercher d'abord l'intégrale en série , pour en déduire ensuite son expression sous la forme d'une intégrale définie ; ce qui ofi're un grand avantage dans plusieurs équations où il serait moins facile de reconnaître la loi qui lie entre eux les divers coefficiens des termes de la série.
En posant comme ci-dessus ay:=-t, la proposée se réduit d'abord à
^\% = y^% H- * da;» + -^^ ^' (97)
Considérons séparément l'équation analogue à deux variables
a*«4_^a«4_êa = A'a, (98)
(*) Journal de V École polyt. XIX Cahier pag. 215. Je crois devoir rappeler ici que déjà M, Cardinali , dans un mémoire intitulé Sul calcolo intégrale délie equazioni di differenze par • ziali , Bologne 1807 (pag. 15), avait donné l'expression sous forme finie de la même intégrale, lorsqu'on a /3~«. Cependant le résultat obtenu par ce géomètre, contenant des doubles intégrales indéfinies , paraît peu propre aux applications.
où A indique une constante. Faisons y disparaître le terme affecté de %. Pour cela soit z:=zux"; cette substitution changera la dernière équation en
d*u + (^)àu + C^"—'l-^"''-^^)u = A*u. (99)
Le terme affecté de u s'évanouira, en prenant l'exposant n tel qu'il satisfasse à l'équation du second degré
ce qui donnera pour n , les deux valeurs
Si , pour abréger, l'on fait encore 2w + ci=z ik , l'équation (99) se réduira à
et les valeurs correspondantes de k , seront
Pour que ces valeurs ne deviennent pas imaginaires, il faut que /3 soit
une quantité négative, ou bien que,/3 étant positif, on ait 1 — o(,> 2V//3;
il est évident d'ailleurs que A,, A^, exprimeront les deux racines de
l'équation
k{k — 1)=: tu ;
représentant la quantité Ç— fi — /3=:*(?— 1)— /3.
Cherchons maintenant la valeur de m, au moyen d'une intégrale définie; c'est à quoi l'on parviendra sans peine , en appliquant ici la belle méthode d'intégration due au célèbre Laplace (*).
(•) Théorie analytique des probabilités , pag. 110,
Supposons en conséquence u = ye^^Pd/) , P exprimant une fonction seulement de p, et l'intégrale étant prise entre deux limites qu'il s'agit de déterminer. On tire directement de cette valeur de u
du ::=fe^''Vp dp. d'u =/e^''Pjt>* dp
xb*u :=:Je^^Vp*£C dp = f^p'' dp e^^dp
=re^"Vp'—feP^d{Vp').
On trouvera par une opération analogue
^w = eP"P— /e^^dP.
Donc l'équation (loo) qui revient à
a;(d^u — A*w) 4- 2A ôw = o ,
se transformera en celle ci
e^^P (j»' — A^)+/e^'^dj»{2APp + A*clP — a(Pj»')} =0. (101)
En égalant à zéro la partie soumise au signe intégral, il en résultera, pour déterminer la fonction P , l'équation différentielle
2k Vp + (A* —p')dV — 2Vp=:o,
d OU -^ = -^-— — 7 —
et en intégrant P=:C(A* — />*)
Substituant cette valeur de P dans l'équation aux limites
e^"P(/>» — A^) = o, on en déduira e ^ (p' — A") =0.
Donc, en supposant l'exposant A>*o, les limites de l'intégrale seront pznk el pz=. — A, et l'on aura ainsi
Si l'exposant k devient négatif, les limites dont il s'agit cesseront d'être applicables alors. Or, les deux valeurs de k étant positives tant que 06 et (3 le seront également , on pourra dans cette dernière hypothèse employer ici l'intégrale définie que nous venons d'obtenir pour u.
Cette intégrale prendra une forme plus appropriée à notre but , en y faisant ;o = Acosa, ce qui changera ses limites en ft)=:o et û> = 7r; nous en tirerons alors pour l'intégrale cherchée
/ e sin (a au. (i02)
Et puisqu'on satisfait à l'équation (9H), en prenant z=M^**=w:r*~I , il est clair qu'on devra attribuer à k. ses deux valeurs k^, k^ obtenues ci-dessus, de sorte qu'il eu résultera pour l'intégrale complète de cette équation
e sm M au
!5=:Cx^' 2*/ e sm wdw + Ga;"* 2*/
ou bien, à cause de A =: 1 — A, , et en écrivant! «j, au lieu de 1 — i «
r" Jt, — -^ r^ Aa;co»» . cft»— i , , ^/ -*,—*, C^ Axcos* . i— a*i ,
t. =r Co?*' 2^ I e sm w d« + C ^i"^» *» / e sm oi au.
En considérant z comme fonction des deux variables /, ^, cette dernière formule exprimera également la valeur de l'intégrale complète de l'équation (97) , pourvu qu'on y remplace la constante A par la caractéristique d^ , et les constantes C, C' par des fonctions arbitraires de ^; ce qui conduira à l'expression
1, La; r^ TCOSwt*/ / V . ihi — I J , 'Xy — k, P"" a;C08«Dy|-.> . 1—2*, ,
*=J7** »* / e cp(/)sm «dw + a?» * **/ e ^^{t)%\Vi «d»,
(io3)
qui , d'après la théorie des caractéristiques , revient à z = a7**"~î* / <P(ay + £C cos w) sin^ '~ w du
+ iî7ï** *W v|/(ay + ip cos «) sin *« d^ (^O^)
après avoir substitué ay k t.
Si l'on suppose o6 = o, la valeur de a s'accordera exactement avec celle obtenue par M. Poisson , pour l'intégrale complète de l'équation
En faisant /3=:0, l'équation (97) se réduira à
d> = a'(d>H-f?d^»). (io5)
et son intégrale deviendra, à cause de k^-=.\ — -•=z-cb ,
a = ^' */^ (p(ay H-a7C0Sû))sin^~*«d»
t|/^(ay + a: cos«) sin coda. (^f>6)
Supposant en outre «=0, on obtiendrait pour le premier terme de l'intégrale de l'équation
l'expression *^^^/ <P(«y + ^cosw) ar sin« da.
Le second terme donné par la formule (106) ne pourra être applicable à l'hypothèse actuelle , puisqu'on a y?;^ z= o.
Il est bon de remarquer ici que la valeur de u donnée par la formule (102), quoique n'indiquant qu'une intégrale particulière de l'équa-
tion (loo), a suffi cependant pour obtenir l'intégrale complète de l'équation (97) , ce qui provient de la double valeur dont l'exposant n est susceptible. Mais on peut facilement trouver une seconde valeur particulière de m, d'où l'on tirera de la même manière une autre expression pour l'intégrale complète de l'équation en z. En effet, k étant toujours supposé un nombre positif, l'équation aux limites
sera également satisfaite, en prenant /?= — A et />:=: — 00; d'où il résulte pour u , la nouvelle valeur
u — zf
Posant maintenant /) = Asecù>, les limites de l'intégrale se change-
ront en «=o, « = -; et l'on aura alors
"Z — Axsec» . 2* — r ,
^ e tg « sec M d».
On en déduira comme ci-dessus pour la valeur de », l'expression
« = ^ ^~â / ^<p{ay — arseca) tg** *"~*«sec«da» •^ o
-t-a:7~*i/ ^^{ay — ^secco) tg'~^* 'wsec«d«, •^ o
moins simple cependant que celle obtenue en premier lieu.
Observons encore que si dans l'équation (97), on remplace la caractéristique ^t par celle d^ + a, elle deviendra
d'à -h 2a ^t% = dis 4- ? d^« -h (-^ — «')«,
et son intégrale déduite de la formule (io3), aura pour valeur
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zzzzx"^ 2/ e <p(/ + iFCOs«) sm w d«
— — *■ C^ axcoseii/. , \ • i — 2*1 ,
-\-Xz **/ e rp[i-hWCOsa)) sin u du,
36, Nous allons montrer qu'il existe encore d'autres équations plus compliquées, qui par de légères substitutions se ramènent facilement à celle que nous venons de traiter.
Prenons d'abord « =: e»»*w , il en résultera da:« = e'»^(dx -f- m)w et d^»= e"*^(da; 4- w)''m; ces valeurs changeront l'équation
en celle ci
(d^ + m)'w H- - (djp + 7ti)u -|- ^ w = {jby -\- ayu,
ou bien, après avoir développé les divers coeificiens caractéristiques
dlu + {2m H- -) ô^w — d^M — 2ad^u + (£ 4-i^ + n')u = o ,
n* étant égal à ?»* — a*.
Donc, cette dernière équation étant donnée , la supposition M = e~"'^« la ramènera immédiatement à la forme de l'équation (97).
Considérons encore l'équation
En posant z=:x^z', on s'assurera aisément que la supposition /*=— fera disparaître le terme affecté de d^«, de sorte que l'équation qui en résultera , prendra la forme
ô>' + 2 Ad^ d^» + B dl% = ^ d^»' 4- 5! a'; (108)
les coefficiens C, D' ayant les valeurs suivantes
G'=rC— 2Bn. D'=E + Cw — n(n—i)B.
L'équation précédente peut s'exprimer encore ainsi qu'il suit
A'* étant égal à A* — B.
Faisons maintenant a'=:e~ "^ *w, u désignant une nouvelle fonction des deux variables x^ y. On en tirera
donc (by + Ad^)a'= e'^-^^^u,
et en posant pour abréger —- = « , _ -^ = ^, il viendra après les substitutions exigées , au lieu de la proposée , l'équation
analogue à celle (97), et dont l'intégrale s'exprimera par conséquent par
«rra?^ »/ <|5(A'y + a:cosw) sin ^ «d» J o
L'équation
m' \ ^ , nz
d„ de« =:-^ d„« H- -^ d«» 4
traitée pour la première fois par Laplace {") , est encore du genre de celles qui se ramènent à l'équation (g 7) , ce qui ne paraît pas avoir été remarqué jusqu'ici. Il sera donc possible d'obtenir directement son intégrale sous forme finie, sans qu'il soit nécessaire d'en chercher auparavant le développement en série infinie. A cet effet, introduisons deux autres variables a;, y, telles qu'on ait les relations
u^ziax — y, f = y — a'x^
il en résultera (n." 32).
Do« = (a — a') d,,« , D«'i5 = (a — a) Dm»
Ces valeurs changeront la proposée en celle ci
ou bien, en exprimant chaque membre en fonction des coefficiens différentiels partiels d^ , ^y
Or, puisque les constantes a, a sont entièrement arbitraires, on pourra en disposer ici, de manière que le terme effecté de <iy% disparaisse dans cette dernière équation, ce qui s'effectuera en posant
Ces substitutions faites , l'équation dont il s'agit deviendra
Ojr%-\-{m — m) dxOj% — mmd^a + mm (^T- ^ Ox'z-\ a = o.
(*) Mémoires dé l'académie des sciences , année 1779.
Si l'on compare à présent cette équation à celle (lo8), on aura
C = — mm'(m-\-m'). D' =r — nmm',
ot
__ kmm' p, ___ k'imm'
m-\-in' (w-}-/7i'j»
Il Tiendra de plus
^__ jH-t^^__W_ / _^ v^ _. flH^'o __ mv-m'u
a — a m-\-fn' a — a' m-\-r/i' '
^nmiu-\.p)-\-i-^—){mi^-m'u) ^,„,^^ donc X — Ay= ; — ; = 1 —
*' . / A \ mv~m'u , /m'u-\-mu\ et A y H- yx — Ky) cos ta = 1- ( — ^ — ) cos w
= mv cos* mu sin* -.
Substituant ces valeurs dans la formule ( i og) , on obtiendra pour l'intégrale cherchée
a = (m'M-+-mv)**~ i / <p(mt; cos* - + mu sin* t) sm ^"""^w àot ^ o
H- (m'w4-»zv)T-*' / ^[mv cos' - + mu sin* -) sin^~" *« d» ( i lo) k^ désignant, comme dans le n.'SS, une des racines de l'équation
Dans le cas particulier où l'on a w = o, ce qui donnera à la fois ^=o, on aura A,=z -, 2^, — i =« — i, et la valeur de % se réduira
alors à celle ci
<p(/nî; cos*- +m'w sin* *) sin* ^« d» o ^ -
+ (wt'w -h wv)' */ ^['(wvcos* -+m'ttsin* -) sin'""*»d». (m)
Si l'on suppose en outre mz=im\ il en résultera pour l'intégrale de l'équation
la valeur
« = / <p < 7» (v cos - + M sm -) > sin ^ 'ca do»
-f. (u+v)' f t|>| m(vcos^ - 4- wsin* *) | sin'^"*'*"'» du.
C'est ^'w/er qui, le premier, a donné un développement en série infinie de l'intégrale de l'équation précédente (*). Parseval a fourni ensuite le moyen d'exprimer la valeur de cette série au moyen d'une intégrale définie (j-). Mais il est aisé de s'assurer que le résultat auquel on parviendrait, en effectuant les transformations indiquées par ce dernier géomètre, serait d'une forme beaucoup moins simple que celle que nous venons d'obtenir ci-dessus.
Soit donnée encore l'équation
cLa = a^> + ^ d^« + -1 «.
ne contenant par rapport à la variable y que son coefficient différentiel du premier ordre. Si l'on y fait ay zzi , la proposée prendra la forme
Si l'on marque la caractéristique d^ par la constante A, il est évident qu'en traitant l'équation précédente comme celle (97), son intégrale s'obtiendra directement à l'aide de la formule (io3), pourvu qu'on y
change d^ ou A en zb ô< , ce qui fournira pour la première partie de l'intégrale complète , l'expression
J? * » / (e '-{-e ')(p(/)sm « d«,
(*) Institut, cale, integr. Tom. III. pag. 267.
(•{•) Mémoires présentés par divers savans. Tom. I, pag. 541.
Pour savoir ce que signifie la caractéristique exponentielle qui aflfecte la fonction arbitraire, il suffira de remarquer qu'en posant
M étant fonction des deux variables x^t^ on en tirera l'équation difié-
rentielle
^\u = cos*« d^M ;
d'où il suit que la valeur de u énonce sous une forme caractéristique l'intégrale de cette dernière équation, et pour laquelle nous avons déjà trouvé (n.° 33)
w = / e~" <p{x cos« + 70t. V^t) da. — co
La substitution de cette valeur de m, conduira à
z:^ar^~'i I sin ^ w dw / e ^(^cosw -|- 2<36l/^) d«
o — ûo
+ a?-l*»-*»/"'sin ~^*'« dw /"'* e-«'^(^ cos» + 2«1//) d«. (u3)
Telle est l'intégrale complète de l'équation (n?). Si l'on y fait *«=ro et t-z=.a*y, le résultat particulier s'accordera encore avec celui obtenu par M. Poisson , pour l'intégrale de l'équation
Dj.a = a"" I dx« -f- E « J .
Ce géomètre a prouvé en même tems que les deux fonctions arbitraires contenues dans la formule (i i3), sont susceptibles d'être réduites à une seule , ainsi que cela a lieu pour l'équation (gé) ; ce qui tient à ce que l'équation à intégrer n'est que du premier ordre par rapport à l'une des deux variables indépendantes (*).
(*) Journal de l'Ecole polyt, , Cah. XIX. pag. 240.
39. On vient de voir le parti qu'on peut tirer de l'intégration par les intégrales définies des équations différentielles ordinaires , pour en déduire celle des équations aux différentielles partielles. Voici encore quelques applications de la même méthode.
Soit à intégrer l'équation
d*» — ^x^y^-h-^T^ — ^djr%=ZO, (ii4)
Elle donnera lieu à l'intégration de l'équation à deux variables
ô'«H-?d« — êA« — Ad«=ro, (ii5)
A désignant ici la caractéristique Oj.,
Faisons % z=:Je^^Vdp ; on trouvera , en intégrant par parties
xd% —fe^^^px dp = e^'^Vp —.feP''d(Vp).
Ces valeurs étant substituées dans l'équation (ii5) mise sous la forme
x^*% + (cb — Ax) b% — (BA% = o, on obtiendra pour déterminer la fonction P , l'équation différentielle
d{Vp') — Aè{Vp) — »Vp 4- /3AP = o , qui se réduit à
ip' — Ap) dV -{- {2p — A — ctp -h ^A)V = 0 i
d'où ^ — i^ZULP+llZI^
P — ilJ—A)p
donc , en intégrant
V^Cip^Af-^-'p^\
Quant aux limites de l'intégrale, l'équation y relative étant /' (^'P _ AVp) = Ce^" (p — kf-^p^ = o, on en conclura , en supposant «6 > /3 , les deux sistémes de limites
jo==o, jo = A, et/?z=:o, P^^^ — oc- Partant, l'équation (ll5) aura pour intégrale complète
% = C /^V^ {X-pf-^-'p^'-'dp + G' re-'' i^+pV'^" P^"àp.
Si l'on prend /? = A sin*(p, le premier terme de cette intégrale se transformera en
/ 2 e ^ sm '^ (p cos ^ <p d<p.
Et en faisant ^ = Atg*<p, le second terme se réduira à C /^e tg "^ <p sec <J)d4>.
Au moyen de ces substitutions , on trouvera , en opérant comme dans le n.° 35, pour l'intégrale complète de l'équation (ii4)
%•=: I ^ ^{y + X sin*(î)) sin*^~'<p ços'^ ~^(p d<p
H- A ^''(y — ^ tg'<î>) tg'^^'V sec'^'cp dcp, (i i6)
jS' étant r= « — /3,
L'équation a> = ^ (di« -+- ^ d^«) , (l»7)
peut être traitée ainsi qu'il suit.
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Faisons a: = V^2w ou ^*=2m, on aura alors
it)^a = dM». ()*a= ô««s4- 2wô*«,
ce qui transformera la proposée en celle ci
équation analogue à celle (io5). Donc la formule (to6) donnera en y remplaçant «par ?—, et remettant -^* à la place de w, l'intégrale
I — X __ 1—cc
%^x '* I <p(ay-}-_ cosw) sin * uàui
fay^-' cosû>)sin * w d«. " (ll
4o. Nous terminerons cette dernière partie de notre travail par indiquer les transformations successives qui peuvent être appliquées à l'équation générale
dU + PMj« + Q^> + Rc>^« + SD^!5 + T« = o, (119)
afin de réduire le nombre des termes de son premier membre , tous les coefficiens P, Q...., étant supposés fonctions de x seulement. En effet, après avoir déterminé les quantités p, p\ q, q\ à l'aide des équations suivantes (n.° 18)
?=/)+/?'. i^z=.pp'. K=zp'q -{-pg' -h^p. S=:q-{-q\
et posant en outre 1 = qq' -^bq — T',
la proposée prendra la forme
{J)p' + q')(Dp + q)^ = T%. (120)
Faisons d'abord «=e~^* ^i, t étant fonction des deux variables indépendantes, on en tirera •-''■ ^' ;
donc, l'équation (119) deviendra
Dp'Dpi + iy'-^q) T)pt = TV.
Prenons encore / = e*w, u étant également une fonction de x,y,et l'exposant k tel qu'on ait D^A=o, cette nouvelle substitution conduira à l'équation
DpDpU -f- {Dp'k 4- q' — q)T)pU = T'w.
Déterminons à présent la fonction k de manière à ce qu'il en résulte
lipk=q— q\
ce qui fera disparaître le second terme de l'équation précédente. Or, puisqu'on a en même tems D^A=:o, ces deux conditions fourniront pour évaluer cette fonction , les équations
(/''—f)^^'^ = $' — /» (/?— y)dxA=;?(9'— 5-'),
lesquelles étant intégrées la première par rapport à y , et la seconde par rapport à x, donneront
Ces deux valeurs de la fonction k montrent qu'elles ne pourront s'accorder que lorsque la quantité ^- — ^ se réduit à une constante. Donc , en adoptant cette hypothèse, il viendra
p{ç—g'<lv
et puisque %-=zê~-''^ ^/=re ~J'^ '^u^ l'exposant de e dans cette dernière expression aura pour valeur
l^-^Z2:)y — ClPI-Pl') d^.
L'équation en u se transformera alors en
équation qui revient , à celle ci
Si l'on écrit 2r au lieu de P, on s'assurera sans peine que la dernière équation peut encore s'énoncer sous la forme suivante
D> + (Q — r') a> 4- ijèp — dr) c)^ w = T'w ,
qui équivaut à D'm — Q'^ ^^u -\-K'èjUz=T'u, (122)
en mettant pour abréger
.- — Q = ^ — Q ' = (ZiZiLy = Q '^
d'où il suit en même tems R'=ôQ'.
On peut maintenant remplacer la caractéristique D,. par celle ^x ; à cet effet, il suffira de poser wr=e~ ^u\ r' étant la valeur de frdx , et u' une nouvelle fonction des deux variables x, y. On déduira alors la valeur de u de celle de u', en écrivant dans celle ci y — r' à la place de y.
L'équation u=e '-^w' donnera
Ces substitutions changeront enfin l'équation (122) en celle ci a;w' _ Q'^ ô^w' + dQ'dju' = T'w'.
Voici encore un autre mode de transformation qui pourra être appliqué à l'équation (121). En effet, soit uz=:e~^^'^u', /?, désignant l'intégrale
Jpàx\ on en tirera hpU=ie~^^''J'hxU , Par conséquent
ce qui conduira à l'équation
^W + {p—p) ^^^jW = Tu'.
Telle parait être la forme la plus simple à laquelle l'équation {iiL)) puisse être ramenée dans l'hypothèse que nous venons d'admettre relativement aux quantités ;o, p\ q^ q\ et l'on voit clairement, d'après la théorie précédente , que la difficulté de son intégration est réduite à celle de l'équation à deux variables
ô*M + P'dM = T'«, (i2:'5)
P', T' étant des fonctions de x. Donc chaque fois que la nature de ces fonctions permettra d'intégrer cette équation sous forme finie , il sera facile de déduire de cette dernière intégrale , celle de l'équation (121). Or^ le problème dont il s'agit est encore loin d'être résolu dans toute sa généralité. Les géomètres feraient, à notre avis, une chose utile aux progrès de l'analyse , en établissant diflFérentes classes de l'équation (i23), susceptibles d'être intégrées au moyen d'intégrales définies.
HOTE SUR L INTEGRATION DE QUELQUES EQUATIONS LINEAIRES A QUATRE VARIABLES INDÉPENDANTES ET A GOEFFIGIENS CONSTANTS.
1. Quoiqu'il n'entre pas dans mon plan de traiter pour le moment les équations différentielles contenant plus de deux variables indépendantes, j'ai cru néanmoins qu'il ne serait pas déplacé d'ajouter ici une application spéciale de la théorie des caractéristiques à l'intégration d'une classe d'équations linéaires à quatre variables indépendantes^, connues dans plusieurs recherches de physique et de mécanique, et dont quelques géomètres du premier ordre se sont déjà occupés avec succès. Cette application m'a paru d'ailleurs très propre à faire ressortir davantage les ressources que présente notre théorie pour simplifier singulièrement les opérations analytiques,
Soit en premier lieu l'équation
a=,4) = Adl4)-f-BÔJ4)-hCD^cî), (1)
la variable ^ étant fonction de x, y, z, i.
On pourra toujours la réduire d'abord à la forme plus simple
en écrivant xl^k^ yl^^t aV^C, à la place de x, y, a, ou bien à celle ci
d%<!? = [bi + a; 4- ci;](p = tr>, (3)
en regardant ô.^-f ô^-f-ô, comme une seule caractéristique d'opération que, pour abréger, l'on désignera par le signe tJ\
Il est clair à présent qu'en appliquant à l'équation (3) le procédé du n.°3o, son intégrale complète s'exprimera par
4)=/ e ^°^''fsmu'F(x,y,z)du-\-èfl e ^°^''/sin«F'(a:, y, »)d«. (4)
Or, d'après le théorème de M. Poisson cité au u." 32, on a immédiatement
e isme*diar=l e >" ^^:c^ yr , /smwdw
1 /^/^/(cosM ['',+ 8ÎnM8in»3 -|- »inMCOsr^,) . . -, , /c\
z=.-—ffe^ ^ -r^ '^isinuduav. (D)
De plus , l'expression
indiquant , d'après la théorie des caractéristiques , la quantité
F(^ + «, y + /3, s H- y), il devient facile de conclure des équations (4) (5),
^ ^rJJÎP(x-{- icosUf y + Zsinwsinv , îs + ^sinwcosv) ^sinwdwdv -\-^fjjF'(x-}-écosu, y + ^sinwsinv, a + /sinMCOsv)^sinwdwdi'; les intégrales ayant pour limites
M = o. u=z7r. V = o. i;=25r. On en déduira directement pour l'intégrale de l'équation (i) <P=::jjF{x-\-[/A.fcosu, y + V/B/sinwsinv , a+l/C/sinMCOsvj^sinwdM dv + 0,yy F'(a. + l/A^cosM, y+v/B/sinwsinv, 2H-l/C/sinMCOsi')/sinwdwdî;.
Le résultat auquel nous venons de parvenir par une voie assez simple, s'accorde exactement avec celui donné pour la première fois par' le susdit géomètre, en traitant le cas particulier de A:=B = G=a* (*).
(*) Hémoirea de l'Académie de8 sciences, année 1818, pag. 110.
Soit l'équation plus générale
■ d',<î) = Ad:<? + Ba^<p + Cô,(î)-h2Dd^0y<p + 2E^^d^(Ç-h2Fa^cl^(?. (7)
Nous allons montrer que l'on peut faire dépendre son intégrale de celle de l'équation {2) traitée ci dessus.
En effet, donnons d'abord à la proposée la forme suivante
b-,(p = bl<^ + b'y(p 4- èl(p + 2a(i^èj<p + 2bd^^^(p + 2ctlyd^(p , (8)
ce qui s'effectuera , en changeant les variables comme précédemment , et, posant en outre
l/BC i/AG v/AB
Considérons séparément l'équation *
et introduisons à la place de x', y', %', trois autres variables indépendantes cr,y,», liées avec celles là par les relations
X = ûtx' + ci^y' •+■ »^%'
%z=yx' -hyy -\-y^%'; d'où il est aisé de conclure
^x'<P ^ [«d* + (^àjr + ydz\<(>
Il est évident maintenant qu'en substituant ces valeurs dans l'équation (g), celle ci prendra précisément la forme de la proposée réduite à l'équation (8), pourvu que l'on détermine les neuf coefficiens a, |3, y, etc. , de manière à satisfaire aux six relations suivantes
a^ + »\ + »lz=:i. ^^ + ^[-{.(31=1. / + y; + yl = i
uy H- «,y, + ot,y^ = 6
Rien n'empêche à présent de disposer de trois de ces neuf coefEciens, afin d'en réduire le nombre à celui des équations qui doivent servir à les déterminer en fonction des coefficiens de l'équation (8). Supposons donc ^:=o, y^o et yi=o; il en résultera d'abord
et il restera à résoudre les équations
0^ -h oi'^ -h oc^ z=z l
d'où l'on tire facilement
Les relations (A) se changeront alors en celles ci
D'après ce qu'on a vu ci-dessus (n.''2), le premier terme de l'intégrale complète qui vérifie l'équation (9) a pour expression
Jje ^ 'VsinMF(a.'', y', a )dwdv.
Il ne s'agira maintenant que d'y remplacer les caractéristiques ^%' ^ dy', dz', par leurs valeurs précédentes en fonctions de dx, dy, d^. Effectuant cette substitution , on trouvera sans peine que l'exposant
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caractéristique de la quantité e, s'exprimera par
/{(6 cosw -f- ot sinu sinv + a^ sinu cosi/jd^ 4- (ccos w + /3i sinw cos v)3jr H- cos w d«} .
Donc , si pour abréger , on pose
X ■+• t{b cosw + ûs sin M sin v + «, sin u cos v) = X y + t{c cosw + /3^ sinw cosv) = Y z+ t Q.08U =: Z
*»*i»/3j ayant les valeurs énoncées ci-dessus, il en résultera pour l'intégrale complète de l'équation (8), l'expression
<p=y/F(X, Y, Z) /sinMdwdv-fc>//[/F(X, Y, Z)/sinMdwdy. (lo)
En remettant au lieu de ^, y, «, les variables -^ , -^ , — ^i et au
lieu de a, 5, c, leurs valeurs en fonction des coefficiens de la proposée, on s'assurera facilement que notre intégrale coincide parfaitement avec celle obtenue par M. Cauchy, en suivant' une méthode tout à fait différente (*).
L'équation a<cî) = Ac)^<p + Ba;4) + Cd^cp , (ii
est susceptible d'être intégrée ainsi qu'il suit.
Après avoir fait disparaître les trois constantes A, B, C, et en employant la notation adoptée précédemment (n.° 2) , elle pourra s'écrire sous la forme simplifiée
L'intégration de cette équation du premier ordre par rapport à la variable /, donne sur le champ
ou bien (Ç = e * y 't|/(^,y, «j. (12)
ji_ — : : . —
(*) Journal de l'Ecole polyt. XX Cah. , pog. 298.
Or , puisque (n." 33)
on aura de même
^H{x, y, «) = -^y'*e"^*v|.(^, y, «H- 2yl/^) dy
d'où l'on conclura immédiatement pour la valeur de (p donnée par la formule (12)
(p=JJJr^'''-^^'+^'^^[x+7ta^t, y-+-2/3l^/, »+2yi//}d<*d/3dy, (i3)
chacune de ces intégrales s'étendant depuis l'infini négatif, jusqu'à l'infini positif.
On en tirera encore pour l'intégrale de la proposée
(p=rrre~^''''^^*'^%{x-\-2ci;i^At, y+i^W^t, »-h2yl/C/f}d«d^dyî
valeur qui s'accorde de même avec celle donnée par M. Poisson pour le cas parliculier de A=iB = C:^a. (")
5. L'intégrale que nous venons d'obtenir, conduit directement à celle de l'équation plus générale
^t<J? + wcp = d^<î) 4- hyd? H- d!<p + •2abxàj<p + 26d.rd^(p + 2cd^da<p. (i5)
En eJBFet, changeons d'abord (p en e—'"^*^\ <p' étant une nouvelle fonction des quatre variables indépendantes , la proposée prendra la forme
i)<(p' = bW + ôj<p' 4- ô!(p' + 2ad:,ô^(p' + 2bdxdz<P' + 2cdyd^(p'. (16)
(*) Kémoires cité», pag. 144.
Prenons trois autres variables x, y, z, telles qu'on ait comme cidessus (n." 3)
xzzzux' -^ ût^y' -{- cc^z'
y = ^x'-i-(By + (B^z- (A)
z = yx' +yy +y,«',
Or, en déterminant ces neuf coefficiens de la même manière que dans le n.'S, l'équation (i6) se réduira immédiatement à celle ci
a,<î)' = [ôi, + d;:+a,^](p', (17)
dont l'intégrale est donnée par la formule (i3). Quant aux relations (A) , elles deviendront dans le cas actuel
X ::^ ûix' -\- » ^y -{- bz
z = z\ et conduiront aux valeurs
y __ (3..r - «.y + (u,c - Pi/))z > ■_.?/ — Çg
De tout ce qui précède on conclura aisément que la proposée aura pour intégrale
<P=e-'"*J7Te~^^'-^^'-^'%{x'+2p]^f,y'^?q}^t,z+2rly^l)dpdqdr,^^^^
pourvu qu'on y écrive à la place de x\ y\ leurs valeurs exprimées cidessus en fonction de ^, y, z.
Mais on peut obtenir encore pour cette intégrale, une autre expression contenant implicitement ces trois dernières variables. Pour cela , observons que la valeur de <^ est susceptible d'être énoncée sous la forme suivante
Donc, en écrivant au lieu de d^;', t)^', d^' , leurs expressions en d.r, dj, dj; , données ci-dessus, on obtiendra , après avoir posé
/>« -[- ^fltj -j- r6 r=: A. ç-jS^ + rc r=: / ,
<î)— e~"y7y^~'^''+^'"*'''^i|.(a:+2Al//, y+2/l//, £ + 2rl//) d/»d^dr.
pour l'intégrale de l'équation (l^).
Murs 0825.
Imprimerie de A. D. Schinkel , à la Uajre.
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