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L'Académie des Sciences a déjà reçu les premières livraisons des Nouveaux Exercices que j'ai eu l'honneur de lui offrir. En attendant
que les suivantes [ui parviennent, je ne puis résister au désir d’indiquer ici quelques-uns des résultats qui s’y trouvent contenus. Ces résultats me paraissent de nature à intéresser l’Académie, à laquelle je vous prie de vouloir bien donner lecture de cette Note, en demandant qu’elle soit jointe au procès-verbal et déposée dans les archives.
Les livraisons, déjà imprimées jusqu’à la septième, renferment la suite du Mémoire sur la dispersion de la lumière. Quelques autres encore se rapporteront au même objet. Dans le $ IIT, que vous avez reçu, j'ai donné (p. 34 et 35) les conditions nécessaires et suffisantes pour que la propagation de la lumière soit la même en tous sens. Ces conditions établissent des rapports numériques entre certaines sommes triples et aux différences finies, composées de termes dont chacun dépend : 1° de la distance r de deux molécules éthérées; 2° des angles «, 9, y formés par cette distance avec les axes coordonnés; 3° de l’action réciproque /(r) de deux molécules l’une sur l’autre, et fournissent le moyen de débarrasser des angles «, 6, y les sommes que l’on conserve dans le calcul. En supposant ces conditions remplies, on obtient pour tous les milieux une première approximation des mouvements de léther; et l’on reconnaît que la durée T d’une oscillation moléculaire
L ’ D + ° y , F4 ° pour une couleur donnée, ou le rapport s — > est liée avec l'épais-
seur / d’une onde plane, ou le rapport # — _ par une équation du
troisième degré en s? qui offre deux racines égales et une racine simple, toutes développables en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de 4°. Pour une couleur donnée, c’est-à-dire, pour une valeur donnée de s, cette équation sert à déterminer la longueur d’ondulation, ou la valeur de #, et la vitesse de propagation de l’onde Iumi-
neuse, ou Q — A
D'autre part, les conditions dont il s’agit sont toujours remplies lorsque les sommations doubles relatives aux angles peuvent être transformées en intégrations doubles aux différences infiniment petites. II est donc naturel de penser qu’on obtiendra une première approxima-
tion des mouvements de l’éther dans tous les milieux, et probablement avec une grande précision les lois de son mouvement dans le vide, si l’on transforme les sommes triples aux différences finies en intégrales triples aux différences infiniment petites. Alors, dans la série qui représente le développement de la racine double de l'équation du troisième degré, le coefficient de £?* devient une intégrale simple relative à r, et se réduit même à une constante multipliée par la différence entre les deux valeurs qu’acquiert le produit
quand on attribue successivement à la distance 7 des valeurs nulle et infinie. Cela posé, le phénomène de la dispersion disparaitra si le produit en question s’évanouit toujours pour une valeur infinie de r, et se réduit à une constante différente de zéro, pour r — 1, et pour une valeur nulle de r. C’est ce qui aura lieu, par exemple, si la fonction f(r) est de la forme
De hr, é se x k2 ES À étant positif. D'ailleurs, pour que le rapport =: reste positif, 1l faudra que la constante A soit négative, c'est-à-dire que les molécules d’éther se repoussent. Donc nos formules donneront dans le vide, conformément à l'expérience, la même vitesse de propagation pour toutes les couleurs, si l’action réciproque de deux molécules est une force qui, pour un rapprochement considérable de ces molécules, soit répulsive et réciproquement proportionnelle à la quatrième puissance de la distance. Déjà dans les Anciens Exercices (HI° Volume, p. 203), en considérant le mouvement d’un système de points matériels, j'avais remarqué qu'il fallait supposer le produit r“f(r) nul avec r pour faire disparaitre des termes que M. Navier a conservés dans les équations des corps élastiques. Mes nouvelles recherches sur la Iumière doivent faire croire que ce produit ne s’évanouit pas avec r dans le fluide éthéré. Probablement il ne s’évanouit pas non plus avec r dans les corps solides; d’où il résulte qu’on peut calculer le mouvement des corps élastiques
avec une approximation qui sera suffisante dans un grand nombre de cas, en transformant, avec M. Navier, les sommes aux différences finies en intégrales aux différences infiniment petites.
Lorsqu'on cesse de transformer les sommes relatives aux angles en intégrales aux différences infiniment petites, les deux racines égales de l'équation du deuxième degré sont généralement remplacées par deux racines peu différentes l’une de l’autre, et l’on obtient les phénomènes de la polarisation et de la double réfraction, comme on l’a vu dans les paragraphes déjà publiés de mon Mémoire. Mais on peut généraliser encore les résultats qui s’y trouvent contenus en développant les formules (24) du $ IT, et cessant de négliger les sommes composées de termes qui changent de signe en même temps que les cosinus des trois angles «, 6, y. Alors les racines de l’équation du troisième degré, développées en séries, renferment des puissances impaires de # multipliées par Ÿ— 1; par suite la valeur de #, correspondante à une valeur donnée de s?, devient en partie imaginaire, et des exponentielles négatives, introduites comme facteurs dans les valeurs des déplacements moléculaires, peuvent les faire décroitre très rapidement et les rendre insensibles à une distance plus ou moins considérable de la surface d’un milieu réfringent. Lorsque cette distance est comparable aux longueurs d’ondulation, le milieu devient opaque. D'ailleurs les coefficients de r, dans les exponentielles négatives, étant fonctions de #, varient avec les couleurs, ainsi que dans le passage du rayon ordinaire au rayon extraordinaire. Nos formules ainsi généralisées représentent les phénomènes de l’absorption de la lumière ou de certains rayons, produite par les verres colorés, la tourmaline, ete., le phénomène de la polarisation circulaire produite par le cristal de roche, l'huile de térébenthine, ete. (Voir les expériences de MM. Arago, Biot, Fresnel, etc.) Elles servent même à déterminer les conditions et les lois de ces phénomènes; elles montrent que généralement, dans un rayon de lumière polarisée, une molécule d’éther décrit une ellipse. Mais, dans certains cas particuliers, cette ellipse se change en une droite; et alors on obtient la polarisation rectiligne. Ajoutons
que, si le coefficient de r dans les exponentielles négatives diffère de zéro, les ellipses décrites par les diverses molécules décroitront de plus en plus pour des valeurs croissantes de r, et que, si ces valeurs croissent en progression arithmétique, l'intensité de la lumière décroitra en progression géométrique. Enfin le calcul prouve que, dans le cristal de roche, l'huile de térébenthine, etc., la polarisation des rayons transmis parallèlement à l'axe (s’il s’agit du cristal de roche) n’est pas rigoureusement circulaire, mais qu’alors l’ellipse diffère très peu du cercle.
er
OPTIQUE MATHÉMATIQUE. — Lettre à M. Ampère sur la théorie de la lumiere.
C.R., t. IL, p. 207. (9 février
Dans ma Lettre de vendredi, je vous ai fait connaitre les divers résultats auxquels j'ai été conduit par mes dernières recherches sur la théorie de la lumière. (Voir p. 5 du présent Volume.) J'aurai bientôt l'honneur de vous adresser un extrait de ces recherches. Mais, en attendant, je désire joindre encore à l'exposition que j'en ai faite quelques observations nouvelles que je vous prie de vouloir bien communiquer à l’Académie dans sa plus prochaine séance.
Lorsque la propagation de la lumière est la même en tous sens, l’équation du troisième degré, qui établit une relation entre le carré de la quantité s, réciproquement proportionnelle aux durées des oscillations moléculaires, et la quantité #, réciproquement proportionnelle aux longueurs d’ondulations, étant résolue par rapport à s°, fournit deux racines égales et une racine simple. Or je trouve qu’au lieu de développer ces racines en séries, il est plus commode de les présenter sous forme finie. Dans ce cas, en nommant 7 la distance des deux molécules, fr) Vaction de l’une sur l’autre, et changeant les sommes triples en
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intégrales, je trauve que la racine double peut être représentée par la somme de deux termes, l’un constant, l'autre proportionnel à #?, Le terme constant a pour facteur la valeur extrême du produit 7° f(r) correspondante à une valeur infinie de r. Le second terme a pour facteur la valeur du produit 7” f(r) correspondante à r — o. Il en résulte que la racine double, ou la première valeur de s°?, cessera de s’évanouir dans deux hypothèses, savoir : 1° si r”/(r) se réduit à une constante finie pour r—o; 2° si le produit 7° f(r) se réduit à une constante finie pour r — +. La première condition sera remplie si l’on a
pers
ou même, plus simplement,
finies
La seconde condition sera remplie si l’on a A r ET Le * fu)=
La première hypothèse me semble représenter les mouvements de l’éther dans le vide. La seconde représenterait-elle les mouvements moléculaires des corps pondérables? C’est ce que j’examinerai plus tard. Dans l’une et l’autre hypothèse, les termes conservés par M. Navier dans les équations du mouvement des corps subsistent, comme je le disais dans ma dernière Lettre. Mais 1l est juste d'observer que les rapports entre les coefficients semblent différents de ceux qui paraissent convenir aux corps élastiques. I y à plus, dans la première hypothèse, il faut avoir soin de prendre pour origine d’une certaine intégrale relative à r, non pas précisément une valeur nulle de 7, mais la distance des molécules les plus voisines. Autrement cette intégrale, qui d’ailleurs ne se trouve que dans la seconde valeui de s?, semblerait infinie. Quant à cette seconde valeur de s?, il serait intéressant d’examiner si elle ne pourrait pas représenter le mouvement de la chaleur. Je désirerais, pour cette raison, que vous eussiez la complaisance de
me transmettre quelques détails sur celle de vos séances où il a été question de la polarisation de la chaleur.
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Notes sur l’Optique, adressées à M. Librt.
PREMIÈRE NOTE
Suivant les principes que j'ai développés dans le Mémoire sur la dispersion, les mouvements de l’éther, pour un rayon simple d’une couleur donnée, se trouvent généralement représentés par les formules (24) du $ II de ce Mémoire. Lorsque, dans ces mêmes formules, les dérivées du premier ordre des déplacements moléculaires €, , » disparaissent, c’est-à-dire lorsque les coefficients de ces dérivées se réduisent à zéro, on obtient les formules (25), et par suite les formules (34), (35) du même paragraphe. La dernière de ces formules, ou
l'équation (35), est une équation du troisième degré en s? qui sert à 27T
l : ; , ; Ë AE (r étant la durée d’une vibration, et / —
déterminer le rapport s — ==; ou bien encore la vitesse de propagation
27 l’é . k TK l'épaisseur
d’une onde plane) en fonction de K et des cosinus a, b, c des angles formés par la perpendiculaire au plan de l’onde avec les axes coordonnés. Or, de cette équation du troisième degré en s?, je déduis très simplement une seconde équation de même degré qui doit être vérifiée en même temps que la première, toutes les fois que deux racines de la première deviennent égales entre elles, ce qui permet de déterminer avec.une grande facilité les deux axes optiques, c’est-à-dire les directions que doit prendre le rayon ordinaire pour se confondre avec
le rayon extraordinaire dans un milieu doublement réfringent. Les
racines de la nouvelle équation du troisième degré sont, comme celles de la première, représentées par des fonctions des quantités K, a, b, c. Or il suffit d'admettre que ces fonctions deviennent indépendantes de a, b, cet de réduire, en outre, à leurs premiers termes les développements des inconnues en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de K, pour obtenir des formules entièrement semblables à celles que j'ai données dans la 51° livraison des Anciens Exercices (!) et par conséquent pour retrouver les théorèmes de Fresnel sur la double réfraction, sur la surface des ondes, ete. Toutefois il y a une remarque essentielle à faire, et que je vais indiquer.
Lorsque le plan de l'onde coïncide avec l’un des plans principaux dans un système de molécules qui offre trois axes d’élasticité rectangulaires, la vitesse de propagation d’un rayon polarisé parallèlement à l'un des axes peut être (voir la 51° livraison, p. 69 et 70) la racine carrée de l’une quelconque des six quantités représentées par
D’après les formules de Fresnel, ces six quantités se réduiraient à trois, les vitesses de propagation de deux rayons polarisés perpendiculairement au même axe étant toujours égales. Or cela peut arriver de deux manières, sans que P, Q, R s’évanouissent, et cela arrivera effectivement : 1° si les conditions
Ho 0 LTD,
étant remplies, les vibrations des molécules s'effectuent dans les plans généralement nommés plans de polarisation, puisque alors on aura P+I=P+H=P,...; 2°8s16G, H, I n'étant pas nulles, et les vitesses des molécules étant perpendiculaires aux plans de polarisations
(1) V° année. — Ce renvoi se rapporte à l’ancienne édition. Il en sera de même pour tous ceux qui suivront et qui se rapporteront à un texte non encore publié dans la présente édition. Lorsque celle-ci sera terminée, on publiera une Table de concordance qui indiquera les renvois aux divers volumes de la collection. Quant aux renvois qui concerneront des textes déjà reproduits dans la nouvelle édition, ils se rapporteront à cette dernière et seront signalés par une annotation indiquant la série, le tome et la page. (Note des éditeurs.)
EXTRAIT N° #4. 13 on a, entre les quantités P, Q, ..., G, ..., les équations de condition R+H—Q+I, P+I=R+G, Q+G—P+H,
dont les deux premières entrainent la troisième. D'ailleurs il suit des principes exposés dans ma dernière Lettre que les quantités G, H, 1, c’est-à-dire les pressions relatives à l’état naturel, ne s’évanouissent pas dans le vide. On doit done préférer la seconde hypothèse à la première que j'avais développée dans la 51° livraison des Anciens Exercices ; et l’on doit prendre, dans cette livraison, pour équation de la surface des ondes, la formule (240) qui, en vertu des conditions énoncées en dernier lieu, peut elle-même acquérir la forme de l'équation (218) ou (219). Ainsi Fresnel a eu raison de dire, non seulement que les vibrations des molécules éthérées sont généralement comprises dans les plans des ondes, mais encore que les plans de polarisation sont perpendiculaires aux directions des vitesses ou des déplacements moléculaires.
J'arrive au reste à cette dernière conclusion, d’une autre maniere, en établissant les lois de la réflexion et de la réfraction à l'aide d’une nouvelle méthode qui sera développée dans mon Mémoire. En nommant + l’angle d'incidence, +’ l’angle de réfraction, [, [,, l’les intensités de la lumière dans les rayons incident, réfléchi et réfracté, enfin 1,1, L' les angles formés avec le plan d'incidence par les plans de polarisation des rayons incident, réfléchi et réfracté, je trouve
I cost — 1, cosi, l' cosi’ a = 7 7 —= - : % sin(r+z) sin(r—7}) 2 sinr cost I sine ce I, sinz, dr Re MERE sin{r+r)cos(r—+) sin(r—7r)cos{(r+7T) 2 sinr' cosr . SECONDE NOTE.
Le temps ne m'ayant pas permis de développer les deux formules placées à la fin de ma dernière Lettre, je m’empresse de vous adresser à ce sujet quelques éclaireissements, que je vous prie de vouloir bien encore transmettre de ma part à l’Académie.
Considérons la réflexion et la réfraction qui s’opèrent dans la lumière
polarisée rectilignement à la surface de séparation de deux milieux dont aucun n’est doublement réfringent. Soient I, I, l’Les déplacements absolus et maxima, ou bien encore les plus grandes vitesses des molécules de l’éther dans les rayons incident, réfléchi et réfracté. Soient pareillement #, &,, 1’ les angles que forment avec le plan d'incidence les directions suivant lesquelles s'effectuent les déplacements dont il s’agit, ou, en d’autres termes, Les directions des vitesses des molécules. Enfin, désignons par +, 7,, +’ les angles d'incidence, de réflexion et de réfraction. La nouvelle méthode par laquelle j’établis les lois de la réflexion et de la réfraction me fournit : 1° les équations connues
; | sin" # sinr,— SiNT, COST, — — COST, = — CONS; 2 les deux formules À Ï sini — ], sine, OT sinr } et ! , ! — .
L sin(r+z) sin(r—r) sin27 I cost I, cosi, OT cost’ 2) _. ie ER sin(r+vT)cos(r—T) sin(r—7)cos{(r +7) sin27
ÿ désignant une quantité qui pourrait dépendre elle-même des angles 7, -', mais que je trouve égale à l'indice de réfraction, en sorte qu'on a
sinT
(3 0 = — Je sinT
Il est bon d'observer que les plus grandes vitesses des molécules d’éther représentées dans les formules (1) et (2) par HE, [, F', ou plutôt leurs carrés P?, [?, 1? peuvent servir de mesure à l'intensité de la lumière dans les rayons incident, réfléchi et réfracté. Ajoutons que si l’on désignait par €, £,, les angles formés par le plan d'incidence, non plus avec les directions suivant lesquelles les molécules se déplacent, mais avec les plans que l’on nomme plans de polarisation, et qui sont perpendiculaires à ces mêmes directions, il faudrait, dans les équations (1) et (2), échanger l’un contre l’autre le sinus et le cosinus de chacun des angles &, &, , ce qui réduirait ces équations à la forme sous laquelle elles sont présentées dans ma dernière Lettre.
La méthode par laquelle je parviens aux équations (1) et (2) est applicable non seulement à la théorie de la lumière, mais encore à un
EXTRAIT N° #4. ; “ 15 grand nombre de questions de Physique mathématique. Elle ne m'oblige plus à supposer, comme je l’avais fait dans un article du Bulletin des Sciences, que la densité de l’éther est la même dans tous les milieux. Mes nouvelles recherches donnent lieu de croire que cette den- _sité varie en général, quand on passe d’un milieu à un autre. Au reste. les équations (r) et (2) ne diffèrent de celles que j'ai données dans l’article cité que par la valeur de 9 qui dans ces formules se réduisait,
sin
sinr À ; i non au rapport constant ——;; mais au rapport inverse — SINT s SIN T
On tire des équations (r)et (2)
2 sr rl. tang'{r— 7 3 (4) p=| es sin?7 + 8 L costi | E, sin?(r +7) tang?(rT+7) cos ri (5) cot{, — — the — coti, Cos(r — 7) sin? 27 PRES cos?t Li ecpess Le — sine + |, 6? sin?{r +) {| COS re — Tr’) " T »
7 COUT —= — — coli.
(7) cos(T —7')
En se rappelant que les angles représentés dans les équations précédentes par #, 4, © sont les compléments de ceux que forment, avec le plan d'incidence, les plans de polarisation des rayons incident, réfléchi et réfracté, on reconnaitra immédiatement que les formules (4), (5) coincident avec celles qu'a données Fresnel pour déterminer l’intensité de la lumière réfléchie, ainsi que le mouvement de son plan de polarisation, et la formule (7) avec celle qu'a donnée M. Brewster pour déterminer le mouvement dù plan de polarisation de la lumière réfractée. Il résulte en outre des formules (1), (2) et (5) que, dans le fluide éthéré, les vibrations perpendiculaires au plan d'incidence sont transformées par la réflexion en d’autres vibrations de même espèce, mais dirigées en sens contraire, tandis que les vibrations parallèles au plan d'incidence sont transformées en d’autres vibrations dirigées, au moment où la réflexion s'opère, tantôt dans le même sens, tantôt en sens contraire, suivant que la somme des angles d'incidence et de réfraction est inférieure ou supérieure à un angle droit. Quand cette
somme devient précisément égale à un droit, c’est-à-dire lorsque le rayon incident est perpendiculaire au rayon réfracté, les vibrations sont toujours perpendiculaires au plan d'incidence dans le rayon réfléchi, ou, en d’autres termes, la lumière réfléchie est tout entière polarisée dans ce plan, comme l’a trouvé M. Brewster.
L'intensité de la lumière réfléchie, ou la quantité [” déterminée par la formule (4), dépend .des angles +, + liés entre eux par l'équation (3), et atteint son maximum lorsque le produit cosr cos+’ s'évanouit, c'est-àdire lorsque l’un des angles +, +’ devient droit. Alors les formules (4),
(5) donnent
(9) COÉE, = COL
par conséquent la lumière réfléchie a la même intensité que la lumière incidente, et se trouve polarisée dans le même plan. On dit, pour cette aison, qu'il y à réflexion totale. Cela peut d’ailleurs arriver de deux .manières, savoir : 1° quand le second milieu étant plus réfringent que le premier, le rayon incident forme un angle infiniment petit avec la surface de séparation des deux milieux; 2° quand le second milieu étant moins réfringent que le premier, la même surface forme un angle infiniment petit, non plus avec le rayon incident, mais avec le rayon réfracté.
La formule (6) détermine l'intensité 1? de la lumière réfractée. C’est la seule des quatre équations que les formules (1) et (2) peuvent fournir, dont la comparaison avec l'expérience reste encore à faire, puisque les équations (4), (5), (3) s'accordent avec les observations des physiciens. D'ailleurs on conclut aisément de cette formule. que l'intensité de la lumière réfractée atteint son maximum lorsque le produit sin+ cos+’ s’évanouit. Cela peut arriver de deux manières, savoir : 1° lorsque, le second milieu étant plus réfringent que le premier,
on a 7 — 0; 2° lorsque, le second milieu étant moins réfringent que le
premier, on a + — -: Dans le premier cas, les équations (6) et (7) se
EXTRAIT N° 4... 12 réduisent aux formules connues
PA RL ’ E
(11) cOtT — COL,
dont la première a été donnée par M. Young et par M. Poisson. Dans ce cas, où le rayon incident est perpendiculaire à la surface de séparation des deux milieux, la lumière réfractée est polarisée dans le même plan que la lumière incidente; mais elle a une intensité moindre, puisque surpasse l'unité. Dans le second cas, on trouve
cos?
Pr + Va {(sinti+ TE Je, e cott (13) COtI = ———:
sinz
Dans ce cas, où le rayon incident rencontre la surface de séparation des deux milieux sous l'angle de réflexion totale, la lumiere réfractée n'est plus polarisée dans le même plan que la lumière incidente; et son intensité, divisée par celle de la lumière incidente, donne pour quo-
ne
tient un nombre renfermé entre les deux limites " el; dont la seconde
io et la Pre puisque 91. Ce nombre atteint sa limite infén
F est polarisée dans le plan d'incidence, ou perpendiculairement à ce
rieure 4, ou sa limite supérieure , suivant que la lumière Ro
plan. La moyenne entre ces deux limites, ou le produit
LA
2 ee É I (14) au+e)=a(ie x)
exprime le rapport des intensités de la lumière réfractée et de la lumière incidente lorsque cette dernière est de la lumière naturelle. Pour les valeurs de + très voisines de l'angle de réflexion totale, c’est-à-dire lorsque le rayon ineident ou réfracté devient sensiblement parallèle à la surface de séparation des deux milieux, la lumière ré-
fléchie est entièrement semblable à la lumière incidente, et offre sen- OEuvres de C. — S.1,t. IV. 3
siblement la même intensité. C’est là ce qu’on exprime en disant que le rayon incident, au lieu d’éprouver, comme dans toute autre hypothèse, une réflexion partielle, est réfléchi en totalité. Il semblerait que, dans le même cas, l’intensité de la lumière réfractée devrait toujours être sensiblement nulle, et que cette intensité devrait s’affaiblir par degrés, tandis que + s’approcherait indéfiniment de l'angle de réflexion totale. C’est effectivement ce qui arrive lorsque le second milieu est plus réfringent que le premier. Mais si le second milieu est moins réfringent que le premier, par exemple, si la lumière passe du verre ou du diamant dans l'air ou dans le vide, alors, dans le voisinage de la réflexion totale, on obtiendra non seulement une lumière réfléchie dont l'intensité sera sensiblement égale à celle de la lumière incidente, mais encore une lumière réfractée dont l'intensité deviendra au moins quatre fois plus considérable. Le rapport des intensités de la lumière réfractée et de la lumière incidente pourra même, si les vibrations des molécules éthérées sont parallèles au plan d'incidence,
atteindre la limite ;> et par conséquent les nombres 9, 50, ou même
35, si la lumière sort du verre ordinaire, du diamant, ou d’une substance aussi réfringente que le chromate de plomb, pour passer dans l’air ou dans le vide.
La prodigieuse multiplication de la lumière dont il est ici question suppose que l’on compare, par exemple, le rayon émergent d’un cristal à celui qui traverse le même cristal. Si, le cristal étant terminé par deux faces planes, la lumière les traversait l’une après l’autre, on devrait distinguer trois rayons, savoir : le rayon incident, le rayon réfracté, et le rayon émergent. Alors, en supposant les deux faces parallèles, et nommant [”, ’ ce que deviennent I, : pour le rayon émergent, on tirerait des formules (1) et (2)
_ Sin27 sin27
15) Lil = PR TRUE DE —— Ï sint \ sin?(T (ia r')
ds * 4 ANS HS (16) l” cos = — I cost, sin?{r+rT)cos?(r—7T)
et par suite
‘sin?27 sin?227' [ . …. cos? 1 (17) Pr TE" = Sin? + PR TT at I, sint(r +) cos?(r —7T') à 3 L :
(18) coté ———- CoLr.
: cos?(T—T')
M. Brewster, qui a donné la formule (18), l’a vérifiée par l’expérience, et l’on peut ajouter que des observations, qui seraient d'accord avec l’une des formules (15), (16), (17), entraineraient la vérification de la formule (6). |
La valeur de [”? donnée par la formule (r7) devient un maximum,
lorsque l’on a :—0, + + Tr — + Alors Le rayon incident est polarisé perpendiculairement au plan d’incidence, le rayon réfléchi disparait, et Les formules (17), (18) donnent.
(19) fast,
(20) ler 0:
par suite, le rayon émergent est lui-même polarisé perpendiculairement au plan d’émergence, et offre la même intensité de lumière que le rayon incident. Ainsi, lorsque les deux faces d’un cristal sont parallèles, l'intensité de la lumière émergente a pour limite supérieure l’intensité de la lumière incidente, et n’atteint cette limite que dans le cas où il n’y a plus de lumière réfléchie.
Il en sera autrement si les faces du cristal cessent d’être parallèles. Alors, il est vrai, l'intensité de Ia lumière réfractée sera inférieure à l'intensité de la lumière reçue par la première face du cristal, même sous l'incidence perpendiculaire; et si, dans ce dernier cas, on prend l'intensité de la lumière incidente pour unité, l'intensité de la lumièré
réfractée sera représentée par le rapport -"—;, qui se réduira en P per, PI (8 +1)?” q
particulier pour le verre à 0,64, pour le diamant à 0,28, pour le chromate de plomb à 0,25. Mais si le rayon émergent est sensiblement parallèle à la seconde face, et polarisé, ainsi que les rayons incident et réfracté, perpendiculairement au plan d’émergence, l'intensité de la
lumière émergente sera l’un des produits que l’on obtiendra en multipliant les trois nombres qui précèdent par ceux que nous avons trouvés plus haut. Cette intensité sera donc de 5,8 pour le verre ordinaire, de 8,6 pour le diamant, et de o environ pour le chromate de plomb, si l’on fait abstraction de la propriété qu'a cette dernière substance d’être doublement réfringente. Les trois derniers nombres devraient être réduits à 4,2, à 4,6 et à 4,9 si le rayon incident était de la lumière naturelle. |
Des principes ci-dessus développés 1l résulte que, si deux faces non parallèles d’un cristal sont traversées par un rayon de lumière, d’abord incident, puis réfracté, puis émergent, le rayon émergent s’éteindra toujours lorsque le rayon incident formera un angle infiniment petit ‘avec la face d'entrée, de manière à éprouver sur cette surface une réflexion totale; mais, qu'au contraire, si le rayon réfracté rencontre la face de sortie à très peu près sous l'angle de réflexion totale, et de manière que le rayon émergent forme un angle infiniment petit avec le plan de cette face, le dernier rayon, loin de s’éteindre, pourra, dans certains cas, acquérir une très grande intensité. Ayant communiqué, le 20 mars dernier, cette conséquence de mes formules à M. Kessler, professeur de Physique, je lui proposait de la vérifier par l'observation. Il colla du -papier noir sur les triangles rectangles qui servaient de bases à un prisme de verre, et sur les deux plus petites des trois faces latérales, après avoir percé d’un trou d’épingle le papier qui devait recouvrir une des surfaces latérales; et nous reconnûmes que l’image d'une bougie était transmise à travers le prisme avec une grande intensité dans le cas même où le rayon émergent devenait sensiblement parallèle à la face de sortie. J'ai observé depuis que le rayon émergent s'éteint graduellement quand le rayon incident forme un angle de plus en plus petit avec la face d'entrée, Je ne connais pas d'auteur qui ait parlé de cette expérience, que tout le monde peut répéter avec la plus grande facilité.
Dans les phénomènes d’interférence, de la lumière ajoutée à de la
lumière produit l'obscurité. Iei, au contraire, un rayon réfléchi en to-
EXTRAIT N°5. 21 talité est de plus transmis avec accroissement de lumière; ce qui est un nouvel argument contre le système de l'émission.
Les faits que je viens d'exposer me paraissent une nouvelle confirmation de la théorie développée dans mon Mémoire Sur la Dispersion, et donnent l'explication d’un phénomène bien connu, savoir : du grand éclat que présentent sous certains aspects les corps doués d’une puissance réfractive considérable, et de ce qu’on nomme les /eux du diamant. ESA ir
- On ne doit pas oublier que, dans les applications numériques, nous avons pris ici pour mesuré de l'intensité de la lumière le carré de la plus grande vitesse des molécules éthérées. Si l’on prenait pour mesure de l'intensité de ‘la lumière cette vitesse elle-même, les nombres obtenus devraient être remplacés par leurs racines carrées. Mais les intensités maxima et minima ne cesseraient pas de correspondre aux directions que donnent les formules trouvées ci-dessus, et, par suite, les phénomènes que nous avons signalés continueraient de subsister conformément à l'observation.
cd
OPTIQUE MATHÉMATIQUE. — Lettre a M. Ampére, sur l'explication de divers
phénomènes de la lumière dans le système des ondes. rs CR, t. IL, p. 364: (rr avril 1836.)
. Les formules générales auxquelles je suis parvenu dans mes nouvelles recherches sur la théorie de la lumière ne fournissent pas seulement les lois de la propagation de la lumière dans le vide et dans les divers milieux transparents, comme je vous le disais dans mes Lettres du 12 et du 19 février, ou les. lois de la réflexion ou de la réfraction à la surface des corps transparents, telles qu’elles se trouvent énoncées dans les deux Lettres que j'ai adressées à M. Libri, le 19 et le 28 mars.
Elles s'appliquent aussi à la propagation de la lumière dans la partie d’un corps opaque, voisine de la surface, et à la réflexion de la lumière par un corps de cette espèce. On sait d’ailleurs que, si la lumière passe d’un milieu plus réfringent dans un autre qui le soit moins, ce dernier deviendra opaque à l'égard des rayons qui rencontreront sa surface sous un angle tel que le complément +, c’est-à-dire l’angle d’incidence, devienne supérieur à une extrême limite qu’on nomme l’angle de réflexion totale. Dans ma dernière Lettre à M. Libri, j'ai remarqué la prodigieuse (‘) multiplication de la lumière qui a lieu au moment où l'angle + est sur le point d'atteindre cette limite, et j’ai donné les formules qui, lorsque le rayon incident est polarisé en ligne droite, déterminent l'intensité de la lumière réfractée aussi bien que lintensité de la lumière réfléchie avec les mouvements des plans de polarisation. Mais ces formules, dont trois coïncident avec celles de MM. Fresnel et Brewster, ainsi que les lois qui en dérivent et qui subsistent avec de légères modifications dans leur énoncé, lorsque la polarisation devient elliptique ou circulaire, se rapportent uniquement au cas où le milieu réfringent ne fait pas, à l'égard du rayon incident, la fonction d’un corps opaque, c’est-à-dire (quand le second milieu est moins réfringent que le premier) au cas où l'angle d'incidence est inférieur à l'angle de réflexion totale. Les résultats que j'ai obtenus dans le cas contraire me paraissent assez intéressants pour que vous me pardonniez de vous écrire encore à ce sujet, en vous priant de communiquer ma Lettre à l'Académie.
Supposons qu'un rayon polarisé tombe sur la surface de séparation de deux milieux, dont le premier soit le plus réfringent, et que l’angle d'incidence devienne supérieur à l'angle de réflexion totale. Si l’on
nomme 7 l’angle d'incidence, ÿ le rapport qui existait entre le sinus
(1) Cette multiplication de lumiere a également lieu, mais à un plus faible degré, quand on considère un rayon qui, après être entré dans un prisme de verre perpendiculairement à une première face, est réfléchi en totalité par une seconde face, et sort du prisme perpendiculairement à une troisième; ce qu’on pouvait déjà conclure des formules de MM. Young, Poisson et Fresnel.
d'incidence et le sinus de réfraction avant que le rayon réfracté disax re acquiert dans le premier et dans le second milieu, on aura
ps 2 27 , Û .
parût, enfin {= = et l — . les épaisseurs qu'une onde lumineuse
(x) re E = _ et, si l’on pose d’ailleurs
(2) b — 0 sinr, (3) a ÿb?—1,
l'intensité de la lumière dans le second milieu, à la distance x de la surface de séparation, sera proportionnelle à l’exponentielle négative —akK'x
e . Sir se réduit à l'angle de réflexion totale, on aura
SiNT — > bart, &a— 0, | ah À
et la lumière réfractée aura une grande intensité. Mais si + croit à partir de la limite qu'on vient de rappeler, la lumière réfractée s’éteimdra à une distance comparable à l'épaisseur /' des ondes que peut transmettre le second milieu, et d'autant moindre que a sera plus
: T À LE . ap RTS grand. Si l’on suppose + =: > &atteindra sa limite supérieure ÿ4? — 1. Ajoutons que la quantité b, déterminée par la formule (2), remplace ici
le sinus de réfraction avec lequel elle coïncide, lorsqu'on a sin+ —
Considérons maintenant la lumière réfléchie.
Le rayon incident que nous supposons polarisé en ligne droite, suivant une direction quelconque, peut être remplacé par le système de deux rayons polarisés à angles droits, l’un dans le plan d'incidence, l’autre perpendiculairement à ce plan. Nous nommerons ces derniers rayons composants. Or, après la réflexion, chacun de ces deux rayons conservera l'intensité qui lui est propre, et si de plus l'angle + se réduit à l’angle de réflexion totale, la marche des ondulations dans chacun d’eux sera la même avant et après la réflexion. Mais, si + de-
vient supérieur à l'angle de réflexion totale, alors, dans con des. rayons composants, la réflexion déplacera toutes les ondulations et transportera chacune d'elles en avant à une certaine distance qui atteindra sa limite ae et deviendra équivalente à une demi-
épaisseur d'onde ou à .:; quand on aura sinr —
= , c’est-à-dire quand
le rayon incident formera un angle infiniment petit avec la surface de des des deux milieux. Si sinr demeure compris entre les
limites 5 et r, la distance dont il s'agit ne sera plus généralement la même dans les deux rayons composants. Alors, en désignant cette distance par es pe le rayon polarisé perpendiculairement au plan d’in-
cidence et par - pour le rayon polarisé parallèlement à ce plan, on
trouvera
(4) ang = — 0 ar, (8) tang s ns
(6) | tang = == 0° ang =:
puis, en désignant par 5 l'angle de polarisation totale d'un rayon qui subirait une réflexion partielle, et posant en conséquence
J 7) lang — 5?
on tirera de l'équation (6) :Q\ PRES Nr Fey (8) sin Le — cos2® sin Ù
et des formules (4), (5) jointes aux équations (2) et (3)
. = y he: D. y SIN" Los cos SIN — tang — (a) 4 2 JR 2 2 5 # es à (9) COST = sr MUST D: NET = à ne . Le bé à sin æ Sin Es d'Éerema 2. 2 ‘ 2
Il résulte de la formule (8) que la différence de marche des deux rayons composants, ou la quantité
(10) Al
atteint son maximum, quand la somme # + v, qui varie entre les li-
mites 0, 27, atteint sa valeur moyenne 7, c’est-à-dire quand on a (11) HN T,
Alors, les formules (4) donnent
ER, A Send (12) ange — 0, tang= — 5) Fe cpsr par conséquent 13 ee se (13) RÉ Eat NS
et comme, en vertu de la formule (11), on doit avoir encore (14) —v <<,
la formule (8), réduite à
(15) sin — COS25, entraine la suivante (16) —Y=Tr—{Â,
de laquelle on tire, en la combinant avec l'équation (7),
T—{(u—)) (17) Door ee dE, Enfin, de la première des équations (9), combinée avec les formules (1 r) et (15), on tirera
(18) COS?T — COS2w.
I suit de la condition (14) qu'après une seule réflexion la différence OEuvres de C. — $.1, t. IV. {
de marche des deux rayons, ou l’expression (ro), ne peut jamais atteindre la demi-épaisseur d'une onde ou la longueur d’une demiondulation; pour qu’elle pût atteindre un quart d’ondulation, 11 fau-
drait que la valeur maximum de pu — y fût égale ou supérieure à =
et par suite, en vertu de l'équation (17), la valeur de 0 devrait alors ètre égale ou supérieure à celle que détermine la formule
(19) O— cots —2,4142.
En admettant cette dernière valeur de 9, on tirerait des formules (16) et (18)
1 1 3 A LA DE : (20) fes COST —= COS” (3)=2 MT 40 ue
Alors, en supposant les intensités des rayons composants égales entre elles, ou, ce qui revient au même, en supposant le rayon primitif polarisé à 45° du plan d'incidence, on obtiendrait, après une seule réflexion sous l'angle de 32°46’, la polarisation circulaire. Or la valeur de 4 donnée par la formule (19) est à peu près celle qui convient aux diamants les moins réfringents. Donc, pour obtenir après une seule réflexion totale la polarisation circulaire, il faut employer un corps dont l'indice de réfraction soit égal ou supérieur à celui du diamant. Si l’on emploie des corps doués d’une puissance réfractive moins considérable, deux réflexions totales sous un certain angle pourront produire la polarisation circulaire, pourvu que l'indice de réfraction soit égal ou supérieur à la valeur de 0 que fournit l'équation (17) quand on
y pose — v — ‘à Or, on tire alors des formules (17) et (18)
(21) 0 = cot 27 —1, 4966...
La valeur précédente de 9 est un peu plus faible que celle qui convient au verre ordinaire. Par conséquent, deux réflexions sur la surface du
verre, ou d’un milieu plus réfringent, pourront produire la polarisation circulaire, si dans ces deux réflexions les surfaces réfléchissantes sont parallèles, et si de plus l'angle + a une valeur déterminée qui, pour le verre, doit être peu différente de 52°.
En général, si l’on fait subir à un rayon polarisé une suite de réflexions totales sur diverses surfaces toutes perpendiculaires au plan d'incidence, qui sera aussi le plan des réflexions successives, et si, après avoir déterminé pour la première surface les valeurs des angles v., v, à l’aide des formules (4), (5), on nomme y’, v’, u”, v’, ... ce que deviennent les angles u, y, dans la seconde, la troisième, ... réflexion, la différence de marche entre les deux rayons composants sera, en définitive, représentée par le rapport
p+p'+ pt. (y +v +.) u+u+p...— {y + +7...) K TE T
+ . l , \ « , Si ce rapport est nul ou multiple de =; c’est-à-dire, en d’autres termes,
si la somme (24) p+p+ur...—{y+v ++...)
se réduit à zéro ou à un multiple de +, le système des deux rayons composants produira définitivement un rayon réfléchi semblable au rayon incident. Si la somme (24) est le produit de = par un nombre impair, et si de plus le rayon incident est polarisé à 45° du plan d'incidence, le rayon réfléchi sera polarisé cireulairement. Dans tout autre cas, ce rayon offrira la polarisation elliptique, c’est-à-dire que la courbe décrite dans ce rayon, par chaque molécule d’éther, sera une ellipse. Si toutes les surfaces réfléchissantes sont parallèles et de même nature, si de plus toutes les réflexions s'effectuent sous le même angle, alors,
en nommant » le nombre des réflexions, on réduira la quantité (24) au produit
Ce dernier produit dépend de l’angle +, et atteint son maximum pour
la valeur de + déterminée par la formule {18). Ce maximum pour le verre est environ
Donc, si l’on emploie le verre ordinaire, il faudra faire subir au rayon incident au moins deux réflexions totales pour produire la polarisation circulaire, et au moins deux nouvelles réflexions pour la détruire. De plus, pour que la polarisation circulaire soit produite par les deux premières réflexions, il faudra non seulement que l'angle d'incidence soit de 52° environ, mais encore que le rayon incident soit polarisé à 45° du plan d'incidence; et alors, après quatre réflexions, le rayon réfléchi sera polarisé Jui-même à 45° du plan d'incidence, mais de l’autre côté de ce plan. Huit réflexions totales, sous l'incidence de 52°, ramèneraient le plan de polarisation du même côté. Si le rayon incident était polarisé, non plus à 45° du plan d'incidence, mais dans un plan quelconque, quatre réflexions totales sous un angle de 52° offriraient encore un rayon réfléchi semblable au rayon incident, et les plans de polarisation des rayons extrêmes, incident et réfléchi, formeraient encore des angles égaux avec le plan d'incidence, mais seraient situés de deux côtés différents par rapport à ce dernier. Au reste, on pourrait produire le même effet avec cinq, six, ... réflexions totales, en changeant la valeur de l'angle d'incidence; et l’on pourrait pareillement obtenir la polarisation circulaire à l’aide de trois, quatre, .… réflexions totales. Si, pour fixer les idées, on veut la produire à l’aide de trois réflexions totales, sous la même incidence, on déterminera les angles v., v à l’aide de la formule (8), jointe à la suivante :
puis l'angle + à l’aide de l’une des formules (9). Si l’on emploie un verre dont l'indice de réfraction soit 0 — 1,52, on trouvera successivement
æ— 3320 30”, sin Er? = 0,000. ET
amende © À du je + |
[ei
et par suite
D OPUO TO, AY RPÉD T0,
ou bien FR dE LE COMPS Ers D le El
Cela posé, la dernière des formules (9) donnera ts AE "ou. vr- Od°sr/ 0”,
Ainsi, la polarisation circulaire pourra être obtenue à l’aide de trois réflexions totales, opérées dans l’un de ces deux derniers angles, dont la demi-somme est à peu près l'angle sous lequel le même genre de polarisation résulte de deux réflexions seulement. Au reste, tous les résultats qu’on vient d’énoncer sont conformes aux calculs et aux
expériences de Fresnel. Il y a plus : si l’on élimine les quantités @, b,
entre les formules (2), (3), (4) et (5), on en tirera, en posant
20? sinir—{02+1) sin?z +1
{ NS es ea (92+ 1) sin?r —:
Or cette dernière équation est précisément celle que Fresnel a obtenue, en cherchant, dit-11, ce que l'analyse voulait indiquer par les formes, en partie imaginaires, que prennent dans le cas de la réflexion totale les coefficients de vitesses absolues déterminées dans l'hypothèse de la réflexion partielle. Cette même équation, que Fresnel a confirmée par diverses expériences, et en faveur de laquelle, suivant l'expression de cet illustre physicien, s’élevaient déjà des probabilités théoriques, est, comme on le voit, une conséquence nécessaire des formules que nous avons établies.
Lorsque deux réflexions successives s’opèrent sous le même angle, et que les deux plans d'incidence sont perpendiculaires entre eux, on a évidemment g'=v, =y, u+u—{(s+)=—0o. Donc alors le rayon réfléchi devient, après la seconde réflexion, semblable au rayon ineident.
L'analyse dont j'ai fait usage démontre encore que les valeurs de »
et de y resteraient les mêmes, si le rayon primitif, au lieu d’être polarisé rectilignement, offrait la polarisation circulaire ou elliptique.
En terminant cet exposé, je ferai une observation relative à une assertion émise dans ma dernière Lettre à M. Libri, savoir que les vibrations perpendiculaires au plan d'incidence sont transformées, par la réflexion, en d’autres vibrations de même espèce, mais dirigées en sens contraire, etc. Cela doit s'entendre du cas où, le second milieu étant plus réfringent que le premier, on a + > +, ainsi qu’on le reconnaitra sans peine en jetant les yeux sur les formules (1) et (2) de la Lettre dont il s’agit. Au reste, toutes les conséquences que l’on peut déduire de ces deux formules, relativement aux signes, s'accordent avec les conclusions tirées des formules de MM. Young, Poisson, Fresnel, ete., et avec l'explication qu'ils ont donnée du phénomène des _ anneaux colorés. J'ai avancé dans la même Lettre que l'intensité de la lumière, transmise à travers un prisme, atteignait son maximum lorsque le rayon émergent était polarisé perpendiculairement au plan d’émergence. Une expérience que j'ai faite avec M. Hessler, professeur de Physique, a confirmé l'exactitude de cette proposition.
OPTIQUE MATHÉMATIQUE. — Deuxième Lettre à M. Libri, sur la théorie
de la lumuére.
C. R., t. Il, p. 427. (2 mai
Dans ma dernière Lettre, j'ai indiqué les résultats que fournissent les formules générales auxquelles je suis parvenu, quand on les applique au phénomène connu sous le nom de réflexion totale, c'est-à-dire au cas où le second milieu, quoique transparent, remplit la fonction d’un corps opaque. Je vais aujourd’hui vous entretenir un instant de ce qui arrive lorsque le second milieu est constamment opaque sous
EXTRAIT N° 6. 31 toutes les incidences, et en particulier lorsque la lumière se trouve réfléchie par un métal. Si l’on fait tomber sur la surface d’un métal un rayon simple doué de la polarisation rectiligne, ou circulaire, ou même elliptique, ce rayon pourra toujours être décomposé en deux autres polarisés en ligne droite, l’un perpendiculairement au plan d'incidence, l’autre parallèlement à ce plan. Or, je trouve que, dans chaque rayon composant, la réflexion fait varier l'intensité de la lumière suivant un rapport qui dépend de l'angle d'incidence, et qui généralement n’est pas le même pour les deux rayons. De plus, la réflexion transporte les ondulations lumineuses en avant ou en arrière, à une certaine distance qui dépend encore de l'angle d'incidence. Si l’on
, e pl 122
représente cette distance, pour le premier rayon composant, par F3
Y 27H L Ci » # ,
pour le second, par T° l=— étant l’épaisseur d’une onde, la diffét
rence de marche entre les deux rayons composants, après une pre-
mière réflexion, sera représentée par
pu k
Après z réflexions, opérées sous le même angle, elle deviendra
Sn
Je trouve d’ailleurs qu’après une seule réflexion, sous l'angle d’incidence +, la différence de marche est d’une demi-ondulation, si + — 0,
et d’une ondulation entière, si + — . Donc, en ne tenant pas compte
des multiples de la circonférence dans la valeur de l'angle — v, on Des d
peut considérer la valeur numérique de cet angle comme variant entre
les limites + et zéro. Lorsque y — v atteint la moyenne entre ces deux
limites ou =; on obtient ce que M. Brewster appelle la polarisation
elliptique, et
réflexions semblables ramènent le rayon polarisé à son état primitif.
Alors, si le rayon incident était polarisé en ligne droite, le dernier rayon réfléchi sera lui-même polarisé rectilignement. Mais son plan de polarisation formera avec le plan de réflexion un angle à dont la tangente sera égale, au signe près, à la puissance 27 du quotient qu’on obtient en divisant l’un par l’autre les rapports suivant lesquels la première réflexion fait varier, dans chaque rayon composant, les plus grandes vitesses des molécules. Donc, tandis que le nombre des réflexions croîtra en progression arithmétique, les valeurs de tangÿ varleront en progression géométrique; et comme, pour les différents mé-
taux, on trouve généralement à <7 ou 45°, la lumière, pour de grandes
valeurs de 7, finira par être complètement polarisée dans le plan d’incidence. On déduit encore de mes formules générales un grand nombre de conséquences que je développerai plus en détail dans une seconde Lettre, et qui s'accordent aussi bien que les précédentes avec les résultats obtenus par M. Brewster.
OPTIQUE MATHÉMATIQUE. — Troisième et quatrième Lettre à M. Libri,
sur la théorie de la lumicre.
C. R., t. I, p. 455. (9 mai
Comme une des plus graves objections que l'on ait faites contre la théorie des ondulations de l’éther se tirait de l'existence des ombres et de la propriété qu'ont les écrans d'arrêter la marche des vibrations lumineuses, je désirais beaucoup arriver à déduire de mes formules générales les lois relatives aux deux phénomènes des ondes et de Ia diffraction; mais, pour y parvenir, il fallait surmonter quelques diflicultés d'analyse. J’y ai enfin réussi, et pour représenter les mouvements de l’éther, lorsque la lumière est en partie interceptée par un
EXTRAIT N°7. 33 écran, j'ai trouvé des formules dont je veux un instant vous entretenir. ;
Considérons, pour fixer les idées, le cas où le corps éclairant est assez éloigné pour que les ondes sphériques qui se propagent autour de ce corps soient devenues sensiblement planes. Prenons pour axe des æ la direction du rayon lumineux, et pour axe des y une droite parallèle aux vibrations moléculaires de l’éther. Nommons x le déplacement d’une molécule mesuré parallèlement à l'axe des y, I la valeur
27 / £ — l'épaisseur d'une onde lumineuse et T— —
K la durée d’une vibration; enfin concevons que, dans le plan des £y,
maximum de æ, /—
perpendiculaire à l’axe des æ, la lumière soit interceptée par un écran, du côté des y négatives. Si le rayon lumineux, que nous supposerons dirigé dans le sens des + positives, est un rayon simple, son équation, pour des valeurs négatives de x, sera de la forme
(1) y =TI cos(Kx — st + À),
À désignant une quantité constante. Or je trouve que, du côté des x positives, la valeur de y pourra être développée en une série, et qu'en réduisant cette série à son premier terme, on aura
Vax 4 \ 1 | cos(Kæ+1—s—T+a) da.
(2) ee
D'ailleurs, le nombre K étant tres considérable, la valeur de y donnée par la formule (2) se réduira sensiblement à zéro, pour des valeurs finies et négatives de l’ordonnée y, tandis que, pour des valeurs finies et positives de la même ordonnée, la formule (2) coincidera sensiblement avec la formule (1). Donc la partie de l’espace située au delà du plan de l’écran sera dans l'ombre du côté où l'écran se trouve, c’està-dire derrière l'écran, et continuera d’être éclairée du côté opposé, comme si l'écran n'existait pas. On devra seulement excepter les points de l’espace correspondants à de tres petites valeurs de y, et pour les-
quels le déplacement y dépendra des deux coordonnées æ, y aussi bien Œuvres de C.—S.A, t. IV. b)
que du temps £. Pour ces derniers points, la formule (2) reproduit les lois de la diffraction, telles que Fresnel:les a données, et l’on peut simplifier l'étude de ces lois en transformant le second membre de l'équation (2) à l’aide des formules que j'ai données dans plusieurs Mémoires.
J'ai dit plus haut que les ondes qui se propagent autour d’un corps éclairant sont généralement sphériques. Effectivement il résulte du calcul qu’un rayon simple peut se propager dans l’éther sous la forme d'ondes sphériqués, ou cylindriques, ou planes. On peut obtenir ces diverses formes en supposant qu’à l’origine du mouvement l’éther est mis en vibration, ou en un seul point, ou dans tous les points d’un même axe, ou dans tous les points d’un même plan; et les deux premieres hypothèses fournissent les mêmes résultats que la troisième à une grande distance du point éclairant ou de l’axe qui le remplace. J'ajouterai que, dans les deux premières hypothèses, les vibrations moléculaires sont, pour un rayon simple, dirigées suivant les éléments de circonférences de cercles parallèles tracés sur la surface de l’onde, et que ces vibrations sont semblables entre elles, et isschrones pour. tous les points d’une même circonférence.
Dans celle de mes Lettres qui avait pour objet les lois de la réfraction et de la réflexion à la surface des corps transparents, je remarquai que, des quatre équations comprises dans les formules auxquelles j'étais parvenu, trois étaient déjà vérifiées et conformes à toutes les observations connues. Or il se trouve heureusement que la quatrième équation, la seule dont la comparaison avec l'expérience restät encore à faire, est vérifiée à son tour par le phénomène des anneaux colorés. En effet, concevons que la surface extérieure ou intérieure d'une lame d'air, ou d’un corps transparent quelconque, en réfléchissant un rayon polarisé parallèlement ou perpendiculairement au plan d'incidence, fasse varier les plus grandes valeurs des déplacements moléculaires dans le rapport de 1 à 6, et nommons @', 6” ce que devient le rapport 6 quand on suppose le rayon, non plus réfléchi, mais réfracté, et
EXTRAIT N°7. 39 passant de l'extérieur à l’intérieur de la lame, ou de l’intérieur à l’extérieur. Soit d’ailleurs I le déplacement absolu et maximum d’une molécule d’éther dans le rayon incident. Si l'épaisseur de la plaque est un multiple de l'épaisseur des ondes lumineuses, les diverses réflexions, en nombre infini, qui seront produites, l’une par la surface extérieure, les autres par la surface intérieure de la lame mince, ramèneront vers l'œil de l’observateur une infinité de rayons, et de la composition de ces rayons naïîtra un rayon résultant dans lequel le déplacement maximum aura pour mesure, comme on sait, le produit
he | AS Ql(1— 88" — 6288" —...) = 81 {1 — =) Î ——— (fre Pour que ce produit s’évanouisse et que, dans le phénomène des anneaux colorés, la tache obseure du centre présente le noir foncé, il faudra que l’on ait
Or cette condition sera effectivement remplie si l’on adopte, pour l'intensité de la lumière réfractée, la valeur que donnent les formules ci-dessus mentionnées. Il y a plus, la condition (r) fournit immédiatement les deux équations inscrites sous les n° 15 et 16 dans ma Lettre sur la réfraction et la réflexion que produisent les corps transparents; car, si l’on nomme = l’angle d'incidence, et + l’angle de réfraction, on
aura sin(r— 7) |? infr— 7 ( Re ge [ET JE ou e [ns 1 EI ] »
sin(r+r') sin(r+7T') cos(r
suivant que le rayon incident sera polarisé parallèlement ou perpendiculairement au plan d'incidence, et l’on tirera de la formule (1), dans le premier cas, :
9e" — sin2? sin .
sin?{r +7}
dans le second cas,
sin27 sin2r
0/07 — — = - Sin?(r +7) Cos?{r — 7!
se .
Au reste, j'ai aussi obtenu des formules générales pour la réflexion qui s'opère à la surface des corps opaques, particulièrement des métaux, et ces formules s'accordent parfaitement avec l'expérience, comme je vous l'expliquerai plus en détail, lorsque le temps dont je pourrai disposer me permettra d'entrer à ce sujet dans quelques développements.
Si l'écran par lequel on suppose la lumière interceptée dans le plan des yz ne laissait passer les rayons lumineux que dans l'intervalle compris entre les limites y —y,, y —y,, en sorte que l'observateur, placé du côté des æ positives, reçût la lumière par une ouverture dont la largeur fût y, — 7,, la formule (2) (de la Lettre précédente) devrait être remplacée par la suivante
R RE Y — Yan) 117 V2x ” (d) r=(i) 1f cos (x + À — st — — + x?) da.
T Hiy— vo) 4 | Va
L'équation (d) elle-même fournit seulement une valeur approchée de y, et se déduit de formules générales et rigoureuses qui représentent le rayon diffracté, quelle que soit la direction du rayon incident, et quelles que soient les directions des vibrations moléculaires dans ce même rayon. Ces formules, en donnant les lois de la diffraction, montrent, par exemple, que si le rayon incident est polarisé dans un certain plan, le rayon diffracté restera toujours polarisé dans ce même
plan.
TuéoRIE DE LA LUMIÈRE. — Lettre à M. Libri.
C. R., t. II, p. 422. (3 octobre 1856.) Dans le Compte rendu de la séance du à août se trouve une asser-
tion relative au nouveau Mémoire Sur la théorie de la lumière, que vous avez eu la bonté de présenter en mon nom à l’Académie des Sciences.
I yest dit: À l’occasion du nouveau Mémoire de M. Cauchy sur.la lumière, présenté aujourd'hui à l’Académie, M. Arago croit devoir signaler une erreur de fait dans laquelle l’auteur est tombé au sujet de la dispersion des substances gazeuses. M. Cauchy suppose cette dispersion nulle. M. Arago dit, au contraire, qu'elle est sensible, et qu'il l'a mesurée pour un grand nombre de gaz simples et composés. Dans une prochaine séance, M. Arago fera connaître tous ses résultats. Il serait assez singulier que l'erreur de fait se trouvât, non dans le Mémoire lithographié, mais dans l’assertion qu’on vient de lire, appliquée, comme elle semble l'être, à ce nouveau Mémoire; et sans doute il y a ici une faute d’impression ou de rédaction qui aura dénaturé la pensée de notre savant confrère. La première Partie du nouveau Mémoire se compose de quatre paragraphes, dont les trois premiers se rapportent à des questions de pure Analyse, tandis que le quatrième offre une méthode propre à fournir, dans un grand nombre de problèmes de Physique mathématique, les conditions relatives aux limites des corps ou des systèmes de molécules. Les sept paragraphes que renferme la seconde Partie ont pour objet les équations générales du mouvement de l’éther, les couleurs, le mouvement de la lumière pénétrant à une petite profondeur à l’intérieur des corps opaques, le passage des formules obtenues dans le $ IT à celles qui représentent un mouvement vibratoire quelconque du fluide éthéré, les milieux où la propagation de la lumière s'effectue de la même manière en tous sens, soit autour d’un point quelconque, soit autour de tout axe parallèle à une droite donnée, enfin la propagation des ondes planes dans les corps transparents. Mais dans tout cela il n’est nullement question de gaz qui dispersent ou ne dispersent pas la lumière, et le mot même de gaz ou de substances gazeuses ne s’y trouve nulle part.
Ce que M. Arago aura dit, c’est que jusqu’à ce jour les physiciens n'avaient point observé la dispersion dans les gaz. C’est là ce que j'ai dit moi-même dans la o° livraison d’un Mémoire plus ancien où, après avoir établi et vérifié les lois de la dispersion dans les corps solides, après avoir expliqué comment on s'assure que ce phénomène disparait
dans le vide, j'ajoute que Jusqu'à ce jour on n'a pu découvrir dans les gaz aucune trace de la dispersion des couleurs (voir le Mémoire Sur la Dispersion, page 185, lignes 13 et 14, ancienne édition). La Note insérée dans le Compte rendu prouve elle-même l'exactitude de cette proposition à l’époque où j'écrivais ces lignes, et c’est parce que les physiciens n'avaient jusqu'ici rien découvert à cet égard que les observations promises par M. Arago contribueront notablement au progrès de la Science. Mais personne ne s’étonnera que je n’aie point parlé de ces observations plusieurs mois avant qu’elles fussent publiées et peut-être même entreprises. Je vous prie d’avoir la bonté de me transmettre ces observations aussitôt que vous les connaîtrez. L'accord de mes calculs avec toutes les observations déjà connues me donne lieu d'espérer que celles-ci offriront une confirmation nouvelle des formules établies dans mon Mémoire. Je serai, en particulier, curieux de savoir si, pour les substances gazeuses, comme pour les solides et les liquides, la différence entre les carrés des indices de réfraction relatifs à deux rayons colorés est sensiblement proportionnelle à la différence entre les carrés, non pas des longueurs d’ondulation, mais des quotients qu’on obtient en divisant l’unité par ces mêmes longueurs.
Je vous serai très obligé si vous avez la bonté de communiquer ma Lettre à l’Académie, dans la plus prochaine séance, et de la faire insérer dans le Compte rendu. |
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Extrait d’une Lettre à M. Coriolis. C.R., t. IV, p. 216. (13 février 1837.)
20 janvier 1837.
Je prendrai la liberté de vous dire ici quelques mots d’un nouveau Mémoire d'Analyse que je vous adresserai bientôt, et dans lequel je
donne une plus grande extension aux méthodes exposées dans les précédents. Ainsi étendues, ces méthodes s'appliquent avee un succès remarquable à presque tous les grands problèmes d’Analvse, à la résolution générale des équations, à l'intégration des équations différentielles, à la Mécanique céleste, ete... Je vais indiquer ici sommairement les principes sur lesquels je m’appuie, et quelques-uns des résultats auxquels ils me conduisent. Dans mes trois Mémoires lithographiés, à Turin et à Prague, Sur le Calcul des indices des fonctions, Sur le Calcul des limites, et Sur l'intégration des équations différentielles, J'ai montré comment on pouvait déterminer le nombre des racines qui, dans une équation algébrique, offrent des modules compris entre des limites données; j'ai établi des règles sur la convergence des séries qui représentent les racines des équations algébriques ou transcendantes, ou les intégrales des équations différentielles, et j'ai fait voir comment on peut assigner des limites supérieures aux restes de ces séries. Or, pour établir ces règles et déterminer ces limites, de la manière la plus générale, il suffit de recourir à une proposition Fetone trée dans l’un de ces Mémoires, et dont voici l'énoncé :
æ désignant une variable réelle ou imaginaire, une fonction y réelle ou imaginaire de x sera développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de x, tant que le module de x conserera une valeur inférieure à celle pour laquelle la fonction cesse d'être Jinie et continue.
D'après la définition donnée dans mon Cours d'Analyse, une fonction d'une variable est continue entre des limites données lorsque, entre ces limites, chaque valeur de la variable produit une valeur unique et finie de la fonction, et que celle-ci varie par degrés insensibles avec la variable elle-même. Cela posé, une fonction qui ne devient pas infinie ne cesse en général d’être continue qu’en devenant multiple. Ainsi une racine d’une équation ne cessera généralement d'être fonction continue d’un paramètre renfermé dans l'équation, qu’autant que cette équation acquerra des racines égales. J’appelle valeurs principales
du paramètre celles qui donnent des racines communes à l’équation et à sa dérivée. Cela posé, toute racine est développable suivant les puissances ascendantes du paramètre, tant que le module de celur-ct reste inférieur aux modules de toutes ses valeurs principales. Au reste, j'avais déjà donné ce dernier théorème dans un Mémoire présenté à l’Académie de Turin, le 10 septembre 1832. (Voir l'extrait de ce Mémoire, dans la Gazette de Piémont, du 22 septembre 1832.)
De ces principes se déduisent immédiatement un grand nombre de méthodes diverses pour la résolution générale des équations de tous les degrés. En voici deux exemples :
1° Les racines d’une équation de degré quelconque seront toutes développables, ou suivant les puissances ascendantes, ou suivant les puissances descendantes et fractionnaires du dernier terme, si le module de ce terme est inférieur ou supérieur aux modules de toutes ses valeurs principales. Dans le cas contraire, l'équation pourra être décomposée en plusieurs autres dont les coefticients seront développables suivant les puissances ascendantes ou descendantes du terme dont il s’agit. D'ailleurs le calcul des indices fournit le moyen de distinguer ces trois cas, sans résoudre aucune équation.
2° Pour résoudre une équation, partagez son premier membre en deux polynômes d’une manière quelconque, et supposez l’un de ces polynômes multiplié par un paramètre que vous réduirez plus tard à l'unité. Si toutes les valeurs principales du paramètre offrent des modules inférieurs ou des modules supérieurs à l’unité, toutes les racines seront développables en séries ordonnées suivant les puissances descendantes ou ascendantes de ce paramètre. Dans le cas contraire, l’équation proposée pourra être décomposée en plusieurs autres, dont les coefficients seront développables en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes ou descendantes du même paramètre; et, pour effectuer cette décomposition, il suffira de résoudre les équations auxiliaires qu'on obtient en égalant à zéro chacun des deux polynômes; or, À» étant le degré de l’équation donnée, il est clair qu'on pourra toujours réduire le degré de chacune des deux équations auxiliaires à un
nombre égal ou inférieur à la moitié de ». Par exemple, on ramènera la résolution d’une équation du cinquième degré à celle de deux équations du second, en supposant les deux polynômes égaux, l’un à la somme des trois premiers termes, l’autre à la somme des trois derniers, ou l’un à la somme de termes de degré pair, l’autre à la somme de termes de degré impair.
On pourra de même réduire, non seulement la résolution des équations trinômes à celle des équations binômes, comme Lagrange l'avait déjà remarqué, mais encore celle des équations quadrinômes à celle des équations trinômes, et ainsi de suite.
Dans les intégrales d'équations différentielles entre plusieurs variables x, y, z, ... considérées comme fonction de #, les valeurs principales des paramètres sont celles qui rendent infinies les dérivées des seconds membres des équations différentiés par rapport à æ, y, 3, .... Ainsi, par exemple, dans la Mécanique céleste, les valeurs principales des masses, des excentricités, ete., .… sont celles qui réduisent les rayons vecteurs à zéro. C’est pour cette raison que, dans le mouvement elliptique, les développements cessent d’être convergents dès que l’excentricité e acquiert un module égal ou supérieur à celui de la valeur imaginaire de « qui vérifie l’équation
ÿ 1—$ COS —0.
D'ailleurs la détermination des valeurs principales des paramètres fournit immédiatement des limites supérieures aux restes des développements. Ainsi, pour obtenir, dans la Mécanique céleste, des limites supérieures aux restes des développements effectués suivant les puissances ascendantes des masses perturbatrices, il suffira de chercher les valeurs principales réelles ou imaginaires de ces masses, c’est-àdire les valeurs qui seront propres à réduire les rayons vecteurs à zéro.
3 février.
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Depuis ma Lettre écrite, j'ai reconnu que l’on pouvait simplifier en-
core la résolution générale des équations de tous les degrés en prenant OEuvres de C. — S.I, t. IV. 6
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pour auxiliaires, non plus des équations de degré moitié moindre, mais seulement des équations binômes. C’est ce que je vous expliquerai plus en détail, lorsque j'aurai un moment de loisir.
ANALYSE ALGÉBRIQUE. — Sur la résolution des équations. (Extrait d'une Lettre adressée à M. Libri.)
C.R.,t. IV, p.362. (6 mars
Dans la dernière Lettre que j'ai eu l’honneur de vous écrire, j'ai indiqué en peu de mots quelques-uns des résultats auxquels j'avais été conduit par mes dernières recherches sur la résolution des équations de tous les degrés et l'intégration des équations différentielles de tous les ordres. Ces résultats suffisaient déjà pour montrer tout le parti qu'on peut tirer des méthodes exposées dans mes précédents Mémoires, et les avantages que présente l'application de ces méthodes à la solution des grands problèmes d'Analyse. Mais, avant que je puisse vous adresser le nouveau Mémoire qui renfermera une exposition plus détaillée des propositions que je suis parvenu à établir, je n'ai pas su résister au désir de vous en faire connaître encore ici quelques-unes, en vous priant de vouloir bien donner lecture de ma Lettre à l’Académie.
Comme je l’ai remarqué dans ma précédente Lettre, et plus anciennement dans un Mémoire de 1832, si l’on nomme valeurs principales d’un paramètre compris dans le premier membre d’une équation algébrique celles qui donnent des racines égales à cette équation, par conséquent des racines communes à cette équation et à sa dérivée, toutes les racines seront généralement développables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes du paramètre dont il
EXTRAIT N° 10. h3
s’agit, lorsque la valeur donnée de ce paramètre offrira un module inférieur aux modules de toutes les valeurs principales. Si, au contraire, le module donné du paramètre surpasse les modules de toutes les valeurs principales, toutes les racines seront développables suivant la puissance descendante du paramètre. Cela posé, soit
une équation de degré », dans laquelle le coefficient de x” se réduit à l'unité, la fonction F(x) étant de forme réelle. Si les racines sont inconnues, on pourra du moins, d’après ce qui précède, déterminer toutes celles de l'équation auxiliaire
(2) Fx)=k,
pourvu que la constante # offre un module supérieur aux modules de toutes ses valeurs principales. C’est ce qui arrivera, par exemple, si le module de # surpasse le module de 7", r étant la valeur de + qui rend, dans la proposée, le module du premier terme également supérieur à la somme des modules de tous les autres.
Pour revenir de l'équation (2) à l'équation (1), il suffira de faire varier un nouveau paramètre z entre les limites
Re NE ccat dans une nouvelle équation de la forme
Nous pourrons même admettre que, dans ce trajet, le rapport r reste toujours réel et positif, quoique chacune des constantes #, z, puisse être imaginaire. Or cette idée très simple a des conséquences fort utiles, et dignes, ce me semble, de l’attention des géomètres, car elle fournit seule la résolution complète des équations de tous les degrés, ainsi qu'il résulte des théorèmes suivants, dont les deux premiers sont du nombre de ceux que j'avais trouvés en 1832. Dans ces divers
SERA F a l : " pa théorèmes, je supposerai que le rapport x "este réel et positif et j'ap-
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pelleraï, pour abréger, valeurs principales de x et de F(x) celles qui répondent à l'équation dérivée
Taéorème 1. — Sr, toutes les valeurs principales de F(x) étant réelles,
on réduit à zéro la partie réelle du paramètre k, toutes les racines de
\ PS À . , ï ï pe:
l'équation (3) seront développables pour p = le} <T1, en séries coni cl
vergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de t.
Corollaire. — On peut immédiatement développer en séries convergentes toutes les racines d’une équation dont la dérivée n'offre point de racines imaginaires; ce qui a lieu, par exemple, lorsque la proposée elle-même a toutes ses racines réelles.
TaéorÈème Il. — Si l'on réduit à zéro la partie réelle du paramètre x, alors pour : A EE . 1, l'équation (3) offrira plus de racines developpables en séries convergentes, ordonnées suivant les puissances ascendantes de 1, que la dérivée (4) n'offre de racines-réelles.
Corollaire. — Il en résulte que, dans tous les cas, une racine au moins de l'équation (1) ou (3), si zx est impair, deux racines, si n est
pair, peuvent être immédiatement développées en séries convergentes.
THÉORÈME IT. -— Se l’on réduit à zéro lu partie réelle du paramètre k, alors, pour r = 1, OÙ r< 1, l'équation (1) pourra étre décomposée en quatre autres, qui offrent seulement,
La première, les racines réelles pour lesquelles F'(x) est positif;
La seconde, les racines réelles pour lesquelles F'(x) est négau/;
La troisième, les racines imaginaires dans lesquelles le coefficient de V— 1 est positif;
La quatrième, les racines imaginaires dans lesquelles le coefficient de V— 1 est négatif.
Corollaire. — Ce théorème, joint au premier, fournit la détermination de toutes les racines réelles d’une équation de degré quelconque.
EXTRAIT N° 11. 5) TaéorÈème IV. — Si la constante k est réelle, l'équation (1) ou (>) pourra
être décomposée en plusieurs autres, dont chacune offre au plus une seule
racine réelle.
Tous ces théorèmes se démontrent à l’aide de ceux que j'ai déjà donnés. On peut aussi les démontrer par la Géométrie avec une grande facilité.
D'autres théorèmes sont relatifs aux cas où l’on suppose la constante #, en partie réelle, en partie imaginaire, ou bien la fonction F(x) fractionnaire, et fournissent encore d’autres méthodes pour la résolution des équations de tous les degrés. On peut d’ailleurs donner de ces divers théorèmes, et des méthodes ci-dessus mentionnées, des démonstrations élémentaires qui permettront de les faire passer dans les éléments d’Algèbre.
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Extrait d'une Letire sur un Mémoire publié à Turin, le 16 juin 1835, et relatif aux racines des équations simul-
tanées.
C. R.,t. IV, p.672. (8 mai
Pour bien comprendre le théorème qui fait l'objet principal de cette Note, il faut se rappeler les définitions suivantes :
Soient x une variable réelle et /(x) une fonction de cette variable qui devienne infinie pour æ — a. Si l’on fait croître æ, la fonction /(+) passera, en devenant infinie, du négatif au positif, ou du positif au négatif, ou bien elle ne changera pas de signe. La quantité — 1 dans le premier cas, + 1 dans le deuxième, o dans le troisième, est ce qu'on nomme l'indice de la fonction pour la valeur donnée a de la variable x.
J'appelle Zndice intégral, pris entre deux limites données x — x, æ — X, la somme des indices correspondants à toutes les valeurs de +
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qui rendent la fonction infinie entre ces limites, et je le désigne par la
notation | [f{æ)]}. L'indice intégral est aussi l'excès À du nombre
de fois où la fonction f(x), en s’évanouissant pour différentes valeurs de + entre les limites x,, X passe du positif au négatif, sur le nombre de fois où elle passe, en s’évanouissant, du négatif au positif. Il est facile de voir que ces deux définitions conduisent au même résultat.
S'il s’agit d’une fonction de deux variables / (x, y), j'appellerai de même /ndice intégral, entre les limites æ,X, y, Y, la somme des indices correspondants à toutes les valeurs simultanées de + et y qui, prises entre les mêmes limites, rendent la fonction infinie. Cet indice intégral est la moitié de la quantité
d [Lf(a, Y)1} — d ILfæ roll} d CR r)1) + d TAPIE
Je transcris maintenant les premières et dernières lignes du Mémoire publié en juin 1833.
« Dans un Mémoire présenté à l’Académie des Sciences de Turin, le 17 novembre 1831, j'ai fait connaître un nouveau calcul qui peut être fort utilement employé dans la résolution des équations de tous les degrés. Mais, dans le Mémoire dont il s’agit, les principes de ce caleul, que je nomme Calcul des indices, se trouvent déduits de la considération des intégrales définies. Je me propose ici de démontrer comment on peut établir directement ces mêmes principes sans recourir à des formules de Caleul intégral. »
Suivent les démonstrations de sept théorèmes que j'établissais successivement.
« En s'appuyant sur les principes ci-dessus exposés, on pourrait encore étendre le Calcul des indices à la détermination des racines imaginaires des équations, ainsi qu’à la résolution des équations simultanées et démontrer en particulier la proposition suivante :
» THÉORÈME VIII. —- Sotent
Jia, y}, F(x,7)
EXTRAIT Ne 11. 47 deux fonctions de x, y qu restent continues entre les limites x — x,, COX fe P VX.
» Nommons o(x,y), D(a,y) les dérivées de ces fonctions relatives à x, et y{æ; y), X(x, y) leurs dérivées relatives à y. » Enfin soit N le nombre des différents systèmes de valeurs de x, y propres à vérifier les équations simultanées
FSI] =0, Fixz,7)=0 et comprises entre les limites ci-dessus énoncées, on aura ‘ > < x Y Y ; , (J Iyiæ, VII} — j LC erill-d (x) + [Ep (os 1] ): To € To Yo Yo
en supposant
ur)
» Turin, le 15 juin 1833. »
Parmi les démonstrations élémentaires que l’on peut donner de ce théorème, il en est une fort simple que je vais indiquer en peu de mots.
Considérons +, y comme des coordonnées rectangulaires. Chacune des équations (») FR FIST,
(2) Elx,r)=0 représentera une ligne droite ou courbe tracée dans le plan des x, y, et N sera le nombre de points suivant lesquels se coupent ces deux
lignes dans l'intérieur du rectangle ABCD compris entre les quatre droites qui ont pour équations
(3) LES 2 EX, MUTE 4) M re Ÿ
Cela posé; 1l sera facile de vérifier le huitième théorème si chacune des fonctions f(x, y), F(æ,y) est linéaire par rapport à æ, y, c’est-àdire si les équations (r) et (2) représentent elles-mêmes deux droites: et l’on s’assurera aisément qu’alors le premier et le second membre de
l'équation (a) se réduisent l’un et l’autre, soit à zéro, soit à l’unité, suivant que le point d’intersection des droites (1) et (2) est situé à l'extérieur ou à l’intérieur du rectangle ABCD. Mais si f(x, y), F(x,y) cessent, l’une ou l’autre, ou toutes deux à la fois, d’être des fonctions linéaires de +, y, on pourra diviser le rectangle ABCD par des droites parallèles à ses côtés en éléments assez petits pour qu'un seul point d’intersection au plus des courbes (r) et (2) soit renfermé dans chaque élément, et pour que les portions de ces courbes comprises dans chaque élément se confondent sensiblement avec leurs tangentes. Alors, pour obtenir la formule (a), appliquée au rectangle ABCD, il suffira de combiner par voie d’addition les diverses équations qu'on obtient en établissant successivement cette formule pour chacun des éléments de ce même rectangle.
Le huitième théorème, ainsi qu’il vous sera facile de le reconnaitre, comprend, comme cas particuliers, ceux que j’ai donnés sur le nombre
des racines imaginaires d’une équation algébrique, et, dans ce cas, la f(x, ») ; F(x,7) Je verrais avec plaisir que la partie de ma Lettre qui est relative au
fonction L(x+,y) peut se réduire à
Mémoire de Juin 1833 füt insérée dans le Compte rendu de la prochaine séance de l’Académie.
Goritz, le 22 avril 1837.
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Première Lelire sur la détermination complète
de toutes les racines des équations de degré quelconque. C. R., t. IV, p. 773. (22 mai 1837.) ..... Voici de quelle manière se démontrent les théorèmes fonda-
mentaux indiqués dans la. Lettre que j'ai adressée à M. Coriolis, le 20 janvier 1837.
Tuéorëme F. — 2 désignant une variable réelle ou imaginaire, une fonction réelle ou imaginaire de t, représentée par x, sera développable en sérte convergente, ordonnée suivant les puissances ascendantes de t, tant que le module de t conservera une valeur inférieure à celle pour la-
quelle la fonction x cesse d'être finie et continue.
Démonstration. — On peut voir une démonstration de ce théorème dans l'extrait lithographié du Mémoire présenté à l’Académie de Turin, le 11 octobre 185r (FE Partie, SIT, p. 6 et 7). Seulement les lettres 4 et æ se trouvent remplacées, dans le Mémoire dont il s’agit, par les lettres æ et y.
Corollaire. — Supposons que x soit une fonction implicite de £, déterminée par la résolution d’une certaine équation
\ FAN TE (1) Fitiae,
dans laquelle £ entre comme paramètre. Si la fonction x reste finie pour des valeurs finies de #, elle ne cessera généralement d’être continue qu’en devenant multiple. Cela posé, soient
(2) X, x + Ax
deux racines de l'équation (1) : on aura
F(x) reg: à F(x Ne Ax) oO,
et, par suite, ë | Ax)\= Fix) (3) F{x + Ax) RCE
Âzx
Or si, pour une certaine valeur réelle ou imaginaire de #, les racines æ, æ + Ax se confondent, en faisant converger £ vers cette valeur, pour laquelle l'équation (1) acquerra une racine double ou multiple,
on verra l'équation (3) se transformer en cette autre
Ainsi, lorsque le paramètre £ obtient une valeur pour laquelle l’équation (1) acquiert. une racine double ou multiple, cette racine est commune à l'équation (1) et à sa dérivée. Cela posé, si l’on nomme valeurs
OEuvres de C.—S.I,t.1V. 7
principales du paramètre £ celles qui donnent des racines communes à l'équation (r) et à sa dérivée, on déduira immédiatement des remarques précédentes, jointes au théorème [, la proposition que nous allons
énoncer.
Tuéorèue Il. — Toute racine d’une équation est généralement developpable suiwant les puissances ascendantes d'un paramètre renfermé dans l'équation dont il s'agit, tant que le module de ce paramètre reste
inférieur aux modules de toutes ses valeurs principales.
Corollaire. — Soient æ, 6,:Y, plusieurs racines réelles ou imaginaires de l'équation (r). Pour de très petites valeurs du module d’un paramètre £ compris dans cette équation, chacune des racines x, 6, y, ... sera généralement développable suivant les puissances ascendantes de 4, et l’on pourra en dire autant de la somme de ces racines et de la somme de leurs puissances entières d’un degré quelconque. Si, le module { venant à croître, deux ou plusieurs racines, par exemple, x et6, ou x, 6 et y, ... deviennent égales entre elles, pour une certaine valeur du module dont il s’agit, à partir de cet instant, les racines *, 6 ou x, 6, y, ... cesseront d’être fonctions continues de #, et séparément développables suivant les puissances ascendantes de £. Mais la somme de ces racines, ou la somme de leurs puissances semblables, ne cessera pas d’être fonction continue du paramètre 4, et développable suivant les puissances ascendantes de ce paramètre; et il en sera ainsi jusqu'au moment où l'accroissement progressif du module de £ rendra l’une des racines que renferme le groupe (x,6) ou (x,6,7), ... équivalente à une ou plusieurs autres racines non comprises dans ce même groupe. Alors ces dernières, et celles qui pouvaient déjà s'être groupées avec elles, formeront avec les premières un nouveau groupe composé d’un plus grand nombre de racines, dont la somme sera encore développable, ainsi que la somme de leurs puissances semblables, en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de #. D'ailleurs, lorsqu'on connait la somme de
EXTRAIT N° 12. 51 plusieurs racines «, 6, y, ... de l'équation (1), et la somme de leurs puissances semblables d'un degré représenté par un nombre entier
quelconque, on peut aisément développer suivant les puissances des-
cendantes de x le logarithme du produit
par conséquent ce produit lui-même, et former une nouvelle équation dont «, 6, y, ... soient les seules racines. Il importe d'observer à ce sujet que, pour obtenir tous les termes du produit en question, il suffit de prolonger le développement de ce produit, et par conséquent le développement de son logarithme, jusqu'au terme dans lequel l'expo-
1 , . / sant de — est égal au nombre des racines «, 6, y, .... Cela posé, les
principes que nous venons d'établir conduisent immédiatement au théorème suivant.
THÉéorÈME IT. — Soit t un paramètre renfermé dans le premier membre de l'équation (1). Tant que le module de ce paramètre restera inferieur aux modules de toutes ses valeurs principales, les racines distinctes de l'équation {1) seront séparément développables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de 1. Supposons d'ailleurs que. le module de t venant à croître, on distribue en divers groupes les racines de l'équation (1), de telle sorte que, dans l'origine, le nombre des groupes sou égal au nombre des racines distinctes, et que plus tard deux groupes se réunissent en un seul, au moment où deux racines qui appartiennent respectivement à ces deux groupes deviennent égales entre elles pour un module donné de t correspondant à une certaine valeur principale de ce paramètre. Le nombre des groupes de racines se trouvera complètement déterminé jour chaque valeur particulière attribuée au module de t, et l'équation (1) pourra être décomposée en plusieurs autres dont chacune
Journisse séparément les diverses racines comprises dans un seul groupe.
Corollaire 1. — Dans les démonstrations des théorèmes IT et IE, nous avons implicitement supposé que les racines et les sommes de diverses
racines de l’équation (1) ne cessaient d’être fonctions continues de 4 qu’au moment où deux ou plusieurs de ces racines devenaient égales entre elles. C’est ce qui a lieu, par exemple, lorsque l'équation (1) est
de la forme (5) IH(x)+iw(x)=o,
-w(x) etI{x) désignant deux fonctions entières de +, et le degré de la fonction H{x) étant supérieur à celui de la fonction 5(x). Si le degré de I{x) devenait inférieur à celui de 5(x), une ou plusieurs racines de l'équation (5) deviendraient infinies, par conséquent discontinues pour 4 — 0, et, si l'équation (1) n'était pas de la forme (5), ou si elle devenait transcendante, on conçoit que des valeurs particulières de 4 pourraient encore rendre une racine infinie ou discontinue, sans donner des racines communes à l'équation (5) et à sa dérivée. Il sera généralement facile de voir quelles sont les restrictions ou modifications qui doivent être apportées aux théorèmes IT et IT dans des cas semblables. Ainsi, par exemple, dans le cas où la fonction H(x), que renferme l'équation (5), offrira un degré inférieur à celui de (x), on
pourra encore développer les racines qui deviendront infinies pour
t— 0, en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de 7; seulement, les premiers termes de ces séries renfermeront des puis-
sances négatives de /, comme on peut s’en assurer en développant suivant les puissances ascendantes, entières ou fractionnaires, du pa-
ramètre {, les racines des équations
X—i+ix?=0, x—1+ixi—=0o.
Corollaire II. — 11 est important d'observer que le théorème IIT, appliqué à l'équation (5), peut aisément se déduire de la formule { 29) (p. 13) du Mémoire de 14 pages, lithographié à Turin, sous la date du 17 décembre 1831. Pour y parvenir, il suffit de remplacer, dans cette formule, F(3) par une puissance entière de 3, et 5(z) par 45(z), d'é-
crire d’ailleurs, au lieu de +, dans l'équation (5),
x + yea Z;
en considérant les variables +, y comme propres à exprimer deux coordonnées rectangulaires, et substituant à l'équation (5) la suivante
(6) (x + yV—1) +4 (x + yyÿ—1)—0,
ou
H(x eV da
w(x +yy—i)
puis de construire les différentes courbes représentées par l'équation
pe x + yV—1 {8) l — mod. — set (ee, m(æ+yy—1)
T désignant le module du paramètre 4. Pour T — 0, cette équation re-
présentera autant de points que la suivante (9) H{z)—0o, ou Hz +yy—1)—0,
offrira de racines distinctes. T venant à croitre, chacun de ces points sera remplacé par une courbe fermée qui s’étendra de plus en plus, et les différentes courbes resteront isolées et indépendantes les unes des autres jusqu’au moment où, le module T acquérant une de ses valeurs principales, on verra deux ou plusieurs courbes se réunir en un point multiple, pour se réduire plus tard à une seule et même courbe. Il peut aussi arriver que le périmètre d’une courbe vienne à se rencontrer lui-même en un certain point, ou que deux courbes distinctes se rencontrent en deux points, de manière à se transformer ensuite en deux courbes d'espèces différentes, dont l’une s’élargisse et l’autre se rétrécisse de plus en plus. Ainsi, parmi les courbes représentées par l'équation (8), pour une valeur quelconque du module T, on pourra distinguer des courbes de première espèce qui s’élargiront, et des courbes de seconde espèce qui se rétréciront, pour des valeurs croissantes de ce module. Lorsque T deviendra infiniment petit, les seules courbes qui subsisteront seront des courbes de première espèce, dont
(1) Les initiales #04. placées devant une expression imaginaire indiquent son module.
les périmètres s'étendent à de très petites distances des points représentés par l'équation
(9 bis) Hx-+7v—1)=0. où. H{z) =,
pourvu que l’on suppose, comme on l’a dit, le degré de la fonction H(x) supérieur au degré de 5(æ). Au contraire, lorsque T deviendra infiniment grand, les seules courbes qui subsisteront seront des courbes de seconde espèce, dont les périmètres s’étendront à de très petites dis-
tances des points représentés par l'équation
(10) mix+rV—1)—0 où imlz}—0,
et une seule courbe de première espèce, dont le périmètre sera très considérable et s’étendra à de très grandes distances tout autour de l'origine des coordonnées. Pour une valeur quelconque du module T de 4, le nombre des courbes de première espèce, ou du moins le nombre de celles qui ne se trouveront point enveloppées de tous côtés par d’autres courbes de même espèce, sera précisément le nombre des groupes de racines mentionnés dans le théorème IT, et la formule (29) du Mémoire lithographié déjà cité fournira le moyen de développer, suivant les puissances ascendantes de z, la somme des puissances semblables des racines de l’équation (5) correspondante à un même groupe. On pourra d’ailleurs supposer que le contour O00"0”..., dont il est question dans ce Mémoire, se réduit successivement à chacune des courbes de première espèce, non enveloppées par d’autres, et représentées par l'équation (8) au moment où le module T est sur le point d'acquérir une des valeurs principales (*), pour lesquelles deux ou plusieurs courbes de première espèce se réunissent, savoir, celle de ces valeurs principales qui est immédiatement supérieure au module de la valeur réelle ou imaginaire effectivement attribuée à 4 dans l'équation (5). Cela posé, on reconnaitra sans peine que les derniers termes de chaque série convergente finiront par être, ou sensiblement
(1) Nous appelons, pour abréger, valeurs principales du module T les modules des valeurs principales de £.
EXTRAIT N° 12. | 55 proportionnels, ou inférieurs à ceux d’une progression géométrique décroissante dont la raison serait le rapport entre le module effectivement attribué à £ et la valeur principale de T.
En opérant comme on vient de le dire, on se procurera le moyen de décomposer l'équation (5) en plusieurs équations particulières dont le nombre soit égal au nombre des groupes de racines mentionnées dans le théorème (3), ou même au nombre des courbes de première espèce, enveloppées ou non enveloppées par d’autres. Il y a plus, si l'on fait usage, non seulement des développements ordonnés suivant les puissances ascendantes de {, mais encore des développements ordonnés
: : à d suivant les puissances descendantes de #, ou ascendantes de 7° on
pourra évidemment décomposer l'équation (5), pour une valeur donnée du module T de #, en autant d'équations particulières qu'il y aura de courbes distinctes, soit de première, soit de seconde espèce, Correspondantes à cette valeur. Car, lorsqu'une courbe en enveloppera d’autres, on pourra déterminer la somme des racines de l'équation (5), correspondantes à des points situés sur ces diverses courbes, avec la somme des puissances semblables de ces racines, soit en tenant compte, soit en faisant abstraction des points situés sur la courbe-enveloppe, et obtenir en conséquence la somme des racines correspondantes aux seuls points situés sur la courbe enveloppe, avec la somme de leurs puissances semblables. Ce n’est pas tout, si l’une des équations (9) ou (10) admet des racines égales, on pourra développer séparément chacune des racines correspondantes de l’équation (5) suivant les puis-
: . I x sances ascendantes et fractionnaires de # ou de 7° lorsque le module
du paramètre £ sera inférieur ou supérieur aux modules de toutes ses valeurs principales. Ainsi, par exemple, si, l'équation (9) offrant m racines égales à x, le module T de £ est inférieur à tous les modules principaux de ce paramètre, alors, en posant
(11) in
on pourra développer chacune séparément, suivant les puissances as-
cendantes de +, celles des racines de l'équation (5) qui deviendratent égales à # pour £ —o. Cette proposition se déduit immédiatement du théorème II, lorsqu'on applique ce théorème à l'équation (5) résolue par rapport à 7.
Les variables æ et 4 étant supposées liées entre elles par l’équation (5), les valeurs principales de z vérifieront à la fois cette équation
et sa dérivée tr) W{x)+ 4 w{x)—0;
et les valeurs correspondantes de la variable +, c’est-à-dire Les valeurs principales de +, seront déterminées par la formule Hz). wir Hirt Ne:
5 a ue 2 (13) - ss 5 ou — EE Hz) (x) w\x)
Si dans cette dernière on écrit &æ + y ÿ—1 au lieu de +, on obtiendra l'équation
(14) Mx+yv—i) _H(z+yv—i)
hi ET pe) ET qu)
à laquelle satisferont les coordonnées +, y des points de réunion ou de séparation des courbes de première ou de seconde espèce représentées par la formule (8). |
Observons encore que, dans le cas où les fonctions H(æ), &(x) sont de forme réelle, l'équation (8) peut s’écrire comme il suit :
IHx+yy—:) Hz—yv—i)
17 —— se œ(x+yv—1) w(x—yV—:)
QT RS
Si l’on pose, pour abréger,
(6) EE Te),
les équations (12), (13), dont le système détermine les valeurs prineipales de £ et de x, se réduiront à
(19) 4= f(x), l'fx)sso:
EXTRAIT N° 12. 57 Par suite, les courbes de première et de seconde espèce, correspon-
dantes à un module donné T du paramètre #, seront représentées par l'équation
(18) T= mod. f(x +yy—1),
ou, si f(x) est de forme réelle, par l'équation
(19) Te f(x +y vi) x —yy—i),
et les coordonnées des points de réunion ou de séparation de ces mêmes courbes satisferont à la condition
(20) f'(x+yy—1)= 0.
C'est au reste ce que l’on peut démontrer comme il suit :
Si, pour une valeur donnée de T, deux branches de courbes se réunissent en un point, on pourra couper ces deux branches dans le voisinage du point de réunion par une droite parallèle à celle qui a pour équation y — 0x, 0 étant une constante choisie arbitrairement, et saüsfaire à l'équation (19), non seulement par les valeurs de x, y relatives au point de la droite situé sur la première branche de courbe, mais encore en substituant à ces valeurs les coordonnées du point situé sur la seconde branche, que je supposerai désignées par æ + Ar, y + Ay, la différence finie Ay étant de la forme
(1) Ay = 0Ax.
Cela posé, si l’on nomme & le logarithme du produit Le + y vi) fx — 75),
l'équation (19) donnera non seulement
(22) u—21logT,
mais encore
(23) Au—0o, Où -——o;
Œuvres de C.—S. 1, 1. \V. e)
puis on conélura des formules (21) et (22), en faisant Converger Ax
vers la limite zéro,
quel que soit 0; par conséquent,
du on pi Or, il est aisé de voir que ces dernières équations entraînent les deux
formules
25) Fer he (On re
C’est à peu près ainsi que j'avais établi à Turin la formule (14), de laquelle j'avais déduit le théorème IT, et les autres théorèmes énoncés dans la Gazette de Piémont du 22 septembre 1852.
Si, dans l'équation (19), on attribue à æ, y les valeurs qui correspondent au point de réunion ou de séparation de deux courbes, puis d'autres valeurs très voisines correspondantes à un second point situé sur l’une des courbes et très rapproché du premier; en nommant s l'arc compté à partir du point de réunion ou de séparation, et prenant cet are s pour variable indépendante, on trouvera que, dans le passage du premier point au second, le logarithme du second membre de l’équation (19) reçoit un accroissement qui, eu ra aux formules (25), est sensiblement proportionnel à
Eee | f(x ie] (SE 5 a)
f(x +yy—1) ne f(x —yy—:1) ds? ds?
, dx dr enr É (x+yv—:i) cr ne |
Cds dt [fz+yv=n) Ha-yv—t
En égalant cet accroissement à zéro, on obtiendra une équation qui
dy fournira pour == deux valeurs dont le produit sera —1; d'où il suit
dx que deux branches de courbe, en se rencontrant, se couperont à angles
droits. On prouvera pareillement que, si r branches de courbe se réu-
nissent au même point, leurs tangentes en ce point comprendront entre elles dés angles dont chacun sera le quotient de deux angles
droits par le nombre ». En effet, si l’on pose A — 0, la valeur de 6,
relative au point dont il s’agit, sera donnée par une équation de la forme cos(c + 20) — 0, c désignant une quantité qui ne variera pas dans le passage d’une courbe à l’autre, et rendra le binôme
cosce + ÿ— 1 sinc
égal au quotient qu’on obtient quand on divise l'expression imaginaire
f'(r + yry—i)
z+yy—i) Si l’on pose
par le module de cette même expression.
(26) fe pi) este, S et P désignant deux fonctions réelles de x, y, l'équation (18) donnera simplement
Sd nd
D'ailleurs on déduira de l'équation (26) les formules
46 08 flrbyy— 1) de me = 27 Ed di dire er amet NET Ds ous smile (27) 0y 0y f(z+yy—:) 0x V 0 V (+ en 105 re dy? \ dy? 0x2 UN 0x? J” (28) { CE) Ms ip. Re dy? Ox? 0y? 0x? ?
et en vertu de celles-ci, jointes à l'équation (20), on aura, pour chaque valeur principale de T ou des,
(29) on a Op? 0x?
Donc, généralement, chaque valeur principale de T ou de $ sera tout à la fois un maximum relatif à æ, et un minimum relatif à y, ou un maximum relatif à y, et un minimum relatif à +.
On prouvera encore aisément que, si la fonction f(x) étant de forme réelle, on prend T? pour l’ordonnée d’une surface courbe, les coordonnées x, y d’une ligne de plus grande pente tracée sur cette surface vérifieront l'équation
CONS
f(x+rv—:) (30) ne æ—yv—1) Les principes que nous venons d'établir fournissent, pour la résolution des équations, les méthodes indiquées dans ma Lettre du 29 janvier 1837. Si l’on veut maintenant obtenir les propositions énoncées dans ma Lettre du 24 février, il suffira de remplacer les équations (15), (18), (19) par les suivantes :
1—K— env f(x), f'{x)=o, T—mod.[K — es Vt f(x + yÿ—1)], T2=[K — eV f(x + y ÿ—1)ITK — e-s V1 fx — y —5)],
K, & désignant deux quantités réelles, et le paramètre 4 ne différant pas de celui que nous avons désigné par £ dans la Lettre en question. La discussion des courbes représentées par la formule
D TK — env (a + y ITR — eV 1e — V5]
n’offrira pas plus de difficulté que celle des courbes représentées par la formule (15) ou (19) et cette discussion, jointe aux formules établies dans le Mémoire lithographié sous la date du 17 décembre 1837, fournira les méthodes présentées dans ma Lettre du 24 février pour la résolution de l'équation f(x) — o. Au reste, je me propose de vous transmettre prochainement de nouveaux détails sur cet objet, ainsi que la démonstration du théorème général sur la convergence des séries qui représentent les intégrales d’un système d'équations diffé-
rentielles.
Goritz, 5 mai 1837.
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Deuxième Lettre sur la résolution des équations
de degré quelconque.
C.R., t. IV, p. 805 (29 mai
(1) fit
une équation du degré 2, dans laquelle le coefficient de x” se réduit à l'unité, en sorte qu’on ait identiquement
(2) f(æ)= 28 + axe + art 2 +... + aniT + An,
Ays Aus ce. Apr & étant des coefficients réels ou imaginaires. Soit d’ailleurs # une constante, réelle ou imaginaire, dont le module surpasse le plus-grand des modules principaux de f(x). D’après ce qui à été démontré dans ma Lettre du 6 mai, on pourra développer, suivant les puissances descendantes et fractionnaires de #, les racines de l’équation (3) f(æ)—=k.
Pour y parvenir, il suffira d'employer les formules tirées du calcul des résidus, ou bien encore la formule de Lagrange, en opérant comme il suit.
L'équation (3) étant écrite ainsi,
(4) a + ARR + GRR 2 +... + An_1X +An=k,
si l’on fait, pour plus de commodité,
T—-) 1+412+@223?+...+ dn3% —=[w(z)]",
— Qt ie
en choisissant &(:) de manière que l’on ait
cette équation deviendra
et on la vérifiera en posant
ar z—dw(2)
pourvu que l’on désigne par x une des racines de l’équation binôme
9) ne, Or, les valeurs de x et de F{z) tirées de l’équation (8), en vertu de la formule de Lagrange, pour un module de à suffisamment petit, ou, ce
qui revient au même, pour un module de # suffisamment grand, se-
ront Re cs M-dimisil 3 d’[w(e)] 10 3 Am(o)+=— pe Fe dei et - F(2)=F(0)+2 F0) (0) de a d\Felfu(e)]l x d{F'{e)[o(e)l'!
| a de PEN. de? ’
: devant être réduit à zéro après les différentiations, et &(o) ne différant pas de l'unité. On obtiendra donc sans peine les valeurs de = et de F(z), par conséquent celles de [5(3)]7" et de.
12) z===Xt[o(z)}t,
développées en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes et entières de x, ou descendantes et fractionnaires de #, lorsque le module de # surpassera tous les modules principaux de f(x), c’est-à-dire, ceux qui correspondent aux racines de l'équation
Pour remplir cette condition, il suffirait de supposer # équivalent à
EXTRATT N° 45. 63 2r", r étant la valeur de + qui, dans l'équation (1), rendrait le premier
terme égal à la somme de tous les autres. En effet, soient Mo a at
les modules des a in rt ns
la valeur de r dont il s’agit sera donnée par la formule
(14) rR— Arr — Aorr 2, ,,— A; ir — A, —=o,
et surpassera celle que fournirait l’équation
(15) nr in —i)Airr2—{(n—2)Aorr3 —..,— A; ;—0o,
de laquelle on tirerait
n — 1 n— 2 ; I PE — —— A, pt ——__— Aorn-? PESRRT CO ONE An- ,F—O, nm n n el, par suite, re — A, pat — À» PR, — Ar À He vs An AO,
Donc la valeur de r donnée par la formule (14) surpassera les modules
de toutes les racines de l'équation
RAI n ia at 2 + (nn — 2)ao2t 5 +... + An, 0, Où ER 0.
comme on le démontrera facilement à l’aide des raisonnements dont nous avons fait usage dans l'Analyse algébrique (p. 480). D'ailleurs, il résulte évidemment de l'équation (14) que, pour un module de + égal ou inférieur à cette valeur de r, le module de f(x) ne surpassera pas 2r", ou le double de r”.
Après avoir ramené, par le calcul des résidus, où par le théorème de Lagrange, la résolution de l’équation (3) à la résolution d’une équation binôme, savoir, de l'équation (9), du moins pour une valeur du paramètre # suffisamment grande, il reste à montrer comment on peut
revenir de l'équation (3) à l'équation (1). Or, pour y réussir, il suffira
de faire varier un nouveau paramètre & entre les limites —0, 1 —#, dans une nouvelle équation de la forme
16) | f(x) = kb — is
S : 0 et lon pourra même supposer que, dans ce trajet, le rapport + reste toujours réel et positif. Chacune des constantes #, : pouvant d’ailleurs être imaginaire, nous écrirons dans les équations (3), (9) et (16), ke-ov=T et ie-mV't,
au lieu de k et ::;
et par suite ces équations deviendront
17) Nr Er, (18 PT my—1 18) = Len, 19) ent f(x) = k — à,
les valeurs de #, & pouvant être supposées ici réelles et positives, et & désignant un arc réel, que nous resterons libres de choisir arbitrairement. | |
Remarquons à présent que toutes les racines de l'équation (19) seront développables par le calcul des résidus, ou par la formule de Lagrange, en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes et entières du paramètre &, si la valeur réelle et positive attribuée à ce paramètre, dans l'équation (19), est inférieure aux modules de toutes les valeurs principales de &. Or, ces valeurs principales, qui pourront être imaginaires, se confondront avec les valeurs de la fonction
20) k— esV-1 f(x), correspondantes aux racines de l'équation dérivée (13) iris.
Si, la fonction f(x) étant de forme réelle, l'équation (1) a toutes ses
racines réelles et inégales, on pourra en dire autant de l'équation dérivée (13), et par suite les valeurs principales de la fonction f(x) seront toutes réelles, mais différentes de zéro. Alors, si l’on pose
(2) o=H£, VTT, l'expression (20), réduite à (22) kfiz)y—1,
offrira, pour chaque valeur principale de +, un module
(23) Lar+ (f(x),
supérieur à #; et par suite toutes les racines de l’équation (19) seront développables, même pour :—#, en séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de #, ces séries ayant pour premiers termes les racines déjà calculées de l'équation (17). Mais, quand on pose : — #, l'équation (19) se réduit à l’équation (1). Done, si l’équation (1) a toutes ses racines réelles et inégales, la résolution de cette équation pourra être réduite à celle de l’équation (17), par conséquent à celle de l'équation binôme (18). Observons d’ailleurs qu’en suppo-
sant
ARE CA Le
on réduira les équations (17), (18), (19) à
(25) k=—f{x)y—:1, (26) M F1, (27) k=i+f{z)V—-1, où i—k—f{(x)V—:; tandis qu'en supposant (28) > D = —- æ CONS,
OEuvres de C.—S. 1, t. IV. | 9
on réduira les équations (17), (18), (19) à
(29) k=—1{(zld=s, (30) = — LV 5, (31) kh—i-tfix)V= 5, ou i=k+f(z)V-x.
On peut donc énoncer la proposition suivante.
TnéorÈme 1. — Lorsque l'équation (1) a toutes ses racines réelles et inegales, on peut obtenir chacune de ces racines développée en série convergente; et, pour y parvenir, ul suffit de poser 1 — k, dans les développements des racines de l'équation (27) ou (31), en séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes et entières de 1, ces séries ayant pour premiers termes les racines de l'équation (25) ou (29), développées suivant les puissances descendantes et fractionnaires de k, ou, ce qui revient au méme, suivant les puissances ascendantes et entières des valeurs de *,
propres à vérifier l'équation binôme (26) ou (30).
Concevons maintenant que, la fonction f(x) étant toujours de forme réelle, l'équation (1) ait encore ses racines toutes distinctes les unes des autres, par conséquent inégales, mais non toutes réelles. Soient, dans ce cas, » le nombre des racines réelles de l'équation (1), et
LE PE DU: PROD FA
ces mêmes racines, rangées d’après leur ordre de grandeur; deux de ces racines réelles prises eonsécutivement, par exemple «& et b, comprendront toujours entre elles au moins une racine réelle de la dérivée (13). Car si, en supposant x réelle, on fait croître cette variable x entre les limites x —a, x —b, la fonction f(x), nulle à ces deux limites, acquerra dans lintervalle au moins une valeur numérique maximum, pour une valeur réelle de x, qui fera évanouir la dérivée f(x). Donc, le nombre des racines réelles de l'équation (1) étant », le nombre des racines réelles de la dérivée (13) ne pourra être inférieur
EXTRAIT N° 13. 05 à m — 1, et le nombre des racines imaginaires de la dérivée ne pourra surpasser le nombre des racines imaginaires de l’équation (1), c’està-dire 7 — m.
D'autre part, si l’on nomme FR Dr bdril
deux racines imaginaires conjuguées de l'équation (13), les valeurs D J
principales de f(x) correspondantes à ces racines seront elles-mêmes
conjuguées et de la forme
LB A BYE Tr.
À, B désignant deux quantités réelles dont la seconde deviendra positive quand on choisira convenablement le signe de 6; et les valeurs principales du paramètre : correspondantes aux mêmes racines seront, pour l’équation (27),
DR TA BV Er, (AT BY TU Tr, ou, ce qui revient au même, (33) ht HB = AN EE, 1=k-B— AY :, et, pour l'équation (31), (34) Îi=k—B+AV— 1, i=k+B+AY—:.
Or, la première des expressions (33) et la seconde des expressions (34) offriront évidemment des modules supérieurs à #. Done, si, pour l'équation (27) ou (31), on détermine les modules principaux du paramètre #, ceux de ces modules qui surpasseront la quantité positive 4 seront en nombre égal ou supérieur à la somme qu'on obtient en ajoutant au nombre des racines réelles de l'équation dérivée (13) la moitié du nombre de ses racines imaginaires. Done, le nombre des modules principaux de : qui ne surpasseront pas la quantité Æ-sera égal ou inférieur au nombre des couples de racines imaginaires de l'équation (13),
par conséquent égal ou inférieur au nombre des couples de racines imaginaires de l’équation (1), c’est-à-dire à
ILE TE
Cela posé, si, en attribuant au paramètre & une valeur réelle et positive, on fait croître cette valeur par degrés insensibles, depuis & — 0 jusqu’à & — #, les racines de l'équation (27) ou (31) commenceront par être développables, chacune séparément, en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de #, et ne cesseront pas de l'être si l’on remplace la valeur réelle et positive attribuée à par une valeur 1maginaire dont cette valeur réelle soit le module.
Les mêmes séries continueront d’être convergentes tant que la valeur positive du paramètre #, ou son module, restera inférieure à tous les modules principaux de ce paramètre. Mais, le module de z venant à croître, les racines devront être distribuées en divers groupes dont le nombre, d’abord égal à », c’est-à-dire au degré de l'équation (r),-diminuera d’une unité chaque fois que deux racines comprises dans deux groupes différents deviendront égales entre elles pour une valeur donnée du paramètre z. Alors ces deux groupes se réuniront en un seul, composé de racines dont la somme, ainsi que celle de leurs puissances entières de degré quelconque, continuera d’être développable suivant les puissances ascendantes de &. Si trois, quatre, ... racines comprises dans trois, quatre, ... groupes différents devenaient égales entre elles, la valeur principale correspondante du paramètre se trouverait fournie par une valeur principale de x, qui serait elle-même une racine double, triple, ... de l'équation (13). Alors aussi, le module de x venant à croitre au delà de sa valeur principale, les trois, quatre, . groupes différents se réuniront-en un seul. Il suit de ces diverses re-
marques que, si l’on nomme | | n—l
le nombre des groupes correspondants à un module donné de &, le nombre entier / ne pourra surpasser le nombre des modules princi-
paux de £ inférieurs au module donné. Done, si ce dernier module est “égal à #, le nombre /, d’après ce qui a été dit plus haut, ne pourra surpasser la quantité
nm
et pour chacune des équations (27), (31), réduites à l'équation (1), en vertu de la supposition : — #, le nombre des groupes de racines surpassera la différence
IN n+m (35) " À Lara : = - « 2 2
IL y a plus, si l’on nomme 7’ le nombre des racines réelles de l’équation (13), le nombre de ses racines imaginaires, savoir n—mMm'—1
sera égal ou supérieur au nombre des modules principaux de # qui ne _surpassent point la quantité #£; et par suite, le nombre des groupes de racines, pour l'équation (27) ou (31), réduite à l'équation (r), en vertu de la supposition # — #, sera égal ou supérieur à la différence n—m'—1 1+m+n
(36) Les ==
Supposons maintenant que, parmi ces groupes, ceux qui renferment une seule racine soient en nombre égal à »,, ceux qui renferment deux racines en nombre égal à »,, ceux qui renferment trois racines en nombre égal à »,, ete. On aura tout à la fois
I+m+n (37) Ri+ le ++... OÙ > ———;
(38) Ri+2N +3n3+...—=n,
puis on en conclura
n+h—= OU Dan +R+nN3+...)= Ou >iI1+m+n,
par conséquent, (39) Ni=OUDI+M, R>m.
Donc, le nombre n, des racines qui resteront isolées, et séparément développables suivant les puissances ascendantes de ? — #, surpassera le nombre #2’ des racines réelles de la dérivée. On peut donc énoncer le théorème suivant.
Taéorèue I. — La fonction f(x) étant supposée de forme réelle, l’équa-
lion
1) ffr)—=0o | F2
considérée comme déduite de la formule (27) ou (31) par la supposilion i— k, offre plus de racines développables en séries convergentes, ordonnées
suivant les puissances ascendantes de 1, que l'équation dérivée
n'offre de racines réelles.
Corollaire. — I en résulte que, dans tous les cas, une racine au moins de l'équation (1), si le degré r est un nombre impair, deux raeines, si le degré x est.un nombre pair, pourront être immédiatement développées en séries convergentes.
Les théorèmes I et IT, ainsi que j'en ai fait l'observation dans ma Lettre du 24 février, sont du nombre de ceux auxquels j'étais parvenu à Turin. En s'appuyant sur ces théorèmes, on pourrait développer successivement en séries convergentes toutes les racines d’une équation donnée f(x) —o. Car, après avoir développé une première racine +,, on pourrait en développer une seconde x, considérée comme racine de l’équation f{x)—f(xo) PR NES TT. \yn-3 e + ne ou 2-1+{ro+ a )ar 2 + (xt + Lo +2) +... — 0, puis une troisième æ,, ..., et ainsi de suite. Si la racine x, devenait imaginaire ou de la forme 2 +6Y—1, alors f(x) étant de forme
réelle, on connaîtrait immédiatement la racine imaginaire conjuguée 4 — By— 1, et, en nommant x, cette dernière, on pourrait développer une troisième racine +, considérée comme propre à vérifier l'équation
ANT HR (Lo+ Li + M)Ar 3 +...—0, etc:
On pourra, d’ailleurs, déterminer les limites de l’erreur que l’on commettra sur une racine en réduisant son développement à un nombre fini de termes, et réciproquement déterminer une limite du nombre des termes qu'il faudra conserver pour obtenir la valeur de chaque racine avec une certaine approximation, par exemple à à près, N étant un nombre entier quelconque. Les problèmes de ce genre sont précisément l’objet du nouveau calcul que j'ai appelé Calcul des limites, et qui s’applique même aux équations transcendantes. (Voyez le Mémoire présenté à l’Académie de Turin, le 11 octobre 1831.)
Je passe à la démonstration du théorème ITF, énoncé dans ma Lettre du 24 février.
Soient x, 6 deux quantités réelles, f(x) étant toujours une fonction entière de forme réelle, et
(40) zx—a+6ÿ—1
une valeur de x propre à vérifier l’équation (27) ou (31) pour une valeur donnée réelle ou imaginaire de r. Si l’on fait varier cette dernière par degrés insensibles, en faisant croître son module, la valeur de x, et par suite celles de x, 6, varieront elles-mêmes par degrés insensibles; mais 6 ne pourra changer de signe avant que le module de : devienne supérieur à #. En effet, 6 ne pourra changer de signe sans passer par zéro, c’est-à-dire sans que x devienne réel, et pour une valeur réelle de x l'équation (27) ou (31) fournira un module de : équivalent à l'expression (23), par conséquent égal ou supérieur à #, suivant que x sera ou ne sera pas racine de l'équation (1). Il résulte de cette observation que, le module de z venant à croître depuis la limite zéro jusqu’à la limite #, le coefficient 6 de ÿ— 1, dans une racine imaginaire de l'équation (27) ou (31), ne pourra jamais changer de signe,
mais seulement s’évanouir pour = #, si l'équation (1) a des racines réelles. D'ailleurs, avant de se réunir dans un même groupe, deux racines imaginaires de l'équation (r), dans lesquelles les valeurs de 6 ou les coefficients de ÿ— 1 se trouvent affectés de signes contraires, doivent devenir égales entre elles, ainsi qu’à une valeur principale de x, et par suite l’un de ces coefficients doit changer de signe. Done, puisque ce changement ne saurait avoir lieu avant que le module de devienne supérieur à #, nous devons conclure que les racines imaginaires de l’équation (27) ou (31), dans lesquelles le coefficient de
ÿ— 1 sera positif, resteront séparées des racines imaginaires dans les-
quelles le coefficient de ÿ— 1 sera négatif, tant que l’on aura (41) modi << h.
Alors chaque groupe sera exclusivement formé des unes ou des autres; par conséquent la somme des unes, aussi bien que la somme des autres, sera développable, avec la somme de leurs puissances entières de degré quelconque, suivant les puissances ascendantes du paramètre &. D'ailleurs, tant que la condition (41) sera remplie, 1l est évident que l'équation (27) ou (3r) n’admettra point de racines réelles.
Lorsque & devient précisément égal à #, l'équation (27) ou (31) se réduit à l'équation (1), et peut offrir des racines réelles. Mais alors la somme des racines, dans lesquelles le coefficient de ‘1 avait un signe déterminé, ne pourrait cesser d’être développable en série convergente, ordonnée suivant les puissances ascendantes de #, qu’autant qu’une valeur principale de #, correspondante à une valeur principale de æ, dans laquelle 6 s’évanouirait, c’est-à-dire à une valeur principale et réelle de +, offrirait pour module le nombre #. Alors aussi, l’expression (23) devant se réduire à #, on aurait à la fois
et par conséquent l'équation (1) admettrait des racines égales, contre l'hypothèse généralement admise dans ce qui précède. Donc,-en reve-
EXTRAIT N° 13. 73 nant à cette hypothèse, nous pourrons énoncer la proposition suivante :
Tuéorème IT. — La fonction (x) étant supposée réelle et entière, si l'on distribue les racines toutes imaginaires de l'équation (25) ou (29) en deux suites distinctes, la première suite comprenant les racines dans lesquelles le coefficient de WŸ— 1 est positif, et la seconde suite, les racines dans lesquelles le coefficient de V— 1 est négatif; les mêmes conditions sont remplies, pour un module de à inférieur à k, par les racines de l'équation (27) ou (31), qui pourront être distribuées en deux nouvelles suites correspondantes aux deux premières, et composées chacune de racines dans lesquelles les coefjtcients de V— 1 seront tous et toujours affectés du méme signe. Alors la somme des termes de la troisième ou quatrième suite, ainsi que la somme de leurs puissances entières de degré quelconque, sera développable en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de 1, le premuer terme de la série étant la somme des termes de la première ou de la seconde suite, ou
de leurs puissances entières du degré donné. St l'équation (1) n'a point de | racines égales, les séries obtenues ne cesseront pas d’être convergentes quand on posera i—k, ce qui réduira les formules (27) et (31) à l'équation (1) elle-même, et par conséquent l'équation (x) pourra étre décomposée en deux autres dont les racines coincideront respectivement avec
les termes de la troisième suite, puis avec les termes de la quatrième.
Corollaire. — Parmi les racines réelles que peut admettre l’équation (1), il importe de savoir quelles sont celles qui devront être censées appartenir à la troisième suite ou à la quatrième. Or, pour décider cette question relativement à une racine donnée de l'équation (r), à la racine a par exemple, il suffira de rechercher si, en considérant la racine a comme la limite vers laquelle converge une racine imaginaire de l’équation (27) ou (3r), tandis que le module de # croît et converge vers la limite #, on doit supposer dans cette racine imaginaire le coefficient de ÿ— 1 ou positif ou négatif. Soit
(42). æ—=a+Ôû+e—1
la racine imaginaire dont il s’agit, à, « désignant deux quantités réelles, OEuvres de C.—S.I,t.1V. d 10
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qui deviennent infiniment petites pour une valeur de z infiniment rapprochée de #, et s’'évanouissent pour z — #. Posons en outre
or f(a+dHeÿ—1)=D+eEÿ— 1,
D, E désignant encore deux quantités réelles. En vertu des formules (42), (43), les équations (27) et (31) donneront
44) LS ik+eE-DYy—:,
(45) 1h 2E+Dy 1,
la valeur de E étant
(46) pe ((etèev (axe)
DE V— I
Done, pour que la valeur de x fournie par l'équation (27) ou par l'équation (31) offre une partie réelle inférieure à #, et à plus forte raison un module inférieur à #, il sera nécessaire que le signe de e, ou du coefficient de ÿ— 1 dans f(x), soit opposé dans le premier cas, pareil dans le second, au signe de la quantité réelle E déterminée par l'équation (46). Mais, pour des valeurs infiniment petites de e et , cette quantité se réduit sensiblement à
f'la+ 0) ou f'{a).
Done, les racines réelles de l'équation (1) étant considérées comme des limites vers lesquelles convergent des racines imaginaires de l’équation (27) ou (31), tandis que le module de z croît et converge vers la limite #, le coefficient de V— 1, dans chacune de ces racines imaginaires, offrira un signe dépendant de celui que prendra la fonction dérivée f(x) pour une valeur de x égale à la racine réelle correspondante de l'équation (1), savoir, un signe opposé à celui de f(x) s'il s’agit de l'équation (27), et un signe pareil à celui de f(x) s'il s'agit de l'équation (31). En conséquence, parmi les suites de racines mentionnées dans le théorème précédent, la troisième comprendra les ra-
cines réelles de l'équation (r) propres à fournir des valeurs ou néga-
EXTRAIT N° 13. 75 tives ou positives de la fonction dérivée f(x), et la quatrième les racines réelles propres à fournir les valeurs ou positives ou négatives de f(x), suivant que l'équation (1) sera déduite, par la supposition ik, ou de la formule (27), ou de la formule (31). D'ailleurs les raeines réelles
D PUR PA PL: PRÉ DE
de l'équation (1) étant rangées d’après l’ordre de leurs grandeurs, lorsqu'on reviendra, en suivant l’ordre inverse, de la dernière 2 à la première a, ces racines fourniront des valeurs de f(x) alternativement positives et négatives, la valeur f’(2) qui correspond à la dernière racine étant positive. En effet, la fonction f(x), qui s’évanouit quand x se réduit à l’une de ces racines, doit nécessairement, dans le passage de l’une à l’autre, commencer par croître et finir par décroitre, ou commencer par décroitre et finir par croître. Mais, à partir du moment où la valeur croissante de x atteint la dernière racine réelle 4, il faut que la fonction f(x) croisse pour devenir positive, puisque avec son premier terme +” elle doit être positive pour de très grandes valeurs de æ. D'autre part, on sait que la dérivée f(x) est positive ou négative suivant que la fonction f(x) croit ou décroit pour des valeurs croissantes de x. Cela posé, si le-nombre »2 des racines réelles &, b, €,
d, ..., g, h est impair, la fonction dérivée f'(x) sera négative pour
HE
racines réelles, savoir
hdi hp
Là À on | . à a racines réelles, savoir
et positive pour Hd lin hi. , Si, au contraire, le nombre »2 est pair, la fonction f(x) sera négative m + , .
pour -- racines réelles, savoir OR HET € 5.6 m . , Ê et positive pour - racines réelles, savoir
b, dissous sh
Done, si l’on pose, pour une valeur impaire de 7»,
et pour une valeur paire de 2,
si d’ailleurs on nomme U le produit des facteurs simples qu'on obtient en retranchant successivement de + les racines imaginaires dans lesquelles le coefficient de ÿ— 1 est négatif,-et V le produit des facteurs simples conjugués aux premiers; la troisième et la quatrième des suites mentionnées dans le théorème précédent auraient pour termes les racines de l'équation (r) propres à vérifier la première et la seconde des deux formules
(51) Hi O0,
ou eV = 0,
ou bien encore la première et la seconde des deux formules
(53) | sU—e,
(54) uV =,
suivant que l’on supposera l'équation (r) tirée de la formule (27) ou de la formule (31) par la supposition # — #. D'ailleurs, les coefficients des équations (51) ou (52) et (53) ou (54) se déduiraient sans peine de la somme des térmes de la troisième ou de la quatrième suite, et de la somme de leurs puissances semblables et entières des divers degrés. Donc l'équation (1), ou
(55) uvUV = 0,
pourra être, en vertu du théorème HI, décomposée à volonté soit
dans les équations (51) et (52), soit dans les équations (53) et (54). Mais, en divisant par leur plus grand commun diviseur les premiers
membres des équations (51) et (53), ou (52) et (54), on réduira ces équations à
(56) L'on + NON dE
De même, en divisant par leur plus grand commun diviseur les pre- _miers membres des équations (51) et (54), ou (52) et (53), on réduira ces équations à
(57) U — 0, F0, On peut donc énoncer le théorème suivant :
Tuéorème IV. — La fonction entière f(x) étant réelle, et les racines de l'équation (1) inégales entre elles, cette équation pourra toujours être decomposée en quatre autres, qui offrent seulement :
La prenuére, les racines réelles pour lesquelles f (x) est négau/f;
La seconde, les racines réelles pour lesquelles f(x) est positif;
La troisième, les racines imaginaires dans lesquelles le coefficient de V— 1 est négatif:
La quatrième, les racines imaginaires dans lesquelles le coefficient de
V— 1 est positif.
Corollaire. — Cette proposition coïncide avec le théorème III de ma Lettre du 2/4 février, et lorsqu'on la joint au théorème [, elle fournit la détermination complète des racines réelles d’une équation de degré quelconque. J'ajouterai que cette détermination peut encore être simplifiée à l’aide des considérations suivantes :
Soient s la somme des racines de l'équation (1), ou de leurs puissances semblables d’un degré donné /, et
RE TV et la somme des puissances semblables, et de même degré, des racines de l'équation (51),
UE
désignant trois quantités réelles. Il est clair que les sommes des puis-
sances semblables, et du degré /, des racines des quatre équations (51), (52), (53), (54) seront respectivement, pour les équations (51) et (52),
(58) SET, 59) RU CU PEMTA et pour les équations (53), (54)
(6o) RE CE UE
Cela posé, si l’on retranche l'expression (58) de l'expression (60), la différence
représentera évidemment la somme des puissances semblables, et du degré /, des racines réelles de l'équation (1), ces puissances étant prises avec le signe + ou avec le signe — suivant que les racines réelles dont il s’agit vérifieront l’une ou l’autre des formules
c’est-à-dire suivant que les valeurs de f(x) correspondantes à ces racines seront positives ou négatives. On aura donc, pour des valeurs
impaires de 72,
‘63) s—2S8—a@—b+c—d'+...— gt+ ht,
et, pour des valeurs paires de »2,
RD
(64) s—28—— a + bt
Si le nombre / est impair, la formule (63) ou (64), dans laquelleS représente la somme d’une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de à — #, fournira, pour une valeur impaire de /», la somme des puissances semblables, et du degré {, des m racines de l'équation :
EXTRAIT N° 13. 19 ou, pour des valeurs paires de #2, la somme des puissances semblables, et du degré /, des 77 racines de l’équation
(66) (æ+a)(æx—b\(x+c)(x—d)...{(x+g(x —h)—o.
D'ailleurs, étant donnée, pour une équation du degré 77, la somme des puissances semblables des racines des degrés représentés par les
nombres HIS, y 5%, Vam —5},
on en tire aisément, à l’aide de formules toutes linéaires, les coefficients des diverses puissances de æ dans le premier membre de cette équation. On peut donc énoncer encore la proposition suivante :
Tuéorème V. — La fonction f(x) étant supposée entière et de forme réelle, et les racines de l'équation (1) inégales entre elles, on pourra déterminer immédiatement, à l'aide de series convergentes, les coefficients d'une autre équation qu offrirait seulement pour racines les racines réelles de l'équation (1) prises avec le signe + ou avec le signe — suivant qu'elles
correspondent à des valeurs positives ou négatives de f(x).
Corollaire. — Le théorème V, joint au I, suffit à la détermination de toutes les racines réelles d’une équation de degré quelconque. Je me propose de revenir, dans une Note nouvelle, sur cette détermination, d’éclaircir encore ce qui a été dit ci-dessus en montrant la méthode appliquée à des exemples numériques, et d'établir d’autres théorèmes relatifs à la résolution des équations. Parmi ces théorèmes, on doit distinguer ceux auxquels on est conduit lorsque, dans les for-
mules (17), (18), (19), la valeur de 5 cesse d’être égale à + =: On doit
Œ surtout remarquer le cas où l’on a eV! — +1, On peut aussi établir facilement la proposition suivante :
TaéorÈme VI. — H(x) et w(x) désignant deux fonctions entières, la première du degré n, la seconde du degré m<n, et dans lesquelles les
coefficients des plus hautes puissances de x sont réduits à l'unité, suppo-
sons que les racines réelles et Jirues des deux équations
(68) sx) =, ctant rangées par ordre de grandeur, forment la suite RS D a ds Het
En donnant à cette suite, pour termes extrémes, — &, +, on ob-
tiendra celle-ci (69) : — ©, «a, 6, /» ARE Hi%s 003
et, si l'on nomme i une quanitté réelle positive, deux termes de la derniére suite, pris conséculivement, pourront comprendre entre eux des racines
réelles d'une seule des deux équations
Si l’on nomme 1°", 2°, 3°, ... intervalle les intervalles compris entre le 1% et le 2° terme, entre le 2° et le 3°, entre le 3° et Le 4°, ..., les racines réelles de l'équation (70) ne pourront être rénfermées que dans le 1", le 3°, le 5°, … intervalle, lorsque 2 — m sera pair, et dans le 2, le 4°, le 6°, ... intervalle, lorsque 7 — m sera impair. Ce sera l'inverse pour l'équation (71). De plus, le nombre des racines réelles de l’équation (70) ou (71) qui pourront se trouver comprises dans l'intervalle compris entre deux termes consécutifs de la suite (70), par exemple entre 6 et y, sera impair si ces deux termes sont racines réelles, l’un de l’équation (67), l'autre de l'équation (68). Le même nombre sera pair et pourra se réduire à zéro dans le cas contraire. |
Nota. — Lorsque deux, trois, ... racines de l’équation (70) ou (71) - deviennent égales, on ne doit pas cesser de considérer leur valeur commune comme représentant deux, trois, ... termes de la suite (69). Seulement ces termes sont égaux entre eux.
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Vote sur un théorème relatif aux racines
des équations simultanées.
C.R., t. V, p. 6. (3 juillet 1837.) 13 juin
Le Compte rendu de la séance du 15 mai 1837 (‘) contient une Note de MM. Sturm et Liouville, sur le théorème qui termine un Mémoire lithographié à Turin, sous la date du 15 juin 1833. Je regrette que ce Mémoire ne soit point parvenu à MM. Sturm et Liouville; ils y auraient vu que j'étais complètement d'accord avec eux sur l'utilité de résoudre par des principes élémentaires les questions relatives à la détermination du nombre des racines réelles ou imaginaires des équations. Il y a plus : le but de ce Mémoire était précisément de montrer comment on peut résoudre directement de semblables questions sans recourir à des formules de Calcul intégral. Au reste, il était tout simple qu'en 1833 je fusse pénétré de cette pensée, puisque déjà en 1813 c'était sur des principes élémentaires que j'avais fondé une méthode pour déterminer & priori le nombre des racines réelles positives et le nombre des racines réelles négatives d’une équation de degré quelconque. Le Mémoire qui renfermait cette méthode, présenté à l’Institut dans la séance du 17 mai 1813, et approuvé sur le rapport de M. Poisson, est précisément celui duquel il résulte que, pour une équation de degré quelconque, on peut toujours obtenir des fonctions rationnelles et entières des coefficients, tellement choisies que, si l’on remplace chacune d'elles par + 1 quand elle est positive, par —1 quand elle est négative, la somme des quantités + 1 où — 1 ainsi trouvées est précisément égale au nombre des racines réelles comprises entre des limites données. (Vorr le rapport de M. Poisson, l'exposé
(1) Voir Comptes rendus du 8 mai 1837, p. 672 (OEuvres de C., S. I, t. IV, p. 45) et du 15 mai 1837, p. 720.
OEuvres de C. — S.I,t. IV. | 11
sommaire de la méthode imprimée chez M®* Courcier, avec la date du 17 mai 1813, et le Journal de | École Polytechnique.)
Pressé par le temps, je n’ai pu développer la pensée qu’expriment les dernières lignes de ce Mémoire, et je me suis vu obligé d’omettre la démonstration du théorème VIT. Ce théorème, qu'on peut généraliser encore, entraine comme conséquence les propositions sur le nombre des racines imaginaires énoncées dans le Mémoire de 1831, et, pour les en déduire, il suffit de prendre pour f(x,.y) et F(x, y) la partie réelle et le coefficient de ÿ-—1 dans une fonction entière de la variable imaginaire æ + y Y— 1.
Dans ce cas, et dans beaucoup d’autres, par exemple, lorsque la fonction D(x, y) (x, y) — o(x, y) X(x, y) reste continue et ne s’évanouit pas entre les limites données, le théorème est exâct et la démonstration que j'ai indiquée subsiste. Mais on peut se demander si l’on doit conserver l'énoncé du théorème dans toute sa généralité. MM. Sturm et Liouville se sont prononcés pour la négative, et ils ont eu raison, Ils ont fait l'observation très juste qu’un examen attentif de cette démonstration même devait conduire à l'opinion qu’ils manifestent; et j'avouerai à ce sujet que, trouvant cette démonstration trop peu développée dans ma Lettre du 22 avril, j'avais entrepris, dès le 24, la rédaction d’une Note plus étendue que je me proposais d’adresser à l’Académie ; mais, arrivé à la treizième page de cette Note, je me trouvai arrêté par quelques difficultés qui me firent prendre le parti d’en ajourner l'envoi jusqu’au moment où l’on aurait publié dans les Comptes rendus les démonstrations des autres théorèmes relatifs à la résolution des équations, et que j'avais précédemment énoncés. En conséquence, à peine rétabli d’une indisposition assez grave, je profitai des premiers moments de loisir pour exposer la nouvelle méthode de résolution des équations qui se trouve développée dans mes deux Lettres adressées à l'Académie, sous les dates du 2 et du 13 mai. L'observation de
MM. Sturm et Liouville m'ayant engagé à revoir la Note commencée
le 24 avril, j'ai reconnu qu’en vertu des principes mêmes établis dans cette Note, le théorème VIIT peut devenir inexact dans le cas où la fonction D(x, y)y(x, y)— ox, y) X(x, y) s’évanouirait entre les limites données, mais que, même dans ce cas, le théorème subsiste encore, S'il n'existe point, entre les limites dont il s’agit, des valeurs
réelles de x, y propres à vérifier simultanément les deux équations (A) Dix,y) x(æ,7) — o(x,r) X(x,r)=0, F(x,r)=o.
Ainsi, pour rectifier l'énoncé du théorème, il suffit d'y joindre la condition que le système des équations (A) ne puisse être vérifié pour des valeurs réelles de x, y comprises entre ces limites. Alors en effet, la démonstration indiquée est applicable, et l’on ne rencontre plus les mêmes difficultés. Au reste, je me propose de reproduire dans une autre Lettre les diverses méthodes à l’aide desquelles j'étais parvenu au théorème VII, et qui toutes supposent implicitement la condition cidessus énoncée. |
Quant à la démonstration élémentaire que MM. Sturm et Liouville ont donnée de mon théorème sur les racines imaginaires, et que je ne connais pas encore, n'ayant pas reçu leur Mémoire, quoique peut-être elle soit du nombre de celles qui se déduisent des principes que j'avais indiqués ou établis, toutefois, comme ils n'ont eu nulle: connaissance du Mémoire de 1835, qui d’ailleurs ne renferme explicitement ni cette démonstration ni même celle du théorème VII, il est clair qu'ils ont tout le mérite de la découverte, et qu’on doit leur savoir gré de lavoir publiée.
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Note sur la résolution des équations de degré
quelconque.
C.R.,t. V, p. 301. (27 août
19 août 1837.
Les principes établis dans les différentes Lettres que j'ai eu l’honneur de transmettre à l’Académie fournissent, comme on l’a vu, des méthodes générales pour la résolution des équations de tous les degrés. En suivant l’une de ces méthodes, fondée sur le troisième théorème énoncé dans ma Lettre du 24 février, on développe immédiatement chaque racine d’une équation en série convergente, lorsque toutes les racines sont réelles, et l’on peut toujours ramener la question à ce dernier cas en se débarrassant, comme on l’a expliqué, des racines imaginaires. Mais quoique, sous le point de vue théorique, cette méthode ne laisse rien à désirer, il peut être avantageux de lui substituer, dans la pratique, l’une des autres méthodes qui se déduisent des principes exposés dans mes diverses Lettres, et en particulier celles qui se fondent sur plusieurs théorèmes que je vais énoncer en peu de mots.
Considérons une équation du degré 7. On pourra la réduire, même
d’une infinité de manières, à la forme e(æ)=ù
o(æ) désignant une fonction entière ou fractionnaire, et z un paramètre réel ou imaginaire. Or, comme je l'ai fait voir, la résolution de cette équation pourra toujours être ramenée, pour de très petites valeurs
de #, à la résolution de l’équation auxiliaire p(æ)=0,
et, pour de très grandes valeurs de #, à la résolution de l’équation
auxiliaire
Il y à plus; si l’on nomme valeurs principales de x celles qui vérifient l'équation dérivée
pile sans vérifier l’une des deux équations auxiliaires, et modules principaux de :— (x) ceux qui répondent aux valeurs principales de x, toutes les racines de la proposée seront développables suivant les puissances ascendantes ou descendantes du paramètre à lorsque le module donné de ce paramètre sera: inférieur ou supérieur à tous ses modules principaux. Enfin, si l’on fait correspondre à chaque expression imaginaire un point situé dans un plan donné, en prenant la partie réelle et le coefficient de ÿ— 1 pour l’abscisse et l’ordonnée de ce point, les expressions réelles correspondront toujours à des points situés sur l’axe des abscisses, et les diverses valeurs de x propres à résoudre l’équation
px) = pour un module donné de #, correspondront à des points situés sur un système de courbes qui pourront être de deux espèces différentes. Nous avons nommé courbes de première espèce celles qui s’élargissent, et courbes de seconde espèce celles qui se rétrécissent, pour une valeur croissante du module de #; et nous avons fait voir que l’équation proposée peut toujours être décomposée en autant d'équations partielles qu'il y a de courbes distinctes. Or si, la fonction o(x) étant de forme réelle, on attribue au paramètre & une valeur réelle, chacune des courbes traversées par l'axe des abscisses, étant symétrique par rapport à cet axe, ne pourra le couper en plus de deux points, hors le cas des racines égales. Donc alors chacune des équations partielles offrira au plus deux racines réelles. Ainsi se trouve établie la proposition suivante :
THéoRËME [. — En supposant résolues les équations auxiliaires
on peut généralement décomposer une équation de la forme g(a)=i en équations partielles dont chacune offre au plus deux racines réelles.
Corollaire. — Si la proposée a toutes ses racines réelles, elle sera immédiatement décomposable en facteurs réels du premier ou du second degré. |
À ce théorème on peut en joindre plusieurs autres dont je vais transcrire les énoncés, me réservant d’en offrir la démonstration dans une autre Lettre.
TuéorÈME Il. — Sr l’on donne successivement à la Jonction o(x) les deux
formes
k—fix), k+/f{x),
f(x) désignant une fonction entière de forme réelle, et k une constante
réelle ou unaginaire dont le module surpasse tous les modules principaux de f(x); st d'ailleurs on suppose inégales entre elles les racines de l'équa-
lion
fix) =, celle équation, que l’on pourra présenter sous l’une quelconque des formes k—f(x)=i, k+f{x)=i, en donnant au paramètre à la valeur k, offrira, sous l’une de ces formes, au moins une racine développable suivant les puissances ascendantes de 1.
On pourra d'ailleurs, dans l'hypothèse admise, développer suivant les puis-
sances descendantes de k les racines de chacune des équations auxiliaires k—f{(x)=0, k+f(x)= 0.
THéorÈME III. — Les mémes choses étant admises que dans le théorème précédent, si l’on forme divers groupes avec les racines de l'équation Là (x ) on eA présentée d'abord sous la forme
k— flæ)=i,
puis sous la forme
k+ f(x) =i, en composant chaque groupe des racines qu'il est indispensable d ‘ajouter entre elles pour obtenir une somme développable en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de i, deux racines distinctes ne pourront en général se trouver rcunies dans le premier cas, sans étre separees dans le second, ni réunies dans le second cas, sans être separees dans
le premier.
Corollaire. — Après avoir développé toutes les racines de chacune
des équations
h—f{zx)}=t; k+ f(x) — i, suivant les puissances ascendantes de r, et calculé les sommes formées par l'addition des développements qu'il est nécessaire d'ajouter entre eux pour obtenir des séries convergentes, il suffira, pour obtenir chaque racine, de réunir entre elles plusieurs de ces sommes, prises les unes avec le signe +, les autres avec le signe —.
Exemple. — Si, l'équation proposée ayant toutes ses racines réelles, on suppose la constante # réelle et positive, les développements correspondants aux racines réelles des équations auxiliaires seront convergents, ainsi que la somme des développements correspondants à deux racines imaginaires conjuguées. Cela posé, si l’on nomme
ab eds. : fresh
les racines réelles rangées par ordre de grandeur, et si, z étant le degré de l'équation donnée, on suppose le premier terme de /{x) réduit à x", alors, pour des valeurs paires de », l'équation auxiliaire
fixz)—k=0o fournira le moyen de calculer les ines a, h, avec les sommes b+é, d+e, ..., f+8g, tandis que l'équation auxiliaire
fournira le moyen de calculer les sommes a+b,c+d,..., g+h.
Au contraire, si x est impair, la première équation auxiliaire fournira la racine À, avec les sommes a + b, c+d, ..., f+g; et la seconde, la racine a, avec les sommes b+c, d+e, ..., g+ h. Dans l’une et l’autre hypothèse, on obtiendra immédiatement la plus petite et la plus grande racine, les autres étant données par les formules
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Méthode générale pour la détermination des
racines réelles des équations algébriques ou méme transcendantes.
C.R.,t. V, p. 357. (4 septembre
- La méthode que je vais exposer est tellement simple qu'il y a lieu de s'étonner qu’elle ne se soit pas présentée plus tôt à l'esprit des géomètres. D'un autre côté, elle est tellement générale qu’elle fournit immédiatement des valeurs aussi approchées qu’on le désire de toutes les racines réelles des équations algébriques, souvent même des équations transcendantes. Enfin les approximations successives sont, non seulement très faciles, mais encore très rapides, pour le moins aussi rapides que dans la méthode newtonienne, et il arrive bientôt un moment où le nombre des chiffres décimaux est plus que doublé à chaque opération nouvelle. Tous ces avantages réunis ne me permettent pas de révoquer en doute la nouveauté de la méthode, quoique je n’aie en ce moment à ma disposition aucun Ouvrage écrit sur le même sujet. Mais ils sont tellement sensibles que la méthode, une fois livrée au public, ne pourrait manquer, ce me semble, d’être adoptée et mise en pratique par tous les amis des sciences. Je commencerat par énoncer
deux des principaux théorèmes sur lesquels elle s'appuie; puis je déduirai de ces théorèmes la méthode elle-même.
THÉORÈME [. — Supposons que les deux fonctions
ob ee
tant l’une et l’autre positiwes pour x — à, restent finies et continues entre
les limites MN, RD,
et vérifient constamment, dans cet intervalle, la condition
Fix) <F(x).
St la seconde des équations (1) | .f(z)=e, (2) Fiæ)— 0
offre une ou plusieurs racines réelles comprises entre les limites données, et si l’on nomme c celle de ces racines qui est la plus voisine de la limuie à, l'équation (1) offrira elle-même une ou plusieurs racines réelles comprises. non seulement entre les limutes
a et b,
mais encore entre les limites plus resserrees
Gel aC:
Démonstration. — En effet, dans l'hypothèse admise, la condition fix) <F(x}, étant vérifiée pour æ — ce, en même temps que l'équation (2), donnera
FEI RS et, comme on aura d’ailleurs J(a)>0,
la fonction f(x) passera du positif au négatif, tandis que la variable x passera de la valeur æ — a à la valeur x — c. Done cette fonction, va-
OŒEuvres de C.—S.I, 1. 1V. V2
riant dans l'intervalle par degrés insensibles, puisqu'elle reste continue, s’évanouira pour une valeur de # comprise entre & et €.
Le théorème I, dans lequel on peut supposer à volonté b <a, ou b >> a, entraine évidemment la proposition suivante :
Tuéorème Il. — Sort
une équation dont le premier membre reste fonction continue de x, entre
Titi
/ des limites donnees (2) RE En Ne pe
Soient encore
quatre fonctions qui restent continues entre ces limites, et se réduisent à des quantités affectées du même signe que f(x), les deux premieres pour x — x, les deux dernières pour x — X. Supposons d’ailleurs qu'entre les
lumites données ces diverses fonctions vérifient constamment les conditions
| ma) _flæ) le) (3) Fed € fla) flæe) Mix) _ flæ) L Ya).
. nn
le signe << pouvant être remplacé par le signe — quand la variable x se réduit, dans la formule (3), à la limite x,, ou, dans la formule (4), à la lémite X. Enfin concevons que, dans le cas où des valeurs de x renfermees entre x,, X vérifieraient, comme racines, soit l'équation (1), soit une où
plusieurs des équalions auxiliaires
(5) w(æ)=0, (6) Six) =o, (7) He) =, (8) titine,
on nomIne
£et Z la plus petite et la plus grande de ces racines, pour l'équation (1,
EXTRAIT N° 16. 91 x, + v. la plus petite, pour l'équation (5), x, + v la plus petite, pour l'équation (6), X — M /a plus grande, pour l'équation (7), X — N /a plus grande, pour l'équation (8).
St l'équation (1) admet effectivement des racines réelles comprises entre les limites x,, X, l'existence de ces racines entraînera l'existence des racines
Lo + Le; X — M,
qui pourront étre substituées avec avantage aux limites x,, X, attendu que
l’on aura (10) | EX M.
les deux racines Ë, £ pouvant être distinctes ou se réduire à une seule. De plus, l'existence de la racine x, + entrainera toujours l'existence des
racines €, À distinctes ou non l’une de l’autre, et par suite des racines
To + (L X—M
qui vérifieront la condition (10) ainsi que la suivante : (ra) Lo + LE Lo + v.
Pareillement l'existence de la racine X — N entrainera toujours l'existence des racines £, Æ, distinctes ou non l’une de l’autre, et par suite des racines
À 287 Dam 1 Ds X—M qu vérifieront la condition (9) avec la suivante :
(12) KeNeTAX: M.
Corollaire I. — Si la limite x, était racine de l'équation (r), elle devrait être pareillement racine de l’équation (5); et, en excluant cette racine, on pourrait énoncer encore le théorème If, pourvu que l'on remplacât, dans la formule (3), la quantité /(x,) par f(x, + +), « désignant un nombre infiniment petit.
Corollaire II. — Si la limite X était racine de l'équation (1), elle devrait être pareillement racine de l’équation (7); et en excluant cette racine, on pourrait encore énoncer le théorème IT, pourvu que lon remplaçât, dans la formule (4), la quantité f(X) par J'(X — ec), e désignant un nombre infiniment petit.
Corollaire HI. — Supposons la fonction f(x) décomposée en deux
- autres
dont les dérivées
soient, la première toujours croissante, et la seconde toujours décroissante, pour des valeurs croissantes de x, comprises entre les limites données; ce qui arrivera, par exemple, si, ces limites étant positives, et f(x) une fonction entière, on prend pour o(æ) la somme des termes positifs, et pour — (x) la somme des termes négatifs. En désignant par a une quantité comprise entre les limites x,, X, ou même équivalente à l’une de ces limites, on aura, en vertu d’une formule connue,
les quantités u, e étant renfermées elles-mêmes entre a et x, à plus forte raison entre les limites x,, X; puis, en ayant égard à l'équation identique
me | flal=ela) ze), on tirera des formules (13)
(5) fla)=fla) + (eg) 0 Comme on aura d’ailleurs, dans l'hypothèse admise, (16) pro) g(u) LY(X), x{ro) Lx(v) <xÂX),
la formule (15) donnera
(17) f(x) <a) + (x — a)? (NX) — x'(xo)], (18) fix) > f{a) + (x — a)Ce' (0) — (XI:
EXTRAIT N° 16. 93 puis, en divisant par /(a) les deux membres de celles-ci, on trouvera :
1° si /(a) est positif,
g'æe) — z'{X) 2 Re or n n Fo a
2° si f(a) est négatif,
EUX — z20) no oi ar.
Si maintenant on désigne, pour abréger, par
É le plus petit et le plus grand des rapports
(21) gro) = XX) D'(X) — x'(xo) J\æo) f(x) et par
A’ B le plus grand et le plus petit des rapports
p(zo)— XX) ?(X) — x'{ro)
(72) ee on tirera de la formule (19) ou (20) : 1° en y remplaçant a par x, L— x$ TE) 7% tar sn [6.4 < A dos 2° en y remplaçant a par X, à x. jJlx) x — X (24) ER A A) Rp
Comme les trois membres dont se compose chacune des formules (23), (24), sont trois fonctions de x qui offrent des valeurs égales à l'unité, par conséquent affectées du même signe, quand on pose æ — x, ou æ=—X, ces formules pourront être substituées, dans le théorème Il,
aux formules (3) et (4); et alors les équations (5), (6), (7), (8), réduites aux suivantes :
(25) : — nd?
a = (26) (27) eee A LUE, À (28) 1 + Bu 0
offriront pour les racines les quatre quantités (29) Lo+a, Lo+6, X—A, X —B.
Mais chacune de ces quantités ne pourra se confondre avec l’une de celles que nous avons représentées, dans le théorème Il, par
(30) Lots Xo+v, X—M, X —N,
_qu'autant qu'elle restera comprise entre les limites x,, X. Cela posé, le théorème IT entrainera évidemment la proposition suivante :
THéoRÈME LIT. — Sort (1 flæ)=0
une équation dont le premier membre f(x) reste fonction continue de x,
entre les limites nn D VX.
Supposons d’ailleurs la fonction f (x) décomposée en deux autres
qu restent elles-mêmes continues entre les limites données, et soient tou-
Jours la première croissante, la seconde décroissante, tandis que l’on fait AE : ; 1
croitre x entre ces limites. Enfin, rommons — L le plus petit et — ë le plus
grand des rapports pro) —x(X), pK) —x'(xo), J\æo)
EXTRAIT N° 16. 95 Nommons, au contraire, + le plus grand et 5 le plus petit des rapports
le) —yIX) pK) — x (æe), FX) FX
St l'équation (1) offre des racines comprises entre les limites x,, X, les
quantites LEA » X —A seront elles-mêmes renfermeées entre ces limites, et comprendront entre elles
toutes les racines dont il s'agit. De plus, il suffira que l’une des quantités F0 6 , X — B
soit comprise entre les limites x,, X, pour que l'équation (1) offre certainement des racines renfermeées entre ces limites. Nommons € la plus petite, et = la plus grande de ces racines, les deux racines , pouvant quelque- Sois se réduire à une seule. St la quantité x, +8 est comprise entre les limites x,, X, on pourra en dire autant des quantités x, +2, X — A,
qu vérifieront les conditions (3:) Lo+aLE<Lro +6, (32) EX — À;
et si la quantité X — B est comprise entre x,, X, OR pourra encore en dire
autant des quantités x, + 2, X — À, qui vérifieront les conditions
(33) To + x LE, (34) UE, LR CE
Nota. — Lorsqu’à la formule (15) on substitue la suivante : flz)=f(a) +(z— a) f'(a) + ie — a)[e"(u) — x"(v)],
alors on obtient le théorème suivant, analogue à celui qu’on vient d’énoncer :
THÉORÈME IV. — Le premier membre de l “équation donnée
flz)=0
etant un polynôme en x du degré nr, supposons qu'on cherche la racine
positive immédiatement inférieure à une limite donnée X. On posera
et l’on prendra pour y la moitié du résultat qu'on obtient en écrivant X au lieu de x dans la dérivée du second ordre de la partie de f(x) qui se compose de termes affectés d’un signe opposé à celui de la quantité f(X);
puis on résoudra l'équation du second degré (34) a+B(rx—-X)+y(x —X)}?—0o.
Si l’on nomme X, la plus petite racine de die équation et X, Xi, Xo, X5,
une série de quantites dont la troisième se déduise de la seconde, la quatrième de la troisième, etc.…, comme la seconde se déduit de la premiére, la i racine ‘cherchée sera la limite vers laquelle convergera tres rapidement le terme général de cette série.
Si l'on prenait pour X une limite supérieure à toutes les racines positives, la méthode indiquée ferait connaître la plus grande de ces racines.
La méthode est applicable au cas même où X serait une racine positiwe déjà trouvée, et fournirait alors la racine positive immédiatement infe-
rieure.
Démonstration. — En conservant les notations du théorème IF, et supposant de plus x, —0, X > 0, on aura non seulement
pla)=e(x)+ (ex) 1x) + EL qu), u étant compris entre æ, et X, mais aussi g'lui>o, g'(u) << g"{X), p(æ)>e(X)+ (x —X) p{X), (x —X}
EXTRAIT N° 16. nr
on trouvera de même pour des valeurs de x inférieures à X
et comme on à f(x) — o{(x) — 7(x), on trouvera -
He Po els,
TE
fle) FX) + (ex) FX) + | (x);
F2 donc, d’après le théorème IT, la plus grande des racines de la proposée inférieures à X sera surpassée, si /(X) est positif, par la plus petite des racines de l'équation auxiliaire | (x — X}?
FIX) + (x —X) f'(X) — "(X) = 0;
et, si /(X) est négatif, par la plus petite racine de l’équation
FR) ex) PUR) + EE gr) = 0. Donc, etc.
Exemple. — Soit donnée à résoudre l'équation de Lagrange
APS HO
et supposons que l’on cherche ses racines positives. Comme on aura (voir l’Analyse algébrique) x° + 7 >> 2V7x*, les racines positives de la proposée seront inférieures à la racine positive de l'équation auxiliaire
ln 2 = 7 * à-di d'tee ap 2072 = 7æ, c'est-à-dire à ; — 1,75. De plus la formule (1) donnera, Dour 4 = 100.
(X3— 7X + 7)+(3X2—3){(r —X)—0, Pt. CNVITON, RÉDOUTA—1:,7...; ; (X3—5X +7) +(3X2— 7x —X)+3X(x— X)?—0, = +1,36...
En posant de nouveau x — 1,38, on trouvera æ — 1,3569.... En po-
‘OEuvres de C. — S.I, t. IV. 1e:
sant æ — 1,70, on trouvera 1,692. Les deux racines de la proposée sont en effet 1,3269 et 1,692.
Ajoutons : 1° que les conclusions précédentes subsisteront lors même que /(x) sera une fonction transcendante, si cette fonction est décomposable en deux parties o(æ) et (x) telles que chacune des dérivées v’(x), y'(x) acquerra des valeurs positives toujours croissantes pour des valeurs positives de æ; 2° dans cette seconde méthode les équations auxiliaires ne sont plus linéaires, mais du second degré; et aussi les approximations sont plus rapides.
On démontre facilement que les méthodes de résolution des équations que nous venons d’indiquer, méthodes applicables dans tous les cas, comprennent, comme cas particulier, la méthode newtonienne; de plus, pour que cette dernière fournisse des valeurs de plus en plus approchées des racines de l'équation f(x) — 0, comprises entre des limites données x — Lo, æ = X, il faut et il suffit, en conservant les notations précédentes, que les quantités
p'(zo)—X’\X); P'(X) — (20)
offrent les mêmes signes. Ce résultat si simple excitera sans doute l'attention des géomètres.
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Détermination des racines réelles des équations :
méthode linéaire.
C.R.,t. V, p. 587 (23 octobre
« M. Cauchy adresse un Mémoire sur l’application des fonctions nommées par M. Ampère enterpolaires, à la détermination des racines réelles des équations. »
Les propriétés très remarquables de ces fonctions conduisent à une méthode nouvelle à l’aide de laquelle on peut resserrer indéfiniment les limites des racines réelles des équations, et obtenir de ces racines des valeurs aussi approchées que l'on voudra.
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Memoire sur les vibrations de l’éther dans un milieu ou dans le système de deux milieux, lorsque la propagation de la lumière s'effectue de la méme maniere en tous sens autour de tout
axe parallèle à une droite donnee.
C.R.,t. VIE, p. 751 (29 octobre
Montrer comment les lois des phénomènes lumineux peuvent se déduire des équations qui représentent les mouvements vibratoires d’un système de molécules sollicitées par dés forces d'attraction ou de répulsion mutuelles, tel est l’objet de divers Mémoires que j'ai publiés à diverses époques, et en particulier du Mémotre sur la Dispersion, imprimé à Paris en 1830; de huit livraisons des Nouveaux Exercices, imprimées à Prague, et d’un Mémoire lithographié sous la date d'août 1836. Ce dernier Mémoire se composait de deux Parties. La première offrait des
formules générales d'analyse applicables à un grand nombre,de questions diverses. La seconde avait spécialement pour objet l'étude des lois suivant lesquelles se développent les divers phénomènes lumineux. Les sept premiers paragraphes de la seconde Partie, déjà publiés, offrent les formules fondamentales de la théorie de la lumière. Il y est successivement question des équations générales du mouvement de l’éther, des couleurs, des mouvements qui deviennent insensibles à de très petites distances, ou des corps opaques, des formules générales quireprésentent un mouvement vibratoire quelconque du fluide éthéré, des milieux où la propagation de la lumière s'effectue suivant les mêmes lois en tous sens, ou autour de tout axe parallèle à une droite donnée; enfin, de la propagation des ondes planes dans les corps transparents. L'impression du Mémoire dont il s’agit a été interrompue par des circonstances indépendantes de ma volonté. Mais les résultats que devaient contenir les derniers paragraphes se trouvent déjà énoncés, pour la plupart, soit dans les Nouveaux Exercices, soit dans diverses lettres adressées à MM. Ampère et Libri, et publiées dans les Comptes rendus des séances de l’Académie. Je me propose maintenant de reproduire successivement ces mêmes résultats, avec quelques développements, dans une suite de Mémoires dont j'ai l'honneur d'offrir aujourd'hui le premier à l’Académie. Je vais indiquer son objet en peu de mots.
Comme je l’ai dit, dans la première Partie du Mémoire lithographié, d'août 1836, on est souvent fort embarrassé pour établir, dans les questions de Physique mathématique, les conditions relatives aux limites des corps et aux surfaces qui terminent des systèmes de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelles. Ainsi, en particulier, si l’on considère des ondes sonores, lumineuses, etc., propagées dans un corps élastique, dans un milieu transparent, etc., on pourra aisément suivre la propagation du mouvement jusqu’à une très petite distance de la surface qui termine ce corps ou ce milieu. Maïs il n’en sera plus de même à l'instant où cette distance deviendra comparable au rayon de la sphère d'attraction ou de répulsion de deux molé-
cules, et, à partir de cet instant, les équations qui représentaient les mouvements vibratoires dans l’intérieur du corps ou du milieu proposé se trouveront altérées; par conséquent, les lois déduites de ces équations cesseront de subsister. Cette difficulté se reproduit jusque dans la théorie de l'équilibre d’un système de molécules. Pour s’en débarrasser, on a généralement fait abstraction de la couche très mince des molécules situées près de la surface extérieure du corps à une distance plus petite que le rayon de la sphère d’activiié sensible, et appliqué à cette surface extérieure les formules relatives à la surface intérieure de la couche dont il s’agit. Ainsi, dans l’Hydrostatique, quand on considère un liquide et un fluide élastique superposé, on admet que la pression mesurée, soit dans le liquide, soit dans le gaz, à une très petite distance de la surface du contact des deux milieux, ne diffère pas sensiblement de la pression exercée en un point de la surface elle-même. C’est encore ainsi que, dans la théorie des vibrations des corps élastiques, après avoir calculé la pression intérieure, pour des points situés tout près de la surface du corps, on égale cette même pression à celle que supporte la surface, c’est-à-dire à zéro, si les expériences s’exécutent dans le vide, ou à la pression atmosphérique, si elles s’exécutent dans l'air. Toutefois, il faut l'avouer, cette égalité entre les pressions extérieure et intérieure n’est point évidente par elle-même, et, si elle a effectivement lieu, elle constitue un théorème de Mécanique qu’il semble nécessaire de démontrer. |
Lorsque l’on parvient aux limites d’un système de molécules, et que l’on s’approche de la surface qui le sépare d’un autre système, il suffit de parcourir un petit intervalle pour que les intégrales des équations d'équilibre ou de mouvement soient notablement modifiées, et pour que des changements sensibles s’opèrent, non seulement dans la valeur de la densité, qui peut être différente dans les deux milieux, mais encore dans Les valeurs des autres quantités, telles que les déplacements maxima de molécules, les vitesses moléculaires, les vitesses des ondes sonores ou lumineuses, etc. Nous n’avons a priori nulle certitude qu'il ne puisse en être de même des pressions, et nous pouvons ajouter que
la théorie de la lumière indique des variations très rapides de la pression qu’exercent les molécules éthérées dans le voisinage de la surface extérieure d’un milieu transparent. On voit donc combien il était à désirer que l’on püt établir une méthode générale propre à fournir, dans les questions de Physique mathématique, les conditions relatives aux limites des corps. On y parvient, dans un grand nombre de cas, en suivant celle que j'ai indiquée dans le $ IV de la première Partie de mon Mémoire lithographié. Le Mémoire que je présente aujourd’hui à l’Académie renferme l'application de cette méthode à la théorie de Ia lumière, et montre comment on en déduit les formules publiées dans les Nouveaux Exercices et relatives à la surface de séparation de deux systèmes de molécules éthérées comprises dans deux milieux séparés par une surface plane. Pour simplifier les calculs, je considère spécialement le cas où dans chacun des deux milieux la propagation de la lumière s'effectue de la même manière en tous sens autour de tout axe perpendiculaire à la surface de séparation. D'ailleurs, le système de deux milieux homogènes pouvant être considéré comme un seul milieu hétérogène, je commence par reproduire, dans le $ I* du nouveau Mémoire, les équations du mouvement de l’éther dans un seul milieu, telles que je les ai données à la page 69 du Mémoire lithographié, savoir, celles qu’on obtient en supposant que la propagation du mouvement s'effectue de la même manière en tous sens autour de tout axe parallèle à une droite donnée. Je développe ensuite ces équations en m'arrétant à la première approximation qui représente les mouvements auxquels on parvient quand on néglige la dispersion; puis, dansle S IF, j'applique les formules trouvées dans le premier paragraphe au système de deux milieux homogènes séparés par une surface plane, et je déduis de ces formules les conditions relatives à la surface de séparation. Ces conditions sont celles que j'ai indiquées à la page 303 des Nouveaux Exercices.
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Mémoure sur la propagation du mouvement par ondes planes dans un système de molécules qui s’attirent ou se repoussent à de tres petites distances. Analogie de ces ondes avec celles dont la propagation donne naissance aux phénomenes de la polarisation de la
lumuère et de-la double réfraction.
C. R.,t. VII, p. 865 (19 novembre
Parmi les mouvements que peut offrir un système de molécules sollicitées par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelles, on doit surtout remarquer les mouvements vibratoires périodiques. Le calcul montre que de semblables mouvements peuvent avoir lieu de telle sorte qu'à chaque instant toutes les molécules situées dans l’un quelconque des plans perpendiculaires à une droite donnée offrent des vitesses égales et dirigées suivant des droites parallèles. IT peut d’ailleurs arriver que l'amplitude de chaque vibration, c’est-à-dire la plus grande distance à laquelle une molécule vibrante s’écarte de la position qu’elle occupait dans l’état d'équilibre, soit une distance invariable et indépendante de la position du plan perpendiculaire à la droite donnée, ou bien que cette distance varie avec la situation de ce même plan. Dans le premier cas, le système de molécules que l’on considère peut être divisé en tranches, que nous appelons des ondes planes, par une infinité de plans équidistants, perpendiculaires à la droite donnée, et tellement choisis que les molécules situées dans ces divers plans sôient toutes au même instant animées de vitesses égales et dirigées suivant des droites parallèles. Alors l'épaisseur d’une tranche sera ce que nous nommons l'épaisseur d’une onde plane ou la longueur d ‘une ondulation. Lorsque cette épaisseur sera très petite, les deux plans qui termineront une onde se confondront sensiblement l’un avec l’autre comme avec chacun des plans intermédiaires, et l’on pourra en conséquence nommer plan d’une onde tout plan perpendiculaire à la droite donnée. Le
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calcul prouve encore que chaque onde se déplace avec le temps, et se propage avec une vitesse constante équivalente au quotient qu'on obtient quand on divise l’épaisseur d’une onde par la durée d’une vibration moléculaire. Cette durée est le temps même qu'emploie une molécule partant d’une position donnée pour y revenir, en vertu de son mouvement rectiligne ou curviligne. D'ailleurs, lorsque la molécule ne se meut pas suivant une droite tantôt dans un sens, tantôt dans le sens opposé, la courbe qu’elle parcourt est généralement une ellipse, dans laquelle le rayon vecteur, mené du centre à la circonférence, décrit des aires proportionnelles au temps. Mais, si l’on considère deux molécules diverses, les deux rayons vecteurs menés à ces deux molécules, à partir des centres des ellipses qu’elles décrivent, ne pourront être parallèles entre eux qu’autant que la distance entre les plans menés parallèlement aux plans des ondes par les deux molécules, prises dans l’état de repos, serait un multiple de la longueur d’ondulation. Du reste, l’ellipse décrite par une molécule peut se réduire à un cercle, ou même à une ligne droite, et alors on retrouve le mouvement rectiligne ci-dessus mentionné. Enfin, pour passer du cas où l'amplitude des vibrations est invariable, au cas où cette amplitude varie avec la situation du plan de l’onde, il suffit de faire décroitre les dimensions de l’ellipse décrite par une molécule, ainsi que les déplacements de cette molécule, mesurés parallèlement aux axes coordonnés, dans le même rapport qu’une exponentielle dont l’exposant négatif soit proportionnel à la distance qui sépare la molécule d’un plan fixe mené par l’origine parallèlement aux plans des ondes. Dans tous les cas, le carré de la durée des vibrations moléculaires se trouve lié à l'épaisseur des ondes et aux cosinus des angles que forme la perpendiculaire au plan d'une onde avec les demi-axes des coordonnées positives par une équation du troisième degré, dont les trois racines correspondent à trois systèmes d'ondes parallèles à un même plan. Lorsque certaines conditions sont remplies, la propagation du mouvement s'effectue en tous sens, suivant les mêmes lois. Alors deux racines de l'équation du troisième degré deviennent égales entre elles; et par suite, deux des trois
systèmes d'ondes se réduisent à un seul. Alors aussi, les vibrations rectilignes des molécules seront comprises dans les plans des ondes, ou perpendiculaires à ces plans, suivant qu’il s'agira des ondes correspondantes à la racine double ou à la racine simple de l'équation du troisième degré.
Il est facile de reconnaître l’analogie des mouvements que nous venons de décrire avec ceux qu'on est obligé d'attribuer aux molécules du fluide lumineux, ou de l’éther, pour rendre compte de divers phénomènes que présente la théorie de la lumière, et, en particulier, de la polarisation et de la double réfraction. Si l’on considère les formules obtenues pour un système de molécules qui s’attirent ou se repoussent à de très petites distances comme pouvant effectivement représenter les vibrations des molécules éthérées dans les phénomènes lumineux, les mouvements elliptiques ou circulaires ci-dessus mentionnés seront ceux que présente Le phénomène de la polarisation elliptique ou circulaire, tandis que la polarisation deviendra rectiligne si Les ellipses décrites par les molécules se réduisent à des lignes droites. De plus, les deux systèmes d’ondes planes, qui se réduisent à un seul quand certaines conditions sont remplies, seront les ondes planes admises par Fresnel dans les deux systèmes de rayons lumineux que pré- _sentent les cristaux doués de la double réfraction, et qui se réduisent à un système unique dans les milieux doués de la réfraction simple. Ces considérations se trouvent développées dans les deux Mémoires que j'ai l'honneur d'offrir aujourd’hui à l’Académie. Le premier, déjà déposé sur le bureau, dans la séance du 29 octobre dernier, a pour titre :
Mémoire sur les lois de la polarisation, lorsque la propagation de la lumuëére s'effectue par ondes planes, dans les milieux transparents, et dans ceux qu absorbent plus ou moins complètement la lumiere.
Le second a pour titre :
Mémoire sur la polarisation rectiligne et la double réfraction.
Ce dernier Mémoire est divisé en trois paragraphes. Dans le premier
paragraphe, après avoir rappelé les formules qui représentent le mou- Œuvres de C.—S.1, 1. \V. 14
vement de l’éther dans le cas où la polarisation est rectiligne, je cherche ce que deviennent ces formules quand on s'arrête à l'approximation du premier ordre, c'est-à-dire, quand on néglige la dispersion. Dans le second paragraphe, je montre comment on peut déduire des formules dont je viens de parler, les axes optiques des milieux doués de la double réfraction. Enfin, dans le troisième paragraphe, j'indique une méthode très simple qui fournit immédiatement l'équation de la surface des ondes. J’ignore si cette méthode diffère ou non de celle que M. d’'Ettingshausen m'a dit avoir substituée avec avantage à l’analyse dont je m'étais servi pour le mème objet dans mes leçons au Collège de France et dans mes Exercices de Mathématiques. J'ajouterai que cet habile physicien n'a dit aussi avoir déduit des formules indiquées sous le n° {, dans le premier Mémoire, les lois de la polarisation dans
les corps transparents.
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — formules extraites des deux Mémoires présentes
dans la séance du 19 novembre.
C.R., t. VIT, p. 907 (26 novembre
Considérons un système de molécules sollicitées par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelles, et soient, au bout du temps #,
és . À Cr 5 6
les déplacements de la molécule »+ qui coïncide avec le point (x, y, 3), ces déplacements étant mesurés parallèlement aux axes des coordonnées
supposés rectangulaires entre eux. Les équations du mouvement par ondes planes seront de la forme
(1) Ê—Acos(kr— st +2), n—Bcos(kr—st+u), 6 = Ccos(kr — st +),
la valeur de r étant r=ax+by+ cz.
EXTRAIT. N° 21. DE 107 Dans ces équations RER AU RS, RE R D 0 représentent des constantes dont les deux premières sont liées avec
l'épaisseur / d’une onde plane, la durée T des vibrations moléculaires, et la vitesse de propagation @, par les formules
représentent les cosinus des angles formés par la perpendiculaire au plan d’une onde avec les demi-axes des coordonnées positives. Par suite, r désigne la distance de la molécule » à un plan passant par l’origine, et parallèle aux plans des ondes.
On tire des équations (1)
(2) à Sin(u —v) + g Snb—d+Zsin(i—nu)=o, et
n\? n RER ET PE (3) (3) —2pçcos(u—v)+ (4) — sin?(u —v),
La courbe qui a pour coordonnées les valeurs de £, , 7, déterminées par les formules (2), (3), est, en vertu de ces formules, une courbe plane du second degré, et même une ellipse. Elle se réduit à une droite lorsqu'on a
LR Alors, en effet, si l’on nomme & la valeur commune de ?, p, v, les équations (1) deviendront
(4) EÉ—Acos(kr—-st+w), n—Bcos(kr—-st+w), E—Ccos(kr— st +),
et l’on tire de ces dernières
> {x ŒIS QIsx
Il existe, entre les constantes contenues dans les équations (4), plusieurs relations en vertu desquelles on peut considérer # et Q& comme des fonctions de a, b, e, s, ou bien encore s et même les deux rapports B:6 FOX réduites à trois formules qui déterminent s et les rapports + + en
comme des fonctions de a, b, ce, k. Ces relations peuvent être
fonctions des trois quantités (5) RAT, HD EU, Fo:
. A : "dy PPS | et, pour obtenir ces trois formules, 1l suffit de considérer la quantité ;
et les coefficients A, B, C comme exprimant l’un des trois demi-axes d'un ellipsoïde et les cosinus des angles formés par ce demi-axe avec ceux des coordonnées positives, l’ellipsoide étant représenté par
l'équation I{x?+ y? + 22) + x? sg Ru (6) \ Y PTE à à ”. dz? db DER Ro FR:
J* 5yoz 02 0 2 Gxdy — ?
et I, K désignant deux fonctions déterminées de w, », æ développables en séries ordonnées suivant les puissances entières et ascendantes de u, 9, #. Si certaines conditions sont remplies, les séries obtenues renfermeront seulement les puissances paires de w, #, w, et alors, en réduisant les séries, ou du moins leurs parties variables, à leurs premiers termes, savoir : Le développement de T aux termes du second degré, et la partie variable du développement de K aux termes du second degré, on verra l'équation (6) se réduire à
(Gu2+ He +Iuw?)(x2+y2+ 2) + Luz? + Mey?+ Nw2z
(7) + P(oz+ wy)} + Qlwx +uz}+R(uy + vx} =:1,
G, H, 1, L, M, N, P, Q, R désignant des quantités constantes. Si maintenant on cherche l'équation qui détermine s en fonction de &, +, w, ou, ce qui revient au même, @ en fonction de a, b, ce, on reconnaitr: que cette équation est du troisième degré par rapport à s° ou à Q?, et
peut être présentée sous l’une des formes
(8) — ») Fo s?— Ak? s?—Bk? s2—Ck2 2PQR a \ ? b 2 ec \2 | Es lee El (9) ‘. OT RTC 2P0R les valeurs de À, B, C étant A=(L-23T G)e+ (R+ H)6+(Q + 1e°, (10) { B—(R + G)a?+ (2 + H)o+ (P+I)c?, RE n e C=(Q + Ga+(P+ H)b+ (Na +l)et.
Dans le cas particulier où le mouvement se propage en tous sens suivant les mêmes lois autour d’un point quelconque, on a
(ui P—QO—R, L—M—N—3P—3Q—3R, et, par suite, La +G—R+H—Q+I, (12) R+G=M—2 2 + HP +1, | Q+G=P+H=N—2 € +L (13) A—B—C.
Alors l'équation du troisième degré en Q?, à laquelle on parvient en faisant disparaître les dénominateurs dans la formule (9), fournit deux racines égales, c’est-à-dire deux valeurs de @? égales entre elles et à la valeur commune des coefficients À, B, C. Alors aussi on à
a À Le LÉ RARES eC sin(p—y) Ssin(v—À) sin(i— p)
et l'équation (2), réduite à
aë+bn+cË=o,
montre que les vibrations des molécules sont comprises dans les plans des ondes. Lorsque les conditions (11) sont remplies, non d’une manière rigoureuse, mais par approximation, les différences
Q—P, R—P, ne sont plus rigoureusement nulles, mais très petites, et les deux racines précédemment égales différent très peu de h0.
Alors, pour chacune d'elles, chacun des termes que renferme le premier membre de l'équation (9) acquiert des valeurs très considérables, . quand on les compare au terme que renferme le second membre; et, dans un calcul approximatif, on peut réduire cette équation à
De DR ii
ou même, puisqu'on suppose P, Q, R sensiblement égaux, à
a? b? F ec? en Q2-— A O2__B ai
Il suffit que les conditions (12) soient remplies pour que les valeurs de A, B, C, fournies par les formules (ro), deviennent indépendantes de a, b, ce, c’est-à-dire de la direction du plan de l'onde. Alors, si l'on représente par Q’, Q”, Q”, les vitesses de propagation des ondes parallèles à des axes coordonnés dont l’un soit l'axe des x, ou des y, ou
des 3, on aura
15) a? a “4 vrz B, )72 —= C;
et, par suite, l'équation (14) sera réduite à [
ie + Q:— 03 :Qr— 0": : Q7— 0":
uns D EN
Si le plan d’une onde devient parallele à l’axe des 3, on aura
Re +0
et si l’on pose alors a — COST;
les deux valeurs de Q? propres à vérifier l'équation (16) seront OT, Q2=— Q/"2 cos?7 + Q'? sin?7.
Ces deux valeurs deviendront égales si, Q” Q" étänt comprise entre Q'et @”, une droite perpendiculaire au plan de devient parallèle à l’un des deux axes menés par l’origine dans le plan des xy, de manière à former avec l’axe des x un des angles + déterminés par la formule
Q72 __ 072 (17) tañgr — + = RFA PE Q'2 — AO Q"2
Si la perpendiculaire au plan d’une onde, cessant d’être parallèle à l’un PErp Ï
de ces axes, forme avec eux des angles représentés par & et 7, Les deux valeurs de Q? tirées de la formule (16) deviendront
| Q2= Q"2 cos? LT! + Or? sin? 2 LT, (18) è :
| O? — Q"? cos? LT + Q'2 sin? LT.
Les formules (18) sont précisément celles qui déterminent la vitesse de propagation de la lumière, suivant une direction quelconque, dans un milieu doublement réfringent, lorsque ce milieu présente deux axes optiques, c'est-à-dire deux directions à chacune desquelles le plan d'une onde ne peut devenir perpendiculaire sans que les deux rayons transmis se réduisent à un seul. Donc l’équation (16), de laquelle sont tirées les formules (18), est applicable au mouvement du fluide lumineux dans un cristal à deux axes optiques. Cette équation suppose que l’on prend pour plan des æ, y le plan des deux axes optiques, et pour axes des x et y deux droites tracées dans ce plan, de manière à diviser en parties égales les angles que les deux axes optiques forment entre eux.
Considérons maintenant une onde plane qui passe par l'origine quand on suppose 4—0o. Cette onde, au bout d’un temps quelconque £, aur:
changé de place, et son plan sera représenté par léquation (19) ax + by + cz = Qt.
Si, dans cette dernière équation, l’on fait varier les cosinus @, b, €, assujettis à vérifier la condition
sans faire varier 4, le plan de l'onde prendra des positions diverses, en demeurant toujours tangent à une certaine surface qu’on nomme Îa surface des ondes. L'équation de cette même surface se déduit aisément des formules (18), (19), (20), et peut s’écrire comme il suit :
x? à 7? ” 3° ne x+y?+z—Q'2n x+p+z—QN xt+ypi+z2— O2
(21) En faisant disparaitre les dénominateurs, et en effaçant le terme (a? + y? + 3?) qui se trouve alors dans les deux membres, on réduit la formule (21) à l'équation du quatrième degré, donnée par Fresnel.
OPTIQUE MATHÉMATIQUE. — Mémoire sur la réflexion et la réfracuon de la lumière produites par la surface de séparation de deux milieux doués de
la réfraction simple.
C. R., t. VII, p. 953 (3 décembre
Dans le premier des Mémoires que j'ai présentés depuis peu de temps à l’Académie, j'ai donné les formules générales qui expriment les conditions relatives à la surface de séparation de deux milieux dans lesquels vibrent les molécules de l’éther. En appliquant ces formules générales à la réflexion et à la réfraction de la lumière, produites par deux milieux que sépare une surface plane, et dont chacun est doué
de la réfraction simple, on obtient les formules particulières contenues dans le nouveau Mémoire joint à la présente Note. Je me propose, dans la prochaine séance, de donner un aperçu général des résultats qu’elles indiquent, et je me bornerai pour l’instant à une observation qui me parait digne de l'attention des physiciens.
Lorsque les deux milieux donnés sont transparents, les formules relatives à la réflexion et à la réfraction renferment une constante réelle que l’on nomme l'indice de réfraction, et qui n’est autre chose que le rapport constant du sinus de l’angle d'incidence au sinus de l’angle de réfraction. Mais, lorsque le second milieu devient opaque, cet indice n'existe plus, ou, du moins, il se trouve remplacé par une constante imaginaire qui dépend de deux quantités réelles. Done, alors, il n’y a plus lieu de rechercher ce qu’on nomme l’éndice de réfraction du corps opaque, et l’on doit à la recherche de cet indice substituer la recherche des deux quantités réelles dont je viens de parler. Mon Mémoire offrira plusieurs exemples de la détermination de ces deux quantités. Au reste, les formules que j'ai obtenues s'accordent d’une manière remarquable, ainsi que je l’expliquerai dans la prochaine séance, avec _les expériences des physiciens.
OPTIQUE MATHÉMATIQUE. — Memoire sur la réflexion et la réfracuon
de’ la lumière.
PREMIÈRE PARTIE, — Considérations générales
Pour faire bien comprendre l’explication des phénomènes que produisent la réflexion et la réfraction de la lumière, il ne sera pas inutile de présenter d’abord quelques considérations générales sur les mouvements vibratoires et périodiques d’un système de points matériels.
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Considérons un système de molécules ou points matériels très peu écartés de leurs positions d'équilibre stable, et sollicités par des forces qui tendent sans cesse à les y ramener, telles que les poids de ces molécules, ou bien encore les actions attractives ou répulsives des unes sur les autres. Chaque molécule oscillera autour de la position qu'elle oceupait dans l’état d'équilibre du système, et les lois du mouvement seront d'autant plus faciles à reconnaître que les déplacements des molécules seront plus petits. Concevons, en effet, que les différents points du système soient rapportés à trois axes coordonnés rectangulaires entre eux. Les équations du mouvement d’une molécule seront trois équations différentielles, ou, plus généralement, trois équations aux différences mélées, qui devront servir à déterminer, au bout d’un temps quelconque, les trois déplacements de la molécule mesurés parallèlement aux axes, en fonction des quatre variables indépendantes, c'est-à-dire en fonction des coordonnées et du temps. Or, en considérant les trois déplacements dont il s’agit, ainsi que leurs différences finies et leurs différentielles ou dérivées, comme des quantités infiniment petites du premier ordre, et négligeant les infiniment petits du second ordre, on devra, dans les trois équations du mouvement, conserver seulement les premières puissances de ces déplacements et de ces différences finies ou dérivées. On verra ainsi les trois équations du mouvement se réduire à trois équations plus simples qui seront du genre de celles qu’on nomme Anéaires, et qui seront vérifiées d'autant plus exactement que les déplacements des molécules seront plus petits. C’est ce que nous exprimerons en disant que les trois nouvelles équations représentent les mouvements infiniment petits du système de points matériels donné.
Puisque les équations des mouvements infiniment petits d’un système de points matériels sont linéaires, lorsqu'on connait plusieurs intégrales particulières de ces mêmes équations, il suffira de combiner par voie d’addition les intégrales connues pour en obtenir d’autres. Donc, étant donnés plusieurs mouvements infiniment petits que pourrait prendre un système de points matériels soumis à l’action de cer-
EXTRAIT N° 923. 115 taines forces, si dans chacun de ces mouvements on mesure le déplacement des molécules parallèlement aux axes coordonnés, un nouveau mouvement, dans lequel chaque déplacement aurait pour valeur la somme de ses valeurs relatives aux mouvements donnés, sera encore un des mouvements infiniment petits que le système de points matériels est susceptible d'acquérir. On dit alors que le nouveau mouvement résulte de la superposition de tous les autres. On a des exemples de cette superposition dans la théorie des ondes liquides et dans la théorie du son. Ainsi, en particulier, lorsque la surface d’une eau tranquille a été déprimée en plusieurs lieux par l'immersion simultanée de corps très petits, le liquide s'élève en chaque point au-dessus de son niveau naturel à une hauteur représentée par la somme des hauteurs des ondes que produiraient les immersions des divers corps considérés isolément; et, lorsque plusieurs sons se font entendre à la fois, le déplacement de chaque molécule d’air, mesuré parallèlement à un axe fixe, est la somme des déplacements que pourraient produire les divers sons, pris chacun à part.
Ce n’est pas tout. Puisque les trois équations des mouvements infiniment petits d'un système de points matériels sont linéaires, les valeurs qu’elles fournissent, pour les. déplacements d’une molécule mesurés parallèlement aux trois axes coordonnés, sont les parties réelles de trois variables imaginaires qui vérifient trois autres équations de même forme. Si d’ailleurs les trois premières équations sont indépendantes de la position de l’origine des coordonnées, en sorte qu’elles ne se trouvent pas aitérées quand on transporte cette origine d’un point à un autre, la manière la plus simple de vérifier les trois nouvelles équations sera de supposer les trois variables imaginaires respectivement égales aux produits de trois constantes imaginaires par une même exponentielle dont l’exposant imaginaire et variable se réduise à une fonction linéaire des coordonnées et du temps. Nous appellerons mouvement simple où élémentaire le mouvement infiniment petit qu’on obtient dans une semblable hypothèse. Cela posé, comme une fonction quelconque de plusieurs variables peut être représentée par la somme
d’un nombre fini ou infini de termes respectivement proportionnels à des exponentielles dont les exposants soient des fonctions linéaires, réelles ou imaginaires, de ces mêmes variables, il est clair qu'un mouvement infiniment petit d’un système de points matériels donné sera toujours un mouvement simple, ou du moins un mouvement résultant de la superposition d’un nombre fini ou infini de mouvements simples.
Dans toute expression imaginaire, la partie réelle et le coefficient de V— 1 sont, comme on le sait, les produits respectifs d’une quantité réelle et positive qu’on nomme le module par le sinus et le cosinus d’un certain arc ou angle que nous appellerons l'argument. D'autre part, l’exponentielle à laquelle restent proportionnelles les trois variables imaginaires, dont les déplacements d’une molécule dans un mouvement simple sont les parties réelles, peut être regardée comme ayant pour base la base même des logarithmes népériens, et pour exposant une fonction linéaire du temps et des trois coordonnées sans terme constant, par conséquent, un polynôme composé de quatre termes respectivement proportionnels à ces quatre variables indépendantes. Ce polynôme, dont les coefficients resteront en général imaginaires, sera pour cette raison décomposable en deux parties, l’une réelle, l’autre équivalente au produit de ÿ— 1 par un facteur réel. Or ce facteur, qui sera lui-même une fonction linéaire des variables indépendantes, sans terme constant, est précisément l'arc ou l'angle qui servent d’argument à l’exponentielle imaginaire dont nous avons parlé. Cet argument et le module de cette exponentielle, c’est-à-dire la quantité positive en laquelle elle se transforme quand on réduit l’exposant imaginaire à sa partie réelle, sont ce que nous appellerons l'argument et le module du mouvement simple. Si lon multiplie le module par le cosinus de l'argument, l'expression ainsi obtenue sera la partie réelle de l’exponentielle imaginaire; et, pour déduire de cette expression le déplacement d’une molécule, mesuré parallèlement à un axe fixe, par exemple à l’un des axes coordonnés, il suffira d’y substituer au module du mouvement simple le produit de ce module par un coefficient constant
relatif à cet axe, puis à l'argument du mouvement simple la somme faite de cet argument et d'un angle constant que nous nommerons paramètre angulaire. D'ailleurs le coefficient du module et le paramètre angulaire ajouté à l'argument ne seront pas nécessairement les mêmes dans les trois déplacements d’une molécule mesurés parallèlement aux trois axes coordonnés, et pourront en général changer de valeur quand on passera d’un axe à l’autre.
Les principaux caractères d’un mouvement simple se déduisent aisément de la considération de l’exponentielle imaginaire ci-dessus mentionnée, par conséquent de la considération de son argument et de son module, c’est-à-dire de l'argument et du module du mouvement simple ; et d’abord si l’on élimine l'argument et le module dont il s'agit entre les trois équations finies qui déterminent les déplacements d’une molécule, mesurés parallèlement aux axes coordonnés, on obtiendra entre ces déplacements une équation du premier degré dont les coefficients seront indépendants de la position de la molécule. Donc la courbe décrite par chaque molécule sera une courbe plane, dont le plan restera constamment parallèle à un plan invariable que l’on pourra faire passer par l’origine des coordonnées. D'autre part, l'argument du mouvement simple étant une fonction linéaire des quatre variables indépendantes, acquerra constamment la même valeur en tous les points d’un plan quelconque parallèle à un second plan invariable dont on formera l'équation en égalant cet argument à zéro, pour une valeur nulle du temps, c’est-à-dire à l’origine du mouvement. Enfin, l'exposant réel de l’exponentielle qui représente le module du mouvement simple, étant lui-même une fonction linéaire des variables indépendantes, acquerra la même valeur en tous les points d’un plan quelconque parallèle à un troisième plan invariable dont on formera l’équation en égalant cet exposant à zéro pour une valeur nulle du temps. Donc, dans un mouvement simple, l'argument et le module, par conséquent les déplacements moléculaires qui en dépendent et les vitesses de vibration seront les mêmes, à chaque instant, pour toutes les molécules situées sur la droite d’intersection de deux plans parallèles, l’un au second plan
_invariable, l’autre au troisième, ou, ce qui revient au même, pour toutes les molécules situées sur une droite parallèle à la ligne d’intersection du second plan invartable et du troisième.
Il est important d'observer que, dans l'argument d’un mouvement simple, ou dans l’exposant de l’exponentielle qui représente son module, la somme des trois termes respectivement proportionnels aux trois coordonnées sera toujours le produit de [a distance d’une molécule au second plan invariable ou au troisième par un coefficient égal, au signe près, à la racine carrée de la somme des carrés des coefficients des coordonnées dans ces mêmes termes. Donc cet argument et cet exposant pourront être en définitive considérés comme deux binômes composés chacun de deux parties proportionnelles, l’une au temps, l’autre à la distance qui sépare une molécule du second plan invariable ou du troisième. D'ailleurs, l’angle dont le cosinus entre comme facteur dans l'expression de l’un quelconque des trois déplacements molé- _culaires n'étant autre chose que l'argument même augmenté d’un paramètre constant, les valeurs de l'argument pour lesquelles ce cosinus, et par suite le déplacement, s’évanouiront, seront des valeurs équidistantes qui formeront une progression géométrique dont la raison sera la demi-circonférence ou le nombre +. Enfin, pour obtenir ces valeurs équidistantes, 1l suffira évidemment de faire varier successivement de quantités égales entre elles, soit le temps, soit la distance qui sépare une molécule du plan invariable. Donc les déplacements moléculaires, mesurés parallèlement à l’un des axes coordonnés, s’évanouiront pour une même molécule, après des intervalles de temps égaux, chaque intervalle étant le rapport du nombre 7 à la constante qui représente le coefficient du temps dans l'argument, et s’évanouiront, à un même instant, pour toutes les molécules situées dans des plans parallèles équidistants, l'intervalle compris entre deux plans consécuüfs étant le rapport du nombre 7 à la constante qui, dans l'argument, représente le coefficient de la distance d’une molécule au second plan invariable. Observons d’ailleurs que ces intervalles de temps, ou ces intervalles compris entre les plans parallèles, seront de deux espèces,
chaque intervalle pouvant répondre à une valeur positive ou négative du cosinus que l’on considère, par conséquent à un déplacement moléculaire effectué dans le sens des coordonnées positives ou négatives. La somme faite de deux intervalles contigus, de premiere et de seconde espèce, composera un intervalle double après lequel le cosinus reprendra successivement toutes les valeurs qu’il avait d’abord acquises. Cet intervalle double aura pour mesure le rapport d’une circonférence entière ou du nombre 27 à la constante qui, dans l’argument, représente le coefficient du temps ou de la distance d’une molécule au second plan invariable; et il exprimera, dans le premier cas, la durée invariable des vibrations ou oscillations moléculaires mesurées parallèlement à un axe fixe, dans le second cas, la double épaisseur des tranches qu’on formera dans le système de molécules donné en coupant ce système à un instant donné par des plans parallèles qui renferment les molécules dont le déplacement, mesuré parallèlement à un axe fixe, s'évanouit. La réunion de deux tranches contiguës, par conséquent de deux tranches qui renfermeront des molécules déplacées en sens inverses, formera ce que nous appellerons une onde plane, et la double épaisseur d’une tranche sera précisément ce que nous nommerons l'épaisseur d'une onde, ou la longueur d'une ondulation. Cette épaisseur restera la même, ainsi que la durée des vibrations, quel que soit l’axe fixe parallèlement auquel se mesurent les vibrations des molécules. D'ailleurs, le temps venant à croître, chaque onde se déplacera dans l’espace avec les plans parallèles qui la terminent, et sa vitesse de propagation ou de déplacement sera évidemment le rapport entre les deux constantes qui représentent, dans l'argument, les coefficients du temps et de la distance d’une molécule au second plan invariable; ou, ce qui revient au même, cette vitesse de propagation sera le rapport entre l'épaisseur d’une onde plane et la durée d’une vibration mesurée parallèlement à un axe fixe.
Considérons maintenant l’exponentielle qui représente le module d’un mouvement simple. Il peut arriver que, dans cette exponentielle, ou plutôt dans son exposant, le coefficient du temps, ou bien encore
le coefficient de la distance d’une molécule au troisième plan invariable, s’'évanouisse. Dans Le premier cas, le module ne dépendant plus du temps, les trois déplacements d’une molécule, mesurés parallèlement aux axes coordonnés, reprendront périodiquement les mêmes valeurs après des intervalles de temps égaux entre eux et à la durée d’une vibration moléculaire. Pour cette raison, le mouvement simple pourra être alors désigné sous le nom de mouvement périodique durable ou persistant. Alors aussi la courbe décrite par chaque molécule sera une courbe fermée et rentrante sur elle-même. Dans le second cas, le module deviendra indépendant de la position d’une molécule dans le système de points matériels donné; par conséquent, la courbe décrite par chaque molécule dépendra uniquement de sa distance au second plan invariable, et n’éprouvera aucune altération quand on fera croître ou diminuer cette distance de l’épaisseur d’une onde plane ou d’un multiple de cette épaisseur. Si, dans l’exposant du module, le coefficient du temps ne se réduit pas à zéro, alors, le temps venant à croître, les déplacements d’une molécule, mesurés parallèlement à des axes fixes, ne pourront demeurer très petits qu'autant que ce même coefficlient sera négatif, et, dans cette hypothèse, le mouvement simple, loin d’être un mouvement durable et persistant, sera au contraire un mouvement qui tendra sans cesse à s'éteindre, et dans lequel chaque moléeule s’'approchera indéfiniment de la position qu’elle occupait dans l'état d'équilibre du système, en décrivant une spirale autour d'elle. Enfin, si, dans l’exposant du module, le coefficient de la distance d’une molécule au troisième plan invariable ne se réduit pas à zéro, alors, tandis qu’on s’éloignera de ce troisième plan dans un certain sens, on verra décroitre indéfiniment, et au delà de toute limite, les déplacements des molécules, d’où il résulte qu’à une distance considérable du troisième plan, le système sera sensiblement au repos.
Lorsque, dans l’exposant du module, le coefficient du temps et le coefficient de la distance d’une molécule au troisième plan invariable s’évanouissent à la fois, le module se réduit à l’unité. Alors la courbe décrite par chaque molécule est généralement une ellipse, et, dans
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cette ellipse, le rayon vecteur mené du centre à la molécule trace des aires proportionnelles au temps. De plus, les ellipses correspondantes aux diverses molécules sont toutes parallèles.les unes aux autres, et décrites par ces molécules en des temps égaux dont chacun est la durée d’une vibration moléculaire. Enfin le rayon vecteur, mené du centre d'une ellipse à la molécule qui la décrit, reste parallèle à luimême et dirigé dans le même sens, quand on fait varier la distance “de la molécule au second plan invariable, ou de l'épaisseur d’une onde plane, ou d’un multiple de cette épaisseur.
Chaque molécule décrivant une ellipse dans le cas où le module se réduit à l'unité, nous désignerons alors le mouvement simple sous le nom de mouvement elliptique. Au reste, 1l peut arriver que l’ellipse décrite se réduise à un cercle ou à une ligne droite. Alors le mouvement deviendra crculaire ou rectiigne. Ajoutons que chaque molécule décrira toujours une droite, et qu’en conséquence le mouvement deviendra rectiligne, quelle que soit d’ailleurs la valeur constante ou variable du module, si, dans Les expressions des déplacements mesurés parallèlement aux axes, les trois paramètres angulaires deviennent égaux entre eux.
Il peut arriver que, dans une question de Physique mathématique, les trois variables principales qui expriment les trois déplacements d’une molécule mesurés parallèlement aux axes se trouvent séparées, c’est-à-dire que chacune de ces variables se trouve déterminée par une seule des équations aux différences mêlées qui représentent un mouvement infiniment petit. Alors les coefficients du module et les paramètres angulaires que renferment les expressions des trois déplacements relatifs à un mouvement simple deviennent indépendants les uns des autres, et chaque mouvement simple peut être considéré comme résultant de la superposition de trois mouvements rectilignes simples dans chacun desquels les vibrations des molécules s’effectueraient parallèlement à l’un des axes coordonnés. I est d’ailleurs évident que, pour réduire ces mouvements rectilignes à deux et faire disparaître le troisième, il suffira de prendre pour l’un des axes coordonnés une droite
Œuvres de C.—S.1,t.1V. $ 16
perpendiculaire au premier plan invariable, par conséquent aux plans des diverses courbes décrites par les molécules.
C. R.,t. VII, p. 1044 (17 décembre 1838). — Suite
Considérons maintenant deux systèmes de molécules contigus, séparés l’un de l’autre par une surface plane, et supposons que, pour chacun d’eux, les équations du mouvement soient indépendantes de la position de l’origine des coordonnées. Chacun de ces systèmes sera capable de propager des mouvements simples. De plus, un mouvement simple propagé dans le premier système, avec une vitesse de propagation en vertu de laquelle les ondes planes se rapprocheront de la surface de séparation, entraînera toujours la coexistence : 1° d’un autre mouvement simple propagé dans le premier système avec une vitesse de propagation en vertu de laquelle les ondes planes s’éloigneront de la surface de séparation; 2° d’un mouvement simple propagé dans le second système avec une vitesse de propagation en vertu de laquelle les ondes planes s’éloigneront encore de la surface dont il s’agit. En effet, il serait impossible de satisfaire aux conditions particulières qui se rapportent à la surface de séparation, si, à la considération du mouvement simple donné dans le premier système, on ne joignait celle des deux autres mouvements dont nous venons de parler. Cela posé, les ondes planes qui caractériseront le mouvement donné, ces ondes qui, par hypothèse, s’approcheront de la surface de séparation, et viendront en quelque sorte tomber sur cette surface, seront appelées ondes incidentes. Au contraire, les ondes planes qui distingueront les deux autres mouvements propagés, l’un dans le premier système de molécules, l’autre dans le second système, seront les ondes réfléchies et les ondes réfractées. Ces deux derniers mouvements pourront être désignés euxmêmes sous les noms de mouvements réfléchi et réfracté, et la surface de
séparation sous le nom de surface réfléchissante où réfringente. D'ailleurs les conditions relatives à cette surface se réduiront généralement à des relations qui devront subsister, pour tous ses points, entre les variables qui exprimeront les déplacements moléculaires dans les ondes incidentes réfléchies et réfractées, ou entre les dérivées de ces mêmes variables. Done ces conditions se trouveront exprimées par des équations dans lesquelles les seules quantités variables seront les arguments et les modules des trois mouvements simples ci-dessus mentionnés. Il y a plus : puisqu'il est ici question de mouvements infiniment petits, les équations de condition pourront être supposées linéaires, aussi bien que les équations du mouvement de chaque système, et remplacées par d’autres équations linéaires de même forme entre les variables imaginaires dont les déplacements des molécules seront les parties réelles. Alors, dans chaque équation de condition, les trois espèces de termes, relatifs aux trois mouvements simples, se trouveront combinés par voie d’addition, et seront réductibles aux produits de trois constantes imaginaires par trois exponentielles qui offriront pour base la base même des logarithmes népériens, et pour exposants imaginaires trois fonctions linéaires du temps et des coordonnées sans terme constant.
Concevons maintenant que l’on fasse coïncider l’un des plans coordonnés avec la surface réfléchissante. Pour tous les points de cette surface, les trois exposants imaginaires, dont on vient de parler, se réduiront à trois fonctions linéaires des deux coordonnées mesurées sur cette surface, et du temps, par conséquent à trois fonctions linéaires de trois variables indépendantes. D'ailleurs, chaque équation de condition devra subsister, quelles que soient les valeurs attribuées à ces trois variables indépendantes; et, en supposant nulles deux d’entre elles, on rendra les trois exposants imaginaires proportionnels à la troisième. Enfin, la somme de trois ou de plusieurs exponentielles dont les exposants sont proportionnels à une seule et même variable, ou bien encore, la somme des produits de ces exponentielles par des facteurs constants, ne peut devenir indépendante de la variable dont il
s’agit, à moins que les coefficients de cette variable dans les diverses exponentielles ne soient tous égaux entre eux. Done, chacune des trois variables indépendantes, relatives aux mouvements des molécules que renferme la surface réfléchissante, devra, dans les trois fonctions linéaires ci-dessus mentionnées, se trouver multipliée par le même coefficient, et, pour tous les points de cette surface, les trois fonctions linéaires deviendront égales entre elles, ou, en d’autres termes, les trois exposants imaginaires des exponentielles relatives aux trois mouvements simples deviendront égaux. Or, les coefficients de ÿ— 1 dans ces exposants, et leurs parties réelles, seront précisément les arguments des trois mouvements simples et les exposants de leurs modules. Donc, en vertu des équations de condition relatives à la surface réfléchissante, les trois mouvements simples devront, pour tous les points de cette surface, et quelles que soient les valeurs attribuées aux trois variables qui resteront indépendantes, offrir des arguments égaux et des modules égaux. Il nous reste à examiner quelles seront les conséquences de cette double égalité.
D'abord, le temps étant l’une des trois variables indépendantes, son coefficient devra rester le même dans les arguments des trois mouvements simples. Donc, le rapport du nombre 27 à ce coefficient, ou la durée des vibrations moléculaires, mesurée parallèlement à un axe fixe, restera lamême dans les ondes incidentes, réfléchies et réfractées. De plus, puisqu'on obtient, pour chaque mouvement simple, l'équation du second plan invariable, en égalant à zéro la somme des termes proportionnels aux coordonnées dans l'argument, et que cette somme devra, en chaque point de la surface réfléchissante, conserver encore la même valeur pour les trois mouvements dont il s’agit, il est clair que, pour tous les trois, les points communs à la surface réfléchissante et au second plan invariable seront les mêmes. En d’autres termes, la trace du second plan invariable sur la surface réfléchissante demeurera fixe, lorsqu'on passera du mouvement donné au mouvement réfléchi ou réfracté, et coïncidera toujours avec une droite unique parallèle aux plans de toutes les ondes, c’est-à-dire aux plans qui
termineront toutes les ondes incidentes, réfléchies et réfractées. Si par un point de cette droite on élève des perpendiculaires aux plans des trois espèces d'ondes, ces perpendiculaires formeront avec la normale à la surface réfléchissante des angles égaux à ceux que forment les plans des ondes avec la surface elle-même, et se trouveront d’ailleurs comprises dans un seul plan normal à la surface. Les angles d'incidence, de réflexion et de réfraction seront les angles aigus formés par les perpendiculaires dont il s’agit avec la normale à la surface réfléchissante, ou, en d’autres termes, par les plans des trois espèces d'ondes avec la surface elle-même. Le plan unique qui renfermera les trois perpendiculaires et les angles formés par elles avec la normale à la surface réfléchissante pourra être nommé à volonté le plan d'incidence, ou de réflexion ou de réfraction.
Si, dans les remarques précédentes, on substitue aux arguments des trois mouvements simples les exposants de leurs modules, on reconnaîtra immédiatement : 1° que le coefficient du temps, dans l’exposant du module, reste le même quand on passe du mouvement donné au mouvement réfléchi ou réfracté; 2° que, dans ce passage, les points communs à la surface réfléchissante et au troisième plan invariable restent les mêmes, Au surplus, il arrive souvent, dans les questions de Physique mathématique, que le troisième plan invariable se confond avec la surface réfléchissante. |
Le coefficient du temps dans l’exposant de l’exponentielle imaginaire qui caractérise un mouvement simple se trouve généralement lié par une certaine équation aux coefficients des trois coordonnées dans ce même exposant. Lorsque le système donné est du nombre de ceux dans lesquels la propagation du mouvement s'effectue en tous sens suivant les mêmes lois, l’équation dont il s’agit ne renferme que le coefficient du temps et la somme des carrés des coefficients des trois coordonnées. C’est du moins ce qu'il est facile de démontrer dans le cas où le système donné admet des mouvements simples pour lesquels les parties réelles des quatre coefficients s’évanouissent. Alors, en effet, la somme des carrés des coefficients des trois coordonnées, prise en signe con-
taire, a précisément pour racine carrée le rapport du nombre 27 à l'épaisseur d’une onde plane, et pour que le mouvement se propage de la même manière en tous sens, 1l est nécessaire que cette épaisseur dépende uniquement de la durée des vibrations, ou, ce qui revient au même, du coefficient du temps.
Revenons aux deux systèmes de molécules que nous considérions tout à l'heure. Si, en prenañt pour un des plans coordonnés la surface réfléchissante, on prend pour un des axes coordonnés la droite d’intersection de cette surface et du second plan invariable, la coordonnée mesurée sur cette droite disparaîtra de chaque argument, et les deux autres coordonnées, mesurées sur deux perpendiculaires à cette droite, dont l’une sera la normale à la surface réfléchissante, l’autre étant la trace du plan d'incidence sur cette surface, auront pour coefficients deux quantités proportionnelles aux cosinus et sinus de l'angle d’incidence, ou de réflexion, ou de réfraction, le rapport du cosinus au coefficient de l’une ou du sinus au coefficient de l’autre étant égal, au signe près, à la racine carrée de la somme des carrés des deux coefficients. Donc le premier et le second coefficient seront les produits du cosinus et du sinus par cette racine carrée, qui représente, dans l’argument, le coefficient de la distance d’une molécule au second plan invariable, et a pour mesure le rapport du nombre 27 à l'épaisseur d’une onde plane. Le premier et le second coefficient seront done les produits du nombre 27 par les rapports du cosinus et du sinus à l'épaisseur d’une onde plane. D'ailleurs, le second coefficient qui appartient, dans l'argument, à une coordonnée mesurée dans le plan de la surface réfléchissante, devra conserver la même valeur, quand on passera du mouvement simple donné au mouvement réfléchi, ou au mouvement réfracté. Donc le rapport entre le sinus d'incidence, c’est-à-dire le sinus de l’angle d'incidence, et l'épaisseur d’une onde incidente, sera le même que le rapport entre le sinus de réflexion et l’épaisseur d’une onde réfichie, le même aussi que le rapport entre le sinus de réfraction et l'épaisseur d’une onde réfractée. |
Supposons maintenant que le premier système de molécules soit du
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EXTRAIT N° 24. 127 nombre de ceux où la propagation du mouvement s'effectue en tous sens suivant les mêmes lois, et pour lesquelsles coefficients des coordonnées, dans l’exposant de l’exponentielle imaginaire qui caractérise un mouvement simple, fournissent des carrés dont la somme dépend uniquement du coefficient du temps. Si la partie réelle de ce coefficient s’évanouit, la somme dont il s’agit dépendra uniquement de la durée des vibrations moléculaires. Si, cette durée restant la même, on passe d’un mouvement simple à un autre dans lequel deux coordonnées conservent les mêmes coefficients, alors, pour que les carrés des coefficients des trois coordonnées offrent une somme invariable, il faudra que le coefficient de la troisième coordonnée reste le même, au signe pres. Or, c’est précisément ce qui arrive lorsque le mouvement simple donné se trouve réfléchi par la surface plane qui sépare le premier système du second, et que l’on suppose la troisième coordonnée mesurée sur la normale à la surface réfléchissante. Donc, si Le premier système est du nombre de ceux dans lesquels la propagation du mouvement s'effectue en tous sens suivant les mêmes lois, non seulement l'épaisseur des ondes réfléchies sera la même que celle des ondes incidentes, mais de plus, l'angle de réflexion sera égal à l'angle d'incidence. Quant aux ondes réfractées, qui se propagent à partir de la surface réfléchissante dans le second système de molécules, elles n’offriront pas, en général, la même épaisseur que les ondes incidentes. Mais, d’après ce qu'on a dit, le rapport entre l'épaisseur des ondes incidentes et l'épaisseur des ondes réfractées sera toujours égal au rapport entre le sinus d'incidence et le sinus de réfraction. D'ailleurs, ce rapport deviendra constant, c’est-à-dire indépendant de l’angle d'incidence, si le second système de molécules est, comme le premier, du nombre de ceux dans lesquels la propagation du mouvement s'effectue de la même manière en tous sens, et si, d'ailleurs, chacun des mouvements simples qui répondent aux ondes incidentes, réfléchies, réfractées, offre l’unité pour module. Ces lois générales de la réflexion et de la réfraction des ondes planes, dans les mouvements simples, sont, comme on le voit, indépendantes des formes particulières que peuvent prendre les équations de condition
qui se rapportent à la surface réfléchissante. La démonstration précédente de ces lois générales repose sur une analyse entièrement conforme à la nature des faits, et montre pourquoi elles subsistent dans un grand nombre de questions diverses où les démonstrations qu’on en donnait doivent maintenant paraître peu rigoureuses. Ainsi, par exemple, si les premières de ces lois fournissent immédiatement l’explication des phénomènes que présente la réflexion des ondes sonores ou liquides, élémentaires ou composées, par Les murs ou les parois d’une salle ou d’un bassin rectangulaire, ce n’est point une raison d'admettre, comme on le faisait en théorie, que ces murs ou ces parois sont des corps dénués de toute élasticité, en sorte que les molécules situées à leurs surfaces ne cèdent nullement à l’action des molécules contiguës de l'air ou de l’eau. On doit supposer, au contraire, que chaque mouvement simple, propagé dans l'air ou dans l’eau, donne naissance, d’une part, à un mouvement réfléchi qui reste sensible pour l'observateur; d’autre part, à un mouvement réfracté qui se propage dans les murs de la salle ou les parois du bassin rectangulaire, mais qui est assez faible pour échapper à nos sens, et décroît très rapidement en pénétrant dans la profondeur de ces murs ou de ces parois, de manière à s'éteindre presque entièrement à une profondeur finie. Nous terminerons cette première Partie de notre Mémoire par une remarque importante. Lorsqu'un mouvement vibratoire est produit en un point donné d’un système de molécules, ce mouvement se propage autour de ce point avec une vitesse de propagation qui peut être ou n'être pas la même dans les diverses directions; et de cette propagation résultent des ondes terminées, ou par des surfaces sphériques, ou plus généralement par des surfaces courbes dont la forme dépend de celle des équations du mouvement. Mais, à une grande distance du point donné, ou du centre des vibrations, une semblable surface, considérée dans une petite étendue, se confond sensiblement avec le plan tangent: Il y a plus : pour obtenir une des surfaces dont il s’agit, il suffit de concevoir qu’une onde plane ou élémentaire, qui renferme au premier instant le point d’abord choisi pour centre de vibration, se
propage dans le système que l’on considère; puis de chercher quelles sont les diverses positions que pourra prendre, au bout d’un temps donné, le plan qui terminera cette onde élémentaire, eu égard aux diverses positions qu'il pouvait avoir à l’origine du mouvement et lorsqu'il passait par le centre de vibrations. La surface demandée sera la surface enveloppée par le plan dont il s’agit, c’est-à-dire la surface qu'il touche dans ses diverses positions. C’est ainsi que l’on peut, en général, déduire, des lois relatives aux ondes planes, la forme et l’équation de la surface des ondes. Lorsque, dans un système de molécules, la propagation du mouvement s'effectue en tous sens suivant les mêmes lois, la surface des ondes est sphérique, et le rayon mené du centre à un point de la surface se confond avec la perpendiculaire au plan de l'onde élémentaire qui passe par ce point. Il n’en serait plus de même si la propagation du mouvement cessait d’être la même en tous sens. Alors il ne faudrait pas confondre la droite menée par un point donné, perpendiculairement au plan qui termine une onde élémentaire, avec le rayon mené du centre des vibrations à ce point considéré comme faisant partie de la surface des ondes.
A la suite de cette première Partie de son Mémoire, M. Augustin Cauchy a indiqué rapidement quelques-uns des résultats qui feront l'objet de la seconde Partie, spécialement relative à la Théorie de la lumière. Parmi ces résultats on peut citer :
1° Des formules générales qui expliquent et représentent les phénomènes de la polarisation elliptique, produite par la réflexion de la lumière à la surface des métaux, et qui s'accordent avec les expériences des physiciens;
2° Une nouvelle loi de réfraction qui doit être substituée à la loi connue de Descartes, lorsque le corps réfringent absorbe plus ou moins complètement la lumière ;
3° La diminution d'intensité dans la lumière des anneaux colorés, et le déplacement de ces anneaux produit par la substitution d’un miroir métallique à un miroir de verre.
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DEUXIÈME PARTIE. — Application des principes exposés dans la première Partie à la théorie de la lumière.
C.R., t. VII, p. 7 (7 janvier 1839). — Suite
Les principes que nous avons exposés dans la première Partie de notre Mémoire peuvent être facilement appliqués à la théorie de la lumière. En effet, dans le système des ondulations, les phénomènes lumineux résultent de la propagation des mouvements vibratoires produits à un instant donné en un ou plusieurs points d’un fluide lumineux ou éther, dont les molécules, répandues dans le vide et dans les corps eux-mêmes, agissent les unes sur les autres à de très petites distances. La distribution de ces molécules dans un milieu donné peut varier d’ailleurs avec la nature de ce milieu. Cette distribution, autour d’un point donné, est, dans un milieu homogène, supposée indépendante de la position du point que l’on considère; mais elle peut n'être pas la même dans les différentes directions : ainsi, en particulier, la condensation ou dilatation linéaire du fluide éthéré peut varier, même dans un milieu homogène, lorsqu'on passe d’une direction à une autre. Cela posé, considérons un système de molécules d’éther renfermées dans un milieu homogène. Les vibrations excitées à un instant donné en un point de ce système se propageront autour de ce point, et donneront naissance à des ondes terminées par des surfaces qui seront sphériques si la propagation du mouvement s'effectue en tous sens suivant les mêmes lois. À des distances considérables du centre de vibration, chacune des surfaces dont il s’agit, prise dans une étendue finie, se confondra sensiblement avec son plan tangent, et les vibrations des diverses molécules qu’elle renfermera seront sensiblement les mêmes au même instant. D'ailleurs il est naturel de penser que, dans le mouvement vibratoire, l’œil appréciera surtout la direction de la surface des ondes, c’est-à-dire de son plan tangent, ou, ce
EXTRAIT N° 95. + 404 qui revient au même, la direction de la normale à cette surface, et que nous serons portés à regarder le centre des vibrations comme situé sur cette normale. Toutefois on ne doit pas confondre cette normale avec ce qu’on est convenu d'appeler le rayon lumineux, dans le système des ondulations. En effet, suivant la définition adoptée par Huygens et Fresnel, la direction du rayon lumineux, en chaque point de la surface des ondes, n’est autre chose que la direction du rayon vecteur mené du centre des vibrations au point dont il s’agit. Or ce rayon vecteur ne sera généralement normal à la surface des ondes que dans le cas où cette surface deviendra sphérique; ce qui arrivera nécessairement si, dans le milieu donné, la lumière se propage en tous sens suivant les mêmes lois.
Ilest bon d'observer que, parmi les lois des phénomènes lumineux, les plus importantes sont les lois générales qui subsistent, quelque faible que soit l'intensité de la lumière. Pour obtenir ces lois, il suffit de considérer dans l’éther des vibrations dont les amplitudes soient infiniment petites, et par conséquent des mouvements infiniment petits. Les ondes que ces mouvements produiront seront d’ailleurs terminées par des surfaces qui, à de grandes distances des centres de vibration, pourront, ainsi qu'on l’a dit, être, sans erreur sensible, considérées comme des surfaces planes.
Parmi les mouvements infiniment petits qui produisent des ondes terminées par des surfaces planes, on doit surtout distinguer ceux qui ont été désignés, dans la première Partie de ce Mémoire, sous le nom de mouvements simples où élémentaires, et qui, superposés les uns aux autres en nombre fini ou infini, peuvent donner naissance à toutes sortes de mouvements infiniment petits. Dans chaque mouvement simple, les déplacements d’une molécule d’éther, mesurés parallèlement à trois axes coordonnés rectangulaires, ou même parallèlement à un axe fixe quelconque, seront les parties réelles d'expressions imaginaires toutes proportionnelles à une exponentielle qui aura pour base la base des logarithmes népériens, et pour exposant une fonction linéaire du temps et des coordonnées sans terme constant. Le coeffi-
cient de ÿ-— 1 dans cet exposant sera l'argument du mouvement simple ; et, en remplaçant ce même exposant par sa partie réelle, on réduira l’exponentielle dont il s’agit à ce que nous appelons le module du mouvement simple. Cela posé, le déplacement d’une molécule, mesuré parallèlement à un axe fixe, sera le produit du module multiplié par un coefficient constant et du cosinus de l’angle qu’on obtient en ajoutant à l'argument un paramètre constant, désigné sous le nom de paramètre angulaire. Dans la théorie de la lumière, le module d’un mouvement simple est indépendant du temps; d’où il résulte que les courbes décrites par les diverses molécules sont des courbes fermées, rentrantes sur elles-mêmes, et comprises dans des plans parallèles à un plan invariable mené par l'origine des coordonnées. Le temps qu’emploie une molécule à parcourir la courbe qu’elle décrit est la durée d'une vibration moléculaire, et cette durée, de laquelle dépend la nature de la couleur, a pour mesure le rapport du nombre 27 au coefficient du temps dans l'argument. De plus, le déplacement moléculaire, mesuré parallèlement à un axe fixe, s’évanouit à un instant donné pour toutes les molécules renfermées dans des plans équidistants, tous parallèles à un second plan invariable; et ces plans équidistants divisent lesystème des molécules éthérées en tranches qui, prises consécutivement et deux à deux, composent ce qu’on appelle des ondes lumineuses planes, la double épaisseur d’une tranche étant l’épasseur d'une onde, ou la longueur d’une ondulation lumineuse. Ces ondes se propagent dans le système des molécules éthérées avec une vitesse de propagation équivalente au rapport entre la longueur d’une ondulation et la durée d’une vibration lumineuse. Enfin, le module du mouvement simple peut être dépendant ou indépendant des coordonnées. Dans le premier cas, il se réduit à l’unité, et le milieu dans lequel vibre l’éther est un milieu sransparent qui n’absorbe pas la lumière. Alors aussi le mouvement simple devient un mouvement elliptique, dans lequel toutes les molécules d’éther décrivent des ellipses pareilles les unes aux autres, et l'ampltude d’une vibration moléculaire est le grand axe de l’ellipse décrite par chaque molécule. Dans certains cas cette ellipse se réduit à un
cercle ou à une droite, et par suite, le mouvement elliptique se trans- . forme en un mouvement circulaire ou rectiligne, l'amplitude des vibrations étant le diamètre du cercle qu’une molécule décrit, ou la portion de droite qu’elle parcourt. Lorsque le module du mouvement simple, au lieu de se réduire à l'unité, restera variable avec les coordonnées, les courbes décrites par les diverses molécules cesseront, en général, d'être des ellipses, et sans aucun doute, les dimensions de ces courbes décroitront indéfiniment, tandis que l’on s’éloignera dans un certain sens d’un troisième plan invariable. Alors le milieu qui renfermera les molécules d’éther sera opaque, où du moins il absorbera plus ou moins complètement la lumière. Le troisième plan invariable pourra n’être autre chose que la surface même de ce milieu, ou de ce corps opaque, supposée plane; et, comme l’exposant du module sera proportionnel à la distance d’une molécule à cette surface, il est clair que les déplacements maæima des molécules décroitront en progression géométrique, tandis que les distances à la surface croîtront en progression arithmétique.
Concevons maintenant que le milieu qui renferme les molécules éthérées soit du nombre de ceux dans lesquels la lumière se propage en tous sens suivant les mêmes lois. Si d’ailleurs ce milieu est transparent et n’absorbe pas la lumière, alors, non seulement la vitesse de propagation des ondes planes sera indépendante de la direction des plans qui les termineront, ou, ce qui revient au même, de la direction du second plan invariable, et par suite, la surface des ondes étant une surface sphérique, la direction du rayon lumineux sera normale à cette surface; mais, de plus, le premier plan invariable se confondra toujours avec le second, et, par conséquent, les vibrations des molécules éthérées resteront comprises dans des plans parallèles à ceux qui terminent les ondes planes, ou, ce qui revient au même, dans des plans perpendiculaires aux directions des rayons lumineux.
Nous dirons qu'un rayon lumineux est un rayon simple lorsque les vibrations des molécules éthérées seront celles que présente un mouvement simple. Ce qui constitue le mode de polarisation d’un rayon simple
c’est la nature de la courbe décrite par chaque molécule. Dans un milieu parfaitement transparent et qui, par conséquent, n’absorbe pas la lumière, cette courbe sera toujours une ellipse, un cercle ou une droite, et la polarisation du rayon simple sera elliptique dans le premier cas, circulaire dans le second, rectiligne dans le troisième. Au reste, ces trois modes de polarisation peuvent aussi se présenter dans un milieu qui absorbe la lumière, lorsque la ligne décrite par chaque molécule est renfermée dans un plan parallèle au troisième plan invariable, c’estàa-dire, en d’autres termes, lorsque le troisième plan invariable se confond avee le premier. Dans le cas particulier où la polarisation d’un rayon lumineux est rectiligne, le plan de ce rayon et son plan de polartsation sont deux plans rectangulaires entre eux qui passent par la direction du rayon, et dont le premier contient en outre les directions des vibrations moléculaires. Alors aussi, on dit que le rayon est renfermé dans le premier plan et polariseé dans le second. Cela posé, on reconnaitra sans peine que, dans un milieu parfaitement transparent, et où la propagation de la lumière s’effectue en tous sens suivant les mêmes lois, tout rayon simple polarisé, soit elliptiquement, soit cireulairement, peut être considéré comme résultant de la superposition de deux rayons simples polarisés en ligne droite et renfermés dans deux plans perpendiculaires l’un à l’autre.
Pour plus de précision, nous distinguerons dans un rayon lumineux : 1° sa direction, c’est-à-dire la droite sur laquelle se trouvaient primitivement situées les molécules dont il se compose; 2° sa forme qui, d’abord rectiligne, varie avec le temps, et n’est autre que la forme de la courbe tracée à chaque instant dans l’espace par le système de ces molécules. Dans un rayon simple, polarisé circulairement ou elliptiquement, la courbe dont il s’agit sera une espèce d’hélice ou de spirale à double courbure. Mais cette hélice ou spirale se changera en une courbe plane si le rayon est polarisé en ligne droite, et pour cette raison nous dirons alors que le rayon donné est un rayon plan. Dans un semblable rayon, considéré à une époque quelconque du mouvement, quelques molécules conserveront leurs positions primitives,
ÉTÉ
c'est-à-dire les positions qu’elles occupaient dans l’état d'équilibre;
_les autres s’en écarteront à droite et à gauche; et le rayon, semblable
à une corde vibrante, prendra la forme d’une ligne sinueuse, composée d’ares alternativement situés de part et d’autre de sa direction primitive. Les aœuds du rayon, comme ceux d’une corde vibrante, seront, à chaque instant, les points où les molécules conserveront ou reprendront leurs positions initiales. Seulement ces nœuds, qui sont fixes dans une corde vibrante, se déplaceront d’un instant à l’autre dans le rayon lumineux. Ces nœuds seront d’ailleurs de deux espèces, chaque nœud étant de première ou de seconde espèce suivant que les molécules desquelles il s’approchera, en se déplaçant dans l’espace, se trouveront situés d’un côté ou de l’autre par rapport à la direction primitive du rayon. Si le milieu donné est du nombre de ceux dans lesquels la propagation de la lumière se fait en tous sens suivant les mêmes lois, et si d’ailleurs ce milieu est parfaitement transparent, l'épaisseur d’une onde plane, ou la longueur d’une ondulation lumineuse, ne sera autre chose que la distance entre deux nœuds de même espèce, et la vitesse de propagation avec laquelle chaque nœud se déplacera, en passant d’une molécule à une autre, sera ce qu’on nomme la vitesse de propagauon de la lumiere. Si le milieu donné ne remplit pas les conditions énoncées, l'épaisseur d’une onde plane ne sera plus la distance entre deux nœuds de même espèce du rayon lumineux, mais la projection de cette distance sur une droite perpendiculaire aux plans des ondes; alors aussi la vitesse de propagation des ondes planes restera distincte de la vitesse avec laquelle se déplacera chaque nœud du rayon, et sera la projection de cette dernière vitesse sur la droite dont il s’agit.
Puisque, dans les corps parfaitement transparents, le module d’un mouvement simple se réduit à l’unité, il est clair que, dans ces corps, le déplacement d’une molécule éthérée, produit par un mouvement simple, et mesuré parallèlement à un axe fixe, a pour expression l’amplitude des vibrations parallèles à cet axe multipliée par le cosinus de l’angle variable que l’on obtient en ajoutant à l'argument du mouvement simple un paramètre constant. Ce paramètre, que nous avons
nommé paramètre angulaire, peut changer ou non de valeur avec la direction de l’axe fixe, suivant que le rayon donné est ou n’est pas polarisé en ligne droite. Si l’on considère un rayon simple quelconque, dont la polarisation soit elliptique, ou circulaire, ou rectiligne, comme résultant de la superposition de deux autres rayons simples polarisés en ligne droite dans deux plans rectangulaires entre eux, l'amplitude des vibrations, ainsi que le paramètre angulaire, changera généralement de valeur quand on passera d’un rayon simple à l’autre; et ce paramètre, pour chacun des deux rayons composants, sera le complément d’un angle mesuré par le produit de deux facteurs, dont l’un représentera la distance de l’un des nœuds du rayon au second plan invariable, tandis que l’autre facteur représentera, dans l’argument du ‘mouvement simple, le coefficient de la distance d’une molécule au même plan. Les deux paramètres angulaires, relatifs aux deux rayons composants, devront être égaux ou offrir pour différence un multiple du nombre 7, si le rayon résultant est polarisé én ligne droite. Alors les deux rayons composants offriront les mêmes nœuds, les nœuds de première espèce de l’un pouvant coïncider avec les nœuds de première ou de seconde espèce de l’autre. Si d’ailleurs on suppose que, dans le milieu donné, la propagation de la lumière s’effectue en tous sens suivant les mêmes lois, le plan de polarisation du rayon résultant formera, avec les plans de polarisation des rayons composants, des angles dont les tangentes trigonométriques seront les rapports direct et inverse de l'amplitude des vibrations de l’un à l’amplitude des vibrations de l’autre. Le rayon résultant sera polarisé circulairement si les amplitudes des vibrations moléculaires sont les mêmes dans les deux rayons composants, et si de plus les paramètres angulaires diffèrent, dans ces deux rayons, ou d’un angle droit représenté par {r, ou d’un multiple de cet angle, en sorte que la distance entre deux nœuds consécutifs, appartenant à l’un et à l’autre rayon, soit précisément le quart de la lonsueur d’une ondulation lumineuse. | Concevons à présent que des rayons simples, en nombre quelconque fini ou infini, soient superposés les uns aux autres. Cette superposition
donnera naissance à un rayon résultant qui cessera généralement d’offrir, même dans un milieu parfaitement transparent, la polarisation elliptique, ou circulaire, ou rectiligne. On doit toutefois excepter certains cas particuliers où le mode de polarisation du rayon résultant sera facile à prévoir. Ainsi, par exemple, si les rayons composants sont tous polarisés en ligne droite et renfermés dans un même plan, les vibrations des molécules éthérées, dans le rayon résultant, seront constamment dirigées suivant des droites que renfermera encore le plan dont il s’agit, et par suite le rayon résultant, sans être un rayon simple, pourra encore être désigné sous le nom de rayon plan, ou polarisé en ligne droite.
C.R.,t. VII, p. 39 (14 janvier 1839). — Suite
Considérons maintenant deux milieux séparés l’un de l’autre par une surface plane. Si l’on fait tomber sur cette surface un système d'ondes planes, correspondantes à un mouvement simple de l’éther, ou, en d’autres termes, un rayon simple, alors, pour que les conditions relatives à la surface puissent être remplies, on sera obligé d'admettre la coexistence de trois systèmes d’ondes en supposant propagées dans le premier milieu, outre les ondes incidentes, d’autres ondes que l’on nomme réfléchues, et dans le second milieu des ondes que l’on nomme réfractées. Ainsi un rayon simple venant à tomber sur la surface reflechussante où réfringente, c'est-à-dire sur la surface de séparation des deux milieux, la réflexion et la réfraction produiront deux nouveaux rayons, l’un réfléchi, l’autre réfracté, dont chacun sera simple ainsi que le rayon incident. Ces deux nouveaux rayons pourront d’ailleurs être censés partir du point où le rayon incident rencontre la surface réfléchissante. Les angles d'incidence, de réflexion et de réfraction ne seront autre chose que les angles aigus formés par les plans des ondes
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incidentes, réfléchies et réfractées avec la surface réfléchissante, ou bien encore les angles aigus formés par les perpendiculaires à ces plans avec la normale à la surface. D'après ce qui a été dit dans la première Partie du Mémoire, la durée des vibrations moléculaires, par conséquent la couleur, sera la même dans les trois rayons, et les plans qui termineront les trois espèces d'ondes seront parallèles à une droite unique tracée sur la surface réfléchissante. Le plan mené perpendiculairement à cette droite, par le point où les trois rayons rencontrent la surface, sera celui qu’on nomme à volonté le plan d'incidence, ou de réflexion, ou de réfraction. Enfin, les sinus des trois angles d'incidence, de réflexion et de réfraction, ou ce qu'on appelle, pour abréger, le staus d'incidence, le sinus de réflexion et le sinus de réfraction, seront proportionnels aux épaisseurs des ondes incidentes, réfléchies et réfractées. Par suite, si l’on nomme indice de réflexion et indice de réfraction les rapports qu’on obtient en divisant l’épaisseur des ondes incidentes par les épaisseurs des ondes réfléchies et réfractées, le rapport du sinus d'incidence au sinus de réflexion sera toujours équivalent à l'indice de réflexion, et paretllement le rapport du sinus d'incidence au sinus de réfraction sera toujours équivalent à l'indice de réfraction.
Pour simplifier l'énoncé des propositions diverses, nous désignerons désormais sous le nom de »ulieu isophane un milieu dans lequel la propagation de la lumière s'effectue en tous sens suivant les mêmes lois, quel que soit d’ailleurs Le degré de transparence de ce milieu qui pourrait absorber plus ou moins complètement la lumière et se transformer, sans cesser d’être isophane, en ce qu'on appelle un corps opaque. Lorsqu'un milieu sera isophane et parfaitement transparent, la surface des ondes y deviendra sphérique, conformément à la remarque faite dans la première Partie de ce Mémoire, et l'épaisseur des ondes planes propagées dans ce milieu dépendra uniquement de la durée des vibrations moléculaires, ou, ce qui revient au même, de la nature de la couleur. Cela posé, étant donnés deux milieux que sépare une surface réfléchissante, et un rayon simple qui, dans le premier milieu, tombe sur cette surface, si ce premier milieu est isophane et
parfaitement transparent, l'épaisseur des ondes réfléchies sera la même que celle des ondes incidentes. Donc alors, l'indice de réflexion se réduisant à l’unité, et le sinus de réflexion au sinus d'incidence, l'angle de réflexion sera égal à l'angle d'incidence. Si le second milieu est luimême, comme le premier, isophane et parfaitement transparent, l'épaisseur des ondes réfractées sera constante, comme celle des ondes incidentes, c’est-à-dire indépendante de l’angle d'incidence, du moins pour toutes les incidences propres à fournir un rayon réfracté qui se propage dans le second milieu sans s’affaiblir. Donc alors l'indice de réfraction sera constant, ainsi que le rapport entre le sinus de réfraction et le sinus d'incidence; en sorte que la loi de réfraction, donnée par Descartes, se trouvera vérifiée. Mais l’angle de réflexion cessera d’être égal à l'angle d'incidence si le premier milieu est du nombre de ceux dans lesquels la lumière ne se propage pas en tous sens suivant les mêmes lois; et, si l’un des milieux donnés est de ce nombre, ou si lun d'eux absorbe plus ou moins completement la lumière, la loi de Descartes cessera de subsister.
Lorsqu'un milieu transparent n’est point isophane, non seulement l'épaisseur des ondes propagées dans ce milieu dépend de la direction des plans qui les terminent, ou, ce qui revient au même, de la direction du second plan invariable ; mais, en outre, à une direction donnée de ce dernier plan correspondent toujours deux systèmes d’ondes planes qui offrent des épaisseurs différentes, et par suite des vitesses de propagation différentes. Si l’on donne, non plus la direction du second plan invariable, mais sa trace sur un plan fixe, avec le rapport entre le sinus de son inclinaison sur le plan fixe et l'épaisseur d’une onde plane, à cette trace et à ce rapport correspondront quatre systèmes d'ondes planes et quatre positions du second plan invariable qui sera, pour deux de ces systèmes, incliné diversement sur le plan fixe, mais dans un même sens, et pour les deux autres en sens contraire. Nous dirons que les quatre systèmes d'ondes dont il s’agit sont conjugués entre eux, ainsi que les quatre rayons lumineux correspondant à ces quatre systèmes. Si, le plan fixe étant une surface réfléchissante, on considère
l'un des quatre rayons comme rayon incident, alors, des trois autres rayons conjugués, deux correspondront à des ondes inclinées sur la surface dans un autre sens que les ondes incidentes et rempliront la condition à laquelle doit satisfaire le rayon réfléchi, savoir, que l’on obtienne le même rapport en divisant Le sinus d’incidence par l’épaisseur des ondes incidentes, ou le sinus de réflexion par l'épaisseur des ondes réfléchies. Concevons pareillement que, le plan fixe étant considéré comme une surface réfringente qui sépare le milieu donné d’un autre, on fasse dans cet autre milieu tomber un rayon sur cette surface. Si l’on cherche à déterminer le rayon réfracté par la condition que le rapport entre le sinus de réfraction et l'épaisseur des ondes réfractées devienne équivalent au rapport entre le sinus d'incidence et l'épaisseur des ondes incidentes, on trouvera qué cette condition peut être remplie, dans le milieu donné, par deux rayons conjugués l’un à l’autre et inclinés dans le même sens sur la surface réfringente. De ces considérations il résulte que, si une surface réfléchissante et réfringente sépare l’un de l’autre deux milieux transparents qui ne soient point isophanes, on obtiendra en général pour chaque rayon incident deux rayons réfléchis et deux rayons réfractés. C’est ce que confirme l'expérience et l’on donne, pour cette raison, aux milieux qui ne sont point isophanes, le nom de mulieux doublement réfringents. Lorsque deux milieux doublement réfringents sont séparés l’un de l’autre par une surface plane, on peut imaginer quatre systèmes d’ôndes planes propagées dans le premier milieu et quatre systèmes d’ondes planes propagées dans le second milieu, de telle sorte que le sinus de l’inclinaison d’une onde plane sur la surface de séparation soit toujours à l'épaisseur de cette onde dans un rapport donné. À ces huit systèmes d’ondes planes correspondent huit rayons conjugués quatre à quatre. Or, d'après ce qu’on vient de dire, il est clair que, si l’on prend un de ces huit rayons pour rayon incident, deux autres de ces rayons représenteront les deux rayons réfléchis, et deux autres les deux rayons réfractés ; les deux premiers étant propagés dans le même milieu que le rayon incident, et les deux derniers étant les seuls qui, dans l’autre milieu, répondent à des
ondes dont les plans soient inclinés sur la surface de séparation dans le même sens que les ondes incidentes. Si l’un des milieux donnés devient isophane, les quatre rayons conjugués, relatifs à ce milieu, se réduiront à deux rayons qui formeront, avec la normale à la surface de séparation, des angles égaux; et l’on déduira immédiatement de a proposition que nous venons d’énoncer les règles établies par Malus et par M. Biot pour la détermination des rayons réfléchis par la seconde surface des cristaux à un et à deux axes optiques. La même proposition montre comment ces règles doivent être modifiées dans le cas où les milieux donnés sont doués l’un et l’autre de Ia double réfraction. È |
Nous avons ici recherché le nombre et les directions des rayons réfléchis et réfractés par la’surface de séparation de deux milieux, 1s0phanes ou non isophanes, mais que l’on suppose parfaitement transparents. À la rigueur, il n’existe point de milieux dont la transparence soit parfaite, et dont une couche suffisamment épaisse n’absorbe la lumière avec une énergie plus ou moins grande. Il importe d'apprécier l'influence que cette absorption peut avoir sur les phénomènes de la réflexion ou de la réfraction, et en particulier sur la direction des rayons réfléchis ou réfractés. C’est ce dont nous allons maintenant nous occuper, en supposant d’abord que les milieux donnés sont isophanes, mais que l’un au moins cesse d’être parfaitement transparent.
Ce qui caractérise surtout un mouvement simple, propagé dans un milieu homogène, c’est l’exponentielle imaginaire à laquelle sont proportionnelles les trois variables imaginaires dont les déplacements moléculaires, mesurés parallèlement aux axes coordonnés, offrent Îles parties réelles. Cette exponentielle a pour exposant une fonction linéaire des coordonnées et du temps, et, conformément à une remarque faite dans la première Partie de ce Mémoire, les carrés des coefficients des coordonnées, dans l’exposant dont il s’agit, fournissent une somme qui dépend uniquement du coefficient du temps, par conséquent de la durée des vibrations moléculaires, dans le cas où la propagation du mouvement s'effectue en tous sens suivant les mêmes lois. C’est du moins
ce qu'il est facile de démontrer lorsque les parties réelles des quatre coefficients s’évanouissent. Alors, les coefficients des trois coordonnées offrent des carrés dont la somme, prise en signe contraire, a pour racine carrée le nombre 27 à l'épaisseur d’une onde plane. Pour plus de commodité nous donnerons généralement un nom à cette racine carrée, et ce que nous appellerons la caractéristique d’un mouvement simple sera une quantité positive, ou une expression imaginaire dont la partie réelle sera positive, et dont le carré, pris en signe contraire, sera équivalent à la somme des carrés des coefficients des trois coordonnées dans l’exposant de l’exponentielle imaginaire qui caractérise le mouvement simple. Nous appellerons encore caractéristique d'un rayon simple celle d’un mouvement simple propagé dans l’éther que renferme un milieu homogène. Dans un milieu isophane, et que l’on suppose parfaitement transparent, la caractéristique d’un rayon simple, liée par une certaine équation à la durée des vibrations moléculaires, restera indépendante de la direction du plan de l'onde, et nous admettrons qu'il en est toujours ainsi dans un milieu isophane, quand même ce milieu absorberait la lumière plus ou moins rapidement. Cela posé, concevons qu'une surface réfléchissante et réfringente sépare l’un de l’autre deux milieux isophanes dont le premier soit parfaitement transparent, et qu'un rayon simple tombe sur cette surface dans le premier milieu. Prenons ailleurs pour origine des coordonnées le point de la surface par lequel passent les trois rayons incident, réfléchi, réfracté, et pour axes coordonnés trois droites rectangulaires dont la première coïncide avec la normale à la surface, et la seconde avec la trace du plan d'incidence sur cette surface même. Enfin, supposons que le module du mouvement simple qui produit le rayon incident se réduise à l'unité. L'argument de ce mouvement simple renfermera seulement les deux coordonnées qui se mesurent dans le plan d'incidence ou parallèlement à ce plan, et les coefficients de ces deux coordonnées dans le même argument seront respectivement égaux aux produits de la caractéristique du rayon incident par le cosinus et le sinus de l’angle d'incidence. Si du rayon incident on passe au rayon réfracté, le se-
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cond des coefficients dont il s’agit ne variera pas, mais le premier devra être remplacé par la partie réelle d’une constante imaginaire, dont le carré, ajouté au carré du second coefficient, donnera pour somme le carré de la caractéristique du rayon réfracté. Le coefficient de ÿ—1 dans la même constante sera, au signe près, le coefficient de la coordonnée mesurée sur la normale à la surface réfléchissante dans l’exposant du module du mouvement réfracté. Quant à l'indice de réfraction, il ne sera autre chose que la racine carrée positive de la somme des carrés des coefficients des deux coordonnées comprises dans l’argument du mouvement réfracté. Ces principes une fois établis, on reconnaîtra sans peine que l'indice de réfraction sera sensiblement constant, c’est-à-dire sensiblement indépendant de l’angle d'incidence, si le module du mouvement réfracté conserve un exposant très petit, et reste en conséquence peu différent de l'unité lorsqu'on s'éloigne de la surface réfringente à une distance comparable à l'épaisseur d’une onde plane, c’est-à-dire, en d’autres termes, si la lumière n’est pas sensiblement absorbée par une tranche du second milieu qui offre une épaisseur de même ordre que la longueur d’une ondulation lumineuse. Donc alors la loi de réfraction, donnée par Descartes, ne sera pas assez altérée pour que l’altération puisse être indiquée par une expérience directe ayant pour objet de constater la direction du rayon réfracté. Toutefois l'indice de réfraction, devenu variable, pourra se déduire par le calcul des expériences qui seraient relatives à l'absorption de la lumière. Le même indice se déduirait au contraire, comme nous le verrons plus tard, des expériences faites sur le rayon réfléchi, si la lumière, en pénétrant dans le second milieu, était sensiblement absorbée par une tranche d’une épaisseur comparable à l'épaisseur d’une onde plane. Alors aussi la loi de réfraction de Descartes se trouverait sensiblement modifiée, comme le prouve le calcul, et comme on peut aisément le prévoir à l’aide des remarques suivantes.
Il arrive souvent que le second milieu joue Le rôle tantôt d'un corps transparent et tantôt d’un corps opaque, suivant la valeur plus ou moins considérable de l'angle d'incidence. Supposons en effet qu’un
ayon incident, qui forme avec la normale à la surface réfléchissante un angle très petit, s'éloigne de cette normale en se réfractant, et se propage dans le second milieu sans s’affaiblir sensiblement à une distance finie de la surface. L'angle d'incidence sera inférieur à l’angle de réfraction, et l'indice de réfraction, inférieur lui-même à l’unité, aura pour mesure le rapport entre la caractéristique du rayon réfracté et la caractéristique du rayon incident. Or, ces deux caractéristiques, ne dépendant que des durées des vibrations moléculaires dans les deux milieux supposés isophanes, seront entre elles dans un rapport constant, quelle que soit l'incidence; et si l'angle d'incidence vient à varier, l'indice de réfraction restera invariable tant qu’il aura ce rapport pour . mesure, Ou, ce qui revient au même, tant que le second milieu jouera le rôle d’un corps transparent. Mais, l’angle d'incidence croissant de plus en plus, l’angle de réfraction, qui le surpassera toujours, atteindra sa limite, ou l'angle droit, avant que l’angle d'incidence ait atteint la sienne, et lorsque ce dernier angle se transformera en ce qu’on appelle l'angle de réflexion totale. Si l'angle d'incidence devient supérieur à l'angle de réflexion totale, le second milieu jouera le rôle d’un corps opaque, ce qui n’empêchera pas les ondes planes de se propager dans ce second milieu; seulement elles se réfracteront de manière que le mouvement soit insensible à une distance finie de la surface réfléchissante, et il est clair que la direction du rayon réfracté ne pourra plus être déterminée par la règle de Descartes, qui donnerait alors un sinus de réfraction supérieur à l'unité. Il suit d’ailleurs des principes ci-dessus établis que, dans ce cas particulier, le sinus de réfraction restera équivalent à l’unité, et l'angle de réfraction à un angle droit, pour toutes les incidences. Donc, lorsque l'angle d'incidence surpassera l’angle de réflexion totale, les plans des ondes réfractées resteront toujours perpendiculaires à la surface réfléchissante, et l’indice de réfraction, égal au sinus de l’angle d'incidence, sera variable avec cet angle.
Nous venons d'examiner quelle influence l’absorption de la Iumière peut avoir, dans les corps isophanes, sur la direction du rayon réfracté. Quant à la direction du rayon réfléchi, ou plutôt des ondes
EXTRAIT N° 27. 145 réfléchies, elle reste, dans les corps isophanes, indépendante de leur pouvoir absorbant. Car, le rayon réfléchi offrant alors la même caractéristique que le rayon incident, il est aisé d’en conclure que l'angle de réflexion équivaut toujours à l’angle d'incidence.
Quant aux milieux qui absorbent la lumière sans être isophanes, ils possèdent généralement, aussi bien que les corps transparents mais non isophanes, la propriété de doubler les rayons lumineux par la réflexion intérieure ou par la réfraction, et peuvent en conséquence ètre encore désignés sous le nom de milieux doublement réfringents. Quelquefois, des deux rayons réfléchis ou réfractés, l'un est absorbé beaucoup plus promptement que l’autre et s'éteint à une petite distance de la surface réfléchissante ou réfringente.
C.R.,t. VII, p. 114 (28 janvier 1839). — Suite
D'après ce qui a été dit précédemment, la caractéristique d’un rayon simple dans un milieu diaphane ne dépendra point de la direction de ce rayon, mais seulement de la nature de la couleur, et, si le rayon se propage sans s’affaiblir d’une manière sensible, sa caractéristique ne sera autre chose que le rapport du nombre 27 à l'épaisseur d’une onde plane. Supposons que, pour une épaisseur donnée, on ait mesuré cette caractéristique dans le vide. Si l’on substitue au vide un milieu 1sophane quelconque, elle variera dans un certain rapport qui sera réel ou imaginaire, suivant que le milieu isophane sera ou ne sera pas transparent. Cela posé, le coefficient réel ou imaginaire par lequel on devra multiplier la caractéristique mesurée dans le vide, pour obtenir la caractéristique mesurée dans le milieu isophane donné, sera ce que nous appellerons le coefficient caractéristique relatif à ce milieu. Si le milieu isophane est transparent, le coefficient caractéristique ne diffé- OEuvres de C.—S.I, t. IV. 9
rera pas de l'indice de réfraction du rayon que l’on ferait passer du vide dans ce milieu sous une incidence quelconque. Mais, si le milieu isophane donné absorbe de la lumière, le coefficient caractéristique deviendra imaginaire et sa partie réelle représentera l'indice de réfraction d’un rayon passant du vide dans ce milieu sous l'incidence perpendiculaire, tandis que sa partie imaginaire sera le produit de LT par le demi-diamètre d’une circonférence représentée, au signe près, par le logarithme népérien du rapport suivant lequel diminue l'amplitude des vibrations moléculaires quand on s'enfonce dans Île milieu isophane en parcourant, dans la direction de ce rayon, une distance équivalente à la longueur d’une ondulation mesurée dans le vide.
Au reste, en généralisant la définition du coefficient caractérishique, on peut désigner sous ce nom le coefficient par lequel il faudra multiplier la caractéristique d’un rayon, mesurée dans un milieu isophane donné, pour obtenir la caractéristique d’un rayon de la même couleur dans un autre milieu. Il est d’ailleurs naturel d'appliquer à l'argument et au module du coefficient caractéristique ainsi défini les noms d’argument caractéristique et de module caractéristique.
Revenons à la considération des rayons réfléchis et réfractés par la surface de séparation de deux milieux. Nous avons déjà recherché le nombre, la direction de ces rayons et l'influence que peut exercer sur cette direction le pouvoir absorbant des milieux dont il s’agit. Recherchons maintenant comment la réflexion et la réfraction modifient, d’une part l'amplitude des vibrations lumineuses, d'autre part le mode de polarisation d’un rayon simple, particulièrement dans le cas où les milieux donnés sont isophanes, et où le premier de ces milieux est transparent.
Le rayon incident étant, par hypothèse, un rayon simple qui se propage dans un milieu isophane et transparent, pourra être censé résulter de la superposition de deux autres rayons qui seraient polarisés en ligne droite, le premier perpendiculairement au plan d'incidence, le second suivant ce même plan. Si l’on prend la normale à la surface
EXTRAIT N° 27. 177 réfléchissante pour l’un des axes coordonnés, et le plan d'incidence pour l’un des plans coordonnés, le premier des rayons composants se trouvera complètement caractérisé par les déplacements des molécules mesurés dans le plan d'incidence et parallèlement aux axes coordonnés que renfermera ce plan, tandis que le second des rayons composants se trouvera caractérisé par les déplacements des molécules mesurés perpendiculairement au plan d'incidence, ou, ce qui revient au même, parallèlement au troisième axe. Or, si le second milieu est isophane, comme le premier, les deux espèces de déplacements dont il s’agit, c’est-à-dire les déplacements mesurés, les uns dans le plan d’ineidence, les autres perpendiculairement à ce plan, se trouveront séparés dans les équations générales des mouvements infiniment petits auxquels se réduiront les vibrations lumineuses de chacun des milieux donnés, et il est naturel de penser, comme le calcul d’ailleurs nous l'indique, qu’alors aussi les déplacements des deux espèces se trouveront encore séparés dans les équations de condition relatives à la surface réfléchissante ou réfringente. Donc alors les deux rayons simples qui pourront être censés produire par leur superposition le rayon incident, et qui seront polarisés, le premier perpendiculairement au plan d'incidence, le second suivant ce même plan, se trouveront réfléchis et réfractés indépendamment l’un de l’autre. Il est d’ailleurs important d'observer que le rayon polarisé perpendiculairement au plan d'incidence, et par suite renfermé dans ce plan, peut être indifféremment caractérisé, avant ou après la réflexion, ou même après la réfraction, si le second milieu est transparent, soit par les déplacements des molécules mesurés parallèlement aux deux axes coordonnés que renferme le plan d'incidence, soit par les déplacements absolus des molécules mesurés dans ce même plan sur des droites perpendiculaires à la direction du rayon lumineux.
De ce qu'on vient de dire il résulte que, pour découvrir les lois générales suivant lesquelles un rayon simple peut être réfléchi ou réfracté par la surface de séparation de deux milieux isophanes, dont le premier est transparent, il suffira de rechercher les lois particulières de la
réflexion et de la réfraction d’un rayon simple polarisé, ou perpendiculairement au plan d'incidence, ou suivant ce même plan. Alors aussi, dans le rayon réfléchi, et même dans le rayon réfracté, lorsque le second milieu sera transparent, nous pourrons nous borner à considérer les déplacements absolus des molécules qui seront mesurés, pour chaque rayon, dans le plan d'incidence ou perpendiculairement à ce plan, mais toujours sur des droites perpendiculaires à la direction du rayon. Enfin, pour rendre le langage plus précis, lorsque les rayons incident, réfléchi et réfracté seront polarisés perpendiculairement au plan d’incidence, ou, ce qui revient au même, renfermés dans ce plan, nous appellerons, pour chaque rayon, nœuds de première espèce, ceux qui précéderont des molécules déplacées dans un sens tel qu’en vertu de leur déplacement elles se trouvent plus rapprochées du second milieu, ou transportées plus avant dans son intérieur. Lorsqu’au contraire les rayons incident, réfléchi et réfracté seront polarisés suivant le plan d'incidence, c’est-à-dire, en d’autres termes, lorsque les vibrations des molécules seront perpendiculaires à ce plan, nous appellerons, pour chaque rayon, nœuds de première espèce ceux qui précéderont des molécules déplacées par rapport au plan d'incidence d’un côté déterminé, par exemple, du côté où se comptent positivement les coordonnées perpendiculaires au plan dont il s’agit. Quand nous disons ici qu'un nœud précède certaines molécules, cela veut dire qu'il est situé sur la direction primitive du rayon lumineux, de manière à s'éloigner de ces molécules en vertu de son mouvement de translation dû à la vitesse de propagation de la lumière.
Observons encore que, dans l'hypothèse admise, le déplacement absolu d’une molécule située sur le rayon incident, ou réfléchi, ou réfracté par un milieu transparent, aura pour expression le produit d’un facteur variable par une constante réelle, le facteur variable étant le cosinus de l'angle qu’on obtient en ajoutant un certain paramètre angulaire à ce qu’on peut nommer l'argument du rayon que l'on considère, c'est-à-dire, à l'argument du mouvement simple qui répond à ce rayon. Or la constante et le paramètre angulaire, dont il est ici
question, changent de valeurs dans le passage du rayon incident au rayon réfléchi ou réfracté ; et, pour établir les lois suivant lesquelles ce changement de valeurs s'effectue, ce qu’il y a de plus commode, c’est de recourir de nouveau à la considération des variables imaginaires dont les déplacements des molécules représentent les parties réelles.
En Analyse, on appelle expression symbolique, où symbole, toute combinaison de signes algébriques qui ne signifie rien par elle-même, ou à laquelle on attribue une valeur différente de celle qu'elle doit naturellement avoir. On nomme de même équations symboliques toutes celles qui, prises à la lettre et interprétées d’après les conventions généralement établies, sont inexactes ou n’ont pas de sens, mais desquelles on peut déduire des résultats exacts, en modifiant ou altérant, selon des règles fixes, ou ces équations elles-mêmes, ou les quantités qu’elles renferment. L'emploi des équations symboliques est souvent un moyen de simplifier les calculs et d'écrire sous une forme abrégée des résultats assez compliqués en apparence. D'ailleurs c’est évidemment parmi les expressions ou équations symboliques que doivent être rangées les expressions ou équations imaginaires et, comme nous en avons fait ailleurs la remarque (voyez l'Analyse algébrique, Chap. VIT), toute équation imaginaire n’est que la représentation symbolique de deux équations entre quantités réelles. Cela posé, lorsque, dans Îles équations linéaires qui représentent les mouvements infiniment petits d’un système de points matériels, on remplacera les déplacements des molécules, mesurés parallèlement aux axes coordonnés, par des variables imaginaires dont ces déplacements seront les parties réelles, les nouvelles équations que l’on obtiendra devront être naturellement appelées les équations symboliques des mouvements infiniment petits du système, et les variables imaginaires dont il s’agit pourront elles-mêmes être appelées les expressions symboliques des déplacements moléculaires ou, pour plus de brièveté, les déplacements symboliques des molécules. Pareillement, les équations symboliques de condition, relatives à la surface de séparation de deux systèmes de molécules, seront ce que deviennent les équations de condition relatives à cette surface, quand
on y remplace les déplacements effectifs des molécules par leurs déplacements symboliques. Enfin on devra interpréter dans le même sens le mot symbolique appliqué comme épithète, soit aux déplacements des molécules d’éther dans un rayon simple de lumière, soit aux équations différentielles ou finies d’un semblable rayon.
Ces définitions étant admises, considérons en particulier un rayon simple, polarisé rectilignement et propagé dans un milieu isophane. Nommons d’ailleurs déviation le déplacement absolu de la molécule éthérée qui correspond à un point donné du rayon, ce déplacement étant mesuré à partir de la position initiale de la molécule, et pris avec le signe + ou avec le signe — suivant que la molécule déplacée se trouve située d’un côté ou de l’autre par rapport à la direction primitive de ce rayon. Les déviations de toutes les molécules seront mesurées sur des droites parallèles entre elles et toujours perpendiculaires, si le milieu isophane est transparent, à la direction du rayon lumineux. De plus, la déviation symbolique d’une molécule d’éther dans le rayon donné, c’est-à-dire la variable imaginaire dont la déviation de cette molécule représentera la partie réelle, se trouvera exprimée par une exponentielle imaginaire qui aura pour base la base même des logarithmes népériens, et pour exposant une fonction linéaire des coordonnées et du temps. Enfin, la partie de cet exposant qui renfermera les coordonnées sera proportionnelle, si le milieu isophane est transparent, à la distance qui sépare la molécule du second plan invariable, c’està-dire du plan fixe mené par l’origine des coordonnées parallèlement aux plans des ondes, et se réduira, au signe près, au produit de cette distance par ÿ— 1 et par la caractéristique du rayon lumineux. Cela posé, dans tout milieu isophane et transparent, la déviation symbolique d’une molécule d’éther, comprise dans un rayon plan, sera tellement liée avec la position initiale de la molécule que, si l’on mesure sur la direction de ce rayon, et dans le sens de la vitesse de propagation des ondes planes, une longueur déterminée, le rapport entre les déviations symboliques des molécules primitivement situées à l’extrémité de cette longueur, et à son origine, aura pour logarithme népé-
rien, ou le produit de la longueur elle-même par Ÿ— 1 et par la caractéristique du rayon lumineux, ou ce produit pris en signe contraire. Done, pour obtenir la seconde de ces déviations symboliques, il suffira de multiplier la première par un coefficient imaginaire qui ait pour base la base même des logarithmes népériens et pour exposant le produit dont il s’agit pris avec son signe ou avec le signe opposé. D'ailleurs, on n’aura point à changer le signe de ce produit si l’on suppose, comme on peut toujours le faire, que, dans l’exposant de l’exponentielle imaginaire qui représente la déviation symbolique d’une molécule, le terme proportionnel au temps offre pour coefficient le produit de =: par une quantité négative. Nous adopterons cette supposition et, en conséquence, le coefficient symbolique par lequel on devra multiplier la déviation symbolique d’une molécule, en un point donné d’un rayon plan, pour obtenir la déviation symbolique en un autre point, sera une exponentielle qui aura pour base la base même des logarithmes népériens, l’exposant étant le produit de ÿ—- 1 par la caractéristique du rayon plan et par la distance du premier point au second, prise avec le signe + ou le signe —, suivant que l’on devra, pour passer de l’un à l’autre, marcher dans le sens suivant lequel est dirigée la vitesse de propagation des ondes planes, ou dans le sens opposé.
Au reste, toutes les fois qu’un rayon simple se propagera dans un milieu isophane et transparent, si l’on mesure les déplacements des molécules parallèlement aux axes coordonnés, ou même parallèlement à un axe fixe quelconque, les déplacements symboliques correspondants seront, d’après ce qu’on a dit au commencement de cette seconde Partie, respectivement égaux aux produits de constantes imaginaires par l’exponentielle qui aura pour base la base même des logarithmes népériens, et pour exposant le produit de ÿ— 1 par l’argument du rayon simple. Ajoutons que la constante imaginaire correspondante à un axe fixe donné sera elle-même le produit de la demi-amplitude d’une vibration mesurée parallèlement à cet axe par une autre exponentielle qu'on obtient en substituant dans la première à l’argument du rayon simple un paramètre angulaire constant. Lorsque le rayon simple est
polarisé rectilignement, et que l’axe fixe donné est parallèle aux droites suivant lesquelles s’effectuent les vibrations absolues des molécules, le déplacement symbolique d’une molécule se réduit à ce que nous avons appelé la déviation symbolique.
Il nous reste maintenant à montrer comment les déplacements symboliques et les déviations symboliques se modifient lorsqu'un rayon plan tombe sur la surface réfléchissante ou réfringente qui sépare un premier milieu isophane et transparent d’un autre milieu supposé 1sophane, et quelle simplicité la considération des déplacements et déviations symboliques apporte généralement dans les calculs qui servent à établir les lois des phénomènes de polarisation produits par la réflexion ou la réfraction de la lumière.
C.R., t. VIII, p. 146 (4 février 1839). — Suite
Comme nous l'avons déjà remarqué, les équations de condition relatives à la surface réfléchissante ou réfringente doivent se réduire, pour des mouvements infiniment petits du fluide éthéré, à des équations linéaires, en sorte que chaque membre de ces équations soit une fonction linéaire des déplacements moléculaires calculés pour le premier ou pour le second milieu, et de leurs dérivées prises par rapport à une ou plusieurs des variables indépendantes. D'ailleurs, dans ces mêmes équations, le déplacement d’une molécule, calculé comme st cette molécule était intérieure au premier milieu, et mesuré parallèlement à l’un des axes coordonnés, sera la somme des déplacements mesurés parallèlement au même axe dans les rayons incident et réfléchi; mais le déplacement d’une molécule, caleulé comme si cette molécule était intérieure au second milieu, sera simplement celui que le calcul donne pour le rayon réfracté. Cela posé, il est clair : 1° que, dans la théorie de
EXTRAIT N° 28. 153 la lumière, les équations symboliques de condition, relatives à la surface réfléchissante ou réfringente, seront linéaires par rapport aux déplacements symboliques des molécules et à leurs dérivées; 2° que ces déplacements symboliques se réduiront d’une part à la somme des déplacements symboliques des molécules, déterminés successivement pour le rayon incident et le rayon réfléchi, d'autre part au déplacement symbolique des molécules dans le rayon réfracté.
Observons maintenant que, si le rayon incident est un rayon simple, les déplacements symboliques des molécules, mesurés parallèlement aux trois axes coordonnés, dans le rayon incident ou réfléchi ou réfracté, seront les produits de trois constantes imaginaires par une seule exponentielle imaginaire dont l’exposant sera une fonction linéaire des væ riables indépendantes sans terme constant. Donc alors, pour obtenir la dérivée de l’un de ces déplacements symboliques, différentié une ou plusieurs fois par rapport à une ou plusieurs des variables indépendantes, il suffira de le multiplier une ou plusieurs fois par le coefficient ou les coefficients de ces variables dans l’exposant dont il s’agit. Par suite, si le rayon incident est un rayon simple, chaque membre des équations symboliques de condition, relatives à la surface réfléchissante ou réfringente, pourra être réduit à une fonction linéaire des déplacements symboliques des molécules dans les rayons incident, réfléchi et réfracté, chaque terme de la fonction linéaire étant proportionnel à l’un des déplacements symboliques qui pourra s’y trouver multiplié une ou plusieurs fois par un ou plusieurs des coefficients des variables indépendantes dans l’exposant de l’exponentielle imaginaire que renferme ce même déplacement. D'ailleurs, comme on la vu, cette exponentielle conserve la même valeur en un point quelconque de la surface réfléchissante, quand on passe du rayon incident au rayon réfléchi ou réfracté; elle représente donc un facteur commun à tous les termes compris dans les équations de condition symboliques, et celles-ci pourront être réduites, par la suppression de ce facteur commun, à des équations linéaires entre les constantes imaginaires par lesquelles la même exponentielle se trouvait multipliée
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dans les déplacements symboliques des molécules. Ces nouvelles équations linéaires sont précisément celles qui devront servir à déterminer les valeurs des constantes imaginaires dont nous venons de parler pour le rayon réfléchi et pour le rayon réfracté, quand elles seront connues pour le rayon incident. Ces constantes imaginaires étant ainsi déterminées pour le rayon réfléchi ou réfracté, si on les multiplie par la valeur générale de l’exponentielle imaginaire qui répond à ce rayon, on obtiendra immédiatement pour le même rayon les déplacements symboliques et, par suite, les déplacements effectifs des molécules mesurés parallèlement aux trois axes coordonnés.
De ce qu'on vient de dire il semble résulter, au premier abord, qu’on aurait besoin de six équations symboliques de condition pour déterminer les six constantes imaginaires correspondantes d’une part aux deux rayons réfléchi et réfracté, d’autre part aux trois déplacements moléculaires mesurés dans chacun de ces rayons parallèlement aux trois axes coordonnés. Mais on doit observer que, pour chaque rayon simple propagé dans un milieu isophane et transparent, il existe toujours entre ces trois déplacements une équation linéaire. Cette équation est celle qui exprime que les vibrations des molécules s’effectuent dans des plans perpendiculaires à la direction du rayon, et par conséquent celle que l’on forme en égalant à zéro la somme des trois déplacements respectivement multipliés par les coefficients des coordonnées dans l’argument du rayon simple. On pourra d’ailleurs, dans cette équation, remplacer les trois déplacements effectifs d’une molé- _cule, mesurés parallèlement aux axes coordonnés, par ses déplacements symboliques, ou même par les trois constantes imaginaires qui entrent comme facteurs dans les déplacements symboliques avec l’exponentielle imaginaire qui caractérise le rayon simple. Ajoutons que l'équation symbolique ainsi obtenue pourra être étendue au cas même où le milieu isophane cesserait d’être transparent, si dans cette équation on substitue généralement aux coefficients réels des coordonnées, pris dans l'argument du rayon simple, les coefficients imaginaires des coordonnées pris dans l’exposant de l’exponentielle imaginaire qui carac-
térise ce rayon. Cela posé, comme des trois constantes imaginaires relatives au rayon réfléchi ou au rayon réfracté, l’une pourra toujours être exprimée en fonction linéaire des deux autres, on n'aura plus à déterminer pour ces deux rayons que quatre constantes imaginaires, et pour y parvenir, il suffira des quatre équations symboliques de condition relatives à la surface réfléchissante. ,
Si les milieux donnés cessaient d’être isophanes, on obtiendrait, au lieu d’un rayon réfléchi et d’un rayon réfracté, deux rayons réfléchis et deux rayons réfractés, correspondants à douze constantes imaginaires. Mais alors aussi les trois constantes imaginaires relatives à chaque rayon seraient proportionnelles l’une à l’autre, et leurs rapports se déduiraient immédiatement de la direction même du rayon, supposée connue, ou plutôt de la direction des plans des ondes, comme il arrive pour les milieux transparents, mais non isophanes, et par conséquent doués de la double réfraction, puisqu’en effet, dans ces milieux, le mode de polarisation d’un rayon dépend uniquement de la direction des plans des ondes. Donc encore, dans le cas dont 1l s’agit, sur les douze constantes imaginaires correspondantes aux quatre rayons réfléchis et réfractés, il en restera seulement quatre à déterminer à l’aide des équations de condition symboliques relatives à la surface réfléchissante. Donc, dans tous les cas, le nombre de ces dernières équations, de celles du moins qui seront nécessaires à la détermination des constantes imaginaires, sera de quatre seulement.
Revenons au cas spécial où les milieux donnés sont isophanes, le rayon incident étant d’ailleurs un rayon simple. Si l’on considère ce rayon simple comme résultant de la superposition de deux autres rayons polarisés en ligne droite, l’un perpendiculairement au plan d’incidence, l’autre suivant ce même plan, les deux rayons composants se trouveront, ainsi qu’on l’a dit plus haut, réfléchi et réfracté indépendamment l’un de l’autre. Concevons d’ailleurs que l’on prenne pour un des axes coordonnés la normale à la surface réfléchissante, et pour un des plans coordonnés le plan d'incidence; des quatre équations de condition deux se rapporteront à la réflexion et à la réfraction du rayon
polarisé perpendiculairement au plan d'incidence, les deux autres à la réflexion et à la réfraction du rayon polarisé suivant ce même plan. Ces deux dernières renfermeront trois constantes imaginaires relatives à trois rayons incident, réfléchi, réfracté, tous trois polarisés suivant le plan d'incidence, et détermineront les rapports de ces trois constantes. Au contraire, les deux premières équations symboliques de condition contiendront six constantes imaginaires correspondantes aux rayons incident, réfléchi, réfracté qui seront polarisés perpendiculairement au plan d'incidence, ou, en d’autres termes, renfermés dans ce plan. Mais alors les deux constantes imaginaires, correspondantes à chaque rayon, seront liées entre elles par une équation linéaire qu’on obtiendra en égalant à zéro la somme de ces: deux constantes respectivement multipliées par les coefficients des coordonnées, mesurées suivant le plan d’incidence, dans l’exposant de l’exponentielle imaginaire à laquelle les déplacements symboliques des molécules sont proportionnels. Donc, entre les six constantes imaginaires dontil s’agit, on aura en tout cinq équations qui suffiront encore pour déterminer les rapports de ces constantes. Dans l’un et l’autre calcul, le rapport suivant lequel varie la constante imaginaire correspondante à l’un des axes coordonnés, quand on passe du rayon incident au rayon réfléchi ou réfracté, est aussi le rapport suivant lequel varie, dans ce passage, le déplacement symbolique relatif à cet axe, en un point quelconque de la surface réfléchissante |
Il est bon d'observer que, dans chacun des rayons polarisés suivant le plan d'incidence, les déplacements des molécules, mesurés perpendiculairement au même plan, représentent, au signe près, les déplacements absolus de ces molécules, et peuvent être censés se confondre avec leurs déviations. Donc, par suite, dans ces rayons, les déviations symboliques ne différeront pas des déplacements symboliques. Quant aux rayons polarisés perpendiculairement au plan d’incidence, et par conséquent renfermés dans ce plan, chacun d’eux se composera de molécules dont les déplacements absolus ne seront généralement dirigés suivant aucun des axes coordonnés compris dans le plan d’inci-
EXTRAIT N°98. 157 dence. Mais, si le milieu dans lequel un semblable rayon se propage est transparent, le déplacement absolu d’une molécule et par suite se déviation se réduiront, au signe près, au quotient qu’on obtient quand on divise le déplacement mesuré suivant une normale à la surface réfléchissante par le sinus de l'angle aigu compris entre la normale et le-rayon. H y a plus; la déviation sera précisément égale au quotient dont il s’agit, si le déplacement mesuré sur une normale à la surface réfléchissante et la déviation elle-même se comptent positivement pour toute molécule qui, en s’éloignant de sa position initiale, se rapproche du second milieu, ou pénètre plus avant dans son intérieur. Cette convention étant admise, la déviation symbolique, pour un rayon incident, ou réfléchi, ou réfracté, polarisé perpendiculairement au plan d’incidence, mais propagé dans un milieu transparent, sera le quotient qu'on obtient quand on divise par le sinus d’incidence, ou par le sinus de réflexion, ou par le sinus de réfraction Le déplacement symbolique dont la partie réelle est le déplacement mesuré suivant une normale à la surface réfléchissante. Done, lorsqu’en un point quelconque de cette surface on passera, d’un rayon incident et renfermé dans le plan d'incidence, au rayon réfléchi ou réfracté, en supposant que ce dernier est propagé dans un milieu transparent, alors, non seulement le déplacement symbolique dont il s’agit variera en chaque point de la surface réfléchissante, dans un rapport déterminé par les équations de condition ci-dessus mentionnées, mais de plus la déviation symbolique variera dans un second rapport qui sera le produit du premier par l’indice de réflexion ou de réfraction.
En résumé, les équations symboliques de condition, relatives à la surface réfléchissante, fourniront le moyen de déterminer le rapport suivant lequel la réflexion ou la réfraction fera varier la déviation symbolique des molécules dans un rayon polarisé perpendiculairement au plan d’incidence ou suivant ce même plan, c’est-à-dire, en d’autres termes, le coefficient imaginaire par lequel on devra, en chaque point de la surface réfléchissante, multiplier la déviation symbolique d’une molécule considérée comme comprise dans le rayon incident, pour
obtenir la déviation symbolique de la même molécule considérée comme comprise dans le rayon réfléchi ou réfracté, en supposant d’ailleurs que ce dernier rayon se propage dans un milieu transparent. Le coefficient imaginaire dont il s’agit ici est ce que nous appellerons désormais le coefficient de réflexion ou le coefficient de réfraction, et, d’après ce qui a été dit ci-dessus, il dépendra uniquement des coefficients des variables indépendantes dans les exposants des exponentielles imaginaires auxquelles les déplacements symboliques des molécules sont proportionnels. Il n’y a point d'exception à faire à cet égard pour les rayons renfermés dans le plan d'incidence, attendu que l'indice de réflexion ou de réfraction est précisément le rapport suivant lequel varie le coefficient de l’une des coordonnées quand on passe du rayon incident au rayon réfléchi ou réfracté, en supposant que celui-ci se propage comme le premier dans un milieu transparent. Ajoutons qu'en vertu de l'hypothèse admise sur la disposition des axes et des plans coordonnés, les coefficients des coordonnées dans les exponentielles imaginaires pourront être facilement exprimés en fonctions de l'angle d'incidence et des caractéristiques des rayons incident et réfracté. En effet, l’un des axes étant perpendiculaire au plan d'incidence, la coordonnée mesurée suivant cet axe disparaîtra des exponentielles imaginaires où son exposant sera réduit à zéro, et par suite les coefficients des deux autres coordonnées, dans l’exponentielle imaginaire correspondante au rayon incident, ou réfléchi, ou réfracté, fourniront des carrés dont la somme, prise en signe contraire, offrira pour racine carrée la caractéristique de ce même rayon. Il sera donc facile de calculer un de ces deux coefficients quand on connaïtra l’autre et la caractéristique. D'ailleurs le coefficient de la coordonnée mesurée sur la droite d’intersection du plan d'incidence et de la surface réfléchissante restera le même pour les trois rayons, et sera équivalent au produit qu’on obtient quand on multiplie le sinus d'incidence par la caractéristique du rayon incident et par ÿ— 1. Enfin, le premier milieu étant par hypothèse isophane et transparent, les rayons incident et réfléchi offriront la même caractéristique. Quant au coefficient du temps, il conservera la
même valeur dans les exposants des trois expenentielles imaginaires, relatives aux trois rayons incident, réfléchi, réfracté, et il sera équivalent, au signe près, au produit de ÿ— 1 par le rapport du nombre 2+ à la durée d’une vibration moléculaire.
Observons encore qu'en vertu de l'égalité supposée des caractéristiques des rayons incident et réfléchi, les coefficients de la coordonnée perpendiculaire à la surface réfléchissante, dans les exponentielles imaginaires relatives à ces deux rayons, seront, au signe près, égaux entre eux, le premier étant le produit de la caractéristique du rayon incident par le cosinus de l’angle d'incidence et par ÿ— 1. Donc, en définitive, les coefficients des coordonnées, dans les exposants des exponentielles imaginaires correspondantes aux rayons incident, réfléchi et réfracté pourront être réduits à trois, savoir : au coefficient unique de la coordonnée mesurée sur la droite d’intersection du plan d'incidence et de la surface réfléchissante, au coefficient de la coordonnée perpendiculaire à cette surface dans le rayon incident, et au coefficient de la même coordonnée dans le rayon réfracté. Ce dernier coefficient, qui dépendra des caractéristiques des rayons incident et réfracté, offrira généralement une partie réelle si la caractéristique du rayon réfracté devient imaginaire, ou si, cette caractéristique étant réelle, mais inférieure à celle du rayon incident, le sinus d'incidence surpasse le rapport de l’une à l’autre. Alors le second milieu sera opaque, ou du moins il jouera le rôle d’un corps opaque, et le mouvement réfracté, en pénétrant dans l’intérieur du second milieu, s’affaiblira par degrés, de manière à devenir insensible à une distance plus ou moins considérable de la surface réfringente.
Les caractéristiques des rayons incident et réfléchi dépendent de la nature des milieux isophanes dans lesquels on suppose que ces deux rayons se propagent. Cette nature étant donnée, avec la durée des vibrations moléculaires, ou, ce qui revient au même, avec la couleur des rayons, les coefficients de réflexion et de réfraction, pour un rayon polarisé ou perpendiculairement au plan d'incidence, ou suivant ce même plan, varieront avec l’angle d'incidence. Mais ils resteront indépendants
de l'amplitude des vibrations moléculaires dans le rayon incident et de la position de ses nœuds. Voyons, d’après ce principe, comment cette amplitude et cette position varient quand on passe du rayon incident au rayon réfléchi ou réfracté.
De même qu’on appelle logarithmes népériens les logarithmes pris dans le système dont la base est Le nombre e—2,7182818, ..., de même il est naturel d'appeler exponentielles népériennes celles qui ont pour base ce même nombre. Or, parmi ces exponentielles, on doit surtout distinguer celles dans lesquelles la partie réelle de l’exposant s’évanouit. En effet, dans une semblable exponentielle, considérée comme expression imaginaire, le module se réduit à l’unité, tandis que la partie réelle et le coefficient de ÿ— 1 se réduisent à deux lignes trigonométiques, savoir : au cosinus et au sinus de l’argüment. Pour cette raison, nous désignerons les exponentielles népériennes dans lesquelles la partie réelle de l’exposant s’évanouira, sous le nom d’exponentielles trigonométriques. Cela posé, étant donnés le module et l'argument d'un mouvement simple où d’un rayon simple, l’exponentielle imaginaire qui caractérisera ce mouvement ou ce rayon, et qui offrira pour exposant une fonction linéaire mais imaginaire des variables indépendantes sans terme constant, se réduira toujours au produit du module par l’exponentielle trigonométrique dont l'argument sera celui du mouvement simple ou du rayon simple. La dernière exponentielle exprimera donc la valeur de la première si le module se réduit à l'unité, ce qui arrivera, par exemple, lorsqu'un rayon simple se propagera dans un milieu transparent. Alors aussi la constante imaginaire par laquelle on devra mulüplier l’exponentielle dont il s’agit, pour obtenir le déplacement d’une molécule, mesuré parallèlement à un axe fixe, ne sera autre chose que le produit de la demi-amplitude des vibrations parallèles à cet axe par l’'exponentielle trigonométrique qui offrira pour argument le paramètre angulaire. Enfin, si, en considérant un rayon simple, réfléchi ou réfracté par la surface de séparation de deux milieux isophanes, et en supposant ce rayon polarisé, ou perpendiculairement au plan d’incidence, ou suivant ce plan, on nomme modules et arguments de réflexion
et de réfraction les modules et les arguments du coefficient de réflexion et du coefficient de réfraction, chacun de ces derniers coefficients ne sera autre chose que le produit du module de réflexion ou de réfraction par l’exponentielle trigonométrique correspondante à l'argument de réflexion ou de réfraction. Or, pour multiplier une expression 1maginaire par une autre, il suffit de multiplier le module de la première par le module de la seconde et d'ajouter à l'argument de la première l'argument de la seconde. Donc, puisque, dans le passage du rayon incident au rayon réfléchi ou réfracté, la déviation symbolique d’une molécule, et par suite la constante imaginaire qui entrera comme facteur dans cette déviation, varieront dans un rapport égal au coefficient de réflexion ou de réfraction, il est clair que, dans ce passage, la demiamplitude des vibrations moléculaires vartera dans un rapport représenté par le module de réflexion ou de réfraction, tandis que le paramètre angulaire se trouvera augmenté de l'argument de réflexion ou de réfraction. D'ailleurs, dans un rayon simple polarisé en ligne droite et propagé dans un milieu transparent, l'angle, dont le paramètre angulaire représente le complément, a pour mesure le produit de la caractéristique par la distance qui au premier instant sépare du second plan invariable un des nœuds de ce rayon; et si, à un instant donné, le paramètre angulaire se trouve tout à coup augmenté ou diminué d’une quantité donnée, chaque nœud se trouvera immédiatement déplacé et transporté, en arrière ou en avant de la position qu'il occupait, à une distance représentée par le rapport entre l'augmentation ou la diminution du paramètre angulaire et la caractéristique. Done, lorsqu'on fait tomber sur la surface de séparation de deux milieux isophanes un rayon polarisé, ou perpendiculairement au plan d'incidence, ou suivant ce plan, et que le rayon réfléchi ou réfracté se propage sans s’affaiblir, la réflexion ou la réfraction du rayon incident produit en général les deux effets que nous allons énoncer : 1° tandis que le rayon incident se transforme en rayon réfléchi ou en rayon réfracté, les demi-amplitudes, et par suite les amplitudes des vibrations moléculaires, varient dans un rapport égal au module de réflexion ou de réfraction; 2° chaque nœud, à l'instant ŒEuvres de C.—S.I, t.1IV. 2
méme où, en vertu de son mouvement de propagation, il atteint la surface réfléchussante, se trouve déplacé et transporté, sur le rayon réfléchi ou refracté, en arrière ou en avant de la position qu'il occupait, à une distance représentée, au signe prés, par le rapport entre l'argument de réflexion et la caractéristique du rayon réfléchi, ou entre l'argument de réfraction et la caractéristique du rayon réfracté; savoir : en arrière, st l'argument dont il s'agit est positif, et en avant, si cet argument devient négatif. D'ailleurs, ces deux effets, pour une couleur donnée, et pour des milieux isophanes donnés, dépendront uniquement de l'angle d'incidence, et resteront, ainsi que les coefficients, les arguments et les modules de réflexion ou de réfraction, indépendants de l’amplitude des vibrations moléculaires dans le rayon incident et de la position des nœuds dans ce même rayon.
IL importe d'observer que l'argument de toute expression imaginaire peut être réduit à une quantité négative dont la valeur numérique ne surpasse pas la circonférence, par conséquent à un angle renfermé entre les limites — 27 et zéro. Or, si l’on suppose, comme on peut toujours le faire, l'argument de réflexion ou de réfraction compris entre ces limites, le rapport de cet argument à la caractéristique du rayon réfléchi ou réfracté ne sera autre chose que ‘la distance comprise entre un nœud qui, dans le rayon incident, atteint à un instant donné la surface réfléchissante, et le nœud de même espèce qui, au même instant, se trouve situé en avant du premier, le plus près possible de la surface, sur la direction du rayon réfléchi ou réfracté.
Si le rayon incident était polarisé elliptiquement, ou circulairement, ou rectilignement, mais suivant un plan quelconque, on pourrait le regarder comme résultant de la superposition de deux rayons polarisés l’un perpendiculairement au plan d'incidence, l’autre suivant ce même plan; et alors la réflexion ou la réfraction aurait pour effet : 1° de faire varier le rapport entre les amplitudes des vibrations moléculaires, dans les deux rayons composants, proportionnellement au rapport entre les modules de réflexion ou de réfraction correspondants à ces deux rayons;
2° d’éloigner ou de rapprocher les nœuds de premiere espèce de l’un, des
EXTRAIT N° 98. 163 nœuds de première espèce de l'autre, le déplacement relatif des nœuds de méme espèce dans les deux rayons étant, au signe près, le rapport entre la différence de leurs arguments et la caractéristique des rayons réfléchis ou réfractés. Si, avant ou après la réflexion ou la réfraction, les nœuds de première espèce de l’un des rayons composants coincident avec les nœuds de première ou de seconde espèce de l’autre, le rayon résultant sera polarisé en ligne droite, et l’inclinaison du plan de polarisation sur le plan d'incidence, c’est-à-dire, l’angle aigu compris entre les deux plans, aura pour tangente trigonométrique le rapport entre les amplitudes des vibrations moléculaires dans les deux rayons polarisés, l’un perpendicu-. lairement au plan d'incidence, l’autre suivant ce plan. D'ailleurs le plan de polarisation du rayon résullant sera suué d'un côté ou de l'autre du plan d'incidence, suivant que la superposition des rayons composants fera coincider, avec les nœuds de premuère espèce de l’un, les nœuds de premiere ou de seconde espèce de l’autre. Si l'un des rayons composants offre des nœuds séparés de ceux de l’autre, le rayon résultant sera polarisé circulairement ou elliptiquement; &/ sera polarisé circulairement, si les vibrations moléculaires présentent les mêmes amplitudes dans les deux rayons composants, et si d’ailleurs les nœuds de l’un se trouvent séparés de ceux de l’autre par des distances égales au quart de la longueur d'une ondulanon. Mais, si la séparation des nœuds existe, sans que les deux conditions ici énoncées se trouvent remplies, le rayon résultant sera doué de la polarisation elliprique. Au reste, dans ce dernier cas, & pourra toujours être considéré comme résultant de la superposition de deux rayons” simples, polarisés en ligne droite suivant deux plans rectangulaires entre eux, et tellement choisis que les nœuds des deux nouveaux rayons se trouvent encore séparés par des distances égales au quart de la longueur d'une ondulation. Seulement ces nouveaux rayons, dont aucun pour l'ordinaire ne sera polarisé suivant le plan d'incidence, offriront des vibrations moléculaires dont les amplitudes seront inégales.
C.R.,t. VILLE, p. 189 (11 février 1839). — Suite
Suivant le langage adopté par les auteurs qui, dans la théorie de la lumière, admettent le système des ondulations, la phase d’un rayon simple, polarisé en ligne droite et propagé dans un milieu transparent, n’est autre chose que l’angle variable dont le cosinus représente le rapport entre la déviation d’une molécule éthérée et l'amplitude des vibrations moléculaires (‘). Quelquefois la même expression est employée dans un sens plus général et, lorsque, dans un rayon simple doué de la polarisation rectiligne, ou circulaire, ou elliptique, les déplacements moléculaires sont mesurés parallèlement à un axe fixe donné, on appelle encore phase l'angle variable dont le-cosinus entre comme facteur dans le déplacement d’une molécule et représente le rapport de ce déplacement à la demi-amplitude des vibrations mesurée parallèlement à l'axe fixe. Si le rayon simple cessait de se propager dans un milieu transparent, alors, pour obtenir la phase, c’est-à-dire l'angle variable dont le cosinus est renfermé dans l'expression d’un déplacement moléculaire, ou plutôt ce cosinus même, il faudrait diviser le déplacement, non plus seulement par la demi-amplitude des vibrations moléculaires, mais par cetté demi-amplitude et par le module du rayon simple. Cela posé, il est clair que, pour un rayon simple donné, la partie variable de la phase, représentée par une fonction linéaire du temps et des coordonnées sans terme constant, sera ce que nous avons
(1) D'après cette définition, pour obtenir à un instant donné la phase du rayon simple en un point donné, par conséquent la phase correspondante à une molécule donnée, il suffira de construire une circonférence de cercle qui ait pour diamètre l'amplitude des vibrations exécutées par cette molécule, et de chercher l’angle que forme la moitié de ce diamètre, située du côté où l’on mesure les déviations positives, avec le rayon dont l'extrémité se projette sur le même diamètre dans le point où se trouve la molécule à l'instant que l’on considère; en d’autres termes, il suffira de chercher la distance angulaire de la molécule donnée à un point matériel qui se mouvrait sur la circonférence dont il s’agit avec une vitesse constante, et dont la projection sur le diamètre coïnciderait avec la molécule elle-même.
EXTRAIT N° 29. 165 appelé l'argument du rayon simple, par conséquent une quantité indépendante de la direction de l’axe fixe que l’on considère. Mais la phase elle-même, équivalente à la somme qu’on obtient quand à l'argument du rayon simple on ajoute le paramètre angulaire, dépendra généralement, ainsi que ce paramètre, de la direction de l’axe fixe, et n’en deviendra indépendante que dans le cas où ce rayon serait polarisé rectilignement. Comme le cosinus d’un angle ne se trouve point altéré quand on fait croitre ou diminuer cet angle d’une quantité équivalente à un multiple du nombre 27, un paramètre angulaire, aussi bien qu’une phase, pourra toujours être sans inconvénient augmenté ou diminué d’un semblable multiple, et pourra se réduire en conséquence à un angle renfermé entre les limites —7, +7. Si un rayon simple quelconque, propagé dans un milieu isophane et transparent, est considéré comme résultant de la superposition de deux autres rayons polarisés, l’un suivant un plan fixe, l’autre perpendiculairement à ce plan, les deux rayons composants offriront en général deux phases distinctes. La différence de ces deux phases a été désignée elle-même par quelques auteurs sous le nom de phase; mais, pour éviter toute équivoque, nous l’appellerons l’anomalie du rayon résultant. Cette anomalie, comme chacune des phases, peut être sans inconvénient augmentée ou diminuée d’un multiple du nombre 27, et par suite elle peut être réduite à zéro ou au nombre +, lorsque le rayon résultant est polarisé rectilignement; à +7, ou à — 7, c’est-à-dire à un angle droit, abstraction faite du signe, lorsque ce rayon est doué de la polarisation cireulaire ; mais, lorsqu'il est polarisé elliptiquement, elle varie avec la direction du plan fixe que l’on considère. Concevons d’ailleurs que, dans chacun des -deux rayons composants, on nomme nœuds de première espèce ceux qui précèdent des molécules dont les déplacements sont représentés par des quantités positives. Alors le rapport de l’anomalie à la caractéristique représentera, au signe près, la distance entre un nœud de l’un des rayons composants et un nœud de même espèce de l’autre; et, faire croître ou diminuer l’anomalie d’un multiple de 27, ce sera faire croître ou diminuer cette distance d’une ou de-plusieurs épais-
seurs d’ondes; ce qui revient à remplacer, pour l’un des deux rayons composants, un nœud d'espèce donnée par un autre nœud de même espèce. Alors aussi, quand le rayon résultant sera polarisé en ligne droite, l’anomalie pourra être réduite à zéro ou au nombre +, suivant qu'un nœud donné de l’un des rayons composants viendra se placer sur un nœud de même espèce, ou sur un nœud d’espèce différente, appartenant à l’autre.
On appelle souvent azimut l'angle formé par un plan variable avec un plan fixe, par exemple, en Astronomie, l'angle formé avec le méridien d’un lieu par le plan d’un cercle vertical; et l’on se sert de la même expression dans la théorie de la lumière quand on se propose d’indiquer, pour un rayon incident, réfléchi ou réfracté, la position du plan de polarisation à l’égard du plan d'incidence. Nous conformant encore sur ce point à l'usage établi, lorsqu'un rayon simple, propagé dans un milieu isophane et transparent, sera polarisé en ligne droite, nous appellerons azimut de ce rayon l'angle aigu formé par le plan qui le renferme avec un plan fixe, par exemple avec le plan d'incidence, de réflexion ou de réfraction, s'il s’agit d’un rayon incident, réfléchi ou réfracté; et pareillement nous appellerons azimut du plan de polarisation Y'angle aigu formé par ce dernier plan avec le plan fixe (‘). Si d’ailleurs le plan fixe passe, comme nous le supposerons généralement, par la direction du rayon simple, et si ce rayon est considéré comme résultant de la superposition de deux autres polarisés, l’un suivant le plan fixe, l’autre perpendiculairement à ce plan, l’azimut du rayon résultant et l’azimut de son plan de polarisation seront simplement les deux angles complémentaires l’un de l’autre qui auront pour tangentes trigonométriques les rapports direct et inverse des amplitudes des vibrations moléculaires dans les deux rayons composants. Si le rayon simple donné cessait d’être polarisé rectilignement, rien n’empêcherait d’ap-
(1) L'azunut, en Astronomie, est un angle tantôt aigu, tantôt obtus. Mais, dans la théorie de la lumière, il paraît utile, pour éviter tout embarras, de réduire l’azimut d’un rayon simple et de son plan de polarisation à des angles aigus et posilifs, tels que sont les angles d'incidence, de réflexion et de réfraction.
peler encore azimut de ce rayon V'azimut qu'on obtiendrait dans le cas où, après l'avoir décomposé en deux rayons partiels polarisés l’un suivant le plan fixe, l’autre perpendiculairement à ce plan, on parviendrait, comme on peut le faire à l’aide de certains procédés que nous indiquerons plus tard, à replacer les nœuds de l’un des rayons composants sur les nœuds de l’autre, sans changer les amplitudes. Ainsi défini, l’azimut d’un rayon simple sera toujours l'angle qui a pour tangente trigonométrique le rapport entre les amplitudes des vibrations moléculaires du rayon composant, polarisé suivant le plan fixe, et du rayon polarisé perpendiculairement à ce plan. Cela posé, lorsque le rayon résultant sera doué de la polarisation circulaire, son azimut sera de 45°, quelle que soit d’ailleurs la direction du plan fixe auquel il se rapporte. Mais, si le rayon résultant est doué de la polarisation elliptique, l’azimut dépendra de la position du plan fixe et changera de valeur avec cette position en même temps que l’anomalie.
Les conventions que nous venons d'admettre fournissent le moyen de simplifier les énoncés de plusieurs propositions ci-dessus établies. Ainsi, en particulier, si un rayon simple, réfléchi ou réfracté par la surface de séparation de deux milieux isophanes, se propage sans s’affaiblir, les effets de la réflexion ou de la réfraction pourront s’énoncer comme 1l suit: 1° /a tangente et la cotangente de l'azimut relatif au plan d'incidence varieront proporuonnellement aux rapports direct et inverse entre les modules de réflexion ou de réfraction des rayons composants qui seraient polarises, l’un suivant le plan d'incidence, l'autre perpendiculairement à ce plan; 2° l’anomale sera augmentée d'un angle égal, au signe près, à la différence entre leurs arguments de réflexion ou de réfraction.
Parmi les diverses valeurs que peuvent acquérir l’anomalie et l’azimut d’un rayon réfléchi ou réfracté sous une incidence donnée, on doit surtout distinguer ce que nous appellerons spécialement lanormnale et l’azimut de réflexion et de réfraction, savoir l’anomalie et l'azimut qu’on obtient, pour le rayon réfléchi ou réfracté, quand le rayon incident est
un rayon plan, polarisé à 45° du plan d'incidence, de telle sorte que
son azimut soit la moitié d’un angle droit. Comme dans ce cas particulier l’anomalie du rayon incident peut être censée se réduire à zéro, et la tangente de son azimut à l'unité, on conclura immédiatement de la proposition ci-dessus exprimée : 1° que l’azimut de réflexion ou de réfraction a pour tangente et cotangente le rapport direct et le rapport inverse des modules de réflexion ou de réfraction correspondants à deux rayons incidents qui seraient polarisés, l’un suivant le plan d'incidence, l'autre perpendiculairement à ce plan ; 2° que l’anomale de réflexion ou de réfraction est égale, au signe pres, à la différence entre les arguments de réflexion ou de réfraction relatifs à ces mêmes rayons.
De cette dernière proposition, jointe à la précédente, on déduit immédiatement celle que nous allons énoncer.
Lorsqu'un rayon polarisé elliptiquement, ou circulairement, ou rectilignement, après avoir été réfléchi ou réfracté par la surface de sépaation de deux milieux Isophanes, se propage sans s’affaiblir, 1° l'azimut du rayon réfléchi ou réfracté est le. produit qu'on obtient quand on muluplie la tangente de l’azimut du rayon incident par la tangente de l’azimut de réflexion ou de réfraction; 2° l’anomalie du rayon réfléchi ou réfracté est la somme qu'on obtient quand on ajoute à l'anomale du rayon incident l'anomale de réflexion ou de réfraction. |
Il est maintenant facile de prévoir ce qui arrivera si un rayon simple, après avoir été réfléchi ou réfracté plusieurs fois de suite par des surfaces dont chacune sépare l’un de l’autre deux milieux isophanes, se propage sans s’affaiblir. En effet, concevons d’abord que les divers plans de réflexion ou de réfraction coïncident avec le premier plan d’ineidence. Dans ce cas, les deux rayons partiels, dont la superposition pourra être censée produire le rayon incident, et qui seront polarisés, l’un suivantle premier plan d'incidence, l’autre perpendiculairement à ce plan, se trouveront toujours réfléchis et réfractés indépendamment l’un de l’autre. Or, à chaque réflexion ou réfraction nouvelle, la tangente de l’azimut du rayon déjà obtenu variera proportionnellement à la tangente de l’azimut de réflexion ou de réfraction, tandis que l’anomalie de réflexion ou de réfraction viendra s’ajouter à l’anomalie de ce même
EXTRAIT N°99. 169 rayon. Donc, en définitive, l'azimut du dernier rayon réfléchi ou réfracte aura pour tangente trigonometrique le produit qu'on obtient en multiphant la tangente de l’azimut du rayon incident par les tangentes de tous les azimuts de réflexion ou de réfraction; et d'autre part l’anomale du dernier rayon réfléchi ou réfracté sera la somme qu'on obtient en ajoutant à l’anomalie du rayon incident toutes les anomalies de réflexion ou de refraction. Si le rayon simple donné est plusieurs fois réfléchi ou réfracté sous la même incidence, il y aura égalité entre les divers azimuts de réflexion ou de réfraction, par conséquent entre leurs tangentes trigonométriques, aussi bien qu'entre les diverses anomalies de réflexion ou de réfraction. Donc alors les valeurs successivement acquises par la tangente de l'azimut du rayon simple formeront une progression géométrique, tandis que les valeurs successivement acquises par son anomale formeront une progression arithmétique. Enfin, si le rayon incident est un rayon plan et polarisé à 45° du plan d'incidence, la progression arithmétique aura zéro pour premier terme, tandis que la progression géométrique aura pour premier terme l’unité; de sorte que les anomalies des divers rayons seront proportionnelles aux logarithmes des tangentes des azimuts correspondants, et pourront même leur devenir égales, si l’on choisit convenablement la base du système de logarithmes.
Lorsque la somme des anomalies de réflexion ou de réfraction sera, au signe pres, un multiple de la demi-circonférence, c’est-à-dire du nombre 7, le rayon incident et le dernier rayon réfléchi ou réfracté pourront être censés offrir ou la même anomalie, ou deux anoma-
lies dont la différence sera le nombre 7, suivant que le multiple en question sera le produit de la demi-circonférence par un nombre pair ou par un nombre impair. Dans les deux cas, si le rayon incident est polarisé en ligne droite, on pourra en dire autant du dernier rayon réfléchi ou réfracté. Seulement les deux plans de polarisation seront situés, par rapport au plan d'incidence, de deux côtés opposés dans le premier cas, et du même côté dans le second. Tel sera en particulier l'effet de plusieurs réflexions ou de plusieurs réfractions effectuées sous la même incidence, si cette incidence est telle que le rapport
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\ entre l'anomalie principale correspondante et la demi-circonférence se
trouve représenté, au signe près, par une fraction rationnelle, et si d’ailleurs le nombre des réflexions ou réfractions successives se réduit au dénominateur » de cette fraction ou à un multiple de 7. Alors le plan de polarisation du dernier rayon réfléchi ou réfracté se trouvera situé, par rapport au plan d'incidence, du même côté que le plan de polarisation du rayon incident, ou du côté opposé, suivant que le nombre des réflexions sera équivalent à l’un des nombres
RU MOTS PRET
ou à l’un des nombres R'IR TS.
Lorsque, le rayon incident étant polarisé rectilignement et réfléchi ou réfracté plusieurs fois de suite, la somme des anomalies de réflexion ou de réfraction surpasse d’un angle droit un multiple du nombre +, l’anomalie du dernier rayon réfléchi ou réfracté peut être réduite à — 7, ou à +27, par conséquent à celle d’un rayon polarisé circulairement. Mais alors, pour que le dernier rayon réfléchi ou réfracté offre effectivement la polarisation circulaire, 11 est nécessaire que son azimut soit équivalent à la moitié d’un angle droit, et la tansente de cet azimut à l'unité. C’est ce qui arrivera si, en faisant tourner le rayon incident sur lui-même, on amène son plan de polarisation dans une position telle que la cotangente de l’azimut d'incidence soit équivalente au produit des tangentes de tous les azimuts de réflexion ou de réfraction. D'après cette règle, le rayon incident devra être polarisé à 49° du plan d'incidence si chaque azimut de réflexion ou de réfraction se réduit à 45°, ce qui a lieu, par exemple, dans toute réflexion opérée par une surface intérieure d’un prisme ou d’une plaque de verre sous une incidence plus grande que l'angle de réflexion totale. Ajoutons que la somme des anomalies de réflexion ou de réfraction surpassera d’un angle droit, conformément à l'hypothèse admise, un multiple du nombre 7, si plusieurs réflexions ou réfractions successives s'effectuent sous une même incidence tellement choisie que le rapport entre l’ano-
malie de réflexion ou de réfraction et la demi-circonférence se trouve représenté, au signe près, par une fraction rationnelle de dénominateur pair, et si d’ailleurs le nombre des réflexions ou réfractions se réduit à la moitié » du dénominateur 27 de cette fraction, ou à un multiple impair de ». Si, les autres données restant les mêmes, le nombre des réflexions ou réfractions successives devenait un multiple impair de », le dernier rayon réfléchi ou réfracté aurait pour anomalie non plus
57 OU + 57, Mais Zéro ou 7, et serait en conséquence un rayon po-
larisé rectilignement.
Observons encore que toute série de réflexions ou de réfractions propre à transformer un rayon plan en un rayon polarisé circulairement, ou du
moins en un rayon dont l’anomalie puisse être réduite à — ?r ou à + £7,
transformera au contraire un rayon incident, dont l'anomalie serait — :7 OU +57, en un rayon plan. Pareillement, toute série de reflexions ou de réfractions propre à transformer un rayon plan en un rayon dont l'anomalie serait un angle donné, transformera au contraire un rayon incident dont l'anomale serait, ou cet angle pris en signe contraire, ou le supplément de cet angle, en un rayon doué de la polarisation rectiligne. D'ailleurs, l’azimut de ce dernier rayon sera le même que celui du rayon incident, si chaque azimut de réflexion ou de réfraction est de 45°, comme il arrive quand chaque réflexion est opérée par une surface intérieure d'un prisme ou d’une plaque de verre sous une incidence plus grande que l'angle de réflexion totale. Donc alors le dernier rayon réfléchi ou réfracté sera précisément ce que deviendrait le rayon incident si, après l’avoir décomposé en deux rayons partiels, polarisés, l’un suivant le plan d'incidence, l’autre perpendiculairement à ce plan, on parvenait à replacer tout à coup les nœuds de l’un des rayons composants sur les nœuds de l’autre, sans changer les amplitudes des vibrations moléculaires.
Lorsque chaque azimut de réflexion ou de réfraction est, non pas égal, mais supérieur à l'unité, alors, si le nombre des réflexions ou des réfractions devient de plus en plus considérable, les azimuts des rayons successivement obtenus croîtront sans cesse et indéfiniment, de sorte
que, après un grand nombre de réflexions ou de réfractions, le dernier rayon réfléchi ou réfracté sera sensiblement polarisé dans le plan d'incidence.*
Afin d'établir, dans le langage, une distinction entre les points situés de part et d'autre d’un plan d'incidence, nous concevrons qu’un spectateur, ayant les pieds posés sur la surface réfléchissante ou réfringente et s'appuyant dans le premier milieu contre la normale à cette surface, regarde le rayon réfléchi. Les points situés à la droite ou à la gauche de ce spectateur sont précisément ceux que nous dirons situés à droite où à gauche du plan d'incidence. Nous dirons encore que l’azimut d’un rayon polarisé en ligne droite se compte, à droite ou à gauche de ce plan, suivant que le plan du rayon passera, dans le premier milieu, à la droite ou à la gauche du plan d'incidence. Enfin nous prendrons zéro. pour l’anomalie d’un rayon doué de la polarisation rectiligne, et dont l’azimut se compterait à droite du plan d'incidence; d’où il résulte que l’anomalie d’un rayon doué de la polarisation rectiligne, mais dont l'azimut se compterait à gauche du plan d'incidence, sera réductible au nombre +. Quant à l’azimut d’un rayon dont la polarisation ne serait pas rectiligne, mais circulaire ou elliptique, rien ne détermine le sens dans lequel il devra se compter à partir du plan d'incidence. Car, après avoir décomposé ce rayon en deux autres polarisés, l’un suivant le plan d'incidence, l’autre perpendiculairement à ce plan, on peut concevoir qu'un nœud de l’un des rayons composants soit replacé sur un nœud de même espèce de l’autre, ou sur un nœud d’espèce différente, sans que les amplitudes soient altérées, et, dans les deux cas, le nouveau rayon résultant, qui sera doué de la polarisation rectiligne, offrira le même azimut, compté tantôt à droite, tantôt à gauche du plan d'inei-
dence (*).
(*) Un extrait qui, d’après l’ordre chronologique, devrait être inséré à cêtte place, sous le n° 30, est reporté au n° 31, afin de ne pas interrompre le cours du présent Mémoire. Des
transpositions analogues seront faites chaque fois que l’ordre des matières l’exigera. (Note des Éditeurs.)
C.R., t. VIIL, p. 272 (25 février 1839). — Suite
Jusqu'à présent nous avons supposé que les divers plans de réflexion et de réfraction se confondaient avec le plan d'incidence. Pour être en état de calculer ce qui arrive dans la supposition contraire, il suffit de rechercher quelles variations subissent l’anomalie et l’azimut d’un rayon simple quand le plan à partir duquel se comptait l'azimut vient à tourner. On y parvient aisément à l’aide des considérations suivantes :
Observons d’abord que st, dans un rayon plan, les déplacements sont mesurés parallèlement à un axe fixe, l'amplitude des vibrations paralleles à cet axe sera évidemment la projection sur le méme axe de l'amplitude du rayon, c'est-à-dire de l'amplitude maximum, mesurée sur la droite que décrit une molécule. |
Si, au lieu d’un rayon plan, on considère, dans un milieu isophane et transparent, un rayon doué de la polarisation cireulaire, l'amplitude mesurée parallèlement à un diamètre du cercle que décrit une molécule sera ce diamètre même; et, si l’on décompose le rayon donné en deux autres polarisés, l’un suivant un plan fixe, l’autre perpendiculairement à ce plan, les phases des rayons composants seront deux angles dont la différence, équivalente à l’anomalie, pourra être réduite, abstraction faite du signe, à un angle droit. Si l’on choisit le sens suivant lequel se compteront dans le plan fixe les déplacements positifs, de manière que la différence dont il s’agit soit négative, les cosinus des deux phases se réduiront au sinus et au cosinus de la seconde. D’ailleurs les cosinus des deux phases, ayant pour expressions les rapports qu'on obtient quand on divise, par le déplacement absolu d’une molécule, ses déplacements mesurés perpendiculairement et parallèlement au plan fixe, se réduiront encore au sinus et au cosinus de l’angle que forme avec le plan fixe le rayon vecteur mené à la molécule ou, ce
qui revient au même, le rayon du cercle qu’elle décrit. Donc ce dernier angle pourra être censé se confondre avec la seconde phase. On pour- ‘ait le supposer équivalent à la même phase prise en signe contraire, si l’on n'avait pas choisi convenablement le sens suivant lequel se comptent, dans le plan fixe, les déplacements positifs. En résumé, Lorsqu'un rayon doué de la polarisation circularre sera décomposé en deux autres, polarises reculignement suivant deux plans rectangularres entre eux, chacun des rayons composants aura pour phase un angle que l’on pourra supposer équivalent, au signe prés, à l'angle compris entre le plan qui renferme ce rayon et le rayon du cercle décrit par une molécule. D'ailleurs, la phase d’un rayon plan, étant une fonction linéaire du temps, varie de quantités égales en temps égaux. On pourra donc en dire autant de l'angle formé avec un plan fixe par le rayon du cercle que décrit une molécule dans le phénomène de la polarisation circulaire. Donc, dans un rayon polarisé circulairement, chaque molecule se meut, sur le cercle qu'elle parcourt, avec une vitesse constante, de sorte que l'angle et l'arre décrits par le rayon vecteur mené du centre du cercle à la molécule sont proportionnels au temps que le rayon vecteur emploie à les décrire. Observons encore qu’à un rayon plan donné on peut toujours en superposer un autre qui offre la même amplitude de vibrations, avec une phase équivalente à la phase du premier augmentée ou diminuée d’un angle droit, et obtenir ainsi un rayon résultant doué de la polarisation circulaire. Donc, en vertu de ce qui précède, la phase d'un rayon plan peut être censée se confondre avec l'angle compris entre le plan du rayon et la direction du déplacement absolu d'une molécule dans un rayon doué de la polarisation circulaire résultant de la superposition de deux rayons polarisés en ligne droite dont les plans de polarisation seraient perpendiculaires entre eux et dont l’un serait précisément le rayon donné. Considérons maintenant, dans un milieu isophane et transparent, un rayon doué de la polarisation elliptique, et concevons qu’on le décompose encore en deux autres, polarisés en ligne droite, l'un suivant un plan fixe, l’autre perpendiculairement à ce plan. Si le plan fixe renferme l’un des axes de l’ellipse décrite par une molécule, l'anomalie
ou la différence entre les phases des rayons composants pourra être censée se réduire, au signe près, à un angle droit. En effet, les déplacements d’une molécule étant mesurés parallëlement aux deux axes de l’ellipse décrite, l’un de ces déplacements s’évanouira, et l’autre atteindra sa plus grande valeur numérique au moment où la molécule passera par un sommet de l’un des axes. Donc, en ce moment, les cosinus des deux phases auront pour valeurs numériques zéro et r, et les phases elles-mêmes pourront être réduites, l’une à zéro ou à 7, l’autre
à + =. Donc alors la différence des phases, ou l’anomalie, sera égale, 2 © :
Fs dj ; TT
au signe près, à »
Ainsi, dans un rayon doué de la polarisation elliptique, il suffit de faire
passer le plan fixe, à partir duquel se compte l'azimut, par un des axes de l’ellipse que décrit une molécule, pour que l’anomale se réduise, au signe pres, à . » c'est-à-dire à un angle droit.
Lorsqu'un rayon doué de la polarisation elliptique est décomposé en deux autres polarisés suivant deux plans rectangulaires entre eux, et que ces deux plans renferment les axes de l’ellipse décrite par une molécule, les deux derniers rayons deviennent ce que nous appellerons les rayons composants principaux, leurs plans,-leurs phases et leurs amplitudes étant les plans principaux, les phases principales et les amplitudes principales. V'azimut relatif à l’un des deux plans dont il s’agit sera encore désigné sous le nom d’azimut principal. Cela posé, il est clair: 1° que la différence des phases principales sera égale, au signe pres. à un angle droit; 2° que les amplitudes principales se réduiront aux deux axes de l'ellipse décrite par une molécule; 3° que les azimuts principaux auront pour tangentes trigonométriques les rapports direct et inverse des amplitudes principales.
Lorsque les plans des rayons composants ne renferment point les axes de l’ellipse décrite, ils offrent du moins pour traces, sur le plan de cette ellipse, deux diamètres perpendiculaires l’un à l’autre; dans tous les cas, les amplitudes des rayons composants se réduisent aux deux côtés du rectangle circonscrit à l’ellipse, et que chacun des deux
diamètres divise en parties symétriques. D'ailleurs il est facile de s’assurer : 1° que les côtés de tout rectangle circonscrit à une ellipse ont pour limite supérieure le grand axe et pour limite inférieure le petit axe de l’ellipse; 2° que la somme des carrés de ces côtés, ou le carré de la diagonale, est constante et égale à la somme des carrés des deux axes. Donc, dans un rayon doué de la polarisation elliptique, les amplitudes maximum et minimum sont celles qui se mesurent parallèlement au grand axe et au petit axe de l’ellipse que décrit une molécule, c’est-à-dire les amplitudes principales; de plus, lorsqu'un semblable rayon est décomposé en deux autres polarisés suivant deux plans rectangulaires entre eux, les amplitudes des rayons composants fournissent des carrés dont la somme est constamment la même que celle des carrés des amplitudes principales. La racine carrée de cette somme est ce que nous nommerons l'amplitude quadratique du rayon résultant : cette amplitude quadratique se confond évidemment avec l’amplitude maximum du rayon plan dans lequel se transformerait le rayon résultant si l’on parvenait, sans altérer les amplitudes des rayons composants, à replacer les nœuds de l’un sur les nœuds de l’autre. Considérons de nouveau, dans un rayon doué de la polarisation elliptique, les rayons composants principaux, dont les plans renferment les axes de l’ellipse décrite par chaque molécule, et dont les phases peuvent être censées différer entre elles d’un angle droit. Si l’on fait varier les amplitudes de ces rayons principaux, ou seulement de l’un d’entre eux, en faisant croître, par exemple, l'amplitude principale minimum, c’est-à-dire le petit axe de l’ellipse, sans altérer les phases, la polarisation deviendra circulaire au moment où l’amplitude minimum atteindra l'amplitude maximum. Réciproquement, pour revenir de la polarisation circulaire à la polarisation elliptique, il suffira de considérer un rayon polarisé circulairement comme résultant de la superposition de deux rayons principaux dont les plans se couperaient à angle droit, et dont les amplitudes seraient égales entre elles, puis de faire décroître dans un rapport donné une seule des amplitudes principales, sans altérer les phases. Alors le cercle décrit par une molécule se transfor-
EXTRAIT N° 30. 177 mera en une ellipse dont le grand axe sera un diamètre du cercle, et dont les ordonnées, mesurées sur des perpendiculaires à ce diamètre, seront aux ordonnées correspondantes du cercle dans le rapport donné. Il y a plus, les sommets des ordonnées correspondantes seront des points que la molécule atteindra au même instant, soit qu’elle décrive le cercle ou l’ellipse; et par suite les rayons vecteurs menés à la molécule, 1° dans l’ellipse, 2° dans le cercle, seront deux droites dont les ordonnées seront encore entre elles dans le rapport donné. On pourra même en dire autant de deux cordes correspondantes qui représenteraient dans l’ellipse, comme dans le cercle, la distance entre les positions occupées par la molécule à deux instants déterminés. D'ailleurs, lorsque les ordonnées de lignes droites ou courbes, qui servent de limites à une surface plane, décroissent dans un certain rapport, la surface elle-même décroit dans Le rapport dont il s’agit. Donc le rapport du petit axe de l’ellipse au grand axe sera aussi le rapport des aires décrites par le rayon vecteur mené à une molécule dans lellipse et dans le cercle; et l'aire décrite dans l'ellipse, aussi bien que l'aire décrite dans le cercle, sera proportionnelle au temps que le rayon vecteur emploie à décrire cette aire. Ainsi, en particulier, la durée d’une vibration moléculaire, ou le temps que le rayon vecteur emploie pour décrire l'aire totale de l’ellipse, sera Le quadruple du temps qu’il emploie à décrire le quart de cette aire, par conséquent le quadruple du temps que la molécule emploie à parcourir l’are compris entre une extrémité du grand axe et une extrémité du petit axe. Ce n'est pas tout; lorsque la polarisation est circulaire, l’are de cercle que parcourt une molécule dans un intervalle de temps donné et l’angle au centre correspondant sont évidemment représentés par les produits qu’on obtient quand on multiplie, d’une part la circonférence du cerele décrit, d'autre part Île nombre 27, par le rapport de cet intervalle à la durée d’une vibration moléculaire; et le triangle isocèle qui, ayant la corde de cet arc pour base, a pour sommet le centre du cercle, offre une surface dont le double a pour mesure le produit du carré du rayon par le sinus de l'angle au centre. Enfin, quand on multiplie le carré du rayon du cercle par le
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rapport du petit axe de l’ellipse au grand axe, qui est aussi le diamètre du cercle, on obtient pour résultat le produit des deux demi-axes. Donc, lorsque la polarisation sera elliptique, le triangle qui aura pour sommets le centre de l’ellipse décrite par une molécule et les positions occupees par cette molécule à deux instants déterminées, offrira une surface dont le double aura pour mesure le produit des deux demi-axes par le sinus d'un angle proportionnel à l'intervalle compris entre ces deux instants. Donc si, cet intervalle restant le même, les deux instants varient, la surface du triangle ne changera pas de valeur. Si, pour fixer les idées, on suppose l'intervalle entre les deux instants égal au quart de la durée d’une vibration moléculaire, l’are de cercle ci-dessus mentionné se réduira au quart de la circonférence, et l'angle au centre correspondant offrira l'unité pour sinus; par conséquent, dans un rayon doué de la polartisation elliptique, le triangle qui aura pour sommets le centre de l'ellipse decrile par une molécule, et les positions occupées par cette molécule à deux instants que sépare un intervalle égal au quart de la durée d'une vibration, offrira une surface équivalente à la moitié du rectangle construit sur les deux demi-axes de l'ellipse.
Pour établir les propositions précédentes, nous avons remplacé un rayon doué de la polarisation elliptique par le système des rayons composants principaux. Voyons ce qui arriverait si à ce système on substituait celui de deux rayons polarisés suivant deux plans rectangulaires entre eux et dont l’un renfermerait un diamètre donné de l’ellipse décrite. Dans chacun de ces deux nouveaux rayons, comme dans tout rayon plan, le déplacement d’une molécule, mesuré sur la droite qu’elle décrit, sera le produit de deux facteurs, l’un constant, l’autre variable, dont le premier représentera la demi-amplitude des vibrations moléculaires, tandis que le second représentera le cosinus de la phase. Or le cosinus d’un angle se transforme en son sinus, au signe près, lorsque cet angle est augmenté ou diminué d’un quart de circonférence, et l'on sait que les carrés du sinus et du cosinus d’un même angle donnent pour somme l’unité. D'autre part, pour que la phase d’un rayon plan se trouve augmentée ou diminuée d’un quart de circonférence, 1} suffit
de considérer la même molécule à deux instants séparés l’un de l’autre par un intervalle équivalent au quart de la durée d’une vibration moléculaire. Donc, dans chaque rayon plan, les déplacements absolus d’une molecule mesurés, 1° à un instant donné, 2° à un second instant separé du premier par le quart de la durée d’une vibration moléculaire, Journiront des carrés dont la somme sera le carré de la demi-amplitude.
Observons maintenant que, dans la polarisation elliptique, deux instants séparés par un intervalle égal au quart de la durée d’une vibration seront ceux où une même molécule parviendra successivement à une extrémité du grand axe, puis à une extrémité du petit axe de l'ellipse qu’elle décrit. Donc celui des rayons composants dont le plan renfermera un diamètre donné de l’ellipse offrira une demi-amplitude dont le carré sera équivalent à la somme des carrés des déplacements mesurés sur ce diamètre dans ces deux instants, par conséquent à la somme des carrés des projections des deux demi-axes sur ce même diamètre. Or ces deux projections auront pour valeurs numériques les produits qu'on obtient en multipliant chaque demi-axe par le cosinus de l'angle aigu qu'il forme avec le diamètre donné; et dans ce qu’on vient de dire on peut évidemment remplacer la demi-amplitude et les demi-axes par l'amplitude et les axes mêmes. On pourra donc énoncer la proposition suivante :
Lorsqu'un rayon doué de la polarisation elliptique est décompose en deux autres polarisés suivant deux plans rectangulaires entre eux, le carre de l'amplitude de chaque rayon composant équivaut à la somme des deux produits qu'on obtient en multipliant le carré de chaque axe de l’ellipse que décrit une molécule par le carré du cosinus de l'angle aigu que forme cet axe avec le plan de ce méme rayon.
Les angles aigus formés par le diamètre donné avec les deux axes de l’ellipse étant compléments l’un de l’autre, et le carré du sinus ou du cosinus d’un angle étant la moitié de la somme et de la différence qu’on obtient lorsque l'unité est augmentée ou diminuée du cosinus de l'angle double, la proposition qui précède entraine encore la suivante :
Lorsqu'un rayon doué de la polarisation elliptique est décomposé en
deux autres polarises suivant deux plans rectangulaires entre eux, alors, pour obtenir le carré de l’ampluude de chaque rayon composant, il suffit de former les carrès des deux axes de L “ellipse que décrit une molécule, puis d'ajouter à la demi-somme de ces carrés leur demu-différence multipliée par le cosinus du double de l'angle aigu compris entre le grand axe de l’ellipse et le plan du rayon que l’on considere.
Si l’on passe d’un rayon composant à l’autre, l’angle aigu formé par le plan du rayon avec le grand axe de l’ellipse se transformera en son complément, et le cosinus de l’angle double changera seulement de signe. Cela posé, on déduira immédiatement de la dernière proposition celle que nous allons énoncer.
Lorsqu'un rayon doué de la polarisation elliptique est décomposé en deux autres polarisés perpendiculairement à un plan fixe et suivant ce méme plan, les carrés des amplitudes des rayons composants offrent pour somme la somme des carrés des axes de l’ellipse que décrit une molécule, et pour différence la différence entre les carrés du grand'axe et du petit axe multipliée par le cosinus du double de l'angle aigu compris entre le grand axe et le plan fixe. c
La première partie de cette proposition se confond évidemment avec un théorème déjà établi ci-dessus; et l’on peut ajouter que, le carré du déplacement absolu d’une molécule étant la somme des carrés des déplacements mesurés suivant les deux axes de l’ellipse décrite, les carrés des déplacements mesurés à deux instants divers que sépare un intervalle égal au quart de la durée d’une vibration fourniront, en vertu de ce qui a été dit plus haut, une somme constante, représentée par la somme des carrés des amplitudes principales, ou, ce qui revient au même, par le carré de l’amplitude quadratique. Cette somme ne différera donc pas de la somme des carrés des amplitudes de deux rayons composants dont les plans se coupent à angle droit.
Nous avons encore une remarque importante à faire relativement aux amplitudes mesurées parallèlement à divers axes dans un rayon doué de la polarisation elliptique. Un semblable rayon étant considéré comme résultant de la superposition de deux rayons partiels polarisés,
l’un suivant un plan fixe, l’autre perpendiculatrement à ce plan, à l'instant même où la phase du rayon polarisé perpendiculairement au plan fixe s'évanouira, la phase du rayon polarisé suivant le plan fixe se trouvera représentée par l’anomalie. A un second instant séparé du premier par un intervalle égal au quart de la durée d’une vibration moléculaire, les deux phases dont il s’agit se trouveront augmentées où diminuées d’un angle droit, en sorte que le cosinus de la première se trouvera réduit à zéro, et le cosinus de la seconde au sinus de l’anomalie ou à ce sinus pris en signe contraire. Donc, à ce second instant, le déplacement absolu de la molécule se mesurera sur une perpendieulaire au plan fixe, et sera égal, abstraction faite du signe, AU produit de la demi-amplitude du rayon polarisé suivant le plan fixe par le sinus de l’anomalie. Or, si l’on prend ce déplacement pour base du triangle qui a pour sommets le centre de l’ellipse décrite par une molécule et les positions occupées par cette molécule aux deux instants, la hauteur de ce triangle sera, non pas le déplacement absolu de la molécule au premier instant, mais la projection de ce déplacement sur le plan fixe, ou, en d’autres termes, la demi-amplitude du rayon renfermé dans le plan fixe, puisqu’au premier instant la phase de ce rayon se réduit à zéro et offre l'unité pour cosinus. Donc la surface de ce triangle, équivalente à la moitié du rectangle construit sur les demiaxes de l’ellipse, aura pour mesure, au signe près, la moitié du produit des demi-amplitudes des rayons composants par le sinus de l’anomalie. Donc ce dernier produit conservera constamment la même valeur numérique si la direction du plan fixe vient à changer. On peut même affirmer que dans ce cas le produit en question conservera toujours le même signe, puisque ses trois facteurs varieront par degrés insensibles avec la direction du plan fixe. Cela posé, si l’on nomme anomalie principale celle qui est relative au système des rayons composants principaux, et qui peut toujours se réduire, au signe près, à un angle droit, on déduira immédiatement de la remarque qu'on vient de faire la proposition suivante :
Lorsqu'un rayon doué de la polarisation elliptique est décompose en deux
autres, polarisés perpendiculairement à un plan Jixe et suivant ce méme plan, le produit des amplitudes des rayons composants par ke sinus de l’anomale est égal au produit des amplitudes principales par le sinus de l’anomalie principale.
Si l'on divise les amplitudes des rayons polarisés perpendiculairement au plan fixe et suivant ce plan par la racine carrée de la somme des carrés de ces deux amplitudes, ou, en d’autres termes, par l’amplitude quadratique du. rayon résultant, on obtiendra évidemment pour quotients le cosinus et le sinus de l’azimut relatif au plan fixe. En conséquence, on pourra, dans les théorèmes qui précèdent, remplacer le produit des deux amplitudes par le produit de ce sinus et de ce COsinus, Ou, Ce qui revient au même, par la moitié du sinus du double de l’azimut, et la différence entre les carrés des deux amplitudes par la différence entre les carrés du cosinus et du sinus de l’azimut, ou, Ce qui revient au même, par le cosinus de l’azimut doublé. Car opérer ainsi, revient à prendre simplement l'amplitude quadratique pour unité de longueur. Cela posé, on déduira immédiatement des théorèmes dont il s’agit la proposition suivante :
Dans un rayon dou de la polarisation elliptique, le double de l’azimut relatif à un plan fixe quelconque offre un cosinus proportionnel au cosinus du double de l'angle que forme avec le plan fixe un des axes de l’ellipse décrite par une molécule, et un sinus réciproquement proportionnel au sinus de l’anomalie.
Si l’on compare en particulier le double de l’azimut relatif à un plan fixe quelconque au double de l’azimut principal qui correspond au cas où le plan fixe passe par un des axes de l’ellipse, on obtiendra le théorème suivant :
Dans un rayon doué de la polarisation elliptique, le double de l'asimut relatif à un plan fixe, et le double d'un azimut principal, c'est-à-dire de l'azimut relatif à l’un des plans principaux, offrent des cosinus dont le rapport est le cosinus du double. de l'angle aigu formé par le plan fixe avec le plan principal que l’on considere, et des sinus dont le rapport
inverse est le sinus de l’anomale relative au plan fixe, ou ce sinus pris
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On conclut encore aisément de ce théorème que la cotangente de l'anomale relative à un plan fixe est proportionnelle au sinus du double de l'angle aigu formé par le plan fixe avec l’un des plans principaux, et se réduit, au signe près, au produit de ce sinus par la cotangente du double de l'azimut principal relatif au dernier de ces plans.
Lorsque la polarisation elliptique se transforme en polarisation circulaire, le double de chaque azimut principal est un angle droit dont le sinus se réduit à l’unité, le cosinus à zéro, et dont la cotangente devient infinie. Donc alors, en vertu des théorèmes précédents, Île double de l’azimut relatif à un plan quelconque et la valeur numérique de l’anomalie doivent constamment se réduire à un angle droit; ce qui est effectivement exact. Alors aussi tout système de plans rectangulaires entre eux, et passant par la direction du rayon donné, est un système de plans principaux. | 3
Lorsque la polarisation elliptique se transforme en polarisation rectiligne, l'amplitude minimum s’évanouit, et par suite les azimuts principaux se réduisent à zéro et à 7, les plans principaux n'étant alors autre chose que le plan du rayon et son plan de polarisation. Or, dans ce cas, 1l résulte des théorèmes énoncés : 1° que l’azimut relatif à un plan quelconque se réduit, comme on devait s’y attendre, à l'angle compris entre ce plan et le plan du rayon; 2° que l’anomalie est constamment nulle; à moins qu’elle ne devienne indéterminée, en vertu de la disparition de l’un des rayons composants, ce qui arrive quand on fait coincider le plan fixe à partir duquel se compte l’azimut avec l’un des plans principaux.
Au reste, les diverses propositions que nous venons d'établir ne sont pas seulement applicables à un rayon de lumière propagé dans un milieu isophane et transparent. Elles peuvent être étendues à un rayon propagé dans un milieu doublement réfringent ou dans un milieu qui absorberait la lumière. Pour s’en convaincre, 1l suffit de faire attention aux remarques suivantes.
Dans tout mouvement simple dont le module ne renferme pas le temps, la courbe décrite par une molécule est non seulement une courbe plane, mais de plus, comme nous l'avons déjà dit, une courbe fermée et rentrante sur elle-même. Si, dans le plan de cette courbe, on trace un axe quelconque, le déplacement de la molécule, mesuré parallèlement à l'axe dont il s’agit, sera le produit de deux facteurs dont l'un (") se réduira sensiblement à la demi-amplitude des vibrations parallèles à cet axe, tandis que l’autre facteur sera le cosinus de l'angle dont la partie variable est l'argument du mouvement simple, la partie constante étant ce que nous appelons le parametre angulaire. Cet angle étant désigné sous le nom de phase, si dans le plan de la courbe décrite on trace d’abord un axe fixe, puis un second axe perpendiculaire au premier, les déplacements relatifs à ces deux axes offriront généralement deux phases et deux amplitudes distinctes. La différence de la seconde phase à la première est ce que nous appellerons l’anomalie du mouvement simple, et l'angle aigu qui aura pour tangente le rapport de la seconde amplitude à la première sera l’azimut relatif à l'axe fixe. Ces définitions étant admises, Les relations entre les phases, les amplitudes, l’anomalie et l’azimut, resteront évidemment les mêmes, soit que le module du mouvement simple se réduise à l'unité, soit qu'il varie avec les coordonnées. Dans l’un et l’autre cas, la courbe décrite par chaque molécule sera une ellipse qui pourra quelquefois se réduire à un cerele ou à une droite. En effet, dans l’un et l’autre cas, le sinus et le cosinus de l'argument du mouvement simple pourront être exprimés par deux fonctions linéaires des déplacements mesurés, dans le plan de la courbe, suivant deux axes rectangulaires entre eux, et en égalant à l’unité la somme des carrés de ces deux
fonctions, on obtiendra pour l'équation de la courbe décrite une équa-
(1) Le premier facteur dont il est ici question sera le produit d’une constante réelle par le module du mouvement simple, et, comme ce module, il ne variera pas d’une manière sensible quad on passera d’un point de la courbe décrite par une molécule à un autre. Par suite, celte courbe, quoiqu’à la rigueur différente de l’ellipse, en différera très peu, et en parlant de mouvements infiniment petits, on pourra la supposer réduite à l’ellipse, comme nous le faisons ici.
EXTRAIT N° 30. | 185 tion du second degré, en vertu de laquelle les déplacements devront toujours conserver des valeurs finies. La seule différence entre le premier cas et le second, c’est que l'amplitude des vibrations parallèles à un axe quelconque restera invariable dans le premier cas, et variera dans le second, quand on passera d’une molécule à une autre. Il sera d’ailleurs naturel de désigner, sous le nom de phases principales, d'amplitudes principales, d'anomalies principales et d’azimuts principaux, les phases, les amplitudes, les anomalies et les azimuts qui correspondront aux axes mêmes de l’ellipse décrite par une molécule.
Comme, dans la théorie de la lumière, l'argument d’un mouvement simple est toujours indépendant du temps, il suit de ce que l’on vient de dire que la polarisation d’un rayon simple, propagé dans un milieu homogène, est toujours elliptique, circulaire ou rectiligne, lors même que ce milieu cesse d’être isophane ou transparent, et que les relations ei-dessus établies entre les phases, les amplitudes, les azimuts et les anomalies sont applicables à un rayon quelconque, pourvu que, dans les énoncés des théorèmes, on substitue généralement au système de deux plans rectangulaires, menés par la direction du rayon, le système de deux axes rectangulaires tracés dans le plan de l’ellipse décrite par une molécule, et au système des plans principaux le système des deux axes de cette ellipse. |
Il est facile d'appliquer les divers théorèmes ci-dessus établis à la recherche des modifications qu'éprouve un rayon simple, quand on lui fait subir plusieurs réflexions ou réfractions succéssives, opérées chacune par la surface de séparation de deux milieux isophanes, dont le premier au moins est transparent. En effet, à l’aide de ces théorèmes, en Supposant connus, pour chaque rayon incident, l’azimut relatif au plan d'incidence, et l’anomalie correspondante, on pourra déterminer les azimuts principaux, ainsi que les directions des plans principaux; et réciproquement, en supposant connus, pour chaque rayon réfléchi ou réfracté, les azimuts principaux, ainsi que les directions des plans principaux, on pourra déterminer, pour le même rayon, l’anomalie et
l’azimut qui correspondront à un nouveau plan d'incidence. D'ailleurs, OEuvres de C.—S.{, t. IV. %
pour chaque réflexion ou réfraction, lon saura comment lanomalie et l'azimut, relatifs au plan d'incidence, varient dans le passage du rayon incident au rayon réfléchi ou réfracté, quand on connaîtra l’anomalie et l’azimut de réflexion ou de réfraction. Ainsi, en particulier, d’après ce qui a été dit plus haut, la variation de l’anomalie, dans le passage du rayon incident au rayon réfléchi ou réfracté, ne sera autre chose que l’anomalie de réflexion ou de réfraction.
Lorsque le rayon incident est doué de la polarisation rectiligne, alors, pour que l’un des plans principaux du rayon réfléchi coincide avec le plan d'incidence et de réflexion, il est nécessaire que l’anomalie de réflexion puisse être censée se réduire, au signe près, à un angle droit; en d’autres termes, il est nécessaire que les coefficients de réflexion des rayons composants, polarisés, l’un suivant le plan d'incidence, l’autre perpendiculairement à ce plan, offrent un rapport dont la partie réelle s'évanouisse. Cette condition étant supposée remplie, l’azimut de réflexion-est ce que devient l’azimut principal du rayon réfléchi quand on prend pour azimut du rayon incident 45°, et ce que nous nommerons en conséquence l’azemut principal de réflexion. L'incidence qui fournira l’azimut prineipal de réflexion sera nommée elle-même incidence principale. Si l'azimut principal de réflexion devient un angle droit, alors, quelle que soit la direction du plan de polarisation du rayon incident, l'incidence principale fournira un rayon réfléchi, polarisé dans le plan d'incidence. C'est ce qui arrive quand la réflexion a lieu à la surface du verré ou d’autres corps transparents, capables, comme on le dit, de polariser complètement la lumière. Alors, l'incidence principale ne diffère pas de ce qu’on a nommé l'angle de polarisation. Mais, si l’azimut principal, n’étant pas nul, dif- ‘ fère d’un angle droit, le rayon réfléchi cessera d’être un rayon plan, et, pour obtenir la polarisation circulaire après une seule réflexion, il suf- Jtra, en faisant tourner le rayon incident sur lui-même, d'amener son plan de polarisation dans une position telle que l’azimut du rayon incident soit le complément de l'azimut de réflexion principal. En suivant cette règle, on pourra transformer un rayon plan en un rayon doué de la polarisation
circulaire, à l’aide d’une seule réflexion effectuée, sous l'incidence principale, par la surface extérieure d’un métal ou d'un corps transparent qui, comme le diamant, polarise incomplètement la lumière. Si la réflexion était opérée par la surface intérieure d’un corps transparent, il pourrait y avoir, dans certains cas, deux incidences principales, l’une inférieure, l’autre supérieure à l’angle de réflexion totale, ainsi qu’on l’expliquera plus tard. Lorsque la réflexion est opérée par la surface extérieure d’un corps opaque, et en particulier d'un métal, l'incidence principale coïncide avec ce que M. Brewster a nommé {he maximum polarising angle, et ne doit pas être confondue avec un autre angle qui, à la vérité, en diffère souvent très peu, savoir, l'angle d'incidence pour lequel la quantité de lumière polarisée dans le plan d'incidence est la plus grande possible, et pour lequel aussi l'azimut de réflexion devient
un naxinum.
ol
OPTIQUE MATHÉMATIQUE. — Note sur les propositions établies dans le Compte rendu de la séance du 11 février 1839.
C.R., t. VIIL, p. 229 (18 février
La dernière de ces propositions, étant généralisée, peut s’énoncer comme 1] suit :
Lorsque chaque azimut de réflexion ou de réfraction est, non pas égal, mais supérieur ou inférieur à l’unité, alors, si le nombre des réflexions ou des réfractions devient de plus en plus considérable, les azimuts des rayons successivement obtenus croitront ou décroitront sans cesse et indéfiniment, de sorte que, après un grand nombre de re-
flexions ou de réfractions, le dernier rayon réfléchi ou réfracté sera sensi-
blement polarisé dans le plan d'incidence ou perpendiculairement à ce plan. >
Au reste, cette proposition, ainsi que les précédentes, s'accorde avec les expériences des physiciens, particulièrement avec les formules et les expériences de Fresnel, relatives à la réflexion et à la réfraction opérées par la surface de séparation de deux milieux isophanes et transparents. Pour montrer une application des mêmes propositions à la réflexion opérée par des corps opaques, nous rappellerons ici quelques résultats obtenus par M. Brewster. Cet illustre physicien ayant fait réfléchir deux fois de suite, par un métal, un rayon polarisé à 45° du plan d'incidence, a mesuré l’azimut après la première et la seconde réflexion, dans le cas où elles ont lieu sous des incidences égales et tellement choisies que la seconde réflexion produise un nouveau rayon doué, comme le rayon incident, de la polarisation rectiligne. Or il résulte des propositions énoncées que, dans ce cas, la tangente de l’azimut doit acquérir, après la première et après la seconde réflexion, deux valeurs dont l’une soit la racine carrée de l’autre. D'ailleurs, en faisant successivement usage des métaux dont les noms suivent, M. Brewster a trouvé que l’azimut était :
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et les tangentes des quatre azimuts mesurés après la seconde réflexion ont pour racines carrées les tangentes des quatre angles
na: 30"40;: 34°90, 31°47
qui different très peu, comme on le voit, des quatre azimuts fournis, après la première réflexion, par des expériences directes, les différences étant respectivement
On doit même observer que, pour déterminer l’azimut relatif à l’argent, après la première réflexion, M. Brewster a eu recours à deux
expériences distinctes, dans l’une desquelles le rayon réfléchi traversait une plaque cristallisée, propre à faire évanouir l’anomalie, sans altérer l'azimut, tandis que, dans l’autre expérience, le rayon réfléchi par le métal subissait deux nouvelles réflexions sur le verre, sous l'incidence de 54°+, par conséquent, deux réflexions capables de faire acquérir la polarisation circulaire au rayon incident, c’est-à-dire à un rayon plan et polarisé à 45° du plan d'incidence. Or, il est remarquable que les azimuts fournis par ces deux expériences se réduisent aux angles 42° et 42°, entre lesquels se trouve compris l'angle 42°23', déduit par le calcul de l’azimut du rayon ramené à la polarisation rectiligne par deux réflexions effectuées sous la même incidence, à la surface de l'argent.
Lorsque M. Brewster a fait usage de platine, d’acier et de plomb, il a obtenu, pour les azimuts relatifs à la première et à la seconde réflexion, des nombres qui ne s'accordent plus entre eux d’une manière aussi parfaite. En effet, il a trouvé que l’azimut d’un rayon primitivement polarisé à 45° du plan d'incidence, puis ramené, par deux réflexions effectuées sous le même angle, à la polarisation rectiligne, était : |
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Or, les tangentes des trois azimuts relatifs à la seconde réflexion ont pour racines carrées les tangentes des angles
3526, 28°56/, :53°487, et les différences de ces angles aux azimuts mesurés après la première réflexion sont respectivement - RES OA, AE.
Quoique ces différences surpassent notablement celles qui étaient relatives aux quatre autres métaux, néanmoins elles ne sont pas assez
considérables pour ne pouvoir être attribuées aux erreurs d’observation et à cette circonstance particulière que la lumière employée par M. Brewster n’était pas une lumière homogène, comme nos formules le supposent, mais une lumière blanche, composée de rayons de diverses couleurs. Nous ne saurions dire si c’est à cette dernière circonstance qu’il convient d'attribuer la différence encore plus considérable qui se rapporte à la galène, et s'élève à 6255, ou si cette différence tient à ce qu’il ne serait pas permis de considérer la galène comme un corps isophane. C’est une question sur laquelle il nous parait utile
d'appeler l’attention des physiciens.
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Note sur l'égalité des réfracuons de deux
rayons lumineux qui émanent de deux étoiles situées dans deux por-
tions opposées de l’écliptique.
C.R.,t. VII, p. 327 (4 mars
Il résulte d'expériences faites par M. Arago que les rayons lumineux, émanant de deux étoiles situées dans l’écliptique, l’une en avant de l'observateur et vers laquelle la Terre marche, l’autre en arrière et dont la Terre s'éloigne, subissent dans un prisme de verre la même réfraction. M. Arago a observé que, pour expliquer ce résultat dans le système de l'émission, il suffisait de supposer la vision produite dans les deux cas par des portions différentes de la radiation, pour lesquelles la vitesse de propagation serait la même, et M. Biot a paru adopter cette idée dans l’intéressant Mémoire que renferme le dernier Compte rendu. En réfléchissant sur ce-sujet, j'ai été amené à croire qu'on pouvait hasarder une autre explication du même fait, sur laquelle il me paraît utile d'appeler l'attention des physiciens.
Par vitesse de la lumière on peut entendre, dans le système des on-
dulations, ou la vitesse absolue avec laquelle une onde lumineuse se déplace dans l’espace, ou la evtesse relative avec laquelle cette onde change de position dans la masse de fluide éthéré qu’elle traverse. Or, la seconde de ces deux vitesses sera évidemment celle qui déterminera les réfractions d’un rayon passant de l’air dans le verre, si l’on admet, comme il est naturel de le supposer, que la Terre emporte avec elle dans l’espace, non seulement son atmosphère aérienne, mais encore une masse considérable de fluide éthéré. Dans cette hypothèse, tous les phénomènes de réflexion et de réfraction observés à la surface de la Terre seront lès mêmes que si la Terre perdait son mouvement de rotation diurne et son mouvement annuel de translation autour du Soleil. Ces mouvements ne pourront faire varier que la direction des plans des ondes, par conséquent la direction du rayon lumineux, en produisant, comme l’on sait, le phénomène de l’aberration.
Au reste, l'atmosphère éthérée qui entourerait la Terre dans l’hypothèse proposée, et les atmosphères semblables qui entoureraient à une grande distance le Soleil, la Lune et les autres astres, venant à se mouvoir avec ces astres mêmes, 1l pourrait se produire des prénomènes lumineux vers les limites de ces atmosphères, et à ces limites l’éther pourrait être mis en vibration par des mouvements semblables à ceux qu’on observe quand une trombe traverse l'air, ou quand un vaisséau vogue sur une mer tranquille. Peut-être ne serait-il pas déraisonnable d'attribuer à une semblable cause certains phénomènes lumineux, par exemple, la lumière zodiacale, les aurores boréales ou australes, la lumière des nébuleuses planétaires, ou même celle des comètes, en supposant que la lumière zodiacale dépend de la rotation du Soleil sur lui-même, et que le phénomène des aurores boréales se lie au mouvement diurne de la Terre. On concevrait alors pourquoi la lumière zodiacale parait, à une grande distance du Soleil, s'étendre dans le plan de l'équateur solaire ; et le fluide éthéré, suivant la remarque de M. Ampère, pouvant n'être autre chose que le double fluide électrique, on concevrait encore que le phénomène des aurores boréales füt intimement lié
avec des phénomènes électriques et magnétiques. De plus, l'éclat des comètes devrait, conformément à l'observation, s’accroitre dans le voisinage du Soleil, si Le fluide éthéré devenait plus dense près de cet astre, et si l'intensité des vibrations lumineuses augmentait avec le mouvement relatif de deux masses d’éther contiguës. |
Observons enfin que, si la densité de l’éther était plus considérable dans le voisinage des corps célestes, la vitesse de la lumière pourrait n'être pas la même à une grande distance de deux étoiles, et près de l'une d’entre elles.
Post-scriptum. — Une lettre adressée à M. Arago, et insérée dans les Annales de Physique et de Chimie, m'apprend que l'hypothèse ci-dessus proposée s'était présentée à l'esprit de Fresnel. De plus, après avoir entendu la lecture de la présente Note, M. Savary m'a dit avoir songé à déduire de la même hypothèse une grande partie des conséquences que j'ai indiquées. Mais les difficultés que l’on rencontre, quand on veut en tirer l’aberration par des calculs préeis, avaient détourné l’un et l’autre de l'hypothèse dont il s’agit. Toutefois ces difficultés ne paraitront peut-être pas suffisantes pour qu’on doive l’abandonner, surtout si l’on observe combien elle est conforme à toutes les analogies. En effet, nous voyons sans cesse les corps qui agissent les uns sur les autres se mouvoir de concert. Notre Soleil, s’il se meut dans l’espace,
entraine avec lui tout le système planétaire. Les mouvements de translation et de rotation de la Terre sont partagés par les corps qu'elle. porte, par la mer qui la recouvre, comme par la masse d'air qui pèse sur elle; et il serait singulier que le fluide éthéré, sur lequel les corps solides et fluides ont une action évidente, comme le prouvent les phénomènes de la réflexion et de la réfraction, fit seul exception à cet
* égard.
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Méthode générale propre à fournir les équations de condition relatives aux limites des corps dans les problèmes de Phy-
sique mathématique.
C.R.,t. VIT, p. 374 (18 mars
La question que je vais traiter ici est, comme l'on sait, de la plus haute importance, puisque la solution des problèmes de Physique mathématique dépend surtout des équations relatives aux limites des corps considérés comme des systèmes de molécules. Toutefois, malgré les nombreux travaux des géomètres sur la Physique et la Mécanique, il n'existe point de méthode générale propre à conduire au but dont il s’agit. Il y a plus, dans les divers cas particuliers qui ont été traités jusqu’à ce jour, on se bornaït ordinairement à faire des hypothèses plus ou moins vraisemblables sur la forme des équations aux limites, sans chercher à déduire ces mêmes équations de méthodes rigoureuses. C’est ainsi que, dans la théorie des liquides, des corps élastiques, ete., on supposait, sans le démontrer, les pressions intérieure et extérieure égales entre elles à de petites distances des surfaces qui terminaient ces corps ou ces liquides; et il ne me conviendrait nullement d’en faire un reproche aux savants géomètres qui ont traité ces matières, puisque j'en ai agi de même dans plusieurs des articles que renferment mes Exercices de Mathématiques. Toutefois on doit avouer que de semblables hypothèses n’offrent rien de satisfaisant à l’esprit; et c’est ce qui m'avait engagé, dans un Mémoire, lithographié en 1836, sur la théorie de la lumière, à proposer quelques théorèmes qui pussent servir à trouver, dans certains cas, les équations aux limites. Mais, quoique ces théorèmes m’aient effectivement fourni les conditions relatives à la surface de séparation de deux milieux isophanes, il n’était pas tou- Jours facile de les appliquer, et ils laissaient à désirer une méthode
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générale et régulière qui püût embrasser les divers problèmes de la Physique moléculaire. Ayant réfléchi longtemps sur cet objet, j'ai été assez heureux pour obtenir enfin cette méthode générale, dont je vais poser les bases. Le principe fondamental, sur lequel je m’appuie, a l'avantage d’être à la fois très fécond et très facile à comprendre; il repose sur les considérations suivantes.
Considérons un système d'équations différentielles entre plusieurs variables principales et une seule variable indépendante qui sera, si l’on veut, une coordonnée mesurée perpendiculairement à un plan fixe; et supposons que ces équations, conservant toujours la même forme d’un côté donné du plan fixe et à une distance finie, changent très rapidement de forme dans le voisinage de ce même plan. Supposons d’ailleurs qu’on les intègre d’abord, sans tenir compte du changement de forme. Si l’on nomme » le nombre des variables principales que ces équations renferment, quand elles sont toutes réduites au premier ordre, leurs intégrales générales pourront être représentées par un système de x» équations finies, dont les premiers membres renfermeront seulement la variable indépendante et les variables principales, tandis que les constantes arbitraires qui pourront être censées représenter des valeurs particulières des variables principales, savoir, les valeurs correspondantes au plan fixe, seront reléguées dans les seconds membres. Nous appellerons les intégrales de cette forme intégrales principales, et leurs premiers membres fonctions principales. Cela posé, si, dans la dérivée totale de chaque fonction principale, on substitue à la dérivée de chaque variable principale sa valeur tirée des équations différentielles données, sans avoir égard au changement de forme de ces équations dans le voisinage du plan fixe, on obtiendra une fonction de toutes les variables, qui restera identiquement égale à zéro, quelles que soient les valeurs de ces variables. Donc, si l’on a égard au changement de forme des équations différentielles, le résultat de la substitution sera lui-même sensiblement égal à zéro, à une distance finie du plan fixe, pourvu toutefois que, dans la différentielle totale de la fonction principale, les différentielles des diverses variables principales ne se
trouvent pas multipliées par des coefficients qui croissent très rapidement avec la distance au plan fixe. Ce dernier cas excepté, la différence finie de la fonction principale, c’est-à-dire la différence entre sa valeur correspondante à un point quelconque et sa valeur correspondante au plan fixe, sera une intégrale définie du genre de celles que j'ai nommées sntégrales définies singulières, par conséquent une intégrale définie prise entre deux limites très voisines, savoir, entre une valeur nulle et une valeur très petite de la coordonnée que l’on considère. Si le produit de cette valeur très petite par le module maximum de la fonction sous le signe f est très peu considérable, l'intégrale singulière pourra être négligée sans erreur sensible; et, par suite, les intégrales principales qu’on avait obtenues, en faisant abstraction du. changement de forme des équations différentielles, ou du moins celles des intégrales principales pour lesquelles la condition énoncée sera remplie, continueront de subsister quand on aura égard au changement de forme des équations dont il s’agit.
Au reste, 11 n’est nullement nécessaire que la variable indépendante dont nous avons parlé soit une coordonnée rectiligne ; elle pourrait être une coordonnée polaire, ou plus généralement une coordonnée de nature quelconque, par exemple, un paramètre variable d’une surface courbe dont l’une des formes serait celle de la surface extérieure qui termine un corps donné ou un système de molécules.
Nous exposerons, dans plusieurs articles successifs, les innombrables conséquences qui se déduisent du principe ci-dessus énoncé. Nous ferons voir comment ce principe, établi pour un système d'équations différentielles, peut être étendu à un système d’équations aux différences partielles ou aux différences mêlées. Nous considérerons en particulier le cas où les équations données sont linéaires. Dès lors il deviendra facile d'appliquer le principe dont il s’agit à la théorie des mouvements vibratoires, infiniment petits, d’un corps ou d’un système de molécules, par conséquent à la théorie de la lumière, des surfaces vibrantes, des corps élastiques, etc. Enfin nous verrons comment il arrive que Certains mouvements simples sont ou ne sont pas propres
à passer d’un corps dans un autre corps, suivant que les équations aux limites peuvent être vérifiées simultanément ou ne peuvent l'être ; et nous obtiendrons ainsi de nouvelles conditions relatives à la possibilité de la transmission d’un mouvement vibratoire passant d’un milieu donné dans un autre milieu.
S 1. — Démonstration du principe fondamental.
Considérons un système d'équations différentielles réduites au pre-
mier ordre et à la forme
d£ d, dé (1) SR, Ce EE ee ER dx æ désignant une variable indépendante qui sera, si l'on veut, une coordonnée comptée à partir d’un plan fixe, £, n, ©, .… étant les variables
principales, et X, Y,Z, .… des fonctions données de toutes les variables
æ, Ë, 1; æ - Soient Ëo» 10; Co» vs les valeurs de
correspondantes au plan fixe, pour lequel on a x = o; enfin soit (2) S —= So
une intégrale principale du système des équations (1), S désignant une certaine fonction des seules quantités æ, €, n, €, ..., et S, ce que de-
Fe. * vient S quand on y remplace respectivement +, €, n, bises DRE on %6, Los - De l'équation (2), différentiée et combinée avec les formules (1), on tirera la suivante
08, 08 x 4 98 y 4 gi el
dont le premier membre, considéré comme une fonction de x, Ë,"n,4,..…., devra être identiquement égal à zéro, ainsi qu’il est facile de le prouver
(voir le Mémoire sur l'intégration des équations différentielles, lithographié en 1835).
Supposons maintenant que, dans le voisinage du plan fixe, les équations (1) changent de forme et deviennent
dé
dE da A ee Pa es — = ca —— (4) EX + x, Y+3, ©
= Z + &, SLT dx
X, 3, *, .. désignant des fonctions de æ,Ë, n, 7, ... qui s’évanouissent dt à une distance finie du plan fixe. Les valeurs de £, », 7, .., déterminées par le système des formules (4), continueront de vérifier l'équation (3), puisque celle-ci est identique, et fourniront pour 4S la valeur suivante
08 08 Ho as=[® + HR) RUT ET) + DZ +) +. «far.
laquelle, en vertu de l’équation (3), se réduira simplement à
28 08 ds = (+ +594 dE +..)de:
de sorte que, en posant pour abréger
dE? dE
ne croissent pas très rapidement avec la coordonnée x ou la distance
au plan fixe. Ce cas excepté, si l’on admet que x, 7, %,... n'acquièrent de valeurs sensibles, du côté des æ positives, qu'entre les limites
s lui-même n’aura de valeur sensible qu'entre ces limites, et le second membre de l'équation (7) pourra être réduit à l’intégrale définie singulière
9] 1 sr,
Au reste, pour que cette réduction ait lieu, il n’est pas absolument nécessaire que les coefficients (8) acquièrent des valeurs finies à une distance finie du plan fixe; mais il suffira, par exemple, qu’à une semblable distance les produits respectifs de ces coefficients par x, +, #, … et par une puissance de x dont l'exposant est surpassé de très peu par l'unité conservent des valeurs finies. D'ailleurs, dans tous les cas où la réduction énoncée pourra s’effectuer, la formule (7) donnera sensiblement à
(10) =So+f sûr.
Enfin, si la multiplication de e par la plus grande des valeurs que S peut acquérir entre les limites æ — 0, æ —e, fournit un produit sensiblement nul, ou, en d’autres termes, si la valeur #aæximum du produit
ES
est très petite relativement à la valeur de $,, la formule (ro) pourra, sans erreur sensible, être réduite à
(I 2) ae So.
Donc, parmi les intégrales générales et principales des équations (1), toutes celles pôur lesquelles les deux espèces de conditions ci-dessus énoncées seront
remplies continueront de subsister, quand on passera des équations (1) aux
équations (3), c’est-à-dire quand les équations différentielles qui déter-
mineront les variables principales £, n, {, ... pourront être présentées sous la forme (1) à une distance finie du plan fixe, et changeront rapidement de forme dans le voisinage de-ce plan.
C.R., t. VII, p. 432 (25 mars 1839). — Suite
$ I — Application du principe fondamental à un système d'équations différentielles linéaires.
La variable indépendante æ étant toujours censée représenter une coordonnée perpendiculaire à un plan fixe, supposons que les variables principales
cmd, soient déterminées en fonction de x par un système d'équations différentielles linéaires, et admettons d’abord que ces équations différentielles, étant toutes réduites au premier ordre, se présentent, quel que soit æ, sous la forme
dE Mio de
(1) FPE n RCE di ae = 45 …..)
X, Y,Z, .. désignant des fonctions linéaires de £, r, *, .… dont chacune se trouve exprimée par une somme de termes respectivement proportionnels à £,, %, .... Si, dans les sommes ou polynômes X, Y, Z, .…, les coefficients de £, », Ÿ, ... sont constants, un moyen fort simple d'obtenir un système d’intégrales particulières des équations (1) sera de supposer
(2) CAE’, n —Bexr, = Cerr, es
ta RAS; xB = w, xC=S, FAR
dans lesquelles 4, 1, ©, .… désignent ce que deviennent les fonctions linéaires X, Y, Z, ... quand on y remplace les variables principales £,n, €, ... par ces mêmes constantes À, B, C, .... Si l’on nomme n le nombre des équations (1), » sera encore le nombre des formules (3), et il suffira d'éliminer entre ces dernières les constantes A, B, C, ... pour obtenir une équation en x, qui sera généralement du degré ». Soit
(4) mr
cette dernière équation. À chacune de ses racines correspondra généralement un seul système de valeurs des rapports
déterminés par les formules (3). Mais l’une des constantes rs
la première, par exemple, restera indéterminée. Un système d’intégrales des équations (1) fourni, comme on vient de l’expliquer, par les équations (2) jointes aux formules (3) et (4), sera ce que nous nommerons un système d’entégrales simples. Un semblable système se trouvera particulièrement caractérisé par la valeur attribuée au coefficient x de æ dans l’exponentielle népérienne e**, à laquelle les valeurs des variables principales seront toutes proportionnelles; et, pour cette raison, lorsqu'un système d’intégrales simples sera déduit d’une des valeurs de + déterminées par l'équation (4), cette valeur de x sera nommée la caractéristique du système.
Il est bon d'observer que, si l’on met de côté la première des formules (3), le système des suivantes pourra être remplacé par une
équation multiple de la forme (5) pr.
a, b,c, ... désignant des fonctions entières de x, dont la première sera
EXTRAIT N° 34. 201 du degré # — 1, et les autres du degré 7 — 2. D'ailleurs, on vérifiera la formule (5) en prenant
6) LT UR. = DK, Co RUE
quelle que soit la valeur attribuée à la constante K. Cela posé, les équations (2) donneront généralement
E — Kaex+, n = Kber+, EF — Kcexr, A
SI
a, b,c,..., x, K désignant des constantes qui seront toutes déterminées à l'exception de la constante arbitraire K. Ajoutons que, pour obtenir l'équation (4), il suffira de remplacer dans la première des équations (3) les coefficients
par
Soient maintenant #15 42, AUS la
les diverses valeurs de la caractéristique + fournies par l'équation (4), et :
di; b,, Ci es. do, b, C2; cs Ans bn, Ca,
les valeurs correspondantes de a, b, ce, .... Aux » valeurs de x répondront les systèmes d’intégrales simples
(8) E—Kiaenr, n=kK:b,exr, Racer
(9) Ë — K> @ Ex2+, # hs bsex:r, Ge Rec DR ra AE ; ii dde dis ie Role US À
(10) an Kaanetn+, A = Kn bn eXn af É—=Kycretr,
dont le nombre sera encore égal à 7, et dans lesquels les x» coeffi-
clients K,, K, .… >
resteront arbitraires. Cela posé, on vérifiera généralement les équa- OEuvres de C.—S.I,t.IV. 26
tions (1) en prenant | E=Kia;etr+ Kiasexr +...+Konnetre,
{ n=Kibienut + Kibietit +... + Kiybnetn+,
(11) C—K,cierit+ K:icetT +... + K;cretr*T |
À sm D. 0 mis ts.eivie 2 6 06 28 o:6re5is à pis die ss es MES CU .
Ces dernières formules, qui renfermeront #7 constantes arbitraires
seront propres à représenter les intégrales générales des équations (1); et, pour les transformer en intégrales principales, il suffira d’en tirer les valeurs de ces mêmes constantes exprimées en fonction de toutes les variables
Ty Es 0 On y parviendra sans peine en combinant entre elles par voie d’addition les formules (11) respectivement multipliées par des facteurs auxiliaires |
NN Mr ns et
tellement choisis que toutes les constantes arbitraires se trouvent éliminées à l'exception d’une seule. En effet, si l'on prend pour + l’une des caractéristiques |
Li; 22; ..) LATE
et si l'on choisit x, w, v, ... de manière à vérifier les équations de
condition Adi +pb; +vci +...—=o, 2 À + nb: +vcs +...—=0, RDS Ed tt Mo ense :
l Àan + pbon+vcen+...—=0,
à l'exception, toutefois, de celle qui correspond à la caractéristique donnée x, on tirera des formules {1 1)
(13) AE un ++... =K(la+ pub +vc+...)exr,
par conséquent,
(14) QE + un + vf +... )e-tt = K{(da + pb +v6+...).
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Si, d’ailleurs, on nomme les valeurs de
correspondantes à æ — 0, l'équation (14) entrainera la suivante (15) QE + un + vf +... ee —Ëo + uno + v£o +...
qu'on peut encore écrire ainsi
(16) (+ rte. eme + net
et dans laquelle les rapports
se trouveront, en général, complètement déterminés pour chaque valeur déterminée de la caractéristique x. Enfin, en attribuant sucessi-
vement à + les diverses valeurs Ris 29» dis SAS on déduira successivement de la formule (15) ou (16) » intégrales principales des équations (1).
Au reste, pour arriver directement à la formule (15), il suffit de
combiner entre elles par voie d’addition les équations (1) respectivement multipliées par des facteurs constants
D ici
choisis de manière que la fonction linéaire de £, n, Z. ... représentée
par le polynôme AX +pY +yZ +...
devienne proportionnelle à la somme ÀË + un + vi +..., et par conséquent de manière que l’on ait
AX +uY +yZ +...
Fr cr Es (17) À pan + vb Bus.
+ désignant un rapport constant. Alors, en effet, on tirera des équa-
tions (1)
d'(XE + un + v£ +...) dx
(18) — 4 (RE + un +vé +...)—o,
puis, en multipliant chaque terme par e **, et posant pour abréger
tt S — (AE + pn + v5 +...)e"*r,
on réduira la formule (18) à PE
f \ pie FER sen à dx
(20) Or, en nommant S, ce que devient S pour x —0o, de sorte qu'on ait (21) So = ÀËo + Uno + V50 +...,
et intégrant l'équation (20), on-obtiendra la formule
(22) S'ésh;,
qui coïncide avec l'équation (15).
Les deux méthodes que nous venons d'appliquer à la recherche des intégrales principales d’un système d'équations linéaires sont connues depuis longtemps. Mais il était nécessaire de les rappeler en peu de mots pour faciliter l'intelligence de plusieurs propositions remarquables que nous allons établir.
Supposons maintenant que, du côté des + positives et dans Île voisinage du plan fixe donné, les équations différentielles auxquelles doivent satisfaire les variables principales
Ë, UP C
changent de forme et deviennent
dE AR le . dn PL TE Ÿ d° PER" ++ (23) Je CR FPT PO, Rte
x, 7, %,... désignant des fonctions linéaires de €, n, £, ... dont chacune se compose de termes respectivement égaux aux produits de £, n, &, .. par des facteurs qui ne soient plus constants, mais qui va-
EXTRAIT N° 34. 205 rient avec æ, et s’évanouissent sensiblement à une distance finie du
plan fixe, par exemple, quand x surpasse la distance très petite :. En supposant les facteurs auxiliaires
choisis comme il a été dit ci-dessus, et faisant pour abréger (24) S—(AX +uT +vyb+...)e-xr,
on déduira des équations (23), non plus la formule (20), mais la suivante |
d 25 AT RME SL F9) de —° Par suite, pour que l'intégrale principale (16) ou (22) continue de subsister quand on aura égard au changement de forme des équations différentielles auxquelles doivent satisfaire les valeurs réelles de £, r, 7, ….,
il sera nécessaire, conformément au principe fondamental exposé dans . 0 La or .
le ST : 1° que l'intégrale
(26) f sa f (A +uÿ +y$ +...)e-xx dx
Juisse être réduite sans erreur sensible à l'intégrale définie singulière 8 $
(27) 4 S dx;
2° que le produit (28) ES
soit très petit par rapport à S,. D'autre part, si l’on substitue les valeurs générales de x, 7, %, ... dans la somme
AX +UuT +vk+...,
on verra celte somme se réduire, aussi bien que x, 7, %, ..., à des fonctions linéaires de £, n, 7, .... On aura donc
(29) À AIX +uÿ+yb+...—=Li+Mn+NE+...,
L, M, N, ... étant des fonctions de la seule variable x, qui renfermeront d’ailleurs les facteurs auxiliaires à, , v, ... et qui s’'évanouiront
sensiblement à une distance finie du plan fixe. Donc les intégrales (26) et (27) seront de la forme
0) farm nee era M '
31) [ (LE+Mn+Nt+...)e-x dr.
Les deux conditions ci-dessus énoncées pourront être ou n'être pas remplies, du côté des x positives, pour une ou plusieurs des x valeurs de la caractéristique x, suivant que les variables principales, mesurées de ce côté à une distance finie du plan fixe, renfermeront dans leur expression un plus ou moins grand nombre de valeurs de x, c’est-à-dire suivant que les valeurs attribuées aux variables principales, pour une valeur finie et positive de x, contiendront plus ou moins de termes du genre de ceux que présentent les seconds membres des formules (11), quand aucune des constantes arbitraires K,, K,, ..., K, ne s’évanouit. Supposons, pour fixer les idées, que les valeurs attribuées aux variables principales, à une distance finie du plan fixe et du côté des x positives, soient celles que fournit un système d’intégrales simples, par exemple, le système des équations (8). Quand on voudra savoir si, pour une valeur donnée de #, la première condition est ou n’est pas remplie, c’està-dire, si l’intégrale (30) est sensiblement réductible ou non à l’intégrale (31), on devra porter son attention sur la valeur qu'acquiert Île produit (32) (L£+Mn+Né+...)e-xr, dans le cas où æ devient supérieur à &. Or, dans ce cas, les valeurs de £,n, {, .. étant très peu différentes, en vertu de hypothèse admise, de celles que fournit le système des formules (8), le produit (32) se réduira sensiblement à
33) (AL +BM+CN+...)etu-#x;
et, puisque les fonctions de x représentées par À PE: Sos,
s’évanouissent sensiblement pour des valeurs finies de x, ilest aisé de voir que la première condition sera remplie, du côté des x positives, si Le coefficient de x dans l’exponentielle
etti-x)r
offre une partie réelle négative, ou, ce qui revient au même, si la partie réelle de la caractéristique x est supérieure à la partie réelle de la caractéristique x,. 11 y a plus: si ces deux parties réelles sont égales, la première condition sera généralement remplie, pourvu, du moins, que les intégrales
on De pre | L dr, [l M dx, | N dx,
«0 0 conservent de très petites valeurs quand x vient à croître; ce qui aura lieu, par exemple, si des valeurs finies ou très considérables de x réduisent sensiblement à zéro, non seulement les fonctions | PES. PONS PSE ER
mais encore les produits de ces fonctions par une puissance de x dont l'exposant surpasse de très peu l'unité. Ainsi, en résumé, la première condition se trouvera ordinairement remplie pour toutes les valeurs de la caractéristique x qui offriront une partie réelle supérieure à la partie réelle de z,. Quant à la seconde condition, il est facile de s'assurer
qu'elle sera remplie si les valeurs des intégrales
Î var, | Mar, Î Nax, re É v0 gt |
sont très petites relativement aux valeurs des facteurs auxiliaires A Us De TX
D'ailleurs chacune des expressions
représente la somme des produits des facteurs auxiliaires par les coefficients suecessifs de l’une des variables principales dans les fonctions linéaires désignées par X, D, +,
Donc, pour que la seconde condition soit remplie, il suffira généralement que les produits de ces derniers coefficients par e restent très petits.
De ce qu’on vient de dire il résulte que, pour toutes les valeurs de la caractéristique x qui satisferont à la première condition, la seconde condition se vérifiera généralement si elle se vérifie pour une seule de ces valeurs. Supposons qu'il en soit ainsi, et nommons #2 le nombre des valeurs de x qui offrent une partie réelle égale ou supérieure à la partie réelle de x, ; rm» représentera le nombre des intégrales principales, e’esta-dire des intégrales de la forme (14), qui continueront de subsister quand on aura égard au changement de forme des équations différentielles dans le voisinage du plan fixe. D'ailleurs, comme, pour une valeur finie et positive de +, les valeurs de £, n,6, ... que fournissent les équations (8) doivent vérifier chacune des intégrales comprises dans
la formule (14), sans réduire à zéro la somme ka+pb+vec+...,
ce qui ne peut avoir lieu à moins que l’on n'ait
(34) K=— 0 ou (35) 2 — KI)
l'est clair que, si x, est une racine simple de l'équation (4), les intégrales principales comprises dans la formule (14), étant jointes aux formules (8), entraineront les conditions
(36) K:s = 0; K:=0, PERS M0.
Réciproquement ces dernières conditions, jointes aux intégrales principales que comprend la formule (14), ou bien encore, au système des
formules (11) qui peut remplacer, si l’on veut, le système de ces intégrales principales, entraineront immédiatement les équations (8). Soient maintenant È
Es, Nes Ce,
les valeurs de FÉES SES
déterminées par les formules (8), quand on a égard au changement de forme des équations différentielles données dans le voisinage du plan fixe, et entre les limites x — 0, x — e. L'intégrale principale que représente la formule (14), quand on y pose x —x,, K—K,, continuera de subsister lorsqu'on y remplacera
E, ns GC par Ëe, HET Ces .…..) et l’on pourra en dire autant de chacune des intégrales principales que représentera la formule (14), jointe à la formule (34), quand on prendra pour +, non plus l’une quelconque des caractéristiques
LATE 225 .. LATE
mais seulement l’une de celles dont les parties réelles sont égales ou supérieures à la partie réelle de x,. Nommons
Pis K9s Ko es Am
ces dernières caractéristiques dont le nombre sera ». Les intégrales principales, qui continueront de subsister, formeront un système équivalent à celui des équations produites par l'élimination des constantes
arbitraires K»+1 , K»+2, PAS à K,
entre les formules (11) jointes, non plus aux formules (36), mais seulement aux suivantes ;
(37) so, y = 0, nn A =5 0; OEuvres de C.—S.1T, t.1V. 27
Done, pour obtenir les relations établies entre les variables Ée, UE Ce,
par celles des intégrales principales qui continueront de subsister, il suffira d'éliminer les constantes arbitraires
Ks: , Hoi *%+3 K»
entre les formules
Ée —= K, di eur + Ka m1 EXm+1X Has K» An eXn Le { | ne =Kibieti+ Kb etmnr +... + Ka bretrr, (38) | Ce — K, Ci ex x + Ke +1 C4 EXmtiX +, + K» Cn CR
D'ailleurs de ces dernières, jointes aux équations (8), on tirera
| Ée ee Ë + k,+1 Anis Emil, + Katnetnrx, ne = + Km+: bmx etmnT +... + Ky bye us
Ce = EC + Kms Cm Cm +... + Ka Cnetrt,
nd 6 bn 0-6 r'evvin LL RÉ RRS M ER ND FE MeNtALES EU DS NALTS
L'élimination des constantes arburaires K,.,, ..., K, entre les formules (39) fournira un système de m équations qui pourra remplacer le système des m intégrales principales auxquelles devront satisfaire les valeurs
des variables
déterminées par le système des équations différentielles
de _ y + dns y, à de y e T es dx —— , — D 3 53%
pour des valeurs finies et positives de x comprises entre les limites x — 0,
æ — :, On ne devra pas oublier que, dans les formules (39), F UE ê;
sont des fonctions déterminées de + dont les valeurs sont données par les équations (8). Au reste, l'élimination des constantes arbitraires
Km+i, PT K,
EXTRAIT Ne 34. | 211 entre les formules (39) revient à l'élimination des exponentielles
Em+ 1 x ,
entre ces formules, ou, ce qui revient au même, entre les suivantes
| Æ Re Ë + Amy etmux +, ,,+ Apetne,
(4 1) MA + Br etmar +, , + Bye, }
| Es — 6 + Cyr etmnr +... + Crete,
A, B;, Cri A, B>:, C>, OL AE à A», B,, Cr
étant les valeurs de A, B, C, ... qui correspondent aux valeurs
de la caractéristique z.
Observons encore que si l’on nomme
les valeurs de
correspondantes à æ — 0, ces valeurs de £., n., &, ... et les valeurs correspondantes de £, r, €, ... seront liées entre elles par »2 équations que l’on pourra déduire immédiatement des formules
Er à | Co == E + Am41K y+t +... + a, K», ed
Ph LEE Noa bis: K»+1 LA PEU bnK»,
{ À | Co = É + Cm+1 K»+: +... + CnK»,
par l'élimination des constantes arbitraires K,,,,, ..., K,. Dans ce qui précède, nous avons implicitement supposé que les racines
de l'équation (4) étaient distinctes les unes des autres. Pour trouver les modifications que doivent subir les diverses formules, dans les cas où plusieurs de ces racines deviennent égales entre elles, un moyen fort simple est d'attribuer à quelques-uns des coefficients renfermés dans
les équations différentielles données des accroissements très petits que l'on réduit ensuite à zéro; ou, ce qui revient au même, à déduire des formules correspondantes au cas des racines égales, des formules correspondantes au cas où certaines racines different très peu les unes des autres. En opérant de cette manière, on reconnaitra, par exemple, que si l’on suppose, dans la formule (r9), les facteurs auxiliaires à, p, v, . exprimés en fonction de x, et si d’ailleurs on prend pour x une racine double, triple, quadruple de la formule (4), on devra, pour cette valeur de x, joindre à l'équation (22) la dérivée du premier ordre, ou les dérivées du premier et du second ordre, ou les dérivées du premier, du second et du troisième ordre, ... de cette même équation différentiée une ou plusieurs fois de suite par rapport à x.
Pour montrer une application des formules qui précèdent, supposons d’abord que le nombre m» des valeurs de x, dont les parties réelles sont égales ou supérieures à la partie réelle de z,, devienne précisément égal à x, en sorte que la première condition se trouve remplie pour toutes les racines de l’équation (4). Alors les seconds membres des formules (39) ou (4r) se réduiront à zéro, et ces formules donneront simplement
d = - , (43) GET Gi Nez — 1 — 0; PR ER : POS Un
Supposons, en second lieu, qu'une seule des valeurs de x, savoir x,, offre une partie réelle inférieure à la partie réelle de x,. Alors les formules (41) donneront
(44) Es — E— Anetar, n: — 1 = Brent, Gs — 6 = Crete, cs
et, par suite,
IN
_— — ES
An B: Cr
(45) nur der 4 hé
ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (5),
Un by Cr
(46) om QU An A el RG
On pourrait aussi déduire immédiatement cette dernière équation des formules (39).
Si maintenant l’on attribue à la variable indépendante x une valeur
nulle, les valeurs correspondantes de €, n, €, ..., en vertu des for-
mules (44), (45), ete., vérifieront : 1°, quand on aura Mm—n, les
n équations de condition
(41) le =0: A — 0 = 9; DCE IR dis ou « (48) Fc) fi — 10»: QE Co; BRVEE
2°, quand on aura »m—n—1,1les 7 —1 équations de condition com-
prises dans la formule.
ss ad À ke) , s | am Mir S S0 ]
que l’on pourra réduire à
à E— Ëo AcEnEL IE, 60 (50) — — &n bn Ca
nt. CL ES |
et ainsi de suite. On voit donc ici comment la méthode exposée fournit généralement les équations de condition relatives au plan fixe que l'on considère et qui répond par hypothèse à une valeur nulle de la coordonnée x. Dans d’autres articles nous indiquerons quelques procédés à l’aide desquels on peut souvent simplifier la recherche de ces équations de condition, surtout dans le cas où, les équations différentielles données étant d’un ordre supérieur au premier, on veut se dispenser de les réduire au premier ordre; et nous montrerons aussi avec quelle facilité on déduit des formules précédentes les lois de divers phénomènes, particulièrement les lois de la réflexion et de la réfraction de la lumière à la surface des corps transparents ou opaques, isophanes ou non isophanes.
C. R., t. VIL, p. 459 (1% avril 1839). — Suite
$ HE. — Application du principe fondamental à un système d'équations différentielles linéaires du second ordre ou d’un ordre plus élevé.
La variable indépendante x étant toujours censée représenter une coordonnée perpendiculaire à un plan fixe, supposons que les variables principales Es 1» L soient déterminées en fonction de + par un système d'équations différentielles linéaires du second ordre ou d’un ordre plus élevé, chacun des termes que renferment ces équations étant le produit d’un coefficient constant par l’une des variables principales ou par l’une de leurs dérivées. Un moyen fort simple de satisfaire simultanément à toutes
les équations données sera de supposer les variables principales &,. n, &,
toutes proportionnelles à une même exponentielle népérienne, dont l'exposant serait le produit de la coordonnée x par un facteur constant x, et de prendre en conséquence
(1) E—Aerx, n —= Bexr, RE 7 PR BE RS
, À, B,C, ... étant des constantes propres à vérifier le système des formules
(2) VE \b = 0, ares à À
qu'on obtiendra en substituant, dans les équations différentielles don-
nées, aux variables principales
les facteurs
À AR
EXTRAIT N° 33. 215 et aux diverses dérivées de ces variables, c’est-à-dire aux expressions
dé d?£ dan d?n dé d?£ dx’ dx?’ Érdr. dit ” dx dx?
les divers produits PA, PRE ot: PO PR PORC A: PANTIN SPORE LI PA
résultants de la multiplication des facteurs À, B, C, … par les puissances de x dont les degrés sont égaux au nombre des différentiations effectuées. Les équations (2) étant évidemment linéaires par rapport aux facteurs À, B, C, ..., si l’on met de côté la première de ces équations, les suivantes pourront être, en général, remplacées par une seule de la forme
(3) ag
a, b, c, ... désignant des fonctions entières de x; et, en éliminant À, B, C, ... de la première des équations (2) à l’aide de la formule (3), on obtiendra une équation nouvelle
dont le degré relatif à x sera généralement égal au nombre entier » qui représentera la somme des ordres des dérivées les plus élevées de 6, n, &, ... comprises dans les équations différentielles données. Si l'on nomme
ES ST Le
les x racines de l’équation (4) résolue par rapport à x, et
A, B,;, C ..., À», B», CC; ss A» B,, Ge
les valeurs correspondantes de A, B, C, …., les équations différentielles données admettront les systèmes d'intégrales simples
(5) — A,enux, " — B,exx, C—=Cienur, 9 * (6) E— Aset:t, 1 — B; Cl2%, La Co exax, ts Dre ses ; hs Cor PRÉ sv Es :
et les intégrales générales de ces équations différentielles pourront être présentées sous la forme
E—=A;enur+ Aoetat+,,.+ Apetnx, n=Bietr+Biexx +... + By etn x, Ê se Ciexix+ Caexit+,,,.+ Crete,
Seulement, pour retrouver toutes les intégrales qu’on aurait obtenues, si l’on avait commencé par réduire au premier ordre les équations différentielles données en représentant par de nouvelles lettres une où plusieurs dérivées de chaque variable principale, on devra joindre aux formules (5), (6), …., (7) ou (8) leurs dérivées de divers ordres. Ainsi, par exemple, si les équations différentielles données sont du second ordre par rapport à chacune des variables principales &, n, ©, ..., c'està-dire, si elles renferment avec ces variables, non plus seulement leurs dérivées du premier ordre, dt de.
de” dx’ dx
mais encore leurs dérivées du second ordre
BE dn d't
9 =) = dx? dx? dx?
alors, en posant { RS mn ji — — !
(9) de dr 2x V3 ri
on devra, aux intégrales particulières représentées par les équations (5), joindre les formules
(10) pr Auxrett, = Dir one, d—=Cirenr, is 2
et, aux intégrales générales représentées par les équations (8), joindre les formules
{ 9 — À, Li EXT + ÂoZ26%3T +, RC Antnetnx,
— Br exit + Boxer +... + Brrnetnt,
| d—Cirienr+ Cotoe%Z +, ,.+ Cnxnetrr, \
(un)
TAsÉN Res
EXTRAIT N° 35. 217 Ainsi, encore, si les équations différentielles données renferment les dérivées du troisième, du quatrième, … ordre de la variable principale
PL OMR 02 OU 6, 07.
il faudra joindre à la première, ou à la seconde, ou à la troisième des formules (5) ou (8), celles qu’on en déduit par deux, trois, ... différentiations successives.
Supposons maintenant que, du côté des æ positives, et dans le voisinage du plan fixe donné, les équations différentielles auxquelles doivent satisfaire les variables principales £, n, €, ... changent de forme, en sorte que les coefficients de £, », Ÿ, ... et de leurs dérivées y varient très rapidement avec x entre les limites très rapprochées
=, Mie
Supposons d’ailleurs que les produits de ces coefficients par + restent très petits, et nommons
2 s ; ; GEs fes (PR ENER Ses 2 Le,
ce que deviennent, entre les limites dont il s’agit, non pas les valeurs générales des variables
Es pr. .…., 3 JL ®, ns: 14
mais des valeurs particulières de ces variables, je veux dire des valeurs fournies par un système d’intégrales particulières, par exemple, celles qui se déduisent des équations (5), et que fournissent Les formules (5), (10), .... Enfin, admettons que les » racines de l'équation (4) soient
inégales, et nommons #1; #9; COCA 7
celles de ces racines qui offrent des parties réelles égales ou supérieures à la partie réelle de x,. D'après ce qui a été dit dans le paragraphe précédent, les différences
Ez — Ë, AE "5 Ce — 6, EN De — 9, D SE Ram de be — 4, …
-devront vérifier toutes les équations produites par l'élimination des Œuvres de C. — S.1,t. 1V. 28
exponentielles
EXmriX, entre les formules
/ És PRE Ë — À off À Emi Fe —- Anetax,
fe TN — B»+: “Hat Voir: aol PE Von B, Care
(12) | Ce — Ê = Ces email + + Cn A Las Le 6 RE mue Road 8 mo DCR GE CES | De P — Am km Cnil +, + Anunetnt, en Xe — A — B»+1 CNT out ls RÉ e p Burn Enr,
de —Ÿ — Cr mes em +. + Crrnetrt,
des té dc nes eh ns Me a AE. Din. D CSN ES de ss eue 0-4 ses à
Si aucune des racines de l'équation (4) n’offre une partie réelle inférieure.à la partie réelle de x,, les formules (12), (13), ..., dont les seconds membres se réduiront à zéro, donneront
(14) ue, 1 RER Es. De — 9, és Jo de — Ÿ,
Si une seule des racines de l'équation (4), savoir +,, offre une partie réelle inférieure à la partie réelle de x,, on tirera des formules (12),
(Eh
(15) EE nn Gb RE TL OR de d Ve — d An de B, Cr eue Xn An ps ki Bn kn On
Eos 0» Co» SANS 20; 405 Vo
Ézs Nes Ce, cos Des Yes Ve,
sur le plan fixe donné, c’est-à-dire lorsqu'on pose x — o. En vertu des. formules (14), (15), ..., les valeurs de
Es 1, &; AURAS | ©, 1 Ÿ, és
fournies par les équations (5), par conséquent les valeurs de £, », 7, ..…, o, 7, Ÿ, ... calculées comme si, dans le voisinage du plan fixe, les
équations différentielles ne changeaient pas de forme, devront, pour x = 0, satisfaire, si l’on a m—n, aux conditions
(16) Essen A — No; és, …..) D — 9o; 0 d = Vo, “er 3 si l’on a m—n-- 1, aux conditions
Eos : n—he. ro =: p— po - Y—Ye … Ÿ — be
An Bb: Cn Xn An xn Ba Zn Un
Si les vaieurs des variables principales £, », €, ..., mesurées du côté des x positives, et à une distance finie du plan fixe, n'étaient plus celles .que déterminent les formules (5), mais les sommes de celles que déterminent plusieurs des formules (5), (6), (7), ..., et renfermaient en conséquence dans leur expression plusieurs des exponentielles
ent, ex, ,,., Etre, par exemple, e4*, c**, ..., alors, en nommant toujours be, ne Ve + Qe Xe Ve, ce que deviendraient les valeurs de LS THÉ CRT D Pr Xs Ÿ
entre les limites æ —0, x —e, eu égard au changement de forme des équations différentielles, et raisonnant d’ailleurs comme ci-dessus, on obtiendrait encore entre les différences
Gé 0 Gt, Re PER Ps HE À de — Ÿ,
les équations de condition produites par l'élimination des exponentielles
Kms C Xn C Emi, FRE. En",
entre les formules (12), (13), ..., pourvu que l’on désignât par
Xm+is Last 2 |
celles des racines de l'équation (4) dont la partie réelle serait inférieure
à la partie réelle de chacune des racines #;, x, .... Alors aussi, parmi les termes de la suite
fm+is ces Ans
on devrait ordinairement comprendre la plupart des racines x;, 4, en excluant seulement celle dont la partie réelle serait la plus petite, ou du moins celles dont les parties réelles, égales entre elles, offriraient la moindre valeur.
Nous avons ici supposé que l'équation (4) offrait x racines distinctes. On passera aisément de cette hypothèse au cas où plusieurs racines deviendraient égales entre elles, en commençant par admettre que les mêmes racines différent très peu les unes des autres.
$ IV. — Application du principe fondamental à un système d'équations linéaires aux différences partielles.
Considérons un système d'équations linéaires aux différences partielles entre plusieurs variables indépendantes
La Ts #4 et plusieurs variables principales Es A; 6, ….s
chacun des termes que renferment ces équations étant le produit d'un coefficient constant par l’une des variables principales ou par l’une de leurs dérivées. Un moyen fort simple de satisfaire à la fois à toutes les équations données sera de supposer les variables principales Ë, n, €, … toutes proportionnelles à une même exponentielle népérienne dont l’exposant soit une fonction linéaire des variables indépendantes, et de prendre en conséquence
A) Een, y Beurtevere, LL Courrier.
u, #, #,..., À, B, C, ... étant des constantes propres à vérifier le système des formules
(2) Rd Vo = 0, SSD,
EXTRAIT N° 35. 221 qu’on obtiendra en substituant, dans les équations données, aux variables principales €, n, €, ..., les facteurs À, B, C, ..., et aux dérivées de chaque variable principale £, ou n, ou £, ..., différentiée une ou plusieurs fois de suite, par rapport à æ, y, z, ..., les produits du facteur correspondant A, ou B, ou C, ... par des puissances entières de u, #, w,... dont les degrés soient respectivement, pour la puissance de &, le nombre des différentiations effectuées par rapport à +, pour la puissance de », le nombre des différentiations effectuées par rapport à y, et ainsi de suite. Les équations (2) devant être évidemment linéaires par rapport aux facteurs A, B, C, ..., si l’on met de côté la première de ces équations, les suivantes pourront être en général remplacées par une seule de la forme
a, b,c, ... désignant des fonctions entières de w, #, æ, ..., et, en éli-
minant À, B, C, ... de la première des équations (2), à l’aide de la
formule (3), on obtiendra entre les seuls coefficients &, 6, æ, ... une équation (4) ee
dont le degré, relatif à w, sera généralement égal à la somme x des nombres qui représenteront chacun, dans les équations différentielles données, l’ordre de la dérivée la plus élevée de l’une des variables principales
différentiée une ou plusieurs fois de suite par rapport à x. Observons à présent que l’on tire des équations (1)
AE vË & 2 wË oe IT ha RER vw Ë eee CE
0 ”:: 03 Tor D US OO $
ga on ga = (#1 En sv nec = pwy: Er —= w°?n
dÿ AT NE T5 Op? , dy 0z Xe Ps. dz? — T5 +...
DE v FT fe. LS ave "5 à di SEE ae —w?£
dy a 4 ? dr? **.. 0ÿ 03 CRE. à 4
et, qu'en ayant égard à ces dernières formules, on pourra immédiate-
ment réduire le système des équations linéaires données à un système d'équations différentielles qui ne renferment plus que les dérivées de £,n, Ç, .. relatives à la seule variable indépendante æ. Cela posé,
nommons Ui, Uo, se: AVE
les x racines de l'équation (4), résolue par rapport à &, et
A, B;, Ci, 4» À», B>, Ce», RU An, B,, Ca,
les valeurs correspondantes de À, B, C, .... Les équations linéaires données et les équations différentielles dont nous venons de parler admettront les systèmes d’intégrales simples
(5) Ë PUS A; EU LEVYEW Te, PE B EU LHVY HW, 4 — C: EU L+VT HW, rs
\ o 2 nd P. LEA .
(6) £ — A etsr+vy+Wwze y — Bo etir tv +wze, C— Coelarteytwzs
CES CROP ER
{ 1) Ë — Aa elln DEP EME, NE B, en LHPY+WZ
et les intégrales générales des équations différentielles pourront être présentées sous la forme
£ Ré A, EU LHPY HW Ze À» Ella LHVY+Wze. ee pars An EUn CHVY HW,
n = Biemrtertwz. À Peu crerewss tp, 2 Bet TP we,
Es Ci etir+vy wep Co els LHPYEWze DE, + Cyetn HS TW2Z.
D'ailleurs, pour retrouver toutes les intégrales qu'on aurait obtenues si l’on avait commencé par réduire au premier ordre les équations différentielles, en représentant par de nouvelles lettres une ou plusieurs dérivées de chaque variable principale différentiée une ou plusieurs fois par rapport à æ, il suffira de joindre aux formules (5), (6), ..., (7) ou (8) leurs dérivées de divers ordres. Ainsi, par exemple, si les équations différentielles sont du second ordre relativement à chacune
des variables principales E, n, 6,
ai
PR DE PT NN D PS ET Te NT PR OPEN GRR PE PAR
EXTRAIT N°35. 223 différentiée par rapport à æ, et renferment en conséquence avec ces variables, non seulement les dérivées du premier ordre
mais encore les dérivées du second ordre
alors, en posant dE on dt (9) de F Pau? à à Re
on devra, aux intégrales particulières représentées par les équations (5), joindre les formules
HT SALE REP CE Diner. de Ciuieheterrwez.
et, aux intégrales générales représentées par les équations (8), joindre les formules
=> A; y EU ET TVY WE À» Ua EUa LC HVY EWZe An Up EUn LHPY HW « = B, Uy ei CES HWze LE B; Ua EU CHVYHWI B, Un EUn FPT HW
d — C; U, el LEYYEWze. LE Co Uo EU CHVY HW Cr Un En L+VYFWE.
Ainsi encore, si les équations différentielles trouvées renferment les dérivées du troisième, du quatrième, .. ordre de la variable prineipale £, ou n, ou ?, ... différentiée plusieurs fois par rapport à +, il faudra joindre à la première, à la seconde, à la troisième, .. des formules (5) ou (8) celles qu’on en déduit par deux, trois, ..… différentiations successives et relatives à la variable indépendante x.
Supposons maintenant que la variable indépendante x représente une coordonnée perpendiculaire à un plan fixe et que, du côté des x positives, mais dans le voisinage du plan fixe, les équations linéaires, et aux différences partielles, auxquelles doivent satisfaire les variables principales £, , %, ..., changent de forme, de telle sorte que les coefficients de ces variables et de leurs dérivées, devenus fonctions de la
coordonnée +, varient très rapidement avec elle, entre les limites très rapprochées
Supposons, d’ailleurs, que les produits de ces mêmes coefficients par : restent très petits, et nommons
Es, fes Ces ses Pers es De,
ce que deviennent, entre les limites dont il s’agit, non pas les valeurs générales des variables
» is L; RS ES d'OS À d, .…..,
mais des valeurs particulières de ces variables, je veux dire des valeurs fournies par un système d’intégrales particulières, par exemple, celles que fournissent les équations (5), et qui se déduisent des formules (5), (10), .... Puisque, par hypothèse, les coefficients des variables principales £, n, 5, ..…., et de leurs dérivées, dans les équations linéaires données, dépendent d’une seule des variables x, y, z, ..., savoir, de
la coordonnée +, on vérifiera ces équations en supposant que É, 1; Le RTE |
considérés comme fonction de y, 3, ..., sont tous proportionnels à une même exponentielle de la forme
N CIRE
et comme, en admettant cette supposition, on pourra réduire les équations linéaires données aux équations différentielles dont nous avons parlé, nous devons conclure que ces équations différentielles pourront être étendues au cas où les coefficients varient avec æ, et fourniront alors les valeurs de |
, GES = NES Ces
Te
Cela posé, concevons que les z racines de l’équation (4) soient inégales, et nommons ‘
Us Un, 5.57 Um
celles des racines de cette équation qui offrent une partie réelle égale
EXTRAIT N° 35. 225 ou supérieure à la partie réelle de w,. D'après ce qui a été dit dans le troisième paragraphe, les différences
Ée.77 £a ere Ge = És EU 14 De — 9, Net. Le Ve — Ÿ,
devront vérifier toutes les équations produites par l'élimination des exponentielles
EUm LFP EWE | , CUnX+Vy+Wz… entre les formules
Ée — GG — Âm+1 EUm+aLEVYEWZe LE + Anetn LS des ds NN = By etmrt tpm, LE Bet rEPy+Wwze, bb Crepetmrrr test, EC, ete rtey rw,
où |
| SÉCOS oe Am Uma Ctrl TN Wre EH À pun etn LHPT We,
(13) ect re Bi Um eme CPS EW re + Buy en 2 HPy EWze, } { \ Ve re d _ EE Up Em FPS HWE RE FA Un EUn CHVYHWE,
RS Re NS IR M PAR MSN ÈS ere, NT dE CU ed À 6 0 € 6 6 0 à 0e" e:+ © à e.6 + » ee + ee 0e
Si aucune des racines de l'équation (4), résolue par rapport à «, n'offre une partie réelle inférieure à la partie réelle de &,, on aura m=—=n, et alors les formules (12), (13), ..…, dont les seconds membres
se réduiront à zéro, donneront (14) EEE M, Hd sos Per — D, Ye — %» Ve — Ÿ,
Si une seule des racines de l'équation (4), savoir &,, offre une partie réelle inférieure à celle de &,, on tirera des formules (12), (13), ..….
. S An B: Ca UnAn un Bn Un Cn
415) ec OO ON Per DS LE GeiL un
Soient d’ailleurs Éos 10; Co; ss Dos 0» Vo,
ce que deviennent Es, Mer: Ces 6. Des Ye Ve,
sur Le plan fixe donné, c’est-à-dire lorsqu'on pose x —o. En vertu des OEuvres de C.—S.I, t.IV. 29
formules (14), (15), ..., les valeurs des variables
ni D NL
que déterminent les formules (5), (10), ..., c’est-à-dire leurs valeurs calculées comme si, dans le voisinage du plan fixe, les équations linéaires données ne changeaient pas de forme, devront, pour x —o,
satisfaire, si l’on a m—n, aux conditions
(16) E—éo, n—n0, Eos +. P—pe, ZX —X0 Ÿ—%o, ..., si l’on a m—n— 1, aux conditions
CV. D 0 br ve Dr Po 7 Yo : :Ù= Ve
ri \ A» B, C n Un À n Un Ba Un On
Si les valeurs des variables principales €, n, €, ..., mesurées du côté des æ positives et à une distance finie du plan fixe, n'étaient plus celles que déterminent les formules (5), mais les sommes de celles que déterminent plusieurs formules (5), (6), ..., (7), et renfermaient en conséquence dans leur expression plusieurs des exponentielles
EU LHVY WT QUaL+VY HW EUn LHVY HW Ze.
par exemple
Up LHVY HW Ze. UyC+VY+WI.…… CA ? CA Ÿ ‘
alors, en nommant toujours Ées Més “Vue” c. Des 5 D,
ce que deviendraient les valeurs de MR Rs Ci eds
entre les limites +x—0,æx=—:, eu égard au changement de forme des équations différentielles, et raisonnant d’ailleurs comme ci-dessus, on obtiendrait encore, entre les différences
Es — Ë, NET Ms Éz — À, RES | De —— 9, Pda de — d, xt les équations de condition produites par l'élimination des exponen-
tielles Elm+i LH HWze vs elln LH) HW
rar
ares qi Aie NO pis |: MENT
> per
dd D dE és ENÉ sr Dé à ‘à.
SE NS te ET dde
RCE
entre les formules (12), (13), ..., pourvu que l’on désignât par Um+is +++, Un
celles des racines de l'équation (4) dont la partie réelle serait inférieure "à la partie réelle de chacune des racines
Mi Mis Alors aussi, parmi les termes de la suite :
Um+; Nos Un,
on devrait ordinairement comprendre la plupart des racines y, &, ..…, en excluant seulement celle dont la partie réelle serait la plus petite, ou du moins celles dont les parties réelles, égales entre elles, offriraient la moindre valeur. |
Nous avons ici supposé que l'équation (4) offrait r racines distinctes. On passera aisément de cette hypothèse au cas où plusieurs racines deviendraient égales, en commençant par admettre que ces mêmes racines différent très peu les unes des autres.
La méthode et les formules que nous venons d’exposer peuvent être appliquées, par exemple, aux équations linéaires que j'ai données dans le Mémoire sur la dispersion de la lumière et qui représentent les mouvements infiniment petits d’un système de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. Cette application n'offre aucune difficulté dans le cas où les coefficients que renferment ces équations, ramenées par le développement des différences finies, en vertu du théorème de Taylor, à la forme d'équations linéaires aux différences partielles, demeurent constants à une distance finie du plan fixe qui limite le système donné. Alors on obtient, pour les molécules situées dans le voisinage du plan fixe, des équations de vondition que nous développerons dans un autre Mémoire et qui comprennent,
comme cas particulier, les formules de Fresnel relatives à la réflexion
et à la réfraction de la lumiere.
Note sur un théorème d'Analyse, et sur son application aux questions
de Physique mathématique.
C.R.,t. VII, p. 471 (1°° avril
Il'est assez facile d'intégrer les équations linéaires qui représentent les mouvements infiniment petits d’un système de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle, et d’en déduire, par la méthode qui fait l’objet du précédent Mémoire, les équations relatives à un plan fixe qui limite le système donné, dans le cas où les coefficients que renferment les premières équations, ramenées à la forme d'équations aux différences partielles, demeurent constants à une distance finie du plan fixe. Mais cette dernière condition, qui peut être supposée remplie quand il s’agit des molécules d’un corps homogène, ou bien encore des molécules du fluide éthéré pris isolément et placé dans le vide, doit cesser assurément d’être vérifiée quand les molécules données sont celles d’une portion de fluide éthéré contenue dans un corps transparent ou opaque. En effet, admettons, comme tout semble l'indiquer, que les molécules d’un corps, ou plutôt les atomes dont elles se composent, exercent une attraction sur les molécules éthérées. Ces dernières se rassembleront en plus grand nombre dans le voisinage d'un atome du corps, et par suite la densité de l’éther pourra varier sensiblement d’un point de l’espace à un autre dans un très petit intervalle. On peut donc s'étonner au premier abord de l’accord remarquable qui existe, comme nous le montrerons dans un autre article; entre les résultats des expériences relatives à la réflexion ou à la réfraction de la lumière et les phénomènes que le calcul indique pour le cas où la densité de l’éther demeurerait invariable dans toute l'étendue d’un même corps. Il restait évidemment ici une difficulté qu'il m'a paru important de vaincre. J'y suis parvenu à l’aide d’un théorème d’Ana-
EXTRAIT N° 36. 229 lvse que je vais exposer en peu de mots. Ce théorème, appliqué à l'intégration d’une équation différentielle, peut s’énoncer comme il suit :
TaéorèmEe. — Soit donnée une équation différentielle linéaire d'un ordre quelconque entre une variable principale & et une variable indépendante x qui représentera, si l'on veut, une coordonnée mesurée perpendiculairement à un plan fixe. Si, dans tous les termes de cette équation, supposés proportionnels à la variable principale, ou à ses dérivées, les coefficients sont des fonctions de la coordonnée x qui reprennent périodiquement les mêmes valeurs quand on fait croître ou décroître cette coordonnée en progression arithmétique, il suffira en général que la valeur numérique attribuce à x devienne trés considérable relativement à la raison de la progression dont ils'agit, pour que la valeur de la variable principale se confonde sensiblement avec celle qu'on obuendrat si, dans l'équation donnée, on
remplaçait chaque coefficient par sa valeur moyenne.
Démonstration. — Pour constater l'exactitude de ce théorème, commençons par considérer le cas où l’équation donnée peut s'intégrer en termes finis; et supposons, par exemple, que la variable principale # se trouve liée à la variable indépendante x par la formule
dé
(1) Fri
le coefficient R étant une fonction de + qui reprenne périodiquement la même valeur quand on fait croître ou décroitre + d’un multiple de la quantité positive a. Si l’on nomme Ë, la valeur de £ correspondante à æ = 0, l'intégrale de l'équation (1) sera de la forme
T R dx
6 = te"
— D Eat
Soit d’ailleurs
(3) a=f rar
A 2, ® Le rapport — sera ce qu'on appelle la valeur moyenne du coefficient R,
et représentera en effet la moyenne arithmétique entre les valeurs de R qui correspondent à des valeurs de æ équidistantes, infiniment rapprochées les unes des autres, et comprises entre les limites +—0, x =a. Cela posé, si l’on attribue à la variable + une valeur numérique qui soittrès considérable par rapport à @, si, par exemple, en supposant æ positif, on prend
Œr: X=nNA + &,
ñ étant un nombre entier fort grand et « une quantité comprise entre
les limites o, «, on trouvera
. x n«a aa + a 0 - | Rdx= | R dx + R dx; 0 LA
0 v'ag
et, comme on aura, en raison de la périodicité des valeurs du coefficient R,
6) Rde=n| R dx — nA,
la formule (5) donnera ana+a
7) f Rdxz=—nA + Rd.
J HE
D'ailleurs l’intégrale na + &
R dx, * na équivalente au produit de « par une certaine valeur de R, sera une quantité du même ordre que l'intégrale A et pourra, en général, être négligée vis-à-vis du produit? A lorsque le nombre » deviendra considérable. On doit cependant excepter le cas où, la fonction R venant à passer par zéro entre les limites x — 0, æ — a, on aurait rigoureuse-
ment
+ Rdr—o ou A—=o.
Dans tout autre cas, la formule (7) donnera sensiblement, pour de
grandes valeurs de n,
'E FU RU dt A a
et, par suite,
# no
puisque + sera très petit par rapport à æ. On peut même observer que, dans tous les cas, la: formule (8) sera rigoureusement exacte dès que l'on préndra pour + un multiple de a. Or, si l’on substitue dans la for-
mule (2) la valeur de f R dx, tirée de l'équation (8), on trouvera V0
(9) Eve ; et, conformément au théorème énoncé, la valeur précédente de £ est
précisément celle que fournirait la formule
l; L (ro) ee.
à laquelle on parvient en remplaçant, dans l'équation {1}, le coefti- . A client R par sa valeur moyenne —.
On arriverait aux mêmes conclusions si, au lieu d'intégrer l’équation (1) sous forme finie, on appliquait à cette équation la méthode d'intégration par séries. En effet, en intégrant, à partir de +0, les deux membres de l'équation (1) multipliés par dx, on trouvera
(ra) um f RE dx ;
puis, en substituant plusieurs fois de suite la valeur de Z tirée de l'équation (11) dans cette équation même, on en tirera
= &o + do f Rx + | R | Ridrdx 0 0
par conséquent
(12) en(i+ f Re + R | n de de +).
D'ailleurs, en vertu de la formule (8), on aura sensiblement, pour de
grandes valeurs de + ou pour de petites valeurs de a, | J Rar=— il x, 0 a (13) | 1 nf Rax de À [7 Rx dx,
et comme, en intégrant par parties, on trouvera
['nede=af Radr— | | R dx dx, ‘0
"9 18 vb à
puis, en avant égard à la formule (8),
la seconde des formules (13) pourra, sans erreur sensible, être rem-
placée par la suivante :
(14) | R | Rdrdr=(n) ©.
En continuant ainsi, on reconnaitra que, dans l'hypothèse admise,
l'équation (12) peut être réduite à
15) E= Eoli+—-x+(—) ——+...1, $ «a a 1.2 s
par conséquent à la formule (9).
Concevons à présent qu'au lieu de l’équation (r) lon considère la
suivante
EXTRAIT N°36. 233 le coefficient de R étant toujours une fonction de x qui reprenne périodiquement les mêmes valeurs quand on fait croître ou décroître x d’un multiple de la quantité positive &. La première des démonstrations que nous avons données de notre théorème, en prenant pour exemple l'équation (1), cessera d’être applicable, puisque l’équation (16) n’est pas du nombre de celles que l’on intègre facilement sous forme finie. Mais la seconde de ces démonstrations continuera de subsister. En
effet, posons do ER
et nommons £,, #, les valeurs des variables £, o correspondantes à une valeur nulle de +. L’équation (16) pourra être remplacée par Le système des équations simultanées
d£ . de (17) D ie on = RE
et, en intégrant, à partir de x — 0, les deux membres de chacune de ces dernières, multipliés par dx, on en tirera æ LA
(18) E—to+ [ o dx, eg f RE dx,
F4 0 par conséquent
ba ba (19) Et gout | É RE dx dx; 700 0
puis, en substituant plusieurs fois la valeur de £, donnée par l'équation (19), dans cette équation même, on trouvera
nf f [ re) /
+ (e+f F'uxdrdes.….) Pret
Enfin, par des raisonnements semblables à ceux dont nous avons fait usage dans le premier exemple, on prouvera que la formule (20) peut OEuvres de C. — S.I, t. IV. 30
être sensiblement réduite à (21) nier Eee) +o(e+e 4.) ou, ce qui revient au même, à
(22) Épleu*+ eur) + — poleur— eur), la valeur de w étant déterminée par l'équation
Or la valeur de Ë, donnée par la formule (22), est précisément celle que l’on déduirait de l'équation différentielle
D Hs Ï
à laquelle on parvient en remplaçant, dans l’équation (16), le coefficient R par sa valeur moyenne =
Le théorème énoncé pourra ainsi être démontré généralement, à l’aide de l'intégration par séries, quels que soient l’ordre de l'équation linéaire donnée et le nombre de ses termes. Il y a plus : le même théorème se démontrera encore de la même manière, si on l’étend à un système d'équations différentielles ou aux différences partielles, en l’énonçant comme il suit :
Tuéorème. — Considérons un système d'équations linéaires, différentelles ou aux différences partielles, entre plusieurs variables principales qui seront, si l’on veut, des déplacements moléculaires, et plusieurs variables indépendantes qui pourront être trois coordonnées x, y, 3 et le temps t. St, dans les différents termes supposés proportionnels aux variables princtpales et à leurs dérivées, les coefficients sont des fonctions de x, y, = qu reprennent périodiquement les mêmes valeurs quand on fait crottre ou dé-
croître chacune des coordonnées en progression arithmétique, par exemple,
EXTRAIT N° 36. 1 235 quand on fait varier x d’un multiple de a, y d'un muluple de b, z d'un muluple de c : ul suffira en général que les rapports a, b, c des progressions arithmetiques soient très petits relativement aux valeurs numériques attribuées à x, y, z, pour que les valeurs correspondantes des variables principales se confondent sensiblement avec celles qu'on obtiendrait en remplaçant dans les équations linéaires données chaque coefficient par sa valeur
mnoyenne.
Nota. — Il est bon d'observer que, dans le théorème énoncé, la valeur moyenne de chaque coefficient doit être calculée de la même manière que les ordonnées moyennes des courbes et des surfaces, les coordonnées du centre des moyennes distances, et la densité moyenne d'un corps. En conséquence, si l’on nomme R l'un quelconque des coefficients, sa valeur moyenne ne sera autre chose que le rapport de
a b + 58 | | R dx dy dz 0 0 AG
Remarquons encore que, remplacer, dans les équations linéaires
l'intégrale triple
au produit abc.
données, chaque coefficient par sa valeur numérique, revient à intégrer, par rapport à +, y, z et entre les limites
IC ROSE FER RO A 30 (Fr ec)
chaque membre de ces équations multiplié par les différentielles dx, dy, ds, en opérant comme si les variables principales et leurs dérivées représentaient des quantités constantes. En effet, en agissant de la sorte, on tirera, par exemple, de l'équation (1)
dé HR R dx ou nie
de sorte que l’équation (r) ou (16) se trouvera remplacée par une autre qui coincidera évidemment avec la formule (10) ou (24).
En vertu de la proposition énoncée, pour rendre applicables à la théorie de la lumière les équations aux différences mêlées que j'ai données dans le Mémoire sur la dispersion, et qui représentent les mouvements infiniment petits d’un système de molécules sollicitées par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle, il suffira de développer par la formule de Taylor les différences finies que ces équations renferment, puis de remplacer, dans les équations linéaires et aux différences partielles qu'on obtiendra de cette manière, chaque coefficient par sa valeur moyenne. Comme un tel remplacement n’altérera point la forme des équations linéaires dont il s’agit, on doit comprendre maintenant comment il arrive que les lois déduites de ces équations sont précisément celles qui-régissent les divers phénomènes lumineux. Ainsi, en particulier, les lois de la polarisation de la lumière, établies par un calcul dans lequel on supposait que l’éther offrait partout la même densité, ne devront pas être restreintes au cas où les molécules éthérées sont placées dans le vide, et subsisteront lorsque ces molécules seront renfermées dans un milieu homogène, par exemple, dans un corps diaphane cristallisé, quoique dans ce dernier cas la densité de l’éther puisse subir des variations périodiques sensibles. Dans l’un et l'autre cas, la polarisation pourra être elliptique, ou circulaire, ou rectüiligne, et les mouvements vibratoires des molécules seront précisé-
ment ceux qui caractérisent ces trois modes de polarisation.
EXTRAIT - N°37. 237 STE PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Memotre sur les mouvements infiniment petits
des systèmes de molecules sollicitées par des forces d'attraction ou de
répulsion mutuelle.
C.R.,t. VII, p. 505 (8 avril
Afin de rendre plus évidente l'utilité des méthodes exposées dans les précédents Mémoires, nous allons appliquer ces méthodes aux équations qui expriment les mouvements infiniment petits des systèmes de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle ; et, pour que l’on puisse plus facilement saisir la suite des raisonnements, nous commencerons par reproduire en peu de mots les équations dontil s’agit et celles de leurs intégrales particulières qui se présentent sous les formes les plus simples.
S I — Équations d'équilibre el de mouvement d’un système de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. Considérons un système de molécules distribuées dans une portion de l’espace et sollicitées au mouvement par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. Soient m la masse d’une de ces molécules, », m', m",... celles des autres, et supposons que, dans un état d’équilibre du système,
x, y, 3 représentent les coordonnées de la molécule m rapportées à trois axes rectangulaires,
æ+X, y+Y,z:+7 les coordonnées d’une autre molécule 7»,
r la distance des molécules m et #2,
2, 5, y les angles formés par le rayon vecteur r avec les demi-axes des coordonnées positives.
On aura
Fr \ Y Z (1) COSa — > cos 6 — pes à COSy = = (2) r2—X2+VY2+ 72,
Supposons d’ailleurs que l'attraction ou la répulsion mutuelle des deux masses mt, 72, étant proportionnelle à ces masses et à une fonction de la distance r, soit représentée, au signe près, par
mmf(r),
f(r) désignant une quantité positive lorsque les masses m, »2 s’attirent, et négative lorsqu'elles se repoussent. Les équations d'équilibre de la molécule w seront
(3) S[mcosaf(r)] — 0, S[m cos8f{r)] —o, S[mcosyf(r)]= 0,
la lettre S indiquant une somme de termes semblables entre eux, et relatifs aux diverses molécules m», m', ....
Concevons maintenant que les molécules m, 72, mn’, .… viennent à se mouvoir. Soient alors, au bout du temps £,
bi: DEA
les déplacements de la molécule w, mesurés parallèlement aux axes
coordonnés, et r(i+e)
la distance des deux molécules mn, M.
On aura r(1+e)?=(X + AËRP+(Y + An)? + (Z + AÏ)?
ou, Ce qui revient au même, (4) rfi+e)? = {rcosx+ AË)?+(rcos8 + An)?+ (rcosy + AË}?, les accroissements des quantités
Ms Le
étant respectivement AE, An À£.
EXTRAIT N°37. ; 239 Par suite, si l’on suppose les déplacements &, n,
exprimés en fonction des coordonnées initiales et du temps £, les équations du mouvement de la molécule m seront
| d?£E £ f (IH E
= 8 | m (cosa + % En ÉLUS ANNE
FE | se . ?; An\ ffrfi + (5) Tes} m(e0s8 + SE, dé | £\ ffrli+e)]) CR COS y + — = de? m | EE | 1HE ) $ I. — Équations des mouvements infiniment petits d'un système
de molécules.
Considérons, dans un système de molécules donné, un mouvement vibratoire, en vertu duquel chaque molécule s’écarte très peu de sa position initiale. Si l'on cherche les lois du mouvement, celles du moins qui subsistent, quelque petite que soit l'étendue des vibrations moléculaires, alors, en regardant les déplacements
OA Re et leurs différences ds An, MC
comme des quantités infiniment petites du premier ordre, on pourra négliger les carrés et les puissances supérieures de ces différences et de # dans les développements des expressions que renferment les formules (4), (5) du premier paragraphe; et l’on pourra encore supposer indifféremment que, des quatre variables indépendantes
7 nn À
les trois premières représentent, ou les coordonnées initiales de la molécule, ou ses coordonnées courantes, qui, en vertu de l'hypothèse ad-
mise, différeront très peu des premières. Cela posé, si lon fait, pour
abréger,
(1) ftr}=rf{r) = {(r),
on verra les formules (4) et (5) du premier paragraphe se réduire à celles que renferme la page 5 du Mémoire sur la dispersion de la lumiere, c’est-à-dire à
: TE (a) e— 7 (A6 cos a + Ân cos6 + AŸ cosy), Are ri | 2 sn al ae | + S[me f{r)cosz], nn d'A 2 f(r) (3) / me =S|" A an | + Spme f(r) cos6 |, L » éd .
À f(r he.
ns — | m ax |-- S[mef(r)cosy].
Les trois dernières formules seront donc les équations des mouvements infiniment petits d’un système de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. Pour que ces mêmes équations soient transformées en équations aux différences partielles entre les variables principales
et les variables indépendantes T, 4 Z;, £,
il suffira d’y substituer pour € sa valeur donnée par la formule (2), et de développer ensuite, à l’aide du théorème de Taylor, les différences
finies AE: 00; “AS
suivant les puissances ascendantes des quantités X=rcos&, = rLOB6: Z— rcosy.
Les coefficients des dérivées des variables principales
dans les équations aux différences partielles qu’on aura ainsi obtenues, seront des sommes de l’une des formes
e(4) S[mr"+a"+a"-1 cos? à cos’ 6 cos” y f(r)],
(5) S[mrrtn+r"-s cost a cos” 8 cos*”7 f(r)],
n, n', x" désignant des nombres entiers; et l’on pourra regarder la constitution du système comme étant partout la même, si les sommes dont il s’agit se réduisent à des quantités constantes. C’est ce qui aura lieu, par exemple, quand les molécules données seront celles du fluide éthéré, pris isolément et placé dans le vide. Si les sommes (4) et (5) reprennent périodiquement les mêmes valeurs, quand on y fait croître ou décroître chacune des coordonnées en progression arithmétique, et si, d’ailleurs, les rapports des trois progressions géométriques, correspondantes aux trois coordonnées, sont très petits, alors, en vertu d’un théorème que nous avons établi, on pourra substituer à ces mêmes sommes leurs valeurs moyennes, sans qu’il en résulte d’erreur sensible dans le calcul des vibrations du système et des déplacements moléculaires. Les nouvelles équations que l’on obtiendra de cette manière paraissent spécialement applicables au mouvement du fluide lumineux renfermé dans un corps homogène, isophane ou non isophane, opaque ou transparent.
$S ILE. — Mouvements simples
Lorsque la constitution du système de molécules est partout la même, ou, en d’autres termes, lorsque les sommes (4), (5) du paragraphe précédent demeurent constantes, un moyen fort simple de satisfaire aux équations des mouvements infiniment petits est de supposer les variables principales
CÉURR, FO « toutes proportionnelles à une même exponentielle népérienne, dont l’exposant soit une fonction linéaire des variables indépendantes
X, Y 3; , ŒEuvres de C.—S.1I,t. \V. 31
et de prendre en conséquence
(1) £ — À euc+vy+wzst, 1—=B EULHVY+WE SE, É—— Ceux+vy+wz-st,
u, , #, 5, À, B, C désignant des constantes réelles ou imaginaires convenablement choisies. En effet, si l’on substitue les valeurs précédentes de £, », € dans les équations (3) du second paragraphe, tous les termes seront divisibles par l’exponentielle
UL+VY+wz-st e Y ,
et, après la division effectuée, ces équations seront réduites à trois
autres de la forme { (£ — s?)A +RB + 9C — 0,
(2) RA + (IR —s2)}B+ PC —0, 9 À + ®B + (9 — s2}C— 0, les valeurs de £, ML DS A
étant déterminées par les formules
(aires
Ê f(r) _ r) cos? (ertu cos oem HTC — AS M —
(4) Pis S| m fr) ne (er(ucos a+v cos 6+w cos y) =} ds nn. Or, lorsque les sommes (4), (5) du second paragraphe demeurent constantes, on peut en dire autant des valeurs de
LE RS 6, 9, A
que fournissent les équations (3), (4), et qui sont développables, avec l’exponentielle
er(ucos 4+v cos 6+w cos Y),
en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de w, +, w. Donc alors on peut satisfaire aux équations (2) par des valeurs con-
stantes des facteurs FOUE et #7
Il est bon d'observer que si l’on pose, pour abréger,
(5) | k?2=— u?2 + v2 + w2, (6) k cos — u cos x + v cosB + w cosy, f{ :
(7) G= $ m 2 foires — 1} |, (8) 5 — s[ m a PAS PE Les me) | / re r3 sk
les valeurs de £, 3, %, ®, 2, & pourront s’écrire comme il suit :
; ? 5 TIRE 25 FO. UT (9) D Nom 2 0m | œ$ 228$ 028 \ ( — Le 0) — = AR Mie + .
(ra) ER Pr ve, IP OE 4 — Qu dv
Parmi les formules (2), les deux dernières donnent
Qu) A es B ER C (OR — 52) (20 —s2) —P2 LD —R(MT—Ss?) RE — DIR — s?)
et par suite on tire de la première (12) Fiu,v,w,s) =, en posant, pour abréger,
ci | F(u,v,w,s)—{(£—s2)(9 — 52) (9% — s2) — P2(L — 5?) vos
On arriverait encore à des résultats équivalents en écrivant les équations (2) comme il suit :
pie PE (s + SJA=en(+s+x ; A He AY: 2 D. 6 (14) (s m+)p=ar (seat) : ST cel D.
et l’on tirerait des formules (14)
(15) A = B — C sde à DR 1 Ra 7 ME} RE À DR R LP @5 è Hi puse 5? NET 2— XX —
Po : ® À
er (3) (a) C Æ | 7: R 1
16) 9) 4 + 1 @P5 TT PIR ’ S?— £ ee Fe Ro mt "+
Oril est facile de s'assurer qu’effectivement la formule (15) s'accorde avec la formule (11), et l'équation (16) avec l'équation (r2). En résumé, pour que les valeurs de
à eh v £, is w»
données par les formules (1) satisfassent aux équations des mouvements infiniment petits du système que l’on considère, il suffira généralement : 1° que les coefficients
des variables indépendantes, dans l’exponentielle à laquelle €, n, € sont proportionnels, vérifient la formule (12) ou (16); 2° que les facteurs:
soient entre eux dans les rapports que détermine la formule {11)ou(15). D'ailleurs, les coefficients
et les facteurs
pourront être réels ou imaginaires. Dans le premier cas, les valeurs de & , &
données par les formules (1), seront réelles, et pourront être censées représenter le déplacement d’une molécule w dans un mouvement in-
NS
. finiment petit compatible avec la constitution du système donné. Dans _le second cas, les valeurs de
[Rs M S M sx
deviendront imaginaires. Mais comme leurs parties réelles vérifieront encore les équations des mouvements infiniment petits, réduites à la forme d'équations aux différences partielles, ce seront évidemment ces parties réelles qui pourront être censées représenter les déplacements des molécules dans un mouvement compatible avec les conditions du système. Dans l’un et l’autre cas, le mouvement infiniment petit, qui correspondra aux valeurs de €, n, © fournies par les équations (1), sera un mouvement simple, dans lequel ces valeurs représenteront, ou les déplacements effectifs d’une molécule, mesurés parallèlement aux axes coordonnés, ou ses déplacements symboliques, c’est-à-dire des variables imaginaires dont les déplacements effectifs seront les parties réelles. Les équations (1) elles-mêmes seront les équations finies, et dans le second cas les équations finies symboliques du mouvement simple dont il s’agit.
Comme, dans toute équation imaginaire dont le second membre est nul, la partie réelle du premier membre doit se réduire séparément à zéro, 11 est clair que toute équation linéaire à coefficients réels qui offrira seulement des termes proportionnels aux déplacements symboliques Ë, n, {, ou à leurs dérivées de divers ordres, continuera de subsister, quand on y remplacera les déplacements symboliques par leurs parties réelles, c'est-à-dire par les déplacements effectifs. D'ailleurs on tirera généralement des équations (1)
SEE (17) À C ou, ce qui revient au même, B, C 8 A—= —£, É (1 | è As” s À °
Done, si les rapports
sont réels, on pourra supposer à volonté que, dans les formules (17) . et (18), £,n, € représentent, ou les déplacements symboliques, ou les déplacements effectifs; et en conséquence la ligne décrite par chaque molécule sera une ligne droite parallèle à celle qui, passant par l'origine des coordonnées, est représentée par l’équation
(19) Lies.
Si au'contratre les rapports
sont imaginaires, il sera facile de trouver trois constantes réelles, OR
propres à vérifier la formule
20) JA + gB + AC —o.
Car, si, pour fixer les idées, on pose
(ai) A—aeV—t, B=beñVTt, C—ce V1,
a, b, c désignant les modules des facteurs À, B, C et x, , v leurs arguments, il suffira d’assujettir les constantes réelles /, g, À à vérifier les deux formules
La) £ fae V3 + gbe“V—! + hce VTT —o, (22
ae Vi + ghe— V1 + hce V1 = 0, desquelles on tirera fa gb . he
3) = <a ne. sin(u—v) Ssin(y—1) sin(i—p)
en sorte qu’on pourra prendre
(24) fs sin(u—v) eee, j= 0e),
En adoptant les valeurs précédentes de /, g, k, on tirera des équa-
EXTRAIT N° 37. 247 tions (1) et (20) la suivante (25) fE+gn+h£é—=o,
à laquelle devront satisfaire les déplacements effectifs aussi bien que les déplacements symboliques. Donc lorsque, dans un mouvement simple, la ligne décrite par une molécule ne sera pas une droite parallèle à celle que représente la formule (19), elle sera du moins une courbe plane, dont le plan sera parallèle au plan invariable que représente l'équation
(26) fx + gr + hz—o.
En vertu des formules (1), chacun des déplacements symboliques, et par suite chacun des déplacements effectifs, conserve la même valeur quand on fait varier les coordonnées x, y, = de manière que le tri-
nôme UuxX + (3 Sion w 3
demeure constant, par exemple, de manière à vérifier la formule (27) UT +VY +wz—o.
Dans le cas général où les coefficients w, , æ sont imaginaires, l’équation (27) se décompose en deux équations réelles. Si, pour fixer les idées, on suppose
(48) :u—=Uuy—r, © eV Ex r, w—W + wÿ— 5,
u, v, W, U, V, W désignant des quantités réelles, l'équation (27) don-
nera (29) UZ + VY + W3 = 0, (30) Uxz + Vr+ Wz—o.
Les équations (29) et (30) sont celles d’un second et d’un troisième plan invariable passant par l'origine des coordonnées. Ces deux plans se couperont suivant une droite; et, dans le mouvement simple représenté par les équations (1), toutes les molécules situées sur une parallèle à
cette droite se trouveront, au même instant, déplacées de la même manière.
Soient maintenant
(31) 2? + v? + w? — k?, U? + V? + W?—KkK?, et État UE EAP EN3=Kt, Ux + Vr+ Wz=KA,
, & désignant les distances du point (x, y, 3) au second et au troisième plan invariable. Si d’ailleurs on pose
et ©
les valeurs des déplacements symboliques £, x, © données par les formules (1) deviendront
LE aeR R—Sr(ki—st + à)ÿ=T
(34) n—beRÂ—Sreki—stu)ÿ—1,
LE ceRR Se ki—st+v) Ts,
Done, si l’on représente par
non plus les déplacements symboliques, mais leurs parties réelles ou les déplacements effectifs, on aura
En St oosfkr — st +1),
(35) {n—=beR—Stcos{(ki—st+ pu), E=ceRR —St cos{kr — st + »).
Dans ces dernières équations, l’exponentielle népérienne
eRR—S:t
est ce que nous appelons le »#odule du mouvement simple; l'arc
ki: — st
EXTRAIT N° 37. 249 en est l'argument. Les trois facteurs positifs
aeRR—Sr bekA—Sr cekR—St
sont les demi-amplitudes des déplacements mesurés parallèlement aux axes coordonnés; les trois arcs
kr — st + À, kr —st+u, ke — st + y sont les phases du mouvement projeté sur ces mêmes axes, et TN
les paramètres angulaires qu'il faut ajouter au module pour obtenir Les phases. Si d’ailleurs on nomme : le déplacement d'une molécule, mesuré parallèlement à un axe fixe quelconque, et pris avec le signe + ou le signe —, suivant que la molécule se déplace dans un sens ou dans un autre, on tirera des formules (35)
(36) = LeR À —S: cos{kr — st+w),
sn
pourvu que l’on désigne par 2COSW, 2Sinm
les projections algébriques sur cet axe de deux longueurs qui offriraient elles-mêmes pour projections algébriques sur les axes coordonnés, la première, les trois produits
acosÀ, bcosu, ccosy, et la seconde, les trois produits asinA, bsiny, csin».
Cela posé, le produit 2 eRR—St
représentera la demi-amplitude des vibrations mesurées parallèlement à l’axe fixe que l’on considère, tandis que l’are
Kkr—st+> Œuvres de C. — S.H, t. IV. 32
représentera la phase du mouvement simple projeté sur cet axe, et m; le paramètre angulaire relatif à ce même axe. La valeur du déplacement », déterminée par la formule (36), s’éva-
nouit lorsqu'on a
(37) cos{ki — st+m) —0;
par conséquent elle s'évanouit, lorsque £ demeure constant, pour des
valeurs équidistantes de « qui forment une progression arithmétique
dont la raison est
Fa
et, lorsque « demeure constant, pour des valeurs équidistantes de 4 qui forment une progression arithmétique dont la raison est
nl
D'ailleurs, le cosinus de la phase
kr—st+w
reprendra la même valeur numérique avec le même signe, ou avec un signe contraire, suivant que l’on fera varier la distance « d’un multiple
pair ou impair de £, ou bien encore le temps 4 d'un multiple pair cu
: r T ; impair de Cela posé, si l’on prend
(38) I= TT LS 27H (39) ra
on conelura de la formule (36) ou (37) que, dans un mouvement simple, le déplacement d'une molécule, mesuré parallèlement à un axe fixe, s'évanouit : 1° à un instant donné, pour toutes les molécules situées
dans des plans parallèles les uns aux autres, et au second plan inva-
riable, qui divisent le système en tranches dont l'épaisseur est . le 2° pour une molécule donnée, à des instants séparés les uns des autres par des intervalles égaux à =T. Ces tranches et ces intervalles seront
de premuëre espèce, ou de seconde espèce, suivant qu'ils répondront à des valeurs positives ou négatives de cos(kx — st +), et du déplacement &. Enfin deux tranches consécutives composeront une onde plane dont l'épaisseur / sera ce qu’on nomme la longueur d’une ondulation; et deux intervalles de temps consécutifs, pendant lesquels l'extrémité de l’arc kr — st + ù parcourra la circonférence entière, composeront la durée T d'une vibration moléculaire. Quant aux plans qui termineront les différentes tranches et ondes, ils répondront évidemment, pour une valeur donnée du temps £, aux diverses valeurs de + qui vérifieront la formule (37).
Si l’on fait croître, dans la formule (37), 4 de At et v de Av, cette formule continuera d’être vérifiée, pourvu que l’on suppose
(40) K Ac —sAt—o,
par conséquent
A (41) x; = 0, la valeur de @ étant
Il suit de cette observation que, le temps venant à croitre, les ondes planes, comme les plans qui les terminent, se déplaceront, dans le système de molécules donné, avec une vitesse de propagation dont la valeur @ sera celle que fournit la formule (42).
Considérons maintenant en particulier le module du mouvement
simple, ou l’exponentielle eRR—Se
qui entre comme facteur dans l'amplitude relative à chaque axe. On
ne pourra supposer que le logarithme népérien de ce module, c’est-
à-dire l’exposant KA — S£,
croit indéfiniment avec le temps, puisqu'il s’agit de mouvements infiniment petits; et par conséquent le coefficient S dans cet exposant devra être ou nul, ou positif. Dans le premier cas, l'amplitude des vibrations de chaque molécule demeurera constante, et le mouvement simple sera durable où persistant. Dans le second cas, au contraire, cette amplitude décroitra indéfiniment, et, pour des valeurs croissantes de 4, le mouvement s’éteindra de plus en plus.
Quant au coefficient K, par lequel se trouve multipliée, dans le logarithme népérien du module, la distance & d’une molécule au troisième plan invariable, il pourra lui-même se réduire à zéro, et, s'il n'est pas nul, on pourra le supposer négatif, pourvu que l’on choisisse convenablement le sens suivant lequel se compteront les valeurs positives de &. Alors, pour des valeurs positives et croissantes de &, on verra encore le module du mouvement simple décroitre indéfiniment; ce qui montre que, pour un instant donné, le mouvement deviendra de plus en plus insensible, à mesure que l’on s’éloignera davantage, dans un certain sens, du troisième plan invariable.
Dans le cas particulier où l’on aurait à la fois
les formules (35), (36) se réduiraient à
| E— acos(kre — st +),
(44) { n—bcos(k: —st+), l 6 — ccos(kr — st+v), 45 ç— x cos(kr —st+w).
Alors toutes les molécules décriraient évidemment des courbes pa-
reilles les unes aux autres.
Des deux dernières formules (35), on tire
| F cosy + € cosy — ER—Stsin(y — p)sin(k: — st),
(46) | sin y — : sing = eKÂ—SE sin(y — ) cos{ke — s)£, et di d: : ; (47) na = ET = bee KA 286 sin(y u).
Si l’on combine par voie d’addition les formules (46), après avoir élevé au carré chacun de leurs membres, on trouvera
(48) (2) 22 £ cos(y— u) + (2) = RAS: sin? (y — u),
et l’on conclura de cette dernière équation, jointe à la formule (25), que, dans un mouvement simple, la courbe décrite par chaque molécule est généralement une ellipse, les trois projections de cette ellipse sur les trois plans coordonnés étant représentées par trois formules semblables à l'équation (48). Quant à l'équation (47), elle a pour premier membre le double de la dérivée qu’on obtient en différentiant par rapport au temps l'aire décrite, sur le plan des y, z, par la projection du rayon vecteur mené du point (æ, y, 3) à la molécule m. Donc cette aire et celle que décrit le rayon vecteur même, supposées nulles à l’instant où l’on compte 4 — o, croitront avec le temps & proportionnellement à l'intégrale
t Ne r2SE (49) | É e SE dt = —— ; 25
qui se réduit simplement à #, dans le cas particulier où l’on a 3 0 La valeur générale de l’aire décrite par le rayon vecteur, ayant pour
carré la somme des carrés des projections orthogonales de cette aire, sera évidemment
(50) ïS eKRA(; —e?$t) Jhb?c?sin2(y— y) +c?a?sin2{4— >) +a2b?sin? {y — À).
Ajoutons que, dans le cas où les conditions (43) sont remplies, l’équation (48) se réduit à la formule connue
Lu Ep \2 n & RNA ES (57) (£) — 2% 2cos(v—u)+ (à) — sin?(y — pu).
{Vorr le Traué de la lumuère de Herschel, t. 1, p. 392.)
S IV. — Sur le passage des formules particulières qui concernent un mouvement simple aux équations générales des mouvements infiniment petits d'un système de molécules.
Lorsqu’en développant par le théorème de Taylor les différences AË, An, Aë
on aura transformé en équations aux différences partielles les équations (3) du $ IT, qui représentent les mouvements infiniment petits d’un système de molécules, on en déduira sans peine les formules (2) du S IT, c’est-à-dire les relations qui existent, dans un mouvement simple représenté par les formules (1) du même paragraphe, entre les constantes TARN ARE RE OS : ARE
Pour y parvenir, il suffira de remplacer, dans les équations aux différences partielles dont il s’agit, les variables principales
&, n Ë et leurs dérivées partielles des divers ordres par les facteurs &; Brie
et par les produits qu’on obtient, quand on multiplie ces facteurs par des puissances de w, de +, de w, de —s, dont les degrés soient respectivement égaux au nombre des différentiations effectuées par rapport à æ, par rapport à y, par rapport à s, par rapport à 4; donc si, en adoptant une notation dont nous nous sommes servi plus d’une fois, on emploie, dans les équations aux différences partielles, les caracté-
EXTRAIT N° 37. 255 ristiques FAT EAST SE LE TE | LAN AN Let GE LEA: NE À RAP AUS CE pour indiquer les dérivées des divers ordres d’une fonction de x, y, z, t différentiée une ou plusieurs fois de suite par rapport à æ, à y, à = ou à {, 1l suffira de remplacer ces caractéristiques par les puissances
0] € 2 2 2 Us US CSS OUR PS ER LOUE ABS BPS PS sig 28, 81,
et de remplacer en même temps les variables principales
S\Y de | :
SX
par les facteurs
Réciproquement, pour revenir des formules (2) du $ If aux équations générales des mouvements infiniment petits du système de molécules que l’on considère, il suffira de remplacer, dans ces formules, les facteurs
2h CV par les variables principales Ge Ms €, et les puissances A us Ve 0 Per ss à APS OUR M" —+, #2,
par les caractéristiques moins i-Dh DE D cs Di, Di: D; ::.... D, D?, que l’on devra supposer appliquées aux variables principales
I y à plus : comme, en supposant la forme de la fonction F(«, v, w,s, déterminée par l'équation (13) du $ IH, il suffira d'éliminer deux des trois facteurs À, B, C entre les formules {2) du même paragraphe, pour
obtenir les suivantes ‘
PP SA = 0, Fu, v,w,s)B—o, Fa, v,w;s)CE a;
les équations que l’on tirera de ces dernières, en opérant comme on
vient de le dire, subsisteront encore dans Le cas où les sommes (4), (5)
du $ IT offriraient des valeurs constantes; et ces équations, qui pourront s’écrire comme 1] suit :
(2) F(D;, D,, D, D.)Ë = O, F(D;, D,, D De)" = O, F(D;, D,, D:, D;) Ë =iO y
attendu que l’on à Fu, e,w,s)— F{u,v,æ, — s), seront celles que l’on obtiendrait alors en éliminant deux des trois variables principales entre les formules (3) du $ I.
Nota. — Lorsque, après avoir développé, dans les formules du troisième paragraphe, les quantités
RE PT UE NT
suivant les puissances ascendantes de w, v, w, on néglige dans les développements obtenus les termes d’un degré supérieur au second, on peut, de ces mêmes formules, à l’aide de la méthode exposée dans un précédent Mémoire, déduire aisément les équations de condition relatives à la surface de séparation de deux systèmes de molécules. Si l’on suppose que ces deux systèmes soient deux portions du fluide éthéré que renferment deux corps différents, les équations de condition dont nous venons de parler fourniront les lois de la réflexion et de la réfraction de la lumière, exprimées par quatre formules qui montreront comment l’anomalie et l’azimut varient, quand on passe du rayon incident au rayon réfléchi ou réfracté. Enfin, si le corps que termine la surface réfléchissante est transparent, trois des quatre formules coïncideront avec trois formules de Fresnel, et la quatrième se réduira elle-même à la quatrième formule de Fresnel, si le corps transparent est du nombre de ceux qui polarisent complètement la lumière. Alors une certaine constante comprise dans les formules aura pour valeur l'unité.
Les mêmes principes, appliqués aux corps opaques, fournissent des résultats très différents de ceux qui sont relatifs aux corps transparents. Ainsi, en particulier, tandis que la lumière réfléchie sous l'incidence perpendiculaire est généralement très faible, pour un corps transparent, élle devient souvent considérable pour un corps opaque. Si l’on néglige les termes relatifs à la dispersion, si d’ailleurs l’on réduit à l'unité la constante qui a effectivement cette valeur, dans un corps transparent et qui polarise complètement la lumière, les formules que l’on obtiendra pour les corps opaques seront précisément celles que j'ai présentées à l’Académie dans la séance du 4 février dernier. Suivant ces formules, la lumière réfléchie sous l'incidence perpendiculaire par certains
PRE PO nl
métaux pourrait égaler ou même surpasser la moitié de la lumière incidente. Elle en serait plus de la moitié pour l'acier parfaitement poli et plus des huit dixièmes pour l'argent. Elle varierait ensuite assez lentement à partir de l'incidence perpendiculaire; et sur l'argent, la variation de la lumière réfléchie ne serait pas de 45, quand on passerait de l'incidence perpendiculaire à l'incidence principale, mesurée par un angle de 73%. Au reste, je reviendrai dans un autre article sur les formules dont il s’agit. Les physiciens seront curieux sans doute d'en comparer les résultats avec les expériences annoncées par M. Arago.
C.R.,t. VII, p. 589 (22 avril 1839). — Suite
Si maintenant l’on pose, pour abréger, (3) = AË + Bn + CE,
A, B, C désignant trois constantes réelles ou imaginaires, on tirera des formules (2)
(4) F(Dz, D, Dz, De)# — 0.
Si les constantes À, B, C sont réelles et représentent les cosinus des angles formés par un axe fixe avec les demi-axes des coordonnées positives, # représentera le déplacement d’une molécule mesuré parallèlement à l'axe fixe. Donc un semblable déplacement sera la variable principale d’une équation aux différences partielles qui conservera la même forme quel que soit l'axe fixe que l’on considère.
Au reste, si, pour revenir des formules (2) du $ IT aux équations générales des mouvements infiniment petits d’un système de molécules, on remplace dans les formules dont il s’agit
u par Dr, v par D,, « par D:;
alors, en désignant par
Vars Vins Nas Vrs Vip Var = Vas Very = Vy,x OEuvres de C.—S.I, t. IV. ; 33
des fonctions de D, D,, D:
déterminées par les formules
Fe i f{r) + f(r)cos?x, .
(5) Ve x =S$ {on ( à ! Certes, +00 pneu Da ss) : Vr,r =: SEE Vz,z =:
fn) ü 4 AR (r}:CO0S 5 COS) : À (0) Vr,z = S Ê f| | : 8 1 (e’ (cosa V,+cos8 D, +cosyD.) __ 1) | | RO ROUES « AREAS
on verra ces équations générales se réduire à
D’ E — Var Ë Ver Tr Vr,z6
Din Vysxé + Vin + Vrsbs DE Vz,rË Verne Vz,zc.
Chacune des équations (7) étant du second ordre par rapport à £,
pour déduire de ces mêmes équations les valeurs générales des va-
riables principales
il sera nécessaire que l’on connaisse les valeurs initiales de ces variables et de leurs dérivées du premier ordre prises par rapport à £. Si l’on désigne par
(2,72) (22,3) (273), Dle,y,s), X(a,7,3), (x, y, 2) ces valeurs initiales, le problème consistera généralement à intégrer les formules (7) de manière que l’on ait, pour £ —0,
(8) 5 —9(x,7, 2), n— 42, Y;3), E—%(x,y,z) d£ | dn si dé (9) ni = Pa») D XXE) 7 Tu (a: y, 4 S V. — Mouvements dont les équations renferment seulement deux variables indépendantes.
Soient 7 ARS: RO
les cosinus des angles que forme avec.les demi-axes des x, y et =
positives un plan énvariable passant par l’origine des coordonnées, et
(1) t—=ax+by+ cz
la distance d’un point quelconque +, y, 3 à ce même plan. Supposons d’ailleurs que, dans un système homogène de molécules mises en vibration, les déplacements et les vitesses ne dépendent, au premier instant, que de la distance & au plan invariable. Les conditions (8), (9) du paragraphe précédent se réduiront à des équations de la forme
(2) É=obh Onæxhh &—40), dE dn Ê
(3 nt \ —_—X % EE { r
3) de ere ae et) "HR AE
qui devront être vérifiées pour £— 0, et les valeurs générales des variables principales
dépendront uniquement de « et de s. Car, en supposant £, r, Ÿ fonctions des seules variables indépendantes + et {, on aura, en vertu de l’équation (1),
(4) D'=4D;, D, — bD,, Bic:
par conséquent les formules (5), (6) du paragraphe précédent se réduiront à
f(r) + f(r)cose, … Rens + (ercosëD, —_:) , Vr,7 =... Vz,z —:..,
) cosB cosy r
k Cr ; (6) Vr.:=S Ê Ë (erosip, — | pe Ven sasse Ney ass
la valeur de cos étant
= s] se
COSÔ — a COS + b cosB + c cosy.
Or, comme en vertu des formules (5), (6), les équations (7) du $ IV, c'est-à-dire les équations qui représentent les mouvements infiniment petits du système, renfermeront seulement, avec les variables principales &, », 7, les deux variables indépendantes + et 4, on pourra les
intégrer de manière que les conditions (2), (3) se trouvent vérifiées pour t— 0, et ainsi l’on obtiendra les valeurs générales de &, n, Ÿ qui dépendront seulement de + et de £.
Ce n’est pas tout. Si les valeurs initiales de Ë, n, € et de leurs dérivées sont proportionnelles à une seule exponentielle népérienne de la forme
eht
de sorte qu'on doive avoir, pour {= 0,
(8) E = Left, n = Wet, = Cehr, dé da dé REA kr Es LES ARR 5 kr (9) di PERS RES EU Pre
le coefficient £ pouvant être réel ou imaginaire, les valeurs générales
de
considérées comme fonctions de +, devront elles-mêmes être supposées proportionnelles à l’exponentielle dont il s’agit. Car on aura, dans cette supposition,
(ro) DÉ=hE, Din—=kn, DE HE, ce qui réduira les expressions symboliques Vars Vyos Vas Vs Vzxr Vars déterminées par les formules (5), (6), aux coefficients ÉD 00 À, 3: À
déterminés par les équations
f(r) + f(r) cos? «
(tres 1) |, NS re Le PEAR
ui) £=s{m
ES @= | m 10) 208 cos7 (res 1)|, D —..., ee
EXTRAIT N° 38. 261 et, par suite, les équations (7) du $ IV deviendront
. D'E=LRE+ An+9E, (13) D? = RE + In + RE, | Dé 9E+ En +IE.
Or, si, en supposant constants les coefficients £,9R, 9%, ®, 2, &, on intègre les équations (13) de manière à remplir les conditions (8), (9), on obtiendra évidemment des valeurs générales de £, », £ qui, considérées comme fonctions de x, seront proportionnelles à l’exponentielle
eke,
Si l’on pose, pour abréger, (14) 8—= AË + Bn + Cé,
À, B, C désignant trois coefficients réels ou imaginaires, et si d'ailleurs on choisit ces coefficients et la constante s der manière à vérifier les équations (2 } du $ IT, savoir :
| (£ —s)A + RB + 2C —0, (15) { RA+ (NL —s)B+ PC —0, He Los
on tirera des formules (13) (16) D? 4 828; Soient maintenant
les valeurs initiales de
dans le cas où les valeurs initiales de £, n, £ et de leurs dérivées sont déterminées par les formules (8), (9). On aura
(17) mr) =(AR + B+Ce)elt, IE(:) — (AD + BE + CFjefr, ou, ce qui revient au même,
(18) mfr)= 0e, Ii) = ver,
les valeurs de ©, © étant 19) Ù == A + Bi + CE, 9 —AD+ BE + CF,
et l’on tirera de l’équation (16)
dt,
ekr +st a eh st t eh +st + eh st 20) St 8 + Q À / 2 À. 2
par conséquent
eht+st + ehki—st QU ehr+st __ hist +] %
D'ailleurs la formule (21) pourra encore s'écrire comme 11 suit
ekr+st + ehr—st
| AË+Bn+CË—(AX + Bu + CE)
ekv “ASE ekv—st
DA {IL — 52) — 290 — 52) + 2PIR
Or de l'équation (23), jointe à deux des équations (15), ou, ce qui re-
vient au même, aux formules (r1) ou (15) du $ Il, on déduira en général trois systèmes de valeurs de
et comme, pour chacun de ces trois systèmes, la formule (22) établira
une relation linéaire entre les variables principales
on obtiendra en tout, entre ces mêmes variables, trois équations du premier degré qui suffliront pour les déterminer complètement. Les
valeurs de
S2 Ti 66
ainsi déterminées renfermeront six espèces de termes qui seront respectivement proportionnels à six exponentielles de la forme
kr +s't RSR € ki Es"t RARES" ko sr Ar St e tv à € tv y e v'r e t : a ‘En, x € b) :
si l’on désigne par
_les trois valeurs de s°? propres à vérifier l'équation (23); et elles représenteront en conséquence les sommes des six valeurs que peuvent acquérir les déplacements symboliques des molécules, correspondants aux trois axes coordonnés, dans six mouvements simples superposés l’un à l’autre (vorr le $ IT). Les plans des ondes propagées dans ces mouvements simples seront tous parallèles au plan invariable représenté par l’équation
(25) to ou (26) ax +by +cz—o;
et, parmi les six mouvements simples dont il s’agit, ceux qui correspondront à une même valeur de s?, par conséquent à deux valeurs de s égales entre elles au signe près, offriront des ondes planes qui se 5 =
propageront en sens contraires, mais avec la même vitesse, cette vitesse étant le rapport numérique entre les coefficients de ÿ— 1 dans la valeur de s et dans la valeur de #.
Si, à l’aide de la formule (21) ou (22), on voulait calculer, non plus
les valeurs totales des variables principales Le 1 C,
mais seulement les parties de ces valeurs qui répondent à l’une des trois valeurs de s?, il faudrait évidemment supposer l’expression
8 = AË + Bn + CÈ
déterminée par l'équation (21) ou (22) pour cette même valeur de s?, et réduite à zéro pour les deux autres.
Remarquons encore que si l’on pose
; + S 127 ] k passes oO, l'équation (21) pourra, en vertu des formules (18), être.réduite à
(28) #«— dt.
olr+olt)+m(r—- ot) 4 fr Ses + IL: — ot)
On arrive à la même conclusion en observant que, dans le cas où les variables
Ë, 1 É, 8, considérées comme fonctions de «, sont proportionnelles à l’exponenuielle ehx, on a identiquement n \ 2 L .
de sorte qu’alors on peut écrire l'équation (16) sous la forme
(So D?# — w? Dis ou
d?# d?# 31 = 4? , ) ot? dr?
Or l'intégrale générale de l'équation (3r) est précisément la formule (28). Quand les mouvements simples, propagés dans le système de molé-
cules que l’on considère, sont du nombre de ceux qui se propagent sans s'affaiblir, les valeurs de Æ et de s n’offrent pas de parties réelles. Alors la valeur de w que fournira l'équation (27), et qui sera positive si l’on choisit convenablement le signe de s, viendra se confondre avec la vitesse de propagation Q des ondes planes, en sorte que la for-
mule (28) donnera
: mfi+Qt)+ulr —Qr) “Ir + Qr) + Mi — Q4) (aa ee + me C "0 =
Si d’ailleurs, pour chaque valeur de s°, les valeurs des rapports
tirées des foules (15), sont réelles, on pourra prendre, pour ("CURE EE DS
des quantités réelles assujetties à vérifier la condition
et les trois valeurs de #, relatives aux trois valeurs de s?, représenteront trois déplacements symboliques d'une même molécule, les trois déplacements effectifs correspondants étant mesurés parallèlement à trois axes fixes qui se couperont à angles droits. { Voir le Mémoire Sur la dispersion de la luruére.)
Lorsque les valeurs initiales des variables principales ë, n,
et de leurs dérivées sont fonctions de + sans être proportionnelles à une seule exponentielle de la forme
ehr,
on peut du moins considérer chacune de ces valeurs initiales comme formée par l'addition d’une infinité de termes proportionnels à de semblables exponentielles. Ainsi, par exemple, si la valeur initiale de Z est donnée par la première des équations (2), elle pourra, en vertu
Clavres dé CS. 1 t. AV. 34
[Na
d'un tiéorème connu (voir les Exercices de Mathématiques), ètre pré-
sentée sous la forme
œ LA tin ! LÉ à (9/\ VÉLE PINE EN x (34). Fi : eRT PVTT q(p) dp du.
2 Île Pi D
Si, au premier instant, il n'y avait de déplacements et de mouvements
produits qu'entre les limites
(35) ee 00, dde
les fonctions »(+x), 7(v), ... devraient être supposées nulles hors de ces limites, ce qui permettrait de réduire l'intégrale (34) à la sui-
vante
I 32 ni, À y— (36) _ J e&—P)V—1 p{p) du do.
\ 2T i Le ds
-Des remarques précédentes, jointes à ce qui a été dit plus haut, il résulte que, dans le cas où les valeurs initiales des variables"prineipales et de leurs dérivées sont fonctions d'une seule coordonnée, propre à représenter la distance « d’un point quelconque (x, y, 3) à un plan invariable, les vibrations des molécules, au bout d’un temps quelconque 4, peuvent être censées résulter de la superposition d'une infinité d'ondes planes renfermées dans des plans parallèles au plan invariable dont 1l s'agit.
Il nous reste à déduire des formules qui précèdent le mode de propagation de ces ondes, pour le cas où on les suppose primitivement renfermées dans une tranche très mince ou dans une très petite por-
tion de l’espace. Tel sera l’objet des paragraphes suivants.
C.R.,t. VIIL, p. 659 (29 avril 1839). — Suite
Soient maintenant - A’, B', | D F. he B”, us A7 nr, C’
trois systèmes de valeurs de Br 6:
qui correspondent aux trois valeurs de s? représentées par
SO ni TE Ve et nommons
4 " " res
les valeurs correspondantes de #. On aura | ÿ —A'E+B'n TRE WA
AE + B'n+C'E,
MAT hB'a + CE.
Supposons d'ailleurs que, ces dernières équations étant résolues par
rapport à €,", 7, on entire
mon mm ,"t
ARS 8” + a"8”,
SR C'E À [7/2 //2 CE c'e + c'e” + c'e”.
Comme on devra obtenir des équations identiques, en substituant dans
les formules (34) les valeurs de Ë, », Ÿ fournies par leséquations (35,
ou, dans les formules (35), les valeurs de #’, #”, #” fournies par les équa-
tions (3/4), on aura non seulement
| SA FDB'5cC —1, a"A +D"B +c"C —o, a”"A' + b”B + c"C -
AR DR 10C'—6,. a"À" << D'B'+C"C"—7Tr, a"AÀ" + DB" + c"C”
( V7 Er de b' DE c! C"— 0, a AT se b” Br c’ 67 js 0, DA ET LT B’ + €
US D. CAES Pa
SI
ENT
mais encore
LarA' + a"A"— a"A"— 1, b'A'+ DA": b'A"—o,. c'A'+ c'A" + CA" — 0,
a’B'+a"B"+a"B"—o, Db'B'+ DB" DB" :1, c'B'+ CREER — 0,
atC' + a"C+a"C"—0, b'C + b'C"+ bC"—o, c'C + c'C" + "C1,
et, en vertu des formules (36), on pourra regarder x Di c'e. A: b, Ca) a comme trois systèmes de valeurs des constantes OR s PES assujetties à vérifier l'équation (38) aA + bB + cC — avec deux des formules | aA' + bB' +cC'—o,
(39) aA"+bB"+cC"—0, a "+ bB"+ cC"—0,
savoir, avec celles de ces formules qui ne contredisent pas l'équation (38).
Ainsi, en particulier,
seront les valeurs de
propres à vérifier l'équation (38) avec les deux dernières des formules (39), desquelles on tirera
a de b dE C :
B” "62 LI Bb" EC A 0! A A er AT TS A’ Bb" (gr A7 B’ ?
de plus, comme en vertu des équations (15) ou, ee qui revient au même, en vertu de la formule (15) du $ HI, les différences
Bb’ C7 PE Bb” FE C7 A” RP (Eu A7 ‘ Le B’ RES F. 4 B’
seront en général, et lorsque s’? différera de s?, respectivement pro-
portionnelles aux produits des différences RP ST (or ape he (x es Fe) c g? De FE IR eee)
par les coefficients
[ et par les expressions 112 < R HI > DR ve ge &) (on ç +2), (s'2 PR. re =) ( M3 JL + D) o Ÿ
1» ‘ C Ru | E9 ( -x+R) (rex +
il est clair que, si l’on pose, pour abréger,
pare cf cer ee ï f RP sd (41) Co — 2 2-0 + Ra Nr sd s”2— IT + — :
| Ÿ 2 19 RD 7) V L2 à m> . v D na (sr: Lee) (s L 1
on tirera généralement de la formule (40), jointe à l'équation (58,
RE | BR au 9 1, A\ 28 nt RE Te a à). a : PS a RE LD
un T7 rs
Run _ nur /. en SN a: ACT É At a) ia (TS : (x (5)
: ——— + CR ue
Pete — DT + nés FR v9.
à 5 - Ÿ Ai ve
Enfin, comme en vertu des formules (41), #, @, & seront des fonctions entières et symétriques des racines M»
SES SES 08 de l'équation (23), par conséquent, des fonctions rationnelles des coefficients
É; A, R, 2, R les valeurs des produits ah, 2: A6 DA, ND, Hs CA: Ch... CC, et par suite les valeurs de
at: 20: b0; Be em ce.
déduites de la formule (42), seront évidemment des fonctions ration-
nelles de s? et des coefficients ft, M MU ES SR
qui dépendent uniquement de la constante #.
Concevons à présent que, dans les formules (35), on substitue les
valeurs de
DAC re GS Le + UMR | Se Ses, Let Ed
alors, en désignant par
les parties de
&, n, € qui renferment l'exponentielle es.
dans laquelle s représente l’une quelconque des six constantes
pe
on trouvera généralement Ë a Es + Es + Es —+- Ë Le ve Esm + E_sm, | {A—NITN —s! HN NE st + As + Ni 5m, CR És + Ce + Con + En + Ésm + E_ sm, les valeurs de
u w Es, 15) =s
étant, pour chaque valeur de s, déterminées par la formule
“+ Ë a t (44) ae T Perieratdetr7+tl ve Ta à C 5 À
de laquelle on tire
gvr CES pe) G Q É ce | + e ST P KO Q& Los « | CA LS S nf
st (45) { m=2b (ot ee | x eKt st a).
| ke + sc kr 5? t ARE MN) ND TEEN | ; € +e ë "+ Es SE &—a(o + f e a).
| ke+ st Kku— st t ko +st ki—st e + e “6 +—e (46). € ns+ n-: — bo “ + f *? di) 34 D) ke+st kr —st t kr +st ki —5st e 2 RE 21 SR Br + Pl RE (o + f Ÿ at) , > pe. :
ke + se kr st kr +st kr— st | e + € e — b+r=a(o ae, 5 À, p 2$ F Ki st kie—5se kr + st ko et ie ee € — (47) st A =b(o + Q ).
2 25 É ke + st kr— se kr+se ke st e re e RE à: ER lie (o : + ) d 25
S VI. — Sur le mode de propagation des ondes planes.
Parmi les mouvements infiniment petits que peut offrir un système homogène de molécules, on doit surtout distinguer ceux dans lesquels les valeurs initiales des déplacements symboliques
EUR
dépendent uniquement de la distance + à un plan invariable et doivent satisfaire aux conditions (8) et (9) du paragraphe précédent. Lorsque ces mêmes conditions doivent être remplies pour £—o, quel que soit x, alors Les valeurs générales de £, r, Ê se trouvent déterminées par les formules (43), (45) et (46) du $ V; et par suite, comme on l’a déjà remarqué, le mouvement du système, au bout du temps £, résulte de la superposition de six mouvements simples dont chacun peut s’éteindre pour des valeurs croissantes de 4 ou de +, ou bien encore se propager sans s’affaiblir. Ce dernier cas se présente lorsque les valeurs des constantes 4 et ss
n'offrent pas de parties réelles; en sorte qu'on ait, par exemple, TE 6 —=k V—:, s— ok CE
_ket w désignant des constantes réelles. Alors, les conditions (8), (9) du $ V, qui doivent être remplacées, quel que soit x, pour { — 0, se
réduisent à
E = nenvr n =abetvt, c— ee vi, 2) l ; -
dE _ DekrV—1 AE ce V1 RE ski:
dt M dt : dt 4
et les formules (4) du même paragraphe qui fournissent, non pas les
valeurs totales de
mais seulement les parties de ces valeurs qui correspondent à l’une
des six valeurs de s, par conséquent à l’une des six valeurs de la quan-
tité s (3) o= > deviennent / à Es n PE = Em ia Da eve | Oek(r—arT)V—t qe Ë À .
E AS t rue * (4) d th Dek(G—ot)V-i f Gek(r—or)v—1 de |; æ 0 ,
a Le + :
ttc oekC—oe Ca Tr + [ Vek(r—07) Fo de | L 0
+ désignant une variable auxiliaire à l’égard de laquelle les intégra- “tions s'effectuent entre les limites
Ajoutons qu’en vertu de l'équation (3) la formule (5) First, qui fournit la relation entre # et s pourra s’écrire comme il suit (6) F(k,wk)—o, et se réduira, si la fonction F(#, s) est homogène, à (7) F{r,w)—o.
Donc alors la valeur de w deviendra indépendante de la valeur attribuée à #. Enfin, si les trois équations des mouvements infiniment petits du système que l’on considère se réduisent à des équations homogènes, les produits À, 4 M AN 0 DG, CA; cb CC,
et par suite les produits
EU: 20 DO D EU CE seront eux-mêmes indépendants de la valeur attribuée à #, en vertu de
la formule (42) du $ V.
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Si l’on désigne par ©
les seconds membres des équations (2), c’est-à-dire les valeurs ini-
üales de d£ da dé di: di di
que fournissent ces mêmes équations, on tirera des formules (4),
jointes aux équations (19) du $ V, la a[Aofi—ot)+ Byli— ot) +C dii—ot)]
t + [ 2a[AD— or) +BX{i—oT) +CW(i—or)]dr,
tv 0 ne Fb[AoG(L— wt) + Bye —«wt) + Chr —wt)] Se c :
ue, | LbIA®D(E — 07) + BX{i—wTr) +CW(:— wT)]d7, A ARE +C[AoG(r—mt)+Byfi—mt)+CV(:—wt)]
{ lo 1e SCA De — w7) + BX{i— 7) + CY{r — wT)] dr. | “0
Supposons maintenant que les conditions (2) doivent se véritier pour {— 0, non plus quel que soit «, mais seulement entre les limites
(9) T— th Lt
Pour tenir compte de cette dernière circonstance, il suffira de remplacer, dans les formules (2), l’exponentielle
ekry—1
par l'intégrale définie
n 2 v, ñ \ É SET # ee»
(10) —— SU CRIV TA PV TE did 28 J is
qui possède la double propriété de se réduire à cette exponentielle, quand + reste comprise entre les limites dont il s’agit, et de s’évanouir
quand « est située hors de ces limites. Or cela reviendra évidemment à
remplacer l'exponentielle ki
par une somme composée d’un nombre infini de termes proportionnels à d’autres exponentielles de la forme
ie TE,
le coefficient de chacune de ces dernières étant lui-même une expression de la forme
LR
1 NT ST PT eu:
ris av | er v)pV ! do,
et As désignant un accroissement infiniment petit attribué à la variable auxiliaire v. Donc alors, si l’on représente toujours par Ës ss És
les parties de
qui correspondent à une racine s de l'équation (5), on devra, aux formules (4), substituer les équations
æ Le Ll ! sn TN, re CR tax oit—ot—$ —14 ,KpV—1 Ës sl LADe ne) VTT EVE dy de o
t o & Ll ! p—— nn ” i f [ f ta0ev(—or—p)V—: e*P V—T dr du do, d. «0 n Lye
_— © to
1 D tv, ee 1 Ent +. _ RO MVC CRT up à NES a) !
t œ tv DE LI [ fe p Abo et —or—p)V—T ke V—1 dz dy do, ddr True
SX
œ La ! ! NES = / Î CODE SPP PV du dp . MD é,
t on tv A : CHROAES = | [ ‘4 1 COe vtr TV SPVT re du do, 0 —æœt v,
en considérant toujours a, b, ce, A, B, C, par conséquent © et Ÿ, comme fonctions des coefficients Æ et s, et supposant ces coefficients déterminés, non plus par les formules (1), mais par les suivantes
(12) k=uy—1, $ — où ÿ—1.
Lorsque les trois équations des mouvements infiniment petits se réduiront à des équations homogènes, alors la valeur de w et celles des
produits a "av DO DOI CCU Ce
seront, dans les formules (11), indépendantes de v; et par suite les intégrales doubles relatives aux variables auxiliaires b et v, dans ces formules, seront proportionnelles à l’une des expressions
I si pr! Er 7 5 ARE
7q | | eur pit keV du de
CLR a: :
qui, pour des valeurs réelles de w, se réduisent à zéro ou aux deux
I x se y — f— ss VIT ut Er ko A : [ J e MR TE ENT Es,
exponentielles ek(t—wet)ÿ—1, ek(v—wr)y—i,
suivant que les différences v— ol, rt — "NT
se trouvent situées ou non hors des limites «,, ,. Donc alors les va-
leurs de £s 15 És
se réduiront à celles que fournissent les équations (4) quand on convient de remplacer par zéro chacune des exponentielles
R RE se Fu, ek(v—ot)y -1 exe wT) 1,
toutes les fois que le coefficient de ÿ— 1 dans l’exposant est situé hors des limites «,, «,. En conséquence, si, les équations des mouvements
infiniment petits étant homogènes, les valeurs de fournies par l'équation (7) sont réelles, Les formules (11) donneront: 1° pourt >, +wt,
(13) CREER #0, Dre 08
2° pour t << to + ob,
ao PS re DO ET at RS LS CARS pours (14) bre ra f efeYT do, ls — EX ee $ dp, És—= — e “PV do; x t
tandis que, pour des valeurs de « comprises entre les limites (15) : à = 10 + ob, = u +ob, les mêmes formules, jointes à la seconde des équations (1), donneront
keÿ/—r ek(t—wt)y—1
— (rt — Er a:
Es = a0oek( ot)V Fa 44% j—— ke V I k (v tu) t) ver er a — ; te 6) En iboet-a)Wt + ip .
ce Es ke y—1 k(r—ot) ÿ—1 = 1c0e( œt)ÿ—1 + + CV € e
\ J s et, par suite,
: © — s+es=ta(o+ À) ek(r+ot)y—1+1 ta (o — D Jetean —1,
© ÿ BALE
(7) m+ns=3b(o+ À À) ete 00 Ti + ib(o— Ejat-nv— * 2 2
s $ F0) DRE
és + —={tic|0 + PLU EEE c(o— D Jets vov=.
Or, en vertu des formules (13), (14), (16) et (17), jointes aux formules (9) du $ V, il est clair que, dans l'hypothèse admise, le mouvement imprimé au premier instant au système de molécules donné pourra être considéré comme résultant de la superposition de six mouvements simples, dont chacun, répondant à l’une des six valeurs de s ou de w, se propagera dans l’espace avec une vitesse équiva-
lente à la valeur numérique de w, et se trouvera renfermé, au bout du temps ?, dans l'épaisseur de la tranche mobile comprise entre les plans parallèles représentés par les équations (15), de manière à offrir un système d'ondes planes qui ne s’étendront point au delà de la tranche dont il s’agit. Si au premier instant les molécules comprises entre les plans que représentent les équations (9) se trouvent déplacées, en sorte que leurs vitesses initiales se réduisent à zéro, alors © étant nul, ainsi que ®, €, #, les formules (14) coincideront avec les formules (13), et par suite les déplacements des molécules relatifs à l’un des six mouvements simples s’évanoutront, au bout d'un temps quelconque #, en deçà comme au delà de la tranche mobile correspondante. Si au contraire les vitesses initiales des molécules different de zéro, les valeurs de
déterminées par les formules (14), cesseront généralement de s’évanouir; mais du moins elles resteront indépendantes du temps, et par suite, au bout d’un temps quelconque 4, les mouvements vibratoires qui, étant relatifs à l’un des mouvements simples, n’existeront. point encore dans la portion du système située au delà de la tranche mobile correspondante, n’existeront plus dans la portion située en deçà de cette même tranche; de sorte que, dans cette dernière portion, le déplacement d’une molécule située à la distance « du plan invariable, ou plutôt la partie de ce déplacement qui se rapporte à l’un des mouvements simples, conservera constamment la valeur qu’elle acquiert à l'instant où l'on a «=, +ot, et par conséquent
Cp 2 à‘
(18) ÊE
G) Concevons à présent que les valeurs initiales de
oi GE cd 5 dt : de étant nulles hors des limites
Cp, : tv y,
diffèrent de zéro entre ces mêmes limites et se trouvent représentées,
pour une valeur quelconque de +, par les fonctions discontinues eh) xh) dh) d), Xh), Yh).
Chacune de ces fonctions, la première par exemple, pourra être considérée comme une somme de termes proportionnels à des exponentielles imaginaires de la forme ekt va puisque l'intégrale définie I ” " r— (19) 2e [ AU —PV—T op) du dp,
—o Vi,
qui en réalité représente une somme de termes proportionnels à des exponentielles de la forme
ar FT RER "et HER
possédera la double propriété de se réduire à o(+«) entre les limites Me 0e er
et de s’évanouir pour des valeurs de + situées hors de ces limites. Cela posé, les raisonnements à l’aide desquels nous avons établi les formules (4) conduiront, dans le cas présent, aux équations
Laer Î J sa[Ao(o)+Bx(p}+ Cu{p)le 68 PV TT du dp
I LE ref 47 j PM rue | +2 J J_J stse+sxe+ cent -#-015œ ds, /
Re #1
Hb[Ag(e)+B x{o)-+ Cp(p]Te "PV du dé
st EE v, : es +2) | [ 3b[AD(b)+BX (p)+ CWY'(p}Je 8 2 VTT drdu dp,
0 t—ot %
= | +. Sc[Ae(e) + B xp) + Cp (p}Je"E— #1 PV TT du do
I LE sde ete Fe ‘À #3 1c[AD(p)+ BX(p)+ CY(p}Je"® = TV d: du do;
les valeurs de # et de s, que renfermeront les produits ak, ab 20: bd DR DG CA co ct
étant déterminées par les formules (12). Si d’ailleurs, les équations des mouvements infiniment petits étant homogènes, les valeurs de w fournies par l'équation (7) sont réelles, les formules (19) se réduiront aux équations (8), dans lesquelles les fonctions
pa —wt), y(rt—wt), d(r—ot) :
ou
Dir —owt), X(r—wt), Wii — ot), s’évanouiront pour des valeurs de la différence v— QE: OÙ 1 — QT
situées hors des limites
tO» Ts.
Or les formules (20) donneront : 1° pour > +, +wt, les équations (13),
2° pour t<to +ol,
{ t | Ës a} La [AD(r — wr) + BX {1 — ot) + CW{r — wr)] dr,
ou, ce qui revient au même, puisque les fonctions discontinues Dir —wtr), X(— wr}, Wii: —ur)
s’évanouissent dès que
V7 OT
devient inférieur à «,,
| se È La[AD(i— 67) + BX{:— wT) + CW{i— wTr)]dr,
Lise V0
| IE Sn DA EE 0 De 2 00 Ve à A SVT ENTER TT Ne NU A MSC de + , Gr; LISE PS ve ee TS US TR CSS RSS PE SN ES Lise Etes one ,
puis, en supposant que l’on écrive # au lieu de « — or,
s= 2 [ sa[A do) +B X(6)+CW(p)]d,
(23) = 3b[A ®(o) + B X(p) + C F{p)] de,
Tv
ne [ 4c[A de) + B X(e)+ C W(a)1d.
to
Les formules (20) et (23) comprennent, comme cas particuliers, les formules (11) et (14) desquelles on les déduit, en considérant un mouvement infiniment petit dont les équations renferment les seules variables « et £, comme résultant de la superposition d’une infinité de mouvements simples correspondants à des ondes planes, dont les plans sont parallèles à celui que représente l’équation
(24) Et
On conclut d’ailleurs des formules (8), (13) et (23) que, dans l’hypothèse admise, les seules portions du système moléculaire qui offriront, au bout du temps £, des molécules douées de mouvements vibratoires seront les six tranches comprises entre les systèmes de plans parallèles que peuvent représenter les formules (15), quand on attribue à © lune des six valeurs propres à vérifier l'équation (7). Les parties des déplacements moléculaires qui seront relatives à une seule valeur de w, ou, ce qui revient au même, à un seul mouvement simple, et qui, en vertu des formules (13), seront nulles au delà de la tranche correspondante, se réduiront en deçà de la même tranche, soit à zéro, soit à des quantités constantes et indépendantes du temps, suivant que les vitesses initiales des molécules primitivement déplacées seront nulles ou différentes de zéro.
Si les équations des mouvements infiniment petits ne sont pas homogènes, les valeurs de
fournies par les équations (20), ne deviendront plus, en général, indé- OEuvres de C.—S. I. t.1V. 36
pendantes du temps pour des valeurs de + situées hors des limites vo +obl, vu +ot;
et par suite les mouvements vibratoires des molécules, ceux même qui correspondent à une valeur donnée de #, ne seront plus renfermés, au bout du temps #, dans les six tranches terminées par les systèmes de plans parallèles que peuvent représenter les formules (15). Toutefois les mouvements vibratoires des molécules placées en dehors de ces tranches pourront être, dans une première approximation, négligés pour des ondes planes correspondantes à des valeurs données de # et de w, si la valeur de w est réelle, et si d’ailleurs les équations des mouvements infiniment petits se déduisent d’équations homogènes par l'addition de termes dont les coefficients soient très petits, comme il arrive quand la lumière se propage à travers un corps diaphane. Mais alors même l’épaisseur de la tranche, hors de laquelle les vibrations seront peu sensibles, ne pourra être censée constante et indépendante du temps que pour une seule espèce d'ondes planes correspondantes à une valeur déterminée de w, par exemple, dans la théorie de la lumière, pour un rayon de couleur donnée; et lorsque des ondes planes correspondantes à une infinité de valeurs diverses de w se propageront simultanément, l'épaisseur de la tranche hors de laquelle les vibrations seront peu sensibles, loin d’être constante, croitra sans cesse avec le temps. Ajoutons que, dans le cas où les équations des mouvements infiniment petits cessent d'être homogènes, les mouvements vibratoires se progagent, en général, instantanément jusqu’à une distance infinie, ou plutôt jusqu'aux extrémités du système de molécules donné; de sorte que, le temps venant à croître à partir de 4—0o, les molécules placées à de grandes distances de la tranche primitivement ébranlée se déplacent immédiatement et acquièrent des vitesses qui, quoique fort petites, ne sont pourtant pas rigoureusement nulles.
C. R.,t. VILLE, p. 719 (13 mai 1839). — Suite
Addition aux $ V et VI. — Réduction des formules établies dans ces paragraphes.
Les formules établies dans les paragraphes précédents peuvent encore être simplifiées comme on va le voir.
Puisque l'équation (23) du $-V, résolue par rapport à s*, donne pour racines
il est clair que le produit
dont le développement renferme Le terme — s°, sera équivalent au second membre de l'équation (24) du même paragraphe, ou, ce qui revient au même, à la différence entre le premier et le second membre de l'équation (16) du $ I, multipliée par le produit des quatre dénominateurs
Re
—L+ ie. mere, TIR.
On aura donc identiquement
S (s ET &.) (s JT + se (s: NC + &) DA la valeur de 8 étant
DR RE LD E us à à (2) ÿ — + —- — EN Là QAR s HR ; RE 2 £ LD « ee P S JT + rx: 5 — À + R
Si l’on fait, pour abréger,
(3) ss & PT ES Er er ne +6 les formules (1) et (2) deviendront (4) Fée pers (re 2) —(s2—£)(s2— M)(s—0)s, 28 RE. E2 mn E) R
(5 ete — (5) , US ONCIM TNT
puis, en remplaçant successivement s? par chacune des lettres
on tirera des formules (4) et (5), après avoir fait disparaitre dans la
formule (5) les dénominateurs,
{ DR | (s'2— £) (s"2— £) (s"2— £) = TL — M) (L—N), + RE À + (6) { (s2— M)(s72— Lo AE ae AT PAL: d'A (M — {},
| (eau) (sen) (een) = (ne) (um)
Cela posé, les formules (41) du $ V deviendront
[P==—2R(£ — MN —£L), (1) D——RP(M—N)(£ — M), nm — Coin —£) (M—u),
et, par suite, la formule (42) du mème paragraphe, jointe aux équations (15), ou, ce qui revient au même, à la formule (15) du SH,
donnera
Done si l’on choisit
de manière à vérifier, non seulement la formule
PRE A e B # C \9/ 28 E Rœ ne 2 2 èR 2 SI RÈ | » SCOR D 4?
lus Ver mn 8? — JR + 5 s GC + R
on aura simplement (11) RE, Dr be.
En conséquence, les équations (45) du $ V pourront s'écrire comme il
f t l És es - (CS [ © ekr—sr #) V0 / l B{ vehs+ f © ehr—sr &), x 0 t Use C(oe-v+ [ verre), \ :À
7 désignant une variable auxiliaire à l'égard de laquelle les intégrations
suit
Ra:
(12 } { As —
Dim
s'effectuent entre les limites
Au reste, on peut arriver directement aux équations (12) de la manière suivante.
Soient A! ; B' | G's A: b7 : Fa A7 ji ns k |
trois systèmes de valeurs de 4, : BG correspondants aux trois valeurs de s°? représentées par
ANIMÉS
et choisis de manière à vérifier, non seulement la formule (9), mais encore l'équation (10). Si l’on nomme
les valeurs correspondantes de #, on aura
| = AE +B'n +C'E, 13) . ( 8”-— A'E+B’r + C'É,
s" — A"E + B’ Aie CTE:
D'autre part, si l’on combine entre elles par voie d’addition les formules (15) du $ V, respectivement multipliées par
Nr D:
on en tirera £ AA'+ HCUBB'+ %CC'+ L(BC'+ B'C) + 9 (CA'+ C'A) + R(AB'+ A'B) (14) « (: ,=st{AA'+ BB'+ CC).
Or, s* étant censé représenter, dans la formule (14), l’une quelconque des trois racines
le premier membre de cette formule ne sera point altéré quand on changera s° en s'? et réciproquement. Donc le second membre devra remplir la même condition, et l’on aura
s2(AA'+ BB'+ CC'}— s'?{AA'+ BB' + CC') ou, ce qui revient au même, 15) (s?— s’2)(AA'+ BB':+ CC') = 0.
Si, dans la formule (15), on pose s —s', on obtiendra une équation identique ; mais, si l’on prend Perd #4 ou font it
et si d’ailleurs s’?, s”? different de s”?, la formule (15) donnera succes-
sivement A'A” + B'B"+CC'=0,
AA Ai B' SET Bi C”— 0.
eo Q0 EL |
On trouvera de même Ed A L// ais D” B’ se Fe is — 0 :
et, en joignant les trois formules qui précèdent à celles que comprend l'équation (10), on aura définitivement «
L'ANRARIMOUT ES, A'A"+ B’B”+ C’C"—0, (16) 2 A2 we B’2 he C2 = " TAP-A 7 ea BB’ ss ETC — 0, | A2 Br C2 — É. AURA NN ECC — 0.
Or, 11 résulte de ces dernières qu’on vérifiera les formules (13) en
posant Ë — A! 2 AI A’ g” LE A’ s”:
(17) Cat B' Du + per Le 8 ol
Ë — 7 3! mr Cru es C2":
car, si l’on substitue les valeurs précédentes de £, », Ÿ dans les seconds membres des formules (13), ils se réduiront identiquement à
en vertu des équations (16). Donc les formules (13) entraînent les formules (17) et réciproquement. Donc, les formules (17) devant être
vérifiées par les valeurs de 2’, 4”, #” tirées des formules (13), on aura
encore °° AVS RE AUAT A2 — ft, »'C' a BC’ L B"C"— 0,
et les formules (16) entraineront toujours les formules (18). Pour arriver directement à cette conclusion, dans le cas où les systèmes de valeurs de A, B, C propres à vérifier les formules (9) et (10) restent réels, il suffit d'observer qu'alors, en vertu des formules (16),
F. B’, C! , A7 L. jee Le A”, F: C7
représentent les cosinus des angles formés par un premier, un second
et un troisieme axe, perpendiculaires l’un à l’autre, avec les axes rectangulaires des x, y, 3, et qu'en conséquence A ! Û À 2 Ÿ A" ; x, B'’ + p” ; C' , ÇC" à Ée représentent les cosinus des angles formés : 1° par l'axe des x; 2° par l'axe des y; 3° par l'axe des z, avec trois axes rectangulaires entre eux. Pour retrouver maintenant les équations (12), il ne restera plus qu'à
substituer dans les formules (17) les valeurs de #
que fournit l'équation (20) du $ V, quand on pose successivement
Er xs", ea à
Alors, en désignant toujours par
les parties de
qui renferment l’exponentielle kiu—st
dans laquelle s représente l’une quelconque des six constantes
on tirera évidemment des formules (17)
pi 5 £ F a ; É = Es AT GNT et TE Gi, É: s",
(19) ANS + NS + NN + As" + Nes,
CG + Es + Con + Con + Co + Com,
les valeurs de Les 155 Ês
étant, pour chaque valeur de s, déterminées par la formule
% t Ms 0 ” 9 kv—sr (20) =pE Ge tr0elt “es f Dan de,
yat Coté io
EXTRAIT N° 40. 289 ou, ce qui revient au même, par les équations (12). Si d’ailleurs on a
égard aux formules (19) du $ V, on reconnaitra que les équations (12) peuvent s'écrire comme il suit :
t E=HA(AL + B+ Co) + [| LA(AG + BE + Gel" de,
t (21) 4 ni S BAR + Bu + CO)ehr se f 4B(AD + BC + CF)ekt 5" dr,
t Es 4C(AR + Bu +CS)elt— + à LC(AGD + BE + Chekr ST dr.
Les équations (12) ou (21) supposent que les valeurs de À, B, C sont assujetties à vérifier simultanément les formules (9) et (ro). Si elles étaient seulement assujetties à vérifier la formule (9), alors, dans les équations (45) du $ V, on devrait attribuer aux constantes
les valeurs que déterminent, non plus les formules (11), mais la formule (8), c’est-à-dire que l’on devrait dans les équations (12) et (21)
substituer aux constantes
les rapports A B C A?+B?+0C7 A2+B:+C7 A2+B:+0C
On aurait donc alors
/ tua À + Bb + CS pis, 4 A REC non 27 ASE BC tr Marc :
AA + Bu © z . tre, CORÉEN CE PA x A? + B?2+ C2? ” A+ B?+ 0?
dr.
És
icAtEBB+ CS po, d cAP+BE+ CF ARE Fee Mtop fn OR PART C0:
Enfin, si l’on suppose, comme ci-dessus,
PRES PES à
CS
ŒEuvres de C.—S.I,t.IV.
déterminés par le système des formules (9) et(10), on pourra, dans les — diverses équations que renferme le $ VI, remplacer les coefficients
L_ LA
“ S ou b= 4 C[o eh a & f © eu) Vs &|:
k ou, ce qui revient au même,
— t — Es — A (ARE Bas + Co) —w)Vx + f HA(AD + BE + Cfjeke ar) | | LT £ > / gr <a he BAR + Bu + Co)et— #0 + P 1 B(AE + BE + CFjek( er) qe
rs t s E—IiC(AR+By+Ce)et eo Vi D iCIAD +BC + Car) —i ge de 2 ] , \ | L
IA
VII. — Jnitégrales générales des équations qui représentent les mouvements infiniment petits d’un système homogène de molécules sollicitées par des
forces d'attraction ou de répulsion mutuelle.
Les formules (21), (22), (23) ou (24) des pages 289 et 290 représentent seulement des intégrales particulières des équations (7) du SIV, dans le cas où les sommes(4),(5)du SIT offrent des valeurs constantes. Mais la méthode par laquelle nous sommes parvenus à ces intégrales partiçulières fournira encore les intégrales générales des mêmes équations dans le cas dont il.s’agit, par conséquent, les intégrales générales d'un système homogène de molécules sollicitées par des forces d’'at-
EXTRAIT No 40. 291
traction ou de répulsion mutuelle, si l’on commence par transformer les
valeurs initiales de di de“ #
apte OU OT APTE
c’est-à-dire les fonctions
Hot, r,2), 2(en2), Vars), D(x,rs), X(x,7,2), W(x,r, Z;
en sommes de termes proportionnels à des exponentielles imaginaires.
Or, cette transformation peut toujours s’opérer. Car, en vertu des for-
mules connues, on aura par exemple
/ , LE co 1 o œ 2 œ RÉ À AO ane, PAËINeS Vo NEem he dÀ du du dx dy dw (2) 1x, 7; z) = [ Î J E J . eltt 2) 0 —a)+ (25) ]V — 1 o(à, u, y) _ e LL — AE sd = œ de » de dé
et comme, en posant, pour abréger,
(3) UV—I=u, vY—:1 = v, Wy—1—= w,
on réduit la formule { 2) à
ne Per hr PP : dÀdy. dy (4) dense f L L Ne, 4 É e—t—vu ob pv) ddr TE
il est clair que la fonction arbitraire o(x,Y,2)
pourra être considérée comme résultant de l'addition d’une infinité de termes proportionnels à des exponentielles de la forme
ee trr we I y a plus : comme, en vertu des formules (3), on aura ux +vy +wz=(ur+vy + wz)V—1, si l’on pose, pour abréger, (5) k== Vu? + v2+ we et
(6) UT + VS +Wz—k:,
la valeur numérique de « exprimera la distance du point (x, y, +) au plan que représente l'équation
(7) UXZ +YY +WZ—O
quand on regarde
comme constantes, et l’on trouvera
{ 8 ) etL+Vy+Wwz — e* t Ÿ TA ;
@ É) an oo 2 œ :
— dÀdu.dy
(o) Ee 2) . Î 5 eKt ÿ—1 + [ l e7 "À —VH —Wr D (A, Le, v) dx dx dw STE : —D%/—æœ—œ@ Re EE ee ere
Concevons d’ailleurs qu'en prenant pour £, A, N, | PR CRE
des fonctions de w, v, w déterminées par les formules (3), (4) du SH, on prenne pour s une racine de l'équation (12) du même paragraphe,
c’est-à-dire de (10) Fia,v,#,s)=0, et que l’on détermine
en fonction de US
par les formules (9), (10) de la page 285. Enfin supposons, comme dans le S VI,
(11) , k—=ky—:1, (12) DEF t
Dans le cas où l’on supposera constantes les sommes (4) et (5) du SI,
la valeur générale de chacun des déplacements moléculaires Er M 6
se composera évidemment de six parties correspondantes aux six valeurs
de s qui, vérifiant l'équation (10), peuvent être représentées par
etcomme, en vertu de la formule (9), les fonctions (1), c’est-à-dire les seconds membres des formules (8), (9) du $ IV, sont des sommes de termes semblables aux seconds membres des formules (2) du $ VI, il suffira, pour obtenir les intégrales générales cherchées : 1° de remplacer dans les seconds membres des équations (24) de la page 290, les constantes arbitraires |
(13, À RRQ D ER TA ®, Ê $
par six intégrales définies relatives aux variables auxiliaires 2, u, v et semblables à celles que contient la formule (9), c’est-à-dire par l'intégrale
FREE D} du ds lu PT Cents,
et par celles qu'on en déduit en substituant l’une des lettres caractéristiques y, Ÿ, D, X, Y à la lettre ©; 2° d'intégrer par rapport aux variables auxiliaires et entre les limites
— 00 , QC de ces variables, les seconds membres des équations obtenues, après les avoir multipliés par le produit
du dx dw:
3° de calculer, à l’aide des équations nouvelles ainsi formées, les valeurs de
Ésr Ass Cs
qui correspondront aux six valeurs de s, et de les substituer dans les formules (19) de la page 288. En opérant comme on vient de le dire, et posant, pour abréger,
U5) (pv) +B y(à,u,v)+C d(?, u, y), … eee B X(A,u,v) + C WA pv),
on trouvera
v Le Î nÉ he ' f: ,AUe KG a) V1 d} du dy dx dx dw | = —0 © —æ@ —D —D© — x © 2 (27 )° +f in D RUE se [: 1AVekG ur) À du ne dde
ou, ce qui revient au même,
| EE Fe 2): d de ie LAUELE AV a) —) ko] — —; di dy dd à dw 2 UE LA sn 1e [': A Vel —2) +2) —kor]ÿ—1 di du e ue dw . © V0 / oo © x EN LE t}
les intégrations relatives aux variables auxiliaires
étant toutes effectuées entre les limites — x, + % ; et, pour déduire de la formule (16) ou (17) la valeur de n, ou de £,, il suffira de remplacer dans le second membre le facteur A par le facteur B ou C. Si, dans les formules (16), (17), ete., on attribue successivement à s les
six valeurs
les formules (19) de la page 288, savoir
| Ë == Es “ie Es + Esr + E_çn + Es + Es, (18) CN NS + NS + As + sn + Non + Ds, le
C = Ég + Gs + Con + Con + Gsm + EC sm;
représenteront précisément les intégrales générales des équations (7) du $ IV, pourvu que le système de molécules données soit homogène, et qu’en conséquence les sommes (4), (5) du $S II demeurent constantes, c’est-à-dire indépendantes des coordonnées +, y, =. Dans le cas où Îles facteurs
déterminés par les formules (9) et (ro) de la page 285, restent réels,
EXTRAIT N° 40. NE NE ces intégrales générales ne diffèrent pas de celles que nous avons données dans le Mémoire sur la dispersion de la lumière, publié en
Les formules (16), (17), ete., supposent que les facteurs
sont déterminés par le système des formules (9), (10) de la page 285. Si l’on assujettissait les mêmes facteurs à vérifier seulement la formule (9) (p. 285), on déduirait de raisonnements semblables à ceux que nous avons employés dans le paragraphe précédent, non plus la formule (16) ou (17), mais les suivantes :
opPhpe pepe pe ps L AU ON aur dà du dy du dx dw = f° ik à . f- fs A2+B2+ 0° (2x P | æ o fe FE Fe pe t +AV k(u —_wr)ÿ—4 ad} du dy du dx dw Fe + de De Le , A+ BL. CAE TS , ës— EE : +. he ee. AU pepe key du dydi ds ds s “A A2+B2+ C? (27)
; ne [| = ce É Lu AV LUCE) ) (ss) ka] TT dAdo.dy di dx dw d Ho A+B:+0:° | (27)
Dans les formules (19), (20), comme dans les formules (16), (15) et (2, les intégrations relatives aux variables auxiliaires
PÉÉTS VENT LR UM à
doivent généralement être effectuées entre les limites — +, + +.
Toutefois, si les valeurs initiales de
dé: dd dE dé: di
Savoir nDih j(r,r,s), de rie, PO). Xfr,r,s);, :Fixr,z), ne différaient de zéro que pour des valeurs de
correspondantes aux points situés dans un certain espace, par exemple, aux points renfermés entre deux surfaces courbes, deux surfaces cylindriques et deux surfaces planes, représentées par des équations de la
forme
(ar) Z Pair z = File, Emo Ta poirh r=f\(x), (23) X— To; X— ZT;
on pourrait, dans les formules dont il s’agit, en continuant de prendre —æ,+ pour limites des variables auxiliaires v, v, w, supposer les intégrations effectuées par rapport aux variables auxiliaires à, p, v, entre les limites
(24) y —Folà,p), RL ER (23) = fo(), = fi (A), (26) À #2 À = %1.
On pourrait s'assurer directement que les valeurs de MU
fournies par le système des équations (18) et les formules (16)... ou (17)..., remplissent toutes les conditions requises. En effet, pour y parvenir, il suffira d'observer : 1° qu’en vertu des formules (15) du $ V, on satisfera, dans l'hypothèse admise, aux équations (17) du $ IV, en
y substituant à
les produits des facteurs
par l’exponentielle imaginaire ele —2)+ 0 —u)+w 2—»)—kot] ÿ—1 :
ou par l'intégrale
t [ ee) (re) (25) kr] 1 ds:
vo
2° qu'en vertu des formules (18) de la page 287, les équations (16) et (18) donneront, pour {= 0,
k La Le) 2 æo a a : à È ; É ee J— ] 4 d Fe Ë | f 4 [ F 1: o ( À, L y ) elu(e—2) TA (r—p)+% (2—>) —ko 1] Mr Ge du Le dx W x
d£ PAPER RS DE PRe j —— d} du dy du dx dw SH ROSE / [ut —2) +44 (9 —p)+w(s—>) — kor]4/—1 x = f° pepe fs pv)e V(—a)+Y 14 mi ;
ou, ce qui revient au même,
d E=o(xr,7,2), EE D(x,,2).
D'ailleurs les équations {16)..., (17)..., relatives au cas où les facteurs
vérifient la formule
entraineront évidemment les équations (19)..., (20)..., relatives au Cas où la même formule cesse d’être vérifiée, attendu que la formule (9) de la page 285 détermine seulement les rapports géomttriques des trois facteurs
et que l’on aura toujours identiquement
A? s B2 C2 is AT BEC) Abe 0 A1 pi CC
d’où 1l résulte qu’on ramènera le second cas au premier en divisant dans le second cas les facteurs
À;:.B; C0 par la racine carrée de la somme A? + B?+ C?, et les carrés ou produits
A2, B?; C2; -BC/-:CA, AB, OEuvres de C.—S.I,t.1IV. 38
par conséquent aussi les produits AB, AV, 80 DX, GC
par cette même somme.
Observons encore que les intégrales générales fournies par le système des équations (18), et des formules (16)... ou (17)..., coincident avec les valeurs de |
2 tir E que l’on obtiendrait en appliquant aux équations (2) du $ IV la méthode exposée dans le XIX® Cahier du Journal de l’École Polytechnique.
C.R., t. VII, p. 767 (20 mai 1839). — Suite
$ VIITL. Transformation et réduction des intégrales générales.
Si, en désignant par MI Ts 50:
les coordonnées initiales d’une molécule m choisie arbitrairement dans le système donné, on nomme
DER YETS 342 les coordonnées initiales d’une autre molécule m, PA la distance primitive des deux molécules m, #2, et mm f(r)
leur action mutuelle, les équations (1), (2) du SI, et (3) du $S IH, donneront | FOUREX, rcosé.s COST = Z,
fir) d—— | mE Fe ; lose | de AE MC —=..
EXTRAIT N° #1. es
dr
f(r) Pr Pr r (euX+rY+wZz ;) 2 — FRS —— r dr s Er se. ED Le pre 2169 9
| £=S Se m=ç+T, Et Sp ?, (2) 4 :
| ® — 9? . * SG) — — as D 0? à :
\ dv dw dw du © du dv
les valeurs de 6, 5 étant
EE a y) (Re Tez tu | k
_d $ f(r) m r EU APE n < a [uX + vY + wZ}?
Ses re Et) ee UT) — |:
| n na . "h
Soit d’ailleurs s une racine de l'équation (12) du S HE, c’est-à-dire une racine de
(4) Flu)" v;. ®, 0
la forme de la fonction F{u, +, w,s) étant déterminée par l'équation
Lg FU ws) = (LE 82) (0m + 42) (56 — 69) Ver = Qa(£ — 52) — AI — 52) — ALI — 5°) + 2P2A, si l’on suppose
et les rapports
déterminés en fonction de
par les formules (2), (3), (4) jointes aux équations
(£. —S)A+RB+9C—0, (6) { RA+ (M --s2)B+ PC —o, DA+®8B + (9% —s2)C —0,
ou, ce qui revient au même, à la formule
L A te B | Ç (7 ) D: ie RP nee Tex , a 2. A RE x se CHR PURE Ne D Re CI s? — XC + À
si d’ailleurs on pose, comime dans le $ VIF,
(8) u—Uuy—1, U—=vY—:1, ur MY E,
u, v, W étant des quantités réelles, alors, en considérant ces quantités réelles comme des variables auxiliaires, on reconnaîtra que, dans un système homogène, les déplacements moléculaires assujettis à vérifier,
pour 4 — o, les conditions
E—o(r,7,2) nr V2), C— (x, s), (9) dre : da _ de _:
| 7 IA VS) “A Xtæ,r,s}, = FRS
pourront être représentées par le système des équations (18), (20) du $ VIT, jointes aux formules (5), (11),(12) et (15) du même paragraphe. Soient maintenant
les cosinus des angles que forme un axe fixe prolongé dans un sens déterminé avec les demi-axes des
Ts, Ms 14
positives. Si l’on nomme 2 le déplacement d’une molécule mesuré pa-
rallelement à l'axe fixe, et .
la partie de ce déplacement qui correspond à l’une des valeurs de s re-
présentées par
on aura évidemment
Ho) ( 8 —aË + bn + c£,
| 85 — aËs + bns + Co
et par conséquent les équations (18), (20), ... du $ VIT, jointes aux formules (3), (5), (11) et (12) du même paragraphe, donneront
B— By + 85 + 857 + Le Tien ro 8 + 8,
He aÀ + bB + cC Que) (ss) 5e D do dy dx dx dw ve LIU de dm à » LL RON ENT DRE re At+ BR? +0? (27°
+ f FE fa y A+ 0B+cC Qute—2)-He( = pas) se d}.do. dy di dx dw FES RS A? + B? + C? (ar)
les valeurs de U, V étant toujours déterminées par le système des formules (U—Ao (uv) +Bx(2 uv) + CU (A, pu, v),
5 4 ns) MS AQU 2x sl RC uv)
D'ailleurs les formules (18), (20), ... du $ VIT se trouvent évidemment toutes comprises dans les formules (rr)et (12), desquelles on les déduit
en posant
j Mens pes 0 0: 0; ou bien
d == 0, SE re, ou bien encore
Œ—=:0; pro, CT,
suivant que l’on se propose de calculer le déplacement moléculaire €, ? ou n, où €, mesuré parallèlement à l’axe des æ, ou des y, ou des z. Il est bon d'observer qu’en vertu des formules (13) les produits
aA+bB+cC _(aA+bB+cC)[Ao(à,u,v) +By(a,u,v) + CU(2,u,)] A2+B2+C A2 + B?+ C? d aA + bB+cC {aA + BB + cC)[AD(, uv, ») + BX (à, v) + CYWQ,u, vi] A+ B?+C A? + B?+ C2?
di,
considérés comme fonctions de A, B, C, dépendent uniquement des
rapports
En conséquence, on pourra prendre pour À, B, C, dans les équa-
tions (12) et (13), un quelconque des systèmes de valeurs propres à vérifier la formule (6) ou (7), et supposer, par exemple,
. D, RP Éd 193 — de , B— , À C — > | DR RE g2 s? — $ + 82 — IN + — s2— À + —= nu (# 2 R
Dans ce cas particulier l'équation (4) se réduirait à
SO
On pourrait supposer aussi
9 [52 — DL) -+ AŸ?
| = | R{s— 2) +22" ou bien encore, en faisant disparaître les dénominateurs,
A—[2(s2—9R) +ARPIR(sS— 3) + L2], 18) { B—=[R(s—-X) +L2I [LT (s—£) +98].
l C—=[®(s—<) + DR] 2 (5? — M) + RE.
Enfin, comme la formule (7) doit s’accorder avec la formule (rr) du SI,
on pourrait prendre
(19) { B—AR(s?— 9) + PI, :
Il y a plus. Comme, en multipliant par A les trois membres de la for-
Let at. ‘7 Diet a LÉ ste es dec das
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mule (11) du S HE, et par B ou C les trois membres de deux formules semblables tirées par la même méthode des équations (6), on trouve-
rait A? Ve AB à AC | (SIM) NN) As I) +42 Ds) + A?
AB ne B2 2 AB R(s2— MT) +LD (s2—90)(s2— £) — 92 7 Es? — £) + DR" AC . BC om, te C8 D(S—IM)HRE Ps— LS )+HDR (s2—£)(s2— HT) — n°?
il est clair que l’une quelconque des six équations
A {s2—M){s? — 3) — P?, BC—®@(s—£$) +98, (20) 2— (52 J)(s2—£) —2, CA—9(s?—M)+ AP, (s?— £) (s? — IN) — R?, AB—AR(s— XX) +R)
entrainera les cinq autres, et qu’en conséquence on pourra, dans les développements des expressions (14), remplacer les carrés ou produits
AN RSC RG; CA, AB
par les seconds membres des équations (20). Alors, en posant pour
abréger (21) (F=(s2—m)(s— 5) +(2—2%)(s—£) 21 <
on trouvera simplement (22) " A2+ B?+ C2—f, et f ne sera évidemment autre chose que la dérivée qu'on obtiendrait en différentiant par rapport à s°? la fonction F{u,v,w,s) prise en signe contraire.
Comme les valeurs de
se 55 LE: AN, N, ®, 9, R,
données par les formules (2), (3), sont développables avec l’exponen-
telle etXx +pY +wZ
en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes et entières de lt, -#4, 4,
il est clair que, si l’on égale les facteurs
1 PÈRE ee à des fonctions entieres de
SL, M De Léo en supposant, par exemple, ces facteurs déterminés par les équations (18) ou (19), on pourra considérer CAR ut
comme des fonctions entières de s et de w, #, a’, composées d’un nombre fini ou infini de termes. Nommons, dans cette supposition,
[ x» Û;, [z ce que deviennent
quand on y remplace
_par les caractéristiques D, LR D, D..
Alors, en appelant Ps» 159 ds, ®,, X;, ®,
des fonctions de x, y, =, t déterminées par la formule
sad PS f LL LR v) oute—}+0(y arms) se À du dy du dv dw 2 0 Jr. 0 —® — © — © A DEC (27T)°
et par celles qu'on en déduit quand on substitue, dans les deux membres, à la lettré » l’une des lettres y, Ÿ, ®, X, W, on tirera évidemment des équations (12)et (13)
| + (40e + bO; + ecde) f (Ou Ps + [y Xs + Oz os) de.
8 = (40x + bO, + cO:)(Ox9s + Üy%s + O:%%) (24)
Si, dans la formule (22), on réduit l’un des cosinus a, b, c à l'unité, et les deux autres à zéro, on en conclura immédiatement
/ t | Es —=0Or(Trps+ OyXxs + Oz:%) + Of (Or Ps + y; X;+ Oz W:) dt, Vo
t (25) 4 ns —=0;( OrPs + Dyxs + Oz%Ÿ) + 07yr [ (0 Ps + ÜyXs ed Oz) de,
vo
t br :(Oxr9s + Oy%s + Oz Ÿs) + Oz k (D x Ps + y X: + Oz) de.
On simplifiera encore les formules que nous venons d'obtenir, si l’on suppose réduites à des fonctions entières de
#, : I: 5, non plus les valeurs de mais seulement les valeurs de * RP RSS OR DC; CA AR,
en déterminant ces dernières valeurs par le moyen des équations (20). Alors les formules (23)... donneront
(26) be = EU JP TS eee u didudididrdr et NN QU (ar) Ù
et en désignant par
Ür,xs Ur Üz,z, O,:= Oz» : Ozxr= Oe, Or,y = Oy.x
ce que deviennent les seconds membres des formules (20) quand on y remplace
par les caractéristiques
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on obtiendra, au lieu des équations (24) et (25), celles qui suivent t 8 = (aOx,x + bOx,y + CO) (a+ f (IA di) t (ae, 3 + (40 y,x + éOer+e0ne) (+ f sat)
t jar (a Üz,x + b Üz.y + cc [z,:) Cu f vai),
: ? k RES Ü,xPs + Üx,rXs + Ox,z Ÿs + [ (D e,x Ps + Ox,y Xs de O,: Y5s) dE, | à (28) An —= Üy,xr9s + Dy,rXs + Oy,z ds + [ (Dr, e D; + Ü »,7 Xs + C] y, Y,) de,
t | A Oz, r9s + Oz, Xs + O2,z Us + f (Oz,x Ds +- [2,7 Xs + Oz, Y:) de.
\ Ainsi, en définitive, les valeurs de Ës, As; cé
que renferment les intégrales générales des équations des mouvements infiniment petits, pour un système homogène de molécules, étant considérées comme fonctions de
dépendent uniquement de l'intégrale sextuple qui constitue le second membre de l'équation (26) et de celles qu’on en déduit en remplaçant la première des six fonctions |
ar, apr, dam), Dur), XL) Y(ku,)
par l’une des cinq autres.
On ne doit pas oublier que, dans les formules (23) et (26), uw, v, w ont des valeurs imaginaires égales aux produits des variables auxiliaires
PRE PRE par ÿ— 1. Si d’ailleurs on pose, pour plus de commodité,
la valeur de s pouvant être réelle ou imaginaire, l'équation (26) don-
nera
PO Ge if. 4 PE "+ pe }, SU »V) u(a—2)+—p)+w—) si] —1 d?. d a À LA dw.,
Si l’on désigne par 5 l’une quelconque des lettres Pré Ÿ, ®, X, F,
on pourra généralement à la formule (30) substituer la suivante
sr | ns . 13 f ® (À, ire y) Le) (y) (20) 56] 5 Z; dà du dy di dx CAR Fee (27)
Si d’ailleurs on nomme
le second membre de l’une quelconque des formules (20), et si lon représente par
ce que devient ce second membre, quand on y remplace les lettres par les caractéristiques
D, D,, D:, s D,; alors, en posant, pour abréger, S
on trouvera
(33) Ow= > pi LES 2e f Eat, vtt ame niv d? du. nr an v —o _—@© V 2 Ÿ to 27 0 ; . D:
Cette dernière équation, dans laquelle & représente l’une quelconque
des lettres Dre , ®, x, LÉ
et O l’une quelconque des caractéristiques
[xx Üysrs Uz,zs Üyss 2,2 Ur,
TM CRE Rp A Eee dre
fournira les valeurs des expressions Ür,x Ds, Or, r Yo .. Ox,rXs Ses Ozr,r Ds, AL Or, y X5, comprises dans les valeurs générales de
Es Tiss És.
Posons maintenant
(34) k=Vu+v+w, p—V(x—2}+{(y—u)+{3—v)
(35) Sr Si l’on considère les trois variables auxiliaires ARR PAU |
comme représentant des coordonnées rectangulaires, on pourra les transformer en trois coordonnées polaires dont la première serait le rayon vecteur k, à l’aide d'équations de la forme
(36) u — k cosp, v—ksinpcosg, w—ksinpsing.
Pareillement, si l’on considère les trois variables auxiliaires
ou plutôt les trois différences 7 hs À, ne SE y,
comme représentant des coordonnées rectangulaires, on pourra les transformer en trois coordonnées polaires dont la première soit le rayon vecteur p, à l’aide d’équations de la forme
(37) æ —À=pcos6, Y —— = psin0 cosr, 3 — y =psin6 sin.
Faisons d’ailleurs
u(x —À)+v(y—u)+w(z— 1) kp
COSÔ —
ou, Ce qui revient au même, (38) cosd — cosp cos9 + sinp cosgq sin cosr + sinp sing sin ÿsinr.
Comme, en désignant par
une fonction des trois variables +, y, z, on aura généralement, eu égard
aux formules (34),
ti PhuN w) du dv dw
Fe AT 5 fl, v, w)k? sinp dk dq dp
ee 4 flu, v, w)k? sinp dk dq dp et, eu égard aux formules (35), PS re-vr-us- nada (4o) = [ [fre ar p 3 —vip8sin0 de deds rer
" 2% = ==; [ . f f(x —32,y —p,23—v)p?sin0 dp dr db, dat at | la formule (31) donnera
Fran ns : Us +: fe [= (À, ne eK(pcosè— ot) ÿ—1 k2 p? sinp in à dk dq 5 do dr do
les intégrations étant effectuées par rapport aux variables Æ et o entre les limites —, ©; par rapport aux variables p et 6 entre les
limites o, + et par rapport aux variables g etr entre les limites o, 27. Enfin, comme on aura identiquement
! I RTE 26—koty—1 RER ma Dé e—koty—1, )
on tirera de la formule (41)
Ë 97 RE ROTÉ (À, uv) | Qk(pcos2— mr) V4 5: .…. , dk dq dp do dd, (42) sf" [ | + ie fe en p? sinp sin 0 UE
et comme, pour passer de la formule (31) à la formule (33), il suffit de
remplacer dans le second membre ë par 6, on aura encore
| — ht (43) LUE Ti LE — (À; uv) ek(pe0n3— VTT pain p sin0 TES sas
Ce n’est pas tout. Si, dans les formules (40) et (41), on remplace
on devra en même temps, pour que les limites de l’intégration relative
à k ne soient pas interverties, remplacer
dk par Fr ycos?à
et par suite les formules (41), (43) donneront
ADS Ge CT RE UE En Re Ik dq dp do d= dÿ 44) ee / :. f [ d BC pv} A (e EE ae p ps dÿ.
AT de dé diode 2 wF ycos?0
wt
45) Os.=; cs Los . ie [= — O(À, uv) ex (e— ms JV pt sin p sin 0 SEL SE À, ‘El |
(4 cos? 0
Les formules (41) ou (42)et(43) peuvent être simplifiées dans quelques cas dignes de remarque. Supposons, pour fixer les idées, que
L,. 0,00 879). % soient des fonctions homogènes et du second degré de w, v, æ. La fonction
Fu,v,w,s)
sera elle-même une fonction homogène de w, 6, æ,s. Donc alors, eu
EXTRAIT N° #1. 311 égard aux formules (8), (29), (35) et (36), l’équation (4) pourra être réduite à | (46) Fit. uw, So, ou même à (47) F(cosp, sinpcosq, sinp sing, ©) — 0.
Alors aussi, 6 étant une fonction de &, v, w, s, homogène et d’un degré
nul, dépendra uniquement de
P, dd.
par conséquent de p, g; et comme, en supposant réel, on aura géné-
ralement
22 œo UT RE | PU à \ (48) J : ir reat cos) dk dp— 27 f (ES)
la formule (45) pourra, dans cette supposition, être réduite à
(49) Om FE Pi | O5 (7, 4, v)sinp sing Ge o 0 0 0 0
2°T cos? 9 /cos?0 les valeurs de à, v, v étant déterminées par les équations
os
(50) æ —1— : COS 0, 3 — D — — sinO COST, 2 —7— _— sin 9 sin. En vertu de l'équation (49), chacune des intégrales générales des mouvements infiniment petits prendra la forme que j'ai indiquée dans le Bulletin des Sciences d'avril 1830, et la discussion de ces intégrales conduira immédiatement aux résultats énoncés dans ce Bulletin, et dans le n° 17 des Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 1 semestre 1839.
Au reste, je reviendrai dans un autre Mémoire sur les conséquences importantes qui se déduisent de la formule (49), et de plusieurs autres formules comprises dans l'équation (42). On doit surtout remarquer le
cas où la fonction
Flu,v,w,s) = F(uy—i, vi, wy— 1, sy —1)
se réduit à une fonction de s et de v? + v? + w? — Æ?, ou plus généralement à une fonction de s et de W, la lettre W représentant une fonction homogène et du second degré de u, P, w.
Alors, en vertu d’un théorème que j’ai donné dans la 49° livraison des Exercices de Mathématiques, l'intégrale quadruple renfermée dans le second membre de l’équation (49) peut se réduire à une intégrale double, comme je l'ai montré dans un Mémoire présenté à l’Académie le 17 mai 1830. (Voir aussi le Mémoire qui termine le XX° Cahier du Journal d2 l’École Polytechnique.) |
PaysiQue maruëmaTIQuE. — Note sur la quantité de lumuëére réfléchie sous les diverses incidences par les surfaces des corps opaques et spécialement
des métaux.
C.R., t. VII, p. 553 (15 avril
Les méthodes que j'ai présentées dans les derniers Comptes rendus, et dont j'offrirai les développements à l’Académie dans les prochaines séances, fournissent, comme j’en ai déjà fait la remarque, les moyens de déterminer par le calcul, non seulement la direction et les plans de polarisation des rayons réfléchis ou réfractés par la surface d’un corps transparent ou opaque, mais encore le rapport entre la quantité de lumière réfléchie ou réfractée et la lumière incidente. On sait combien la détermination de ce rapport est délicate, combien les expériences de photométrie exigent de précautions pour que l’on puisse ajouter quelque confiance aux résultats qu’elles donnent; et, pour ce motif, les vrais amis de la Science désirent vivement voir bientôt publiées les importantes observations faites par M. Arago sur la quantité de lumière que réfléchissent les surfaces métalliques. Peut-être, avant cette publication, et dans un sujet si difficile, paraitrai-je bien téméraire d’oser
offrir à l'Académie les résultats numériques de mes formules. Mais j'espère que l’on me saura gré de cette témérité même. Cela prouvera du moins, de manière à dissiper tous Les doutes qui pourraient subsister encore dans quelques esprits, que mes formules ne ressemblent en rien à des formules d’interpolation; et, dans le fait, pour calculer l’intensité de la lumière réfléchie par divers métaux sous diverses ineidences, et telle que je la donnerai tout à l'heure, je ne me suis servi ni n’ai voulu me servir d'aucune expérience d'intensité. On me demandera peut-être quelles sont donc les données dont j'ai fait usage : je vais entrer à ce sujet dans quelques détails.
Lorsque la lumière passe de l'air dans un corps homogène, il existe un certain rapport entre l'épaisseur des ondes ineidentes et l'épaisseur des ondes réfractées, ou, ce qui revient au même, entre le sinus d’ineidence et le sinus de réfraction. Ce rapport a été nommé l'indice de réfraction. Lorsque le corps est transparent et isophane, l'indice de réfraction demeure constant pour toutes les incidences. Alors, si l’on néglige dans mes formules les termes relatifs à la dispersion, si d’ailleurs on réduit à l’unité une certaine constante que plusieurs phénomènes, et particulièrement celui de la polarisation complète ou presque complète, sous une certaine incidence, indiquent comme devant avoir à très peu près cette valeur, on pourra déduire du seul indice de réfraction les lois de la polarisation produite par la réflexion ou la réfraction de la lumière, et les formules obtenues seront précisément celles que Fresnel a données. J’ajouterai qu’en vertu d’un théorème découvert par M. Brewster, et qui s'accorde avec ces formules, l'indice de réfraction, étant la tangente trigonométrique de l’angle de polarisation, sera immédiatement fourni par l'observation de cet angle.
Concevons maintenant que le corps donné, restant isophane, cesse d'être transparent et devienne ce qu’on nomme un corps opaque; alors les ondes incidentes donneront encore naissance à des ondes réfléchies et à des ondes réfractées. Seulement ces dernières, en se propageant dans le corps opaque, s’affaibliront rapidement, de manière à devenir insensibles à une distance comparable à la longueur d’une ondulation
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lumineuse, par exemple, à la distance d’un demi-millième de millimètre. Mais il existera toujours un indice de réfraction qui sera encore le rapport entre les sinus des angles d'incidence et de réfraction, formés par la normale à la surface réfléchissante avec les perpendiculaires aux plans des ondes incidentes et réfractées. Toutefois, en supposant même qu’on néglige la dispersion et que l’on réduise à l'unité la constante ci-dessus mentionnée, on nepourra plus déduire les lois des phénomènes du seul indice de réfraction. On aura besoin d’une seconde donnée, qui pourra être le coefficient d'extinction, c’est-à-dire la constante qui indique la rapidité plus ou moins grande avec laquelle le mouvement s'éteint en pénétrant dans le corps opaque. Ainsi, en résumé, des formules qui représentent, avec une approximation suffisante dans la plupart des cas, les lois de la réflexion et de la réfraction de la lumière, peuvent se déduire, pour les corps transparents, d’une seule donnée, savoir, l'indice de réfraction, et pour les corps opaques, de deux données, savoir, l'indice de réfraction et le coefficient d’extinction. On sent parfaitement que nos méthodes nous conduisent iei à une conclusion entièrement conforme à la nature des faits. Il est effectivement très naturel, dans la théorie de la lumière, d'établir une distinction fondamentale entre les corps transparents et les corps opaques. St, pour ces derniers, la théorie exige deux données au lieu d’une, cela tient à ce qu’effectivement ils ont la double propriété de réfracter plus ou moins la lumière et de l’éteindre plus ou moins rapidement. Il n’est pas plus permis de faire abstraction de la seconde propriété que de faire abstraction de la première; et, après cette explication, personne ne s’étonnera de ce que, dans les séances précédentes, j'ai dit que, pour établir les lois de la réflexion à la surface des corps opaqués, j'avais besoin d'emprunter deux données à l'expérience. Mais on sera surpris davantage de ce qui va suivre. En voyant que, pour établir les lois des phénomènes et calculer l'intensité de la lumière réfléchie par un corps opaque, je réclamais deux observations, quelques personnes ont pu s'imaginer que ces deux observations devaient nécessairement fournir l'intensité de la lumière sous deux incidences dis-
tinctes. Cependant il n’en est rien, et les nombres que j'ai présentés dans la dernière séance, ceux même que renfermait le Mémoire du A février dernier, ont été obtenus par une tout autre voie. Pour déterminer l'intensité de la lumière réfléchie par la surface d’un corps opaque, mes formules supposent uniquement que l’on emprunte à l'observation l'incidence principale et l’azimut principal de réflexion, ou, en d’autres termes, l’angle d'incidence appelé par quelques auteurs angle de polarisation maximum, et Vazimut de polarisation du rayon réfléchi sous cette incidence, dans le cas où l’azimut du rayon incident est de 45°. On pourrait aussi remplacer l’azimut de réflexion principal par l’azimut du rayon restauré, après deux réflexions sous l'incidence principale, les tangentes de ces deux azimuts étant, comme je l’ai dit, tellement liées l’une à l’autre, que la seconde soit le carré de a première. Voilà les’ seules données que j'emprunte à l'expérience; mais elles sont l’une et l’autre indispensables. L’une sans l’autre ne suffirait pas; et j'ajouterai que, pour éviter toute équivoque, lorsqu'on voudra comparer mes formules à l'expérience, on devra toujours avoir déduit préalablement ces données d'observations faites sur le corps même auquel les expériences seront relatives.
Après avoir établi les formules générales que j'ai l'honneur d'offrir à l’Académie, je les ai appliquées à quatre métaux, savoir : à l’argent, au mercure, au métal des miroirs et à l’acier. J'ai supposé, d’après les observations de M. Brewster, que les incidences principales relatives à ces quatre métaux étaient respectivement
420, n0sant;: n6e,: s0:
Des expériences du même physicien, les unes directes, les autres indirectes, et relatives au rayon restauré par deux réflexions sous l’inci-
dence principale, m'ont fourni les azimuts de réflexion principaux. Ces azimuts sont, d’après les expériences directes,
et, d’après Les expériences indirectes,
Cela posé, l'intensité de la lumière incidente étant prise pour unité, mes formules donnent, pour l'intensité de lumière réfléchie par les quatre métaux : 1° sous l'incidence perpendiculaire, si l'on fait usage
des expériences directes, 0,91; 0:79, 0:03, 0:08, et si l’on fait usage des expériences indirectes, 0,80, 0,75, 0,63; 0,55:
2° sous l'incidence principale, si l’on fait usage des expériences directes,
0,87, 0,70, 0,62, 0,50, et si l’on fait usage des expériences indirectes,
On voit ici que, à deux ou trois centièmes près, les expériences directes et indirectes fournissent toujours les mêmes nombres pour l'intensité de la lumière réfléchie. D'ailleurs, 1l suit de ce qui précède : 1° que la quantité de lumière réfléchie par les métaux sous l’incidence perpendiculaire est considérable; 2° que dans le passage de l’incidence perpendiculaire à l’incidence de 73° et au delà, la variation de cette intensité est presque insensible. Ces conclusions, et même les chiffres cidessus présentés, s'accordent, aussi bien qu’on pouvait le désirer, avec le petit nombre des expériences de photométrie déjà connues. Ainsi, en particulier, une expérience de Bouguer donne précisément 0,75 pour l'intensité de la lumière réfléchie par le mercure sous l'angle de 119,5; et M. Potter, ayant mesuré la lumière réfléchie sous diverses incidences par l’acier et par le métal des miroirs, a obtenu des nombres fort peu différents les uns des autres, dont la moyenne est 0,66 pour le métal des miroirs, et 0,56 ou 0,57 pour l'acier. Enfin M. Biot, en rapportant les expériences de Bouguer, dit expressément :
« Pour les corps dont la force réfléchissante est énergique, la quantité de lumière réfléchie sous diverses incidences n’éprouve que des variations très faibles. » C’est aussi ce qu’indiquent mes formules.
EXTRAIT N° 42. 317 Ainsi, la lumière réfléchie sur la surface de l’acier, sous les incidences de AS. 0e Din ne, est, d’après ces formules et les expériences indirectes,
De CA MR ME B,00: 0,00
A la rigueur, en partant de l'incidence perpendiculaire, cette intensité commence par recevoir un léger accroissement à peine sensible, puis elle diminue d'environ + jusqu’à 93° d'incidence.
Au reste, les résultats seront très différents si, au lieu de lumière ordinaire, on emploie de la lumière polarisée. Je trouve en effet qu’alors l'intensité de la lumière réfléchie croit toujours, à partir de l'incidence perpendiculaire, ou commence par décroitre sensiblement pour croître ensuite, après avoir atteint une valeur münimum, selon que le rayon incident est polarisé suivant le plan d'incidence, ou perpendiculairement à ce plan. Pour l'acier, en particulier, l'intensité de la lumière réfléchie sous l'incidence principale est, d’après les expériences directes,
0,87 dans le premier cas, 0,30 dansle second, et d’après les expériences indirectes,
0,86 dans le premier cas, 0,26 dans le second,
Enfin, mes formules me permettent de calculer pour les corps opaques les coefficients d'extinction, Ces coefficients, qui se trouvent ici donnés pour la première fois, sont, pour Les quatre métaux ci-dessus mentionnés,
2 Ur: 3:30. 3,04, J'obtiens aussi les indices de réfraction de ces métaux. Ce qui étonner: peut-être les physiciens, et ce qui, je l'avoue, m'a d’abord causé à moimême quelque surprise, c’est que les indices dont il s’agit sont beaucoup plus faibles qu’on ne le suppose communément. Ce que l’on donnait ordinairement pour l'indice de réfraction d’un métal se rapproche bien davantage de la racine carrée de la somme des carrés de deux
nombres, dont l’un représente cet indice, et l’autre le coefficient d'extinction. Ainsi, par exemple, on se disputait pour savoir si l'indice de réfraction du mercure était |
4,9 ou. 5,8.
Cet indice est en réalité 1,9
environ, par conséquent trois fois plus petit qu’on ne l'avait supposé.
Nota. — Relativement aux expériences de Bouguer, voici ce que dit M. Biot (dans son Traité de Physique, t. IV, p. 776): « Je me bornerai à apporter ici quelques déterminations d’intensités obtenues par Bouguer. Quoique les procédés dont il a fait usage paraissent comporter quelques incertitudes, étant uniquement fondés sur la réduction des diverses lumières à légalité par la diminution des ouvertures qui les admettent, ou par l'augmentation de leur distance, il paraît qu’en général ses résultats sont conformes à la vérité; ce qui n’est pas surprenant, quand l’adresse de l’observateur supplée à l’imperfection des instruments. »
De plus, dans son Précis (p. 621), M. Biot ajoute : « M. Arago a bien voulu m’assurer que les résultats de Bouguer rapportés plus haut lui avaient paru exacts. » Au reste, en attendant les expériences que M. Arago a promises, et que j'appelle de tous mes vœux, je n'avais d'autre ressource que de comparer mes formules aux résultats obtenus par Bouguer et Potter, et il me suffisait que mes nombres ne fussent pas en contradiction avec ceux que l'expérience leur a donnés.
Formules pour la détermination de l'intensité de la lumière réfléchie par la
surface d’un corps opaque, et spécialement d'un métal. Concevons que l’on fasse tomber un rayon lumineux sur la surface d’un corps opaque, mais isophane, par exemple d’un métal. Soient
7 l'angle d'incidence formé par le rayon lumineux avec la normale à la surface réfléchissante ;
de, dire l'y dr ges EME Et a
[ Ja longueur des ondulations du rayon incident que nous supposons propagé dans l'air ou dans un milieu isophane;
27 OR S A # — — la caractéristique de ce même rayon;
k' la caractéristique imaginaire du rayon réfracté, dans le cas où l’on 150:
k’ FÉ RE
7 le coefficient caractéristique du corps opaque, pour + — o.
Enfin 6 le module et e l'argument du coefficient caractéristique Pa t en sorte qu'on ait
= — Be V1 — 6 cose + V—r0 sine.
Le produit 6 cose représentera, pour l'incidence perpendiculaire, le rapport entre les épaisseurs des ondes incidentes et réfractées, ou, ce qui revient au même, le rapport entre le sinus d'incidence et Le sinus de réfraction; il sera donc ce qu’on nomme l'indice de réfraction. Quant à la constante @sine, dont le produit par # sera le coefficient de la distance à la surface réfléchissante, dans le logarithme népérien de l'amplitude du rayon réfracté, elle pourra être censée représenter le coefficient d'extinction. Cela posé, imaginons que la lumière incidente, mesurée par le carré de l'amplitude du rayon incident, étant prise pour unité, on nomme
l'intensité de la lumière réfléchie, selon que le rayon incident est polarisé perpendiculairement au plan d'incidence ou suivant ce même plan. On aura, sous l'incidence perpendiculaire,
(x) B== lang (4 — 2); la valeur de l’angle Ÿ étant donnée par la formule Ex] cotd — cose sin{2 arc tangO).
Si, l’angle + cessant d’être nul, l'incidence devient oblique, la constante imaginaire Qee V1
se trouvera remplacée par une autre
Uev V1, dont le module U et l'argument » seront déterminés par les deux formules sin sin 2€\° (3) cot{au — #) = eote cos [2 arc tang p v=(ie) ) (e) sin 2u
Les valeurs des constantes réelles U et v étant ainsi déterminées, on calculera les intensités Pet J° à l’aide des équations
(4) = tng (e — ©), = tang (7 — ©); dans lesquelles on aura
; U coto — cos{(2e — u) sin {2 arc tang ——— }; 0? cost
Er
| | COST | COLYy — COSu Sin (zare tang %) .
Les formules qui précèdent supposent connues les valeurs de 6 et de « relatives à chaque métal. Pour déduire ces valeurs de l'incidence principale et de l’azimut principal de réflexion, il suffit d'observer que, dans
le cas particulier où l'angle + représente l'incidence principale, on a (6) à 1 U = sinrtangr,
I désignant l’azimut principal de réflexion, et de plus
À sin =) :
\ Le FR _ (7) tang(2e — u) —tangu cos(r — 27), () (ee
Enfin, pour obtenir l'intensité d’un rayon de lumière ordinaire, modifié par la réflexion, j'ai admis avec tous les physiciens qu'il suffisait
de calculer la demi-somme des intensités de deux rayons pri-
mitivement égaux mais polarisés, l’un suivant le plan d'incidence, l’autre perpendiculairement à ce plan.
EXTRAIT No 42, 321
C'est à l’aide des formules précédentes que J'ai obtenu les nombres donnés ci-dessus. Comme, pour les divers métaux, le rapport
est peu considérable, il en résulte que, dans la réflexion sur un métal, les formules (3) donnent sensiblement
HR U
Alors aussi le coefficient d'extinction et l'indice de réfraction n’éprouvent que des variations peu sensibles quand le rayon incident s’écarte de la normale à la surface réfléchissante, et les formules (5) peuvent être, dans une première approximation, remplacées par les suivantes :
COt — COse sin | 2 arc tan ? 50 sa) ; (9) . COST COtY — COSE SIN (2 arctang ) }:
Les formules (9), appliquées à l'acier depuis + — o jusqu'à + — 55",
m'ont donné, à moins de — près, les mêmes résultats que les formules (5). D'ailleurs, en vertu des formules (9), si l'angle + vient à croitre en partant de zéro, l’angle y et par suite la valeur de J? croitront constamment, tandis que l’angle © et par suite la valeur de 1? commenceront par décroître, pour croître ensuite, après avoir atteint une valeur r#ünimum correspondante à la valeur de + que détermine la formule
(10) toit
La valeur rurnimum de P, calculée approximativement à l’aide des formules (4) et (9), sera
(11) = tang?
OEuvres de C.—S.I, t. IV. 41
A la suite de cette lecture, il s'élève une discussion entre M. Poisson et M. Cauchy (!).
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Note sur la nature des ondes lumineuses et géné-
ralement de celles qui se propagent dans les systèmes de molécules.
C.R., t. VII, p. 582 (22 avril
Après avoir entendu la lecture de la Note insérée dans le dernier Compte rendu, M. Poisson a témoigné le désir que je donnasse quelques éclaireissements sur la nature de ce que j'appelle les vibrations et les ondes luminéuses. J'ai répondu que l’on pouvait considérer ces vibra- Lions sous deux points de vue différents et à deux époques distinctes, sa-
(t) Note relative au Compte rendu de la dernière séance; par M. Poissox.
C.R.,t. VIE, p. 581 (22 avril
Dans cette séance, j'ai prié M. Cauchy de dire si le mouvement, dont il s’occupe maintenant à déterminer les lois, comprend à la fois la masse entière du fluide, ou bien s’il est renfermé à chaque instant dans une étendue d’une petite largeur, de telle sorte qu’au delà et en deçà le fluide soit rigoureusement en repos, ce qui constitue la condition essentielle qui doit être remplie, avant tout, dans la théorie des ondes lumineuses. Peut-être parce que je ne me serai pas assez clairement expliqué, notre confrère n’a pas répondu, d’une manière précise, à cette question, d’ailleurs très simple et très naturelle dans nos discussions.
En parlant incidemment des expériences de Bouguer sur la proportion de la lumière réfléchie au passage d’un milieu à un autre, j'ai dit qu’elles ne s’accordaient pas toujours assez bien avec le résultat du calcul, pour servir de confirmation à la théorie, si toutefois on les regarde comme exactes. Ainsi la formule à laquelle je suis parvenu, il y a déjà longtemps, pour exprimer cette proportion sous l'incidence perpendiculaire, et dont celle de M. Cauchy ne doit pas différer dans ce cas particulier, donne, par exemple (“), 0,020 pour la lumière réfléchie au passage de l’air dans l’eau, et Bouguer a trouvé 0,018, ce qui s’en écarte, il est vrai, assez peu; mais, pour la lumière réfléchie en passant de l'air dans le verre, cette formule donne 0,046, tandis que Bouguer ne trouve qu'à peu près moitié de cette fraction, c’est-à-dire 0,025 de la lumière incidente.
Je n’ai point encore étudié l'analyse de M. Cauchy, qui se rapporte à la réflexion sur les surfaces des corps opaques, et, dans ce que j'ai dit, je n’ai voulu y faire aucune allusion.
(4) Mémoires de l’Académie, 1. W, p. 380 et 387.
voir : 1° en recherchant de quelle manière un mouvement, d’abord imprimé à l’éther, en un point de l’espace, donne naissance à des ondes terminées par des surfaces courbes, mais qui s'étendent bientôt de manière à pouvoir être, sans erreur sensible, confondues avec leurs plans tangents; 2° en considérant les ondes déjà propagées et parvenues à une grande distance du centre d’ébranlement, par conséquent, des ondes planes, simples ou composées; et cherchant immédiatement la nature de celles qui se propagent dans un milieu isophane ou non isophane. J'ai ajouté que j'avais successivement considéré la question sous ces deux points de vue. Je l'ai traitée en effet sous ce double rapport, non seulement dans les Leçons que j'ai données en 1830 au Collège de France, mais aussi dans les divers Mémoires que j'ai publiés ou présentés à l’Académie. Je vais entrer à ce sujet dans queiques détails. |
Dans un système de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle, le déplacement d'une molécule, mesuré parallèlement à un axe fixe quelconque, est déterminé par une équation linéaire aux différences partielles qui renferme, avec le déplacement pris pour variable principale, les trois coordonnées +, y, zetle temps £. Ainsi le calcul de ce déplacement dépend de l'intégration d’une équation linéaire à quatre variables indépendantes. D'ailleurs, en appliquant à une semblable équation la méthode d'intégration que j'ai donnée dans le XIX° Cahier du Journal de l'École Polytechnique, on obtient, pour représenter le déplacement d’une molécule, une intégrale définie sex- -tuple, renfermant sous le signe f une exponentielle népérienne dont l’exposant est une fonction linéaire des variables indépendantes; le coefficient du temps dans cet exposant étant lié aux coefficients des coordonnées par une certaine équation dont il doit être une racine. Cette dernière équation, ou plutôt celle qu’on en déduit en remplaçant les coefficients des variables indépendantes par ces variables mêmes, est ce que je nommerai l'équation caractéristique. J'appellerai son premier membre fonction caractéristique, et la-surface que la même équation représente au bout du temps #, surface caractéristique.
Lorsque la fonction caractéristique est homogène, l'intégrale sextuple se réduit à une intégrale quadruple, comme je l’ai montré dans un Mémoire présenté à l’Académie le 17 mai 1830 et inséré par extrait dans le Bulletin des Sciences du mois d'avril de cette même année. Si l’on considère en particulier le cas où, dans le premier instant, la variable principale, ayant toutes ses dérivées nulles, n’offre elle-même de valeur sensible que dans le voisinage de l’origine des coordonnées, cette variable principale n'aura plus de valeur sensible, au bout du temps {, dans tout l’espace que terminera une certaine surface courbe dont j'ai appris à former l'équation dans le Bulletin déjà cité. Done alors la propagation du mouvement dans l’espace donnera naissance à une onde sonore, lumineuse, .. terminée par la surface dont il s’agit. Cette surface est ce qu'on appelle la surface des ondes. Si au premier instant les dérivées de la variable principale cessaient d’être nulles, comme cette variable même, dans les points voisins de l’origine des coordonnées, alors, dans l’intérieur de la surface des ondes, la variable principale ne serait pas nulle, mais acquerrait une valeur constante qui pourrait différer de zéro.
Si l’équation caractéristique, considérée comme propre à déterminer le temps £ en fonction des coordonnées x, y, z, se décompose en équations du second degré, elle représentera le système de plusieurs ellipsoides, et la variable principale sera la somme de plusieurs parties dont chacune, vérifiant une équation aux différences partielles du second ordre, pourra être représentée par une intégrale double. Alors aussi la surface de l’un des ellipsoïdes étant prise pour surface caractéristique, la surface des ondes curvilignes correspondante sera celle d'un second ellipsoïde tellement constitué que les rayons vecteurs des deux ellipsoides, multipliés par le cosinus de l’angle compris, fourniront un produit égal au carré du temps. Alors enfin, le mouvement, supposé d’abord circonscrit dans un très petit espace autour de l’origine des coordonnées, ne sera sensible au bout du temps z que dans le voisinage de la surface des ondes et dans une zone terminée par deux autres surfaces que l’on pourra considérer, pour ainsi dire, comme
EXTRAIT N° 43. 325 parallèles à la-première. Ces deux nouvelles surfaces sont les deux enveloppes, intérieure et extérieure, qu'engendrerait la surface des ondes si, en rendant cette dernière mobile avec son centre, on faisait successivement coincider ce même centre avec chacune des molécules primitivement déplacées ou mises en mouvement. Au bout du temps #, le système donné sera en repos, tant en avant qu’en arrière de la zone dont il s’agit. Les molécules situées en avant de la zone ne seront pas encore déplacées, et les molécules situées en arrière, c’est-à-dire entre la zone et l’origine des coordonnées, conserveront les déplacements qu’elles acquièrent au moment où la surface intérieure de la zone les atteint en vertu de son mouvement progressif.
Nous avons 11 supposé que la fonction caractéristique était homogène. C’est dans cette hypothèse seulement que la zone ci-dessus mentionnée conserve une épaisseur constante. Dans la supposition contratre, l'épaisseur de cette zone croit avec le temps, et quelquefois même se propage instantanément jusqu'aux dernières limites du système de molécules donné. C’est ce que l’on peut reconnaître à l’aide des considérations suivantes.
Un déplacement moléculaire, étant la variable prineipale d'une équation linéaire aux différences partielles, sera généralement représenté par une intégrale définie sextuple, renfermant sous le signe f une exponentielle népérienne dont l’exposant sera une fonction linéaire des variables indépendantes. Il sera donc la somme des valeurs que cette variable principale, considérée comme propre à représenter un déplacement symbolique, pourrait acquérir dans une infinité de mouvements simples superposés les uns aux autres. Done les lois de mouvements infiniment petits quelconques des systèmes de molécules peuvent se déduire de la considération des seuls mouvements simples, et les ondes curvilignes peuvent être censées formées par la superposition d’une infinité d'ondes planes du genre de celles dont nous nous sommes occupés dans les précédents Mémoires.
Ce n’est pas tout. Si, au premier instant, le mouvement et les déplacements moléculaires se trouvent circonscrits dans un espace dont une
ou plusieurs dimensions soient très petites, l’état initial du système de molécules pourra être également représenté par un système d’ondes planes initiales, superposées en nombre infini les unes aux autres, soit que l’on considère les ondes de chaque espèce comme s'étendant jusqu'aux dernières limites du système de molécules, soit que l’on réduise chaque onde à la portion de cette onde que renferme l’espace dont il s’agit. En attribuant aux ondes initiales une étendue indéfinie, on ne changerait rien aux données du problème, attendu qu’elles se neutraliseront partout les unes les autres, excepté dans l’espace dont nous avons parlé. Mais on arrivera plus facilement à reconnaître les Lois de la propagation des mouvements infiniment petits si chaque onde initiale est censée ne pas s'étendre au delà de ce même espace. On parviendra ainsi aux résultats que nous allons indiquer.
Supposons, pour fixer les idées, que le mouvement se trouve d’abord circonscrit dans un espace dont une seule dimension soit très petite, savoir, dans une tranche très mince, comprise entre deux plans parallèles situés à égales distances d’un plan invariable passant par l’origine des coordonnées. Supposons d’ailleurs que, dans cette tranche, les déplacements et les vitesses initiales des molécules restent les mêmes pour tous les points situés à la même distance + du plan invariable. L'état initial du système des molécules, dans la tranche dont 1l s’agit, pourra être considéré comme résultant de la superposition d’une infinité d'ondes planes, correspondantes à des longueurs d’ondulation diverses, mais dont les plans seront tous parallèles au même plan invariable; et, comme l’exposant de chaque exponentielle imaginaire pourra être réduit à une fonction linéaire de deux variables indépendantes, savoir de la distance « et du temps #, l'équation à laquelle devaient satisfaire les coefficients des variables indépendantes pourra être regardée comme établissant une relation entre le coefficient # de + et le coefficient s de #. Ces coefficients n’offriront pas de parties réelles si le mouvement se propage sans s’affaiblir, et alors ils seront réciproquement proportionnels, le premier à la longueur d’ondulation, le second à la durée des vibrations moléculaires, tandis que leur rapport & expri-
EXTRAIT N° #3. 327 mera la vitesse de propagation d’une onde plane. De plus, suivant que l'équation dont 1l s'agit, résolue par rapport à s, fournira une ou plusieurs valeurs de s?, considéré comme fonction de #, on verra correspondre à chaque longueur d'ondulation une ou plusieurs vitesses de propagation différentes. Enfin, tandis que les longueurs d’ondulation des diverses ondes superposées pourront varier de zéro à l'infini, leurs vitesses de propagation pourront, ou demeurer toutes égales entre elles, ou varier entre des limites finies, ou avoir pour limite inférieure une vitesse finie ou nulle, et pour limite une limite supérieure infinie. Dans le premier cas, la portion du système, primitivement ébranlée et représentée par une tranche très mince, se trouvera remplacée, au bout du temps #, par deux tranches semblables et de même épaisseur, situées de deux côtés opposés du plan invariable et à distances égales de l'origine des coordonnées. Ces deux tranches se mouvront en sens contraire avec la vitesse de propagation @ commune à toutes les ondes planes, et renfermeront, au bout du temps #, les seules molécules qui ne soient pas en repos. Alors, en effet, il n’y aura pas encore de déplacements n1 de mouvements produits dans tout l’espace situé en avant de chaque tranche, et il n’y en aura plus dans l’espace qui le suit. C'est ce qui arrive en particulier lorsque le son se propage dans l'air, et lorsque la lumière se propage dans le vide.
Dans le second cas, c’est-à-dire lorsque les vitesses de propagation des ondes primitivement superposées, sans être toutes égales entre elles, sont renfermées entre des limites finies, la portion du système ébranlée au premier instant et représentée par une tranche très mince se trouve remplacée au bout du temps 4 par deux tranches au moins, situées des deux côtés opposés du plan invariable, et qui n’offrent plus l'épaisseur de la première tranche, mais une épaisseur variable dont l'accroissement, proportionnel au temps, est plus ou moins considérable suivant que les limites extrèmes des vitesses de propagation comprennent entre elles un intervalle plus ou moins grand. C’est ce qui parait arriver dans la théorie de la lumière lorsqu'on ne suppose pas les rayons lumineux propagés dans le vide, et alors c’est la diffé-
rence entre les vitesses de propagation des divers rayons simples qui donne naissance au phénomène de la dispersion.
Enfin, dans le troisième cas, c’est-à-dire lorsque les vitesses de propagation des ondes primitivement superposées, ayant pour limite inférieure une vitesse finie ou nulle, ont pour limite supérieure une vitesse infinie, le mouvement initial imprimé aux molécules, à l'instant où l'on compte {= 0, se propage, aussitôt que le temps vient à croître, jusqu’à une distance infinie, ou plutôt jusqu'aux extrémités du système de molécules donné. Or c’est là précisément ce qui arrive dans la propagation des ondes liquides. En effet, si l’on soulève ou si l’on déprime une tranche très mince de la surface d’un liquide, le mouvement se transmettra instantanément jusqu'aux limites de cette surface; et, comme alors les vitesses de propagation varieront depuis l'infini jusqu'à zéro, on pourra voir succéder les unes aux autres une infinité d'ondes liquides, mais dont les dernières, propagées avec des vitesses de plus en plus petites, deviendront de plus en plus sensibles ().
Si les molécules étaient primitivement déplacées ou mises en mouvement, non plus dans toute l'étendue de la tranche très mince dont nous avons parlé, mais seulement dans une portion de cette tranche; et si d’ailleurs, dans cette portion, le déplacement et la vitesse initiale d’une molécule dépendaient uniquement de la distance au plan invariable qui divise la tranche en parties égales, le mouvement initial de la portion dont il s’agit pourrait toujours être censé résulter de la superposition d’une infinité d'ondes planes; mais chacune de ces ondes planes, prise dans l’état initial, ou considérée comme déjà propagée au bout d’un temps quelconque £, ne subsisterait plus qu’en partie. Enfin, si au premier instant les molécules étaient déplacées ou mises en mouvement d’une manière quelconque dans une portion du système dont les trois dimensions seraient très petites, et qui s’étendrait en tous sens à de très petites distances autour de l’origine des coordonnées, l’état initial de cette portion du système pourrait être censé résulter
(1) On peut consulter à ce sujet le Mémoire de M. Poisson sur la théorie des ondes à la surface d’un liquide, et celui que j'ai publié sur le même sujet (OEuvres de C.—S. TI, t. 1).
de là superposition d'une infinité d'ondes planes, renfermées dans des plans divers, et offrant des longueurs d’ondulation diverses; et la propagation simultanée de ces ondes planes, avec des vitesses égales ou inégales, donnerait naissance à une-zone mobile d'épaisseur constante ou variable, terminée par dessurfaces sphériques, elliptiques, etc., comme je l’expliquerai dans un autre Mémoire.
D'après ce qu'on vient de dire, on voit comment s'opère généralement la séparation des ondes planes qui, renfermées dans des plans divers et offrant des longueurs d’ondulation diverses, doivent être censées superposées les unes aux autres, si l’on veut que leur système représente l’état initial d’une très faible portion d’un système de molécules, circonscrit dans un espace dont les trois dimensions soient très petites.
Celles de ces ondes planes qui se trouvent contenues dans des plans divers, ou plutôt les parties de ces mêmes ondes que renferme primitivement l’espace dont il s’agit, se transportent dans diverses directions indiquées par divers rayons vecteurs de la surface des ondes, et se séparent ainsi, de telle sorte qu’au bout du temps £ les seules dont la superposition subsiste soient des ondes planes contenues dans des plans très peu inclinés les uns sur les autres, et passant par un même point de la surface des ondes. Ces plans venant à se déplacer ultérieurement, leur point de rencontre se déplacera lui-même suivant une certaine droite, avec une vitesse de propagation distincte de celle des ondes planes. La série des positions que prend ce point de rencontre, tandis que les ondes se déplacent, constitue, dans la théorie de la lumière, ce qu’on nomme un rayon lumineux, et l’on se trouve ainsi ramené, pour la définition d’un rayon, aux considérations mêmes dont je m'étais déjà servi dans les Mémoires de l’Académie des Sciences et dans la 51° livraison des Exercices de Mathématiques (p. 71). À ce que J'avais dit alors on doit ajouter seulement que, pour obtenir des ondes renfermées dans des plans très peu inclinés les uns sur les autres, il suffit, dans le cas général, de considérer le mouvement infiniment petit
d’un système de molécules, non à partir du premier instant où ce ŒEuvres de C. —S.I, t. IV, (2
mouvement est imprimé à une portion du système, mais à partir de l’un des instants qui suivent le premier.
Quant à la séparation des ondes qui offrent des longueurs d’ondulation diverses, elle ne peut-s’effectuer que dans le cas où une différence entre les longueurs d'ondulation entraîne une différence correspondante entre les vitesses de propagation; comme il arrive effectivement quand la lumière se propage, non dans le vide, mais dans les corps diaphanes.
Observons encore que, l’état initial d’un système de molécules, ou plutôt d’une portion de ce système, étant arbitraire, le système d’ondes planes qui représente cet état initial, et qui s’en déduit par une formule connue, peut varier à l'infini, comme cet état même. Il en résulte que, parmi les ondes planes correspondantes aux diverses longueurs d’ondulation, les unes doivent être très sensibles, tandis que d’autres peuvent l’être beaucoup moins et disparaître presque entièrement. On ne devra donc pas être surpris de voir, dans la théorie de la lumière, les rayons doués de réfrangibilités diverses, lorsqu'on les disperse par le moyen du prisme, offrir des intensités variables, non seulement avec les longueurs d’ondulation correspondantes, mais gncore avec la nature des corps dont ils émanent; et l’on devrait s’étonner au contraire s’il en était autrement. Ainsi doivent être évidemment expliquées les raies brillantes ou obscures découvertes dans le spectre solaire, et dans ceux que fournissent les autres corps lumineux. C’est pour le même motif que la forme et la vitesse des ondes propagées à la surface d’un liquide varient avec la forme de la portion de cette surface, primitivement soulevée ou déprimée. J'ajouterai que M. d’Ettingshausen m'a dit, il y a plusieurs années, être parvenu lui-même à l’explication des raies du spectre dans la théorie des ondulations. Mais j'ignore si cette explication coïncide précisément avec celle que je viens d’exposer.
Je m’estimerais heureux si les éclaircissements que je viens de donner paraissaient, aux yeux de notre illustre confrère, lever complètement les difficultés que pouvait lui offrir la lecture de mes précé-
dents Mémoires, et je le prie d’agréer ici mes remerciements de ce que, par la question qu’il a bien voulu m'adresser, il m'a donné l’occasion d'approfondir ce sujet important, et d'arriver ainsi à des résultats dont la généralité et la simplicité m'ont surpris moi-même et surprendront peut-être, au premier abord, les personnes adonnées à la culture de la Physique mathématique.
Je joins ici les formules qui comprennent les propositions ci-dessus énoncées. Elles composent les cinquième et sixième paragraphes du Mémoire inséré dans le Compte rendu de la séance du 8 avril (‘).
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Sur l'intensité de la lumière polarisee et refléchie par des surfaces métalliques.
C.R.,t. VIIL, p. 658 (29 avril
Dans la Note que renferme le Compte rendu de la séance du 8 avril, j'ai donné la quantité de lumière réfléchie sous l'incidence perpendiculaire et sous l'incidence principale par quatre métaux divers, et j'ai ajouté que les nombres obtenus ne seraient plus les mêmes si l’on substituait à la lumière ordinaire de la lumière polarisée. Effectivement, si, en prenant pour unité l'intensité de Ja lumière incidente, on représente l'intensité de la lumière réfléchie par F ou par F, selon que les rayons sont polarisés perpendiculairement au plan d'incidence ou suivantce même plan, et si l’on fait réfléchir les rayons sous l’ineidence principale, on tirera des formules que j'ai données dans la séance du 8 avril :
(1) CEuvres de C. — $S. 1, t. IV, p. 233 et suiv.
1° En adoptant pour l’azimut principal de réflexion la valeur déduite des observations directes,
Pour l'argent. le mercure. le métal des miroirs. l'acier. : F4 D 0,962 0,949 0 ,897 0,870 E 1, RE En 0,780 0,463 0,350 0,302 [ER EE SR 0,704 0,023 0,586
2° En adoptant pour l'azimut principal de réflexion la valeur tirée des observations indirectes,
Pour l'argent. le mercure. le métal des miroirs. l'acier. Ph ao 0 ,967 0.944 0,805 0,859 AP PT RUE 0,805 0,461 SeNE 0 0) 2 ne Sp à ocre 0,886 0,702 0,620 0,561
Donc, en s’arrêtant aux valeurs moyennes entre celles que l’on déduit de l'observation directe et de l'observation indirecte de l’azimut principal, on aura :
Four SPA le mercure. le métal des miroirs. RE LL RON PA ES 0,96 0,94 0,90 0,86 | RP 0,79 0,46 0,35 0,28 D) 2 ne PRES NE 0,88 0,70 0,62 0,57
En calculant pour l'acier les valeurs de L? et de J? relatives à diverses incidences, et adoptant, pour l’azimut principal de réflexion, la valeur déduite de l'observation indirecte, on trouve, pour les incidences de
0°, 10», 30e,‘ 50, 73, Ti.
ÉTAT NT ES 0,948 0,553 0,596 0,683 0,814 0,859 Pt La) ie 0,548 0,543 0,499 o,402 0,261 0,263
2 00 0 geo te 20 9 dsl On OR NE rie 5 Hd 3
| OPTIQUE MATHÉMATIQUE. — Observations de M. A. Caucuy, sur la Lettre
de M. Mac-Cullagh (").
C. R.,t. VILLE, p. 965 (17 juin
D'après la Lettre précédente, on pourrait croire que mes travaux sur la lumière réfléchie par un corps opaque datent seulement de l'année 1839. Si telle est encore aujourd’hui la croyance de M. Mac-Cullagh, cela tient évidemment à ce qu'il n’a pas connu, ou, du moins, à ce qu'il n’a pas suffisamment approfondi les divers articles ou Mémoires que j'ai publiés sur la théorie de la lumière. Pour que les personnes
(1) Réclumation de priorité relativement à certaines formules pour calculer l'intensité de la lumière. — Traduction d’une Lettre de M. Mac-CuzraGn à M. Arago.
C.R., T. VIII, p. 961 (17 juin
Je prends la liberté de vous adresser quelques remarques relatives au sujet dont s'occupe en ce moment M. Cauchy; j'espère qu'elles pourront vous paraître dignes d’être lues à l’Académie des Sciences.
Dans le dernier numéro des Comptes rendus (séance du 15 avril 1839), M. Cauchy a donné certaines formules pour calculer l'intensité de la lumière réfléchie par les métaux à différents degrés d'incidence. Ces formules sont exactement les mêmes que celles que j'ai communiquées en 1836, à l'Académie royale d'Irlande, et qui ont été successivement publiées dans les Proceedings de cette Académie (24 octobre 1836), dans le London and Edinburgh Philosophical Magazine pour mai 1837 (X° vol., p. 382) et dans le journal appelé /'Znstitut {t V, p. 293, juillet 1837). Rien n’est plus aisé que de convertir l’un des deux systèmes de formules dans l’autre. En effet, puisque les constantes 6 et : dans la notation de M. Cau-
; , 1 L chy sont représentées par M (ou “À et y dans la mienne, on trouvera, en comparant nos
putin Se , Le mn 2 : .
équations de condition, que = y+ y’, et É m'cost; d'où il résulte qu'on aura identi-
quement I=a et J=4a. Outre les valeurs de l'intensité, j'ai publié, dans le même article, les expressions des changements de phase (9 et d’) produits par la réflexion métallique. Ces expressions n’ont pas encore été données par M. Cauchy. Elles servent à établir la polarisation elliptique de la lumière réfléchie quand la lumière incidente est polarisée dans un plan.
On doit observer que la méthode dont j'ai fait usage pour déterminer la valeur des constantes M et y relatives à un métal quelconque, à l’aide des expér'ences de M. Brewster, est la même que celle de M. Cauchy. L'approximation que j'ai indiquée, et qui consiste à négliger la petite quantité y’, est aussi la même que la sienne, puisqu'elle suppose v =:,
qu'intéresse cette théorie et M. Mac-Cullagh lui-même puissent se former à cet égard une opinion définitive, je citerai d’abord ici quelques faits qu'il leur sera facile de vérifier.
Parmi les divers articles que j'ai publiés en 1836 sur la réflexion et la réfraction de la lumière, et qui se trouvent insérés dans les Comptes rendus de cette année, quelques-uns se rapportent en totalité ou en partie à l'objet dont il est ici question. Ainsi, par exemple, une Lettre adressée de Prague à M. Ampère, et insérée dans le Compte rendu de la séance du 11 avril 1836, commence par ces mots :
« Les formules générales auxquelles je suis parvenu dans mes nouvelles recherches sur la théorie de la lumière ne fournissent pas seu-
U = ©. Enfin, la marche générale des phénomènes, telle qu’elle est décrite par M. Cauchy, peut être vérifiée par l’inspection de la petite Table que j'ai donnée pour l'acier.
Dans l’article ci-dessus mentionné, j'ai expliqué très simplement de quelle manière j'ai obtenu mes formules, en assignant à la vitesse de propagation une valeur imaginaire, dont l'argument est l'angle y que j'ai appelé la caractéristique, et dont l'inverse est précisément la quantité imaginaire que M. Cauchy a nommée le coefficient caractéristique.
Or, quand cette valeur imaginaire est introduite dans l'expression de l'arc, dont le sinus ou le cosinus est ordinairement employé pour représenter un déplacement, elle donne naissance à une exponentielle réelle multipliée par le sinus ou le cosinus d’un arc réel; l'exposant de cette exponentielle étant réciproquement proportionnel à la longueur d’une ondulation, nous sommes ainsi naturellement conduits à conjecturer que la caractéristique y dépend de l'absorption produite par une épaisseur égale à cette longueur. Si l’on suppose cette conjecture bien fondée, il s’ensuivra que l'amplitude d’une vibration, quand on traverse une épaisseur égale à la longueur d’une ondulation dans le métal, est diminuée dans la proportion inverse de l’unité au nombre dont le logarithme hyperbolique est 27 tangy, ou 27 tange, r désignant le rapport de la circonférence au diamètre. Cette interprétation de l’expression imaginaire se présenta à moi en 1836, presque aussitôt que je songeai à employer l’expression elle-même, et elle fut depuis fortifiée par la considération que cela servirait à expliquer (mathématiquement du moins, sinon physiquement) le changement de phase produit par la réflexion et la réfraction à la surface d’un métal. Car si l’on suppose que l’une quelconque des*équations de condition qui doivent subsister à la surface soit une équation différentielle, contenant les dérivées des déplacements prises par rapport aux coordonnées, et si en outre l'amplitude des vibrations dans un métal est supposée diminuer en raison de l’exponentielle qui représente l’absorption, alors on trouvera qu’il est impossible de satisfaire à ces équations, sans admettre ce qu’on appelle précisément un changement de phase, c’est-à-dire sans admettre que, si la vibration incidente est représentée par un sinus, les vibrations réfléchies et réfractées contiendront chacune un terme dépendant du cosinus. Telles étaient les premières vues qui me furent suggérées par la considération des équations imaginaires, et pendant quelque temps elles me parurent entièrement satisfaisantes; mais des doutes s’élevèrent dans mon esprit, quand j'arrivai à un calcul effectif, et ma principale difficulté était occasionnée par les propriétés du diamant. M. Airy a trouvé que, lorsque la lumière polarisée perpendiculairement au plan d'incidence est réfléchie par le diamant, elle ne s'éva-
lement les lois de la propagation de la lumière dans le vide et dans les divers milieux transparents, comme je vous le disais dans mes Lettres du 12 et du 19 février, ou les lois de la réflexion et de la réfraction à la surface des corps transparents, telles qu’elles se trouvent énoncées dans les deux Lettres que j'ai adressées à M. Libri le 19 et le 28 mars 1836, elles s'appliquent aussi à la propagation de la lumière dans la partie d’un corps opaque voisine de la surface, et à la réflexion de la lumière par un corps de cette espèce. »
Une autre Lettre adressée à M. Libri vers le milieu du mois d’avril,
nouit pas complètement sous l’angle de polarisation, mais que néanmoins la vibration change _de signe, attendu qu’il se produit subitement un changement de phase presque égal à 18o°.
Je pouvais expliquer ce fait remarquable, en supposant le diamant soumis aux lois de la réflexion métallique, et sa caractéristique x très petite, d’où je tirais cette conclusion que le diamant forme une sorte de liaison entre les métaux et les milieux qui, comme le verre et l'eau, polarisent complètement la lumière. Cette conclusion semblait très naturelle et probable en elle-même; mais elle était accompagnée d’une difficulté que je ne pus surmonter. Quelque petite que je supposasse la caractéristique, quand même elle était tellement petite que la lumière réfléchie sous l’angle de polarisation se réduisait à la millionième partie de la lumière incidente, toujours l'absorption calculée était assez grande pour rendre le diamant parfaitement opaque à une épaisseur égale à la centième partie d’un pouce. Ce résultat, il est vrai, peut être regardé comme montrant seulement que la réflexion particulière opérée par le diamant doit être expliquée de quelque autre manière; mais elle était entièrement suffisante pour m'empêcher en 1836 de publier aucune conjecture sur la signification de la caractéristique, ou sur l'interprétation physique des formes imaginaires sous lesquelles j'ai présenté la vitesse de propagation. La conjecture que j'ai alors supprimée a été mise en avant dernièrement par M. Cauchy, et j'ai été conduit par ce motif à exposer les observations précédentes sur ce sujet.
Comme mes formules étaient déduites d’une analogie mathématique et non pas d’une théorie physique, j'ai eu soin de les publier simplement comme empiriques. Si la théorie de M. Cauchy est vraie, ces formules sont exactes. Je dois avouer, cependant, qu’elles m'ont toujours paru trop compliquées ; et c’est pour cette raison que, dans les Transactions de l’Académie d’Irlande (XNUE vol., [° Partie, p. 71), j'ai donné d’autres formules peu différentes, lesquelles semblent plus probablement être les véritables, et qui représentent aussi tous les phénomènes connus. Cependant, sans de nouvelles expériences, il serait prématuré de se prononcer sur ce point d'une manière positive.
Il me reste à mentionner une des conclusions de M. Cauchy, qui est certainement très extraordinaire. C'est une conséquence de sa théorie que l'indice de réfraction d’un métal est égal à M cos y ou ® cosz. Or, pour l'argent pur, nous avons ® = 3, « — 85°, d’après les expériences de M. Brewster ; en conséquence, l'indice de réfraction pour celui de tous les métaux qui réfléchit le mieux là lumière est seulement d’un quart : suivant mon opinion, il est
4 M # A . . La .
égal à Es, et, dans ce cas, il croîtra toujours avec le pouvoir réfléchissant. Dans l'argent
pur qui réfléchit la presque totalité de la lumière incidente, l'indice de réfraction sera environ 35; et pour le mercure qui réfléchit environ les trois quarts de la lumière incidente, cet indice sera environ 15 au lieu de 1,7, comme le trouve M. Cauchy.
et insérée dans le Compte rendu de la séance du 2 mai 1836, contient ce qui suit:
« Dans ma dernière Lettre, j'ai indiqué les résultats que fournissent les formules générales auxquelles je suis parvenu, quand on les applique au phénomène connu sous le nom de réflexion totale, e’est-à-dire au cas où le second milieu, quoique transparent, remplit la fonction d'un corps opaque. Je vais aujourd’hui vous entretenir un instant de ce qui arrive lorsque le second milieu est constamment opaque sous toutes les incidences, et en particulier lorsque la lumière se trouve réfléchie par un métal. Si l’on fait tomber sur la surface d’un métal un rayon simple doué de la polarisation rectiligne, ou circulaire, ou même elliptique, ce rayon pourra toujours être décomposé en deux autres polarisés en ligne droite, l’un perpendiculairement au plan d'incidence, l’autre parallèlement à ce plan. Or je trouve que, dans chaque rayon composant, la réflexion fait varier l'intensité de la lumière Suivant un rapport qui dépend de l’angle d'incidence, et qui généralement n’est pas le même pour les deux rayons. De plus, la réflexion transporte les ondulations lumineuses en avant ou en arrière à une certaine distance qui dépend encore de l'angle d'incidence. » Si l’on représente cette distance, pour le premier rayon composant, par
j” pour le second par 7; /— 7; étant l'épaisseur d’une onde, la dift
férence de marche entre les deux rayons composants après une pre-
mière réflexion sera représentée par
ET
Après À réflexions opérées sous le même angle, elle deviendra
ns à
Set 15
Je trouve d'ailleurs qu'après une seule réflexion sous l’angle d'incidence +, la différence de marche est d’une demi-ondulation si 7 = o,
à k cà . T et d’une ondulation entière si + = 5: Donc, en ne tenant pas compte
des multiples de la circonférence dans la valeur de l'angle y — v, on peut considérer la valeur numérique de cet angle comme variant entre les limites # et zéro. Lorsque y — v atteint la moyenne entre ces deux
limites ou 2 on obtient ce que M. Brewster appelle la polarisation
elliptique, et D OR M- nii 30
réflexions semblables ramènent le rayon polarisé à son état primitif. Alors, si le rayon incident était polarisé en ligne droite, le dernier rayon réfléchi sera lui-même polarisé rectilignement. Mais son plan de polarisation formera avec le plan de réflexion un angle à dont la tangente sera égale, au signe près, à la puissance 27 du quotient qu'on obtient en divisant l'un par l’autre les rapports suivant lesquels la première réflexion fait varier, dans chaque rayon composant, les plus grandes vitesses des molécules. Donc, tandis que-le nombre des réflexions croitra en progression arithmétique, les valeurs de tangÿ varieront en progression géométrique ; et comme, pour les divers métaux,
4 4 T 6.6, on trouve généralement 3 < 7 ou 45°, la lumière, pour de grandes
valeurs de , finira par être complètement polarisée dans le plan d’incidence. On déduit encore de mes formules générales un grand nombre de conséquences qui s'accordent aussi bien que les précédentes avec les résultats obtenus par M. Brewster.
A la vérité, dans la Lettre que je viens de rappeler, je n'ai point donné l'interprétation physique de la forme imaginaire sous laquelle peuvent se présenter les coefficients des coordonnées dans les expressions des déplacements moléculaires. Mais M. Mac-Cullagh aurait tort de croire que cette interprétation, développée avec détail dans mes nouveaux Mémoires, est de ma part une interprétation nouvelle. Pour se convaincre qu'elle est déjà fort ancienne, et antérieure aux publications par lui mentionnées, il suffira de jeter les yeux sur les paragraphes II et VII de mon Mémoire relatif à la théorie de la lumière, lithographié sous la date d'août 1836. Il y trouvera des déplacements
Œuvres de C.—S.1,t. IV. 43
moléculaires représentés par des produits de la forme AeÏtcos(æ — st), AeThtcos(gr— st + à),
« désignant la distance à un plan fixe, £ le temps, et A, #, À, w,s des quantités constantes. Il y verra énoncées (p. 44 et 84) les conséquences auxquelles on est conduit, dans la théorie des corps opaques et dans celle des verres colorés, à la seule inspection de ces produits, dans lesquels une exponentielle réelle se trouve multipliée par Le sinus ou le cosinus d’un arc réel, et en particulier les conclusions que je vais transcrire.
« Les déplacements Ë, », €, déterminés par les formules
E— Aelt cos(x — st), SR
s’évanouissent pour «= —® , et si l’on attribue à des valeurs négatives qui forment une progression arithmétique..., les valeurs correspondantes de l’exponentielle e**, ... formeront une progression géométrique... On pourra en dire autant des déplacements €, n, €, ... et de la force vive... dont la valeur maximum sert à mesurer l'intensité de la lumière. C’est ainsi qu’en pénétrant dans l’intérieur d’un corps opaque, la lumière devient insensible à une petite distance de la surface, et que son intensité décroit en progression géométrique, tandis que la distance croît en progression arithmétique. » ( Voir le Mémoire lithographié, p. 44 et 45.)
Plus loin, page 84, les mêmes idées étaient reproduites et appliquées à des déplacements de la forme
ET AeTl* cos (ge — St + À).
J'observais « qu’en vertu de ces dernières formules les déplacements deviendraient insensibles pour de très grandes valeurs positives du produit Lc, par conséquent, pour des valeurs de « affectées du même signe que , et qui pourront être d'autant plus grandes (abstraction faite des signes) que k lui-même sera plus petit. Ainsi, disais-je, dans un verre coloré, l'épaisseur nécessaire pour produire l'extinction d’un
rayon lumineux varie avec la nature de la couleur. D'ailleurs, en raisonnant comme à la page 84, on conclura des formules précédentes que, pour chaque couleur, l'intensité de la lumière décroit en progression géométrique, tandis que l'épaisseur du verre croit en progression arithmétique. Ces divers résultats sont conformes à l'expérience. » Reste à examiner la question de savoir si les formules de M. Mac- Cullagh et les miennes sont exactement les mêmes. A la seule lecture de la remarque qui termine la Lettre de M. Mac-Cullagh, on peut déjà présumer qu'il n’y a point iei un accord parfait, sinon quant à la forme des équations obtenues, du moins relativement à la détermination de quelques-unes des quantités dont elles peuvent servir à calculer les valeurs. Si M. Mac-Cullagh a trouvé, pour les indices de réfraction déduits de ses formules et de mon analyse, des nombres aussi différents entre eux que le sont 35 et ;, ou 15 et 1,7, cela tient, comme il le dit lui-même, à ce que ces indices sont représentés, suivant ses conjectures, par le rapport des quantités 6, cose, et, suivant mes calculs, par leur produit, sous l'incidence perpendiculaire. Or, ce que j'appelle l’éndice de réfraction, c'est, suivant l'usage reçu, le rapport entre les épaisseurs des ondes incidentes et réfléchies, ou, ce qui revient au même, le rapport entre les sinus d'incidence et de réfraction; et si M. Mac- Cullagh admet pareillement cette définition, il me sera facile de lui démontrer : 1° que l'indice de réfraction d’un métal est effectivement représenté par 6 cos: sous l'incidence perpendiculaire; 2° que cet indice est, non pas constant, mais variable avec l’incidence. Toutefois, pour y parvenir, il serait nécessaire de compléter le tableau des formules que j'ai déjà données, et, pressé par le temps, je me vois forcé de renvoyer cette démonstration à un autre article, ainsi que l'explication des propriétés du diamant. Ce qui a pu induire M. Mac-Cullagh en erreur à l'égard des indices de réfraction, et ce qui distingue principalement de mes recherches la méthode dont il a fait usage dans l’article imprimé sous la date du 24 octobre 1836, c’est qu'il s’est proposé simplement d'étendre les formules données par Fresnel, et relatives à un corps transparent, au cas où la lettre qui, dans ces formules, repré-
sente l'indice de réfraction, se transforme en une constante imaginaire, en suivant d’ailleurs, pour déterminer la nature du rayon réfléchi, le mode d'interprétation adopté par Fresnel dans le cas de la réflexion totale, mais sans chercher en même temps à calculer la marche de la lumière dans le corps opaque, et à représenter par des formules précises les vibrations des molécules d’éther dans le rayon réfracté. Au contraire, la méthode que j'avais suivie pour obtenir les lois de la réflexion à la surface des corps opaques consistait à chercher d’abord les équations de condition auxquelles doivent satisfaire, dans le voisinage de la surface de séparation de deux milieux, les déplacements moléculaires €, n, relatifs soit au premier milieu, soit au second. Ces équations une fois trouvées, Le calcul n’offrait plus de difficultés sérieuses, et donnait séparément les valeurs de Ë, n, € relatives à chacun des rayons réfléchi et réfracté, quelle que fût d’ailleursla nature de la surface réfléchissante. Dès lors tous les phénomènes produits par la réflexion ou la réfraction étaient connus, et 1l ne pouvait rester aucun doute sur la nature des diverses constantes renfermées dans les équations finales. Dans la méthode employée par M. Mac-Cullagh, et fondée, comme il le dit luimême, non sur une théorie physique, mais sur une induction mathématique, l'interprétation des symboles imaginaires pouvait embarrasser quelque temps le physicien ou le géomètre, et réclamer de profondes méditations ; mais, dans l’autre méthode, la seule difficulté véritable est la formation des équations de condition desquelles on tire les valeurs de £, , €, en opérant à peu près comme on l'avait déjà fait dans plusieurs questions de Physique, par exemple, comme je lai fait moimême dans le Bulletin des Sciences de M. de Férussac pour l’année 1830, et dans mes Nouveaux Exercices de Mathématiques (1835-1836). Aussi, quoique les formules dont il est question dans les Comptes rendus de 1836 ne se trouvent pas explicitement insérées dans ma Lettre du 2 mai, où j'ai seulement rapporté plusieurs des conséquences que j'en avais déduites, M. Mac-Cullagh, qui doit être curieux de connaître ces formules, afin de pouvoir les comparer aux siennes, n'aura point de peine à les retrouver dès qu’il saura qu’elles étaient pour moi à cette époque
EXTRAIT N° 45. 341 les équations de condition relatives à la surface réfléchissante. Or, suivant mon opinion, pour obtenir les équations dont il s’agit, il suffisait d'exprimer que, dans le voisinage de la surface de séparation de deux milieux, les déplacements £, n, € des molécules d’éther, relatifs soit au premier milieu, soit au second, fournissaient les mêmes valeurs de #, quand l’on prenait pour & soit une fonction des coordonnées +, y, 3, t'représentée par l’une des trois différences hi) D 0 À à d
03 dy 0x 03 0 0x soit la dilatation linéaire de l’éther mesurée suivant la normale à la surface réfléchissante et déterminée par la formule
a( +$)+&(S qe)
0Ë dn dË dn dË dE, Ôn 0x 02 dy 0x
(Hs à + b? RL PE bc (+S a, b, c désignant les cosinus des angles formés par cette normale avec les demi-axes des coordonnées positives.
Pour s'assurer par lui-même que ma mémoire ne me trompe pas à cet égard, M. Mac-Cullagh n'aura besoin que de jeter les yeux sur les dernières livraisons des Nouveaux Exercices de Mathématiques, imprimées antérieurement au Mémoire d’août 1836, et mentionnées dans l’observation qui termine ce Mémoire. Il y trouvera (p. 203 et 204) les formules (1), (2) et ce que je vais transcrire.
« Lorsque, les deux milieux étant séparés l’un de l’autre par le plan des y, z, on suppose l’axe des z parallèle au plan des ondes lumineuses et par conséquent perpendiculaire au plan d'incidence, on a dans la formule (2) |
Er, D, es à À et de plus Ë, n, € deviennent indépendants de z. Done alors, en changeant, ce qui est permis, le signe de la première des différences (1), on trouve que les fonctions (r)et (2) peuvent être réduites à
de OÙ 06 0
3 ee ns Du (3) 07’ 0x dy 0x 0x
Donc, si l’on nomme €’, »’, © ce que deviennent les déplacements £, n, @, tandis que l’on passe du premier milieu au second, on aura, pour les points situés sur la surface de séparation, c’est-à-dire pour x = 0,
; Œ_OŒ 0 non (4) 0x 0x’ y 0x 0 0x’ et
un db: 08 dis ou
(9) 0x 0x 0 oO
Lorsque dans les équations (4) et (5) on substitue à £, n, € les seconds membres des formules (1) du $ V, et à £’, n’, ©’ les seconds membres des formules (2) du même paragraphe, on obtient les lois de la réflexion et de la réfraction, à la surface des corps transparents, avec les diverses formules que contiennent les deux Lettres adressées à M. Libri les 19 et 27 mars et imprimées dans le n° 14 des Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences pour l’année 1836. On déduit aussi, des conditions (4) et (5), les lois de la réflexion opérée par la surface extérieure d’un corps opaque, et par la surface intérieure d’un corps transparent, dans le cas où la réflexion devient totale (vorr à ce sujet les deux Lettres adressées à M. Ampère, les 1° et 26 avril 1836). Comme je l'ai montré dans ces différentes Lettres, les formules auxquelles conduisent les conditions (4) et (5), non seulement déterminent l'intensité de la lumière polarisée rectilignement par réflexion ou par réfraction, etles plans de-polarisation des rayons réfléchis ou réfractés, mais encore elles font connaitre les diverses circonstances de la polarisation circulaire ou elliptique, produite par la réflexion opérée à la surface d’un corps opaque, et en particulier d’un métal. »
En opérant comme je viens de le dire, M. Mac-Cullagh aura bientôt reconnu : 1° que les formules insérées par lui dans les Proceedings de la Société royale d'Irlande sont comprises parmi celles qui se déduisent des équations (4), (5), et qu’en conséquence elles ne diffèrent pas au fond de plusieurs des formules dont il est question dans ma Lettre du 2 mai 1836; 2° que, pour arriver à ces formules, la méthode la plus claire et la plus sûre consiste à établir d’abord les équations (4), (5),
puis à tirer de ces équations les valeurs des déplacements moléculaires dans chacun des rayons réfléchi et réfracté; 3° que cette méthode à l'avantage d'indiquer la marche de la lumière, non seulement dans le premier milieu, mais encore dans le second, en fournissant, avec l’explication des phénomènes sensibles observés dans le milieu transparent, les lois de ceux qui échappent à nos yeux et qui se rapportent au rayon réfracté; 4° que l'angle de réfraction et la vitesse de propagation de la lumière dans le second milieu ont des valeurs réelles, par conséquent des valeurs distinctes des expressions imaginaires désignées sous ces deux noms dans le Mémoire de M. Mac-Cullagh, et que l’indice de réfraction a effectivement la valeur que je lui ai assignée.
Du reste, M. Mac-Cullagh ayant composé son Mémoire avant que mes travaux sur le même objet fussent suffisamment connus, et n’ayant pas eu sous les yeux des formules comprises seulement d’une manière implicite dans celles que j'avais publiées, il est clair que ce Mémoire offrait tout le mérite d’une difficulté vaincue, et devait être sous ce rapport favorablement accueilli des savants.
MÉCANIQUE ANALYTIQUE. — Sur les mouvements de deux systèmes
de molecules qui se pénétrent mutuellement.
C. R.,t. VII, p. 597 (28 avril
Lorsque l’on considère les mouvements de deux systèmes de molécules qui se pénètrent mutuellement, on obtient six équations du genre de celles que j'ai données dans mon Mémoire sur la dispersion, et qui renferment six variables principales avec les actions exercées : 1° par les molécules du premier système sur d’autres molécules du premier système; 2° par les molécules du second système sur d’autres molécules du second système; 3° par les molécules d’un système sur celles de l’autre. Les six variables principales sont les déplacements
d’une molécule du premier système et les déplacements d’une molécule du second système, mesurés parallèlement aux axes coordonnés. Lorsque les deux systèmes sont homogènes et que les mouvements sont infiniment petits, alors, par la raison que j'ai donnée dans un autre Mémoire, on peut réduire les six équations obtenues à six équations linéaires aux différences partielles et à coefficients constants; et si l’on élimine entre elles cinq des variables principales, l'équation résultante sera encore une équation linéaire aux différences partielles et à coefficients constants. Donc, ce que j'ai dit d’un système de molécules s'applique encore à deux systèmes qui se pénètrent, dans le cas même où l’on tient compte des actions exercées par les molécules d’un système sur celles de l’autre.
Lorsque les molécules de l’un des systèmes sont trop écartées les unes des autres pour exercer des actions mutuelles, les formules se simplifient et paraissent spécialement applicables à la propagation du son dans les gaz. Alors les phénomènes dépendent surtout de l’attraction exercée par les molécules d’air sur celles du fluide éthéré, par conséquent d’une force qui croît avec la pression et pourrait la représenter.
Dans le cas général, les formules paraissent s'appliquer plus spécialement à la propagation de la lumière dans les corps solides.
Au reste, je reviendrai sur ces divers résultats dans les prochaines séances.
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Mémoire sur les mouvements infiniment petits
de deux systèmes de molécules qu se pénètrent mutuellement. C. R.,t. VII, p. 779 (20 mai 1839).
SI. — Équations d'équilibre et de mouvement de ces deux systèmes,
Considérons deux systèmes de molécules qui coexistent dans une portion donnée de l’espace.
EXTRAIT N° 47. 345 Soient, au premier instant, et dans l’état d'équilibre,
æ, y, = les coordonnées d’une molécule m du premier système ou d'une molécule m, du second système ;
X+X, y + y, 5 +zles coordonnées d’une autre molécule #2 du premier système, ou d’une autre molécule », du deuxième système ;
r le rayon vecteur mené de la molécule m ou m,, à la moléeule 2 ou / :
on aura (1) PREERP HV 22,
et les cosinus des angles formés par le rayon vecteur r avec les demiaxes des coordonnées positives seront respectivement
a æ Supposons d’ailleurs que l'attraction ou la répulsion mutuelle des deux masses m et 2 ou m, et »2,, étant proportionnelle à ces masses et
à une fonction de la distance r, soit représentée, au signe près, par mm fr)
pour les molécules m et 2, et par ma, f (r)
pour les molécules m et 7, chacune des fonctions
désignant une quantité positive, lorsque les molécules s’attirent, et négative lorsqu'elles se repoussent. Les projections algébriques de la force mm f(r) ou mm, f(r)
sur les axes coordonnés seront les produits de cette force par les cosinus des angles que forme le rayon vecteur 7 avec ces axes, et, en conséquence, si l'on fait pour abréger [ \ f{r) 4 f(r) \ (2) Re ir)
OEuvres de C.—S. I. t.1V. A
elles se réduiront, pour la force mn f(r), à mmxfltr), mmyfir), mmzf(r)
et, pour la force mar, f(r), à
mm,xf(r)}, mm,yf,(r),, mmzf(r).
Cela posé, les équations d'équilibre de la molécule m seront évidem-
ment | o—S[mxf{r)]+ S[m,x f(r)], (3) 0=S[my f(r)]+ S[m,y f(r)],
0 = S[mz fir)] + S[m,zf,(r)],
la lettre caractéristique S indiquant une somme de termes semblables entre eux et relatifs aux diverses molécules 72 du premier système, ou aux diverses molécules #2, du second système.
Concevons maintenant que les diverses molécules
RE CON ET TRE A viennent à se mouvoir. Soient alors, au bout du temps £, cs 5 4 e
les déplacements de la molécule m, et
les déplacements de la molécule m,, mesurés parallèlement aux axes coordonnés. Soient d'ailleurs
É+AË, n+An, C+A et
#06, n, + An, 6, + àË,
ce que deviennent ces déplacements, lorsqu'on passe de la molécule m à la molécule »2, ou de la molécule m, à la molécule »,. Les coordonnées de Fa molécule w, au bout du temps £, seront
THE, V+n, 3+6, tandis que celles de la molécule 72 ou mn, seront
ZHXHEÈHAE, p+y+n+An, 3+2+6+A
SL
EXTRAFF N° +7. 31 ou
Z+XxHE,+AË, y+y+n,+An, 2+2+6,+ A,
Sotent à cette même époque r+p
la distance des molécules m, 77, et ik +p,
la distance des molécules m, »,. La distance r+p
offrira pour projections algébriques sur les axes des æ, y, z les différences entre les coordonnées des molécules m, », savoir
X+AË, y+An, z + A,
tandis que la distance BP, offrira pour projections algébriques les différences entre les coordon-
nées des molécules mn, 22, savoir X+HÉé —E+AËE, y+n,—n+An, 2+6,—6+A,
On aura en conséquence
((r+p)}? =(x+AËP+(y+ An) +(z+ A),
l (r+pi}=(x HE —Ë+AËE)+(y+n —n+An) + (246 —6+ ALP).
Cela posé, pour déduire Les équations du mouvement de la molécule m de ses équations d'équilibre, c'est-à-dire des formules (3), il suffira évidemment de remplacer, dans ces formules, les premiers membres
par
dt? ?
dE dy dt
de? de?
puis de substituer à la distance
et à ses projections algébriques
1° dans les premiers termes des seconds membres, la distance r+p et ses projections algébriques Xx+ AË, y+An, z+AË; 2° dans les derniers termes des seconds membres, la distance
PTE, et ses projections algébriques
X+ÉE —E+HAE, y+n,—-n—+An, 2+6, —6+ A6.
En opérant ainsi, on trouve
PE = S[m(x + AË) ftr+p)}]+S[m(x+Ë, —E+AE) fr +o,)], re PE = S[m(y + An)f{r + p}]+ SCm, (y +n,—n+ An) f(r+p,)], Te = SEm(z + AE) flr + p)]+ SEm (2 + €, — € + A) fr pl
On établirait avec la même facilité les équations d'équilibre ou les équations de mouvement de la molécule m,. En effet, supposons que l’attraction ou la répulsion mutuelle des deux masses m, et 2,, ou m, et», étant proportionnelle à ces masses et à une fonction de la distance 7, soit représentée, au signe près, par
mm,f,(r) pour les molécules m, et 2,; elle devra être représentée par mmf,(r)
pour les molécules m, et »2, l’action mutuelle de m, et 2 étant de même nature que l’action mutuelle de »2, et m. Donc, si l’on pose pour abréger
(6) fire 2,
les équations d'équilibre de la molécule m se réduiront, non plus aux
formules (5), mais aux suivantes :
| o=S[m,xf,(r)]+S[mxf(r)], (o—S[m,yf,(r)]+S[mxf(r)], ]
l o—S{[m,zf,(r)]+S[mx fr)
nn ss] die
Concevons d’ailleurs qu'au bout du temps z la distance des molécules m,, 72, soit représentée par
et celles des molécules m, 72 par
On aura x: f. , Ai fe A ? \2 { * \2 / D 2 8) ((r+p,}= {x + AË, RP + (y + An)? + (z + Aë,}?, Lee pP=(R+E—E + A+ (y+n— + An+(2+6—6+ At),
et les équations du mouvement de la molécule m, seront
© d?E An . \ ec / 2 \ \E | me. — S[m,(x + AË,)f(r+p,)]+S[m(x + EË — E,+ AË)f(r+ p)],
J+S[m(z+é—Eé,+AË) f(r+,e)].
Det = S[m,(2 + A) f.(r+p,
Si dans chacune des formules (5) on réduit le dernier terme du second membre à zéro, on retrouvera précisément les équations du mouvement d'un seul système de molécules sollicitées par des forces d'attraction et de répulsion mutuelle, et pour ramener ces équations
à la forme sous laquelle je les ai présentées dans le Mémoire sur fa fr f(r)
au lieu
Dispersion de la lumuëére, 1 suffirait d'écrire er au lieu de s, de /{r) et rcosx, rc0s6, rcosy au lieu de x, y, z.
Les équations qui précèdent et celles que nous en déduirons dans les paragraphes suivants doivent comprendre, comme cas particuliers, les formules dont M. Lloyd a fait mention dans un article fort intéressant, publié sous la date du 9 janvier 183-, où l’auteur, convaineu
qu'on ne pouvait résoudre complètement le problème de la propagation des ondes, sans tenir compte des actions des molécules des corps, annonce qu'il est parvenu à la solution dans le cas le plus simple, savoir, lorsque les molécules de l’éther et des corps sont uniformément distribuées dans l’espace. (Proceedings of the royal Irish Academy, for the year 1836-37.)
C. R., t. VIII, p. 811 (27 mai
S Il. — Équations des mouvements infiniment petits de deux systèmes
de molécules qui se pénètrent mutuellement.
Considérons, dans les deux systèmes de molécules qui se pénètrent mutuellement, un mouvement vibratoire, en vertu duquel chaque molécule s’écarte très peu de sa position initiale. Si l’on cherche les lois du mouvement, celles du moins qui subsistent quelque petite que soit l'étendue des vibrations moléculaires, alors, en regardant les dé-
placements et leurs différences AË, Ar, A7, AE; An, AË,
comme des quantités infiniment petites du premier ordre, on pourra négliger les carrés et les puissances supérieures, non seulement de ces
déplacements et de leurs différences, mais aussi des quantités P et Ps. 1P et Ps
dans les développements des expressions que renferment les formules (4), (5), (8), (9) du premier paragraphe; et l’on pourra encore supposer indifféremment que, des quatre variables indépendantes
EXTRAIT N° 48. 31 les trois premières représentent, ou les coordonnées initiales de la molécule m ou m,, ou ses coordonnées courantes qui, en vertu de lhypothèse admise, différeront très peu des premières. Cela posé, si l’on a égard aux formules (3) du $ I, les formules (4) et (5) du même paragraphe donneront
nos po
É CR AE +yAa+zAc
É+AE,)+yn,-n+An)+2(6,—6+ AE) ;
A —” Pris [L° | S\Y
d2E Ê vo MEtr L. = SE f{r)AE1+ S| m fl xe |
+ S[m,fi(r)(E, — £ + AË Fu |:
ou, ce qui revient au même,
dt?
dn
=LE+Ra+QC+LE +R soc
ww / 1?
—=RE+MAa+PÉ+HRE +M nn, +PE,
dt?
le 2 —QE+Pn+NEHQE, + Pa, + N£,
pourvu que, # désignant une fonction quelconque des variables x, y,
s et k Âë
l'accroissement de 2 dans le cas où l’on fait croître
æ de x, :» d6:ÿ;:3 de 3,
on représente, à l’aide des lettres
Le. Re DR ES. FAO dr
non pas des quantités, mais des caractéristiques déterminées par les formules
< | xtaf(r re x?df,(r) S — —- ‘ ( + M — — je f\ Mer ss Jan! S À m,| fit) + « el, M ER à pa sd FR . A sm EE au) | per) Ë SÉPARER Ent r::<dr MCE" CS 1 m | |] = LE 2 | (8 + As) , PPT OR à PE = Sim, SE (eau) À, ss, =.
Comme d’ailleurs ces diverses formules doivent servir à déterminer les caractéristiques
LM, .N, PO RS LUN ON RP 0 À
quelle que soit la fonction de +, y, = désignée par &, elles peuvent être, pour plus de simplicité, présentées sous la forme
d'ftr Dale s fin] fie) + ESA Je Hu Ne
dr r dr
de Q
Enfin, si l’on désigne, à l’aide des caractéristiques D;, D,, D, D,
et de leurs puissances entières, les dérivées qu’on obtient quand on différentie une ou plusieurs fois de suite une fonction des variables
EXTRAIT N° 48. 393 indépendantes ; La Vr. 35; Es par rapport à ces mêmes variables, les équations (3) pourront s’écrire comme il suit :
RE+(M—D?)n+PéHRE +M,n,+ PE, —o, QE+Pn+(N—D')+QEË +Pn +N EE —=o.
| (LME RaEQEERE LR: + O1 —0o,
De même, en supposant les caractéristiques
déterminées par les formules
a xaf,tr)h | Gr x?df,(r)]] Pa L,=Sim,[f.(r) + Aa a fa! —Simf(n+ En] | RASE, P 8 m À Œfa(r) A sin} AK) é, O0 — R
7 ÉMEEA 4 Fr dr r dr \ Eire rt 7 x? df,(r L=S |mf f(r) + À SE a +a)l MEN A DR MEANS OS R r dr ’
on tirera des formules (9) du $ I, pour le cas où le mouvement es! infiniment petit, LE Ra e QË 4 (L, Le D?) b, LS R,n, — Q,£,— 0, (9) \ RE + Mn + K d< mr RE, + (M, mn D; )n, ER Fe 0, QE se Pa re .NË +Q,Ë, + Ron. AA (N, Te D?)é, NS On ne doit pas oublier que, dans les formules (4), (5), (3), (8),
on à
(10) FES se PUIS fe = 07,
les fonctions
OEuvres de C. — S.1,t. IV. 45
étant celles qui représentent le rapport entre l’action mutuelle de deux molécules, séparées par la distance r, et le produit de leurs masses : 1° dans le cas où les deux molécules font partie du premier des systèmes donnés; 2° dans le cas où l’une appartient au premier système et l’autre au second; 3° dans le cas où toutes deux font partie du second système.
Pour réduire les équations (6) et (9) à la forme d'équations linéaires aux différences partielles, il suffira de développer, dans les seconds membres de ces équations, les différences finies des variables princi-
pales
en séries ordonnées suivant leurs dérivées des divers ordres. On y parviendra aisément à l’aide de la formule de Taylor, en vertu de laquelle
on aura
g 4 Ây — ex Dirty Dire
quelle que soit la fonction de
Z, Jr 2 désignée par z, et par conséquent
(a 1) ob À eb:+3D,;+aD, À = eD:+yD,+2D, ‘.
Cela posé, dans les équations (6) et (9), ramenées à la forme d’équations aux différences partielles, les coefficients des dérivées des variables principales se réduiront toujours à des sommes dans chacune desquelles la masse » ou m, se trouvera multipliée sous le signe S par des puissances de x, y, z, et par une fonction de r. Ainsi, en particulier, les coefficients dont il s’agit se réduiront, dans les équations (6), à des
sommes de l’une des formes
ie SCm x2ye'zn" f{r)], $ m x ya! zn" 2e ] »
(13 S[m, x yr' ze" (r)L S [mx yn'zn" Sgen |,
C9 Qc ©c
et, dans les équations (9), à des sommes de l’une des formes
> RE 14 SE ni.x2 mn! qn" (r ; S| m x” on! qqn" d'f,tr) : d iX 3 u \ 7: Te (15) S[m x y Ze" f, { r)], S | m x ya" 70" d AA 2] , dr
n, n', n" désignant des nombres entiers.
On pourra regarder la constitution du second système de molécules comme étant partout la même, si les sommes (13), (14) se réduisent à des quantités constantes, c’est-à-dire à des quantités indépendantes des coordonnées
LS 7) 2 de la molécule m ou m,. C'est ce qui aura lieu, par exemple, quand le second système sera un corps homogène, gazeux, ou liquide, ou cristallisé. Si d’ailleurs, les molécules étant, dans le premier système, beaucoup plus rapprochées les unes des autres que dans le second, Les sommes (12) et (15) reprennent périodiquement les mêmes valeurs quand on fait croître ou décroitre en progression arithmétique chacune des trois coordonnées x, y, z, et si les rapports des trois progressions arithmétiques, correspondantes aux trois coordonnées, sont très petits ; alors, en vertu d’un théorème que nous avons établi, on pourra substituer à ces mêmes sommes leurs valeurs moyennes sans qu’il en résulte d'erreur sensible dans le calcul des vibrations du système et des déplacements moléculaires. Donc alors les équations des mouvements infiniment petits des deux systèmes, c’est-à-dire les équations (6) et (9) pourront être considérées comme des équations linéaires aux différences partielles et à coefficients constants entre les six variables principales Dr 6 lp 0
et les quatre variables indépendantes
De semblables équations sont propres à représenter, par exemple, les
mouvements infiniment petits du fluide lumineux renfermé dans un corps homogène, isophane ou non isophane, opaque ou transparent.
Comme nous venons de le dire, dans le cas où les sommes (12) et (15) reprennent périodiquement les mêmes valeurs, tandis que l’on fait croître ou décroîitre les coordonnées en progression arithmétique, une condition nécéssaire pour que l’on puisse sans erreur sensible substituer à ces mêmes sommes leurs valeurs moyennes, c’est que les rapports des trois progressions arithmétiques correspondantes aux trois coordonnées soient très petits. Il y a plus, si l’on veut appliquer le théorème rappelé ci-dessus, et par lequel on établit cette proposition, à un mouvement simple caractérisé par une exponentielle népérienne dans l’exposant de laquelle les coefficients des coordonnées soient imaginaires, on reconnaitra que, pour rendre légitime la substitution dontil s’agit, on doit supposer très petits, non seulement les rapports des trois progressions arithmétiques, mais encore les produits des sommes(r2) ou (15) par l’un quelconque de ces rapports.
S IL. — Mouvements simples.
Les équations (6) et (9) du paragraphe précédent peuvent être traitées comme des équations linéaires à coefficients constants, non seulement dans le cas où, la constitution des deux systèmes de molécules étant partout la même, les sommes (12), (13), (14), (15) demeurent constantes, mais aussi dans le cas où, les sommes (13), (14) étant constantes, les sommes (12), (15) varient périodiquement quand on fait croître ou décroître les coordonnées en progression arithmétique, pourvu que dans ce dernier cas les produits des sommes (12) ou (15) par le rapport de l’une quelconque des trois progressions arithmétiques correspondantes aux trois coordonnées soient très petits. Seulement, on devra, dans le dernier cas, après avoir intégré les formules (6), (9), comme si toutes les sommes (12), (13), (14), (15) étaient constantes, remplacer dans les intégrales trouvées chacune de ces sommes par sa valeur moyenne. C’est ainsi que l’on obtiendra, par exemple, les vibra-
EXTRAIT N° 48. 397 tions de la lumière dans un corps diaphane, en supposant que le rayon de la sphère d'activité d’une molécule du corps, c’est-à-dire la distance au delà de laquelle cette action devient insensible et peut être négligée. soit peu considérable relativement à la longueur d’une ondulation lumineuse.
Comme la solution de plusieurs problèmes de Physique mathématique peut dépendre de l'intégration des équations (6) et (9) du paragraphe précédent, considérées comme équations linéaires à coefficients constants, nous allons rechercher ici les intégrales de ces équations, en nous bornant pour l'instant aux intégrales qui représentent des mouvements simples, c’est-à-dire en supposant les déplacements effectifs ou du moins les déplacements symboliques tous proportionnels à une même exponentielle népérienne, dont l’exposant soit une fonction linéaire des coordonnées et du temps. |
Lorsque les sommes (12), (13), (14), (15) du $ IT demeurent constantes, alors, pour satisfaire aux équations (6) et (9) du même paragraphe, 1l suffit de supposer les variables principales
toutes proportionnelles à une même exponentielle népérienne dont l’exposant soit une fonction linéaire des variables indépendantes
X,y Jr 2, À,
et de prendre en conséquence
UX+VY +05 —$st
(1) £ Le À 0 n = B ve
Rs y + Wz— p 3— à 2—$st A Fe —+w _ = ner + _ Ê € etre —+Ww2z—S à
Tant
u, 9, W,S8, À, B, C, A, B,, C, désignant des constantes réelles ou imaginaires convenablement choisies. En effet, si l’on substitue les valeurs précédentes de
, , 2 , e £ ; ; 2 [a 1 La Sos 5: G}s
dans les équations (6) et (9) du second paragraphe, tous les termes se-
ront divisibles par l’exponentielle
UX+VY +-Wz—S$St € * ,
et après la division effectuée, ces équations seront réduites à d’autres de la forme
(£ —s)À +RB+I2C +£,A,+A&,B, + 2,0,—o, (3) RA +(IR —s2)}B+8C +AR,A,+AR,B,+EC, = 0, DA +8B +(9 —s2)C + 2,A,+ LB, + %,C—0;
| A + RB + 2C+ Léa Ti à; R,B, a ep Eee 9, 4 RA + LB + PC+R,A, + {X, — s°)B, + L,C, = 0, | DA+ 8B + XC+2,A,+L,B+(%, —s)C,—0o,
les valeurs des coefficients
Pom 0 Pr D FE A M
RE à
£ 9, / 1, æ, À 1R; 7 JT PE DIS 7L Lys dy A,
étant déterminées par les formules
; ft) s! m L r\ Te X a flr ere 1) | 5
FRS RS RACE PA TU PE | _…el..:32 dfitr}| ES r dr k pa 7. r 3 ar { 2 (r inpiis est =...
LAitr) : LE Le lue | M, JZ d f;\ r) eux +3 +2 | LR SEE | à E
: + À , 2 {pr : L (1) _. _ one en LE 1) fs S{m| (7) de X a Ji, —..
ou, ce qui revient au même, par les formules
=G+< M =G + —< TT — Fe (5) | Ÿ J du? ? J dv? J dw?
oo
dv dw à dw du” Ou 00 [ d2$# 028 f 2] EN à ) Déni Ci FRE p° 0)?
= G+ Sd M=G+ mr MG +) (6) ] a — 2, nn 0, : 26, .
1 dgvadw de EEE TT d > 2$ ne 7 9? 5 LL: = 36 re re à TT D — GT ve (7) . De ®P _— 5 0 9 RATER 5 4 04 5) ' dv dw î dw du : du dv” / d?$ 222$ J25, DÉC RUeS Je En co), Re c) { PRE Lhers 2 cr Ju? ” A, ul ED a Se ? No y — Do SES (8) dd 6 oo 4 dvo0w Mr OO HT O0
les valeurs de (; 1. G» STE 6) ar Gus ne
étant respectivement
GC — SE mf{r) (etx-Fr3 +2 1) re [m,f,(r)}, PT D LE d'f{r) UXHPYHWZ done (ux +vy + wz)? | (9) ÿ =s| au r e (ux + vy +w2) :
__ at m, dfitr) (ux +vy +wz}} dr 2 :
e =S m, f, (r) es HV +wz }, (10)
Ts, =
$ = S “2 2) etx+iY HW | :
De un S
Gi, SE
= A + < Lo + = en
Gy= S}m, tr) RAT 1) Emf(r)}, FRS TR EPS : 2
m df{r) (ux + vy + wz)?
r dr 2
Or, lorsque les sommes (12), (13), (14), (15) du $ IV demeurent constantes, on peut en dire autant des valeurs de
Rd D Do D oo,
que fournissent les équations (5), (6), (7), (8), jointes aux formules (9), (10), (11), (12), et qui sont développables avec l’exponentielle
e'X+ eY+ 'Z en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de &, 6, w. Donc
alors on peut satisfaire aux équations (3) et (4) par des valeurs con-
stantes des facteurs À, B, C; 1: B , C .
Soit maintenant (13) 8 2 l'équation du sixième degré en s° que produit l'élimination des facteurs h'6 6:48 °C entre les équations (3) et (4), la valeur de 8 étant (14) S—(L£— s2)(OR —s2)(90 —s2)(£ ,— 52) [A — s2)(90, — 52) —....
Si l’on prend pour s une quelconque des racines de l'équation (13), et si d’ailleurs on désigne par :
“je. 2 UE EE PR NS À
des coefficients arbitraires, on pourra présenter les équations (3) et (4)
EXTRAIT N°48 361 sous la forme (£ —8)A HRB+9C +£,A+AB+9,C— a, (15) RA +(M —s2)B+RC +AR,A,+ALB,+RC, —88, ? À + TB + (9 re) 0 L9 A +R, +N,C, — 73;
Ë £$ A De ;RB TT in a EL, Fer a) A; &R, B, QE Pi as ? (16) { RA + AB+ ÉCHAR,A + (M, —s)B+E,C—=B6S,
DA+ PB +, NC+9,A,+C,B,+ (20, —s2)C—=7ys.
Or, en laissant à s une valeur indéterminée, on tirera de ces dernières
équations, résolues par rapport aux facteurs À, B, C, A, B,, C,,
Le = a+ MN6+ y + La + À 6,+@,7, (17) BB — Ra + M6 + Py +ha + M,6,+P,7y, | C—= a+ P6+Uy +@a +P,6, +A,y,;
| À — La à Re + © 7 Ré La, ma ki, 6, +e,),
(18) | B,—= Ra + ,M6 + Py +M,ax, + M,6,+P,7, ER ES SA RGIE My LEZ Ph Ce ENT,
et par suite
A La +UR6 +Qy+£a, +6, + @, 7, — B Ra +M6+Py+ha +M6,+ P,7, AE € Là Da +P6 +Uy +Oa +P6,+U,7, 19) TES A, ie La ee RG + dy "e 4,a, 2e ü, 6, + C,7, pre B, :
Ra + M6 + Py +U,z, +AM,6,+D,7,
Gear Pé + Ny +@,2,+p,6, + U,7, les nouveaux facteurs 4, 6 ER M LR,
étant des fonctions entières de s, toutes du huitième degré, à l'exception OEuvres de C.—S.I,t.1V. 46
des seuls facteurs CÆ 1, £
VE
qui seront du cinquième degré par rapport à s°, et du dixième par rapport à s. Donc les valeurs des facteurs
AS Be AS RE CS
déterminées par les formules (17), (18), vérifieront généralement les formules (15) et (16). Donc, lorsqu'on prendra pour s une racine de l'équation (13), elles vérifieront les formules (3) et (4), quelles que
soient d’ailleurs les valeurs attribuées aux constantes
e 2 Xy © y» N°97 2
et, celles-ci demeurant arbitraires, les valeurs des rapports
propres à vérifier les formules (3) et (4), seront précisément celles que fournit la formule (19). Si l’on suppose en particulier les constantes
Tri G JN |: Cr Sr toutes réduites à zéro, à l’exception d’une seule, la formule (19) don-
nera successivement
À SUR OA E WE GC, ÉD ne dan ne A B C À, B, GC; (20 | —= == == — = —;) MT h M p h, M: D, Li CR RC ARR ve TO à + 6) VO , HO APS PO Ré RS OR RUE. THE. OT Lo CC S 1e Re EE Pr RL RMT M BU RR À BC À D \ Er | CR ds is p, un,
EXTRAIT N° 48. 363 Les formules (1) et (2), lorsqu'on y suppose les constantes
LE 6 OS Dr
déterminées en fonctions de
par l’équation (13) jointe à la formule (19), ou, ce qui revient au
même, à l’une des six formules (20) et (21), représentent ce qu’on peut \ ze , , Sue .
nommer un système d’enteégrales simples des équations (6) et (9) du
S II. Les coefficients
dans ces intégrales simples, restent entièrement arbitraires, ainsi que
la constante A. De plus, les valeurs des diverses constantes
M. |. RS : PURE Mhe €,
et, par suite, les valeurs des variables principales LE ARE PTE di Hoi Es
tirées des formules (1), (2), peuvent être réelles ou imaginaires. Dans le premier cas, ces variables représenteront les déplacements infiniment petits des molécules dans un mouvement infiniment petit compatible avec la constitution des deux systèmes donnés. Dans le second cas, les parties réelles des variables principales vérifieront encore les équations des mouvements infiniment petits, et ce seront évidemment ces parties réelles qui pourront être censées représenter les déplacements infiniment petits des molécules dans un mouvement de vibration compatible avec la constitution des deux systèmes. Dans l’un et l’autre cas, le mouvement infiniment petit qui correspondra aux va-
leurs de ë, UE És Es A,» &
fournies par les équations (1) et (2) sera un mouvement simple dans lequel ces valeurs représenteront, ou les déplacements effectifs des molécules, mesurés parallèlement aux axes coordonnés, ou leurs dépla-
cements symboliques, c’est-à-dire des variables imaginaires dont les déplacements effectifs sont les parties réelles. Les équations (1), (2) elles-mêmes seront les équations finies, et, dans le second cas, les équations finies symboliques du mouvement simple dont il s'agit.
Si l’on pose
(22) u=U+uy—1, eV +vy—:1, w—W +wy—:, (23) s=S 4 SV-rs,
(ju Arena B=be“V—t, Cæce Vi, (25) A ae Vi, B—b eV, C= ce,
U,Y, W, UV, SES SAR LS a RUE TE Re désignant des quantités réelles, et si d’ailleurs on fait pour abréger
(26) kK == Yu2+ v? + w?, K —VU2+ V? + W}?,
(27) ki ux +vy + w2z, KR =Uz + Vy + Wz,
les formules (1), (2) donneront
| La #" cosikx — st+à), (28) {n —=be8—Sécps(kr— st+ pu), l = ce RS tecos(ls.s 84:#iv); | d'EPS cosfki Et 40), (29) | n,—=b,e RS! cos{(k: — st +), | 6, c,eKR— SE cos(kr — 51 + ,).
Comme la forme des équations (28) reste la même, quel que soit le second système de molécules, et dans le cas où ce second système disparait, il en résulte qu’un mouvement simple, susceptible de se propager à travers deux systèmes moléculaires qui se pénètrent mutuellement, est, pour chacun de ces deux systèmes, de la même nature qu'un mouvement simple capable de se propager à travers un système unique, et se réduit toujours à un mouvement par ondes planes, dans lequel
chaque molécule décrit une droite, un cercle ou une ellipse. C’est d’ailleurs ce que démontrent évidemment les formules suivantes.
On tire des équations (28) :
1° Lorsque ?X, , v sont égaux,
nu — y) + 2 sin (y — À) + LT See : b C (2) - 2: 2 COS(p — + EE | npitune 1: A6 Re um).
Pareillement, on tire des équations (29) :
1° Lorsque X,, ,, v, sont égaux,
(32) CAES RP
2° Lorsque à, ,, v, ne sont pas égaux,
. HOT ARS Éd {à sin(u, — v,) + Gin (y À,) + : sin( —p,)—=0, ae ; A, . "1, 6, €, 7. 2KR— 2854; : 2 \ (2) + = Cos(v, — u,) + (2) 4 sin?(y, — u,).
Done la ligne décrite par chaque molécule du premier ou du second système est toujours une droite représentée par la formule (30) ou (32), ou bien une ellipse représentée par les formules (31) ou (33), cette ellipse pouvant se réduire à une circonférence de cercle. Le plan invariable, auquel le plan de l’ellipse reste constamment parallèle, est d’ailleurs représenté, pour le premier système de molécules, par l’équation
(34) 2 sin(u — v) +£sin(y — À) + <sin(à — u)= 0,
et, pour le second système de molécules, par l’équation
Ne - se “:
(35) = sin(u,— v,) + sin(v, —2,) + <sin( —p,)=0.
Ajoutons que l'aire décrite, au bout du temps £, par le rayon vecteur de l’ellipse est représentée, dans le premier système de molécules, par l'expression
es (1 — e?$St) /p2c? sin?{(u —-v) + c?a? sin? {y — À) + a? b? sin?(À—pu)
et, dans le second système, par l'expression
KR e—28t) bc? sin2{u, — »,) + ca: sin?(y, — À,) + a; bi sin?(À — p.,).
Donc le rapport entre les aires décrites par les rayons vecteurs des ellipses, que parcourent deux molécules correspondantes des deux systèmes donnés, reste le même à tous les instants et dans tous les pointsde l’espace. Ajoutons que, dans le cas particulier où S s’évanouit, c'est-à-dire, où le mouvement simple est durable et persistant, chacune de ces aires croit proportionnellement au temps, puisqu'on à dans ce
cas
Fe e—2St ; 28 pe Si, en nommant “AGE FT
les cosinus des angles formés par un axe fixe avec les demi-axes des coordonnées positives, on nomme
set.
les déplacements des molécules du premier et du second système, mesurés parallèlement à l’axe fixe, on aura
u—at+ bn+cts 8, =aË, +bn,+ ci;
EXTRAIT N° 48. 307 et, en posant, pour abréger,
aa cos À + bb cos + ce cosy —hcosæ, aa,cos2,+ bb,cosu, + ec,cosy —h,cos&,, aa sin + bb sing + cc siny —h sin,
aa, sinÀ + bb,sing, + cc,siny, —h,sins,, à La
on tirera des formules (28) et (29),
KR—S£t
(39) væhe cos (ki: —s/ +5),
R— Set
(40) s— h eË cos(kr — st +w,).
En vertu de ces dernières équations, le déplacement d’une molécule, mesuré parallèlement à un axe fixe quelconque, s’'évanouit pour chaque système : 1° à un instant donné dans une suite de plans équidistants, parallèles au plan invariable que représente la formule « =o ou
(41) UX +NY + W2 = 0, la distance entre deux plans consécutifs étant la moitié de la longueur
(42) / gi
2° pour une molécule donnée, à des instants séparés les uns des autres par la moitié de l'intervalle
Ainsi cette distance et cet intervalle, qui représentent l'épaisseur d’une onde plane, ou la longueur d'une ondulation et la durée d'une vibration moléculaire, restent les mêmes pour les deux systèmes, comme le plan invariable auquel les plans de toutes les ondes sont parallèles. On peut en dire autant, non seulement de la quantité & déterminée par la for-
mule °
c’est-à-dire de la vitesse de propagation des ondes planes, mais aussi
de l’exponentielle eBR—St
qui représente Le module Au mouvement simple, et du binôme kr — st
qui en représente l'argument.
Observons encore qu’en vertu des formules (39) et (40) l'amplitude des vibrations moléculaires, mesurée parallèlement à un axe fixe donné,
sera représentée, pour le premier système, par le produit
2heSR—St
et, pour le second système, par le produit
NN mat
Cette amplitude variera donc en général dans le passage d’un système à l’autre, avec le paramètre angulaire qui correspondra au même axe fixe, et qui sera représenté par & pour le premier système, par 5, pour le second. Toutefois, le rapport des amplitudes calculées pour deux molécules correspondantes des deux systèmes, étant constamment égal
h : à : En au rapport > restera le même partout et à tous les instants. Si K et R se réduisent tous deux à zéro, les formules (39), (40) se réduiront à
(45) 8 — h cos(kr —st+5w),
46) 8,—h,cos(k:— s{+3x,), et les amplitudes des vibrations moléculaires représentées par
oh et 2h
deviendront constantes. Enfin le mouvement s’éteindra dans les deux systèmes pour des valeurs infinies de #, si la constante S diffère de zéro, et pour des valeurs infinies de R, si la constante K diffère de zéro. Ajoutons que, dans cette dernière hypothèse, Les amplitudes des vibrations moléculaires décroitront en progression géométrique avec le module
eh SE
EXTRAIT N° 49. 369 tandis que l’on fera croître en progression arithmétique les distances au plan invariable représenté par l'équation R = 0, ou
(47) Ur +Vr + Wz=o.
D'après ce qu’on vient de dire, dans un mouvement simple de deux systèmes de molécules qui se pénètrent mutuellement, il existe, pour chacun de ces deux systèmes, trois plans invariables et parallèles, le premier, aux plans des courbes décrites par les diverses molécules, le second, aux plans des ondes, le troisième, à tout plan dans lequel se trouvent renfermées des molécules qui exécutent des vibrations de même amplitude.
D'ailleurs, de ces trois plans, le second reste commun, ainsi que le troisième, aux deux systèmes de molécules, mais on ne saurait, du moins en général, en dire autant du premier.
Quant aux intégrales générales des équations (6), (9) du S IH, on les déduirait aisément des formules trouvées ci-dessus, à l’aide des principes exposés dans le présent Mémoire. Mais on les obtient plus facilement encore à l’aide des méthodes qui feront l’objet du Mémoire
suivant.
PuUYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Mémoire sur l'intégration des équations linéaires.
C.R.,t. VIIL p. 827 (27 mai
Considérations générales.
C’est de l'intégration des équations linéaires, et surtout des équations Le , e N + Ë , : 9 * linéaires à coefficients constants, que dépend la solution d’un grand nombre de problèmes de Physique mathématique. Dans ces problèmes, CEuvres de C.—S.1, t. \V. 47
les variables indépendantes que renferment des équations linéaires differentielles ou aux différences partielles sont ordinairement au nombre de quatre, savoir, les coordonnées et le temps; mais les inconnues ou variables principales peuvent être en nombre quelconque, et la question consiste à trouver les valeurs générales-des variables principales quand on connait leurs valeurs initiales correspondantes à un premier instant, et les valeurs initiales de leurs dérivées. Supposons, pour fixer les idées, ces valeurs initiales connues, quelles que sôient les coordonnées. Alors la question pourrait à la rigueur se résoudre, pour un système d'équations différentielles linéaires et à coefficients constants, à l’aide des méthodes données par Lagrange, dans le cas même où ces équations offriraient pour seconds membres des fonctions de la variable indépendante. Car, après avoir réduit par l'élimination les variables principales à une seule, on pourrait, à l’aide de ces méthodes, exprimer la variable principale en fonction de la variable indépendante et de constantes arbitraires, puis assujettir la variable principale et ses dérivées à fournir les valeurs initiales données; ce qui permettrait de fixer les valeurs des constantes arbitraires, à l’aide d'équations simultanées du premier degré. On sait d’ailleurs qu’en suivant la méthode de Lagrange, on obtient pour valeur générale de La variable principale une fonction dans laquelle entrent, avec la variable principale, les racines d’une certaine équation que j’appellerai l'équation caractéristique, le degré de cette équation étant précisément l’ordre de l'équation différentielle qu’il s’agit d'intégrer. On peut donc dire, en un certain sens, que la méthode de Lagrange réduit l'intégration d’une équation différentielle linéaire à coefficients constants à la résolution de l'équation caractéristique. Toutefois, on doit observer : 1° que Lagrange est forcé lui-même de modifier sa méthode dans le cas où l'équation caractéristique offre des racines égales; 2° qu'il est bien dur pour un géomètre, qui veut suivre cette méthode, de se croire obligé à introduire dans le calcul des constantes arbitraires qui doivent être éliminées plus tard et remplacées par les valeurs initiales de la variable principale et de ses dérivées; 3° qu'il y a même quelque inconvénient, sous le rapportde la
complication des calculs, à commencer par réduire un système d’équations différentielles données à une seule, qui renferme une seule variable principale, sauf à revenir par un calcul inverse de la valeur générale de cette variable principale aux valeurs de toutes les autres. Il m'a donc paru qu’un service important à rendre, non seulement aux séomètres, mais encore aux physiciens, serait de leur fournir les moyens d'exprimer immédiatement les valeurs générales des variables principales, qui doivent vérifier un système d'équations différentielles linéaires à coefficients constants, en fonction de la variable indépendante et des valeurs initiales des variables principales et de leurs dérivées, sans avoir à établir aucune distinction et à s’occuper séparément du cas où l'équation caractéristique offre deux, trois, quatre, ..… racines égales ; j'ai déjà fait voir, dans les Exercices de Mathématiques, avec quelle facilité on atteint ce but à l’aide du calcul des résidus, quand on considère une seule variable principale déterminée par une seule équation différentielle. Je vais montrer dans ce Mémoire qu'à l’aide du même calcul on peut encore arriver au même but pour un système quelconque d'équations linéaires à coefficients constants. La simplicité de la solution est telle, qu’elle ne peut manquer, ce me semble, d’être favorablement accueillie par tous ceux qui redoutent la longueur et la complication des calculs, et qui attachent quelque prix à l'élégance ainsi qu’à la généralité des formules. Il y a plus : la méthode que je propose iei peut être étendue et appliquée à l’intégration d'un système d’équations linéaires aux différences partielles et à coefficients constants. Pour opérer cette extension, il suffit de recourir aux principes que j'ai développés dans le XIXE Cahier du Journal de l’École Polytechnique, et dans mes Leçons au Collège de France. En conséquence, étant donné un système d'équations linéaires aux différences partielles et à coefficients constants entre les coordonnées, le temps et plusieurs variables prinetpales, avec les fonctions qui représentent les valeurs initiales de ces variables principales et de leurs dérivées, on pourra immédiatement exprimer, au bout d’un temps quelconque, les variables principales en fonction des variables indépendantes, et des racines d’une certaine
équation que je continuerai de nommer l'équation caractéristique. Ainsi, dans la Physique mathématique, on n'aura plus à s'occuper de rechercher séparément les intégrales qui représentent le mouvement du son, de la chaleur, les vibrations des corps élastiques, ete. La question devra être censée résolue dans tous les cas dès que l’on sera parvenu aux équations différentielles ou aux différences partielles. Seulement les intégrales obtenues seront, dans certains cas, réductibles à des formes plus simples que celles sous lesquelles elles se présentent d’abord. Mais, comme on le verra dans ce Mémoire, et comme je l’a déjà expliqué en traitant de l'intégration d’une seule équation linéaire, on peut établir, pour cette réduction même, des règles générales. C’est ainsi, par exemple, que l'intégrale définie sextuple, à l’aide de laquelle s'exprime la valeur générale de la variable principale d’une seule équation aux différences partielles, se réduit à une intégrale définie quadruple, dans.le cas où cette équation devient homogène, ou même à une intégrale double, quand le premier nombre de l'équation caractéristique est décomposable en facteurs du second degré. On peut déjà consulter à ce sujet, dans le Bulletin des Sciences d'avril 1830, l’Extrait d’un Mémoire que j'ai présenté sur ce sujet à l’Académie.
Parmi les conséquences dignes de remarque qui se déduisent de la méthode d'intégration exposée dans ce Mémoire, je citerai la suivante.
Étant donné un système d'équations linéaires aux différences partielles et à coefficients constants entre les coordonnées, le temps et plusieurs variables principales, avec les valeurs initiales de ces variables principales et de leurs dérivées, on peut réduire la recherche des valeurs générales des variables principales à l'évaluation d’une intégrale définie sextuple relative à six variables auxiliaires, la fonction sous le signe f étant proportionnelle à une exponentielle dont lexposant est une fonction linéaire des variables indépendantes et réciproquement proportionnelle au premier membre de l'équation caractéristique.
En appliquant la méthode développée dans le présent Mémoire aux
équations à différences partielles qui représentent le mouvement des ondes, du son, de la chaleur, des corps élastiques, ... et généralement les vibrations d’un système de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle, on retrouve les intégrales connues, dont les unes ont été données par M. Poisson, et les autres par moi-même, soit dans mes anciens Mémoires, soit dans ceux que j'ai présentés récemment à l’Académie. J'ajouterai que la même méthode, appliquée aux équations différentielles contenues dans mes derniers Mémoires, fournira généralement les intégrales des mouvements infiniment petits de deux ou plusieurs systèmes de molécules qui se pénètrent mutuellement dans le cas où l’on regarde comme constants les
coefficients renfermés dans ces équations différentielles.
C. R.,t. VIE, p. 845 (3 juin 1839). — Suite
$ I. — ntégration d'un système d'équations différentielles du premier ordre, linéaires et à coefficients constants.
Considérons » équations différentielles du premier ordre linéaires
et à coefficients constants, entre z variables principales
considérées comme fonctions d’une seule variable indépendante ? qui pourra désigner le temps. Supposons ces équations présentées sous une forme telle qu’elles fournissent respectivement les valeurs de
di st.
HD dt 5: ;
de sorte qu’en faisant passer tous les termes dans les premiers membres,
on les réduise à
dE
hi + LÉ +ARn+.. Fo, (1) d; à
Te + LE + On VD,
DA NN ES SENS TANT SV Re user
ou, Ce qui revient au même, à
| (D+L)E+Mn +...—0, 2, a. Ho, £, OX, ..., ®, 2, ... étant des coefficients constants. On vérifiera évi-
demment les équations (r) ou (2) si l’on prend (3) taAet, n = Bes, Ne
s, À, B, ... désignant des constantes réelles ou imaginaires, choisies de manière à vérifier les formules
(s+£)A +IUB +...—o, (4) BA-+-(s+9)B+...—0,
qu’on obtient en remplaçant, dans les équations (2), D, par s, et HER PRE US id Von *
D'ailleurs, comme l'élimination des facteurs A, B, C, ... entre les for-
mules (4) fournira une équation caractéristique
(5) Treo
qui sera du degré n par rapport à s, la valeur de S étant (6) se (a+ tlU 42) me à,
on pourra, dans les formules (3), prendre pour s une quelconque des n racines de l’équation (5). Il y a plus : comme, étant donnés, pour les variables principales, deux ou plusieurs systèmes de valeurs propres à
vérifier les équations (1), on obtiendra de nouvelles intégrales de ces mêmes équations en ajoutant l’une à l’autre les diverses valeurs de chaque variable principale, il est clair qu'on vérifiera encore les équations (1) en posant |
Aest
(7) RES # Best.
CT
pourvu que, le signe £ du calcul des résidus étant relatif aux diverses racines de l’équation caractéristique, on prenne pour
des fonctions entières de s, propres à vérifier les formules (4). Or on obtiendra de telles valeurs en substituant aux équations (4) les sui-
vantes (s + £)A + dLB+...—.xSs,
(8) | RA+(s+2)B+...—83,
ORNE IR SR Spa Le te né dé eo Ne
qui s'accordent avec elles, quand on prend pour s une racine de l'équation caractéristique, quelles que soient d’ailleurs les valeurs attribuées aux nouvelles constantes
Soient en conséquence
les valeurs de À, B, C, ... tirées des formules (8), ou, ce qui revient au même, les numérateurs des fractions qui représentent les valeurs
de A, B, C, ... déterminées par les formules | (s LÉ ÉORBE,; Ed à (10) ‘ CA+(s+9)B+...—6,
et qui offrent 8 JpouE commun dénominateur. On vérifiera les équa-
tions en prenant
(La + M6 +...)es (Pa+@6+...)est (rx és : pe À — se ((8)) É ((8))
On remarquera maintenant que, dans les formules (9), les facteurs LM 0h considérés comme fonctions de s sont tous du degré x — 2, à l’excep-
tion de ceux qui servent de coefficients, dans la valeur de À à #, dans la valeur de B à 6, ..., c’est-à-dire à l'exception des coefficients
qui seront du degré x — 1, et qui, étant développés suivant les puissances descendantes de s, donneront chacun pour premier terme
sat D'ailleurs le développement de s offrira pour premier terme s*; et l'on
aura, en vertu des principes du calcul des résidus, 1° en prenant pour > un nombre entier inférieur à r — 1,
(12) ÊT 2° en prenant 72 — n —1,
Cela posé, on aura évidemment | Est (Or Le (18) \ Donc les formules (7) donneront, pour 4 — 0,
URas
rat. À nuse RE et réciproquement, si l’on veut que les variables principales
D ETES ES
EXTRAIT N° 50. 371 soient assujetties à la double condition de vérifier, quel que soit £, les équations (1), et de vérifier, pour 4 = 0, les formules (15), il suffira de prendre pour ces variables Les valeurs que fournissent les formules (11).
IL est bon d'observer que si l’on désigne par L, M, ..., P, ©, les fonctions de la caractéristique D,, dans lesquelles se transforment
les facteurs {, A, SRE p, @,
quand on y remplace s par cette caractéristique, les formules (r1) pourront s’écrire comme il suit
est
(16) E—(aL+8M+...)0 Ts
Donc si l’on pose, pour abréger, e soft I SSrarse ÉAuE oh cs)".
on aura simplement (18) E—{(aL +6M+.. )6, n={(aP + 6Q +...)6,
Si l’on représente par .
ce que devient $, quand on y remplace la lettre s par la caractéristique D,, la fonction 6 déterminée par la formule (17) ne sera évidemment autre chose qu’une nouvelle variable principale assujettie : 1° à vérifier, quel que soit #, l'équation différentielle de l'ordre »,
(19) VO = 0; 2° à vérifier, pour £ — 0, les conditions
d8 ee dr-20 dr-19 at "l'O tte din-2 de, dr 1 —
Cette fonction est ce que nous appellerons la /onction principale. Quant
aux valeurs de Ë, ls C;
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déterminées par les formules (18), elles ne différeront pas de celles que l’on déduirait par élimination des équations différentielles
| (D+L)Ë+Mn+...=29V06, (21) | PE + (D: + Q)n+...—6ve8,
en opérant comme si D, et v étaient de véritables quantités. D'ailleurs, pour obtenir les formules (21), il suffira d’égaler le premier membre de chacune des équations différentielles données, non plus à zéro, mais au produit de 6v par ce que devient ce premier membre, quand on rem-
place les variables principales
&, n, 6, par zéro, et leurs dérivées par Les valeurs initiales
Æs 6, 1»
de ces variables principales; en d’autres termes, il suffira de remplacer, dans les équations différentielles données, les dérivées
D.Ë, Den, par les différences
DË— a V6, D,n — 6 VO,
Enfin, il est aisé de s'assurer que, pour passer des équations différentielles données à des équations intégrales qui fournissent immédiatement les valeurs générales de Ë, », €, ..., on devra suivre encore la règle que nous venons d'indiquer, dans le cas même où les équations données, étant linéaires, du premier ordre et à coefficients constants, ne seralent pas ramenées primitivement à la forme sous laquelle se pré-
sentent les équations (1) ou (2). On peut donc énoncer la proposition
suivante :
THÉORÈME. — Supposons que les n variables principales S A, Le
soient assujellies : 1° à vérifier n équations différentielles linéaires du pre-
EXTRAIT N° 50. 379 muer ordre à coefficients constants, c'est-à-dire n équations dont les premiers membres soient des fonctions linéaires de ces variables principales et de leurs dérivées
Ed dt: dé dt:
prises par rapport à la variab'e indépendante t, les seconds membres étant
nuls; 2° à vérifier, pour une valeur nulle de 1, les équations de condition Ë re La ñ —— 6, 6 — Y»
Pour obtenir les valeurs générales de
ë, 1; Le 20
on écrira les dérivées di dx: dé
sous les formes D,Ë, D:n, D.£, CE
puis, on recherchera l'équation Let a
qu résulierait de l'élimination des variables principales €, r, €, ... entre les équations différentielles données si l’on considérait D, comme désignant une quantité véritable, et à cette équation V — 0, dont le premuer membre v sera une fonction de D,, du degré n, qui pourra être choisie de maniere
à offrir pour premier terme D}, on substituera la formule VO — 0,
que l’on regardera comme une équation différentielle de l'ordre n entre la variable indépendante t et la fonction principale 6. Enfin on déterminera celte fonction principale de telle sorte que, pour t = 0, elle s'évanouisse avec ses dérivées d’un ordre inférieur à n — 1, la dérivée de l’ordre n — x se reduisant à l'unité; et l’on égalera le premier membre de chacune des équauons différentielles données, non plus à zéro, mais au produit de ve par ce
que devient ce premier membre quand on y remplace les variables princti-
pales €, n, €, ... par zéro, et leurs dérivées
dd, de
Hd dd.
par les valeurs initiales ° ax, ©, 7»
de ces mêmes variables. Les nouvelles équations differentielles ainsi formees, etant résolues par rapport à
comme st D, désignait une quantité véritable, fourniront immédiatement les valeurs générales de €, n, G, .….. exprimées au moyen de la fonction principale et de ses dérivées relatives à t.
Ce théorème, qui ramène simplement l'intégration d’un système d'équations différentielles linéaires, à coefficients constants et du premier ordre, à la recherche de la fonction principale, devient surtout utile dans l'intégration des équations aux différences partielles, comme nous le verrons plus tard. Il est d’ailleurs facile de l’établir directement et de s'assurer qu’il fournit, pour Les variables principales £, », 7, ..., des valeurs qui satisfont à toutes les conditions requises. En effet, dire que les valeurs de
Ë, n, GC, ..., données par les formules (18), sont celles que l’on tire des équations (21), quand on opère comme si D, était une quantité véritable, c’est dire que l’on a (D +£)(aL+68M+.. )+(aP +68Q+.. )+...—aV, P(aL+8M+...)+ (D: + 2)(«P+6Q+...)+...—= 6V,
quels que soient «, 6, ...; en d’autres termes, c’est dire que l’on a
identiquement | (De + £)L + UP +...— y, (D: + £)M + RQ +... és (22) Dé ét 200) ®M +- (D: +9)Q RSR V, ETS
es, EXTRAIT N° 50. 381
Or il est clair qu’en vertu des formules (19) et (22) on vérifiera Îles équations (2), si l’on y substitue les valeurs de £, », €, ... fournies par les équations (18). De plus, v étant une fonction entière de D,, choisie de manière que dans cette fonction la plus haute puissance de D,, savoir D”, offre pour coefficient l'unité, si l’on regarde D, comme une quantité véritable, on aura, pour des valeurs infiniment grandes de
cette quantité,
re SE /è ?
et par suite, en vertu des formules (22) divisées par D},
he, M_
nn: PRIT : ps ?
Donc, parmi les fonctions entières de D, désignées par
Éd St: 0...
les unes, savoir
L, Q, bd alt
seront du degré 7 — 1, et offriront D ‘ pour premier terme, tandis que les autres seront d’un degré inférieur à n — 1. Donc, en vertu des formules (20), on aura, pour { — 0,
D A Ph À M6 = 0, es POs-0; Q8— 1, ARE
*, ° ss... ...
D, étant considéré, non plus comme une quantité, mais comme une caractéristique, et les valeurs de
& 13, Gp 4)
fournies par les équations (18), vérifieront les conditions (15).
S IE. — Zniégration d'un système d'équations différentielles du premier ordre, linéaires et à coefficients constants, dans le cas où les seconds membres, au lieu de se réduire à zéro, deviennent des fonctions de la variable indépendante.
Supposons que, dans les équations (1) du $ I, les seconds membres, d’abord nuls, se transforment en diverses fonctions
b CEE PER À
de la variable indépendante #, en sorte que ces équations deviennent
respectivement | dE dt H LE + Nn +... —=X, (2) dn
HPE+ On +. Y,
pe
ou, Ce qui revient au même,
(D+£)E+Mn+...—=X,
Si l’on veut obtenir des valeurs des variables principales qui aient la double propriété de vérifier ces nouvelles équations, et de s’évanouir pour # — 0, il suffira évidemment de remplacer, dans les formules (r1} du paragraphe précédent, les constantes
par les intégrales t
t . Xe di, Î Ye-st dt, 0 0 En effet, en opérant ainsi et désignant par X, dŸ;,
ce que deviennent AE,
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quand on y remplace la variable indépendante £ par une variable auxilaire +, on trouvera
t Î (LX + MIS +...)eslt-) dr
EE (ER
k (PR + @T +...) est dr
Or ilest clair : 1° que les valeurs précédentes des variables principales s’évanouissent pour { — 0; 2° qu'elles vérifieront les équations (r), en vertu des formules (14) du $ I, si l’on a identiquement
(SH L)(LR + MI +...) + MPR+BT+...)+...—0, (4) | PILX + MI +...) +(s+Q)(PR+BT+...)+...—0,
PETITE Re M ee D NAT RS 6 pavé e 6» 'e 0 Dh ee E'e 6 ere c'eiiers d'en + » ds, ee 0e à der.»
D'ailleurs ces dernières équations seront effectivement identiques, attendu que les valeurs de A, B, C, ..., fournies par les équations (9) du $ I‘, vérifient les formules (4) du même paragraphe, indépendamment des valeurs attribuées aux facteurs «, 6, ... et par conséquent dans le cas même où l’on remplacerait
M6 is par: À: 7:
‘Si maintenant on veut obtenir pour les variables principales En,
des valeurs qui aient la double propriété de vérifier, quel que soit 4, les équations (1), et de se réduire aux constantes
pour £ — 0, il suffira évidemment d'ajouter les valeurs de Ë, x, ... fournies par les équations (3) à celles que donnent les formules (11) du
S 1. Ou trouvera ainsi
| © Î (LR + MT +... )eC-" dr
,. _ rifa+ M6+...)es = È ((8)) me È ES
; X + à .. Jest-9 d 1 SRE es f (PX + J + }e T sl à (1)
I y a plus : si l’on nomme 6 la fonction principale déterminée par la formule
sst
(6) = Es)
et & ce que devient cette fonction, quand on y remplace la variable indépendante # par la différence 4 — +, en sorte qu'on ait
es(t—T)
si d’ailleurs, comme dans le $ I, on désigne par RS MURS ASE L 3
les fonctions de D, dans lesquelles se transforment les facteurs RE ie ©
quand on y remplace s par D,, les formules (5) donneront simplement
t —(aL+6M+...)6+ f (XL + SM +...) dr,
D'autre part, si l’on fait pour abréger (9) E=(XL+FM+...)6, H=(XP+YSQ+...)6, :: ...,
=, H, .… représenteront de nouvelles variables assujetties : 1° à vérifier,
EXTRAIT N° 50. 385 quel que soit 4, les formules
| (D: +£)E+MH+...—o,
(ro CPE + (D +9)HE..:— 0,
2° à vérifier, pour { — + — 0, ou, ce qui revient au même, pour 7 — {,
les conditions
(an ot NT RTE,
t t f° = dt, i. H d-, dE: 0
désigneront évidemment les valeurs de £,7, ... correspondantes au cas
et les intégrales >,
particulier où l’on aurait 6, Fer Cela posé, on déduira immédiatement des formules (8) la proposition suivante :
TuéorèmEe. — Supposons que les n variables principales E, 1, sotent assujetties : 1° & vérifier n équations différentielles dont les premiers
membres se réduisent à des fonctions linéaires de ces variables et de l’une
des dérivées dé -dh dé
le coefficient de cette dérivee étant l'unité, et les seconds membres étant des
fonctions + FER CES
de la variable indépendante t; 2° à vérifier, pour t — 0, les conditions
ne, = 6) Pour obtenir les valeurs générales de OR NE
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il suffira d'ajouter à celles que l’on obliendraut si + ne # se reéduisaient à zéro, les valeurs de &, n, ... correspondantes au cas parti-
culier où l’on aurait en à ÉD,
Ces dernières seront d’ailleurs de la forme
a t t (12) =} = dr, 1= [ ue, es +9 LA =, H, ... étant ce que deviennent les valeurs de &,n, ... relatives à des valeurs nulles de X, Y, ... quand on y remplace
t paré,
a, 6, par les quantités
X, À, dans lesquelles se transforment
ENS à
en vertu de la substitution de + à t.
Au reste, pour établir directement ce nouveau théorème, il suffit de
montrer que les valeurs de É::
fournies par les équations (12), non seulement s’évanouissent, comme on le reconnait à première vue, pour £:— 0, mais encore vérifient les équations (1) ou (2). Or effectivement ces valeurs, substituées dans les équations (1) ou (2), les réduiront, en vertu des formules (11), aux suivantes :
E L+ [ [(De+£)E+MH+...]d=X, "0
Y + Î [RS +(D+NRE RSR V0
et ces dernières seront identiques, eu égard aux équations (10).
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LA
SIL. — Jntégration d'un système d'équations différentielles linéaires et à coefficients constants d'un ordre quelconque, le second membre de chaque équation pouvant étre,ou zéro, ou une fonction de la variable indépendante.
Supposons que les équations différentielles données, étant par rap-
port à une ou plusieurs des variables principales
FRE
d'un ordre supérieur au premier, contiennent avec ces variables prin-
cipales les dérivées de £, de »,
passe pas »’ pour la variable £, #” pour la variable », .
. relatives à 4, et dont l’ordre ne sur-
n Supposons
d'ailleurs que ces équations soient linéaires et à coefficients constants,
les seconds membres pouvant être des fonctions de la variable indépen-
dante #. Les premiers membres, dans le cas le plus général, seront
des fonctions linéaires, à coefficients constants, des quantités
A 1-3 2R dé , ge" porn Le £ L 7 di è d'e2 Lei e+ a HOME ! di?
et les variables principales
Co A»
sd de e
du'E
£a") tr
ES D ES
Quar-1)
traires dont le nombre sera
Cela posé, les équations différentielles données pourront être consi-
RÆEn +:
LE d désignant des constantes arbi-
Pers à
ECR'—1) — gta! —1), na 1) — Bn”—1),
CÉRCRCE A ER RSR EE EL AT)
dérées comme établissant entre les variables of S 170), ae"): se
41 E(n'—1 £(n!). à 6 » E\ Æ (a , 15: Mie
des relations en vertu desquelles les dérivées des ordres les plus élevés,
aa
D [ZA AURR nt }, Ft os
savoir Ë
s'exprimeront à l’aide des dérivées d'ordres inférieurs a mt dry er à Marois a") ; AT
et, pour ramener le système des équations différentielles données à un
système d'équations différentielles du premier ordre, il suffira de les
remplacer par les suivantes QDE—E=0 DEEE, je Dr — Emo, Den 0, Der 5e, re Be np;
A er Sp ie de
en prenant pour inconnues ou variables principales les x dérivées
d'ordre inférieur, savoir QU EE
eût 4 1 . . .
Env) D'1s
et supposant, comme on vient de le dire, les dérivées d'ordres supé-
rieurs, SAVOIr Et) pe
exprimées en fonction des autres et de la variable 4 par le moyen des équations données. Or, si les seconds membres des équations données
s’évanouissent, les valeurs qu’elles fourniront pour Le RE
£(n!) al ;
72 à na US 3
se réduiront à des fonctions linéaires de
etes
ECR'—1) ; Ds A 3 et si, après avoir substitué ces valeurs dans les équations (3), on veut intégrer ces dernières équations, on devra, suivant ce qu'on a vu dans le S I, opérer de la manière suivante.
1° On éliminera les variables
FRS CO RER 24, ne ns
Pr
entre les équations (3), ou, ce qui revient au même, on éliminera les
seules variables
entre les équations différentielles données, en opérant comme si D, désignait une quantité véritable; et, après avoir ainst trouvé une équation
résultante V—o
dont le premier membre v sera une fonction entière de D, du degré », on assujettira la fonction principale & à la double condition de vérifier, quel que soit #, l'équation différentielle de l'ordre »,
et de vérifier, pour { — 0, les formules
(SE 60, D,9 — 0, D?6 — 0, FA Br 6-0, Da nr.
Pour satisfaire à cette double condition, 1l suffira de prendre
st
{G\ dune" (6) 0= € s 1”
\\ 17 s désignant la variable auxiliaire à laquelle le signe € se rapporte ets la fonction de s en laquelle v se transforme, quand on y remplace D, par s.
Le] / ": rnir Ç 1 £ 1 Q x “ee aQ 2° Après avoir substitué dans les équations (3) les valeurs de
-(n/ ù " 42 ), Ant ),
exprimées en fonctions linéaires des inconnues ou variables prinei-
pales RS £CR'—1) L-L) S 9 ne s , . pa F Mi TIGE FORCE A RE
ie ve. é on y remplacera les dérivées de ces variables, savoir D, Ë, D.£', ses D, ëc—1),
Dhs AN ete Re
EE] ….... ..… (7 SE EE
par les différences
DË—aVe, DE —2V0, ..., D,ëte-1) — ,;(a'-1)V6, D,s se 6VO, D,2' PRE 6 VO, 5:05 D,n02"—1) — Gta”—1)VO,
juis on résoudra, par rapport à |
+ ed Fe RE 4 » x | “ Vau ra Co 6 > EL TE < Ecr DE A 1, Poe? 1 2e
les nouvelles équations ainsi obtenues, en opérant comme si D, était une quantité véritable. D'ailleurs, les remplacements dont il est ici question transformeront les équations (3) en celles qui suivent :
DE ave, DE Eat Ve, …, De EU — En) — qu Ve, (5) { Den—n'—68Ve, D,n'—1"—E€6"V6,
us Drnt-0 pin") —8tu7-1))T0,
et l’on tire immédiatement des formules (7) 2 æ D: Ë 7e 2VO, £" —D}?E — (a+ xD:)V6,
Een) DE (an, + D? + 2D!-)V6;
Li { n =D 1 —6V8, 1 ju à ; n—(6 + 6D,)V6, RS RER AR PO CI SR NES A9 = Din — (80%"-104+,,,+6 D}? +6D7?-')Ve,
Donc, pour intégrer, dans l'hypothèse admise, les équations différentielles données, il suffira de les considérer comme établissant des relations entre les quantités BU NS NE iemt ES My D nt ea MA, puis d'y substituer les valeurs de Et EME RRQ PA TS MEET ES
fournies par les équations (8), et de les résoudre ensuite par rapport aux
variables principales A
EXTRAIT N°50. 391 en opérant comme st D, était une quantité véritable. Cette règle très simple fournira immédiatement les intégrales générales d’un système d'équations différentielles linéaires et à coefficients constants d’un ordre quelconque, lorsque les seconds membres de ces équations se réduiront à zéro.
Si les seconds membres des équations différentielles données étaient supposés, non plus égaux à zéro, mais fonctions de la variable indépendante 4, il faudrait, aux valeurs de
NY
obtenues comme on vient de le dire, ajouter des accroissements représentés par des intégrales définies de la forme
At
a € | = (x, 4 H dz,
ec 0
Soient d’ailleurs, dans cette seconde hypothèse,
L Ki:
les valeurs de nt} n".
eRiiee que na) — din br] din din
que fournissent les équations données quand on y remplace £ . ss ET 1; “', .. nt” F3 ou, ce qui revient au même,
LUE dnu'—1E d dr" PUR LRO le prepare MAN gs DE dt dtnr'—1 dt dent
par zéro ; et nommons X, ;
les fonctions de +, dans lesquelles se changent FEES À
quand on y remplace la variable indépendante 4 par la variable auxiliaire =. Pour obtenir les valeurs de
ES ! À
il suffira, d'après ce qui a été dit dans le $ IF, de chercher ce que deviennent les valeurs générales de
relatives à la première hypothèse, quand on y remplace
É: Dar ET Tr,
el mme ir een Ge Ù; 6, €, ..., our-2) "gen par 0, O0, ss O0, %; 0, 0; «y ©; D; Applications. — Pour montrer une application des principes que nous
venons d'établir, proposons-nous d’abord d'intégrer une seule équation différentielle de l’ordre z et de la forme
ELA Rte dt din din? dt : ;
a, b,..., h, & désignant des coefficients constants, et X une fonction quelconque de £. Si l’on suppose d'abord X réduit à zéro, l'équation donnée deviendra
la valeur de v étant
V— D! +aD?-'+bD?-?+...+/AD. de k ; et par suite, si l’on pose
BE + nn + bst-2+.,. + hs+k=Ft(s),
la fonction principale 6 sera déterminée par la formule
est est 9= Ts — CFE
D'ailleurs, lorsqu'on regardera la proposée comme établissant une re-
lation entre les quantités
& 4 Ée ER), ECR),
elle se présentera sous la forme EGn) L'aËta-t) + bEG-D +, + RE +kE— 0; et, si l’on substitue dans cette dernière formule les valeurs de Do Re. Jia
fournies par les équations (8), on en conclura
VE = [(atr-0+,..+ xD? + ax D?=t)+...+ ha + aDe) + kba]V9; puis, en opérant comme si D, et v étaient des quantités véritables, me Eat +... + @ Di 24 a D?) +...+ ho + a D:) + li x].
Telle sera effectivement la valeur générale de £, que lon pourra présenter sous la forme F(D,) — F(x)
pourvu que, dans le développement du rapport
on remplace les puissances entières de x, savoir DAMES NE MR Ne me,
par les constantes arbitraires FN GS. PU ET. ER
Si, dans la dernière valeur de £, on substitue la valeur trouvée de 6, on obtiendra la formule symbolique
aient est ee A WE(#I)) à laquelle nous sommes déjà parvenus dans les Exercices de Mathemaliques.
Pour passer du cas où X s’évanouit au cas où X est fonction de #, il
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suffira d'ajouter à la valeur précédente de £ l'intégrale définie
st
J Æ dr, D]
= désignant ce que devient la valeur précédente de £ quand on y
remplace
Ü par {—:, 2, 4, ..., a? par zéro, et 2-9 par la fonction X en laquelle se transforme X en vertu de la substitution de + à #. Cela posé, soit
rh es(t—T)
© — = C((F(s))) L'équation en £ trouvée plus haut, savoir
E= (ar) +... )0,
entrainera la suivante :
et, par suite, en intégrant l’équation
dnE dr—1 Ë dn—2£ dE a den Rd dti-1 dtn-2 + VA +kE= X,
de manière à vérifier, pour { — 0, les conditions
AE res NE à CARRE (R—-1) CE — » horiial, .. dent , on trouvera F(D,) — F{« Ë Ex le+ f XC dr D, — & 6
t [l Xes(t-:) dr
est 0 sun wo) + (KF(s))
pourvu que, dans le développement du rapport qui renferme la lettre x, on remplace a°, «!',..., x1 par æ, x’, ..., a), On se trouve ainsi
ramené aux résultats déjà obtenus dans les Exercices de Mathématiques.
Proposons-nous maintenant d'intégrer les équations simultanées
dE À :
Br =£RE+Rn +DÉ+X, Les = RE + Mn + PE + Y, dé
Te = ?E+Pn HAÉE Z,
KL, OR, 9%, ®, 2, R désignant des coefficients constants, et TR Her
des fonctions de la variable indépendante s. Si l'on suppose d’abord ces fonctions nulles, les équations données se réduiront aux suivantes :
(L—D)E+Rn+Qc —o, RE+(M—D})r+PE —0o, DE+En +(IT —D?)é—o.
ën éliminant #, x, Ÿ entre ces dernières et opérant comme si D, était une quantité véritable, on obtiendra une équation résultante
Ve O0, dont le premier membre v pourra être censé déterminé par la formule
F=(D}—£)(D?—)(D}— x) — Pa (D? — £)— 22 (D? — I) — A2(D — Xe) — 2PIR.
Soit S ce que devient la valeur précédente de ÿ quand on y remplace D, par s, en sorte qu’on ait
el posons
si l’on veut déterminer les variables principales 6 1 €
de manière qu'elles vérifient, quel que soit 4, les équations données, et pour { — o les conditions
dE HT da ee e' d£ !
— = & ——— — ==?) dit ; dt * hi ds il suflira de remplacer, dans les équations données, les dérivées du second ordre fixe DPE, nie Din; dr? HA € par les différences
D?E— (a+ D) VO, D?n—(8 + 8D,)V6, D?c— (y + yD:) Ve,
puis de résoudre par rapport à
et en opérant comme si D, était une quantité véritable, les nouvelles équations formées comme on vient de le dire, savoir
(D —£L)È—Rn—26 — (x + aD,) VO,
_ ÀE + (D? — M) BE —(6 +6D,)V6,
—DË-Ln +(D —X)é—(y +yD,)V6.
On trouvera de cette manière
DA
2 H)(D2 — NX) — P2](a + aD,)0
UE NC D RS ET MIE M ON UT EE AT ME à MN AIN M En O0 dà MA OÙ We MU
et, en posant, pour abréger, £— (D; —M)(D} — 3) — P?, D AM — (D? — 3) (D? — £) — 2?, @—2(D—M)+RE, N— (D? —£) (D? —I) — R1, h
EXTRAIT N° 50. 397 on aura simplement
E = [(a'+ aD:) £+(8 + 6D) h + (y +yD)@10, + aD)R+(8 +6D)M+(y +7D)p]0, G=[{a'+a2D)O+(8+6D)p +(7 +7D)u]6.
Si maintenant les fonctions de 4 désignées par Ai 2
cessent d’être nulles, et si l’on nomme
ce que deviennent ces fonctions quand on y remplace la variable indépendante & par la variable auxiliaire +, alors, pour obtenir les valeurs générales de & 15 Go
il suffira d'ajouter celles qu’on vient de trouver à celles que déterminent les formules
ë =) (X£ +R +%0@) dr,
t à À (XR + TM BP) dr,
dt.
t— | (X@+Fp+L0)S dr,
la valeur de & étant
ce G
a ct)
Comptes rendus, t. VII, p. 889 (10 juin 1839). — Suite.
SIV. — /ntégration d'un système d'équations linéaires, aux différences partielles, et à coefficients constants, d’un ordre quelconque, le second membre de chaque équation pouvant étre, ou zéro, ou une fonction des variables indépendantes.
Soit donné un système d'équations aux différences partielles entre
plusieurs variables principales &, nn E; et plusieurs variables indépendantes Re Roi D
que, pour fixer les idées, nous réduirons à quatre, les trois premières x, Y, = pouvant représenter trois coordonnées, et la quatrième 4 désignant le temps. Supposons d’ailleurs que les premiers membres de ces équations soient des fonctions linéaires, à coefficients constants, des variables principales et de leurs dérivées, l’ordre des dérivées relatives à 4 pouvant s'élever jusqu'au nombre »’ pour la variable principale Ë, jusqu'au nombre x” pour la variable principale », jusqu’au nombre »” pour la variable principale Ÿ, .... Faisons, pour abréger,
Enfin nommons p (+,7,2), 4 \259Y32), U (z,7,2) +.) pifæ,Y,3), (292) dilæ, 7,3) rs HR ane ï RITES teinte «
Quri(r, V5 2), Xar(2, V2), Vuri(x,ÿ, 2), les valeurs initiales des variables principales
z, üs 0
et de leurs dérivées d’ordres inférieurs à l’un des nombres
en sorte que ces variables soient assujetties à vérifier, quel que soit 4, les équations données aux différences partielles, et pour # — 0, les
conditions Ep (x,7,3), n=x(x,7,s), Éb (vy; 2) (2) DË=oi(x,r,3), Bn=yilz;r,s)} BE lsrz) | RÉ ARR T ATEN PET TSI 0 ; \ L: él ë — Durs (er; 2}, | a Li Pres ft e (x, 2), D D} ide = as Van -1 Ce; Y, 3 }s
Pour ramener l'intégration des équations proposées à l'intégration d’un système d'équations linéaires et à coefficients constants, il suffira de recourir à la formule connue
(3) wir) — [ Pret,
de laquelle on tire, en remplaçant successivement 5{x) par 5(x, y) et par &(æ, y 3)
(+ 9 = f. 1. É Le nono —p)]ÿ—1 w (À, u) d}du dedy
27 2T __… as ST Pr AO ET , dv dydv dodw _—2 —æo € D isa TES Je a ee
puis, en écrivant 5(x, y, 3,4) au lieu de &(x, y, =),
ra Eee hs LE 1: 13 ele) )-ne—5)] VTT œ (À, pv, 1) didu du dv dd
En effet, chacune des équations données sera de la forme
(6) R=vwo(z,y,2,t},
R désignant une fonction linéaire, et à coefficients constants, des va-
riables principales b; n» GC
et de leurs dérivées prises par rapport à une ou plusieurs des variables
indépendantes. D'autre part, en désignant par
JS gg h des nombres entiers quelconques, et posant, pour abréger, (7) u—uy—1, v—=vy—:1, | = w RTS on tirera généralement de la formule (4)
| DÉD£ DÉo(x, y, 3)
Le ie di sos Fe teint) pros DE nl 2 0) SEE dE dy ds RP SERRE 2T
Cela posé, si l’on nomme
ce que deviennent les variables principales É, UE 4 À ue considérées comme fonctions de æ, y, 3, {, quand on y remplace Vs: Vo 5e par . . . ’ o , . 2 - .
si, de plus, après avoir exprimé R à l’aide des caractéristiques D, D, D:, D;,
on appelle à ce que devient R, quand on remplace
EE Ne M à et les puissances entières des caractéristiques DD D:
par les puissances semblables des facteurs
on aura évidemment
(9) nf E È LE : [+ se pere du.dv dydw RTE PU
EXTRAIT N° 51. hO1
et par suite l’équation (6) pourra être représentée sous la forme PÉLLAE otre» À du du dv dudw (10) LUE fs ff LA — w(à, p, v,t}e"—2)+r0—4)+ 4 (z—») ee e ee — 0
Or, pour que la formule (10) soit vérifiée, il suffira que l'on ait R — (À, u, v, {)— 0 Ou, ce qui revient au même,
(1) A =, pt), et cette dernière formule n’est autre chose qu’une équation différentielle linéaire à coefficients constants entre les inconnues
ë, UE GC ..
considérées comme variables principales, et £ considéré comme variable indépendante. Ce n’est pas tout. Pour que les conditions (2) soient vérifiées, il suffira, en vertu de la formule (4), que l'on ait pour
DE qu pv), Da = qu pv) DEEZ Yun-i(à pv), Donc, en définitive, pour que les variables principales Ë, 1 à, possèdent la double propriété de vérifier, quel que soit #, les équations
données, et, pour 4 = o, les conditions (2), il suffira que les variables
principales auxiliaires
possèdent la double propriété de vérifier, quel que soit £, un système d'équations différentielles semblables à la formule (11), et, pour =o, les conditions (12). On pourra donc énoncer la proposition suivante :
TuéorÈme 1. — Les variables principales
E, n, à, OEuvres de C. — S.1, t, IV. 91
assujetties : 1° à vérifier, quel que soit t, un système d'équations linéaires, aux différences partielles, et à coefficients constants, ces équations pouvant
offrir pour seconds membres, ou zéro, ou des fonctions connues des variables
indépendantes Ty T Z ? l ;
2° à vérifier, pour t — 0, les conditions (2), seront, dans tous les cas, un-
médiatement déterminées par les formules
E= | Î Î [ . A LED n te IV - didu du dx dr an i —?© — — 0 — © Li 00 _—% 27 27 at
| he in ap en tte MR da du-d dw (Are A PAS NOR ÉRNET PRE DS 27 27 2Tr
Ec [ d [ F | Î elttw—2)+ 0-2) +w(s—»)] ÿ: . js nr
CAN
pourvu que l’on désigne par
MERE de nouvelles variables principales assujetties : 1° à vérifier, quel que soi 1. certaines équations différentielles, qui seront nommees les équations auxiliaires ; 2° à vérifier, pour t = 0, les conditions (12). D'ailleurs, pour obtenir les équations différentielles auxiliaires, il suffira d'exprimer les dérivées de &,n, C,-.., que renferment les premiers membres des équations lincaires
donnees, à l'aide des caractéristiques D, D,, D: » D. ;
puis de remplacer dans ces premiers membres
Et, mo RD mu el g FA ECS 1 par hits bi
ou, ce qu revient au même, par
UY—1, vY—1,5 w 5;
enfin de remplacer dans les seconds membres MS Hip: Dark lv.
Considérons en particulier le cas où, dans les équations linéaires
données, les dérivées de Ë, n, £, ... relatives à z se réduiraient aux dérivées du premier ordre
D.é, D:1, 1 PE RE TS
et se trouveraient simplement multipliées par des coefficients constants, indépendants de ;
et Alors les conditions (2), qui devront être vérifiées pour 4 — 0, se réduiront à
E—(x,r,2), n=Y (rx, 4); É=dir, rs) QUES
et les équations auxiliaires seront des équations différentielles du premier ordre, linéaires et à coefficients constants, auxquelles devront satisfaire les nouvelles variables principales
> é, assujetties en outre à vérifier, pour { — 0, les conditions
E=o(a,u,v), an = {à pv), Eva uv),
Or, si l’on suppose d’abord que les seconds membres des équations linéaires données s’évanouissent, on pourra en dire autant des seconds membres des équations auxiliaires; et, d’après ce qu’on a vu dans le S I, les valeurs générales de £, n, ... seront de la forme |
À, L, v)£ +x{à be v) #+...]0, À
(14) 7%) P+x(A pv) & +...10,
e désignant la fonction principale, et
il -0R AO IE AA
des fonctions entières de la caractéristique D,. D'ailleurs, pour obtenir la fonction principale 6 relative aux équations auxiliaires, on devra : exprimer, dans les équations linéaires données, les diverses dérivées de Ë,n, €, ... à l’aide des caractéristiques D,, D,, D, D,; 2° éliminer £,n,4, .… entre ces équations, comme si Dr, D,, D:, D,
désignaient des quantités véritables; 3° remplacer, dans le premier membre V de l'équation résultante
les caractéristiques D,, D,, D, par &, v, w, ce qui réduira v à une fonction de la seule caractéristique D,, puis choisir 6 de manière à vérifier, quel que soit £, l'équation différentielle V6 = o, et, pour £ — 0, les conditions 6, D,8 — 0, ous De, 1 it Si l’on nomme 8 ce que devient le premier membre v de l'équation (15), quand on y remplace, non seulement D:, D,, D: par uw, v, w, mais encore D, pars, (16) Be 9 sera ce que nous appelons l'équalion caractéristique; et la valeur de la fonction principale 6 sera
(7) - = Lys)
si l’on a choisi la fonction Ÿ de manière que le coefficient de D} s'y réduise à l'unité. Cela posé, pour obtenir les valeurs générales de
c’est-à-dire pour obtenir les formules (14), il suffira, en vertu des prin-
EXTRAIT N° 51. #05 cipes établis dans le ST, de remplacer dans les équations différentielles auxiliaires les variables
Dé, Den, par les différences DeË — o(à, u, v) VO, Den — y (à, pu, v)V0,
Y étant considéré comme une fonction de Men D:
puis de résoudre par rapport à
TE SG 1 les nouvelles équations ainsi formées en opérant comme si D, était une quantité véritable. | Concevons maintenant que, dans les équations (13), présentées sous
les formes
| C2 n æ æ à ns ; | | | : = [. $ fe . . 1. ente—2)+vir—p)+w (sr) E d? du du dy dy dx ue sé 27 27 np (18) £ _ fe 1 L fe fe ex—)) Hg —p)+4(z— à LE du “ie dv no
Vo R Se ae Ne Ta NV Less don CE IQ See VU Re aa Diet le wie ot ie ee EN RO S 0 Ein 2.8 #27
on substitue les valeurs de €, », ... tirées des formules (14) et (17),
sAVOIr
E= Lol») £+x(, pv) A +...] TH (19) |= Lou r)P+x(Ruvr)e +... y
V'ÉRS TeNV eee Nes eve ces pes co vie so 4 eee 00» e »
Supposons d’ailleurs qu’à chaque forme particulière d’une fonction w(x,Y,2) des trois coordonnées
TX, Vs 23
on fasse correspondre une fonction de x, y, 3, t, désignée par la seule
lettre & et déterminée par la formule
\ RSR VON DRE OS ddu dudy dydw (6) er : wlÀ,u,v) à Ce —< — © —+< —2 —œ “0 ((S )) 27 2 TH À: d
Enfin nommons
RER
les fonctions de æ, y, z, t, dans lesquelles s se transforme, quand on y remplace 5(2, u,v) par
DA UDS TIR UV. 42, de sorte qu'on ait ;
ue À ds , F eutr-h)+v(y-B)+w(z-v)+st : \ d?. du du dy dy dw Fe us sp ss (8) RON GRPTERE Ur EME Li # eU(X-N+v(y-8)+W(2—v)+st . » d}. du - dy dy dw
RE EE RE OC RO ON À RE D CU VU QU PE de PP AE de à su à DA dre RMS
et désignons par ce que deviennent
quand on y remplace
par les caractéristiques be
Les valeurs dé &, , .….. fournies par les équations (18) et (19) pourront évidemment s’écrire comme il suit :
és» dhi6is le de hihi sie
EXTRAIT N° 51. #07 pourvu que l’on transforme les fonctions de u, 6, ww, D,, désignées par EN, vd; € en fonctions des caractéristiques D>, D,, D:, D:, en y remplaçant &, 6, w par D,, D,, D.. D'ailleurs, pour déduire les
formules. (22) des formules (14), 1l suffit de remplacer dans les formules (14) les variables auxiliaires
par les variables principales
et les produits Op(a,u,v})}, Oy(A,u,v),
par les fonctions Le Er À Donc, puisqu'on arrive directement aux formules (14), quand on ré-
sout par rapport aux variables auxiliaires £, n, ..., non pas les équations différentielles auxiliaires, mais celles qu’on en déduit en remplacant
D.&, Den, par les différences DE V[Oo( ui] Den — [0 (u,v)] et considérant ÿ comme une fonction de
M: 4.0. De
on pourra encore arriver directement aux formules (21) ou (22), en résolvant par rapport aux variables principales PER RO ES
non pas les équations linéaires données, mais celles qu'on en déduit en
remplaçant LL.
to ts
par les différences D.Ë — V9, Den — Vy,
et considérant v comme une fonction de Dr, D, D:, D.
Dans l'un et l’autre cas, on devra opérer comme si les notations D, et D,, D,, D, étaient employées pour désigner de simples quantités, sauf à regarder, dans les équations définitives (14) ou (22), chacune de ces notations comme indiquant une différentiation relative à l’une des variables indépendantes 4, æ, y, =. |
Si, comme nous l’avons supposé, la fonction de D,, D,, D., D,, désignée par V, est tellement choisie que, dans cette fonction, le coefticlent de D”, c’est-à-dire de la plus haute puissance de D,, se réduise à l'unité, alors la fonction de &, 6, w, s, désignée par 8, étant développée suivant les puissances descendantes de s, offrira pour premier terme s”.
On aura donc : 1° pour m<n —1, st
2° pourm—=n—1, st—1 pe dr
Ce ((S))
in conséquence la fonction de x, y, z, t, désignée par © et déterminée par la formule (20), vérifiera, quel que soit #, l'équation aux différences partielles
(23) Vw =,
et, pour { — o, les conditions
(24) 0, Ds=e, Do RON SO NT SR, _ Cela posé, il suffira de résumer ce qui a été dit ci-dessus pour établir la proposition suivante :
TaéorÈmE IT. — Sorent données entre n variables principales
É UE b;
EXTRAIT N° 5. 4:09 et les variables independantes ES A l,
n équations linéaires aux differences partielles et à coefficients constants, c'est-à-dire n équations dont les premiers membres soient des fonctions linéaires des variables principales et de leurs dérivées, les seconds membres tant nuls. Supposons d'ailleurs que, parmi les dérivées relatives au temps.
celles du premier ordre, savoir D.Ë D,
sotent les seules qui entrent dans les premuers membres des équations données, et s'y trouvent multipliées par des facteurs constants, sans y être soumises à aucune différentiation nouvelle relative aux variables x, y, 3. Nommons
p(æ,7,3), Z(2,2,2, les valeurs initiales des variables principales #, n, ..., ces variables étant
assujelties à vérifier, pour une valeur nulle de t, les conditions Ex p(æ,r,3);:- n=YE,",2),
Soient encore
l'équation en D,, D,, D, D,, résultant de l'élimination de £, n, !,...entre les équations données, et
l'équation caractéristique en laquelle se transforme la précédente quand on
y remplace D; , D,, D:, De
par = 9 05, la fonction Ÿ qui sera du degré nr par rapport à D,, étant d'ailleurs choisie de manière que, dans cette fonction, le coefficient de D} se réduse à l'unité. En/in, mix, J, 3)
étant l’une quelconque des fonctions initiales
p(z,Ys3), LA > 2)s <.., OEuvres de C. — S.I,t. IV. 52
désignons par w une fonction de x,Y, =, t déterminée par la formule (20), par conséquent assujettie : 1° à vérifier, quel que soit L, l “équation aux dif-
ferences partielles Va 0
2° à vérifier, pour une valeur nulle de t, les conditions 0,0, Deso. Due <<... Des D SR
el nOMmmMmOons
ce que devient 5, quand on réduit (x, y, 3) à
Pau , \ ” x
pisse) apte, PE Te, 2 Pour intégrer les équations linéaires données, de manière à remplr les conditions requises, il su ira d'y remplacer les dérivées
D, “8 D, os par les différences DES Dim . , # , . . .
puis de résoudre par rapport à À, n, ... les nouvelles équations ainsi obte-
nues, en opérant comme st D,, D,, D., D, étaient de véritables quantites.
En raisonnant toujours de la même manière et ayant égard aux principes établis dans le $ HT, on établira encore la proposition suivante : :
TaéorÈme IT. — Soient donnees, entre plusieurs variables principales
et les variables indépendantes T, > Z, é,
des équations linéaires aux di, érences paruelles, et à coefficients constants, en nombre égal à celui des variables principales. Concevons d'ailleurs que l'ordre des dérivées de £, n, ... relatives à t puisse s'élever jusqu'à n' pour la variable principale £, jusqu'à n°" pour la variable principale , ..., les
coefficients de CPE De,
| HERRER
EXTRAIT No 51. RAI
“ant indépendants de D,, D,, D,, et se réduisant en conséquence à des
quantités constantes. Faisons #=2 + n"4; el supposons les variables principales Ent assujetlies, non seulement à verifier, quel que soit t, les équations linéaires données, mais encore à vérifier, pour t — 0, les conditions
L n \ ns 5 RM x fr re (4:51, D:Ë—=v,(x,7,3), S ME = ut, y: 2):
KE, 7,2}, ; Din yir,r, 2), .. PR NE tas (L VS) Sotent encore V—=o
l’equation en D, D,, D, D, resultant de l'élimination de £, r, ... entre
les équations données, et
SO
l'equation caractéristique en laquelle se transforme la précédente quand on y remplace D:, D,, D:, D, par Mrs,
la fonction Ÿ, qu est du degré n par rapport à D,, étant choisie de marêre que, dans cette fonction, le coefficient de D" se réduise à l'unité. Enfin, supposons la Jonction w définie, comme dans le deuxième théorème,
par conséquent déterminée par la formule (20), et rommons
Pia restes) Ont
PA TUE PTSUORRS LEO LUE
ce que devient 5 quand on réduit G(æ,y, =) à l’une des fonctions iniliales lens) 9293) 2, ques)
X(2 V2), A CAS AE ans Xnr1 (x, 7,23),
Pour intégrer les équations linéaires données, de manière à remplir toutes
les conditions requises, il suffira d'y remplacer les dérivées
DE, DE DE Bu. ns De
LR de ….., .. Sa e :8
par les différences
DE — Vo, D'E—V(o, + Do), ..., DÉ'E— V(ous1 +...+ D20,+ D" 0), Den — Vy, Din—Viy, + Dix), ..., Din — Vpn +. + D, + D! 4),
puis de résoudre par rapport à &, n, ... les nouvelles équations ainsi obte-
nues, en opérant corne st D>, D,, D:, De
etaient de véritables quantités.
Les deux théorèmes qui précèdent offrent cela de remarquable, qu'ils font dépendre l'intégration d’un système quelconque d'équations linéaires, aux différences partielles et à coefficients constants, de l'évaluation de la seule fonction 5. Lorsque les variables indépendantes
Fi Je.
sont au nombre de quatre, savoir trois coordonnées et le temps, la fonction &, déterminée par l'équation (20), se trouve représentée en conséquence par une intégrale définie sextuple, et la valeur initiale de
RS À
désignée par &(x, y, =), peut être une fonction quelconque des coordonnées æ, y, z. Si au contraire les variables indépendantes se réduisaient à une seule #, la valeur initiale de D” ‘x se réduirait à une constante, et l’on pourrait faire dépendre l'intégration des équations différentielles données de l'évaluation de 5, en supposant même que dans cette évaluation l’on attribuât à la constante une valeur particulière, par exemple, là valeur 1, ce qui reviendrait à prendre pour 5 la fonction principale 6. Cela posé, en généralisant la définition que nous
avons donnée de la function principale, on pourra désigner sous ce nom, pour un système d'équations linéaires aux différences partielles et à coefficients constants, la fonction 5 déterminée par la formule (20). La fonction principale étant ainsi définie, on pourra dire que les théorèmes IT et IT ramènent l'intégration d’un système quelconque d’équations linéaires, et à coefficients constants, à l'évaluation de l'intégrale définie qui représente la fonction principale.
Au reste, il est bon d'observer, d’une part, que le théorème IT peut être établi directement, comme la proposition analogue énoncée dans le $ Let relative à un système d'équations différentielles; d’autre part, que le théorème IT se déduit immédiatement du second, par des raisonnements semblables à ceux dont nous nous sommes servis dans le $ HE.
Les théorèmes IT et IT supposent que les seconds membres des équations linéaires données se réduisent à zéro. Si ces seconds membres devenaient fonctions des variables indépendantes +, y, 3, {, on pourrait appliquer à la détermination des valeurs générales de £, , ... ou le théorème I, ou la proposition suivante que l’on déduit de ce théorèeme combiné avec les principes établis dans le $ HE.
Tuéorème IV. — Soient données entre plusieurs variables principales
et les variables indépendantes
CLRRRE SOMERET à
Us
des équations linéaires aux différences partielles et à coefficients constants, en nombre égal à celui des variables principales. Supposons d’ailleurs que. dans les premiers membres de ces équations, les dérivées des ordres les plus
eleves par rapport à t soient respectivement
DE pour la variable principale £,
D"n pour la variable principale 1,
les coefficients de ces dérivées se réduisant à des quantités constantes, et les v ,
seconds membres des équations données pouvant étre des fonctions quet-
conques des variables indépendantes. Enfin supposons que les valeurs ini-
tiales de PURE pat
0; D,, “…..s Din,
.… ee; PRE MIT Ter.
dowent se réduire, pour t — 0, à des fonctions connues de x, y, z. Pour intégrer sous cette condition les équations linéaires données, on déterminera d'abord, à l’aide du théorème II, les valeurs générales de Ë,;-n, ... correspondantes au cas où les seconds membres des équations données s'évanoutraent; puis à ces valeurs on ajoutera celles qui auraient la propriété de vérifier, quel que soit t, les équations données, et de vérifier pour t = 0
les conditions
9, BE», Mois ; 1
DT HD, ve,
ARS à SÉRRE CE
Ces dernières valeurs de Ë, r, ... seront d’ailleurs de la forme
t { bus f =, +: H 47, EE 0 0
=, H, ... étant des fonctions de fr Ts -55 1
ct de la variable auxiliaire +, déterminées par la règle suivante.
Sotent My X,
des fonctions de x, y, z, t propres à représenter les valeurs de Det Dr
qui vérifient les équations données quand on y remplace q ÿ ]
par zero. Soient encore
X , à , = ce que deviennent L HA
quand on y remplace la variable indépendante t par la variable auxi-
liaire =. Pour obtenir les valeurs générales de ASS | SÉÉER
ul suffira de réduire à zéro les seconds membres des équations données, et
de chercher ce que deviendront alors les valeurs de
= : ne RE E U { HET ERP frr. D {| VYr Or | 1 4 PH ® , x \ f Le ae fournies par le théorème IIT, quand on y remplacera \ V E l par {—7,
et les valeurs initiales de
ans
? Le sa sp DRE D 7 Din, .., D“, De.
par Bi Sir 960 MORE
Jusqu'à présent nous avons supposé que le -premier membre v de l'équation produite par l’élimination de €, , ... entre les équations données, dans le cas où l’on remplace leurs seconds membres par zéro, était une fonction entière de D,, D,, D., D,, dans laquelle on pouvait réduire le coefficient de D} à l’unité. Cette réduction est en effet possible dans l'hypothèse que nous avions admise, savoir, lorsque, dans les équations données, les dérivées des ordres les plus élevés par rapport à £ se trouvent multipliées par des quantités constantes, sans être soumises à des différentiations relatives aux variables x, y, z. Considérons maintenant le cas général où cette réduction ne pourrait s’effectuer sans que V cessât d’être une fonction entière de D,, D,, D., et désignons par K la fonction de cette espèce qui représente généralement le coefficient de D}, dans le développement de v. Si l’on nomme :%, s ce que deviennent K, v, quand on y remplace D,, D,, D., D, par w, v, w, 8; si d’ailleurs on continue de nommer fonction principale une fonc-
(26) Ko. [l / ] f [ | EURE AE PORT CARE ENT EN EL u, y)
tion & de +, y, 3, & définie par l'équation (20), on trouvera dans le cas général : 1° pour »m<n —1,
Fe “Te 09 C ({8)) 2° pour m—n—1, F 2 s2—1 I ss mr e (LS j X ou, ce qui revient au même, S 4; € Er { le = (8)
et par suite la fonction principale, qui vérifiera toujours, quel que soit 4, l'équation (23), vérifiera, pour une valeur nulle de 4, non plus les conditions (24), mais les suivantes :
(9) mo, Dons, : Dos, Us o RD DUR Ur:
Or ces conditions, jointes à l'équation (23), ne suffiront pas pour déterminer complètement la fonction principale 5. Au reste, la seule considération de la formule (20) conduit à une conclusion du même genre. En effet, lorsque le coefficient de D? dans v, savoir K, sera foncüon de D,, D,, D., le coefficient de s”“ dans 8, savoir
sera fonction de w, #, æ et l'intégrale sextuple, comprise dans le second membre de la formule (20), ne sera plus généralement une intégrale complètement déterminée, attendu, par exemple, que la fonction sous le signe f deviendra infinie pour les valeurs de &, #, æ qui vérifieraient l'équation X = 0. Mais on tirera de la formule (20)
X di du dy dv
dy AW.
or 97
4 le
et cette dernière sera propre à fournir une valeur complètement déterminée de la fonction Ko. Si, après avoir calculé la fonction I, à l’aide
de l'équation
dy dx
LES af | NV nd. , % dàdi du dx (27) n— ol | Î LÉ a fe 2)+v(—p)+w\z—1) © (à, u, ») Ts) = —
on pose généralement (28) Kæ — Il, on pourra prendre, pour valeur générale de la fonction principale 5,
l’une quelconque de celles qui vérifieront la formule (28). À chacune d'elles correspondra un système de valeurs de
Este
que l’on pourra obtenir à l’aide des théorèmes IF, IE ou IV, et qui
vérifiera toutes les conditions énoncées dans ces mêmes théorèmes. Pour montrer une application des principes que nous venons d’ex-
poser, concevons qu'il s'agisse d'intégrer les équations simultanées
o2Ë On d?n 0Ë
pro aus: — —— O
dr dr. 7 : dd, de ou, ce qui revient au même, les équations Dr DE + D;1 — 0, D,D,5 — DE — 0, de manière que l’on ait, pour { — 0, E—q(r rh ner) On trouvera, dans ce cas, V=—D,;D,(Di +:), S—uv(s +1) IH D;D,, À = uv; par suite, la fonction principale ©, assujettie : 1° à vérifier, quel que
soit {, l'équation DeD,(D? +1)5=—0,
2° à vérifier, pour 4—0, les conditions
“SE 6; D: D; Ds —5(x, 7), Œuvres de C. — S. 1, t. IV. 53
: de
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sera définie par la formule
æ 1 an + cn NÉ ETTS RE à [ f [ eukr—à)+v0r a eu du dy dv Rs a be DRE, uv{(s?+1)) Mr 07 — D _— —< — D \ FC -] à © LEA + x ne {plat tie NE di du du dv vent, sin / É [ | . eux À A 64 av (à, u.) genre En
qui n’en déterminera pas complètement la valeur et pourra être l’une
quelconque de celles qui, s’'évanouissant avec 4, vérifient l'équation
TE LOU PT en d\du du dv D: D,5 = COST [ J J Î ele 24» —p)] V—1 & (À, LL) EN vd hais Vo _— 1° 1 — 00 TK 27
= siné m(x,7).
Soient pareillement », ; deux fonctions de +, y, £ qui, s'évanouissant avec 4, vérifient les équations
D,D,9— sinto(x,7y), D, D,y=sint y(x, 7).
Les valeurs générales de £, n, que l’on déduira des formules D, D,£ + D,1 pue D;Vo, D, D,n Les D. Ë — D,Vy,
en opérant comme si D,, D,, D,, v désignaient de véritables quantités, seront
E=D,(D,; Do — D,Y}, n = De(D,Dy + Do), ou, ce qui revient au même,
E— cost o(x,y) —sintD, f{(x,y) dx — X(ry,t),
n=cost (x, y) +sinéD,/f o(x,y) dy + D(x,t),
les intégrations relatives aux variables +, y étant effectuées à partir de valeurs déterminées de ces variables, par exemple, à partir de
Fe gfrmae 5 Vo, et D(x,4), X(y, &) désignant deux fonctions arbitraires de æ, £ ou de y, 1, assujetties à la seule condition de s’évanouir pour une valeur nulle de #. Il est d’ailleurs facile de s'assurer que les valeurs précé-
dentes de £, n vérifient les deux équations données aux différences partielles, et se réduisent respectivement à
p(xr) 2er)
quand on y pose / — 0.
C. R., t. VIE, p. 931 (17 juin 1839). — Suite
$ V. — Application des principes exposés dans le paragraphe précédent à
l'intégration des équations qui représentent les mouvements infiniment petits de divers points matériels.
Lorsque l’on recherche les lois des mouvements infiniment petits de divers points matériels dont le nombre est limité ou illimité, les équations différentielles, ou aux différences partielles, que fournissent les principes de la Mécanique, ne contiennent généralement d’autres dérivées relatives au temps que des dérivées du second ordre, dont les coefficients se réduisent à l'unité. Il est done utile d'appliquer en particulier les théorèmes IIT et IV du paragraphe précédent au cas où l’on aurait
OR M, ARE À Si dans ce cas on désigne par 2, non plus la somme n'+n + n"+.., mais le nombre des variables principales E, UE es rs
on obtiendra, au lieu du théorème HI du $ IV, la proposition suivante.
TnéorÈme. — Soient données entre n variables principales
el les variables indépendantes T;, J'; Z, “1
n équations linéaires aux différences partielles et à coefficients constants. qui renferment, avec les variables principales et leurs dérivées de divers ordres obtenues par les différentiations relatives aux coordonnées x, y, z, les de-
rivées du second ordre relatives au temps t, savoir
DE Br. DE les coefficients de ces dernières dérivées étant égaux à l'unité. Supposons d'ailleurs les variables principales €, n, Ÿ, ... assujetties, non seulement à vérifier, quel que soit t, les équations données, mais aussi à vérifier, pour
t — o, les conditions
| Eofrms) . n=x(#,r5) hi | Di=®ixr,7, 51 Den = X(x, 7, z); Ne=TLr ,
Sotent encore
l'équation en D, D,, D., D, résultant de l'élimination de £, 1, {, ... entre
les équations données, et
LÉ D
l'équation caractéristique en laquelle se transforme la précédente, quand on
y remplace les notations D, D,, D:, D,
par
Nu = VUE, VV VS, M—wWYy—1, $,
la fonction Ÿ étant du degré 2n par rapport à D,, et choisie de maniere que le coefficient de D?" se réduise à l'unité. Enfin soit
l’une quelconque des fonctions
Nommons © la fonction principale déterminée par la formule
L4) RS 5 Ê f” a D a ia di du dy dy dx _. Re SN Le ed à ((S)) ? Age 27 27 27
par conséquent une fonction assujettie : 1° à vérifier, quel que soit t, l'équa-
tion au différences partielles (5) Vo — 0; 2° à vérifier, pour t — 0, les conditions
D im 0, 2. D n=0, LV ‘o—-viz,f,1);:
rs.
et désignons par D he NS res ME CURE,
ce que devient © quand on réduit (x, y, 3) à l’une des fonctions
2272) 4272) Y(ass2h +5
TURN ALES ER Tia: vif),
Pourintégrer les équations linéaires données, de maruëre à remplir toutes
les conditions requses, ul suffira d'y remplacer les dérivées du second ordre
par les différences te — V(® + Do), sn — V(X + D), D'é—V(W+D.d),
puis de résoudre par rapport à
NN
les nouvelles équations ainsi obtenues, en opérant comme si les notations RD D, 0
désignaient des quantités véritables.
Applications. — Les équations qui représentent les mouvements in-
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finiment petits d’un système homogène de molécules sont de la forme
(L—D'}E+Rn +QC—o, RE+IM—D')n +Pé—o,
QËE+Pa +(N—D})É—o,
£, , % étant les déplacements d’une molécule mesurés parallèlement aux axes coordonnés, et les lettres
EL. MN D
désignant des fonetions entières des caractéristiques D, , D,, D: .
Or concevons que l’on veuille intégrer ces équations de manière à véri-
fier, pour 4 — 0, les six conditions E—p(z,7, 2) n—4(%; 72), E—Y(x, 7,2),
ME IA MI) Ikuz AR, 35) LEA ARTS AR 2 5 par conséquent, en supposant connues les valeurs initiales des déplacements et des vitesses de chaque molécule suivant des directions parallèles aux axes des +, y, z. En appliquant le théorème ci-dessus
énoncé à la recherche des valeurs générales de Ë, n, €, et nommant LR DUR DA
ce que deviennent HE Nr, DR
quand on y remplace De, D,, D: "par M, #, +,
on trouvera (D; — M) — R?(D; — N) — 2PQR,
(s? — I) — R2(52 — IT) — 2028.
Cela posé, soient TD
- © èc
la fonction principale, déterminée par l'équation (4), et gi à, A2. TR ce que devient cette fonction principale, quand on remplace mx, 7,3) par l’une des fonctions initiales mn) Lens Vers lens), X(ans), Vas)
Pour intégrer les équations données, de manière à remplir toutes les conditions requises, il suffira de résoudre par rapport à
gx
MES Po « les équations présentées sous les formes
(D?—L)E—Rn —QË —V(® +Do), —RE+(D?—M)\n—PE —=V(X + D:z), = QE Pn ED — NS =V(Y + D),
en opérant comme si D,, D,, D., D, étaient de véritables quantités. Alors, en posant, pour abréger, Le
£ —(D?—M)(D?—N)—P?, P—P(D?—L)+QR, M—(D?—N)(D?—L)—Q, &@—Q(D? —-M)+RPr, U —(D?—L)(D?—M)—R?, H—R(D?—N)+PQ,
on trouvera E=D(£o + Uy + @4) + (LD + UX + AW), n—=D (Ro + My + pd) + (RD + MX +pPY), =D (So + Py +ud) +(@D + PX +uw).
Telles sont effectivement, sous leur forme la plus simple, les équations des mouvements infiniment petits d’un système homogène de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle.
Considérons maintenant deux systèmes de molécules qui se pé-
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nètrent mutuellement. Les équations de leurs mouvements infiniment petits seront de la forme
(L-—D)irRn HQE +LE <br +0,
"Eos RE + (M —Din+Pé HRE +Min, + PE —o, QË +Pn +(N —DÉ)f+QE + Pin, + NE, =, LE + Rn + QC+HIL, —D'E,+R,n, +Q,Ë, —o, RE+ Mn + PE +HR,E +(M, — Din, + P,£ =o,
QE +, Pa à NE + Q mA Phi, pese,
£,n, Lou €,,, €, étant les déplacements d’une molécule du premier ou du second système mesurés parallèlement aux axes coordonnés, et les lettres
A PUS ee
indiquant des fonctions entières des caractéristiques
Ds D:
Or supposons que les ecefficients des différents termes proportionnels à D,, D,, D, ou à leurs puissances soient, dans ces mêmes fonctions, regardés comme constants, ce qu'on peut admettre, au moins dans une première approximation, lorsque chaque système de molécule est homogène, et que le rayon de la sphère d'activité d’une molécule est très petit. Concevons d’ailleurs que l’on veuille intégrer les six équations données, dont chacune est du second ordre, de manière à vérifier, pour 0, les douze conditions
NE ox y; Z }; Din = X'{a 7,2), Dé YWi(x,y,z),
DE — ®,(x, 7,2), Den, =X,(x#, 7, z), D.È ER MC à 3);
par conséquent, en supposant connues les valeurs initiales des déplacements et des vitesses de chaque molécule, suivant des directions
parallèles aux axes des +, y, . En appliquant le théorème ci-dessus énoncé à la recherche des valeurs générales de
ns à Es “hs. 6,
et nommant
RE à + ere.
ce que dou
EN PO R LE. M, eo, -R quand on y remplace
De, D; Ds par 4, 0, w,
on trouvera
S —(s2 —£)(s? —IM)(s? — N)(s2 — £,) (52 — IN, )(s2 —I,)
Cela posé, soient (Q]
la fonction principale déterminée par l'équation (4), et
P» 12 Ÿ, D,» Lu UD DO dx Ÿ
ce que devient cette fonction principale quand on remplace m(x,Y,2)
jar l’une des fonctions initiales |
( ÿ. } XX, Y 3), (zx, y, 3), o,(x, Y»3) ati) (x, y, 2), Pix,r,z), X(x,7,3), Wars), D{z,rz), X{x,r,5) Wie, y, 2). Pour intégrer les équations données de manière à remplir toutes les
conditions requises, 1] suffira de résoudre, par rapport à
Ë, ";, Gs £ 1, 6 OEuvres de C.—S.I,t.IV. : 54
ces équations présentées sous les formes
(D? — L)E— Ra —Q6— LE, — Rin, — QE, = V(® + De),
—RE+(D2—Mjn—PE—RE —Mn —Bt —V(X +D,x) OP + NEO Puy V(Y+D:0), + Hi Au 0 As QC, 4 + Do), RE M PERLE RS re a +D:x,), — QËE— Pa— NE—QE —P,r,+ (D —N,), = V(F + D,
en opérant comme si
étaient de véritables quantités. On trouvera de cette manière
£(D+D,0) + Le (D À D,0) +
£(® + Do) +
RD - Deo) -
| Le ©. (D + Me p | (X + D, 0 + u(Y+D,d) + ©, ®P + Dro,) + P, X + Dex) + (4 + Ded), }+
MIX + Dy)+ PT +D:4)- R,(d
+ RIX + Dy) + SIY + Dd) + £, (9 + Do) + R(X, + Dex) + GW, + Dev), + MIX + Dr +pP(Y+D:d) +, ® + Do) + A ,(X, + Dey,
p( (Y + Div, ,
@,(Y + D: Jo
+ Do) + A, (X, +D:y, p,(Y + D.v),
( ( (X+ Dix) + S(Y + D) + 1,10, + Do) + M, (X, + Dex) + (X
|] + ©. (® + Dip) + P(X+ Dex + MCE + Ded)-+ @,(d,+ Do, + P,(X, + Dey,) +, (W,+ DL,
les lettres
M, 1, D, ©, hi, he Pot PR Ve
indiquant des fonctions entières des caractéristiques
et la forme de ces nouvelles fonctions se déduisant immédiatement de
celle des fonctions représentées par
R, Lo. 05
EXTRAIT N° 53. k27
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Mémoire sur les mouvements infiniment petits dont les équations présentent une forme indépendante de la direction des trois axes coordonnés, supposés rectangulaires, ou seulement de deux
de ces axes.
C.-R., t. VIE, p. 937 (17 juin
Cousidérations générales.
Comme on l’a vu dans les précédents Mémoires, les mouvements infiniment petits, d’un ou de plusieurs systèmes de molécules, peuvent être représentés par des équations linéaires aux différences partielles entre trois variables principales, savoir, les déplacements d’une molécule mesurés parallèlement à trois axes coordonnés rectangulaires, et quatre variables indépendantes, savoir, les coordonnées et le temps. Il y a plus: dans ces équations, les coefficients des variables principales et de leurs dérivées deviennent constants, lorsque l’on considère un système unique et homogène de molécules, ou bien encore, lorsque l’on considère deux systèmes homogènes de molécules, et que l’on s'arrête à une première approximation. Dans l’un ou l’autre cas, les coefficients dont il s’agit, et par conséquent la forme des équations linéaires dépendront en général, non seulement de la nature du système ou des systèmes moléculaires, mais encore de la direction des axes coordonnés. Néanmoins, il n’en est pas toujours ainsi. La constitution du système ou des systèmes de molécules donnés peut être telle que les coefficients renfermés dans les équations des mouvements infiniment petits ne soient pas altérés quand on fait tourner d'une manière quelconque les trois axes coordonnés autour de l’origine; et alors il est clair que la propagation de ces mouvements devra s’effectuer en tout sens suivant les mêmes lois. C’est ce qui arrive, par exemple, lorsque le son se propage dans un gaz ou dans un liquide. C’est ce qui arrivera encore si, l’un des systèmes de molécules donnés étant le
fluide éthéré, l’autre système compose ce que dans la théorie de la lumière nous appelons un corps isophane. Ce n’est pas tout : la constitution du système, ou des systèmes de molécules donnés, peut être telle que les coefficients renfermés dans les équations des mouvements infiniment petits ne soient pas altérés, quand, l’un des axes coordonnés demeurant fixe, on fait tourner les deux autres autour du premier; et alors il est clair que la propagation du mouvement devra s’effectuer en tous sens suivant les mêmes lois, non plus autour d’un point quelconque, mais seulement autour de tout axe parallèle à l'axe fixe. C'est ce qui arrivera, par exemple, si, le premier système de molécules étant le fluide éthéré, l’autre système compose ce qu’on nomme dans la théorie de la lumière un cristal à un seul axe optique. Il est donc 1mportant d'examiner ce que deviendront les équations des mouvements infiniment petits d’un ou de deux systèmes homogènes de molécules, quand elles acquerront la propriété de ne pouvoir être altérées, tandis que l’on fera tourner les trois axes coordonnés autour de l'origine, ou bien encore, deux de ces axes autour du troisième supposé fixe. J'ai déjà traité cette question, en considérant un seul système de molé- ‘cules : 1° pour le cas où les équations sont homogènes, dans les Exercices de Mathématiques ; 2° pour le cas général, dans un Mémoire relatit à la Théorie de la Lumuëre, et lithographié sous la date d'août 1836. Mais d’une part ce dernier Mémoire, tiré à un petit nombre d’exemplaires, est assez rare aujourd’hui, et d’ailleurs, en réfléchissant de nouveau sur la même question, je suis parvenu à rendre la solution plus simple. J'ai donc tout lieu d'espérer que les géomètres accueilleront encore avec intérêt ce nouveau Mémoire, qui permettra d'établir et d'exposer facilement quelques-unes des théories les plus délicates de la Physique mathématique.
Parmi les quatre paragraphes dont le Mémoire se compose, le premier est consacré au développement de quelques théorèmes relatifs à la transformation des coordonnées rectangulaires, le second à la recherche des conditions nécessaires pour qu’une fonction de deux ou de trois coordonnées rectangulaires reste indépendante de la direction
tx
AA
des axes coordonnés ; et c’est la connaissance de ces conditions qui me conduit, dans les paragraphes suivants, à la solution de la question ci-dessus indiquée. ù
PuYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Memoire sur la réflexion et la réfraction d'un mouvement simple transmis d'un système de molécules à un autre, chacun de ces deux systèmes étant supposé homogène et tellement constitue que la propagation des mouvements infiniment petits s'y effectue en tous
sens suivant les mêmes lois.
C. R., t. VII, p. 985 (24 juin
Considérations générales.
Après avoir montré, dans la dernière séance, ce que deviennent les équations des mouvements infiniment petits d’un ou de deux systèmes de molécules, quand elles prennent une forme indépendante de la position des axes coordonnés, je me proposais de présenter à l’Académie les formules auxquelles se réduisent, dans ce cas particulier, les intégrales générales insérées dans le dernier Compte rendu. Mais, comme chacun peut aisément effectuer cette réduction sur laquelle, d’ailleurs, je pourrai revenir soit dans un autre Mémoire, soit dans le nouvel Ouvrage qui est maintenant sous presse, et qui a pour titre : Exercices d'Analyse et de Physique mathématique, j'ai pensé que, pour répondre au désir des physiciens et des géomètres, il serait mieux de traiter dès à présent les questions sur lesquelles la lettre de M. Mac-Cullagh à rappelé leur attention lundi dernier, et d’appliquer les théories génénérales, exposées dans mes précédents Mémoires, à la recherche des lois suivant lesquelles un mouvement simple, propagé dans un système homogène de molécules, se trouve réfléchi ou réfracté par la surface qui sépare ce premier système du second. Pour fixer les idées, je consi-
dère spécialement aujourd’hui le cas où chacun des systèmes donnés est du nombre de ceux dans lesquels les équations des mouvements infiniment petits prennent une forme indépendante de la direction des axes coordonnés, et dans lesquels, en conséquence, la propagation du mouvement s'effectue en tous sens suivant les mêmes lois, Je suppose encore qu’on peut, sans erreur sensible, réduire les équations dont il s’agit à des équations homogènes, comme on le fait dans la théorie de la lumière, lorsqu'on néglige la dispersion. Enfin, je considère un mouvement simple dans lequel la densité reste invariable. Cela posé, en joignant aux équations des mouvements infiniment petits les équations de conditions relatives à la surface de séparation de deux systèmes, obtenues par les méthodes exposées dans un précédent Mémoire, j'établis les lois de la réflexion et de la réfraction des mouvements infiniment petits. Ces lois sont de deux espèces. Les unes, indépendantes de la forme des équations de condition, ont été déjà développées dans un Mémoire antérieur sur la réflexion et la réfraction de la lumière. Elles sont relatives aux changements qu’éprouvent les épaisseurs des ondes planes et les directions de leurs plans, quand on passe des ondes incidentes aux ondes réfléchies ou réfractées. Les autres lois dépendent de la forme des équations de condition, etse rapportent aux changements que les amplitudes des vibrations des molécules, et les paramètres angulaires, propres à déterminer les positions des plans qui terminent ces ondes, éprouvent en vertu de la réflexion et de la réfraction. Elles sont exprimées par des équations finies qui renferment, avec les angles d'incidence et de réfraction, non seulement les amplitudes et les paramètres angulaires relatifs à chaque espèce d'ondes, mais encore deux constantes correspondantes à chaque milieu. Lorsque l’on suppose ces équations finies applicables à la théorie de la lumière, il suffit de réduire à l'unité la seconde des deux constantes dont nous venons de parler, et d'attribuer à l’autre une valeur réelle, pour obtenir les formules de Fresnel relatives à la réflexion et à la réfraction opérées par la première ou la seconde surface des corps transparents ; et alors il existe toujours un angle de polarisation complète,
EXTRAIT N° 54. k31 c’est-à-dire un angle d'incidence pour lequel la lumière est complètement polarisée dans le plan de réflexion. Lorsqu’en réduisant la seconde constante à l'unité, on attribue à la première une valeur imaginaire, on obtient les formules dont il est question dans une lettre adressée de Prague à M. Libri, et insérée dans le Compte rendu de la séance du 2 mars 1836, formules dont plusieurs ne différent pas au fond de celles que M. Mac-Cullagh a données dans un article publié sous la date du 24 octobre de la même année. Enfin, lorsqu’en supposant la première constante réelle ou imaginaire, on suppose la seconde différente de l'unité, alors, en considérant les formules auxquelles on arrive comme applicables à la théorie de la lumière, on trouve, dans la réflexion opérée sur la surface d’un corps transparent, une polarisation qui demeure incomplète sous tous les angles d'incidence, comme l’est effectivement la polarisation produite par le diamant, et l’on obtient, pour représenter les rayons réfléchis ou réfractés par un corps opaque, des formules-distinctes de celles que j'avais trouvées en 1836. Des expériences faites avec beaucoup de soin pourront seules nous apprendre si les phénomènes, déjà représentés avec une assez grande précision par les anciennes formules, le seront mieux encore par les autres.
Un résultat de mon analyse qui paraît digne d'être remarqué, c’est que, dans le cas où la polarisation par réflexion devient complète, la dilatation du volume de l’éther en un point donné, différentiée deux fois de suite par rapport au temps, offre une dérivée du second ordre égale à zéro, dans chacun des milieux que l’on considère. Done, si cette dilatation et sa dérivée de premier ordre s’évanouissent partout à l’origine du mouvement, excepté dans une très petite portion de l’espace, elles s’évanouiront encore au bout d’un temps quelconque. Il en résulte aussi que, dans l’éther considéré isolément ou renfermé dans des milieux qui polarisent complètement la lumière, les vibrations dirigées dans le sens des rayons lumineux ont une vitesse de propagation nulle. On peut done admettre que les vibrations de cette espèce ne se propagent pas, et demeurent circonscrites dans l’espace où elles ont pris naissance.
Quoi qu’il en soit, la bienveillance avec laquelle les géomètres et Les physiciens ont accueilli mes précédents Mémoires m’encourage à leur présenter avec confiance ce nouveau travail, dans lequel se trouve traité, pour la première fois, par des méthodes rigoureuses substituées à des formules empiriques ou à des hypothèses plus ou moins gratuites, le problème de la réflexion et de la réfraction des mouvements infiniment petits.
Pour ne pas trop allonger ce Mémoire, je me bornerai aujourd’hui à donner une idée succincte de la marche que j'ai suivie, et à établir les principales formules dont les conséquences seront développées dans un
prochain article.
SI. — Équations des mouvements infiniment petits d’un système homogène de molécules. Réduction de ces équations dans le cas où elles deviennent indépendantes de la direction des axes coordonnés.
Pour obtenir, sous la forme la plus simple, les équations des mouvements infiniment petits d’un système homogène de molécules, il suffit de réduire à zéro les variables £,, n, &,, dans les équations (6) de la page 814 (séance du 27 mai) (‘), qui deviennent alors
(L —D})E+Rn+QË—=o,
(x) an Php
QE+Pn+(N—-D')É—o.
Dans ces équations | Ë, "6
sont les trois déplacements d’une molécule, considérés comme fonctions du temps £ et des coordonnées rectangulaires +, y, 3; tandis que
peuvent être censés représenter des fonctions entières des caractéris-
tiques D;, D,, D.
Seulement, dans le cas général, ces fonctions entières, développées
(1) CŒEuvres de C. — S. 1, t. IV, p. 353.
EXTRAIT N° 54. h33 suivant les puissances ascendantes de D,, D,, D., sont composées d'un nombre infini de termes.
Dans le cas où les équations (r) prennent une forme indépendante de la direction des axes coordonnés (vorr l’article inséré dans Le Compte rendu de la séance du 17 juin, et aussi le Mémoire sur la Théorie de la lumiere, Nithographié, sous la date d'août 1836, p. 55 et 59), on a
«=E+FD,, : M=E+FD;, N=E + FD:, P — FD,D:, Q = FD-D,, R=FD,D,, E, F désignant deux fonctions entières du trinôme
D£ + D? + D;; et par suite (2) (D —E)\Ë— FD, (D? — E)n — FD, (DE EC = Fb;u,
» désignant, pour le point (x, y, =), la dilatation du volume déterminée par la formule
de laquelle on tire, en la combinant avec les équations (2),
(4) LD? — E — (D? + D? + D) FJu—o.
Soient d’ailleurs
les cosinus des angles formés par un axe fixe, prolongé dans un certain
sens, avec les demi-axes des +, y, = positives, et # le déplacement d’une molécule, mesuré parallèlement à cet axe. On aura
(5) 8 aË + bn + cé,
et l’on tirera des formules (2)
(6) (D; — E)s — {aD, + 0D,+ cD:)F», puis de celle-ci, combinée avec la formule (4),
Œuvres de C.— S.I,t.1IV.
Cr Qt
Lorsque la dilatation v et sa dérivée du premier ordre relative à £, savoir D,v, sont nulles à l’origine du mouvement, elles sont toujours nulles, en vertu de la formule (4). Alors la densité du système de molécules donné reste invariable pendant la durée du mouvement; et c’est ce qui paraît avoir lieu à l'égard des mouvements infiniment petits de l’éther qui, dans des corps isophanes, occasionnent la sensation de la lumière. Alors aussi la formule (3) donne
(8) DE + D,n + D:7 —o, et les formules {2) se réduisent à (9) (D? — E)Ë — 0, (D? — E)n = 0, (D —E)Ë = o.
Lorsque les équations des mouvements infiniment petits sont homogenes, E devient proportionnel à D, + D; + D;, et F se réduit à une constante. On peut donc alors supposer
[10) E=:(D°+ D;-+ Di) et (11) nee à
:, f désignant deux constantes réelles. Cela posé, les formules (2), (4) et (7) donneront
| [D? —:(Di+D;+Di)]E=:fDa,
4 [D?— «(Di -+ D; + Di)]n = :fD;e,
| CD? — :(D2 + D? + D?)] € Dev;
(13) LD? —4(1+6)(D5+ Di +Di)]u=o,
(14) [D? —x(D£+ Di + D5)][D? — (1 + f}(DS+ D; +Di) =.
S II. — Equations symboliques des mouvements infiniment petits. " Mouvements simples.
Les équations (1), (2), (3), (4), (7), ... du paragraphe précédent se trouvent vérifiées, si l’on prend pour
A UE Ls 8» V
les parties réelles de variables imaginaires
propres à vérifier des équations de même forme. Ces nouvelles variables sont ce qu’on peut appeler les déplacements symboliques, mesurés parallèlement aux axes coordonnés ou à un axe fixe, et la datation symbolique du volume. Les nouvelles équations dont il s’agit peuvent être pareillement désignées sous le nom d'équations symboliques. Dans le cas où les équations des mouvements infiniment petits deviendront indépendantes de la direction des axes coordonnés, on aura, en vertu des formules (2) et (3) du $ I‘,
(a) (DS— EE FD;4, (D?—E)n1—FD,v, (DE) — FD; la valeur de » étant (2) vu — D.Ë + D,n + DE ou, Ce qui revient au même, | (D? —E) Ë = FD, (DE 4:D,n + D.Ë), | { (D? —E)5 = FD, (D.Ë + D,n + D.6), (ES =FD,(D,5+ D,n-ED.6).
Un moyen fort simple d'obtenir un système d’intégrales particulières des équations (3) ou, ce qui revient au même, des équations(ri) et (2), est de supposer
(4) tre A eux+y+nz—st, 1 —= Beux+v-wz—st, £ — Ceux+v)--12—st et, par suite, UX +0) + wz—st
(5) u = (uA + vB+ wC}e ,
u, v, w,$, À, B, C étant des constantes réelles ou imaginaires, propres
à vérifier les formules
dans lesquelles
représentent ce que deviennent E, F
quand on y remplace les lettres caractéristiques
par les coefficients
D'ailleurs on pourra toujours supposer que, dans les formules (4), la partie imaginaire de la constante s est le produit de ÿ— 1 par une quantité positive.
En posant, pour abréger, (7) u? + V2+ w2— 2, on tire des équations (6), respectivement multipliées par &, 6, æ, puis binées entre elles par voie d’addition,
(8) (s2— E — $k?) (uA + vB + wC) —0;
et, à l’aide de cette dernière formule, on reconnait facilement que,
pour satisfaire aux équations (6), on devra supposer, ou
(9) s—t, uA+vB+wC—0o,
ou
: ue AR
(10) s= EE +5Fk?, M pe ne u v w
On arriverait aux mêmes conclusions en observant que, si l’on nomme 4; 6, ©
les cosinus des angles formés par un axe fixe avec les demi-axes des æ, y, 3 positives, 2 Le déplacement mesuré parallèlement à cet axe, et#le déplacement symbolique correspondant, on aura, en vertu des
formules (5), (7) du SI,
(za) 8—=at + bn + cé,
(12) (D? — E)[D?—E— (D?+ D?+ D?)E]s — 0, et que de ces dernières, combinées avec les formules (4), on tirera
Fk?) para € A
Le système d’intégrales particulières des équations (3), représente par les équations (4) jointes aux formules (9) ou (10), est ce que nous appelons un système d'intégrales simples; et le mouvement représenté par ces intégrales simples est un #ouvement simple. Dans un semblable
mouvement, si l’on pose, pour abréger,
(14) aA+bB+cC—=0,
la valeur de # déterminée par la formule (11) sera Go = Qens-+n msn
Cela posé, sotent
h6) u=U+up—r, e=Væevv =, w=W+vwv—:, (17) s—S+sy—:1, (18) D het +.
u, v, W,S, U, V, W,S, h, & désignant des constantes réelles, parmi
lesquelles ANS
peuvent être censées positives, et prenons encore
(19) k — Yu? + V2 + w:, K — YU? + V2 + W}?,
(20) ki =UxZ + v} + Wz, Ka—=Uxr +Vr+ Wz.
Les valeurs numériques de ty R
exprimeront les distances d’une molécule aux deux plans incariables,
représentés par les équations C2) UX + VY + W2Z —0,
(22) Uxz + Vr+Wz—o, et la formule (14) donnera
\ = Censs SRE NT Re (23) 8—hefs Se (ke St+w)V R
puis on en conclura
{ 4) g—h eKr—-St
(24 cos(ki — st +).
En vertu de cette dernière formule, le déplacement #s’évanouit : 1° pour une molécule donnée, à des instants séparés les uns des autres par des intervalles dont le double (25) T = 22
S est la durée d’une vibration moléculaire; 2° à un instant donné, pour toutes les molécules comprises dans des plans équidistants, parallèles au plan invariable que représente l’équation (21) et séparés les uns des autres par des intervalles dont le double (26) 1= 2 \ } k est la longueur d’une ondulation ou l’épaisseur d’une onde plane. L’ex-
ponentielle e8R—St
représente le #odule du mouvement simple,
étant les coefficients d'extinction relatifs à l’espace et au temps; 5 désigne le paramètre angulaire relatif à l’axe fixe que l’on considère,
h eSR — St
la demi-amplitude des vibrations relatives au même axe, et h
la valeur initiale de cette demi-amplitude en chaque point du plan invariable représenté par l'équation (22). Enfin la vitesse de propagation & des ondes planes est déterminée par la formule
Dans un mouvement simple, déterminé par le système des formules (4) et (0), l'équation (5) donne
(28) HU, par conséquent (29) v= 0.
Donc, dans un semblable mouvement, la dilatation du volume est nulle, ou, en d’autres termes, la densité demeure constante. Tels paraissent être, dans les corps isophanes, les mouvements de l’éther qui donnent naissance aux phénomènes lumineux.
De la seconde des formules (9) ou (10) jointe aux formules (4) on tire
(30) ui + vn + w£—o,
ou < Lo
(32) UE + vpn + wE —0,
ou
(33) ie.
vd.
1° lorsque les coefficients w, 6, æ sont réels; 2° lorsque ces coefficients
n'offrent pas de parties réelles. Dans Le premier cas, les formules (32) et (33) donneront.
(34) UE+Vn+WE—o,
ou ( 35 | € —= : ee s PA Fee { LE. À
dans le second cas elles donneront
(36) uÉ+ vn+wE—o, ou
RE 37 en us
En conséquence les vibrations moléculaires, représentées par les équations (4) jointes aux formules (9) ou (10), seront, dans le premier cas, parallèles ou perpendiculaires au plan invariable représenté par l’équation (22), et dans le second cas parallèles ou perpendiculaires au plan invariable représenté par l'équation (21).
Si les équations des mouvements infiniment petits deviennent homogenes, on aura, en vertu des formules (ro), (r1) du $ 1, (38) Cou $—1f, :, f désignant des constantes réelles, et par conséquent les valeurs de s* que fournissent les équations (9), (10) deviendront (39) s'—1KkS s?—t(1+f)#?,
ou, ce qui revient au même,
(40) s2—u{u?+v+ a), s2—ul1+f) (u?+ 02+ 2),
SE. — Sur les perturbations qu'éprouvent les mouvements simples, lorsque les équations des mouvements infiniment petits sont altérées dans le voisinage d'une surface plane.
Concevons que, les molécules qui composentle système donné étant toutes situées d’un même côté d’un plan fixe, la constitution du sys-
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ième, et par suite les équations des mouvements infiniment petits se trouvent altérées dans le voisinage de ce plan. Supposons, par exemple, que, toutes les molécules étant situées du côté des x positives, les équations des mouvements infiniment petits conservent constamment la même forme pour des valeurs de + positives et sensiblement différentes de zéro, mais que, dans le voisinage du plan des y, z, ces équations changent de forme sans cesser d’être linéaires, et de telle sorte que les coefficients des variables principales
LT SE
Supposons d’ailleurs que, dans ces mêmes équations transformées d’abord en équations différentielles par la méthode développée dans un précédent Mémoire, puis ramenées au premier ordre et résolues par
rapport à 0£ 00
les produits des coefficients, ou plutôt des variations, par la distance e, restent très petits. Alors un ou plusieurs mouvements simples, propagés séparément ou simultanément dans le système donné, éprouveront, dans le voisinage du plan fixe des y, z, des perturbations en vertu desquelles les valeurs des déplacements effectifs
0e NO 2
se trouveront altérées pour de très petites valeurs positives de æ; mais,
à l’aide des principes établis dans le Mémoire dont il s’agit, on prou-
vera que les valeurs altérées et les valeurs non altérées sont liées
entre elles par certaines équations de condition qui subsistent dans le ŒEuvres de C.—S.I, t. IV. 56
voisinage du plan fixe, et spécialement pour une valeur nulle de la coordonnée æ. Entrons à ce sujet dans quelques détails.
Considérons, pour fixer les idées, le cas où, avant d’être altérées, les équations des mouvements infiniment petits sont homogènes et indépendantes de la direction des axes coordonnés. Alors les équations symboliques de ces mouvements, c’est-à-dire les équations (3) du S IH, seront, pour des valeurs de x positives et sensiblement différentes de zéro, déterminées par des équations de la forme
D rade à f D:(D.Ë ML D,1 D me D, 6),
[A (D, (D. Ë + D,1 + D. 6), =4(D;iD,54 Dan Di,
{ CD?—:(Di+ Di+ Di)]E (1) {[D?—:(D?+ D?+ D?)]n [D?—:(D?+ D?+ D?)]é
nn —
Alors aussi les déplacements symboliques, correspondants à un mouvement simple, seront, pour des valeurs de + positives et sensiblement différentes de zéro, déterminés par des équations de la forme
(2) Ë es A D n = | mena dre 6 LS CNET HwE sl,
les constantes uv) 4 265 AS À
étant assujetties à vérifier l’un des deux systèmes d'équations
(3) s’—(u?+v2+wt), uA +vB + wC-=0, 0] { A à 9 9 9 \ A B C
dans lesquels 1, f représentent deux quantités réelles. Le mouvement simple dont il s’agit sera du nombre de ceux qui ne s’éteignent point en se propageant, si les coefficients d'extinction relatifs à l'espace et au temps s’évanouissent, c’est-à-dire, en d’autres termes, si les coeffi-
cients
des variables indépendantes dans l'exponentielle
ex ++ wz —st
n'offrent pas de parties réelles, par conséquent, si l’on à
(5) UC Y-r1, U—YY—i1, W— Wy—1, 8 —Sÿ—1,
U, Y, W, s étant des quantités réelles. Le même mouvement simple sera du nombre de ceux dans lesquels la densité de l'éther reste invariable, si les valeurs précédentes de
vérifient la première des équations (3), réduite à (6 S—1{(u?+ v?+ w?),
ce qui suppose la constante « positive. C’est ce qui aura lieu, par
exemple, si, en posant pour abréger
(7) K= VER, OV, on prend (8) s—Qk.
Alors le mouvement simple sera représenté par le système des équations
Frs (ue +9 + wz 50) V1 | Ë — Aer ) À :
UX+-\) +Wz—st) 7 — BUT+ NV + er
| LE Celur + +wz-st) AR jointes à la formule (8) et à la seconde des formules (3), ou, ce qui revient au même, à la suivante :
(ro) uA + vB + wC— o.
Si d’ailleurs on pose (us) UT + VY + Wz—=kr et
(12) A—ae Vi, B—be“V—, C =: ce”V—1,
h4% ._ COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE.
a, b, c désignant des quantités positives, et ?, u, y des ares réels, les formules (9) deviendront
œ Per PAYS AR "= Le ses Tv (ki —s RE TUE (13) E—aek st+))V ; 1 = bek st+p) ; = cek M+v)V—1, et l’on en conclura (14) E—acos(ki— s{+2), n—bcos(k: —s/+u), É—ccos(k:—st +7).
Soient maintenant
, 15 on >. HER #0 PS run et
dË _ dn 1: . RES
> — ÿ ne à = À] (16) Yo d 5 de "+
et nommons Ces Mes ‘Ce: 203 %0» Lo, ou
= e É ee G0> 10» Los 20: %0» Vo,
ce que deviennent, pour zéro, les valeurs des variables principales
ou
E mn & 9 % 4
déterminées par le système des formules (14) et(r15), ou (13) et (16), quand on commence par modifier ces valeurs de manière qu’elles vérifient, non plus les équations(1), mais ces équations altérées par la variation que subissent les coefficients des variables principales et de leurs dérivées dans le voisinage du plan des y, z. En vertu des principes établis dans le Mémoire ci-dessus mentionné, les différences
A mi
— Ëo, NT Nos 6 — Co, PT Pos
fl
vérifieront certaines équations de condition, et, pour obtenir celles-ci, on devra d'abord chercher les divers systèmes d’intégrales simples que
EXTRAIT N° 54. h45 peuvent représenter les équations (2), jointes aux formules (3) ou (4), quand on y regarde les coefficients
comme invariables, et devant acquérir, dans chaque système d’intégrales simples, les valeurs fournies par les trois dernières des équations (5). Or, dans cette hypothèse, on tirera des équations (3) ou (4), jointes à la formule (6) et à la première des formules (7),
(17) u?— — L?, uA + (vB+wC }V—=1=0 ou k? ne B C (18) WP N + W?-— 9 a Re + Î RE vy—1 wW V—:
Il en résulte que, dans un mouvement simple correspondant aux valeurs imaginaires données de v, 5v, s, le coefficient & peut acquérir quatre valeurs distinctes, puisqu'on peut satisfaire à la première des équations (17), en prenant non seulement
(19) en
mais encore
(20) uU——Uy—:1,
puis à la première des équations (18), en prenant
k?2 iGe r 2 (21) = (vw | V—:1 ou a (+ NN | V—1, si l’on à
et en prenant au contraire
(23) = (ets €) ou u—— (sr + we L )
\ 4) p. ee
Observons à présent que, si la formule (22) se vérifie, aucune des quatre valeurs de u n’offrira de partie réelle, et qu'en conséquence aucune d'elles n’offrira de partie réelle négative ou, en d’autres termes, inférieure à celle de
U—Uy—1.
Donc alors, en vertu des principes établis dans le Mémoire ci-dessus
rappelé, les valeurs de
relatives au mouvement simple qui correspond à la valeur précédente
de u, vérifieront, pour æ — 0, les équations de condition
(25) tte 1 == No» F0, — os X = Yo Ÿ — Vo.
Si au contraire la formule (24) se vérifie, alors des quatre valeurs de «, celle que détermine la seconde des équations (23) offrira seule une partie réelle négative. Donc alors les valeurs de E,n,.. relatives au mouvement simple dont il s’agit vérifieront, pour x — 0, les équations de condition que l’on obtiendra en supposant, dans la formule
Res cn mo" 6% bo : pr pe LEE te M OR 2 D ei eB #0 les constantes É, D Ne 2 D A choisies de manière que lon ait Re CL
ui 0, oævi, w=wyi, | à
la valeur de w étant
n) k2? À (26) = (ve MR, SE )
on aura, dans ce cas, pour x — 0,
(27) ë— 50 FL Mar: LOS 5 — 0 Fe LÉERE TN té. Pepe Vo, TO vy—-ir wy—: Ù°? —OUvVV—r —Owy—:
GS REE Fr. d, l y Oz 4 ; \ "Q ?> ; 55. \®, PB NE CRE.
C.R., t. IX, p. 1 (1° juillet 1839). — (Suite.) D
Fin du $ WI. ({foir la séance du 24 juin.)
Avant d'aller plus loin, cherchons à reconnaitre d'une manière précise dans quels cas subsistent les diverses formules ci-dessus établies. Pour y parvenir, nous remarquerons d’abord que les diverses puissances des caractéristiques D 0, D.
renfermées dans les équations symboliques des mouvements infiniment petits se transforment en puissances, de mêmes degrés, des coefficients
iv, HS quand on suppose ces mouvements infiniment petits réduits à des mouvements simples, c’est-à-dire quand on suppose les déplacements symboliques proportionnels à une seule exponentielle de la forme
er LS 0 LS "z—st
Alors les fonctions de D,, D,, D, représentées par NON 7, 0,
dans les équations (1) du $ I°", se transforment en des fonctions de w,
, w, désignées par "à , o, M, ®, Ÿ, R
dans les précédents Mémoires. Dans cette hypothèse, réduire, comme nous l'avons fait, les équations des mouvements infiniment petits à des équations du second ordre ou, en d’autres termes, réduire
L'_M:N pp Da
à des fonctions qui soient du second degré par rapport au système des caractéristiques D,, D,, D.,, c’est évidemment réduire
PM, 0,9 SA
à des fonctions qui soient du second degré par rapport au système des coefficients w, , æ. D'ailleurs, comme on l’a vu dans le Mémoire sur les mouvements infiniment petits d’un système de molécules, si l'on nomme T, Vs Z
les coordonnées d’une molécule m du système donné, et
THX, F+Y, 2 +2 les coordonnées d’une autre molécule mr», les valeurs de
L; JL, M; œ, Ti R
seront représentées par des sommes de termes correspondants aux diverses molécules »2 voisines de m, et dont chacun, considéré comme fonction de &, #, æ, sera proportionnel à la différence
UX HV Y +2
e té
mais s’évanouira sensiblement hors de la sphère d'activité de la molécule m. Donc, réduire les équations des mouvements infiniment petits au second ordre, c’est négliger dans le développement de cette différence, c’est-à-dire dans la somme
(ux + vy +wz)? . (ux + vy + wz) ié4 E:2,3
UX + VY + (VZ +
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les puissances du trinôme uX + Vy +wZz
d’un degré supérieur au second. Or il sera généralement permis de négliger ces puissances, au moins dans une première approximation, si le module du trinôme ; uX + VY + wZ
_reste très petit pour tous les points situés dans l’intérieur de la sphère d'activité sensible d’une molécule; et cette dernière condition sera remplie elle-même, si le rayon de la sphère dont il s’agit est très petit, par rapport aux longueurs d’ondulations mesurées dans un mouvement simple qui ne s’éteigne pas en se propageant. En effet, dans un semblable mouvement, «, v, æ seront de la forme
u=Hÿt, Y—=VYV— 1, w— Wyÿ—1,
u, v, w désignant des constantes réelles; et le plan d’une onde, parallèle au plan invariable représenté par l'équation
UD; VY + W2z — O0;
formera, avec les demi-axes des coordonnées positives, des angles dont
les cosinus seront respectivement proportionnels à
tandis que l'épaisseur d’une onde sera représentée par
Ki 1 —-;
la valeur de k étant
k = yur + v?+ w?.
D'autre part, si l’on nomme r le rayon vecteur mené de la molécule m à la molécule m, et l'angle formé par le rayon vecteur 7 avec la perpendiculaire au plan d’une onde, on aura
PEN ET, js
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UX + vy + wWz = krcosû — 27 COS);
et il est clair que le produit
P* 2T I cosè
deviendra très petit en même temps que le rapport
Donc le module du trinôme
UX + VyY + wZ,
représenté dans le mouvement simple que l’on considère par la valeur numérique de la somme
Ï cos,
UX+YyY+ WZ=2T restera très petit, si le rayon vecteur r, supposé inférieur ou égal au rayon de la sphère d'activité sensible d’une molécule, est très petit par rapport à la longueur d’une ondulation.
Lorsque la condition 1e1 énoncée sera remplie, et qu'en conséquence les équations des mouvements infiniment petits pourront être, sans erreur sensible, réduites à des équations du second ordre, ces dernières renfermeront généralement des termes du premier ordre et des termes du second ordre. Il semblerait au premier abord que ceux-ci devraient encore être considérés comme très petits par rapport aux autres. Mais on doit observer que les coefficients des dérivées du premier ordre seront des sommes composées de parties, les unes positives, les autres négatives, et qui, dans beaucoup de cas, se détruiront réciproquement. C'est ce qui arrive, en particulier, quand le système de molécules est constitué de telle manière que la propagation du mouvement s'effectue en tous sens suivant les mêmes lois. Ilen résulte que, loin de négliger les termes du second ordre vis-à-vis des termes du premier ordre, on devra plus généralement négliger ceux-ci vis-à-vis des termes du second ordre, ce qui suffira pour rendre homogènes les équations du second ordre auxquelles on sera parvenu. |
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Considérons maintenant en particulier les conditions relatives aux points situés dans le plan fixe des y, z. D'après ce qu’on à dit, ces conditions supposent qu’on obtient des produits très petits en multipliant la constante e, c’est-à-dire la distance au plan fixe, en decà de laquelle les perturbations des mouvements infiniment petits deviennent sensibles, par certains coefficients renfermés dans ces mêmes équations. D'ailleurs, en vertu des principes développés dans le Memoire qui a pour titre : Methode générale propre à fournir les équations de conditions relatives aux limites des corps, les coefficients dont il s’agit seront généralement ceux par lesquels se trouveront multipliées les variables principales
Em 6 Ps D Ÿ dans”les équations symboliques des mouvements infiniment petits, transformées d’abord en équations différentielles par la substitution des constantes
aux caractéristiques D, D, D,,
puis ramenées au premier ordre par l’adjonction des variables principales ©, y, Ÿ aux variables principales £, n, €, et résolues par rapport à
Mais il est important d'observer que, si, dans un mouvement simple, l'épaisseur | des ondes planes devient très petite, les constantes
ne 0. 4
offriront de très grands modules comparables à la quantité
Alors les dérivées
DD D SD. DL ut
seront elles-mêmes comparables aux produits KE, kn, k£;
et comme, dans les équations des mouvements infiniment petits, réduites à des équations homogènes du second ordre, puis transformées en équations différentielles, les divers termes resteront tous compaables les uns aux autres, les coefficients qui, multipliés par e, devront fournir des produits très petits, seront, dans les valeurs de
dp 0x ‘dŸ
? TErX FAT
exprimées en fonctions linéaires de
5e is À D, %» Y, je
les coefficients de ou ceux de
On peut ajouter que les coefficients de » dans la valeur de %. de +
0; re dans la valeur de SE .….., auront, dans le mouvement troublé, des va-
leurs comparables à celles qu'ils acquièrent dans le mouvement simple et non troublé, c’est-à-dire au coefficient w, par conséquent à la constante k. Done, en définitive, pour que la valeur de la distance + permette aux conditions relatives à la surface de subsister, 1l suffira que le produit
reste très petit, ou, en d’autres termes, que la distance e soit très petite relativement à la longueur d’une ondulatron.
Cette condition étant supposée remplie, les formules (25) ou (27) subsisteront, pour æ—o, dans les circonstances que nous avons.Iindiquées, si les variables
EXTRAIT N° 55. | 153 représentent les déplacements symboliques relatifs à un mouvement simple pour lequel on aurait
IL ya plus : en vertu des principes établis dans le Mémoire déjà cité, on arrivera encore aux formules (25) ou (27), si les variables
représentent les déplacements symboliques relatifs à un mouvement simple pour lequel on aurait
u——uûuV— 1,
ou même les déplacements symboliques relatifs à un mouvement résultant de la superposition de deux mouvements simples, pour lun desquels on aurait
u—U VY—1, tandis qu’on aurait pour l’autre u = u ÿ—1.
Cela posé, on pourra énoncer la proposition suivante :
Tnéorème. — Considérons un système homogéne de molécules situé, par rapport au plan des y, 7, du côté des x positives, et pour lequel les equations des mouvements infiniment pelits, indépendantes de la direction des axes coordonnés, puissent se réduire, sans erreur sensible, à des équations homogènes du second ordre, par conséquent aux formules (1). Supposons en outre que, dans le voisinage du plan des y, z, et entre les limites tres rapprochées
Fr: À es ces équations changent de forme, les coefficients des déplacements effectifs ou des déplacements symboliques et de leurs dérivées devenant alors fonc-
tions de la coordonnée x. Nommons
les derivees premières de
relatives à x, et Los 10; Co, Pos 0» Lo
ce que deviennent, pour x — 0, les valeurs de
À fn» GC 9, X Ÿ, correspondantes à un mouvement infiniment petit, propagé dans le système de molécules donné, quand on a égard aux perturbations de ce mouvement indiquées par l’altération des équations (1) dans le voisinage du plan des Y, z. Enfin, supposons que le mouvement dont il s'agit soit un mouvement simple qui ne s'éleigne point en se propageant, ou bien encore qu'il résulte de la superposition de deux mouvements simples de cette espèce, corres-
pondants aux mêmes valeurs imaginaires des coefficients
mais à des valeurs imaginaires de u, qui, étant égales au signe pres, se crouvent affectées de signes contraires. St d’ailleurs la distance + est tres
petite relativement à la longueur d'une ondulation, les valeurs de
ë; 1; b, 9, 2e 6) Ÿ, calculées comme st le mouvement simple n’éprouvait aucune perturbation dans le voisinage du plan des y, z, vérifieront, pour x = o, les conditions
(25) ou (27), savoir, les conditions
RS 1 — 10» (AE ® — %o; X — 0» A A si l’on a L > v? + w° tt 4 et les conditions EE ° n—n0 _ E—Co _P—Po X — %o a Ÿ = do ma YY—: vu: DA — Ov y—1 — Owy—1 si l’on a k2
TV? + W
TE
EXTRAIT N° 55. 455 Les mêmes principes peuvent servir encore à établir les équations de condition auxquelles devraient satisfaire, pour x — o, les valeurs de
Ron io fe À
relatives, soit à des mouvements qui s’éteindraient en se propageant, soit à des mouvements accompagnés d’un changement de densité. Mais, nous bornant pour l'instant à indiquer ces diverses applications de nos formules générales, nous allons nous occuper plus spécialement des formules particulières que nous venons de trouver et développer les conséquences qui s’en déduisent. :
Les valeurs de 6, æ étant
28 U—=VYy—1, w — w —1, \
la formule (27) peut s’écrire comme il suit :
(29) A Ne ob Qe. XXe : Y—Ÿe 79 0 Q (L9 ©: — Ov — DUw
D'ailleurs on tire de cette dernière, non seulement
n—1n0o EC—ÙC
(4 uw et F SR TE À Ÿ — Vo Sel ma (4 [14 par conséquent (30) WY — vE = wno — V Lo, Ù — WE — do — wo, VE — y 460 — yo,
mais encore
Oo
| <!Io
. (91) p+aË+=n—%0+ aË0 + 0»
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si l’on choisit «, 6 de manière à vérifier la formule
(32) tie 20 éori,
(1) Pressé par le temps, et obligé de renvoyer au prochain numéro le développement des principes que je viens d'exposer, je me bornerai, pour le moment, à indiquer ici les formules qui seront établies dans la suite de ce Mémoire, relativement à la réflexion et à la réfraction de la lumière par la surface des corps qui ne la polarisent pas complètement.
Si le rayon incident, que nous supposerons simple, est considéré comme résultant de la superposition de deux autres rayons polarisés suivant le plan d'incidence, et perpendiculairement à ce plan, les lois de la réflexion ou de la réfraction relatives au premier rayon composant, c’est-à-dire au rayon polarisé suivant le plan d'incidence, resteront les mêmes pour les corps transparents et isophanes qui polarisent complètement la lumière, ct pour ceux qui, comme le diamant, ne jouissent pas de cette propriété.
Si maintenant on compare l’un à l’autre les deux rayons composants, la réflexion et la réfraction feront varier le rapport de leurs amplitudes, ou la tangente de l’azimut, et la différence de leurs phases, ou l’anomalie, suivant les lois exprimées par les formules que je vais transcrire.
Soient
-, s' les angles d'incidence et de réfraction;
5, &' les tangentes des azimuts des rayons réfléchi et réfracté, quand le rayon incident est polarisé à 45° du plan d'incidence ;
9, 9 les anomalies de réflexion et de réfraction.
On aura, pour le rayon réfracté, tang?5" = COS (7 — 7’) + 2 sin?r sin?(+ — 7’), d'= arc tang[z: sinr tang(r —+)],
z désignant un coefficient très petit dont l'observation D he la valeur. On aura, au contraire, pour le rayon réfléchi,
cot?a = [cos?2(+ + +’) + e2 sin?7 sin?(+ + r')] co?& el, en outre,
d = d'+ arctang[:sinrtang(r+r'}]+r, Si T+r7<
d —d' + arc tang[e sinrtang(r+:')], si T+T'> --.
Au reste, je reviendrai dans les prochains numéros sur ces diverses formules qui montrent l'exactitude des explications et des hypothèses proposées par M. Airy, dans un Mémoire digne de remarque. (Voir le IV° Volume des Transactions de la Société philosophique de Cambridge.)
EXTRAIT N° 56. BST
C..R., t. IX, p. 59 (8 juillet 1839). — Suite
SIN. — Sur les conditions générales de la coexistence de mouvements simples, que l’on suppose propagés dans deux portions différentes d'un système moléculaire, diversement constituées et séparées l’une de l’autre pur une surface plane.
Considérons deux systèmes homogènes de molécules, séparés par une surface plane que nous prendrons pour plan des y, z, ces deux systèmes n'étant autre chose que deux portions différentes d’un même système dont la constitution change quand la coordonnée + passe du négatif au positif, et reste sensiblement invariable de chaque côté de la surface de séparation, excepté dans le voisinage de cette surface.
Soient
Be on L les déplacements effectifs et symboliques d'une molécule, correspondants à un ou à plusieurs mouvements simples propagés dans le premier des systèmes donnés, que nous supposerons situé du côté des x
négatives; et nommons
Die dE QUE. 19
les dérivées de ces déplacements effectifs ou symboliques prises par
rapport à x. Soient pareillement
les déplacements effectifs ou symboliques correspondants à un ou à plusieurs mouvements simples propagés dans le second système situé du côté des x positives; et nommons encore
Po ROM 92 4
les dérivées de ces déplacements effectifs où symboliques prises par
OEuvres de C.— S.1, t. IV. 58
rapport à æ. Soient enfin
Cos. Nos: Con -Vos Lo) Lo
ou
£o; 10; Go» Zo; 0) Lo
ce que deviennent les déplacements effectifs ou symboliques et leurs dérivées pour les points situés dans le plan des y, z. Si les deux espèces de mouvements simples que l’on suppose propagés dans les deux systèmes donnés de molécules peuvent coexister, alors, en raisonnant
comme dans le $ I, on obtiendra : 1° entre les différences
E — Eo, 1 730) GE — Co, Sans FN ins à U— Vo, » entre les différences Gr bes Nero es QriQue Mere Wrae,
des équations de condition qui devront se vérifier pour une valeur nulle
de æ; puis, en éliminant
ES - j Co; os Co» Dos 0» Vo
entre ces deux espèces d'équations de condition, on en obtiendra d'autres entre les seules variables
L UE G Q;,: Ls Ÿ; “s ", ea 9", r: d'.
Les nouvelles équations de condition, ainsi obtenues, devront, comme les précédentes, subsister seulement pour une valeur nulle de x; et les unes comme les autres seront linéaires par rapport aux déplacements symboliques et à leurs dérivées. En conséquence, après lPélimi-
nation de
Eos nos. Ces Dos %0» Vo, la forme la plus générale d’une équation de condition sera (a) T+F=o,
T désignant une fonction linéaire des variables
EF MS EST QU
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composée de six termes respectivement proportionnels à ces mêmes variables, et T’ une fonction de la même espèce, mais composée avec les variables Er Nr GC 9 ii ÿ'.
Si l’on suppose qu’un seul mouvement simple se propage dans Le svstème de molécules situé du côté des æ négatives, les valeurs de
RE Be OPEN
correspondantes à une valeur nulle de x, seront de la forme
ne A er rwsse, 1 LR Besr+wz-se, z + Cerrrws-st,
— À ue’r+Wwz-st, ” — B uevr+Wwzst, d — (C Ue’T WE, u, 6, #,8, À, B, C désignant des constantes réelles ou imaginaires ; € par suite, la valeur de F, correspondante à & — o, sera de la forme
ET == LÉ di AE E y désignant une nouvelle constante. Si au contraire plusieurs mouvements simples, superposés les uns aux autres, se propagent simultanément dans le premier des systèmes donnés, et si l’on admet que les
déplacements symboliques deviennent proportionnels, dans l’un de ces mouvements simples, à l’exponentielle
EULHVYHWE SE, dans un autre, à l’exponentielle
eu, L+v,Y+Ww,z—s t » Ce,
la valeur de T°, correspondante à æ — 0, sera de la forme 3) Pi yErNTWE SE + 7 LS RE LE DO AE RER ;
y, y, -. désignant diverses constantes. Pareillement, si divers mouvements simples se propagent dans le second système de molécules, et
si l’on admet que les déplacements symboliques deviennent propor-
tionnels, dans l’un de ces mouvements simples, à l'exponentielle eulx+v'y+wa slt,
dans un autre, à l'exponentielle eu”x+v"y +w/zs"t,
la valeur de I”, correspondante à x — o, sera de la forme
3) T'=yenrewrst te.
Cela posé, l'équation (1), réduite à
( 4) y ET HWZT SE y, €. fées y’ e'rvwis-st oo
entrainera la formule
YHY +. Ye. —=0,
à laquelle elle se réduira identiquement si l’on a
V—=Y, =. Le fs .
ae, SNS ER [APE 6) PE ME sole !
FRE ue CR
I ya plus : si les constantes 7» V9 PRE ? ,
different de zéro, l'équation (4), qui doit subsister quelles que soient les valeurs attribuées aux variables indépendantes y, 5, 4, entrainera toujours, non seulement l’équation (5), en laquelle elle se transforme, quand on réduit y, 3 et à zéro, mais encore les formules (6). C'est ce que l’on démontrera sans peine à l’aide des considérations suivantes.
L'équation (4), devant subsister, quels que soient y, = et {, don-
nera, pour 3: — 0 tr 0
YET+YeT+. HV E TH... =0:
Si, dans cette dernière équation et dans ses dérivées des divers ordres,
EXTRAIT N° 56. : #61 relatives à y, on pose y = 0, on trouvera
YO Y Hors tYs He, G) Fe. +, +. +Ye +.:.—=0, 7) :
frere US 9 M dre Rd
Or il est facile de s'assurer que les équations (7), dont on peut sup-
poser Le nombre égal à celui des coefficients ACTE DUT OREPERE
entrainent la première des formules (6). En effet, admettons, par exemple, que ces coefficients se réduisent à trois,
E 7, 1 ce
Alors, en éliminant deux d’entre eux des équations (7), c'est-à-dire,
des formules OS RS EE Ads ND AE Gore ha
PARA LU 0 on trouvera successivement
ple—e)(e—v)=0, y{e—v)(e—v)=0, y{v—v)(V—v)=0; et, par suite, si
L2 £ Fa «
} L'APRR PTS à
diffèrent de zéro, les trois différences
1 LA UV, v—v, v,—v
devront s'évanouir, en sorte que la première des formules (6) devra
être vérifiée. Eu égard à la forme des équations (5), la même démonstration reste applicable, quel que soit le nombre des coefficients +. y, y, ...s et d'ailleurs on pourra évidemment établir de la même
manière la seconde et la troisième des formules (6).
Lorsqu'un mouvement simple, propagé dans un système de molé-
cules, atteint une surface plane qui sépare ce premier Système du second, il donne très souvent naissance à d’autres mouvements simples, les uns réfléchis, les autres réfractés, qui coexistent tous ensemble, mais qui ne pourraient plus coexister, dans le double système de molécules que l’on considère, si l’on venait à supprimer quelques-uns d’entre eux. Ainsi, par exemple, lorsque ces deux systèmes sont tels qu'un mouvement simple, propagé jusqu’à leur surface de séparation, donne naissance à deux mouvements de cette espèce, l’un réfléchi, l’autre réfracté, on ne saurait concevoir deux de ces trois mouvements propagés seuls dans le double système de molécules. Done alors l'équation (r) ou (4) ne peut subsister, lorsqu'on supprime lun des trois mouvements simples; ce qui aurait lieu toutefois, si l’une des constantes
bte venait à s’évanouir. Donc, si l’on applique l'équation (1) ou (4) à la réflexion et à la réfraction des mouvements simples, elle entrainera généralement les formules (6).
Supposons l'équation (4) effectivement appliquée à la réflexion et à la réfraction d’un mouvement simple; et soient dans cette même équation
y evr+wz-st
le terme qui correspond aux ondes incidentes,
Sr + D. RP SR ET :
1 D AE à éme AA TRE
ceux qui correspondent aux ondes réfléchies ; enfin 2 er +A fee, ceux qui correspondent aux ondes réfractées. Si l'on pose, comme dans le SH, :8) U= UE 01, = NV +vÿ—i, = W ENV!
] s—=S+sSy—1,
si, k= ur vi+ we, K = VU:+ V2+ WE,
(11) FE ee T=—;
u, v,W, S, U, V, W,S désignant des quantités réelles, parmi lesquelles s pourra être censée positive, les constantes réelles K, S
représenteront, dans le mouvement incident, les coefficients d’extinction relatifs à l’espace et au temps, et
T la durée des vibrations moléculaires, tandis que
représentera l'épaisseur des ondes planes, et
leur vitesse de propagation. De plus, les plans des ondes étant tous
ce)
parallèles au plan invariable représenté par l'équation (13) LE A AE mi à CA et la constante v devant être positive dans Le cas où, comme on doit le supposer, les ondes incidentes, en se propageant, se rapprochent du plan des y, 3; si l’on nomme = l'angle d'incidence, c'est-à-dire l'angle aigu formé par une droite perpendiculaire aux plans des ondes avec l'axe des +, on aura, dans le cas dont il s’agit,
U U COR ee Vur+v+w k
Îv2 + w2 y? + w2 sinz = — = Y ; Vu? + v? + W? k
puis on en conclura
(14) u = k.cosr, VY?+ w2= k sinz.
Quant au plan invariable représenté par l'équation
15) Uxz+Vr+Wz=:1,
il sera celui duquel s’éloignent de plus en plus les molécules dont les vibrations deviennent de plus en plus petites, et disparaïtra si le mouvement incident est du nombre de ceux qui ne s’éteignent point en se propageant.
Soient maintenant
ou
D NE mt ss NS NO ON LR LE So
ce que deviennent les constantes réelles
quand on passe des ondes incidentes aux ondes réfléchies ou réfractées. Les formules (6), jointes aux équations (8), (9), (ro), (11), (12), (14),
entraineront évidemment les suivantes :
A PR te Mél 16) (NÉS ae No:
17) S S, — Rois ‘, A Nr EN ES 18) CNE WI SENS, | 19) S — S, Pa y S'— ,
On tirera d’ailleurs de la formule (15)
(20) TRE ns et, des formules (16),
ou, Ce qui revient au même,
21) ksinr=k,sinr =.:.=k sin...
et par suite
for ur, . sut ] PER ] pee. h 9 |’
Il résulte de la formule (20) que la durée des vibrations moléculaires reste la même dans les mouvements incidents, réfléchis et réfractés. Il résulte de la formule (22) que l'angle d'incidence +, l'angle de réflexion r,..., l'angle de réfraction +’, ... offrent des sinus respectivement
proportionnels aux épaisseurs |, 1, ..., [’, ... des ondes incidentes, réfléchies et réfractées. De plus, comme les plans invariables, représentés par les formules (13) et (15), ont pour traces, sur le plan des
y, 3, les droites représentées par les équations
(23) YY+ NZ =0,
(24) | HN Der
il résulte des formules (16) et (18) que ces traces restent les mêmes, quand on passe du mouvement incident aux mouvements réfléchis ou réfractés. Donc les plans des ondes incidentes, réfléchies et réfractées coupent le plan des y, z, ou, en d’autres termes, la surface réfléchissante, suivant des droites qui sont toutes parallèles les unes aux autres; et si, par un point donné de la même surface, on mène des perpendiculaires aux plans de ces différentes espèces d'ondes, ces perpendiculaires seront toutes renfermées dans un plan unique que l’on peut appeler indifféremment le plan d'incidence, ou le plan de réflexion, ou le plan de réfraction. | On tire des formules (22)
sinz sin,
ie : He ns : : Ha Tu
Donc Le rapport du sinus d'incidence au sinus de réflexion est en même .
temps le rapport entre les épaisseurs des ondes incidentes et réfléchies, tandis
que Le rapport entre les sinus d'incidence et de réfraction se confond avec
le rapport entre les épaisseurs des ondes incidentes et réfractées. Le premier OEuvres de C.—S.I,t.1V. 59
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de ces rapports est ce que nous nommerons l'indice d'incidence, le second est celui qu’on nomme l'indice de réfraction.
Lorsque le premier système de molécules sera du nombre de ceux dans lesquels la propagation du mouvement s'effectue en tous sens suivant les mêmes lois, et que, pour cette raison, nous appellerons isotropes, s deviendra fonction de la somme u? + 4° + w?, à laquelle s° sera même proportionnel, si les équations des mouvements infiniment petits sont homogènes. Alors le mouvement incident, que nous supposerons simple, pourra donner naissance à un seul mouvement simple
réfléchi; et l'équation S—S,
entrainera la suivante
U?+ 02 + mu? + v° + w?.
Celle-ci, jointe aux équations
donnera 26) u? = u?; et, comme on ne pourrait supposer à la fois dE h mp W = W.,,
sans rendre parallèles les plans des ondes incidentes et réfléchies, ce qui ne permettrait plus de vérifier les équations de condition, et ce qui est effectivement contraire à toutes les expériences, la formule ( 26)
entrainera l’équation (27) | ="; par conséquent aussi l'équation
Or de cette dernière, jointe aux formules
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on tirera
Fate 72 Re 2 24 w?2 VUE + VÈ + W — Vu? + v?+ w?,
EE
Cela posé, la première des formules (25) donnera sin, — sinr,
(31) st.
Donc, dans un milieu 1sotrope, l'angle de réflexion est toujours égal à l'angle d'incidence.
Supposons maintenant le second système de molécules isotrope comme le premier. Alors le mouvement incident, étant simple, pourra donner naissance d’une part à un seul mouvement simple réfléchi, d'autre part à un seul mouvement simple réfracté. Si d’ailleurs ces trois mouvements simples sont du nombre de ceux qui ne s’éteignent pas en se propageant, on aura
n'A V1 L ren | RE @ — w ÿ— 1, S—=Sy—1,
u — uv" V—1, DV V—1, WW ÿ—1, fs rot Dans ce cas particulier, s étant fonction de u? +0? + 2 ——{u0? + v? + w?) = — k?,
ets’ fonction de
24 FA re VA 2 — — (u'? + V?+w?) — — k'?, à une valeur déterminée de s, et par suite de s’= s, correspondront des valeurs déterminées, non seulement de k, mais aussi de k’, quel que soit
d’ailleurs l'angle d'incidence +. Donc alors, l'indice de réfraction, savoir
sin | k
on = =)
ginz !' k
sera independant de ! ‘angle d'incidence.
C. R., t. IX, p. gt (15 juillet r839). — Suite
SV. — Sur les lois de la réflexion et de la réfraction des mouvements simples dans les milieux isotropes.
Pour obtenir complètement les lois de la réflexion et de la réfraction des mouvementssimples dans les milieux isotropes, il faut joindre aux lois générales établies dans Le paragraphe précédent celles qui résultent de la forme particulière sous laquelle se présentent les équations de condition relatives à la surface de séparation de deux semblables milieux. Pour fixer les idées, nous nous bornerons ici à considérer le cas où, dans chaque système de molécules, les équations des mouvements infiniment petits peuvent être réduites sans erreur sensible à des équations homogènes du second ordre ; et nous supposerons que le mouvement incident, étant simple, donne naissance, d’une part, à un seul mouvement simple réfléchi, d'autre part, à un seul mouvement simple réfracté, ces trois mouvements étant du nombre de ceux dans lesquels la densité reste invariable. Enfin nous prendrons la surface réfléchissante pour plan des y, z. Cela posé, soient, pour le premier milieu, situé du côté des æ négatives,
o Yi, Ë, 9; : 1 d
les déplacements symboliques d’une molécule et leurs dérivées relatives à æ, dans le mouvement incident, ou dans le mouvement réfléchi, ou bien encore dans le mouvement résultant de la superposition des ondes incidentes et réfléchies. Soient au contraire, pour le second mi-
lieu, situé du côté des + positives, 4 LÉ a g', Lo d
les déplacements symboliques d’une molécule et leurs dérivées rela-
EXTRAIT N° 57. 169 tives à x dans le rayon réfracté. Les valeurs de #, », £, relatives au mouvement incident, seront de la forme
(a ) Ë — A eux +py+wz-st, ñ — Benr+vr+wa-st, E — Ceuxtvy+nz-st,
les constantes réelles ou imaginaires w, v, , s, A, B, C étant liées entre elles par les équations
(2) s—{(u?+ v+ ww?) Au+Bv+Cw—o,
et la lettre : désignant une constante réelle. Si maintenant on passe du mouvement incident au mouvement réfléchi ou réfracté, les valeurs
de CAS CE.
resteront les mêmes, d’après ce qu’on à vu dans le $ IV; mais on ne pourra en dire autant des coefficients Mes € qui feront place à d’autres représentés par RNCS RS he vi ou par la valeur de &, étant
En conséquence, les valeurs de £, », ?, relatives au mouvement réfléchi, seront de la forme
(4 ) Ë = À er ur+vy+wz-st, 1 — B, eUL+Vy+ West, É = C, ET ULHVY HW SE, les coefficients À, B,, C, étant liés à &, », æ par la formule (5) —A,u+B,e+Csw—o,
et pareillement les valeurs de £’, »’, ?’, relatives au mouvement réfracté, seront de la forme
t6) E' — A'eu't+vy+ws-st, n' = B'eu/c+vy+wz-st, C'— C'eu'r+vy+ws-st,
les constantes w’, e, æ, s, A’, B', C’ étant liées entre elles par les équations
et." étant ce que devient la constante réelle : quand on passe du premier milieu au second. Ajoutons que, si dans le premier milieu on considère à la fois les ondes incidentes et réfléchies, la superposition de ces ondes produira un mouvement dans lequel les valeurs de £, #, /
| A — Ceux+vy+wz-st Se C, ET UL+VYyH+Wz—st,
deviendront
— Aeut+tvrtwz-st |} À ; er UuLt+ rRETE,
Haas
" te,
— Beurt+vy+nz-st R e-urx+vy+wz-st 1 4 Ks ,
C'est entre les valeurs de £, n, €, , x, 4 et de Ë’, , L', 0, y, d', tirées des formules (6) et (8), que devront subsister, pour æ = o, les équations de condition relatives à la surface réfléchissante.
Considérons spécialement le cas où les mouvements incident, réfléchi et réfracté sont du nombre de ceux qui ne s’éteignent pas en se pro-
Jageant, et où l’on a par suite
n Ft RE Ps. à AMAR LCR
[u—=uvy—:, v— vY—:i, W—Wy—1, S—SV—:1, \9 | 4 n— Lau v—1,
U, V, W, S, U’ désignant des quantités réelles. Posons d’ailleurs
(10) k = yu?+ v?+ w?, k'= Vu'2+ v? + w?.
Comme les formules (2) et (7), jointes aux formules (9) et (10), donneront
il est clair que les constantes réelles :, v seront positives. Soient maintenant Eos 10» Co» Dos Lo» Lo
ce que deviennent les déplacements symboliques d’une molécule et
EXTRAIT N° 57. WTA leurs dérivées relatives à +, en un point de la surface réfléchissante, quand on tient compte des perturbations qu’éprouvent dans le voisinage de cette surface les mouvements infiniment petits. On obtiendra, pour æ — o, entre les expressions
ë; Hire D, %» Ÿ et Eos N0» Co» Do» 20» Vos des équations de condition représentées par les formules (25) ou (27)
du $ HI. Donc alors, si la constante réelle que nous avons désignée par fest telle que l’on ait
(11) | AU Le wW?,
on trouvera
(12) tte 1 — No» Lies D — Vo; L —= 05 UEUTE
Si au contraire on a
I Rire DA 2 + 1+f :
alors les équations de condition se trouveront comprises dans la formule
D SL
0 v w U? Ou _ DVw ?
la valeur de © étant
El
à k2 (15) O=(v+w— 1+f Pareillement, si, en nommant f” ce que devient f quand on passe du premier milieu au second, on a
F4 de
on trouvera
(17) FE. — A0 "= Eos 9 — Pos ; — %os — Do.
Si l’on a au contraire
18) es CT WA rt WW,
on trouvera
He : : se Et me RE PAR 2
Fe rte n ne _C Ce: VV. TL Je Nr | TT — == _- 5 — = RTE.
3 — Ù’ CEE ww V’? — O'v — V'w
la valeur de ©’ étant
LA k'?
20) : dt —— (se + W°?—
Comme on ne connaît pas @ priori la loi des actions moléculaires, ni par suite les valeurs des constantes f, f”, le seul moyen de savoir si ces constantes vérifient les formules (11) et (16), ou (13) et (18), est de chercher les conséquences qui se déduisent de l’une et l’autre supposition et de les comparer aux résultats de l'expérience. Or, si l’on admet les formules (11) et (16), alors les conditions (12), jointes aux condi-
tions (17), donneront, pour x — 0, (21) EE, nn, Ci 9e =, =". ;
De ces dernières équations, combinées avec les formules (6), (8), on tirera
ë | u(A—A,)=u'A, u(B—B,)—uB, u(C—C,)—=uC,
et par suite
(23) Ai Br: 0: Mk.
A oh CC. LE fudeo En K DC Mi.
puis, de ces dernières, jointes aux formules (2), (5) et (7), on con-
clura Au + Bv + Cw = o,
(25) ‘: — Au + Bv + Cw —=o, Au +Bv+Cæ—=o.
EXTRAIT N° 57. 473 D'ailleurs on tire des formules (25) (26) Auto, Bv + Ce — 0,
puis, de celles-ci, combinées avec les formules (9) et (1),
(27) dE ed rer BY +Cw—o et (28) vÉ=v'E—0, Va+Wé— 0;
par conséquent
(29) HÉsveze, Van + Wé = 0.
Enfin, pour satisfaire à la première des équations (29), il faut supposer
que l’on a (30) bou o:
c'est-à-dire que les plans des ondes incidentes et réfractées sont parallèles au plan des y, 3, ou que l’on a
c'est-à-dire que les vibrations des molécules sont perpendiculaires à l'axe des x. Donc, lorsque les formules (11) ou (16) se vérifient, un mouvement incident, que nous supposons simple, ne peut donner naissance à un seul mouvement simple réfléchi, et à un seul mouvement simple réfracté, que dans des cas très particuliers, savoir, lorsque les plans des ondes ou des directions des vibrations moléculaires sont parallèles à la surface réfléchissante.
Au contraire, un mouvement simple pourra se réfléchir et se réfracter, quelle que soit la direction des plans des ondes ou des vibrations moléculaires, si l’on suppose vérifiées, non plus les formules (11) et (16), mais les formules (13) et (18). Alors les variables
Ë, UE ë Q, % Ÿ d'une part, et les variables
Es + Cs 9’; É d’ Œuvres de C. — S.I, t. IV. 6o
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d'autre part, se trouveront liées à Éo> Moy Cor Pos Xe» Yo
par les formules (14), (19), dont chacune comprendra cinq équations
distinctes ; et l'élimination de
Éo» “ess: Dos Zo» Vos entre les dix équations dont le système est représenté par ces deux formules, fournira, entre les seules variables
ba: ns ces le ci à ds A es D, re d’, quatre équations de condition qui devront subsister pour x — 0. Pour
obtenir ces équations de condition, on observera qu'en raisonnant comme dans le $ IT on tire des formules (14) et (19), non seulement
nv = wno—Véo, d—wE—=Vo—wéo, vÉ—Y%—=vE— 0 et
+ Lx Fe e ua 5 = 5 wn!— 0l'= Wno— Vs, D'— DE = Vo — wo, PE — DL = VE — Yo,
mais encore
Re rire pHaË + NE pot ae © Me et P P D Re UE ne ® + as ren 7=.Po TT %6e + No
pourvu que l’on choisisse x, 6 de manière à vérifier simultanément Îles
deux formules
(32) Vi—aU+6—=0, ÙV'?— 4x0 +6—o.
On devra done avoir alors, pour x — 0,
(33) œwn —vé=wn— 08, bewE=d'—uwE,s Eye ve
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FM OS on Pt CE 7 6 - (34) o + aE+ =n—0' + aË + y.
T = mn T ? n De plus, comme, en vertu des équations (32), ü, Ù’ sont les deux racines de l’équation du second degré
L2— ax+6—=0,
on aura nécessairement (35) a= O HO), EE, et par suite la formule (34) pourra être réduite à
+ en no Dr ve VU" - (36) P+(O+OV')E+ —1n—=9 + +(0+ 0) + — 1.
: : v v Les formules (33) et (36) seront précisément les quatre équations de condition demandées. : , Avant d'aller plus loin, ilest bon d’ been qu'en vertu des formules
(6), (8), les équations (33) peuvent être réduites aux trois suivantes
\ 7) D. £ REA D:£ ne à D? et Le | BE -D,n-D,i Dr,
desquelles on tire évidemment
D — D,6—D:n — D,f, (38) DE B,E—D.t- DE, | Dé — D a =D;,E — Dr,
ou, ce qui revient au même
6 ON TOP OPOËE SP CO 7 OE. dE nd dv
ee Det Are deco: dr de à On 0e
Les formules (39) sont précisément les trois premières des quatre formules que j'ai données en 1836 comme propres à représenter les équa-
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tions de condition relatives à la surface réfléchissante. (Voir les Nouveaux Exercices, p. 203.) Ajoutons que l'équation (36) peut s’écrire comme il suit :
fvx!
; - Rs Re St à (0) er È Fo To) 75 Fo + vo Observons encore qu’en vertu des formules (1) et (2), ou (4)et {5), on vérifiera l'équation
(41) DE +D,n +D.6— a,
en supposant les déplacements symboliques.
relatifs au mouvement incident, ou au mouvement réfléchi, par conséquent aussi, en supposant ces déplacements symboliques relatifs au mouvement résultant de la superposition des ondes incidentes et réfléchies.. Pareillement, il suit des formules (6) et (7) que les déplace-
ments symboliques
6" ns 4h
relatifs au mouvement réfracté, vérifient la formule
(42) DE + Dyn' + DE — 0.
Au reste, les formules (41) et (42) entrainent les deux suivantes :
| DE + D, + D.ê — 0,
(43) DE +D,n'+ D.E'—0o,
qui se déduisent immédiatement de l'hypothèse admise, puisqu'elles expriment que les mouvements propagés dans chaque système de molécules ont lieu sans changement de densité. On tirera d’ailleurs des formules (41), (42)
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ou, ce qui revient au même, eu égard aux équations (6) et (8),
Di(E—E)+u(n—n)+w(6—Ë)—0o,
et par conséquent (44)
quelles que soient les valeurs attribuées aux variables æ, y, z.
Les quatre équations de condition (37) et (40) peuvent être remplacées par d'autres que l’on déduit aisément des formules (14) et (19) combinées avec les équations (44). En effet, les formules (14) et (19) donnent, non seulement
(4 w (4 14 et par suite AO ARE REED À RE SE PERRET DA VU ; re PAU M cu DR Gue « Fons L PES one (8) st ds Mr. de. V M mais encore Re D de se 6 .- epHaËb+en— go + ao + © Mo; PHaË + no + ao + So, et par suite D 6. | (46) a lt ia nie
pourvu que l'on suppose 2=040,::6—=00
Or les formules (45) et (46), qui ne différent pas au fond des formules (33), (34), donneront d’abord
n—n _E—C ss AUS, en à de . ge
v w FAT: ww
ou, ce qui revient au même, (48) D:1 EE D,é — D,’ = ne D;(D:7 pue D,Ë) Ce D,(D:n TA D,£' ] :
puis, eu égard aux formules (44),
= _p_"i-x)+w(—) DIE -E)
fee v? + w? 5 vi 2 ?
TE a ns sé vin 1) relie Die) ci nl * ITR ( Tr UE ï v? + w? F4 RE ve à PA
et par conséquent
2 “0 SR PR PU (49) (Di +» + w2)(È= E)=e, )
Ü [8D,— {02 m2) (@ + DeI(É —E)—0, ou, ce qui revient au même, eu égard aux formules (35),
(D? + D? + D2)Ë = (Di + Di + D2)£,
bo) (
: 2 CR 7 ; Dr : 2 2\f1 ! De Pz | | D, (BSD (5 Eee TL =|D.- (Bo -+ D) (& + mr Se ) | “4
D'ailleurs on tirera immédiatement des formules (49) et (50),
(51) D:n—D,6= Den — D,#’, De(Den — D,E) = De(Din— D,E), | (DE + D£ + D?)E — (DE + DE + D?)
[un
ae x LÉ 1 D. di LEA 1 Hi, | [D (Di + D;) (s + S + er) [E=[ne- (D; + D) (S Fa se) |E È
Les équations de eondition (51) et (52) offrent cela de remarquable, que les deux dernières renferment seulement les déplacements &, € mesurés, dans l’un et l’autre milieu, suivant des droites perpendieulaires à la surface réfléchissante, tandis que les deux premières renferment seulement les déplacements 7, € ou 7’, Ÿ’, mesurés suivant des droites parallèles à cette surface.
Posons maintenant, pour abréger,
(53) h?=u?+.v2+ w?—=—k? et k=u?+v+ = — k?.
Les conditions (48), (50), qui doivent subsister pour æ—o, étant
EXTRAIT N° 57. K79 jointes aux formules (6), (8), donneront Bw — Ce + B,w — Cv — B'w — C'v,
a[(Bw— Cv) —(Bw— Cv] =w'(B'w- Ce)
V2? + 7? [ . à : | af JA A) (+ ste }(A + A,)
4 I | A © Le Lu (uv? + w2) F- ji PS D qi o)| Le, ou, ce qui revient au même,
B'ew — Co _ (Bw — Ce) + (B, — Cv) (Bow — Co) — (B, — Cv)
u E ul PT u' +34 A" Le A+ À, 2 + 2 V2? LE 2 Eu — 4 HOT 19 MARGE i 1 VO k'?ulx DO — L | ch 6 V2? + 2? ë PRTUE kiu{r — be el He LA VD’ (4 En ed (à SAME » L par conséquent ui EE u' h A | NUS 2 dre nr (Bi — Cv), (54) QU :
| B'æ — Cv — ha (Be — Cv), u+u (k'2 u — k2u!)|(1— Ho ant (4'2 — 2) (u2 + y?) LA £ de À,— iv 00 oo.
RER k'2 Lu V2? + (w2 ci : : k 3 Fe : À, eu htu (= on) + (3) (24 0) (6 + à) ni v? + w?
2k?ul1i— nt sie | À:
s ; 0? + 7? ia FR 1 I ( sa+ ru) (1 a) + (4 2 — 2) (e22m2) (+
Comme, en vertu des formules (55), on a k2—k2—{u—u){u+u),
ku—kiu ={e + w—uu (u—u), ku+kiu = {et + tu) (u + ur),
il est clair que les équations (55) peuvent s’écrire comme il suit
| Ce 2 — un) [a nt + (u'+u) (v?+ +) (2 + :
(v2 + 5w2 — de 244p2)1— — A VV’ \ © D'/u—u A ; v2 + y? I AE FN (ou? + p2+uu) [ir —— u'—u)(v02+w1)}| — mir / | ; VU’ | ki LR Re 0? + 2?
kate A' VU’ 2u
or 2 2 Fi (eo? + 2 + uu') = + (u'— u)(v2+ ww?) s+a) Fee VU © “©!
Les équations (54) et (55) ou (56), jointes aux formules (5) et (7), suffisent pour déterminer complètement les valeurs des constantes BC 4 « A 45
relatives aux mouvements réfléchi et réfracté, quand on connait les valeurs des constantes
relatives au mouvement incident.
Si l’on veut, dans les valeurs de
À, B, be A’, B’, Da introduire les coefficients réels UN,
à la place des coefficients imaginaires
il suffira d’avoir égard aux formules (9). Alors les formules (54)'et (56),
jointes aux formules (2) et (7), donneront
à ir: 7?
Bw — Cv U+U
fs (57) PL LE
BW ET 17.
/ I Fe Ses y? [2 — uy’ J 2) (2 at, re . + W mir a (u'+u)(v?+w Sa. En.
: (v2 + w2+ uv’) (1 — re (u'—u)(v? + w?) É. SR Von Dh) VO" e) U' DE san A VU’ =!
3 2 + w2 LAN Uri r2 12 FLOUE RAF. AE SCT RSC DE T ENS (V2+w + uv) (à 06: }+( U) (v? + w? Has TAR el (50) FACE RXHKCw—0, ee 2
Les calculs se simplifient lorsqu'on suppose l’axe des 3 parallèle aux traces des plans des ondes sur la surface réfléchissante. Alors, la formule (23) du $ IV devant se réduire à
r=0, on aura nécessairement
/ W—o, W—WY—I1— oO,
et par suite les formules (1), (4), (6) deviendront
(Go) E—Aeurtr st, G—Beurs, LE Courts, (Gi) É—A eme, neue, E — C'e-urtr-sr, (62 | £' — À eu C+vy—st, " — PR eux +vy—st, ri C'eu'x+vr-st.
Alors aussi, les valeurs des déplacements symboliques étant indépendantes de z, dans chacun des mouvements incident, réfléchi et réfracté, les dérivées de ces déplacements, relatives à z, s’évanouiront dans les formules (48) et (50), qui se réduiront aux suivantes
(63) D D, . D:D:5—D;pD;6,
(Df+ Re "D: + D?)£’,
4) [p.—n (5 + tou) + ge) fr
Comme on pourra d’ailleurs, dans celles-ci, remplacer D, par v, les OEuvres de C.— S. 1, t. IV. 61
formules (63) donneront Êa= Es D,ê = D,t,
ou, Ce qui revient au même,
Ces dernières, qui se trouvent déjà comprises parmi les conditions (21), donneront encore
C+C = C, u(C—C,)=uC,
par conséquent
C u — u L. au (65) — 5 L de. 7 C u + u C u+u et l’on tirera des formules (6) (eau) (1 dk + (u'+u)e? a As (010L Ù Y} u—u D (a ue ) + (r Rens (v2 1— —— d—u)v2|— + — \ \ ‘ <. Ai !
166) | + DE 0 he A: en au ses v? I IN # id (pv? + uu! — —— (ur u)o (2 A | ( on mé, FES Ter
D'autre part, en vertu des formules (2), (5), (7) et (53), on aura, non seulement
(67) Au+Bv—=o et (68) — A,u+B,v=—o, A'u'+ B'v —0,
mais encore
(69) k=u+ V2 —; kK2=u2+uv— —.
£ l Enfin on ne devra pas oublier que ces diverses formules se rapportent
au cas où les mouvement incident, réfléchi et réfracté sont du nombre
de ceux qui ne s’éteignent pas en se propageant, et où par suite les valeurs de w, v, s, u’ sont de la forme
(70) u=uV—1, V=vy—1, s—=sy—i1, u'—U" ÿ—1.
MécaniQuE CÉLESTE. — Mémoire sur l'intégration des équatiens
différentielles des mouvements planétaires.
C.R.,t. IX, p. 184 (5 août
On sait que je me suis déjà occupé, à diverses reprises, de l'intégration des équations du mouvement de notre système planétaire, et que tel a été l’objet direct ou indirect de plusieurs des Mémoires que j'ai publiés à Turin et à Prague, dans les années 1831, 1832, 1833 et 1839. Parmi ces Mémoires, il en est un qui a surtout attiré l'attention des géomètres, les résultats qu'il renferme ayant paru assez nouveaux et assez importants pour que des savants distingués aient voulu en reproduire une traduction italienne, en joignant au texte des Notes fort étendues, propres à familiariser le lecteur avec les méthodes dont j'ai fait usage. Je veux parler du Mémoire qui, comme l'indique son titre, a spécialement pour objet la Mécanique céleste et un nouveau calcul applicable à un grand nombre de questions diverses. C'est dans ce Mémoire que j'ai donné des formules pour la détermination directe de chacun des coefficients numériques relatifs aux perturbations des mouvements planétaires, et pour la simplification de -caleuls qui exigent quelquefois, des astronomes, plusieurs années de travail. Un des membres correspondants de cette Académie, M. Plana, m'ayant parlé du temps que consumaient de pareils calculs, je lui dis que j'étais persuadé qu’il serait possible de les abréger, et même de déterminer immédiatement le coefficient numérique correspondant à une inégalité
donnée. Effectivement, au bout de quelques jours, je lui rapportai des formules à l’aide desquelles on pouvait résoudre de semblables questions, et dont j'avais déjà fait l'application à la détermination de certains nombres qu'il est utile de considérer dans la théorie de Saturne et de Jupiter. Au reste, pour établir les formules dont il s’agit, et d’autres formules analogues renfermées dans le Mémoire ci-dessus mentionné, il suffisait d'appliquer au développement de la fonction, désignée par R dans la Mécanique céleste, des théorèmes bien connus, tels que le théorème de Taylor et le théorème de Lagrange sur le développement des fonctions des racines d'équations algébriques ou transcendantes. Mais il était nécessaire de recourir à d’autres principes et à de nouvelles méthodes pour obtenir des résultats plus importants, que je vais rappeler en peu de mots.
En joignant à la série de Maclaurin le reste qui la complète, et présentant ce reste sous la forme que Lagrange lui a donnée, ou sous d’autres formes du même genre, on peut s'assurer, dans un grand nombre de cas, qu’une fonction explicite d’une seule variable x est développable, pour certaines valeurs de x, en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de cette variable, et déterminer la limite supérieure des modules des valeurs réelles ou imaginaires de x, pour lesquels Le développement subsiste. De plus, la théorie du développement des fonctions explicites de plusieurs variables peut être aisément ramenée à la théorie du développement des fonctions explicites d’une seule variable. Mais il importe d'observer que l'application des règles, à l’aide desquelles on peut décider si la série de Maclaurin est convergente ou divergente, devient souvent très difficile, attendu que dans cette série le terme général, ou proportionnel à la nie puissance de la variable, renferme la dérivée de l’ordre x de la fonction explicite donnée, ou du moins la valeur de cette dérivée qui correspond à une valeur nulle de +, et que, hormis certains cas particuliers, la dérivée de l’ordre »? prend une forme de plus en plus compliquée à mesure que x augmente. |
Quant aux fonctions implicites, on avait présenté pour leurs déve-
EXTRAIT N°58. LS5 loppements en séries, diverses formules déduites le plus souvent de la méthode des coefficients indéterminés. Mais les démonstrations qu’on avait données de ces formules étaient généralement insuffisantes : 1° parce qu'on n’examinait pas d'ordinaire si les séries étaient convergentes ou divergentes, et qu’en conséquence on ne pouvait dire le plus souvent dans quel cas les formules devaient être admises ou rejetées ; 2° parce qu'on ne s'était point attaché à démontrer que les développements obtenus avaient pour sommes les fonctions développées, et qu'il peut arriver qu'une série convergente provienne du développement d’une fonction sans que la somme de la série soit équivalente à la fonction elle-même. Il est vrai que l’établissement de règles générales propres à déterminer dans quels cas les développements des fonctions implicites sont convergents, et représentent ces mêmes fonctions, paraissait offrir de grandes difficultés. On peut en juger en lisant attentivement le Mémoire de M. Laplace sur la convergence ou la divergence de la série que fournit, dans le mouvement elliptique d’une planète, le développement du rayon vecteur suivant les puissances ascendantes de l’excentricité. Je pensai donc que les astronomes et les géomètres attacheralent quelque prix à un travail qui avait pour but d'établir, sur le développement des fonctions, soit explicites, soit implicites, des principes généraux et d’une application facile, à l’aide desquels on pût, non seulement démontrer avec rigueur les formules et indiquer les conditions de leur existence, mais encore fixer les limites des erreurs que l’on commet en négligeant les restes qui doivent compléter les séries. Parmi ces règles, celles qui se rapportent à la fixation des limites des erreurs commises présentaient dans leur ensemble un nouveau calcul que je désignai sous le nom de Calcul des limites. Les principes de ce nouveau calcul se trouvent exposés, avec des applications à la Mécanique céleste, dans les Mémoires lithographiés à Turin, sous les dates du 15 octobre 1831, de 1832 et du 6 mars 1833. L'accueil bienveillant que reçurent ces Mémoires, dès qu'ils eurent été publiés, dut m'encourager à suivre la route qui s'était ouverte devant moi, et à exécuter le dessein que j'avais annoncé (Mémoire du 15 octobre 1831), de faire
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voir comment le nouveau calcul peut être appliqué aux séries qui représentent les intégrales d’un système d’équations différentielles linéaires ou non linéaires. Tel est effectivement l’objet d’un Mémoire lithographié à Prague en 1835, et dans lequel je montre, d’une part, comment on peut s'assurer de la convergence des séries en question; d’autre part, comment on peut fixer des limites supérieures aux modules des restes qui complètent ces mêmes séries. Toutefois, quoique les résultats auxquels je suis parvenu dans le Mémoire de 1835 paraissent déjà dignes de remarque, cependant ils ne forment qu'une partie de ceux auxquels on se trouve conduit par la méthode dont j'ai fait usage. C’est ce que j'ai déjà observé dans une lettre adressée à M. Coriolis, le 28 janvier 1837. Cette lettre, insérée dans les Comptes rendus de nos séances, renferme l'énoncé de quelques théorèmes importants que je me propose maintenant de développer, surtout sous Le rapport de leurs applications à la Mécanique céleste, à laquelle ils semblent promettre d’heureux et utiles perfectionnements. Pour ne point abuser de l'attention de l’Académie, je me bornerai aujourd’hui à donner l'énoncé précis et la démonstration d'un théorème fondamental inséré dans la lettre dont il s’agit.
TaéorÈME. — x désignant une variable réelle ou imaginaire, une fonclion réelle ou imaginaire de x sera developpable en une série convergente, ordonnée suivant les puissances ascendantes de x, tant que le module de'x conservera une valeur inférieure à la plus petite de celles pour lesquelles la
fonction ou sa dérivée cesse d’être finie et continue.
Démonstration. — Soit J\x) une fonction donnée de la variable +. Si l’on attribue à cette variable une valeur imaginaire z dont le module soit Z et l’argument p, en sorte qu'on ait z = LerV-1, on aura identiquement
(1) Le a AE À 2
EXTRAIT N°58. k87
Supposons maintenant que l’on intègre les deux membres de l’équation (1): 1° par rapport à Z et à partir de Z — 0; 2° par rapport à p entre les limites p = — 7, p — 7. Si la fonction de Z et de p, représentée par /(z), reste, avec sa dérivée f’(z), finie et continue, quel que soit p, pour la valeur attribuée à Z, et pour une valeur plus petite, on trouvera
(a) Ê fs)d= ar flo)
Si, de plus, la fonction f(x) s’évanouit avec x, l’équation (2) donnera simplement
(3) F f(z) dp = 0.
Enfin, si, dans la formule (3), on remplace /{(z) par le produit fts)— ft) z FREE L
æ étant différent de 7, et le module de x inférieur à Z, on en conclura
‘2 (z + (x) L VA x?
LE œ=] M Eap=fte) f (1+2+5 +...) dp = 27 f(x), et par suite
(4) fai | 2,
EAU ot à
L'équation (4) suppose, comme les équations (2) et (3), que la fonction de Z et de p, représentée par f(z), reste, avec sa dérivée f(z), finie et continue pour la valeur attribuée à Z et pour des valeurs plus petites. D'ailleurs, comme le rapport
LA
© en ee
est la somme de la progression géométrique
k8S COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE.
qui demeure convergente tant que le module de x reste inférieur au module Z de 3; il suit de la formule (4) que
sera développable en une série convergente, ordonnée suivant les puissances ascendantes de +, si le module de la variable réelle ou imaginaire æ conserve une valeur inférieure à la plus petite de celles pour lesquelles la fonction f(x) et sa dérivée f’(x) cessent d’être finies et continues.
Ainsi, en particulier, puisque les fonctions COSx, :sinæ, 67, 1e, O0 2
et leurs dérivées du premier ordre ne cessent jamais d’être finies et continues, elles seront toujours développables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de x. Au contraire, les fonctions
y y >) logfi+ x), arctangz, :.:; IX 1+ÿi— x?
qui, lorsqu'on attribue à x une valeur imaginaire de la forme Zerv=1,
cessent d’être, avec leurs dérivées du premier ordre, fonctions continues de +, au moment où le module Z devient égal à 1, seront certainement développables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de la variable x si la valeur réelle ou imaginaire de æ offre un module inférieur à l'unité; mais elles pourront devenir et deviendront en effet divergentes si le module de x surpasse l'unité. Enfin, comme les fonctions
per |
es e” , COS — ?
deviennent discontinues avec leurs dérivées du premier ordre pour une valeur nulle de +, par conséquent lorsque le module de x est le
plus petit possible, elles ne seront jamais développables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de x.
Nota. — La démonstration précédente du théorème énoncé suppose que, si les conditions indiquées dans ce théorème sont remplies, l'équation (1) entraînera toujours l’équation (2). Or c’est ce dont on ne sau rait douter. En effet, admettons que le module Z de z conserve une
valeur inférieure à la plus petite de celles pour lesquelles la fonction f(z)etsa dérivée f’(z) cessent d’être finies et continues. Pour une telle valeur de Z, la valeur commune des deux membres de la formule (x)
savoir epV-1f'(3) — ePV-1f'(Zer V1),
restera finie et déterminée; et l’on pourra en dire autant des fonctions réelles
(2 p}= 2er f(Zen Ti) + env f{ze-nVT)],
(2 p)= = Lerv=r f'(ZerV1) — e-pV5 f'(Ze-r-1)]
et, par conséquent, des intégrales doubles
F Z Z Fr à . eZ pldpaz= [ k o(Z,p) dZ dp, ei 0 0 —T 3 Z Z L L [ 22 p)dpdz= | vi 4(2,p) dZ dp.
—rv0 0 —T
Donc, puisqu'on aura identiquement ef (z)= (2 p) + V—ix(2p), l'intégrale double
Las [ef da [ Feria 3) dZ dp
rv0
conservera elle-même une valeur finie et déterminée. D'ailleurs, la fonc-
tion /(z) restant par hypothèse finie et continue pour les valeurs attri- OEuvres de C.—S,. 1, t. IV. G2
buées à Z et pour une valeur plus petite, on aura encore
f er(s)a= | A) = #2) —f(o)
Car) 0
Le Fo f(s)
ePV=1 f' (2) dp = —— ——— dp = 0, f F (3) P Ze La 0p P 9
comme on le conclura sans peine des principes établis dans le résumé des leçons données à l'Ecole Polytechnique sur le Calcul infinitésimal. Donc, dans l'hypothèse admise, l'équation (1) entrainera la formule
ou
î f{2) dp = (o)dp—2rTf{o),
qui est précisément l'équation (1).
Nous remarquerons en finissant que les fonctions ci-dessus prises pour exemples, et leurs dérivées du premier ordre, deviennent toujours infinies ou discontinues pour les mêmes valeurs du module de la variable indépendante. Si l’on était assuré qu'il en fût toujours ainsi, on pourrait, dans le théorème énoncé, se dispenser, comme nous l’avions fait dans le Mémoire de 1831, et dans la lettre à M. Coriolis, de parler de la fonction dérivée. Mais, comme on n’a point à cet égard une certitude suffisante, il est plus rigoureux d’énoncer le théorème dans les termes dont nous nous sommes servis plus haut.
Ce serait ne pas répondre suffisamment à l'attente de l’Académie, que de terminer cette Note sans payer un juste tribut de regrets à la mémoire de celui dont la perte récente laisse un grand vide au milieu de nous (!). Si, au jour du deuil et de la tristesse, j'ai cru devoir me borner à joindre mes humbles prières à celles que la religion offrait pour lui, je n’en serai que plus empressé à m’acquitter des devoirs si doux que la reconnaissance m'impose envers un illustre confrère qui jadis parut prendre quelque plaisir à me compter au nombre de ses élèves, et voulut bien applaudir à mes premiers travaux.
(1) M. de Prony.
D'autres vous ont dit et vous diront encore tout ce qu'il a fait comme savant, comme ingénieur, et les nombreux monuments de ses doctes veilles suffiraient pour l’attester. Pour moi, ce que je me plairai surtout à rappeler aujourd'hui, c'est celte bienveillance naturelle avec laquelle il abordait, il recherchait ceux qui cultivaient les sciences, ceux-là même dont il n'aurait pas partagé toutes les convictions. Il me souvient encore de l’aimable accueil que je reçus de lui après une absence de huit années. Pour la consolation de ma patrie, il y a deux sentiments qu'en France on aime à voir profondément gravés dans les cœurs, et auxquels, je le sais par expérience, on se plaît à rendre justice, je veux dire, le dévoûment à l’infortune et l'amour sincère de la vérité.
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Memoire où l’on montre comment une seule et
même théorie peut fournir les lois de propagation de la lumière et de la
chaleur.
C.R., t. IX, p. 283 (26 août
Les principes exposés dans mes précédents Mémoires, comme j'en ai fait l'observation, et comme on le verra de plus en plus par les développements que je donnerai, sont applicables à la solution d'un grand nombre de problèmes de Physique mathématique. Mais, parmi les conséquences qui se déduisent de ces principes, il en est plusieurs qu'il me paraît utile de signaler dès à présent. Ainsi, en particulier, je suis parvenu à reconnaître qu'il existe, entre les lois de propagation de la chaleur et les lois de la polarisation de la lumière réfléchie, une connexion intime qu'on n'aurait pas soupçonnée au premier abord, et que je vais établir en peu de mots.
Dans mes Leçons données au Collège de France en 1830 et dans les Mémoires que j'avais déjà publiés à cette époque sur la Théorie de la lumière, j'ai prouvé que les mouvements par ondes planes, qui peuvent se propager dans un système de molécules zsotrope où l’élasticité reste la même en tous sens, sont de deux espèces, savoir : des mouvements dans lesquels les vibrations moléculaires restent parallèles aux plans
des ondes, et des mouvements dans lesquels les vibrations sont perpendiculaires à ces plans; c’est-à-dire, en d’autres termes, des mouvements qui ont lieu sans que la densité varie, et des mouvements qu'accompagne un changement de densité du système. Ainsi s’est trouvée détruite l’objection qu’on avait élevée contre la supposition admise par Fresnel, savoir que, dans les rayons lumineux, 1l existe des vibrations transversales. J'ai remarqué d’ailleurs que, dans le cas où la propagation du mouvement ne s’effectuait pas en tous sens suivant les mêmes lois, les vibrations cessaient d’être rigoureusement parallèles aux plans des ondes, et j'ai montré, d’une part, dans les Exercices de Mathématiques, d'autre part, dans les Mémoires présentés à l’Académie les r7 et 31 mai 1830, comment on pouvait, dans ce cas, obtenir ce que Fresnel appelle la surface des ondes, soit en la considérant comme une surface enveloppée de tous côtés par les ondes planes, qui représentent alors les plans tangents, soit en intégrant généralement les équations des mouvements infiniment petits d’un système de molécules dont quelques-unes, renfermées dans un très petit espace, se trouvent seules, au premier instant, écartées de leurs positions d’équilibre. Lorsque le système de molécules donné devient isotrope, les deux espèces d'ondes, relatives aux vibrations transversales et longitudinales, se propagent avec des vitesses indépendantes de la direction des plans de ces ondes; mais les deux vitesses de propagation, relatives aux deux espèces d'ondes, diffèrent généralement l’une de l’autre. Si, en supposant les équations des mouvements infiniment petits réduites à des équations homogènes du second ordre, on les faisait coincider avec Les formules qu'avait proposées d’abord M. Navier, le rapport des deux vitesses de propagation serait celui de ÿ3 à l'unité. Mais cette valeur particulière du rapport des deux vitesses de propagation ne parait pas devoir être admise dans la théorie de la lumière, et, au contraire, en comparant à l'expérience les formules établies dans mon Mémoire sur la réflexion des mouvements simples, on en conelut que, dans le vide et les milieux dont la surface polarise complètement la lumière réfléchie, la vitesse de propagation des ondes relatives aux
vibrations longitudinales doit s’évanouir. Ainsi, lorsque, dans la théorie de la lumière, on se borne à la première approximation, en négligeant les termes qui peuvent être omis quand on ne tient pas compte de la dispersion des couleurs, on arrive à cette conséquence digne de remarque, non seulement que les vibrations transversales peuvent subsister, mais encore qu'elles sont les seules qui se propagent. Voyons maintenant suivant quelles lois pourront se propager les vibrations longitudinales, et de quelle nature elles pourront être si l’on pousse plus loin l’approximation.
Dans une lettre écrite à M. Ampère le r9 février 1836, et insérée dans les Comptes rendus des séances de l’Académie, j'ai dit qu'il serait intéressant d'examiner sé les vibrations longitudinales ne pourraient pas représenter le mouvement de la chaleur. Or la question que je proposais alors aux physiciens me parait aujourd’hui devoir être résolue par l’affirmative. Je vais en donner les motifs.
Si la chaleur est un mouvement vibratoire, comme tout porte à le croire, et si elle peut se propager dans le vide, c’est-à-dire dans l’éther considéré isolément, il faut qu'elle y soit l’un des mouvements de vibration dont l'éther est susceptible. Or, lorsque des vibrations propagées dans l’éther parviennent à de grandes distances du centre d’ébranlement, en sorte que les surfaces des ondes, prises dans une étendue limitée, puissent être sans erreur sensible considérées comme des surfaces planes, ces vibrations se réduisent nécessairement à celles que comportent des mouvements par ondes planes, c’est-à-dire à des vibrations ou transversales ou longitudinales ('). Donc, puisque les vibrations transversales, qui s'exécutent sans que la densité varie,
(1) S'il restait quelques doutes à cet égard, il suflirait, pour les faire disparaître, de discuter les valeurs que les intégrales générales des mouvements infiniment petits, réduites à leur forme la plus simple, fournissent pour les déplacements et les vitesses des molécules, à de grandes distances du centre d’ébranlement, comme nous l'avons fait, M. Poisson et moi, dans la théorie des ondes propagées à la surface d’un liquide, et comme l’a fait M. Poisson à l'égard des équations proposées d’abord par M. Navier. J'ajouterai que la discussion des intégrales générales des équations homogènes est précisément l’une des deux méthodes par lesquelles j'étais parvenu, en 1830, à former les équations générales des ondes sonores, lumineuses, et à retrouver ce que Fresnel appelle la surface des ondes.
représentent la lumière, 1l ne reste pour représenter la chaleur que les vibrations longitudinales, ou, ce qui revient au même, les vibrations accompagnées d’un changement de densité.
D'autre part, on sait que l’équation aux différences partielles, par laquelle on a réussi à représenter, d’une manière satisfaisante, les lois de la propagation de la chaleur, est, si l’on peut s’exprimer ainsi, une équation boiteuse, cette équation étant du second ordre par rapport aux coordonnées, et du premier ordre seulement par rapport au temps. Comme d’ailleurs, dans les problèmes de Mécanique, les dérivées relatives au temps sont généralement du second ordre, il est naturel de supposer, et c'était, je crois, la pensée de M. Ampère, que l’équation du mouvement de la chaleur tire son origine d’une autre équation dont elle représente une intégrale particulière, et qui serait du second ordre par rapport au temps, mais du quatrième ordre par rapport aux coordonnées. Or, il est remarquable que cette supposition s'accorde parfaitement avec l'hypothèse que la chaleur est représentée dans l’éther par des vibrations qu’accompagne un changement de densité. En effet, dans les mouvements infiniment petits d’un système isotrope, la dilatation du volume se trouve séparément déterminée par une équation aux différences partielles qui ne renferme que des dérivées d'ordre pair, le premier membre étant la dérivée du second ordre relative au temps, et le second membre étant composé de termes qui renferment des dérivées relatives aux coordonnées, savoir, trois dérivées du second ordre, six du quatrième ordre, et ainsi de suite. Or, d’après ce qui a été dit plus haut, la vitesse de propagation des ondes longitudinales sera nulle si l’on réduit les équations des mouvements infiniment petits de l’éther à des équations homogènes. Donc les dérivées du second ordre disparaitront d’elles-mêmes, et les premières, dont on devra tenir compte, seront les dérivées du quatrième ordre. Si d’ailleurs on néglige alors les dérivées d’un ordre supérieur au quatrième, la formule que l’on obtiendra sera précisément l’équation aux différences partelles, dont l’équation connue du mouvement de la chaleur est une intégrale particulière. |
Ainsi, en résumé, si l’on admet que les vibrations de la chaleur dans l’éther sont des vibrations accompagnées d’un changement de densité, alors, en partant de ce fait unique, qu’il existe des corps qui polarisent complètement la lumière par réflexion, on se trouvera conduit à l'équation du mouvement de la chaleur telle que Fourier l’a donnée ; et réciproquement la forme généralement attribuée à l'équation de la chaleur entrainera la possibilité de la polarisation complète dont il s'agit.
Si l’on adopte les principes que nous venons d'exposer, la lumière pourra se propager, sans être accompagnée de chaleur, soit dans le vide et les espaces célestes, comme M. Herschel l'avait pensé, soit dans les corps parfaitement transparents etisophanes. Mais il n’en sera plus de même lorsque la lumière traversera un corps transparent non isophane, ni surtout lorsqu'elle pénétrera, en s’éteignant, dans une couche très mince d’un corps opaque, située près de la surface de ce corps. Alors, en effet, il n’existera plus de vibrations qui, étant sensiblement parallèles aux plans des ondes, s'effectuent sans changement de densité. |
Au reste, pour déterminer d’une manière précise et la nature et Les lois de propagation de la chaleur dans les corps, il pourra être utile de recourir aux équations que j'ai données précédemment et qui représentent les mouvements infiniment petits d’un double système de molécules sollicitées par des forces d'attraction mutuelle. C'est là une question sur laquelle je reviendrai dans de nouveaux Mémoires, où je montrerai de plus comment les équations dont il s’agit peuvent représenter les mouvements des fluides, et en particulier le mouvement du son propagé dans l’air ou dans un autre fluide élastique.
Je joins ici le calcul très simple sur lequel se fonde la théorie cidessus exposée.
Considérons un système de molécules sollicitées par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle; et soit v la dilatation du volume, au bout du temps #, pour le point (x, y, 3). Si le système est isotrope, alors, en vertu des principes développés dans un précédent Mémoire,
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la dilatation v pourra être séparément déterminée par une équation aux différences partielles de la forme
(&i FU 0 .Ÿ désignant une fonction entière de D,, D,, D,, et même du trinôme Dr +PD; FD;
- mais généralement composée d’un nombre infini de termes. On aura
donc V= a(D2 + D? + D?) + b(D2+ D? + Di}?+...,
a, b désignant des coefficients constants; en: sorte que l'équation (1) deviendra
(2) D'u= a(D? + D; + Di)v + b(DS + D; + Dij'u +...
Si l’on se borne à la première approximation, l'équation (2), réduite à une équation homogène du second ordre, prendra la forme
D'ailleurs, de ce qui a été dit dans le Mémoire sur la Réflexion des mouvements simples, 11 résulte que le coefficient & sera nul pour tout système de molécules dans lequel la lumière réfléchie pourra subir une polarisation complète, par exemple, dans le vide ou l’éther considéré isolément; et qu’alors la formule (3), ou celle que donne une première approximation, deviendra
(4) Fume,
Donc alors, dans Le second membre de l'équation (2), le premier terme dont on devra tenir compte sera celui qui renfermera les dérivées du quatrième ordre, savoir
_ Si l’on néglige les termes suivants, l'équation (2) pourra être réduite à
EXTRAIT N° 60. h97 ou, ce qui revient au même, à 2 1 [De + 6? (D2 + D? + D?)][D, — bŸ (DE + D? + D?)]Ju — 0. Or on vérifie cette dernière formule en posant $ [De — L(D2 + D? + D2}]u — 0
ou, Ce qui revient au même,
(6) Dev = b*(D£ + D; + Di)u
ou, enfin,
sJ Re
| Sal
dv + CS APR rÉ\astoeton)
et l’on reconnait immédiatement ici l'équation du mouvement de la chaleur telle qu’elle est généralement admise par les physiciens.
Mémoire sur la réduction des intégrales générales d'un système d'équations
linéaires aux différences paruelles.
C. R.,t. IX, p. 288 (26 août
M. Cauchy prouve que la méthode exposée dans le Mémoire sur l’intégration d’un système d'équations aux différences partielles continue d’être applicable dans le cas même où l’on peut abaisser l’ordre de l'équation auxiliaire qu’il a nommée l'équation caractéristique. Alors les intégrales générales se présentent sous une forme plus simple que celle qu’on aurait obtenue si l’on n’avait pas tenu compte de l’abaissement dont il s’agit.
ŒEuvres de C.— S.1,t.1V. 63
Note.
C. R.,t. IX, p. 337 (9 septembre
M. Cauchy fait hommage à l’Académie des 1"°, 2°, 3° et 4° livraisons du nouvel Ouvrage qu'il publie sous le titre d’Exercices d'Analyse et de Physique mathématique.
Parmi les diverses théories qui se trouvent ou reproduites ou développées dans les diverses livraisons que je présente aujourd’hui à l’Académie, je citerai, dit l’auteur, comme paraissant mériter une attention spéciale, celle que renferme le Mémoire sur les mouvements infiniment petits dont les équations offrent une forme indépendante de la direction de trois axes coordonnés supposés rectangulaires, ou seulement de deux de ces axes. Déjà en 1828, en supposant les équations des mouvements infiniment petits d’un système homogène de molécules réduites à des équations homogènes, j'avais donné les conditions qui doivent être remplies pour que la propagation du mouvement s'effectue en tous sens suivant les mêmes lois, soit autour d’un point quelconque, soit autour de tout axe parallèle à un axe donné. Les conditions que renferme la 4° livraison de mes Nouveaux Exercices sont beaucoup plus générales que celles que j'avais données dans les Exercices de Maihcmatiques. Elles ne supposent plus les équations données réduites à des équations homogènes, et ce qu'il y a de remarquable, c’est que la théorie, en devenant plus générale, est aussi devenue beaucoup plus simple. La démonstration des formules comprises dans la 4° livraison est fondée sur divers théorèmes relatifs à la transformation des coordonnées, et fournit le moyen d’obtenir très facilement les équations des mouve- . ments infiniment petits d’un système simple, ou de plusieurs systèmes de molécules, isophanes ou isotropes.
Rapport sur un Mémoire de M. Lamé, relauf au dernier théorème de Fermat.
C.R.,t. IX, p. 359 (16 septembre
L'Académie nous a chargés, M. Liouville et moi, de lui rendre compte d’un Mémoire de M. Lamé sur le dernier théorème de Fermat.
On sait que Fermat, l’un des plus beaux génies qui aient illustré la France, a donné des énoncés de plusieurs théorèmes, parmi lesquels il en est deux dont la démonstration a été pendant longtemps recherchée avec ardeur par divers géomètres. De ces théorèmes il n’en reste plus qu’un seul qui ne soit pas aujourd’hui complètement démontré : c’est le théorème relatif aux puissances des nombres entiers, et suivant lequel une puissance d’un degré x supérieur au second ne peut résulter de l'addition de deux puissances du même degré. On sait toutefois que le théorème, une fois démontré pour une valeur particulière de », l’est en même temps pour tous les multiples de cette valeur, et que, d’après les principes établis par Fermat lui-même, le théorème se démontre assez facilement pour » — 4. De plus, Euler et M. Legendre sont parvenus à le démontrer encore pour les valeurs 3 et 5 de l’exposant ». Mais leurs démonstrations sont fondées sur la théorie des formes quadratiques des nombres premiers; et les difficultés que M. Legendre a eu à surmonter, pour le cas de x — 5, laissaient peu d'espoir d'appliquer avec succès les mêmes principes au cas où 7 acquiert des valeurs plus considérables. Toutefois, cette considération n’a pas empêché M. Lejeune-Dirichlet, dont les recherches sur la théorie des nombres avaient été utiles à M. Legendre, de s'occuper de nouveau du dernier théorème de Fermat; et, à l’aide d’un artifice particulier de calcul, il est parvenu à le démontrer pour le cas où l'on suppose n =14. M. Lamé a considéré à son tour un cas qui renferme le précédent, savoir, le cas où l’on suppose 7 — 7; et les savants apprendront
avec plaisir qu'il est parvenu effectivement au but qu'il s'était proposé d'atteindre.
Pour démontrer l'impossibilité de résoudre en nombres entiers une équation de la forme F LIRE STE 0, où = est supposé négatif, M. Lamé n’a point recours à la théorie des formes quadratiques des nombres premiers. Après avoir prouvé à l'ordinaire que
peuvent être supposés premiers entre eux, il démontre un lemme, digne de remarque, savoir, que le rapport entre la somme
X +V+.3 des trois inconnues et la racine 7° du produit des trois sommes TH+Ÿ, + Y+Z,
ou de ce produit multiplié par 7, est un carré parfait; puis, à l’aide de ce lemme, il prouve facilement qu'il est impossible de supposer les trois inconnues non divisibles par 5, ce que l’on savait déjà. Enfin, en supposant l’une des inconnues divisible par 7, et s'appuyant sur le lemme dont il s’agit, il remplace l'équation proposée, du septième degré, par une autre équation dont le premier membre est du quatrième degré, le second membre étant du huitième, et qui peut être présentée sous la forme
Z—4x8— 32x17 + rs;
puis il démontre l'impossibilité de résoudre cette dernière équation, à l’aide d’une suite d'opérations semblables à celle que fournit la résolu-
tion d’une équation de la forme L Abel As A.
En lisant avec soin le Mémoire de M. Lamé, nous nous sommes demandé : 1° si le lemme dont il a fait usage se trouve compris dans
EXTRAIT N° 62. 501 quelque autre proposition plus générale relative à une valeur quelconque de x; 2° s’il ne serait «pas possible d’abréger encore la démonstration donnée par M. Lamé pour le cas de x — 7. Nous avons reconnu qu'effectivement le lemme de M. Lamé est une conséquence nécessaire d’un théorème d'Analyse qui nous semble assez curieux pour mériter
d'être indiqué dans ce Rapport. Voici l'énoncé de ce nouveau théorème :
St l’on retranche la somme des puissances n°" de deux inconnues x, y
de la puissance n°°"° de leur somme " TT; le reste sera divisible algébriquement, non seulement par le produit nxy(x +),
comme on le reconnaît aisément; mais encore, pour des valeurs de n superieures à 3, par le trinôme
2x3 — y AIH ar +r*= Sepi
et méme par le carré de ce trinôme, lorsque n, divisé par 6, donnera pour reste l'unité.
En appliquant ce théorème aux cas où l'on a RÈES ER F}} Jp OZ Tip V1
nd n 5; Bb;
on obtient successivement les formules
(x +yh— 2x8— y3— 3xy(x +y), SE TStN 2.
(x Hp} — xs — 95 = Say(x +y)(2?+ ay +7), fe Hp at— pt = zx +r)(e+zr +}, dont la dernière conduit sans peine au lemme de M. Lamé. Quant à la seconde question, nous avons reconnu qu'on abrège la
démonstration de M. Lamé quand on commence par établird'impossibilité de résoudre l’équation
| 1 RE ONU
en prenant pour +, y, z des nombres premiers entre eux, et pour y un carré pair. Au reste, la méthode par laquelle on y parvient ne diffère pas au fond de celle qui sert à démontrer l'impossibilité de résoudre en nombres entiers l'équation
etservirait pareillement à établir l'impossibilité de résoudre en nombres entiers une multitude d'équations de la forme
32—= x\— Ax?y2+ By*.
Nous ne terminerons pas ce rapport sans rappeler qu'à une époque antérieure M. Lamé s'était déjà occupé de la théorie des nombres. Au moment où l’Académie proposa, pour sujet de prix, le dernier théorème de Fermat, elle reçut un Mémoire qui ne résolvait pas, il est vrai, la question proposée, mais qui renfermait du moins des théorèmes curieux sur l'impossibilité de la résoudre sans que certains nombres, égaux, par exemple, à l’unité augmentée du double ou du quadruple de l’exposant, fussent diviseurs de l’une des inconnues. L'un de nous, nommé Commissaire à cette époque avec M. Legendre, se rappelle encore avoir lu ces théorèmes dans le Mémoire envoyé au concours. Si l’auteur, que nous avons su depuis être M. Lamé, ne parvint pas alors à remplir entièrement le vœu de l’Académie, son travail n'était pourtant pas sans mérite, et son nouveau Mémoire prouve qu'il est capable de lutter avec avantage contre des difficultés qui dans cette matière n’ont pu être jusqu'à présent complètement surmontées par les géomètres.
En résumé, vos Commissaires pensent que le Mémoire de M. Lamé est digne de l’approbation de l’Académie, et mérite d’être inséré dans le Recueil des Savanis étrangers.
Les conchusions de ce Rapport sont adoptées.
Post-scriptum. — On démontre aisément le nouveau théorème énoncé dans ce Rapport de la manière suivante :
Soient de <8
les trois racines de l’équation
LH AY +-Y
et même par le carré de ce trinôme, lorsque 7 divisé par 3 donnera pour reste l’unité. Effectivement, pour établir cette proposition, il suffira de faire voir qu’en supposant
CAEN Ou: 2267
on réduit à zéro l'expression (2), et de plus sa dérivée relative à +, savoir
(3) n[(æz +} zær1],
lorsque x divisé par 6 donnera 1 pour reste. Or, lorsqu'on suppose, par exemple, x = 7, les expressions (2) et (3) deviennent
(i+aht—i— gt — 1 — a+ (— 6
n[(r sA 7 A Lu an" Tr} n[(— 6)jr—1 LS al À
etilest clair qu’elles s'évanouissent, la première en vertu de la for-
mule (1), pour les valeurs impaires de z non divisibles par 3; la seconde, en vertu des formules
miss LEE PA
pour les valeurs impaires de », qui, divisées par 3, donnent r pour reste.
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur la théorie des nombres, et en particulier
sur les formes quadratiques des nombres premuers.
C. R.,t. IX, p. 473 (14 octobre
Dans une des précédentes séances, en annonçant la découverte d’un Manuscrit de Fermat, M. Libri a remarqué que ce Manuscrit renfermait l'énoncé, non seulement des théorèmes déjà connus de cet illustre géomètre, mais encore d’autres propositions dignes de remarque. Ainsi, en particulier, Fermat annonce qu'il a trouvé une méthode pour décomposer directement en deux carrés un nombre premier de la forme 4x + 1. Toutefois nous avons eu le regret d'apprendre que cette méthode ne se trouve, ni exposée, ni même indiquée dans le Manuscrit de Fermat. Heureusement, comme je l’ai observé, la décomposition dont il s’agit, et d’autres du même genre, peuvent aujourd’hui être effectuées par des méthodes directes, comme Fermat l’annonçait, et même à l’aide de calculs qui n’exigent que de simples additions, comme on le verra tout à l’heure. Dans son beau Mémoire sur les résidus biquadratiques, publié en 1825, M. Gauss donne une règle à l’aide de laquelle on peut obtenir directement la racine de l’un des carrés dans lesquels se décompose un nombre premier de la forme 4n + 1. Il suffit de chercher le plus petit reste qu’on obtient en divisant par » la moitié du coefficient du terme moyen dans la puissance 27 d’un binôme. De
plus, dans le Journal de M. Crelle de 1827, M. Jacobi annonce qu'en cherchant la démonstration de la règle de M. Gauss, il a été conduit par une théorie féconde à des règles du même genre qui fournissent, par exemple, la réduction d’un nombre premier p, ou du quadruple de ce nombre, à la forme quadratique x? + 77°, lorsque p — 1 est divisible par 7, ou a? + 27y°, lorsque p — 1 est divisible par 3. Enfin, dans des Notes et Mémoires publiés, ou présentés à l’Académie en 1829 et 1830, je me suis à mon tour occupé de la recherche directe des formes quadratiques des nombres premiers, et j’ai été assez heureux pour parvenir à des résultats dont la grande généralité a paru digne de l’attention des géomètres. Tel est, entre autres, un théorème établi dans un Mémoire du 17 mai 1830, et suivant lequel, z étant un nombre premier de la forme 4x + 3, et p un nombre premier de la forme 7x +1, on peut résoudre directement en nombres entiers l'équation
x?+ ny?= p" ou
a+ ny?=4p", dans laquelle la valeur de »2 se déduit par une règle facile de ce qu'on appelle les nombres de Bernoulli. Ce théorème, qui a été publié, avec un extrait du Mémoire en question, dans le Bulletin de M. Férussac de mars 1831, et d’autres théorèmes analogues se trouvent démontrés dans ce Mémoire, dont l’impression s'achève en ce moment, et à la suite duquel j'ai placé des Notes nouvelles qui me paraissent de nature à intéresser les savants occupés de la théorie des nombres. Parmi les résultats nouveaux auxquels je suis parvenu, je citerai dès à présent une méthode directe qui sert à déterminer l’exposant d'une puissance d’un nombre premier p représentée par un binôme de la forme
GX? + vY® ou
°F V0}, où par le quart de ce binôme, 6 et v étant deux diviseurs premiers impairs de p— 1, dont l’un est de la forme 4x + 1, et l’autre de la forme
lberes de C. — SA, & IV. 6;
4x + 3. Au reste, je ne fais aujourd'hui qu'indiquer le sujet de mes nouvelles recherches, et je demanderai à l’Académie la permission de lui donner plus de détails à cet égard dans l’une des prochaines séances.
J'ajouterai seulement ici une observation qui n'est pas sans importance. Dans les formules auxquelles je parviens, comme dans les formules que j'ai citées de MM. Gauss et Jacobi, Les valeurs des inconnues se déduisent toujours des restes que donnent les coefficients du binôme divisés par un nombre premier donné. II semblerait en résulter au premier abord que la détermination de ces valeurs exige la formation de produits composés souvent d’un très grand nombre de facteurs; mais, pour éviter cette formation et réduire le calcul à de simples additions, il suffit, comme je l’ai déjà remarqué dans un Mémoire du 5 juillet 1830, de recourir au triangle arithmétique de Pascal et de réduire en même temps chaque terme au reste le plus petit (abstraction faite du signe) que donne la division de ce terme par le nombre premier donné. On peut même alors réduire le triangle arithmétique à quelques termes de chaque ligne horizontale, les termes suivants reproduisant périodi-
quement les termes déjà calculés.
Sur la théorie des nombres, et en particuker sur les formes quadratiques
des puissances d’un nombre premier ou du quadruple de ces puissances.
C.R.,t. IX, p. 519 (28 octobre
Suivant une observation importante faite par Lagrange, la résolution algébrique des équations du second, du troisième et du quatrième degré, aussi bien que la résolution algébrique des équations binômes, peut se déduire de la considération d’une seule fonction linéaire des racines ; savoir, de celle qu’on obtient en prenant pour coefficients des
diverses racines d’une équation proposée, de degré », les diverses raeines nims de l'unité, ou plus généralement les diverses puissances de l’une de ces dernières racines. Cette fonction sera, pour plus de commodité, désignée ici sous le nom de fonction principale. Lorsqu'on veut appliquer l'observation que je viens de rappeler à la résolution d’une équation binôme du degré p, ou de la forme
(1) XP—1—=0,
on doit d’abord débarrasser celle-ci de la racine r, en la réduisant à l'équation suivante :
XPH XP +... +X+IiZ O0,
et par conséquent on doit, dans la fonction principale, prendre pour coefficients les racines de l’unité du degré p — 1, ou les puissances de l’une de ces racines. Si d’ailleurs on nomme, avec M. Poinsot, racines prünitives de l'équation binôme, celles qui ne peuvent satisfaire à aucune équation binôme de même forme, mais de degré moindre, les diverses racines de l’équation du degré p seront, comme l'on sait, les diverses puissances d’une racine primitive quelconque, les exposants de ces puissances pouvant être réduits aux divers nombres inférieurs à p, OU, ce qui revient au même, aux divers termes de la progression arithmétique Do SUR, pra,
et deux puissances représentant la même racine, lorsque leurs exposants divisés par p donnent le même reste, c’est-à-dire, en d’autres termes, lorsque leurs exposants sont équivalents entre eux, suivant le
LA
module p. Ainsi,
étant une racine primitive de l'équation (1), on trouvera généralement
GA
lorsqu'on aura, suivant la notation de M. Gauss, - h=k (modp);
et de plus les diverses racines de l'équation (1) pourront être représentées par
1, 9, 62, @P-1, par conséquent celles de l’équation (2) pourront être représentées par
BR opee
La fonction principale 6 sera la somme de ces dernières, rangées dans un ordre quelconque et respectivement multipliées par les diverses racines de l’unité du degré p — 1, c’est-à-dire par les diverses racines de l'équation
(3) rires,
ou plus généralement par les diverses puissances de Fune de ces racines. Donc, si l’on nomme + une racine primitive de l’équation (3), les coefficients des diverses puissances de 9 dans la fonction principale seront les divers termes de la suite
TX LH PTT ou plus généralement les divers termes de la suite ls rh, T°, be r(p—2)#, c’est-à-dire les diverses puissances d’une racine quelconque + de l’équation (3). Si le nombre entier À est premier à p — 1, les termes de la seconde suite seront les mêmes, à l’ordre près, que ceux de la pre-
mière. Mais si le nombre 2 a pour facteur un diviseur & dep — 1, en
sorte qu on ait P—1—=nS,
n termes de la seconde suite seront égaux à chacune des racines de l’équation
(4) æu= 1,
et, si l’on nomme & une racine primitive de cette dernière équation, les termes réellement distincts de la seconde suite se réduiront à
lé D Di re WT Lorsque p est un nombre premier impair, alors, d’après un théo-
rème connu de Fermat, la puissance du degré p — 1 de tout nombre non divisible par p, et par conséquent de chaque terme de la progression arithmétique
OU CINÉ TONER P—1;, est équivalente à l’unité, suivant le module p. Donc alors, si l’on adopte la notation de M. Gauss, ces divers termes seront les diverses racines de l’équivalence
(5) æP-l=1 (modp).
Soit une racine primitive de cette dernière, c’est-à-dire un nombre entier tellement choisi que, dans l’équivalence
(6) tPrl=1 (modp}), on ne puisse remplacer l’exposant p par un exposant positif moindre. Les divers termes de la progression arithmétique
Re M di cou Doi
seront, à l’ordre près, équivalents, suivant le module p, aux divers termes de la progression géométrique
RE LR SONORE: er
et par conséquent les diverses racines de l'équation (r) pourront être représentées par
CR RS AP PSC ARCS Si l’on multiplie respectivement ces dernières, dans lesquelles les exposants forment une progression géométrique, par les divers termes de cette autre progression géométrique
ou plus généralement de celle-ci
PR ME SP A à ca
la somme des produits obtenus sera évidemment une des valeurs de la fonction principale. En désignant cette valeur par 6,, on aura
(7) 02 —=0 + ThQ+ rh E,, + TCp-DADET,
Or, comme je l’ai déjà remarqué dans le Bulletin de M. Férussac de septembre 1829, la valeur précédente de la fonction principale a cela de très remarquable que, si l’on y remplace 2 par — L en changeant seulement le signe de l'indice k, le produit des deux valeurs ob-
tenues 0», O_»
sera égal au nombre p pris avec le signe + ou avec le signe —, suivant que l'indice k sera pair ou impair, pourvu toutefois que 2 ne soit pas
divisible par p. Si k était divisible par p, alors, en vertu de la formule (8) 1+0+02+.:.+060P-1— 0,
on aurait évidemment
(9) Mr:
Mais, dans le cas contraire, on aura généralement (ro) 00-2—(—1)#p, Savoir,
si À est pair, et 01 —p
dans le cas contraire. Pour cette raison, nous désignerons les deux expressions imaginaires
0, 0% sous le nom de facteurs primitifs de + p, et nous dirons que ces deux facteurs sont conjugués l’un à l’autre.
EXTRAIT N° 64. o1f
Comme l’on a
il en résulte que l'équation (3) se décompose en deux autres, savoir
Nr (12) HE,
_et l'équivalence (5) en deux autres, savoir
bEA
(13) 44 1! (mod. p), Psri
(14) æ?=—1 (mod.p).
Or, = et, étant racines primitives des formules (3) et (5), ne peuvent vérifier les formules (11) et (13); ils vérifieront donc les formules (72 et (14), en sorte qu'on aura
p—1 (14 bis) PA et, Pi (15) t? =—1 (mod.p).
Donc, si l’on pose (16) BEL DES RON QT A,
on aura
sr . \ et, en posant 4 —P = on tirera de la formule (10)
pe
Cette belle formule est l’une de celles que M. Gauss a données dans ses Recherches arithmeétiques. D'autre part, comme, en posant
æ=l?" (mod.p},
on en conclura rt x ©? = (NPD,
ilest clair que les diverses racines de l’équivalence (13) seront les puissances paires de £, savoir | BR HN LU ou, ce qui revient au même, les divers termes de la suite 12,02 D eu it
Done chaque racine de l'équation (13) est le reste ou résidu de la division d’un carré par p; ce qui n’a pas lieu pour les racines de l’équiva- . lence (14). On dit pour cette raison qu'une quantité entière 2 est résidu quadratique où non-résidu quadratique, relativement au module p, sui-
ant que k est racine de la formule (13) ou de la formule (14), c’està-dire suivant que le reste de la division de
par p se rédyit à + 1 ou à — 1. Nous désignerons ce même reste, avec
en sorte qu’on aura, si est résidu quadratique,
où p-—
Une propriété remarquable des facteurs primitifs de p, c'est que le
M. Legendre, par la notation
et si À est non-résidu
produit de deux ou plusieurs facteurs de cette espèce est proportionnel à un semblable facteur. En d’autres termes, on a
0x 04 — Rz,x Onvx, et généralement
(18) On 0x 0... = Rx. Bhrktits
les expressions Rs,r Rz,2,0
étant indépendantes de 6, et se réduisant en conséquence à des fonctions symétriques de +”, +“, ou généralement de
DES PEU
A l’aide de cette proposition, jointe à celles que nous avons déjà rappelées, on transforme aisément certaines puissances du nombre p, ou le quadruple de ces puissances, en expressions de la forme
rh)",
n étant un diviseur de p — 1. Il suffit, en effet, pour y parvenir, de multiplier l’un par l’autre, dans un certain ordre, les facteurs primitifs du nombre p; et l’on peut ajouter que, parmi les puissances dont il s’agit, ilen existe toujours une dont l’exposant, facile à determiner, est égal ou inférieur à la moitié du nombre N des termes qui, dans la suite M DE Vis Nr,
sont premiers au nombre ». C’est ce que nous démontrerons plus en détail dans un prochain article.
oh ü Note.
C. R.,t. IX, p. 525 (28 octobre
Outre la Note qu’on vient de lire, M. Cauchy a, dans cette séance, présenté à l’Académie plusieurs Mémoires et Notes manuscrits, dont il suffira pour le moment d'indiquer l’objet en peu de mots, les résultats qu’ils contiennent devant être développés par l’auteur dans une des séances prochaines.
Dans un de ces nouveaux Mémoires, M. Cauchy parvient à des formules très simples qui déterminent les pressions ou tensions supportées
OEuvres de C. — S.1,t. IV. 65
par trois plans rectangulaires, en un point quelconque d'un double système de molécules soumises à des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. Ces pressions sont de trois espèces suivant qu'elles résultent, ou des actions mutuelles des molécules du premier système, ou des actions mutuelles des molécules du second système, ou enfin des actions réciproques des molécules du premier système sur celles du second, et des molécules du second système sur celles du premier. L'auteur, après avoir établi les formules générales relatives, soità l'état d'équilibre, soit à l’état de mouvement, examine en particulier le cas où les deux systèmes donnés sont isotropes, et montre les réductions que subissent alors les formules générales. Puis 1l indique une hypothèse qu'il suffirait d'adopter pour déduire de ces formules la loi de Mariotte relative à la pression dans les gaz. Enfin, il recherche la vitesse de propagation d’un mouvement simple dans un double système 1s0trope, et il obtient alors entre cette vitesse, la densité du gaz et la pression, une relation différente de celle que fournit la formule newtonienne relative à la propagation du son.
Un autre Mémoire a pour objet la recherche des conditions à remplir pour que, dans l’état d'équilibre ou de mouvement d'un système simple ou d’un double système de molécules, il y ait égalité de pression en tous sens autour d’un même point. L'auteur arrive ici à des conclusions qui paraissent fort singulières au premier abord, et contraires même jusqu’à un certain point aux idées généralement admises. Toutefois l'exactitude des principes sur lesquels elles reposent lui persuade qu'après un mür examen elles seront adoptées par les physiciens et les géomètres.
Dans un autre Mémoire, M. Cauchy discute les hypothèses proposées par M. Ampère dans un article que renferme la Bibliothèque unicerselle et qui a pour titre : Zdées de M. Ampère sur la chaleur et la lumuere. M. Cauchy trouve la plupart de ces hypothèses très naturelles et très propres à donner l'explication des phénomènes. Il en est une toutefois sur laquelle des doutes se sont élevés dans son esprit. C’est la supposition que l’action mutuelle de deux atomes est tantôt attractive, tantôt
répulsive, de manière à s’évanouir une ou plusieurs fois pour une ou plusieurs valeurs finies de la distance. En réfléchissant sur cet objet, il a semblé à M. Cauchy qu'une autre supposition pourrait remplacer avec avantage celle que l’on vient de mentionner, et rendre plus facilement raison des formes polyédriques des molécules intégrantes. Ce serait d'admettre que chaque molécule intégrante se compose de trois ou plusieurs espèces d’atomes conjugués deux à deux, les atomes de même éspèce s’attirant toujours entre eux (‘), et occupant deux sommets opposés du polyèdre qui constitue la molécule, tandis que deux atomes d’espèces différentes se repousseraient. M. Cauchy, en développant cette hypothèse, montre comment elle pourrait servir à expliquer les changements de forme des molécules intégrantes, et les variations que M. Mitscherlich a observées dans les angles des cristaux dilatés par la chaleur.
Enfin, dans une Note présentée à l’Académie, M. Cauchy rappelle une idée qui s'était présentée depuis longtemps à son esprit, et qu’il avait même communiquée à quelques personnes. En réfléchissant sur la grande quantité de chaleur absorbée dans le passage d’un corps à l’état liquide, et surtout à l’état gazeux, il avait pensé que cette absorption de chaleur et la fluidité des gaz s’expliqueraient facilement si l’on admettait, d’une part, que la chaleur dépend de la force vive des molécules d’un corps mises en vibration, d'autre part, que dans l’état gazeux chaque molécule intégrante exécute des révolutions complètes sur elle-même. On pourrait supposer d’ailleurs que, dans l’état liquide ou solide, ces révolutions complètes se trouvent remplacées par de simples oscillations de la molécule, sensibles ou insensibles, autour de son centre de gravité.
(1) On pourrait aussi admettre que les atomes de même espèce se repoussent, et que les atomes d'espèces différentes s’attirent.
PnySIQUE MATHÉMATIQUE. — Mémoire sur la constitution des molécules
intégrantes et sur les mouvements atomiques des COrpS cristallises.
C.R.,t. IX, p. 558 (4 novembre
M. Mitscherlich a reconnu que les angles des cristaux varient avec la température. Il en résulte que la forme des molécules intégrantes ne peut être considérée comme constante et inaltérable. Pour rendre raison en même temps de la forme polyédrique de ces molécules et de la variation des angles, il suffit d'admettre que chaque molécule est composée d’atomes, ou points matériels, les divers atomes pouvant d’ailleurs être de plusieurs espèces différentes et agir les uns sur les autres par attraction ou par répulsion. Cela posé, il est clair que, pour résoudre complètement le problème des mouvements vibratoires des corps cristallisés, il ne suffira point de considérer un cristal comme un système de points matériels, ou bien encore comme un système de très petits corps dont chacun tourne sur lui-même en exécutant de légères oscillations. Mais on devra considérer ce cristal comme formé par la réunion de plusieurs systèmes d’atomes placés dans le même espace en présence les uns des autres. Les équations d'équilibre ou de mouvement de ces divers systèmes d’atomes seront semblables à celles que j'ai données pour le mouvement de deux systèmes de molécules qui se pénètrent mutuellement. Seulement on devra considérer autant de systèmes d’atomes qu’il y aura d'atomes distincts dans chaque molécule. Par suite, si » représente le nombre des atomes compris dans une molécule intégrante, 3n sera le nombre des équations aux différences partielles du corps cristallisé.
Le Mémoire que j'ai l'honneur d'offrir en ce moment à l’Académie renferme l’application du principe que je viens d’énoncer à un cristal quelconque. Après les Mémoires que j'ai déjà publiés sur le mouve-
ment de deux systèmes de molécules qui se pénètrent, ce qu'il y avait peut-être ici de plus difficile était de trouver une notation commode qui permit de présenter les équations d’équilibre et de mouvement sous une forme simple et symétrique. Les notations que j'ai adoptées me paraissent remplir ces deux conditions. Après avoir établi, dans un premier paragraphe, les équations d'équilibre et de mouvement d’un cristal, j’examine, dans un second paragraphe, ce qu’elles deviennent lorsqu'on suppose les mouvements infiniment petits. Alors les équations du mouvement peuvent être aisément intégrées à l’aide de la méthode que j'ai suivie dans les précédents Mémoires. On doit surtout remarquer le cas où le mouvement propagé dans le cristal est du nombre de ceux que j’ai nommés mouvements simples, les déplacements symboliques étant tous proportionnels à une seule exponentielle népérienne dont l’exposant est une fonction linéaire des variables indépendantes. On reconnait sans peine qu'un semblable mouvement est, pour chaque système d'atomes, un mouvement par ondes planes dans lequel chaque atome décrit une droite, un cercle ou une ellipse. D'ailleurs, la durée des vibrations atomiques et la longueur des ondulations restent les mêmes pour les différents systèmes d’atomes, aussi bien que le plan invariable auquel les plans des ondes sont parallèles. On pourra encore en dire autant du plan invariable parallèle à tout plan dans lequel se trouvent renfermés des atomes qui exécutent des vibrations de même amplitude, si le mouvement simple s'éteint en se propageant dans une certaine direction. Quant aux amplitudes mêmes des vibrations atomiques, elles varient, en général, dans le passage d'un système d’atomes à un autre, aussi bien que la direction des plans qui renferment les ellipses décrites, et du plan invariable parallèle aux plans de ces ellipses. Par suite, dans les mouvements vibratoires et infiniment petits d’un corps cristallisé, on devra distinguer les vibrations exécutées par le centre de gravité de chaque molécule, et les mouvements relatifs des divers atomes. Ces derniers mouvements constituent ce que M. Ampère appelait les svbrations atomiques.
D'après ce que je viens de dire, on voit combien la question traitée
dans le présent Mémoire diffère de celle que s’est proposée un illustre Confrère dans un travail qu'il a présenté récemment à l’Académie. Dans le cas du mouvement, les formules obtenues par M. Poisson déterminent seulement les petites vibrations des molécules et leurs petites oscillations sur elles-mêmes, sans que l’on fasse aucune supposition sur la forme des molécules et sur la constitution particulière du cristal que l’on considère. Au contraire, les formules que je donne pour la détermination des mouvements atomiques varient avec la forme et la constitution dont il s’agit, c’est-à-dire avec deux éléments dont on sera obligé de tenir compte si quelque jour on parvient à faire entrer la Chimie dans le domaine des Mathématiques. Parmi les applications que l’on peut faire de mes nouvelles formules, l'une des plus simples se rapporte au cas où la molécule intégrante d’un cristal, étant un octaèdre régulier, est considérée comme composée de six atomes placés aux six sommets de cet octaèdre.
| mw À MÉCANIQUE CÉLESTE. — Mémoire sur la convergence des series. Application
du théorème fondamental aux développements des fonctions implicites.
C.R.,t. IX, p. 587 (11 novembre
Lorsque, dans une question de Physique ou de Mécanique, l'analyse ne fournit pas les valeurs des inconnues en termes finis, on cherche à développer ces inconnues en séries. C’est en particulier ce qui arrive dans la Mécanique céleste, où l’on développe les coordonnées qui déterminent la position de chaque astre, par exemple le rayon vecteur et la longitude, ou l’anomalie, ou bien encore les éléments variables des orbites planétaires en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de diverses quantités, telles que les excentricités des orbites
EXTRAIT N° 67. 519 et les masses des planètes. Toutefois, pour que l’on puisse, à l’aide des développements en séries, obtenir des valeurs de plus en plus approchées des inconnues que l’on se propose de calculer, il est absolument nécessaire que les séries soient convergentes, et lorsque cette condition n’est pas remplie, la prétendue solution analytique que les développements fournissent dans chaque problème devient complètement illusoire. On comprend donc l'importance que les géomètres ont dù attacher à la question de la convergence des séries. Mais l’établissement de règles générales propres à montrer dans quels cas les séries obtenues sont convergentes ou divergentes a paru pendant longtemps offrir de grandes difficultés. C’est ce que l’on reconnaitra sans peine en lisant les divers Mémoires qui avaient été publiés avant l’année 1831 sur cette matière, et particulièrement le Supplément au V° Volume de la Mecanique céleste de M. de Laplace, supplément où l’auteur à prouvé que le rayon vecteur d’une planète, développé suivant les puissances ascendantes de l’excentricité, pouvait cesser d'offrir une série convergente lorsque l’excentricité surpassait un certain nombre sensiblement égal à 5. C’est dans un Mémoire sur l’Astronomie, lithographié à Turin en 1831, que se trouvent énoncées, pour la première fois, diverses propositions qui permettent d'établir les règles de la convergence des séries pour des cas très généraux, et même d’assigner des limites aux erreurs que l’on commet en arrêtant les développements après certains termes. Dans ce Mémoire, qui, dès le moment de son apparition, fut accueilli avec tant de bienveillance par les géomètres, et dont les savants éditeurs du Recueil imprimé à Milan, MM. Gabrio Piola et Friziani, ont publié une traduction en langue italienne, on trouve en particulier, page 7, le théorème général que J'ai rappelé dans une précédente séance, et qui fournit immédiatement la règle sur la convergence des séries produites par le développement des fonctions explicites. |
Dans le Mémoire que j'ai l'honneur de présenter aujourd’hui à l’Académie, je montre avec quelle facilité le même théorème s'applique au développement des fonctions implicites. Les règles que j'établis de
cette manière se trouvent d'accord, ainsi que je le démontre, avec celles que j'avais données dans le Mémoire de 1831. Elles comprennent d’ailleurs, comme cas particulier, la règle à laquelle j'étais parvenu dans un Mémoire de 1829, sur la convergence de la série de Lagrange, et à plus forte raison le résultat auquel M. Laplace est parvenu dans le Supplément au V* Livre de la Mécanique céleste.
Mémoire sur les pressions et tensions dans un double système de molecules
sollicitées par des forces d'attraction ou de repulsion mutuelle.
C. R.,t.1IX, p. 588 (11 novembre
Dans le Bulletin de la Société philomathique, et dans le tome IT des Exercices, j'ai considéré d’une manière générale la pression ou tension supportée en un point donné d’un corps par un plan quelconque. Fai fait voir que, dans le cas où la pression offre une intensité variable avec la direction du plan qui la supporte, elle n’est pas toujours normale à ce plan. J'ai nommé pressions ou tensions principales celles qui sont normales aux plans contre lesquels elles s’exercent; et j'ai prouvé qu’en chaque point d’un corps il existe généralement trois pressions ou tensions principales dirigées suivant trois axes rectangulaires entre-eux. Enfin j'ai donné plusieurs théorèmes relatifs aux pressions et analogues à ceux qui, dans la Géométrie, se rapportent aux rayons de courbures des surfaces courbes. J'ai recherché en particulier les relations qui existent, en chaque point d’un corps, entre les composantes rectangulaires de la pression ou tension supportée par un plan quelconque et les pressions ou tensions principales; et, pour établir ces relations dignes de remarque, j'ai suivi une méthode fort simple qui depuis a été adoptée par d’autres géomètres, en comparant
entre elles les pressions supportées par les faces d'un tétraèdre ou d'un parallélépipède infiniment petit qui renferme le point donné.
Dans un Mémoire présenté à l’Académie, le 1 octobre 1827, et inséré par extrait dans les Annales de Physique et de Chimie, M. Poisson avait donné des formules pour calculer les pressions qui résultent des actions mutuelles d’un système de molécules; et, pour obtenir Îles pressions dans le cas du mouvement, il avait supposé ce système décomposé en éléments dont chacun offrait la forme d’un parallélépipède rectangle avant le déplacement des molécules. Ayant repris la même question dans le Tome III des Exercices mathématiques, j'ai déterminé directement les pressions supportées par les faces d’un petit solide qui offre la forme d’un parallélépipède rectangle, non avant, mais après le déplacement des molécules; et dès lors il a été facile de s’assurer que les pressions provenant des actions moléculaires vérifient effectivement les relations et les théorèmes que j'avais exposés dans le Tome IT des Exercices. En développant les formules très simples auxquelles j'étais parvenu, j'ai cherché en particulier les conditions qui devaient être remplies pour que la propagation du mouvement pût s'effectuer de la même manière en tous sens, c’est-à-dire, en d’autres termes, pour que le système de molécules devint isotrope; j'ai depuis généralisé ces mêmes conditions, dans le Mémoire sur la lumière, lithographié en 1836, et dans un article que renferment mes Exercices d'Analyse et de Physique mathématique.
Dans mon nouveau Mémoire, les formules que je viens de rappeler sont étendues au cas où l’on considère deux systèmes de molécules qui se pénètrent l’un l’autre, c’est-à-dire deux systèmes de molécules, renfermées dans le même espace, et d’ailleurs sollicitées par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle. Alors les pressions supportées par un plan quelconque, ou plutôt leurs composantes parallèles aux axes coordonnés, se composent chacune de trois termes qui sont sensiblement proportionnels, l’un au carré de la densité du premier système de molécules, l’autre au carré de la densité du second système, l’autre au produit de ces deux densités.
OEuvres de C. — S.1, t. IV. 66
Si l’on prend pour premier système le fluide éthéré, pour second système un fluide élastique, et si d’ailleurs on suppose que la densité de l'éther reste sensiblement la même dans le vide et dans les corps, le premier des termes dont nous venons de parler ne paraîtra point dans les expériences que l’on pourra faire. Si, d'autre part, on suppose les molécules d’un fluide élastique séparées par des distances assez considérables pour qu’on puisse ne pas tenir compte de leurs actions mutuelles, le second terme s’évanouira, et il ne restera de chaque pression que le troisième terme sensiblement proportionnel à la densité du fluide élastique.
Les recherches que je viens de rappeler m'ont naturellement ramené à l'examen du principe de l'égalité de pression en tous sens qui, pendant longtemps, a été considéré comme le principe fondamental propre à établir la distinction entre les fluides et les solides. Or une discussion approfondie des équations d’équilibre ou de mouvement d’un système de molécules m'a conduit à cette conclusion que, dans un semblable système, lorsqu'il est isotrope, l’état d'équilibre offre effectivement, en chaque point, une pression égale dans tous les sens, mais qu'un mouvement infiniment petit du système ne peut plus offrir cette égalité d’une manière rigoureuse. On se trouve ainsi conduit à révoquer en doute, avec M. Poisson, l'exactitude du principe d'égalité de pression appliqué au mouvement des liquides. Ne serait-ce pas à ce défaut d’exactitude que tiendraient les modifications que l’on a été obligé d'apporter aux formules de l'Hydrodynamique pour les rendre propres à représenter les résultats des observations ?
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		Œuvres complètes d'Augustin Cauchy (2)

		C.R.,t. 11, p. 182 (22 février

		C.R., t. IL, p. 207. (9 février

		PREMIÈRE NOTE

		PA RL ’ E

		C. R., t. Il, p. 427. (2 mai

		C. R., t. I, p. 455. (9 mai

		C.R.,t. IV, p.362. (6 mars

		C. R.,t. IV, p.672. (8 mai

		CONS

		C.R., t. IV, p. 805 (29 mai

		LE PE DU: PROD FA

		ILE TE

		DE V— I

		D PUR PA PL: PRÉ DE

		UE

		RD

		C.R., t. V, p. 6. (3 juillet 1837.) 13 juin

		C.R.,t. V, p. 301. (27 août

		C.R.,t. V, p. 357. (4 septembre

		APS HO

		C.R.,t. V, p. 587 (23 octobre

		C.R.,t. VIE, p. 751 (29 octobre

		C. R.,t. VII, p. 865 (19 novembre

		C.R., t. VIT, p. 907 (26 novembre

		C. R., t. VII, p. 953 (3 décembre

		PREMIÈRE PARTIE, — Considérations générales

		C. R.,t. VII, p. 1044 (17 décembre 1838). — Suite

		C.R., t. VII, p. 7 (7 janvier 1839). — Suite

		ÉTÉ

		C.R.,t. VII, p. 39 (14 janvier 1839). — Suite

		C.R.,t. VII, p. 114 (28 janvier 1839). — Suite

		C.R., t. VIII, p. 146 (4 février 1839). — Suite

		C.R.,t. VILLE, p. 189 (11 février 1839). — Suite

		RU MOTS PRET

		C.R., t. VIIL, p. 272 (25 février 1839). — Suite

		C.R., t. VIIL, p. 229 (18 février

		C.R.,t. VII, p. 327 (4 mars

		C.R.,t. VIT, p. 374 (18 mars

		dE? dE

		ES

		C.R., t. VII, p. 432 (25 mars 1839). — Suite

		Ë, UP C

		LATE 225 .. LATE

		_— — ES

		C. R., t. VIL, p. 459 (1% avril 1839). — Suite

		À AR

		CES CROP ER

		N CIRE

		CV. D 0 br ve Dr Po 7 Yo : :Ù= Ve

		C.R.,t. VII, p. 471 (1°° avril

		J HE

		C.R.,t. VII, p. 505 (8 avril

		LE RS 6, 9, A

		RE PT UE NT

		C.R.,t. VII, p. 589 (22 avril 1839). — Suite

		DA {IL — 52) — 290 — 52) + 2PIR

		C.R.,t. VIIL, p. 659 (29 avril 1839). — Suite

		ENT

		EUR

		V7 OT

		C. R.,t. VILLE, p. 719 (13 mai 1839). — Suite

		ANIMÉS

		L_ LA

		C.R., t. VII, p. 767 (20 mai 1839). — Suite

		SO

		C.R., t. VII, p. 553 (15 avril

		HR U

		C.R., t. VII, p. 582 (22 avril

		C.R.,t. VIE, p. 581 (22 avril

		C.R.,t. VIIL, p. 658 (29 avril

		C. R.,t. VILLE, p. 965 (17 juin

		C.R., T. VIII, p. 961 (17 juin

		C. R.,t. VII, p. 597 (28 avril

		C. R., t. VIII, p. 811 (27 mai

		LM, .N, PO RS LUN ON RP 0 À

		oo

		C.R.,t. VIIL p. 827 (27 mai

		C. R.,t. VIE, p. 845 (3 juin 1839). — Suite

		CT

		D ETES ES

		EE (ER

		FRE

		ES D ES

		EE] ….... ..… (7 SE EE

		ES ! À

		DA

		CAN

		RER

		PA TUE PTSUORRS LEO LUE

		RS À

		C. R., t. VIE, p. 931 (17 juin 1839). — Suite

		LÉ D

		NN

		EL. MN D

		C.-R., t. VIE, p. 937 (17 juin

		C. R., t. VII, p. 985 (24 juin

		LT SE

		C.R., t. IX, p. 1 (1° juillet 1839). — (Suite.) D

		PM, 0,9 SA

		TV? + W

		C..R., t. IX, p. 59 (8 juillet 1839). — Suite

		EF MS EST QU

		EE

		C. R., t. IX, p. gt (15 juillet r839). — Suite

		D SL

		C.R.,t. IX, p. 184 (5 août

		C.R., t. IX, p. 283 (26 août

		C. R.,t. IX, p. 288 (26 août

		C. R.,t. IX, p. 337 (9 septembre

		C.R.,t. IX, p. 359 (16 septembre

		LH AY +-Y

		C. R.,t. IX, p. 473 (14 octobre

		C.R.,t. IX, p. 519 (28 octobre

		GA

		DES PEU

		C. R.,t. IX, p. 525 (28 octobre

		C.R.,t. IX, p. 558 (4 novembre

		C.R.,t. IX, p. 587 (11 novembre

		C. R.,t.1IX, p. 588 (11 novembre

		MÉMOIRES EXTRAITS DES RECUEILS DE L'ACADÉMIE DES SCIENCES

		DE L'INSTITUT DE FRANCE

		CR CD EE AIN PONT

		Sources et licence





