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Mémoires de l'Académie royale des Sciences de Paris, année 1778; 1777.
Je me propose de donner dans ce Mémoire une méthode pour intégrer, toutes les fois que cela est possible, les équations linéaires aux différences partielles; cette méthode est fondée sur la forme dont les intégrales de ces équations sont susceptibles : comniie la recherche de cette forme tient à la métaphysique du calcul, on pourrait craindre ici Tobscurité qui souvent accompagne la métaphysique; je vais donc faire en sorte de présenter mes idées le plus clairement qu'il me sera possible, et de manière à ne laisser aucun nuage sur un objet aussi intéressant. L'illustre inventeur de ce calcul, M. d'Alembert, et plusieurs grands géomètres après lui s'en sont déjà occupés avec beaucoup de succès; mais leurs recherches, d'ailleurs très profondes, ne présentent, si j'ose le dire, que des procédés isolés qui, lorsqu'ils deviennent insuffisants pour intégrer une équation proposée, laissent justement lieu de douter s'il ne serait pas possible d'en obtepir l'intégrale par d'autres voies : la méthode suivante, au contraire, en embrassant tous
(*) Lu en 1773. Remis le 4 décembre 1776.
les cas d*intégration, réunit le double avantage de donner les intégrales complètes, lorsqu'elles sont possibles, ou de s'assurer qu'elles sont impossibles; j'espère d'ailleurs qu'elle ne laissera rien à désirer du côté de la simplicité et de la facilité de la mettre en usage.
5 étant fonction quelconque de plusieurs variables cc^ y^ . . -t je suppose qu'on la difTérentie, en ne faisant varier que x^ et que l'on désigne par -^ le coefficient de dx dans cette différence (il ne faut pas
confondre cette expression %- avec celle-ci ^) qui signifie la différence entière de :;, divisée par rfj?); que Ton représente encore par -3le coefficient de dy dans la différence de z\ une équation quelconque entre s, a-, y, -^ > -.— est aiix différences partielles du premier ordre.
Pareillement, si l'on différentie 2:1° deux fois de suite par rapport k a? et par rapport à j, en regardant dx et dy comme constants, et que
Ton désigne par ^-^ et -~ les coefficients de dx^ et de dy^ dans ces
différences; 2^ une première fois par rapport à x, et une seconde fois par rapport à j, ou, ce qui, comme l'on sait, revient au même, une première fois par rapport à v, et une seconde fois par rapport à x^ et que
l'on désigne par ^— y- le coefficient de dxdy; si l'on a une équation
quelconque entre :;, x, y, y^, -r^» -y-^,, ^ et ^> elle sera aux différences partielles du second ordre, et ainsi de suite pour les ordres suivants.
Une semblable équation étant donnée, il s'agit d'en trouver l'intégrale, c'est-à-dire de trouver une fonction finie entre 5, x et y, telle qu'elle satisfasse à cette équation de la manière la plus générale; le problème pris ainsi dans toute son étendue présente des difficultés bien supérieures à celles de l'intégration des équations aux différenrces ordinaires, en sorte qu'on peut regarder une équation aux différences partielles comme intégrée, lorsqu'elle est ramenée à l'intégration
d'une équation aux différences ordinaires, à peu près comme on est censé avoir l'intégrale de celle-ci, lorsqu'elle ne dépend plus que do l'intégration des fonctions différentielles.
Les équations aux différences ordinaires peuvent être considérées comme des cas très particuliers des équations aux différences partielles : il suffil pour cela de rendre nuls, dans ces dernières, les coefficients des différences de :;, prises par rapport a j; on aura, de cette
manière, une équation entre a?, y, z, ^, ^> •••> dans laquelle y
pourra être considéré comme constant, et si cette équation est de l'ordre n^ son intégrale renfermera n constantes arbitraires, qui seront fonctions quelconques de y.
De ce que, dans un grand nombre de cas particuliers, l'intégrale complète d'une équation aux différences partielles de Tordre n renferme n fonctions arbitraires, on a exigé la même condition de l'intégrale complète d'une équation quelconque aux différences partielles; mais il arrive souvent qu'elle est impossible à remplir, et l'on en verra des exemples dans la suite. Il serait sans doute bien utile d'avoir une méthode pour s'assurer si une équation donnée est susceptible d'une intégrale complète, et dans ce cas de la déterminer; c'est là ce que je me propose de faire sur les équations aux différences partielles linéaires : j'appelle ainsi les équations dans lesquelles la variable s et ses différences ne sont élevées à d'autres puissances que l'unité, et ne se multiplient ou ne se divisent point les unes par les autres; j'ai choisi ce genre d'équations, de préférence à tout autre, parce qu'il se rencontre fréquemment dans l'application de l'analyse à la nature, principalement lorsqu'il s'agit de déterminer les oscillations infiniment petites du système d'un nombre infini de corpuscules, qui agissent les uns sur les autres d'une manière quelconque, et dont l'état primitif peut être quelconque (*).
(1) Ces recherches, à quelques additions près, ont été lues à rAcadémie dans le courant de Tannée 1773, et j'en ai donné, dans le Tome VI des Savemts étrangers, quelques résultats, parmi lesquels se trouve Tintégration de Téquation (1) de Tarlicle suivant (<>).
(•) Œuvres de Laptace, T. TIU, p. 63 à <S.
L'équation générale linéaire du premier ordre est
dx dy
a, 6 et T étant fonctions quelconques de x et de y. M. d'Alembert en a donné, le premier, l'intégrale dans le Tome IV de ses Opuscules. Je vais intégrer la suivante qui la renferme
/ V dz dz --
V étant fonction de x^ y et z.
J'observerai ici que je regarde une équation aux différences partielles comme intégrée lorsqu'elle est ramenée à l'intégration d*une équation aux différences ordinaires. Cela posé,
Je considère d'abord :; comme fonction de x et de y, et ensuite
comme fonction de x et d'une nouvelle variable a, ce qui donne, en
différentiant,
, dz , dz ,
dz = -r- dx H — r— dVm
dx dy^'
dz = ( -T — I dx -\ — r- du% \dx) du '
■^ désignant le coefficient de cLc, dans la différentiation de 2, lorsque ;;
est considéré comme fonction de a? et de j'; et (^j désignant ce
même coefficient lorsque z est regardé comme fonction de x et de u.
Si l'on considère présentement u comme fonction de x et de y, on aura
du
— dx dx
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Téquation (i) deviendra ainsi
^ f Èl\ ÈL^ dz du ^
V^J?/ du dœ du dy
La variable u étant indéterminée, je puis la supposer telle que Ton ait
du du ^
dx dy^
on aura ainsi
équation qui sera réduite aux différences ordinaires, lorsque, après avoir déterminé u au moyen de celle-ci
du du
dx dy^
on en aura tiré la valeur de y en x et en u, et on Taura substituée
dans V.
U ne s*agit donc plus que de trouver une valeur qui satisfasse pour
u à l'équation
du du ^
"" dx dy^
or, puisque Ton a
, du j du j du = -5— dx 4- -r- dy.
dx dy ^
on au ra '^
du:=^ -^{^dy " cLdx)\
soit N le facteur par lequel , multipliant dy ^ (t dx, on rend cette quantité une différentielle exacte, et que Ton fasse
on aura
du
du = -^de;
partant, u est fonction de 6; prenons 6 pour cette fonction même, en
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sorte que Ton ait w = 0; 0 étant fonction de x et de j, on aura v en fonction de x et de u\ cette valeur de y substituée dans V rendra cette quantité fonction de x^ z et u. Soit Y' cette fonction, on aura
équation dont l'intégrale, en supposant u constant, peut être mise
sous cette forme
S étant fonction de x^ z et e/, et C étant une constante arbitraire qui peut être une fonction quelconque de u^ ou, ce qui revient au même, de 6; désignant donc par r(0) une fonction arbitraire de 6, l'équation
est l'intégrale complète de la proposée
dz dz _.
l'intégration de cette équation se trouve ainsi réduite à celle de deux équations aux différences ordinaires, puisque la recherche du facteur N dépend, comme l'on sait, de l'intégration de l'équation
dy — a dx =: o.
Déterminons, d'après cette méthode, l'intégrale de Téquation linéaire
dz àz a —
ôx dy
pour cela, on intégrera d'abord celle-ci
du du
dx dy'
soit u = <p(0) son intégrale; en faisant ^(ô) = 0, on aura a = 0; d'où l'on tirera y en fonction de a? et de m; en substituant ces valeurs dans
6 et T, elles deviendront fonctions de x et de u; soient & et T ces fonctions, on aura
équation dont l'intégrale est, comme Ton sait, en regardant u comme constant,
le signe r se rapportant à la variabilité de x seul; or, la constante C pouvant être fonction quelconque de 6, on aura, pour l'intégrale de l'équation linéaire aux différences partielles
o=:3--ha^-H-^x;-4-T, ox oy
d'où il suit que la forme de cette intégrale est
s = H -4- A 9(0), A, H et 6 étant des fonctions déterminées de x et de j.
On aurait pu trouver cette forme a priori, de la manière suivante.
Pour cela, j'observe que l'intégrale d'une équation aux différences partielles du premier ordre ne renferme qu'une fonction arbitraire que je représente par ?(0); or il peut arriver que la quantité 6, dont la fonction arbitraire est composée, soit une fonction déterminée de x et de^, ou qu'elle soit indéterminée; examinons séparément ces deux cas.
Premier cas. — Lorsque B est fonction déterminée de x et de y.
L'intégrale peut alors être mise sous cette forme 2 = M, M étant fonction de a?, y et de ç(ô); or, (p(0) étant une fonction arbitraire, je puis la supposer égale à une fonction quelconque déterminée de 0,
plus à une fonction arbitraire infiniment petite, que je désigne par I r(0), I étant un coefficient infiniment petit. Si Ton substitue cette valeur de f (0) dans M, et que l'on réduise cette quantité dans une suite ascendante par rapport à i\ on aura une expression de cette forme
En substituant cette valeur de z dans l'équation
^ ' • dx dy
que je nommerai dorénavant, pour simplifier, l'équation j(K), tous les termes homogènes par rapport a i doivent se détruire réciproquement; on aura donc
dx dy
o = -r — h«-v- + 6N% dx dy
partant, l'équation
5 = N-hN'
satisfait à l'équation (K); de plus, elle en est l'intégfalc complète, puisque N' renferme la fonction arbitraire r(0).
On aura iN' en différentiant M par rapport à 9(0), et supposant la diff^érence de ç(0) égale à ïT(0); d'où il est aisé de conclure que la fonction arbitraire r(0) existe dans N' sous une forme linéaire; mais elle peut y être affectée des signes différentiel et intégral, en sorte que
N'peut renfermer des termes de cette forme H ,^^ > et si l'on représente par (X, \k\ [jl", . . . des fonctions quelconques de x et de y^ N' peut renfermer encore des termes de la forme
HyLrfn/L'rfH'/L'rfK. . . ^^;
soit
dQ'^ -^ ^^^'
et supposons d*abord que le terme précédent ne renferme qu'un seul signe r, de manière qu'il soit H rLrf(jir''(6); il est clair que, pour que l'intégration soit possible, LP(6) doit être fonction de (x; or on a
da •=: -^ dx -^ -rP dv; ^ dx dy "
on aura donc
l'intégrale / L^rf2?P(6) étant prise en ne faisant varier que rc, et en y ajoutant une constante qui sera fonction de y seul; on peut donc toujours réduire l'intégrale flud^V^^b) à une intégrale de Tune ou l'autre de ces deux formes fydxVÇa) ou fydyV(Q), ces intégrales étant prises en ne faisant varier que x ou j. On réduira pareillement la double intégrale fhd\kfh'd^'T'^(Ji) à l'une de ces quatre formes
fydxf\'dxT''(9), fydyfy'dyT^(9), fydxfy'dyT''(9), fydyfy'dxT^(e);
or on peut réduire à de simples intégrales les doubles intégrales
fydxfy'dxY''{B) et fydyfy^dyT'^ie);
car, si Ton fait fy dx = R, on aura
fydxfy'dxY''{Q) = Vi.fy'dxY''{B)--'fy'KdxT''{By,
on voit ainsi que, toutes les fois que, dansnin terme, deux signes / consécutifs se rapportent à la même variable, ce terme peut se réduire ; il résulte de là que le terme
peut être réduit à des termes de Tune ou l'autre de ces deux formes
VifWdx fW'dyfW'dx. . .r«(ô)
ou
Uf\djrfy'dxf\'dy...T'*(e).
Présentement, si Ton fait fy dx== R, on aura
nf\dx^^^ =imTn{e)-ufn^dx
dO**^
on peut donc, en suivant ce procédé, augmenter d'une unité Tordre de la différence de la fonction arbitraire enveloppée sous le signe f; si
jf T*/ û\ *'
Ton suppose conséquemment que ,q). soit la plus haute différence
de r(0) dans N', on pourra réduire toutes les différences de r(6) enveloppées sous le signe intégral à être de l'ordre r; partant, si Ton fait
d''T{e)_ dr-^T(e)_ dr-^T(9)_
l'expression de z sera comprise dans la formule suivante :
'^Lf\dx^{B)-hVf\'dx^{e)'^,..
^lf\idy^{Q)-^\'f\}'dyri^{Q)^...
-h PfQdxfQ^dyi\,{e) 4- P' fQ' dxfQ" dy^(6) -+-...
'i'RfSdyfS'dxr\,{e)^...
Second cas. — Lorsque 9 *€st fonction indéterminée de x et de y.
Il peut arriver que, dans l'intégrale d'une équation aux différences partielles, la quantité 0, enveloppée sous le signe de la fonction arbitraire, soit elle-même indéterminée; par exemple, si, dans l'équation
aux différences partielles -r^ = ^, on fait ^ = ô, on aura
dz =1 -r- dx -\- -^dyrrzd^dx-hOdy; ax âv '^ ^
partant,
z =: Q^ X -^ By — f de{2Qx -^ y);
d'où il suit que 2(ix-hy est fonction de 6 ; soit donc
et que Ton fasse — ^— = Ç'(®)» ^" ^"^^
et 6 se détermineflppar Téquation
en sorte que cette quantité est elle-même indéterminée; mais cela ne peut jamais avoir lieu dans Tintégrale d*une équation linéaire aux différences partielles, ou, lorsque cela arrive, il est toujours possible de réduire la quantité enveloppée sous la fonction arbitraire à être une fonction déterminée; car, si, dans l'équation qui sert à déterminer 6, l'on suppose à la fonction arbitraire (p(ô) une valeur quelconque déterminée, plus une valeur arbitraire infiniment petite, que je représente par « r(0), i étant infiniment petit, on trouvera 0 égal à une fonction finie et déterminée de x et de y, que j'exprime par cr, plus à une valeur infiniment petite et indéterminée dépendante de iT(0); si l'on substitue présentement, dans l'expression de 5, au lieu de 0 et de ?(ô), ces valeurs, et qu'on la réduise dans une suite ascendante par rapport à e, on aura
N' étant fonction deo:, r et de la fonction arbitraire r(CT); cette valeur dez, satisfaisant à l'équation (K), il est clair que tous les termes ho-
mogënes par rapport à {'doivent se détruire réciproquement; d'où il est aisé de conclure que Téquation
zz N -f- N
satisfait à l'équation (K), et qu'elle en est conséquemment l'intégrale complète, puisqu'elle renferme la fonction arbitraire r(a); or, la quantité ts étant une fonction déterminée de x et de y, ce cas rentre dans celui que nous avons considéré ci-dessus.
Pour éclaircir le raisonnement précédent par un exemple fort simple, considérons l'équation linéaire aux différences partielles
si l'on fait
on aura
partant,
âz dz ^
dy "" dx^
àz ^ dz
qz=:px, dz=zpda: -h qdy; dz=p dx -hpx dy
et, en intégrant.
Z=:pX -h
Jpa^{dy-'^y,
àoïicpx est fonction de j — lp\ soit
jpx [dy - -Çj =. 9(/ -//;);
on aura
5=;>ar-h9(7 — //>)
Qlp sera déterminé par l'équation
pxz=i(^'{y — lp),
en sorte que la quantité j — Ip^ enveloppée sous le signe de la fonction arbitraire, est ici indéterminée. Pour faire voir comment on peut la réduire à être déterminée, soit
? (r ~ (P) =7 - //> 4- « rO' - ip) ;
on aura
d'où l'on tire
, ir(y-lp)
en représentant par T\y — Ip) la différence de T{y — Ip), divisée par d{y — lp)\ sur cela, j'observerai en passant que, dans la suite, je dési-
gnerai ^ par r(0). ^^ par ^(0), ^ par r (ô), .... Je re-
présenterai semblablementyrfOr(0)parr,(0),ye/Or,(ô) parr,(0), Jd^T2(0) par r5(6), ..., et la même notation aura lieu pour toutes les fonctions arbitraires.
Présentement, si l'on néglige les quantités de l'ordre i', on pourra
substituer, dans les termes multipliés par i, -au lieu de p, et l'on aura
I îT'iy-hlx)^
donc
z =:px 4- f(y — Ip)
— px '\- y — Ip '\- iT{y ^ Ip)
— i^y^ljc 4- 2t r(7 4- Ix) — /[i 4- il' (y 4- /^)| = i4-/-f- Ix -\-iT(y-^ Ix);
partant, l'équation
z = I 4- V 4- /.r 4- r(7 4- Ix)
satisfait à celle-ci
ds dz
dy ~' dvc'
et, par conséquent, elle en est l'intégrale complète.
L'expression précédente de z peut être mise sous cette forme plus simple
pour voir maintenant d'une manière directe comment cette expression de z coïncide avec celle-ci
z^^px-^c^iy — lp),
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on observera que Téquation
donne
donc
ou
d'où Ton tire
à cause de
partant,
y — lp = n{pa:);
y — Ip -h Ipœ z=z Ipx -\- \l{px)
y -\- lx=: IpX 4- l\{px)j
px = r(7 -h Ix) =: <p'(jK — Ip),
pxz=zcf'(y^lp);
f^lp = T{y-{- Ix),
On voit donc quej^ — Ip ctpx sont fonctions de y -i- ix; donc z étant égal hpx -^^(y — Ip) est égal à une fonction quelconque de y ■+- Ix, Il suit de là que la forme de l'équation (T) est la seule dont l'intégrale de l'équation (K) çst susceptible; si l'on fait présentement
= *V, on aura
dx
fydx^{e)=^y^,{e)-^f^dx^,(e);
d'Y en faisant pareillement —te- = ^V, on aura
dx
et ainsi de suite; on pourra réduire ainsi le second membre de l'équation (T) dans une série ordonnée par rapport à ^'(0), '^iC^)» 'l'a(^)' •••• et l'on aura pour z une suite de cette forme
si l'on substitue cette valeur de :; dans l'équation
àz âz ^ „,
ax ay
on aura
,,., [d\ dA ., .,/JO de\-\ , ,û, r^A' d\' -., ../de dÔNl
La fonction ^'(O) étant arbitraire, il est clair qu'il n'existe aucune relation entre ^'(^)» ^(^)» ^i (^)» • • • » ^n sorte que, dans l'équation précédente, les coeiBcients de ces quantités doivent être séparément égaux à zéro ; on aurA donc
dN dx
ày
-hSNH
dO dx
dô ày
dX dx
dA
ày
dA' dx
dA'
ày
On peut satisfaire à toutes ces équations, excepté aux trois premières, en faisant A' = o, A"= o, . . . , et l'on aura
dy ày
dd de
0= -r h oL-T-y
ax oy
dk àk ^.
0=3- -^OL-T- -^-SA, dx dy
Il suffit de trouver pour N, ô et A des valeurs particulières qui satisfassent à ces trois équations : on aura ainsi, pour l'intégrale complète
de l'équation (K),
5 = N-hA^(0);
or cette forme est précisément la même que celle h laquelle nous sommes arrivés précédemment.
On peut observer ici que les fonctions arbitraires sont à peu près, dans les intégrales des équations aux différences partielles, ce que sont les constantes arbitraires dans les intégrales des équations aux différences ordinaires; or on sait que ces constantes y sont sous une forme linéaire lorsque Téquation est linéaire, et il est facile de s'en assurer a priori p^T un raisonnement analogue au précédent; car, si Ton considère Téqualion
a et T étant des fonctions quelconques de x, son intégrale sera
M étant fonction de x et d'une constante arbitraire C; si l'on fait C = I -t- iH, i étant un coefficient infiniment petit et H une constante quelconque, on aura, en réduisant M dans une suite ascendante par rapport à i,
en substituant cette valeur de z dans l'équation
àz ,-,
tous les termes homogènes par rapport à (doivent se détruire réciproquement; on aura donc
d'où il suit que l'équation
N ■+- HN
satisfait à l'équation différentielle
àz -,
âx
et qu'elle en estrintégrale complète, puisqu'elle renferme la constante arbitraire H; on voit ainsi que le même principe qui donne les constantes arbitraires sous une forme linéaire, dans les intégrales des équations linéaires aux différences ordinaires,, donne pareillement les fonctions arbitraires sous une forme linéaire, d^^s les intégrales des équations linéaires aux différences partielles. ^
L'équation générale linéaire aux différences partielles du second ordre est
/IN à*z d*z ^d*z dz ydz . _
a, S, y, S et T étant des fonctions quelconques de x et de j.
On peut la mettre sous une forme plus simple, en changeant les variables X etj en d'autres, ts et 0, qui soient fonctions de x et dey; en regardant conséquemment :; comme fonction de ces nouvelles variables, on aura
àz dz àfs dz à9
âx âfs dx dO dx
dz dz drs dz dO
dy dfs dy dd dy
d^z d^z dus* d^z dts dB d*z d&* dz d^xa dz d^B
dx* dta* dx* dm dB dx dx d9* dx* dis dx* dd dx*
d*z _âyz^dmdm d*z /dm ^ àa dQ\
dx dy dm* dx dy dmdO \dx dy dy dx)
d^dOdO dz d*m dz d*e
d&* dx dy dm dxdy dO dxdy^
d*z d*z dm* d*z dm dQ d*z dO* dz d*m dz d*B
dy* ■" *ij* dy* dmdB dy dy d9* dy* ^ dm dy* dB dy*'
2i RECHERCHES SCR LE CALCUL IXTÉGRAL
si les variables a et 0 sont telles que Ton ait
il est aiâé de Toir que réqiution (L) prendra cette forme
Jk. #5 .. às . as
II suit de là qae toute équation linéaire aux différences partielles du second ordre est réductible à cette forme très simple
o =^ , — "^-HL — '^ —^ — *- — *•
m^ n et /étant (onctions de en et de 4; il ne s*a^t pour «rela que de déterminer u et 9* de manière que ces variables satis£is5eat aux équations (2 ; et < 3^ ou. ce qui revient au même, à celle-ci
-11 — Z—k — lm — *.-X^ — -
or, en inte^rrant ces équations par Farticle ill, ou trouvera pour ^ et pour 4 une inllnite de valeurs, parmi lesquelles on peut cboUir les plus simples: de ces valeurs, on tirera x et y. en fonctions de ? ec de 9, et. en substituant ces expressions de x et de r dans Tequation j V > . elle se transformera dans Tequation 1 Z » • qui a toute Là ^l^neralitè de féquation t L >• et qui. à cause de La simplicité de sa forme, sera Tobjet des reckerches suivantes.
Si fou applique maintenant à Tequation t Z > les raisoanemeat2> de Tartick IT» on trouvera que s<mi intéi^rale. toutes les toîs quVUe e^
possible en termes finis, est nécessairement réductible k cette forme,
/ 5=:RH-A(p(^)4-A'(p,(^)-4-A''(p,(fJL)4-...
D/Erf0 <p(fji) 4- D'/E't/Ô (p(fjL
-h F y"G cbsfR rfô 9 (fjL) 4- . . .
bj cduj^{v) 4-. . .
ç([jl) et 'j'(v) étant deux fonctions quelconques arbitraires et indépendantes Tune de l'autre.
Pour déterminer les quantités [x et v, dont les fonctions arbitraires sont composées, on observera que, si Ton suppose ^(^) = o et que l'on réduise l'expression précédente de z en série, comme dans l'article précédent, on aura
5 = R 4- S 9 (fjt) 4- S' <pt (fJt) -+- • • • ;
en substituant cette valeur de s dans l'équation (Z), on formera les suivantes :
^~ àta de'
La seconde équation fait voir que [x est fonction de n sans 6, ou de 0 sans CT. On trouvera la même chose par rapport à v; on peut donc supposer |j(. = tj et [x = 0 ; si l'on observe maintenant qu'un terme tel
que / ErfO(p(a) se peut changer en (p(ij) rErfO, et qu'ainsi ce terme
est compris dans celui-ci A(p(ô), on trouvera que l'expression (X) de s
i4 RECHERCHES SUR LE CALCUL INTÉGRAL
est réductible à cette forme
5 = R 4- Aç(bj) ■+- A'<Pi(«t) -h A'9,(bj) -+-..-
G/H db/ 1 rf^y K <p (lar
6 /"cij;(ô)rf9 4-..
. Les recherches précédentes sont fondées sur la transformation des variables x et v dans celles-ci, ct et 0; mais il peut arriver qu'elle soit impossible dans deux cas qu'il est nécessaire de discuter.
Le premier a lieu lorsque a = o et 6 = o; Féquation (L) de Tarticle précédent devient dans ce cas
ôx* ' ÔJC or
et Ton a
àm àS
ce qui indique que a et 0 sont fonctions de v seul, en sorte qu'il n*est l>as possible alors d'avoir x en fonction de o et de 0. Le second cas a lieu lorsque 6 = J- a^ ; on a dans ce cas
«ir ' CM* «*x * àr
parlant* n est fonction de 0; les deux variables a et 0 ne sont donc point indépendantes Tune de Paufre, et* puisque x et v sont indépendants Pun de Tautre* ils ne peuvent être donnés chacun par une fonction de u et de 9« Supposons conséquemment que, dans Inéquation ( L>
de l'article précédent, on laisse subsister 7, et que Ton détermine u de manière qu'il satisfasse à l'équation
dx • dy
on aura x en fonction de u et de 7, et, si Ton considère z comme fonction de xs et de j, on aura
ds dz dcj
dx duj dx
dz dz âfs {àzY
ây ^ dwdy ^ \dy) '
(^) ^^^^^ '^ coefficient de dy, dans la différence de 1, considéré comme fonction de u et de j^; on aura ensuite
d^z d^z (te* dz d^fsj
dx^ dus* dx* dtn dx* *
d*z d*z dus duj / d*z y dis dz d*i3
dx dy dtn* dx dy \dnidyj dx dut dxdy^
d*z d*z dus* fd*zy dz d*w ( d*z V dfs
dy* dus* dy* \dy*/ dm dy* \dfsdyj dy
Si l'on substitue ces valeurs dans l'équation (L) de l'article précédent, et que l'on considère que 6 = ja* et^ = — ^a^, on trouvera facilement qu'elle peut être mise sous cette forme
(d*z\ ,/dzy .dz ^,
ain&i les deux cas que nous discutons ici conduisent l'un et l'autre à une équation aux différences partielles de cette forme
/«x à*z dz ^dz ^ _
or on prouvera comme ci-dessus que, si l'intégrale de cette équation est possible en termes finis, que l'on suppose une des fonctions arbi-
QKnvres de L. — IX. 4
traires nulle, et que Ton représente par ^([f-) l'autre fonction arbitraire, on aura au moins par une suite infinie
5 = R 4- A (p(fz) -^ A' <p, (fx) -f- A* <p,(/x) -f- . . . ;
en substituant cette valeur de s dans Téquation précédente, on formera les suivantes :
\ ôx dx ' '' dx dy
dx^ dx
La deuxième de ces équations donne J^ =o; partant, [i est fonction
de y seul; la troisième donne 5A^ = o; donc, si S n'est pas nul, on
a J^ = o, en sorte que [x n'est point fonction de y; ainsi [x n'étant
fonction ni de a:, ni dey, est nécessairement constant; d*où il résulte que Tintégrale complète de l'équation (H) est impossible, excepté dans le cas de 8 = o, ce qui réduit cette équation (H) à une équation aux différences ordinaires entre z et x, dont l'intégrale renfermera deux constantes arbitraires qui seront fonctions quelconques de y.
Il est d'autant plus remarquable que l'intégrale complète de l'équation (H) soit impossible, même par une suite infinie, dans le cas où o n'est pas nul, que cette équation est susceptible, au moins dans un grand nombre de cas, d'une infinité d'intégrales particulières. Pour en donner un exemple fort simple, supposons y, o et 6 constants, et T = o. Si l'on fait z = Ae'"*'*^^, e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité, l'équation (H) donnera
m*-i-ym-h6 . mx-y g
nz=z ^4 et z=:\e ^ ;
l'équation (H) étant linéaire, il est clair que Ton peut supposer
mx-y V m,x— y — j
zr=Ae ^ -hAi<? ^ -t--..,
A, m. A,, m,, ... étant des quantités constantes quelconques. Il y s^ plus; si Ton fait m = a-{- ib^ on aura', en réduisant en séries,
m*-t-YllH-5 «'-t-Yrt-4-6 mx — y — • — ^^ «IX — y i-
1*6*/ Qa 4-y-t- 16\* /.
Si l'on substitue cette valeur de z dans l'équation (H), il est clair que tous les termes homogènes, par rapport à i, doivent se détruire réciproquement; d'où il suit que, cette équation étant linéaire, on peut, à la place des différentes puissances de i6, substituer des constantes arbitraires; on aura ainsi
a' -♦- Y a -H 6 ax—y
i = Ke «
A, a, C, C, ... étant des constantes quelconques; on aura ainsi
[,^c(,-^Hf>:)H-...]
On voit ainsi que l'équation (H) est susceptible d'une infinité d'intégrales particulières, sans pouvoir l'être d'une intégrale complète. J'observerai, en passant, que la méthode précédente donne un
moyen extrêmement simple d'avoir une infinité d'intégrales particulières des équations aux différences partielles linéaires, d'une manière plus étendue que par les procédés connus; mais, mon objet étant ici de déterminer les intégrales complètes de ces équations, lorsqu'elles en sont susceptibles, je remets à m'occuper dans un autre Mémoire de la recherche des intégrales particulières.
Je reprends maintenant Téquation
OUS (77 (fus C/7
dont l'intégrale est, comme on Ta vu,
Z7= R-h A<p(tst)4- A'<p,(bj) 4- A'<Pi(w)-4-. . .
-^BfCdm<f(w) 4- B' fC'dfa<^(m) -h. . .
-h D^E rfeyPrfw 9(«t) -+-. . .
-+-avKÔ)
Je suppose, pour simplifier, Tune des fonctions arbitraires, par exemple ^(0), nulle, et que l'expression de s, considérée par rapport à la seule fonction arbitraire f (u)» ne renferme point le signe /, en sorte que l'on ait
« = R 4- Aç(bj) -4- A'<Pi(gi) 4- A'ç,(bt) -h
Comme je démontrerai ci-après que ce cas embrasse tous ceux dans lesquels l'intégrale de l'équation (Z) est possible en termes finis, il est très important d'avoir une méthode pour l'intégrer ; j'ose me flatter que la suivante mérite, par sa simplicité, l'attention des géomètres.
Si l'on fait d'abord T = o, on aura
d*z dz àz
dont rintégrale sera
Si Texpression de z ne renferme qu'un seul terme, en sorte que Ton ait z = A(f(îz)f en substituant cette valeur de z dans Féquation différentielle, et en égalant séparémentà zéro les coefficients de ç'(o) et de 9(c7), on aura les deux équations suivantes :
Si Ton fait
on aura
mais Téquation
d^A d\ dA ,.
(TBT Ov (PB 0\J
Mï àz
:»>= (-^ -h mAJ <p(bj) = o;
drs d6 dfs dd
peut être mise sous cette forme
K^^"^') (dz \ /, dm ^
ou
donc, à cause de 2^*^= o, on a
, dm
o = / — -T— — /im ;
et c'est Téquation de condition qui doit avoir lieu pour que Ton ait
ZZ=. A(p(GT),
OU, ce qui revient au même, pour que Texpression de z ne renferme qu'un seul terme.
Si Tcxpression de z renferme deux termes, en sorte que Ton ait
on substituant cette valeur de s dans l'équation différentielle* on aura les trois suivantes
si Ton fait
on aura
dA
ây\ d\ dA ,, âA'
â^K' âK' d\' ,,,
o ~zi -4- i>i - — -i- n 1- l K *
(Il as
/dA' .A , . /d.\-
en sorte que l'expression de z*^ ne renfermera qu'un seul terme; présentement, Téquation
d*5 dz as ,
C>6T (>f/ C>6T dd
peut être mise, comme on Ta vu, sous cette forme
#7Sr \ #761
Soit«
, âm
en ditTèrentiant cette équation par rapport à 0, on aura
du
05 àz »
n àz
u iiwdi u* d® ti àv
,1 d5 â5 ) as
si Ton ajoute à cette dernière équation la précédente multipliée par /n, on aura, à cause de ^ -hmz = z^^K
/ çV\ / ^
e^i^cM dz^'n de ] dz^'^ ,,A dd an
Soient
dix djx
ôô an ....
et a H- nni — n H 3^ = *^ »
OGJ dd
On vient de voir que l'expression de 5^*^ ne renferme qu*un seul terme, et par ce qui précède l'équation de condition pour que cela ait lieu est
c'est aussi Téquation de condition nécessaire pour que l'expression de z renferme deux termes.
Si Texpression de :; renferme trois termes, en sorte que Ton ait
dn A 9(gj) h- A' (pi (w) 4- A' 9i(tsi),
en substituant au lieu de :; cette valeur dans Téquation différentielle,
on aura les suivantes
dK
0=-_ H-;nA,
_ d^k ""- dfs'dê'^'"'
en faisant z^^^= 3^ h- mz, on aura
dB
zi'^-(~ -f-mAJ9(cT) -nf-^ H-'wAM<pi(cj)-h^-^ -^ mX'j (p^(w)
l'dk'
AM <p,(w) -f- (-^^ -\- mAM 9,(bt),
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en sorte que l'expression de s-*' dans l'équation {Z') ne renferme que deux termes; or, nous avons tu ci-dessus que, pour que Texpression de :; ne renferme que deux termes, on doit avoir Téquation de condition
donc, si Ton change dans cette équation m en m » et / en
a — nm — n -^ — »- ^, on aura Téquation de condition pour que l'expression de 5 '^ ne renferme que deux termes et, par conséquent, pour que l'expression de z en renferme trois.
Pareillement, si, dans cette nouvelle équation, on change m en
n > et /en u -^ mn — n h -^t on aura 1 équation de con-
dition pour que :; renferme quatre termes, et ainsi de suite: en sorte qu'on aura facilement, par ce moyen, l'équation de condition nécessaire pour que 2 renferme un nombre quelconque de termes.
De là. je tire un moyen très simple d'avoir la valeur complète de s.
Soit
l'équation
donnera
àz
dz'^ /. dm
d*oii. en faisant
-"-•'~H'-" jS -"'"}•
- dm .,, âS ul^=i g ; nm. m*" z=z m
et
Et
,,, àO dn
^ u au
on tirera
Soit
ons Ov (riB uQ
el Ton aura d*où, en faisant
dm<^^ dd
dw u<'>
el
^fxt'
on tirera
Soit
/(«).= ^n)^;imc)-^-^-^^,
et Ton aura
d*où, en faisant
âii
el
on tirera En continuant ainsi, on aura
C£irrr«t </«• !.. — IX.
d'où l'on tirera
on aura ensuite, en faisant 5^'''= -^ h/w'''~*^5^'^"*\
Maintenant, puisque Texpression de s, considérée par rapport à la fonction arbitraire ^(cj), se termine, on peut supposer, en n*ayant égard qu'à cette seule fonction, 5(^=0; partant.
donc
d'où Ton tire
'^(0) étant une fonction quelconque arbitraire de 0; ensuite Téquation
donne
ays^t ainsi s^*"""' , on aura s^*""*^ au moyen de Téquation
ce qui donne
on aura pareillement
et ainsi de suite jusqu'à z; l'expression de z que l'on trouvera de celle manière, renfermant les deux constantes arbitraires <p(cj) et ç(6), sera complète.
J'observerai ici que, si les coefficients /, n, m étaient constants, on aurait
d'où il est facile de conclure que l'on aura généralement
m<''-»=/n et /^'•-«)=/;
l'équation de condition trouvée ci-dessus donnera, dans ce cas,
0=1/ — nniy
et comme on a la même équation, en considérant la fonction arbitraire '1(6), puisqu'il suffit alors de changer n en m, et réciproquement, il en résulte que, si cette équation n'est pas satisfaite, l'intégrale de l'équation proposée est impossible en termes finis, comme on le démontrera ci-après, le suppose maintenant que, dans l'équation
d^z dz àz , ^
T ne soit pas nul, on fera comme ci-dessus
,i\ àz
et Ton aura
0= -T— -t-/i5<*>-H5(/— -^ — /im j 4-T;
soit
donc
, dm
^ ^ fX , fX
si l'on différentie cette équation par rapport à 6, que l'on ajoute à cette équation ainsi différentiée l'équation elle-même multipliée par m, et
i|uo l'on fasse
— mT = T«',
dn ^
on aura
Ai-.\ A- I' A-.l
on fera ensuite
da
as'
ai
et Ton aurai
-^ns' -+-S» //' -^^—nm'\-hT,
d'où l'on tirera, par la méthode précédente. Téquation
on continuant d*opérer ainsi, on parviendra aux équations suivantes
àm â*3 •--•
— niM — « ) -- T •--=
&BO'3 en? <r7
Maintenant, pui^ue Texpression Je z se termine, on a
()lN
— nmk
donc
OfSJ
d'où l'on tirera
ensuite l'équation
donne
5(r-l)— ^/«<'^OrfOjç(,5,)^y'^/mt'-«>rf6-/*rfOrfg[^j;(0)_y*e/»*'«T^'--'irfro
ayant ainsi z^''^*\ on aura s^'"""*^ au moyen de 1 équation
dcj
on aura pareillement
et ainsi de suite jusqu'à z; on ferait les mêmes opérations par rapport à la fonction arbitraire 4^(0), si, dans l'expression de :;, la fonction arbitraire ç(ny) était enveloppée sous le signe T, la fonction '^(0) no l'étant pas.
La méthode précédente suppose l'intégration des équations aux différences partielles
ou^ ce qui, par l'article IH, revient au même, elle suppose l'intégration
dos équations aux différences ordinaires
1 4 > o—dv — dx{\ OL — v'I ««—€).
( ï ) o = dy — dx{\ a -h V » 3[* — ^).
Klle suppose de plus que, ayant a et 0 en fonctions de x et de v, au moyen de ces équations intégrées, on en peut conclure x et ^ en fonctions de a et de 0; or, dans Fétat actuel de TAnaUse, Tune et Tautre de ces suppositions est souvent impossible. Il serait cependant utile de pouvoir s'assurer alors si Tintégrale complète de Téquation aux différences partielles est possible ou non en termes finis; on sVn assurera facilement par le procédé suivant.
Je reprends Téquation (L) de Tarticle V
dx* âr ÔY df' ' àx ôy
on a vu ( même article > qu'elle pouvait se transformer dans celle-ci de plus, il est facile de voir, par Tarticle cité ci-dessus, que Ton aura
d-r ÛJc \dje âr
ày àx)
^&o àS ày ÔY
^""âxàjr
àY
d*5 ôxàjr
àjr
et T =
équation
âz
àz "àS^
Iz-T
do
nne «nsuite
Soit présentement K = o, Téquation de condition trouvée dans i*ar-
ticle précédent entre /w, /i, /et leurs différences prises par rapport à a et à 6, pour que la valeur de 2, considérée par rapport à Tune des deux fonctions arbitraires, par exemple f (n), se termine après le deuxième terme; il s*agit de savoir si cette équation a lieu, sans avoir m, n eil en fonctions de o et de 6; pour cela, on substituera dans les expressions précédentes de w, n et /, au lieu de g- et j-> leurs valeurs que
donnent les équations (2) et (3); on aura ainsi m, n et /en fonctions de
àtn d^xs de d^
""' ^* ày' W' ày ^^ ây^'
mais l'équation K = o» renfermant les différences de m^ n et /, prises par rapport à a et à 6, il faut connaître ces différences; supposons con-
séquemment qu'il s'agisse d'avoir la valeur de ^; on différentiera
l'expression de m par rapport kx et par rapport à y^ ce qui donnera
- dm - àfn .
dm = -T— ax -+- -T— dy ; dx ày ^
donc
dm dm dx dm d^ ^
dus dx dïïs dy dfs*
on doit observer que les termes tels que
dxdy ây*dx dxdy dy^dx
qui se rencontrent dans les quantités ^ ®^'^' peuvent être éliminés
au moyen des équations (2) et (3), en sorte que ces quantités seront réduites à être fonctions de
dm^ d^ d^ d^ ù^ d^^ ^
dy^ dy* ' dy^ dy ' dy^ dv^ *
mais 0 étant supposé constant, on a
àO . de .
o = -V- dx '\' -r-dy dx dy "^
ou
-T- dx , ax
dv
on a ensuite
— — — — ax
j àw j do - dm , OY dx
€PO= -r- dx -Jt- ^^ dv =z -T- ax = — ^ y
dx dv " dx dO
dv
ilonc
dx dv
&B d^dS ^d^ dS' dx dv dv dx
et changeant x en v. et réciproquement, on aura
dv
dx
Ovs
dus dS
d'BS
de'
dv
dx
dx
dv
éliminant ensuite 3- ^^ y au moyen des équations (2) et ( 3\ on auni
'-.— en fonction de
d^ «^ d^ dS^ d^ <^p,
' " ' dv^ dv** dv^^ dy^ dv* dr**
on aura par un procédé semblable les valeurs de
dm
dm
di
de'
dvs*'
dmd'j'
CfCJ
dfD
Têquation K = o deviendra ainsi fonction de
dss d*^ de
dy dy* dy
t^ en réduisant tous les termes au même dénominateur, et faisant égale ii zéro la somme de tous les numérateurs* on aura entre x. >\ -j-*
dv
w-çT de
.il» d
—y ••' une équation, rationnelle et entière par rapport aux
AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES. hi
différences
dm d*Gj de â^e
Considérons présentement un terme quelconque
dy** dy''-^ uy
de cette équation de condition que nous nommerons (K). H sera fonction de a; et de j'; mais les équations (2) et (3), qui servent à déterminer CT et 0, en x et j, étant aux différences partielles du premier ordre, il est clair qu*on peut changer a dans une fonction quelconque arbitraire de a, et 6 dans une fonction arbitraire de 6; que Ton change
conséquemment cj en ?(nj), et ô en ^(^), le terme H^-;^-- • en produira un de cette forme
lequel doit être séparément égal à zéro, puisque les fonctions 9(17) et ^(6) sont arbitraires; on aura donc H = 0, et, puisque a? et j sont indépendants l'un de l'autre, l'équation H = o sera identique; d'où il suit que l'équation de condition (K) doit être telle, que les coefiicie#ts do chaque terme y soient identiquement égaux à zéro. Si les intégrales des équations (4) et (5) sont possibles, mais qu'il soit impossible, par les procédés connus, d'en tirer j? et j en fonctions de xs et de 0, on aura facilement l'expression de s par les quadratures des courbes.
Pour éclaircir par un exemple la méthode de l'article VII, considérons l'équation aux différences partielles
dz
dz
dx
""ày
~ dx^
dxdy
^Oy^
hx-\-fy
hx-^fy
x + fyY
a, b, c, e, h^f eiK étant constants; cette équation est d'autant plus
OEu^rts de L. ^ \X, 6
remarquablo, quVIlo renferme les lois de la propagation du son, en y supposant T = o, el en déterminant d'une manière particulière les
constantes a, A, r,
Pour rintégrer, on changera les variables â? et^ en d*autres o et 0, telles que Ton ait
re qui donne
et
5 = X ( - irt — Vî«*— à) -^y.
d'où Ton tire
.r^ - - - et V r^ ;
on aura ensuite
Va «
partant, si Ton fait, pour simplifier,
2 e — ac ->rC \Jà^ — (\b , 2 e — ac — c sja} — (\b _ ,
2(4^ — a*) ~~^' 2(4^ — rt«) —^^
K' et T7r^.=T'^
en supposant d'ailleurs que Ton ait substitué dans T, au lieu de x et de j, leurs valeurs en xs et 6, on aura
, dz ,dz
_ d'z "^ d^ ^ dO K'z
soit encore h'n = u' ct/'O ^ 0', on aura
ôm'^ m' âe -^^ dB' ®^ 'dmd^~'^ dm' ÔO''
on aura ainsi
, dz fâz
d^z ^ dxs' ^ d^ K'z T
dfn'de' fi^-^O') h'(xs'-^e') ' fh'{js'^Q'y^ fil"
Téquation proposée sera donc ainsi réduite à une équation de cette forme
dz dz
/^x d^z dm dO cz ^
^ ' dujdO cy-h6 m-hô (gj -h ô)«
a, 6, c étant des constantes qui ne signifient plus la même chose que précédemment. Pour l'intégrer, on fera, suivant la méthode de l'article VII,
dO^js^e et l'on arrivera à une équation de cette forme
drsd^i'^ ^-{-0 dm "^cj-f-ô de "^ (gj-h 0)« "^ ^^*^'
kk
on faisant encore
dO
et, continuant d*opérer ainsi, on arfîvcra à une équation de la forme suivante
drssdO m-^Bd^js-^QdB (w-f-ô)
é^^ ftc) et 6^^ étant des fonctions de r, qu'il s'agit de déterminer. Soit
(^5 cy-+-ô
et Ton aura
(cr)
d'où l'on tire
En différentiant cette équation par rapport à 0, et ajoutant à cette
équation ainsi différentiée l'équation elle-même multipliée par g>*
on aura, en observant que
dO en- 0
Zir)^
(J'st»-*-») a<'')4-Q r^5('*+») ^<''> ^5<''+'>
GJH-Ô dÔ
dO
GT
mais on a
drsOh Ts -^-0 drs
donc, en comparant, on aura
Gj-hÔ à^
(GT-+-Ô)'
et
'" dQ ^ m-hS '
Téquation aux différences finies a^'^"*"'^= a^''^-h 2 donne, eh Tinlégrant,
A étant une constante arbitraire; pour la déterminer, j*observe que, r étant nul, on a
donc
l'équation
donne
et Téquation
donne
en intégrant, on a
A=^a el a^**^ =r rt 4- ar;
cC-*-») — c^Oziza-h 6-h ar;
A étant une constante arbitraire; or, en faisant r= o, on a donc
A=:c et c<''^=: c-h (a -h 6 — i)r-hr*.
Pour que l'expression de z soit possible en termes finis et délivrés du signe j, par rapport à la fonction arbitraire 9(0), il faut qu'en supposant T = o, et n'ayant égard qu'à la seule fonction arbitraire ç(tj), on ait ja;^'''**'^=o, r étant zéro ou un nombre entier positif; l'équation (a) donnera, dans ce cas,
en substituant au lieu de a^''^ 6^''^ et é^^ leurs valeurs, on aura
d'où Ton tire
Si Tune ou Tautre des valeurs de r est zéro ou un nombre entier positif, la proposée sera intégrable en termes finis et débarrassés du signe / , par rapport à la fonction arbitraire 9(c7); en changeant a en A. et réciproquement h en «, dans cette expression de r, on aura
a — it — \ rz\[,ft -^ a — i )* — \c
et si l'une ou l'autre de ces expressions de r est zéro, ou un nombre entier positif, la proposée sera intégrable en termes finis et délivrés du signe / , par rapport à 1a fonction arbitraire '^(0): mais si aucune des quatre valeurs de r n'est zéro, ou un nombre entier positif* on sera sûr alors que l'intégrale est impossible en termes finis, comme nous le flémontrerons ci-après.
Supposons maintenant que l'on ait
Téquation (a) donnera
O =z — - - _ uT r';
pour déterminer T*^, on observera que l'on a, par ce qui précède, el si Ton tait successivement r - o, i - i . = 2, . . ., on aura
♦^T ■ «î - -4-,. .^-T > :: — .>^t?T \ii — 1 \*i — 3^
T^ - / -"îT ■■ - -.: _> 1.::. _ _ :-i _ ^i: . - j;
en continuant ce pnHvdo, on aura l'expression de T': si Ton intègre
ensuite Téquation précédente, on aura
4'(0) étant une fonction arbitraire de G; Téquation
~ âO m -h 9
donnera
5(r)_ (ç,^ 0)-(a-hîr) j ^(ç,) ^JciO(T3-h ô)«-+-*'-~^[vj;(ô) —fT''^(xn -h 9)^ cfcj] |,
9(0) étant une fonction arbitraire de u; ayant ainsi s^'"^ on aura^^par l'article VII,
,. -. C^ TiJ -h 0 •
ah,'—a — C'\- (6 — a — i)(r — 1) — (r — i)*
,. ,» cTcy ©4-7
ab — a — c-^-i^b — a — i)(r — 2) — (r — 2)*
et ainsi de suite jusqu'à z.
J'ai supposé, article VII, que l'expression complète de -s, considérée par rapport à l'une ou à l'autre des fonctions arbitraires ^(ct) et 4^(0), était débarrassée du signe intégral; je vais présentement discuter les cas dans lesquels ces deux fonctions sont nécessairement enveloppées sous ce signe : si l'on fait, pour plus de simplicité, T = o, on aura (article VII), en ne considérant que la seule fonction arbitraire ç(cy),
5 = A9(GT)-f- A'<pi(cy) -h A''9,(cy) H-. . .
-h ey C 9(iiy) cfcj H- B'^ C cp(GT) e/d -4- . . .
-+- D^E^eyF cp(Gi) €fc 4-. . .
Je suppose d'abord qu'il n-'y ait que des termes affectés du simple
signo / , on aura
z=z\ 9(cy) 4- A'çi(cy) -t- A" 91(01) -h. . .
S'il n'existe qu'un seul terme affecté du signe /, en sorte que le terme B' fc ^{x3)dxs et les suivants soient nuls, en substituant au lieu (io :; cette valeur dans Téquation
d^z ôz dz ,
on ^ura une équation de cette forme
fâB
\âU3
'ïBJJ -^9(GT)r/Gj
... dB
Si la quantité ^ 4- nB n'est pas nulle, en faisant
on aura
ûwdO
dB
dfss
de
dm
/tB
-T— -h /lis (PS3
ÔB
/iB
(>.) r~ <f(m) dus ■+■ KfC<f(v3) dis = M <p'(ro) + M' ç(8j) -l- . . . .
En'différcntiant cette équation par rapport à u, on aura
^9(^)-+-5^/C?(iiT)^ny4-KC9(ny)=:M9«'(iiy) + (^H-M')9'
(lîj) 4-. . ..
Si ^ n'était pas nul, il est clair que / C(f(zs)dzs serait donné en
quantités débarrassées du signe j, ce qui ne peut être; donc -r— = o;
partant, K ne peut être fonction que de 6; on peut ainsi le faire passer sous le signe y dans le terme Ky C<p(cj)rfcj; Téquation Çk) devient alors
f(% -h KC) 9(gj) drs = M <f'(m) -4- MX©) -h . . . .
En la multipliant par e^^^dQ, e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité, on aura
en intégrant cette équatic^ par rapport à 6 et faisant on aura
y* e/**^C 9(w) rfcj = N 9'(fij) -f. N' cp(w) -t" . . . ; donc
équation impossible, puisque / C<p(cj)rfcj ne peut être, par hypothèse, donné en quantités débarrassées du signe f, par rapport à la fonction arbitraire ç(tT).
De là, il suit que Ton a
dB ^
-—2 -h nU =zo;
or on doit avoir en même temps
d*B dB dB ,„
car autrement Téquation (y) donnerait
JCc^(r,)dm^-^ ^g ^B— -'
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ce qui ne peut avoir lieu; maintenant, puisque Ton a
â^B ôB àB ,„
0V OQ 0V Qv
il est clair que Téquation 5 = Bi{/(0) satisfera à Téquation (Z), en sorte que Texpression de s sera délivrée du signe /*, en n*aytBl é^rd qu*à la fonction arbitraire '>{/(0).
Ce théorème important a également lieu« quel que soit le nombre des termes affectés du signe / ; et« quoique nous n*en avons considéré qu*un seul, cependant la dêmonsti^tion précédente s*étend au cas d*un nombre indéfini de termes semblables; mais, comme elle exige pour cela quelques artifices d^analjse assez délicats, je vais rappliquer au cas dans lequel Texpression de s renferme deux termes nécessairement affectés du signe / , par rapport à la fonction arbitraire fia).
On aura pour lors en sakslitsant cette valeur de s dans Téqvation
OB aun une équation Je cette forme
or il peut arriver plusieurs cas que nous allons discuter Bépari^ ment :
i^ Les deux équations
o=^--+-/iB',
(7GJ
Oïs ou ats OQ
peuvent avoir lieu en même temps; il est visible qu'alors Téquation z = B'^(O) satisfait à l'équation (Z), et qu'ainsi l'intégrale de cette dernière équation, considérée par rapport k la fonction arbitraire v(/(6), est délivrée du signe T.
2® L'équation
o=^'^nB'
otn
ayant lieu, il peut arriver que celle-ci
d'B' dB' dB' ,_,
n'ait point lieu; dans ce cas, l'équation (F) donnera pour fc/ ff(zs)dxs une expression de cette forme
Te 9 (fij) rfnj = Q yc <p (cj) €/©
^ 9 (bj) flfcj -h M ç'(gt) -+- M' <p (cj) 4- . . . ;
l'expression de z peut être ainsi mise sous cette forme
/ *=:A9'(fij)-i-A'?{w)4-A'<pi(fij)-f-...
r r êc
I -4-H / C<p(fij)ûfcj-i-fl' / ^<^(m)dw
(¥-) „ r. . . . ^. râc
3® L'équation
OfO
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peut ne pas avoir lieu; en supposant dans ce cas
1^ dus âO. dw d6
-7— -h/iB'
^f dtn âO dfs dO
" âW
•3-- -h/iB'
^^'^ i +K' fc<f{^)da + K' f^<f(v3)dw
\ =M(p'(6j)-(-M'9(bt) 4-M'<Pi(bt)+. . .;
en différentiant par rapport h tz, on aura
-f- K'C (p(cj) -h -^ ^-^9(51) ^Bj -4- K'-^ 9(w)
= M9'(ni)-4-(^H-M')9'
Si ^ n'est pas nul, on aura une valeur de / C(f(rs)dfSf qui, substi-
tuée dans l'expression de 5, la rendra de cette forme
Iz = A <p'(m) -^ A' <^'{m) -^ A' <f{m) -^ A" ^t{rs) -\- . . .
si Ton a ^-- = o, K sera fonction de cr sans 6; or, si dans ce cas -3— et
(PG3 OtB
-T— ne sont pas nuls, l'équation (V) sera de forme analogue à celle
de l'équation Çk) de l'article précédent; ainsi, en y appliquant le raisonnement que nous avons fait dans le même article sur l'équation Çk), on prouvera que jCç(cj)r/CT peut être débarrassé du signe y , ce qui est contre l'hypothèse; K, K' et K" doivent donc être fonctions de 0 seul; on aura, cela posé.
En multipliant cette équation par e^^*^d^f on aura
fK'CeS^'^(f{w)dwde-^fK"^ef^(p(w)dmde==lAeS^^(f'(xs) et, en intégrant par rapport à 0, on a
fCeS^^^{m)dm^ Cr:^{fs)dwfK'CeS^^dB
■ f^{fsj)K''Ce^^'^dm- f<p{w)dm fc^ef^^dO
^c^'(ts) fMef^^de-i-... .(*).
Soit
( > ) U faudrait ajouter au premier membre de cette équation le terme
--fff{m)dmfK'CKef^<^d^,
iï RECHERCHES SUR LE CALCUL INTÉGRAL
on aura
et
1*9 (ro) «feK' Ce/««rt = IK'e/"» r ^ f (» ) <Ad,
parce que IK'e'*^, étant fonction de 0 seul, peut être mis hors du signe A partant
On a ensuite
substituant ces quantités dans l'expression précédente de z^ elle prendra la forme que donne Téquation ([x'), et comme cette forme renferme celle que donne Téquation ([x), il en résulte généralement que Texpression de s est débarrassée du signe f , par rapport à la fonction arbitraire ^(O)^ ou que, si cela n'est pas» elle est de la forme suivante, par rapport à la fonction arbitraire 9(0),
H- H fc 9 ( w) At -h H' r ^ 9 (nj) At.
Cette valeur de s substituée dans l'équation (Z) produira une équation de cette forme
= L o'(bj) + V 9'(bj) + L' 9'(a>) -4- . . . .
Supposons d*abord que la quantité -ç- -f-/iH' ne soit pas nulle; en faisant
-f- m-r hn-rTT "h /H' 4" -:: h /iH
dm dn an ,„
àïïj
nW
on aura
= M<p'^(fij)-hM'9'(fij)H-...;
en difierentiant cette équation par rapport à a, on aura
de
+ K |g 9(01) -h ^' /c ?(ro) <fe + K'C <p(lB) = M <p"'(Bj) + . . . .
Si ^ n'est pas nul, on aura / -^ç(cj)6fe par une équation de cette forme
et l'expression de z sera ainsi réduite à ne renfermer plus qu'un seul terme affecté du signe / , ce qui est contre l'hypothëse.
Si, -T- étant nul, ^ ne Téts^it pas, on aurait rC(f(fs) du en termes
délivrés du signe y , ce qui est encore contre l'hypothèse ; donc on a
-j- =ro et -xi: =0;
(7GJ CRU
partiiiil, K et K' sont fonctions de 0 seul; on aura ainsi
En multipliant cette équation par (x^fô, [x étant fonction de 6 seul, on aura
or il est toujours possible, comme Ton sait, de prendre {jl tel que
^i^^ dO -^ IxK^ d9 -h ixK'C dQ
soit une différentielle exacte et égale à ^( (^^ -^ *C j, a étant fonction
de 0 seul; il suffit pour cela de déterminer fx et a, de manière que l'on ait
àa
et
Kf-^ + «
si Ton intégre Féquation (V) par rapport à 0, on aura
J9(w)cfcjh
àC
de
donc
C^^-f^'iw) Chkiide-^...,
r^?(cy)*T = — ^rC9(iiy)£te H- 9^cj)^yMfX€/Ô -+-...;
l'expression de z se trouvera donc ainsi réduite à ne renfermer qu*un seul terme affecté du signe T, ce qui est contre l'hypothèse. Supposons maintenant que Ton ait
on aura pareillement
et
Bnt
dtn
âwde
dR'
OUI
dR'
de
dR
dfo
dm de
dR
de
/iH
car il est visible que, si Tune ou l'autre de ces équations n'avait pas lieu, on pourrait, à l'aide de l'équation (G), réduire la valeur de ;; à ne renfermer qu'un seul terme affecté du signe / , ce qui ne se peut. Présentement, si Ton a les trois équations
il est clair que l'équation
satisfera à l'équation (Z); donc, toutes les fois que l'intégrale de l'équation (Z), considérée par rapport à la fonction arbitraire <p(gt), est susceptible de cette forme
z = A (p{w) -\' A' (pi{m) -h. . .-¥- B f C (^{xa) dm -^ B' f C (f{nj) dm^
son intégrale considérée par rapport à la fonction arbitraire 4^(0) est susceptible de cette forme
elle est ainsi délivrée du signe i.
En suivant ce raisonnement, on prouvera généralement que si l'expression de 5, considérée par rapport à ç(o), est de cette forme
^ = A <p (bj) -+- A' 9'(gt) 4- . . . -h BJ'C <p (w) dm
B'/C 9(nj) Aj -4- B'/C <p (fij) At -f
m cette même expression, considérée par rapport à la fonction arbitraire •|(0), est de la forme suivante :
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Lo raisonnement précédent peut s'appliquer encore au cas où l'expression de s renferme des termes nécessairement affectés du double sijçne /A par rapport aux deux fonctions arbitraires 9(cj) et 4'(®)î pour le faire voir d'une manière fort simple, ne considérons que la seule fonction arbitraire 9(ct), en sorte que l'on ait
D/E dOfY^{m) dm H- IV y 'E' dOfF' o(w) dm -h
Supposons qu'il n'y ait qu'un seul terme affecté du double signe / / , on aura
5 iz: A 9(nj) -h A' 9i(gj) -h. . .
-4- B^C 9(cy) dm H- B'fC o{m) dm -\-, , .-h DfEdO /'F o{m)dm,
Hn substituant cette valeur de :; dans l'équation (Z)* on aura une équation de cette forme
H fL(^(m)dm-hn' fVo(m)dm'^...
M9'(iiy)-f-M'9(cj)-f-
Si la quantité -rx -h mD n'est pas nulle, en faisant
,^ âm dO àm âS
^ = dD 1 '
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de
-hm\)
ir
oo
-h/nD
àl)
âO
011 aura
= P / L9(iiy)rfe4-. . .H-N9'(iiy)-+-. ..; cette équation diilërentiée par rapport à 0 donne
~ f¥o(w)dm-\'^ fEdof¥^{w)dm^-KY.fv^{m)dw
Si -T^ n'était pas nul, il est clair que j Vjdd f F9(ci)rfry serait donné
en termes sans / et en termes affectés du simple signe / , ce qui est
contre l'hypothèse; on a donc
âK
To^^^
partant K est fonction de rr seul; on aura, cela posé, en multipliant cette équation par e^^^^^dus, elle devient
en intégrant par rapport à a, et faisant
V = TEF d9, R = fPef^"" dm,
on a
/V""'Erf0 l'F^(t!!)dm— fVef'^'"'o{m)din Donc
d'où Ton voit que / Erfô / Fo(ci)r/cT est donné en termes affectés du
, ce qui ne se peut. Il résulte de là que, daits Téquation (R), on a
ai) n
mais on doit pareillomcnt avoir
sans quoi J Ed^ f¥rf(x3)du serait donné en termes affectés du simple signe / ; présentement, si Ton a les deux équations
et
il est clair que Téquation
satisfera à Téquation différentielle (Z). On voit donc que le raisonnement de Tarticlc X s'applique également au cas dans lequel l'expression de z renferme un terme affecté du simple signe J; on prouvera, par un raisonnement analogue à celui de l'article XI, que, si l'expression de z renferme deux termes nécessairement affectés du double
signe / r, l'équation*
^^ 5 = D9(w)4-D'9(cj)
satisfera à Téquation différentielle (Z). Et comme les mêmes raisonnements ont lieu, quel que soit le nombre des termes affectés du signe / , et quel que soit le nombre de ces signes dans chaque terme, on doit en conclure généralement que, toutes les fois que l'intégrale complète de l'équation (Z) est possible en termes finis, elle est nécessairement débarrassée du signe T, par rappolt à l'une ou l'autre des fonctions arbitraires <p(gj) ou ^(^) et, dans ce cas, on peut toujours obtenir cette intégrale, par la méthode de l'article VII. On voit ainsi que cette méthode donne généralement les intégrales complètes des équations linéaires aux différences partielles, lorsqu'elles sont possibles en termes finis; ayant une fois ces intégrales, il ne peut rester de difficulté que dans la détermination des fonctions arbitraires; or la méthode de l'article VII a encore l'avantage de donner, un moyen très simple pour cet objet, dans un cas trës général et qui parait être celui de presque tous les problèmes physico-mathématiques.
L'équation
âx* dx ày dy* * dx dy
étant donnée, son intégrale complète, si elle en est susceptible, renfermera deux fonctions arbitraires 9(0) et '^(0), de manière que Tune ou l'autre de ces fonctions y existera sans être affectée du signe / ; supposons que ce soit 9(^7). Pour déterminer maintenant la nature des fonctions <p(cr) et ^'C^)» supposons que l'on ait les valeurs de z et
^ ou de s et -p à l'origine de l'intégrale ; cette origine est déterminée»
ou parce que, à ce point, l'une des deux variables a? ou j^ est constante ou nulle, ou parce que l'une est donnée en fonction de l'autre; supposons, conséquemment, que l'on ait à l'origine de Tintégrale
y = l{x\ i = n(^) et P±^^Y{x).
•J(a;), U(x) et r(x) seront des fonctions coanues de x.
Si Ton transforme Téquation (L) dans la suivante
il est clair : i° que, u et 0 étant donnés en fonction de a: et de v, Téquation donnée entfc a; et ^ à Torigine de l'intégrale en donnera une entre 17 et 0 à cette origine; 2? que Téquation
z=zTL(jr)
se changera dans celle-ci
£(6) étant une fonction connue de 0; on aura donc à Torigine de Tintégralo
dz<=dôr(0).
£X^) étant la différence de £(0) divisée par dO; mais on a
dz = -r^ dS -^ ^ dm,
et Téquation entre n et 6 donne
dxs=zEde,
H étant une fonction de 0; donc
rf==rfe(^VH^) = rfô2'(5)
ou
3" que Téquation
se changera dans celle-ci or on a
âz âz àO âz àm ^
ô}^ ~~ àS ây ~^ dm dy'
d'ailleurs 3- et -3- étant connus en fonctions de a? et de y seront
dy dy ^
donnés en fonctions de 0, à l'origine de l'intégrale; soit
-3- = M et 3— = N, dy dy
M et N étant fonctions de 0, on aura
au moyen de cette équation et de celle-ci
on aura ^i ^t j= en fonctions de ô, a l'origine de l'intégrale. Présentement, si l'on suit le procédé de l'article VII, en faisant
dz
on transformera l'équation (Z) dans celle-ci
dz or, connaissant ^ -h mz en fonction de ô, à l'origine de l'intégrale, si
Ton nomme K cette fonction, on aura
£1 cette origine; on a ensuite •
(?3^»> ô^z dz dm
de — dd^ dd ^ dQ'
^insi, pour avoir -^ à l'origine de l'intégrale, il ne s'agit plus que ^*avoir -3^ à cette origine; or on a
,dz d^z jf. d*z
d6 "" dQ^ drsdQ
'-={w--''£hy'
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mais, si Ton nomme P la valeur de ^> à Torigine de Tintégrale, P étant fonction connue de 0, on aura
donc
. dz .. OP
dP â*z d^z
'équation (Z) donnera 3=^ en fonction de 0, à Torigine de l'intéj,];rale; on aura ainsi à ce point la valeur de -r^» et partant aussi celle (le ^-^ en fonction de 0. L'équation 5<*>= K donne
dO
or on a
rf--'"=§rfO;
c?cf*î . dz^^' âz^^^ âz^^^
ÔO dm ou axa
donc
àO " âO '^ dxn'
d*où Ton aura -^ en fonction de 6; on aura, par conséquent, z^^\ -^et -^ en fonction de 0, k l'origine de l'intégrale.
Si l'on fait ensuite
on transformera Féquation (Z') dans la suivante
ri l'on aura, comme ci-dessus, z^^\ -^ — et -^z- en fonctions de 6 à l'ori-
otn ad
*/\no de l'intégrale; en continuant ainsi, on aura les valeurs de s^'^^ et
(le -^ en fonctions de 0; soit âO
on a (art. VII)
mais, zs étant donné en fonction de 0, à Torigine de l'intégrale, on aura à ce point
en fonction de 6; soit on aura
donc
orV,V(6) et R étant des fonctions connues de 0, on aura la forme de la fonction arbitraire 4'(^)-
Pour avoir celle de la fonction arbitraire 9(ct), on observera que l'on a
or on a, a l'origine de l'intégrale, s^''"*^ en fonction de 6, et à cause de la relation qui existe à ce point, entre u et 0, on aura z^""^^ en fonction de n; on aura pareillement
en fonctions de u; nommons donc Q la première de ces quantités, — S la seconde, et faisons z^''''^^= F, nous aurons
F = Qq>(^)-S; donc
équation au moyen de laquelle on connaîtra 9(^). Pour donner un exemple de cette méthode, considérons l'équation
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aux différonces partielles
y â^z a âz ^ dz
laqifello est intégrable (art. IX) si Tune des quatre valeurs suivantes de r,
est un nombre entier positif. Soit a— — i, et Ton aura (art. IX) r= i; mais on a, par le même article,
ce qui donne, en intégrant, on aura ensuite (même article)
d'où l'on tire, en intégrant, on a enfin
Pour déterminer présentement les fonctions arbitraires 9(ci) et •j'(O), supposons que, à l'origine de l'intégrale, on ait
on aura, à cette origine,
dz — cos 9dQ= -^dO -h -^dtss;
partant,
ce qui donne
26 dm
dz ^ sin B
COS0 T
cnar 30
on a donc ainsi, à l-'origine de Tintégrale,
. - dz sinô dz ^ sinô
c^ô 2 0 dm iB
On a ensuite (art. IX), dans le cas présent,
iu àz z ^ ... dz^'^ z(')
de ro-hô ®* d$ ^w + e'
d'où Ton tire, à Torigine de l'intégrale,
àz^\) z(') = o et ^^(»)=z^;
or on a
dz
dz('^ d^z dQ z
â6 '^ de^ Bj H- ô (© 4- sy
ce qui donne, à Torigine de l'intégrale,
dz^_d^ dQ " dS*'
ainsi, pour avoir -^ et, par conséquent, s^^^ à l'origine de l'intégrale,
il ne s'agit que de connaître à ce point la valeur de ^- Pour cela, on observera que
,dz d^z ^^ d^z ^, d^z ^f. d*z .^
or on a
partant,
,dz ,sfn0 cosOdB s'inO d6
cosB sinO d*z d^z
2$ 202 ~ dS^ dtsdO'
Téquation (V) donne ensuite, à l'origine de l'intégrale,
dz ,dz
on aura donc
d^z (6 — i)8in0 ,,,
or r.équation
donne, à l'origine de l'intégrale,
partant.
Pour avoir maintenant ç(ci), on observera que l'équation
5Î«)rr:
GJ
ijr^ [?(cT) -^/(cj -h ôy-^ vKô) ^0]
donne à l'origine de l'intégrale, où 5^*^=0, comme on vient de le voir,
^inQdB
on aura ainsi 9(0), en intégrant le second membre de cette équation et en changeant ensuite dans l'intégrale 6 en xs.
11 resterait présentement à donner des méthodes pour intégrer par approximation les équations aux différences partielles, et pour avoir leurs intégrales particulières, lorsque l'intégrale complète est impossible; mais l'un et l'autre de ces deux objets exige des recherches très délicates, que la longueur déjà trop grande de ce Mémoire m'oblige de remettre à un autre temps. .
RECHERCHES
RECHERCHES
8UB PLUSIEURS POMTS
Mémoires de r Académie royale des Sciences de Paris, année i/jS; 1778.
Les objets que je me propose de traiter dans ce Mémoire sont : i"" la loi de la pesanteur à la surface des sphéroïdes homogènes en équilibre ; n^ le phénomène du flux et du reflux de la mer, la précession des équinoxes et la nutation de l'axe de la Terre qui résultent de ce phénomène; 3"^ les oscillations de Tatmosphëre occasionnées par Taction du Soleil et de la Lune.
Sur la loi de la pesanteur à la smface des sphéroïdes homogènes
en équilibre.
Ces recherches sont une extension de celles que j'ai données dans la seconde Partie des Mémoires de l'Académie pour l'année 1772, page 536 (^). En supposant en équilibre une masse fluide homogène dont toutes les parties s'attirent en raison réciproque du carré des distances et qui, en tournant autour d'un axe, forme un solide de révolution infiniment peu difierent d'une sphère, j'ai démontré que si, à l'équateur de ce sphéroïde, on nomme P la pesanteur et a/n le rapport
(*) Remis le i5 novembre 1777.
(S) Œuvres de Laplace, t. \in, p. 481.
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de la force centrifuge à la pesanteur, a étant supposé infiniment petit, la pesanteur à un point quelconque du sphéroïde, dont 6 est le complément de la latitude, sera P(i -f- jamcos^ô). Ce théorème est d'autant plus remarquable que j'ai fait voir, dans le même endroit, qu'il n'est nullement démontré que la figure elliptique soit la seule qui convienne à l'équilibre, qu'il y a peut-être une infinité d'autres figures qui y satisfont pareillement; mais que, sur tous ces sphéroïdes, la loi de la pesanteur est la même. Je me propose ici de généraliser ces recherches et de chercher la loi de la pesanteur, sans m'astreindre à la supposition que le sphéroïde est de révolution. Je suppose conséquemment une masse fluide homogène, dont toutes les parties s'attirent en raison réciproque du carré de la distance, tourner autour d'un axe quelconque, de manière que la force centrifuge soit infiniment petite relativement à la pesanteur; je suppose de plus tous les points de cette masse animés par des forces quelconques infiniment petites» et je vais déterminer a priori, et indépendamment de la connaissance de la figure du sphéroïde, la loi de la pesanteur à la surface, dans le cas de l'équilibre.
L'action d'une pyramide MR'CBD {fig. i), dont la base R'CBD est infiniment petite, sur son sommet M, est égale à la section RR'OR'"
Fig. I.
faite perpendiculairement à MR et divisée par MR; en sorte que, si l'on
nomme V cette section et r la droite MR, on aura - pour l'action de
la pyramide sur le point M; cette proposition est trop facile à démontrer pour nous y arrêter.
Cela posé, considérons un sphéroïde quelconque AMB {fig. 2); soit tirée la droite MC, et par le point M les deux droites IMV et MQ, perpendiculaires,, la première à MC dans le plan AMB, et la seconde au
plan AMB; soit, de plus, R un point quelconque placé à la surface du sphéroïde, et dont Z est la projection sur le plan AMB; que Ton fasse MR = r, l'angle QMR=/>, et Tangle IMZ = y; en faisant varier le point R de manière que, Tangle p restant invariable ainsi que la
Fig. a.
droite MR, l'angle q devienne 'q'\'dq, on aura un nouveau point R%
dont TI sera la projection sur le plan AMB, et la droite RR' sera égale
à ZZ' ; or on a
ZZ'=MZ«/7 et MZ=:r8in/?;
ZZ'=rsin/>c^^ = RR'.
Si Ton fait ensuite mouvoir le petit triangle MRR', de manière que, y et r restant invariables, p devienne /i -h dp^ le point en R viendra en R" et le point R' en 0; de plus, il est visible que la base RR'OR" de la pyramide MRR'OR^ est égale à
r* sin p dp dq^
et qu'elle est perpendiculaire sur MR, en sorte que l'action de cette pyramide sur le point M sera, par ce qui précède, égale à
rsïnpdpdq;
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cette action, décomposée suivant les trois droites MC, MY et MQ» donnera :
i"* Suivant MC, une action égale à
rsïn^psinqdpdq;
2? Suivant MV, une action égale a
— rs\n*pcosqdpdq;
3^ Suivant MQ, une action égale à
rsïnpcospdpdq.
On aura donc pour Faction entière du sphéroïde : i^ Suivant MC
/ r sin^p sïn g dp dq:'
je nomme â cette action ; 2° Suivant MV
>1C rtlC
/ r s'in^p COSq dp dq :
je nomme B cette action ; 3» Suivant MQ
f I r slnpcosp dp dq :
je nomme C cette action.
Il ne s*agit plus maintenant que de connaître r en fonction de p et do q.
Pour cela» imaginons que le solide soit infiniment peu différent d'une sphère dont C soit le centre et CA le rayon. Soient CA = a et Tangle MCA = 0; concevons ensuite un plan fixe ANB» et soit u Fangle qu*il forme avec le plan AMB, angle que je nommerai longùude du point M. Cela posé» MC ne dif1>re, par l'hypothèse, de AC que d'une quantité infiniment petite; soit aa(jL cette quantité, en sorte que l'on ait
MC=:a(t + afjL),
a étant infiniment petit ; [t. sera une fonction de ci et de 0 ; soient encore 6' l'angle RCA, et n la longitude du point R, on aura
RC = a(i-hafjL'),
[x' étant pareille fonction de u" et de 0' que (jl Test de n et de 6. Si des points R et Z on abaisse les perpendiculaires RL et ZL, sur MC,
or
et
donc
de plus
donc
partant,
RL' = ZlVrz';
ZL = rsïnpcosq RL=:rcos/>;
RL =r'sin'/>cos'7-+-r*cos'/>;
ML = rsin/>sin^; CL = a(n- «jui) — rsinp sïnq;
CR =CL -hRL =a*(n-afjL)«— 2a(n-afjL)/-sin/?sin^-+-r*=a«(i-+-ajui')«;
on aura donc, en négligeant les quantités de l'ordre a^, comme nous le ferons toujours dans la suite,
r'— 2ar(i -+- «fx) sin/?sin^ = 2aa"(jui'-— jjl),
d'où l'on iire
r = a(i + afx)sin/>sin^ ±: asin/>sin7(i + afx) H . ^ T^ •
Il faut substituer dans [f.\ au lieu de vj' et dQ 0', les valeurs qui leur conviennent; or, en adoptant le signe —, on a
sinjDsin^ ce qui indique que le point R est infiniment voisin du point M, et alors
on a, aux quantités près de l'ordre a,
d'où l'on tire, aux quantités près de l'ordre a*,
afji'=afji;
partant,
ce qui, d'ailleurs, est y'mhle a priori. En adoptant le signe -+-, on a
r — aa(i -+- au) sinDSin7 H . ^ . '^ 9
^ ^' '^ ' sin/?sin7
et c'est l'expression de MR; il faut, présentement, déterminer 0' et x3! en fonctions de p et de q. Pour cela, on abaissera des points R et Z les perpendiculaires RK et ZK sur AB; en négligeant les quantités de l'ordre a, comme cela est ici permis, 0' et u' ne se trouvant que dans a' qui est déjà multiplié par a, on aura
CK=:acos9';
de plus, si l'on mène LH perpendiculairement sur AC et ZS perpendiculairement sur LH, on aura
CH = CLcosÇ = (a — r6În/>8in7)cosô -
et
ZS — KH = rsin/7C0S7sin9; *
donc
CK = CH -hHK = acos^-r.rsin/>(sinôcos7 — cosôsinç);
cos5':=co8^-T- asin'/>sin7sin((? — 7);
on a ensuite
. , , . RZ rcosp asinpcospsîna
8m(fD'— m) = 5^ = — r— ^ = ^. J i;
' RK asm 5' smô' '
on déterminera donc a et 0' au moyen des équations
. , , . ssînpcospsina sm{w'— By) = ^--^-7j- -'
cos9' — cosÔH- asinV8m78in(9 — 7)
ou
si Ton substitue maintenant, au lieu de r, sa valeur dans les expressions de Â, B et C, on aura
j [2asin'/?sin*^(i 4-«|x) 4- aa{[tJ— ^)s\ï\p'\dpdqy B = — / / j aasin*/>sîngcos^(i -h «fx) -f- aa{[k' — ji) sin/? -r-^ dpdq.
lie ^1C
c = / / I aasin'/>C08/?sin^(i H- «fi) H-«a(|x'--- |x) -T— ^ rf/)^/^;
les intégrales précédentes devant être prises depuis/? et q égaux à zéro jusqu'à /> et q égaux à u, il est clair qu'on peut négliger, dans le développement des différentielles, les termes dans lesquels cos/? ou cos^ se trouvent élevés à des puissances impaires; car soit P cos^âf^ un de ces termes, P étant fonction de sin^ et de cos^^, il est visible que P
sera le même pour deux valeurs de 9, équidistantes de -» mais dont
Tune est au-dessus et Tautre au-dessous de ce point; donc, cos^ étant le même pour ces deux valeurs, avec des signes contraires, Vcosqdg sera aussi le même avec des signes contraires ; en sorte que Ton aura, depuis q = o jusqu'à y = u»
on a ensuite
de plus
XPcos^û^zzio;
f S\n^qdq='!^, I sin^pdpzz:^;
donc
\ f 2S\n*ps\n*qdpdq=:\^;
on a encore
lie ^K
/ sinp dpdq=:2n;
en faisant donc, pour plus de simplicité, a = i, on aura
lie ^K
fx' sinp dp dq
,t: ^"K v»ic ^ic
si Ton intègre Texpression de B par rapport à/', on aura
-j^ désignant le coefficient de £^, dans la différentielle de pi'; or» /> étant
supposé nul, on a C7'= C7 et 0'= 0, donc [jl'= [jl. Les mêmes équations ont encore lieu lorsque/» = ir; on a donc
partant,
B==— «/ / cosp-r-^ ^-dpdq; J. J^ smç dp ^^
on a présentement
dp ~~ âO' dp '^ âvï' dp'
et Téquation
cosô'=cosô-h asinVsin7 8m(9 — 7)
donne, en faisant varier 0' et/?,
sin S' dO' ~ — 4 sinp cosp sîn^ sin ( 9 — 7) dp.
Partant,
<W^ __^ 4 sinp cos/> siny sin ^ 5 — y) ^ cV> "" sin y '
en différentiant présentement l'équation
, , , . a sinpcospsinâr
sin(iij'— BJ) = . ^r
sin0
par rapport à u' et/?» on aura
, , . • x^ asinpcospsinûr-^— cos^'op
' sino' sin*0' ^
partant,
chij' __ a(cos*/> — 8in*/g) siny 8sin*/?eos'/>sin*^sin(0 — g) cos0' dîp ~~ sin^C08(cj'— cy) sin'Ô'cos(cy'— bj) ' .
on aura donc
dfx' a sin/? cos*/? cosy sin ( 0 — 7) <^0' sin ô'
^^af"" f""} V rco8/?cos7(cosV-siDV) U»^
2 Jo c/û 1 àm'\ sin0'cos(iij'— BJ) [ ^^'
0 »^o j v"' L sin0'cos(iij'— BJ)
4 sin*/? cos'/? sin^ cos^ sin( ô — g) cosô
sin*0'cos(Bj'— Bj)
d*où l'on tirera facilement
dix' sin/>cosV[sinÔ4-sin(0— Q^)] W sïnë^
-=iuf'' f( ^^' rcos/?cos7(cosV — sinV) \dDda'
2 Jo Jo \ à^'V sin0'cos(By'— BJ) ( ^^'
2 sin*/? cos'/? sin^ cos 0' [sin 0 -h sin (ô — a q)y\ sin'0'cos(Bj'— Bj) J
si Ton différentie l'expression de Â, par rapport à 0» on aura
dk
de
t <^l* r f . (dit' dB' d[i' (te'X , .
Or» en différentiant l'équation
cos0'=cos9cos*/? 4- sin*/?cos(6— 2q) par rapport à 0' et 0, on a
sin 9' d6'= sinô cos*/? dO -f- sin*/? 8in(0 — a^) é/0,
ce qui donne
d9' __ sinO cos'^p -h sïn^p sin ( g — ay ) ^
si Ton différentie ensuite l'équation
... . asînpcospsinûT
sin(cy'— or) = ^ . /?
^ ' sin ô'
par rapport à xs' et 0, on aura
, , ... 28in/?co8p8Înacos^ <^0' .^
^ ' sin*0' d^
d'où Ton tire, en substituant au lieu de ^ sa valeur»
àjs' asinpcospsin^cosd' . /i , •••//» m
oB sin'0'cos(iij' — BJ) *■ ^ '^ ^ "*
»iï /»it » \ /
— ^sE/ — ^-fzT — ~r-r— — ^— [s>n d cosV -»- sin V 8in(& — 2 a)] \ dp de
partant,
''^ "^ ' dfjt' 8in/?8in(0 — 27)
^"^XX (sin«/>-co8V)|f^
sinô'
__ ^r cospcosq
dvs' Lsin 0' cos (©' ~ or
a sin*/? cos/? siny cos ^ sin (g -— a^)"! ) sin»e'cos(iïT' — w) Jj
Maintenant on a
Ôq " dB' dq "*" dGJ' dq'
or, si Ton différentie l'équation
cosô'= cosO cos*/? -h sin*/? cos(d — 27),
par rapport à 0' et à 9, on aura
sin0'rfô'=:— 2sin*/>8in(9-- 2q)dg; partant
dO' asin*/? sin(0 — 27)
dq~ siiTô' '
en diffçrcntiant ensuite l'équation
... . asinpcospsin^
sin(iij' — ©)= ^ . ^ î»
^ ' sinô'
par rapport à tor" et à ^, on aura
dO'
. a sinp cos/? sin a cos Ô' ^- dq , , ^ , , 2S\npcosp cos gag r r ^ àg ^
C0S(lij'— liJ)€/cj'=z T^, ^— ^ i-r^T -î —
^ ' sin0' sin*0' '
(1*011 l*on tirera, en substituant au lieu de 3- sa valeur,
dq
(te' _ 2sin/>cos^cos^ 4 sin'/? cos/? sin 7 cos 0' sin (0— 27) dg ~" sinÔ'cos(Gy' — cj) sin'ô'cos(iij'— nr) ^
partant
d\i! __ d\i! 2sin*/?sin(0 — 27) ~dq ■""^-■^ô"' sinè^
d\il r 2sin/?cos/? cos^ 4sin'/?cos/?sin7cosô'sin(0 — 2^)"] dw' [sinô'cos(cj'--cy) sin*ô'cos(o'— cy) J^
on aura donc
dk .^ . dix . r"" r"" àjx' sin'/? - cos'/? ^ ^
de * ' dô * jo ^0 ^^ ^^^P
or, en intégrant par rapport à 7, on a
La constante arbitraire doit se déterminer par la condition que Tintégrale commence lorsque y = o; et, dans ce cas, on a 6'= 6 et ts'= ta; donc p.'= (x; partant H = — (x, et
OEuvreê de L. — IX. Il
. mais l'intégrale doit se terminer lorsque y = ir; et, dans ce cas, on a 0'= 0 et tsT'= cy, partant (x'= [a; donc
ce qui donne
(^nation analogue à celle que j'ai donnée pour les sphéroïdes de révolution, dans les Mémoires de V Académie déjà cités, page 545 (' ).
On aura, en suivant la même analyse, une équation à peu près semblable entre A et G; mais, au lieu de recommencer les mêmes calculs, il est plus simple de tirer cette équation de l'équation (a). Pour cela, considérons un point m, infiniment voisin de M, placé en même temps il la surface du sphéroïde et dans le plan AME; si Ton fait MC/n = ^, et que l'on nomme *A ce que devient A pour le point /w, et '[jl ce que devient tx pour le même point, on aura
d^ "" dB ^ dO "OB'
Téquation (a) devient conséquemment
0) 'A - A - iRflT^ -+- i« 7:( 'fx - fx) = o.
Imaginons par les points M et G un plan QMG, perpendiculaire au plan AME, et considérons un point m\ infiniment voisin de M, placé on même temps à la surface du sphéroïde et dans le pl^ QMG; soit rf<p Tangle MGm', et soient A, et tx, ce que deviennent A et a au point m'x il est clair que, par la même raison que l'équation (X) a lieu, celle-ci
(>/) A,~A-iCrfo-+-}«7r(fA,~fx)=o
doit avoir lieu; présentement, l'angle /w'GA ne difRre de Tangie MCA que d'un infiniment petit du second ordre, en sorte que, si Ton sup-
C») Œuvres de Laplace, T. VIU, p. 491.
pose la longitude du point m! égale à t7 + dm^ on aura
A| — A:=-T— cfcy cl Uf — UL zn -J-- dm ; ors ^ ^ dm
de plus» en négligeant les quantités de Tordre a, comme cela est ici permis, C étant infiniment petit de l'ordre a, on a rfç=:flfasin6; Téquation (X') deviendra donc
(a') ^-iCsinÔ4-î«7r^ =o;
OBJ * ^ dxs
et les équations (a) et (a') ont lieu, quelle que soit la figure du sphéroide, pourvu qu'il diffère infiniment peu de la sphëre.
Supposons maintenant que le sphéroïde ait un mouvement de rotation et, de plus, que toutes ses parties soient animées par des forces quelconques, et déterminons les équations de l'équilibre. D'abord, il est clair que l'axe de rotation peut être censé passer par le centre de gravité du sphéroïde; soit donc AB cet axe, C étant le centre de gravité de la masse entière; soit encore a/ la force centrifuge à l'équateur du
sphéroïde, ou loi:sque 0= -; cette force sera au point M égale à
a/sinô, en négligeant les quantités de l'ordre a*, et elle donnera, suivant l'élément M/w du sphéroïde, une force égale à a/sinOcosO; cette même force, décomposée suivant l'élément M/w', sera nulle et, décomposée suivant MC, elle donnera une force égale à — a/ sin'0; je lui donne le signe —, parce qu'elle agit en sens contraire de MC. ,
L'action A du sphéroïde sur le point M, décomposée suivant Mm, donnera une force, égale à AcosCMm; or on a
cosCM/n=:— a^;
donc l'action A produira, suivant M/w, une force égale à
en négligeant les quantités de l'ordre a^. Cette même force A, décom-
posée suivant M/w', donnera une force égale à
dix
. dfâS
' sin9
La force B, étant de Tordre a, donnera suivsmt Mm, en négligeant les quantités de l'ordre a^, une force égale à B, et suivant Mm' une force nulle. Pareillement, la force C donnera suivant Mm une force nulle, et suivant Mm' une force égale à C. Supposons ensuite que le point M soit animé : i** d'une force aM, dirigée de M vers V; 2® d'une force a N, dirigée de M vers Q; 3® d*une force aR, dirigée de M vers C; M, N et R étant des fonctions quelconques de ta et de 0, on aura pour la force entière, dont le point M est animé suivant Mm,
du
xfs\n9cos9 -^ «M -+- B — j«^7iû>
et, comme cette force doit être nulle par la condition de l'équilibre, on aura l'équation
(a") a/sin9cosô h- aM h- B = JaTU ^•
On aura semblablement pour la force entière, dont le point M est animé
suivant Mm',
dix
et, cette force devant être encore nulle dans le cas de l'équilibre, on aura l'équation
(a'') sin9(C-+-aN)=:|a7r^;
ovs
enfin, la force entière dont le point M est animé suivant MC est A — a/sin^O -1- aR; or il est facile de s'assurer que la pesanteur au point M, ou, ce qui revient au même, que la résultante des trois forces, suivant MC, MV et MQ, ne difllëre de la force, suivant MC, que
d'une quantité de l'ordre a*; donc, si l'on nomme P la pesanteur au point M» on aura
Si Ton différentie cette équation successivement par rapport à 0 et à XS9 on aura
^dO -^de -+-a^rf^-2«/sin9cos9^0, dO dd d9 -^
dP, dk, (^R ,
(TTîj uTSj ora
en substituant dans ces équations, au lieu de ^ et de ^> leurs valeurs que donnent les équations (a) et (a'), on aura
^dQ =:ïBde-l(XT:^de-\-x^de-^2a/s\necosede,
-^--dxs:=\CsinOdî3 — i(xn -J-dxs-^ ol -r—dm, ors ^ ouj ûrn
et, si Ton substitue, au lieu de B et de C, leurs valeurs que donnent les équations (a") et (a'") de l'équilibre, on aura
^de =-.i(x/smecos6d9-\<xMde-^oi^d9,
^— ûfcj =— i«N sinO dxs -h a -^—dxs ; dm Ofs
en ajoutant ces deux équations, on aura
^=--f a/sin0cos9rfÔ — |«(Me/9^-Nsin06fGJ)4-a^R; pOur que cette équation et, par conséquent, pour que l'équilibre soient possibles, Mrfô -h NsinOûfa doit être une différence exacte; soit d\ cette différence, et Ton aura
P = P'-f. f «/cos*9 - \aW -4- a R,
t*' étant une constante arbitraire ajoutée en intégrant, et cette équation exprime généralement la loi de la pesanteur à la surface du sphé- «•oïde.
Lorsque les forces aM, aN et aR sont produites par les attractions (le tant de corps que Ton voudra, placés près ou loin du sphéroîdet mais tels cependant : i**'que leur action sur le sphéroïde altère infiniment peu sa figure; 2° qu'ils participent au mouvement de rotation du sphéroïde, autrement il ne pourrait jamais y avoir équilibre, ou bien s'ils ne tournent point avec le sphéroïde, qu'ils soient en nombre infini, et distribués également et circulairement autour du sphéroïde, comme il est très naturel de présumer que toutes les parties de Tanneau de Saturne sont disposées autour de cette planète; M^/O + Nc/t^sinO sera toujou^rs dans ce cas une différence exacte ; car, soient S un de ces .corps, r sa distance au point M, et h sa distance au point G ; r peut être considéré comme fonction de 0, xs et du rayon CM, que je nommer;
présentement, l'action de S sur M est -j; cette action, décomposée suivant MV est -^ ^; cette même action décomposée suivant MQ est -1 — :— û 3=; enfin cette action décomposée suivant MC est z -^.
r«5sm9 OBJ ^ r^ ds
Pour être en droit de regarder le centré G comme immobile, il faut retrancher des forces précédentes Faction de S sur G, décomposée suivant les mêmes lignes, et, pour avoir cette action, il suffit de faire s infiniment petit dans les quantités précédentes ; soient r ce que devient r dans ce cas, et s" ce que devient ^, on aura
" r^s de r'^s' de '
et
partant
«N = S Or _ S f^' ~~ r'^sinô (hn r'* s' sine dvs
«M £/0 -h «N sin ô dî3 — ~ dr - -^, dr\
en ne considérant que gt et 0 de variables; on aura donc
S S S dr* S dr
* •' 2rs ir's' /•'* ds r* ds
Supposons qu'en réduisant -> dans une suite ascendante par rapport à Sf on ait
- =: T -H bs -^ b^^^ s^ -h . . ., r n
b, b^*\ . . . étant des fonctions de 0 et de t7» on aura
ar's' 2hs' a
de plus» on aura
/il
s àr' r*
4, ^=-S-5S=~S6-aS6(»)y-...; r* (75' ar
et, si Ton considère que le terme ^> étant constant, peut être
censé compris dans la constante arbitraire P', on trouvera, en faisant s'= o,
rfc Tfc/»^ •« S 3S6 S dr * •' 2rs a r^s os'
désignant donc par ^( ^ t) '^ somme des quantités
fSè r T"' relative à tant de corps que l'on voudra, on aura
P = P'^i.fcosH^^{±-iSi,-^/^^^.
S dr\ )
Partant, si Ton connaissait la figure et la densité de l'anneau de Saturne, et sa position par rapport à l'axe de rotation de cette planète, on pourrait, en supposant la planète homogène, déterminer la loi de la pesanteur à sa surface; l'équation précédente réduit* comme Ton voit, le problème à la quadrature des courbes, parce qu'alors S devient infiniment petit et que la caractéristique intégrale £, relative aux di£férences finies, se change dans la caractéristique intégrale f, relative aux différences infiniment petites.
Sur le Jlux et le reflux de la mer y et sur la précession des équinoxes et la nutation de l'axe de la Terre qui résultent de ce phénomène.
Il ne s*agit point ici de chercher une nouvelle cause du flux et du reflux de la mer, mais de bien faire usage de celle que nous lui connaissons incontestablement, et qui, comme Ton sait, consiste dans Tinégale pesanteur des eaux de la mer et du centre de la Terre vers le Soleil et la Lune. Je me propose d'assujettir à une analyse plus rigoureuse qu'on ne l'a fait encore les effets de cette inégalité de pesanteur et les oscillations qui en résultent. Presque tous les géomètres qui se sont occupés jusqu'ici de cet objet ont supposé d'abord un astre immobile au-dessus d'une planète immobile et recouverte d'un fluide; ils ont cherché la figure que le fluide devait prendre pour être en équilibre; considérant ensuite le cas où l'astre a un mouvement réel ou apparent autour de la planète, ils ont supposé que la flgure du fluide en équilibre, qu'ils avaient déterminée dans le cas de l'astre immobile, n'était point altérée par ce mouvement, dont tout l'effet, suivant eux, est de changer a chaque instant la position de celte figure relativement à la planète, en lui conservant toujours la même situation par rapport à l'astre. C'est ainsi que MM. Newton, Daniel Bernoulli et Maclaurin ont déterminé les effets des attractions du Soleil et de la Lune sur la mer; mais il est aisé de sentir le peu de conformité de ces suppositions avec ce qui a lieu dans la nature, et l'on doit aux grands géomètres que je viens de citer la justice d'observer qu'ils en ont eux-mêmes reconnu l'inexactitude et l'insuflisance pour expliquer plusieurs phénomènes des marées. Celui qui s'éloigne le plus de leur théorie est la différence très petite que l'observation donne entre les deux marées d'un même jour, quelle que soit la déclinaison des deux astres, tandis que, en suivant leur résultat, cette différence doit souvent être tri's considémble et beaucoup plus grande qu'aucune autre
inégalité des marées : or une théorie qui diffère à ce point de l'observation doit être entièrement abandonnée. Heureusement* cela ne porte aucune atteinte au principe de la gravitation universelle, et il n'en résulte que la nécessité d'avoir égard, dans la détermination des oscillations de la mer, au mouvement de rotation de la Terre, et à ceux du Soleil et de la Lune dans leurs orbites. Cette recherche présente alors de bien plus grandes difficultés que celle de l'équilibre, et c'est vraisemblablement ce qui a déterminé les géomètres à se borner à ce dernier cas; j'en excepte, cependant, MM. Euler et d'Alembert; le premier de ces deux grands géomètres, après avoir fait sentir, dans sa pièce sur le flux et le reflux de la mer, la difficulté de soumettre à un calcul précis les oscillations des eaux de la mer et le peu de ressources que présentaient alors à cet égard l'Analyse et la théorie des fluides, s*est borné à déterminer ces oscillations dans l'hypothèse qui lui a paru la plus vraisemblable sur l'effort des eaux pour reprendre leur état d'équilibre lorsqu'elles s'en sont dérangées. C'est donc, à proprement parler, à M. d'Alembert qu'il faut rapporter les premières recherches exactes qui aient paru sur cet important objet; cet illustre auteur s'étant proposé dans son excellent Ouvrage qui a pour titre : Réflexions sur la cause des vents, de calculer les effets de l'action du Soleil et de la Lune sur notre atmosphère, y détermine d'une manière synthétique et fort belle les oscillations d'un fluide de peu de profondeur qui recouvre une planète immobile, au-dessus de laquelle répond un astre immobile; il cherche ensuite à déterminer ces oscillations dans le cas où, la planète étant toujours supposée immobile, Tastre se meut uniformément sur un parallèle à l'équateur, et il parvient, par une analyse aussi savante qu'ingénieuse, aux véritables équations de ce problème; mais la difficulté de les intégrer Ta forcé de recourir à des suppositions qui en rendent la solution incertaine; on trouvera dans ces recherches la solution rigoureuse de ce même problème, quelle que soit la densité du fluide et le mouvement de l'astre attirant dans l'espace. Au reste, je dois à M. d'Alembert la justice d'observer que, si j'ai été assez heureux pour ajouter quelque chose à ses excellentes Réflexions sur la
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cause des vents, j'en suis principalement redevable à ces Réflexions elles-mêmes et aux belles découvertes de ce grand géomètre sur la Théorie des fluides et sur le Calcul intégral aux différences partielles, dont on voit les premières traces dans l'Ouvrage que je viens de citer. Si Ton considère combien les premiers pas sont difficiles en tout genre et surtout dans une matière aussi compliquée; si l'on fait attention aux progrès immenses de l'Analyse depuis l'impression de son Ouvrage» on ne sera pas surpris qu'il nous ait laissé quelque cho^e à faire encore et que, aidés par des théories que nous tenons de lui presque tout entières, nous soyons en état d'avancer plus loin dans une carrière qu'il a le premier ouverte.
Il semble que la solution du problème précédent renferme toute la théorie du flux et du reflux de la mer : car, quoique on y suppose la planète imniobile, ce qui n'est pas vrai pour la Terre, cependant, le mouvement de rotation de cette planète paraissant n'avoir d'autre efiet que de changer la position du Soleil et de la Lune par rapport aux eaux de la mer, on pourrait croire que, pour être en droit de regarder la Terre comme immobile, il suffit de transporter en sens contraire à ces deux astres son mouvement angulaire de rotation; mais, en réfléchissant avec attention sur la nature du problème, on aperçoit bientôt que le changement dans la position du Soleil et de la Lune par rapport à la mer n'est pas le seul effet qui résulte de la rotation de la Terre» et l'on s'en convaincra facilement par la remarque suivante, qui n'a point échappé à M. Maclaurin dans son excellente pièce sur le flux et le reflux de la mer, quoique ce savant auteur ne Tait point soumise au calcul. Lorsqu'on suppose à la planète un mouvement de rotation commun au fluide, la vitesse d'une molécule du fluide étant supposée rester la même dans le sens du parallèle, son mouvement angulaire de rotation augmente ou diminue, suivant qu'elle s'éloigne ou qu'elle s'approche de Téquateur, en sorte qu'elle change, de méridien par cela seul qu'elle change de parallèle : or ce changement pour les eaux de la mer est du même ordre que les mouvements immédiatement excités par Faction du Soleil et de la Lune.
On Yoit par là TimperfecCion de toutes les théories connues sur le flux et sur le reflux de la mer, et combien il était nécessaire de résoudre» avec plus de rigueur qu'on ne Ta fait encore, ce problème, Tun des plus intéressants et des plus compliqués de toute l'Astronomie physique; c'est à remplir cet objet, au moins autant qu'il m'a été possible, que sont destinées les recherches suivantes, et j'ose espérer que l'importance et la difficulté de la matière pourront leur mériter quelque attention de la part des géomètres; je devais naturellement m'attendre à ce que, ayant fait entrer dans ma solution toutes les circonstances essentielles du problème, mes résultats approcheraient beaucoup plus de l'observation que ceux de la théorie ordinaire, sur le peu de difl*érence qui existe entre les deux marées d'un même jour : aussi ai-je eu la satisfaction de voir qu'ils donnent, dans les hypothèses les plus vraisemblables sur la profondeur de la mer, une infinité de moyens d'expliquer pourquoi cette diflerence est aussi peu considérable : je regarde l'explication de ce phénomène comme un di^ principaux avantages de mes recherches. Elles m'ont donné lieu de faire une remarque qui me parait utile dans la théorie de la précession des équinoxes et de la nutation de Taxe de la Terre ; il ne suffît pas, dans cette théorie, do considérer l'action du Soleil et de la Lune sur^la partie solide de cette planète : il faut encore avoir égard à l'action de ces deux astres sur les eaux de la mer. Imaginons, en efi'et, que la Terre soit un ellipsoïde de révolution recouvert par la mer; il est clair que, tant que le Soleil sera dans le plan de l'équateur, son action sur la Terre et sur les eaux qui la recouvrent étant égale et symétrique des deux côtés de l'équateur, il ne peut en résulter aucun dérangement dans la position de l'axe de rotation de la Terre; mais, si l'on suppose le Soleil décliner vers l'un ou vers l'autre pôle, son action ne sera plus la même sur les deux moitiés de la Terre formées par la section du plan de l'équateur ; les eaux de la mer, distribuées différemment sur ces moitiéspar l'action du Soleil, les attireront d'une manière difierente et presseront inégalement leurs surfaces. On conçoit donc qu'alors il doit y avoir un dérangement dans la position de l'axe de la Terre, produit non seule-
ment par l'action directe du Soleil et de la Lune sur la partie solide de cette planète, mais encore par l'attraction et par la pression du fluide dont elle est recouverte; or le calcul m'a montré que les efiets qui résultent de cette seconde cause sont du même ordre que ceux qui dépendent de la première, toutes les fois que la densité du fluide est comparable à la densité moyenne de la planète. J'ai cru que les géomètres ne seraient pas fâchés de voir la théorie de ces dérangements; je l'expose conséquemment ici avec tout le détail que peut e»ger son importance; cette recherche m'a paru d'autant plus nécessaire, que tous ceux qui ont jusqu'à présent résolu le problème de la précession des équinoxes ont négligé d'avoir égard à l'action 4\i Soleil et de la Lune sur la mer, et M. d'Alembert, à qui nous en devons la première solution rigoureuse, i^ense que cette action ne peut avoir aucune influence sur ce phénomène; je m'écarte d'autant plus volontiers du sentiment de cet illustre auteur, que cela n'afi*ecte en rien sa belle méthode qui est un chef-d'œijpvre de Dynamique, et k laquelle la mécanique des corps solides est redevable des découvertes intéressantes qui l'ont enrichie depuis trente ans. Il ne résulte même de l'action du Soleil et de la Lune sur la mer aucun changement dans les lois de la précession des équinoxes et de la nutation de l'axe de la Terre; cette action n'influe que sur le rapport de la quantité de la nutation à celle de la précession, et son influence, qui pourrait être considérable dans^ une infinité d'hypothèses sur la profondeur et sur la densité de la mer, est très petite dans celles qui sont le plus conformes à la Nature; car on verra dans la suite qu'elle est proportionnelle à la différence des marées de dessus et de dessous, différence qui, suivant Tobservation, est presque insensible. Le phénomène de la précession des équinoxes a cela de remarquable que l'on retrouve toujours les mêmes lois, quelques hypothèses que l'on emploie sur la profondeur de la mer et sur la figure de la Terre; c'est un théorème que je démontre ici rigoureusement, en supposant que le solide recouvert par les eaux est un sphéroïde de révolution peu diff^érent d'une sphère, et divisé en deux parties égales et semblables par Téquateur ; la rapidité du
mouvement de rotation de la Terre me donne lieu de croire que ce théorème est généralement vrai, quelle que soit la loi de la profondeur de la mer et la figure du solide qu'elle recouvre, pourvu qu'il diffère peu d'une sphère, et qu'il tourne à très peu près autour d'un de ses axes principaux -de rotation; c'est là, si je ne me trompe, la raison pour laquelle la théorie est si bien d'accord sur ce point avec l'observation, tandis qu'elle s'en éloigne sensiblement sur la* figure de la Terre. •
Concevons une planète très peu différente d'une sphère, et recouverte d'un fluide d'une densité homogène; il est clair que, si la planète tourne sur son axe et que le fluide ne soit agité par aucune force extérieure, il prendra à la lo.ngue le mouvement de rotation de la planète, et parviendra enfin à être en équilibre. Supposons-le parvenu à cet état et qu'ensuite, par l'attraction d'un nombre quelconque d'astres.
Fig. 3.
il en soit dérangé de manière qu'il fasse des oscillations infiniment petites; il s'agit de déterminer la nature de ces oscillations. Pour cela, soient {^fig- 3) a/i6Ca la planète et ANBAa/ièa le fluide qui la recouvre; considérons une molécule quelconque M du fluide, telle qu'à Torigine du mouvement l'on ait eu CM = j, l'angle NCA = 0, et que la longitude de ce point ait été cr, C étant le centre de gravité de la planète, et le premier méridien, d'où l'on commence à compter les longitudes, étant supposé immobile, ou ne point participer au mouve-
ment de rotation de la planète; soit nt le mouvement angulaire de rotation commun au fluide et à la phnëte, / désignant le temps écoulé depuis l'origine du mouvement, et supposons qu'après ce temps 0 se change en 6 -i- ai/, u en ct h- /i/ -»- ai' et * en * H- ar, a étant une quantité infiniment petite ;u^v eir seront fonctions de 6, car, s et du temps /. Imaginons présentement au point M un prisme fluide rectangle dont les trois dimensions soient
os
et
(s-har) (dw-^a^dfBj sin(â + aii).
les quantités 3-' ^> ;i^ exprimant, suivant la notation reçue, les coefficients de ds, </0 et du, dans les difl'érentielles de r, k et i^; la solidité de ce prisme sera, en négligeant les quantités de Tordre a' et nommant A la densité du fluide,
(A) ^dsdOdm U*sin0 f i -+- a-v- -h a^-g -+-«;j-; 4-att -r-jô j -+- aar^sinôl.
Dans l'instant suivant, ce prisme se changera dans un solide d'une autre figure ; mais il est aisé de s'assurer que, si l'on détermine la masse de ce nouveau solide, comme s'il était un prisme rectangle, on ne se trompera que de quantités infiniment petites du second ordre par rapport à celles que l'on considère; on peut donc, en négligeant ces quantités, supposer nulle la difi*érentielle de la quantité (A), prise en ne faisant varier que le temps /; d'où l'on tire, en intégrant par rapport à /,
^ ^fl^ r * • û/ àr du dv cos9\ . ^1
dsdQdxnXs^smBx i 4- a :»- -h a x^- -t- « vu -^au-r—ji ) -k-iar$%\nB\
L \ os dO âïïs sin^/ J
1= 9(5, BJ, Q)dsdBdfa,
<p(5, zjf 6) étant une fonction de 5, a et 0 sans /; or on a à l'origine du
mouvement, ou lorsque / = o, r=o, e/ = oet^ = o; donc
9(5, CT, Ô) = s*sïn9;
partant, on a
d,s*r ./au dv °- as ^'KdB^d^
cosô\
Imaginons présentement la position du point M déterminée par les ' trois coordonnées rectangles x^y^ z, qui aient pour origine commune le centre C, de manière que Taxe des x soit Taxe Ca de rotation de la planète, que Taxe des y soit perpendiculaire à Ca dans le plan du premier méridien, et que Taxe de z soit perpendiculaire à ce plan; on aura
a:=: (s4-ar)cos(9 4- a a),
yz={s -hoir)sïn{9 -h cxu)cos{fs -^ nt-^ 0Li>)f
5 =^(3-^ (xr)s\n(0 -h au) sïii(m -h nt -h (xv).
Gela posé, concevons ta molécule M sollicitée par tant.de forces attractives F, F, F'', ... que Ton voudra, et nommons /, /' f, ... les distances des centres d'attraction à la molécule;/, /',/", ... serbnt fonctions de a, 0, 5, du temps / et de constantesl soit encore p la pression du fluide au point M,/> étant pareillement fonction de cj, &, 5 et /; si Ton désigne par la caractéristique B les difi*érences des quantités prises en regardant le temps / comme constant, on aura Téquation suivante :
(B) o = Fa/4-Fa/'-fFM/'4....4-^4.a^5Ï4-a/^-t-a.g.
Cette équation est un corollaire du principe suivant de l'équilibre, qui Q^ut être utile dans beaucoup d'autres circonstances :
Si un nombre quelconque de forces R, R', R'", ... agissent sur un point M, suivant des droites quelconques dont y, y', y^, . . . représentent les longueurs depuis le point ^jusqu'à leurs origines, que l'on peut prendre
à volonté et vers lesquelles elles sont supposées tendre; y, y*» "f ^^^^ /onctions des quantités 0, n et s^ qui déterminent la position du point M; cela poséj dans le cas où ce point sollicité par ces forces est en équilibre ^ la somme des produits de chaque force, par l' élément de la direction^ est nulle, ce qui donne l'équation suivante
o = R (îy 4- R' Ô/-+- R^ôy'-i-. . .,
les différences oy, ôy', Sy", . . . étant prises en faisant mouvoir les droites y, y', y", . . . autour de leurs origines, et en faisant varier les quantités 6, xs et Sf relatives à la position du point M.
Si les différentielles dd, du et ds n'ont aucun rapport entre elles, l'équation précédente étant vraie, quelles que soient ces différences, tiendra lieu de trois équations; mais, s'il existait entre 6, cjet 5 une équation quelconque, si, par exemple, le point M était forcé de se mouvoir sur une surface courbe, on pourrait alors éliminer de l'équation de l'équilibre une de ces différences, et cette équation ne tiendrait plus lieu. que de deux autres; elle ne tiendrait lieu que d'une seule, s'il existait deux équations entre les trois variables 6, ts et s, par exemple, si le point M était forcé de se mouvoir le long d'une ligne courbe.
Voici maintenant comment, de ce principe, on peut conclure l'équation (Q); pour cela, supposons que la molécule placée en M soit un parallélépipède infiniment petit, dxdydz; la pression /> du fluide sur ce parallélépipède, parallèlement aux a?, est égale à la différence de pression sur les deux faces opposées, égales chacune kdydz; elle sera
donc — ^ dxdydz, p étant ici considéré comme fonction de x^ Hey
et de 5, et le temps / étant regardé comme constant; en divisant cette
dp
pression par la masse ÙL.dxdydz du parallélépipède, on aura — —^
pour la force accélératrice dont il est sollicité parallèlement aux a?, en
dp dp
vertu de la pression du fluide; on aura pareillement^— -^> — ^
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pour les forces accélératrices clans le sens des v et des z; de plus, h»s vitesses -^> -^> -^ du point M, parallèlement aux a?, aux v et aux z, se changent d<ins Tinstant suivant en
dx . d*jr dv , d^ y dz , d*z
-77 ^- « ' -^nr » -i~ -\-dt -fr » 1 — H r/^ -^r ; dt dl* dt dt^ dt dt^ '
cela posé, il est visible, par les principes connus de Dynamique, que ce point doit être en équilibre en vertu des forces F, F', F", . . . ,
dp
dp
dp
ùx
dy
dz
fPr
rf'3
dt-'
dli'
dt^'
et comme les six dernières de ces forces agissent en sens contraire de l'origine des x^ desj et des ;?, l'équation précédente^ de l'équilibre donnera
si Ton substitue maintenant, au lieu de x, r» -» leurs valeurs en 0, n, s, oLr, OLU, ar, on aura, en négligeant les quantités de Tordre a%
a ( cosv -^ —ssind-r— 1 o(.çcos^)
;-ô[(5 -h a/-) sin(9 -h af/)]*
. , ^ / , ^dr r^''\
2 3cw5sni^ oTîj I sm9 -^ H-.çcos7-^ I
a ( smy-j-^ H-.çcosu-^ 1 o(5sui9)
dv ^ d^ i'
— 2 (xns sinO -r à(s s\i\0) -h a5*sin*^ôiii -7-7
dt ^ dl-
Les équations (1) et (2) appartiennent h tous les points de Tinté-
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ri(Mir <lu tluide, mais Téquation (2) prend une forme un peu difle-
HMiU* k la surface extérieure. Pour la déterminer, nommons •— la
forro accélératrice résultante de la pression du fluide sur le point N placé à la surface extérieure; cette pression agit, comme Ton sait, dans la direction du ravon osculateur; soit p ce ravon, et Ton aura, par ce qui précède.
maintenant, si Ton suppose que les diflerentielles cx^ oy* oz soient celles de Isf surface elle-même, on aura, par la nature du rayon osculateur, os = 0; partant
Téquation {-i) aura donc lieu pour tous les points de la surface extérieure du fluide, pourvu qu*on y suppose op = o et que les dîflerentielles ôCT, oO et os soient celles de la surface elle-même.
Il faut ensuite assujettir le mouvement des points de la surface intérieure du fluide à ce que les diflerences orr, oO et os aient entre elles les mêmes rapports que les difl*érentielles de Téquation à la surface du sphéroïde anlmx il faut enfin satisfaire aux conditions primitives du mouvement du fluide.
Nous supposons ici que le fluide était primitivement en équilibre sur le sphéroïde; soit donc i le demi-axe Ca du sphéroïde, et i-f- yX un rayon quelconque C/i, X étant, pour plus de simplicité, fonction de 0 seul et y étant extrêmement petit, en sorte que le sphéroïde soit un solide de révolution très peu difierent de la sphère. Supposons ensuite que, dans Tétat d'équilibre, la profondeur N/i du fluide soit /y, /étant pareillement extrêmement petit et y étant fonction de 0 seul; le rayon ('.N était conséquemment, dans Tétat d'équilibre, i-h^X-h/y; nous nous permettrons dans la suite de négliger les quantités multipliées
par q ou par /, eu égard à celles du même genre qui ont un coefficient fini; de plus, comme n^ représente k très peu près la force centrifuge à Téquateur du sphéroïde, nous supposerons cette quantité très petite, en sorte que, si Ton nomme g la pesanteur à l'équateur, n^ sera du même ordre que gq ou gl. Cela posé, il est clair que, pour les points du fluide contigus au sphéroïde, r est très petit par rapport à u et a r; car, s étant pour tous ces points égal à i + ^X, s se change en
I H- yX H- oLqu-^y lorsque 0 se change en 0 -i- aw; donc alors
en sorte que r est du même ordre que qu, et l'on peut conséquemment
négliger r vis-^-vis de u. Voyons maintenant si cette supposition est
permise pour tous les autres points du fluide, et si en l'admettant
nous pouvons satisfaire, non seulement aux équations précédentes,
mais encore aux conditions primitives du mouvement du fluide; car, si
nous trouvons qu'elle y satisfait, non seulement elle sera permise,
mais elle, sera encore nécessaire, ainsi que les résultîits auxquels elle
pourra nous conduire, attendu que le fluide, en partant du même état
et étant soumis aux mêmes forces accélératrices, n'a pas deux manières
possibles de se mouvoir.
L'équation (2) prend, en vertu de cette supposition, la forme suivante :
-I- oci^fef sin'ô — ^ h a/î sinôcosô -7- )
— 2 ans is sin* 0 -j- d[(5 -f- ocr) sin(0 -\-au)y
Toutes les forces accélératrices dont le fluide est animé se réduisent aux attractions de toutes les parties du fluide, du sphéroïde et des différents astres que l'on suppose circuler autour de la planète; en sorte
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((uc, dans la question présente, F est fonction de/, F' est fone(ion de /', et ainsi de suite; le second membre de Téquation précédente est, par conséquent, une différentielle exacte; le premier membre doit donc l'être pareillement, le temps / étant regardé comme constant. Partant, la quantité
^^^1 —rr — 2w-7-sm9cos^ ) \ cit^ dt )
-H^'ocj I sin'v . Y -t- in sm9 cosv-r- \ — 2ns o,ss\n^O-r-
est elle-même une différence exacte, ce qui produit les deux équations suivantes :
fU-rj — 2w sin{?cos(?-T- ) /)( sin*9 — h- isinOêbsO-^j
f^f-ç'-r-j- — ms^ s'inO {.'osO-j- j c^( sin'ô — j
dv\
os Ôl
Kn intégrant ces équations par rapport à /, et observant que, à Tori gine du mouvement, on a
du dv
on aura
du . ^ ^\ w . ^.dv
f^(.ç*-^ 2/i5*r sinO ces ôj
, - • d(rsin«ô)
et ces deux équations tiendront lieu de l*équation (3), parce que, /> étant indéterminé, si ces équations sont satisfaites, on pourra déterminer/? de manière que Téquation (3) soit pareillement satisfaite; mais, p disparaissant, comme on l'a vu, de Téquation à la surface supérieure, il faut, pour les points de cette surface, non seulement que les
équations (4) et (5) soient satisfaites, mais que Téquation (3) le soit encore, en y supposant S/? = o; voyons ce que devient alors cette équation.
Soit G l'attraction du sphéroïde et du fluide à IWigine du mouvement sur un point m de la surface, pour lequel Tangle mZa était égal
il 0 -h aM, le rayon Cm égal à n-yX-h /yn- oLqu-^ ■+- a/i/^|> et la Ion- '
gitude égale a u h- /// -h ar; soit encore 6 la droite suivant laquelle agit cette attraction; cette droite coïncide avec le rayon Cw, aux quantités près de l'ordre 9, en sorte que si l'on fait, pour abréger. Cm = s\ on pourra supposer
N étant fonction de 0; maintenant, dans l'équation (3), on a pour Ir cas de l'équilibre
du d^u dv d}v
71=''' i?r=°' 57=**' dii='''
de plus, comme il s'agit d'un point placé a la surface, il y faut supposer Sp = o; si donc l'on observe que dans ce cas s -h 0Lr = s' et que la somme des termes F S/ -h F' S/' -h . . . est égale à l'attraction du sphéroïde et du fluide multipliée par l'élément de sa direction et, par con- " séquent, égale à G(8s -hq^^), on aura
q[s' s\n (0-\- oc u)]-=z G (ds' -h qd^).
Lorsque le point N arrive pendant l'oscillation sur le rayon Cm, il ne se trouve point à la distance s' du centre C, mais à la distance s -+- 0Lr\
la différence est s -{- ar — s' oxx afr — ya^ ~" '"5ô)* ^^'^
en sorte que oLy exprime la hauteur du point N du fluide au-dessus
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iJe la surface d*cquilihre, que nous regarderons comme le véritable niveau du fluide; Tattraction du sphéroïde et du fluide tels quHs élaienl à l'origine du mouvement, sur le point N, ne difiere de G que d'une quantité de l'ordre av. Soit G -h ajH cette attraction ; elle n'agit plus, comme précédemment, suivant la droite 6^ mais suivant une nouvelle droite 6', dont la direction coïnciderait avec celle du ravon Cm, si l'on avait l=o et y = o, et qui serait égale a 6, si l'on avait ay= o; on peut donc supposer
l'attraction du fluide et du sphéroïde, tels qu'ils étaient à l'origine, sur le point N, placé à la dislance s -^ ccr du centre C, cette attraction, dis-je, multipliée par l'élément de sa direction, est conséquemment égale à (G -h oLyïi){os' -haoy-hqoS -hOLqyoS'); donc, si l'on néglige les quantités des ordres ary, a/^V, ocn^qu et si l'on observe en même temps que 8s' est de l'ordre y oO, et que G est, aux quantités près de
.l'ordre q, égîil à la pesanteur g^, on aura
(G 4-a7lI)o6' d[{s -^ ar)sin{6 -\- o:u)y=z oigdy.
ma
Après le temps /, le fluide n'a plus la même flgure qu'à l'origine du mouvement, et l'attraction de la masse du fluide est visiblement égale à ce qu'elle était à l'origine, plus à l'attraction de la difierence de deux sphéroïdes de même densité que le fluide, dont l'un aurait s' et l'autre ï -+- ay pour rayon; cette attraction est, aux quantités près de l'ordre oLyq, la même que la diff*érence des attractions d'une sphère de même densité que le fluide, et dont le rayon est i, et d'un sphéroïde de pareille densité, et dont le rayon est i -h ay ; soit donc ayA cette différence d'attractions et e la droite suivant laquelle elle agit; on aura pour l'attraction du sphéroïde et du fluide, après le temps /, muhipliée par l'élément de sa direction,
(G-+-ajrH)aê'H-arAde.
Considérons maintenant un astre quelconque S, dont la distance au centre C soit A, et la distance au point N soit /, / étant fonction de s-har, 0 -h aw, tj -hnt-hv, et des quantités qui déterminent la posi-
tion de l'astre S; on aura -^ pour Faction de cet astre sur le point N; en multipliant cette force par l'élément 8/ de sa direction, on aura — S S^ pour produit. Comme nous ne nous proposons pas ici de déterminer les oscillations absolues du fluide dans l'espace, mais ses oscillations sur le sphéroïde, nous supposerons le centre C immobile; il faut conséquemment transporter en sens contraire au point N l'action de S sur Cî pou^ cela, concevons que l'action à transporter soit celle de S sur un point R, éloigné du centre C de la distance CR = a; cette
action, multipliée par l'élément de sa direction, sera — S S-?7, /' étant
ce que devient /lorsqu'on y change 5 4- ar en a; or l'action de S sur R, transportée au point N, est ia même que l'action d'un second astre S', égal en tout au premier, et situé, par rapport a N, de la même manière que S l'est par rapport k R; en prenant donc*C', tel que C'N = CR, C pourra être considéré comme le centre des angles
différentiels §0 et Sa, dans la différence S^; mais, si l'on transporte
le centre de ces angles au point C, il est clair qu'il faut alors changer,
dans ô^TTj 06 en ^^ — » ôct en ^^ — et àa en as -h a^- os.
f a a as
Soit i^j?) ce que devient alors S-^; si l'on fait ensuite dans cette quantité a = o, on aura S(8^j pour l'attraction de S sur C, transportée en sens contraire au point N, et multipliée par l'élément de sa direction; l'attraction de l'astre S produit donc, en vertu de la supposition du centre C immobile, les deux termes -i-SSi — SfS~j> dans
le second membre de l'équation (3).
Nous observons ici que, par la même raison pour laquelle nous avons transporté en sens contraire au point N l'action de S sur le centre C, on doit également transporter en sens contraire à ce même point Tat-
fraction sur le point C d'un sphéroïde dont la densité est 8 et le rayon I -f- ay, moins l'attraction d'une sphère de même densité, et dont le rayon est i, et comme cette dernière attraction est évidemment nulle, il suffit de transporter en sens contraire au point N Faction du sphéroïde précédent sur le point C; mais il est aisé de s'assurer a priori que cette action doit être nulle; car c'est un théorème connu et facile à démontrer, que si un nombre indéfini de corpuscules très voisins les uns des autres sont attirés par un astre éloigné, le centre de gravité du système de ces corpuscules est attiré de la même manière que s'ils étaient tous réunis à leur centre commun de gravité; on sait d'ailleurs que la position de ce centre ne change point par l'aq^lion mutuelle des corpuscules les uns sur les autres; en rapprochant ces deux théorèmes, il est aisé d'en conclure que le poijit G étant, à l'origine du mouvement, le centre de gravité du fluide et du sphéroïde qu'il recouvre, si on lui transporte à chaque instant en sens contraire Faction qu'il éprouve de la part de l'astre S que nous supposcfhs ici à une distance considérable de la planète, ce point restera immobile et sera toujours le Heu du centre 'de gravité du fluide et du sphéroïde; d'où il résulte que l'action du fluide sur ce point sera toujours nulle. On pourra d'ailleurs s'en assurer a posteriori, lorsque nous aurons déterminé la valeur de y. Nous négligeons encore l'attraction du fluide sur le sphéroïde qu'il recouvre et la pression qu'il. exerce lorsqu'il est dérangé de son état d'équilibre. Ces deux forces doivent produire de petits changements dans la position de l'axe de rotation du sphéroïde et dans le mouvement même de rotation, ce qui peut influer sur les valeurs de w, v oly; mais ces changements sont de l'ordre ctyq^ puisqu'ils seraient nuls si l'on avait y = o ou si le sphéroïde était une sphère; nous pouvons donc ici nous permettre de les négliger. Au reste, le calcul d^ ces altérations est très intéressant, puisqu'elles peuvent influer sur la nutation de Taxe de la Terre et sur la précession des équinoxes; nous le donnerons dans la suite de ces recherches.
Si l'on suppose maintenant dans l'équation (3) op = o, et que Foa considère qu'à la surface es est de l'ordre ySô, et que l'on peut sup-
poser ^ = I, on aura pour tous les points de cette surface
^^^(^Z« "" ^'^^sinôcosô j -{-admlsin^O-j-^ -+-î^/i-jT-sin0cos0 )
Soient présentement V Tangle SCa, et 9 la longitude de Tastre S; la différence des longitudes de Fastre et du point N sera donc ^ — zs-^nt — aç; nommons ^ cette différence; cela posé, la distance perpendiculaire de Fastre auplandeFéquateurestÂcosv; sa distance à Faxe Ca estÂsinv; donc sa distance au méridien qui passe par le point N est Âsinvsin^', et sa distance au plan qui, passant par le centre G, est perpendiculaire a Féquateur et au méridien du point N, est Âsinvcos^^; on aura les distances respectives du point N à ces mêmes plans, en changeant dans les quantités précédentes v en 6 -h ai/, A en j 4- ar, et en y supposant <]; = o; on aura donc
/«= [h cosv — (5 4- ar) cos(0 ■+- aa)]*-t- A' sin'v sin*^ ■+■ [h sinv cosvj^ — (5 -h ar) 8in(9 4- au)]*;
d'où Fon tire
l_i_i (^-+"a'')r /û \ • /û \ • n (s-^-ar)*
-==: -< i-h- — -. — - [cosvcos(9-t-att)-hsin(Ô4-ai/)sinvcos4^]— ^ tj-
-ry— ^ [cosvcos(Ô4- au) H- sin(ô 4- aw)sinvcosvj^]'-+-. . . |;
si Fon change, dans cette expression de^>5 4-aren a, on aura -^^ dope» si Fon suppose h très grand, que Fon fasse
et que Fon observe qu'à la surface Sj est de Fordre y SO, et que s est à très peu près égal à i , on aura
Sf 3-r — i^j = aKi[cosôcosv4-sinÔsinvcos(9 — /!/ — ot)]*.
OKuvrtt dm L, -^ W. 1 4
Il est aisé de voir que — ayA ^ est rattraction perpendiculaire àCN dans le plan du méridien, d'un sphéroïde dont le rayon est i -hay, et
Ût "M f^ itP.
dont la densité est A, et que ?^ -r- est l'attraction du même sphév
roïde, perpendiculairement au plan NCa, ou dans le sens du parallèle; nommant donc aBA la première de ces attractions, et aCA la seconde, on aura
Les quantités B et G ont entre elles un rapport remarquable et qui nous sera utile dans la suite; nommons/ la distance d'une molécule quelconque infiniment petite du sphéroïde que nous venons de considérer au point N; soit m la masse de cette molécule; son attraction sur le point N» perpendiculairement à CN dans le plan du méridien NCa, est
Mû
et son attraction perpendiculairement au plan NCa est
^iû).
(5 4-ar)sinô \à^/'
soit b la première de ces attractions et c la seconde, on aura
cette équation avant lieu, quelle que soit la position de la molécule m, il est clair que la même relation doit exister encore entre les deux attractions du sphéroïde entier^ en sorte que l'on a
dB _d.Cs\nÔ âTsy~~ âO '
En faisant les substitutions précédentes dans l'équation (y), elle se
changera dans la suivante
^y ' I -+-Kdô[ 8in2Ô[isin'v — cos'v-Hisin'vcos(a9 — 2/ii — aw)]
• -h2cos266invcosvcos(9-- M/ — ci)}
-H K ici sinv cosv sin2 0 sin (9 — m/ — - ci)
\ -i-Kftiysin'vsln'0sin(29—- 2 m/— 2 ci).
Reprenons Téquation (1) de Farticle II; si Ton ne fait varier s que de la profondeur du fluide, cette profondeur étant supposée fort petite, on peut, en intégrant cette équation, considérer dans toute l'étendue de
rintégrale les quantités s et s* (-^ "^ 5£ "^ " ^^) ^^^^^ constantes
et comme étant les mêmes qu*à la surface du fluide, ce qui donne, en intégrant Téquation depuis la surface du sphéroïde jusqu'à celle du fluide,
(r) étant ce que devient r à la surface du sphéroïde ; or on a (r) z^qu-rk^ donc
partant, y étant égal à r — yw ^ — /m ^> on a
//îx I {au dv cos0\ . dy
Rapprochons maintenant toutes les équations auxquelles nous devons satisfaire; nous aurons d'abord l'équation (6); de plus, comme dans Téquation (y), les difierentielles Su et §0 sont entièrement indépen-
dantes, elle donnera les suivantes
dt^ dt
K { sina0[^sin*v — cos*v -+- \ sin'v 008(29 — q/i^ — 2©)]
2 cos2d 9Înv Gosv cos(9 — ni — ?sj)t
ou, en substituant au lieu de j sa valeur,
d^u dv . ^ a
dl* dt
, d^u , dy du . â-y , â^u
(8) / , cos9
^dxsdQ^^^ de ^^âS sïnd ^
-^ ( sin2 0[{ sin'v — cos'v 4- i sin*v 005(29 — 2 m/ — 2©)] ) I -H 2cos20sinvcosvcos(9 — M^ — ro) )'
-7-5 sin'&-h2n-T7Sinôcos5=:i— ^~- -+-CAsin0 dt* dt ° ans
+ Ksinvcosvsin2dsin(9 — nt — w) + Ksin'vsin'dsin(29 — 2/1^ — 2?sj) ;
OU, en substituant au lieu dey sa valeur,
-7-rSin»5-H 2Ai-r- sin0cos7 dt* dt
. c^'c , (J'«/ - COS0 du . dy du n^ - a
-H Ksinvcosvsin20sin(9 — nt — cr) -HKsin'vsin*0sin(29 —2nt — 20).
Il faut ensuite satisfaire pour tous les points du fluide aux deux équations
dl-^ — ^nçsindcosQ] d(s\n*Ô--rj -H 2ni/sîn0cos9j dfn dO
et
Il faut enfin satisfaire à ces conditions : que Ton ait à Terigine du
dv du . dv
mouvement y = Of ^ = o, w = o, ^ = o, ç^ = o et ^ = o.
Supposons d'abord que la planète et le fluide n*ont aucun mouvement de rotation et que, à l'origine du mouvement,^ leurs figures ont été sphériques; il faut faire alors dans les équations précédentes 72 = 0 et Y = I, ce qui réduit les équations (6), (8) et (10) aux suivantes :
, , ,/âu di* cos9\
('0 y = — M-ïû^-^iZ^- ""="27 P
^ ^ "^ \d9 àts sin6^/
(la)
'dF ^^^W'^^à^^'^^' de
BA-HKsin2 0[{sin'v — cos'v4- isin'v 003(29 — iw)] aK cosadsinv cosv cos(<p — bj),
^^ . </i f à^^ » ^ " / COS0 du dt* ^ dm* ° dujôd ° sind duj
^^ ' ] -hCAsinô H-Ksinvcosvsina0sin(9 — ci)
-h K sin'vsin'0sin(29 — 2iij);
Téquation (4) donne, en y faisant n = o et en Tintégrant par rapport à /,
, ,. du d.vsln^ô
dfS3 dO
et Téquation (5) donne Supposons d'abord le fluide infiniment rare, ou A = o, et cherchons
los valeurs de m et de i' qui peuvent satisfaire à ces équations; en considérant Téquation (12), il est assez naturel de croire que Texpression de // peut avoir la forme suivante
r et :; étant fonctions de zs et de ^ sans 0, voyons conséquemment si r.elte supposition peut se soutenir et 'quelles sont les valeurs de u et de i' qui en résultent.
En substituant la valeur précédente de u dans Téquation (i4)«
d'où l'on tire, en intégrant par rapport à 6,
rsin'9 = cosa© t— 4- - sin a 0 -r-- 4- H,
a iPa a uîss
H étant une constante qui sera fonction de a et de ^ sans 6; donc
sinad dz cosad dx II
asin'd dm asin'9 dm 8in'(^
On peut mettre cette expression de r sous une forme un peu plus simple, en considérant que Ton a
sina(?=:asinGcosd, i — co8a0 = asin'ô, -
et que Ton peut supposer
H' ne renfermant point 0; on aura ainsi
sm
COS0 dz dx H'
^ dm dm sin'ô
Substituant maintenant ces valeurs de i/ et de (^ dans Téquation (12),
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elle deviendra
. sing , cosQ dn'
Ksin2^[i8in*v — cos'v-t- J sin'v 005(29 — acr)] 2Kcos2 0 8invcosvcos(9 — ct);
il est aisé de voir que cette équation peut se simplifier par la supposition de -tA = — s, et qu'alors la somme des deux termes
>cos0 ,/cos9 A
se réduit au terme
— 2/^ZC0S26;
Téquation précédente devient ainsi
--T-r- -^Slgx-- K[|sin'v — cos'v-+-7sin'vcos(2<p — 2m)]
dt^
cosO dW
■jTpi -1-6/^5 — aKsinv C08V 008(9— d) 4- 2lg-7—j^ -r— - — o;
en égalant séparément à zéro les coefficients de sin20 et de COS26, on aura les trois équations suivantes :
(16) 0= --7^ -4-6/^^ — K[|^sin'v— - cos'v H- jsin'v 003(29 — 2gi)],
(17) o=-j;y +6/^« — aK8invcosvcos(9 — si),
rfr«
Voyons maintenant si ces mêmes équations satisfont à l'équation (i3). En y substituant, au lieu de u et de s^, leurs valeurs et
supposant comme ci-dessus g—^ = — 5, elle devient
sina^ - >_ t , -H 3/i'-T^ — Ksinvcosvsin(o — bj) I
,. ^^r d^J^ Ig^ d^x C0S2Ô
àU5
— a/g . ,fl ^- — • K sin'vsm(a9 — 2?sj) I ^ sin'0 (fej J
cpw _ j^ ^ir _
■^ rf<« sin«e </iiJ« ~"^' en égalant ù zéro le coefficient de sin20, on aura
., ^ , -T-ô/^'^^ — aKsinvcosvsin(9 — gi) = o,
équation qui résulte de Téquation (17), en la diflërentiant par rapport à a; si Ton égale pareillement à zéro le coefficient de sin^O, on aura, on observant que COS2O = i — 2sin'6,
Si Ton suppose
â*x . dx
Téquation précédente donnera
or cette équation résulte de Téquation (16), en la difi^érentiant par rapport à u; on aura enfin
or, on satisfera à cette équation et à l'équation (18) en supposant H'= o.
Reprenons les équations
(i6) o= — - -\-6igjt: — K[Jsin'v— cos'v4- ^sin*v 005(29 - 2ta)],
drz (17) 0= ~ ~^6lgz — aK sinvcosvcos(9 — vs);
leurs intégrales renferment chacune deux constantes arbitraires, au moyen desquelles on peut remplir les conditions de
du dv dy
à l'origine du mouvement; car il est aisé de voir, par ce qui précède, que ces conditions seront remplies si Ton a, à cjette origine,
dx ^ dz
mais, comme nous ne sommes arrivés aux équations (16) et (17) qu'en
supposant
d^z d^x , dx
-r— : = — z el — - =^ — 4 --r- y
dm* (/w^ âxn
il faut, avant que de les admettre, s'assurer si ces nouvelles équations sont compatibles avec elles; pour cela, différentions deux fois de suite l'équation (17) par rapport à a; en faisant
nous aurons l'équation suivante
d^z' o = -jT- 4-6/^5'— 2Ksinvcosvcos(9 — bt).
Cette équation est précisément la même que l'équation (17); de plus, les deux constantes arbitraires de son intégrale sont encore les
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mêmes que ceJles de Téquation (17), car puisque, à l'origine du mouvement, on a
dz • 5 tzz o et — - = o,
at
on aura pareillement à cette origine
et
rr O ou z' —.0
fPs ds
= 0 ou -j- =ro;
doj* ât dt
donc, les constantes arbitraires de l'équation en s' sont déterminées par les mêmes conditions que celles de l'équation en z; partant.
z' ou -T— 5 — — -..
d^z dm-
Pareillement, si Ton différentie l'équation (16) une fois par rapport
à CT, et que Ton fasse
dx ,
on aura
d}x' 0= -— - -+-6/^x'— Ksin'vsin(a9 — a?sj);
si Ton différentie cette dernière équation deux fois de suite par rapport à tj, et que l'on fasse
on aura
0= —^ -4- Slgx"— Ksîn*vsin(a9 — aw);
cette équation est la même que l'équation en a?'; de plus, les constantes arbitraires sont les mêmes, puisque, ayant à l'origine du mouvement
dx
X — o et "ir -~ o»
at
1) a à cette même origipe
àx
ou
â^x ômdl"^
ou
dx'
dt "■^'
ou
et
ou
daf
dt °'
on a donc
partant,
ou
d*x , dx dm^ ^dm
Il résulte de là que les valeurs de u et de v ont été bien choisies, puisqu'elles satisfont aux équations (12), (i3) et (i4) et aux conditions primitives du mouvement; rassemblant donc les expressions précédentes, nous aurons
u-=x sin26 + x;cosad,
cosô dz dx
~~ sinô dfs dm^
Téquation (i i) donnera
jzz: /( 35 8in2 0~ 3j7cosad — j? — -T-^\y
et Ton déterminera or et 2 au moyen des* deux équations
(16) o = -T-^ -4- 6lgx — K[|sin*v — cos'v 4- ysin^v 005(29 — aci)],
(17) ozn -— -h 6/^-5 — aKsinvcosvcos(9 — Gj).
Les équations précédentes servent à déterminer le mouvement du fluide à la surface; on aura celui de tous les points intérieurs, en considérant que Téquation (i5) donne, en l'intégrant, s^u égal à une fonction indépendante de s\ donc, s étant toujours très peu différent de Tunité, Texpression de u sera la même pour tous les points originaire-
ment situés sur le même rayon GN. Il est facile de conclure pareillement de l'équation (i4) que la valeur de i^ est la même pour tous ces points; enfin l'équation (i) donne, en l'intégrant et en considérant que la profondeur du fluide est toujours fort petite,
/du ôv cosôX ô'k
\ô6 (hs smô/ ^ dB
a étant la distance primitive du point du fluide que Ton considère à la surface du sphéroïde; la détermination du mouvement de tous les points du fluide se trouve ainsi réduite à l'intégration des équations (i6) et (17); or la loi du mouvement de l'astre étant supposée connue, on aura A, v et 9 en fonctions du temps /; ainsi on pourra intégrer ces équations par les méthodes connues.
Nous avons supposé dans les articles précédents, la densité A du fluide égale à zéro, et cela nous était nécessaire pour connaître la figure qu'il peut prendre; supposons maintenant A quelconque; pour intégrer dans cette supposition les équations (12) et (i3) de l'article VI], il est nécessaire de connaître BAetCA; nous avons vu (art.V) que aBA est l'attraction horizontale dans le sens du méridien d'un sphéroïde dont la densité est A, et le rayon i -\- aj^, et que aCA est Fattraction horizontale du même sphéroïde dans le sens du parallèle ; or j'ai fait voir ci-dessus {voir les recherches précédentes Sur la loi de la pesanteur à la surface des sphéroïdes homogènes) ( * ) que l'on a
>ii /^iî
1 / sia p -T-^ y' dp dq
et
.1: ^Tl
«C^-X^ff -?^ y dp dq.
OÙ l'on doit observer : i" que j' est pareille fonction de 0' et de xss'.
(') Page-».
que j' l'est de 6 et de cnr; 2*^ que Ton a
cos^=: cos0H-2sin'/>sin^sin(0 — q) = cos^cos*/> -f- sin'/?cos(ô — 27) et
3^ enfin que les doubles intégrales précédentes doivent être prises depuis p et y égaux à zéro jusqu'à p et q égaux à ir, et qu'ainsi Ton peut rejeter les termes de la forme Pcospdqdp^ P ne renfermant que des puissances paires de cosp. Concevons, cela posé, que Ton ait, comme précédemment,
y =1 l(3zsïn26 — 3a;cos2 9 — jc — -^— U
u z=z j?sina0-F-scos2 0
et
COS0 âz dx
X et z étant des fonctions de / et de cnr sans 0, telles que Ton ait
â^z ^ à^x ^ dx
en intégrant ces deux dernières équations, on aura
5 = asin(9 — bt) -h Z)cos(cp — m) et
J?=:C-+-a'sin(2Cp — 2Gj)-h 6'C0S(2(p — 2GJ);
a, è, c, a', h' étant des fonctions de / sans ci ni*0; en substituant ces valeurs de 5 et de j? dans l'expression de j, on aura
j= 2/c(i — 3 cos*0) -H6/sin0cos9[a sin(9 — bt) H- 6 ces (9 -- cr)]
-i-6/sin'^[a'sin(29— acr) -h 6' 008(29— 2gi)].
Supposons, pour plus de généralité,
-h[asin(9 — kt)4- 6cos(9 - ci)] sinôcosô(/+/*>sin»0-i-/f*^sin*5-i-...-i- /'•^sin^'ô) H- [a'sin(2 9 — 2Gy)4-6'cos(2 9 — 2iij)]sin*5(/?-t-/>^*^sin*9H-y[?^'^sin*0-+-...H-/?('*>sin-'*6),
on aura
-+■ [a'sin(2© — a©') -+- 6'cos(2cp — 2©') sin' 0' (/?-+-/?< *>8in*ô' -h. . .-4-/?(''Jsin*'"^);
maintenant on a
sin( 9— GT');=sin( 9— gt)cos( cj'— ci)— cos( 9— isr)|în( bj'— ci), cos( 9— cy') = cos( 9— Gi)cos( zn'— ?sj)-hsin( 9— Gi)8in( m'— w), sin(29 — 2nj') = sin(29 — 2gi)co8(2w'— tjci) —008(29 — 2nj)8in(2cj'— 2©),
008(29 — 2Gl') = 008(20 — 2Bj)C0S(2nj'— 2?Sj) -+- 8m(29 — 2nj) 810(20/— 2fST);
donc
-h j [flrsin(9 — cj) H- 6008(9 — Gj)] 008 (gt'— ^) -t- [6 8in(9— ci) — aoo8(9 — ci)] 8in(oj'— gt) j
xsîn9'oos6'(/-h/«)sin»0'-f-...-h/'''sin»''0') -i-j[a'sin(2 9— 2Gi)-h6'oos(29— 2Gj)]oos(2Gi'— 2Gi)-+-[6'sin(2 9— 2nj)— ^'008(29— 2?sj)]sin(2ro'— 2Gy)j
X sin«0'(/? -h /?i«)8in«0'H- ...-+- /?<'->sin"'6').
On tirera facilement, des valeurs de cosO' et de sin(car'— gj),
sin0 — 2 8in'/5 8in^ 008(0 — q)
00s ( GJ'- ct) =
sin6'
... . 4sin08in/?oos*/?sin7-f- 4sin*;?008;?sin7 8in(ô — 27)
, , . [8in0oos'o-H8in';?8in(0 — 2^)]»— 4sin'/?oos'/?8in'7
008( 2GT — 2?SJ) = : — 5-757 I
sm*0' '
on aura, cela posé, en négligeant les termes qu'il est permis de négliger d'après la remarque que nous avons faite ci-dessus,
.« j^.it
[ / 2sin/?oo8Vcosô'(/-4-/>ïsin»0'H-. . .-^ /^''^sïn^''d')dpdq
>it y'n
f / 4sin/7COS*/?8in0(/7 H-/?<*>sin'0'-+-. . .-hp^''^sïn^''9')dpdq
f / 4sin'/?cosVsin(0 — 2^) (/?-h/><*^sin*0'-f-...-4-p<''^sin*'*ô'(d'/?
Or on a généralement
=: / sin(0 — 2^) {i — [cos0cosV-+-sin*/>cos(9 — 2^)]* jM^=:o;
on a, de plus,
•it ^ic
I f sïnp cos^p cos*»*^* 6' dp dq
/ sin/>cos*/>[cos0cosV-*-sin'/>cos(0 — a^)]*!*-^»^^^?^^^;
si Ton considère maintenant que
COS'(0 — 2^)C
lorsque i est impair, que
j cos^(0 — q)dq =
lorsque i est un nombre pair, et que
Jr . ,/ / • V,. 2.4.6. ..25 smp cos''p{i — cos^pydp = 2 , — -. — — -. — 5-— — : — ^- ; — -. -, f, /-/ /- (ai-f_l) (2£-h3)(2£-l-5). . .(2I4-25-+-I)
on trouvera
f / sin/>cos*/?cos'i*"^*0'c^c?^
*..^«fl î* (2a -4- 1) 2a ,,. i/i
COS»l^*0-h - ./ av// X Cp8*l*-*0
I (4p-4-3)(4fA-M)
. 34 (2fJL-4-l)2fJL(2fJL-l)(2fA-2) ^.-«^...g
^^ / "*" 1.2 (4fX4-3)(4fA-M)(4fX-l)(4fX-3)^°^
gJ^/|^(;f^7-i)(^(^^7^)(^^f;-3\^ cos
' 1.2 (4fX-h3)(4fJL-M)(4fX-l)(4fJL— 3)
Si Ton substitue présentement, au lieu de sin^O', i — cos^ô', dans la valeur précédente de C, et que, après avoir intégré, on restitue i — sin^O au lieu de cos'O, on trouvera pour CA une expression de cette forme
CA := [6 sin((p — w) — a cos(9 — GT)] cosô(> -+- X<»sin*0 -h X<«)sin*Ô -4-. . .-4- ><'*^sin«'-ô)
-1- [6' sin(2cp — 2w) — a'cos(29 - 2cj)] sinô(/ -+- /t<»^sin*0 -f- /(<«>sin*0 -+- . . .-+- /<''>sin«'-^),
X, X^'\ ..., i, i^*^ ..tétant des coefficients constants que l'on déterminera facilement par ce qui précède, et Ton aura
>.(.,= 4Ae^ et /<^.= ^^^!^.
ayant ainsi C A, on aiira sur-le-champ B A, par la remarque de l'article V,
car l'équation
diB_ a.Csing
que nous avons trouvée dans cet article, donne
BA = A/ — -r^ — ^GJ-f-HA,
H étant une fonction de 0 sans o; or B étant, comme on Ta vu, égal à — / / ûnp^^^^^y dpdq^ il est clair que l'on aura
H = ~/ / £sin/> -r— ^(Scos'ô'— i)dy?é/7;
d'où l'on tire
H = — Y7r£sin20.
Dans la question présente, nous avons
£=— a/c, r = o, /=6l et /? = 6/;
partant,
CA = [6sin(9 — w) — acos(9 — gj)] ^t^ A/cos(?
■+- [6'sin(ao — aw) — a'cos(acp — acr)] *^7r A/sin9 OU
donc
a C A = y Tra A /r sin ô ;
on aura parçill,ement
BA = V7r A/csmaô-4- / — ^ — dw;
d'où Ton tirera faeilement
les équations (12) et (i3) deviendront ainsi
-H K j sina0[i sin'v — cos'v -h isin*v 005(39 — aci)] -h acos a ^ sinv cosv cos(9 — ci)!, -4- V^f ^^^ sin'5 H- K sinv cosv sina 0 sin(9 — ci) -t- K Bin*v sin*ô sin(a9 — acr) ;
en intégrant ces équations par la méthode de l'article VII, on parviendra aux deux suivantes :
(19) o=:--^H-(6/^--y7rA/)a?— K[|sin«v — cos'v-h isin'vcos(a9 — acr)], (ao) 0 = ^ H-(6/^ — y7rA/)5— aKsinvcosvco8(9 — d),
équations qui ne diffèrent des équations (16) et (17) qu'en ce que g' se
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change en g—^iz^; d'où Ton voit'qu'à cette différence près, lorsque le fluide a une densité quelconque, son mouvement se détermine précisément de la même manière que lorsqu'il est infiniment rare.
Pour donner une application des formules précédentes, supposons que Tastre reste toujours à la même distance du centre G de la planète et sur le même parallèle, mais qu'il tourne autour de la planète avec un mouvement angulaire égal à /n/; K et v seront alors constants, et si, pour plus de simplicité, on prend pour premier méridien celui où l'astre se trouvait a l'origine du mouvement, ou lorsque f = o, on aura (f z=mt; soit de plus
on aura, en intégrant les équations (19) et (20),
Ht . ï^ / 1 • • • ^ Ksin*v . ^ .
smcr^H- Lcosa^H — =(ism*v — cos*v) h r — 5 — =cos(am^— 21st),
M • . Te * aKsinvcosv ,
H, L, M et N étant des constantes arbitraires qu'il faut déterminer par la supposition de
dx ^ dz
lorsque / = o, ce qui donne les quatre équations suivantes
» . K,, . , , . Ksin'v
0= L 4--5(tsm'v — cos*v) H — 5_ cosaci,
a' aa* — 8/n*
mKsin*v .
o = an H — ; — 7 — - smatij,
T^T aKsinvcosv
0= IN H r — COSGT,
^\M , a/wKsinvcosv .
on aura ainsi
x--^ -^(i8in*v--co8*v)(i — cosa^)
Ksin^v r / . X am . . 1
■^ 17:j% — oTrî C08(2m^— im) — cosaGJCosa^ sinacrsina^ 1
2 a" — o mr (_ ^ J
aKsinvcosv f / - x m . . 1
"* — — ~z% — ::n — cos(m^ — e) — coscicosa^ sincisina^ ,
or — wi' L ^ J
ce qui donne
w = -^sina0(J8in»v — cos*v) (i — cosaf)
Ksin'v . ûf / - X . 2m . . I
-î- —"li — Q — i sin20 cos(2m^ — 2bj) — cos2tiJcosa^ sin2!STSinar
^ 2Ksînvcosv ûf / * V . 'w . • J
-! i i — COS2 0 cos(m^-— e) — cosecosa^ sincisina^
cos6 2Ksinvcosv r . , ^ . m . 1
^ — rnTû \ i — sin(/w^ — Bj) -+- sincicosa^ cosesina^
sin0 a* — m* L ^ J
Ksin'v r • / . X . 2 m .1
-i — i — 7 — i sin(2m^— 2?sj) -h siQ2i!JC0sa^ cos2esinar
or — l\m^ L ^ J
6/Ksinvco8v . ^ f / . x m . . 1 7= i i — sin29 cos(m^ — e) — c08!STC0sa^ sinfij8ina/
3/Ksin'v . ,^ r / X am . . 1 '
H — i — 7 — rSin"0 cos(2mr — aoj) — C082iiJC0sa^ sin2i!JsiQa^
/K j-(|8in*v — cos*v)(i -h3co82 0)(i — co8a^);
telles seraient les valeurs de m, v et j, si la planète n'avait aucun mouvement de rotation.
Si Ton suppose l'astre attirant au-dessus du pôle ou à l'origine de l'angle 0, on aura le cas que M. d'Alembert a traité dans ses excellentes Recherches sur la cause des vents; dans ce cas» v == o ; partant on a
11=: -Tsin2 0(co8af — i),
y = -^(i4-3co820)(i — cosa^).
Le cas que nous venons de considérer serait à peu près celui du Soleil et de la Lune par rapport à la Terre, si cette planète n'avait pas de mouvement de rotation sur son axe; on aurait donc alors, par Tarticle précédent, les lois des oscillations des eaux de la mer, en la supposant partout de la même profondeur; mais on doit observer que lety termes qui, dans ces expressions, sont indépendants de la position actuelle de Tastre attirant, ou, ce qui revient au même, de son aspect par rapport aux différents points du fluide, doivent s'anéantir à la longue en vertu du frottement et de la ténacité des parties fluides; ces termes sont évidemment ceux qui sont multipliés par sinai et par cosa/; en les négligeant, on aura
u =:z -r(|sin*v — co8*v)sin2 0
H z — 5 — rsma0cos(2/w/ — aoj) -\ — cos^dcoslmt — m),
cosô aKsmvcosv . , , Ksm'v . ,
-_-_- — sin{me — w) H — z — 7 — iSm(am^ — aoj),
y— — j-(cos'v — {sin*v)(i -v- 3 ces 2 9)
6/Ksinvcosv . ^ / - x 3/Ksin*v . ^^ ,
-^ — sm2 0cos(m^ — i«j) h r — .—-t sm*0cos(2m^ — acj).
On peut parvenir à ces mêmes expressions en supposant que les molécules fluides éprouvent une légère résistance proportionnelle à la vitesse; sur cela, nous observerons que cette supposition, qui semble limitée, a cependant toute la généralité possible; car, toutes les hypothèses de résistance que Ton peut physiquement admettre devant ramener à la longue le fluide à un même état de mouvement, il est indifférent, pour déterminer cet état, d'employer telle ou telle hypothèse de résistance; les résultats seront toujours les mêmes après un long intervalle de temps, et ils ne différeront entre eux que près de l'origine du
mouvement, lorsque le fluide n'est pas encore parvenu à son état de permanence.
La supposition d'une légère résistance, proportionnelle à la vitesse,
• introduit dans le second membre de Féquation (12) le terme — P ^»
et dans le second membre de l'équation (i3) le terme —^ ? jr sin^ 8, p étant une très petite quantité constante, dépendante de l'intensrité
de la résistance; or, en suivant le calcul des articles VII, VIII et IX, il est aisé de voir qu'il ne résulte de changement, par l'introduction de ces nouveaux termes, qu'en ce que les équations (19) et (20) prennent la forme suivante
dp oc dûc 0= -T-^ '^P'Jî -Ha*j?~K[Jsin*v — cos*v -f-4sin'vcos(am^ — aoj)],
d*z dz 0= --Tji "^P^J + ^"-5 — 3K sinvcosvcos(m^ — Bj),
a* étant, comme précédemment, égal à 6lg --^Tzàl. Si l'on intègre ces deux équations, et qu'ensuite on néglige^ dans les intégrales les quantités périodiques multipliées par p, à cause de la petitesse de cette quantité, on aura
y = c"«'^'(H sinr v/a*— {p*H- L cosf ^a*—|p*)
-^- ^ (i sm«v — cos«v) + ^^,__g^, cos(2mt — aw),
s = e-^^'(M sin t )/a^^ip* -^ N cos ^ y/a«— |p«)
aKsinvcosv H i ; — cos(mt — GJ),
e étant le nombre dont le logarithme hyperboli((ue est l'unité, et H, L, M et N étant des constantes arbitraires qui dépendent des valeurs de
doc d%
^f ^? ^ ^^ 'di ^l'o^'g'ïï^du mouvement; or, quelles que soient ces valeurs, il est clair qu'après un temps considérable e"»^' devient extré-
mement petit; on pourra donc, après ce temps, supposer
K ,, . , , . Ksin*v , . V
^=X«(t8»» V — cos«v)-i- —5 — g---.cos(amf — aw),
aKsinvcosv . ^ z = z T-^cos(/?ir — e);
d'où Ton tire les yaleurs précédentes de a, v et y.
Si Ton supposait le globe recouvert d'un nombre n de fluides de densités différentes, et tels que la somme de leurs profondeurs fût très petite relativement au rayon du globe, on parviendrait, facilement, en ayant égard aux attractions et aux pressions de ces différents fluides, à des équations différentielles dont on déterminerait les intégrales par la méthode que nous venons d'exposer dans les articles précédents; les valeurs de u, i^ et y auraient pour chaque fluide une forme analogue à celle que nous avons trouvée, et il n'y aurait de différence qu'en ce que les quantités x et 5, relatives à chaque fluide, seraient déterminées par un nombre un d'équations différentielles du second ordre, dans lesquelles ces variables seraient mêlées lès unes avec les autres, les œ étant mêlées avec les x et les z avec les z; mais toutes ces équa* tiens sont facilement intégrables par les méthodes connues. Je supprime ici tous les calculs que j'ai faits sur cette matière, parce qu'ils n'ont plus, d'après ce qui précède, d'autre difficulté que leur longueur; cette discussion étant d'ailleurs purement mathématique, je préfère exposer avec étendue une nouvelle méthode qui, par sa simplicité, peut mériter l'attention des géomètres, et qui me servira dans la suite pour déterminer les oscillations du fluide, lorsque la planète a un mouvement de rotation, ce qui est le cas de la nature.
Concevons un astre immobile au-dessus d'une planète pareillement immobile, et considérons comme le pôle de cette planète le point audessus duquel l'astre répond ; si l'on fait abstraction du frottement et de la ténacité du fluide, il résulte des formules que nous avons don-
nées pour ce cas à la fin de Tarticle X, que ce fluide ferait éternellement des oscillations et que chacun de ses points reviendrait à sa position primitive, toutes les fois que, par Taccroissement successif de l'angle at, cosa/ redeviendrait égal à Tunité, c'est-à-dire lorsqu'on aurait at égal à un multiple de la circonférence; partant, la durée de
chaque oscillation serait égale à — ; mais il est aisé de voir que le frottement et la ténacité des parties fluides doivent altérer sans cesse ces oscillations, en sorte qu'elles cesseront après un temps considérable, et le fluide finira par être en équilibre sous l'astre qui l'attire. Considérons-le dans cet 'état d'équilibre et voyons la figure qu'il doit prendre.
On aura, dans ce cas, -^ = o ; de plus, l'astre étant supposé au pôle,
on a V = g; et comme le fluide, par l'action de cet astre, n'a éprouvé aucun déplacement en longitude, on a (^ = o; les équations (i i) et (12) de l'article YII donneront ainsi, en supposant la densité A du fluide égale à zéro,
d'où l'on tire, en intégrant,
Yz=c-\ cosad;
pour déterminer la constante arbitraires, on observera que, la quantité du fluide restant toujours la même, on a
f ysï{i6d6dw=zo;
de là on tirera
partant,
7= g-(i4-3cos2 6);
l'équation
donne ensuite, en l'intégrant,
iisin6 = — ^y- ({cosô — Jcos30) -+- A;
pour déterminer la constante Â, on observera que Tastre étant supposé au pôle, on doit avoir u = o pour tous les points du fluide situés au pôle; partant,
A = o et 11=:— ^j- sîn*^.
Supposons maintenant le fluide d'une densité quelconque, et concevons que dans cette supposition u soit égal à esin20, on aura, par l'article IX,
l'équation (12) donnera donc soit
et l'on aura, comme précédemment,
y = ^— (i -h 3cos20) el a =— ^-7- sîna9;
partant,
— ^7- =e ou -î — J7-7 — « ;
d'où Ton lire
or
a} étant égal à 6/^ — ^T'-àl; donc
u=z rsinad el y=- —^(i-h3cos2
Considérons présentement le cas dans lequel l'astre se meut uniformément sur le même parallèle, en conservant toujours la même distance au centre C de la planète, et voyons quel doit être alors reflet du frottement et de la ténacité du fluide. Par la même raison pour laquelle nous venons de voir que les oscillations du fluide doivent s'anéantir à la longue, lorsque l'astre est immobile au-dessus du pôle, quels qu'aient été d'ailleurs la figure et le mouvement primitifs du fluide, il est visible que tous les termes qui, dans les expressions de w, i' ety^ dépendent de la position primitive de l'astre au-dessus de la planète, doivent disparaître après un temps considérable, en sorte qu'il sera impossible de reconnaître par l'observation, et la position de l'astre attirant, à l'origine du mouvement, et l'instant auquel on doit fixer cette origine. Ces expressions seraient donc encore les mêmes, si l'astre avait eu une position diflerente à l'origine du mouvement, ou si cette origine était plus reculée, ou même encore si à cette époque le mouvement et la figure du fluide eussent été entièrement différents. De là, il est aisé de conclure que m, f' Hy ne seront plus fonctions que de 0, des sinus et des cosinus de l'angle mt — n; car, si elles renfermaient encore ny, il est clair que les expressions de ces quantités seraient différentes pour les différents points du fluide situés sous le même parallèle; or cette différence ne peut évidemment résulter que de la différence de la position primitive de l'astre; pareillement, si elles renfermaient encore le temps t écoulé depuis l'origine du mouvement, l'angle 6 et les sinus et cosinus de l'angle m/ — ny et de ses multiples restant les mêmes, les valeurs de u^v eiy seraient différentes, suivant que / serait un peu plus ou un peu moins grand, c'est-à-dire suivant que l'on avancerait ou que l'on reculerait l'époque de l'origine du mouvement. Il suit de là que, si l'on suppose comme ci-dessus ç = /w/, on aura
du du d*u ,d*i/
dt "'dm' di' "'(te»'
dv dv dt âfSJ
d}v ^d^v dt^ ""'" dis^'
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les équations (i i), (12) et (i3) donneront conséquemment
K sina $[ J sin*v — cos'v -h { sin*v cos(2 ml — acj)] aK cosQ (? sinv cosv cos(m^ — gj).
m' -r-i sin* 6 =1 — i' -T^ +CAsind
+ K sinv cosv sinad sin(m^ — fsr) -f-K8in*v8in*0sin(am^— aw).
En difiercntiant la première de ces équations deux fois de suite par rapport à u et en la multipliant par m^ sin^O, on aura
(a) m*-5:fisin*& = — /m*sm*9-r— r — im* smQ ,, . ,^ ;
si Ton multiplie la seconde par sinO et qu'on la différentie une fois par rapport à 0, on aura
-H K T^ [| sm*v — cos*v 4- f sm*v cos(am^ — aoj)]
-, J.sindcosad . / . x
-+- aK 77 smvcosvcos(m^ — w);
enfin, si Ton différentie la troisième une fois par rapport à a, on aura
^d^v . ,. â^y . . .JC
ôw^ ^ àuj* dus
— K sinv cosv sin a Q cos (m^ — w)
— aKsin*vsin*0cos(am^ — acj);
en substituant les valeurs de ' ,^ et de ^-,> que donnent ces deux
dernières équations, dans Féquation (a), on aura
— A/sinô Tz A/sin^-T—
ad fm
— iKsin& j7 (f sin'v — cos*v)
4-ia/Ksinvcosvsin'Ôcos0cos(m/ — Bj) •+■ 3/K8in*vsin*0cos(2m^ — 2m).
Supposons d'abord A = o, et Ton aura pour déterminer y une équation aux différences partielles du second ordre, dont Tintégrale complète, si elle est possible, se déterminera facilement par la méthode que j'ai donnée pour cet objet dans les Mémoires de l'Académie pour Tannée 1778 (*); mais il n'est pas nécessaire ici, comme nous le verrons bientôt, de connaître cette intégrale complète, il suffit d'avoir une intégrale particulière. Pour cela, soit
y = £-♦- Icosimt — w) -+-6 ces (a m/ — acj),
£, X et 6 étant fonctions de 0 seul et de constantes; en substituant cette valeur de y dans l'équation précédente, on aura, pour déterminer ces fonctions, les trois équations suivantes :
^ ^^ • û o=g ^ K(}sm«v~cos«v) ^^ ,
— X(m'sin*0 — /^)=^/^^gjsin'0-t- /^sin0cos^^-+-i2/Ksinvcosvsin'0cos9,
— 46(m«sin»9-/^)=/^^sin«Ô-h/^sin0co80j|-4- 3/Ksin*vsin*^.
Pour satisfaire à ces équations, on fera
e =a-h 6cosad, X=:csina0, 6 = esin*9;
(1) Page 5 du présent volame.
a, A, € et e étant des coefficients constants, et l'on trouvera facilement
6 = — (cos'v — J 8in*v),
ô/Ksinvcosv 3/Ksin*v
partant, on aura
V = « H (cos*v — |sin'v)cosQd
6/Ksinvcosv . /^ , , v —j7-, T- sina9cos(m^ — cj)
;t-; 7 r SI H* 9 C08 ( 2 /W ^ — Q d ) ;
pour déterminer la constante a, on observera que Ton doit avoir, comme on Ta vu dans l'article précédent.
•7C ^tlC
d'où Ton tire
/ j'sin^c^ôéfer^o;
a = 3— (cos*v — 1 sin*v).
La valeur précédente de y satisfait à la vérité à Téquation (A), mais elle n'est pas la seule, car, si l'on nomme Y cette valeur et que Ton fasse y =y'i' Y, on aura, pour déterminer y, Téquation
à^y' d^y' ây'
Soity= R l'intégrale complète de cette équation, R devant être, par ce qui précède, fonction de 0, de sin(/w/ — o) et de cos(m/ — u), on aura j' = R -h Y pour l'expression complète do y dans le cas de A = o; d'où l'on voit que les oscillations du fluide peuvent être variées à Tin-
fini» et qu'il peut en avoir une infinité dépendantes des angles 0 et mt — xs^ en ne supposant aucun astre attirant; mais il sera facile par cette considération même de les distinguer, car les valeurs de i/, v et j", que Ton aurait dans ce cas, satisferaient' aux équations différentielles (F) de l'article précédent, en supposant K = o et A = o dans ces équations; il est visible de plus que tous les termes des exprès* sions de ii, v et y^ qui dans ces mêmes suppositions satisfont à ces équations, subsisteraient encore quand iln*y aurait aucun astre; mais, dans ce cas, le frottement et la ténacité du fluide anéantiraient à la longue les oscillations qui en résultent, et, comme ces oscillations sont visiblement produites par les^termes qui' renferment le temps /, on doit rejeter de Texpressiôn complète de y tous les termes qui, renfermant le temps ^ satisfont aux équations (F) en supposant K = o etA = odans ces équations, et admettre tous ceux qui, renfermant pareillement le temps ^ ne peuvent y satisfaire. Gela posé, il est clair que tous les termes de la quantité R qui dépendent du temps doivent être rejetés, puisqu'ils auraient encore lieu dans le cas où la masse de Tastre attirant serait nulle; la quantité Rse réduit ainsi à une fonction de 0 seul, que nous nommerons H, en sorte que Ton aura j^ = H -h Y. Voyons présentement quels sont les termes qu'il faut encore rejeter de cette expression de j^; pour cela, supposons dans les équations (F),
y z=H-f- Y = H-+-«-t-^cos(m^ — e) -f- 6cos(amf — anj),
£, X et 6 étant des fonctions de 0 que nous avons déterminées dans l'article précédent; la seconde des équations (F) donnera, en l'intégrant deux fois de suite par rapport à o,
H-^^cos(m^ — cj) -h j ^cos(am^-- 2©),
H' et H" étant deux constantes arbitraires qui peuvent être fonctions
quelconques de 0; la troisième des équations (F) donnera, en Tintégrant une fois par rapport à a,
/w*-rzsin*0 = — ^(H-He) -f-G — ^>co8(in^ — oj) — ^6co8(2m/ — aci),
(7GJ
G étant une constante arbitraire qui peut être fonction quelconque de 0; si Ton substitue, au lieu dey^ u et ^« ces valeurs dans Téquation
,/du dv co8(?\
et que Ton compare séparément lesjîoefficientsde (m/ — u)*, (mt — ts)^ cos(m/ — u) et cos(2m/ — 2ct), on verra facilement que les valeurs trouvées dans l'article précédent, pour X et 6, ne peuvent satisfaire aux équations de condition qui en résultent; d*où il suit que les deux termes X cos(/w/ — u) et 6cos(2m/ — 2ct) sont uniquement dus à Faction de Tastre et qu'ils doivent conséquemment être admis. Partant, si dans l'expression
H H-e 'hlcosimt — ns) -h 6 ces ( a m^ — acj)
de j" il y a quelques termes à rejeter, ils ne peuvent se rencontrer que parmi ceux de la quantité H + e; pour déterminer ces termes, supposons A = G et K quelconque dans la seconde des deux équations (F); si au lieu de j^ on y substitue H-*-£-*-Xcos(m/ — CT)4-6cos(2m/ — 2ct) et que Ton observe que la quantité u ne devant renfermer que des quantités périodiques, afin que au reste toujours de Tordre a, comme
nous le supposons ici, -r-i ne doit renfermer aucun terme qui soit
fonction de 6 seul, on aura
'^^'àS "^^55 -h Ksina9({sm*v — cos'v) =o;
mais, par la nature de e, on a
de o= — ^^ -HKsina0(|sin'v-— cos'v);
partant, -^ = o, ce qui réduit H à une consente que l'on déterminera au moyen de Féquation
d*où Ton tirera facilement H = o; il suit de là que Ton doit conserver tous les termes de Y, et que cette intégrale particulière de l'équation (A), lorsqu'on y suppose A = o, est la plus générale qu'on puisse admettre dans la question présente.
Considérons maintenant le fluide comme ayant une densité quelconque A, si l'on suppose
j = a(n-3cosa0) -^ c smi B cos {mt — xn) 4-esin*0cos(am^ — aw),
on aura, par l'article IX,
B A = — '4^ TT Aflf sin a ^ -h I TU Ac cos a 9 cos{mt — gj )
H- |7r A^sina9cos(am^ — aw),
CA = {7rAccosôsin(m^--Gj) 4- Jtt Aeslndsîn(a//t^ -— acj);
en substituant ces valeurs dans l'équation (A) de l'article XIII, on aura
g(m«sîn«0-/,^)
= /^-^ sin'9 -h Ig sinô cos0-j^
-h[Yî^^*«— /K(J sm'v--cos«v)]smÔ -rr
-f-(^7rA/c -f-ia/K8invcosv)sin*0cos0cos(/n^ — Bj) H- (3/Ksin*v-h ^^7rA/e)sin*0co8(am^ — acj);
en substituant dans cette équation, au lieu de y sa valeur, on trouvera
_ K(cos*v — |sin'v) ~ 6^ — ^ttA
6/Ksinvcosv
3/Ksin>v
6/^-.Y7rA/-4'n*'
ayant ainsi j^, on aura la vitesse de chaque molécule du fluide, en observant que cette vitesse dans le sens du méridien est a >t- ou
— oLm-^9 et que, dans le sens du parallèle, cette vitesse est a^sinO ou — a/w^sinO. Si l'on intègre présentement la seconde et la troisième des équations (r), en remarquant que u et t' ne devant renfermer que (les quantités périodiques, ^ ^^ ^ ne doivent renfermer aucun terme qui soit fonction de 0 seul, on aura
du !)mKsinvcosv ^ . ,
"77 =— ^i il — À, i cos29sin( mf— w)
dt olg — ^izàl—m^ '
— -pr-, Tï — 7-j — 7 — ;sma0sm(amf — aci),
dv . ^^ amKsinvcosv r, , .
-7:smOi= ^-7 =^ — T-j ; cos9 cos( mf— cj)
dt oiK — ^izàl—m* ^ '
zi ïï — TT — 7 — ;sm9 cos(amf — aoj
ol/if — ^nàl—^m'
Si Ton suppose maintenant que Tastre, au lieu de se mouvoir uniformément sur le même parallèle et à la même distance du centre de la planète, change lentement de parallèle et de distance, et que sa vitesse soit un peu variable ou, ce qui revient au même, si l'on suppose que A, if et m, au lieu d'être constants, sont très peu variables, de manière que leurs différences divisées par l'élément du temps soient, par exemple, de l'ordre/, ilsuiHra de substituer, au lieu de ces quantités, leurs véritables valeurs variables; l'expression de y sera ainsi exacte aux quantités de l'ordre P, et celles de -57 et de grsinO le seront aux quantités
près de l'ordre /; on peut donc les employer sans craindre aucune erreur sensible; au reste, si l'on voulait avoir les petites corrections qui résultent de la variabilité des quantités A, ç^ et /n, on pourrait faire usage de la méthode que nous exposerons (art. XXI).
Si Ton compare les résultats auxquels nous venons de parvenir avec ceux que nous avons trouvés (art. XI), on verra qu'ils sont parfaite-
ment d'accord entre eux; les deux méthodes qui nous y ont conduit sont conséquemment exactes et pourraient, si cela était nécessaire, se servir de confirmation Tune à Fautre; la première, il est vrai, a sur la seconde l'avantage de s'étendre au cas où l'astre a un mouvement quelconque dans l'espace, mais celle-ci a^ de son côté, l'avantage de donner directement le véritable mouvement que le fluide doit prendre à la longue, quels qu'aient été d'ailleurs sa figure et son mouvement primitifs, et, comme elle est beaucoup plus simple que la première, nous allons l'appliquer au cas de la nature, dans lequel la planète a un mouvement de rotation sur son axe.
Reprenons les équations (6), (7) et (9) de l'article VI et supposons, comme précédemment, (f = mt; si l'on fait n — m = i^ on prouvera par les mêmes raisonnements de l'article XIII que, après un temps considérable, u, v ety ne seront plus fonctions que de l'angle 0, et des àinus et cosinus de l'angle i/ + a, et qu'ainsi l'on aura
du .du d*u
di'^^ô^' 'dF'^' ans
dv , âv cPv .^d*v
I Al l* •
di^ dus dt^ '^ dm^'
on aura donc
, fdu dv cos0\ . dy
^d^u .dv .
jk_* a/ii-r—sinOcosô
(PS* ous
, V . = — ^^H-BA4-K[sin20[i8in*v — cos*v-h Jsin*vco8(ai7'f-aw)]
a cosad sinv cosv cos(iY h- ©)j , ^â*v . ,û .au
dfST* (hsj
dv = -— ^~- -hCAsinô — Ksinvcosv 8ina0sîn(i^-t-aj)
— K8in*vsin*0sîn(aï7 4-aw);
QRu9r€9 de /.. — IX. |8
si Ton intègre par rapport à u la dernière de ces équations, on aura
iW cknucosO ffY A/Crfbjsin^
-:- -T7-sinvcosv-r-^rC03(i7-+-oj) H :Tsin'vcos(ai7 h- am) -+- H,
H étant une fonction de 0 ajoutée en intégrant; soit
^' K — ^J t^ ^ sin 5 ~ gy\ et l'on aura
<)uf " /sin9 i*sin*^
h k . cos 0 . . K • • / •. X u
T- -T- siiiv CUSV-: — -T cos(f/ -m) 't — ^iSin'v cos(a</ -h aw) -h H;
or, si l'on nomme a et « ' les parties des expressions de y et de //, qui sont indépendantes de l'angle il 4- o, et que Ton considère que r ne devant renfermer que des quantités périodiques {voir ci-aprés Par-
licle XXI), -rr- ne peut renfermer de termes qui soient fonctions de 0
seul, on aura.
'^ " i%\iih ^ i'»sin*9' partant,
^ (^ £SinO l'sin'^
i '.3iKrosO . . .^ Ksin*v . . .
f -r- .1 -.— ^ sinvcosvcos(/r 4-®) -;-• ^— (!Os(ji/ 4- acT);
si l'on observe présentement que l'équation
f^ f}^Csin(>
trouvée (art. V ) donne, en l'intégrant.
(^9 on aura
£Ad,
— fr
— i— -4- H A nz — SI --— '
substituant donc, au lieu de ^ et de g-^i leurs valeurs dans la première et dans la seconde des équations (j), on aura les deux suivantes
(ai) {
aK/ycosô . / ., v /Kysin*v , . ^', e, sinv cosv cos(i^ 4- xa) ^— = — cos(ai/ 4- acj),
<^y 2/Ifi^COS0, ,.
4 — r-sinvcosv[(a/2 4- ai)cos'0 — 1] cos(«V 4-©)
/i 4- 1 4- Ksina0(|sin*v — cos'v) 4- Ksin'vsinad — r- 003(2// 4- aro);
pour satisfaire à ces équations, faisons d'abord S = o, en sorte que l-oii aîty = j^, et supposons
y=:a 4-6 cos(i7 4-.cj) 4-c cos(2/V 4- aoj), u ^a''J4- 6^*Jcos(i/4-ro) 4- c^*^ cos(2i7 4- am),
a, 6, c, a^^\ b^^\ é^^ étant des fonctions de 0 seul, qu'il s'agit de déterminer; en substituant ces valeurs dans 'les équations (21) et (22), et comparant séparément les coefficients de cos(i/4-ct) et de cos(2eV + 2a), on aura les six équations suivantes :
. « , {^. ya<'^ sinô gsmg = — / ^ ^^ ,
g-r^ = Ksin20({sin'v — cos'v),
, . db^^^ 2n — i, ./n COS0 t.ti^ày Igby a/Kycosd .
' dB i ' sm0 dB i*8m*ô l'smô '
6(>^(4/i*cos*ô— 1*)= — ^ _ ? . 1 — r- smvcosv [(2/1 4- 21) cos'0 — 1],
^"" 5^ (^0 ^ « '>^^ sinô ^ (^0^i"»sin«0 21^ '
4c<*î('» cos'6— <*)== — i§^3û ?-^— S i 7-Ksm«vsm2Ô;
° oB «smô 2« '
iU) RECHERCHES SUR PLUSIEURS POINTS
toute la difficulté de la détermination des oscillations du fluide se trouve ainsi réduite à satisfaire à ces équations.
La quantité y ou» ce qui revient au même, la loi de la profondeur du fluide étant indéterminée dans ces équations» la supposition la plus naturelle que Ton puisse faire sur cette profondeur consiste à regarder le sphéroïde et le fluide comme ayant eu primitivement une figure elliptique; dans ce cas, on a
y = n- ?sin*0,
q étant un coefficient constant; nous adopterons conséquemment cette valeur de y dans la suite de ces recherches; cela posé, si Ton intègre la seconde des équations (L), on aura
a = — cosQd(cos'v — Isin'v)-^- F,
F étant une constante que nous déterminerons dans la suite; en substituant cette valeur dans la première de ces équations, on aura en rintégrant.
fadOsmO
(i4-|sm«0^/sin0
K(cos*v — }- sin'v) (3 cosô — cos30) — ia>^Fcosd 4- F'
IQ
fflsinO ( i-h jsin*6j
F étant une nouvelle constante ajoutée en intégrant. Pour satisfaire maintenant à la troisième et à la quatrième des équations (L), supposons
b =sinôcos0(/-+-/(»^sin«9-H/<«)sin^O4-...4-/<''>sin«''O),
/,/«>, /^'^ . . . , e, é*\ e^^\ . . . étant des coefficients constants. En substituant ces valeurs de b et deb^*\ dans la troisième des équations (L),
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on aura d'abord, en comparant les coefficients de-r-^^ Téquation suivante •
(a3) ; — e-h ^ :r sinvcosv = o;
en divisant ensuite tous les autres termes de l'équation par sinOcosO, on aura une équation de cette forme
/4-/t'> sin*ô -h/t*> sin*e 4-. . . -f- /«''^ sin*''0 = A 4- Af»J sin«ô -f- A<*) sin*Ô -4- . . . -f- A<'-)sin*'-0,
A, A^*\ A^^\ ...f\^^ étant des fonctions de/,/f*\ . . . , e, ^<*\ .-. . très faciles à déterminer, et l'on aura
en comparant séparément les coefficients des différentes puissances de sinO, on aura les r+ i équations suivantes
et cette dernière équation donne, en y substituant au lieu de A^''^ sa valeur,
Si Ton substitue pareillement les valeurs précédentes de b et de 6<*^ dans la quatrième des équations (L), on aura une équation de cette
forme
(4/1*— «•)« -4- [(4i'— i**)e<»— 4'**«] sin*ô
i^)e(''^ — ^n*e('"^>] si'n*''ô — 4/iV''^ sin
= «B 4- B<*> sin*e 4- Et*) sin*0 4- ... 4- B^'-^*) sin**^'©,
'B, B<*^ B^^\ ... étant des coefficients faciles à déterminer, et Ton trouvera
*B=: : — ^/4 : — aKsmvcosv
UrrH-l)^^y(r)('2^^2 4- -^A
Si 1*011 compare maintenant les coefficients des puissances de sinO, on
aura
ou
(4/1* — i^)e-. : — g/-i ; — Qksmvcosv;
partant, •
2/1 — I fff 2 K .
— : — e -t- ^ =- smv cos
équation qui est la même que l'équation (23). On aura ensuite
ou
— 4/'*^^''^ = ^/''^ ( ar-na H — 7^]
Si Ton compare cette équation avec Téquation (24)9 on en tirera
( ar«H-5r-+-3-H -.)
on déterminera ensuite les 2r-+-2 quantités/, /^*\/^*^ ...,/'*>, e^ e'*\ e^^\ ..., e'*^ au moyen des équations (23) et (24), et des 2r équations
(4/i«— i«)ef'^ — 4n*e = B«», '
(4/i'— i«)eW-4w*e<»> = B(*\
(4/1»— «■*)e<'') — 4/i*e<''->îi=B<''>.
Pour satisfaire ensuite à la cinquième et à la sixième des équations (L),
DU SYSTÈME DU MONDE. ii8
supposons
c = s\n*e{p 4-/><») sin'Ô -h/>t»' sïn^O-h- ... 4- p^n sin"*©),
Pf p^*K p^^\ ...» S, 6^•^ 6^*^ ... étant des coefficients constants qu'il s'agit de déterminer. Si Ton substitue ces valeurs de c et de c^'^dans la cinquième des équations (L), et que Ton ordonne cette équation par rapport aux puissances de sinO, on aura d'abord, en comparant les termes qui ne renferment point sinO,
, ., 2n — 2i^£^p Ksin-v
et si Ton divise tous les autres termes de l'équation par sin^O, on aura une équation de cette forme
p H-/?f'^ s\n*6-hp^*^ sin*ô-h...-+-/?''^ sin*'-0 = D -f- D<»J sin'Ô 4- D<*^ sin*04- . . . 4- D^''^ sin"-(?,
D, D^*\ D^*^ étant des fonctions de/?, p^*\ ... et de 6, 6^*\ . . . très faciles à déterminer, et l'on trouvera
Rn comparant les coefficients des différentes puissances de sinO, on a ou, en substituant au lieu de D^^^ sa valeur,
(26) • y^C.):.: ^6(r-i; ^ ri -• 2 n -^ 3 i ^ ^pj^ .
si l'on substitue pareillement au lieu de c et de é*^ leurs valeurs dans la sixième des équations (L), en la divisant par sinOcosO et Tordonnant ensuite par rapport aux différentes puissances de sinO, on aura une équation de cette forme
(4^— 4'*)ê -H [(4«»— 4i"*)6<»^ - 4^*'ê] sin«ô-h. . . -*4,i«€<'*-«^ sin*' = E 4- Et'> sin*^ 4- E(«^ sin*0 4^ ... 4- E«'-> sin*'*0,
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E, E^*^ E^'', . . . étant des fonctions de p, faciles à déterminer, et Ton trouvera
"R^r, — __ gp{r) , .
Si Ton compare maintenant les coefficients des différentes puissances desinO, on aura d'abord
(4/*«-4'*')€=^^^(Ksin«v-2^/>), d'où Ton tire
un — ai^ gp Ksin*v
équation qui est la même que Téquation (25); on aura ensuite
on, en substituant au lieu de E^"*^ sa valeur,
ri -¥ i-^ n
in}^^'--\)^gp
Si Ton combine cette équation avec Téquation (26), on en tirera
on déterminera ensuite les 2r4- i coefficients /?, p^^\ p^^\ . . . , p^^\ 5, 6ï*\ ..., 6^'*~'^•au moyen des équations (25) et (26) et des 2r— 1 équations
La valeur de q^ que nous venons de trouver, étant la même que celle que nous avons trouvée ci-dessus, lorsqu'il s'agissait de satisfaire à la troisième et k la quatrième des équations (L), il en résulte que les valeurs précédentes de 6, b^^\ c et é^^ ont été bien choisies; si Ton reprend maintenant la valeur précédente de j, et que Ton considère que Ton a
ysiTïBdddm =o.
on trouvera facilement que la constante arbitraire F de Texpression de a est égale à g- (cos^v — ^sin-'v); partant, on a
y=z^ (cos*v — J sin*v)(i -f-3cos20)
-+- sin0cos0cos(iV h- xa) (/-+-/'> sin*0 -+-. . . -hf^ sWO) sin'0cos(îriÏH-2Oj) {p -f-/>^*Um*0 -+-, . .-f-/>^'*^ sin"'0);
on aura ensuite la vitesse horizontale a -77 du fluide dans le sens dii méridien, en considérant que
^ =*3z: =— «sin(*7-+-Bj)(eH-et*^sin*^-he<'^ sin*ô-h. ..-+-e^'*> sin*''6)
— aisin(ai7 h- aGJsm0cos0(6 4- 6<») sin'ô 4-. . .H- 6('*-'^ sin*''-*);
enfin l'équation (/") donnera la vitesse du fluide dans le sens du parallèle, en observant que cette vitesse est égale à a^sinO = ai^-sinO.
Si l'on applique maintenant à la valeur précédente dey la méthode de l'article XIY, on s'assurera facilement qu'elle doit être admise en entier, ainsi que les valeurs correspondantes que nous avons trouvées
pour --77 et^-> et que ces valeurs sont les seules que l'on doive admettre
dans la question présente; comme ce calcul ne présente aucune difficulté d'après ce que nous avons dit article XIV, nous ne nous y arrêterons pas.
OEupres de L. ^ IX. IQ
si 1*011 intègre par rapport à u la dernière de ces équations, on aum
dm'^ iiiïiO /'sin'O^ £*sin*9
i* sin9 ^ ' a«* ^ '
H étant une fonction de 0 ajoutée en intégrant; soit
et Ton aura
âm /sin9 £*sin'0
'.Iwi (*0S 7 . K . - . V ■■
1 — ;r- SI11VCOSV-: — T cos(i/ -r-m) H — .r siii*v cos(ai/ -h 2W) 4- H;
or, si l'on nomme a et a ' les parties des expressions de y et de //, qui sont indépendantes de Tanglc il -+- 13, et que l'on considère que r ne devant renfermer que des quantités périodiques (voir ci-après Tar-
ticle XXI), -j- ne peut renfermer de termes qui soient fonctions de 0
seul, on aura.
2 na^^^ cosO ga
Hz::
isin^ i»sin«9'
partant,
. dv incosO. ... . g (a --y')
) âni isiuO r*sîn*9
i -îK cosO . / . V Ksin*v , . .
f -^ .r-7— 7, sinvcosvcos(// 4-iij) -:-• :^— <'0s(*ii/ 4- aw):
si Ton observe présentement que l'équation
àB _ f).CsinO
trouvée (art. V) donne, en l'intégrant,
â.CsinO
dm^
de
on aura
ÔY „ A à y'
substituant donc, au lieu de ^ et de g-^i leurs valeurs dans la première et dans la seconde des équations ( j), on aura les deux suivantes
' âS isinô L\ / ^ dO r*8in*6
2K/ycosô . / ., V /Kysin*v , . . ^', r, sinv cosv cos(i^ 4- p) ^-t; — cos(ai/-f- acj),
t»^H-4/i'(w-a(*0cos«ô
ây* 2ngcosO, ,.
-r-sinvcosv[(a/i -h a{)cos*0 — j]cos(iV + tB)
4-K8ina0(|sin'v — cos'v) 4- Ksin'vsinaô— ;-r-cos(2//-f- aro);
pour satisfaire à ces équations, faisons d'abord S = o, en sorte que l-on ait y =yf et supposons
y = a ■+• b cos(i7-h.ro) 4- c cos(2/V4- a©), M — a'*J4- 6^*^ cos(i^-Mij) 4-c^*> cos(2i7-f- acj),
fl, 6, c, a^'^ é^*^ c^*^ étant des fonctions de 0 seul, qu'il s'agit de déterminer; en substituant ces valeurs dans 'les équations (21) et (22), et comparant séparément les coefficients de cos(i/h-ct) et de cos(2e/ + 2a), on aura les six équations suivantes :
asmOzz— / f ^^ ,
g-jg = Ksin20(isin*v — cos'v),
^ ^ de ^ i ^^ sinô "^ d0^i«sîn«ô i»sinô «'"^cosv,
6^*^(4/i*cos*ô— «*)= — ^ -rg ? . Q ! — r- smv cosv [(a /l-f- 2 I ) cos'ô — /],
. ()c<*> a/i — e. ,,.cos0 , ,.^ày Igcy /Kysin'v ' âO i ' sind dO î*sin*9 ai^
^ ' ^ aô ismô a« '
indépendants de Tangle it + ta dans Téquation (21),
rf.a(«>8in9(i-h |sin«ô^ esin(^(3cos«ô — i) = — / ^ ^;
Téquation (22) donnera pareillement
£,=: îr--(cos»v— isin'v);
partant,
r? — ïSTx («'^•"-i «'"*")•
La comparaison des coe(!icients de cos(eV -h gt) dans Téquation (21)
donnera
, V 'xn — i ^A 2 K .
(37 ) : — e -h ^ v^- sinv cosv — o,
et cette équation répond à l'équation (aS) de l'article précédent; on aura ensuite •
A,, A^*, A',^', . . . étant pareilles fonctions de /«, /*/', f';^\ . . . que les quantités que nous avons nommées A, A^*\ A^^^ ... le sont de /, /^*\ /^^\ On aura donc
partant,
or on a
et, par l'article IX,
donc
^"=/"[- ûl^l-
ce qui donne
et cette équation répond à l'équation (24) de Tarticle précédent.
Si Ton compare les coefficients de cos(à h- gt) dans Téquation (22), on trouvera d'abord l'équation (27); on trouvera ensuite les équations suivantes
(4/1*- e'*)c<*>- 4/i'e =-'Bi«',
B\'\ B\^\\ . ., B;^'» étant pareilles fonctions de /,, //', //', . . ., /;'. que B<'\ B^^\ . . ., B(^-^*> le sont de/,/'>,.A^ . . .,/'^; on aura donc
Br'^ = ^-/t'-»(ar-+-2 4-^y
ou
partant.
Si l'on compare cette équation avec l'équation (28), on en tirera
^M— /-T ^FT- (2r'-H5r4-3-f- ^ )
on déterminera ensuite les 2r-h 2 quantités/,/*^/^^^ . . .,/^'^^; e, é*\ é^\ . . ., e^*^ au moyen des équations (27) et (28), et des 2r équations
(4/1*— i*)c<'')— 4/i'e('-» = Bi'*'.
Si l'on compare maintenant les coefficients de cos(2ï/ -f- 20) dans réquation(2i), on aura d'abord
/o^^ - - ^^-^^'g ■ ^Pt Ksin'v
O ^= : OH
et cette équation répond à Téquation (25) de Tarticle précédent; on aura ensuite
D,, D;", D^"', . . ., d;^^ étant pareilles fonctions de Pt,p\'\ p'f\ . . ., p\'^, que D, Df*>, D^»^ ..., D^"^ \e sont de p,p^'\p'*\ ...,p^'^; on aura donc
donc
or on a
et, par l'article IX,
donc
partant.
(3o) [.--9^(^i- (4r + 5)jJ^"=g^'^^ 1 '
cette équation répond à l'équation (26).
Si l'on compare ensuite les coefficients de cos (2 ù -+• 2 ts) dans l'équation (22), on aura d'abord Téquation (29); ensuite on aura
E„ E',", E;=" Ep étant pareilles fonctions de />,,/,". pf pT'
que E'^', E<*' E<^ le sont dep,p^*\p^*K ...,pf^\ on aura donc
partant,
en combinant cette équation avec l'équation (3o), on en tirera
L (4r-+-D)^'JV '/ ^
on déterminera ensuite les 2r-4- i coefficients p, p^^\ p^'\ ...,/?^'^; 6, 6^'^ . . ., 6^''~*^ au moyen des équations (29) et (3o) et des ir — i équations
(4/i'-4'')€<»> — 4«'ô =EV^ (4/i«-4<')6('^ — 4ai'6(»* =E\*-,
(4w*— 4«*)6('-*^-4/»'Sf'--«)izzE*,'-*^
Les deux valeurs de q que nous venons de trouver dans cet article étant entièrement les mêmes, il en résulte que les valeurs précédentes de w et de j ont été bien choisies; nous pouvons conséquemment déterminer par la méthode précédente les oscillations du fluide, toutes les fois que sa profondeur sera égale à
, 2/i'sin'9
/§" '— ,/ \^ (2/'-f-5rH-3-+- ^ )
/étant une constante quelconque très petite relativement au demi-axe du sphéroïde, et r étant un nombre entier quelconque, ce qui donne une infinité de cas dans lesquels la détermination rigoureuse du flux et du reflux de la mer est possible.
Si l*on nomme A^*^ la densité moyenne du sphéroïde* on aura à très peu près g = ^itA^*^; la quantité précédente peut donc être mise sous la forme suivante :
a/i*8in*ô
Si n = o, cette quantité se réduit à la constante A et nous aurons le cas que nous avons discuté ci-dessus avec étendue.
^ exprime, comme l'on sait, le rapport de la force centrifuge à
fi
Téquateur à la pesanteur; ce rapport est pour la Terre égal à ^; la quantité précédente devient ainsi
Qsîn*^
^«9['-(47TI)Aôt](-*-5'-^^^7)'
on supposera donc la loi de la profondeur de la mer représentée par cette quantité, et Ton déterminera dans cette supposition les valeurs
de y, -7T et -r- résultantes de l'action de la Lune. Les quantités A, v et
m, au lieu d*étre constantes comme nous l'avons supposé, sont un peu variables; mais on pourra substituer au lieu de m sa valeur moyenne dans la formule qui exprime la loi de la profondeur de la mer, et dans toutes les autres quantités on pourra, conformément a la remarque de l'article XIV, substituer au lieu de v, A et/w leurs véritables valeurs variables; nous verrons dans la suite jusqu'à quel point cette supposition est exacte.
Lorsqu'on aura calculé l'effet de la Lune sur la mer, il sufRra de changer dans les résultats les quantités relatives à la Lune dans celles qui sont relatives au Soleil, et en ajoutant la somme de ces effets on aura l'effet total résultant de l'action du Soleil et de la Lune sur la mer.
Il y a cependant une observation essentielle à faire et qui peut donner lieu à une difficulté qu'il est à propos de résoudre. La loi de la profondeur du fluide dépend de la valeur de i\ et cette quantité dépend elle-même du mouvement de l'astre attirant dans l'espace; il résulte de là que, dans les mêmes hypothèses sur la profondeur de la mer, dans lesquelles on peut déterminer l'eiTet de la Lune^il est impossible, par la méthode précédente, de déterminer celui du Soleil. Pour répondre à cette difficulté, nous observerons que le mouvement angulaire du Soleil et de la Lune autour de la Terre, résultant de leur mouvement réel dans l'espace, est très petit relativement au mouvement de rotation de la Terre, puisque pour la Lune il n'en est que ^ environ et que pour le Soleil il en est à peu près 3^; on peut donc supposer sans erreur sensible pour ces deux astres i on n — m = n, en négligeant m par rapport à w, et alors la loi de la profondeur de la mer est entièrement indépendante des mouvements du Soleil et de la Lune. Pour avoir l'erreur qui résulte de la supposition de 1 = n, considérons le
cas le plus défavorable dans lequel m est à peu près égal à — : on aura la loi de la profondeur de la mer devient ainsi
Q sin*0
ou, à peu près,
. 2sin*0 r I 1
en sorte que ce que Ton néglige dans la supposition de n = i est
sin«0
quantité absolument insensible et qui ne va pas à ^ de lieue, dans le cas même où l'on suppose A = A^*\ r=i et sinO = i.
Œuvres df L, — IX. 20
liA RECHERCHES SUR PLUSIEURS POINTS
Examinons présentement comment on peut concilier la loi précédente de la profondeur de la mer avec la figure de la Terre qui résulte des observations; pour éclat supposons que le sphéroïde que la mer recouvre soit un ellipsoïde tel que les densités et les ellipticités de ses différentes couches varient du centre à la surface. Soit RA la densité d'une couche dont le demi^axe est 5; soit p Tellipticité de cette couche, et que Ton fasse
les intégrales étant prises depuis 5 = 0 jusqu'à s = 1; soient encore a Tellipticité de la surface du sphéroïde et h Tellipticité que les observations donnent à la Terre, on aura a-h q = h^ et Ton trouvera, par les formules que M. Clairaut donne dans sa théorie de la figure de la Terre, en observant qu*ici la profondeur de la mer est supposée très petite,
a-hg = hz=i -
3oA-6
Si Ton nomme maintenant/ le rapport de la densité moyenne de la Terre à celle de Teau, qui parait résulter des observations faites nouvellement dans les montagnes d'Ecosse,. il est aisé de voir que Ton aura
nous devons donc satisfaire aux trois équations suivantes
3oA - 6
de ces trois équations, on tirera
az^h — q, A = }/,
la première de ces équations donne l*ellipticité du sphéroïde; quant aux deux autres, on peut y satisfaire d'une infinité de manières. Pour le faire voir, supposons R=(jL(p(5), (f(s) étant une fonction quelconque de 5, et [/. étant un coefRcient constant quelconque; on satisfera à l'équation A = |/, en prenant
3 / s*(p{s)ds
et, comme la fonction 7(5) est indéterminée, il en résulte qu'il y a une infinité de manières de satisfaire à cette équation.
On peut satisfaire pareillement d'une infinité de manières à l'équation
car soit ^(5) une fonction quelconque de 5; on peut supposer
fRd.r^p ou iij'(p(s)d.s*p = ^(s);
il suffit pour cela de prendre
et de déterminer la constante arbitraire C de manière que l'on ait p = a lorsque 5 = 1; or, la fonction ^(s) étant indéterminée, on peut faire en sorte, et cela d'une infinité de manières, qu'elle soit égale à
^ — ■L^ lorsque s = 1.
En considérant l'expression trouvée ci-dessus pour la profondeur de la mer, dans le cas où, par la méthode précédente, nous pouvons on déterminer les oscillations, il est aisé de voir que, si l'on suppose run peu considérable, on aura à très peu près le cas où la mer a partout la
même profondeur; supposons, par exemple, r = lo, et Ton aura, pour Texpression de la profondeur de la m^,
2sin-9
quantité qui se réduit à très peu près à /, car le terme
nVxcède pas ^^ de lieue, dans le cas même où Ton s.uppose sinO = i et
Pour éclaircir maintenant par un exemple la méthode des articles XV et XVI, nous allons considérer ici le cas de r= i et déterminer les
valeurs do j, ^- et ^^-sinO. Pour cela, nous observerons que dans ce cas on a
y = £(3 cos'Ô — i) -h sin0cosO(/ 4-/'>sin«0) cos(*^ -+- ts)
— Q<6sin9cos9sin(aiV -+■ acj);
et Téquation (/) de l'article XV nous donnera
=:cos0cos(£^-hcj) -r^sinvcosv : ^ — sm*0( : h 2£J_ \
+ sin9cos(az7 + 3e)riisin'v-1^6-^+8in'e(^-^')l;
tout se réduit donc à déterminer £././«./"'./',";/>./»)./'"'./>',"; c, e'" et 6.
On aura d'abord, par l'article XVI,
et, si l'on nomme A''> la densité moyenne de la planète, on aura, à cause deff = iirA"',
e = -. Q A~\ (cos'v — Jsin'v);
^^('- stïï)
on aura ensuite, par le même article, les quatre équations
— : — e ■+- ^ =- sm V cosv = o,
on trouvera, par l'article XV,
A = i^î^T-li (/««) -H qe) H- f (qr/ -H //<)) _ i? K sin V cosv,
B^*ï=: — .— 2^/ ; gp^ — k — : — Ksmvcosv;
donc A, et B'/* étant pareilles fonctions de /, et de /;" que A et W^ le sont de /et de /'\ on aura
A,= ''''7^'(fe"' + ye) + |(g/. + //,")-:^Ksinvco8v.
D(i) '*"♦"'« /• 2/1-+-3* ( /'ï-i-'ir .
B'/'= — ; — 2^/, : gfx — 4 — r— Ksmvcosv;
de plus, on a, par l'article XVI,
h=f-~ et /." = /;.)-* et Ton trouvera facilement, par l'article IX,
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ce qui donne
partant, on aura les quatre équations
O = . e -4-^(1— ënr-rr 1 ëATn ^""=5 4" SinvCOSV,
i . I* \ 5At*v io5A^*> I* I*
•^f -^ V""3ÂrîTJ--7^sinvco8v,
, — /Ç/^'y- 3^j ~4K— ^sinvcosv,
on tirera facilement de ces équatioujs les valeurs de e, é*\ / et/^*^; et si, pour abréger, Ton fait
P = (a/.-i)^-^-Va/i»(a/n-3i)-(«-H2«)(4/»'-i')] 64A/I* ., ... .. ,-
R=(i-3^)|(2/«-307[2«M3'«-t-30-(« + ai)(4/i»-e')]
-t-4'»''[2«*— (an — 3i) (/i -+- ai)] j
, + 4/i«y[(a» - 3t) (w -f- 0 - an'] ^p'^^,,, » S = 8/i'i'fJH- 4/»*?l I— 5ÂM))[(^" — 3<) (/i + I) — an'],
on aura
/'>= — /i* sinv cosv ' — ^^ __ pV ^^ '-^-^ ;
on déterminera ensuite e et é*^ au moyen des équations
'aKsinvcosv-^/^i- g^^JH-^/»)-
2 ni — «'
Si Ton suppose n infiniment petit, on aura i= — m; d'ailleurs q sera infiniment petit de l'ordre n^^ en sorte que la profondeur de la mer sera partout égale à la constante /; nous devons donc retrouver ici les mêmes résultats que nous avons trouvés pour ce cas, article XI; or on a, en faisant n infiniment petit,
d'où Ton tirera
. __ 12 /K sinv cosv
4K — sinv cosv
[^^^(•-5^)-^('-3|(ïï)
et
aKsinvcosv
^''^('~5Â<ïï)~'^*
,,, 4Ksinvcosv
^'^('-sltiT)-'^* '
ce qui est conforme à ce que nous avons trouvé, article XI. Si Ton fait I r- n, ce qui a lieu à peu près pour la Terre, on aura, en observant
in^
— sinvcosv
sinv cosv
Cherchons présentement les valeui's de/», /?,, />^*\ p\*^ et 6, on aura, par l'article XVI, les trois équations
- a** jç'p, K . ,
— 6 -f- ^-^ - — ^ sm*v.
on trouvera facilement
-^ 3 £—2/1^. 2/1 — 4«-r, iÇ' , ,,,,^ <7K . ,
D, = -. 6/-+- —r-^- ^q H- ^, (/>,^ H- y^;»'/) - 1^ sm«v ;
on a ensuite
et, par l'article IX, on aura
JL 3A 8A ,,, 2g 5A<»^^ ' 35Ai»^^ '
Pi — Py^
les trois équations précédentes donneront ainsi les deux suivantes et si, pour abréger, on fait
^, / A \ /3i'— Q/ii -+- 2/1* , /Il — a«* \ 8A7 . Q-('-3Â<î)j( ^^ '^-— ^— *j-35Âfô'
on aura
— sin«v(Q'-+--^P') sin'v
on déterminera 6 au moyen de Téquation
Si Ton suppose n infiniment petit, on aura
_, m»/ A \ „, 3mU/ A \
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d'où l'on tirera
smsin'v
jK — sin'ï
partant,
ce qui est conforme à ce que nous avons trouvé (art. XI). Si l'on fait I = n, on aura
d'où l'on tirera
'i'={-iS^,ni'-'^-
— sm*w —
'' "~ 7 5ÏT7 4 \„, ; 8A »■'
la valeur de ^ sera donc, dans le cas où i = n et r = i , K
-(cos'v — ls(n'v)(i + 3cosaâ)
vcosvsinScos?
— .■-• '^ î=-^? S jj— ^,sin'4cos(f.iH-J«>).
('-F4sj('-54ÏÏ^)«'-'')-35Ïîi7
Il est aisé de voir, par les articles XV et XVI, que l'on aura généralement, quelle que soit la loi de la profondeur de la mer,
y = H -hMsinvcosvsin0co50cos(*f 4-Bj) -hNsin*vsin*0cos(2i/-+- 2cj),
H, M et N étant fonctions de 6; pour avoir la plus grande élévation et le plus grand abaissement des eaux, il faut faire ^ = o, ce qui donne
o = Mcosvcos0sin(«V-i-Bj) ■+■ aNsinv sindsin(aiV -h 2bj);
or on a
sin(2/^-l- 2Bj) = 2sin(i^ -¥- ts) cos (il -h ts);
Téquation précédente se partage ainsi dans les deux suivantes
o=:sin(i7-hBj),
0 = M cosv cosô 4- 4N sinv sind cos(fY -h bj);
la première de ces équations se rapporte à la plus grande élévation, qui a lieu, par conséquent, lorsque it -+- u est égal à zéro ou à i8o®, c'estk-dire lorsque l'astre passe au méridien; la seconde équation est relative aux plus grands abaissements et donne
,. . Mcosvcosô
4Nsmvsin9
Il suit de là que la valeur de y^ dans la marée de dessus, est
/ = H -h M sin V cosv sin 9 cos 0 -f- N sin* v sin* 6,
et que cette valeu,r dans le plus grand abaissement des eaux, est
7 = H — ^cos*vcos*0 — Nsin*vsin*0;
la différence de ces deux valeurs est la différence de la haute à la basse mer, que l'observation donne immédiatement; on aura donc pour cette
différence
1^ (Nsinvsin0-4- ~cosvcos0j ;
la valeur de y^ dans la marée de dessous, est
/ = H — M sinv cosv sind cosd + N sin*v sin'0;
la différence des deux marées de dessus et de dessous est conséquem-
ment
3 H sin V ces V sîn 0 ces 9,
et le rapport de cette différence à la différence de la haute à la basse
mer est
NM sî n V cos V sin 0 ces 0
(Nsinvsin0 4- -rcosvcosô j
cette quantité que nous nommerons (A) est nulle lorsque Fastre ou lorsque le lieu de Tobservation sont dans Téquateur; mais, si le rapport de M à N était un peu grand, la quantité (A) serait considérable dans nos ports, lorsque le Soleil et la Lune seraient dans leurs plus grandes déclinaisons australes. Cherchons ce rapport dans la théorie ordinaire : cette théorie revient à supposer m infiniment petit dans la valeur de y de Tarticle XI et à changer m en — i, dans les angles iM — xs
et imt — 2ct; on aura donc, en observant que a' = 6^( i —.fâtît)» dans cette valeur
y = 5-— r- (cos*v — J sin*v) ( I -*- 3 cosa 6)
o If
sinv cosv sindcosd cos{U -+■ ts)
sin*v sin'd cos (2 </ -f- aoj),
ce qui donne M = 4N, partant.
. 4 sinv cosv sing cos^ _ sinavsinaQ ^
^ ' ~ (sinvsinô-hcosvcosô)* "~ co8*(ô — v)'
dans nos ports et dans les grandes déclinaisons australes du Soleil et de la Lune, (A) serait négatif et plus grand que — 2; or cette valeur de (A) est très considérable et beaucoup plus grande que suivant toutes les observations qui donnent pour (A) une quantité presque insensible.
Dans le cas où, en supposant la Terre immobile, on transporterait en sens contraire à l'astre attirant son mouvement angulaire de rotation, on trouverait par l'article XI
ce rapport serait très petit si la profondeur / de la mer différait très peu de — j-^ — 3Â^' ®* ^^^ pourrait expliquer ainsi pourquoi la dif-
férence des deux marées d'un même jour est aussi peu considérable; mais, d'un autre côté, N étant égal à — -. 't^^ ' '^ hauteur
des marées serait alors extrêmement grande, ce qui parait contraire aux observations faites nouvellement dans la mer du Sud, suivant lesquelles le plus grand effet de l'action du Soleil et de la Lune pour élever les eaux de la mer n'excède pas 2 pieds.
Voyons maintenant si, en ayant égard au mouvement de rotation de la Terre, il ne serait pas possible de satisfaire aux observations, et pour cela cherchons directement la loi de la profondeur de la mer, dans laquelle on aurait M = o.
Reprenons les équations (21) et (22) de l'article XV; soit 6^*^ le coefBcient de cos(i/ -h u) dans l'expression de ii\ puisque, par l'hypothèse, le coefficient de ce cosinus est nul dans l'expression de y, il est clair qu'il sera pareillement nul dans l'expression dey. Cela posé, si dans les équations (21) et (22) on suppose i = /i, ce qui est à peu près vrai pour la Terre, et que l'on n'y considère que les coefficients
de cos(iV + a), on aura» par la comparaison de c#s coefficients» les deux équations suivantes
âb^^^ ,,,,cos0 ,,,,ây qK . cosô
o=— y— 77- -f-y£>^*'-ï— 77 — ^^'^3^ ;-ysinvco8v-r-7r>.
/i*/>f*>(4cos'(? — i) = 2Ksinvcosv(4cos*ô — i); cette seconde équation donne
o^'^rz: — T-sinvc08v;
substituant cette valeur de 6^*^ dans la première, on en tirera ^ = o;
partant /y est égal à une constante que Ton peut représenter par /.
11 suit du calcul précédent non seulement que, dans la supposition de iM = o, la profondeur de la mer est constante, mais encore que, cette profondeur étant constante, on a M = o, car, en supposant
aK
M =1:0, ^^'5= — r-sinvcosv et /> = /,
on satisfait aux équations (21) et (22), et l'on prouvera, parles raisonnements de l'article XIV, que dans la question présente il n'y a que ce seul moyen d'y satisfaire dont on doive faire usage. Il est d'autant plus remarquable que l'on ait toujours M = o, lorsque la profondeur de la mer est constante, que si l'on suppose la Terre immobile, en transportant en sens contraire à l'astre son mouvement angulaire de rotation, la valeur que l'on trouve pour M peut être très considérable et qu'elle ne devient nulle que dans le seul cas où l'on a
ce qui fait voir d'une manière très sensible combien il est différent de supposer la Terre immobile, ou d'avoir égard à son mouvement de rotation.
En comparant les coefficients de cos(2iV -h 20) dans les équations (21) et (22), et supposant toujours /y = /, on trouvera faci-
lement que la supposition de N = o ne peut y satisfaire et que, ainsi, non seulement (A) = o, lorsque la profondeur de la mer est constante, mais que cette équation indique nécessairement une profondeur constante et, comme dans la nature cette équation a lieu à très peu près, il parait naturel d'en conclure que, si Ton en excepte le voisinage des côtes, la mer a partout à peu près la même profondeur. On peut même déterminer par la théorie précédente la loi des petites variations de la profondeur de la mer, en supposant, toutefois, les observations exactes. Cette détermination est fondée sur une remarque qui nous sera très utile dans la suite, et qui consiste en ce que Ton peut toujours avoir la valeur de M, dans le cas où le sphéroïde que recouvre la mer est un ellipsoïde de révolution. Pour cela, supposons d'abord la densité du fluide nulle, et considérons la troisième et la quatrième des équations (L) de l'article XV; si l'on y fait i = /î, ce qui a lieu à peu près pour la Terre, elles se changeront dans les deux suivantes
, , c^6<*> , ,,,,cos9 ,.,,,dy Igby a/Ky cosô .
' dQ ' smô dB /i*sin*ô n} sm0
/i*6<*)(4cos'0 — i) ^= — /^-Tz — '^gà-r-â -H aKsinvcosv(4cos*0— i);
pour satisfaire à ces équations, soit
b=/s\ndcos6;
la seconde équation doniTera
n«6<*) (4 cos'ô — i) = — ^/(4 cos'ô — i) 4- aK sin V cos(4 cos'ô — i) ;
partant,
Ad)— — j$/-H aKsinvcosv
Observons présentement que, dans le cas où le sphéroïde recouvert par la mer est un ellipsoïde de révolution, on a
y = n- ySÎn'O,
q étant une quanlité quelconque positive ou négative; si l'on substitue CCS valeurs de y, b et &<*', dans la première des deux équations précédentes, on trouvera
/— -~(f/— aKsiiivcosv); parlant.
liKfginvcosv
On prouvera facilement, par la méthode de l'article XIV, que ces deux valeurs de b et de Â"> sont les seules que l'on doive admettre dans la question présente.
Si Ton A. égard à la densité A du fluide, on trouvera par l'article XVI
-«/('— r-TTr) -i-aKsinvcosv
on observera ici que M est égal à t^ — ^ _ . > et que, ainsi, l'on a, quel que soit q.
cette valeur de M est d'autant plus remarquable, que d'elle seule dépend, comme nous le verrons dans la suit*, l'effet de l'attraction et de la pression des eaux de la mer sur la précession des équinoxes et la nutation de l'axe terrestre, et qu'elle nous met ainsi en état de déterminer généralement cet effet, dans le cas où la Terre est un ellipsoïde quelconque de révolution recouvert par la mer.
Nous venons de voir que, pour satisfaire aux observations, q doil être très petit, et dans ce cas le dénominateur de l'expression M esi une quantité négative; or, si l'on s'en rapporte aux. observationi dont M. Cassini fait mention dans les Mémoires de l'Académie poui l'année 17141 P^gc 250, la marée du soir à Brest est un peu plu:
grande que celles du matin dans les syzygies d'été, et un peu moindre dans les syzygies d'hiver, ce qui suppose que M est une très petite quantité positive; d'où il suit que la profondeur de la mer est un peu plus grande aux pôles qu'à Téquateur; mais cette conséquence étant fondée sur des observations fort délicates, puisque la différence des deux marées d*un même jour est toujours fort petite, on ne peut la regarder comme certaine que lorsqu'on aura un plus grand nombre d'observations faites en différents endroits.
La variation de la profondeur de la mer étant fort petite, on peut, sans erreur sensible, calculer la valeur de N comme si l'on avait r = oo ou, ce qui revient à très peu près au même, comme si r était égal à un nombre un peu considérable, tel que lo, ii ou 12, et Ton aura ainsi la loi des hauteurs des marées suivant les différentes latitudes; mais, comme il est impossible de comparer sur ce point la théorie avec les observations, parce que les causes locales, telles que la situation des côtes, la pente des rivages, etc. produisent dans la hauteur des marées des différences prodigieuses à latitudes égales, il est entièrement inutile de calculer cette valeur de N; il nous suffit d'avoir montré comment il est possible de concilier la théorie avec l'observation, sur le peu de différence qui existe entre les deux marées d'un même jour. L'explication de ce phénomène nous conduit à déterminer le temps des plus grandes marées dans nos ports; il est difficile de se refuser au grand nombre d'observations qui établissent directement que les plus grandes marées arrivent dans les équinoxes, et cela parait être une suite du peu de différence qui existe entre les deux marées d'un même jour; car, si cette différence était exactement nulle, on aurait
/=i:H4-Nsin*vsin'0cos(2i7 4- arsj);
la différence de la haute à la basse mer serait sNsin'Osin^v, laquelle est à son maximum lorsque sinv = i, ou lorsque l'astre est dans l'équateur; or on a observé que, dans nos ports, plus cette différence est grande, plus la hauteur absolue de la mer est considérable (Mémoires de l'Académie, année 17 12, p. 94); d'où il suit que les
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plus grandes marées arrivent dans les équinoxes. Pour ce qui regarde les autres phénomènes des marées, comme leur explication est ici la même que dans la théorie ordinaire, nous renvoyons, k cet égard, à Texeellente pièce de M. Daniel Bernoulli , sur le flux et le reflux de la mer.
La considération des équations (4) et (5) de rarticIeVI nous donne facilement la vitesse d*un point quelconque pris dans Tintérieur du fluide; car elles nous montrent que cette vitesse est fonction de 0, cf, / et 5, et qu'ainsi, la profondeur du fluide étant supposée très petite, la vitesse est la même pour tous les points pour lesquels 0 et u sont les mêmes; connaissant donc, par ce qui précède, cette vitesse à un point cjuelconque de la surface extérieure, on aura celle de tous les points du fluide, situés sur le même ravon.
Supposons maintenant que Ton veuille déterminer la pression du fluide sur le sphéroïde qu*il recouvre; nommons {p) la pression du fluide dans le cas de Téquilibre sur le point n de la surface du sphéroïde, pour lequel l'angle wCA = 0 4- aw {fig. 3, p. gS); soit, dans cette même supposition, Q l'attraction du fluide et du sphéroïde sur re point, et 8? l'élément de la direction suivant laquelle elle agit; l'équation (3) de l'article IV nous donnera
soit présentement la pression p = {p) -h 0Lp'\ il est aisé de voir que Faction de l'astre attirant et l'attraction de la difl*érence d'une sphère, dont le rayon est i et dont la densité est la même que celle du fluide, et d'un sphéroïde de même densité et dont le rayon est i -f- ay^ il est aisé de voir, dis-je, que ces attractions multipliées par les éléments de leurs directions, donnent sensiblement les mêmes produits pour le point n placé à la surface du sphéroïde que pour le point N placé à la surface du fluide; Téquation (3) se changera conséquemment dans la
suivante» en observant qu*à la surface du sphéroïde Bs est de l*ordre g S6, et en négligeant ce qu*il est permis de négliger,
mais les quantités -yj ^^jn étant les mêmes» comme nous venons de le voir, au point n qu'au point N, Téquation (y) de Tarticle V donne
onauradonc -^ =^8y et, en intégrant,/?' = A^j -h G, G étant une
constante arbitraire qui peut être fonction de /, sans 0 ni 13; si Ton
observe cependant que, par les mêmes raisons pour lesquelles nous avons vu précédemment que j, u et v doivent être fonctions de ô et de Tangle it + xs^p ne peut être pareillement que fonction de ces deux quantités, on en conclura que G, ne renfermant point xs, ne peut renfermer le temps /, et qu'ainsi cette quantité doit être indépendante de /, 6 et 17.
Au moyen de cette valeur de p' et de celle que nous avons trouvée précédemment pour y^ on pourra déterminer la précession des équinoxes et la nutation de Taxe de la Terre qui résultent de l'action du Soleil et de la Lune sur la mer; nous allons nous occuper de cette recherche intéressante, mais il ne sera pas inutile de faire auparavant quelques réflexions sur le degré de précision de la théorie précédente.
Nous avons supposé, dans cette théorie, A, i et v constants; supposons, maintenant, que l'on veuille avoir égard à la variabilité de ces
(|uantit(';s; on reprendra les équations (6), (7) et (9) de rarticle M :
-7-- — a/i-r-smc/cost?
fit* dt
(7) { ---é'j^-^AB
"h Ksîn29[}sin*v — cos*v-f- îsin*v 005(29— 2ni — im)] 4- aKcos29sinvcosvcos(9 — /i/ — ©),
I dt^ dt
^ --=— fi'^ -4- ACsînQ-+- Ksinvco$vsina(?sin(9 — nt — m)
uJB
H- Ksin'vsin'0sin(a9 — an^ — 2©).
Prenons pour premier méridien celui qui est perpendiculaire au plan (le récliptiquo; soit 5 la latitude de Fastre au-dessus du plan de rérliptiquct s étant toujours une très petite quantité dont nous négligerons le carré et les puissances supérieures; soit encore 90®— e Tangle que forme le plan de Técliptique avec celui de Téquateur, et nommons :; le mouvement vrai de Tastre rapporté à Técliptique, en prenant pour origine Téquinoxe du printemps; 9 exprimera la distance de l'astre au premier méridien comptée sur Téquateur» et si Ton lait passer un plan par le centre de la Terre» par celui de Tastre et par le point de Téquinoxe, Tangle que formera ce plan avec Téquateur
sera <>t>*— £ -H ^i — ; or, en considérant le triangle sphérique formé
par oe plan, par Téquateur et par le méridien de Tastre, on trouvera par la Trigonométrie sphérique
\ sms/
cosv sins'
parlant, on aura
oosv=: cos€ sius -i-s$ia<
d'où Ton tire
sîn V = ^cos'«-H sin'f sin*j5 — a^sinecosssinjs; on aura ensuite
singsin<p
cos-scoscp'
sinfe ; — )
\ sin5/
d'où l'on tire
sincsinc — 5Cose
VC0S*-5-Hsin'esin"-5 — 35sins cosesin^
sin<p= ■ ;
VC0s'-5-hsin*f sin'-« — a^sine cose sine
partant,
sinvcosv sin9 = — (cosssinj3 + 5sin£)cosjs et
sinv cosv C0S9 = (sine %\nz — 5 cose) (cose sins -h ^sine); on a présentement
et
cos(9 — /i/ — ©) = sin^ sin(/i/ 4- gj) H- COS9 cos(/i^ h- xs);
substituant donc, au lieu de h^ s et s^ leurs valeurs en temps moyen
dans la quantité
K sinv cosv cos(9 — /i/ — ni),
on aura une suite de termes de cette forme
K'cos(/if -Hmf -hnj-H A).
On substituera la somme de tous ces terme;^ au lieu de
K sinv cosv cos(9 — nt — m)^
dans l'équation (7), et comme la quantité
K sinv cosv sin(9 — nt — xs)
de l'équation (9) résulte de la difTérentiation de la quantité
K sinv cosv cos(9 — ni — gj)
par rapport à cj» il est clair que chaque terme tel que
K' cos{ne -\- ml -hw-h A)
do l'expression de
K sinv cosv ces (9 — nt — w)
donnera le terme
— K'sin(/i/ -^ mt -hw -h A),
dans l'expression de
K sinv cosv sin(9 — ni — gj),
et ce sera la somme de tous ces termes qu'il faudra substituer au lieu de cette quantité dans l'équation (9).
On a pareillement
ros(2<p — 2nl — acj) = sin29 sin(a/i^ -h 2w) -h 00829005(2/1^4- 2m);
de plus, on a par ce qui précède
sin*v sin2 9 rrr— 2cos5(sine sin-3 — ^oosc), sin*vcos2o ^: sin'e sin*3 — cos*5 — 2.f sin£ cosc sin^;
on aura donc, au lieu de
Ksin'v 003(29 — 2nt — 210),
une suite de termes de cette forme
K'cos(2/i/ -h 2mt H- 2© 4- 2A),
et comme on a
.,.,., .1 fhKsin*vcos(2o — 2/1/ — 2Bj) Ksm*vsm(29 - 2nt — iw) := ^^:^ »
^ 2 ÙfS
le terme
K'cos(2/i/H- 2mt -h 2cy -4- 2 A)
donnera le terme
— K'sin(2/i^ ■+- 2ml 4- 2nj 4- 2A),
dans la quantité
K sin'v sin^(29 — 2nl — 2nj)
de l'équation (9).
Enfin la ^quantité
4K(sin'v — acos*v) ou ^K(i — Scos'v)
donnera une suite de termes de la forme
K'cos(m^-H A).
Considérons maintenant un terme quelconque de Téquation (7), tel
que
2K'cos20cos(/i/-h mZ-f-nj-H A),
et supposons, pour plus de simplicité, la densité du fluide nulle; on pourra facilement y avoir égard ensuite, comme nous Tavons fait précédemment. Le correspondant du terme
2K'COS2 0COS(/I^H- mt -^XD-\- X)
sera, dans Téquation (9),
— K' sin 2 9 sin ( /!/ -h m^ 4- GJ -I- A ) ;
en n'ayant égard qu'à ces termes, on supposera, conformément à la méthode précédente,
y =:acos(nl -i- nit -hvs -h X), u = b cos{nt -h me -^ m -h A)
V =ic sin(w^-H /n/-i-nj-h A),
Uy b etc étant fonctions de 6 seul ; en substituant ces valeurs de y, a et {^ dans les équations (6), (7) et (9), on aura les trois suivantes
— (/i-Hm)'6 — 2/i(/i-+- m)c HnB co^B :=• — g -^ + 2K'cos2 5,
— (/n- m)'csin'9 — 2/i(/t -i- /n)6sindcosd = ^a — K'sin2 9.
Lorsque m est très petit par rapport à /i, on peut, sans craindre aucune erreur sensible, déterminer a, b et c, comme si l'on avait /w = o; d'où il suit qu'alors les parties des expressions de jk, u et v^ qui dépendent
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ilt'S (|i]antités
3K<:os3^8invcosvcos(9 — ni — a)
K sinvcosv3in3$sin(9 ~nl— m),
seront à très peu pr^s les mêmes que celles que l'on aurait en regarilant 9, V et K comme constants dans l'intégration, et en substituant ensuite, au lieu de ces quantités, leurs véritables valeurs variables, ainsi qui- nous l'avons prescrit dans l'article XVII.
Onsidérons un autre terme quelconque de l'équation (7), tel que
JK'sin3 9coB(3n(-(- 2m't-h2V3 + a A'), dont !<■ rorrospondant dans l'équation (9) est
— lk'sia*0s\a{3nt + ani'f + aiin- aA')î on supposera, en n'ayant égard qu'il ce terme,
>■ — a'cos{inl + 2m' l -(-aro + 3 A'), Il :- b'cos(2 nt + 2m'i-\- 3SH-3A'), f — c' sin(3n^-!- am'n- ara + a A'),
t>t l'on aura, pour déterminer a', b' et K, les trois équations
, ,db' , ,,cose\
— 4(« + m'yb-—in{n+m')c'siaOcos6:=~ff~ -t- ÎK'sioad,
— 4(/n- m')'c'£in'5 — 4«(« -*- m')b'ainScoi6 = 2ffi^—K'sia*9;
on voit facilement encore que, si m' est tri?s petit par rapport à n, les parties des expressions de v, u et t- qui dépendent des quantités
J K sin a 5 sin*v cos(a9 — an( — ao)
k ¥În'MSin*5sin(a? — an/ — aw)
sont il très pou près les mêmes que celles que l'on aurait en regardant s. V et K comme constants tlurani l'intégration, et en substituant ensuite, au lieu de ces quantités, leurs valeurs variables.
Relativement au Soleil, les quantités /n, m\ . . . sont très petites par rapport à n^ parce que le mouvement moyen du Soleil dans son orbite n'est que la -^ partie environ du mouvement de rotation de la Terre; ainsi les parties des expressions de y, ueti^ qui dépendent des quantités
\K sin2 0sin'vcos(a9 — 2nt — 2nj),
K sin'v 8in*0 8in(29 — a/i^ — aor),
siKcos2dsînvcosvcos( 9— nt— m),
Ksinvcosvsinadsin( 9— nt— m),
qui se trouvent dans les équations (7) et (9), sont à très peu près les mêmes pour le Soleil que celles que nous avons déterminées par la théorie précédente. L'approximation est un peu moins exacte pour la Lune» parce que son mouvement est plus rapide; mais, comme il n'est encore que ^ de celui de rotation de la Terre, on peut la regarder comme suffisamment exacte.
Il nous reste présentement à considérer les termes de la forme
K'sinaôcos(/n/-i- A),
que donne le développement de la quantité
K sina 0(i sin'v — cos'v).
On supposera, comme précédemment,
jr:=a cos{mt -+- A), u = bcos{mt 4- A)
et
V =c sin(m/-f- A),
et l'on aura, pour déterminer a, 6, c, les équations
— m* 6-— 2/imcsin0cosô = — ^^ -t-K'sinaô,
— /n*c sin'ô — 2nmbsinOcosd = o.
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Si Ton supposait la Terre immobile, en transportant en sens contraire à Tastre son mouvement angulaire de rotation» il faudrait faire n = o dans les équations précédentes; on aurait alors c = o, et en négligeant les quantités de Tordre m', ce qui est permis, à cause de la lenteur du mouvement de Tastre dans son orbite, on aurait les deux équations
(Voix il résulte que les parties des expressions de y^uelv qui dépendent de la quantité
K sin!i9({ 8ln*v — cos'v)
seraient alors à très peu près les mêmes que celles que Ton aurait en regardant v et K comme constants; mais il n*en est pas ainsi lorsqu'on a égard au mouvement de rotation de la Terre : dans ce cas, on a
an , CO80 m sinQ
et Ton déterminera a et 6 au moyen des deux équations
A»(4/i'cos*^ — m}) = — g-^ -h K'sina^,
en sorte que a et 6 ne sont plus ici les mêmes que dans la supposition de /î = o; la valeur de c, et par conséquent celle de v^ sera fort grande, si m est très petit par rapport à /i, ce qui a lieu pour le Soleil, car on verra facilement, par ce qui précède, que mt est égal au double du moyen mouvement du Soleil, qui est très petit par rapport à 2/1/, en
sorte que — est fort grand et à peu près égal à 365; mais le terme le
plus considérable de i^ est celui qui dépend de Tinclinaison de Torbite
lunaire» car il est facile de s'assurer que la quantité
K(|sîn*v — cos*v)
produira un terme de cette forme
K'/? sin 2 0 cos ( m' ^ -h A' )»
p étant la tangente de l'inclinaison moyenne de l'orbite de la Lune et
m't représentant le mouvement moyen de son nœud; or ce mouvement
étant environ dix-huit fois moindre que celui du Soleil, on aura» à peu
près,
partant
à la vérité, la tangente/' étant fort petite, 6 et a seront eux-mêmes peu considérables, et la valeur de c en sera beaucoup diminuée; malgré cette diminution, le terme csin(/n'/ -+- A') restera encore le plus considérable de l'expression de v.
Il résulte de là que les parties des expressions de j^, u^i v qui dépendent de la quantité
K sina0(|sin*v — cos'v)
sont bien différentes de celles que l'on a en regardant K et v comme constants; mais on doit observer qu'à cause de la lenteur avec laquelle les angles m/, m't^ ... croissent, on ne peut se dispenser, dans la détermination des quantités a, b et c, d'avoir égard à la résistance que les eaux de la mer éprouvent, et en vertu de laquelle elles se remettraient bientôt dans leur état d'équilibre si l'action du Soleil et de la Lune venait à cesser. Supposons ici que cette résistance soit proportionnelle à la vitesse, il faut alors ajouter au premier membre de l'équation (7) la quantité p^> et, au premier membre de l'équation (9), la
quantité p^sin'O, p étant un coefficient constant dépendant de l'intensité de la résistance. Pour avoir ensuite les parties des expressions
de j, Il et V qui dépendent du terme K'sin20cos(/n/ -4- A), on fera
7=:acos(mf-h A) -i- a' sin ( m/ -h A ), tt = 6 cos(m/ -+- A) 4- 6' sin(m^ -H A), i'=c sin(m/-h A) -i-c'cos(mf -H A),
et, en substituant ces valeurs dans les équations (6), (7) et (9), on aura, pour déterminer les six quantités a, a\ b^ b\ c, c\ les six équations suivantes :
, fdb , cos0\ ,, dy
'\dB sindj dd
— m^b -hpmb'-^inmc sinôcosôrr— ^ ^ -j-K'sinaô,
— - m>y— pmb -H a/imc/sinôcosôrr— ^ -^,
• — /n*c sin*^ — p me' sin'ô — a iiw6 sindcosd = o,
— m«c'sin"ô -h pmc 8in*ô -1- a/im6'8in9cosfl = o;
si p est beaucoup plus grand que /n, les quatre dernières de ces équations donneront, en négligeant les quantités de Tordre m,
a/i .,cos0 , an , cosô
p smd p sm9
0 = — ^^^- et — ^^-4-K'smaÔz=o. On satisfera donc à toutes les équations précédentes, en faisant
et on déterminant a, b, d au moyen des équations
, (db .cosôN .,dy
0= — ^^ -i-K'smaô,
2/1 , cosô p smd
On voit ainsi que les valeurs de a et 6 se détermineront comme si l'on avait m = o, et qu'ainsi la partie de Texpression de y qui dépend
de la quantité
K(^sm*v — cos'v)
est alors à peu près la même que celle que Ton trouve en regardant K et V comme constants.
La supposition de p beaucoup plus grand que m parait être vraie par rapport au Soleil, car on peut supposer p proportionnel au temps qui serait nécessaire pour que la mer reprit son état d'équilibre si l'action du Soleil et de la Lune venait à cesser; or il est très vraisemblable que ce temps serait beaucoup moindre qu'une année; d'où il suit que la valeur entière de j, que nous avons déterminée par la théorie précédente, peut être regardée comme fort approchée par rapport au Soleil. Cette même supposition de p beaucoup plus grand que m pourrait n'être pas exacte par rapport à la Lune, et alors la partie de l'expression de j^ qui dépend de la quantité
K(isin*v — cos*v)
pourrait être sensiblement différente de celle que l'on trouve en supposant K et V constants; il parait impossible de la déterminer par la théorie, parce qu'on ignore la loi de la résistance en vertu de laquelle la mer tend sans cesse à se remettre en équilibre; heureusement cette quantité n'influe que sur les hauteurs absolues de la mer, suivant les différentes déclinaisons de la Lune, et ne change rien aux autres phénomènes des marées, en sorte que, si l'on suppose, en vertu de l'action de la Lune,
j' = a-f- 6sinvcosvcos(t7-i-o) -+-c8in*vcos(ai7 4- aor),
fc et c seront à peu près les mêmes que par la théorie précédente, et il ne peut rester d'incertitude que sur la valeur de a ; nous croyons cependant que cette valeur ne s'éloigne pas beaucoup de celle que donne notre théorie.
La considération d'une résistance proportionnelle à la vitesse peut servir à lever une difficulté que Ton pourrait faire sur ce que nous
avons supposé, article XV, que ^ ne renferme aucun terme constant,
o'est-à-dire indépendant du temps /. En considérant, en effet, les articles II et III, on voit que, pour l'exactitude de nos calculs, il suffit
que V, M et ^ ne renferment que des termes constants ou périodiques, en sorte que r peut, sans nuire à cette exactitude, renfermer un terme proportionnel au temps; mais, si Ton reprend les équations (J) de Tarticle XV, on verra facilement que la supposition d'une résistance proportionnelle à la vitesse introduit, dans le premier
membre de la seconde de ces équations, le terme pi^* et, dans le premier membre de la troisième de ces équations, le terme pi^sin*6; or il est impossible do satisfaire alors à cette dernière équation, en
supposant que -^ renferme un terme constant, sans que ^ ^^ ^ ^■^ renferme.
On peut faire une remarque entièrement semblable sur toutes les manières de satisfaire aux équations (J) de l'article XV, différentes de celle que nous avons employée : il est clair, en effet, que la supposition d'une légère résistance proportionnelle à la vitesse ne fera que changer extrêmement peu les valeurs que nous avons trouvées ci-dessus pour V, a et r; or, dans Thypothèse d'une résistance proportionnelle à lu vitesse, le fluide n'a qu'une manière possible de se mouvoir; car, si Ton suppose, par exemple, qu'il en existe deux, et que l'on nomme y\ u' cl i ' ce que sont v, m et r dans la première et >'', uT et ^"00 que sont V, u et r dans la seconde, les équations du problème étant linéaires, il est clair que->''— y, u'''-ii' et r^— ♦»' satisferont pour V, u el r à ces mêmes équations, en y supposant K = o, c'està-dire en supposant Tastre attirant anéanti; mais il est évident que, dans ce cas, le fluide doit à la longue se mettre en équilibre, ce qui donne
Donc le fluide n'u qu'une façon possible de se mouvoir dans Thypothèse d'une légère résistance proportionnelle à la vitesse; or, en négligeant les termes de Tordre de cette résistance, on aura pour y, u et V les valeurs que nous avons trouvées précédemment, ce qui pont servir de confirmation aux raisonnements de l'article XIV.
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(sriTB.)
Mémoires de l'Académie royale des Sciencet de Paris, année 1776; 1779.
Les recherches qui font l'objet de ce Mémoire étant une suite de celles que j'ai données dans le Volume précédent (p. 75 etsuiv.)(*) et que leur longueur ne m'avait pas permis d'y insérer en entier, je conserverai ici l'ordre des articles et les dénominations de mon premier Mémoire; et, comme il est nécessaire pour l'intelligence de ce qui suit d'en rappeler les principaux résultats, je saisirai cette occasion pour les présenter d'une manière plus simple, à quelques égards, que celle dont j'ai fait usage, et pour les développer avec plus d'étendue.
Considérons une molécule fluide M, placée à la surface de la mer, et dont, à l'origine du mouvement, 0 soit le complément de la latitude, xs la longitude par rapport à un premier méridien fixe, ou qui ne participe point au mouvement de rotation de la Terre ; supposons qu'après le temps /, 0 se change en 0 -h olu, n en u -h nt -h olç^ ni représentant le mouvement de rotation de la Terre, et a étant un coefficient extrê-
(*) Remis le 7 octobre 1778.
(*) Œuvres de Laplace, t. IX, p. 69 et suiv.
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mcment petit; soit aj Télévation de la molécule au-dessus de la surface de la mer considérée dans l'état d'équilibre auquel elle serait parvenue depuis longtemps, sans l'action du Soleil et de la Lune. Représentons par aBA et aCA les composantes de l'attraction d*un sphéroïde aqueux dont le rayon est i 4- ay sur la molécule M, décomposée perpendiculairement au rayon du sphéroïde, dans le plan du méridien et dans celui du parallèle, A exprimant la densité des eaux de la mer. Soient encore S la masse de l'astre attirant, v le complément de sa déclinaison, ç sa longitude comptée sur l'équateur depuis le premier méridien, h sa distance au centre de la Terre, que nous supposons très considérable relatîven^ent au rayon du sphéroïde terrestre dont nous prenons le demi petit axe pour unité; que Ton fasse
et que l'on désigne par g la pesanteur, et par /y la profondeur de la mer, / étant très petit, et y étant une fonction quelconque de 6; cela posé, nous sommes parvenu (art. VI) aux trois équations suivantes, dont dépend la détermination des oscillations de la mer,
(9) -n7sm'(/-ha/i-j7sm0cosô=: — A':^ -hCAsmô-h 3—»
^^' dt^ dt ° dm âfSf
R étant égal à K[cosôcosv -f- sinOsinvcos(o — ni — o)]*.
Nous observerons d'abord sur ces équations qu'elles supposent immobile le centre de gravité du sphéroïde recouvert par le fluide, et cette supposition est légitime, comme nous l'avons prouvé dans l'article V, toules les fois que le fluide est dérangé de l'état d'équilibre par l'attraction d'un astre quelconque éloigné; mais le fluide peut à Porigine du mouvement avoir reçu un ébranlement tel que ce centre
ne reste pas immobile, et qu'il fasse des oscillations autour du centre de gravité du système entier du sphéroïde et du fluide, que l'on peut toujours regarder comme immobile. Pour être en droit de tonsidércr alors le centre de gravité du sphéroïde comme étant en repos, il faut transporter continuellement en sens contraire aux molécules fluides 4cs forces qui Tagitent. Maintenant il est clair que ce centre ne peut faire que%des oscillations de Tordre ay; d'où il suit que la force qui
l'anime à chaque instant ne peut être que de l'ordre de a -^; en transportant en sens contraire cette force à la molécule M, il en résultera, dans les équations précédentes, des termes de l'ordre de a^ir* V^^
Va
Ton peut rejeter comme étant de l'ordre de a'^- Ces équations expriment donc généralement les oscillations d'un fluide qui recouvre un sphéroïde dont le centre est supposé immobile, quelle qu'ait été d'ailleurs la nature de l'ébranlement primitif, pourvu qu'on le suppose de Tordre a.
Nous observerons ensuite que Ton a par l'article 1, en y changeant (JL en y et en y supposant a = i ,
CsmO = a-r- -+-? «71:^1 ata o axa
-K exprimant le rapport de la demi-circonférence au rayon; donc
Soit
D = a A — fn -4- Jart^,
et Ton aura
BA=^A, CAsin9=gA.
oQ dm
La valeur de D est facile à déterminer lorsqu'on connaît le rayon I -f- aj du sphéroïde, car on a, par Tarticle I,
/ [2SÏn*psm*q(i -+- ay) -h OL{y — y) Bwp] dp dq
= $7r — }«7r/4- a f f y'sinpdpdq.
ce qui donne
1 y sînpdpdq.
•te ^n
Si l'on suppose n = o ety = j, les équations (6), (7) et (9) de l'article précédent, deviendront
YSinS — " i r^ i-T— sinô,
±^ __ ày d^ dK •
Ht^ " ^ ôe"^ dÔ '^ de'
La seconde de ces équations donne
, d^ ô.us\ï\B . , d^y ^ f, , dy ^
-/-^As.nÔ-/^Acos9
La troisième donne
SIU 7 1=: *-- A
dt* (hs sin^.c^' sinô dm^ sinô âuj*
En ajoutant ces deux équations membre à membre, et observant que l'équation
donne
ysmô = -/-~gg l-^sinO
on aura
^y __ / d^jK . (^ COS0 /^ <>*y rf?" ~ ^ ^ "^ ^'d0 sïnë "^ sïîï»^ (^*
^^^ ^ . dô* dô sinÔ sin«ô <te«
^ ^_ cm COS0 l_ d^R
ôO^ de sin0 sin*0 ^bj«"
C'est à l'intégration de cette équation aux différences partielles que se réduit alors la détermination des oscillations du fluide.
Il parait extrêmement difficile de l'intégrer généralement en y supposant A == o, et à plus forte raison en supposant A quelconque; car, quoiqu'il soit facile de conclure la valeur de D de celle de y, cependant la première ne dépend pas, à proprement parler, de la seconde, suivant un rapport analytique; tout ce que l'on peut faire, dans l'étal actuel de l'Analyse, est donc de satisfaire à cette équation dans les cas particuliers, dont aucun ne mérite plus d'attention que celui dans lequel on cionsidëre le fluide comme ayant été primitivement en équilibre.
Pour déterminer, dans ce cas, les oscillations du fluide, nous observerons que l'on a, par des réductions fort simples,
c)»R ôK cosô I d^K
06^ de sinô sin«ô drs^ = — K(i 4- Scosaô) (cos'v — |sin*v)
— 6K sin2 0sinvcosvcos(9-- nt — m)
— 3Ksin*6sin*vcos(a9 — a/ir — 2m);
Téquation (S) deviendra donc, en y supposant d*abord A = o,
[ dt^ ~~ ^ ô^^ ^ dO sin9 ^ sin«Ô dm^ (S') • ; 4-/K(n-3cosaô)(cos»v — |sin*v)
-+- 6/K sinaS sinv cosv cos(9 — nt — m) -l-3/Ksin'ôsin'vco8(a9 — a/i^ — aw).
Il est assez naturel de penser que la forme
^(n-ScosaO) -4-x'sinaô-+-ar'sin'(?
peut satisfaire poury k cette équation, x étant fonction de / seul, et af et af' étant fonctions de / et de u. En effet, si Ton suppose
on parviendra facilement aux trois équations suivantes :
-j-j- -4-6/^x = /K(cos'v — J sin'v),
—^ -+- 6 Igx* =: 6/K sin V cosv cos(9 — ni^ cj),
-^,- -hô/^JT^^S/Ksin^vcosCao — aw/— acj).
Ces trois équations sont faciles à intégrer par les méthodes connues, et Ton déterminera les constantes arbitraires de leurs intégrales par ces
r/r iir' dx'
conditions que -A-^ x\ -^> or", -^ doivent être zéro lorsque / = o. Il résuhe de ces mêmes conditions que les suppositions de -r^ = — a?' et de -T^ = — 4'*^" î>ont légitimes, car, en différentiant Téquation en x' doux fois de suite par rapport à u, et faisant ^-5- = — s\ on aura
-7— -i- 6/^:5*= 6/Ksinvcosvcos(o — fi/ — ©).
Or cette équation est la mémo que Téquation en ar'; de plus, les deux
constantes arbitraires de son intégrale sont les mêmes, car, puisque, à Torigine du mouvement, on a
dx' X =L o el —77- 1= o,
il est clair que Ton a, à cette origine,
partant.
donc
5 ~ o et -T- = o ;
dt '
S'=zx' OU -— -— = — x\
Si Ton différentie pareillement Téquation en x'' deux fois de suite par rapport à cr, et que Ton fasse
on aura
—ijî -h6/^y'z=3/Ksin'vcos(2(p — 2/1/ — acr),
équation qui est la même que celle en af; et, comme on a, à Torigine du mouvement,
ds" 5' =:: o el -3- — o,
at
on aura
partant.
Lorsqu'on aura déterminé, par ce qui précède, la valeur de j, on aura celles de u et de (^, en intégrant les équations
d^u ây ôR d^v . ,^ dy dK
et en déterminant les constantes arbitraires, de manière que Ton ait,
QKên^res de L. -- IX. ^
à roriginc Ju mouvement,
Supposons maintenant A quelconque, et voyons si fla orme précédente de y peut subsister et si l'on peut toujours faire
j' = x(i-+- ScosaS) + j;'sinaô + J:^'5in'6 ou
/ — aj:(3co8*9— i) -\-3a:'6in9coaB -i- j;'sin'0,
a^ et jt" étant des fonctions de n et de /, telles que
En intégrant ces deux équations, on aura
x' ~ a sin (ijj — Bj) 4- è cos {9 — B»), j:'= a'sina(f — aj)-+-d'co8a(9 — ro);
donc
j' I : a x ( 3 cos* (
1) -i-asinScosâfa 8in( <p — ro)4-ftcos{ 9— o)] + sin'9[rt'sin(aç — an) -i-é'cos(a(p — aro)].
Supposons, pour plus de généralité,
j'in A -t- A'" COS0 + A"' cos' 9 -h. . ,-h A"' cos'fl
-!-[asin( 9— cT) + èco8( 9— ro)]8În9cos9(/-H-/'' sïn'fl-i-. . .-^/"''eiii' -t- [a'siii(a9 — ara) + è'cos(a9 — ara)] sW 9{p -h p"^ s\n* 9 + . . . -(-/*""' sin*'' 5),
l'équation
■T—i — CisinS
donnera
D\ = &J Csin9rfra;
on aura donc, par l'article iX,
DA--C + [a sin( 9- -i- J[a'sin(2ç-
ra) + é cos( 9 — ra)]sindcos9(> 4-i"JBÎn'5 + . .. + X""'si ra) + A'co8(a9 — ara)]sm*ô(i( -i-/i'> sin'9 + . . .H-/'" sin""(
X, X^*^ X^*^ ..., X, k^*\ )J*\ ,.. étant des coefficients faciles à déterminer par l'article cité; X^'*^ étant égal à 7^^7-5 /^'^^ ®t ^^'^^ ^g^^ ^ 7 kP^'^^' ^ ®^t ^^^ constante arbitraire qui peut être fonction quelconque de 6; or il.cst clair que cette fonction n'est autre chose que la valeur de DA, lorsqu'on suppose
j' = A 4- A^*^ cos 0 4- . . . H- h^'^ cos* d ;
et comme on a
DA = aaÀ/ / y sïnpdpdg,
on aura, par l'article IX, pour G une expression de cette forriie
G = a 4- a<* J cos 0 -h a<'> cos» 0 4- ... -H a<'> cos' 0,
(7, a<*^ . . . étant faciles à déterminer, et a^'^ étant égal à . h^^^; partant,
D A = (7 4- a<* J cos 0 4- (7<«J cos« 0 4- ... 4- a<'> cos' 9
4- [a sin((p — w) 4- ^ cos(9 — m)] sinô cosô(X 4- X<*^ sin« ô 4- ... 4- X^*") sin*'* 6) 4- H«'sin(2(p — a©) 4- 6'cos(aj{p — am)] sin«ô(/( 4- /(<*J sin« Ô 4- ... 4- /t^''^ sin»'* 9).
Dans le cas présent,
d*où il est aisé de conclure partant,
DA = |7r Aa:(3cos»ô — i) 4- f 7rAj?'sin0cos0 4-|7rAj?''sin»Ô4- a4- \nàx
:=:f TT Ay 4- a4-|7rAj?;
l'équation (S) se changera ainsi dans la suivante
^ft '^^ ^^"^^XdB^ ^ de sinô ^ sin«0 <teV
_ .d^_ .^ cos^ / c^«R
de* de sinÔ sin«Ô d©» *
qui ne diffère de Téquation (S') qu'en ce que g se change en ^ — ^r A; d*où Ton voit que, à ce changement près, le cas de A quelconque rentre dans celui de A = o, ce qui s'accorde avec ce que nous avons trouvé dans Tarticlc IX.
Considérons maintenant le cas de la Nature, dans lequel n n*est pas nul. Au Heu de chercher à ramener, comme dans le cas précédent, la détermination des oscillations du fluide à une seule équatiM différentielle, il est plus simple de considérer les équations (6), (7) et (9) de Tarticle XXll, dont elles dépendent, sous cette forme
d'il' di^ . a n ày
d^\^ . ,^ du' sindcosd dy'
dt* """^ dt z ^àw'
y étant égal ày D R, z étant égal à ysinO, et 1/ étant égal
à uz.
Pour satisfaire à ces équations, supposons
/ — a cos(i/ -h5BT-h A), y=i a' cos{it -^ sfn -r- A),
u'-.b C0S(£V -+-5BT -f- A),
t^ — c sin(i/ -h^cT -h A),
I et f étant des coefficients constants quelconques, et a, a\ b, c étant des fonctions de 6 seul. Les trois équations précédentes donneront, cela posé, les suivantes :
a siii y == — * 3>j — Iscz,
(Z ) { {"^b -\-'>. nie z sin Q cos Qzzz gz -rf ,
^ . ,^ 2Aii6sindcosd ,
rcsm'0-i — : — — gsa\
On tirera des deux dernières
isinÔ(«*— /in*cos*ô)
g( isa'-\- 2n sinôcos0-Tû
«sin*ô(i*— 4ai«cos«Ô)
en sorte que Ton connaîtra b et c, et par conséquent les vitesses horizontales 37 et 27 sinO du fluide lorsqu'on aura déterminé a\ Si Ton substitue présentement ces valeurs de 6 et de c dans l'équation
asin0 = — /^^ •— Iscz,
et que Ton fasse sin^ = x et dx constant, on aura
' ia:'a(i*— 4^*'-+- i'»*^')*
=: — Igz i,x^ ( I — x^) {i* — ^n'^-\- ^n^x^) -r—j
(JX
-h lgsza'[{is-h 2n) (i*— ^n^-h ^n^x^) -h i6/i*x'(i— ^•)]
âz ( da! \
— lg-^x{i —x^) (i* — 4/*'-+- ^n^x^) \i^-^ H 2/i5a' |.
Cette équation renferme toute la théorie des oscillations de la mer; il n'est même pas nécessaire de l'intégrer : il suffit d'y satisfaire, car nous n'avons besoin que de connaître la partie des oscillations du fluide qui dépend de l'action du Soleil et de la Lune, et nullement celle qui est relative à l'état primitif du fluide, puisqu'il est évident qu'elle doit s'anéantir à la longue, en vertu des frottements et généralement des résistances que le fluide éprouve, et qui depuis longtemps l'auraient fait parvenir à l'état d'équilibre, sans les attractions du Soleil et de la Lune qui l'en dérangent sans cesse. Pour satisfaire à l'équation (T), il est nécessaire de connaître i %i s; il faut, de plus.
connaître a' en a. Or, si i*on suppose que le coefficient de
C08(l7 -h5CJ-+- A),
dans R, soit N, et que celui du même cosinus dans DA, soit e, on aura
on déterminera e par Tarticle XXIII, lorsqu'on connaîtra la forme de n, et, pour y parvenir, on cherchera d'abord la valeur de a dans la supposition de A = o; on supposera ensuite à l'expression de a la même forme dans le cas de A quelconque, avec des coefficients indéterminés, et l'on en tirera la valeur de e et, partant, celle de a'; en substituant ensuite ces valeurs de a et de a' dans l'équation (T), on déterminera les coefficients indéterminés de l'expression de a. Cette méthode suppose, à la vérité, que la valeur de a est de la même forme dans les deux cas de A = o et de A quelconque; mais il est facile de s'assurer, par les articles IX et XXIII, que cette supposition est légitime toutes les fois que la valeur de a peut être exprimée par une fonction rationnelle et entière de sinO et de cosO.
Considérons, cela posé, les différents termes de l'expression de R; on a, par l'article XXII,
R = K[cos0cosv -f-sin9sinvcos(9 — /i/ — cj)]' = Kcos'v H- JKsin'0(sin*v — acos* v)
4- aKsindcosdsinvcosvcos(/i^ -hbj — 9) \ K sin' 0 sin* v cos(a/ir -4- acj — 29).
K, V et 9 sont donnés par la loi du mouvement de l'astre en fonctions du temps /; et, si l'on développe par la méthode de l'article XXI la valeur précédente de R, on aura : i** au lieu de
Kcos*v 4-|Ksin'0(sin*v — acos'v),
une suite de termes de la forme
(K'4-K'sin«ô)co8(«V-f-A);
2^ au lieu de
a K sin d cos ô sin v cos v cos ( n^ -+- o — 9 ),
une suite de termes de la forme
K' sin d cos 9 cos (1/ m-bj -h A);
3** au lieu de-
{ K sin* 0 sin' V cos (2/1/ -+- 2bj — aç),
une suite de termes de la forme
K'sin*6cos(i7 h- arar-f- A),
K\ K" et A étant des coéfBcients constants quelconques. La valeur de i sera peu considérable par rapport à n dans les termes de la première forme; car on aurait < = o si Tastre attirant n*ayait aucun mouvement dans son orbite, auquel cas K, v et 9 seraient constants; donc, les mouvements du Soleil et de la Lune dans leurs orbites étant beaucoup moindres que le mouvement de rotation de la Terre, i est très petit par rapport k /i, et il résulte de l'article XXI que, si Ton considère l'orbite de Tastre comme circulaire, i est égal à zéro ou à 2/72, mt exprimant son moyen mouvement. Dans les termes de la seconde forme, i diffère très peu de /i, et cette différence est, par l'article XXI, zéro ou 2m, dans le cas de la circularité de l'orbite; enfin, dans les termes de la troisième forme, i est peu différent de 2/1, et cette différence est encore zéro ou 2m, dans le cas ou l'orbite de l'astre est circulaire. Nous pouvons donc ranger dans trois classes différentes les termes de l'expression de R et, par conséquent, ceux de j; la première comprend les termes de la forme
(K'-HK'sin=0)cos(i7-4-A);
ces termes sont indépendants de cr, et la longueur de leur période est proportionnelle au temps de la révolution de l'astre dans son orbite; la seconde classe comprend les termes de la forme
K' sin 9 cos d cos (1/ h-cj-h A),
dont la période est d*un jour à peu près; la troisième comprend les
termes de la forme
K'sin'0cos(i7 -i- 2w -f- A),
dont la période est d'environ un demi-jour. Nous allons discuter séparément ces termes et leur influence sur le flux et le reflux de la mer.
Examen des termes de la première classe.
Les termes de cette classe que renferme Texpression de R et qui» comme nous venons de le voir, résultent du développement de
K cos' 6 cos* V -H J K sin' 0 sin* v
ou de
Kcos*v H- |Ksin*^(sin*v — 2C0S*v),
sont visiblement de la forme
(K'-f-K'sin«(?)cos(iV-f-A).
En représentant donc, comme ci-dessus, par a, a' et e les coefficients de cos(// -h A) dans j, y et DA, on aura, par Tarticle précédent,
a't=Ia----(K'-HK^r«).
De plus, il faudra supposer s = o dans Téquation (T), et, comme i est très petit par rapport à /i, on pourra y négliger i, eu égard à /i*. Si l'on considère ensuite le sphéroïde terrestre comme un ellipsoïde de révolution, la profondeur de la mer sera 1-+- y sin*6, en sorte que Ton aura
y — I -f- y sin'ô, ce qui donne
q étant un coeflicient constant quelconque très petit et du même ordre
que /; l'équation (T) deviendra ainsi
Pour y satisfaire, supposons Nous aurons, par Farticle XXIII,
partant,
En substituant ces valeurs de a et de à dans l'équation (T'), et comparant les coefficients des différentes puissances de a?, nous aurons une suite d'équations dont la (r 4- 3)"™* sera
l^(A(r+«)_.A^'--^-*)) = (ar-f-6)MA('*-»-»)-?^ j
— (ar 4- a) (ar 4- 3) | /^AC-^»)— ^^^
Si Ton suppose que la suite A 4- A^^^o?* -f- A^^^o?* h- . . . se termine après le terme W-^^^ x^^'^'^ ^ on aura, non seulement
mais encore
De plus, on a par l'article XXIII
OEMpres de L. — IX. a6
l'équation précédente donnera ainsi
Or» si Ton nomme A^*' la densité moyenne du sphéroïde terrestre, on a à très peu* près g = ^ttA^*- ; on aura donc
^['-avTsysi']^'"'*-^^''-^^^
On déterminera ensuite A, h^*\ h^^\ . . . , A^''"*"'^ au moyen des r-4- 2 équations que donne la comparaison des coefficients des puissances de x. Si Ton prend un grand nombre de termes dans la suite
ou, ce qui revient au même, si Ton suppose r considérable, on aura à très peu près q = o, en sorte que la valeur de a, que Ton déterminera par la méthode précédente, sera la même à très peu près que si la profondeur de la mer était constante; cette méthode peut donc servir à trouver des valeurs approchées de a, dans cette hypothèse de profondeur qui, comme nous le verrons dans l'article suivant, est à peu pr%s celle de la nature : il n'est pas même nécessaire de prendre pour r un très grand nombre, car, en faisant par exemple r = 10, on a
or cette valeur de 9, étant du même ordre que ( — ) > peut sans erreur sensible être supposée égale à zéro.
Il est essentiel de prévenir ici une difficulté fondée sur ce que la masse entière du fluide doit rester constamment la même, ce qui exige, ainsi que nous l'avons remarqué dans l'article XII, que la double intégrale
f / y9\nQdB(hs
soit nulle. Or il est nécessaire pour cela que Ton ait dans les mêmes limites
f asin0cos(i/ -h A)ddchn
et, par conséquent,
o =r / asïnOdd;
en substituant au lieu de a sa valeur que nous venons de trouver, il semble qu'il doit en résulter une nouvelle équation entre les coefficients A, A^*\ h^^\ . . . , et, comme on a déjà entre ces mêmes coefficients un nombre d'équations suffisant pour les déterminer, en substituant dans la nouvelle équation leurs valeurs connues, on aura une équation de condition entre les.quantités /i, /, A et A<*^ en sorte que la solution précédente ne parait pas s'étendre au cas général où ces quantités sont quelconques.
Cette difficulté cessera d'en être une si nous faisons voir que, lorsqu'on aura déterminé a par la méthode précédente, la quantité
asinO/fO s'évanouira d'elle-même; pour cela, reprenons la première des équations (Z) de l'article précédent, et observons que, dans le cas présent, elle devient
partant.
i*— 4'* COS&*
f asinO^re
soit nulle lorsque 6 = o, et comme on a dans ce cas
, âa'
on aura
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asinOtf^O (levant se terminer lorsque 0 = ir, on a encore dans ce cas
partant» on aura
Jf asin^dfOzro,
pourvu que la valeur de a soit telle qu'elle satisfasse à Téquation (T'); d'où il suit que la condition d'une quantité de fluide toujours constante est remplie par la nature même des équations qui nous servent à déterminer les coefficients A, A^'\ A^*^ ....
L'analyse précédente suppose que, dans cos(ii + A), i n'est pas exactement nul; mais il est facile de s'assurer que l'expression de R renferme des termes de la forme
(K'4-K'x«)cosA.
Pour déterminer la partie de l'expression de y qui répond à ces termes, il faut recourir aux équations (Z) de l'article précédent et y supposer i == o et 5 = o; elles se réduisent alors, quel que soit z^ aux deux suivantes
a^m^^^l- et o = ^^>
d'où l'on tirera facilement, comme dans l'article XII,
en sorte que la partie de l'expression de y qui répond aux termes de la forme (K'-+- Ylx^) cosA dans R est
— K'cosA ,0 fl.
^'^ — 7 2r5T(" + 3cos2^).
On voit par là que les suppositions de i = o et de i très petit donnent
pour a des résultats entièrement différents» et que ces résultats sont sensiblement les mêmes pour toutes les valeurs de ù quelle que soit leur petitesse, pourvu qu'elles ne soient pas nulles; mais il est très essentiel d'observer ici que» les oscillations du fluide qui dépendent des termes de la forme cos(iV + A) étant extrêmement lentes, les résistances en tout genre que le fluide éprouve doivent les dénaturer d'autant plus que leurs périodes sont plus longues, de manière que l'on peut supposer à i une si petite valeur que, sans être exactement nulle, elle donne cependant pour a la même quantité que la supposition de i = o. Nous sommes déjà parvenus à ce résultat dans l'article XXI en supposant que le fluide éprouve une légère résistance proportionnelle à la vitesse; on peut s'en assurer encore a priori de la manière suivante.
La partie de l'expression de y qui répond aux termes
K cos* B cos* V H- { K sin' Q sin' v
de l'expression de R représente les oscillations de la mer dans le cas où elle serait attirée par quatre astres dont les masses seraient chacune le quart de la masse de l'astre S et qui, placés aux mêmes distances que lui de l'équateur et du centre de la Terre, auraient des mouvements entièrement semblables, le premier se confondant avec l'astre S même, le second en étant constamment à go^ de distance en longitude, le troisième à i8o^ et le quatrième à 270^; en efi*et, si, dans l'expression
K [cos6 cosv 4- sinô sinv cos (9 — /ir — cj)]'
de R, on change S en |S, ou, ce qui revient au même, K en ^K; que Ton y fasse successivement ç égal à ç, à ç -f- 90**, ç -f- 180®, ç 4- 270®, et que l'on ajoute les quatre valeurs de R qui en résultent, il est visible que leur somme sera
K cos* 0 cos« V 4- 1 K sin* B sin« v.
Il suit de là que, si les quatre astres dont il s'agit ne changeaient ni de parallèle, ni de distance au centre de la Terre, quel que fût d'ail-
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leurs leur mouvement, le fluide soumis à leur attraction finirait à la longue par prendre Tétat d'équilibre, et, comme alors K et v seraient constants, on aurait par ce qui précède
K(co8»v — Jsin'v), , ^..
r= --^-- ^-j-v— '(i-f-3cosaô).
Supposons maintenant que T soit le temps nécessaire au fluide pour se mettre en équilibre, en vertu des résistances qu'il éprouve et en partant d'un état donné, et que, dans cet intervalle, K et v changent extrêmement peu, il est clair que, lorsque, après un temps considérable, K et V auront éprouvé un changement sensible et seront devenus *K et *v, le fluide prendra Tétat d'équilibre qui convient aux nouvelles quantités *K et *v, et qu'ainsi l'on aura
r= — ^ — ^^— — ^(i4-3cosae);
on peut donc employer alors généralement l'expression
K(co8*v — 4sin'v), , ..
y = -^ 3^ V (' + 3 cosaô),
K et V étant considérés comme des fonctions du temps i, qui varient très peu durant le temps T. L'exactitude du résultat précédent dépend de la petitesse de ces variations et de l'intensité de la résistance; le moyen le plus simple de juger de cette exactitude dans un cas donné est d*imaginer d*abord les quatre astres précédents mus dans le plan de l'équateur, et le fluide en équilibre, de transporter ensuite par la pensée ces astres sur le parallèle le plus éloigné de l'équateur auquel ils puissent parvenir et de les faire mouvoir sur ce parallèle jusqu'à ce que le fluide ait pris l'état d'équilibre qui convient a ces nouvelles positions; si le temps nécessaire au fluide pour prendre ce nouvel état d'équilibre est beaucoup moindre que celui que les astres emploient à
parvenir de Téquateur à leur plus grande déclinaison, on pourra, sans erreur sensible, faire usage de la valeur précédente dey.
Quoique nous ignorions la loi des résistances que la mer éprouve, il est'cependant très vraisemblable que ce temps serait considérablement plus petit que trois mois, et qu'il n'excéderait peut-être pas douze ou quinze jours : on peut donc supposer, relativement au Soleil, que la partie de Texpression dey qui répond aux termes
K cos' 6 cosv -H i K sin* 0 sin' v
est
K(cos'v-— |sin*v)
(i 4-3cos2^).
Cette supposition est moins exacte pour la Lune à cause de la rapidité de son mouvement; mais, vu l'ignorance où nous sommes sur la nature et la loi de résistance qu'éprouvent les eaux de la mer, il parait impossible de fixer par la théorie la valeur dey correspondante à ces termes ; nous nous en tiendrons conséquemment à la précédente, l'erreur qui en résulte étant de peu d'importance dans la théorie du flux et du reflux, puisqu'elle ne peut influer sensiblement que sur les hauteurs absolues des eaux, relativement aux différentes déclinaisons de la Lune, et nullement sur les différences de la haute à la basse mer.
Excunen des termes de la seconde classe.
Les termes de la seconde classe que renferme l'expression de R, et qui, comme nous l'avons vu, résultent du développement de
2 K sin V cosv sinO cos0 co8(n£ -+- «y — 9),
sont de la forme
K' sind cosd cos( ir 4- w -f- A);
il faut donc supposer 9 = 1$ dans l'équation (T) de l'article XXIV, que
ao8
Ton pourra mettre ainsi sous cette forme
= — Igz l'a?' ^i — x'
dx
/l' IffZ ix^ ( I J?' )' -r— T-
-\- l^n}lgzix'^{
dx^
or, si l'on y suppose, comme dans l'article précédent,
et que l'on fasse
a = sineco8e(/4-/(*) sin'O -4-/0 gin^e -h. . .-^/c) sin^-ô),
il est aisé de s'assurer, par un calcul analogue à celui de l'article précédent et par quelques considérations fort simples sur la formation de l'équation (T), qu'elle sera satisfaite, pourvu que l'on ait
irv
ce qui s'accorde avecce-que nous avons trouvé par une autre méthode, dans l'article XVI; quant à la condition d'une quantité de fluide toujours constante, ou, ce qui revient au même, à l'équation
tic ^IIC
/ y^inBdBdWf
elle est évidemment satisfaite, parce que l'on a
/lie
cos(if -f- BJ H- A)rfiny = o;
mais» pour ne pas nous embarrasser ici dans des calculs inutiles, nous
supposerons, conformément à ce qui a lieu dans la nature, que e est à peu près égal à /i, en sorte qu'en cherchant à satisfaire à l'équation (T) nous négligerons la différence i — n. Cette équation deviendra ainsi
Igza' [i6^«(i — a:») — 3(3 — 4^')]
or on peut y satisfaire en supposant ,
a = / sin 0 cos B = fx v/i — x%
car alors on a, par l'article XXIII,
l'équation
a'z=a sin0 cos0
donnera donc En supposant donc, dans Téquation différentielle précédente,
Z=X-hjX*,
et en y substituant ces valeurs de a et de af, on trouvera facilement qu'elles y satisfont, pourvu que l'on ait
Il suit de là que la partie de l'expression de j qui répond au terme
Œuvres dt L, ^ W, ^7
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K' sinO cosO cos(i/ 4- cj h- A) de Texpression de R est à trfes peu près
rt ce résultat est d'autant plus exact que i diffère moins de /i.
Si Ton désigne par £K' sinO cosO cos(i/ + o + A) la somme de tous les termes de la forme
K'sin9cosdcos(<7 -f-ci 4- A)
(|ue donne le développement de R, et par Y la partie de l'expression de j^, correspondante à cette somme, on aura
Y= -. i|^j-r 2K'sin9cosecos(i7 4-BJ-^A);
or tous les termes de la forme
K'sin9co89cos(i7 -f-BJ4- A), dans R, venant du développement de
aK sinv cosv sînd cosd cos(/ir + gj — 9), on a
lK'sin0cos9cos(i/4-BT4- A)= aKsinycosvsmdcosdcos(/ir 4-Tir — 9);
donc
^ ^KûTsinv cosvsindcosd
Y= — ^ j^gp^ cos(/ir-f-Bj— 9),
équation à laquelle on serait directement arrivé, en n'ayant point égard aux variations de K, v et f , et qui, par cette raison, est d'autant plus exacte, que ces variations sont moindres dans un temps donné.
La valeur de Y est la plus grande possible, lorsque /i£ + o — 9 est égal à zéro ou à 180^, et par conséquent lorsque l'astre attirant passe au méridien de Tendroit où l'on observe, et si la plus grande valeur positive de Y a lieu lors du passage de l'astre dans la partie supérieure
du méridien, sa plus grande valeur négative aura Heu lors du passage de Fastre dans la partie inférieure du méridien, et réciproquement. La différence de la plus grande valeur positive de Y à sa plus grande valeur négative, ou, ce qui revient au même, le double de la plus grande valeur positive, donne conséquemment la différence des deux marées d'un même jour, qui sera d'autant plus grande que le coefficient 4 ysinvcosvsin cos ^^^^ ^^^^ considérabk ; or, les observations ayant
fait voir que cette différence est extrêmement petite, on doit en conclure que ce coefficient est très petit lui-même, ce qui suppose à g une valeur nulle ou presque nulle, et comme la profondeur de la mer est égale à /+ ^sin^O, il en résulte que, pour satisfaire aux phénomènes du flux et du reflux, cette profondeur doit être à très peu près constante, ce qui s'accorde avec ce que nous avons trouvé dans l'article XIX.
Il résulte des observations faites dans nos ports que, dans les syzygies, la marée de dessus est Tin peu plus grande en été, et un peu moindre en hiver que celle de dessous, ce qui demande que
y TÂ""\ ^^'^ ^"^ quantité positive; or le dénominateur
^9s{^'^ 5Â<^) "■ ^^ étant nécessairement négatif à cause de la petitesse de 9, Te numérateur doit être pareillement négatif, ce qui semble indiquer, comme nous l'avons déjà observé dans l'article XIX, que la mer est un peu plus profonde aux pôles qu'à l'équateur; mais la différence des deux marées d'un même jour, n'étant tout au plus que ^ dr leur hauteur absolue, est du même ordre que la différence i — /i, que nous avons négligée dans l'équation (T); il pourrait donc arriver qu'elle fût le résultat de la petite correction qu'exige la supposition dei = /i, dans le cas oii la profondeur de la mer est constante. Un moyen très simple de s'en assurer est de calculer les différents termes de la valeur de Y, en supposant, dans l'équation (T), i quelconque par '
rapport k nclz = X'h^x*; car nous avons vu que l'on pouvait tou-
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jours avoir une expression finie de ces termest dans le cas où
or, pour peu que r soit considérable, cette valeur de q se réduit k très peu près à zéro, et Ton a le cas d'une profondeur constante; mais il serait inutile d'entreprendre ce calcul, qui n'a d'autre difficulté que sa longueur, parce que les petites corrections qui en résulteraient sont du même ordre que celles qui sont dues au frottement et à la ténacité du fluide, auxquels il n'est pas possible d'avoir égard, vu l'impossibilité de connaître la loi de ces résistances. Nous pourrons donc considérer dans la suite, sans craindre aucune erreur sensible, la profondeur de la mer comme constante et égale a /; dans ce cas, on aura à
très peu près Y = o et a'= ^^-sinvcosvsinOcosO; d'où Ton conclura, par l'article XXIV,
b=: — -sinv cosvsin(?,
2K . cos9
/i* SI II 5
il suit de là que, si l'on nomme u et U les parties de i£ et de ç qui correspondent aux termes de la seconde classe de l'expression de R, on aura
u =z — 7SIIIVCOSV COS(/l/ + T7 — 0),
2K . cosO .
tr
U = rsinvcos
En considérant avec attention ces expressions de u et de U, il est aisé de voir qu'en n'ayant égard qu'au terme
2Ksinvcosvsin5cos(?cos(/i^4-w — o)
de l'expression de R, et à la forcp que ce terme représente, les molécules fluides se meuvent à très peu près comme si elles étaient isolées, en sorte qu'elles n'ont aucune réaction sensible les unes sur les
autres. Imaginons, en effet, une tranche de fluide comprise entre deux méridiens et deux parallèles infiniment proches; il est clair que, la valeur de u étant la même pour toutes les molécules situées sous le même méridien, la largeur de la tranche dans ce sens restera toujours la même; mais, à mesure que le fluide coule vers Téquateur, T^space
compris entre les deux méridiens augmente, d'où il suit que, la lar-
geur de la tranche augmentant dans le sens du parallèle, le fluide devrait s'abaisser, si, en vertu de la vitesse des molécules de cette tranche dans le sens du parallèle, les deux méridiens qui la renferment ne tendaient pas à se rapprocher et à diminuer sa largeur dans le sens de la longitude; or il est facile de s'assurer que la diminution que 'reçoit cette largeur, par la valeur de U, est égale à l'augmentation qu'elle reçoit par le mouvement de la tranche vers l'équateur; d'où il suit qu'elle est toujours constante dans le sens du parallèle, et qu'ainsi la hauteur de la tranche n'est point sensiblement altérée par le mouvement du fluide; c'est la raison pour laquelle, dans le cas où la profondeur de la mer est constante, la différence des deux marées d'un même jour est presque insensible. Je me suis un peu étendu sur ce phénomène, parce qu'il est très important dans la théorie des marées et que d'ailleurs il est entièrement contraire à la théorie connue du flux et du reflux de la mer; pour le faire sentir d'une manière frappante, déterminons, d'après cette théorie, pour la latitude de Brest, qui est de 48*^22'55'\ la différence des deux marées d'un même jour, lorsque le Soleil et la Lune ont 20^ de déclinaison méridionale et sont en opposition ou en conjonction.
Si l'on prend pour unité la différence de la marée de dessus à la basse mer, on aura, par l'article XIX, suivant la ihéorie ordinaire,
I M- ^'"^^,^oo — ?4r7— pour la différence de la marée de dessous à la
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basse mer; or, cette quantité étant égale à 5,708, il en résulte que la différence de la marée de dessous à la basse mer est près de six fois plus grande que celle de la marée de dessus à la basse mer, et cette différence serait plus considérable encore si le Soleil et la Lune avaient
une plus grande déclinaison méridionale : cependant une suite d'observations faites avec soin pendant plusieurs années donnent ces différences presque égales pour les deux marées (voir les Mémoires de V Académie pour V année 1714)- M- Daniel BernouUi, dans l'article XI (le son excellente pièce sur le flux et le reflux de la mer, cherche à rendre raison de cette égalité des deux marées d*un même jour par le mouvement de rotation de la Terre, qui, suivant ce grand géomètre, est trop rapide pour que les marées puissent s'accommoder aux résultats de la théorie. Mais il suit de ce que nous avons dit dans Tar- Hcle XIX : 1^ que, malgré la rapidité du mouvement de rotation de la Terre, les deux marées d'un même jour pourraient être fort inégales, si la mer n'avait point partout la même profondeur; 2® que, dans le' nas où elle a une profondeur constante, ces marées pourraient être encore très inégales, si l'on supposait la Terre immobile, en transportant en sens contraire au Soleil et à la Lune, son mouvement angulaire de rotation; on pourrait cependant dire alors, avec M. Bernoulli, que la rapidité du mouvement de ces deux astres empêche les marées de s'accommoder aux conclusions de la théorie. Il me parait résulter de ces considérations qu'il n'y avait qu'une explication fondée sur un calcul rigoureux, tel que celui que nous avons donné dans l'article XIX et dans celui-ci, qui pût mettre à l'abri de toute objection à cet égard le principe de la gravitation universelle.
Examen des termes de la troisième classe et conjectures sur la profondeur moyenne de la mer.
Les termes de cette classe que renferme l'expression de R, et qui, comme nous l'avons vu, résultent du développement de
|Ksin'0sin*ycos(a/i/-l- 201 — 29),
sont de la forme
K'sin'ôcos(i7 -h 2514- A);
il faut donc supposer 5 = 1 dans l'équation (T) de Tarticle XXIV; or, si l'on y suppose, comme dans les articles précédents,
^ ^— /y» t i /if<M
et que l'on fasse
il est aisé de s'assurer, par un calcul analogue à celui de l'article XIV, qu'elle sera satisfaite, pourvu que l'on ait
gn*
ce qui s'accorde avec ce que nous avons trouvé d'une autre manière dans l'article XVI, et, comme on a
/ ' cos(iY-4- aw4- A)</bj = o,
la condition d'une quantité de fluide toujours la même est nécessairement remplie.
En suppQsant r un nombre un peu considérable, on aura, à très peu près, le cas d'une profondeur constante; ce dernier cas étant celui de la nature, on peut donc déterminer d'une manière très approchée, par la méthode précédente, les oscillations de la mer dépendantes des termes de cette troisième classe, quelles que soient la densité A et la profondeur /.
I différant très peu de 2/1, on peut, comme nous l'avons fait dans l'article précédent, relativement aux termes de la seconde classe, n'avoir aucun égard aux variations de K, v et 9 dans le terme
|Ksin'0sin*vcos(2/i^4- 2BJ — 29);
on n*aura ainsi qu'une seule valeur de a à calculer, et l'expression de y 9 correspondante à ce terme, sera
acos{2nC-h 2BJ — 29);
elle sera à son maximum lorsque 2/1/ + 2C7 — 29 sera égal à zéro ou a iiSo""; (1*011 il suit que, si la plus grande valeur positive a lieu lors du passage de Tastre par le méridien, sa plus grande valeur négative aura lieu environ six heures après : le double 2a de la plus grande valeur positive de celte expression donnera donc la différence de la haute à la basse mer. Or, si la profondeur /influait d'une manière sensible sur la valeur de a, on pourrait par des observations exactes sur les marées, faites dans les mers libres et loin des continents, déterminer avec assez de précision la profondeur moyenne de la mer, sur laquelle on n*a formé jusqu*ici que des conjectures vagues et incertaines : cette considération mérite d*autant plus d'attention, que nous n'avons peutêtre que ce seul moyen pour connaître un élément aussi important de la théorie de la Terre; c'est ce qui me détermine à donner ici le calcul des hauteurs des marées pour différentes profondeurs; je ferai, pour plus de simplicité, abstraction de la densité de la mer, parce qu'elle n'est pas bien connue, et que d'ailleurs, d'après les observations faites sur les attractions des montagnes, elle parait être beaucoup moindre que la densité moyenne de la Terre, en sorte qu'en la regardant comme nulle nos résultats s'éloigneront moins de la vérité que les observations auxquelles on pourra les comparer, et qui, dans les mers les plus libres, sont modifiées par un grand nombre de circonstances étrangères. Pour déterminer présentement le terme
de l'expression de y qui correspond au terme
— sin'v sin'î;cos(3#i/ -h aw — 25)
de l'expression de R, on pourra faire usage de la méthode que nous avons indiquée ci-dessus; mais on peut le trouver plus simplement de la manière suivante. Pour cela, nous observerons que la supposition de A = o donne, par l'article XXIV,
a=L a sin'v sin'5;
de plus, rhypothëse d'une profondeur constante revient à faire s = x dans l'équation (T) du même article; si l'on y suppose ensuite s z= 2 et i = 2/1, et que, pour abréger, l'on fasse
an' , Ksin'v ^ -7— HZ (i el =1: 6,
elle deviendra
(R) oi=a?*(i — ^') -p^ — j? 3 2a(4 — x'— fjLj?*) 4- 4^^*-
Pour satisfaire à cette équation, supposons
nous aurons généralement, entre les coefficients Téquation
o = A(''-^*H2'**-t- 2'* — 4) — At'*U2/-*— r — 1) 4- juiA('*-»J.
Cette équation est aux différences finies du second ordre, et Ton déterminera les deux constantes arbitraires de son intégrale au moyen des valeurs de A et de A^*^; or la substitution de l'expression de a dans l'équation (R) donne A = o et A^'^ = ^ 6; il reste présentement à intégrer l'équation précédente, ce qui parait très difficile; nous nous bornerons ainsi à déterminer successivement, au moyen de cette équation, les valeurs de SS^\ A^^ , —
En y faisant r— i, A = o et A^'^=: ^6, on trouve l'équation identiquelo = o; en y faisant r = 2, on a
o = 8A<') — 5At«^4-fJLA<>>,
équation au moyen de laquelle on déterminerait A^'\ si Ton connaissait A^'^; si Ton fait r — 3, on aura
o — 2oAt*J - i4 A<») 4- fxAt»),
équation au moyen de laquelle on déterminerait A^^^ si l'on connaissait A^'^; on verra de la même manière que la connaissance de A^*^ dé-
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pend (le celle de A^^^ et ainsi de suite à Tinfini, d'où il semble impossible d*âvoir la valeur de A ; voici comment on peut résoudre ce cas singulier qui peut se présenter dans d'autres circonstances.
Supposons que la suite An- A^*'a?*-h A^*^j?*-h A^'*ar*-h. .. se termine après le terme A^''"*^*^^:*''''*, ou, ce qui revient au même, supposons A^'^"*"^^= o, A^''^'^ = o, A^*""^*' ~ G, . . ., nous aurons les équations
. or:: 8A<»>- 5 Af*> -H fX A<'\
o^aoA<*>- i4A^'>-+-juiA<*>, or_-36A(»>-37A<*>-rjuiA<»s
o= A<'-+»>[a(r — i)»-i-6(r — I)] — A<'')[a(r — i)«H-3(r-i)]-hjuiA^'-«\ o:-. — A^'-^»U2r*-+-3r)4-fjLA<''), \ o=:fjLA('-^'';
en faisant abstraction de la dernière de ces équations, on aura un nombre r d'équations au moyen desquelles on pourra déterminer les r quantités X^'\ A^'\ A^*\ . . ., A^'''*"*^ et si Ton suppose
^(r-i)_3(^_ i)»-f-3(r— O — afx
^(r-i)-- 3(^ _ Q)'-f- 3(r — a) — îjui
^^r-.)= 2(;. _ 3)»^ 3(^ - 3) - afjL
on aura
A'" -jI^,A"-«'.
on aura donc
2^(I)^(«)^(3)...|jL(r)
Ces valeurs de A^'\ A^•^ A^*^ ... satisfont aux équations (/), si Ton excepte la dernière de ces équations; mais, si Ton ajoutait au second
membre de Téquation (R) le terme ^^]^ ^^J jtj» il est visible que
cette dernière équation se changerait dans la suivante
!- u uKi»'-^^)
ce qui donnerait pour A^*"^*^ la même valeur que précédemment; d*oii il suit que l'équation finie
satisfait exactement à l'équation différentielle
o r=a?'(i — ^ )'r~i ""^3 2a(4 — x^ — fxx^) -h ^6x^
dx^ âx '^ r- / ■ -t ^(n|UL(«)...^(n
Si le terme ^7) (d tF) é*^** extrêmement petit, on pourrait, sans
fX fX . . . fX
erreur sensible, employer l'équation précédente au lieu de l'équation (R), et l'erreur serait d'autant moindre que ce terme serait plus petit; or, quel que soit (x, il est facile de s'assurer que l'on peut toujours supposer à r une telle valeur que ce terme soit moindre qu'au-
cune grandeur donnée, en sorte que ^^^ {,, ^^ devient infiniment
petit lorsque r est infini.
Pour appliquer la théorie précédente à des profondeurs détermi-
nées, nous choisirons celles qui répondent à (x = 2o, (x = io, (x = 5
et (X — |; (X étant égal à -jr^ "^ profondeur / de la mer sera, dans ces
quatre hypothèses, — , r— » ^: — > — ; or on a, comme on sait,
et le rayon de la Terre que nous avons pris jusqu'ici pour unité est de 144s lieues, à raison de i3 573 pieds, ou d'environ 2262 toises par lieue; d*où il suit que la profondeur de la mer relative aux quatre valeurs précédentes de [x est de ^ lieue, de i lieue, de 2 lieues et de 4 lieues. Considérons d'abord le cas de [x = ao, ou d'une demi-lieue de profondeur.
Si l'on supposer^ 12, ou, ce qui revient au mèmCySiTon considère treize termes de la suite
on trouvera
At«)=r
Ai»--
Aï»*» -: 0,0040786,
At*)- -
At»2 - _ o,oooo3o396.
A-'-rzi-
1 rt lAWVirkA r-
. nii il toi
iHruît aîniifop à l*pniiâfî
lielle (R), pour que l'équation
a = A^»>a:-H-A<»^ar^-HAt»x«-h...-t-Af»»îa:"
y satisfît exactement, étant égal à — 2[xA''""^*^a7^''"*, est conséquemment égal à — o,oooo7viio46ic'®; or ce terme, étant excessivement petit par rapport à l\^x^, peut, sans erreur sensible, être ajouté à
a — 6sin*0
l'équation (R), en sorte que Ton doit regarder comme très approchée la valeur suivante de a :
0,5-1-10,0931 sin'0 -f-5,o582 sin*9
— 6,5523 sin*0 — 7,7244 sin'9
— 3,7290 sin*®^— 1,0987 sin*'(?
— 0,225 1 sin**^ — 0,03434 sin**(?
— 0,004078 sin"^ — 0,0003889 sin***©
— o,oooo3o39 sin- 6» —-0,000001876 sin**^ /
On peut même négliger, dans les coefficients nufliériques des dernières puissances de sinO, les chiffres qui occupent après la virgule la cinquième place et les suivantes, parce que dans le calcul des coefficients des premières puissances de sinô nous n'avons porté l'exactitude que jusqu'aux dix-millièmes inclusivement, ce qui est plus que suffisant dans ces recherches.
Si l'on se rappelle maintenant ce que nous avons dit dans les articles XXV et XXVI, il est aisé d'en conclure que l'on a généralement, dans la supposition de A = o,
aK , , 1 . • X i-h3co82 9 , ^ ,
«/= — (cos'v — Jsm*v) p h (xa cos {2 nt-^ 201 — 29);
or, en supposant que les quantités K, v et 9 sont relatives au Soleil, et que h exprime sa moyenne distance à la Terre, et mt son moyen, mouvement, on a, par la théorie des forces centrifuges.
partant.
3S 3ai« /my 3 ^^^
^Â^ = Ï7 ( n ) = r^^(mjr = o,T>oooooo3889.
Cette quantité est une fraction du rayon de la Terre que nous avons pris pour unité; pour la réduire en pieds, il faut donc la multiplier par le nombre de pieds que renferme ce rayon, c'est-à-dire par
1445 X 13573 pieds; on aura ainsi
et il faudra faire varier cette quantité réciproquement comme le cube de la distance actuelle du Soleil à la Terre au cube de sa moyenne distance.
Si l'on nomme ensuite e le rapport de la masse de la Lune, divisée par le cube de sa moyenne distance k la Terre, à la masse du Soleil, divisée par le cube de sa moyenne distance, on aura, pour la Lune,
quantité qu'il faudra faire varier encore réciproquement comme le cube de la distance actuelle de la Lune au cube de sa moyenne distance; il suit de là que, si l'on désigne par v' et 9' pour la Lune les quantités que nous avons nommées v et 9 pour le Soleil, on aura, en vertu des actions réunies de ces deux astres, dans le cas où la mer n'a qu'une demi-lieue de profondeur et où, par conséquent, (x =: 20, .
I I 3 COS 2 Q
ay :- oP,76a9 ^ [cos* v — J sin* v 4- e(cos' v'— \ sîn* v')]
-i-oP,7629sin'0 {
/ 0,5 4- io,oq3i s
— o,oo4o8s
— o,oooo3s
esin*v'cos(2/i^4- 201 — 29') )
sin' vcos(2/i/-h 21SJ — 29 ) )
Si l'on suppose le Soleil et la Lune dans leurs moyennes distances à
la Terre et en opposition ou en conjonction dans le plan de Téqua* teur; si, de plus» on fait, avec M. Daniel BernouUi, e==|, on trouve i9>^,85 pour la différence de la haute à la basse mer à Téquateur; mais une singularité très remarquable est que la basse mer a lieu lorsque les deux astres sont dans le méridien, et la haute mer lorsqu'ils sont àThorizon, en sorte que TOcéan s'abaisse à Téquateur, sous Tastre qui l'attire : en avançant de Téquateur vers les pôles, on trouve que, vers le seizième degré de latitude tant boréale qu'australe, la différence de la haute à la basse mer est nulle; d'où il suit que, dans toute la zone comprise entre les deux parallèles de i6^, la basse mer a lieu lors du passage des astres par le méridien et que, au delà de ces parallèles, la haute mer a lieu à ce même instant.
En comparant ces résultats aux observations, on voit qu'il est impossible de les admettre; car, d'un côté, la différence entre la haute et la basse mer dans les syzygies est moindre que 19^,85 dans les mers libres situées sous l'équateur, et, d'un autre côté, le moment de la haute mer approche beaucoup plus de l'instant du midi que de celui où le Soleil est à l'horizon. Nous pouvons donc assurer que la profondeur moyenne de la mer n'est pas d'une demi-lieue.
Dans le cas de (x = 10, et par conséquent d'une lieue de profondeur, on trouvera, par un calcul analogue au précédent,
dy = oP, 7629 ^ [cos* V — 4 sin* v 4- c(cos* v' — { sin* v' )]
0,5 — 0,1245 sin* 0
— 0,7028 sin* B
— 0,4297 sin* 0
— 0,1270 sin'ôlj esin*v'cos(2/ir-i- 2BJ — 29')
— 0,0281 sin**9 j ( -f- sin* vcos(2/tr 4- 2bj — 29 )
— 0,00288 sin"0
— 0,00026 sin'* 0
En supposant le Soleil et la Lune dans leurs moyennes distances
-hOP,76298in'ô
et en opposition ou en conjonction dans le plan de Téquateur, et faisant, comme ci-dessus* a = f» on trouve 4^,86 pour la différence de la haute à la basse mer à Téquateur. L'instant de la basse mer est celui du midi, depuis l'équateur jusqu'au trente-septième degré de latitude* tant boréale qu'australe, où la différence de la haute à la basse mer est nulle, et au delà duquel l'instant de la haute mer arrive a midi; or, ces résultats étant contraires aux observations, on peut en conclure que la profondeur moyenne de la mer n'est pas d'une lieue.
Dans le cas de (x =:= 5 ou d'une profondeur de deux lieues, on trouvera
3 cosQ 9 :yz=: oP,76a9--— -: [cos*v --4sin'v-he(cos'v'— }8in' v')]
o,5 4-3,0980 sin' 6 1 ,6237 sin* 0
0,3619 sin* (/ 1 i esin'v'cos(a/i^-f- 2w — 29') -i-oP, 7629810*0 I ) l
J —0,04596 sin' 5 I r -h sîn- vcos(2/i/-H 2w — 29 )
-f- 0,00379 sin'*9
-r- 0,000211 sin*'5
Et l'on aura, dans les mêmes suppositions que ci-dessus, 80^,09 pour la différence de la haute à la basse mer à l'équateur; mais ici rinstanl de la haute mer est, pour tous les climats, celui du passage des astres par le méridien. La différence 30^,09 étant beaucoup plus grande que suivant les observations, on ne peut supposer à la mer une profondeur moyenne de deux lieues.
Enfin, dans le cas de [x -= | ou d'une profondeur de quatre lieues, on trouvera
^ - I-*-3COS2Ôr , 1 . • V • / 1 • • /M
31 V ~ oP,7629 -T [cos*v — ism*v4-c(cos'v'— Jsm'v')]
0,5 — 0,3762 sin* 9
. — 0,0783 sin* 9
' 'Ji ^sin'v'cos(2/i/4- 2©— 20') )
— oP.76j9sin'5 '. -*- 0,00787 sin* 5 • j ' |
l ' >^ sin' vcos(2#i/-A- 2© — 29)!
17 sin» 51
0,00002 sîn'**5
o,ooo
L'instant de la haute mer est ici, comme dans le cas précédent» celui du passage des astres par le méridien, et l'on trouve, dans les mêmes suppositions que ci-dessus, 5^,1 87 pour la différence de la haute à la basse mer à l'équateur. Ces résultats étant assez conformes à ce que l'on observe, nous n'avons aucune raison de rejeter une profondeur moyenne de quatre lieues; mais, si la différence 5p,i37 paraissait trop considérable, il faudrait admettre alors une profondeur plus grande que quatre lieues; car, en augmentant la profondeur de la mer ou, ce qui revient au même, en diminuant la valeur de [x, on a de plus petites marées. Pour le faire voir, considérons la loi des valeurs de l^c)^ p,(r-i)^ ^c-i)^ _ . . il est facile d'en conclure que, si, dans le cas de (jL = i, toutes ces valeurs sont positives jusqu'à (x^'""'^ inclusivement, dans le cas de (x = « — /, elles seront encore positives et plus grandes que dans le premier cas, si l'on excepte cependant la valeur de (x^'"^ qui, dans ces deux cas, est égale à 2r^ -f- 3r; car [x^''"*^ par exemple,
étant égal à 2(r— i)'-H 3(r— i) — 2[x^^""'^ ^^.^ > augmente
lorsque fx diminue, puisque la partie négative — 3[x^^ ""'^ — ^^.^ ^
est d'autant moindre que [x est plus petit. Il suit de là que, les valeurs de [fS''\ (x^''"*^ (x^''~^\ . . . ayant été trouvées positives dans le cas de (jL = 5, lorsque [x sera moindre que 5, ces valeurs seront encore positives et deviendront d'autant plus considérables que [x sera plus petit, et comme on a
et
il est clair que, tant que [x sera égal ou au-dessous de 5 ou, ce qui est la même chose, tant que la profondeur moyenne de la mer sera égale ou au-dessus de deux lieues, la valeur de a, dont dépend la différence de la hauteur des marées, sera positive et deviendra plus petite lorsque cette profondeur sera plus grande; mais cette diminution de la valeur de a a des limites; car, dans le cas de [x infiniment petit, on
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aurait a = ^€x*y ce qui donnerait à Féquateur, dans les pleines et nouvelles Lunes des équinoxes, 2^,67 pour la différence de la haute à la hsisse mer; or cette différence est (art. XIX) celle que donne la théorie ordinaire.
Il résulte des calculs précédents que la profondeur de la mer influe d*une manière très sensible sur la hauteur des marées, et qu'elles sont susceptibles à Téquateur de toutes les variétés possibles, par la seule variation de cette profondeur; nous allons déterminer ici ces variétés pour toutes les valeurs de [x comprises entre [x = 20 et (x = o, ou, ce qui revient au même, pour toutes les profondeurs de la mer égales ou plus grandes qu'une demi-lieue.
Pour cela, nous observerons d'abord que si l'on nomme B et B^*' les
valeurs de a et de ^ à l'équateur, ou lorsque a? = i, l'équation (R) donnera, en faisant a? = i,
(1) — B«»> — aB(3 — /jL)-h46 = o.
Nous observerons ensuite que, dans le cas où [x = 20, toutes les valeurs de [tS''^ sont positives, excepté celles de fx^'^ et c'est pour cela que les valeurs de A^''^ sont toutes négatives lorsque r est plus grand que 3 ; donc, si (x = 20 — /, toutes les valeurs de (x^''^ au-dessus de fx^•^ seront positives et plus grandes que lorsque [x = 20; or on a
|UL(«)=i4^
^(.,= 5_8(ao--/)^g_ 8
ao— /""fT"
Cela posé, si, lorsque (x=2o— /, (x^*^ est négatif, il sera moindre que dans le cas de [x = 20, car (x^*^ étant positif et plus grand dans le premier de ces deux cas que dans le second, la partie négative
— 36 ^"^Z sera moindre dans le premier cas. La valeur de fx^*^ sera
alors évidemment positive dans les deux cas; celle de [x^'^ sera pareillement positive, car la quantité négative — 7 est visiblement
20—/ "" JI<») moindre dans le cas de (x = 20 — / que dans le cas de (jl = 20; donc,
la valeur de (x^*^ étant positive dans ce dernier cas, elle le sera à plus forte raison dans le premier.
Si, lorsque (jl = 20 — /, (jl^'^ est positif et [tS*^ négatif, il est clair que [x^*^ sera positif; d'où il suit généralement que, [x étant égal ou au-dessous de 20, il ne peut y avoir qu'une seule des valeurs de (x^'"^ négative, et cette valeur ne peut être que [x^*^ (x^^^ ou fx^'^; l'expression de a ne peut donc être alors que de l'une des quatre formes suivantes
/, /^*\ f^K . . . étant des quantités positives.
Dans tout l'intervalle compris entre [x = 20 et [x = 10, les trois premières formes peuvent avoir lieu; lorsque (x = 10, toutes les valeurs de (x^'^ sont positives, excepté [x^'\ et par cette raison l'expression de a est, dans ce cas, de la troisième forme; les expressions de a correspondantes aux valeurs de [x comprises entre 10 et 5 ne peuvent donc être que de la troisième ou de la quatrième forme, et, comme dans le cas de (x = 5, toutes les valeurs de fx^'"^ sont positives, elles le seront encore dans tout l'intervalle compris entre [x = 5 et [x = o, et l'expression de a sera de la quatrième forme.
Présentement, il est visible que, si l'on suppose
D sera nécessairement négatif dans le cas des deux premières formes. En substituant cette valeur de 6^*^ dans l'équation (i), on aura
d'où il suit que, lorsque, dans rintcrvalle compris entre pi = 20 et
|x = 6, la valeur de a est susceptible de Tune des deux premières
formes, B est négatif; mais, dans ce cas, l'Océan s'abaisse à l'équa-
teur sous l'astre qui l'attire, en sorte que l'instant de la basse mer est
celui du passage de l'astre au méridien. On doit donc exclure toutes
les valeurs de [l comprises entre 20 et 6 qui donneraient pour a une
valeur de la première ou de la seconde forme.
Si l'on suppose
B(»)=aB-2D,
D sera nécessairement négatif dans le cas de la troisième forme; en
substituant cette valeur de B^*^ dans l'équation («), on aura B = -r^ — ;
d'où il suit que, dans tous les cas où, [x étant compris entre 20 et 4f a est de la troisième forme, B est négatif, et qu'ainsi oh doit exclure tous ces cas; (jl étant plus grand que 5, si la valeur de a est de* la quatrième forme, elle sera, par ce qui précède, plus grande que dans le cas de [i. = j, qui, comme nous Pavons vu, donne des marées beaucoup trop fortes. On doit donc généralement exclure toutes les valeurs de (A comprises entre 20 et 5, et, par conséquent, rejeter toutes les profondeurs intermédiaires entre une demi-lieue etdeux lieues; au-dessus de deux lieues, toutes les valeurs de a sont positives, et les hauteurs des marées vont en diminuant à mesure que l'on fait croître la profondeur, en sorte que, dans la supposition de quatre lieues de profondeur moyenne, on n*a plus qu'environ cinq pieds de diiTérence à Téquateur entre la haute et la basse mer. Je n*ai point examiné le cas où \l est plus grand que 20 et où, par conséquent, TOcéan a moins d'une demilioue de profondeur, parce qu*il me parait vraisemblable que, la mer ayant recouvert autrefois des montagnes fort élevées au-dessus desquelles elle a laissé des marques incontestables de son séjour, on ne peut lui supposer moins d*une demi-lieue de profondeur moyenne.
Suivant les observations faites dans les mers libres et loin des continents aux environs de Téquateur, la hauteur des marées n'excède pas cinq pieds; il y a même tout lieu de croire que, sans la réaction des
continents» la pente des rivages et mille autres causes dont l'effet est très sensible sur nos côtes, cette hauteur serait moindre. On peut donc regarder au moins comme très probable que la profondeur moyenne de la mer n'est pas au-dessous de quatre lieues; nous pourrions prononcer avec plus de certitude sur cet objet important, si nous connaissions exactement le rapport de la densité de la mer à la densité moyenne de la Terre, et si nous avions un plus grand nombre d'observations faites avec soin dans la mer du Sud et le plus loin qu'il est possible des continents; indépendamment de l'utilité dont elles nous seraient dans la discussion présente, elles serviraient encore à nous éclairer sur un phénomène des marées, dont la théorie ne peut rendre raison, et qui me parait être l'effet des obstacles que la mer éprouve dans ses oscillations. Il résulte des formules précédentes que, dans les nouvelles et pleines lunes, la haute mer doit arriver à midi, et que le temps des syzygies est celui où la diff^érence de la haute à la basse mer est à son maximum; or on observe assez généralement que la haute mer n'arrive dans les syzygies qu'une heure ou deux après midi et que . les plus hautes marées n'ont lieu qu'un jour ou^deux après les syzygies. On pourrait cependant justifier la théorie, en considérant que nos formules ne représentent que la partie des oscillations de la mer qui est due à l'action du Soleil et de la Lune et qu'il serait possible, en ayant égard aux oscillations qui dépendent de l'état primitif de la mer, d'expliquer les retards que l'on observe dans les marées ; mais, en réfléchissant de nouveau sur les raisons qui m'ont déterminé à négliger ces oscillations, il me parait de plus en plus indubitable que, sans l'action continue du Soleil et de la Lune, les eaux de la mer seraient depuis longtemps parvenues à l'état d'équilibre, en vertu des frottements et des résistances en tout genre qu'elles éprouvent : il est donc extrêmement probable que ces retards sont l'eff^et des obstacles que les continents et les iles opposent aux oscillations de la mer, puisque sur nos côtes, où l'influence de ces obstacles est plus sensible, les retards des marées sont très variables d'un port à l'autre, et qu'en général la théorie se rapproche d'autant plus des observations, qu'elles
ont été faîtes dans des mers plus libres; d'aiHeurs les intervalles observés des marées ont à très peu près avec les mouvements du Soleil et de la Lune le rapport que donne la théorie» ce qui serait impossible si la cause de ces retards était indépendante des mouvements de ces astres et si elle n'était pas une modification de leur action sur la mer.
De V équilibre ferme des planètes.
Je terminerai ces recherches sur le flux et le reflux de la mer par quelques réflexions qu'elles m'ont donné lieu de faire sur l'état d'équilibre que les géomètres ont nommé fermey dans la théorie de la figure de la Terre. Un système de corps étant supposé en équilibre, si on le dérange infiniment peu de cet état d'une manière quelconque, l'état d'équilibre sera ferme, toutes les fois que les difl*érents corps du système ne feront que des oscillations infiniment petites autour de leurs points d'équilibre ; d'où il suit que, si l'on représente par a?, y^ s, a?', y, z\ ... les coordonnées qui représentent la position de ces corps par rapport à ces points, leurs expressions doivent être, dans le cas d'un équilibre ferme, des fonctions périodiques du temps i, ou au moins des fonctions de ce temps, telles qu'elles n'aillent pas en croissant à l'infini, et si Tune d'elles, par exemple s, renfermait un terme proportionnel au temps, l'équilibre ne serait ferme que par rapport aux autres variables. En partant de cette définition, déterminons quelles sont les conditions qui rendent ferme l'équilibre d'un fluide qui recouvre un sphéroïde de révolution tournant sur son axe.
Pour considérer cet objet avec toute la généralité dont il est supceptible, il serait nécessaire de reprendre les équations (6), (7) et (9) de l'article XXII et de les intégrer généralement en y supposant R= o et en déterminant les fonctions arbitraires de leurs intégrales de manière qu'elles satisfassent aux conditions de l'ébranlement primitif du fluide; mais, Tintégration générale de ces équations étant impossible.
au moins dans Tétat actuel de TAnalyse, nous nous bornerons ici à examiner quelques cas particuliers fort étendus.
En faisant R = o, dans les équations (6), (7) et (9), elles deviendront
d^u dç , ^ ^ ày dl^ .
d}v . -^ du . ri û ày dD .
-Tir-sin' 0-4-2/1 -y- sin0cos0=— -fi'-î^ H- ^- A; dt* dt ° (m dm
pour les simplifier» nous supposerons Tébranlement primitif tel que le fluide conserve toujours la figure d'un solide de révolution, ce qui donne
et
drs dsj
Nous supposerons ensuite que le solide recouvert par la mer est un ellipsoïde de révolution; la profondeur /y du fluide est alors égale à /■+• y sin*0, q pouvant être positif ou négatif, mais devant être dans ce dernier cas moindre que — /, autrement le fluide ne recouvrirait pas le sphéroïde à Téquateur. Les trois équations précédentes se changeront ainsi dans les suivantes :
d.(i-^Xs\n^9ju si]
sind
— -^n^sxn9cos9 = -e^ + -^à,
d}v . ,^ du , ^ ^
-y-z sm' 0 -i- 2 n -77 sm 0 cos 0 = 0. dt* dt
II est aisé de s'assurer par l'article III que ces équations subsisteraient encore dans le cas où (^ renfermerait un terme proportionnel au
temps ^, et, par conséquent, où ^ renfermerait un terme indépendant
(le /, mais que, pour leur exactitude^ il est nécessaire que ^ ^t ^
ne renferment aucun terme semblable. Pour satisfaire présentement à CCS équations, supposons
uz=zb e" -i- 6',
e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est Tunité, et a, a\
/, f\ b, b\ Cy & étant des fonctions de 0 seul; on formera les cinq
équations
c?.6'sine(n-?sin«o) a'sinO = -/ ^-^r-^ ^,
-- 2nc' sine cosO = — g -j^ -+- -^A,
0,bsm9(i-^^sm^e) as\ne = --l -W— ^ -y
de
C^b" 2/icsin0cos0i= — ^-77 4- -j^A, csin'(?4- 2/i6sin9cos0=:o.
Au moyen des deux premières équations, on déterminera deux des trois quantités a, b' et c\ lorsqu'on connaîtra la troisième; la cinquième équation donne c = — inb -7—7 ; la troisième et la quatrième
deviendront ainsi
d.bsïnefi-h^s'm^Q) as\ne=:-i Î^^-Jt i,
Supposons que Ton ait déterminé a et 6 de manière à satisfaire à ces équations, on aura, pour un temps quelconque /, les valeurs de y, u et
et 4:^ dans le cas où Tébranlement primitif a été tel qu'à l'origine du mouvement on ait eu
u-=-b-\-b', -7- =: ib.
dl
dv ,
Les équations précédentes ne renfermant que le carré de 1, il -est clair que l'on peut prendre i en 4- ou en —, en sorte que l'on peut supposer
€ étant un coefficient quelconque indépendant de 0 et de /; ce sont les valeurs de j, M, ^> qui conviennent au fluide dans le cas où l'on a à l'origine du mouvement
yma(H-6)4-fl', ^=i«a(i— ê),
dt
Si l'on voulait qu'à cette origine ^> ^ ^*' 57 fussent zéro, il faudrait supposer 6 = i et c' = — 2c.
La stabilité de l'équilibre exige en général que i^ soit une quantité négative; car il est aisé de s'assurer, par la théorie connue des exponentielles, que les valeurs précédentes de y^ ^ ^^^ "C renfermeront
alors que des sinus et des cosinus du temps /, et seront par conséquent des fonctions périodiques de ce temps, au lieu que, «^ étant positif, ces valeurs renfermeront des quantités exponentielles qui peuvent croître à l'infini, et les oscillations du fluide cesseront d'être infiniment pe-
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tites; il faut cependant excepter le cas où» i* étant positif, on supposerait I négatif et 6 = 0; car alors la quantité exponentielle e*' irait toujours en diminuant, et le fluide approcherait sans cesse de Tétat d'équilibre.
Lorsque /* est négatif* les valeurs précédentes dey et de u sont, a la vérité, périodiques et l'équilibre est ferme relativement à ces valeurs, mais il ne l'est par rapport à i' que dans le cas où c'= o, ce qui suppose, à l'origine du mouvement, ~ = c(i 4- 6), en sorte que la stabilité de l'équilibre par rapport à r exige une certaine vitesse initiale aux molécules fluides, dans le sens de la longitude. Au reste, on peut, dans la recherche de la figure des planètes, se contenter d'un équi-
libre ferme relativement à j, u et -tj9 parce que la stabilité de l'équilibre par rapport à la flgure ne dépend que de y. Appliquons maintenant l'analyse précédente à quelques cas particuliers.
Le plus simple de tous est celui dans lequel on suppose a = Acos9; on trouvera facilement dans ce cas, par l'article XXIII,
g étant, comme on l'a vu précédemment, égal à jirA^*'; l'équation
donnera donc
et l'équation
d.bsïnefi-h^sm^e) as\n9 = ^l ^-^ -/
donnera
• fl û \ A<»v t»-h4/i«
Cette équation ne peut visiblement avoir lieu que dans le cas où
et alors elle donnera
d'où l'on tire
iLlg
et ce n*est que dans le cas où ^ a cette valeur que l'expression de a est susceptible de la forme AcosO. Si l'on veut que l'équilibre soit ferme relativement à r, on fera c'= o, partant a'= o et 6'= o; on aura ainsi
yiiz/icosô(e''H-6e-''),
(|-«-i-4/i*)(n-ySin»0^
La supposition de i^ négatif entraine nécessairement celle de A moindre
/ ni/
que A^*^ car alors l'équation q = , , , ne peut avoir lieu qu'en supposant — i^ plus grand que ^n^; autrement on aurait — q plus grand que /, ce qui est impossible. Soit donc
{'' étant nécessairement positif, l'équation
donnera
or cette équation ne peut subsister que lorsque Ton a A<A^*); dans ce cas, i^ est négatif et Téquilibre du fluide est ferme; mais, si A est plus grand que A^*\ i^ sera positif et l'équilibre ne sera ferme qu'en supposant i négatif et 6 = o dans les formules précédentes.
Dans le cas que nous venons de discuter, le fluide conserve toujours la même flgure elliptique et le même axe de révolution que lorsqu'il est en équilibre, avec cette seule difl^érence que le centre du sphéroïde fluide, au lieu de coïncider, comme dans l'état d'équilibre, avec celui du sphéroïde qu'il recouvre, en est éloigné de la quantité
d'où il suit que, dans la supposition de i^ négatif ou, ce qui revient au même, de A moindre que à^*\ le centre du sphéroïde fluide fait des oscillations continuelles autour du centre du sphéroïde recouvert par le fluide et qu'il s'en' approche sans cesse lorsque l'on a A>A^*\ pourvu que l'on suppose alors i négatif et 6 = o. Considérons présentement le cas général où l'on a
et, pour avoir un équilibre ferme par rapport à (^, supposons a'= o, i'= o et c' = o; nous aurons, par l'article XXIII, pour/A, une expression de cette forme
/A = (7 cos'* 6 4- c7<» cos'*-' 9 4- ... ,
d étant égal à ; l'équation
(*'»+4/i«cos«0)6=--^^4-^A
donnera donc
A -, qjnff (^^ — g)^CQS>-' e 4- (^/t<>) — gt')) (r — I) cos^"«g + (^/t(«)-. g(»)) (r -> 2) cos''~»e 4-. . .
i»4-A/i«-.A/i«sm«0 '
Supposons, comme précédemment, y = — ^ / ,> Téquation
d.6sin0(n-|sin»ô) asin0=:-/ ^-^^ '-
donnera
/isin0cos''0H-A<'> sin0cos''-*9-i-. . .
^ -+- r (r - i) (gh^^^ — gh — a^»^ 4- (t) cos'*-» 0 + . . .]î
en comparant les différentes puissances de cosO, on aura d'abord
^_ /r(r -h i)(^/i^ g) _ lgr{r-^i)V _3A 1
'*" i»-h4'i' "" i»H-4/iM. rar4-i)At«0
ce qui donne
on déterminera ensuite le rapport des coefficients h^^\ h^^\ ... au coefficient h au moyen des autres équations que donne la comparaison des puissances de cosO, et A restera arbitraire.
On prouvera facilement, comme ci-dessus, que la supposition de i* négatif entraîne celle de 3 A moindre que (2r-+- i)A^*J et, dans ce cas, l'équilibre sera ferme; mais, si l'on a 3AX2r-+- I)A^*^ i^ sera positif et l'équilibre ne sera ferme qu'en faisant i négatif et 6 = o.
Si l'on suppose r= i, on aura le cas-que nous avons discuté précédemment; en supposant r = 2, on aura celui dans lequel la figure du sphéroïde reste elliptique durant l'oscillation et s'aplatit plus ou moins que dans l'état d'équilibre, qui ne sera ferme alors que dans la supposition de 3A moindre que 5A^*^ à moins que, dans la supposition contraire, on ne fasse i négatif et 6 = o.
Examinons, d'après ces calculs, les conditions que quelques géomètres ont exigées dans la recherche de la figure des planètes et les raisons sur lesquelles ils se sont fondés.
Si Ton conçoit que le fluide supposé en équilibre sur un sphéroïde elliptique prend instantanément une figure de révolution infiniment peu différente de la première, de manière que le rayan du sphéroïde tluide soit augmenté de la quantité aj, il est aisé de voir» par les articles Y et XXII» qu*il en résultera dans le sens du méridien une
force tangentielle égale à "" 5"^ -+" ^^î ^^tt® f*^^^^ tend à éloigner
^e fluide du pôle si elle est positive ou à Ten rapprocher si elle est négative. Imaginons maintenant que la figure du fluide reste elliptique et que son centre coïncide toujours avec celui du ^héroïde; Texpression de j sera de cette forme p -+-/?^*^ sin*6, et cette figure sera plus ou moins aplatie que dans le cas de Téquilibre» suivant que/^'^ sera positif ou négatif; or on a, par l'article XXIII,
DA=:(T-hc7<»sin«ô,
îT^*^ étant égal à fir/^^^^A, ce qui donne
Cela posé, on a exigé, pour la stabilité de l'équilibre, que la force
— 2^( I — ^^jjj j/?^*^sinO cosO soit dirigée vers les pôles ou vers Téqua-
teur, suivant que la ligne du fluide est plus ou moins aplatie que dans le cas de Téquilibre, afin d'allonger cette figure dans le premier cas et de Taplatir dans le second; or cette condition suppose visiblement que
— ig( I — gÂTT))/'^*^ ®st d'un signe différent de J&^*^ et, par conséquent,
que I — g^^ est une quantité .positive ou, ce qui revient au même,
queronaA<fA^*>.
Il est aisé de voir que ce raisonnement ne s'étend qu'au cas particulier où l'ébranlement primitif a conservé au fluide la figure d'un ellipsoïde de révolution dont le centre coïncide avec celui de la planète et que, dans ce cas même, il suppose que, durant les oscillations du fluide, cette figure reste constamment elliptique, ce qui n*a lieu.
par ce qui précède, que dans la supposition où la profondeur du fluide est telle que
on ne peut donc en conclure, généralement, que l'équilibre sera ferme toutes les fois que Ton aura 3A < 5 A^*^ et qu'il ne sera ferme que dans cette hypothèse de densité. Ce n'est qu'en ayant égard au mouvement du fluide et non point à la nature de la force tangentielle qui l'anime à l'origine du mouvement que l'on peut prononcer sur la stabilité de l'équilibre. Un état d'équilibre ferme absolu est celui dans lequel le fluide ne pourrait faire que des oscillations infiniment petites, en le supposant infiniment peu dérangé de cet état d'une manière quelconque; cela posé, la condition de 3A<5A^*^ est bien éloignée de donner un équilibre ferme, car il résulte de ce que nous avons fait voir ci-dessus que, dans la supposition de A> A^*\ il y a une infinité de manières d'ébranler le fluide dans lesquelles il cessera de faire des oscillations infiniment petites, quoique la condition de 3A < 5 A^*^ puisse être remplie. Au lieu de la condition de 3A<5A^*^ on pourrait choisir celle de A < 1^*\ et alors la condition générale de
que nous avons trouvée précédemment, serait satisfaite; mais, comme cette condition elle-même ne s'étend qu'à une espèce particulière d'ébranlements primitifs, il ne suit pas de ce qu'elle est remplie que l'équilibre est ferme dans tous les cas possibles. Il parait même extrêmement vraisemblable que, quelques hypothèses que l'on fasse sur la profondeur et sur la densité du fluide, il y a toujours une infinité de manières de l'ébranler infiniment peu, dans lesquelles il cessera de faire des oscillations infiniment petites; de là, on peut, ce me semble, conclure que la condition de 3 A < SA^'^ est illusoire dans la recherche de la figure des planètes; on peut même dire généralement que, dans cette recherche, la considération de la stabilité de l'équilibre est inu-
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tile, puisqu'il n'y a point vraisemblablement d'équilibre ferme absolu et que la stabilité est toujours relative à la nature de l'ébranlement primitif.
De la précession des équinoxes et de la natation de l'axe de la Terre, qm résultent de l'action du Soleil et de la Lune sur le sphéroïde terrestre et sur les eaux qui te recouvrent.
J'ai déjà remarqué (art. II) qu'il ne suffisait pas, dans les recherches sur la précession des équinoxes, d'avoir égard à l'action du Soleil et de la Lune sur la partie solide de la Terre, et que les eaux qui la recouvrent, agitées par les attractions de ces deux astres, pouvaient influer très sensiblement sur ce phénomène; je me propose ici de soumettre cette influence à un calcul rigoureux et de donner ainsi à la théorie de la précession des équinoxes un nouveau degré d'exactitude d'autant plus nécessaire que tous ceux qui, jusqu'à présent, se sont occupés de cet objet, ont pensé que la réaction des eaux ne peut occasionner aucun changement dans la position de l'axe terrestre. En supposant que la Terre est un solide quelconque de révolution recouvert par la mer et divisé en deux parties égales et semblables par l'équateur, je fais voir que les lois de la précession et de la nutation sont constamment les mêmes, quelques hypothèses que l'on fasse d'ailleurs sur la figure et la densité des couches du sphéroïde terrestre et sur la profondeur et la densité de la mer, en sorte que ces diflërentes hypothèses ne peuvent que changer les quantités absolues de la précession et de la nutation. En considérant ensuite l'hypothèse adoptée jusqu'ici sur la figure de la Terre, et suivant laquelle cette planète est un ellipsoïde de révolution, je parviens à représenter la précessîon des équinoxes et la nutation de l'axe terrestre par deux formules très simples, qui, en y faisant évanouir certaines quantités, rentrent dans les formules connues, mais qui, lorsque ces mêmes quantités ne sont pas nulles, en peuvent tellement différer, qu'elles ne donnent ni précession ni nuta-
tioD dans une infinité de cas où l'une et l'autre seraient très considérables si l'on n'avait aucun égard à la réaction de la mer. J'observe ensuite que» dans la supposition où la mer a partout la même profondeur, supposition qui, comme nous Tavons vu précédemment, a lieu à très peu près dans la Nature, la réaction de ses eaux n'a aucune influence sur le phénomène de la précession; mais je fais voir en même temps que cette réaction serait très sensible dans la théorie ordinaire du flux et du reflux, en sorte que, si la densité de la mer était égale à la densité du sphéroïde terrestre supposé homogène, il n'y aurait alors ni précession ni nutation; d'où je tire cette conséquence singulière, savoir que si Newton eût adopté, dans sa solution du problème de la précession des équinoxes, les résultats de sa théorie du flux et du reflux de la mer et de la figure de la Terre, ce grand géomètre aurait trouvé la précession nulle en résolvant exactement ce problème. Enfin je démontre qu'il est impossible de concilier les observations de la précession des équinoxes et de la nutation de l'axe terrestre avec l'hypothèse où le sphéroïde recouvert par les eaux est un ellipsoïde de révolution. M. d'Alembert a déjà fait une remarque semblable pour le cas où la Terre est entièrement solide {voir le Chapitre IX de ses excellentes Recherches sur la précession des équinoxes); il croit cependant que Ton peut concilier ces deux choses en supposant le sphéroïde terrestre recouvert d'un fluide de profondeur variable, et cela serait possible, si, comme le prétend cet illustre auteur, dans la détermination des mouvements de l'axe de la Terre, il ne fallait point avoir égard à la réaction de la partie fluide; mais, en la faisant entrer, comme cela est indispensable, dans le calcul de la précession des équinoxes, il arrive que l'équation, qui montre l'impossibilité de concilier les observations de ce phénomène avec les mesures des degrés terrestres, est précisément la même lorsque la Terre est entièrement solide ou lorsqu'elle est recouverte d'un fluide. Si l'on joint à cette impossibilité celle où l'on est d'assujettir à une même figure elliptique les degrés du méridien mesurés à difierentes latitudes; si, de plus, on considère que, suivant les observations faites nouvellement dans les montagnes d'Ecosse,
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les eaux de TOcéan, dont la plus grande partie de la surface du globe est recouverte, sont d'une densité moindre que sa densité moyenne, et que certaines parties des continents sont fort élevées au-dessus du niveau de la mer, il est impossible de se refuser à croire que si la Terre a été primitivement elliptique, comme il est naturel de le supposer, elle a dû éprouver de grandes révolutions qui ont très sensiblement altéré sa figure, ce qui d'ailleurs est indiqué par un grand nombre d*observations d'Histoire naturelle; mais, à travers toutes les irrégularités que ces révolutions ont occasionnées à sa surface, on démêle encore, si je puis m'exprimer ainsi, les traits d'une figure régulière et conforme à la théorie, car les points équinoxiaux ont un mouvement rétrograde tel que l'exige l'aplatissement du sphéroïde terrestre, et les degrés du méridien vont en augmentant ainsi que la pesanteur de Téquateur aux pôles.
Soient C le centre de la Terre {fig. i); CA un de ses principaux axes de rotation autour duquel elle tourne à très peu près, et que nous regar-
Fîg. I.
derons comme Taxe commun à tous les méridiens; CF la projection de cet axe sur un plan fixe que nous supposerons être celui de Técliptique ; A le pôle boréal; TCZ la ligne des équinoxes ou Tintersection du plan de Téquateur terrestre avec celui de Técliptique; Z l'équinoxedu printemps et T celui d'automne; CO une droite invariable prise sur le plan de Técliptique; que Ton nomme e Tangle ACF qui est visiblement le complément de l'obliquité de Técliptique; f' Tangle OCZ et p la distance à Téquinoxe du printemps d*un méridien pris à volonté, et que nous regarderons comme premier méridien , cette distance étant comptée sur Téquateur suivant Tordre des signes; que Ton nomme
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ensuite ^^ ^\ ^''f ... les différentes forces dont le sphéroïde terrestre est animé, et rfX, rfX', rfX", ... les petits espaces que les différents points auxquels elles sont appliquées parcourent dans les directions de ces forces, en vertu des variations de e, <p' et p; que Ton désigne enfin par R la densité de la couche du sphéroïde terrestre dont le demi petit axe ou, ce qui revient au même, le demi-axe perpendiculaire au plan de Téquateur est r, R étant une fonction quelconque de r; et par H l'intégrale
ic exprimant toujours le rapport de la demi-circonférence au rayon, le demi petit axe du sphéroïde terrestre étant supposé égal à Tunité. Cela posé, si, dans les équations générales du mouvement d'un corps de figure quelconque, auxquelles M. de la Grange est parvenu dans son excellente pièce sur la libration de la Lune, on suppose, comme cela a lieu pour la Terre, que ce corps est très peu différent d*une sphère, on en tirera facilement les trois suivantes
.... I I ^^ 1/^^' XM^^' , ^dido'-hsïnedp)
Télément dt du temps étant supposé constant. La recherche des mouvements du sphéroïde terrestre autour de son centre d'inertie se réduit donc à déterminer exactement, et sans rien omettre, les forces 4^» "^'f 4^"» • • • ®t ^ intégrer ensuite les trois équations précédentes.
Toutes les forces dont la partie solide de la Terre est animée peuvent se réduire aux attractions du Soleil et de la Lune et k la réaction du fluide qui la recouvre; or le fluide qui recouvre un sphéroïde ne peut
on déranger la position que par l'attraction de ses molécules et par sa pression sur sa surface; c'est dans la détermination de ces deux forces que consiste la principale difficulté du problème, mais elle peut être extrêmement simplifiée par la considération suivante.
L'objet que nous nous proposons ici est de connaître les mouvements du sphéroïde autour de son centre d'inertie; nous ne deTons donc considérer que les forces dont la direction ne passe pas par ce centre, en sorte que, dans le calcul de l'attraction et de la pression du fluide, il suffit d'avoir égard au petit changement que produit dans sa figure l'action de l'astre qui l'attire, puisque sans cette action le fluide aurait été en équilibre sur le sphéroïde et n'aurait dans cet état occasionné aucun mouvement dans son axe. 11 suit de là que cette attraction et cette pression sont à très peu près les mêmes que celles d'un sphéroïde fluide dont le rayon est i + a^, moins celles d'une sphère de même densité, et dont le rayon est i, ce qui réduit la question à déterminer l'attraction et la pression d'un sphéroïde dont le rayon est i + aj, en ne conservant dans le résultat que les termes multipliés par a; il n'est pas même nécessaire de considérer ici tous les termes de l'expression dey: il n'y a d'utile que la partie Y de cette expression qui dépend des termes de la seconde classe, que nous avons discutée dans l'article XXVI et que nous sommes parvenus à déterminer dans le cas oii la Terre est un ellipsoïde de révolution. Pour le faire voir, reprenons les équations (6), (7) et (9) de l'article XXII, et nommons Y, m, U, B' et C les parties des expressions de y^ u, v^ B et C qui répondent au terme
2K sinv cosv sin9 cos9 cos(/ir + 01 — 9)
de l'expression de R, et Y', u\ U', B'' et C les parties des expressions de ces mêmes quantités qui répondent aux termes
Kcos'5cos*v -T-{Ksin*9sin'v 4- JK sin'9sin*vcos(2/ir-h acr — 29)
de Texpression de R; nous aurons les deux systèmes suivants d'équations :
Premier système.
(Pu (IV . ^ ^
ai* aC
=— ^-^ 4- B'Ah- aKcosadsinv cosvcos(/i^-i-iîj — 9),
-r-r- sin* 0 + 2/1-77 sin0 cos 0
= — ^-n -J- C'AsinÔ4-Ksin2 0sinvcosv8in(9 — nt — ra).
Second système»
*~ sinô (>ô ^ dfs
-ji 2/»— n-sin0cos0
= — g-^ -*- B^^A H- Kjsîn26[i sin*v — cos*v -1- ^ sin'v cos(2/i^ -+- acj — 29)], —nr- 8tn* 0 -h 2 /i -TT sin 0 cos 0
ac' at
= — ^-r— 4-C''Asinô-i-Ksîn*vsîn*ôsin(2<p — nnt — 2m).
L'attraction et la pression d'un sphéroïde, dont le rayon est i 4- aj, sont, en ne conservant que les termes multipliés par a, les mêmes que celles de deux sphéroïdes de même densité» dont les rayons sont I + aY et I + aY' . Gela posé, imaginons deux astres dont les masses soient chacune la moitié de celle de l'astre S, et qui se meuvent, de la même manière que cet astre, des deux côtés opposés de l'axe de la Terre, aux mêmes distances que lui du centre de cette planète et du plan de Téquateur, mais dont le premier soit constamment à 180® de distance en longitude du second; il est clair que l'on aura, pour déterminer les oscillations du fluide qui résultent de l'action de ces deux astres, le second système d'équations, parce que le terme
K sin V cosv sinô cosd cos(/i^ 4-01 — 9)
de Texpression de R, que produit rattraction de l'un de ces astres, étant détruit par un terme semblable, mais afTecté d'un signe contraire que l'attraction de l'autre produit, le premier système d'équations devient inutile; or ces deux astres, étant semblablement placés des deux côtés opposés de l'axe terrestre, agiront de la même manière sur l'Océan et lui donneront une figure telle que là résultante de son attraction et de sa pression passera par le centre de la Terre et ne causera aucun dérangement dans la position de son axe. Il suit de là que nous pouvons négliger ici la pression et l'attraction du sphéroïde dont le rayon est i -h aY' et ne considérer que celles du sphéroïde dont le rayon est i H- aY.
II résulte de l'article XXYI que, dans le cas de la nature, où le mouvement de l'astre dans son orbite est très lent relativement au mouvement de rotation de la Terre, la valeur de Y est de cette forme
Y = KfjL sin 6 cos0 sinv cosv cos{nt -h iîj — 9).
Si l'on suppose, comme nous le ferons dans la suite, que le sphéroïde terrestre est partagé en deux parties égales et semblables par le plan de l'équateur, [l sera fonction de cos'O, c'est-à-dire une fonction telle qu'elle reste la même, quels» que soient les signes de sin 6 et de cosO; car il est clair que la valeur de Y, relative à une molécule située semblablement que la molécule M de l'autre côté de l'équateur, est égale f ce que devient cette même valeur pour la molécule M, lorsque la déclinaison de l'astre change de signe, et de boréale, par exemple, devient australe; d'où il suit que l'expression de Y doit rester la même, soit que l'on y change v en 180 — v ou 0 en 180 — 6. Le premier de ces deux changements se réduit à conserver le signe de sinv et à changer celui de cosv; le second se réduit à conserver le signe de sin 0 et à changer celui de cosO. Soit [kf ce que devient (x par ce dernier changement, on aura donc
— KfjL sinvcosvsin9cosdcos(/i^4-iiT — 9) = — Kfx' sinv cosv sin 0 cos6cos(nt 4- w — 9),
ce qui donne (x = (x', en sorte que [l ne change point en y changeant le signe de cosO. Pareillement, la valeur de Y, relative à une molécule située sur le même parallèle que la molécule M, mais distante de celle-ci de i8o® en longitude, est égale à ce que devient cette même . valeur pour la molécule M lorsque la longitude de Tastre est augmentée de i8o®; d'où il suit que Texpression de Y doit rester la même, soit que l'on y change ç en 1 80 4- 9 ou 0 en — 6. Le premier de ces deux changements se réduit à changer le signe de cos{nt + 0 — 9), le second se réduit à conserver le signe de cosO et à changer celui de sinO; soit [x, ce que devient [x par ce changement, on aura
— KfjL sinvcosvsin0cosôcos(/i^-hiîj — 9) = — KfjL, sinv cosv sind cosd cos(/i^ -h cj — 9),
ce qui donne (x = (x,, en sorte que |x ne change point en y changeant le signe de sinO; cette fonction reste donc constamment la même, quels que soient les signes de sinO et de cos6.
11 s'agit présentement de déterminer l'attraction et la pression d'un sphéroïde fluide dont la densité est A et le rayon
I 4- aKfjLsin0cosôsinvcosvcos(/i^-hiîj — 9),
en ne conservant que les termes multipliés par a. La pression est Facile à. conclure de ce que nous avons démontré dans l'article }fX, car, si l'on nomme ap' cette pression, il résulte de l'article cité que
«/>'= a A^ KfJLsind ces d sinv cosv cos{nt 4- nr — 9).
Pour déterminer ensuite l'attraction du même sphéroïde, regardons pour un moment comme premier méridien celui dans lequel l'astre se trouve; il est clair que, dans ce cas, l'angle n/ 4- 1? — op exprimera la longitude de la molécule fluide M. Soit ALB (^g, 2) le plan de ce méridien qui partage évidemment le sphéroïde en deux parties égales et semblables; soient encore ACB l'axe du sphéroïde et C son centre d'inertie. Le rayon mené de ce centre à un point quelconque R de la
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surface, dont la longitude est u', et pour lequel l'angle RCA = 6', sera
I + aKft'8in9'cosd'Binvcosvcosiïi',
fj.' étant pareille fonction de 6' que \t l'est de 6. Cherchuns maintenant l'attraction du sphéroïde sur un point quelconque N pris dans son intérieur, dont la longitude est a, et pour lequel l'angle NCA.= 0 et le rayon CN = s.
Soit tirée la droite CL perpendiculairement à GA dans le méridien de l'astre, et par le point N soit mené te plan aTib parallèle au plan ALB;
du point C soit élevée la perpendiculaire Ce à ces deux plans, et par les points c et N soient menées la droite cNf, la droite ca parallMe à CA, et les deux droites cl et cNK parallèles à CL ; soit encore Z ta projection du point R sur le plan aN6, et, ayant élevé NQ perpendiculairement k ce plan, soient nommés p l'angle RNQ, g l'angle ZNK, r la droite NR et r' le prolongement de cette droite jusqu'à son autre point R' de sortie du sphéroïde. Cela posé, considérons les deux pyramides infiniment petites opposées, qui ont leurs sommets au point N et dont les bases, situées aux points R etR'de la surface du sphéroïde, sont formées par les variations infiniment petites de p et de qi il est aisé de voir, par l'article I, que les sections de ces pyramides, faites en R et R' perpendiculairement aux droites r et r', sont
r^siapdpdq et r'* sinp dp dq.
et, comme ces pyramides agissent en sens contraire» il en résulte (art. I) une seule action de N vers R égale à
{r — r') %\ïïp dp dq.
Si Ton décompose cette action en trois autres, la première suivant NK ou parallèlement à CL, la seconde suivant Ne et la troisième suivant NQ eu perpendiculairement au plan ALB, on aura pour la première
, /v . , sinZNI , , ' ^sinKNl ^ ^
or on a
8inZNI = 8in(KNI-7),
partant
sinZNI cosKNI Nr
. ^>Ti = coso'-- smo'-r-TnriT =cos7 — sina — :
mais on a
cc=:5cos9, Nc = 5sinôcosiîj; donc
Nr __ sin Q coscr sinZNI ___ cos0 cosy — sing cosp sin^
cv ~" cosô sin KM "" cos6'
On aura ainsi pour la force, suivant NK,
, IV . • cosôcosûT — sinôcoscjsina , , (r—r) sinV z dpdq.
Quant aux deux autres forces, il est inutile d*y avoir égard, car : I® Faction du sphéroïde entier sur le point N, suivant NQ, est détruite par l'action du même sphéroïde sur un point N' semblablcment placé que le point N de Tautrc côté du plan ALB; 2^ la résultante des deux actions réunies du sphéroïde sur les points N et N' parallèlement à Ne, c'est-à-dire parallèlement à la projection de NC sur le plan ALB, passe par le centre C et n'influe, par conséquent, en aucune manière sur les mouvements du sphéroïde autour de son centre d'inertie. L'action entière du sphéroïde sur le point N parallèlement à CL est
JC^ C^ t /x . • cosôcosû' — sinôcoscjsin^ . . f jf (r-r')smV ^—^^ ^-dpdq.
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Pour exécuter cette double intégration, il faut connaître r et r' en fonctions dep et de q; nous obserrerons pour cela que la distance RZ du point R au plan aN6 est rcosp, et que la distance du plan aîib ou» ce qui revient au même, du point N au plan ALB est 5sinO sina; partant, la distance RZ' du point R au plan ALB est ^sinOsint? + rcosp; la distance du point Z à la droite ca est rsinp cosq + 5 sin 0 cosa, et sa distance k la droite cl est 5cos0 -t- rsinpsinq; ce sont aussi lesMistances du point Z' aux droites CA et CL. On aura ainsi
CR'=(5sin9siniîj-h rcos/?)*4- (ssinôcoscj-t- rsinpcosçy
-h (5 cos 0 -h r sinp sin g )*
= r*4- 5* 4- 25r[sinO sin© cos/> -h sind cosisr sïnp cosq 4- cosô sinp sin^].
Or on a, en négligeant les quantités de Tordre a',
CR*= I •+• aaKfx' sinv cosv sin0' cos^ coscj';
en comparant donc ces deux valeurs de CR' et faisant, pour abréger,
M = sind sinGT cosp -+- sin 9 cosisr sïnp cosq •+• cos 9 sin/? sin^, on aura
r = — sM ± v^i — 5' -h 5'M' 4- 2 «Kfx' sin V cosv sin S' cos Ô' cosgt' ,
partant
\M _i_ y i Tïiî _i_ «Ku' sinv cosv s\n9' cosO' coscj'
cosO' est, en négligeant les quantités de Tordre a, égal à la distance du point Z' à la droite CL, et sinO'cost?' est égal k la distance de ce même point à Taxe CA, ce qui donne
ces 0' =: 5 cos 6 4- r s\np sin g
= s cosô — sM sïnp sïng àz sïnp sïng v^i — 5* 4- 5* M*,
sin 0' cosiîj'= 5 sin ô cosiîj 4- r sinp cos^
= 5 sin ô coscj — sM sin/? cos^ di sïnp cos^^i — 5*4- 5*M'. En substituant ces valeurs dans les quantités multipliées par a de Tex-
pression précédente de r, on observera que» si Ton prend le radical avec le signe +, on aura la valeur de r» et que si on le prend avec le signe —, on aura la valeur de — r'; d'où l'on tirera facilement
!scos6 sïnpcosq + 5 sin 0 cosGT smp sîn g — 25MsinVsin^cos^
15* sind cosd cosGj — s*M sin 0 cosgj sin/> siny — s* M. ces 6 sinp cosg 4- sinVsin7C0S^(i — 5*-h25*M*)
*(x étant ce que devient (i.' lorsqu'on y substitue
s cos s — sM sinp sin g -^-sinp sin g v^i — 5*-h5'M*
au lieu de cosO', et *'(i. étant ce que devient cette même quantité lorsqu'on y substitue
s cosô — *M sin/> sîn^ — sïnp sin^v^i — 5*4-5'M'
au lieu de cosO'.
On peut extrêmement simplifier le calcul de la double intégration de la différentielle
, ,x . . cosôcosûf — sin^cosnTsin^ , . Ir^r) sinrp r dp dg
par les considérations suivantes :
I® On peut rejeter les termes de la forme P'cospdpdq^ P' étant fonction de sin^, cos^, sinp et cos^/», parce que ces termes étant les mêmes avec des signes contraires lorsque p se change en i8o** — />, il
est clair que l'intégrale entière / P'cospdp doit être nulle; par la
Jq
même raison, on peut rejeter les termes de la forme Qcosq dp dq, Q étant fonction de sinp, cosp, sinq et cos'^.
2? L'attraction du sphéroïde sur le point N' semblablement placé que le point N, de l'autre côté du plan ALB, décomposée parallèlement à CL, est la même que sur le point N; en sorte que, si l'on
abaisse NV peq>endiculairement sur CA, la résultante de ces deu] actions peut être censée appliquée au point V. Cette résultante est li double de la force dont le point N est animé parallèlement k CL; mai si, comme nous le ferons dans la suite, au lieu de la force parallèle i CL, on considère cette résultante, ce qui revient à doubler l'intégrait précédente, il faudra ne faire varier 0 et ra que depuis zéro jusqu'à i dans le calcul de l'attraction du sphéroïde sur la couche entière qu passe par le point N.
Il suit de là que, dans la double intégrale
Xï"
, ,, . , cosflcoso — sinflcososino , ,
on peut rejeter les termes de la forme P'coso, P' étant fonction d* sinQ, cosO, sino, cos^is; car les forces que ces termes représenteni sont les mêmes avec des signes contraires pour les deux points de Is couche qui passe par le point N, pour lesquels « et 0 sont les mêmes, et dont les longitudes sont o et i8o°— o. On peut encore rejeter le! termes de la forme Q", Q" étant fonction de sinu, cosd. sind, cos'd, parce que les forces représentées par ces termes étant les mêmes poui les deux points pour lesquels $ et b sont les mêmes, et les angles G sont 6 pour l'un et 180"— 6 pour l'aulrç, il est clair que leur résultante projetée sur le plan du méridien de l'astre passe par le centre C du sphéroïde; on aura donc, en ne conservant que les termes multipliés par a.
p étant une fonction de s, sind, cos'6, sincr et cos'a, c'est-à-dire une fonction teUe qu'elle reste la même, quels que soient les signes de cosO et de cosa. La quantité précédente, multipliée par la densité Adn iluide, exprïinera la résultante de l'attraction du sphéroïde parallèlement & CL, sur les deux poiiLts N «t N' de la couche qui passe par le poioit N.
Si Ton considère pareillement la résultante de l'action de Tastre S sur les deux points N et N', parallèlement k la droite CL, en transportant en sens contraire à ces points son action sur le centre G et en décomposant ces actions parallèlement aux droites cNI, CL et perpendiculairement au plan ALB, on trouvera facilement» en rejetant tout ce qu'il est permis de rejeter d'après les considérations précédentes,
4aK58invcosv, ,^ . ,^ , . 2 (cos*ô — sm*Ôcos*cj)
pour cette résultante, que Ton pourra concevoir encore appliquée au point Y; en l'ajoutant à la force précédente, on aura
«Ksinvcogy .n. , •« / . «/i • \
7 ( PA -4- 4* cos'ô — 4* sm* ô cos*iîj)
cosô V *t •»
pour la force entière dont le point V est animé parallèlement à CL, en vertu des attractions de l'astre et du fluide sur les deux points N et N'.
Supposons, par exemple, |x constant, c'est-à-dire indépendant de 0, on aura |jl = *(x = * *(i., partant
JÇ^ C^ t -#v • « cosOcosûf — sinôcoscTsinû' , ,
, ^ sinvcosv r^ r^ . ^ , a ' û • X j -r
= 4aK(i g — I I sm*/>(cosdcos7 — smdcosiiTsm^)^/)^^
x{s cos 6 sin/> cos 7 — a sM sin*/i sin q cos q
+ 5SindcosiîTsin/>sîn7),
d'où l'on tirera aisément
P = {5|X7r(cos*ô — sin*6 cos'cj),
en sorte que, dans ce cas, la force entière appliquée en Y, en vertu des attractions de l'astre et du fluide sur les points N et N', est
4 aK5 sinvcosv,, . ., ,. , .^ , ^ — ô (î w|xA -H i) (eo8*0 — sm*0 cos*iîj).
Reprenons maintenant les équations (V) de l'article XXIX ; nous pourrons y supposer
, «Ksinvcosv -^. •« / . «û • v
^ = s (P A 4- 4* cos*0 — 4* sin*0 cos*iîj).
Il nous reste présentement à déterminer les petits espaces
â'k j dTi j , à'k .
que le point Y, auquel la force ^ est appliquée, parcourt dans la direction de cette force, en vertu des variations de p, 9' et e. D'abord il est visible qu'en vertu de la variation de p ce point reste immobile, puisque, par hypothèse, le sphéroïde tourne autour de l'axe CA (/îg. i)
en vertu de la variation de p; on aura donc j- = o. Si l'on nomme
ensuite U la distance du méridien de l'astre k l'équinoxe d'automne, cette distance étant comptée sur l'équateur suivant l'ordre des signes, on aura 90 — U pour l'angle que forme ce méridien avec celui qui est perpendiculaire au plan de l'écliptique; cela posé, si l'on suppose à la projection de l'axe AC sur l'écliptique un mouvement angulaire autour du centre C et égal à d(f\ le mouvement du point V sera visiblement égalà^cosOcoseflff", et ce mouvement, décomposé suivant la direction de la force ^f sera^cosOcosec/^'cosU; on aura donc
-r-7 =:5cosdcosecosU.
Pareillement, si Ton suppose l'axe AG décrire autour du centre C, dans le plan du méridien perpendiculaire à l'écliptique, l'angle différentiel </e, le mouvement du point Y sera 5cos6 dtf et ce mouvement, décomposé dans la direction de la puissance 4^, sera 5cos6</£sinU; on aura ainsi
à^ fs ' ri
-r- = *co8ÔsmU, de
vp -r-7 = «K* sinv cosv cosU cose(PA 4- 4*cos*9 — 4*sîn*ôcos*nj), vp j- =aK5sinvcosvsinU(PA4-4^co8*0 — 4^sin'Ôcos*nj).
Supposons maintenant que le rayon 5 de la couche du sphéroïde terrestre qui passe par le point N soit r-^Yf ^ étant le demi-axe de cette couche perpendiculaire au plan de Téquateur et Y étant une très petite fonction de ret de cosO'; soit encore, comme dans l'article XXIX, R la densité de cette couche, R étant fonction de r; on multipliera les
valeurs précédentes de ^^ ^ ot de 4^ ^ par la quantité
R(r^-y'ydedfssin9dr(i-h^\
qui représente la masse de la particule du sphéroïde située au point N, et, après avoir substitué dans ces valeurs r+ y' au lieu de 5, on intégrera successivement ces produits par rapport à 6, ci et r; soit donc
F= Ç r r R(r4-y')'sin0(^i4-^]flf/-c^erfnj(PA + 4^cos«0 — 45Sin«0cos*cj);
on aura, pour la somme des termes ^j-i^ 4^' j7' • • * 9^î résultent des attractions de l'astre et du fluide,
aKF sinv cosv cos£ cosU,
et pour la somme des termes ^j-y ^'-^y ••• qui résultent de ces mêmes attractions, on aura
aKF sinv cosv sinll.
On peut simplifier le calcul de F en observant que, si le sphéroïde était une sphère, ou, ce qui revient au même, si Ton avait ^=1 o, on
iS6
aurait F = o» puisque la résultante des attractions du fluide et de Tastre passerait alors par le centre G du sphéroïde; on peut donc rejeter tous les termes qui ne sont point multipliés par y' ou par sa différence; de plus, cette quantité étant extrêmement petite, on peut néglijçer les termes de l'ordre y**-
Il faut p^résentement ajouter aux quantités précédentes celles qui résultent de la pression de la mer sur la surface du sphéroïde qu'elle recouvre; nous avons vu ci-dessus que cette expression est égale à
cngyiK Asio 9 cos 9 sin v cosv cos{nt -4- o — 9) ;
soit donc n- y' le rayon CM (J!g. 3) du sphéroïde terrestre, Y ^**^* une très petite fonction de 0; la pression en M étant perpendiculaire à
la surface de ce sphéroïde, sa direction va rencontrer Taxe CA dans on point V • tel que, si Ton néglige les quantités de Tordre *f^, on aora-
CV
à7 sin?
en concevant donc cette pression immédiatement appliquée an point V , on la décomposera en trois autres : la première perpendicubire an plan ALB du méridien de Tastre et à laquelle il est inutile d'aiv#îr égard, parve qu'elle est détruite par une fonire semblable qui résuile de la pression du sphêrv^ide sur un point M' semblablenent place que le point M, de Fautre côte du plan ALB: la seconde suivant Taxe CA. et que Ton peut négliger, parce qu'elle passe par le centra C du sj
roïde; la troisième enfin parallèlement à CL, et qui est à très peu près égale à
— a A^KfjLsin'0cos0sînvcosvcos'(/i/ -i-gj— 9);
nous lui donnons le signe —, parce qu'ellfe est dirigée vers l'axe CA du sphéroïde; en représentant donc cette force par ^, on trouvera fort aisément, par ce qui précède,
vi'-T— , = «A^fjLK sin0cos6-~-sinvcosvcosecosU cos(/i^ -f-nj — 9), 'j^-r- •■= aA^fjLKsin9cos9^sinvco8vsinUcos'(/i^ h- ni —-9).
Pour étendre ces valeurs à toute la surface du sphéroïde, on les multipliera parrfcyrfôsinO et Ton en prendra l'intégrale depuis nr — o jusqu'à ry — 2ir, et depuis 0 ^ o jusqu'à 0 — 7: ; soit donc
F'^nlg fixsin^ecosO^^de,
et l'on aura, pour la somme des termes '| ;p>» ^ à~'^ "' ^^' résultent de la pression du fluide sur la surface du sphéroïde terrestre,
aKF' sinv cosv cose cosU,
et, pour la somme des termes ^ -.-» '^ -j-y •• qui résultent de cette même pression, on aura
«KF sinv cosv sin U ;
soit — jj— ~ E, les équations (V) de l'article XXIX donneront
/ o =z d{dp -+- sinf ^^9'), (V) < o = — aKEsin.vcosvcose cosUcf^*^ ^(^^9^4- sinscfp),
( o =:aKE sinv cosv sinU^^*-f-cos£fi^9'û?p —d^s,
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La première des équations (V) donne, en Tintégrant,
(3i) dp = adt — t/9'sine,
a étant une constante arbitraire; cette équation servira à déterminer p, lorsqu*on connaîtra 9' et t en fonctions du temps /; pour cela nous
observerons que ~ ne diffère de n que de quantités de Tordre a, puisque nous supposons ici que la Terre tourne à très peu près uniformément autour de Taxe AC; de plus -^ ^t ^ sont de Tordre a; la troisième des équations (V) devient donc, en négligeant les quantités de Tordre a^,
0 = «KE sinv cosv sinV dl^-{- n cose dtd(^' — (Pi;
d'où Ton tire, en intégrant,
dî /»
(32) -^ n:/i<p'cose -\-J aKE sinv cosv sinU^^
équation au moyen de laquelle on aura e, lorsqu'on aura déterminé ç'. La seconde des équations (V) donne
o — — aKE sinv cosv cosECosU dt*-k-d^o'-h n cose^^c/e + sine^p,
et la première donne
— Éf'9'sin*e =: d*p sin£,
partant
0=1 — «KEsinvcosvcosecosU^^'-h cos'erf*9'-h n cosedêdt;
en substituant dans cette équation, au lieu de dt, sa valeur que donne l'équation (32), on aura
o =1^ — v~ -h n^o -+- xnE 1 smvcosvsmUa^ sinvcosvcosU;
dt^ ^ J cosfi cose
cette équation donnera en l'intégrant la valeur de ç'; Téquation (32)
donnera ensuite celle de e, et Tcquation (3i) donnera celle de p. Il est aisé de voir que les intégrales de ces équations renfermeront en tout six constantes arbitraires, que Ton déterminera par les conditions primitives du mouvement du sphéroïde. Pour intégrer ces équations, il faut connaître K, sinvcosvsinU et sinvcosvcosU, en fonctions du temps / ; or on a
et h est connu en fonction de / par la loi du mouvement de Tastre; de plus, il est visible que i8o®-+- U exprime son ascension droite et 90*^— V sa déclinaison. Soient donc z sa longitude et q' sa latitude rapportées à Técliptique; on tirera facilement des formules connues de la Trigonométrie, pour réduire l'ascension droite et la déclinaison d'un astre en longitude et latitude rapportées à Técliptique,
cosv =: sine sin^'-+- cose cos^'sin^, -sin V cos U — — cos7'cos5, sînv sin U = cose sin^' — sine cos^'sin^,
partant
sinvcosvcosU ■— — co8^'cos^(sinesm^'-+- cosecos^'sins),
sinv cosv sinU =: (cose sin^'— sine cos^'sin^) (sine sin^'-i- cose cos^'sin-c).
Nous supposerons ici, pour plus de simplicité, que Torbîte de Vastre projetée sur le plan de l'écliptique est circulaire, et que son inclinaison est très petite, en sorte que, parmi les termes multipliés par la tangente de cette inclinaison, nous ne conserverons que ceux qui peuvent devenir fort grands par les intégrations; il sera facile d'avoir égard si l'on veut aux différentes inégalités du mouvement de l'astre. Supposons conséquemment
z=:mt-^K et lang7'ir=csin(m'f H- A'),
c représentant la tangente de l'inclinaison moyenne de l'orbite ; {m — m')t -h A — A' exprimera la distance moyenne du nœud ascen-
MO
(tant <l(> l'orbito lunaire à réquinoxc du printemps; et, comme le '
uidvcn mouvoment du nœud est très lent relativement à celui de la
Liiiiis m -m' est très pou considérable par rapport à m; on a ensuite,
à très p«»u pri*s,
sin//' tangr/' el cos^'^i.
• Ola posé, si Ton néglige les quantités de Tordre c^ et que, parmi les termes de Tordre r, on ne conserve que les sinus et les cosinus de Tangle \^m m\i 4- A - A, parce qu'ils deviennent très considérables par les intégrations, on aura
jkKE
jkKKsuivcosvcosI ■ — [ csin«sin[^w — /ii'>/ -^ A — A'J
— coscsin^iiwl— aA^J j.
jrKKsuivoosv sinV
jiKE,
î sincco$€[cos(aifi/ — qA — 1] — i\i-- Jsin-;>cos[t m -- m M — A — A']î;
on aura ainsi
ti -sin* — I isin/jm/ — lA — H -Ji/sine
* • " ,1 - i$in*£ — csÎDf
cos*
sinT JN —
H otAUt une consume arbitnàîrv qui résulte de Tintë^le
xMi lum %ioac* en inte^rftnt et oh$^r%:ânt que* m étant trîs prtit pw n^
N s:x X ; - N vNV^ »v
H u-scri -
scaf -
- i >CT'i
^ASs
.'5^îî
ou, à très peu près,
9':rr N s'innt -+- Ji'cosnt
(H'— /lysine H sinesin(am< H- a A) am
fi
H > sinfi m — m')t -4- A - A 1
N et N' étant deux constantes arbitraires; Téquation (32) donnera ensuite * 0
£ ~ H'— N cos£ cosn^ -h N'cosf sin nt
«KE I /i ne
'iti* I 2 m
ne i
cosecos(am^-h a A) -, sinecos[(m - -m') /-h A — A'] >,
E" étant une nouvelle constante arbitraire; en substituant ces valeurs dans Téquation (3i), on en tirera faci^ment la valeur do p en fonction du temps /.
Supposons que les valeurs précédentes de ç', e et p soient celles qui résultent de Faction de la Lune, on aura celles qui résultent de Faction du Soleil en y supposant c -= o et en y changeant les quantités relatives à la Lune dans celles qui sont relatives au Soleil; soit K' ce qu'est pour le Soleil la quantité K relative à la Lune, la précession moyenne des équinoxes sera, en vertu des actions réunies du Soleil et de la Lune,
Téquation la plus sensible de la précession sera
«KE /iccosae , j.. /x. * i/i
a/è- (m — /?i')cose ^ ^ ■•
et Téquation la plus sensible de la nutation de l'axe de la Terre sera
«KE • /JC r, /^ , 4 à/1
jSinecosUm — m')t-\- A - Al.
En comparant les résultats précédents aux observations, il nous serait aisé de faire voir leur accord avec les phénomènes de la précession et de la nutation; mais, cette comparaison ayant été faite avec soin dans plusieurs excellents Ouvrages, et principalement dans les belles recherches de M. d'Alembert sur cette matière, nous nous born«rons ici à faire sur nos résultats quelques remarques nouvelles, et qui auront principalement pour objet leur différence de ceux qui sont déjà connus.
Nous observerons d'abord que la précession moyenne des équinoxes, résultante de Faction du Soleil et de la Lune, n*est pas la même dans les différents siècles, puisqu'elle est proportionnelle au cosinus de l'obliquité de Técliptique, qui, comme l'on sait, n'est pas constante; supposons, par exemple, que dans ce siècle cette précession soit de 5o"j par année, et qu'au temps d'Hipparque l'obliquité de Técliptique ait été de r minutes plus grande qu'aujourd'hui, on trouvera facilement que, en vertu de l'action du Soleil et de la Lune, la précession moyenne des équinoxes était alors égale à
5o*'| — r.o',oo6355;
la longueur de l'année tropique était donc, par cette seule considération, plus grande au temps d'Hipparque que de nos jours d'environ r.o",i55; en sorte que, si l'on suppose, conformément aux anciennes observations, r =- 23, on aura 3"^ à peu près pour la différence qui en résulte entre Tannée tropique moderne et celle du temps d'Hipparque; or cette différence n'est point à négliger dans une détermination exacte de la durée de l'année tropique.
Nous observerons ensuite que, quelle que soit la loi de la profondeur de la mer, pourvu que le sphéroïde qu'elle recouvre soit un solide de révolution divisé en deux parties égales et semblables par l'équateur, les lois de la précession des équinoxes seront les mêmes, c'est-à-dire
que la précession des équinoxes sera toujours représentée par un terme qui croit uniformément et par un autre terme proportionnel au sinus de la distance du nœud de la Lune à l'équinoxe, et que la nutation sera toujours représentée par un terme proportionnel au cosinus de cette même distance. Tous ces termes augmenteront ou diminueront proportionnellement dans les différentes suppositions sur la loi de la profondeur de la mer et sur celle de la densité des couches du sphéroïde qu'elle recouvre; elles ne peuvent donc influer-que sur la valeur absolue des coefficients de ces termes. Nous allons déterminer ces coefficients dans le cas où le sphéroïde que la mer recouvre est un ellipsoïde de révolution.
Dans ce cas, la loi de la profondeur.de la mer peut être représentée par /H- ^rsîn'O, et Ton a, par Tarticle XXVI,
V 4Kârsinvcosvsin9cos9 , ,
Y = ^-y ^^ cos{nt -f- nj - 9),
en sorte que la quantité que nous avons nommée [jl dans Tarticle XXX est ici constante et égale à |^-r ; on aura donc, par le
même article XXX et en observant que g — 5''^^^*^
P= 7= y 2-r— 7t (cos*9 — sin*9 cos*nj) ;
partant, si Ton suppose y'— rSsin^ô, 6 étant une fonction quelconque très petite de r, qui représente Tellipticité de la couche du sphéroïde dont le demi petit axe est r, on aura
i5 / ôl \ n*J
Si Ton nomme ensuite q' la valeur de 6 lorsque r= i, ou, ce qui
revient au même, Tellipticité du sphéroïde que la mer recouvre, on
aura
partant
y'^^^'sin^^,
F-iz '^
on aura donc
Si Ton suppose q=^o^ on aura le cas dans lequel la réaction de la mer n'a aucune influence sur le phénomène de la précession des équinoxes; dans ce cas,
Rc/r»
d'où il suit que la précession moyenne des équinoxes et la nutation de Taxe de la Terre, lorsqu'on a égard à la réaction des eaux de la mer, sont à cette précession et à cette nutation, lorsqu'on n'y a aucun égard, dans le rapport de
Lq^ -\fT{d,^r^-2Aqq'
On voit par là que, si 9 et A ont un rapport sensible à l'ellipticité et à la densité du sphéroïde terrestre, la précession des équinoxes sera très sensiblement diflerente dans ces deux cas; mais, pour mettre cette diflerence dans un plus grand jour, nous allons considérer ici quelques exemples particuliers.
Soit q = — = ^-^, on aura F = o, quelle que soit la densité A de
la mer; et, comme cette quantité exprime l'efiet des attractions de
rOcéan, du Soleil et de la Lune sur le sphéroïde terrestre, il en résulte que ces attractions n*ont alors aucune influence sur la précession des équinoxes, et que ce phénomène est uniquement dû à la pression de la mer sur la surface du sphéroïde qu'elle recouvre; il est vrai que, dans ce cas, l'effet de cette pression est indépendant de la densité A de la mer, car on a
F' = -i^A<"7' et E^_ 'oa q
Dans cet exemple, la précession et la nutation sont à ce qu'elles seraient si Ton n'avait aucun égard à la réaction de la mer comme SA^^^y' est à 3 /Rrf.Çr*, et, par conséquent, comme 5 est à 3 si le sphéroïde terrestre est homogène, parce qu'alors
En général, dans la supposition de l'homogénéité du sphéroïde terrestre, on a, quel que soit y.
HL— l — 3A \
Si y = — TTinTA* on a E = o; d'où il suit que, dans ce cas, il n'y a
ni précession ni nutation dans l'axe de la Terre, quoique l'une et l'autre puissent être très sensibles lorsqu'on néglige la réaction de la mer.
Ces deux exemples suffisent pour faire voir combien il serait nécessaire d'avoir égard à cette réaction dans la théorie de la précession des équinoxes, si la valeur de q était un peu considérable; mais nous avons observé, dans l'article XXVI, que, pour satisfaire aux observations sur le peu de différence qui existe entre les deux marées d'un même jour, il fallait supposer q extrêmement petit eu égard à Tellipticité du sphéroïde terrestre; en sorte que, dans la Nature, la réaction
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des eaux de la mer sur le sphéroïde terrestre n'a qu'une trës petite influence sur la précession des équinoxes et sur la nntation de l'axe de la Terre. Il n'en est pas ainsi dans la théorie ordinaire, dans laquelle on suppose, d'après Newton, que les eaux de la mer prennent instantanément l'état où elles seraient en équilibre si l'astre qui les attire était immobile et si la Terre n'avait point de mouvement de rotation; dans ce cas, on a, par l'article XIX,
Y — — TÂ~T sinvcosv sin9co89co8(/i< -h © — 9),
en sorte que
ce qui revient à faire /i — o dans l'expression précédente de f& et par conséquent aussi dans celle de E; on aura donc dans cette hypothèse
Ei=
Si Ton supposait le sphéroïde terrestre homogène, on aurait
Partant, si la densité A de la mer était égale à la densité A^'^ du sphéroïde, on aurait E = o; il n'y aurait conséquemment ni précession, ni nutation, quelle que fût d'ailleurs l'ellipticité du sphéroïde terrestre. Ces suppositions de A = A^'^ et de l'homogénéité du sphéroïde terrestre sont précisément celles dont Newton a fait usage dans sa Théorie du flux et du reflux de la mer et dans celle de la figure de la Terre; d'où il suit que, si ce géomètre eût adopté les résultats de ces théories dans sa solution du problème de la précession des équinoxes» il aurait trouvé la précession nulle en résolvant exactement ce problème.
Suivant les observations, la précession moyenne des équinoxes est, contre Tordre des signes, égale à 50"^ et la nutation de Taxe de la Terre est de iS''; en représentant donc par T une année et par n't le moyen mouvement du Soleil, on aura
partant, on aura
Or
à peu près, et
d'où l'on tirera
on aura ensuite
/lTri:^/l'T=^36oO;
8ine = cosa3®38'i6%
aKE ne g' T ; Sin£ = TT -§--
Or on a
logirrz: 0,4971499,
et les observations donnent
— = -^^-A— , c = lang5«Q'
et
de là, on tirera
in
aKE .,
donc
à peu près, en sorte que Teffet de la Lune sur la précession des équinoxcs el sur le flux et le reflux de la mer est double de celui du Soleil. Si Ton désigne par S la masse du Soleil et par h' sa moyenne distance à la Terre, on aura, par la théorie des forces centrifuges.
or
On aura donc
in- 4(365,3)»'
partant
ce qui donne
E -: — o,oo68i ~ 7
la
à peu près; or on a, par l'article précédent,
donc
Uq — —) J'Rd.Sr*- 'i^gq' (35) ^^ Y- 3X1 * =o,oo34o5/Rrfr».~
Il faut présentement combiner cette équation avec celle de Téquilibre du fluide. En supposant, comme nous Tavons fait jusqu'ici, la profondeur de la mer très petite relativement au rayon du sphéroïde terrestre, on tirera facilement Téquation suivante des formules que
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donne M. Clairaut dans sa Théorie de la figure de la Terre (voir Tarticle XXIX de la seconde Partie de cet excellent Ouvrage) :
(36) (9-h9')(ioy'Rrfr«-6A)-6/Ré/.6r*-6A^'-l- — fRdr*.
Nous observerons ici que f^dr^ est égal à A^'^; soit donc
<f représentant l'ellipticité de la Terre qui résulte de la mesure des degrés du méridien; les équations (35) et (36) donneront, en éliminant rRrf.Sr*,
^'rr h o,ooaà43 *
fRdr^'
or
partant
jRdr' (37) ^"=10,001730-1-0,002043—
Il est très remarquable que rien de ce qui a rapport au fluide n*entre dans cette équation, en sorte que les conséquences auxquelles elle va donner lieu sont les mêmes dans Thypothèse où la Terre est entièrement solide et dans celle où elle est recouverte d'un fluide d'une profondeur variable et d'une densité quelconque.
Supposons que la densité des couches du sphéroïde terrestre aille en diminuant du centre à la surface, rRrfr* sera moindre que f^dr^, car on a
or, r étant moindre que i, et rfR étant par hypothèse une quantité négative, f(i — r*) rfR est négatif; d'où il suit que l'on a
jRdr*<fRdrK
Lorsque
l'équation (37) donne partant, on a
fRdr*=fRdr\
lorsque les densités vont en diminuant du centre à la surface; si elles vont en augmentant, on a
fRdr'>fRdr',
parce que, dans ce cas, t/R étant une quantité positive, Ai — r*)r*(/R
/'Rdr* 5
est positif; mais ^-^ est moindre que 5. car on a
*^ fRdr' *
fRdr' 5 fRr'dr fRdr'~^ J'Rr^dr
Or. Rr' étant moindre que Rr* tant que r est moindre que l'unité, il
fRr*dr
est clair que ^ est moindre que i; il est facile de s'assurer, par
^ /Rr'rfr ^ *^
un raisonnement analogue, que, si l'on suppose les densités alternativement croissantes et décroissantes du centre à la surface, on aura toujours
Dans le cas oti cette quantité est égale à ?• on trouve
f»t)» fnction doit donc être regardée comme la plus grande valeur dont q" »oil suscepliblo. iH il est ii remarquer que cette valeur serait encore moindre si l'on suppoiaît le rapport de l'effet de la Lune à celui
du Soleil plus grand que 2 et égal a -> comme M. Daniel Bernoulli l'a
conclu de la comparaison des observations sur les marées. Si Ton considère d'ailleurs que les hypothèses les plus naturelles que Ton puisse admettre sur la loi des densités des différentes couches du sphéroïde terrestre sont celles de Thomogénéité ou celle des densités croissantes de la surface au centre, et qu'elles sont nécessaires si la Terre a été primitivement fluide, on peut en conclure que, physiquement parlant, les observations de la précession des équinoxes et de la nutation de Taxe de la Terre ne permettent pas de supposer q^ plus
grand que -g?; cette valeur de q^ est bien différente de celle qui résulte
de la mesure des degrés de France et du Nord, et qui, comme l'on sait,
est égale à — g* Il parait donc impossible de concilier ces mesures avec
les observations du phénomène de la précession des équinoxes» dans l'hypothèse ou la Terre est un ellipsoïde de révolution recouvert par un fluide d'une profondeur variable ou constante.
Nous avons vu (art. XXVI) que, dans le cas où l'on suppose une figure elliptique au sphéroïde que la mer recouvre, on a
Y= — ^ j^ cos(/i«-+-cj-<p);
cette valeur de Y est d'autant plus exacte que l'astre se meut avec plus de lenteur. Nous en avons déduit les lois de la précession des équinoxes et de la nutation de l'axe de la Terre, et, comme nos résultats sont indépendants de la rapidité du mouvement de l'astre dans son orbite et qu'il n'y entre que les seuls mouvements du nœud de l'orbite lunaire et de la rotation de la Terre, il semble que l'on peut en conclure que ces lois subsisteraient encore dans le cas où le mouvement de la Lun£ serait comparable à celui de la rotation de la Terre,
pourvu que le mouvement de ses nœuds fût extrêmement lent; on s'en assurera d'ailleurs de la manière suivante.
Pour cela, nous observerons que, parmi les termes de la seconde classe qui (art. XXVI) forment l'expression de Y, il n'y a que ceux de la forme
Hcos(i7-i-cT-h A),
dans lesquels i est égal à /i ou en diffère extrêmement peu, qui puissent influer sensiblement sur la précession des équinoxes et sur la nutation de l'axe de la Terre, parce que, dans les calculs auxquels conduit la détermination de ce phénomène, ces termes deviennent d'autant plus grands que i— n est plus petit; on peut donc négliger dans l'expression de Y les termes de la forme précédente dans lesquels (i — n)t est égal, par exemple, au double du moyen mouvement de la Lune dans son orbite, et ne conserver que ceux dans lesquels (i — n)t est égal au moyen mouvement du nœud de l'orbite lunaire. Il suit de là que, dans le développement de
aKsinvcosvcos(/i/ -hw-— 9),
il suffit de conserver les termes de la forme
K'cos(/i/-4-cT-f- A) et de celle-ci
K'co8(/i/ ±: m/ 4- e -f- A),
mt représentant le moyen mouvement du nœud, et l'on aura, par l'article XXVI, pour Y, une suite de termes de la.forme
lYi'q sind cosd cos(/i^ -+- w -f- A)
^^^(/-sÂnr)-'**
et de celle-ci
^ cos(/i/±:in/-+-?îT-4- A),
et cette yaleur de Y sera d'autant plus exacte que m sera plus petit par
rapport à /i; or il est clair que Ton trouvera la même suite en développant Fexpression
4K^ sinv cosv sin ô cosO
de Yt dont nous avons fait usage» pourvu que dans ce développement on ne conserve que les termes de la forme
Hcos(/i/-4-nn- A) el Hcos(/i/d=mr 4-nj4- A);
donc, quelle que soit la rapidité du moyen mouvement de la Lune dans son orbite, les résultats relatifs à la précession des équinoxes et à la nutation de Taxe de la Terre, que nous avons tirés précédemment de Téquation
« 4K^ sinv cosv sindcos0 , ^ .
Y = — ^ j^p- cos (/!/ -4- w — 9),
seront toujours vrais, si le moyen mouvement du nœud de l'orbite est très lent par rapport au mouvement de rotation de la Terre, et comme
il n'en est que gr — > on peut regarder ces résultats comme très approchés, quand bien même la rapidité du mouvement de la Lune dans son orbite produirait une erreur sensible sur la valeur précédente de Y\
Addition à l* article /.
Lorsqu'on cherche a priori la figure d'un sphéroïde homogène de révolution infiniment peu différent de la sphère dans le cas de l'équilibre, on est conduit à une équation différentielle d'un degré infini qui indique conséquemment que le problème est susceptible d'une infinité de solutions (voir Mémoires de l'Académie, II* Partie, p. 536 et suiv.; année 1772) (*), et, quoique je sois parvenu à exclure un grand nombre de figures, il me parait cependant extrêmement vraisemblable qu'il y en a une infinité d'autres que la sphère qui satisfont à l'équi-
(«) Œuvres de Laplace, T. Vm, p. 496.
QKurres de L. — IX. 35
^n RECHERCHES SUR PLUSIEURS POINTS
libre. Si l'on en connaissait une seule, on pourrait en conclure une infinité qui ne seraient pas même de révolution, et cela par la considération suivante qui, plus approfondie, pourra servir peut-être à déterminer ces f^ures. Que Ton prenne à volonté sur le sphéroïde un point que Ton regarde comme pôle, et auquel on fixera Torigine de l'angle 0, 0 étant ainsi le complément de la latitude des différents points du sphéroïde dont nous désignerons par n la longitude ; supposons ensuite que i -+- ay soit le rayon d'un sphéroïde homogène en équilibre, a étant infiniment petit ci y étant fonction de 0 et de cr; en nommant aB l'attraction tangentiellc des sphéroïdes homogènes infiniment peu différents de la sphère, B étant fonction quelconque de 0 et de cr, on aura, dans le cas de l'équilibre, aB = o. Cette équation ayant lieu quels que soient 0 et cr, il est clair qu'elle subsisterait encore en changeant 0 en G h- a et ct en ct h- 6, a, b étant des constantes quelconques; soit y ce que devient y en vertu de ces changements, le rayon i -+- ay' satisfera donc à l'équilibre et, par conséquent, aussi le rayon n- aj^ -+- 0Lny\ n étant une constante quelconque ; or, a et 6 étant arbitraires, il est clair que l'on aura ainsi une infinité de figures qui satisferont à l'équilibre. Mais un rapport singulier qui existe entre Tatlraction des sphéroïdes homogènes, suivant la tangente, et leur attraction verticale ou perpendiculaire à la tangente, détermine la loi de la pesanteur a la surface de ceux qui sont en équilibre et la rend unique, malgré la multiplicité infinie de figures dont ils paraissent susceptibles. Ce rapport consiste en ce que l'attraction d'un sphéroïde homogène quelconque, infiniment peu différent d'une sphère, parallèlement à la tangente et multipliée par le petit côté du sphéroïde, est le double de la différence des attractions verticales du sphéroïde aux deux extrémités de ce côté. J'ai démontré ce théorème dans l'article I, mais il peut l'être plus simplement par la méthode suivante, qui, de plus, a l'avantage de s'étendre au cas où l'attraction est comme une puissance quelconque n de la distance.
Imaginons un point R placé sur une sphère MRB (y?^. 4) dont le rayon est i et C le centre; nommons R la masse de ce point, / sa di-
stance au point M, f sa distance au point quelconque m pris sur la surface de la sphëre, infiniment près de M; en abaissant du point R la perpendiculaire RH sur MC» et du point m la perpendiculaire mh sur RM, et décomposant l'attraction R/'' du point R sur le point M en trois
Kig. 4.
autrest dont la première, que nous nommerons v^ soit dirigée suivant le rayon MG; dont la seconde, que nous nommerons 6, soit dirigée suivant le côté M/ti, et dont la troisième soit perpendiculaire au plan MG/7t, on aura
•^ Mm
partant
on aura ensuite
MH
RM
Or, RM étant, par la propriété connue du cercle, moyenne proportion nelle entre MH et le diamètre entier MB, on a
MH / RM " 2 '
donc
soit v' l'attraction du point R sur le point m suivant le rayon mC, on aura
donc
ce qui donne
Il suit de là que, si Ton suppose une infinité de points distribués d'une manière quelconque sur la surface de la sphère, et que l'on nomme V et V la somme de leurs attractions sur les points M et m, dirigées vers le centre G, et B la somme de leurs attractions sur le point M parallèlement à Mm, on aura
Considérons maintenant un sphéroïde quelconque AMB {fig* 5), dont le rayon mené du centre C d'inertie à sa surface soit i + ay.
Fig. 5.
a étant infiniment petit et y étant une fonction quelconque continue ou discontinue de 0 et de cr; si Ton imagine une sphère dont le rayon soit I et qui soit tangente intérieurement à la surface du sphéroïde au point M, il est clair que le centre de cette sphère sera infiniment peu distant du point C, et que le rayon mené de son centre à la surface du sphéroïde ne différera de l'unité que d'une quantité de l'ordre a. Cela posé, l'attraction du sphéroïde est égale à l'attraction de la sphère, plus à Uattraction de l'excès du sphéroïde sur la sphère ; or on peut concevoir cet excès comme composé d'une infinité de petites masses
placées aux extrémités des rayons de la sphère, ces masses devant être supposées négatives partout ou le rayon de la sphère excède celui du sphéroïde; d'où il suit que, si Ton nomme S l'attraction de la sphère sur le point M, a.V et a V les attractions verticales de l'excès du sphéroïde sur la sphère sur les points M et m^ et aB son attraction horizontale, on aura, par ce qui précède,
V'-V = -^i-:tiB.M/?i.
Si Ton nomme A l'attraction verticale du sphéroïde sur le point M, et A' son attraction verticale sur le point /ti, on aura
A = S4-aV et A'=SH-aV,
donc
A'-A=-^^i^tlaB.Mm.
L'attraction du sphéroïde sur le point M, décomposée suivant le rayon MC ou suivant toute autre direction qui ne fait avec MC qu'un angle de l'ordre a, ne diffère de A que d'une quantité de l'ordre a^, ce qui suit évidemment de ce que l'attraction entière du sphéroïde sur le point M est dirigée suivant une droite MK, qui ne fait avec MC qu'un angle de l'ordre a; A peut donc également représenter et la pesanteur à la surface du sphéroïde et cette pesanteur décomposée suivant le rayon MC. De là résulte cette conséquence singulière, savoir, que, si l'attraction suivait la raison réciproque de la simple distance, la pesanteur serait constante à la surface de tout sphéroïde homogène infiniment peu différent d'une sphère, puisque l'on aurait alors
partant
Considérons AB comme Taxe commun à tous les méridiens du sphéroïde, et nommons G l'angle MCA; en supposant le point m placé sur le
méridien AMB» nous aurons, aux quantités près de l'ordre a,
partant, en négligeant les quantités de Tordre a*, nous aurons
A'-A=- ^L±-!-aBd6
ou
aB.
Nommons ensuite xs l'angle que forme le méridien AMB avec un premier méridien; si l'on prend sur la surface du sphéroïde un point /7t' infiniment voisin de M, et tel que l'angle /w'CA =.MCA, nous aurons, aux quantités près de l'ordre a,
M.m'i=zdrs sin6.
Soit, de plus, aC l'attraction du sphéroïde sur le point M, décomposée suivant la tangente Mm\ nous aurons
^A = aC dm sin 6,
0 étant regardé comme constant dans la difTérentielle d\; partant
dk /i -M
âv3 2
aCsïnd.
Si l'on suppose /i = — 2, ce qui est le cas de la Nature, on aura les deux équations
or on s*assurera facilement que ces équations répondent aux équations (a) et (a ) de l'article I.
Si Ton suppose que le sphéroïde tourne autour de l'axe AB, de manière qu'à l'équateur la force centrifuge soit a/, il est aisé de voir que cette force au point M sera a/sinO, que, décomposée suivant Mm, elle sera a/sin6 cos6, et que, décomposée suivant MC, elle sera — a/sin^ô; si Ton suppose, de plus, que le point M du sphéroïde soit animé, sui-
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vant les droites Mm» Mm' et MC, des forces quelconques aM, aN et aR, on aura
«B H-aM-4-«/sin0cos0
pour la force tangentielle suivant Mm;
«C-f-aN
pour la force tangentielle suivant Mm\ et
A-haR— a/sin*0
pour la force suivant MG» et qui ne diffère de la pesanteur au point M ou, ce qui revient au même, de la résultante des trois forces suivant MC, Mm et Mm', que des quantités de l'ordre a^ ; soit donc P la pesanteur, on aura
P = AH-aR — a/8in»e;
dans le cas de Téquilibre, les forces tangentielles sont nulle:^, ce qui donne les deux équations
«B =— «M — - a/sinôcosô, aC=— «N.
Si l'on différentie l'équation P = A 4- aR — a/sin^O en faisant varier 0 et 17, on aura
rfP = ^rf0-h^rf©-+-a^ — a«/é/0sinôcosô; on substituant dans cette équation, au lieu de -^ et ^, leurs valeurs
«B et aC8in&,
on aura
dP = — ^!-^ a(B de -{- Cdm sinQ) -i- (xdR — 2a/ciQ smO cosS;
si l'on substitue encore, au lieu de B et de C, leurs valeurs
— M — /sinôcosô et — N, on aura
dP= ^-ti«(M^Ô4-Né/©sinô)-hac^R4- '-^—^ct/desinecosO,
Pour que cette équation, et, par conséquent, pour que Téquilibre soit possible, MrfO H- NrfosinO doit être une différence exacte, et c'est ce qui a toujours lieu lorsque les forces aM et aN sont le résultat des attractions; soit donc dZ cette différence, et Ton aura, en intégrant l'équation précédente,
P - p'-+. ^Jtl «Z 4- «R 4- ^^ a/sîn»^, 2 4
P' étant une constante arbitraire.
Si le sphéroïde n'est animé d'aucune. force étrangère, on a
Z = o ei R = o, partant
P = P'h -. — a/sin*ô,
P' exprimant alors la pesanteur au pôle; dans le cas de la Nature, où w = ~ 2, on a
P=:P'-^a/sin>0,
ce qui est conforme à ce que Ton sait d'ailleurs; mais il est très remarquable que, dans le cas où /i = 3, on ait P = P'; d'où il suit que, si l'attraction était en raison composée de la masse et du cube de la distance, la pesanteur à la surface des sphéroïdes homogènes en équilibre serait constante aux quantités près de l'ordre a^, quel que fût le mouvement de rotation des sphéroïdes.
Je réserve pour un autre Mémoire les recherches sur les oscillations de l'atmosphère.
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Sur les oscillations de V atmosphère.
Le fluide qui forme notre atmosphère est élastique, et sa densité varie suivant une fonction de la pression et de la chaleur; celle-ci n'est pas constante pour un point donné de l'atmosphère : comme elle est principalement occasionnée par la présence du Soleil, elle change à chaque instant du jour par le mouvement de rotation de la Terre, qui présente successivement à cet astre les différents points de sa surface, et, à chaque jour de Tannée, par Tinclinaison de l'écliptique sur Téquateur, qui rend inégale la durée des différents jours et qui augmente ou diminue les hauteurs méridiennes du Soleil. On voit aisément que les variations de la chaleur, qui résultent de ces différentes causes, doivent exciter dans l'atmosphère des oscillations qu'il parait impossible de soumettre au calcul, parce que la loi de ces variations, suivant les différentes latitudes et les différentes hauteurs de l'air au-dessus de la surface de la Terre, n'a pas encore été suffisamment
(}) Remis le a 5 décembre 1778.
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déterminée; d'ailleurs, un si grand nombre de circonstances influent sur ces variations, que, dans le cas même où Ton aurait toutes les données nécessaires pour résoudre ce problème, on rencontrerait vraisemblablement, du côté de TAnalvse, des difficultés insurmontables. Dans cette impossibilité d'assujettir à un calcul rigoureux les oscillations de Tatmosphëre, il ne nous reste qu'à faire, sur son état, les suppositions les plus approchantes de la nature et qui soient en même temps susceptibles d'être traitées par les méthodes que nous offre l'Analyse; or, dans le nombre infini de ces hypothèses, la plus naturelle, et tout à la fois la plus simple, est celle dans laquelle on suppose à tous les points de l'atmosphère un même degré de chaleur toujours constant et égal au milieu arithmétique de tous les degrés de chaleur que la masse entière de l'air éprouve à chaque instant; j'adopterai conséquemment cette supposition dans les recherches suivantes: je suis bien éloigné de la regarder comme exacte, mais elle suffît pour donner une idée approchée du genre d'oscillations que l'action du Soleil et de la Lune peut exciter dans l'atmosphère. Je supposerai de plus que, à un degré de chaleur constant, la densité de l'air est proportionnelle«à la force comprimante, ce qui est vrai à très peu près, surtout lorsque les variations de densité sont fort petites; il en résulte que, à la rigueur, la hauteur de l'atmosphère est très grande et même infinie par rapport au rayon de la Terre; mais il est facile de s'assurer que, en partant de cette loi sur la variation de la densité de Tair, ce fluide est excessivement rare à la hauteur d'un petit nombre de lieues au-dessus de la surface de la Terre; en sorte que, dans la recherche de ses oscillations, on peut, sans craindre aucune erreur sensible, négliger son action au-dessus d'une médiocre hauteur.
Il résulte des calculs suivants que l'action du Soleil et de la Lune n'excite dans l'atmosphère que des mouvements périodiques analogues à ceux de la mer, mais trop faibles pour pouvoir être observés; d'où il suit que le mouvement constant de l'air d'orient en occident que l'on observe dans la zone torride, sous le nom de vents alizés, n'est point occasionné par les attractions de ces deux astres. L'eflet le plus sen-
sible qu'eUes produisent est une légère variation dans la hauteur du baromètre; cette variation est d'environ un quart de ligne à Téquateur ou elle est a son maximum; mais elle peut être beaucoup augmentée par les circonstances locales, telles que de hautes montagnes qui, en resserrant l'atmosphère, en rendraient sensibles au baromètre les plus petites oscillations. Une chose digne de remarque est que, dans les suppositions les plus vraisemblables sur la profondeur de la mer, la marche des variations du baromètre à l'équateur est contraire à celle des marées, c'est-à-dire que l'instant de la haute mer est celui de la plus grande dépression du mercure et réciproquement. Comme il est très intéressant de s'assurer de l'existence et de la loi de ces variations, je finis par exposer une méthode fort simple pour cet . objet et par inviter les observateurs à suivre d'une manière particulière un phénomène aussi curieux.
Considérons une molécule de l'atmosphère dont, a l'origine du moutement. A' soit la densité; 5 -+-5' le ravon mené du centre de la Terre à cette molécule, s représentant la partie de ce rayon qui va du centre de la Terre à la surface de la mer considérée dans l'état d'équilibre, et ï représentant l'autre partie comprise entre cette surface et la molécule; soit 6 Tangle formé par ce rayon et par l'axe de rotation du sphéroïde terrestre; vs la longitude de la molécule par rapport à un méridien fixe ou qui ne participe point au mouvement de rotation de la Terre. Supposons que, après le temps t. A' se change en A'(i -+- ap); s en s -h oir; ï en s' -h ar'; G en 0 -+- au'; et m en u -h nt -h av\ m représentant le mouvement de rotation de la Terre et a étant un coefficient extrêmement petit. Cela posé, imaginons que la molécule atmosphérique est un petit prisme rectangle dont les trois dimensions sont
et
(«4-«'-l-«r4-«r')<fe8in(9-h««')(n- «^)
la solidité de ce prisme géra, en négligeant les quantités de Tordre a*,
-^aa(i-h5')(r-^^') .
Dans rinstant suivant, ce prisme se changera dans un solide d*unc autre figure; mais il est aisé de s'assurer que» en calculant la masse de ce nouveau solide comme s'il était un prisme rectangle» on ne négligera que des quantités infiniment petites du second ordre, par rapport à celles que Ton considère; on peut donc supposer nulle la différentielle de la quantité précédente, prise en ne faisant varier que le temps t, ce qui demande que Ton ait
(.v-t-5')'sin0 \-^ oi^j -+-a-ïz- -H «3— 4-aa'-;— û -l- ap ) ' \ ds* dB ans smô v
H- a a(5 4- s') (r -h r') sinô = 9(5 -4- *', 9, bj),
f (f + s\ 0, xs) étant une fonction indépendante du temps ^; or on a, à Torigine du mo.uvement,
r=:o, r'z-o, ti'=o et i^'^o;
donc
on aura ainsi
dr' du' âv' ,cos0 r -{' r'
et, comme r et r' peuvent être négligées relativement à u\ par des considérations analogues à celles de l'article IV, on aura
, ,, âr' du' dv' ,cos0
^ ' âs' âd ma smd ^
équation qui, pour les fluides élastiques, répond à l'équation (i) de l'article II, relative aux fluides incompressibles.
Il est aisé de voir que l'équation (3) de l'article IV aura encore lieu pour le cas que nous discutons ici, pourvu que l'on y change s en
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s-hï, ds en di^, A en A'(i + ap), uenu'etvenv^; on aura ainsi
-h a(5 -h 5')' 3ï5j(sin*0-^ H- 2n-j--sinQcos6j
(3') { -2a/i(5 4-5')«5'sin'0^
3[(5 4-5'-f-ar-h ar')sin(0H-aa')]*
::r .- Fd/- F'4/'-. . . - -nr-^ — r,
la caractéristique 8 servant à désigner, comme dans Tarticle cité, les différences des quantités prises en regardant le temps / comme constant, ou, ce qui revient au même, en ne considérant que 6, ex et 5 comme variables; les différences S/, B/\ . . . représentant les éléments des directions des forces F, F', ... qui animent la molécule atmosphérique, etp exprimant la pression qu'elle éprouve.
Considérons maintenant Tair et les eaux de la mer, tels qu'ils étaient à l'origine du mouvement, c'est-à-dire dans l'état d'équilibre, et cherchons l'équation de l'équilibre pour une molécule de l'atmosphère, dont la distance au centre de la Terre soit s -f- ^'-f- ar-f- ar^, dont la longitude soit ct -+- /i/ -f- en/, et pour laquelle l'angle 0 soit 0 4- olu\ Si Ton nomme, comme ci-dessus. A' la densité de l'atmosphère, qui répond aux quantités 6 et 5-1-^', et/?' la pression correspondante à ces mêmes quantités; si, de plus, on considère que, dans l'état d'équilibre, A' etp' sont les mêmes pour toutes les molécules également élevées audessus du niveau de la mer, il est aisé d'en conclure que la densité de
la molécule dont il s'agit est A' h- ar^ -jry en négligeant les quantités de
l'ordre a*, et que la pression qu'elle éprouve est/?'-t- a^^- Nommons
présentement 6 l'attraction du sphéroïde terrestre des eaux de la mer et de l'air sur cette molécule, et ê la droite suivant laquelle elle agit; nous aurons, dans le cas de l'équilibre,
F«/+F'3/'-i-... = Gd6,
et comme ce même cas donne
du' rf.'
7/7 = °' -dî = °' l'équation (3') se changera dans la suivante
_ 2.3[(, ^- ,'+ ar + xr') sin(9 + a«')]*- - G 36 ^^ ^^
as
En retranchant cette équation de l'équation (3'), on aura
a{s-hs
')*3ï5jfsin' 0-775- -h 2/i-y-sinôcos0 j
-- 2a/i(* -h s')is' sin^Q—i-
Supposons /?'= /'g' A', g^ représentant la pesanteur et /' étant une très petite quantité constante pour un' même degré de chaleur, et qui, comme on le verra dans la suite, est ^ du rayon terrestre, ou à très peu près égale à deux lieues; nous aurons p = VgM{\ + ap), ce qui donne, en négligeant les quantités de Tordre a',
as
Il est clair que a( A'p — ^"tt) exprime la différence de densité de
deux molécules d'air qui occupent le même lieu, la première dans l'état de mouvement et la seconde dans l'état d'équilibre; mais ces deux molécules sont différemment situées au-dessus de la surface de la mer, dont les eaux s'élèvent (art. V) djj la quantité dy au-dessus de leur surface d'équilibre. 11 suit de la que, pour avoir la différence de
densité de deux molécules d'air, situées sur le même rayon et également élevées au-dessus de la surface de la mer, la première dans Tétat de mouvement et la seconde dans Tétat d'équilibre, il faut
ajouter à la différence précédente le terme ^y-ji^ ce qui donne
a A'p -^ (>' — ^)"5-7 pour la différence cherchée; or la loi des densités de Tair dont nous partons dans ces recherches donne
as' ■" l' ' la quantité précédente devient ainsi a A'(p -h —jr^jl représentons-la
par ./ et nous aurons
as
— al'gi\p-r'--^)=.''<xg6y'-oigiy.
Présentement il est aisé de s'assurer, par l'article Y, que, en supposant M extrêmement petit, on a à très peu près
GiB -¥ if -F' if -...-^-ay Aie -+-S (à --- iji\y
— ayABt étant relatif à l'attraction de la mer, S(8^ — 8^) étant
relatif à l'attraction de l'astre que l'on suppose agir sur l'atmosphère, et ces deux quantités étant telles que nous les avons définies dans ce même article Y; on aura donc
yi^{^^r-^n^^--^^^cose)
(cPv' du' \
^*°*^ "TIF '^'^'^Ht sinôcosô I
dv' — 2a/i(5-h5')i5'sin*0-^
= - ayk iz — ag{iy'^iy) -f- S (ij — ijX
Il résulte de cette équation que ^ n'est que de l'ordre — u}, et comme
ORuvreê de L, — VU, ^"J
dr'
on a y = /'p -f- r' — j, il est clair que ^- sera pareillement du même
ordre; en négligeant donc cette quantité dans l'équation (i'), elle donnera
_ du' dif' ,cos5
On aura ensuite aux quantités près de Tordre — u\ r^ constant pour
toutes les molécules d'air situées sur le même rayon; or, à la surface de la mer, r^ = y; on pourra donc supposer à r' cette valeur pour
toutes les hauteurs de l'atmosphère; la quantité aA'(p-f- —p—) se
réduira ainsi à a A'p, et ce terme exprimera la différence de densité de deux molécules d'air situées sur le même rayon et également élevées au-dessus de la surface de la mer, la première dans l'état de mouvement et la seconde dans l'état d'équilibre; de plus, on aura y= l'p; partant
Si l'on considère le mouvement des molécules d'air contiguës à la surface de la mer ou celui des molécules d'une même couche aérienne parallèle à cette surface, il faudra supposer Z^ = o\ l'équation (4') donnera, par les articles Y et YI, les deux suivantes, en y supposant ^ -h ^' ~ I ,
,.,. d^u' dv* . ^ . dy dy .^D dR
(6) _-.,;,_8m9cosô = -^^^^^4-A^4.^,
/ /x ^^ ' ta du! ,, û ày dy . dD (^R
D étant tel que nous l'avons défini dans l'article XXII, et R étant, comme dans le même article, égal à
K[cos9cosv + sin9sinvcos(ii^-hiiJ ~9)]^
Au moyen des équations (5'), (6') et (7'), on déterminera les oscillations de l'atmosphère lorsqu'on aura déterminé celle de la mer; si Ton
suppose» en effet, y = i dans l'équation (6) de l'article XXII et qu'on la retranche de Téquation (5'); si l'on retranche pareillement les équations (7) et (9) du même article, des équations (6') et (7'), on aura, en faisant 1/' — m = i/" et ^ — i' = (^,
Y y __âu'' , âv" yC0s9
d^sf . ,^ du' , ^ . dy'
dt^ dt (m
On cherchera donc j par les méthodes que nous avons données précédemment pour cet objet; on déterminera ensuite, par les mêmes méthodes, j^, u*" et {^, d'où il sera facile de conclure tout ce qui est relatif aux oscillations de Tatmosphèro.
XXXVI
Considérons d'abord le cas où l'air recouvre immédiatement le sphéroïde terrestre; on aura j rz: o, D = o, et les équations (5'), (6') et (7') deviendront
, ,,/àu^ dv' ,cosô\
•^ \âO àtn smô/
d'à' di>' . ^ . dy' dl\
d'v' , ,r, ' au' . . , ây' âW
-j.* sm*0-f-2/i -r-sin^cos^^ — A'-^ — h -r— • dt^ ot ^ dm dm
En comparant ces équations aux équations (6), (7) et (9) de l'article XXII, on voit qu'elles sont les mêmes que celles d'un fluide incompressible et infiniment rare, dont la profondeur est/', et dont ay exprime la hauteur au-dessus de la surface d'équilibre; il nous sera donc facile, par la méthode de l'article XXVII, d'avoir ay, lorsqu'on connaîtra /'; pour cela, nous observerons qu'à la surface de la mer la pression V ti' g àe Tatmosphère équivaut à celle d'une colonne d'eau de 32 pieds; d'ailleurs, si l'on nomme A la densité de l'eau, on
a A = 85oA'; on aura donc t â/g = 32P.85oA'g^, ce qui donne /'= 32P.85o = 2 lieues à très peu près, la lieue étant supposée de i3 573 pieds. Cette profondeur est une de celles pour lesquelles nous avons déterminé, dans l'article XXYII, les oscillations de la mer; on aura donc, en adoptant toutes les dénominations du même article,
I — H 3 cos 3 0 a^' = oP,7629 jr [cos'v — Jsin'v -Htf(cos'v'— |8in*v')]
0,5 -h 3,0980 sin' 9
-h 0,3619 sin* 9\ i csin'v'cos(2iir-haiîï— 2©')]
oP,7629sin*(?< ,1. /> . . ^ ) 1
' 4-0,04596 sin' u [ ( -+-8m*vcos(2ii^-t-2ï5j — 29)
-h 0,00379 sin^^9
0,00021 1 sin*'0
Pour déterminer présentement la variation du baromètre correspondante à 0Ly\ rappelons-nous que ay' = a/'p, et considérons que aA'p exprime, dans le^as présent, la variation de densité de l'atmosphère, pour un lieu fixe pris au-dessus de la surface de la Terre; la variation du baromètre sera donc a sa hauteur moyenne que nous supposerons de 28 pouces, comme aA'p est à A'; d'où il suit que cette variation est
égale k 28^** ^; or on a
P*» . OP
partant, la variation du baromètre est égale à
o"«, 009424 ^ [cos*v — jsin'v-he(cos'v'— ^8in*v']
0,5-1-3,0980 sin' 9
■+- 1 ,6237 sin* 9
, , , .^j 4-0,3619 sin* (?l ( esin*v'cos(2ii^4-2t9— 29')) o"», 009424 sin' 0 \ }{ '•
l 4-0,04596 sin* 91 |4-8in*vco8(2iif 4-2© — 29) )
0,00379 sin*°0
0,00021 isin**ô
On voit ainsi que les variations du baromètre sont assujetties aux
mêmes lois que le flux et le reflux de la mer, et que, en vertu de Taction du Soleil et de la Lune, il s'élëve et s'abaisse alternativement deux fois par jour; mais ces variations sont très peu sensibles, car si l'on suppose le Soleil et la Lune dans leurs moyennes distances et en conjonction ou en opposition dans le plan de Téquateur, et que Ton fasse, avec M. Daniel Bernoulli, e = f, on trouve 0**^3716 pour la différence de la plus grande élévation à la plus grande dépression du mercure dans le baromètre à Téquateur, dans Tintervalle de la haute à la basse mer; cette diflcrence diminue en approchant des pôles, en sorte que, à la latitude de 4^^» elle est plus de quatre fois moindre qu'à Téquateur et, par conséquent, tout à fait insensible.
Considérons maintenant le cas de la nature dans lequel l'air surnage au-dessus de l'océan ; il est aisé de voir que les oscillations de l'atmosphère dépendent alors de la profondeur et de la densité de la mer; nous supposerons ici, comme dans l'article XXYII, cette densité très petite relativement à celle du sphéroïde terrestre, et, comme il résulte du même article qu'en attribuant à la mer une profondeur moyenne de quatre lieues on satisfait assez bien aux observations du flux et du reflux, nous adopterons cette supposition dans les calculs suivants. Nous aurons ainsi par l'article cité, en n'ayant égard qu'à l'action du Soleil,
H-3CO820, , 1 . , X
ay = oP, 76!i9 ^ (cos' v — ^ sm' v)
0,5 4-0,3753 sin' 9 -h 0,0788 sin* 9 oP, 7629 sin* 9 I -h 0,00787 sin* 9 \ sin* v cos ( 2 /i^ -h 2 bj — 2 9 ).
0,00047 sin' 9- 0,00002 sin*®0
Cela posé, si l'on traite les équations (5'), (6') et (7') par la méthode des articles XXIV et suivants, on trouvera d'abord, par l'article XXV, que la partie de l'expression de ay' qui répond aux termes
K^ 9a « .^K.'«/i'« - ^/? I-4-3cOS2 0. - « . • V
cos' 0 cos* V H- -;— sm'ôsm'v et op,7629 ^ (cos*v — {sm'v)
(les expressions de aR et de ay est nulle, parce que, en n'ayant égard
qu a ces termes, on a
On trouvera ensuite, par Tarticle XXVI, que la partie de Texpression de OLy qui répond au terme
2Ksinvcosvsindcos9co8(/i/ + in — 9)
de l'expression de R est cncone nulle. Enfin on trouvera par les articles XXIV et XXVII que, si Ton nomme a le coefficient de cos( 2/1/ -f- 2CT — 2ç) dans Texpression de j; a! et a" ceux du même
cosinus dans les expressions de y et de y -^y — ~> on aura k très peu près
o — x-(i -Jc-)-T-^ — wF-. - — aa'(4 — X*) H- -77— /i'j:\
X étant égal à sinO. Or, si Ton fait — - — -- ç, on aura
rt — rt'-h a— -jr',
partant
flf' — fl — flf H — .r' ;
de plus, /"" étant égal à 2 lieues, on a, par l'article XXVII,
et, par le même article, on a
=:oP,7629;
l'équation précédente deviendra donc, en y substituant, au lieu de a.
sa valeur
ir)
0,3752 -h 0,0783 x^ \ 0,00787 jr*
= 7P,629sin'vx' .
Pour intégrer cette équation, on supposera, conformément à la méthode de l'article XXVII,
A<^)x»-hA(»>a:*<>4-A<«>x"),
et Ton aura les huit équations suivantes :
i6At' — loA ^o,
4oA<*)— 28A('>-MoA =0,3752,
72A<»î- 54A^«J-hioA^»'r=:o,o783,
ii2A<*>— 88A(»>-+- 10 A<»J — 0,00787,
i6oA<»>— i3oA<*> 4- ioA<»>= 0,00047,
ai6A<*^— i8oA<*^ -h loA^*^—- 0,00002,
— 238A<*)-hioA<»>=o,
(*) I0A<«>rTr0.
En ne considérant que les sept premières, on aura
A =: — 0,2344» A^*^ = — o,ooo3649,
A<'> = — 0,03457, A^'^ = — 0,0000008970. A^*^ = — o,oo44o2.
Maintenant, il est clair que si Ton ajoutait au second membre de l'équation (r) le terme
— 7P, 629. 0,00000897 sin'v j?*®,
on aurait, au lieu de l'équation (s), la suivante
* loA^*^ 1^ — 0,00000897,
ce qui donnerait pour A'^^ la même valeur que précédemment, d'où il suit que Texpression précédente de ao^ satisferait alors exactement à l'équation (r) ; or le terme
— 7P, 629 . 0,00000897 sin' V a:*®,
étant excessivement petit par rapport aux autres termes de cette équation, peut lui être ajouté sans craindre aucune erreur sensible. On doit donc regarder comme fort approchée la valeur précédente de aa" : il est facile d'en conclure la valeur ay, car on a, par ce qui précède,
of^ = aa' cos(2/i/ -h 2Ï5J - aç) ^= / aa' — aa^ -h a- j?' j cos{^nt 4- a© — 29).
Pour déterminer présentement les variations de la hauteur du baromètre, nous nous rappellerons d'abord que ay=:a/'p, et que aA'p exprime la différence de densité de deux molécules d'air également élevées au-dessus de la surface de la mer, la première dans Tétat de mouvement et la seconde dans l'équilibre; nous considérerons ensuite que le baromètre étant fixé au-dessus de la surface de la Terre est moins élevé au-dessus de la mer que dans le cas d'équilibre de la quantité ay. La variation de densité des molécules d'air qui pressent la surface du mercure est donc égale a
d'où il suit que, pour avoir la variation des hauteurs du baromètre, il faut ajouter les valeurs de ay et de ay et les multiplier par le rapport de 28^ à 32P.85o. On aura ainsi, en vertu des actions réunies du Soleil et de la Lune, la variation de la hauteur du baromètre.
égale à
0^% 009424 s [cos*v — Jsin*v-f-e(cos*v' — jsin'v')]
esin*v'cos(an^-H 2m — 29') sin'v cos{2nt 4- acj — 29 )
0,5 — 2,344 sin' 0
~ 1,465 sin* e
-4- o"«, 009424 sin' ô{ —0,346 sin* 9
— 0,044 sin* 9
— o,oo4 sin*°0
Dans les nouvelles et pleines lunes des équinoxes, et en supposant e = |, la différence de la plus grande élévation à la plus grande dépression du mercure dans le baromètre, à Téquateur, est égale à 0^*^,244 ; mais, ce qui est très remarquable, IMnstant de la plus grande dépression est celui de la haute mer, et réciproquement ; et comme il n'est pas vraisemblable que la profondeur de la mer soit beaucoup moindre que quatre lieues, puisqu'on aurait autrement des marées trop peu considérables, il en résulte que cette singularité a lieu dans les suppositions les plus probables sur la profondeur de la mer, en sorte que si, par une longue suite d'observations barométriques, on parvenait à démêler les effets de l'action du Soleil et de la Lune sur l'atmosphère, il 7 a beaucoup d'apparence que, dans les lieux situés près de l'équateur, on trouverait la marche des oscillations du baromètre contraire à celle des marées : il suit au moins de nos calculs qu'il est très différent, dans la recherche des variations du baromètre, de considérer l'air comme recouvrant immédiatement le sphéroïde terrestre ou comme surnageant au-dessus de l'océan.
Il est facile, au moyen des valeurs précédentes de y et de j, de
déterminer les vitesses a -7- et a -3- sin 0 de l'air dans le sens du méri-
dien et dans celui du parallèle; il suffît pour cela de substituer ces valeurs dans les équations (6') et (7') de l'article précédent et de satisfaire ensuite à ces équations en y supposant A = o. En faisant ce calcul, on trouvera que la vitesse de l'atmosphère résultante de l'action du Soleil et de la Lune est inappréciable par l'observation, et
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qu'il est impossible de la démêler d'avec toutes les variations auxquelles les vents sont assujettis : pour le faire voir» déterminons le mouvement d'une molécule aérienne située sous l'équateur lorsque l'astre attirant est dans le plan de ce grand cercle; on aura dans ce cas U ---- o, et l'équation (7') de l'article précédent deviendra
en substituant dans cette équation, au lieu de -i^ -h :^> sa valeur
* ors OGJ
— îi ( a' -+- a ) sin ( 2 /i^ 4- 2GJ -— a cp ),
on aura, en observant que 2a^(a'-i- a) — aK = 'ioLga'\
a -7j- = ~ 2^. 7P, 629.0,4203 sin(2/i/-i-2Bj — 29), ce qui donne, en intégrant, .
OL--JJ — H -H —7P, 629.0,4208 C0S(2n^4- 2CI — 29),
H étant une constante arbitraire. Or, si Ton suppose que l'élément dt du temps soit d'une seconde, ac// représentera l'espace parcouru dans l'intervalle d'une seconde; de plus, en nommant T le temps d'une révolution de la Terre sur son axe, on a ni égal à 36o®, le rayon étant pris pour l'unité; par conséquent
ce qui donne
ndt — -
ii3 23»» 56"» "" ii3 3o.i436
D'ailleurs -^ = -q-; on aura donc
-ndt. 7P, 629 . o , 4203 = OP, 06758,
partant
Oidv'^=z(xWr{- OP, 06758 COS( 2/1^-1- 2Ï5J— 29),
la constante aH' étant égale à Hdt. Si cette constante n*était pas nulle» il en résulterait à Téquateur un vent constant d'occident en orient ou d'orient en occident, suivant qu'elle serait positive ou négative, et l'on pourrait expliquer par là les vents alizés que Ton observe sous la zone torride; mais la valeur de cette constante dépend du mouvement initial de l'atmosphère, et nous avons observé dans l'article XXI que la vitesse qu'elle a pu produire a dû être anéantie depuis longtemps, en vertu des résistances en tous genres que les molécules de l'air éprouvent en oscillant; d'où Ton peut généralement conclure que les vents alizés ne sont point occasionnés par l'action du Soleil et de la Lune sur l'atmosphère.
Si l'on suppose ces deux astres en opposition ou en conjonction dans le plan de l'équateur, et si l'on fait ^ = f, on aura op,2365 pour le plus grand espace qu'une molécule d'air parcoure dans l'intervalle d'une seconde, en vertu de leurs actions réunies : or il parait impossible de s'assurer, par l'observation^ de l'existence d'un vent aussi peu considérable dans une atmosphère d'ailleurs très agitée; mais il n'en est pas ainsi des variations barométriques, vu surtout l'extrême précision dont les variations du baromètre sont susceptibles; dans ce cas, on pourra faire usage de la méthode suivante pour démêler ces variations d'avec celles que le baromètre peut éprouver par d'autres causes.
Nous supposons ici que l'on ait un excellent baromètre, garni d'un nonius, pour observer jusqu'aux petites fractions de ligne. Cela posé, concevons que, dans les syzygies, l'instant de la plus grande dépression barométrique soit celui de midi, l'instant de la plus grande hauteur aura lieu environ six heures après; on observera conséquemment la hauteur du baromètre à ces deux instants; et l'on retranchera la première de la seconde : le jour suivant, on fera une observation semblable, en ayant égard au retard du flux atmosphérique, à raison du mouvement relatif de la Lune par rapport au Soleil; et pour déterminer ce retard, on suivra la même règle dont on fait usage dans les ports pour déterminer le retard des marées. En comparant ainsi une
longue suite d'observations et rejetant, pour plus d'exactitude, celles dans lesquelles les variations du baromètre auront été très considérables dans un petit intervalle de temps, en vertu des grands changements que l'atmosphère a subis d'ailleurs, on fera une somme de toutes les différences que l'on aura trouvées, et en la divisant par le nombre des observations, on aura à très peu près la quantité moyenne des variations barométriques qui résultent de l'action du Soleil et de la Lune.
Le système (J'observations dont nous venons de parler suppose que, dans les syzygies, l'instant de la plus grande dépression arrive à midi; mais comme, dans nos ports, le moment de la haute mer arrive presque toujours plus tard que suivant la théorie, la même chose peut avoir lieu pour l'atmosphère. De là résulte la nécessité de former plusieurs systèmes d'observations semblables au précédent, avec cette différence que, au lieu de fixer l'instant de la plus grande dépression barométrique à o'*, on le fixera successivement à o*'3o"», à i**, à i^'So", à 2*", à 2^30^, à 3**, etc., et le système qui donnera la plus grande variation est celui qu'il faut préférer. Lorsqu'on se sera bien assuré par là du véritable instant de la plus grande dépression du baromètre pour le lieu où Ton observe, on pourra facilement déterminer la loi de ses variations, relativement aux différentes positions du Soleil et de la Lune. Tout cela suppose que l'action de ces deux astres sur le baromètre est sensible; or nous avons vu que, à l'équateur, elle le fait varier d'un quart de ligne à peu près; mais cette variation peut être considérablement augmentée par les circonstances locales et surpasser une et même deux lignes, ainsi que nous voyons la mer s'élever, dans beaucoup d'endroits, quinze ou vingt fois plus que suivant le calcul. Quoiqu'il soit impossible d'indiquer avec certitude, autrement que par l'expérience, les lieux où ces variations barométriques sont les plus considérables, il parait cependant que ce sont principalement ceux qui, situés près de l'équateur, sont traversés par de hautes montagnes qui, en resserrant l'atmosphère, peuvent en rendre sensibles les plus légères oscillations. Un phénomène aussi curieux mérite assuré-
ment l'attention des observateurs et nous les invitons à le suivre d'une manière particulière.
Sur les ondes. %
.Si Ton agite une eau tranquille, on voit aussitôt se former autour du centre d'agitation des cercles qui s'agrandissent sans cesse en s'éloignant de ce point; ces cercles, formés par les élévations et les abaissements successifs du fluide, ont été nommés ondes. Newton est le seul, que je sache, qui se soit proposé d'en déterminer la nature (Liyve II des Principes, propos. 46); ce grand géomètre, considérant une eau stagnante renfermée dans un canal infiniment étroit et d'une largeur constante, suppose que la superficie de cette eau monte et descend par des ondes successives, dont nous représenterons par A, CE, ... les sommets et par B, D, F, ... les points les plus bas; en comparant ces ascensions et descensions alternatives aux oscillations de l'eau dans un canal recourbé, il trouve que, si l'on prend un pendule dont la longueur soit égale à la largeur AC ou BD des ondes, elles parcourront, en avançant, un espace égal à cette longueur, dans le même temps durant lequel le pendule achèvera une oscillation; d'où il suit que la vitesse des ondes est en raison sous-doublée de leur largeur; il étend ensuite ces résultats aux ondes formées dans un canal d'une longueur et d'une largeur indéfinies, où, par conséquent, .elles se propagent circulairement; mais il observe qu'alors le temps de la propagation n'est déterminé par là qu'à peu près. On sent aisément que cette théorie étant fondée sur l'analogie des ondes avec les oscillations de l'eau renfermée dans un canal recourbé, analogie que Newton suppose sans la démontrer, ses résultats sont très incertains; il est donc utile de traiter de nouveau cette matière, en n'employant que les principes les plus incontestables du mouvement des fluides. C'est ce que je me propose de faire dans cet article, en ne me permettant d'autre supposition que celle des ondulations infiniment petites;
je ne considérerai ici que le cas traité par Newton, et dans lequel on suppose Teau renfermée dans un canal infiniment étroit» d'une longueur indéfinie et dont la profondeur et la largeur sont constantes. Je réserve pour un autre Mémoire la discussion du cas où le canal a une longueur et une Igrgeur indéfinies.
La manière la plus simple de concevoir la formation des ondes est d'imaginer une courbe quelconque, plongée dans le fluide jusqu'à une profondeur très petite et retenue dans cet état jusqu'à ce que tout le fluide soit en équilibre; en la retirant ensuite hors du canal, il est clair que le fluide tendra à reprendre son état d'équilibre, en formant des ondes successives. La nature et la propagation des ondes ainsi formées seront l'objet des recherches suivantes.
Soient
/ la profondeur du canal dans l'état d'équilibre;
X et Z les deux coordonnées horizontales et verticales qui déterminent, à l'origine du mouvement, la position d'un point quelconque du fluide;
X-h OLX et Z-h OLZ les coordonnées qui déterminent la position de ce même point après le temps /, a étant supposé infiniment petit.
Si l'on considère présentement un parallélépipède infiniment petit, dont la largeur soit égale à la largeur infiniment petite du canal, que
nous désignerons par 6, dont la longueur soit dx(i -+- « w) et dont
la hauteur soit dZyi-hoL-^jy en nommant A la densité du fluide et
négligeant les quantités de l'ordre a^, on aura pour l'expression de la masse de ce parallélépipède
dans l'instant suivant, ce parallélépipède se changera dans un solide d'une autre figure ; mais il est facile de s'assurer que, si l'on calcule la masse de ce nouveau solide comme s*il était un prisme rectangle, on
ne négligera que des quantités infiniment petites du second ordre par rapport à celles que Ton considère; on peut donc supposer nulle la différentielle de la quantité précédente prise en ne faisant varier que le temps /» ce qui exige que cette quantité soit égale à une fonction indépendante du temps; on aura donc
A6rfX<5rY^n-«j| + 6^)=:A6rfX^Y9(X,Y),
ç(X»Y) étant une fonction quelconque de X et de Y sans /; mais, x et z étant nuls à Torigine du mouvement, cette fonction se trouve déterminée et égale à l'unité; partant on aura
Si Ton nomme ensuite p la pression qu'éprouve la molécule fluide et g la pesanteur, l'équation (B) de l'article III donnera, dans le cas présent,
la caractéristique S servant, comme dans l'article cité, à désigner les différentielles des quantités prises en regardant le temps'/ comme constant. Cette équation a encore lieu, par le même article, pour tous les points de la surface extérieure du fluide, pourvu qu'on y suppose S/> = o et que les différences rfX et dZ soient celles de la surface même.
Pour que l'équation précédente soit possible, il faut que
soit une différence exacte et qu'ainsi l'on ait
dZ ~ dX '
en intégrant cette équation deux fois de suite par rapport à / et observant que, par la formation précédente des ondes, on a
dx dz
x = o, z^o, -^=0 et ^=0,
lorsque / ~ o, on aura
partant
or l'équation (R) donne
on aura donc
dx dz
dl
d\ rfZ ~
à* s dZ"
Cette équation est aux différences partielles du second ordre, et son intégrale complète est, comme Ton sait,
ç(X) et ^(X) étant des fonctions quelconques arbitraires de X qui renferment le temps / ; les deux équations
dx dz dx ds
donneront ensuite
On doit donc observer ici que, Z étant nul, on a
5 rrs o,
quels que soient X et /; on a donc partant
« = 9(X-f-Zv/— i) — 9(X— Zv/— i),
a:=:~v/=l[(p(X + Zv/=^)-h9(X-Z/:n)J,
on aura, an moyen de ces équations, les valeurs de x etde z relatives à tous les points du fluide, lorsqu'on aura déterminé ces valeurs en X et en i pour tous les points de la surface; or Téquation (S) devient à la surface
d*où il suit que dL est de Tordre a. Soit donc à la surface du fluide
u étant une fonction quelconque de X; on aura, en négligeant les
quantités de l'ordre a^,
,«,. * du dz d}x
Il faut maintenant satisfaire à cette équation et à ces deux-ci
^ = - V^=n [9(Xh- /v/=l) -+- 9(X- /y^:^)];
or cela parait très difficile en général, c'est-à-dire en donnant à u une valeur quelconque arbitraire; il ne nous reste donc qu'à y satisfaire dans des suppositions particulières pour u.
COS cos- h de ipanière que l'on ait m = o,
tant que X n'est pas compris entre les limites -f- A et — A, ce qui
revient à faire au delà de ces limites cos- constamment égal à cos-;
l'équation (T) devient alors
,rp/^ ga , \ dz d}x
On peut y satisfaire et remplir toutes les conditions du mouvement, en supposant
A sin - (e*^ -f- e 0,
A cos - le*' — e '^ 7, c ^'
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e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est Tunité, et A étant fonction de / seul» car il est aisé de voir que ces valeurs de x et de z satisfont aux équations
dx dz dx dz
et à la condition de 3 = o lorsque Z = o. Si l'on change dans ces valeurs Z en / et qu'ensuite on les substitue dans l'équation (T'), on aura
Si l'on intègre cette équation, en ayant soin de déterminer les constantes arbitraires de manière qu'à l'origine du mouvement on ait
A ~ o et ^ = o, on trouvera facilement
Az= -^ zrji^ — COS/l^),
n étant égale à \ / — 1 zrr"^ partant, on a généralement
, a? r=r a -^ 3-jSm — (i — cos/i^),
IL
Z z=: — a—j ::-^cos— (i — cosn^).
Il résulte de ces expressions que les molécules intérieures du fluide oscillent d'une manière semblable à celles de la surface, avec cette seule différence que leur mouvement dans le sens vertical est moindre
dans la raison de e"" — e *" à e'^ — e '' , et que leur mouvement dans le
sens horizontal est moindre dans la raison de e*^ -i- e"" ke"" -h e * ; d'où il suit que, si c est peu considérable, le mouvement du fluide sera presque insensible à une médiocre profondeur : il ne s'agit donc plus que de bien déterminer, pour tous les points situés à la surface du fluide, la signification des valeurs précédentes de x et de z, qui, ayant été données par l'intégration d'équations aux différences partielles, doivent être plutôt regardées oômme des symboles que comme de véritables expressions analytiques. Si l'on considérait, en effet, sous ce dernier rapport le facteur i — cos/i/ qu'elles renferment, on serait naturellement porté à conclure que la masse entière du fluide doit s'ébranler dès le premier instant du mouvement, et que chaque molécule fera éternellement des oscillations dont la durée est égale k ;
or l'une et Tautre de ces conséquences est démentie par l'expérience, qui nous montre que les parties du fluide s'ébranlent successivement et que chaque molécule ne fait qu'un nombre fini d'oscillations, déterminé par la nature de l'ébranlement primitif, après quoi elle reste en repos. La solution de cette difficulté mérite une attention particulière, en ce qu'elle renferme une application délicate du Calcul intégral aux diff'érences partielles.
L'expression de s devient, à la surface du fluide,
5=:acos-7 (cosn^ — i) — a - cos( nt\ -\- - cosi -^ -hntj — cos— ;
la hauteur de la molécule fluide au-dessus du niveau du canal, étant égale à a</ + az, sera «onséquemment égale à
[i /X \ I /X \ hl
«a -cos ( -7 —nt\ -+- 7C0s( hntj — cos~ ;
il faut donc déterminer la fonction arbitraire ç(X) de l'expression générale de au + az, de manière que cette expression soit égale à la quantité précédente; or on doit se rappeler ici que, / étant nul, la
valeur de olu -h olz est nulle, quel que soit X, lorsqu'il cesse d'être compris entre les limites -f- A et — A, en sorte que Ton a, au delà de
ces limites, cos~ =cos-- Cette considération doit donc nous guider dans la détermination des valeurs de cosf - =b nt\ et nous devons
supposer ce cosinus constamment égal à cos-> lorsque Tangle — du /il
n'est pas compris entre les limites -î- - et ; d'où résulte cette conséquence, savoir, que la molécule déterminée par les coordonnées X et Z ne commence à s'ébranler que lorsque le temps / est tel que
l'angle - à=. ni commence à être compris entre ces limites, et qu'elle
cesse d'être ébranlée lorsque cet angle cesse d'y être compris.
Ne considérons ici que les valeurs positives de X (on pourra faire des remarques entièrement semblables sur les valeurs négatives); supposons, de plus, X plus grand que h\ on aura, dans ce cas,
1 -f- /ï/j =cos-, et l'expression précédente de au -h olz deviendra
la molécule fluide ne commencera donc à s'ébranler que lorsqu'on aura /i/ = -> ce qui donne / = ; elle cessera de s'ébranler
lorsqu'on aura w/ = > ce qui donne / = ; partant, la
durée de l'ébranlement sera — • Le temps de l'oscillation d'un pendule
dont b représente la longueur est ir \/ v '^ exprimant le rapport de la
demi-circonférence au rayon; nommant donc T ce temps, on aura, pour le temps après lequel la molécule fluide commence à s'ébranler,
ne _ /"£ ^ *
et le temps de rébranlement sera
2^ 2hTV e^-^e ne
Si la profondeur / du (hiide est considérable par rapport à c, le temps / sera à très peu prfes égal à — ^-T; d'où il suit qu'alors lapro-
fondeur plus ou moins grande du canal n'influe que d'une manière insensible sur le temps de la propagation des ondes; si dans ce même
cas A est très petit, on aura sensiblement / = — — T; or la largeur do
l'onde ou, ce qui revient au même, l'étendue de la partie fluide ébranlée dans le même instant, est égale à 2h; cette largeur influe donc extrêmement peu sur le temps de la propagation, ce qui est bien contraire au résultat de Newton, suivant lequel ce temps est réciproquement comme la racine carrée de A, au lieu que, suivant notre théorie, il est réciproquement comme la racine carrée de c.
Le cas que nous venons de discuter est très remarquable en ce qu'il embrasse tous ceux dans lesquels on suppose les ondes formées par l'immersion d'une courbe très peu plongée dans l'eau; car, si l'on nomme r le rayon osculateur de la courbe au point le plus bas qui
COS -; — cos- )>
— étant ici supposé de l'ordre a. On aura donc, par ce qui précède, et en négligeant h par rapport à X,
d'oii il suit que, la courbe étant plongée plus ou moins profondément dans l'eau, le temps de la propagation des ondes à une distance donnée sera toujours le même, à peu près comme le temps des oscillations d'un pendule est constant, quels que soient les arcs qu'il décrit.
pourvu qu'ils soient fort petits. Si /est très grand par rapport à r, on aura / -- ^■— T; en sorte que, dansée cas, les temps de la propagation
des ondes engendrées par différentes* courbes, ou par ia même dans différentes situations, sont réciproquement comme les racines carrées des rayons osculateurs, et les vit(^sses des ondes sont directement comme ces mêmes racines; il n*en est donc pas de la vitesse des ondes comme de celle du son, qui, comme Ton sait, est indépendante de l'ébranlement primitif de l'air.
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LA THÉORIE DES SUITES
Mémoires de l'Académie royale- des Sciences de Paris, année 1777; 1780.
Soit u une fonction quelconque de a, que l'on propose de développer dans une suite ordonnée par rapport aux puissances de a. En représentant ainsi cette suite
U9 ?i» ?2* •• • étant des quantités indépendantes de a, il est clair que u est ce que devient u lorsqu'on y suppose a = o, et que l'on a, quel que soit n,
-r— - r.z I .2.3. . ./l.7;,-|- 2.3. . .(/i H- \)xqn^\-^' . .,
la différence d"u étant prise en faisant varier tout ce qui, dans w, doit varier avec a; partant, si l'on suppose après les différentiations a = o
dans l'expression de ^-^j on aura
(») Remis lo i6juin 1779,
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Si u est fonction des deux quantités a et a,, et qu'il s'agisse de développer cette fonction dans une suite ordonnée par rapport aux puissances et aux produits de a et de a,, en représentant ainsi cette suite
le coefficient q^^„^ du terme a^a^'^^ „^ sera pareillement égal à
a et ai étant supposés nuls après les différentiations.
En général, si u est fonction de a, a,, a,, . . . et que, en la développant dans une suite ordonnée par rapport aux puissances et aux produits de a, a,, a,, . . . , on représente par a"a"*a5v . .y^,,,,»..... le terme de Tordre a"a**aj«. . . de cette suite, on aura
da* ^«7* da\* . . .
pourvu que l'on suppose a, ai, a,, ... égaux à zéro après les diflférentiations.
Supposons maintenant que u soit fonction de a, ai, a,, ... et des variables /, /|, z^, . . . ; si, par la nature de cette fonction ou par une équation aux différences partielles qui la représente, on parvient à
obtenir ^ , ,* en fonction de u et de ses diff<érences prises par
rapport à /, /,, /a» •••« 6>^ nommant K cette fonction, lorsqu'on y change m en u, u étant ce que devient u lorsqu'on y suppose a, ai, aj, ... égaux à zéro, il est visible que l'on aura y„,„,.... en divisant K par le produit
i.a.3.../i.i.a.3.../ii.i.2.3.../is...;
on aura donc ainsi la loi de la série dans laquelle u est développé.
C'est sous ce point de vue que le calcul aux différences partielles peut être utile dans la théorie des suites, et nous allons en voir découler les principaux théorèmes sur cet objet, auxquels les géomètres ne sont parvenus que par des méthodes particulières.
Supposons d'abord u égal à une fonction quelconque de / h- a, ^4 H- a,, /, H- a,, . . . que nous désignerons par
9(^-f-a, ^i-t-ai, ^î4-ai, . ..);
dans ce cas, la différence quelconque i'^*"^ de u, prise par rapport à a et divisée par d^U est évidemment égale à cette même différence prise par rapport à / et divisée par di^. La même égalité a lieu entre les différences prises par rapport à a, et /«, ou par rapport à a, et i,, ou . . . , d'où il suit que l'on a généralement
da'^ âal' da^* ... dC^ dù"^' d/;« . . .
En changeant dans le second membre de cette équation a en u ou, ce qui revient au même, en ç(/, /«,/2» •••)» ^^ aura, par l'article précédent,
Si u est seulement fonction de / + a, on aura
partant
^f, . ^N-^/,N , àf^(i) g» (^«9(0 g» (?'9(0 ,
Cette suite a été donnée par Taylor dans l'Ouvrage qui a pour titre : Methodus incrementorum.
Le théorème de Tarticle précédent donne immédiatement en série la différence finie d'une fonction quelconque u de /, /,, /a, ... lorsqu'on y suppose / croître de a, t^ croître de a,, t^ croître de a,, ..., car, en nommant u! ce que devient u par ces accroissements, on aura, en vertu de ce théorème,
, . du du a* d^u u'zzz «-+-«374- «137- -h. ..H -T-=- -h. . .;
en désignant donc, comme à l'ordinaire, par Ai/ la différence finie u! — II, on aura
. du du
An = a -T7 -h ai -77- 4-
dt dix
Il est aisé d'en déduire les différences finies successives de u; mais, pour ne point nous embarrasser dans de trop longs calculs, nous ne considérerons ici qu'une seule variable / : il sera facile ensuite d'étendre les résultats suivants à un nombre quelconque de variables.
Dans le ca^ d'une seule variable /, on a
. du a} d^u a* d^u
En prenant la différence finie de cette équation, on aura
.. .du a} .d^u a* . d*u
di i.a dt* i.a.3 dt*
Or on a, en changeant successivement dans l'équation (i) u en -^jy d^u
I II • • • . a
dt*' '
A au ^d*u a* d*u
^^d*u md*u a^ d^u
On aura donc pour ùk^u une expression de cette forme
a, a\ ... étant des coefficients numériques; si Ton différentie de nouveau cette équation aux différences finies, on aura
d'où Ton conclura
\* u = ocr\ —z h
En suivant ce procédé, on aura généralement
A, A\ . . . étant des coefficients indépendants de a et de / qu'il s'agit de déterminer.
Pour cela, soit u = e', on aura
j du â*u
on a d'ailleurs
Al/ =e'-^— e' r=:(e«— i)e',
et généralement
l'équation (2) donnera donc
en sorte que l'on aura
/ au \t
pourvu que, dans le développement du second membre de cette équa-
tion, on applique à la caractéristique d les exposants des puissances
de du, et qu'ainsi l'on écrive ^ au lieu de \-^) l on aura donc, dans cette supposition ,
(3) A'a=:V/^-ij.
Si l'on suppose ^ =£'^> la caractéristique £ servant à désigner, comme à l'ordinaire, l'intégrale finie des quantités, on aura
l'équation (2) de l'article précédent donnera donc
a* ot ât*
d'où l'on tirera, en différentiant,
y,dZ Z'"*^^^''"' , ,y,d*Z
Cette valeur de ^£^37' substituée dans l'expression de £'s, lui donnera la forme suivante
f'sdt' hf'~\dt'-^ ^,
En différentiant cette équation deux fois de suite, on aura ,,,d«. f'"^^''-* ^/"'-^^'- „„»2,a».
Cette valeur de a'£'-^> substituée dans l'expression de £'2, donnera
f'zdtt f'-'zdt'-^ f'-*zdt'-*
et, continuant d'opérer ainsi, il est aisé de voir que l'on aura généralement
f'zdt' f'-'zdt'-* r'*'dt'-*
Vs = - ; hr- ■ , ^1^
dt
dt'
r^r\ . . . , ^, /, ... étant des coefficients indépendants de a et de /. Pour les déterminer, soit 5 = e*, et Ton aura
dz d*z
i=z=- = ^^=...= rzdc= Tzât*
On a d'ailleurs
lz =
partant
et généralement
2«5=z:-.rî— 2^'= ""
tf*— I
l'équation (4) donnera donc
en sorte que l'on aura
f^zdt' rf^''zdt''' r'f^ \dt^-*
dt
pourvu que, dans le développement du second membre de cette équation, on applique à la caractéristique d les exposants des puissances de dz et que l'on change les différences négatives en intégrales, c'està-dire qu'au lieu de f ^ j on écrive ^> et, si n est négatif et égal
à —m, qu'au lieu de -rp^ on écrive f "^ z df^ ; on aura donc, avec ces
conditions,
et, comme cette équation a lieu quelle que soit la fonction z^ en chan géant z en //, on aura
Dans la supposition de i == i, l'équation (5) devient
ou
en sorte que, en développant la quantité — ^ — , on aura la loi des
termes de la série qui exprime l'intégrale finie de la fonction i/. Cette loi est très importante dans la théorie des suites; on peut y parvenir directement de la manière suivante :
Supposons
on aura, par ce qui précède.
-, /"^^ du , d*u . ô'u
Tout se réduit donc à déterminer la loi des coefficients q^f y,, y^, ^5, . . .; or il est visible que Ton a
pourvu que Ton suppose a =o après les diflerentiations; on a ensuite
de plus, il est clair que, si Ton suppose a == o après les difTérentia tions, on a
a e-àzi e«±i
(d^Y doL"
ce qui donne
e^ihi I c«±:i
l'équation (6) donnera, par conséquent.
</«'» a" f/«'» 2" dix'*
Partant, si Ton suppose toujours a = o après les différentiations, on aura
parce que
e/" -A- = «€/« — î h /i e/« £/«-« — ^ = n €/« rf'»-» — ^
g*H-i e*-hi e«+i g«4-i
lorsque l'on suppose a — o; donc
dn-t '
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Si l'on différentie présentement la quantité -5 — > on trouvera
et» en continuant de procéder ainsi» on voit que Ton aura généralement
A, A^'\ A^'\ . . . étant des coefficients indépendants de a, et le numérateur du second membre de cette équation ne renfermant que des puissances positives de e^, en sorte que la plus petite des quantités n — i, n — 2, /i — 3, ... ne peut être zéro ou négative. Pour déterminer ce numérateur, nous observerons que Ton a
il ne s'agit donc que de développer en série la fonction
dOL'
en rejetant toutes les puissances de é^^ qui sont zéro ou négatives, et dont les coefficients doivent, par conséquent, se détruire d'euxmêmes; or on a
partant
le signe -h ayant lieu si /i est impair, et le signe -r s'il est pair; en multipliant cette quantité par (e*-hi)" et rejetant les puissances
négatives ou nulles de é^^ on aura
-- ^gC/t-Da^. At*îe^"-*J«-h
Si Ton substitue cette valeur de A^'"*"'^*-!-... dans Téquation (7), et que Ton y suppose a ~ o, on aura
±jr
(a«-l_;^)_^.^3/|-l_a«-»/l-+- -i^^-^-ill
le signe supérieur ayant lieu dans cette dernière équation si n ost pair, et l'inférieur s'il est impair.
La formule précédente n'a lieu qu'autant que n est plus grand que I, et l'on ne peut trouver par son moyen la valeur de q^\ mais cette valeur est très facile à déterminer en considérant que
I II
e» — I OL' a 2
d'où Ton tire
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Dans le cas où n est impair et plus grand que Tunité, il est très remarquable que Texpression de y„_, se réduise toujours à zéro; pour le faire voir, nous observerons que si Ton ne considère dans les pre- . miers membres des équations suivantes que les puissances (n — r)""', dans lesquelles /i — r est positif, on aura, par la théorie connue des différences finies,
zii A'»(/i — O^-^-hi,
( n — 3)"-* - w (n - 4)"-' -^ ^îl^TjJ (^ _ 5)/.-i _ . . .
De plus, on a généralement ÙL"af'^ = o; en substituant ces valeurs dans l'expression de y^_,, on trouvera facilement qu'elle se réduit à zéro dans le cas où n est impair, et que, dans le cas où n est pair et égal à 25, on a
zn I
expression que l'on peut mettre sous cette forme très simple
i^n-l-^ (5_ ,)î.-l/',4- i25^-h(5-2)''-»f l-^ 254- ^ ^^TT^^l
, ON** if 25(25~l) 1 25(25 — l) (25— 2)'1}>
L 1.2 2 1.2.3 Jl
le signe + ayant lieu dans ces deux formules si s est impair, et le signe — s'il est pair. v
Il suit de ce que nous venons de voir que l'expression de Lu peut être mise sous cette forme
_ /"^^ I . au .. â^ii ,. d^u
et que l'on a généralement
hi =
Reprenons les équations (3) et (5) des articles III et IV
Ces deux équations peuvent être représentées par la suivante
pourvu que dans les deux membres de cette équation on applique aux caractéristiques A et () les exposants des puissances de Ai/ et de du^ et que l'on change les différences négatives en intégrales; par exemple
' udt^ au lieu de 777=7 • .
L'équation (8) ayant lieu, soit que la puissance i de Ai/ soit positive ou qu'elle soit négative, il en résulte qu'une fonction quelconque de
au ot —
Al/ est égale à une pareille fonction de e '^'— i, pourvu que dans le développement des deux fonctions on ait soin d'appliquer aux caractéristiques A et c^ les exposants des puissances de Ai/ et de du^ et de changer les difiFérences négatives en intégrales. De ce théorème générai on peut tirer les deux corollaires suivants :
I" [l0g(l + Al/)l'r-^Ll0g(>+*'^-')J =«'(^y;
partant, si { est positif, on aura
(9) «'-^ =[l0g(l4-Aw;]',
et, si «est négatif et se change en — i, on aura
f'^udt' .
(lO)
a' [log(n-Aa)]'
En supposant « ~ i, cette dernière équation pourra servir à déterminer les surfaces des courbes au moyen des ordonnées équidistantes.
partant
or, si Ton désigne par les caractéristiques A, et £, les difiérences et les intégrales finies, lorsque a, est la différence finie de u, on a, dans le cas où i est positif,
et, dans le cas où i est négatif et se change en — i, on a
/ du \«'
donc
(11) A'ii/=:[(n-Aw)«^— ij et
I(i4-Awy^'~ij*
Ces deux formules renferment la théorie des interpolations prise avec toute la généralité dont elle est susceptible.
Je dois observer ici que les équations (3), (5), (9), (10), (11) et (12) ont déjà été données par M. de la Grange dans un excellent Mémoire qui a pour titre : Sur une nouvelle espèce de calcul relatif à la différentiation et à l'intégration des quantités t^ariables, et qui est inséré dans le Volume de l'Académie de Berlin pour Tannée 1772. Ce grand analyste y est parvenu au moyen d'une analogie très remarquable entre les puissances positives et les différences, et entre les puissances négatives et les intégrales; analogie qu'il se contente d'observer, mais dont il semble regarder la démonstration comme très difficile (voir le Mémoire cité, p. 186 et igS); c'est ce qui m'a engagé à les démontrer ici par une méthode qui, si je ne me trompe, est aussi directe et aussi simple qu'on puisse le désirer, et qui de plus a l'avantage de faire voir aprioriXdi raison de cette analogie singulière.
VU
Revenons présentement au développement des fonctions en suites; mais, au lieu de supposer la fonction // donnée immédiatement comme dans Tarticle II, imaginons qu'elle soibune fonction de ^, œ étant donné par l'équation aux différences partielles
dx ôx
dans laquelle z est une fonction quelconque de x. Cela posé, pour réduire u dans une suite ordonnée par rapport à a, il faut (art. I)
déterminer la valeur de :t-- dans le cas de a ~ o; or on a
ait Ou dx du dx
àoL Ox da âx ôt
1 âx âx , .
a cause de t- = 5 ^, partant
A d fz -T-dx , , ou *f dx
^''^ 5^ = dt
En différcntiant cette équation par rapport à a, on aura
d^ I j5 — — d^ d^u J dx
da" dt doL '
or l'équation (a) donne, en y changeant u en /^s -^ dx,
d fs ^-dx d fz^ X- àx J dx «^ dx
di ~ di '
partant
da} " di^
En différentiant encore par rapport à a, on aura
da* dt* da
et, en changeant dans Téquation (a) u enjs^ -^ dx, on aura
d fz* -^-dx d fz* -T- dx J dx ^ dx
~d^ "~ 'dt '
partant
da^ "" dt^ '
en suivant ce procédé, il est aisé de conclure généralement
ji^ r »àu . .^ , „ du àx ^« , „ au
a'' u •/ àx ax ot _ ôt
Supposons maintenant qu'en faisant a = oon aita? = T, T étant fonction de /; on substituera cette valeur dans z et dans u. Soient Z et u ce que deviennent alors ces quantités, et Ton aura, dans la supposition de a = o,
partant (art. I)
da'» d^'»-^
ot
en sorte que l'on aura, par le même article,
' ot 1.2 ât 1,2.6 àt*
Il ne s'agit plus que de déterminer la fonction de / et de a que x représente, en intégrant l'équation aux différences partielles x~ = ^ 37' Pour cela, on observera que
ux ox dx
da^=YJc,^j-^dt=j-^{dt-^zda).
en substituant au lieu de -r- sa valeur 2 ^ ; or on a
ds dt'hxda=:d{t -h«j) — a-^dx;
donc
fj/g* nZ nX
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dx
I -H OL
dx dt
d'où Ton tire x = ç(/ •+- az), ç(/ -h as) étant une fonction arbitraire de / + az, en sorte que la quantité que nous avons nommée T est ici égale à ç(/). Toutes les fois donc que l'on aura entre a? et a une équation de la forme a? = (p(a -h az), la valeur de u sera donnée, en vertu de l'équation (A), par une suite ordonnée suivant les puissances de a, pourvu qu'après les différentiations on suppose / = a.
Si l'on a <p(a -f- olz) = a -h olz, on aura le beau théorème que M. de la Grange a trouvé par induction dans les Mémoires de Berlin pour Tannée 1769, et si de plus on suppose 5 = i, on aura le théorème de Taylor, que nous avons démontré dans l'article II.
Eh général, s'il existe entre x et olz une équation quelconque, on y substituera t au lieu de olz, et l'on en tirera la valeur de a? en /; si l'on substitue ensuite cette valeur dans z et dans u, pour en former Z et u, l'équation (A) donnera l'expression de u en série, pourvu que l'on suppose / = o, après les différentiations.
On peut généraliser le théorème de l'article précédent et l'étendre à un nombre quelconque de variables; pour cela, considérons les deux équations
z et ^4 étant des fonctions quelconques des quantités x eix^, et supposons qu'il s'agisse de développer une fonction quelconque u de ces mêmes quantités dans une suite ordonnée par rapport aux puissances et aux produits de a et de ai ; le problème se réduit évidemment (art. I) à déterminer le tenue a^al^q^^^ de cette suite, et l'on a, par le
même article,
tn-i-n
pourvu que Ton suppose a et a, égaux à zéro, après les différentiations, dans le second membre de cette équation; cela posé, en considérant // comme fonction de x seul on a, par Tarticle précédent,
d''u_ -^ dt partant
. du
or on a
An n ^" An ^"
d^ ôt
pourvu que dans le résultat de la différentiation du second membre de
cette équation on change 2 en 5"; de plus, on a, par l'article précé*
dent,
du du
'Te ~"dôi'
on aura' donc, en changeant z en 2" dans Texpression de -r- du second membre de l'équation suivante,
^in-n, li
d«."^* tt
da'
c)a dal*
Présentement,
on
du
pourvu que dans l'expression de j^ du second membre de cette équation on change z^ en z"'; partant, on aura
^''tU
doLi*
^jn-n,
dadoLi
dr»-
■»drî«-» '
pourvu que dans la double difTérentielle . . on change z en s* et
:;, en z\'\ si Ton y suppose ensuite a = o et a, = o, on atira, toujours avec la condition précédente,
^n-hn^-i —
OaiOOLx
7**1 — , .2.3. . ./id/«-t.i .2.3. . ./l, d/î«"*'
De la il est aisé de conclure généralement que» si Ton a les r équations
rm ^ If
... étant fonctions des r quantités x^ j?,, or^t . • .t et que Ton propose de développer une fonction quelconque u de ces mêmes quantités dans une suite ordonnée par rapport aux puissances et aux produits de a, tti, ttj, . .., si l'on nomme a"a"'aj*,,.y^,,^ „^;. le terme de Tordre a"a"*a;*. . . de cette suite, on aura
ôoi ôxi da, . . .
pourvu que dans la différentielle ^-^ — on change s en s", 5,
en 5"', 5j en 5^% .. ., et qu'ensuite on y substitue ç(/) au lieu de a?,
ç,(/,) au lieu de ^i, 92(^2) au lieu de j?2» •••î tout se réduit donc à
déterminer la valeur de cette différentielle.
Si l'on ne considère qu'une seule variable x^ on aura, par l'article
précédent,
du du ^
partant, si l'on nomme u et Z ce que deviennent u et z en y substituant 9(/) au lieu de a?, on aura
"^ •'^ àt
I .a.3. . .nàl
Si l'on considère deux variables x etXt^ on aura d'abord
du du
partant
d*u d^u du dz ^
ôadoLi doLxdt dt doit*
or on a
du du
d^t^^'àTt'
et, en changeant u en 2 dans cette équation, on a
donc
ds dz
dz^ d^u ^ 'dt, du dz
OU
da da, dt ' dt dt.
d^u ^ d^u ^du dzi ^ du dz
— ZZ\ ~TT~7^ "^ Z \ j "T" ■^l'~T7
doL doL, " 'dt dt, ^ " dt, dt ^ "* dt dt,
En changeant z en s'', s, en z]', et nommant u, Z, Z, ce que deviennent M, s, 5,, lorsqu'on y substitue ç(/)» Ç^(^) au lieu de j?, a?,, on aura
"^"•"^ i.2.3.../i<^^«-».i.2.3.../iid/î'-'
Si Ton considère trois variables x^ x^^ x^, l'équation
d^u d^u du dz, ^ du dz
dada, ^' dtdt, "^ ^ dT, It "^ "'li dT,
donnera, en la différentiant par rapport à a,,
à^u ^ d^u d*u / dzi dz \
d(xOoL,ôoLt " ^"* dt dt, OoCi "*" dt dt, V 5âi "*" ^* 5ôêiy "*"•*•'
or on a •
du du dz dz dz, dz,
5^""^'d^' 55,""'^*5r/ d^^'^'^Wt'
-; en y changean
d'où l'on tirera facilement la valeur de -, . . , ensuite = en a", s, en z'', s, en s;-, et nommant u, Z, Z,, Z, ce qu deviennent u, s, a,, 3, lorsqu'on y change x, x,, Xj en <f(t), ç,('() ?ï('i). on trouvera
i.a.3...nd(™-'.i.a.3...«,d(î.-',i.a.3...«,d(;--'
57Sr/-^''^î'
+ Si; (^^!'ai*;+* -5r-3?7+^:'d^ -37-
et ainsi de suite.
En considérant d'autres équations aux dîfTérences partielles entre sk a et l, on pourrait, par la méthode de l'article VII, développer en séri une fonction quelconque u de x, et l'on trouverait ainsi une infinil d'équations très générales entre x et a, pour lesquelles ce développi ment serait possible; mais on serait encore bien éloigné d'avoir la s( lution du problème général dans lequel on se propose de développe en série une fonction quelconque de x et de a, quelle que soit l'équi tien qui donne x en a, pourvu que la série qui en résulte ne renferm que des puissances positives et entières de a. Voici, pour le résoudn un théorème qui, par sa généralité et par sa simpliMté, peut mériti l'attention des analystes.
Soit ç(a:, a) = o Téquation proposée entre x et a, et u la fonction de a? et de a qu'il s'agit de réduire en série; on commencera d'abord par résoudre l'équation (p(j:, o) = o, dans laquelle se change la proposée lorsqu'on y suppose a = o, et l'on aura différentes racines qui donneront autant de séries dans lesquelles u pourra être développé. Soit a? — a = o une de ces racines; la quantité <p(a7, o) aura donc pour facteur une puissance positive de o: — a, que je suppose égale à i. (]ela posé, si l'on nomme cxPqn le terme de l'ordre a" de l'expression de u réduite en série lorsqu'on fait usage de la racine a? — a = o, on aura
d^u ^, .r (?-[^logy(^.a)]
(^a« V i.2.3.../ic?a'*
qn=
n 1 . 2 . 3 . . . ( n — i)i dx
en observant dans le second membre de celte équation : i** de considérer les deux variables a: et a comme indépendantes; 2** de supposer a = o après les différentiations relatives à a, et a? = a après toutes les différentiations.
Soit, par exemple, \
<p(^, aL)=: X — a — a-s,
s étant fonction de Xy et supposons u fonction de x sans a; on trouvera facilement, en supposant a = o après les différentiations,
d*^ log(j7 — a — as) 1.2.3. ..(/i — 1)2» -r^
doLn (x — a)'»
De plus, on a ^ = o et « = I, partant
ax
ce qui est conforme à ce qu'on a vu dans l'article VU.
SUR LA
Mémoires de VAccidémie royale des Sciences de Paris, année 1777; 1780.
La Terre se meut à très peu près d'une manière uniforme autour d'un de ses axes principaux de rotation; mais, cette planète n'étant pas exactement sphérique, l'action du Soleil et de la Lune produit dans son mouvement sur elle-même, et dans la position de son axe, de légères variétés dont la partie la plus sensible a été observée sous les noms de précession des équinoxes et de nutation de l*axe terrestre. D'illustres géomètres ont soumis ce phénomène à Tanalyse, dans le cas où la Terre serait entièrement solide, en supposant d'ailleurs une diflFérence quelconque très petite dans les moments d'inertie par rapport à ses trois axes principaux, et il est remarquable que Ton retrouve constamment les mêmes lois de précession et de nutation, quelle que soit cette différence; mais il se présente ici une question bien importante à résoudre et qui consiste à savoir si ces lois subsistent encore dans le cas de la nature, où l'Océan recouvre une grande partie de la surface du globe.
Les eaux de la mer cédant, en vertu de leur fluidité, aux attractions du Soleil et de la Lune, il semble au premier coup d'œil que leur réaction ne peut influer sur les mouvements de l'axe de la Terre; aussi voyons-nous qu'elle a été entièrement négligée par tous ceux qui, jus- Ci) Lu le 18 août 1779.
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qu'à présent, se sont occupés de cet objet : ils sont même partis de là pour concilier les quantités observées de la précession et de la nutation avec les mesures des degrés terrestres, ce qui parait en effet impossible lorsqu'on regarde la Terre comme un ellipsoïde de révolution entièrement solide.
Cependant un plus profond examen de cette matière nous montre que la fluidité des eaux n'est pas une raison suffisante pour négliger leur effet sur la précession des équinoxes; car si, d'un côté, elles obéissent à l'action du Soleil et de la Lune, d'un autre côté la pésanteurjes ramène sans cesse vers l'état de l'équilibre et ne leur permet de faire que de très petites oscillations : il est donc possible que, par leur attraction et leur pression sur le sphéroïde qu'elles recouvrent, elles communiquent au moins en partie à l'axe de la Terre les mouvements qu'il en recevrait si elles venaient à se consolider. On peut d'ailleurs s'assurer par un raisonnement fort simple que leur réaction est du même ordre que l'action directe du Soleil et de la Lune sur la partie solide de la Terre.
Imaginons pour cela que cette planète soit homogène et de même densité que la mer; supposons, de plus, que les eaux prennent à chaque instant la figure qui convient à l'équilibre de toutes les forces qui les animent et voyons quel doit être l'effet de leur réaction dans ces deux hypothèses. Il en résulte que, si l'on supposait la Terre devenir tout à coup entièrement fluide, elle conserverait toujours la même flgure, et le fluide renfermé dans un canal quelconque rentrant en lui-même et pris dans son intérieur resterait en repos; il ne pourrait donc y avoir aucune tendance au mouvement dans l'axe de rotation; or il est visible que cela doit encore subsister dans le cas où une partie de cette masse formerait, en se consolidant, le sphéroïde que recouvre la mer. Les hypothèses précédentes servent de fondement aux théories de Newton sur la figure de la Terre et sur le reflux de la mer, et il est assez remarquable que, dans le nombre infini de celles que l'on peut faire sur les mêmes objets, ce grand géomètre en ait choisi deux qui ne donnent ni précession, ni nutation, la réaction des eaux détruisant
alors Teffet direct de raction du Soleil et de la Lune sur le sphéroïde terrestre, quelle que soit la figure; il est vrai que ces hypothèses, et surtout la dernière, sont peu conformes à la nature; mais on voit a priori que l'effet de la réaction des eaux, quoique différent de celui qui a lieu dans les suppositions de Newton, est cependant du même ordre. Les recherches que j*ai faites sur les oscillations de la mer et .de l'atmosphère m'ont fourni le moyen de le d^èterminer dans les véritables hypothèses de la nature, et j'ai trouvé qu'il ne changeait rien aux lois connues de la précession et de la nutation, mais qu'il pouvait influer très sensiblement sur la quantité de ce phénomène. Toutes les oscillations de la mer ne concourent pas à cet effet; la partie de ces oscillations dont il dépend est celle qui produit la différence des deux marées d'un même jour; et quoique, dans le cas général où la Terre est • un sphéroïde quelconque de révolution recouvert par la mer, il soit presque impossible de la déterminer, il est aisé d'y parvenir lorsque la figure du méridien est une ellipse, et l'on peut facilement en conclure la véritable quantité de la précession et de la nutation en faisant entrer dans le calcul la réaction des eaux. Les formules que j'ai trouvées dans ce cas particulier font sentir d'une manière incontestable la nécessité d'y avoir égard; mais il en résulte que, la différence de deux marées consécutives étant presque nulle, suivant les observations, l'effet de cette réaction doit être insensible, et qu'il ne peut servir à concilier les mesures des degrés terrestres avec les quantités observées de la précession et de la nutation, ce qui serait encore vrai quand on le supposerait très considérable ; car j'ai fait voir, dans les recherches citées, que l'ellipticité de la Terre entière que l'on conclut des observations sur les mouvements de son axe est indépendante de tout ce qui a rapport au fluide (voir les Mémoires de l'Académie^ année 1776, p. 257) (*). Ce dernier résultat m'a conduit au théorème suivant, qui peut mériter l'attention des géomètres.
Si l'on suppose que la Terre est un ellipsoïde de révolution recouvert par
(1) Œuvres de Laplace, T. IX, p. aôg.
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la mer, la fluidité des eaux ne nuit en rien à l'effet des attractions du Soleil et de la Lune sur la précession et la nutation, en sorte que cet effet est entièrement le même que si la mer formait une masse solide avec la Terre.
II est naturel de penser que ce théorème n'est pas borné à la seule supposition de l'ellipticité du sphéroïde terrestre, et qu'il a généralement lieu, quelle que soit la figure de ce sphéroïde; mais il parait presque impossible de le démontrer par la méthode dont j*ai fait usage, à cause de la difficulté de déterminer généralement la partie des oscillations de la mer qui influe sur la précession des équinoxes; j'y suis heureusement parvenu par une méthode nouyelle et très simple, entièrement indépendante de cette détermination, et qui d'ailleurs a l'avantage de s'étendre au cas de la nature, dans lequel, aux irrégularités de la figure et de la profondeur de la m«r, se joignent une infinité d'obstacles qui en altèrent les oscillations. C'est le développement de cette méthode qui fait l'objet de ce Mémoire; mais, avant que de l'exposer, je vais démontrer le théorème précédent par mes formules, dans le cas de l'ellipticité de la Terre.
Soient
q' l'ellipticité du sphéroïde que la mer recouvre ;
q -hq' celle de la Terre entière ;
A^'^ sa densité moyenne ;
A celle des eaux ;
Ç l'ellipticité de la couche de niveau du sphéroïde terrestre dont le
demi petit axe est r; R la densité de cette couche ;
^ le rapport de la force centrifuge à la pesanteur à l'équateur.
Soient de plus
p la précession des équinoxes, lorsqu'on a égard à la réaction des eaux ; p' cette même précession, lorsqu'on n'y a aucun égard;
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Si Ton nomme ensuite p'' la précession des équinoxes, lorsque l'on considère la mer comme formant une masse solide avec la Terrç, il est facile de s'assurer, par l'endroit cité, que Toq a
pif Hg-^ fRd(^r^) ^■^ /Rt/(6r») '
ainsi, pour faire voir que p^^p^ il suffit de prouver que * On peut mettre cette équation sous la forme suivante
{q 4- q') (ioA<»)— 6A) = 6yR€/(6r») — 6A^'-h — A<»).
Or cette derniëre équation est la même que l'équation (36) de la page 257 (*) des Mémoires cités et résulte de l'équilibre des eaux de la mer.
Voici maintenant la méthode que j'ai annoncée dans l'article précédent, et qui, comme on va le voir, n'est limitée par aucune supposition sur la figure de la Terre.
C'est un principe général de Dynamique, facile à déppatrer, que, si l'on projette sur un plan fixe chaque molécule d'uii système de corps qui réagissent les uns sur les autres d'une manière quelconque; si, <)e plus« 00 mène de ces projections à un point fixe sur le plan des lignes
(») Œuvres de Laplace, T. K, p, a64.
(«) Ibid., p. 269.
que nous nommerons rayons vecteurs, la somme des produits de chaque molécule par Taire que décrit son rayon vecteur est proportionnelle au temps, en sorte que» si l'on nomme A cette somme et t le temps, on aura A = hi^ h étant un coeiBcient constant.
Ce principe, dont nous sommes redevables à M. le chevalier d'Arci, a dans la question présente un grand avantage sur les autres principes du même genre, tels que ceux de la conservation des forces vives et de la moindre action, en ce que ces derniers supposent que les changements qui arrivent dans le système se font par des nuances insensibles et qu'il n'y a point de passage brusque d'un état à un autre; au lieu que le premier est également vrai, dans le cas où il y aurait de semblables passages, et c'est ce qui arrive sur la Terre, où les oscillations des eaux qui la recouvrent en grande partie sont altérées par le frottement du fond de la mer et par la résistance des rivages.
Si le système est soumis à l'action de forces étrangères, A ne sera plus proportionnel au temps /, et par conséquent l'élément dt du temps étant supposé constant, la valeur de dA ne sera plus constante; pour déterminer sa variation, on supposera que toutes les molécules du système sont en repos et on les considérera comme étant isolées; on fera ensuite une somme de tous les produits de chaque molécule par l'aire que décrirait son rayon vecteur, dans l'instant dt^ en vertu des forces extérieures qui la sollicitent, et cette somme sera égale à ^A; car il résulte du principe que nous venons d'exposer que la réaction des différents corps du système ne doit rien changer à cette valeur de d^A.
Concevons, cela posé, une masse en partie fluide et qui tourne autour d'un axe quelconque ; supposons qu'elle vienne à être sollicitée par des forces attractives infiniment petites de l'ordre a et qui laissent en repos son centre d'inertie; si l'on fait passer par ce centre un plan fixe que nous prendrons pour plan de projection et que l'on fasse partir de ce même point les rayons vecteurs des différentes molécules; la somme des produits de chaque molécule par l'aire qu'aura décrite son rayon vecteur sera, aux quantités près de l'ordre a', la même
que si la masse eût été entièrement solide. Pour le faire voir, il suffît de prouver que la valeur de (PA sera la même dans la supposition de la masse en partie fluide et dans celle de la masse entièrement solide; or, si Ton considère qu'après un temps quelconque la figure de la masse et la manière dont elle se présente à l'action des forces attractives ne peuvent différer dans ces deux hypothèses que de quantités de Tordre a; si Ton se rappelle d'ailleurs que ces forces ne sont ellesmêmes que de l'ordre a, il est aisé d'en conclure que la différence des valeurs de rf*A, dans ces mêmes hypothèses, ne peut être que de Tordre a^, et qu'ainsi en négligeant les quantités de cet ordre on pourra supposer nulle la différence des valeurs correspondantes
Imaginons présentement que la masse dont nous venons de parler soit la Terre elle-même, que nous regarderons d'abord comme un sphéroïde de révolution très peu différent d'une sphère et recouvert d'un fluide de peu de profondeur : l'action du Soleil et de la Lune excitera dans le fluide des oscillations et des mouvements dans le sphéroïde; mais ces mouvements et ces oscillations doivent, par ce qui précède, être tellement combinés que, après un temps quelconque, la valeur
de -r- qui en résulte soit la même que si la Terre eût été entièrement
solide. Cherchons d^abord cette valeur dans cette dernière supposition. Pour cela, soient, à l'origine du mouvement,
e Tinclinaison de Taxe réel de rotation au-dessus d'un plan fixe que
nous supposerons être celui de Técliptique; ç l'angle que forme Tintersection de ce plan et de Téquateur avec
une droite invariable prise sur le plan de Técliptique et qui passe
par le centre d'inertie de la Terre ; ni le mouvement de rotation de cette planète:
il est clair que tous les changements qui arriveront dans le mouvement du sphéroïde après le temps t se réduisent aux variations de e,
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(p et n. Supposons conséquemment que, après ce temps, t se change en e 4- aSe, ç en ç -+- aSç et /2 en /i -f- aS/i; on sait, par la théorie de la précession des équinoxes, que les seuls termes auxquels il soit nécessaire d'avoir égard sont ceux qui croissent proportionnellement au temps ou ceux qui, étant périodiques, sont multipliés par des sinus ou des cosinus d'angles croissant très lentement et divisés par les coefficients du temps / dans. ces angles : de là vient que, parmi les termes périodiques qui entrent dans les formules de la précession et de la nutation, il n'y a de sensibles que ceux qui dépendent du mouvement des nœuds de l'orbite lunaire. On peut donc, en n'ayant égard qu'à ces termes, supposer Se, Sç et S/i constants pendant un très petit intervalle, comme celui d'un jour, et qu'ils ne changent que d'un jour à l'autre.
Concevons maintenant que le plan fixe sur lequel on projette les mouvements des molécules de la Terre passe par son centre et forme l'angle 6 avec l'écliptique, et que l'intersection de ces deux plans forme l'angle xs avec la droite invariable d'où nous faisons commencer l'angle (p; on aura durant le premier jour et en supposant e, <p et /i constants
M étant fonction de e, (p, n et des quantités 0 et cr qui déterminent la position du plan de projection. Apres un nombre quelconque de jours,
cette valeur de -jr ne sera plus égale à M; mais il est visible qu'elle
sera pareille fonction de ç h- aSç, e 4- aSe et /2 -+- aS/i, que M l'est
deç, e et/i; si donc on désigne par «S^ la variation de -^ après un
temps quelconque, on aura, en négligeant les quantités de l'ordre aS
^dk . ()M . ()M , <?M
al ^ d9 de an
Quoique la connaissance de M ne soit pas nécessaire, nous allons cependant, pour plus de clarté, le déterminer; on peut, dans ce calcul, regarder sans erreur sensible la Terre comme une sphère.
Soient donc 2 H la somme des produits de chaque molécule de cette
sphère par le carré de sa distance à Taxe de rotation et ^ Tinclinaison
du plan de projection sur Téquateur terrestre; il est aisé de voir que
Ton aura
M=:/iHcos4';
or on trouvera facilement, par les formules de la Trigonométrie sphé-
rique,
cosi}' — cosôsine -h sinôcoss cos(cj — 9);
l'expression précédente de aS^ deviendra ainsi
dk
«8-77 = a/iH d9sin0cosesin(cj — 9)
dl
(0 { -h ôe[cos9cos£ — sindsine cos(nj — 9)]]
«H dn [ces 9 sine 4- sin0cosecos(cj — 9)].
Cherchons présentement l'expression de cette quantité, dans le cas où la Terre est un sphéroïde recouvert d'un fluide de peu de profondeur. Soient Sç', Se' et ^n' les variations de ç, e et /i, relativement au sphéroïde, en ne conservant dans l'expression de ces variations que les termes ou proportionnels au temps, ou multipliés par des sinus et des cosinus d'angles croissant très lentement et divisés par le coefficient du temps dans ces angles; il est clair, par ce qui précède, qu'il
en résulte dans la valeur de -r- une variation à très peu près égale à
a/iH{d9'sinÔcos£sin(cj — 9) -h d£'[cos0cos£ — sinôsine cos(cj — 9)]j 4- aHdn'[cos0sin£ 4- sîndcos£COS(G7 — 9)],
le peu de profondeur du fluide permettant de regarder 2 H comme représentant encore le produit de chaque molécule du sphéroïde par le carré de sa distance à l'axe de rotation. Pour avoir la variation
totale de ^» il faut ajouter à la variation précédente celle qui résulte
du mouvement du fluide et que nous désignerons par a SL; or on a vu
ci-dessus que la variation entière de ^ est égale à celle que donne
l'équation (i) et qui aurait lieu si le fluide qui recouvre la Terre for-
mait une masse solide avec elle; on aura donc» en égalant ces deux variations,
o = a/iHJ (^9' — Ô9)sin0cos£sin(nj— 9) (2) / -\-{h' — 3e) [COS0COS6 — sinôsine cos(nj — 9)] j
-+- (xll{dn'—dn) [cos9sîn£ -h sin0cos6COS(isT— 9)] -h (xdL.
Les seuls termes de l'expression' de ol8L auxquels il faille avoir égard sont ceux qui sont proportionnels au temps ou qui renferment des sinus et des cosinus d'angles croissant très lentement et divisés par le coefficient du temps dans ces angles; et, si Ton parvenait à les connaître, l'équation précédente étant vraie, quels que soient 6 et ct, donnerait les valeurs de Sç', Se' et 8n' en fonctions de ces termes et des quantités S(p, Se et Sn, qgi'il est toujours facile de déterminer par les méthodes connues. Il est visible que, dans le calcul de ces termes de aSL, on peut supposer nulles les variations du mouvement du sphéroïde terrestre, parce que les petites quantités qui en résultent dans aSL sont, par rapport à ces variations, du même ordre que le rapport de la masse du fluide à celle du sphéroïde. On peut ensuite, dans le calcul des attractions du Soleil et de la Lune sur la mer, négliger la partie de ces attractions,* dont la résultante passe par le centre du sphéroïde et qui tiendrait, par conséquent, les eaux en équilibre autour de ce centre, si elles venaient à se consolider; car
il est clair que, en vertu de cette force, la variation de -j- serait nulle
dans cette hypothèse, et, par ce qui précède, l'état de fluidité de la mer ne peut influer sur cette variation. Quant à l'autre partie des attrac* tions solaire et lunaire, il suit de mes recherches sur le flux et le reflux de la mer, que c'est d'elle seule dont dépend la difi*érence des marées d'un même jour (voir les Mémoires de l'Académie^ année 1775, p. i63, et année 1776, p. 196) (*); or, sans être en état de déterminer
(>) Œuvres de Lnplace, t. IX, p. i63 et p. 207.
les oscillations qui en résultent, pour toutes les hypothèses de profondeur et de densité de la mer, on voit cependant très clairement que les quantités qui déterminent ces oscillations no renferment ni termes proportionnels au temps, ni sinus ou cosinus d*angles croissant très lentement et divisés par le coefficient du temps dans ces angles : donc, si Ton désigne par a?, j, z les trois coordonnées rectangles qui déterminent la position d*une molécule fluide que nous
représenterons par dm, au-dessus du plan de projection; x, y, 5,
fi'F fi'v fi" ainsi que dr' "37' 57' "^ renfermeront aucun terme semblable, et
cela sera encore vrai de la différentielle ^ '^T/^ ^ dm et de son
dt
intégrale 1 dm^ ^^t^ — étendue à toute la masse fluide : or, cette
intégrale représentant la partie de -^ qui est relative au fluide, il en
résulte que sa variation olSL ne renferme aucun terme de la nature de ceux dont il s*agit. On peut donc effacer a8L de Téquation (2) de l'article précédent, ce qui la réduit à celle-ci
10 — 71(^9' — ^9) sindcosesin(c7 — 9) -+- n(it' —it) [cosdcose — sindsine cos(nj — 9)] 4- (â/i'—i/i) [cosdsine 4- sin9coseco8(Bj — 9)].
Cette équation ayant lieu, quels que soient 0 et cr, nous pouvons y supposer d'abord ct = ç et 0 = 90®— e; elle donnera
in' — dn r= o ou in! := in,
ce qui change Téquation (3) dans la suivante
i 0= (39' — 39)8in9co8e8in(cj— 9)
( -h {it'—it) [co89co8e — 8in98ineco8(c7 — 9)].
En supposant dans cette dernière équation 0 :r:^ o, on aura
o:=it' — it OU it' = it,
et Téquation (4) devient
o z= (^9'— ^9) 8in^ cose sin(o — 9).
Partant, Scp'= 8^; on aura donc les trois équations
d'où il suit que les variations du mouvement du sphéroïde terrestre recouvert d'un fluide sont les mêmes que si la mer formait une masse solide avec la Terre, et qu'ainsi la précession et la nutation sont entièrement égales dans ces deux hypothësçs.
Quoique la démonstration précédente soit fondée sur la supposition que la Terre est un sphéroïde de révolution recouvert par la mer, il ne parait pas cependant impossible de l'étendre au cas de la nature, dans lequel la figure de la Terre et la profondeur de la mer sont très irréguliëres, et les oscillations des eaux sont altérées par un grand nombre d'obstacles; car tout se réduit à faire voir que aSL ne renferme alors ni terme proportionnel au temps, ni sinus ou cosinus d'angles croissant très lentement et divisés par le coefficient du temps dans ces angles. Gela parait d'abord incontestable, relativement aux termes proportionnels au temps; car on voit a priori que les oscillations de la mer, et par conséquent la valeur de -r- qui lui est relative,
seront les mêmes lorsque les circonstances du mouvement de l'astre se retrouveront entièrement semblables : la difierence, s'il y en avait quelqu'une, ne pourrait venir que de la position et de la vitesse des eaux à l'origine du mouvement; mais cette vitesse a dû être détruite depuis longtemps par toutes les résistances que la mer éprouve, en sorte qu'il serait impossible, par l'état présent de son mouvement, de tixer cette origine, que l'on pourrait supposer plus ou moins éloignée sans qu'il en résultât aucun changement dans les oscillations actuelles de la mer.
Il suit de là que, si les éléments de l'orbite de l'astre attirant sont
invariables, l'expression de ^» relative au fluide, ne renfermera
aucun terme proportionnel au temps, mais qu'elle sera une fonction de ces éléments et de quantités périodiques dépendantes du mouvement de cet astre et de la rotation de la Terre : cette fonction représenterait encore à très peu près la valeur de -^' si quelqu'un de ces
éléments, tel que la position du nœud de l'orbite, venait à varier d'une manière presque insensible, comme il arrive pour la Lune; il suffirait alors de regarder cet élément comme variable, ce qui peut, à la vérité, introduire dans l'expression de aSL des sinus et des cosinus de la distance angulaire du liœud de l'orbite lunaire à l'équinoxe du . printemps, mais sans être divisés par le coefticient du temps dans cet angle, comme cela serait nécessaire, pour qu'elle put influer sur la précession et sur la nutation. Il est donc généralement vrai que de quelque manière que les eaux réagissent sur la Terre, soit par leur attraction, ou par leur pression, ou par le frottement et la résistance des côtes, elles communiquent à l'axe de la Terre un mouvement à très peu près égal à celui qu'il recevrait de l'action directe du Soleil et de la Lune sur la mer, si on la supposait former une masse solide avec la Terre. On peut comparer l'effet des oscillations des eaux sur la précession des équinoxes à celui des vibrations insensibles que l'action de la gravité, et généralement toutes les forces de la nature, excitent dans les corps même les plus solides et qui ne les empêchent pas de se mouvoir comme s'ils étaient parfaitement durs, conformément au même principe dont nous avons fait usage dans ces recherches, savoir, que la réaction de leurs molécules les unes sur les autres n'altère point la somme des produits de chaque molécule par l'aire que décrit son rayon vecteur sur un plan fixe quelconque.
Considérons la Terre comme étant entièrement solide, et reprenons l'équation (i) de l'article IV; si l'on choisit pour plan fixe celui de l'équateur terrestre à l'origine du mouvement, on aura
tj — 9 et 0 t=r 90° — 8 ;
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Téquation (i) deviendra donc
ad-7- = (xHdn.
dt '
ce qui donne, en la differentiant,
Maintenant il résulte de l'article III que ^^-37? est égal à la somme
des produits de chaque molécule par Taire que son rayon vecteur, projeté sur le plan de l'équateur, décrirait dans Tinstant dt^ en vertu des attractions du Soleil, de la Lune et des planètes : or, sans prendre la peine de calculer cette aire, on conçoit aisément qu'elle ne peut être exprimée que par une suite de termes de la forme
ps\n{rnt-\- m/-hE),
^ et E étant constants, r étant un nombre entier ou zéro et m étant nul ou dépendant du mouvement de Tastre attirant dans son orbite. Si Ton suppose ce mouvement extrêmement petit, en sorte que, dans l'intervalle d'un jour, on puisse regarder l'astre comme immobile, la somme des termes dans lesquels r=o pourra, dans le même intervalle, être représentée par une constante G; mais il est visible que, lorsque la molécule, par la révolution de la Terre sur elle-même, aura pris de l'autre côté du méridien de l'astre une situation semblable à celle
qu'elle a dans le moment présent, la partie de ^^-^ qui lui est relative sera exactement la même avec une figure contraire, ce qui ne peut être, à moins que l'on n'ait C = o. Partant, ^^-ztî ne renferme
ni terme constant, ni sinus ou cosinus d'angles croissant très lentement, d'où il suit que a^/i ne renferme point de pareils sinus ou cosinus, ni aucuns termes proportionnels au temps; le mouvement de rotation de la Terre ne reçoit donc point de variation sensible de l'action des corps célestes, et, comme la valeur de a S/i est, par ce qui
précède, encore la même lorsque la Terre est recouverte d'un fluide de peu de profondeur» on voit que Inaction de ces difl^érents corps sur cette planète et sur les eaux qui la recouvrent n'altère point l'uniformité de son mouvement de rotation.
Je terminerai ces recherches par la remarque suivante sur l'axe réel de rotation de la Terre.. La position de cet axe dans l'espace est, comme on l'a vu, la même dans le cas où la Terre est entièrement solide, et dans celui de la nature où elle est recouverte en partie d'un fluide de peu de profondeur; mais sa situation par rapport à la surface du globe est-elle dans ces deux cas exactement semblable?
Si l'on considère la Terre comme un sphéroïde de révolution entièrement solide ou recouvert d'un fluide, il est facile de s'assurer que l'axe réel de rotation ne peut jamais s'écarter d'une quantité sensible de l'axe de figure, autour duquel elle est supposée tourner, au moins à très peu près, à l'origine du mouvement; car, la raison pour laquelle l'axe réel de rotation s'écarterait plutôt à droite qu'à* gauche de l'axe de figure ne pouvant venir que de la position primitive du sphéroïde par rapport à l'astre, il est visible que, en supposant le mouvement de rotation de la Terre très rapide par rapport k celui de l'astre, le même écart que l'on trouve après le temps /, à droite de l'axe primitif, en prenant pour origine du temps le commencement du premier jour, doit se trouver à gauche après le même temps, si l'on fixe cette origine au milieu du premier jour. L'axe réel de rotation ne peut donc avoir autour de l'axe de figure que des mouvements périodiques et insensibles, en sorte que l'on peut toujours supposer que ces deux axes coïncident; mais il n'est pas de la même évidence que l'on puisse également confondre l'axe réel de rotation de la Terre avec son axe primitif, dans le cas où la figure de cette planète et la profondeur de la mer sont très irrégulières. Il ne suffit pas alors pour l'équilibre que la direction de la pesanteur soit perpendiculaire à chaque point
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de la surface des eaux : il faut, de plus, que les efforts de toutes les molécules pour déplacer l'axe de la Terre se balancent et se détruisent réciproquement. Or, si ces deux conditions ne sont pas remplies, si la configuration du vaste bassin de la mer s'y refuse, ne doit-il pas en résulter dans Taxe réel de rotation des mouvements imperceptibles, qui, réunis à ceux que produisent l'action directe du Soleil et de la Lune et la réaction des eaux, peuvent le faire successivement répondre à différents points de la surface du globe éloignés les uns des autres, et transporter ainsi, après un temps considérable, le pôle dans d'autres régions? N'est-ce point à ces mouvements qu'il faut attribuer les déplacements presque insensibles que l'on observe dans la masse des eaux? Ces questions me semblent mériter, par leur importance et leur extrême difficulté, l'attention des géomètres.
PAR APPROXIMATION
Mémoires de l'Académie royede des Sciences de Paris, année 1777; 17S0.
Rien ne fait autant d*honneur à l'esprit humain que la découverte de la gravitation universelle et l'application heureuse que l'on a su faire de l'Analyse au système du monde; mais, si l'Astronomie physique, en donnant l'explication des plus grands phénomènes de la nature, appuyée sur l'observation et le calcul, est, de toutes les Sciences physico-mathématiques, celle qui doit intéresser davantage les philosophes, elle mérite encore plus l'attention des géomètres par les difficultés que l'on a eu à vaincre et par les méthodes qu'il a fallu inventer. Ceux qui en ont fait l'objet de leurs recherches savent qu'une dés principales difficultés qu'elle présente consiste à faire disparaître les arcs de cercle que les méthodes ordinaires d'approximation introduisent dans les intégrales approchées des équations différentielles du mouvement des corps célestes; cette difficulté, qui commence à se faire sentir dans la théorie de la Lune, devient beaucoup plus grande dans la théorie des satellites de Jupiter et dans celle des planètes. M. do la Grange est le premier qui l'ait résolue par une méthode extrêmement ingénieuse; MM. d'Alembert et le marquis de Condorcet en ont depuis trouvé de très belles solutions. Enfin, dans la première Partie de nos Mémoires de 1772, page 65i (*), et dans la seconde Partie (*),
(«) OEuQres de Laplace, T. Vm, p. 36 1. («) Ibid., p. 383.
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page 2G7, j'ai donné pour le même objet une nouvelle méthode fondée sur la variation des constantes arbitraires. En y réfléchissant de nouveau, il m'a paru que cette manière de faire varier les arbitraires pouvait être d'un grand usage dans TAnalyse, et que, relativement aux arcs de cercle qui entrent dans les intégrales approchées des équations différentielles qui n'en renferpient point elles-mêmes, elle donnait le moyen le plus direct et le plus général de les faire disparaître, toutes les fois que cela est possible. Je me propose, dans ce Mémoire, de l'exposer plus simplement que je ne l'ai fait dans les Mémoires cités, et j'ose me flatter d'y présenter aux géomètres une nouvelle théorie de ce genre d'équations difl^érentielles.
Soit l'équation différentielle du second ordre
dans laquelle dt est constant; T est fonction rationnelle et entière de sinus et de cosinus d'angles croissants proportionnellement à /; a est une quantité très petite, et Y est fonction rationnelle et entière de sinus et de cosinus d'angles croissants proportionnellement à /, de a, àey et de ses différences. Pour l'intégrer, soit
En substituant cette valeur dans l'équation (A) et comparant successivement les termes sans a, ceux de l'ordre a, ceux de Tordre a', etc., on aura le système suivant d'équations
où il est visible : i^ que T sera fonction de sinus et de cosinus; 2^ que T' sera fonction de sinus, de cosinus et de z; 3® que T" sera fonction de sinus, de cosinus, de z et de z\ et ainsi de suite. Ces équations seront au nombre /i -f-i si Ton veut porter Tapproximation jusqu'aux quantités de Tordre a", et il sera facile de les intégrer par les méthodes ordinaires; mais, le plus souvent, il en résultera dans les intégrales des arcs de cercle, qui, aprës un temps considérable, les rendront fautives. C'est à se débarrasser de ces arcs, lorsque cela est possible, que consiste la principale difficulté de ce genre d'intégrations.
Pour éclaircir ce que nous venons de dire, et pour répandre en même temps un plus grand jour sur ce qui va suivre, nous allons appliquer à un exemple particulier les méthodes ordinaires d'approximation. Soit l'équation différentielle
dont on propose de trouver l'intégrale approchée jusqu'aux quantités de Tordre a*; on fera
et Ton aura les trois équations
dt^
d^z' dt*
0 = --f^ -}- z'-h mz' cos2i.
dt*
En les intégrant, on peut se contenter de satisfaire aux deux dernières et se dispenser d'ajouter des constantes arbitraires à leurs intégrales, parce que la valeur de :; en renferme deux, qui, se trouvant dans l'expression de y^ la rendent complète. Cela posé, la première de ces
360 Mémoire; sur l'intégration
équations donne, comme Ton sait» en l'intégrant»
z II psÀnt-^qcosty
p etq étant deux constantes arbitraires; cette valeur de Zf substituée dans la seconde équation, la change dans celle-ci
iPz' , mp . ^ ma
O = -^r- 4- -5' ^Sin^ H ^COS/
-h — sin3/-h — cos3/.
Pour y satisfaire, nous représenterons par A/sin/ + B/cos/ la partie
de s' qui répond aux termes — — sin/ et — cos/, A et B étant des
coefRcients qu'il s'agit de déterminer; pour cela, on substituera cette partie de l'expression de z' dans l'équation différentielle, et l'on trouvera, en comparant les termes semblables,
Quant aux termes — sin3/ et — cos3/, nous observerons que, en
général, si le terme Ksin((ji/ -f- e) ou Kcos((ji/ -+- e) se rencontre dans l'équation différentielle en z\ et que l'on désigne par Msin((ji/ -h e) ou Mcos((ji/ -H e) la partie de s' qui y répond, on aura
fJL«--l'
d'où il est aisé de conclure que les termes — sin3/ et ^cos3/ pro-
^ mB «fi
duisent dans l'expression de z' la quantité
-~sin3/H ^cosSt; .
la valeur entière de s' sera donc
rnp mq ^^ H ^sin3/H îf cos3^
Cette valeur, substituée dans la troisième des équations (b), donne
o=-5ir+-'
( 8 '-^-irj^'"'-(-r'--3T)^«^
^^sin3/ -^ ^coso^
/w'p . - ^ in}q -
_^ _c sin5/4--7p^ cosD^ 3q 3a
En représentant par
( A/'-h B/) sin^-h (C^*H- D/) cos/ la partie de l'expression de z" qui répond aux deux termes
_£,^._^js.n. et -(^-^.-^jcos^
et en la substituant dans l'équation différentielle, la comparaison des termes semblables donnera
Si Ton représente ensuite par
(M/-hN)sin3^4-(P^-hQ)cos3/
la partie de 5" qui répond aux termes ^/sin3/ et ~ — g^/cos3/,
on trouvera
Enfin la partie de 5" qui répond aux termes ~-^sin5/ et ^^ cos5/ sera, par ce qui précède,
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la valeur entière de %" sera, par conséquent.
En rassemblant ces trois valeurs de z, z' et z\ on en conclura
[(xmq ( 3a/n\ a'^w'/? ."1 . ^
[amp / 3am\ ^ cf>m}q ."l ^--/('--F6-)'+-37^T"' / /x 1 «m r / 3am\ am7 1 . «^
<xm\ ( 3am\ «mp 7
f1 vmS r> /v' y»>t ,
expression qui, comme on voit, renferme des arcs de cercle.
Le procédé que nous venons d'exposer suffit pour intégrer l'équation (A) dans tous les cas possibles, et il est aisé d'en conclure que l'expression générale de y aura la forme suivante
I -+ (7-+-M/-+-N/»-hP/»H-...)cosA/-hR
A, B, C, ... et M, N, P, . . . étant des fonctions rationnelles et entières de p^ 7, a, et R étant une fonction rationnelle et entière de ces
mêmes quantités, de i'arc / et de sinus et de cosinus autres que sinA/ et cosA/.
En substituant cette valeur de y dans l'équation (A), qui ne renferme point d'arcs de cercle, on aura une équation identiquement nulle, dans laquelle, par conséquent, les termes semblables se détruiront réciproquement, de sorte que si, dans ceux qui renferment l'arc de cercle /, on change en / — G l'arc / qui n'est point enveloppé sous des sinus et des cosinus, 0 étant arbitraire, l'équation restera toujours identiquement nulle : or il est visible que ce changement revient à en faire un semblable dans l'expression de j^; d'où il suit que, si l'on désigne par/?' et q' deux constantes arbitraires, cette expression est encore susceptible de cette forme
I y~ [/?'H-A'(/ — ^)-hB'(/ — ô)«-hC(/ — ô)»-h...]sin^/
1 4- [7'-h M'(^ - 0 ) -h N'(/ — 0)*-h P'(/ - ô)»-h. . .] cos/i^ -h R',
A', B', C, . . . , M', N', P', ... étant ce que deviennent A, B, C, . . . , M, N, P, ... lorsqu'on y change /? et y en p et ^, et R' étant ce que devient R, en vertu de ces changements, et en changeant de plus en / — 0 les arcs de cercle / que cette quantité renferme.
Quoique cette seconde expression renferme l'arbitraire G de plus que la précédente, elle n'est pas cependant plus générale, parce que, l'équation diiTérentielle (A) n'étant que du second ordre, son intégrale complète ne doit renfermer que deux constantes arbitraires; il est donc possible de faire coïncider ces deux valeurs de y : cette considération va nous fournir le moyen d'en faire disparaître les arcs de cercle. Pour cela, soit
p'—p-^Kt -f-B/*-}-. . .,
Si l'on tire de ces équations, par la méthode du retour des suites, les valeurs de/? et de q en p'\ q" et ^, et que, en les substituant dans R, on forme une nouvelle quantité R", l'équation (A') deviendra
(A'') ^=/>''8in/i^4-/cos/i/-+-R'';
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p" et q[' sont des fonctions de t que nous représenterons par ç(/) et ^(/). La comparaison des équations (A") et (A*') donnera ainsi les
suivantes :
Il résulte de ces équations : i^ que
2** que les deux suites
et
ne sont que le développement des deux fonctions
9(0-h^"-0) el iK04-/ — 9)
en séries ordonnées par rapport aux puissances de / -- 0, de sorte que Ton a, par la théorie des suites»
partant, si Ton change dans ces équations 0 en t, ce qui transforme p' et q' en />" et q", et que Ton désigne par A'' et M'' des fonctions de p'' et de ^, semblables à celles de A' et de M' en p' et ^, ou de A et de M en /? et q, on aura les équations
"dJ-^^ -dt-^'
au moyen desquelles on déterminera^" et q".
Pour ce qui regarde R", la comparaison des équations (A") et (A"') donne encore R''= R'; or, si Ton suppose dans cette équation / = G, p" et q" se changent en p' et q\ De plus, les arcs de cercle / — 0 disparaissent de R'; donc l'expression de R" devant être identiquement la même que celle de R' ne doit point, dans ce cas particulier, renfermer
Tare 0, ce qui ne peut être» à moins que, dans le cas général, R'' ne renferme point l'arc t. La substitution des valeurs de ^ et de y en/>", y^ et/ dans R en fait donc disparaître les arcs de cercle; d'où il suit que l'on aura la même valeur de R'', en ne tenant aucun compte de ces arcs dans les valeurs de R,/? et q, ce qui donne
P—P' et q — q';
partant, on formera R" de R, en changeant dans cette dernière quantité/? et q en p" et q'' et en effaçant tous les termes qui renferment des arcs de cercle.
De là résulte cette règle fort simple pour avoir l'intégrale approchée de l'équation (A) sans arcs de cercle, lorsque cela est possible :
Intégrez les équations (B) par les méthodes ordinaires et formez ainsi V équation (A'); vous en ferez disparaître les arcs de cercle en effaçant tous les termes qui en renferment ; mais alors, au lieu de supposer p et q constants, il faut les considérer comme des variables donnéespar les équations
^-A ^?-M dt-^' dt~^'
Pour intégrer ces deux équations, on différentiera la première, et Ton aura la suivante
d^p _ àA dp dk dq HF ~ dp di "^ dq dt^
qui, à cause *de -^ = M, devient
d^p (JA dp ^dA
dt^ dp dt dg'
maintenant, on tirera de l'équation ^ ~ A la valeur de q, exprimée par
une fonction dep et de ^> que nous désignerons par nf/>, ^ ]> ||, en
la substituant dans l'équation précédente, on aura une équation de cette forme
r(p, -^ \ repréiM^ntant ane fonction de p et de ~ Celte équation est
du second ordre; pour l'abaisser au premier, soit -^ = v. et Ton aura
partant
Cette dernière équation est du premier ordre, et son intégrale donnera
a étant une constante arbitraire et J(/',a) désignant une fonction de ;? et de a; donc
d'où Ton tire
h étant une seconde arbitraise. On aura, au moyen de cette équation, la valeur de p en fonction de /+ 6 et de a, et, en la substituant dans
n(/7, -^\ on aura q en fonction des mêmes quantités.
Si Ton applique la règle précédente à Tintégration de Téquation (a), on aura, en effaçant les arcs de cercle de Téquation (a'),
/=:/?SllW-l-7C0S/ H 7~ ( IH — \ sin3/
OLmq ( 3am\ « 7t)8 768
et l'on déterminera/? et q au moyen des équations
dp _ amq ( 3a/n\ dq amp / _ ^«'wX
~di ~ 4~v "^ ~ï6~A di" T'y ~""T6~y
Pour les intégrer» on supposera, suivant les méthodes connues,
p zr.z fe^\ q = geV-^
e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité, et Ton aura
«m / 3am\ «m ^/ 3am\
d'où Ton tire, en négligeant les quantités de Tordre a', •
. am
cm ^/ 3am q«*m'\
4" ^ = ^A'~~'ti""^^^i^)'
donc, si Ton désigne par /et/' deux constantes arbitraires, on aura
a w __ ojw
et
= (-'rr-'0*) (/■«•"-/'"■)•
Il est facile d'étendre la règle de l'article IV à un nombre quelconque d'équations et de variables; si l'on a, par exemple, les n équations
qui renferment celles du mouvement des corps célestes, T, T', T", . . . étant fonctions rationnelles et entières de sinus et de cosinus, et Y, Y',
Y", ... étant fonctions rationnelles et entières de sinus, de cosinus, de a, des n quantités v, y^y^ . • . et de leurs différences; en les intégrant par les méthodes ordinaires, on aura
y ={p 4- A ^4-B t^-h...)sinht h- (7 -+-M/-+-N t^ -h . . .) cosht -h R, y — (/>' -^ A'i -f- B'/» -f-. . .) sin A'/ -^ ig' h- M'/ 4- N'/*-- . . .)coshU -4- R', T'- (//-+- A"/ -i- BV4-. . .) sin/i'/ -t- (7'4-M'/ 4- NV-f-. . .)cosA'/ 4- R', • .•..•••.•...••••.•............•.,
A, B, . . . , M, N, . . . , A', B', . . . étant des fonctions de a, /?, p\ p"^ . . . , y, ^, 7^, . . . , R étant fonction de ces quantités, de l'arc / et de sinus e| de cosinus autres que sinA/ et cosA/; R' étant fonction de ces mêmes quantités, de Tare t et de sinus et de cosinus autres que sinA'£ et cosA'^ et ainsi de suite. Cela posé, pour faire disparaître les arcs de cercle de ces expressions, il suffit d'effacer tous les termes qui en renferment; mais alors il faut considérer/?, p\ p"^ ..., y, ^, y", ... comme autant de variables données par les équations
^P' — kl ^^ — M'
Dans le cas des perturbations du mouvement des planètes, si l'on ne porte la précision que jusqu'aux quantités de l'ordre a, ces équations sont linéaires et faciles à intégrer par les méthodes connues (voir la seconde Partie des Mémoires de 1772, page 36o) ('). Si l'on voulait une approximation plus exacte, les équations précédentes ne seraient plus linéaires; mais il serait aisé de les ramener à cette forme par le procédé que nous avons donné dans les mêmes Mémoires, pages 287 etSii (^).
(«) Œuvres de LaplacCy T. VIII, p. {61. (*) rbid., p. 389 et p. 4i3.
Considérons plus particulièrement ce genre d'équations différentielles qui ne renferment point d'arcs de cercle, mais dont les intégrales, obtenues par les méthodes ordinaires d'approximation, en renferment. Pour cela, soit l'équation différentielle de l'ordre n
P étant fonction de y et de ses différences, de sinus, de cosinus, d'exponentielles, etc. sans arcs de cercle. Supposons qu'en l'intégrant par approximation, suivant les méthodes ordinaires, on ait
X, Y, Z, ... étant des fonctions de sinus, de cosinus, d'exponentielles et de n constantes arbitraires, /?, q, ..., il est facile de prouver, comme dans l'article lY, que cette valeur de y satisferait encore à la proposée, en y changeant les arcs de cercle / en / ~ 0, en sorte que l'on peut supposer
cette seconde expression de y renferme n-hi arbitraires qui doivent se réduire à n. Pour concevoir la possibilité de cette réduction, représentons l'expression rigoureuse et inconnue de y par
9(/, a ■+■ mi, b -h m! t, . . .),
a, 6, ... étant des constantes arbitraires; en la mettant sous cette forme
et en la réduisant dans une suite ordonnée par rapport aux puissances de / — 0, on aura, comme Ton sait,
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u étant égal à <p(/, a -h mG, b 4- m'G, . . .); or il est visible : i® que a, 59* -ggr* • • • renferment les n arbitraires a -\- mG, b -f- /w'G, . . .; 2*^ que
l'arbitraire G, qui se trouve dans les arcs de cercle / — G, (/ — G)*, . . . de la série précédente, rentre dans ces n arbitraires et ne fait que les changer en a, 6, . . .; 3** que ce ne peut être que de cette manière que l'arbitraire G de la suite X -h Y(/ — G) -h Z(/ — G)* -f-. . . rentre dans les n arbitraires p,q, — Cette suite doit donc être la même que celleci, M H- -jqC^ — 0) 4-..., ce qui donne
V au ^
Si Ton représente maintenant par ^(^/'» q^ ...) la fonction X que nous supposons connue, l'équation u = X donnera
p, y, ... sont, par conséquent, fonctions de a-f-mG, ftn-m'G, .... Soit
/? = n(a-l-mô, b-h m'6f . . .), ^ = ni(a4- mOf b-h m'Of . . .),
et l'on aura l'équation identique
9(^ a ■+■ mOy b -+- m'O, . . .) = ^[t, n(a-4-m9, b-bm'9, ...), Ui{a-^m9^ b-^-m'S, ...), ...].
En changeant G en /, les deux membres de cette équation se changent dans l'expression rigoureuse de 7; il suffît donc, pour avoir cette expression, de déterminer/?, q, ... en fonctions de G, de changer dans ces valeurs G en / et de les substituer ensuite dans la fonction X : la question est ainsi réduite à déterminer ces valeurs.
Si l'on différentie l'équation u = X relativement à G, on aura
au â\ dp d\ dq
dê'^'dp dd'^ âq âS
Téquation :^ =Y deviendra donc
âO
Y àX dp dX âq
dpdO'^'dqdê
Cette équation, ayant lieu quel que soit t, donnera, en la différentiant /i — I fois par rapport à /,
dY ___ d«X dp d^X dq
dt "" IpJt de "^ âqdt ôQ "^ "'
à^Y _ a^X dp d*X dq
dl* ~~ dp dt^ dO ^ dq dt^ dS
En déterminant ^' ^f ' • • • ^^ moyen de ces n équations, on aura
dB"^ ' dQ" '
X\ Y', ... étant des fonctions de p, q^ ... sans /, puisque les valeurs
de ^> ^» • • • doivent être indépendantes de cette variable.
Cette considération peufr servir à déterminer ces valeurs uniquement par l'inspection de l'équation
^ dX dp ^"l^dê^"'
et d'une manière souvent plus simple qu'avec le secours de ses différentielles, en égalant à zéro les coefficients des diiférents sinus et cosinus.
En changeant 0 en / dans les équations
dô "" ' de~' '
on aura les suivantes
dt-:^' dt~^ ' et les valeurs de p^Çf ... que l'on trouvera en intégrant ces dernières
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ce qui est conforme à ce que nous avons trouvé dans Tarticle V; et, comme il résulte de ce même article que la valeur de y renferme les
amt OLmt
quantités e ^ ete ^ , on peut en conclure que les exponentielles sans imaginaires sont inévitables et qu'elles entrent dans l'intégrale rigoureuse.
Au lieu de comparer les coefficients de sint et de cos/, on aurait pu comparer ceux de sin3/et de cos3/, et les équations diiTérentielles en ^ et en y auxquelles on serait parvenu doivent coïncider avec les précédentes; mais on doit observer que, ces coefficients étant tous multipliés par a, les équations qui résultent de leur comparaison ne peuvent être exactes que jusqu'aux quantités de l'ordre a : elles deviennent, en effet, en n'ayant égard qu'aux quantités de cet ordre et en y changeant 0 en /,
dp amg
di" V
dg amp
'dû "* 4"'
Or ces équations rentrent visiblement dans les précédentes, en négligeant les quantités de l'ordre a^.
Âpres avoir résolu le problème le plus difficile et le plus important de la théorie désintégrations par approximation, il nous reste, pour compléter cette théorie, à exposer une méthode générale pour obtenir des intégrales de plus en plus approchées; M. de la Grange a déjà rempli cet objet d'une manière très simple et très ingénieuse dans les Mémoires de l'Académie de Berlin pour l'année 1775, page 192; mais la méthode suivante a, si je ne me trompe, l'avantage d'être plus directe.
Soit l'équation différentielle de Tordre n
P étant fonction de t.y^ ^, •• -, , jf et Q pouvant être de plus fonction de a; supposons que Ton sache intégrer Téquation
et que son intégrale soit y = ^(^ p^ q^ r^ ...), p, q, r, ... étant des constantes arbitraires; en différcntiant cette intégrale n — i fois do suite par rapport à t, on aura, en y comprenant l'équation intégrale elle-même, n équations au moyen desquelles on pourra obtenir, par l'élimination, les valeurs des n arbitraires en fonctions de /, y,
dt^ •••> ^.nS • Soient V, V, V% ... ces fonctions, en sorte que
p = \, ç = V', r = V% ..., on aura, en differentiant,
o=:e/V, o = rfV', o = rfV^
or il est clair que ces différentes équations ne peuvent être que le produit de celle-ci
par différents facteurs qui la rendent intégrable et qui sont les coefB-
fin y
cients de ^— ^j dans ces équations. Soient F, F', ... ces coefficients.
et l'on aura
cela posé, si l'on multiplie la proposée (y) successivement par Y dt^ Y'dtf . . . , elle prendra les n formes suivantes
o = dV -^(xFQdt,
En intégrant, on aura
p^q, ... étant des constantes arbitraires.
Si Ton suppose maintenant a = o dans ces équations et qu'on en
élimine les différences ^> ^> •••> , jf? on aura une équation finie
entre j, /,/?, 7, ... qui doit, par ce qui précède, se réduire à
En changeant donc, dans cette expression de y^ p en p — oLjFQdt, g en g — afFQ dt, .... on aura pour cette même expression, lorsque
a est quelconque,
(X) y=9i^,p-o^fFQdi, ^-«/F'Qrfr, ...).
Toutes les fois que FQ^ft, T'Qdt, . . . seront des différences exactes, on aura l'intégrale rigoureuse de j^; or c'est ce qui a lieu lorsque l'équation (y) est linéaire, car alors aQ est fonction de / seul, et l'on a
M, N, ..^. , S étant fonctions de t seul; de plus, l'intégrale de l'équation
est visiblement alors de cette forme
li, {/, iif\ ... étant fonctions de /; or il est clair que si, au moyen de cette équation et de ses n — i premières différentielles, on élimine
p, q, Ty . .., ce qui est très facile, on aura n équations de cette forme
F, H, . . . , F', H', ... étant des fonctions de / seul. En difierentiant ces équations, on aura les suivantes
qui ne peuvent être que la propo'sée elle-même, multipliée successivement par F, F', ..., en sorte que, dans ce cas, FQ, F'Q, ... seront uniquement fonctions de /; l'intégrale complète de Téquation (y) sera donc alors, dans la supposition de a quelconque,
ce qui donne, comme l'on voit, le procédé le plus direct pour conclure l'intégrale de cette équation lorsque a est quelconque, de son intégrale lorsque a = o.
Il arrivera le plus souvent que les fonctions aFQrf/, aF'Qrf/, ... ne
seront pas des différences exactes; mais, si dans ce cas l'équation (X)
• n'est plus l'intégrale finie de la proposée (y), elle est au moins d'une
forme très avantageuse pour trouver des intégrales de plus en plus
approchées; en effet, si l'on y suppose d'abord a = o, on aura
et ce sera la première valeur dey. En la substituant dans les fonctions FQrf/, F'Qdt, ..., elles deviendront fonctions de t seul, et si l'on
0Ru9reê de L, — IX. 48
représente par E, G, * . . leurs intégrales, on aura pour seconde valeur
de 7
En syibstituant cette seconde valeur dans FQ cfo, F'Q dt, ... et représentant par E\ G\ ... leurs intégrales, on aura pour troisième valeur approchée de y
et ainsi de suite.
Supposons que Téquation différentielle (y)» ainsi que sa première intégrale, ne renferment point d'arcs de cercle, mais que les intégrales subséquentes en renferment, en sorte qu'ils soient introduits par les fonctions successives E, G, E', G', ... ; on les fera disparaître en les effaçant de la dernière valeur de j' à laquelle on s'arrêtera, et que nous supposons être la (n -4- i)'*'"*^-; mais il faudra y substituer, au lieu de /?, 7, . . . , les valeurs que Ton trouvera en intégrant les équations
A, B, ... étant les parties constantes du coefficient de t dans E^'•~*^
Vf , ....
La méthode précédente donne un moyen facile de reconnaître a priori si les intégrales approchées de l'équation (y) renfermeront des arcs de cercle; car il est visible, par exemple, que la seconde valeur de j ne peut renfermer l'arc at qu'autant que le produit de Q par l'un des facteurs F, F', ... qui rendent intégrable l'équation
renferme un terme constant, après y avoir substitué pour j sa première valeur. Pour appliquer cette règle à l'équation
on doit observer que les deux facteurs qui rendent intégrable celle-ci sont e*'^ et e*"*'*^^, et que son intégrale complète est
y=^p sîn A/ -+^ q co%ht\
il faut donc, pour que la seconde valeur approchée de y renferme l'arc a/, que Q^ef*^"^ ou Qe-^'v^"* renferpae un terme constant, après y avoir substitué, pour j', /?sinA/ h- y cosA/; or il est visible que cela ne peut être, à moins que Q ne renferme, après cette substitution, un terme multiplié par sinA/ ou par cosA/, ce qui est conforme à ce que l'on sait d'ailleurs.
On peut encore employer avec avantage la méthode de faire varier les arbitraires dans le cas où les équations différentielles renferment des quantités qui changent d'une manière presque insensible, ce qui se rencontre fréquemment dans l'Astronomie physique. Soit, par exemple, l'équation différentielle
P étant fonction de /, j', ^ > • • > ,^^j; et des quantités a, b, . . . , qui
varient très lentement, en sorte ^que les différences -^y -^y • • • soient
très petites; supposons qu'en l'intégrant et en supposant a, 6, ... constants on ait
p, q, ... étant les constantes arbitraires que donne l'intégrfttion : on pourra représenter encore par cette forme l'expression complète Aey, dans le cas où l'on considère a, b\ ... comme variables; mais il faut
alors faire varier les arbitraires/?, q, ... de manière que ^> ^i • • • >
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-^ restent pareilles fonctions de a^ b, .... p,q, ... que si ces quantités étaient constantes; car il est clair que ces fonctions, substituées dans l'équation différentielle proposée, la rendront identiquement nulle. Il est donc nécessaire que les variations des valeurs de ^y,
-^> • • • soient miles, en vertu des variations de a, A, . . . , ii, y, . . . , co qui donne les n équations suivantes
da dy db dy dp dy dq dy
^~dtd^ '^dcTb '^'"'^diTp '^didg'^"''
da d*y db d^y dp d^y dg d*y
^'^di dadi'^dt dbTt'^''^ de dpdt^ dt dgTi^
Ces équations sont les mêmes que celles auxquelles nous sommes parvenu par un raisonnement à peu près semblable, dans les Mémoires de V Académie, année 1772, II* Partie, p. 3i5 (*), et l'on peut observer qu'étant rigoureuses elles ont généralement lieu, quelles que soient les variations de a, 6, . . , , en sorte qu'elles ne sont point restreintes au cas où ces variations sont insensibles. Il est facile d'étendre à un nombre quelconque d'équations tout ce que nous avons dit dans ces derniers articles; nous croyons ainsi pouvoir nous dispenser d'entrer dans un plus grand détail sur cet objet. .
P) OEuvres de Laplace, T. Vm, p. 416.
Mémoires de l* Académie royale des Sciences de Paris, année 1778; 1781.
Je me propose de traiter dans ce Mémoire deux points importants de l'analyse des hasards qui ne paraissent point avoir encore été suffisamment approfondis : le premier a pour objet la manière de calculer la probabilité des événements composés d'événements simples dont on ignore les possibilités respectives; l'objet du second est l'influence des événements passés sur la probabilité des événements futurs, et la loi suivant laquelle, on se développant, ils nous font connaître les causes qui les ont produits. Ces deux objets, qui ont beaucoup d'analogie entre eux, tiennent à une métaphysique très délicate, et la solution des problèmes qui leur sont relatifs exige des artifices nouveaux d'analyse; ils forment une nouvelle branche de la théorie des probabilités, dont l'usage est indispensable lorsqu'on veut appliquer cette théorie à la vie civile. Je donne, relativement au premier, une méthode générale pour déterminer la probabilité d'un événement quelconque, lorsqu'on ne connaît que la loi de possibilité des événements simples, et, dans le cas où cette loi est inconnue, je détermine celle dont on doit faire usage. La considération du second objet me conduit à parler des naissances : comme cette matière est une des plus intéressantes auxquelles on puisse appliquer le Calcul des probabilités, je fais en sorte de la traiter avec tout le soin dû à son impor-
(0 Remis le 19 juillet 1780.
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tance, en déterminant quelle est, dans ce cas, l'influence des événements observés sur ceux qui doivent avoir lieu, et comment, en se multipliant, ils nous découvrent le véritable rapport des possibilités des naissances d'yn garçon et d'une fille. En généralisant ensuite ces recherches, je parviens à une méthode pour déterminer, non seulement les possibilités des événements simples, mais encore la probabilité d'un événement futur quelconque, lorsque l'événement observé est très composé, quelle que soit d'ailleurs sa nature. Je donne, à cette occasion, la solution de quelques problèmes intéressants dans l'histoire naturelle de l'homme, tels que celui du plus ou moins de facilité des naissances des garçons relativement à celles des filles dans différents climats : c'est ici surtout qu'il est nécessaire d'avoir une méthode rigoureuse pour distinguer, parmi les phénomènes observés, ceux qui peuvent dépendre du hasard, de ceux qui dépendent de causes particulières, et pour déterminer avec quelle probabilité ces derniers indiquent l'existence de ces causes. La principale diiliculté que l'on rencontre dans ces recherches tient à l'intégration de certaines fonctions différentielles qui ont pour facteurs des quantités élevées à de très grandes puissances, et dont il faut avoir les intégrales approchées par des suites convergentes : j'ose me flatter que l'analyse dont je me suis servi pour cet objet pourra mériter l'attention des géomètres. Enfin je termine ce Mémoire par quelques réflexions dans lesquelles je présente ce que le Calcul des probabilités m'a paru fournir de lumières sur le milieu que l'on doit choisir entre les résultats de plusieurs observations.
Dans l'analyse des hasards, on se propose de connaître les probabilités des événements composés, suivant une loi quelconque, d'événements simples dont les possibilités sont données ; celles-ci peuvent être déterminées de ces trois manières : i® a priori, lorsque, par la nature même des événements, on voit qu'ils sont possibles dans un rapport donné; c'est ainsi que, au jeu de croix et de pile, si la pièce que l'on
jette en Tair est homogène et que ses deux faces soient entièrement semblables» on juge croix ei pile également possibles; 2® a posteriori^ en répétant un grand nombre de fois l'expérience qui peut amener Tévénement dont il s*agit, et en examinant combien de fois il est arrivé; 3** enfin, par la considération des motifs qui peuvent nous déterminer à prononcer sur l'existence de cet événement; si, par exemple, les adresses respectives des deux joueurs A et B sont inconnues, comme 9a n'a aucune raison de supposer A plus fort que B, on en conclut que la probabilité de A pour gagner une partie est ^. Le premier de ces moyens donne la possibilité absolue des événements; le second la fait connaître à peu près, comme nous le ferons voir dans la suite, et le troisième ne donne que leur possibilité relative à l'état de nos connaissances.
. Chaque événement étant déterminé en vertu des lois générales de cet univers, il n'est probable que relativement à nous, et, par cette raison, la distinction de sa possibilité absolue et de sa possibilité relative peut paraître imaginaire; mais on doit observer que, parmi les circonstances qui concourent à la production des événements, il y en a de variables à chaque instant, telles que le mouvement que la main imprime aux dés, et c'est la réunion de ces circonstances que nous nommons hasard : il en est d'autres qui sont constantes, telles que l'habileté des joueurs, la pente des dés à retomber sur une de leurs faces plutôt que sur les autres, etc. ; celles-ci forment la possibilité absolue des événements, et leur connaissance plus ou moins étendue forme leur possibilité relative ; seules, elles ne suffisent pas poui' les produire : il est de plus nécessaire qu'elles soient jointes aux circonstances variables dont j'ai parlé; elles ne font ainsi qu'augmenter la probabilité des événements, sans déterminer nécessairement leur existence.
Les recherches que l'on a faites jusqu'ici sur l'analyse des hasards supposent la connaissance de la possibilité absolue des événements, et, à l'exception de quelques remarques que j'ai données dans les Tomes YI et YII des Mémoires des Savants étrcuigers, je ne sache pas
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que Ton ait considéré le cas où l'on n'a que leur possibilité relative. Ce cas renferme un grand nombre de questions intéressantes, et la plupart des problèmes sur les jeux s'y rapportent; on peut donc croire que si les géomètres n'y ont pas fait une attention particulière, cela vient de ce qu'ils l'ont regardé comme susceptible des mêmes méthodes que celui où l'on connaît la possibilité absolue des événements; cependant la différence essentielle de ces possibilités ne peut' manquer d'influer sur les résultats du calcul, en sortéf que l'on s'exposerait souvent à des erreurs considérables en les employant de la même manière : c'est ce dontîl est aisé de se convaincre par l'exemple suivant.
Supposons que deux joueurs A et B, dont les adresses respectives sont inconnues, jouent à un jeu quelconque, et proposons-nous de déterminer la probabilité que A gagnera les n premières parties.
S'il ne s'agissait que d'une seule partie, il est clair que, A ou B devant nécessairement la .gagner, ces deux événements sont également probables, en sorte que la probabilité du premier est ^; d'où, en suivant la règle ordinaire de l'analyse des hasards, on conclut que W
probabilité de A pour gagner les n premières parties est-^- Cette conséquence serait exacte si la probabilité { était fondée sur une égalité absolue entre les possibilités des deux événements dont il s'agit; mais il n'y a d'égalité que relativement à l'ignorance où nous sommes sur les adresses de deux joueurs, et cette égalité n'empêche pas que l'un ne puisse être plus fort que l'autre. Supposons conséquemment que
représente la probabilité du joueur le plus fort pour gagner une
partie, et celle du plus faible; en nommant P la probabilité que
A gagnera les n premières parties, on aura
suivant que A sera le plus fort ou le plus faible : or, comme on n'a aucune raison de le supposer plutôt l'un que l'autre, il est visible que,
pour avoir la véritable valeur de P, on doit prendre la moitié de la somme des deux valeurs précédentes, ce qui donne
En développant cette expression, on a
Cette valeur de P étant plus grande que — > lorsque n est plus grand
que l'unité, on voit que l'inégalité qui peut exister entre les adresses des deux joueurs favorise celui qui parie i contre 2"— i que A gagnera les n premières parties, pourvu que l'on ignore de quel côté se trouve la plus grande adresse. Cette remarque, que j'ai déjà faite ailleurs, est, si je ne me trompe, très utile dans l'analyse des hasards, non seulement en ce qu'elle montre la nécessité d'avoir égard à l'inégalité inconnue des adresses des joueurs, mais encore en ce que Ton peut souvent déterminer si cette inégalité est favorable ou contraire à celui qui pafie d'après le Calcul ordinaire des probabilités.
Considérons encore deux joueurs A et B, chacun avec un nombre donné de jetons, et jouant ensemble de manière que, à chaque coup, celui qui perd donne un jeton à son adversaire; supposons que la partie ne doive finir que lorsqu'il ne restera plus de jetons à l'un des joueurs, et déterminons, dans ce cas, leurs probabilités respectives pour gagner cette partie.
Pour cela, nommons généralement/? l'adresse de A, i — /? celle de B et j« la probabilité de A pour gagner la partie, lorsqu'il a a? jetons; il peut arriver au coup suivant qu'il gagne un jeton à B, et dans ce cas sa probabilité se change en ^".,.^4 ; il peut arriver qu'il en donne un à B, ce qui réduit sa probabilité à y^^^ : or la probabilité du premier
(le ces deux événements est/?, et celle du second est i — /?; on aura donc Téquation aux différences finies
Pour l'intégrer, soit j'a?= Ca*, on aura
les deux racines de cette équation sont a = i et a = ^-—^i partant, si
C et C représentent deux constantes arbitraires, l'expression complète de y g sera
Pour déterminer ces deux constantes, on observera : i^ que, x étant nul, on 9iy^= o, et que, x étant égal au nombre total des jetons de A et de B, on a 7a? = I ; soient n ce nombre, m le nombre des jetons de A au commencement de la partie, et par conséquent n — m celui des jetons de B, on aura
d'où Ton tire
On aura la probabilité y^ de A pour gagner la partie, en changeant
dans cette expression x en m, ce qui donne
et, en changeant m en /i — m, /? en i — ^, et réciproquement, on aura la probabilité de B pour gagner la partie, et Ton trouvera i — ^m pour cette probabilité; c'est ce dont il est facile de s'assurer d'ailleurs en considérant que, A ou B devant nécessairement gagner la partie, la somme de leurs probabilités doit être égale à l'unité.
Maintenant, si Ton suppose les adresses des deux joueurs égales, et, par conséquent, /? = ^, l'expression précédente de y„^ devient J, ce qui ne fait rien connaître; mais, en diiférentiant le numérateur et le dénominateur de cette expression par rapport à/i, on trouve que dans ce
cas^;„= — > en sorte que les probabilités des deux joueurs A et B
sont en raison du nombre de leurs jetons : leurs mises respectives doivent donc être dans le même rapport. Examinons présentement le changement que doit occasionner dans leur sort une inégalité quelconque entre leurs adresses.
Soient la plus grande et -^^^— la plus petite ; on changera
successivement, dans l'expression de y„^^ p en - — - et ^^^; on aura
ainsi deux valeurs qui auront lieu suivant que A sera le plus fort ou le plus faible : la véritable expression de y„^ sera donc égale à la moitié de la somme de ces deux valeurs; d'où l'on tire
on peut mettre cette expression sous cette forme
Dans le cas de a = o, nous venons de voir que ym^= —l en sorte que, alors,
or, si Ton suppose m moindre que -> il est clair que, a augmentant, la
fraction ^ — -. — | — -- — 7 ^r- — diminue, ainsi que le facteur (i —a*)'";
on aura donc, dans la supposition de a plus grand que zéro,
h étant nécessairement positif. Partant,
d'où il suit que l'inégalité des adresses de A et de B est favorable à celui des deux joueurs qui a le plus petit nombre de jetons.
a restant le même, si m et n augmentent en conservant toujours le même rapport, il est clair que
[(l-f.«)^-îm_(,_Oe)n-lmj
(i-hoc)*— (1 — a)'
deviendra plus petit, et que l'on peut tellement faire croître n et /w, que cette quantité soit plus petite qu'aucune grandeur donnée; donc, si les deux joueurs conviennent de doubler, de tripler, etc. leurs jetons, leur sort, qui, dans le cas où les adresses sont égales, n'en sera point changé, deviendra très différent s'il y a une inégalité quelconque entre leurs adresses; la probabilité de celui qui a le plus petit nombre de jetons augmentera de plus en plus, jusqu'au point de différer infiniment peu de ^, et par conséquent de la probabilité de son adversaire.
En général, si, dans un problème quelconque relatif aux deux joueurs A et B, on représente par l'adresse du plus fort, et par
'^ ^ celle du plus faible, le sort P du joueur A supposé le plus fort
sera exprimé par une fonction de a, qui, réduite en série, aura la forme suivante :
En changeant a en — a, on aura, pour l'expression de P, dans le cas où le joueur A est le plus faible,
P = a — ai a -h ûTj a' — aj a' -+-... .
On aura donc la véritable valeur de P en prenant la moitié de la somme des deux séries précédentes, ce qui donne
Lorsque a est très petit, on peut s'en tenir aux deux premiers termes de cette série, et Ton a sensiblement
P=: a-f- ûfja*;
on connaîtra donc alors, par le signe de a^, si P est plus grand ou moindre que dans le cas où les adresses sont égales; il sera plus grand si a, est positif, et moindre s'il est négatif.
De ce qu'il ne reste dans la valeur de P que des puissances paires de a, il résulte que le cas de a = o indique toujours un maximum ou un minimum pour cette valeur; mais il est possible qu'elle soit susceptible de plusieurs maxima ou minima, et c'est ce qui aura lieu si la différentielle de P, prise par rapport à a et égalée à zéro, donne pour a une ou plusieurs valeurs positives, comprises entre les limites dans lesquelles a peut être renfermé ; dans ce cas, on cherchera si la supposition de a = o donne le plus grand de tous ces maxima, ou le
plus petit (le tous ces minima; si cela est» on pourra s'assurer que le sort P de A est ou n'est pas plus avantageux que lorsque les adresses sont égales; mais, si cela n'est pas, il sera impossible de prononcer sur cet objet, à moins que de connaître la loi de possibilité des adresses respectives.
Il est facile d'étendre les remarques précédentes à un nombre quelconque de joueurs; supposons, par exemple, i joueurs A, B, C, D, . . ., et que l'on propose de déterminer la probabilité P que les r joueurs A, B, C, . . . gagneront les n premières parties. Il est clair que, si leurs adresses étaient égales, la probabilité de chacun des joueurs pour gagner une partie ou, ce qui revient au même, leur adresse respective
serait \y en sorte que la probabilité cherchée P serait \^)\ mais, s'il
existe une inégalité quelconque entre les adresses des joueurs, en
nommant i— r-^ la plus grande, .^ la deuxième dans l'ordre de
i-ha*'
grandeur, — -. — la troisième, et ainsi de suite, oi) aura d'abord
puisque la somme de toutes ces adresses doit être égale à l'unité.
Si l'on nomme ensuite 5, s\ s", ... les différentes sommes que l'on peut former en ajoutant un nombre r des adresses précédentes, on aura autant de valeurs correspondantes de P, qui seront P = 5", P = /'», V = s^'"p ...; le nombre de ces valeurs est égal à celui des combinaisons de i quantités, prises r k r, et, par conséquent, égal à
o — ^; on aura donc la véritable valeur de P, en divisant
par ce nombre la somme des valeurs précédentes, ce qui donne
«(I — i)(/--a). ..(* — /• -hi)'
Il est aisé de voir que chaque adresse se trouve répétée dans la somme
s -I- 5' -h 5" 4- $'"'{- . . . autant de fois que l'on peut combiner /— i quantités r— I à r — i; d'où il suit que cette somme est indépendante de a, a', a", ... et égale à
Or on prouvera facilement que, dans ce cas, la somme
est la plus petite possible lorsque s = s' = s" = ..., ce qui suppose a = a'= a''=...= o; donc la valeur de P est la plus petite lorsque les adresses des joueurs sont égales, en sorte que l'inégalité de ces adresses favorise celui qui parie que les n premières parties seront
gagnées par les r joueurs A, B, C,
Il est visible que l'on peut faire des remarques analogues sur les jeux dans lesquels on fait usage de polyèdres, tels que le jeu des dés; car, avec quelque soin qu'on ait formé ces polyèdres, il s'y rencontre nécessairement entre leurs différentes faces des inégalités qui résultent de l'hétérogénéité de la matière qu'on emploie et des défauts inévitables dans leur construction. En général, ces remarques ont lieu pour tous les événements dont la possibilité est inconnue et peut varier dans certaines limites; et, si dans la suite nous considérons particulièrement les événements du jeu entre plusieurs joueurs dont les adresses sont inconnues, ce n'est que pour nous rendre plus clair, en fixant les idées sur un objet déterminé.
Il est infiniment peu probable que les adresses de deux joueurs A et B soient parfaitement égales; mais, en même temps que l'on ignore de quel côté se trouve la plus grande ou la plus petite adresse, on ignore également la quantité de leur différence; ainsi, tout ce que l'on peut conclure de la théorie précédente, c'est que le sort de tel ou tel
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joueur est plus favorable que suivant le Calcul ordinaire des probabilités, sans que Ton soit en état d'assigner de combien il est augmenté. Cependant, si Ton connaissait la limite et la loi de possibilité des valeurs de a, rien ne serait plus facile que de résoudre exactement ce problème; car, si l'on nomme q cette limite et que l'on représente par ^(a) la probabilité de a, on voit d'abord que, a devant nécessairement tomber entre o et 9, la fonction ^(a) doit être telle que l'on ait
l'intégrale étant prise depuis a = o jusqu'à a = çr. On multipliera donc par ûfa^(a) les probabilités déterminées par ce qui précède, et, en intégrant ces produits depuis a = o jusqu'à a = 9, on aura les probabilités cherchées; on trouvera de cette manière, pour la valeur de P dans l'article II,
Si, par exemple, "^{ol) est égal à une constante /, en sorte que toutes les valeurs de a soient'également possibles, l'équation JdoL'\>(a) = i
donnera /= -> et Ton aura
La quantité a est une fonction du rapport des adresses absolues des deux joueurs; au lieu donc de supposer la loi de sa possibilité immédiatement connue, il est beaucoup plus naturel de la déduire de celle qui représente la possibilité de l'adresse absolue d'un joueur quelconque. Pour cela, comparons les adresses de tous les joueurs à celle d'un joueur unique, que nous prendrons pour unité d'adresse; et, en représentant par l'abscisse x tous ces rapports, concevons, élevées sur chaque point de l'abscisse, des ordonnées j" proportionnelles au nombre supposé infini de tous les joueurs dont l'adresse est x : nous aurons ainsi une courbe renfermée entre les limites h et h\ h étant la plus petite adresse et A' la plus grande; et il est visible que le rapport
de l'ordonnée j" à la somme de toutes les ordonnées, ou» ce qui revient au même, à l'aire entière de la courbe, exprimera la probabilité que l'adresse d'un joueur quelconque est x. Cela posé, pour en conclure la loi de possibilité des valeurs de a, soit y = (p (a?), et nommons a l'intégrale jcteç (a?), prise depuis a? = A jusqu'à a? = Â'; soient, de plus, X l'adresse de celui des deux joueurs A et B qui est le plus faible, et ic 4- w celle du joueur le plus fort; on aura
ce qui donne
iH-a j? 4- a = X.
Or la probabilité que l'adresse de l'un des joueurs étant a?, celle de l'autre sera x-h u, est égale au doublé du produit des probabilités de a? et de a? + t/, et par conséquent égale à
. ao(a?)©( ^x)
on aura donc
pour la probabilité entière de a, l'intégrale étant prise depuis x = h jusqu'à X = "~ h\ Quant à la limite q de a, on observera que, h étant la plus petite adresse et h' La plus grande, on a
ni — q
d'où l'on tire
Lorsque la fonction <f(x) est inconnue, il est impossible de connaître exactement le sort des deux joueurs A et B, et l'on est réduit à choisir les fonctions les plus vraisemblables. Nous nous occuperons
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de cet objet dans la suite; mais auparavant nous allons exposer une méthode générale pour déterminer le sort respectif d'un nombre quelconque de joueurs, lorsqu'on ne connaît touchant leurs adresses que la loi de leur possibilité: cette matière présent^ quelques difficultés assez considérables d'analyse, dont la solution est renfermée dans celle du problème suivant.
Problème. — Soient n quantités variables et positives /, /, , /j, . . . , ^«-i » dont la somme soit s et dont la loi de possibilité soit connue; on propose de trouver la somme des produits de chaque valeur que peut recevoir une fonction donnée 4'(^» t^j t^^ .. .) de ces variables^ multipliée par la probabilité correspondante à cette valeur.
Solution. — Supposons, pour plus de généralité, que les fonctions qui expriment la possibilité des variables /, /|, z^, ... soient discontinues, et représentons par q la plus petite valeur de /; par <p(/) la possibilité de /, depuis t=^ q jusqu'à t = q\ par ç'(0 "+" ?(^) ^^ P^^' sibilité, depuis / = ^ jusqu'à / = q'*\ par ç"(0 "+" ?'(^) "+" T(0 cette possibilité, depuis t^=(f jusqu'à t = q'\ et ainsi de suite jusqu'à / = Qo. Désignons ensuite les mêmes quantités relatives aux variables t^, ^2» ^3» • • • psir les mêmes lettres, en écrivant au bas les nombres i, 2, 3, . . ., en sorte que ^i, y,, q^^ ... expriment les plus petites valeurs de /, , ^2, /,,..., que <p, (/, ) exprime la possibilité de /, , depuis /, = y, jusqu'à t^ = q\^ et ainsi du reste; dans cette manière de représenter les possibilités des variables, il est clair que la fonction ç(/) a lieu depuis t = q jusqu'à / = oo, que la fonction (p'(0 a lieu depuis t = q' jusqu'à ^ = Qo, ainsi de suite. Pour reconnaître les valeurs de /, t^, /a, ..., lorsque ces fonctions commencent à avoir lieu, nous multiplierons ç(^) par f'^ <p'(r) par /^; ?i(/|) par /^t, ... ; les exposants des puissances de / qui multiplient chaque fonction indiqueront alors ces valeurs; il suffira ensuite de supposer l=i dans le dernier résultat du calcul : c'est à ces artifices très simples que nous devons la facilité avec laquelle nous allons résoudre le problème proposé.
La probabilité de la fonction ^(t, /,, /j, ...) est évidemment égale au produit des probabilités de ^, /,, ^2, ..., en sorte que, si Ton substitue pour / sa valeur s — i^ — t^ — ... que donne l'équation
le produit de la fonction proposée par sa probabilité sera
On aura donc la somme de tous ces produits : i^ en multipliant la quantité précédente par dt^ et en l'intégrant pour toutes les valeurs dont ^, est susceptible; 2^ en multipliant cette intégrale par r/z^ et en l'intégrant pour toutes les valeurs dont/.j est susceptible, et ainsi de suite jusqu'à la dernière variable /^-i ; ï^ais ces intégrations successives exigent quelques attentions particulières.
Considérons un terme quelconque de la quantité (A), tel que
En le multipliant par dt^ , il faut l'intégrer pour toutes les valeurs possibles de /, ; or il est clair que la fonction (f^'^(s — - /, — /^ — . . .) n'a lieu que lorsque / ou 5 — /| — /a — . . . est égal ou plus grand que g^'^'; la plus grande valeur que /, puisse recevoir est donc 5— ^^'^ — /^ — ^3 — • • • • De plus, 9^f'(^) n'ayant lieu que lorsque ^, est égal ou plus grand que y'f , cette quantité est la plus petite valeur que /< puisse recevoir; il faut donc prendre l'intégrale dont il s'agit depuis /, = ^*f^ jusqu'à /, = 5 — 5^^'^ — /a — /, — ... ou, ce qui revient au même, depuis /, ^ q^p= o jusqu'à /, - ^f> = 5 -^ f^^ q^p-^ t^^ .. . .
On trouvera de la même manière que, en multipliant cette nouvelle intégrale par rf/j, il faudra l'intégrer depuis t^ — q'p= o jusqu'à
En continuant d'opérer ainsi, on arrivera à une fonction de
s^g(i)^qf-.qf> —
dans laquelle il ne restera aucune des variables /, /,, /,, — Cette fonction doit être rejetée si ^ — y^'^ — ^'f' — ... est négatif; car il est visible que, dans ce cas, le système de fonctions ç^'XO» ?r(^)» îSrX^a)» ... ne peut être employé; en effet, les plus petites valeurs de /,, /a, ... étant, par la nature de ces fonctions, égales à ç^^^ q^^\ ..., la plus grande valeur que / puisse recevoir estf — y^f — ^!j"* — ...;
partant, la plus grande valeur de / — q^^ est s—q^^ — y^f * — ^'f ' —
Or la fonction ç^'X/) ne peut être employée que lorsque t ^ q^^ est positif.
Au lieu de rejeter la fonction dont il s'agit, il est égal de supposer alors dans tous les termes de cette fonction s — ^^'^--^,'*— ••• constamment égal à zéro; car, en ne considérant, par exemple, que les trois variables /, /«, z^, la dernière intégrale relative à dt^ devant être prise depuis /, — ^if * = o jusqu'à
il est visible que cette intégrale sera nulle toutes les fois que Ton supposera
Il résulte de ce que nous venons de dire une méthode très simple pour résoudre le problème proposé.
Que l'on substitue : i** au lieu de /, ^ h-m dans ?(/)» ^'H- " dans ?'(^)» ^"-^^ dans ç''(^), ...; 2** au lieu de /«, q^ + u^ dans Çi(^)» q\+u^ dans Ç|(/|), ...; 3® au lieu de /j, ^j-f- w^ dans Çj(^a), ...» et ainsi de suite, les quantités
qui représentent les probabilités de i^, /«, ..., se changeront ; la pre-
miëre, dans une fonction de </; la seconde» dans une fonction de
w,, Nous désignerons ces fonctions par n(M), II, (W|), ll2(u^), —
Que Ton change ensuite, dans 4'(^ ^o '2» •••)» ^ ^^ A-f-w, /, en >t, -h M« , . . . , on aura une fonction de m, i/| , Wa, . . . , que nous représenterons par r(i/, 1/49.1/2» . . .)î ^^'^ posé, on prendra l'intégrale
rt/Uir(5— wj— a,— . . ., Mi> ^19 . . .)n(5 — Wi— Wf— . . .)ni(i/|)n,(M,). . .
depuis u^ = o jusqu'à w, = 5 — //^ — m, — . . . .
On multipliera cette première intégrale par du2f et on l'intégrera depuis 112 = o jusqu'à w^ = f — w, — . . . ; on multipliera cette seconde intégrale par rfi/,, et on l'intégrera depuis m, = o jusqu'à i/, =f — w^ — . . . . En continuant ainsi» on arrivera à une fonction de s seule» que nous désignerons par 1(^)» et cette fonction sera la somme demandée de toutes les valeurs de ^(t, /|, ^3» • . .)» multipliées par leurs probabilités respectives; mais» pour cela» il faut avoir soin de changer» dans un
terme quelconque multiplié par r '^* '^* "^'"» k en ^^'\ k^ en y^f ^ k^ en q[p, ... ; de diminuer s de l'exposant de / et» par conséquent» d'écrire, au lieu de ^ , 5 — çr<'^ — q^(^ — q^p — ... ; de faire cette dernière quantité égale à zéro toutes les fois qu'elle sera négative; enfin» de supposer 1=1.
Si r(i/, w,, Mo» • ••)» n(M), ni(M|)» n,(tt2), ... sont des fonctions rationnelles et entières des variables u^ K|» m,» ..:» d'exponentielles, de sinus et de cosinus, toutes ces intégrations successives seront possibles, parce qu'il est dans la nature de ces quantités de ne reproduire par les intégrations que des quantités du même genre; dans les autres cas, ces intégrations pourront n'être pas possibles» mais la méthode précédente réduit alors le problème aux quadratures des courbes.
Le cas de fonctions rationnelles et entières offre quelques simplifications qu'il n'est pas inutile d'exposer. Pour cela, soit ufuflu^... un produit quelconque des variables m, ii,, i/,, ...; si, après y avoir
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substitué pour u sa valeur s — w, — Wa — . . . , on le multiplie par du^ , il est facile de s'assurer que l'intégrale
fdu^ {s — Wj — Ui — ... )' u\ mÇ . . .
prise.depuis //, = o jusqu'à w, = 5 — i/^ — ... est
en multipliant cette intégrale par du^ et en l'intégrant depuis u^=o jusqu'à 1/2 = 5 — 1/3 — . . . , on aura pareillement
et ainsi de suite; donc, si l'on suppose
El ( «1 ) = Ai -h Bj «1 H- Cl «î H- . . . ,
n,(//,)=:A,H-B,l/,H-C,ttî-h. . .,
et que l'on désigne par Hm'm'j'w^ ^"^ terme quelconque de
la partie correspondante de 7(5) sera
1.2.3. . .{.1.2.3. . .r. 1 .2.3. . .1''. . .Hs*"*"'"^*'-*^''"^--* x[A +(« + 1)8 * + (*+i)(i +a)C 5»4-...] (B) ^ x[A,-+-(»'H-i)B,i-+-(j'+i)(t'-ha)C,5'-i-...]
pourvu que, dans le développement de celte quantité, au lieu d'une puissance quelconque c de s, on écrive =
On aura ensuite la partie correspondante de la somme entière des valeurs de ^{t^ t^^i^^,, .), multipliées par leurs probabilités respectives.
en changeant un terme quelconque, tel que EXl^^^ en HX(* — [/.y, et en substituant dans H, au lieu de k^ la partie de Texposant (x qui est relative à ^; au lieu de k^, la partie relative à /« et ainsi du reste.
Si, dans la formule (B), on suppose H = i et o = i = i' = i" = . . . , on aura la somme des valeurs de Tunité, multipliées par leurs probabilités respectives : or il est visible que cette somme, n^étant autre chose que la somme de toutes les .combinaisons dans lesquelles l'équation
a lieu, multipliées par leurs probabilités, exprime conséquemment la possibilité de cette équation elle-même. Si, dans les hypothèses précédentes, on suppose de plus que la loi de. possibilité est la même pour les r premières variables f , /< , . . . , /^, , et que pour les /i — r dernières elle soit encore la même, mais autre que pour les premières, on aura
A — — A| — — • • • — — A|*— ify
B ^^^^ B| =... = Bfi— 1,
Ar — A|^^| — ... — An—i, Dr = Bi.4-1 = ...=!: B,|_i,
et la formule (B) se changera dans celle-ci
( 5*-*X (A -hB 5H-2C5* H-...)»-'' (C)
I X (Ar4-Br5 4-2Cr5*-h...)'*;
cette formule servira à déterminer la probabilité que la ^omme des erreurs d'un nombre quelconque d'observations dont la loi de facilité est connue sera comprise dans des limites données, ce qui peut être utile dans plusieurs circonstances, et particulièrement lorsqu'il s'agit de prévoir le résultat d'un nombre quelconque d'observations. Comme ce problème est d'ailleurs le plus simple auquel on puisse appliquer la méthode précédente, il est très propre à l'éclaircir, et, dans cette vue, nous allons considérer les exemples suivants.
Œupre» dt L. — IX. 5l
Supposons /ï — I observations dont les erreurs puissent s'étendre depuis — h jusqu'à -4- g" et que, en nommant z Terreur de la première, sa facilité soit exprimée par a -f- A^ -H cz^\ supposons ensuite que cette facilité soit la même pour les erreurs 5,, z^y ..., z^^^ des autres observations, et cherchons h probabilité que la somme des erreurs de ces observations sera comprise entre les limites/^ et/> h- e.
Si Ton fait
il est clair que /, ^» /^t . • . seront positifs et pourront s'étendre depuis zéro jusqu'à h-^- g\ de plus, on aura
^ H--5i4-^i4-. . .4- Zn-\'= ^ 4- ^|-t- ^i-h. . .4-^1,-1— (/l — l)A.
Donc, la plus grande valeur de la somme 5 4- 5, 4- ... 4- 5«_| étant, par la supposition, égale à /? 4- e, et la plus petite étant égale à p, la plus grande valeur de / 4- /, 4- . . . 4- /«-, sera {n — \)h 4- ^ 4- e, et la plus petite sera {n — \)h 4-/>; en faisant ainsi
(/l — l)A4-/>4-e = 5 et ^4-fi4-...4- r„-., = 5 — ^«»i,
/^_, sera toujours positif et pourra s'étendre depuis zéro jusqu'à e. Cela posé, si Ton applique à ce cas les formules des deux articles précédents, on aura
d'ailleurs, la loi de facilité de l'erreur z étant a 4- bz 4-C5', on en conclura la loi de facilité de /, en changeant 2 en / — A; soit
on aura
a' 4- b't-^ct^
px)ur cette facilité : ce sera donc la fonction ^{t)\ mais, comme, depuis t = h -h ^jusqu'à / = X), la facilité des valeurs de / est nulle par l'hy-
pothëse, on aura ce qui donne donc, si l*on fait
la quantité que nous avons nommée li(u) dans l'article Vil sera ici et l'on aura
ni(i/t), n,(ii,), ..., n,_,(i/,»_,),
en changeant, dans cette quantité, u successivement en K|, k^» ....
Quant à la variable t^-n on observera que la possibilité de l'équation
étant, quel que soit [/., égale au produit des possibilités de ;s, ^i, . . . , ^/i-2» la possibilité de l'équation
sera égale au produit des possibilités de /, /|, ..., z^.,; mais cette même possibilité est évidemment égale au produit des possibilités de ^. ^, ...» ^ii-i. La loi de possibilité de /^-i est donc constante et égale a l'unité, et, comme cette variable ne doit s'étendre que depuis /„_, = o jusqu'à /«_! = e, on aura
Çn-l = 0> Ç'a-i = ^f 9n-l ( ^-1 ) = I » 9«-i ( ^«-1 ) -+- (p«-i ( ^„-i ) = O,
partant
d'où il est aisé de conclure
n.-iCii^-t)^!'-/';
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la formule (C) de l'article précédent se changera conséquemment dans celle-ci
Soit
(a' 4- b's H- ac5»)»-» = a(») 4- 6^»)* -h c««)5«-4- . . . ,
(a'4- 6'5 4- ac5«)»-«(a''H- ô''* 4- 2C5«)«= at«)-h 6<«)5-h C«»5«4-. . .,
et cette dernière formule prendra la forme suivante
— (/i — i)/A^^ (aW*«-«4-6^*Ji«4-c(«>*»^*4-...) 4- (/l — l)/*+^-"(a(«)5*-*4-6f*>**4-C<«>5»+*4-...)
_4- : Ll ilïh+tf (eïW5*-*4-. ..)
on en conclura la probabilité cherchée en y changeant un terme quelconque tel que 'kl^si^ en -^^ — r^* ^® ?^* donne, pour cette probabilité, l'expression suivante
ad) [^-t — (5 — e)»-> ] 4- — [5»— (5 — e)»]
cd) 4- -~^ r [«*^* — (5 — e)*+* ] 4- . . .
— (/i — i) I aW [(5 — A — ^)»-t - (5 — A — ^ - e)«-« ]
en observant de rejeter les termes multipliés par (s — ^y, dans les-
quels [/. est plus grand que s. On peut, au moyen de cette formule, résoudre un problème que je me suis proposé ailleurs, sur les inclinaisons des orbites des comètes; en supposant toutes les inclinaisons à Técliptique également possibles, il s'agissait de déterminer la probabilité que l'inclinaison moyenne des orbites de n — i comètes sera comprise dans les limites 0 et 0' ou, ce qui revient au même, que la somme de leurs inclinaisons sera comprise dans les limites (n — i)0 et (n — i)0'. En nommant /, /«, /,, . . . , t^^ ces inclinaisons, comme elles peuvent s'étendre depuis zéro jusqu'à 90^, on aura
/z=o et ^ = 90® ou ->
u exprimant le rapport de la demi-circonférence au rayon ; de plus, leur possibilité dans cet intervalle étant constante, la fonction a' 4- b't -h ct^ se réduit à la constante a", d'où il est aisé de conclure
D'ailleurs, la valeur de / étant nécessairement comprise dans les limites o et-> f^'^^ = '» l'intégrale étant prise pour toute l'étendue
de ces limites, d'où l'on tire 0^== -1 la formule précédente donnera ainsi pour la probabilité demandée
OÙ l'on doit observer que* = (/i — i)0'ete = (/i — i)(0'— 0).
Zf ^if ^39 ••• représentant toujours les erreurs de /i — i observations, supposons que-la loi de facilité, tant de l'erreur positive z que
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f\f. Orrenr négatÎTe — s, soil A — ^, et qoe A et — A soient les limites de celte erreur; ^opposonà, de pioâ, qoe cette loi soit la même poor les ^rreum ^t* ^t* • — * ^«^ des aatres obsenratioDs, et que Tod cherdie la probabilité qoe la âomme des enreors sera comprise dans les limites^ et/>4-e.
Si Ton fait s = / — A, s, = /, — A, . . . , il est clair que /, /,, ... seront toojonrs positifs et pourront s*étendre depuis zéro jusqu'à 2A; la loi de facilité de /, depuis / = o jusqu^à / = A, sera exprimée par i; cette même loi, depuis / = A jusqu'à / = 2 A, sera 2A — i; elle sera nulle depuis / = 2A jusqu'à / = oc. On aura ainsi dans ce cas
d'où Ton tire
. 9'(0 = îi^ — af, f^\t)=t —a A.
La fonction que nous avons désignée par n(i£) dans l'article VU sera donc u(\ — t^y^ et Ton aura les fonctions
, n,(tt,), .... n„_,(i/„_,)»
en y changeant u successivement en Ui» i/,, . . . , Ki,., • Présentement, on a
donc la somme des erreurs js, 5, , ... devant, par l'hypothèse, être renfermée dans les limites/? et/? + ?, la somme des valeurs de 1, /« » /s» . . . sera comprise dans les limites {n — \)h -hp -\-e et (n — i)A -h/?, en sorte que» si l'on fait
ii^, pourra s'étendre depuis zéro jusqu'à e» et Ton prouvera» comoie
dans l'exemple précédent, que sa facilité doit être supposée constante et égale à l'unité dans cet intervalle, et qu'elle doit être supposée nulle depuis ^n-i = ^ jusqu'à /««, = oo; d'où l'on conclura, comme dans ce même exemple,
La formule (C) de l'article VIII deviendra ainsi
et l'on aura la probabilité cherchée en changeant dans le développement de cette quantité un terme quelconque tel que \l^s*"'^ en
— T~/ V ^® fl^* donne pour l'expression de cette probabilité
1.2. 3. ..(2/1-2] j _^ (^ILlZ^lSllZr.^ [(5 ». 3/i)in-«_ (, - 2 A - e)»—»]
en ayant soin de rejeter les termes multipliés par (s — (/.)*'*-* lorsque 5 — (1. est négatif.
Je dois observer ici que M. de la Grange a déjà résolu le problème où l'on se propose de trouver la probabilité que la somme des erreurs de plusieurs observations sera comprise dans des limites données, lorsque la loi de facilité de ces erreurs est exprimée par une fonction rationnelle et entière de ces erreurs, d'exponentielles, de sinus et de cosinus (voir le Tome V des Mémoires de Turin, p. 221); sa méthode est très ingénieuse et digne de son illustre auteur; mais la précédente a, si je ne me trompe, l'avantage d'être plus directe et plus générale, en ce qu'elle réduit la solution du problème aux quadratures des courbes, quelle que soit la loi de facilité des erreurs des observations.
Voyons maintenant Tusage que l*on peut faire de la théorie précédente dans la solution des problème^ relatifs à un nombre /i — i de joueurs dont on ne connaît que la possibilité des adresses. Soient
^» ^9 • •• 9 ^n-% l^s adresses absolues des joueurs; Af A|9 ^s» • • • l^s plus petites valeurs de /, /« , ... ; ^'» A'if ^i» • • . leurs plus grandes valeurs;
si Ton fait et
la variable /«., pourra s^étendre depuis zéro jusqu'à
A'— Ah- A', — A, H-...;
la loi de sa possibilité doit être supposée constante et égale à Funité dans cet intervalle, et nulle au delà jusqu'à /^., = c»; de plus» il est clair que les adresses respectives des joueurs seront
/ . tt t
S — ffl-i s — ^n-X S — tn-\
On cherchera donc, par les méthodes connues de l'analyse des hasards, la solution du problème proposé, en partant de ces adresses respectives, et Ton arrivera à un résultat qui sera une fonction de
En y substituant, au lieu de ^ , sa valeur, cette fonction sera celle que nous avons désignée par ^(/, /«, /a, . . .) dans le problème de l'article VU; il ne s'agira plus ensuite que de chercher par la méthode de ce problème la somme de toutes les valeurs dont cette fonction est susceptible, multipliées par leurs probabilités, et cette somme sera le résultat demandé : il ne reste plus, comme on voit, dans ce genre de
problèmes, que les difficultés inévitables de Tanalysc, difficultés qui deviennent beaucoup moindres si Ton suppose que la loi de possibi* lité des adresses est la même pour tous les joueurs.
Cette loi ne peut être connue que par une longue suite d'observations, et le plus souvent les circonstances ne permettent pas de les faire; on ne peut suppléer a cette ignorance que par le choix des fonctions les plus vraisemblables; l'analyse des hasards, qui n'est en ellemême que l'art d'apprécier les vraisemblances, doit donc nous guider dans ce choix : examinons ce qu'elle peut nous fournir de lumière sur cet objet.
Nous observerons d'abord que, s'il est difficile de connaître par l'observation la loi de facilité des adresses des joueurs, il est beaucoup plus aisé d'en connaître les limites; cai^ supposons que l'on ait observé la plus grande inégalité de ces adresses, et que l'on ait trouvé que le rapport de l'adresse du joueur le plus fort au joueur le plus faible est m, en nommant h la plus petite adresse des joueurs et h' la plus
grande, on aura
or, si l'on nomme i l'adresse moyenne et x l'excès de h! sur cette adresse, on aura
d'où l'on tire
partant
hz=i et A'=
Maintenant, la loi de possibilité des adresses étant nulle au delà des
QFsUvreide L. — IX, 52
limites h et h\ il est très vraisemblable qu'elle va en croissant depuis ces limites jusqu'au milieu de Tintervalle qui les sépare et qu'elle est la même de chaque côté de ce milieu. Voilà donc une condition à laquelle on doit assujettir la fonction dont on fera choix; mais cette fonction reste encore très indéterminée, et, comme, parmi celles qui peuvent satisfaire à la condition précédente, on n'a aucune raison d'en préférer une, il faut prendre une fonction moyenne entre toutes ces fonctions : la question est ainsi réduite à déterminer cette fonction moyenne.
Pour cela, soient 2a l'intervalle compris entre les deux limites et a? la distance du milieu de cet intervalle à un point quelconque pris de l'un ou de l'autre côté de ce milieu ; si l'on élève à ce point une ordonnée^, qui représente la probabilité de a?, on aura une courbe renfermée entre les deux limites, et, la valeur de x devant nécessairement tomber dans cet intervalle, la surface de cette courbe sera égale à l'unité, en sorte que, depuis le milieu jusqu'à Tfine des limites, cette surface sera {\ on peut donc concevoir cette quantité ^ partagée dans un nombre infini de parties égales distribuées au-dessus des différents points de l'intervalle a; par la condition du problème, cette répartition doit être telle qu'il y ait d'autant moins de ces parties au-dessus de chaque point qu'il s'éloigne davantage du milieu; toutes les combinaisons dans lesquelles cela existe sont également admissibles, et l'on aura l'ordonnée moyenne qui en résulte pour l'abscisse j?, en prenant la somme de toutes les ordonnées y relatives à chaque combinaison et en la divisant par le nombre de ces combinaisons.
Supposons d'abord le nombre des points de l'intervalle a fini et égal à n, et nommons s le nombre infini de parties qu'il faut distribuer au-dessus de ces points, en observant la condition précédente; soient, de plus, z l'ordonnée relative au n'*™* point; 5 -*- a, l'ordonnée relative au {n — i)i«»n« point; 5 -+- 5, h- 5^ l'ordonnée relative au {n— 2)""'® point, et ainsi de suite, en sorte que l'ordonnée relative au premier point ou au point du milieu de l'intervalle 2a soit jî -4- s, -f- . . . -h 5fl«, : il est visible que 5, 5,, 5,, . . . , j5^«, seront né-
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ccssairemcnt positifs et que l'on aura
Soit
Téquation précédente deviendra
les variables /, /,, ^2» • • • pourront s'étendre depuis zéro jusqu'à s, et l'ordonnée relative au r'*"* point sera
Il faut conséquemment déterminer la somme de toutes les variations que peut recevoir cette quantité et la diviser par le nombre de ces variations : or il est visible que ce problème rentre dans celui de l'article VII; que la quantité que nous y avons nommée 4'('»^«»^2» •••) est ici
que les quantités q et q' sont ici o et s, et que la loi de facilité des variations de t doit être supposée égale à une constante b et la même que pour /«, t.^, On aura donc, dans le cas présent,
1,. K K* Km—r U Ut iifg^m
n(w) = ni(tf») = n,(ao=...=6(i-/');
mais, comme il faut distinguer les limites o et^, qui appartiennent aux variables /, /, , . . . , t„^rf afin d'assigner à i, k^, . . . , k^^^ les valeurs qui leur conviennent, nous représenterons par c\ s\ &\ s\ d" , s"^, ... ces limites. Cela posé, la formule (B) de l'article VIII donnera pour l(s)
k Al k^
i .2.3, , An — i)
Il faut ensuite, dans le développement de cette quantité, substituer pour k la partie de l'exposant de / qui dépend de c et de s'\ pour ^i , la partie de cet exposant qui dépend de c" et de s" ^ etc.; diminuer s de l'exposant entier de /, et rejeter ce terme toutes les fois que cet exposant, ainsi diminué, sera négatif; enfin supposer
La quantité précédente se réduira ainsi à cette formule très simple
h'^a^ /il I I \
en divisant cette quantité par le nombre de toutes les combinaisons, qiH ne peut être une fonction de /î, on aura, pour l'ordonnée moyenne correspondante au r*^'°* point,
N(i + _L_+... + iV- \n n — I r /
N étant fonction de n.
Supposons maintenant que les nombres /i et r deviennent infinis, que le r*^"* point réponde à l'abscisse x et le /î*^™*^ point à l'abscisse a, on aura, comme l'on sait,
II I , , . n . a
- H h. . .-h - ~ log/i — logrz^ log- — log~:
donc l'ordonnée moyenne j qui répond à l'abscisse a? estNlog—; on
déterminera N, en observant que l'on doit avoir y Neirlog- = -» l'intégrale étant prise depuis x = o jusqu'à a: = a, ce qui donne
partant
I , a y— — log-
Il faut observer que cette équation doit être supposée la même, x étant positif ou négatif, ce qui revient à supposer ici les logarithmes des
quantités positives égaux aux logarithmes des quantités négatives, c'est-à-dire log(i. = Iog(— (/.).
Telle est Téquation dont il faut faire usage lorsqu'on n'a, relativement à la possibilité des valeurs de a?, d'autres données, si ce n'est qu'elle est d'autant moindre que ces valeurs sont plus grandes : or c'est ce qui a lieu dans un grand nombre de circonstances. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse du véritable instant d'un phénomène observé par plusieurs observateurs; chacun d'eux peut aisément fixer la plus grande erreur dont son observation est susceptible, soit en plusy soit en moinsy en prenant pour cette limite la moitié du plus grand intervalle qu'il peut supposer entre deux observations semblables, sans les rejeter comme mauvaises; cet intervalle est ce que nous avons nommé ia\ il dépend de l'adresse de l'observateur, de la bonté de ses instruments et de la précision dont l'observation dont il s'agit est susceptible, et il doit être supposé le même pour tous les observateurs, si l'on n'a aucune raison de préférer, sous ce point de vue, une observation à une autre. Maintenant, il est naturel de penser que les mêmes erreurs, en plus et en moins, sont également probables et que leur facilité est d'autant moindre qu'elles sont plus grandes; si l'on n'a aucune autre donnée, relativement à leur facilité, on retombe évidemment dans le cas du problème précédent : il faut donc supposer alors la possibilité, tant de l'erreur positive a?, que de l'erreur négative — a?, égale à — log -; et c'est cette loi de possibilité dont il faut
partir, dans la recherche du milieu que l'on doit choisir entre les résultats de plusieurs observations.
Lorsqu'il s'agit des adresses des joueurs, on a (art. XII) ia = A'— h ; l'adresse / d'un joueur quelconque est égale à i =h a? : la possibilité de tf depuis / = A jus(fu'à / = h\ sera donc représentée par
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pourvu que l'on fasse les logarithmes des quantités négatives ^aux aux logarithmes des quantités positives. En appliquant à ce cas les formules de l'article VII, on aura
9'(0-^?(0-=o ou <^\i)=z j—j^^log—-—^;
on doit supposer d'ailleurs cette loi de possibilité la même pour les adresses de tous les joueurs : on aura ainsi toutes les données nécessaires à la solution des problèmes que Ton peut se proposer relativement à un nombre quelconque de joueurs; et, en appliquant à ces données l'analyse de l'article VU, on parviendra au seul résultat qui convienne à l'état d'ignorance où nous nous supposons relativement à la facilité des adresses des joueurs.
La théorie précédente suppose que l'on n'a aucune raison d'attribuer à Tun des joueurs plus d'adresse qu'aux autres, ce qui est vrai lorsque le jeu commence; mais, à mesure que les parties se succèdent et que les événements du jeu se multiplient, on acquiert de nouvelles lumières sur leurs forces respectives, en sorte qu'elles seraient exactement connues si le nombre des parties était infini, comme nous le démontrerons dans la suite : les adresses des joueurs et, plus généralement, les différentes causes des événements sont ainsi liées à leur existence par des lois qu'il est très important de bien connaître, et, sous ce point de vue, on ne peut douter que les jévénements passés n'influent sur la probabilité des événements futurs. Examinons cette influence et la manière dont on doit en tenir compte.
Pour cela, nommons E l'événement déjà passé; e l'événement futur dont on propose de calculer la probabilité P; E -f- e un événement composé de l'événement E arrivant le premier et de l'événement e
arrivant ensuite. Si l'on détermine par la théorie précédente et sans avoir égard aux événements passés la probabilité de l'événement E et celle de l'événement E h- e; que l'on nomme V la première de ces probabilités et (^ la seconde, il est clair que cette dernière probabilité (^ sera égale à la probabilité de l'événement E, multipliée par la probabilité cherchée P, que, E ayant déjà eu lieu, l'événement e lui succédera; on aura ainsi PV= ^, ce qui donne
La méthode précédente s'applique donc également au cas où l'on a égard aux événements passés, et il n'en résulte qu'un calcul plus composé.
Lorsque la possibilité des événements est connue a priori et par la nature même des causes qui les produisent, comme la possibilité d'amener une face donnée d'un dé dont la matière est homogène et dont les faces sont parfaitement égales, la probabilité v de l'événement E H- e se détermine en calculant séparément les probabilités de E et de e, et en les multipliant l'une par l'autre, en sorte que la valeur de P est égale à la probabilité de e, II suit de là que les événements passés n'ont alors aucune influence sur la probabilité des événements futurs; on peut s'en assurer d'ailleurs, en observant que, quels que soient les événements déjà arrivés, leur possibilité absolue reste toujours la même, ce qui rend la considération du passé entièrement inutile lorsque cette possibilité est exactement connue; mais il n'en* est pas ainsi quand elle ne l'est pas; car il est visible que les événements passés doivent rendre plus ou moins probables les différentes valeurs qu'on peut lui supposer, suivant qu'elles leur sont plus ou moins favorables. Cette remarque nous conduit naturellement à déterminer la probabilité des causes prise des événements.
Supposons qu'un événement donné ne puisse ôtre produit que par les n causes A, A', ..., A^""'^; soient x la probabilité qui en résulte
pour IVxistence de A: jc' celle de FexisteDce de A'; sf celle de l'existence de A"^, etc. Si Ton nooiine a^d ^cC^ ... les probabilités que les causes A, A\ A'', . . ., étant supposées exister, produiront Tévénement dont il s*agity il est clair que la probabilité d'un second événement semblable au premier sera égale au produit de a par la probabilité x de la cause A, plus au produit de à par la probabilité sf de la cause A% plus etc.; d'où il suit que Ton aura
ajt — a'x' — a' j' — . . .
pour cette probabilité; on trouvera, de la même manière,
pour la probabilité de deux événements consécutifs semblables au premier;
pour la probabilité de trois événements consécutifs semblables, et ainsi de suite. On aura, par l'article précédent, ces mêmes probabilités, en chercbant a priori les probabilités de deux, de trois, de quatre, etc. événements consécutifs, et en les divisant par la prob*abilité du premier; or la probabilité d'un premier événement est a ou a\ ou o^, etc. suivant que la cause A ou la cause A', ou etc. existe; ce qui donne
pour cette probabilité. Pareillement, les probabilités de deux, de trois, etc. événements semblables sont
n it
donc les probabilités qu'un premier événement ayant déjà eu lieu, il sera suivi d'un ou de deux, etc. événements semblables, sont
En égalant ces probabilités aux précédentes, on aura
ax -f- û'j?' -H a* x' -+-. . .zz:
on formera /i — i équations semblables, et, en les combinant avec Téquation
qui résulte de la supposition que Tévénement ne peut être produit que par les n causes A, A\ A% . .., on aura en tout n équations du premier degré, qui serviront à déterminer or, xf ^ af\ . . .; or il est visible que Ton y satisfera en faisant
X'zn
a-ha'-f-a'H-. . .
a 4- a'-f- a'-Jf . . .
d*où il suit que, pour avoir la probabilité de Texistence d'une cause quelconque A^'^ résultante d'un événement donné, il faut déterminer la probabilité a^^ que cette cause ayant lieu produira cet événement, et diviser cette probabilité par la somme des probabilités semblables a, a\ a", . . . relatives à toutes les causes qui peuvent le produire.
Pour appliquer cette théorie et pour faire sentir par un exemple fort simple l'influence des événements passés sur la probabilité de ceux qui suivent, considérons deux joueurs A et B dont les adresses soient inconnues; il est infiniment peu vraisemblable qu'elles seront
parfaitement égales. Soient donc la plus grande et la plus
petite ; si Ton cherche la probabilité P que A gagnera les deux pre-
QRnvres de L, — IX. ^3
iniërcs parties, on aura, par rarticle II,
en sorte qu'il y a de l'avantage à parier i contre 3 que cela aura lieu; mais, si Ton cherche la probabilité que B ayant déjà gagné la première partie, A gagnera les deux suivantes, il est visible que la valeur précédente de P est trop considérable, puisqu'il y a une raison de croire que l'adresse de B est la plus grande. En effet, si l'on considère chaque adresse comme une cause particulière de l'événement, la probabilité
que l'adresse de B est sera, par l'article précédent, -égale k la
probabilité que B ayant cette adresse gagnera la première partie « divisée par la somme des probabilités qu'il la gagnera en ayant successivement les adresses et "~ ; d'où l'on tire pour cette
probabilîié.
Pour déterminer, dans ce cas, la valeur de P, on observera que l'événement que nous avons nommé E dans l'article XIV est ici le gain de la première partie par B, et que l'événement e est le gain des deux parties suivantes par A; la probabilité V de l'événement E est
donc ^.ou "" > suivant que la plus grande ou la plus petite
adresse appartient à B, ce qui donne, en prenant la moitié de la somme de ces deux valeurs, V = ^; pareillement, la probabilité s^
de l'événement E-i-e est égale à l^(^i:ti^y ou à \±l(l:=^\, partant
donc
il y a donc du désavantage à parier i contre 3 que A gagnera les deux parties suivantes, en sorte que l'inégalité des adresses qui, dans le premier cas, favorise celui qui parie conformément au Calcul ordinaire des probabilités, lui est défavorable dans celui-ci.
On trouvera de la même manière que, B ayant déjà gagné la première partie, la probabilité P que A gagnera les n suivantes est
Si a esl peu considérable, on a à très peu près
or, toutes les fois que n surpassera 3, cette quantité sera plus grande
que la probabilité -^ que donne la supposition des adresses égales;
d'où il résulte que, dans ce cas, quoiqu'il soit probable que A est Iç joueur le plus faible, cependant la probabilité qu'il gagnera les n parties suivantes est plus grande que si Ton supposait A et B do forces égales.
Lorsqu'on n'a aucune donnée a priori sur la possibilité d'un événement, il faut supposer toutes les possibilités, depuis zéro jusqu'à l'unité, également probables; ainsi, l'observation pouvant seule nous instruire sur le rapport des naissances des garçons et des filles, on doit, à ne considérer la chose qu'en elle-même et abstraction faite des événements, supposer la loi de possibilité des naissances d'un garçon ou d'une fille constante depuis zéro jusqu'à l'unité, et partir de cette hypothèse dans les différents problèmes que l'on peut se proposer sur cet objet.
Supposons, par exemple, que l'on ait observé que, sur/i-f-y enfants, il est ïïkp garçons et q filles, et que l'on cherche la probabilité P que, sur m + /i enfants qui doivent naître, il y aura m garçons et n filles; si l'on nomme x la probabilité qu'un enfant qui doit naitre sera un garçon, et i — a? celle qu'il sera fille, en désignant
g) i.a.3.../7.i.a.3...çr
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par X, on aura
pour la probabilité que, sur p -hq enfants, il y aura p garçons et q filles; cet événement est celui que nous avons nommé E dans Tarticle XIV. Pareillement, si Ton désigne par y le produit
pour la probabilité que, sur p -hq enfants qui naîtront d'abord, il y aura p garçons et q filles, et que, sur m-^ n enfants qui naîtront ensuite, il y aura m garçons et n filles; cet événement est celui que nous avons nommé E-he dans l'article cité. Maintenant, x étant susceptible de toutes les valeurs depuis x = o jusqu'à a? = i, et toutes ces valeurs étant a priori également probables, il faut, pour avoir la véritable probabilité de E, multiplier 'kxP(i — xy par adx, a étant constant, et prendre l'intégrale \ fax^^i — xydx (depuis 07 = 0 jusqu'à a? = i); la valeur de a se déterminera en observant que, ^r devant nécessairement tomber entre o et i, on a
l'intégrale étant prise depuis x = o jusqu'à a? = i , ce qui donne a = i . On aura semblablement
pour la probabilité entière de l'événement E -*- e; donc la probabilité cherchée P, que, sur m-hn enfants qui doivent naître, il y aura m garçons et n filles, sera, par l'article XIV,
y fxP'^'^{i — x)^-^* dx J xP{i — x)''dx
les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis
X = o jusqu'à x = i. Cette condition donne
/XP(l — X)^ dx •=. '- — '- — ' ' ■ y
/>■*-'« ( I - x)^-*-» dx = i.2.3...(y-i-/i) ^
-' (/9 4-/n4-i)(/?-|-m-h2)...(/>H-^H-/nH-/iH-i)
ce qui change l'expression de P dans celle-ci Or on a, comme Ton sait,
l0g(l.3.3. . .1/) =:Alog27r-i- (ll-4-|)l0gM — Cl -
laii 36oc/' *
ce qui donne à très peu près, lorsque u est considérable,
l .2,3, , ,U=:^2Tiu "e"**,
- étant le rapport de la demi-circonférence au rayon et e le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité; donc, si Ton suppose p et q de très grands nombres, on aura
/ v/ X / V 1.2.3. . .(flr-H n) (g -^ nf " '
(/?-+-^-+-i)...(/?-h^H-/n-hn) = ^^ ^ j e
En substituant ces valeurs dans l'expression de P, et en observant que l'on a à très peu près .
p -hq -h ni-h n -hï p -^ q -^ m -h n
elle deviendra
/; ^q ^[p -hq -hm-^ n) *
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Si a et ^ sont de très petits nombres par rapport zp et à 9, on a
\o%(p -H fi)'^'= (p -H S) I log/? -j- logn -H ^ j J
donc
partant, si m et /» sont très petits relativement zp et q^ on a
d'où l'on tire
Cette valeur de P est la même qae celle à laquelle on parviendrait en supposant les possibilités des naissances des garçons et des filles dans le rapport depkq; d'où il est naturel de conclure que ces possibilités sont à très peu près dans le même rapport, et qu'ainsi la vraie
possibilité de la naissance d'un garçon est très approchante de — — ; ce n'est pas que, absolument parlant, elle ne puisse avoir une valeur bien différente, mais l'expression — — et celles qui en sont très voisines sont incomparablement plus probables que les autres, et Ton peut énoncer ainsi la conclusion précédente :
Si l'on désigne par 0 une quantité fort petite et par P la probabilité que la possibilité de la jiaissanc.e d'un garçon est comprise dans les
limites — 6 et — h 6, la valeur de P différera d'autant moins
de la certitude ou de l'unité quep et q seront de plus grands nombres,
et l'on peut tellement faire croître /? et y que la différence de P à Tunité soit moindre qu'aucune grandeur donnée, quelque petit que 0 soit d'ailleurs.
On voit par là comment les événements, en se multipliant, nous indiquent d'une manière de plus en plus probable leur possibilité respective; mais, comme le théorème précédent n'est vrai que dans l'infini et que la valeur de P diffère toujours un peu de l'unité lorsque p et q sont des nombres finis, il est intéressant de connaître cette différence, et pour cela nous allons donner l'expression de P par une suite très convergente que nous verrons se réduire à l'unité, lorsque p etq sont infinis, et qui nous fournira, de cette manière, une démonstration directe et rigoureuse du théorème dont il s'agit.
Soient a? la possibilité de la naissance d'un garçon et i — a? celle de la naissance d'une fille; la probabilité que, sur/? + q enfants, il y aura p garçons et q filles, sera, comme on l'a vu dans l'article précédent, égale à TiX^Çi — xy; or, si l'on regarde x comme une cause particulière de
rxP{i — xY dx
cet événement, =^-; sera, par l'article XV, la probabilité de
j xP {i -— x)*i dx
cette cause, pourvu que l'intégrale du dénominateur soit prise depuis j? = o jusqu'à a: = i; donc la probabilité P, que x sera contenu dans
jxP{i — xy dx
des limites données, sera —; > pourvu que l'intégrale du
j xP{} — xydx
numérateuVne soit prise que dans l'étendue de ces limites; la question est ainsi réduite à déterminer, dans ce dernier cas, la valeur de /a?^(i — xydx^ lorsque p etq sont de très grands nombres. Soit y = a?^(i — a:)^, on aura
y dx "=. ^ -: — dy.
et si l'on fait /? = -, y = ^, a étant une fraction extrêmement petite, puisque /9 et q sont très considérables, on aura
ydx-rziaizdy^
k^ MÉMOIRE SUR LES PROBABILITÉS.
5 éfant égal à ^37— —r—; de là on tirera, quel que soit 5,.
/•vx r . r. i dz .d(zdz) ^dïzdCzdz)^ i
(X) fydx = C + ccyzy-cc^ + cc*-^-a* ^ ^^+...|.
C étant une constante arbitraire qui dépend de la valeur de Jydx^ à Torigine de l'intégrale. Cette suite, qui est d'un grand usage dans ces recherches, se démontre facilement en observant : 1° Que
Jydx z= Jaz dy = ctyz — ajydz;
2*" Que l'équation
ydx=Lazdy donne yzzzoLZ-^^ et qu'ainsi
/, pzdz, zdz r d(zdz)
3« Qae
r d(zdz) _ r djzdz) . d(zdz) r d[zd(zdz)]
J^ dx " / " dx "^— ^^" dx^ "^J y dx^
ot ainsi de suite.
La série précédente cesse d'être convergente lorsque le dénomina* teur de z est très petit de l'ordre de a, et c'est ce qui a lieu lorsque x
ne diffère de que d'une quantité de cet ordre; il faut donc n'em-
ployer cette série que dans le cas où cette différence est très grande par rapport à a. Mais cela ne suffît pas encore : chaque différentiation augmentant d'une unité les puissances des dénominateurs de z et de ses différentielles, il est visible que le terme de la série multiplié par a' a pour dénominateur celui de js, élevé à la puissance 21 — i; donc, pour la convergence de cette suite, il est nécessaire que a soit beaucoup moindre, non seulement que le dénominateur de s, mais encore que le carré de ce dénominateur.
Il suit de là que la suite (X) donnera, par une approximation rapide.
l'intégrale fydœ prise depuis a; == o jusqu'à x = —^ 6, pourvu
que a soit beaucoup plus petit que 0^; et si Ton observe que l'on a 7 = o et s = o lorsque a? ~ o, on trouvera, pour la valeur de fydx, dans ce cas,
Cette suite a Tavantage de donner les limites entre lesquelles la valeur de fydx est resserrée; en effet, cette valeur est moindre que le premier terme et plus grande que la somme des deux premiers termes*. Pour le démontrer, nous donnerons à z cette forme
(l-h|X)« l-t-jX (l-Hfx)«[l — (H-fX)x]
et nous aurons
, dx UL dx
dz = h '^
fx (n-p)[i — ('-^-i
On voit ainsi que z et dz augmentent à mesure que a? augmente depuis x = o jusqu'à X = — ^ — ; les quantités z, — et ^ ^ sont donc toujours positives dans cet intervalle, ainsi que les intégrales fy^^ et y -^ — -y or on a, par ce qui précède,
j y dx =1 ayz — a / y dz»
Partant fydx est moindre que 0Lyz\ pareillement
y, dz n d(zdz)
et, par conséquent, fydz est moindre que (iyz^\ donc fydx est
moindre que cnyz et plus grand que oLyzri — « t^)- Cette remarque
peut servir lorsque, sans chercher la valeur exacte de fydx, on veut s'assurer si elle est plus grande ou plus petite qu'une quantité donnée.
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La suite (X) donnera encore l'intégrale fydx^ depuis x =r: — ! h 6
jusqu'à a? — I , et si l'on considère que, x étant i , on a j = o et 5 = o, on verra facilement que la valeur defydx^ dans ce dernier cas, est la valeur même de j ydx dans le premier cas, prise en moins, et dans laquelle on change 6 en —0; donc, si l'on nomme k l'intégrale entière fydXf prise depuis ^ ^ o jusqu'à a? = i, on aura, aux quantités près
de l'ordre a', pour cette même intégrale, prise depuis x = — 6
jusqu'à a: = h6, ou, ce qui revient au même, depuis jr^ —^ 6
jusqu'à X = — ^ h 6,
-h[n-(i4-fx)0]p^>(^i-i±i^ey
ce qui donne
auL''-*^^ \ I t£L — ^ — ^ZL J
Il ne s'agit plus maintenant que d'avoir la valeur de ^; or on a, par l'article précédent,
H fx) 0]P^> (i - -^ ôj
sur quoi Ton doit observer que la quantité
[i-(n.fx)ô]p(i-f-i^^)
est à sDn maximum lorsque 6 = 0; d'où il suit que la plus grande valeur du facteur
-4- [i -4- (i -h fx) 0]/»-^-» i\ — l^tJf ôV"^*
est très près de 2, et qu'il est beaucoup moindre pour peu que 0 soit plus grand que zéro.
Dans la question présente, ce facteur est toujours extrêmement petit; pour le faire voir, nous mettrons la quantité
sous cette forme
et nous observerons que, 6 étant fort petit, on a, par des suites conver-
gentes,
iog[i--(n-H)9]=-(i-t-fii)0-^(i + f*)'e'-i(i-H,*)»ô» -...,
d'où, en substituant au lieu de/>, -> et au lieu de q, ^> on tire
log[,-(, + ^)9]/.^, + i±if9J
_____ (l-f-fJL)' B^ _ (fx~i)(i-f-p)* ^ _
partant
|t a s (US a
0^ étant, comme nous l'avons supposé, beaucoup plus grand que a, et e, logarithme hyperbolique de l'unité, étant plus grand que 2, il est clair que le second membre de cette équation est très petit et décroit très rapidement lorsque a diminue; d'où il suit que la quantité
[l-.(,4-fx)0]'-»(l4--î^0y
est elle-même très petite, ce qui est également vrai de la quantité
[1 ^ (, 4. ^)0]p^i ^, _ lijf Qy"\
dans laquelle se change la précédente en faisant 6 négatif.
On voit ainsi que, 6 restant le même, quelque petit qu'il soit d'ailleurs, la différence de P à l'unité devient d'autant moindre que a
diminue, non seulement parce que le facteur a^qui multiplie cette différence diminue, mais encore parce que le facteur
est très petit et diminue avec une grande rapidité; et il est visible que Ton peut tellement augmenter p et y, et, par conséquent, diminuer a, que cette différence de P à Tunité soit moindre qu'aucune .grandeur donnée, ce qui est le théorème dont nous avons parlé au commencement de cet article.
Un des principaux avantages de la théorie précédente est de fournir une solution directe et générale d*un problème intéressant, dont Tobjet est le plus ou moins de facilité des naissances des garçons et des filles dans les différents climats. On a observé qu'à Paris et à Londres il nait constamment chaque année plus de garçons que «de filles, et, quoique la différence soit peu considérable, il serait assez extraordinaire que cela fût l'effet du hasard, et il est bien plus naturel de penser que, en France et en Angleterre, la nature favorise plus la naissance des garçons que celle des filles. A la vérité, les naissances observées pendant quatre ou cinq ans dans quelques petites villes de France semblent y indiquer une moindre facilité pour la naissance des garçons que pour celle des filles; mais il est très possible que, sur un petit nombre de naissances, tel que quatre ou cinq cents, il y ait plus de filles que de garçons, quoique la facilité de la naissance de ceux-ci soit plus grande; il faut employer à cette recherche délicate de beaucoup plus grands nombres, vu surtout le peu de différence qui existe entre les facilités des naissances des garçons et des filles, et ce n'est que lorsqu'on sera bien assuré que le nombre observé des naissances dans un lieu quelconque indique, avec une très grande probabilité, que les naissances des garçons y sont moins possibles que celles des filles, qu'il sera permis de rechercher la cause de ce phénomène. La méthode de l'article précédent donne un moyen fort simple pour obtenir cette probabilité lorsqu'on a un nombre suffisant de naissances; nous allons l'appliquer à celles qui ont été observées à Paris, et déterminer combien il est probable que les naissances des garçons dans cette grande ville sont plus possibles que celles des filles.
Pour cela, nous ferons usage des naissances qui ont eu lieu depuis '745 jusqu'en 1770, et dont on peut voir la liste dans nos Mémoires pour Taniiée 1771» page 857. En rassemblant toutes ces naissances, on trouve que, dans Tespace de ces vingt-six années, il est né à Paris 25 1 527 garçons et 241 945 filles, ce qui donne à très peu près j— pour le rapport des naissances des garçons à celles des filles. Gela posé, la
probabilité que la possibilité de la naissance d'un garçon est égale ou
fydx moindre que { est, par l'article précédent, égale à ^—r — > l'intégrale
f ydx étant prise depuis x --=^0 jusqu'à a; = ^; d'ailleurs cette intégrale, prise depuis x ^o jusqu'à x -= 0 et divisée par ^, est,
par le même article, égale à
ÇH-I
En supposant donc — ^ = 1 et, par conséquent, 0 = ^ . ^ >
on a, pour l'expression de la probabilité que x est égal ou moindre que tJ,
1 — fx \ 2 ) \ afx /
Dans le cas présent.
IX =z ^==0,9619047,
ce qui donne à peu près 0* = 34* en sorte que la série
[48,x'+3fx(i-fx)'+(t-fx)>]
1 — OC ; r- -3 -1- OC" . . .
12^(l-+-fX)(l — fX)^
est très convergente, et l'on trouve, par le calcul, que le second terme est environ ^; on peut ainsi s'en tenir au premier terme : or on a, en logarithmes des Tables,
log - .^tT ~ ^ » 4660089,
le nombre 2 indiquant une caractéristique négative; on a ensuite, en portant la précision jusqu'à douze décimales,
log/> = 5,4oo5846io947,
logçr=: 5, 38871 665 1469,
log(/> -h g) ^ 5,698262515480,
log2 = 0,801029995664,
d'où l'on tire
log(^^y= 74893,8886139, • log 2/^-7^1 — , 4855o , 4760808 ;
2afx
*^K 2 j (-Tjr j i-u = 4^1,0615089.
En repassant des logarithmes aux nombres, on aura, pour la probabilité que X est égal ou moindre que ^, une fraction dont le numérateur est peu différent de l'unité et égal à i,i52t, et dont le dénominateur est la septième puissance d'un million; cette fraction est même un peu trop grande, et, comme elle est d'une petitesse excessive, on peut regarder comme aussi certain qu'aucune autre vérité morale, que la différence observée à Paris entre les naissances des garçons et celles des filles est due à une plus grande possibilité dans la naissance des
garçons. On voit, au reste, que la petitesse de la fraction précédente vient principalement du facteur
[-r-) [-Tir) '
ce qui confirme ce que nous avons dit dans l'article précédent sur la convergence de la valeur de P vers l'unité.
On a observé que, dans riniervalle des quatre-vingt-quinze années écoulées depuis i664 jusqu'en 1757, il est né, à Londres, 787 629 garçons et 698958 filles, ce qui donne environ ff pour le rapport des naissances des garçons à celles des filles; ce rapport étant plus grand que celui de io5 k loi qui a lieu k Paris, et le nombre des naissances observées à Londres étant plus considérable, on trouverait pour cette ville une plus grande probabilité que les naissances des garçons sont plus possibles que celles des filles; mais, lorsque les probabilités diffèrent aussi peu de l'unité, elles peuvent être censées égales et se confondre avec la certitude.
La constancç avec laquelle les naissances des garçons à Paris l'ont emporté chaque année sur celles des filles, depuis 1745 jusqu'en 1770, est encore un de ces phénomènes que l'on ne peut attribuer au hasard. Déterminons sa probabilité en partant des données précédentes; pour cela, soit 2a le nombre moyen des naissances des garçons et des filles dans l'espace d'une année; supposons, de plus, que sur ce nombre il y ait m garçons et, par conséquent, 2a ^ m filles : la formule (0) de l'article XVII donnera, pour la probabilité P de cet événement,
i-çr4-2a-hi) i.2.3.../?.i.2.3...çr
on aura donc la probabilité que les naissances des garçons ne l'emporteront point sur celles des filles, en prenant la somme de toutes les
valeurs de P, depuis m = o jusqu'à m = a. Soit
i.a.3...(aa — /n).i.a.3...m '^'"*
et cherchons l'intégrale finie Sjm» depuis m = o jusqu'à m=za^ la caractéristique £ servant à désigner les intégrales finies; on a visiblement
_(m-4-i)(y-f-aa — m)
donc
OU
'"L (aa — m)(/?-+-m-i-i)J (aa — m) (/?-+- m -h») ^'"
___ (m4-i)(y4-aa-^/n)
la caractéristique A étant celle des différences finies. Supposons généralement
nous aurons» en intégrant,
or, si l'on substitue pour j;„ sa valeur jSmAXm» ^^ ^
^{ym A^«-l) = 2(^« A5;„_l A/;„)
Pareillement,
= ym^m-t A(5«.t A«;,»_,) — 1 \ymà[z^.i à{s^^i A5,„-s)] j,
et ainsi de suite ; on aura donc (y) ^ym=C-hy^z^-i]
G étant une constante arbitraire. Cette suite est, dans les difi'érences finies, ce qu'est la suite (X) de l'article XYIII, dans les différences
ORupres de Z. — IX. 55
infiniment petites : pour déterminer dans quel cas elle est convergente, nous observerons que, si la dimension de «m-,, en p, y, a et m, est r, celle de ^m-2 sera r — i, celle de A(5;„.2 A5,„_,) sera nr — 2, et ainsi du reste; or la convergence de la série exige que ces dimensions aillent en diminuant, ce qui suppose que r est moindre que Tunité. Dans la question présente, oii
'*'""■*"" 2ap -]- q — m{p -^ q)*
les dimensions du numérateur et du dénominateur sont égales à 2, et par conséquent r=o; la suite sera donc convergente, pourvu que le
dénominateur ne soit pas extrêmement petit, c'est-à-dire que — ^^-
difffere sensiblement de - : or c'est ce qui a lieu, lorsque m est égal ou moindre que a, p étant supposé plus grand que q.
On peut mettre la quantité ^w -^ aa-n — m) ^^^^ ^^^^^ forme
en faisant
* 2ap
-f-çr-
IJé
2ap
^~ {p + qY
{^ap + q)[q(p + q) A- laq + p'\ ^
{P + lY
on aura ainsi
*""*"" [2ap -h q — ni(p -h q)][2ap H- p -h 2q — m(p -{- q)]
Or, F et G étant positifs, il est clair que As;^., est toujours positif tant
que ^*~' est moindre que -; on voit de plus que, dans ce cas,
z^^^Az^^^ va toujours en augmentant, en sorte que A(5,„_,A5;,.-.a) est encore une quantité positive ; donc £ j^» étant égal à
est moindre que ^-i-ym^m-i* H étant une arbitraire. Pareillement, 2(rmA5;^0 étant égal à
est moindre que H'4-7TO^m-i^5/n-2» H' étant une nouvelle arbitraire ; donc l'intégrale Hy^ est moindre que C -h jm^m-i d pl^s grande que
Si l'on détermine, au moyen de la formule (y), l'intégrale Zym depuis m = o jusqu'à m = a, la constante C sera nulle; si l'on suppose ensuite qu'il naît 20000 enfants chaque année, ce qui donne a = 10 000, on trouvera, en employant pour p etq les valeurs de l'article précédent relatives à Paris,
aPa-i =26,23, 5a_i= 26,09.
àza^t = o,i3;
Parlant,
on aura ainsi
et
En faisant donc
2j'^=:26,22ya,
celte valeur de Zy^ ne surpassera que de ^^ environ la véritable valeur; il suitdelàque, si l'on nomme P la probabilité que sur 20000 enfants il y aura autant de garçons que de filles, la probabilité que le nombre des garçons ne l'emportera pas sur celui des filles sera un peu plus petite que 26,22 p.
On déterminera la valeur de P par la formule (u) do l'article XVII ; pour cela, on y supposera m = n = a^ et on la mettra sous cette forme
On observera ensuite que
d'où Ton tire, par l'article XVII,
on a d'ailleurs
a étant peu considérable par rapport h p etp différant peu de 9, ces suites sont très convergentes, et l'on peut s'en tenir aux deux premiers termes; en ajoutant donc ces logarithmes, on aura
log r, + ^(p-9) y^ r, _ aip-ç) 1^-
= aUp-gy\ î i p'ç-^g'P'^a(p'^ç')l
L/?7(/?-+-çr-|-2a) a p*^«(/>-f-^4-aa)« J
On peut supposer à très peu près a{p^'\- q^) = 2.apq^ ce qui réduit le second membre de l'équation précédente à — ^ ^""^ — r; ce logarithme est hyperbolique, et, pour le convertir en logarithme des Tables, il faut, comme l'on sait, le multiplier par 0,4342944^. En appliquant des nombres à ces formules, on trouvera que le logarithme tabulaire de
est o,o638o4i; on a ensuite, en portant la précision jusqu'à dix décimales,
iogl> = 5,4oo5846io9,
log9'= 5,3837i665i5,
log(/? -f- ^) = 5,69326251 56,
ce qui donne
lOg . Ma =2,3622260;
(p±iY
de plus,
log v/ôtÎ = 2,2486750,
on aura donc
d'où l'on tire
, ( P -+- Ç)\/{ P'ha)(ç-ha) - « log^-^^ ^ "^ ^ ^-^^^-T — ' = 1,991379*:
y/pqip-^q -^ 2a)"
logP = 4,i688342,
La probabilité que, dans une année, les naissances des garçons ne seront pas en plus grand nombre à Paris que celles des filles, est donc
moindre que -?-; or, en la supposant égale à cette fraction, on aura, à '
très peu près, le nombre d'années dans lesquelles on peut parier un contre un que cela n'arrivera pas, en multipliant son dénominateur 259 par le logarithme hyperbolique de 3, c'est-à-dire par 0,6931472, ce qui donne pour produit 179 : on peut donc parier avec avantage un contre un que cela n'arrivera pas dans l'intervalle de cent soixantedix-neuf années.
Relative ment à Londres,
et
ce qui donne
et
en sorte que, si l'on suppose la probabilité que les naissances des garçons ne l'emporteront pas sur celles des filles égale à i8,3P, cette prohabilité ne surpassera que d'un quinzième environ la véritable. On
trouve ensuite
log[
liP
]p-ha = 0,
log ^-^ — _ ^'^ ^-^^^ = 1 ,9970020.
On a de plus» en portant la précision jusqu'à dix décimales,
log/?
log^
log(/?4-ç^)
d'où l'on tire
log
la^a
la
on aura donc
partant
logP = 6,6435674,
i8,3 P = o,oooo8o54i = — 7—5 •
La probabilité que les naissances des garçons, à Londres, ne l'emporteront pas sur celles des filles, dans une année déterminée, est donc
un peu moindre que , ^> en sorte que Ton peut parier avec avantage
1 contre i que cela n'arrivera pas dans l'intervalle de huit mille six cent cinq années; ce phénomène est, comme l'on voit, beaucoup moins probable à Londres qu'à Paris, ce qui vient de ce que, dans la première de ces villes, le rapport des naissances des garçons à celles des filles est plus considérable.
La théorie précédente suppose que l'on connaît le nombre de fois que chaque événement simple est arrivé; mais, quoique cette supposition s'étende à un grand nombre de problèmes intéressants, cepen-
dant elle n*est encore qu*un cas particulier de cette partie de l'analyse des hasards» qui consiste à remonter des événements aux causes. Nous allons exposer» dans les articles suivants» uq^ méthode générale pour déterminer les possibilités des événements simples, quel que soit l'événement composé dont on a observé l'existence.
Considérons d'abord deux joueurs A et B» jouant aux mêmes conditions que dans l'article III» c'est-à-dire que» A ayant m jetons au commencement de chaque partie» B en ait /i — m; qu'à chaque coup celui qui perd donne un jeton à son adversaire» et que la partie ne doive finir que lorsque l'un d'eux aura gagné tous les jetons de l'autre. Supposons ensuite qu'ils aient joué de cette manière un très grand nombre de parties» dont p aient été gagnées par A et ç par B» et que l'on veuille déterminer leurs adresses respectives» ou, ce qui revient au même» leurs probabilités de gagner un seul coup. Il est clair que le nombre des coups gagnés ou perdus par chaque joueur est inconnu» puisque chaque partie peut être composée d'un nombre plus grand ou moindre de coups : on ignore donc ici le nombre de fois que chaque événement simple est arrivé; mais il est facile d'étendre à ce cas et à tous les autres semblables la théorie des articles précédents» en observant que, si/7 et ç sont de très grands nombres, les probabilités des deux joueurs A et B pour gagner une partie seront à très peu près dans le rapport de ces nombres : or» ces probabilités étant connues» on aura facilement leurs adresses respectives ou leurs probabilités de gagner un seul coup; car» en nommant X la probabilité du joueur A pour gagner une partie» et x son adresse» on a» par l'article III»
La seule racine utile de cette équation est celle qui est positive et
moindre que Tunité; or il est aisé de voir a /?nbri qu'il ne peut y en
^avoir qu'une qui satisfasse à ces conditions» puisque l'adresse x ne
peut augmenter ou diminuer sans que la probabilité X augmente ou
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diminue; la valeur de x que Ton tirera de cette équation jouira donc du même degré de probabilité que X; or» si Ton suppose p etq très considérables» il sg:a extrêmement probable, par l'article XYIIl» que
X diffère très peu de ^ ; donc, si Ton nomme a la racine positive et
moindre que l'unité de l'équation
il sera très probable que l'adresse x est très approchante de a, en sorte que, si p etq étaient infinis, il serait infiniment probable que la différence de â? et de a est moindre qu'aucune grandeur donnée. Cette valeur de 0? a d'ailleurs l'avantage de nous faire connaître le rapport des coups gagnés aux coups perdus par le joueur A; car, si l'on nommer le nombre des premiers et s celui des seconds, l'adresse x doit être très
peu différente de > en sorte que l'on a, à très peu près,
d'où l'on tire
Supposons encore que A et B ont joué p parties avec la condition précédente, et q parties dans lesquelles A avait m' jetons etB n'— mf au commencement de chaque partie. Supposons ensuite que, sur ces p-hq parties, A en ait gagné r; cela posé, pour déterminer les adresses de ces joueurs, nous nommerons j? celle de A, et u le nombre inconnu de parties qu'il a gagnées sur les /? premières : l'équation (a) donnera dans ce cas
Le nombre des parties que ce joueur a gagnées sur les q dernières est r — u ; on aura donc encoror en vertu de l'équation (a),
o = {q — r -f- u)a:*'4- (r — u) (i — a:)*'— ç j?*-'*'(* — ar)*"'.
En éliminant u de ces deux équations, on aura une équation en x
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dont la racine- positive et moindre que l'unité est celle qu'il faut choisir; or on prouvera, comme ci-dessus, qu'il ne peut y en avoir
qu'une de cette nature. Si l'on nomme a cette racine, sera à très
peu près le rapport du nombre des coups gagnés au nombre des coups perdus par le joueur A. On aura ensuite
et ce sera le rapport du nombre des premières parties gagnées par le joueur A au nombre total p de ces parties.
Voici maintenant une méthode directe et générale pour déterminer les possibilités des événements simples, quel que soit l'événement observé.
Si Ton désigne par a? et i — a? les possibilités des deux événements simples, et que Ton cherche, par les règles ordinaires de l'analyse des hasards, la probabilité de l'événement composé dont il s'agit, on aura pour son expression une fonction de or, multipliée par un coefficient constant quelconque; si l'on nomme y cette fonction et a la valeur de Xj positive et moindre que l'unité qui la rend un maximum, non seulement cette valeur sera la plus probable, mais aile sera encore très approchante de la véritable possibilité x : par exemple, si l'événement observé est la naissance de p garçons et de q filles sur p-^ q enfants, en nommant x la possibilité de la naissance d'un garçon et, par conséqu'ent, i^ x celle de la naissance d'une fille, on aura
I.2.O. • • P • I .S.O. • tCj
pour la probabilité de cet événement; dans ce cas y = xp{i — o?)^, et
son maximum a lieu lorsque x= ^ ; cette valeur de a? est donc,
à très peu près, la véritable possibilité de la naissance d'un garçon, lorsque p^iq sont de très grands nombres.
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Supposons encore que Ton tire trois boules d'une .urne qui renferofie une infinité de boules blanches et noires dans une proportion inconnue» et que Â et B jouent à cette condition que A gagnera la partie si sur ces trois boules il y a plus de blanches que de noires, et qu'il la perdra s'il y a plus de noires que de blanches. Supposons ensuite que, sur/? -h q parties, A en ait gagné p et perdu y; cela posé, si l'on nomme x la probabilité d'amener une boule blanche, on aura x^Çi — ix) pour l'expression de la probabilité que A gagnera une partie, et (i — a7)*(n- 20?) pour la probabilité qu'il la perdra; la probabilité de l'événement observé sera donc
\»A»%J»»t p •! tScd» * » fl
dans ce cas,
et son maximum donne
o=/>(i — xy (i -♦- 20?) — ^j:*(3 — ^x);
d'où il suit que, si l'on nomme a la racine positive et moindre que l'unité de cette équation, le rapport des boules blanches aux boules
noires de l'urne sera à très peu près égal à -—- -•
Le maximunA de j^ n'indique d'une manière approchée la véritable valeur de x qu'autant que les valeurs de y voisines de ce maximum sont incomparablement plus grandes que les autres; car il est visible que l'intégrale fydx, prise dans un très petit intervalle de part et d'autre de ce maximum, est alors très approchante de cette même intégrale prise depuis a? = o jusqu'à a? = i : or le rapport de la première de ces intégrales à la seconde exprime la probabilité que la valeur de x est comprise dans cet intervalle. Les valeurs de y voisines du maximum surpasseront considérablement les autres, lorsque y
aura des facteurs élevés a de grandes puissances de l'ordre -> a étant
un coefficient très petit et d'autant moindre que Tévénement observé
est plus composé; si Ton prend, dans ce cas, le rapport de dy à ydx^ on sera conduit à une équation de cette forme
y dx az
z étant une fonction de x, qui ne renferme plus de puissances de
Tordre -• Ainsi, toutes les fois que Ton parviendra à une équation
semblable, les valeurs de x décroîtront avec une grande rapidité en s*éloignant du maximum, et la valeur de x correspondante à ce maximum sera très approchante de la véritable.
On voit par là que les événements composés ne sont pas tous propres à faire connaître les possibilités des événements simples : par exemple, A et B jouant aux mêmes conditions que dans l'article III, si A gagne
la partie, en nommant x son adresse, on aura y-^ — ^ pour la
probabilité de cet événement. Or, si l'on suppose m et n de très grands nombres, l'événement observé sera composé d'un grand nombre de coups; mais, comme les valeurs de y correspondantes à x plus grand que 5 sont très peu différentes de l'unité, cet événement ne peut faire connaître d'une manière approchée la valeur de x : tout ce que l'on en peut conclure, c'est qu'il est extrêmement probable que A est plus fort que B, parce que les valeurs dey correspondantes à x plus petit que ^ sont incomparablement moindres.que les autres.
La connaissance des valeurs approchées des possibilités des événements simples qui résultent d'un événement composé serait très imparfaite si l'on n'était pas en état d'apprécier combien il est probable que, en prenant pour ces valeurs celles qui répondent au maximum de j, on ne se trompera pas, soit en plus, soit en moins, d'une quantité donnée; pour cela, il est nécessaire, comme on l'a vu dans l'article XYIII, de déterminer le rapport de l'intégrale Tv ^, prise dans
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un petit intervalle de part et d'autre de ce maximum» à cette même intégrale prise depuis x = o jusqu'à x = i, et c'est ce que nous avons fait, dans l'article cité, pour le cas où j = x''{i — o:)^, P ^^ Ç étant de très grands nombres. Nous allons présentement généraliser ces recherches et les étendre à toutes les valeurs de y qui conduisent a une équation de cette forme
z étant une fonction de x qui ne renferme point de puissances de l'ordre -• Reprenons l'équation (X) de l'article XVIII,
n^ rv^^-r-^«v^i, ^^^ , .^(zdz) d[zd{zdz)] (.
si l'on nomme
a la valeur de x correspondante au maximum dey; Y et Z les valeurs de a? et de 5 correspondantes à ^ = a — 6 ; Y' et — Z' les valeurs de ces mêmes quantités correspondantes à a? = a -+- 0;
si l'on observe d'ailleurs que» les deux événements simples étant supposés avoir eu lieu, on aj^ = o lorsque a? = o et lorsque a? = i, Tinlégrale /jcfcr prise depuis x = o jusqu'à a; = a — ô sera
cette même intégrale, prise depuis a? = a -h 6 jusqu'à a? = i, sera
En nommant donc i l'intégrale fydx^ prise depuis x = o jusqu'à a? = I, on aura cette même intégrale, prise depuis a? = a — 6 jusqu'à a? = a 4-0, en retranchant de k les deux intégrales précédentes; en divisant ensuite ce reste par k, on aura la probabilité que x sera com-
pris dans cet intervalle. Cette probabilité sera» par conséquent, égale à
YZ
1 e/Z dadl) d[Zd(ZdL)]
oTT/i dU ^djlJdU) ^d\J]d{TdL)'\
la question se réduit ainsi à déterminer h. Nous y sommes parvenu dans l'article XVIII où, y = x^{\ — a?)^, au moyen du beau théorème de M. Stirling sur la valeur du produit I.2.3...Z/, lorsque u esjt un très grand nombre; mais ce procédé est indirect, et il est naturel de penser qu'il existe une méthode pour déterminer directement h, quel que soit j^, et dont ce théorème est un corollaire : celle que je vais exposer m'a paru remplir cet objet de la manière la plus générale.
Puisque la valeur dey conduit, par la supposition, à une équation de cette forme j^cfcr = tLzdy^ on a
dx
en sorte que logj' est très grand et de l'ordre de -; d'ailleurs, a étani
la valeur de x correspondante au maximum dey, si l'on fait a? = a ^- G, et que l'on nomme A la plus grande valeur de y ou sa valeur lorsque 0 = o, on aura, en réduisant en série,
alog/ = alogA- Ô«(/-H/'Ô 4-/'ô«4-. . .),
le terme multiplié par 0 disparaissant, parce que l'équation â? = a ou 0 == o rend y un maximum. On aura ainsi
et
fydx = kfe''^'^^'''^-'de,
e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité. Soit
OU, ce qui revient au même,
logA — logy =z t'y on aura par la méthode du retour des suites
partant
de = J dl(h -^^ 2h('^ olU -h ^h^^^ (xl*-h , . .),
ce qui donne
fydx=zJAfe-'''dt{h-h2h('^Je-h3h(^)<xt^-h...) = k.
L'intégrale j ydx doit être prise depuis x = o jusqu'à a? = i; or, ^ étant nul, on a 7 = o et logj = — oo : donc /* = 00. Lorsque a: = a, on a 6 = o, partant / = o; d'ailleurs, lorsque 6 change de signe, / en change pareillement, en sorte que les valeurs de /, correspondantes à celles de x, depuis ^ = 0 jusqu'à a? = a, ont un signe différent de celles qui correspondent aux valeurs de a?, depuis a7 = a jusqu'à x=i\ or, j? étant^i, on a j^ = o, ce qui donne t^= 00; les valeurs de / s'étendent conséquemment depuis / = — oo jusqu'à / = oo. Dans ce cas, on a
parce que, t^"-*e~^* se changeant en — i^^^^e''' lorsque / est négatif, la somme de ces deux quantités est nulle; on a, par une raison semblable,
y*/"» e-*' dt = aft^'^e-^ di
(la seconde intégrale étant prise depuis ^ = o jusqu'à / = 00) ; or cette supposition donne
ft^'^e-^dt =z — -ft^'^'^e-'^dt;
pareillement
et ainsi de suite; donc
On aura ainsi
Âvrz 2a'A( A-h 1.3 a h 1.3.5 a' — j- -h 1.3.6.7 a* —5- -*-••• ) / e-^^dl.
Il ne s'agit donc plus que d'avoir l'intégrale fe^*dt depuis / = o jusqu'à / = «. Pour cela, considérons la double intégrale
et prenons-la depuis ^ = o jusqu'à ^ == oo et depuis // = o jusqu'à u = 'x>\ en l'intégrant d'abord par rapport à s, on aura
Or on a, comme on sait,
du TT
Tz étant le rapport de la demi-circonférence au rayon ; donc
jye-'^^-^^^^dsdum
Si l'on prend cette double intégrale d'abord par rapport à u, en fai sant uyjs =zt, elle deviendra / ^""'-7= / e~^*dt; soit / e-^'dt = B (l'intégrale étant prise depuis t = o jusqu'à / = 00), on aura
Or, en faisant s = s'^, on a
Ce-'y^ ife'^'ds^^ 2B
(l'intégrale étant prise depuis ^' = o jusqu'à f' = oo) ; donc
ff e-^i'^^^^ds du = 2B^='!^
d'où Ton tire B = ^v^, partant
(5) k=:A^an{h -hi.3 h i.3.5 — 5 h 1.0. 5. 7 — h. . . 1.
Si Ton met l'équation
logA — log/=r^*
sous cette forme
V logA — log^ on aura, pour déterminer les coefficients A, h^*\ h^^\ . . . de ia série
l'expression générale
,,x «""Ucn)- ^4^'-"'(iogA-iog.rP"^1
pourvu que l'on suppose d^ constant et 0 = o après les différentiations. [Voir sur cela les Mémoires de l'Académie pour l'année 1777, p. ii5(*).] Lorsque /i = o, on a
a*A = 6(logA-— log/) *; or
log^ = Io6A + ôi^H-il(^-^,)+...,
y^ dy, d^y, . . . , dans le second membre de cette équation, étant ce que deviennent ces quantités lorsqu'on y suppose 0 = o; cette supposition
donne
dy y^t, ei ^=0;
(1) Œuvres de Laplace, T. IX, p. 829.
on aura donc
Partant on aura à très peu près, lorsque a est très petit,
ou, ce qui revient au même.
(^) [Jydx^'^
l'intégrale fydx étant prise depuis x :^o jusqu'à ^ ~ i, et les quan-
tités y et ^-^ du second membre de cette équation étant ce qu'elles deviennent lorsqu'on y suppose x =^a.
En substituant a + 0 au lieu de x dans logj et en réduisant en série, la condition du maximum de j^ fait disparaître la première puissance de 0 dans cette série; mais cette condition peut, comme l'on sait, faire disparaître la première, la deuxième et la troisième puissance de 0 ou la première, la deuxième, la troisième, la quatrième et la cinquième puissance, et ainsi de suite, pourvu que le nombre des puissances qui disparaissent soit impair. Voyons cc.que devient alors l'intégrale fydx^ prise depuis x =^ o jusqu'à x = i .
Supposons que la première, la deuxième et la troisième puissance de 0 disparaissent, on aura pour alogr une suite de cette forme
alog7=^alogA-^^(/-h/'ô-h/^^'4-...);
donc, si l'on fait
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on aura
logA - \ogy — i^
et
e -- Jt{h "h h^^)Jt-h A(*)a*/*-l- A<'>a^/»-f- ah^'U^-h,, .),
d'où l'on tire
On prouvera, comme dans l'article précédent, que l'intégrale relative à / doit être prise depuis / -- -- oo jusqu'à / = «; or on a dans ce cas
et
l'intégrale du second membre étant prise depuis / = o jusqu'à / = oc. Si l'on y suppose ensuite n ~ 21, on aura
et, si /i = 21 -h I, on aura
en supposant donc
fe'^dt =C,
ft^e''*di C, on aura
aa
et il est aisé d'en conclure, par analogie, les valeurs de fydx dans le cas où la condition du maximum de v ferait disparaître un plus grand nombre de puissances de 0.
Tout se réduit donc à déterminer les valeurs de C et de C : nous
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observerons d'abord que, C étant connu, C le sera pareillement, car, si Ton prend la double intégrale /T^~''*^"*^û/irfw, depuis ^ = o jusqu'à s = ce et depuis u~ o jusqu'à u = cc, on aura, en intégrant d'abord par rapport à s.
Si l'on fait ensuite u\Js ^t, on aura
Soit s = s'\ et l'on aura
donc
ce qui donne
8Cv/2
Quant à la valeur de C, il ne m'a pas encore été possible, malgré plusieurs tentatives, de la ramener aux arcs de cercle ou aux logarithmes; mais j'ai trouvé qu'elle dépendait de la rectification de la courbe élastique rectangle ou, ce qui revient au même, de l'intégrale
/^ y prise depuis a? = o jusqu'à x = i\ si l'on désigne par tz' la valeur de cette intégrale, on a trouvé
Tt'^:: 1,31102877714605987 (*).
Cela posé, considérons la double intégrale /T^~*'^**^''*^fi&rfw, prise depuis 5 = 0 jusqu'à s'^ » et depuis w = o jusqu'à « = qo; en faisant
u yjs — /, elle deviendra
fe-s^^re-'^dt ou cA-'$.
( •) Foir le Traité de M. Stirling, De sommcuione et inierpolatione serierwn, p. 58.
Soit s — *'', et l'on aura
A-'' j. = ife-''ds'= aC.
partant
Supposons maintenant s^i-i-u* = s', et nous aurons
•'-^ J \J\->ru'"^ ^^ J s'x + u"
^> prise depuis u = o jusqu'à
M = X, on aura
QC«=iEv^7r,
ce qui donne
Si Ton fait — ^—. = ^\ on aura
/du _____ r ds
l'intégrale relative à s étant prise depuis s —\ jusqu'à 5 — o, en sorte que
l'intégrale relative à s étant prise depuis s ~ô jusqu'à 5 =: i . Considérons présentement la double intégrale / / — jy
prise (*) depuis x=^o jusqu'à a? = i et depuis s = o jusqu'à 5 = 1;
( * ) n faut sans doute comprendre que cette intégrale doit être étendue à toutes les valeurs positives de x et de z vérifiant l'inégalité
de sorte que, pour une valeur donnée de z, x varie de o à (i — z')^; x augmentant encore jusqu'à i, Télément différentiel deviendrait imaginaire.
{Note de Véditeur.)
en faisant -^ — ar', elle se changera dans celle-ci
ces intégrales étant prises depuis x' --o et 5 ™ o jusqu'à x' —i et 5 ~ i^ ce qui donne
/dz n ^ r dx -,
on aura donc
ttE
Si Ton fait ensuite — z\ on aura
or on a
r r dxdz __ rdx_ r dz'
/dx TT \J\ — x^ aV^
D'ailleurs, si l'on suppose i — 5'^ = /\ on aura
l'intégrale relative à / étant prise depuis t—.\ jusqu'à / = o; cette in tégrale est évidemment égale à — ir' : donc
r dz' ce qui donne
r r dxdz __ itn' __ ttE
partant
E=-7rV'2?
d'où Ton tire
C^ivVv^ et C'= ' ^
4 vV v^î
Pour appliquer la théorie précédente à quelques exemples, soit
en faisant /7 — - et y — -, on aura, dans le cas du maximum de j,
partant (art. XXIII)
et
«logA-.:^log(^)-+-Iog(-^);
on a d'ailleurs et, si Ton fait
on aura
« logj =:. ^log(-p3^^ - ô) -f. log(^— -f- ô) ; donc
logA -logj^-- ilog[i^ (i4-fx)0] - ^log(i ~ i:tJf 9)
_ (iH-fxVfiH-fx) (i4-fx)Mi — fx*) ^,_^ (i4-fx)»(i-hfx») .
'ja/ji 3afx' 40CfA
d'où l'on tirera, en vertu de la formule (z) de l'article XXIII,
t/. _ V/2fxa
(i-+-fA)
La formule (s) de l'article XXIII donnera donc
. v/â«B/"' i. , a[(i + f*)'-i3fx] , I
(H-fx) «
ce qui est conforme à ce que nous avons trouvé dans l'article XVIII.
Si (JL — I, ou, ce qui revient au même, si p^q, on déterminera plus simplement de la manière suivante les coeflicients de la série en /, qui exprime la valeur de G; pour cela, on observera que, dans ce cas,
logA - logj r- - - log(i — 4^*) "-- 1\
ce
ce qui donne et
Soit
en prenant les différentielles logarithmiques des deux membres de cette équation et multipliant en croix, on aura
or on a
^-«'•=i-ar»+ — °LL^ 4 ....
Si l'on substitue cette valeur dans l'équation précédente, on aura entre les coefficients /, Z', /", T, . . . les équations suivantes
et généralement
o-iiil^^^ — (2i—3) h (2/— 6)
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en continuant cette suite jusqu'à ce qu'on arrive au coefficient /. On déterminera donc facilement t, /", T, ... lorsque ce coefficient sera connu; or, si l'on néglige les puissances de / supérieures à l'unité» on a
donc l=[\ la formule {s) donnera ensuite, en observant que dans ce
cas A = -^ >
If* \ a îi* /
On a généralement
k— f xP(i-'xydx- . Ç f ;
la supposition Aq p = q donne
or le premier membre de cette équation est le terme moyen du binôme (i -f- 1)*''; on aura donc la valeur de ce terme par une suite très convergente, lorsque p est un très grand nombre. Si l'on compare la manière dont nous y sommes parvenu avec celles qu'ont employées MM. Stirling et Eulcr, le premier dans son Ouvrage De transformatione et interpolatione serieruniy et le second dans ses Institutions de Calcul différentiel, on trouvera, si je ne me trompe, que, indépendamment de sa généralité, elle a l'avantage d'être plus directe, en ce que les procédés de ces deux illustres auteurs supposent que l'on connaît d'avance l'expression, en facteurs, du rapport de la demi-circonférence au rayon, expression que Wallis a donnée; celui de M. Euler est, de plus, fondé sur la valeur en série du produit i . 2 . 3 . . .p, lorsque p est un grand nombre; cette valeur est encore très facile a déterminer par notre méthode. Pour cela, soit
y ~ xf*e
on aura, en intégrant depuis x = o jusqu'à x = 00,
JœPe~^ dx = pJxP~^ er^ dx,
d'où il est aisé de conclure
j xPe~'dx=ii .2.3. . ./?.
Le maximum à% y ^ lieu lorsque x =p^ ce qui donne p^e^P pour ce maximum; soient donc p = - et a: = — h 0, on aura
Si l'on fait
on aura
soit
log^' — \0%pPe-Pz=i ^ log(i 4- a9) — 0;
J jrdjc = pPe'Pj e* d9.
log(i -+- a9).— «0 = — a^S
9 = ' (a + h'Jt -h h'(xl*-h h'Jt*-h.. . ),
on trouvera
et Ton aura
e/9 = ^ (a -+- aA'a^/ 4- 3 A'a/» + . . .) ;
donc
f y dx = p^^'^ e-P f dt{h -h a/i'a^^ -h 3A'ût^«-4-. . .)«-*.
L'intégrale en x doit être prise depuis x = q jusqu'à a? = ao; or, ar étant
nul, on a 6 = — i, et par conséquent /* = ao; x étant égal à 00, on a
6 = oc, partant /* = oo; on doit donc prendre Tintégrafe relative à dt depuis / = — 00 jusqu'à / = oo, d'où l'on tire, par l'article XXIII,
Ç ydx=.p ^erP\Jn\h -hi.3 h 1.3.5 — 5 !-•..),
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partant
i .2.3. . .p=: p ' e-'' v^^lr ( I H a 4-...).
Nous pourrions appliquer cette méthode à beaucoup d'autres exemples, et par là étendre et perfectionner la théorie des suites; mais cette digression nous écarterait trop de notre objet principal.
La méthode précédente donne une solution fort simple d'un problème intéressant, qu'il serait peut-être très difficile de résoudre par fl'autres méthodes : on a vu (art. XIX) que le rapport des naissances des garçons à celles des filles est sensiblement plus grand à Londres qu'à Paris ; cette différence semble indiquer à Londres une plus grande facilité pour la naissance des garçons : il s'agit de déterminer combien cela est probable.
Pour cela, soient
u la probabilité de la naissance d'un garçon à Paris;
p le nombre des naissances des garçons observées dans cette ville;
g celui des filles ;
u — xlsL possibilité de la naissance d'un garçon à Londres;
p' le nombre de naissances des garçons qu'on y a observées ;
g' celui des filles.
On aura, pour la probabilité de ce double événement,
H étant un coefBcient constant; donc, si Ton nomme P la probabilité que la naissance d'un garçon est moins possible à Londres qu'à Paris, on aura
ffuP(i — u)^{u — x)P' (i — a -t- xY dx du
l'intégrale du numérateur étant prise depuis u = o jusqu'à ii = a; el
depuis x = o jusqu'à x = i. Celle du dénominateur doit être prise pour toutes les valeurs possibles de a? et de m ; or, si Toïi fait u — x = s, ce dénominateur deviendra
ffuP{i — u)'isP'{i — sy du dSy
la double intégrale étant prise depuis ££ = o jusqu'à </ = i et depuis ^ = o jusqu'à 5 = I : on aura ainsi
ffuP{i — u)9{u^ x)P' (i — Il 4- xY' dx du fJ'uP{i'-u)'rsP'(i — s)9'dsdu
Déterminons d'abord l'intégrale du numérateur. En nommant^ la quantité
UPil— U)9{U-' X)P' (l — tt-h X)9\
on aura à très peu près, par la formule ([x) de l'article XXIII,
V au*
en substituant pour </, dans le second membre de cette équation, sa valeur en x, qui rend 7 un maximum; soit X cette valeur, on a
ày ^ (p q_ _^ _£ ç' \
au \u i—a a — j? j — u-^xj
et
\u I — Il II — X I — u-\-x)'
_ày(P 1
du
Si l'on substitue X au lieu de ii, on a, par la condition du maximum ^ = o, partant
du» ~-^LX« "^ (I- X)« "^ (X-a:)« "*" (,-X-4-^)«J'
d'où Ton tire
Jydu=:
(X — o?)* (I — X-ha?)«
X étant déterminé par Téquation
OU
o = X(i-X)[(/>-f-/^')(i-X)-(7 + 7')X] (O { 4.^j(^'H.^')X(i-X)-h(i-aX)[9X-/^(i~X)]j
Soit, pour abréger,
VX« (I-X
la question est réduite à déterminer l'intégrale v^ / ^~^' depuis
x = Q jusqu'à a?= I. Au lieu de cette intégrale, on peut considérer
celle-ci y[^ f Z ^^X, x étant regardé comme fonction de X; mais
il faut prendre cette dernière intégrale depuis la valeur de X qui a lieu lorsque x = o jusqu'à celle qui a lieu lorsque a: = i; or, en faisant 0? = o, l'équation (/') devient
partant
En faisant a? = i, cette équation donne X = i; on doit donc prendre l'intégrale J^ ^rfX, depuis X = p^^^^^^^^^, jusqu'à X = i.
Supposons é wv =y' • lîi condition du maximum de j^' donne
Téquation
(I dx \ R^j.
dy
y I dx
or, 7 étant égal à X^(î - X)^(X - a?/ (i - X h- a:/, on a
cette équation se réduit, en vertu de l'équation (/), à celle-ci
dy
Maintenant, p etq étant de très grands nombres, il est visible que -^
est incomparablement plus grand que ^ — » et qu'ainsi on peut
négliger la seconde de ces deux différentielles par rapport à la première; on aura donc, à très peu près, dans le cas du maximum de y\
^^-X-T^X' partant
p-hq
Cette valeur de X est moindre que , ' ^ j lorsque -,— — -, est,
comme nous le supposons ici, plus grand que ^ ; les deux limites
dans lesquelles il faut prendre l'intégrale jy'dx sont, par conséquent, au delà de la valeur de X qui rend y un maximum; ainsi l'on doit, pour déterminer cette intégrale, faire usage de la suite (X) de l'article XVIII.
On a, k très peu près.
y' -y -U i-^Xr^'
d'ailleurs, en différentiant Téquation
^^P_ q_ ^__EL y"
X I — X X — X I — X-Hor'
on trouve
dx R«
donc
Soient
(X — X)* (I — X-+-ar)«
oc oc 0c oc
la quantité que nous avons nommée % dans l'article XVIII sera ici
^<'-^)[(X-a;)t-^-(,_XH-^)«J
X étant la variable principale dont x est fonction; si Ton observe ensuite que, X étant égal à Tunité, on ay=o, la suite (y) de l'article cité donnera
r ij I ( dz ^d{zdz) .dïzdizdz)] i
en substituant, après les différentiations dans le second membre de cette équation, —, — -, pour X et en y faisant x = o.
Si l'on suppose X = —^ — h 0, 0 sera égal à ^i.^.
et l'on aura
or, 0 étant très petit, les différences successives de z croissent principalement par la différentiation du facteur 6 qui se trouve au dénomi-
nateur, en sorte que, si Ton suppose
U H- f*) LX« "^ (1 - X)« ■*" (X ~ a:)« "*■ (I - X -h a:)* J
on aura, à très peu près,
dz _ F
d(,zdz) _ZY^
partant
y et F étant ce que deviennent ces quantités lorsqu'on y suppose X -=o et X = P-^P çg qyj donne
Il est aisé de voir par l'analyse de l'article XVIII que fy'dx est
fT v' F a. v' F / ff F \
moindre que -4— > plus grand que -4— (i '" ~w) ^^ moindre que
-=j- ( I — -gr "^ — m~ )' ^'^ sorte que 1 on a par ce moyen les limites
dans lesquelles la valoir de fydx est resserrée.
Cherchons présentement la valeur de la double intégrale
ffuP{ï'-u)'fsP'{i--s)^'dsdu.
La formule ([x) de l'article XXIII donne, à très peu près,
fuP{i — u)^ du =:^2t:
en substituant pour u la valeur qui rend a^(i — ■ uy un maximum; or
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cette valeur est ^ ; on a donc
ip^^r'*'
En changeant/7 en p' et q en q\ on aura
J sP' (î — s)^' ds = \/2n ^ ^
partant
ip
^çr'^hp'
rruP(l — m)^5'' (l —S)9'dsdu = 271
Si Ton suppose cette quantité égale à A^ on aura pour la probabîHi cherchée P
P_«yFv/â7r/ gF 3a»F« \
il ne s'agit plus maintenant que de déterminer les valeurs numérique des différents termes de cette expression, en partant des données pr cédentes. Ces données sont
d'où il est facile de conclure *
logF = â,9767iai,
loge = 3,4457598,
Ioga = 6,5994154
et, par conséquent,
On a ensuite, en portant la précision jusqu'à douze décimales,
logp = 5,4oo5846io947,
log ^ = 5 , 3837 1 665 1 469,
Iog(/? -hq) = 5, 6932625 1 5480,
d'où Ton tire
*^8(jr+^) =74894,9^*59319.
On a pareillement
logp' = 5 , 867837982735, Iog7' = 5,844451080009, log(/>'-4- 7') = 6, 157331932083, d'où l'on tire
iog(-j^y =ïT354Ô, 8676364»
On trouve encore
log(/? H-/?') = 5,995264741371,
log(^ -h g') = 5,973544853243, log(p -H^'-t- 9 -+- 7') = 6,28557o585i6i,
d'où l'on tire
log ( ^f^ ^V""' = Ï8^, 2327801,
On a enfîn
partant
\os( — ^T^ti! — -V"^'' =293586,0527612.
Iog(i-l- |x) = o, 2926769, Iog27r = 0,7981799, ,
log ?L>1^^ =58^,4993272,
log A: = 580745,0942543,
ce qui donne
OPsWres de L. — IX. ^9
donc
Si Ton prend les trois premiers termes de la série, on aura
4io458'
cette valeur de P est un peu trop grande ; mais, comme en ne prenant que les deux premiers termes de la série on aurait une valeur trop petite, il est aisé d'en conclure que la précédente ne peut différer de la véritable de la j\^ partie de sa valeur, en sorte qu'elle est fort approchée : il y a donc plus de quatre cent mille à parier contre un que les naissances des garçons sont plus faciles à Londres qu'à Paris. Ainsi l'on peut regarder comme une chose très probable qu'il existe, dans la première de ces deux villes, une cause de plus que dans la seconde, qui y facilite les naissances des garçons, et qui dépend soit du climat, soit de la nourriture et des mœurs.
Il est facile d'étendre la théorie des articles précédents au cas de trois ou d'un plus grand nombre d'événements simples.
Si l'on nomme, en effet, x la possibilité du premier événement simple, x' celle du deuxième et, par conséquent, i — x — x' celle du troisième; en cherchant, par les méthodes ordinaires, la probabilité de l'événement observé, on aura pour sa valeur une fonction de a?, x' et i — X — x\ multipliée par une constante quelconque. Soit y cette fonction, pour que l'événement observé puisse indiquer d'une manière approchée les possibilités des événements simples, il faut, comme on
dy dy_
l'a observé dans l'art. XXII, que — et soient des fonctions de j?
très grandes de l'ordre -? a étant un coefficient d'autant moindre que l'événement observé est plus composé; cela posé, si Ton intègre
Jydocf^ depuis a?'— o jusqu'à a?'= i — ic, on aura pour résultat une fonction de x^ que la méthode de Tart. XXIII donnera par une suite très convergente. Soit u la valeur de j/ en a? qui rend j^ un maximum, X étant supposé constant, et que l'on représente par Y ce maximum, on aura, par Tarticle cité, ^o\xr fydx\ une expression de cette forme
fydx'z=z\)fÔLnih-^i,Z hi.3.5 — ^ H...),
Y, A, A", h^, . . . étant des fonctions de x. La valeur de x qui rend le second membre de cette équation un maximum sera très approchante de la véritable possibilité du premier événement; soit a cette valeur, on aura pour l'expression de la probabilité P que x sera compris dans les limites a — 6 et a -^ 6
/ Ydxih-^i.^ h 1.3.5 — 5 h ... 1
/ Yrfxf /i-hi.3 h 1.3. 5 — j — h ... j
l'intégrale du numérateur étant prise depuis x = a — ^ jusqu'à a? = a-f-6, et celle du dénominateur étant prise depuis x = o jusqu'à a: = i; oron déterminera facilement ces intégrales par la méthode de l'art. XXIII.
La valeur a se détermine en égalant à zéro la différence de
Yf A -+- 1.3^^ f- ...], ce qui donne
^adh" _-. an -h I . o -f- . . •
(Pi 2
-y- est, par la supposition, une quantité très grande de l'ordre -; négligeant donc, vis-à-vis d'elle, la quantité
en
,, 5 ûc dh' a A -f- 1 . 3
on aura, pour déterminer a, l'équation
Or on a
dx dx dx' dx
en substituant dans le second membre de cette équation, au lieu de x\ sa valeur ii en a?; mais cette valeur rend nulle la quantité j^: on aura donc les deux équations
dx dx^
Il suit de là que a est, aux quantités près de Tordre a, la valeur de x qui rend y un maximum, en faisant varier à la fois a; et a/; on peut donc prendre, sans erreur sensible, la valeur de x correspondante à ce maximum, pour la possibilité du premier événement simple, et il est clair que Ton peut faire des remarques analogues sur les possibilités des deux autres événements simples.
Supposons, par exemple, qu'il y ait dans une urne une infinité de boules blanches, rouges et noires, dans une proportion inconnue, et que sur le nombre/? -h y h- r de tirages on ait amené/? boules blanches, q boules rouges et r boules noires; en nommant x la facilité d'amener une boule blanche, x* celle d'amener une boule rouge et, par conséquent, i — x — xf celle d'amener une boule noire, on aura, pour la probabilité de l'événement observé.
Dans ce cas particulier,
y =r xPx'^Hl — J? — x'Yf
r j , f .2.3. . .<7. 1 .2.3. • .r , •^ '^ 1 .2.3. . .(^H- r-hi) ^ ' '
la valeur de or qui rend fy dx un maximum est ; cette frac-
tion est conséquemment la valeur la plus probable de x. Lorsque /i, q et r sont de grands nombres, elle se réduit à trës peu prës à celle-ci
qui correspond au maximum dey.
Jusqu'ici nous avons supposé la loi de possibilité des événements simples constante depuis zéro jusqu'à Tunité» et cette supposition est, comme nous l'avons observé dans l'article XYII, la seule que l'on doive adopter, lorsqu'on n'a aucune donnée relativement à ces possibilités; mais, si leur loi était exactement connue, on pourrait encore y appliquer les recherches précédentes. Pour cela, ne considérons que deux événements simples, et nommons x la possibilité du premier et I — 07 celle du second; on calculera la probabilité de l'événement observé, en partant de ces possibilités, et l'on aura pour son expression une fonction de a:, que nous désignerons par y; si l'on représente ensuite par i^ la facilité de la possibilité x du premier événement, u étant fonction de a?, et par s la facilité de la possibilité i — a?
du second événement, on aura, par l'article XV, "^-^ ^ pour la pro-
l usy dx
habilité que l'événement observé est dû aux possibilités a: et i — a?, l'intégrale du dénominateur étant prise depuis x = o jusqu'à x = \\ donc, si l'on nomme P la probabilité que la valeur de x est comprise dans des limites données, on aura
Çusydx
J usydx
pourvu que l'intégrale du numérateur ne soit prise que dans l'étendue de ces limites. On voit ainsi que ce cas rentre dans ceux que nous avons considérés dans les articles précédents, et que la valeur de P se déterminera facilement par la méthode de ces articles.
La valeur de x qui rend usy un maximum sera très approchante de la véritable, si l'événement observé est trës composé et si l'on a
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ydx^oLzdy^ a étant un coefficient très petit; or on a, en égalant à zéro la différentielle de usy^
dius) dv us y
partant
« OL d(us) I
o zi; h -.
US Z
On aura donc, en négligeant les quantités de Tordre a, o = j, d'où
il suit que la valeur de x qui rend y un maximum est à très peu près la véritable, quelle que soit d'ailleurs la loi de facilité des possibilités des deux événements simples.
Âpres avoir déterminé les possibilités des événements simples qui résultent d*un événement composé propre à les faire connaître, il nous reste à considérer l'influence de cet événement sur la probabilité d'un événement futur quelconque, et la manière dont on doit calculer cette probabilité. Si l'on nomme o; et i — j? les possibilités de deux événements simples, s la facilité de rr, et sf celle de i — o?, on calculera les probabilités, tant de l'événement observé que de l'événement futur, en partant de ces possibilités, et l'on aura pour résultat deux fonctions de X, dont nous représenterons la première par y et la seconde par k; cela posé, si l'on nomme P la probabilité cherchée de l'événement futur, on aura, par les articles XIV et XV,
fss' uy dx P= -_ ,
/ ss* y dx
les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis o? = o jusqu'à a? = I. Lorsque l'événement observé sera très composé, la méthode de l'article XXIII donnera ces intégrales par une approxi* mation très rapide, ce qui montre l'étendue de cette méthode et son utilité dans ces matières.
Si l*on n'a aucune donnée sur la loi de possibilité des deux événements simples, ce qui est le cas le plus ordinaire» on doit supposer (art. XVII) s et s' égaux à l'unité, ce qui donne
fjrdx
or on a, à très peu près, par l'article XXIII,
( Cardx\- ^^"V ,
dx^
y et ^ étant ce que deviennent ces quantités lorsqu'on y substitue
pour X la valeur qui rend j^ un maximum, et m', y et -^ étant ce que
deviennent u^y et ^ lorsqu'on y substitue pour x la valeur qui rend uy un maximum; on aura donc
dx'^
Supposons que l'événement futur dont on calcule la probabilité soit très peu composé, en égalant à zéro la différentielle de uy, on aura
dy du
y dx udx^
mais on a, par la supposition,
y dx az a'*'*
en faisant - = z'\ l'équation précédente deviendra ainsi
du ,
udx
Soit a la valeur de x qui rend y un maximum, et par conséquent z' nu]; la valeur de x qui rend uy un maximum pourra donc être représentée par a + ah, h étant un coefficient quelconque, et Ton aura
y, -^j -r^7 ••• étant ce que deviennent ces quantités lorsqu'on y fait a? = a; on a ensuite
d}y __ dx^
*^\a* a dx j
dx^^^\o^^ '^ a^^ dx'^a dx^y
La supposition de a: = a donne z'= o, et, par conséquent,
PL* h* d}y __ flc»A» d^ I .a. 3 c/j?* i.a.S*^ dx*^
on aura donc, en négligeant les termes multipliés par a ,
On a d'ailleurs
d^ju'y) _ ,d^y' a du^ df ,d*t^' . dx* "" dx* dxdx ^ dx* *
or il est visible, par ce qui précède, que -^ est beaucoup plus grand que -^ et que y, en sorte que Ton peut supposer, à très peu près,
dx^ dx^ '
et l'on prouvera, comme nous venons de le faire pour y\ que -r^
cP y
peut être supposé égal à ^^> partant
d'{u'/) ,cny
dx^ " dx^
La formule (a) deviendra donc
mais, si Ton nomme v ce que devient ii lorsqu'on y fait a? = a, on aura, en négligeant les quantités de l'ordre a, u'— v; donc
d'où il suit que l'on peut calculer la probabilité P de l'événement futur en employant pour x la valeur qui rend y un maximum.
Ce théorème cesserait d'être exact si l'événement futur dont il s'agit
était lui-même très composé, car alors —^ serait très grand, et la valeur de X, que donne l'équation
du ,
udx
ne pourrait plus être représentée par a-haA; on ne pourrait plus d'ailleurs supposer — ^"'{ égal ài/^^- Si l'on représente, en général, par u -t- a"A la racine de l'équation
du
udx
n étant un exposant moindre que l'unité, on aura
et Ton trouvera
/ ^ wdy cf}'* A* d} Y
-^ -^ dx 1.2 dx^ '
«»"A' d}y _ g'^-'A' d^ 1 . 2 dx'^ 1.2 ^ dx '
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partant
da
Cette valeur dey ne se réduit à j, dans le cas de a infiniment petit, que lorsque 2/1 — i est positif, ce qui suppose n^~, et il est aisé de
voir pareillement que ce n'est que dans cette supposition que — ^1
se réduit à -^r ; le théorème précédent ne peut donc avoir lieu que dans le cas où 2n est plus grand que Tunîté.
Soit — T- == -r-r> ^ étant fonction de o?, l'équation
au
dx
OL
deviendra
ce qui donne pour j? une expression de cette forme
or la vérité du théorème précédent exige que Ton ait /i'— i^^, et, par conséquent, i — /i'< — ^; donc, afin que ce théorème subsiste, il est nécessaire que l'événement futur soit assez peu composé relativement
à l'événement observé, pour que (—j-) soit une fonction de o?, très petite relativement à —j-'
^ y dx
Si l'événement futur est exactement le même que l'événement observé, en sorte que w = j, la valeur a de x^ qui rend y un maximum, rendra pareillement uy un maximum, en sorte que Ton aura y = y et m'— V. On aura ensuite
dx' "■ ^ dx^ "^ dx^ '
mais la substitution de a pour x donne —^ = o, partant
d^iu'y') d}Y
dx^ -^ dx^
La formule (a) deviendra donc
i^ étant ce que devient w ou j lorsqu'on y fait a? ^ a; de là résulte ce théorème assez remarquable :
La probabilité d'un événement futur, pareil à celui que Von a observé, est à cette même probabilité, déterminée en employant pour les possibilités des événements simples celles qui résultent de l'événement observé, comme i est à sji .
Si Ton a observé, par exemple, que sur p-hq enfants il est né
p garçons et q filles, et que Ton cherche la probabilité P, que sur
p-{-q enfants qui doivent naître il y aura/? garçons et q filles, on
aura
p _ 1.2,3,. .{p-hg) ppgf* .
c'est ce qui résulte pareillement de la formule (ct) de l'article XVII.
En général, si l'on cherche la probabilité P que l'événement observé sera suivi d'un nombre n d'événements pareils, on aura u = y, et l'on trouvera
çn
sjn -h I
V étant ce que devient j, lorsqu'on y substitue pour x la valeur a qui rend y un maximum, et cette équation a également lieu, n étant fractionnaire. On s'exposerait donc alors à des erreurs considérables, en employant, dans le calcul de la probabilité des événements futurs, les possibilités des événements simples qui résultent de l'événement observé : en effet, il est visible que la petite erreur que l'on peut commettre, en faisant usage de ces possibilités, s'accumule en raison du nombre des événements simples qui entrent dans l'événement futur, et doit occasionner une erreur sensible lorsqu'ils y sont en très grand nombre. Au reste, quel que soit cet événement, on peut en déterminer la probabilité au moyen de la formule (a), qui est toujours vraie, à très peu près, lorsque l'événement observé est très composé.
Un des problèmes les plus utiles de cette partie de l'analyse des hasards, qui consiste à remonter des événements aux causes qui les ont produits, est celui de la détermination du milieu qu'il faut choisir entre les résultats de plusieurs observations. J'ai donné, dans le Tome VI des Mémoires des Suivants étrangers (*), les principes sur lesquels il me semble que la solution de ce problème doit être fondée; trois illustres géomètres, MM. de la Grange, Daniel Bernoulli et Euler, se sont depuis exercés sur cet objet : le premier dans le Tome V des Mémoires de la Société royale de Turin ^ et les deux autres dans la I" Partie des Mémoires de Pétersbourg pour Tannée 1777; mais leurs principes étant différents de ceux dont je me suis servi, cette considération m'engage à reprendre ici cette matière et à présenter mes résultats de manière à ne laisser aucun doute sur leur exactitude.
Supposons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse d'un phénomène qui a été aperçu par plusieurs observateurs à des instants différents; chaque observation a pu s'écarter en plus et en moins de la vérité et fixer ainsi l'instant du phénomène plus tôt ou plus tard qu'il n'est arrivé. Nous supposerons, ce qui est très naturel, que les facilités des mêmes erreurs, soit en plus, soit en moins, sont égales entre elles, et nous désignerons par ç(a?) la facilité tant de l'erreur positive x que de l'erreur négative —a?, relativement au premier observateur; par ç'(a?), ç"(^)» ••• ^^s mêmes facilités pour les deuxième, troisième, ... observateurs. En nommant ensuite première observation celle qui fixe le plus tôt le phénomène, deuxième, troisième observations, etc. les différentes observations» dans l'ordre de leurs distances à celles-ci, nous nommerons/?, p\ p\ ... ces distances; en supposant donc x l'erreur de la première observation, les erreurs des observations suivantes seront p — x, p' — x^ p" — x^ . . . , et la pro-
( ' ) OEuvrcs de Laplace, T. VIU, p. ^j.
habilité que toutes ces observations auront entre elles les distances respectives p^ p\ p'\ . . . sera
or les probabilités des différentes valeurs de x sont entre elles, par l'article XV, comme les probabilités que, ces valeurs ayant lieu, les observations s'écarteront entre elles des quantités observées /?, p , p\ Donc, si l'on construit une courbe dont Téquation soit
y — ?(^) ikp — ^) ^\p'— '^)*
les ordonnées j de cette courbe seront proportionnelles aux probabilités des abscisses correspondantes x, et par cette raison nous la nommerons courbe des probabilités.
Maintenant, on peut entendre une infinité de choses différentes par le milieu ou le résultat moyen d'un nombre quelconque d'observations, suivant que l'on assujettit ce résultat à telle ou telle condition. Par exemple, on peut exiger que ce milieu soit tel que la somme des erreurs à craindre en plus soit égale à la somme des erreurs à craindre en moins; on peut exiger que la somme des erreurs à craindre en plus, multipliées par leurs probabilités respectives, soit égale à la somme des erreurs à craindre en moins, multipliées par leurs probabilités respectives. On peut encore assujettir ce milieu à être le point où il est le plus probable que doit tomber le véritable instant du phénomène, comme M. Daniel Bernoulli l'a fait dans les Mémoires cités : en général, on peut imposer une infinité d'autres conditions semblables qui donneront chacune un milieu différent; mais elles ne sont pas toutes arbitraires. Il en est une qui tient à la nature du problème et qui doit servir à fixer le milieu qu'il' faut choisir entre plusieurs observations : cette condition est que, en fixant à ce point l'instant du phénomène, l'erreur qui en résulte soit un minimum; or comme, dans la théorie ordinaire des hasards, on évalue l'avantage en faisant une somme des produits de chaque avantage à espérer, multiplié par la probabilité de l'obtenir, de même ici
Terreur doit s'estimer par la somme des produits de chaque erreur à craindre, multipliée par sa probabilité; le milieu qu'il faut choisir doit donc être tel que la somme de ces produits soit moindre que pour tout autre instant.
Supposons présentement que, dans la courbe des probabilités dont l'équation est
la valeur de x puisse s'étendre depuis —/jusqu'à c —/, en sorte que l'intervalle dans lequel x peut varier soit c; si l'on fait x=^ z — /, il est visible que s pourra varier depuis 5 = 0 jusqu'à z = c, et que les probabilités des différentes valeurs de s seront proportionnelles à y ou à 9(5 — /)ç'(/? — 5 -h/)..., en sorte qu'on pourra les représenter par ky, k étant un coeHicient constant. Soit h la valeur de z que l'on doit prendre pour le véritable instant du phénomène, on aura k [(h -^ z)ydz pour la somme des erreurs à craindre depuis z = 0 jusqu'à 5 = A, multipliées par leurs probabilités respectives, l'intégrale précédente étant prise pour toute l'étendue de ces limites; on aura ensuite k (\z — h)ydz pour la somme des erreurs à craindre depuis z = h jusqu'à z = c^ multipliées par leurs probabilités, le signe C' servant à indiquer que l'intégrale doit être prise pour toutç l'étendue de ces dernières limites. On aura donc
kj\h — z)ydz -h k f\z — h)y dz
pour la somme entière des erreurs à craindre, multipliées par leurs probabilités, et h doit être tel que cette somme soit un minimum. Or, si l'on fait varier h de la quantité infiniment petite SA, il est clair que la variation de C{h — z)ydz sera Ihfydz et que celle de J (5 — h)ydz sera — ^h f'ydzx la variation de la quantité précédente sera donc
kih(fydz- fydz).
En égalant cette quantité à zéro par la propriété du minimum, on aura
fydzzzz f'ydz.
L'ordonnée correspondante à Tabscisse h, qui détermine le milieu qu'il faut choisir, doit donc diviser en deux parties égales Taire de la courbe des probabilités, comprise depuis z--o jusqu'à s = c, ce qui donne un moyen très simple de déterminer ce milieu, et l'on voit qu'il a encore la propriété d'être tel, qu'il est également probable que le véritable instant du phénomène tombe au-dessus ou au-dessous, en sorte qu'on pourrait le nommer milieu de probabilité.
Toutes les fois que les fonctions <f{x)y ^'{x), ç"(^)» • • • qui expriment les lois de facilité des erreurs des observations seront connues, la détermination du milieu qu'il faut choisir entre plusieurs observations sera réduite, par l'article précédent, à partager une surface donnée en deux parties égales, ce qui est un problème de pure Analyse. Mais, ces fonctions étant le plus souvent inconnues, c'est au Calcul des probabilités à fournir les moyens de suppléer à cette ignorance; or on a vu, dans l'article XIII, que si, dans ce cas, rt a, ± a\ ± a!\ . . . sont les limites des erreurs de la première, de la deuxième, ... observation, on doit supposer
Il ne reste plus ainsi, dans la recherche du résultat moyen de plusieurs observations, que les difficultés inévitables de l'Analyse; mais il faut convenir qu'elles rendent la méthode précédente d'un très difficile usage : aussi mon objet, en l'exposant, a été plutôt de faire connaître tout ce que l'analyse des hasards peut donner de lumières sur cette matière, que de présenter aux observateurs une méthode pratique et d'un usage commode; on pourra, cependant, l'employer dans des occasions très délicates, telles que celles du passage de Vénus sur le disque du Soleil, dans lesquelles il est nécessaire d'obtenir la plus grande précision. Le moyen le plus simple pour cet objet est de
carrer par parties la courbe des probabilités et de déterminer ainsi l'ordonnée qui divise sa surface en deux parties égales.
XXXH.
La règle ordinaire des milieux arithmétiques se déduit de cette méthode, en supposant a = a' = a''= .. . = 3c, comme il est facile de s'en assurer; mais nous allons démontrer un théorème beaucoup plus général en faisant voir que cette règle a lieu toutes les fois : I** que la loi de facilité des erreurs est la même pour toutes les observations; 2** que les mêmes erreurs, soit en plus, soit en moins, sont également possibles; 3"" qu'elles peuvent être infinies et que la fonction qui exprime leurs facilités ne décroit d'une quantité finie que lorsque x est infini, mais qu'alors elle va toujours en diminuant jusqu'au point de devenir nulle.
Pour cela, soit ^(aj?) la loi de facilité des erreurs des observations, a étant une quantité infiniment petite; soit de plus q la valeur de ç(aic), lorsque olx=^o et, par conséquent, lorsque x est une quantité finie. Il est évident que l'ordonnée de la courbe des probabilités, depuis — X = o jusqu'à — j: = oo, «era
En supposant le nombre des observations égal à /x et en négligeant les quantités de Tordre a', on aura
or, si l'on prend l'intégrale Ta <p(aa:)''~* -^-^-^'cir, depuis x = o
jusqu'à a? = 00, et que l'on se rappelle que ç(aa:) = q lorsque x = o et que o{olx) = o lorsque a? = oo, on aura
/ OL QKOLX)'^ ^ — -J-^ 'dX •=!
. soit donc A rintégrale/'<p(aa?)''£ir, prise depuis x = o jusqu'à rr = ac,
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et Ton aura
pour Tintégrale fydx correspondante aux valeurs négatives de x.
Cette même intégrale, prise depuis x = o jusqu'à x=p^'^'*\ est pin--^)qn^ parce que Ton peut, dans cet intervalle, supposer
par conséquent l'ordonnée y=:q".
Depuis X =p^'^'-*^ jusqu'à a? == oo, on a
ou
v = 9(ax)«-a(/?4-/?'H-/>'4-...4-><«->>)o(aJ?)*->--^^^
/d ffl I ot jKt aç(aa?)'^* -^ — :^dx, prise depuis x=p^'^~*^ jusqu'à
a? = x), est — -y". De plus, l'intégrale rç(aa:)''<iir, prise dans le même intervalle, est évidemment égale à A—p^''''*^q^; on aura donc
pour la valeur de j ydx, prise dans cet intervalle. Partant, Taire entière de la courbe des probabilités est égale à 2A. Or, en nommant h l'abscisse dont l'ordonnée divise cette aire en deux parties égales, la partie de l'aire qui est à gauche de cette ordonnée sera visiblement égale à
en l'égalant à A, on aura
ce qui donne pour h la même valeur que la règle des milieux arithmétiques. Les suppositions qui nous ont conduit à ce résultat étant hors
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de toute vraisemblance» on voit combien il est nécessaire» dans les occasions délicates» de faire usage de la méthode que nous avons proposée.
Il est facile d'appliquer la théorie précédente à la correction des instruments; pour cela» supposons que, en vérifiant un instrument et en répétant un grand nombre de fois la même vérification» on ait
trouvé n différentes erreurs /?» p\ p"^ Soient i» i^» i'', ... les
nombres de fois que chacune d'elles a été répétée; en représentant par a?» a/, ocf\ ... leurs facilités respectives, on aura koéx*^xf''^ . ...... pour
la probabilité de l'événement observé, k étant un coefficient constant; la probabilité de ce système de facilités sera donc
x^x'^'x'^ , . .dxdx'dLxf , . .
Ç^ x^x^^'af^ . . . dxdx^dx'. . .
les intégrales du dénominateur étant prises pour toutes les valeurs
possibles de x, a/^ af, Pour en conclure la probabilité de a?» on
intégrera la fonction afx'^af^". . . dx dxf cbf. . . d'abord par rapport à a/» depuis a/ = o jusqu'à a:'=i — a? — a/'— ...» ensuite par rapport à j/', depuis of = o jusqu'à af=i — a? — a:*'— ...» et ainsi de suite» ce qui donne pour dernière intégrale
On aura donc» pour la probabilité que la facilité x sera comprise dans des limites données»
l'intégrale du numérateur étant prise dans l'étendue de ces limites et celle du dénominateur étarit prise depuis x = o jusqu'à a? = i ; or cette probabilité se déterminera par la formule de l'article XVIII en y changeant/i en t et ^r en «^ H- «" -h . . . -h w — I .
Examinons présentement la correction qu'il faut faire à une nouvelle observation faite avec cet instrument : supposons qu'il soit un quart de cercle et que, en prenant un grand nombre de fois une même ' hauteur apparente a, on ait trouvé entre cette hauteur et la hauteur réelle n diJBTérences qui s'étendent depuis a — a jusqu'à a -f- a'. Supposons de plus que, en partageant l'intervalle a-f-a' en /i— i parties très petites, on ait trouvé que Terreur — a a été répétée i fois; que l'er-
reur — a -i --— a ete répétée i fois; que 1 erreur — a '
a été répétée t" fois et ainsi de suite ; soient enfin x, x\ af^... les facilités de ces erreurs. On Sura, par l'article XIV,
fx^^^x'^'x'i'. . . dxdx'dx',, .
Px^x^i'x^i\,.dxdx'dx'.,.
pour la probabilité que l'erreur d'une nouvelle hauteur a, observée avec ce quart de cercle, sera — a, les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises pour toutes les valeurs possibles de x, x\ j/', ..., ce qui revient à intégrer l'un et l'autre, d'abord par rapport à a?, depuis a? = o jusqu'à a? = i — a?'— o?^— ..., ensuite par rapport à a/, depuis x'=o jusqu'à a?'= i — - j:?^ — . . . , et ainsi du reste. On trouvera de cette manière que la fraction précédente se réduit à
-: — :^ — 4-^ ; cette quantité exprime donc la probabilité que
l'erreur de l'observation sera — a; en y changeant i successivement en i\ i", . . . , et réciproquement, on aura les probabilités que l'erreur
de l'observation sera — a -h - — — ou — a -f- '^^ — —y — On con-
cevra donc élevées sur les extrémités et sur chacune des divisions de l'intervalle a + a' des ordonnées égales ou proportionnelles à ces probabilités et dont les extrémités, à cause de la petitesse des divisions, formeront sensiblement une ligne courbe; cela posé, l'abscisse dont l'ordonnée partagera l'aire de cette courbe en deux parties égales sera, par l'article XXIX, celle dont il faut faire usage, en sorte que, si l'on nomme h cette abscisse comptée depuis l'origine de l'intervalle
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a 4- a' qui répond à Terreur — a, la correction qu*il faudra faire à la hauteur observée a sera A — a et, par conséquent, il faudra supposer la hauteur réelle égale à a + A — a.
De là résulte cette règle fort simple pour corriger TinstrumeiH : Ajoutez continuellement les quantités i -+- «'-+-2, i'+ i^'-h 2, i^-h 1*4- 2, . . . Jusqu'à ce que vous soyez parvenu à une somme égale ou immédiatement plus petite d'une quantàé quelconque [x que la moitié de la somme
i-hai'4-a*'-!-. . .4- at<'»-«)4- i(«-«)-|-a/i — q.
Soient r le nombre des quantités i -h i -h 2, i -h 1" -h 2, . . . que vous aurez
ainsi ajoutées ; l le nombre des parties — — - contenues dans a; la cor^
rection qu'il faut faire à la hauteur a ou, ce qui revient au même, la quantité qu'il faut lui ajouter sera y à très peu prés.
Si, au lieu de fixer la véritable hauteur au point de Tabscisse dont l'ordonnée divise l'aire d& la courbe en deux parties égales, on la fixait au point dont l'ordonnée passe par le centre de gravité de cette aire, on aurait la même correction que donne la méthode des milieux arithmétiques : cette méthode revient donc, dans ce cas, à prendre pour milieu le point où la somme des erreurs en moins, multipliées par leurs probabilités, est égale à la somme des erreurs en plus, multipliées par leurs probabilités.
Lorsqu'une fois on connaît la loi de facilité des erreurs d'un instrument, on peut en conclure celle des erreurs d'un résultat quelconque déduit d'observations faites avec cet instrument, tel que le midi conclu par deux hauteurs correspondantes. En efi*e||^ si l'on nomme s, z\ Ji% ... les erreurs des observations que nous supposerons ici très petites, la correction qu'il faudra faire au résultat sera Xz 4- A' s' 4- A''s''4- . . . » A, A', A'', ... étant des coefficients constants dépendant de la nature du résultat que l'on déduit des observations.
Si Ton suppose cette correction égale à x, on aura
Il ne s'agira plus ensuite que de déterminer, par la méthode de l'article VIT, la probabilité de cette équation au moyen de la loi de facilité des erreurs z, z\ z"\ on aura ainsi pour cette probabilité une fonction de a?, que nous désignerons par ?(^), en sorte que l'équation de la courbe des probabilités des valeurs de x sera v = 9(0?). Maintenant, si Ton prend l'intégrale f ydx pour toute l'étendue des limites dans lesquelles x peut varier, l'abscisse h qui divisera en deux parties égales la surface que représente cette intégrale sera la correction qu'il faudra faire au résultat proposé.
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/uvrescompltesde04fragoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
OEBPS/nav.xhtml
Table des matières
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