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MÉMOIRE
SUR
LES SUITES RÉCURRORÉCURRENTES
ET 8UB LBURS CSAGE8
Tome VI, p
1. On peut concevoir ainsi la formation des suites récurrentes : si 9 exprime une fonction quelconque de rc, et que Ton y substitue successivement, au lieu de â?, i, 2, 3, ..., on formera une suite de termes dont je désigne par j^ celui qui répond au nombre œ; cela posé, si dans cette suite chaque terme est égal à un nombre quelconque de termes précédents, multipliés chacun par une fonction dexa volonté, la suite est alors récurrente.
Telle est l'idée la plus générale que Ton puisse s'en former, et c'est sous ce point de vue que je les ai considérées dans un Mémoire antérieur présenté à l'Académie (^).
Je suppose maintenant que 9 est une fonction de x et de /i, et que l'on y substitue successivement au lieu de x elde n les nombres i, 2, 3, ... : on formera pour chaque valeur de n une suite dont je désigne le terme répondant aux nombres x etn par ^yw'* ^^f ^î njx ^^t égal à un nombre quelconque de termes précédents pris dans un nombre quel-
(1) Par M. de la Place, Professeur à TÉcole Royale militaire. (*) Fbir le Tome IV des Mémoires de Turin,
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conque de ces suites et multipliés chacun par une fonction de x et de /i, ces suites seront ce que j'appelle suites récurro-récurrentes ; elles diffèrent des suites récurrentes en ce que leur terme général a deux indices variables.
Comme la considération de ces suites m'a paru très utile dans la Théorie des hasards, et qu'elles n'ont encore été examinées par personne, que je sache, j'ai cru qu'il ne serait pas inutile de les développer ici avec quelque étendue.
2. Problème l, —■ Je suppose que l'on ail une suite d'équations de cette forme
t/ar -H A, . i7»-i H- B, . ^;e_, 4- . . . 4- N,
= Uf. ija:^- M,. ,r*-l -i- Pi. I Jx-i -H . . . ,
Il faut déterminer la valeur de „ya?; A„, B«, . . . , N„, H^,, . . . étant des fonctions quelconques de n^ et Aj, Bj, ..., A,, B,, ... étant ce que deviennent ces fonctions lorsque Von y substitue successivement, au Heu de n^ i ^ 2^ 3, ...f enfin A, B, N, . . . étant des constantes quelconques.
Supposons d'abord que l'on ait
La seconde de ces équations donnera mais l'équation (a) donne
partant
multipliant Téquation (a) par —a, l'équation (c) par p, et les ajoutant avec Téquation (6), on aura
On fera disparaître ^y^ et «j^?-!» au moyen des équations
aA-hM,+ (3(H,-~î)rr:o;
on voit que, en suivant ce procédé, il est toujours possible de transformer l'équation (i) du problème dans la suivante
a,|, 6^, ...,<£« étant des fonctions de n et de constantes que Ton déterminera par la méthode suivante.
L'équation (:i) donnera les suivantes :
En comparant ces équations avec l'équation (r), on aura
-+-*;»-t(nJ'«-l+ A«.»^a:-8 4-. . .4- N,)
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Si l'on compare cette équation avec l'équation (2), on aura
Cn = Cn-i -h ^«-1 A„ -h a^-i Bn—C„,
I/équation (i) du problème sera donc ainsi transformée dans l'équation (2) qui est aux suites récurrentes ordinaires, et que Ton intégrera facilement par la méthode exposée dans le Mémoire cité ci-dessus.
3. Problème II. — On propose d'intégrer l' équation difféveniio-diffé^ rentielle
+ ^n • n-i^x "+" Pu • n-tj^x-l "+" 7/1 • n-î^x-t "f" • • • ♦
^v; supposant que l'on ait
On fera voir aisément, comme dans le problème précédent, qu'il est toujours possible de transformer l'équation (3) dans une autre, telle que
,,v ( n^x^^ an-nyx-l"^ t/^'n^x-f^ Cn'nyx—i~^' ' ''^ Un
on aura donc
■+" '^n-l' n-ij^x ■+" */i-i 'rt-s^ap-i "t"pn-i . n-j^ar-t ~^" • • •)>
i^/i • n-l/jc-l = P/i («n-l • ii-l J«-t 4- b„..i . n-i7«-ï "+- Cn-t • /i-ljx-i + ... 4- W^-j
4- '«»-i-n-î7a:-t4- *n-i •«-i^or-î 4-/?„_t .n-i/a:-i4- . . .),
yn . /t-i7x-i = /n (««-1 • n-lXx-t 4- ... 4- W«_,
rt—i . n—tj^x—t
ce qui donnera, en combinant ces équations avec l'équation (3) du problème,
*« • n—x^x ~H Pu . «— i^jc-i H~ y» • n—\yx-t H" • • • = «/i-l ( «« • n-l Jar-l "+- Pi» • «~i Jit-f + . • . )
— H;, . n—xj^x — M« . n-xyx-X — • • • )
"» • n—xyx—i — Mu . ;i_|^x— 1 — • • • )
Donc
*-^'(£*"-)*-'''-(/è;-^"-*'-£i;-TÎif)
^ _ / y/» ^ p ^ In-X^n _^ Pn-\^n __ C^tK-x ___ g;>-tP/i\
\/*«-l * hn-x hn-i A„-t ^/»-l /
Of/i -T" P/i H- . . . «j /^w-i -t- 1^-1 "^ • • • .
d'où Ton tirera, en comparant avec l'équation (4). (1)
IV
In — , 1 M„ 1 , ■ ■ . - > ««-1 ^it-t /«»-t
On— On , . J
hn^x
hn^.X '
QEwre$ de l,^ VIII.
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Do la première de ces équations, on conclura A^, la deuxième donnera
cette valeur de /,», substituée dans la troisième, donnera
d'où l'on conclura a^, et partant l^; en combinant de la même manière la quatrième et la cinquième, . . . équation, on aura Texpression de *«» Cn^Pn* et ainsi du reste, et Ton déterminera w« par l'équation
4. Si l'on appelle équation du premier ordre une équation aux suites récurrentes, équation du deuxième ordre une équation telle que celle du problème I, équation du troisième ordre une équation telle que celle du problème II, et ainsi de suite, on voit qu'il est toujours possible d'abaisser par la méthode précédente une équation d'un ordre quelconque r à une autre d'un ordre inférieur, pourvu que, dans une supposition particulière pour n, l'équation de l'ordre rdevienne de l'ordre r — I, et la même méthode aurait encore lieu si la différence constante, au lieu d'être l'unité, était un nombre q quelconque; il serait inutile de nous arrêter sur cela davantage : nous allons présentement donner quelques applications de cette théorie.
5. Les problèmes les plus compliqués de toute la théorie des hasards ont pour objet la durée des événements, et l'on va voir avec quelle facilité ils peuvent être résolus par la méthode des suites récurrorécurrentes.
PRINCIPE
La probabilité d'un événement est égale à la somme des produits de chaque cas favorable par sa probabilité divisée par la somme des produits de chaque cas possible par sa probabilité, et si chaque cas est également
ET SUR LEURS USAGES. Jl
probable y la probabilité de Vés^énement est égale au nombre des casfavorâbles divisé par le nombre de tous les cas possibles.
Problème III. — Deux joueurs A et ^jouent à cette condition, quh. chaque coup celui qui perdra donnera un écu à l'autre ;ye suppose que r adresse de A soit à celle de B comme aib^et que A ait un nombre m d'écus et B un nombre n; on demande quelle est la probabilité que le feu ne finira vas avant ou au nombre x de coups.
Je suppose d'abord a = b, m = /i, et que n soit un nombre pair; il est visible que x doit être alors pair; soit o/« le nombre des cas possibles suivant lesquels, au coup x^ le gain des deux joueurs est zéro: 2/jp le nombre des cas suivant lesquels il est égal à 2, et ainsi de suite; il est évident que le nombre de tous les cas possibles est 2^; si donc l'on nomme „:;^ la probabilité que le jeu ne finira pas au coup x, on aura
mais il est facile de former les équations suivantes, d'après les condi tiens du problème,
o^x ^^= 2 . t^yx-t "+■ O^x-1»
^ar — 2 . %yx-t H- 2 . fO'x^t H- 47x-Ji i/x ~ 2 . 4j'a.-., 4- O'x-f -+- «JKx-t. «Jx = a . ^ar-i 4- 47x-J H- hXx-t^
d'où l'on tire ce qui donne
ou
^•ii-x-2 désignant la différence finie de n'^x-2* en regardant x seule comme variable, la différence constante étant 2.
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Reprenons maintenant les deux équations
(0 î/x = 2 . ,7^., -f- 2 . o7x-î -H * Vx_,.
La première donne
et la seconde donne
(3) f7*-î= 2.,7x_4-+- 2.o7x-4H- 4jx-*.
Si Ton multiplie Téquation (2) par a, et Féquation (3) par p, et qu'ensuite on les ajoute avec Téquatioq (1), on aura
j/x~ (2 — (3).,7x-i-t- (a.-^- 2P).,7x_4-+- (2 — a).oJx-i
(2a-f-2P).o/x-*-f-*/x-ïH-i3.47x-4.
Soit
2 — a==o ou a=2, et 2a-h2{3=:o ou {3 = — 2;
on aura ainsi les équations suivantes :
ï Vx= 4.î7x-î— 2 .,7,«4 -^ 47x^1— 2 .47,.4,
»7x== 2 . 47x-, -H tyx-i -H «^x-ïf
ç^X 2 . çyx—t "*" ç-t^X-ï "T- ç+ï7«-ï'
n-%yx = 2 . »-j7x-« "+■ n-^yx-f
Ces équations se rapportent évidemment au problème II ; je suppose donc que l'on ait en général
( qyx = fiq • qyx-t "^ ^ç • Ç^X-4 "+~ ^ç ' q y X-% "H • • • "H //^
I 4- ^7 . ç-hiyx-i ~^ 'q • ^-♦-ïj'x-* "+" Pq'q-*-tyx-% 4" . • . .
On aura donc
9-î/x-2 =^ ^ç-î • ç-ï/x-* ~+- àq^% . 7_,7jf-« -*- ^ç-ï • q-tfx-i -"H • • • "f" '/7-I 4- "q-%»qyx-k~^ *ç--î«çJ'x-«~+" Pq—t* qyx-t '^ • • • •
Substituant dans cette équation, au lieu de ^-ajx-a» ç-2jx-4» • • •» leurs
valeurs que fournit l'équation (A), on aura
Donc, en comparant cette équation avec l'équation (^•), on aura :
or, comme ici la différence constante est 2, on aura en intégrant a^= ^r H- c, c étant une constante, et, posant 7 = 2, on a «^=4; donc c = 2, partant 0^= ç' -f- 2 = /w, en faisant ç' 4- 2 = /w.
d'où l'on conclura en intégrant et ajoutant la constante convenable
4" /y — — ttq^i — — ( m — 2 ).
5* Cy "^^ ^q—l — 2 &y— s -+- Iq—t 'y
donc Cy = — ^^ ï^-3 • • • , enfin u^ = w^.a ; partant i/^ = C ; or y
étant 2, on a C = o, donc w^= o; ainsi l'on aura
Si nous supposons maintenant q -=, n — 1^ alors il ne faudra point tenir compte des termes ^^aj^.a, q^^x-s^ •••» et nous aurons dans cette supposition /w = //; donc
n-^x — ^ ' n-xyx-t ~~~ • n—iyx-K 4- . . . .
Substituant dans cette équation, au lieu de „_2jx» n-2ja--2» • • • » leurs valeurs — 2*^* A.,/3j:» — ^^^-n^x-s» •••» nous aurons, après
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avoir intégré,
pour déterminer cette constante H, on doit observer qu'en supposant o^ = 71, on aura
donc
Or on sait que, si l'on nomme cosf =y, on aura
cos/i9 = a»-i^i» — /i a"-*/*-' H ^ ^ 2'^"* y~^ -h . . . .
Posant donc ç = o, on aura
'"~ â^-"* ~ 4 17274^" "* rr2T3T4» "" '"
d'où l'on conclut H = o.
Supposons actuellement que n soit un nombre impair, x sera alors impair, et nous aurons
ensuite on formera les équations suivantes :
^yx^'^'iyx-t-^tyx^u
^, = 2 . ^^ar-t -^ i^*-i + %yx-t^
en opérant ensuite comme précédemment, on aura l'équation
la même que pour les nombres pairs.
Supposons maintenant que les nombres des écus des deux joueurs soient égaux et pairs, et que les adresses de ces joueurs soient inégales et dans la raison deakb; en nommant oyx 1^ nombre des cas suivant lesquels au coup x le gain des deux joueurs est zéro, ^yx 'e nombre des cas suivant lesquels le gain de A peut être 2, et ^y^c 1^ nombre des cas suivant lesquels le gain de B peut être 2, et ainsi de suite, on formera aisément les équations suivantes :
(«0 iyx= 2a6.47a:-,H- a*.^Xar-t-H b^O^x-n
n-lfx ='iab. a-iyx-t -^ a* . n-kyx-t , >
iyx= ^ab' iyx-t-^ à^'iax-i-^ et*' iyx-i,
or ici le nombre de tous les cas multipliés par leur probabilité particulière est (a -H by : nous aurons donc
or il est aisé de voir que Ton a iyx= —% • 2yxf substituant cette valeur de ^y^g dans l'équation (/), on aura
Eliminant de cette équation (*) ^y^ au moyen de Téquation (i^), on aura
(*) 11 faut changer dans celte équation x en jt — 2, et éliminer ojx-i ®^ o/;c~i entre réquation ainsi obtenue, l'équation (i^) et colle qu'on en déduit on remplaçant x par jc—x.
(Note de r Éditeur,)
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Cette équation, avec l'équation (w) et les suivantes, donnera, par un procédé semblable au précédent,
d'où nous conclurons
nab n(n — 3 ) a^b*
""'-(a-h^)» ""'-' 1.2 (a-hbr '•"'-*
Si n était impair, le problème se résoudrait exactement de la même manière; ainsi il serait inutile de nous y arrêter davantage.
Mais voici une autre manière de traiter le même problème, toujours suivant la méthode des suites récurro-récurrentes; on fera
/i-ij'x — 0^X9 n-^yx — î^'o:»
et Ton aura les équations
D'où l'on tirera facilement, par le Problème II, une équation entre n-A^'x^ n-4^x-2» • • • ^^n-~2^x-i^ n-2^jr-«» • • •• ^^^ ^^ fl^i cst la même chose, entre jjar» aJx-a» • • • et ojjp-at oJa;-4» . . • ; à l'aide de cette équation et des deux équations (/) et (r), on éliminera facilement '^y^^ '^yx-i et o7x-2» o7a?-4» et l'on aura une équation entre ^yx^ a^x-a» ••• et 4j«-2. 4jx-4» •••» d'où ensuite il sera facile, par le Problème II, de trouver une équation entre «-ajx» «-aj^x-a» •••» et, changeant dans cette équation a en 6 et 6 en a, on aura une seconde équation entre n-'^y^^ „«27ar-2» • • •» et do ces deux équations on aura facilement „5^.
Ce serait le même procédé si le nombre d'écus était différent pour les deux joueurs, et le problème n'a d'autre difficulté que la longueur du calcul.
6. Je passe maintenant au Problème suivant, qui m'a été proposé à l'occasion d'un pari fait sur la loterie de l'École militaire.
Problème IV. — Une loterie étant composée d'un nombre n de numéros i, 2, 3, . . ., w, dont il sort un nombre p à chaque tirage^ on demande la probabilité qu'après x tirages tous les numéros seront sortis.
Supposons que S parie que tous les numéros ne seront pas sortis après ce nombre de tirages, et cherchons tous les cas favorables à S ; il est clair que leur nombre est égal :
i^ Au nombre de cas suivant lesquels le numéro i peut n'être pas sorti après le tirage x;
2^ Au nombre des cas suivant lesquels le numéro 2 peut n'être pas sorti, le numéro i étant sorti;
3** Au nombre des cas suivant lesquels le numéro 3 peut n'être pas sorti, les numéros i et 2 étant sortis, et ainsi de suite; si donc l'on nomme ^j^^ la somme de tous ces cas jusqu'au numéro 9, on aura
qyn=g-tyn—q-Kyn-i-\-\ ' .\ ' ^ j >
nn^i)..,(n — p)'V
équation qui se rapporte au Problème l, q et n étant supposés variables et X constant ; voici comment on peut l'intégrer dans ce cas par« ticulier; posant^ successivement égal à i, 2, 3, .. ., on aura
d'où l'on conclura facilement
Or ici la somme de tous les cas possibles est -i)...(/2 — p-{-i) *^
OKuvret de U — VUI. 3
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nommant donc Zg. la probabilité de S, on aura
Si Ton veut appliquer cette formule à la loterie de TÉcole militaire, il faut, suivant la nature de cette loterie, supposer /i = 90 et/? = 5.
7. La notation que nous avons employée et la manière dont nous considérons le calcul aux différences finies à deux variables sont, comme Ton voit, d'un usage étendu dans la théorie des hasards. Pour en donner encore un exemple très simple, que Ton se propose le problème suivant :
Problème V. — Si dans un las de x pièces, oji en prend un nombre au hasard, on demande la probabilité que ce nombre sera pair ou impair.
Soit py^c le nombre des cas suivant lesquels ce nombre peut être pair, et p^^yx le nombre des cas suivant lesquels il peut être impair; on aura
( ' ) pyx-\-\ ^^ pyx "+" p— l^ar»
, Cette seconde équation donnera
p-xyx'^^ p-iyx-i "+" aX^t-i ~*" ' •
La première donne
p^x ^^ flXx-1 "^ p—iyx-i 5
donc on aura
d'où Ton tire, en intégrant,
or, posant a: = i , on a
pyx=o;
donc 2A — I = G et A = ^, partant pyx= 2*"* — 1, et puisque Téqua-
tion (i) donne
on aura
La somme de tous les cas possibles est visiblement
pyx-^p-0'x=^'—^'
Si donc on nomme pZ^g la probabilité que le nombre sera pair, et p^iS^ la probabilité qu'il sera impair, on aura
d'oii il est facile de voir qu'il y a toujours plus d'avantage à parier pour les nombres impairs que pour les pairs.
Je suppose que Ton soit assuré que le nombre x ne peut excéder /i, mais que ce nombre et tous les nombres inférieurs sont également possibles; on aura, pour la somme de tous les cas favorables aux impairs,
or, X étant i, on a
2'-hC = i;
donc C = — I et 2'-f- C = 2*^— i; on aura pareillement
or, X étant i, on a
2' — a? H- C=lO,
donc C = — i; partant, la somme de tous les cas favorables aux impairs est 2"— i, et la somme de tous les cas favorables aux pairs est 2"— /i — i; ainsi la probabilité pour les impairs est
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et la probabilité pour les pairs est
Dans V Histoire de l'Académie des Sciences, pour Tannée 1728, on voit que M. de Mairan a pareillement observé qu'il y a toujours plus d'avantage à parier pour les impairs que pour les pairs; mais il me semble que la manière dont cet ingénieux auteur envisage le problème n'est point exacte, et que, pour apprécier cet avantage, il est nécessaire de le considérer sous le point de vue sous lequel nous l'avons estimé.
On peut concevoir de la même manière des suites récurro-récurrentes, dont le terme général aurait trois ou même un plus grand nombre d'indices variables, et si elles se rencontrent dans la résolution des problèmes, on pourra les traiter par une méthode analogue à la précédente.
8. Quoique les théorèmes suivants n'aient qu'un rapport éloigné avec l'objet de ce Mémoire, cependant, comme ils m'ont paru être de quelque utilité dans l'Analyse, j'en donnerai ici l'énoncé, sans y joindre la démonstration; on la trouvera dans le Mémoire que j'ai déjà cité au commencement de celui-ci, et qui a pour titre : Recherches sur le Calcul intégral aux différences infiniment petites et aux différences finies.
Théorème I, sur les différences infiniment petites. — Soit l'intégrale complète de l'équation
C, C, C", ... étant des constantes arbitraires, u, m', z/', ... étant des intégrales particulières de l'équation (a), et H, H', H", . . . étant des fonctions de la variable x, dont la différence est supposée constante, et que
l'on suppose
- u' du — u du' = u' du — u du' - u' du — u du'
<^« au dû
—7 u" du — u du* == u' du — M du"
au du
—= u" du — u du*"
du
Jusqu'à ce que l'on parvienne ainsi à former u; soit alors — ^ =5^""*^;
siy dans l'expression de z^'^~'*^on change i/<*"^,iew.ii^'*~^\ et réciproquement, on formera z^"~^^; si, dans la même expression de 5^""*^ on change m^""*^ en [/^""'^ et réciproquement, on formera z^'^~^\ et ainsi de suite; je dis que l'intégrale complète de l'équation
X étant une fonction quelconque de a?, sera
yr=zu{C -^fz \dx) -^u'(C'-¥fz'Xdx) ■^u'iC'-^fz'Xdx)
~\-u(^-')(C^-^^-^fz^'"-'^Xdx).
Théorème II, sur les différences hnies. — Soit l'équation différentieUe aux différences finies
Hx, 'H^, . . . étant des fonctions quelconques de a?, et y g. désignant l'y qui répond à l'indice x\ soit V intégrale de cette équation
y^— ku -h 'A 'u 4- 'A '« 4- . . . 4- "-*A »->«,
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A, 'A, . . . étant des constantes arbitraires y et u/u, ... étant des intégrales particulières de r équation (6) ; que l'on suppose
jusqu à ce que Ton parvienne ainsi à former u; soit maintenant // =''-*'^, et concevons que dans '*~*z on change ""*w en "'*!/, et réciproquement, on formera ""'s; si dans la même expression on change ""*« en ""*«, e£ réciproquement, on formera ""'s, ...; Je dis que i intégrale complète de Véquation
sera
fe signe -f- aya/i/ /lew ^i n est impair, et le signe — s il est pair; on doit observer ici que la caractéristique A sert à désigner la différence finie, et la caractéristique ^ i intégrale finie.
Pour donner une application du premier théorème, considérons Téquation que M. de la Grange intègre dans le III* Volume des Mémoires de Turin, page 190, laquelle est de cette forme
A, B, D, E, . . . , V étant des coefficients constants.
En y supposant X = o, et faisant 7 = (A 4- Ko?)', elle devient, après avoir divisé par (A 4- Ka:)',
(9) o = i-f-AK/-+-BK«/(/-i)4-DK»/(/-i)(/-a)4-....
Soient />, p\ p\ ... les valeurs de / dans cette équation, et Ton aura
d'où l'on tire facilement
partant Donc
Ce résultat semble différer, au premier coup d'œil, de celui que trouve M. de la Grange à l'endroit cité des Mémoires de Turin, mais on peut en reconnaître l'identité de cette manière.
Ce grand géomètre trouve que r,, r^, r,, ... étant les racines de l'équation
j 0 = 1 — AK(r-M)-f-BK»(r-M)(r4-2)
si l'on différentic cette équation en faisant varier r, qu'après avoir divisé par dr on substitue successivement au lieu de r ses valeurs r,, Tj, r,, ... et qu'on nomme Q,, Q^, ... ce que devient alors cette différence, on aura
(Iv) yz= — K{ (A 4- Kj; )->•.-•
jMh + Kxy.dx (*
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Or, si Ton suppose r 4- 1 = — /, Téquation (10) devient
donc, en comparant cette équation avec Téquation (9), on aura
/ = /, partant
Ensuite l'équation (10) peut être mise sous cette forme
o = ±V(r-rj)(r-r,)(r-r,)...,
le signe + ayant lieu si n est pair, et le signe — s'il est impair; d*où il est facile de conclure
Q, = di V(r, - r.) (r, - r^)(r,^ rj . . . ^±:\{p-p')(p^p')(p^p'),,..
Or l'équation (9) donne
donc
Tome VI, p. Gai
La théorie des hasards est une des parties les plus curieuses et les plus délicates de l'Analyse, par la finesse des combinaisons qu'elle exige et par la difficulté de les soumettre au calcul; celui qui parait l'avoir traitée avec le plus de succès est M. Moivre, dans un excellent Ouvrage qui a pour titre : Theory of chances ; nous devons à cet habile géomètre les premières recherclres que l'on ait faites sur l'intégration des équations différentielles aux différences finies; la méthode qu'il a imaginée pour cet objet est fort ingénieuse et il l'a très heureusement appliquée à la solution de plusieurs problèmes sur les Probabilités; on doit convenir cependant que le point de vue sous lequel il a envisagé cette matière est indirect. Les équations aux différences finies sont susceptibles des mêmes considérations que celles aux différences infiniment petites, et doivent être traitées d'une manière analogue; la seule différence qui s'y rencontre est que, dans le cas des différences infiniment petites, on peut négliger certaines quantités qu'il n'est pas
(*) Par M. de la Place, Professeur à l'École royale militaire.
permis de rejeter dans le cas des équations aux diiïércnces finies, ce qui rend l'intégration de celles-ci plus épineuse; Tillustre M. de Lagrange est le premier qui les ait envisagées sous ce rapport, dans un beau Mémoire qui se trouve dans le premier Volume de ceux de Turin ; cette théorie des équations aux difTérences finies est du plus grand usage dans la science des Probabilités, et ce n*est qu*à son moyen que Ton peut espérer une méthode générale de les assujettir à l'Ana- Ivse.
En cherchant à résoudre de cette manière plusieurs problèmes sur* les hasards, je suis tombé fréquemment dans une espèce d'équations aux difTérences finies, très différentes de celles que l'on a considérées jusqu'ici; on peut les regarder comme des équations finies aux différences partielles; leur importance dans l'Analyse des hasards m'a déterminé à les considérer d'une manière particulière dans un Mémoire Sur les suites récurro^récurrentes, imprimé dans ce Volume (*); mais, ayant repris cette matière, je me suis aperçu qu'elle était d'une très grande utilité dans la science des hasards, et qu'elle donnait un moyen de la traiter beaucoup plus généralement qu'on ne l'a fait encore; cette considération m'a porté à l'approfondir davantage, ainsi que toute la théorie de l'intégration des équations finies différentielles; c'est ce que je me suis proposé dans un Mémoire que j'ai lu à l'Académie, et qui a pour titre : Recherches sur V intégration des équations différentielles aujc différences finies, et sur leur usage dans la T/iéorie des hasards; ce Mémoire devant paraître dans le Volume de l'Académie pour l'année 1773, j'y renvoie le lecteur (^); l'objet de celui-ci est très différent : je me propose de déterminer la probabilité des causes par les événements, matière neuve à bien des égards et qui mérite d'autant plus d'être cultivée que c'est principalement sous ce point de vue que la science des hasards peut être utile dans la vie civile.
(*) Foir p. 67.
L'incertitude des connaideances humaines porte sur les événements ou sur les causes des événements; si Ton est assuré, par exemple, qu'une urne ne renferme que des billets blancs et noirs dans un rapport donné, et que l'on demande la probabilité qu'en prenant au hasard un de ces billets il sera blanc, l'événement alors est incertain, mais la cause dont dépend la probabilité de son existence, c'est-à-dire le rapport des billets blancs aux noirs, est connue.
Dans le problème suivant : Une urne étant supposée renfermer un nombre donné de biliets blancs et noirs dans un rapport inconnu, si Von tire un billet et quil soit blanc, déterminer la probabilité que le rapport des billets blancs aux noirs est celui de p à q; l'événement est connu et la cause inconnue.
On peut ramener à ces deux classes de problèmes tous ceux qui dépendent de la théorie des hasards; nous ne discuterons ici que ceux de la seconde classe, et pour cela nous établirons le principe suivant :
Principe. — 5^ un éi>énement peut être produit par un nombre n de causes différentes, les probabilités de l'existence de ces causes prises de réi'énement sont entre elles comme les probabilités de Vés^énement prises de ces causes, et la probabilité de V existence de chacune d'elles est égaie à la probabilité de l'événement prise de cette cause, divisée par la somme de toutes les probabilités de l'événement prises de chacune de ces causes.
La question suivante éclaircira ce principe, en même temps qu'elle en fera voir l'usage :
Je suppose que l'on me présente deux urnes A e/ B, dont la première contienne p billets blancs et q billets noirs, et la seconde contienne p' billets blancs et q' billets noirs; je tire de iune de ces urnes {j'ignore de laquelle) f -^-h billets, dont f sont blancs et h sont noirs ; on demande, cela posé, quelle est la probabilité que l'urne dont j'ai tiré ces billets est A ou qu'elle est B.
En supposant que cette urne soit A, la probabilité d'en tirer/billets blancs et h billets noirs est
Soit K cette quantité; si Ton suppose maintenant que Turne dont j*aî tiré les billets est B, la probabilité d'en tirer / billets blancs et h billets noirs se déterminera en cbangeant, dans K^ petq en p'ei q'\ soit K' ce que devient alors cette expression. Cela posé, les probabilités que l'urne dont j'ai tiré les billets est A ou B sont entre elles, par le principe énoncé ci-dessus, comme K est à K'; la probabilité que cette urne
est A est égale à ^ j,, et celle qu'elle est B est égale à ^ — jt>-
Nous allons présentement appliquer ce principe à la résolution do quelques problèmes.
Problème I. —Si une urne renferme une infinité de billets blancs et noirs dans un rapport inœnnu, et que Von en tire p -h q billets dont p soient blancs et q soient noirs ; on demande la probabilité quen tirant un nouveau billet de cette urne il sera blanc.
Solution. — Le rapport du nombre des billets blancs au nombre total des billets contenus dans Turne peut être un quelconque des nombres fractionnaires compris depuis o jusqu'à i; or, si Ton prend un de ces nombres a? pour représenter ce rapport inconnu, la probabilité de tirer de l'urne /? billets blancs et y billets noirs est, dans ce cas, xP{\ — xy\ partant la probabilité que x est le vrai rapport du nombre des billets blancs au nombre total des billets est par le principe de l'article précé-
dent égale à --r-^ > l'intégrale étant prise de manière qu'elle
/ xP{i — x)t dx
soit nulle lorsque a? = o, et qu'elle finisse lorsque rr = i; or, dans la supposition que a? est le vrai rapport du nombre des billets blancs au nombre total des billets, la probabilité de tirer un billet blanc de l'urne esta;; si Ton multiplie maintenant cette quantité par la proba-
bilité (le la supposition, on aura, pour la probabilité de tirer un billet blanc (le l'urne en vertu du rapporter, —^ — \^~~^) — f ^ gj conséquein-
ment, si Ton nomme Ë la probabilité entière de tirer un billet blanc de l'urne, on aura
Ç xP^^ [\ — xY dx
Ç ^^(} — x^dx
en observant de faire commencer les intégrales lorsque 07 = 0 et de les terminer lorsque a? = i .
Il est facile, d'après ces deux conditions, d'avoir une expression fort simple de E, car on a
fxP^^(j — x)^ dx = — ^ fxP^*(\ — x)i-'^ dx
et ainsi de suite, partant
rxp^'(i-x)^dx=^^ ^, '-"^I^'f ;>
pareillement
/»/ v«j 1.2.3. ..7 XP(l — X)9 dx =r r ;
donc
Si l'on cherchait la probabilité de tirer de l'urne m billets blancs et n billets noirs, on trouverait
rxP*"^(i — x)i-*-''dx
/ xP{i --x^dx
d'où l'on tire
p eiq étant supposés fort grands, on peut simplifier cette expression de
:i'2 SUR LA PUOnABILITÉ DES CAUSES
la manière suivante : pour cela, j*ol)serve que Ton a
li-4-l2-+-13-+-...-4-lx = |la7r-+-(j:-4-i)lj: — J?H . ..,
:: exprimant le rapport de la demi-circonférence au rayon (tmr les //istitutions du Calcul différentiel de M. Euler); de là il suit que, si l*on nomme e le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité, on aura, en supposant /? et 7 de très grands nombres,
x/ V , X 1. a. 3... (7 -4-^0 (v-t-zi)*^"'^» (7 -h 0 (7 ^ 2). . .(y -t- n) = —--^.\(--^-J ^ ^ ' L^^ ,
pareillement
(A^-^o.-.C/' + ^ + o^-^— ^-4ii —
et
ei ^n^^ (p ^ mf'^'^'^^
Donc
nous observerons ici que parce que
en supposant/' + 9 infiniment grand. Scniblahlement, si nous supposons m et n fort petits par rapport à /> et à 7, nous aurons
et
donc alors nous aurons
ptngn
m-Hi»
De là on peut conclure que, p ^i q étant supposés fort grands, tant que m et n seront beaucoup moindres, on pourra, sans craindre aucune erreur sensible, calculer la probabilité de tirer de l'urne des billets blancs et noirs, en supposant que dans cette urne le rapport du nombre des billets blancs est à celui des billets noirs comme jd est à 9; mais cette supposition devient fautive lorsque /w et /i sont fort grands, ce qu'il me parait essentiel de remarquer. Pour le faire voir, supposons m =/i et n = 7, nous aurons
expression, comme Ton voit, différente de celle-ci
à laquelle on parvient en représentant par ^ le rapport du nombre
des billets blancs au nombre total des billets contenus dans l'urne.
La solution de ce problème donne une méthode directe pour déterminer la probabilité des événements futurs d'après ceux qui sont déjà arrivés; mais, cette matière étant fort étendue, je me bornerai ici à donner une démonstration assez singulière du théorème suivant :
On peut supposer les nombres p et q tellement grands, qu'il devienne aussi approchant que Von voudra de la certitude que le rapport du nombre de billets blancs au nombre total des billets renfermés dans l'urne est compris entre les deux limites — (o e/ -^ h co, o) pouvant être supposé moindre qu'aucune grandeur donnée.
Pour démontrer ce théorème, j'observe que la probabilité du rapport X est, par ce qui précède, égale à
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Soit X = — h z, et nous aurons
p-hq
Si Ton intègre cette quantité depuis 5 = 0 jusqu'à z = ta, en multipliant cette intégrale par — 1^"^^"^ > on aura la probabilité
que le rapport du nombre des billets blancs au nombre total des billets est compris entre les limites — — et — h o).
P .* P Pareillement, si Ton intègre
fi'- '-r^n-'-r ')'■"■
depuis :; = o jusqu'à z = (s}, en multipliant cette intégrale par {p-^^)"'{p-^ç-^^)^ Qjj ^^J,g^ jj^ probabilité que le rapport du nombre
des billets blancs au nombre total des billets est compris entre les
limites — — et — ^ (o. La somme de ces deux quantités exprime
donc la probabilité que ce rapport est contenu entre les limites p . ^é _P
— 0) et — ^- h û>. Nommons E cette probabilité; supposons
d'ailleurs /> et q infiniment grands, et que co, ou la plus grande valeur
de :;, soit infiniment moindre que ,. > et infiniment plus grande
Vp-^q
que y qu'elle soit égale, par exemple, à ;•> n étant plus
grand que 2 et moindre que 3.
Si l'on fait présentement I ( i — ^-^ z\ = m, on aura, en réduisant en séries,
Nous pouvons négliger ici le terme — ^^ ;~z^ et les suivants, car la
plus grande valeur de z étant par la supposition égale à — ? — ^9 on aura
dans le cas où e aura le plus grand exposant négatif; or, puisque n est moindre que 3, cet exposant est visiblement infiniment petit, et par-
tant on peut supposer e »^' ' égal h l'unité. On aura pareille-
ment
De là on conclura facilement
or on a
Donc
i.'i.S. . .<7 Kp-^qY^'^
^iTZ^pq
Soit - i^^tl}! 5^ = 1 [X, et l'on aura
lie «"^ é/5i= y i'i ^ à
ip-^gï
le nombre [x peut ici recevoir tous les accroissements possibles depuis o jusqu'à I, et, en supposant l'intégrale commencer lorsque [i. = i, nous avons ici besoin de sa valeur lorsque [x= o. Voici maintenant comment on peut la déterminer; pour cela, nous ferons usage du théorème suivant. (Voir le Calcul intégral Aq M. Euler.) En supposant que l'intégrale commence lorsque [x = o et finisse lorsque [x = i, on a
quels que soient n et i. Supposons conséquemment n = o ei i infini ment petit; nous aurons
, - nU
car le numérateur et le dénominateur de cette quantité devenant nuls par la supposition de i= o, si Ton différentie l'un et l'autre en regardant i seule comme variable, on aura
Il ^
partant i — (ji^'= — 2el[x; on aura donc dans ces suppositions
Tr^V n/^^^^J sf^isJ^^J V^V=^"^ ^'
partant
di.
en supposant l'intégrale commencer lorsque [x = o et finir. lorsque [X = i; mais comme, dans le cas précédent, cette intégrale commence lorsque (x = i et finit lorsque (x = o, nous aurons
Donc
2€ «/'V z^dz—^LtLLJ. — _
{p-^qY
d'où nous obtiendrons E = i; on voit donc qu'en négligeant les quantités infiniment petites, nous pouvons regarder comme certain que le rapport du nombre des billets blancs au nombre total des billets est
compris entre les limites — hû> et — co, (o étant égal à ^
p-^q p-\'q ^ Vp^q
n étant plus grand que 2 et moindre que 3, et à plus forte raison n étant plus grand que 3; partant co peut être supposé moindre qu'aucune grandeur donnée.
Supposons maintenant que Ton propose de déterminer l'erreur que Ton peut commettre en faisant E = i, lorsque l'on donne à z une très petite valeur co; voici un moyen fort simple d'y parvenir.
Il faut intégrer d'abord
/(-'r-'-ri-^'^)'-'
depuis 5 = 0 jusqu'à 5 = co. Pour cela, je suppose que K soit l'intégrale entière depuis 5 = 0 jusqu'à z = —^ ; cette intégrale est visiblement trop grande pour l'objet que nous nous proposons; il faut en retrancher l'intégrale
depuis 5 = co jusqu'à z = ^ ; soit 5 = co -h /, et l'on aura
J'observe que co doit, par ce qui précède, être supposé infiniment plus grand que ; supposons /infiniment moindre que > afin
de pouvoir négliger les termes affectés de/^, /', ... dans le développement de l'exposant de e, et nous aurons
{p-¥-4f)*tùf
g pq'-tù{pp-qq)-ta*[p-k-q)* fiy
_pq — (ù{pp- qq) — (ù^p H- q)^ / ^- „a^^u>o-aa^-u>Uv^qA
Supposons ensuite co/ d'un ordre infiniment plus grand que
p-hq
(p-\-g)*tùf
ce qui est possible; alors e p^-^^pq-^q)-^^^?-^^)* devient négligeable par rapport à l'unité, et l'intégrale précédente deviendra, par la supposi-
lion de o) très petit, éffale à — ^^,^ : nous aurons ainsi
l'intégrale étant supposée commencer lorsque 5 = o) et finir lorsque z = lo -h -. — ~v»' ^ étant plus grand que -• Or la différence de cette
intégrale avec l'intégrale entière prise depuis 5 = co jusqu'à 5== — - — est infiniment moindre; pour le démontrer, j'observe que si Ton nomme, pour abréger, y la quantité ( i -h - — - 5 W i — ^ — ^ z\ , on
aura, lorsque 5 = o) ^- - — > n étant plus grand que -»
Si l'on donne à :; une plus grande valeur, y devient moindre, partant I yds depuis 5 = o) -f- - — ^ — r;^ jusqu'à ^ est moindre que
or, puisque nous avons supposé . ^ infiniment plus grand que
la quantité précédente est infiniment moindre que
pq
car, en général, e*">Qo"*, m et n étant des nombres finis quelconques.
Nous aurons donc
en supposant l'intégrale commencer lorsque 5 = o et finir lorsque
z = (a. Semblablement nous aurons, avec les mêmes conditions,
(p-hgYo)
K' étant ce que devient K lorsqu'on y change /> en ^ et ^ en p; nous aurons, par conséquent,
P + 1..Y PI
Mais on a visiblement
d'où Ton tirera facilement
wv/ârû (/>-♦- q)'
On peut juger par cette formule de Terreur que l'on commet en faisant E = I.
Problème II. — Deux joueurs A e/ B, dont les adresses respectives sont inconnues, jouent à un jeu quelconque, par exemple au piquet, à cette condition que celui qui, le premier, aura gagné le nombre n de parties, obtiendra une somme a déposée au commencement du jeu ; je suppose que les deux joueurs soient forcés d'abandonner le jeu , lorsquHl manque /parties au joueur A, et h parties au joueur B; cela posé, on demande comment on doit partager la somme a entre les deux joueurs.
Solution. — Si les adresses respectives des deux joueurs A et B étaient supposées connues, et qu'elles fussent dans la raison de /? à 9,
on trouverait, en supposant /^ + ^ = i, la somme qui doit revenir à B égale à
Cette proposition est démontrée dans plusieurs Ouvrages; elle se déduit fort aisément de la méthode des suites récurro-récurrentes, comme on le verra dans le Mémoire cité au commencement de celui-ci; on y trouvera pareillement une solution générale du problème des partis* dans le cas de trois ou d'un plus grand nombre de joueurs, problème qui n*a encore été résolu par personne, que je sache, bien que les géomètres qui ont travaillé sur ces matières en aient désiré la solution. {Voir la seconde édition de V Analyse des jeux de hasard de M. Montmort» page 247,)
Présentement, puisque la probabilité de A pour gagner une partie est inconnue, nous pouvons la supposer un des nombres quelconques, compris depuis o jusqu'à i. Supposons qu'un de ces nombres a? représente cette probabilité; dans cette supposition, la probabilité que, sur in— f — h parties, A en gagnera w— /, et B, n—h^ sera
d'où il résulte, par le principe de l'Article II, que la probabilité de la supposition que nous avons faite pour x est
l'intégrale étant prise de manière qu'elle commence lorsque cr = o et qu'elle fmisse lorsque x=^\. Maintenant, x étant supposé être la probabilité de A pour gagner une partie, on trouvera que la somme qui doit revenir a B est
^ L i—x-'' ' (\—xy 1.2
(1 — xy -^ 1 .2.3. . .(/
PAR LES EVENEMENTS. ki
Donc la somme qui doit véritablement revenir au joueur B est
.' ^ 1^ i^x^-^ [ {i — jcy-^ 1 .2.3. . .(/—i) J
les deux intégrales étant prises de manière qu'elles soient nulles lorsque or = o et qu'elles finissent lorsque x = i. De là, on conclura facilement
pareillement
r ^ fi \fu.M ij i.a.3. . .(/"-h /i — i)
et ainsi du reste.
D'oii Ton aura, pour la somme qui doit revenir à B,
a(/i — A-hi)...(/i-h/ — i) r . /-hA — I n— /-f-i
(/-hA-i)(/-4-A-2) (n~/-4-i)(/i-/-4-2)
(/-f-A — i)...(A-hi) (/t~-/-f.i)...(n~-i)
I .2.3. . .(/— l) (/-+-/1 — l). . .(/IH- l
On peut, au moyen de la théorie précédente, parvenir à la solution du problème qui consiste à déterminer le milieu que Ton doit prendre entre plusieurs observations données d'un même phénomène. Il y a deux ans que j'en donnai une à l'Académie, à la suite du Mémoire sur les séries récurro-récurrentes, imprimé dans ce Volume (*); mais le peu d'usage dont elle pouvait être me la fit supprimer lors de l'impression. J'ai appris depuis, par le Journal astronomique de M. Jean BernouUi, que MM. Daniel BernouUi et Lagrange se sont occupés du même Problème dans deux Mémoires manuscrits qui ne sont point venus à ma
(«) Voir p. 5.
œuvres de L, ^ VUI. 6
connaissance. Cette annonce, jointe à Futilité de la matière, a réveillé mes idées sur cet objet; et, quoique je ne doute point que ces deux illustres géomètres ne Paient traité beaucoup plus heureusement que moi, je vais cependant exposer ici les réflexions qu'il m'a fait naitro, persuadé que les différentes manières dont on peut l'envisager produiront une méthode moins hypothétique et plus sûre, pour déterminer le milieu que l'on doit prendre entre plusieurs observations.
Problème III. — Déterminer te milieu que l*on doit prendre entre trois obsen'ations données d*un même phénomène.
Solution. — Représentons le temps par une droite indéfinie AB (/ig. i), et supposons que la première observation fixe l'instant du phénomène au point a^ la seconde au point b et la troisième au
Fig. I
point c'j supposons de plus que l'unité de temps soit une seconde, en sorte que l'intervalle de a à 6 soit/? secondes, et celui de bhc, q secondes; cela posé, on demande à quel point V de la droite AB on doit fixer le milieu que l'on doit prendre entre les trois observations a, b et c.
Pour cela, on doit observer qu'il est plus probable qu'une observation donnée s'écarte de la vérité de 2 secondes que de 3 secondes, de 3 secondes que de 4 secondes, etc.; mais la loi suivant laquelle cette vraisemblance diminue à mesure que l'observation s'éloigne de la vérité nous est inconnue. Supposons donc (Jig. 2) que le point V soit le véritable instant du phénomène; les probabilités que l'observation s'éloigne de la vérité, aux distances VP, VP', ..., peuvent être représentées par les ordonnées d'une courbe RMM', qui décroissent suivant une
loi quelconque, et dont, en nommant x l'abscisse VP, et y l'ordonnée correspondante PM, nous représenterons l'équation par celle-ci : y = 9(j?). Or voici les propriétés de celte courbe :
i^ Elle doit être partagée en deux parties entièrement semblables par la droite VR, car il est tout aussi probable que l'observation s'écartera de la vérité à droite comme à gauche;
Fig. 1.
2® Elle doit avoir pour asymptote la ligne KP, parce que la probabilité que l'observation s'éloigne de la vérité à une distance infinie est évidemment nulle;
3° L'aire entière de cette courbe doit être égale à l'unité, puisqu'il est certain que l'observation tombera sur un des points de la droite KP.
Supposons maintenant {fig> i) que le véritable instant du phénomène soit au point V, à la distance x du point a; la probabilité que les trois observations a, 6 et c s'écarteront aux distances Va, V6 et Vr sera
et, si nous supposons le véritable instant au point V, en sorte que aV'= x\ cette probabilité sera
d'où il résulte, par notre principe fondamental de l'Article II, que les probabilités que le véritable instant du phénomène est aux points V ou V sont entre elles comme
Si donc on construit une courbe HOL, dont l'équation soit
les ordonnées de cette courbe pourront représenter les probabilités des points correspondants de l'abscisse. Cela posé :
Par le milieu que Ton doit choisir entre plusieurs observations» on peut entendre deux choses qu'il importe également de considérer.
La première est l'instant tel qu'il soit également probable que le véritable instant du phénomène tombe avant ou après; on pourrait appeler cet instant milieu de probabilité.
La seconde est l'instant tel qu'en le prenant pour milieu, la somme des erreurs à craindre, multipliées par leur probabilité, soit un minimiun; on pourrait l'appeler milieu d'erreur ou milieu astronomique^ comme étant celui auquel les astronomes doivent s'arrêter de préférence.
Pour avoir le premier milieu, il faut déterminer l'ordonnée OV, qui divise l'aire de la courbe HOL en deux parties égales; car il y a visiblement alors autant de probabilité que le véritable instant du phénomène tombe à droite comme à gauche du point V.
Pour avoir le second milieu, il faut choisir {fig* 3) un point V sur
Fig. 3.
l'abscisse, tel que la somme des ordonnées de la courbe HOL, multipliées par leurs distances à ce point V, soit un minimum. Or je dis que ce second milieu ne diffère point du premier. Pour le faire voir, menons l'ordonnée ow, infiniment proche de OV. Soient
Su = dx, OV = j;
Q le centre de gravité de la partie uoL de la courbe;
M cette partie elle-même;
z la distance du point Q à l'ordonnée OV;
P le centre de gravité de la partie VOH;
N cette partie elle-même;
:;' la distance de P à l'ordonnée OV.
Cela posé, en prenant le point V pour milieu, la somme des ordon* nées multipliées par leurs distances à ce point sera
tis-i-^s'-h{ydx\
et, si l'on prenait u pour ce milieu, la somme des ordonnées multipliées par leurs distances au point u serait
M(s — rfjr) + N{5'-1- rfjr) + i/rfj:';
d'où l'on voit que la dilTérence de ces deux quantités sera
N rf-r — M dx.
laquelle doit être égale à zéro dans le cas du minimum. On aura donc dans ce cas M = N, c'est-à-dire que l'ordonnée OV partagera l'aire de cette courbe en deux parties égales. On voit donc que le milieu astronomique ne diflère point de celui de probabilUé, et que l'un et l'autre se déterminent par l'ordonnée OV qui divise l'aire de la courbe HOL en deux parties égales.
Pour trouver cette ordonnée, il est nécessaire de connaître '^{cc) ; mais, dans le nombre infini de fonctions possibles, laquelle clioisironsnous de préférence? Les considérations suivantes peuvent nous déterminer dans ce choix. Il est certain {fig. 2) que, s'il n'y avait pas plus de raison pour supposer le point F plus probable que le point P', on devrait supposer <^{x) constant, et la courbe ORM' serait une ligne droite infiniment proche de l'axe KP. Mais cette supposition doit être rejetée; car, si l'on supposait exister un trës grand nombre d'observations du phénomène, il est à présumer qu'elles deviendraient d'autant plus rares qu'elles s'éloigneraient de la vérité ; on sent facilement d'ailleurs que cette diminution ne peut être constante, et qu'elle devient d'autant moindre que les observations s'écartent de la vérité : ainsi, non seulement les ordonnées de ta courbe RMM', mais encore les diiTérences de ces ordonnées doivent aller en décroissant à mesun; qu'elles s'éloignent du point V, que nous supposons toujours èlre lu phénomène. Or, comme nous le autre loi aux ordonnées qu'à
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leurs difFérenccs, il suit que nous devons, conformément aux règles lies probabilités, supposer le rapport de deux différences consécutives et infiniment petites égal à celui des ordonnées correspondantes. On aura ainsi
rio(x -j- dx) _ 9 ( .r -h r/.r )
partant
L!e qui donne
dx
9(x) — ze
—mx
Telle est donc la valeur que nous devons choisir pour 9(^). La constante 6 doit se déterminer par cette supposition que Taire entière do laxourbe ORM soit égale à Tunité qui représente la certitude, ce qui donne
6 — [/w, partant 9(.r)^— f?'
t—mx
c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est Tunité.
On peut objecter contre celte loi qu'en supposant x extrêmement grand 9(^) ne serait pas nul, ce qui répugne; mais, à cela, je réponds que, bien que c'^' ait une valeur réelle, quel que soit .r, cette valeur cependant est si petite lorsque x devient extrêmement grand, qu'elle peut être regardée comme nulle.
Maintenant, en admettant cette loi, déterminons Taire de la courbe
HOL(//r-«)-
i" Depuis a jusqu'en b^ Tordonnée de la courbe HOL est
Partant, Taire de la courbe dans cet intervalle sera
e-mfîp-H9)(e'»'— i).
2"* Depuis /> jusqu'en r, Tordonnée de la courbe sera
et l'aire de la courbe dans cet intervalle sera
3° Depuis c jusqu'à l'infini, l'aire de la courbe sera
g-mip-hlq)^
4** Depuis a jusqu'à l'infini, du côté de A, l'aire de la courbe sera
^-miq-htp).
l'aire entière de la courbe sera donc
On peut observer que le point V, tel que l'ordonnée OV partage Taire de la courbe en deux parties égales, doit nécessairement tomber entre les points a et b, en supposant /?>gr; ou entre les points h et r, en supposant q >y?; car l'aire de la courbe à gauche de l'ordonnée b\\ est
laquelle est visiblement plus grande ou moindre que la moitié de Taire entière, suivant que/7 est plus grand ou moindre que q; nous le supposerons plus grand dans la suite du calcul. Cela posé, pour déterminer la distance œ du point a au point V où Ton doit fixer le véritable instant du phénomène, on aura Téquation suivante
d'où Ton lire
rn
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Remarque sur la méthode des milieux arithmétiques.
La méthode en usage parmi les observateurs consiste à prendre un milieu arithmétique entre les trois observations, ce qui donnerait
.r== — ^t_?. Or cette méthode revient à supposer, dans les formules précédentes, /w = o ou infiniment petit; car alors on a
Or
partant
1 1(, + te—/'- \e-'-9) = - l/> ^ Î7,
la même valeur que donne la méthode des milieux arithmétiques.
La supposition de m infiniment petit donne {/îg. 2) tous les points de la droite KP également probables, au moins jusqu'à une distance extrêmement grande; ce qui est hors de toute vraisemblance par la nature même de la chose et par le résultat du calcul, comme on va le voir dans un moment. On sent par là combien cette supposition est peu naturelle, et combien il est nécessaire dans des circonstances délicates de faire usage de la méthode suivante.
Si m était connue, il serait facile par ce qui précède d'avoir la valeur de x\ mais, cette quantité étant inconnue, il faut nécessairement recourir à d'autres moyens pour obtenir cette valeur.
D'après le principe fondamental de l'Article II, les probabilités des différentes valeurs de m sont entre elles comme les probabilités que, ces valeurs ayant lieu, les trois observations auront les distances respectives qu'elles ont entre elles. Or les probabilités que les trois observations a.b^ic {fig. i) s'éloigneront les unes des autres aux distances p et q sont entre elles comme les aires des courbes HOL, correspondantes aux diflerentes valeurs de m, comme il est facile de s'en assurer.
D*où il résulte, par le principe de rArticle II, que la probabilité de m est proportionnelle à
on voit par là que la probabilité de ttz = o ou infiniment petit, supposition que donne la méthode des milieux arithmétiques, est infiniment moindre que celle de m égal à une quantité finie quelconque. Présentement, si Ton nomme j la probabilité, correspondante à //i, que le véritable instant du phénomène tombe à la distance x du pointa, la probabilité entière que cet instant tombera à cette distance sera proportionnelle à
Tintégrale étant prise de manière qu'elle commence lorsque 771 = 0, et finisse lorsque 772 = qo; si donc on construit sur Taxe AB une nouvelle courbe H'KU dont les ordonnées soient proportionnelles à cette quantité, Tordonnée KQ qui divisera l'aire de cette courbe en deux parties égales coupera l'axe au point que l'on doit prendre pour milieu entre les trois observations.
L'aire de cette nouvelle courbe sera évidemment proportionnelle à l'intégrale du produit de l'aire de la courbe HOL par
Donc, puisque, pour déterminer x dans une supposition particulière pour 772, on a
on aura
jr7n*c-'«<»''+«^-*) (i — \e-'**P— Ae-'»») dm
~y /n*c-'«^*'»^-*^)(i 4- le-'"''— ^c-'"») (i ^{e-'^P— }c-'»*) dm,
en intégrant de manière que les intégrales commencent lorsque m ■= 0, et finissent lorsque 771 = oo.
QXuvreê de L. -~ M\\. 7
Pour intégrer ces quantités, on doit observer que
/ /n*c-*"*£/m = — j7 m^e-^^-\- j ^ m* e"^"^ dm
:=— rr= ni*e
et ainsi de suite. Partant,
f m^e'-^'^dm = C— |t m^e'^'^ — ^m^e"^'^
^•4 • «- 2.3.4 ir«. i.a.3.4.5 -^
Puisque cette intégrale doit s'évanouir lorsque m = o, on a
d'ailleurs, comme elle doit finir lorsque m = 00, on a dans ce cas
partant,
/l Km J 1.2.3. 4. 5 m*e-^'^dm=: =t^
On aura ainsi, pour obtenir x, l'équation suivante :
Cette équation monte au quinzième degré et donne quinze valeurs pour a?; mais on doit observer que, dans le cas du problème précédent, X doit être positive et moindre que/?, ce qui rend un grand nombre de ces valeurs inutiles; s'il y en avait cependant plusieurs qui satisfissent à ces deux conditions, il serait impossible de déterminer laquelle est préférable. Heureusement cela n'arrive point ici, et nous allons faire voir qu'il n'y en a qu'une seule qui y satisfasse, ce qu'il est essentiel de remarquer pour l'usage de cette méthode.
Supposons qu'une des racines de x soit jd— /, et nommant, pour abréger» K le second membre de Téquation (co), nous aurons
('^p^'^q^fY 3(^p^2q-h/y 3(2/7 -h 3^-+-/)
supposons que p—/ — a soit une seconde racine de a:, /-h u étant positif et moindre que/?; nous aurons
(2/>-h iq
Soit
/, /' et /'" seront positifs ou négatifs» suivant que u sera positif ou négatif; de plus, on aura /< /' et /< t, ensuite on aura
mais on a
donc
Or, K étant nécessairement positif, cette équation est visiblement impossible, à moins qu*on ne suppose ^ = o, j, = o et -p = Of ce qui
donne u = o. Il n*y a donc qu*unc seule racine de x qui satisfasse aux conditions prescrites ci-dessus.
La difficulté de tirer de Téquation (co) la valeur de œ rend fort pénible Tusage de la métbode précédente; mais on peut remployer dans des circonstances délicates, où il s*agit d'avoir avec précision le milieu que Ton doit prendre entre plusieurs observations; et, quoique dans le problème précédent nous n'en ayons considéré que trois, il est visible que la solution est entièrement la même pour un nombre quelconque.
Pour donner un exemple de la méthode précédente et de la manière d'en faire usage, supposons (/ig. i) que les observations 6 et c coïncident, en sorte que q = o; cela posé, si l'on fait a: = pz, l'équation (eu) donne
et, si l'on fait = (ji, on aura
Si dans une première approximation on néglige le terme v,- ■ — rg» on
aura une première valeur de [jl qui, substituée dans l'équation, donnera une seconde valeur de |x plus approchée, et ainsi de suite. De cette manière, j'ai trouvé (x = 1,0697, ce qui donne z = 0,860; partant, X = 0,860/?. Tel est, conséquemmcnt, le milieu que l'on doit prendre entre trois observations, dont deux coïncident; par exemple, si la première donne l'instant du phénomène à m*'3o"o*, et les deux autres à m**3o™io*, on doit supposer le véritable instant du phénomène à w*'3o"8*,6; suivant la méthode usitée par les astronomes, on le supposerait à //2*'3o'"6*-J. On voit donc que la méthode précédente rapproche plus l'instant du phénomène des deux observations qui coinci-
dent, et, en cela, elle est bien plus conforme aux probabilités, car on sent aisément que ce milieu doit être pris plus près des deux observations qui coïncident que ne le donne la méthode des milieux arithmétiques.
Voici maintenant une petite Table que j'ai construite pour Tusage des observateurs* Gomme la valeur de 9^ a été supposée dans nos calculs moindre que celle de p^ je l'ai fait successivement égale à 0,0 p ; 0,1/1; 0,2/1; o,3/?; ... jusqu'à p\ j'ai calcu^é ensuite les valeurs de X qui y correspondent. Si la valeur de q tombait entre deux de ces décimales, il serait facile de conclurez; par interpolation.
On doit observer, pour l'usage de cette Table, que x exprime la distance de celle des dgux observations extrêmes qui s'éloigne le plus de l'observation intermédiaire, au milieu que l'on doit choisir entre les trois observations. •
q^=OfOp j:=: 0,860/?
q = o,ip a: — 0,894 />
qz=o,^p a? = 0,944 />
q = ofip x = 0,984 p
g = Oygp a: = 0,992 p
La théorie précédente m'a conduit aux considérations suivantes, qui peuvent n'être pas inutiles dans la Théorie des hasards, et par lesquelles je terminerai ce Mémoire.
Je suppose que A joue avec B à croix ou pile, à ces conditions : savoir que, si A amène croix au premier coup, B lui donnera deux écus; qu'il lui
5b SUR LA PROBABILITÉ DES CAUSES
en donnera quatre s'il ne l^arnéne qu'au second, huit s' il ne l'amène quau troisième, et ainsi de suite jusqu'au nombre x de coups.
Il est facile de déterminer l'espérance de A, ou la somme qu*il doit donner à B, avant que de commencer le jeu; car en nommant y^g cette somme, si Ton suppose que le nombre des coups, au lieu d*étre a?, vienne à augmenter d'une unité, il est visible que Tespérance de A sera augmentée du nombre a'''' d'écus, multiplié par la probabilité
—^ de l'obtenir au coup a? -f- 1 . On aura donc
Qjr-f-l
d'où l'on tire, en intégrant,
C étant une constante arbitraire ; or, posant j? = i , ^^ = i ; donc C = o. Ainsi A doit donner à B le nombre x d'écus.
Nous supposons dans cette solution que la pièce qui, jetée en Pair, doit amener croix ou pile, n'a pas plus de pente pour amener Tun plutôt que l'autre; or cette supposition n'est «admissible que mathé* matiquement, car physiquement il doit y avoir une inégalité; mais, comme les deux joueurs A et B ignorent en commençant le jeu de quel côté est cette plus grande pente, on pourrait croire que cette incertitude n'augmente et ne diminue point leur avantage. On va voir cependant que rien n'est moins fondé que cette supposition ; d'où il résultera que la science des hasards exige d'être employée avec précaution, et demande à être modifiée lorsqu'on passe du cas mathématique au physique.
Examinons ce qui résulte de la supposition que la pièce a une plus
grande pente a tomber d'un côté que de l'autre; soit "7 la probabilité qu'en jetant la pièce en l'air croix ou pile (on ignore lequel des deux) arrivera. Supposons d'abord que la probabilité pour croix soit
"" > l'espérance de A sera dans cette supposition égale à
(l-HTg)[l-i-(l-CT)-h(l-CT)«H-...-f-(l-CT)^-^]r::^ ^ ' "^ "^^ 1^^^""" ^^"^ "" '3 -
supposons ensuite que la probabilité pour croix soit ~ > l'espérance de A sera égale à ■— ■■ — ■"-—'■■■ Or, comme il est aussi naturel
d'attribuer à croix comme à pile la probabilité , si l'on nomme £
l'espérance de A, on aura
E = ,+ '-=^[ii + wr-'-{i-wy-'];
si l'on regarde xs comme fort petit, on aura, tant que x ne sera pas considérable.
Ainsi l'espérance de A est moindre que x, si x est au-dessous de 5 et plus grand que i ; elle égale ^ si ^ = 5. Après un plus grand nombre de coups, l'espérance de A devient plus grande que x, et, posant x infinie, elle est infiniment plus grande.
Comme la valeur de m est inconnue, il n'est guère possible d'évaluer ainsi l'espérance de A pour un nombre n de coups; cependant, si l'on est assuré que tn ne peut excéder une certaine quantité, par exemple, ~, mais qu'il puisse être également un des nombres fractionnaires compris entre o et -< .on peut calculer de cette manière l'espérance de A.
Si l'on conçoit la fraction - partagée dans une infinité de parties égales, représentées par dus, il est clair que l'élément de l'espérance de A sera égal à Egdas, et l'espérance totale sera
Te? rfro^ r? h -+- i^l^\ [(I -t- o)'-' — (I — 0))'-' ] <fe
(en intégrant et ajoutant la constante convenable)
Si nous supposons q fort grand, cetlo quantité se réduit à ses deux premiers termes, tant que n est assez petit, et Tespérance de A est
alors
C'est une chose remarquable que cette espérance soit moindre que n lorsque le nombre des coups est au-dessous de 5 et plus grand que i » qu'elle lui soit égale lorsque /i = 5, et qu'enfin elle soit plus grande lorsque n est plus grand que 5.
Supposons /i = 2 et - = ; l'espérance de A sera égale à a — ^-
d'écus; d'où il résulte que A joue avec désavantage en donnant à B 2 écus, puisqu'il ne doit lui donner que 2 — , ~ d'écus.
Si l'on cherchait par cette méthode la probabilité d'amener croix en
deux coups, on la trouverait égale à 7 -h ,> plus grande consé-
qucmment que {; on se tromperait par conséquent en calculant ces probabilités suivant la méthode ordinaire, c'est-à-dire sans faire attention aux inégalités qui peuvent avoir lieu entre les deux faces de la pièce.
Ceci donne lieu à un nouveau genre de problème sur les hasards, fort utile dans l'application du Calcul des probîibilités; car, bien que l'on ignore de quel côté est la plus grande probabilité, on voit cependant que cette incertitude rend le sort de l'un des joueurs plus avantageux que celui de l'autre; il est donc très intéressant de connaître, dans les différents cas, de quel côté est le plus grand avantage.
Mais c'est principalement dans l'application de la science des probabilités au jeu des dés que cette théorie a besoin d'être modifiée, vu que souvent entre les faces d'un dé, qui semble parfaitement cube, il existe une inégalité de pente très sensible, en sorte que, sur un fort grand nombre de coups, une des faces arrive plus souvent que l'autre, ce qui vient et de l'hétérogéncilé de la matière du dé et de ce que sa figure n'est pas exactement cube; c'est ce que j'ai observé sur les dés les plus réguliers et les plus homogènes qu'il m'a été possible de
trouver, et particulièrement sur les dés que l'on nomme dés anglais; examinons présentement fes changements que ces inégalités doivent apporter dans la solution des Problèmes sur le jeu des dés.
A. et H jouent ensemble, à celte condition que si A amène dans un nombre n de coups une /ace donnée d'un dé, B lui donnera la somme a ; on demande ce que A doit donner à B.
Par la théorie des hasards, on trouve que l'espérance de A est n — ^a, et c'est la somme qu'il doit donner à B; cette solution suppose toutes les faces du dé parfaitement égales, ce qui n'est vrai que mathématiquement parlant.
Soient — ^— ta probabilité qu'une des faces du dé (on ignore laquelle) a pour être amenée au premier coup; — ^ — > —2, — ■> ■■ ■> - .-'— celles que les autres ont pour être amenées pareillement au premier
coup; on aura
i-\- PT 1-1- m' i -^tiI'' _
partant
Or, si l'on suppose que la face donnée du dé ait la probabilité — -pour être amenée dans un seul coup, la probabilité qu'elle n'arrivera pas dans un nombre n de coups sera
( 5 -H ci' H- ro' -4- . . . + GJ")" _ ( 5 — ro)" _
l'espérance de A est donc alors
Pareillement, si la probabilité qu'a la face donnée pour être amenéi au premier cou
OKarrtê de t.. -
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ot »insi (le suite; (1*4)11 il suit «[ue la vérilahlc espérance de A est
Si Ton suppose cr, nr', ni', ... lorl petits et // peu eonsidérâble, on aura eette espérance' éj^ale ii
(1*011 il suif que, si gt, ht', ... ne sont pas nuls, re (|ui serait physique-
ment impossible, Tesperance de A (»st moindre ([ue a — j^^t excepté
dans le (*as de /i -- i; de là il résulte (lue A en donnant à B a — ^-r/ joue avec désavantage.
Si // était un nombre considéral)l(\ on trouverait l'i^spérance de A
épale il
„_._,,_.. ^^^ . . „^,,(CT.. {.„,.. p.... j.^%«) -f- .. .,,..-î^/ m^-hrn'V}-... .i-Hy>5
Or, comme il estaussi naturel de supposernr, trr', ... négatif^ comme positifs, il est visible que Ton doit rejeter l(»s termes oii ils si» trouvent élevés à des puissances impaires; ainsi l'espéraïKM» de A sera
la(|uelle est toujours moindre qu(* a — .,, f/, (|U(d (|ue soit //.
Si 1rs r/uantifes cï, trr', gî", . . . .vo/// inconnues, mais (juon soit assun*
qu'elles ne peuvent être plus grandes que -, /// moindres que , on prth-
pose de trouKrr dans cette supposition r espérance de A.
Ce prublëme présente quelques difficultés et exige des considérations particulières, en ce que les quantités ts, m', cf, . .. dépendent mutuellement les unes des autres, ce qui rend les différentes valeurs qu'on peut leur donner plus ou moins probables; pour simplifier le calcul, au lieu du dé, j'imagine un prisme triangulaire qui ne puisse retomber que sur ses trois faces rectangulaires; cela posé, en supposant in fort petit et n peu considérable, l'espérance de A est
1" n(n-i) a—' , , <7— 3^a I a • 3iï:î«(=> +""-'-«' );
présentement, puisque l'on a i3-i-i3'+t3"=o, on aura 13"= — tn — d'; donc l'espérance de A est
a — 5^ <i — — î^Tï "("'"•' nitïi' + 5j'');
je suppose d'abord ni positif e( constant, et je cherche dans cette supposition l'espérance de A. Pour cela, je multiplie la quantité précédente par dtn, ce qui donne, après avoir intégré,
a' fi(H~-i) a"-' /i ,
CI' H |-lïl"5I )-t-(„
Or la plus grande valeur positive que puisse avoir m est gi';
ainsi, en supposant l'intégrale nulle lorsque tn = o, on aura C = o, et l'intégrale qui convient à tn positif est
Pour avoir l'intégrale qui convient à ra négatif, je fais rn négatif dans la valeur donnée ci-dessus de l'espérance de A, laquelle devient alors a» /i(n — i) a"-'
Si l'on multiplie cette qu; („ ""„\„ "'"
or la plus grande valeur que puisse avoir tzr dans ce cas est -• On aura donc, pour l'intégrale complète qui convient à gj négatif,
/ îï" \ I /#(/! — l) a" ' / f I ,1 ,. l\
V 3»» J f/ 1.2 J"^* \Sf/* a y* qj
Si Ton ajoute cette intégrale à la précédente, il est visible que leur somme exprimera la somme de toutes les espérances de A, qui conviennent à cette valeur de gt', et conséquemment à toutes les variations
de gt', depuis — - jusqu'à - — nr'; relie somme sera Si Ton multiplie cette quantité parr/cr', et que Ton intègre, on aura
\ ^^ /\7 .i / 1.'^ i"^' !.47^ l'iV/ / ^7 ^ ^7 J
(*t, faisant commencer l'intégrale au point oii gj'= o, et la supposant finir lorsque uf— -y cette intégrale devient
cette quantité exprime la somme totale des espérances de A, qui conviennent a toutes les variations possibles de gj' positif; et, pour avoir l'espérance qui en résulte pour A, il est visible qu'il faut diviser celte somme par le nombre total des variations qui conviennent à gt' positif. Or le nombre de toutes les variations qui conviennent à gj' est, par ce
qui précède, gj'; multipliant par da' et intégrant, on trouve — ^—
pour le diviseur de la quantité précédente. Ainsi l'espérance de A, qui convient a cj' positif, est
ft — -r- a — -
Or l'espérance qui convient à cj' négatif est visiblement la même; do
plus» il y a autant à parier pour tzr' négatif que pour xs' positif; l'espérance totale de Â est donc
en suivant le même procédé» on parviendrait à résoudre le problème précédent» dans le cas où le corps aurait 4» 5» 6» . .. faces. Il n'y a d'autre difficulté que dans la longueur du calcul.
Ces exemples suffisent pour faire voir avec quelle précaution on doit appliquer aux objets physiques les considérations mathématiques sur le Calcul des probabilités. On suppose dans la théorie que les différents cas. qui amènent un événement sont également probables, ou, s'ils ne le sont pas, que leur probabilité est dans un rapport donné. Quand on veut ensuite faire usage de cette théorie, on regarde deux événements comme également probables, lorsqu'on ne voit aucune raison qui rende l'un plus probable que l'autre, parce que, quand bien même il y aurait une inégale possibilité entre eux, comme nous ignorons de quel côté est la plus grande, cette incertitude nous fait regarder l'un comme aussi probable que l'autre.
Lorsqu'il n'est question que de probabilités simples, il parait que cette inégalité de probabilités ne nuit en rien à la justesse de l'application du calcul aux objets physiques; si B, par exemple, s'engage h donner deux écus à Â, à cette condition que ce dernier amènera croix au premier coup, suivant la théorie, c'est-à-dire en supposant croix et pile également possibles, Â doit donner à B un écu avant que de commencer le jeu ; et la même chose a lieu, comme il est facile de s'en assurer, quand on supposerait une inégale probabilité pour croix et pour pile, pourvu qu'on ignorât de quel côté est la plus grande; mais, lorsqu'il s'agit de probabilité composée, il me semble que l'application que l'on fait de la théorie aux événements physiques demande à être modifiée. Par exemple, si au jeu de croix et de pile, B parie avec A que ce dernier, sur deux coups, n'amènera point croix, la probabilité de B pourgagner est visiblement composée, puisqu'elle résulte de la pro-
habilité que croix n'arrivera point au premier coup, et de celle qu*il n*arrivera point au second, multipliées Tune par l'autre. Or, dans ce cas, la probabilité de B par la théorie ordinaire est ^, au lieu que» pour peu que Ton suppose croix et pile inégalement possibles, cette probabilité est plus grande que J.
Cette aberration de la théorie ordinaire, qui n'a encore été observée par personne, que je sache, m'a paru digne de rattcntîon des géomètres, et il me semble que l'on ne peut trop y avoir égard, lorsqu^on applique le Calcul des probabilités auxdiirérents objets de la vie civile.
Quoique les théorèmes suivants n'aient aucun rapport avec la matière précédente, cependant à cause de l'ulilité dont ils peuvent être dans l'Analyse, j'ai cru pouvoir les communiquer ici aux géomètres.
Sur les solutions particulières des e'f/uafions diJfèrentielU's.
On sait <|ue les équations ditlerentielles ont des solutions particulières qui ne sont point comprises dans l'intégrale générale, de quelque manière que l'on détermine les constantes arbitraires; je les nomme, \i0\iv ceiiQVtiiïStOïx^ solutions particulières. Il est donc nécessaire d*avoir une méthode pour trouver toutes ces solutions; or voici, pour y parvenir, un théorème général :
Théorème. — Soit r équation différentielle dy -.— pd,x\ p étant fonciion de X et dey; toute solution particulière de cette équation différentielle est un /acteur commun au.r deux quantités
Ou- ôy I
p H rr^— et - — ,
et réciproquement, tout facteur commun à ces deux quantités, égalé à
zéro, est unesolution particulière de l'équation différentielle dy^pdx.
On trouvera la démonstration de ce théorème et de plusieurs autres analogues sur les équations difTérentielles du second ordre, dans un Mémoire intitulé : Recherches sur les solutions particulières des équations différentielles, qui paraîtra parmi ceux de l'Académie pour l'année ï77^(')-
Sur les équations aux différences partielles.
Théorème I. — L'intégrale d'une équation linéaire auoc différetwes partielles de l'ordre n renferme n fondions arbitraires; ces fondions peuvent entrer dans l'intégrale avec leurs différences premières, deuxièmes, troisièmes, etc. , mais ces fonctions et leurs différences ne peuvent y entrer que sous une forme linéaire; ainsi, l'équation générale linéaire du deuxième ordre.
ot, ë, f > S» ^ si' étant des fonctions de x et de y, a nécessaireme/u une intégrale de cette forme
5 = H + A!p(iij) + Bç'(Bi) + Ccp'{ro)+ ... + P^(fl} +Qq,'(e)+R4,'(e) + ...,
ç{ib) et "KO) étant deux fonctions arbitraires, ^'(ci) représentant
i^, f(xs) = ^^, d ainside suite; d H. A, B. C P. Q. R. . • .
étant fondions de x et de y.
Les quantités t3 etb se déterminent en cherchant des valeurs qui salis-
(>) La mélhode dont j'ai Tait usage vienl de parallre dans les .^ctes de Leipzig pour l'année 1771- Hais, comme il s'esl glissé, durant l'impression, ptusieure Tautes assez considérables, et que d'ailleurs j'ai eu depuis occasion d'af prie le lecteur do suivre mes recherches sur cet obje l'année 1771.
fassent aux équations
°=H-'-0(;"-Vr'-')-
iVj <yj (
équations que ion peut toujours résoudre. En général, il est toujours JacUt d'intégrer cette équation
dz .. ôz _.
ax à y
K étant/onction dex et de y^ et V étant fonction de or, y et z. On observera ici que, par intégrer, /entends ramener aux dijférences ordinaires réquation aux différences partielles.
De là résulte celte remarque assez singulière : savoir, que pour déterminer la vitesse du son, il est inutile d'intégrer l'équation aux différences partielles dont elle dépend; et, quoiqu'on ne Tait pas encore intégrée dans le cas où l'air n'a que deux dimensions, on peut assurer cependant que cette vitesse est la même que dans les hypothèses d'une et de trois dimensions.
Du théorème précédent, suit cet autre théorème, savoir :
Théorème II. — Il existe des équations linéaires aux différences pcutielles du second ordre dont V intégrale est impossible en termes finis. De ce genre est réquation des cordes vibrantes dans un milieu résistant comme la vitesse, et toute fois que l* intégrale est possible en termes finis, on peut la trouver par une méthode qui peut également saj^pUquer aux équations linéaires de tous les ordres.
Nous supposons, dans les deux théorèmes précédents, que les fonctions arbitraires existent dans l'intégrale débarrassées de tout signe d*intégration; et ce n'est, à proprement parler, que dans ce cas que cette intégrale est possible en termes finis. Mais, lorsque l'équation n'est pas susceptible d'une pareille intégrale, il importe souvent d'en
avoir une en termes finis, quoique les fonctions arbitraires y soient enveloppées sous le signe d'intégration. Cela posé,
Théorème III. — l! eocpression de z aura dans ce cas la forme suivante
s =:H-h A<p(gj) -i-B /'C 9(BT)cfcj-!-
-hB'yC'<p(Gj)^nj-f-
R + (0)-4-S fy ^\f{d)de H-S'/V'q;(e)rf0
dont on peut toujours déterminer les coefficients H,A,B, C, ..., R,S,
Voir pour la démonstration de ces théorèmes les Mémoires de V Académie pour Vannée 1773.
(Mmrts de L. — VIU.
RECHERCHES
SUR
AUX DIFFÉRENCES FINIES LEUR USAGE DANS LA THÉORIE DES HASARDS
Mémoires de l'Acadim» Royale des Sciences de Paris {Savants étrangers), année 1773, t. VO, 1776 (>).
Les premières recherches que Ton a faites sur la sommation des progressions arithmétiques et sur les progressions géométriques renfermaient le germe du Calcul intégral aux. différences finies à une et deux variables; voici comment : une progression arithmétique est une suite de termes qui croissent également, et il fallait en trouver la somme d'après cette condition; il est visible que chaque terme de la suite est la différence finie de la somme des termes précédents, à cette même somme augmentée de ce terme; on se proposait donc de trouver cette somme d'après la nature de sa différence finie; ainsi de quelque manière qu'on y soit parvenu, on a véritablement intégré une quantité aux différences 6nies. Les géomètres qui sont venus ensuite ont poussé
des carrés et des
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puissances supérieures el entières des nombres naturels; ils y sont parvenus (l'abord par des niétbodes indirectes : ils ne s'apercevaient pas que ce qu'ils cbercbaient revenait à trouver une quantité dont la diflerence finie était connue; mais sitôt qu'ils ont eu fait cette réflexion» ils ont résolu directement, non seulement les cas déjà connus, mais beaucoup d'autres plus étendus. Kn (général, 9(^) représentant une fonction quelconque de la variable .r, dont la dilTérence finie est supposée constante, ils se sont proposé de trouver une quantité dont la ditlerence finie soit égale à cette fonction, et c'est l'objet du Calcul intéj^ral aux diiïérences finies à une seule variable.
Pareillement, la recherche du terme {][énéral d'une progression géométri(|ue revient à trouver le .r'""« ternie d'une suite telle que chaque terme soit à celui qui le précède en raison constante. Soient y^^^ le (.r - I )'••"*« terme et Vj. le a**'"** t(»rme : la loi de la suite exige que Ton ait Vj, = /> Vj_4, quel que soit .r, p étant constant. Or il est clair que, de quelque manière que Ton soit parvenu a trouver v^., on a véritablement intégré l'équation aux diiïérences finies v^ = /?j'jp_,. Ensuite, on a généralisé cette recherche en se proposant de trouver le ternie général des suites telles que chacun de leurs termes soit égal à plusieurs des précédents multipliés par des constantes quelconques; ces suites ont été nommées pour cela récurrentes. On est parvenu d'abord à trouver leur terme général par des voies indirectes, quoique fort ingénieuses; on ne s'apercevait pas que cela revenait h intégrer une équation linéaire aux différences finies; mais, lorsqu'on eut fait cette réflexion, on essaya d'appliquer à ces équations les méthodes connues pour les équations linéaires aux diflérences infiniment petites, avec les modifications qu'exige la supposition des différences finies, et Ton résolut de cette manière des cas beaucoup plus étendus que ceux qui l'étaient déjà.
M. Moivre est, je crois, le premier qui ait déterminé le terme général des suites récurrentes; mais M. de Lagrange est le premier qui se soit aperçu que cette recherche dépend de l'intégration d'une équation linéaire aux différences finies, et qui y ait appliqué la belle méthode des coefficients indéterminés de M. d'Alembert (voir le Vol. I des
Mémoires de Turin). Je me suis proposé ensuite d'approfondir ce calcul intéressant, dans un Mémoire imprimé dans le Tome lY de ceux de Turin; et depuis, ayant eu occasion d'y réfléchir davantage, j'ai fait sur cela de nouvelles recherches dont je rendrai bientôt compte. Je dois observer ici que M. le marquis de Gondorcet a donné d'excellentes choses sur cette matière, dans son Traité du Calcul intégral, et dans les Mémoires de l' Académie.
Il n'était question jusqu'alors que des équations aux différences ordinaires et des suites qui en dépendent; mais la solution de plusieurs problèmes sur les hasards m'a conduit à une nouvelle espèce de suites que j'ai nommées récurro-récurrentes, et dont je crois avoir donné le premier la théorie et indiqué l'usage dans la Science des probabilités (tx)ir le t. VI des Savants étrangers) (*). Les équations dont ces suites dépendent sont à peu près, dans les différences finies, ce que les équations aux différences partielles sont dans les différences infiniment petites; ce que j'ai donné sur ces équations n'est qu'un essai : en les approfondissant, j*ai vu qu'elles étaient fort importantes dans la Théorie des chances, et qu'elles donnaient une méthode de les traiter beaucoup plus généralement qu'on ne l'a fait encore : c'est ce qui m'engage à les considérer de nouveau; mais, les nouvelles recherches que j'ai faites sur cet objet supposant celles que j'ai déjà données, je vais reprendre ici toute cette matière.
On peut concevoir ainsi les équations aux diflerences finies; j'imagine la suite
/ij j't» y%y /4» yi9 • • • » /x»
formée suivant une loi telle que l'on ait constamment
(A) ^x-^xyx-^-'^x^yx'^' Px AVx-+-. . .+ Sx A»7»;
les noiïibres i, 2, 3, ..., â?, placés au bas des j, indiquent le rang
(«) roirp. 5.
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qu'occupe y dans la suite, ou, ce qui revient au même, l'indice de la série; les quantités Xj., M^, iN^, ... sont dos fonctions quelconques de la variable x^ dont la dilierence es( supposée constante et égale à Tunité. La caractéristique A sert à exprimer la différence finie de la quantité devant laquelle elle est placée, comme dans TAnalyse infinitésimale la lettre d exprime la différence infiniment petite des quantités. Cela posé, Téquation précédente est une équation aux différences finies, qui peut généralement représenter les équations de ce genre, où la variable Xx ^^ ses diflerences sont sous une forme linéaire.
Quoique j*aie supposé la différence constante de x égale à l*unité, cela ne diminue en rien la généralité de Téquation précédente (A);
car, si cette différence, au lieu d'être i , est égale à y, on fera — = x\
et y^ étant fonction de x deviendra fonction de qx'\ je nomme y^^' cette dernière fonction. Or on a, par bypothèse,
la différence constante de x' étant i. Pareillement,
et ainsi du reste. L*équation (A) sera donc transformée dans la suivante
dans laquelle la différence de x' est égale à Tunité.
On peut former aisément d'autres équations différentielles, dans lesquelles jj et ses différences entreraient d'une manière quelconque; mais celles qui sont comprises dans Téquation (A) sont les seules qu'il soit véritablement intéressant de considérer.
Avant que de rechercher à les intégrer, je vais rappeler ici un principe fort utile dans l'analyse des différences infiniment petites, et qui s'applique également et avec le même avantage aux différences finies: voici en quoi il consiste :
Toute fonction de .v qui, renfermant n constantes arbitraires irréttuc^
tibles, satisfait pour y tg dans une équation différentielle de l'ordre /i, entre X ety^g^ est l'expression complète de y^.
Par constantes irréductibles, j'entends qu'elles sont telles que deux ou plusieurs ne peuvent se réduire à une seule; il suit de là que, si une fonction renfermant n constantes arbitraires irréductibles satisfait pour j^ dans une équation différentielle de Tordre /i — i, cette équa-' tion est sûrement identique; car, si elle ne l'était pas, la fonction la plus générale de x qui pût y satisfaire pour y^ ne renfermerait que n — i constantes arbitraires irréductibles.
Pour la commodité du calcul, je supposerai que les quantités notées de cette manière, *H, *H, ..., ou *M, ^M, ..., expriment des quantités différentes et qui peuvent n'avoir aucun rapport entre elles; mais celles-ci, H, , H^, H,, . . . , H^, ou M, , M2, M,, . . . , M^, représentent les différents termes d'une suite formée suivant une loi quelconque, les nombres i, 2, 3, . . . , a? désignant le rang des H ou des M dans la suite. Cela posé, puisque l'on a
xy
je puis donner à l'équation (A) cette forme
Xa: = -f-/ar(Ma:— Nx4-P,~...) -^7«+l(Nx— aPar-H...)
Xf
d'où il résulte que toute équation linéaire aux différences finies peut être généralement représentée par celle-ci
(B) yx=^xyx-i'^'^xyx-t^-^xyx-%'^'"'^''~^n^yx-n'^^x; l'équation
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est (lu premier ordre, celle-ci
esl du second ordre, et ainsi de suite.
Comme dans la suite j'aurai besoin de caractéristiques pour désigner la diflërence finie des quantités, leurs intégrales finies, le produit de tous les termes d'une suite, je me servirai pour cela des suivantes.
La caractéristique A placée devant une quantité en désignera, comme ci-dessus, la diflërence finie : ainsi AH^. exprimera la difierencf*
finie de H^; la caractéristique 2] placée devant une quantité en désignera l'intégrale finie : ainsi J^Hj. signifiera l'intégrale finie de H^^;
enfin la caractéristique V désignera le produit de tous les termes d'une suite: ainsi VH^. représentera le produit H,H2H3...Hjp de tous les termes de la suite H, , H2, H,, . . . , H^.
Problème 1. — L'équation différentielle du premier ordre
étant donnée, on propose de l'intégrer.
Je fais dans cette équation jx= "x^Hj.; elle devient
//;, VH^rrr. H^ f/^_, VH^ , h X^;
mais on a
partant
H,nu,=rvn,,
it,, — Uj-^x -\- ^^ ou A//^ - , — ^-^j?- ;
et, comme cotte équation a lieu quel que soit a\ on aura
partant, en intégrant,
Â étant une constante arbitraire. On a donc
^. = 7B.(A.2fe)-
Si H^ était constant et égal kp, on aurait
VE.^p- et y,=p^(x^^^;
Problème II. — L'équation différentio^ifférenlieUe
étant donnée, on propose de l'intégrer.
Je fais
(C) yx—ct^yx-x^^,
oLjp et T^ étant deux nouvelles variables, et j*en conclus les équations suivantes :
yx-i = «*-trar-jH-T;c-„
7x-«4-l — ^x— n-t-l yx-n "^~ * x-n-Hi »
je multiplie la première de ces équations par — *ê, la deuxième par — ^6, la troisième par —'6, ... et je les ajoute avec l'équation (C); ce qui me donne
II
-^'Hx,
De là on conclura
«6= Hx-ax,
»S =: *Hx 4- fltx- 1 Hx— «x^x-i»
'6=:*Hx4-ax-i.'Hx+«x-i«x iHx— «x^x-iax-j»
"-•6 = —'IIx -t- Xx-»+i ."-'II, -H «x « 4 j ax-,-> .» -*IIx + . . .
** 3f j: - 1 • • • flCjp- «-H — — 9
à cause de Téquation
on aura donc, pour résoudre le problème, les deux équations suivantes :
I Tx= (Hx- «x) Tx-,-H (»Hx4- «x-i Hx- «x«x-i)Tx-,-t-. . .
\ «x-rt+l
HIIT s If »-11î
«X «x^x-1 «x5fx-i^x-î ^Cx... «X-/H-1
Les équations (D) et (E) sont d'un degré inférieur à la proposée, et l'équation (D) est de la même forme; or il n'est pas nécessaire d'intégrer généralement ces équations pour intégrer l'équation (B) du problème; il suffit de connaître pour ta^ une quantité qui satisfasse à l'équation (E). Je nomme SxCette valeur; on la substituera dans l'équation (D), que je nomme (D') après cette substitution, et l'on cherchera l'intégrale complète de l'équation (IV); ensuite, au moyen de Téqua-
tion 7x= ^xyx-t + Tx« on conclura, en intégrant par le problème I,
^.= Vi,(A-^2fe)'
A étant une constante arbitraire.
Cette équation est l'intégrale complète de Téquation (B), car, l'équation (D') étant nécessairement de l'ordre n — i, l'expression complète de Tx renferme n — i constantes arbitraires irréductibles; partant,
V5;p(A -+-2=y^] renferme n constantes arbitraires. Ces constantes sont de plus irréductibles, car VSj.^-f"^' en renferme n -— i d'irréductibles, et aucune d'elles n'est réductible avec la constante A.
L'expression précédente de y^ peut servir à faire connaître l'intégrale de Téquation (B) du problème; car, puisque l'équation (D') est linéaire, on peut supposer que l'expression de T^ a cette forme
T.=VX.(.A+2fe).
*T« dépendant de l'intégration d'une équation linéaire de l'ordre /i — 2; on a donc
yx=^àa:
^■A2?-fe:-2^]>
en continuant de raisonner ainsi, on verra que l'expression dey^ est de cette forme
7,= AVa,4- »AV'a,-f- «AV»d,4-. . . + «-»AV»-«da:-+- L^,
A, * A, *A, ... étant arbitraires.
Si l'on suppose X-p= o dans l'équation (B), il est aisé de voir, par la suite des opérations que je viens d'indiquer, que L^^. sera nul; ainsi, dans ce cas,
o« satisfait par la supposition pour a^ dans l'équation (E); 'd«, '^x, ... y satisferont pareillement; car, puisque l'équation y^ = V*S^,
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par exemple, satisfait à l'équation (B) en y supposant X^ = o, on
aura
V 'o\ =--- II, V «d,., + 'H, V, -Ô,.., + . . . .
parti! nt
„ Hx _ 'Hx _
Sv suppose, dans les équations (D') et (B), X;r= o; j'aurai les deux expressions suivantes de y^ :
(a) 7^=AVdx-h»AV'8^-h*AV«ô,-+-...-4."-»AV'-»d,.
Ces deux expressions, difTérentes en apparence, doivent réellement
coïncider; je suppose donc que Tintcgralc complète de l'équation (W)
soit
T^m 'AR^-+^ «A>R^-f^ . . . -r «-'A «-«K,;
on substituant cette valeur de T^r ^^"^^ Téquation (i)« on aura
h]n comparant cette dernière équation avec Tcquation (2), on aura
Oonc
Donc» si je sais résoudre Téquation (B) en y supposant X^= o, je saurai résoudre l'équation (D') en y supposant pareillement Xx=o. Soient alors i/^* *"x» ^"xf ••• les valeurs particulières dey^ dans l'équation (B), en sorte que son intégrale complète soit
on aura
et l'intégrale complète de l'équation (D'), en y supposant X^=o, sera
Présentement, si je sais intégrer l'équation (D') en y supposant X;^ quelconque» je pourrai» dans la même supposition» intégrer l'équation (B)» puisque l'on a» par ce qui précède»
="-(A-2fe:>
donc la difficulté d'intégrer l'équation lorsqu'on sait intégrer celle-ci se réduit à intégrer l'équation
qui est du degré n — i» et que l'on sait intégrer en y supposant X^=:o : on fera pareillement dépendre l'intégration de (D') de l'intégration d'une équation du degré n — 2» et ainsi de suite; d'où il résulte que l'équation
est intégrable dans les mêmes cas que celle-ci
yx = Vl^yx-i -h ... 4- *~*H,/;r-«.
Le procédé que je viens d'indiquer pour ramener rinlégralc de Téquation (B) a celle de Téquation (h) peut servir à démontrer la liaison qu'ont entre elles ces deux intégrales; mais il serait fort pénible de l'employer à intégrer l'équation (B). Il serait donc très utile d'avoir immédiatement l'expression générale de ^j^ dans Téquation (B), lorsqu'on a celle de l'équation (b).
Je reprends pour cela l'équation
— (-^-sl:::)
T^ étant supposé être l'expression complète de T^ dans Téquation (D').
Or, cette équation (D') étant de la même forme que l'équation (B), si
1 I « Ton nomme w^., *i/j., 'i/^., ... les intégrales particulières de T, dans
l'équation (D'), lorsqu'on y suppose Xj.^o, on aura, de la même manière et quel que soit X^.,
*Ta. étant l'expression complète de *T^ dans une équation de l'ordre /i — 2, que je nomme (D") et qui résulte de l'équation (D') de la même manière que celle-ci résulte do l'équation (B); on aura semblablement
et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on par\'ienne à l'équation du premier ordre
dont l'intégrale est Si l'on substitue présentement dans l'expression de j^ la valeur de
Tx en 'T,, celle de *Tx en "T,, etc., on aura
(K.) ,rx=«x A +
II faut présentement déterminer £/^, u^, ...; or on a, par rArticle précédent,
pareillement
on aura de même
ar-l
Wx-l
la formule (K) deviendra
si Ton ne connaissait que le nombre n — i d'intégrales particulières de ^xf dans l'équation
rintégration n'aurait pas plus de difficulté ; je suppose que ce soit l'intégrale ""•i£, qui soit inconnue ; puisque l'on connaît //^, '//j., . . . , "'^n^, on
OEmwrtn de L VIU. 1 1
connaîtra i/j., i/^, ...jusqu'à //j. exclusivement. Pour déterminer Wj., il faut intégrer l'équation
en supposant X^ = o, ce qui serait facile par le Problème I si Ton connaissait Sj. Pour le trouver, j'observe que, dans l'équation (D'), le coefficient de T^_., est
à cause de
Pareillement celui de *Tc .,, dans l'équation (D"), esl
et ainsi de suite; partant,
^x — Il r — - -, - - - ... — jrii —
Si, au lieu de connaître l'intégrale de l'équation
on connaissait un nombre n ou // — i de valeurs pour aj., dans Téquation (E), les formules précédentes serviraient également, car, o^, *5j, ... étant ces valeurs, on a
La formule (0) n'a point encore tout le degré de simplicité que peut avoir l'intégrale complète dé y^?» c^ar on a vu (Art. IV) que cette intégrale a la forme suivante
il faut donc ramener l'équation (0) à cette forme; pour cela, je divise Téquation (0) par i/^, et j'en conclus, en la différentiant.
d'où l'on conclura, en divisant par A— ^^-^ et différentiant.
On aura donc, en continuant de différentier ainsi, une équation de cette forme
*A 4-2 H^-^ ^y^r*-*- %7*-t-^V*y^-«-+---+"~V*7*-«-Hi,
Tx» *Yx» ••• étant des fonctions de m^., ^tt^?» ••• et de leurs différences finies. J'observe maintenant que, pour former les valeurs de i/^, u^,
Ux^ •... j'ai considéré (Article précédent) les quantités Uj.^ *w^, ^u^., ... dans cet ordre
^Xi ^X9 ^^X9 • • • » ''x î
mais si, au lieu de cela, je les eusse considérées dans Tordre suivant
^xy Wj-, Uxf • • • > Wjp,
je serais parvenu à l'équation suivante
^x/t (Tx)» • • • étant ce que deviennent Ux, Ya?» • • • lorsqu'on y change Ux en *aa., et ^u^ en m^. Si j'avais supposé Xar-n = o, je serais parvenu
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aux (Imix ('*(|uations
dans lesquelles la constante "~*A est visiblement la même, puisque j'ai supposé, pour former Tune rt Taulro équation, que la valeur complète do r^ est
yx~' A//xH- *AW/^-f-. . .4- "-^A^-W/j..
On aura donc, en comparant ces deux é(|uations,
'/x^'x'^ "/xyx- 1 -H ... -I- '/x^x n-t-t
— {'/x)yx'^ C'/x)yx^i-^- '-^ r-'yx)yx-n-^if
équation qui doit être identique; car, si elle ne Tétait pas, cette équation étant difTérentielle de Tordre // — i aurait cependant pour intégrale complète
yx= Awx-t- . . . -H " ^\ ."-V/^,
équation qui renferme n constantes arbitraires, ce qui serait absurde (Art. II).
On a donc
\ tix. l) "Xf-I
partant
('/ I \ ni
Ainsi l'expression de Uj. reste toujours la même, soitqu*on y change lij. en V/j., et *Uj. en z/^; on s'assurera de la même manière que si dans
Ujp on change Uj. en *//^, et ^//, en Uj,; ou ^/^ en *//j., et *Wj. en *//^, et {généralement *//j; en 'w^., et '//j, en *z/j, X' et i étant moindres que n — i ,
Texpression //j. restera toujours la mémo, et qu'ainsi, quelque ordre que Ton donne aux quantités w^, *//^, ^//^, ... pour former //j., cette expression restera toujours la mémo, pourvu que "~'//x soit considérée
comme la dernière de ces quantités, /i-i Je fais w^^., = " '^x^-i; ensuite, au lieu de considérer "'//«: comme
la dernière des quantités u^^ *Ug,, ..., je suppose actuellement que """*ii^ soit cette dernière; soit"'~*jSaH., ce que devient alors ""^^^y+i, c'està-dire lorsqu'on y change "~*i/aï en ""*«-»» et '^"^u^ en ""^w^p. On aura, par un procédé semblable au précédent,
T«f *^xf • • • étant ce que deviennent y^t 'Ta?» • • • lorsqu'on y change '*~*Ma. en ""^Ma? et "~^Ux en ""*i/j.; on aura pareillement
''"*5a^^^» Ya?t *Y» étant cc que deviennent ""'js^p^.,, y^?» *Yar» ••• lorsqu'on y change "~*i/x en """•ii, et ""'w^? en """^Wa;. Cela posé, en disposant dans l'ordre suivant toutes les équations que l'on peut former ainsi
"^•A 4-2^rï7^ = yx/ar+V«7x-i4-'yx/«-j4-. .. 4-"-Vxrx-«-hi^
._ . , " *A 4- X TITI — fxjx-r- rxjx-i-r- fxjx-t-T-- "-T- txjx-n-i-u
'^'^Z^irr^^^yxyx+^yxyx-i'^^yxyx-t'^" . 4-"-*y*rx-i
A_i.v2^î±j -. ' ya? y . 'yj? y I 'y* y .^ _i-UZîv
et les ajoutant ensemble, après avoir multiplié la première par "'*i/^, la seconde par ""'e/^r, etc., enfin la dernière par i/^, on aura une équation de cette forme
ce qui donne, en faisant X^^, = o,
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mais on a dans ce cas
partant
Or cette équation doit être identique, car autrement, quoique de Tordre n — i, son intégrale renfermerait les n constantes arbitraires que renferme Texpression complète de j,; on a donc pour l*intégrale complète de Téquation (B) du Problème II, quel que soit X.
■'■'-"{' -It:^)
-;-"-vi« 'A.h2,7.?!"-)-
De là résulte cette règle fort simple, pour avoir l'intégrale complète (le l'équation
yx—Uxj'x 1 -h'Uxyx-i-^-' "-^''-'llxyx-n-^' X,, lorsqu'on sait intégrer celle-ci :
Yx-- H^Jjr-l -»- *Ux.Vx-2 4-. . . H- "-^Hxyx-^n-
Soit
>'j.r^ A Ujc 4- *A Uljc -H -A 'ti^ -f- . . . 4- "-'A "-^Ux
l'intégrale de cette dernière, et que l'on fasse
lijc-i Wx-i
jusqu'à ce que l'on parvienne à former w^, soit i/^="-*3j.. Si, dans
l'expression de ""'«x. on change ""'«» en "''Uj, et "~*«x en "''Ujc, on formera ""•««,; si, dans la même expression de "''z^, on change "~*Uj. en ""*«,, et réciproquement ""'m^ en "~'«a,» on formera "~*Sa,, et ainsi de suite; l'intégrale complète de l'équation
(B) Vx=Hxj'x-i-+-'H,/x-t-4--- -(-"-'H^^x-B+X,
sera
Je reprends maintenant les équations (>) de l'Article précédent; elles donnent
si l'on multiplie la première par "~*i/j., la seconde par "-^Wj., ..., on aura, en les ajoutant ensemble, une équation de cette forme
donc
x* yx+i ■+" ^x yx-k-1 -t- ...-+-'*"" Ax ^x-rtH-t =^ j'x»
équation qui doit être identique; partant,
On trouvera pareillement
et ainsi de suite jusqu'à ce qu*on parvienne à cette dernière équation inclusivenient.
Yx
Toutes ces équations étant l'intégrale complète de Téquation (B) sont identiquement les mêmes; en les comparant ensemble, on formera les équations suivantes :
Jj!x_
L'intégration de l'équation (B) du Problème II étant réduite à l'intégration de cette même équation lorsque X^= o, il ne s'agit plus pour résoudre le problème que d'intégrer celle-ci, mais cela parait très difticiie en général; ainsi je me bornerai aux cas particuliers. En voici un fort étendu, dans lequel l'intégration réussit, et qui embrasse tous les cas déjà connus; c'est celui dans lequel on a
Si îpjj.= r, on aura l'équation des suites récurrentes.
L'équation (E) de l'Article IV devient dans ce cas
Or (Art. VI), il suffit pour intégrer l'équation (B') de connaître un nombre n de valeurs pour a^. dans l'équation (E'). Soit donc 0Lj. = a^x^ a étant constant, et l'équation (E') donnera
d*oîi l'on aura un nombre n de valeurs pour a, et par conséquent pour
a<p, puisque a^ = a Ça:.
Soient/?, *p, */?, ..., "^*p les différentes valeurs de a dans l'équation (h). On aura (Art. IV)
8x = P9xf **a: = */?9x» *ix = ^P9x9
Or on a (Art. V)
Ux=V 5x=9i<pi93...9x />',
L'intégrale complète de l'équation (B') est donc
On déterminera les constantes arbitraires A, ^A, ^A, ... au moyen de n valeurs de /^, dans autant de suppositions particulières pour ce. Soient
et l'on aura
A/? 4-*A'/? 4-'AV +.. .4-""'*A
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Vimv résoudre ces équations, ou peut faire usa^e des méthodes ordiuaircs d*élimination: mais eu voici une qui nie parait plus simple.
Je multiplie la première é(|uation par "~7^ ^^ J^ '^ retranche dr la seconde; je multiplie pareillement la secontle par ""'/?, et je la retranche de la troisième, et ainsi de suite, ce qui produit les équations suivantes :
'^1 ^i c^.i ^1 Oi
- - -._ _ __ /i-iy, A/>"- >(/>— "-'/O V . . . :-" «A« »/;"-«(»-S/> — "-*/>).
•^i • • • 9" Vi ■ ■ • V'»- 1
Je multiplie encore la premiÎTC dr ces é(|uations par " -y?, et je la retranche de la seconde; je multiplie pareillement la seconde par""-/!, et je la retranche (h*, la IroisiiMue, re (jui <lonnt»
/i w/i -^,(«-3^, -«-'/OC--^/* -- ■' */)),
.L.n-2\ n-iptf^n-Zp _n--\p^n-3p _n-'ipy^^
en opérant sur ces dernières équations, comme sur les précédentes.
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES, .ETC. 9i
on aura
et ainsi de suite.
De là il est aisé de conclure que, si l'on nomme :
/ la somme des qu«intités */^, ^/?, ^/>, . . . , ""*/?,
h la somme de leurs produits deux à deux,
I la somme de leurs produits trois à trois,
q la somme de leurs produits quatre à quatre, etc.,
*/la somme des quantités /?, ^p, '/?, . . . , "~*/?,
*A la somme de leurs produits deux à deux,
*{ la somme de leurs produits trois à trois, etc.,
et ainsi de suite, on aura
9i ?« ?3 • • • 9n 'pCp —P) Cp—'P)Cp-'^P)" . '
On peut déterminer d'une manière fort simple les quantités/, A, i, y, y, *A, *i, *y, ... ; je reprends pour cela l'équation
je la divise par a —p^ et l'équation résultante sera
Je multiplie cette résultante par a —p^ et j'aurai l'équation suivante
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je la compare avec Téquation (A), et j'en conclus
et, par conséquent.
J'ai supposé jusqu'ici que toutes les racines de Téquation (A) sont inégales, mais il peut arriver qu'une ou plusieurs de ces racines soient égales entre elles; voici dans ce cas la méthode qu'il faut suivre.
Je suppose que Ton ait/? — *p; on fera *p —p -h dp, et l'équation
donnera, en réduisant (p -f- dpf en séries.
Soient
,./ .rr//) ./•(.*• — \) dp^ \'\
B et I) étant des constantes arbitraires et finies; *A sera donc infiniment grand de l'ordre ^-; *A--^-» ^A^-, ••• seront infiniment petits. Partant
/x-?i?s.-?x[/?^(BH-l>^)-t-'AV + 'A '/>* + ...].
Si, de plus, on a p = ^p, on fera ^p—p^dp dans cette expression de Vr, et Ton aura
Soient
2A 4- B = »B, D h ^\ -^- : :']) et ^\ ''^'- rr: «E,
'6, 'D et 'E éfiant des constantes arbitraires et finies; on aura
j..= 9. «p, . . . ?« j jt»* ['B + «D ^ + «E ^^f^] 4- «A »/»« H- . . . j ; si de plus on avait /> = *p, on aurait
:K,= 9.<p,-9xj/>-[-B+'D:r-«-«E^^>-H'F"^"-'^;3"-^^]+*A*;>^-^..
et ainsi de suite; on déterminerait les constantes arbitraires, au moyen de n valeurs particulières de j^;.
Si Téquation (A) a deux racines imaginaires/^ et ^p, on fera
pz=ia-h b v/— I et *jP = ûj — b >J — i .
Soient
=:C0S^ et -=:Siny;
yjaa -h bb sjaa -h ab
on aura
A/>*4- »A '/>*= {aa h- ô6)' [a(cos^ 4- y/— ^ sinç)*-^ *A(cos^ — \f^\ sin^)*]
= (aa + 66)*[(A-4- *A)cos^a?-h (A--*A)v/--i sin^ar],
parce que
(cos^ dzv/— I sin^)*^: cos^a? di v^— i sin^x.
Soient
A-f-*A:=B et (A~^A)v/^ = *B,
B et *B étant réels; on aura
kp^-\- *A */?*=(aa-h ô6)»(Bcos^a:-4- *Bsin^^);
on aura donc alors
j*=9,ç,...(parL(^^ ■+" ^^)^(Bcos7J:-h *Bsin^a7) -i- 'A "/>*-+-.•• J ;
ce serait le même procédé s'il y avait un plus grand nombre d'imaginaires.
Si l'on suppose, dans les calculs précédents, 9^;= i» on aura le cas des suites récurrentes. De là résulte ce théorème :
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Si l'on nomme Yj. le terme général (tune suite récurrente^ telle que l'on
ait
Y — rV -I- M'Y i-rt-^l'Y
le terme général dune suite telle que ion ait
et dans laquelle les constantes arbitraires qui viennent en intégrant sont les mêmes que dans la précédente, sera
Cest ce dont il est facile de s^assuror (rnilIcMirs; car, si i*on substitue cette valeur de j', dans Téquation
y x~ ^''^xy X -\ ~~ • • ♦ on aura
partant
équation qui a lieu par la supposition.
Lorsqu'on a, par l'article précédent, l'intégrale de Téquation
en y supposant X^= o, il est facile de conclure cette même intégrale, X^ étant quelconque. Pour cela, j'observe que, puisque, Xj. étant nul,
on a
j'^r:r_9i9,...9.aA/;'-u'A»/,^-u... : «-»A''-V>'),
on aura, par l'Article V,
d'où l'on conclura, par l'Article VU,
et ainsi de suite, partant
"«Îh-i— '-'=»+. — ?i?t- ■■?*+.(■'■''/' —A») ("''/' — V) C"'/' ~ '/')■■ ''"'/»'~''^': pareillement
d'où l'on conclura, en substituant ces valeurs dans la formule (II) de l'article VII et faisant Xj;= 9,9,. ..fp^'X^ pour abréger,
'' (p-'p)ip-'P)iP-'P)- V -^ F'*')
Si /» = '/?, on fera '/» =/> + dp. Soit K = t
aura Bett
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Si, de plus, on di p = ^p, on fera, dans cette dernière expression de y^f ^P =P -+- dp^ et ainsi de suite.
On peut donc intégrer généralement toutes les équations diflerentielles comprises dans la forme suivante
d*où il résulte que, si Ton désigne par 0^ une fonction quelconque de a', Téquation suivante
est généralement intégrahie, puisqu*en faisant 0,;Kx=^x cette équation est de même forme que la précédente.
Voici maintenant une autre espèce d'équations diflerentielles linéaires, dont l'ordre dépend de la variable x\ soit, par exemple,
yx --- ^x-i jx-i -^ f'x ' lyx-t -+- fx-^yx- % -»- X,
-f- «X-* rx--4 -H />x-6.>'x-5 -+- /x-e7x-«
-+- ^X-^yx -7 -r- ^X-8/x-» -^ . . .
Il est facile de ramener ces équations à la forme de l'équation (B) du problème II, car on a
rx-a= «x-4 Va:-* 4- ^x-jjx-s -h/r-sjx-e -^- Xx-3
-^ ^X-7Vx-7 + ^x-87x-8-+- . • .
Si Ton retranche cette dernière équation de la précédente, on aura
Yx—^x-iyx-l-^^x-tyx't-^ (/r-3-M)jx-3-H Xa:— X,-,,
équation comprise dans l'équation (B).
Présentement voici un usage fort étendu du Calcul intégral aux différences finies, pour déterminer directement l'expression générale des quantités assujetties à une certaine loi qui sert à les former, expression que jusqu'ici il me semble que Ton a toujours cherché à tirer par voie d'induction, méthode non seulement indirecte, mais qui, de plus, doit être souvent en défaut.
Pour me faire mieux entendre, je prends l'exemple suivant: Soient 07 le sinus d'un angle z et u son cosinus; on a généralement, comme l'on sait,
sïnnz=z2usïn(n—'i)z — sin(/i — 2)^, d'où l'on tire
sin zzsza;, s\n2zi=a:{ aw), sin3-s = a:( 4"* — 0> sin4« = ^( 8a'— 4")»
sin5>z = ^(i6«* — 12a* -+- 1),
Il faut maintenant déterminer l'expression générale de s\nnz.
On peut y parvenir par voie d'induction, en continuant plus loin ces expressions et cherchant à découvrir la loi des différents coefficients des puissances de u; mais il arrivera, si ce n'est pas dans cet exemple, au moins dans une infinité d'autres, que celte loi sera très compliquée et très difficile à saisir : il importe conséquemment d'avoir une méthode générale et sûre pour la trouver dans tous les cas possibles.
Soit, pour cela, l'équation différentielle
vV) {
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Je suppose que l'on ait
: au
yt-
du^
-h yu
Si,
-h TTW*
9«4-ff,
Voici comment je conclus l'expression générale dey„. Je fais
partant,
X„-, = A„«, tt»-* 4- B«-, tf «-» 4- C„_5 M'*-* 4- . . . ,
et ainsi de suite; si l'on substitue ces valeurs de y„_^,yn-2* ••• dans réquation (y), on aura
yn=
u^ ( an An-i 4- *a„ A„_, -h «a„ A„_3 -f- ;/'»-» ( a„ B«_i -H »a„ B„-, -t- «a„ B^.., H-
(/«-«( a;,C„-, -h 'anCn-t H- 'a„Cn-i 4- 4-»c„A«_,-h 'c„ A;»_3 4- »c„ A„_4 4-
En comparant cette expression de y^ avec la précédente, on aura les équations suivantes
A|,= a,|Art_i4- *a;iA„-.|4-*a„A«-t4-. . ., B»= «/iBi,-|4-*a„B„_i4-*a;jBrt_,4-. . .
au moyen desquelles on déterminera, par les méthodes précédentes, A„, B;,, ..., et Ton aura ainsi l'expression générale de y„.
Je suppose que l'on veuille avoir l'expression générale de s'innz; il est aisé de voir, par ce qui précède, qu'elle aura cette forme
sin/i5 =: j?( A„a'»-» 4- Bni/"-' 4- C„ a«-*4- DnM'»-' 4- . . . ) ;
donc
sin ( /ï — 2 ) 5 = a: ( A„>, M" -' -4- B„_j m»-* -+- C;,_, m"-' -^ . . . )•
Si l'on substitue ces valeurs de s\n(n — i)z et sin(n — 2)5 dans l'équation
sin/i2 z=L2u sin(/2 — i)z — sin(/i — 2 )5,
et, si Ton compare cette expression avec la précédente, on aura
,.. , B„— 2Brt.-i— A„_j,
Au moyen de ces équations on déterminera A;,, B„t C;,, ..., mais on doit faire ici une observation à laquelle il est nécessaire de faire attention dans toutes les recherches qui dépendent du Calcul intégral aux différences finies; ce qui rend son usage fort délicat. Cette observation consiste en ce que les équations précédentes (A) ne commencent point à exister toutes à la fois, c'est-à-dire lorsque n a une même valeur dans ces équations. Pour le faire voir, j'observe que l'équation fondamentale
sin/i^ = 2</sin(/2 — i)z — sin(/i — 2)^5,
au moyen de laquelle j'ai conclu sin2:;, siu3;;, sin^z, ..., suppose connus les deux premiers sinus sino^ et sini:;; elle ne peut donc commencer à avoir lieu que lorsque n = 2; partant aussi, les équations (A) ne peuvent commencer à exister que lorsque n = 2, La première de ces équations commence à exister lorsque /i = 2, auquel cas on a Aa= 2Ai; ainsi, le plus petit indice de A;,, c'est-k-dire la moindre valeur que puisse avoir /i dans cette expression, est l'unité; la seconde équation ne peut donc commencer à avoir lieu que lorsque n = 3, auquel cas on a 61=282 —-Ai; partant, le plus petit indice de B;, est 2; la troisième équation ne peut donc commencer à avoir lieu que lorsque
n = 4, auquel cas on a C^ = 2C3 — 83; partant, le plus petit indice de C;, est 3» et ainsi de suite. Cela posé :
Si Ton intègre la première équation, on aura
H étant arbitraire; or, posant n = i, A;, = î, d'où H==^, on a A„ = 2''"*, partant A;,_2= 2"-'. Si l'on substitue cette valeur de A„_2 dans la seconde équation et qu'ensuite on l'intègre, on aura
puisque l'équation différentielle en B^j commence à exister lorsque n = 3, la constante arbitraire H doit être déterminée par la valeur de B„, lorsque n = 2; or, iine pouvant avoir d'exposant négatif dans l'expression de sin/2^, il suit que Ba= o, partant H = — 2; donc
B;, = — 2«-'(n — 2) et B«_j=— 2'»-»(/i — 4).
Si l'on substitue cette valeur de B;,-^ dans la troisième équation, et qu'ensuite on l'intègre, on aura
C,= a-.(^^7iî^H);
or, posant /i==3, C^ = o, d'où H =6, on a Ç,^ = 2'^-^— '— — -s et
ainsi du reste. Donc
Soit encore s = angle sino?; on aura, en différentiant,
dz I
^ ~" v/» — "^*' et je veux avoir l'expression générale de ^^> dx étant supposé con-
stant. Pour cela, soit u =
du
dx
d^ii
dx^
d}u dx''
ôjy'-h ^x (i x'^Y
Il est aisé de voir, en considérant la loi de ces expressions de du, d^Uf ...f que l'expression générale de ^-^^ a la forme suivante
d'^u AMa:'*-+-B-a7«-*-f-CMa:"--*-i-D-a:'>-«-h. .
dx'
en diffërentiant cette expression, on a
(/H-l)And?
(/i4-3)B, /iA„
mais on a
rf^*tf __ A^H-t^^"^* H- B„-n J?~-> -h CnHt ^""^ -^ P/t-f^l »g""* -H . . . .
en comparant ces deux expressions de . „^p on aura les équations suivantes :
A«+i=(/l-+- l)An,
B„+,= (/i-h3)B;»h-/iA„,
Cn+l = (« + 5)C„ + (/l-2)B„,
Toutes ces équations commencent à exister à la fois et lorsque n = \; cela posé, la première donne
J^^fl — I*3*«J» • • *t j
la seconde donne
B„= 1.2.3. . ./i(w -Hi)(/i 4- 2) H4- V — — . , ^ L
ou
'L 2 (/l 4- l) (ai 4- 2) /iH-2j
On déterminera ia constante Q par cette condition que B;, soit zéro lorsque /i = i ; on a donc Q = Donc
La troisième équation donne, en intégrant et ajoutant les constantes convenables,
on trouvera pareillement
n — , o ^ ^ '-^-^ ^(^ — 0(^ — 2)(^ — 3)(/i — 4)(At--5)
et ainsi de suite. Partant,
il3 (/i — i)(/2 — a)(/t — 3)(/i — 4) ^^_5 2.4 I .2.3.4
J*aL supposé, dans les deux exemples précédents, la loi des exposants connue, parce qu'elle était très facile à apercevoir; mais, s'il arrivait qu'elle fût compliquée, ce qui doit être extrêmement rare, on pourra la déterminer par la méthode précédente.
Voici encore un usage remarquable du Calcul intégral aux différences finies pour déterminer la nature des fonctions d'après des conditions données, ce qui est souvent utile, principalement dans le Calcul des différences partielles (*).
On propose de trouver une fonction de x telle qu'en y faisant ?>\XC' cessivementa: = <p(a:) eta? = vp(a:), on ait
(p(irr), ^(a?), H^ etXa- étant des fonctions données de x. Soit pour cela
De la première de ces équations, je conclus
x = T{uz) el <p(^) = II(w-), r(w^) et n(i/,) représentant des fonctions connues de w^; partant,
équation différentielle dont la différence constante est égale à l'unité, et que Ton peut intégrer dans plusieurs cas.
L'intégrale de cette équation donnera u^ en fonction de z, et l'équation X = r(a,) donnera x en fonction de z. Substituant cette valeur de X dans H^. et X^, ces quantités deviendront des fonctions de z, que je désigne par L^ et Z^. De plus, on a
(1) J'avais trouvé cette méthode sur la fin de 1772, à roccasioo de quelques problème^i que me proposa M. Monge, habile professeur de Mathématiques aux écoles du Génie à Mézières; je lui en fis part alors; dans le môme temps, je renvoyai à M. de la Grange, et je l'ai présentée à l'Académie au mois de février 1773. Depuis ce temps, M. le marquis de Condorcet a fait imprimer dans le Volume de TÂcadémie pour Tannée 1771 un fort beau Mémoire sur cet objet; mais la route que je suis difi'ère de la sienne en ce qu'il ne se propose pas, comme je le fais, de ramener la question aux équations différentielles dont la différence soit constante et égale à l'unité.
Téquation (a) deviendra donc, en supposant/(M,) = jx»
équation intégrable par le Problème I.
On doit observer ici, conformément à une remarque due à M. Euler, que les constantes qui viennent en intégrant les équations finies différentielles dont la variable est z, et dont la différence constante est l'unité, peuvent être supposées des fonctions quelconques de sin^irc et de cos 211-5, i: exprimant le rapport de la circonférence au diamètre.
Présentement, si Ton remet dans l'expression dey, au lieu de z sa valeur en a?, on aura/[^(a:)], et, si l'on change ^(a?) en x, on aura la fonction de x, qui satisfait au Problème. Les exemples suivants éclairciront cette méthode :
Il s'agit de trousser une fonction de x telle qu'en y changeant successivement X enocf^ et en mx^ on ait
f{x*i)=f{mx)'^py
met p étant constants.
Je fais M^= mx, et w^^., = af'', partant.
Pourintégrercetteéquation, jefaisM, = a; doncM2= -^' "3= yt^y> Soit w, = — ^: donc
Donc
ce qui donne
gz-^\ = qgzy
g^—kq^.
Or, posant s = 2, gz = q^ d'où A = -> on a g^=q^-\ De plus, on a
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES, ETC. lOo
f:^, = q fs-h g. Donc /:= Aq' -h y~' Or» posant 5=2, /-=5'; donc A= — i— et /,= — ^(y' — 5^); donc
ifz= — r
Cette expression de u^ est complète, puisque a est arbitraire; maintenant Téquation
deviendra
yz^i—fz-^p-
Donc
js — C^-/?5 mf{nix).
II faut présentement avoir la valeur de :; en a?; or, puisqu*on a //.= mXf on aura
d'où Ton lire
1 7/1 J7 =: <7- in- — n)\ni
OU
mx
soit — — = K, et l'on trouvera
jj_^
IK
partant
A étant une constante arbitraire qui peut être une fonction quelconque de sinaus et de COS27::;. Soit r(sin2'7r;;, cos2t:s) cette fonction; en
CÊmwreêdeL.^ VIM. il
y substituant au lieu de z sa valeur, on aura
. . mx .. mx
A=:r\ Sin27r i 9 COS27: ;
\q ïq
Donc
.. mx .. mx \ mx
ainsi la fonction de x demandée est
n_îL_ ll-^\ Il ^
// 5'a^y encore de trouver f(^x) telle que
On pourrait d'abord penser qu'il est impossible de satisfaire à cette équation, à moins que de supposer /(ar) égale à une constante; c'est en effet ce qu'ont cru d'habiles géomètres (voirie second Volume des Mémoires de Turin, p. 32o) ; mais on va voir qu'il y a une infinité d'autres moyens d'y satisfaire.
Soit
Uz^^X et Uz^iZ=i2X\
donc
«-4.1 = ai/- et M- = Aa*=:.r.
De plus, on a
f{ix) =/(us^i), que je désigne par ^a+i, et
f{x)=zf(u,) = t,;
on aura donc
Pour intégrer cette équation, je suppose /, = ^ 4- -, donc
et généralement
expression complète de /,, puisque a est arbitraire ; or on a 2*~* = ^ donc
r jr
h étant une constante arbitraire ; or cette constante peut être supposée
la
une fonction quelconque de sin 21:5 et de cos2u 5, et puisque s=H -f- -r->
H étant une constante quelconque, on aura
b=if[ sni27rr-;-> cosaTTp- u
partant la fonction de x demandée est
l^/^sinîTT-j^, cos27rj^jj''4-[^/^sin27ryi, cos27:-j:^j|
Il s agit enfin de trouver f{x — y si — i), feUe que l'on ait
En supposant 7 = g" 4- hx^ on aura Soit
on aura donc
x{i — h >J^^i) —gs/— I == Wa ;
donc
_lfz±gV^.
I + AyCTT 2ff\f^l «s+1— 7-7= "s H 7-7='
équation dont l'intégrale est
partant,
Or, si l'on nomme ccrit l'angle dont la tangente est A, et t: le rapport de la demi-circonférence au rayon, on aura
SJ— 1 CJTT
donc
2 y/—- I CJTT
Maintenant on a
et, en représentant/(w,) par /^,
donc
/,=zH + 2M5v/— i;
substituant au lieu de ^ sa valeur, on aura
cJ7r
L étant une constante arbitraire, laquelle peut être fonction quclconque de sin2ii;;etde cosait-z, ou de sm ^ ^=-^ et de cos ^ ■ ,
dV — ï CTt/ — I
et par conséquent de e ^ ; or, ê^^''''^ = g -\-hx\ donc L peut être fonction de (^g-\-hxY\ partant.
De$ équations aux différences finies^ lorsquon a plusieurs équations
entre plusieurs l'ariables.
Je suppose que Ton ait les deux équations suivantes entre les trois variables y^., ^y^^ et x
(0 Vo-H- ^xyjc-x= Bx%-+- Cx%-|,
La manière la plus simple de les intégrer est de les réduire par élimination à deux autres équations, Tune entre j^, et x, l'autre entre '7*ct a?; pour cela, je multiplie la première par *Cj;, la seconde par C^, et Je les retranche l'une dei'autre; ce qui donne
('C,- C,) Vx+ (*C,A,- C, »A,)/,_, = ( »C,B,- C, »B,) »/,,
partant
i ( »C;,_i - C;,-.i)/^_i 4- (*C,-, A^_, - C^_, »A^_, ) Jx-i
Je multiplie l'équation (i) par a, l'équation (2) par *a, et je les ajoute avec l'équation (3), ce qui donne
= (aBx4-<«»B^)%+(«C, + «a»C^+»C,_,B^-.-C,_/B,_,)%._,; je fais disparaître Wx et *j^_, au moyen des équations
et j'ai de cette manière une équation différentielle entre y^. et a; seules; par un procédé entièrement semblable, on en trouvera une entre * vv etâ?; et ce serait la même chose si l'on avait un plus grand nombre d'équations et de variables.
Il est aisé de voir que, s'il y avait dans chaque équation des termes tels quoT-p, X^:, . . . , T^^, X^. étant des fonctions quelconques de x^ elles seraient intégrables dans les mêmes cas ou elles le sont, ces termes n*y étant pas.
Lorsqu'on a w — i équations entre n variables, celles-ci pouvant avoir une infmité de rapports différents entre elles, l'intégration de ces équations présente ainsi un grand nombre de recherches curieuses; mais il est un cas qui mérite une attention particulière, en ce qu'il se rencontre quelquefois et principalement dans l'analyse des hasards; c'est le cas dans lequel ces équations rentrent en elles-mêmes.
Des équations différentielles rentrantes en elles-mêmes.
Si l'on a les équations suivantes, entre les n variables yx, yx>
yx
yx=A/ar-lf
yx — A^x— !•
Ces équations sont ce que j'appelle équations rentrantes en elles mêmes.
En général, si l'on dispose sur le périmètre de \^fig* A les n va-
JTA \rx
riables y^, y^, yx^ ..., ainsi que la figure les représente» et qu'alors une
fonction quelconque d'une de ces variables et de ses différences finies soit constamment égale à une fonction quelconque de celles qui la suivent et de leurs différences finies, l'équation qui en résulte est ce que je nomme équation rentrante en eUe-même. Si, par exemple, chacune (le ces variables est égale à deux fois celle qui la suit, lorsqu'on y suppose X diminuer d'une unité, plus à trois fois celle qui suit cette dernière, lorsqu'on y suppose œ diminuer de deux unités, on aura
Yx— 2/x-l -H 3 Jor-ï,
On voit par là que, bien que dans l'ordre des calculs la variable Va soit la première, on aurait pu cependant également commencer par une quelconque de ces variables, et les équations auraient été absolument les mêmes, ce qui est le caractère particulier de ce genre d'équations. Gela posé,
Problème III. ^ Je suppose que Von ait les équations rentrantes
ïx-^^yx-x -^ 'A/^-j-i- . . . — - \\y^ -H ^^yx-\ -t- 'B.v^_. -f- . . . -h X.,.,
jr,4- A/x-1 + *AjKx_2 4- . . . = B j^ -h *B j,_i -4- -B/^.j -f- . . . 4- X., ;
« foui déterminer yx^ Vx^ • • • • La première équation donne
y^-^ ^ïx-x ^- • A/,-, 4- ... 4- Ajar-l H- AVx-î 4- ... 4- * Ajor-î 4- . . .
^Bi/x-^ Ayx-i + *Ar^_,4-. . .) -+-*b(/x-i -h A/^_5 4- ^\ Vx-3 + - • •) -^ • • •
X,4- AXx-1 4-'AXx_.î
RECHËRCUES SUR L'INTÉGRATION
Je substitue au lieu de jx^- ^yx-\ -+-..•> Jx-i ■+■ Aj'ar-a -*-• • • leurs valeurs que donne la seconde équation, ce qui me donne une équation
entre y^» Jx-i. • • • et j^» Ja?-i» • • • ; en opérant sur celle-ci comme sur
la première, j'aurai une équation entre 7ar»J*-i» •• • et j^-» Jar-i» ...et,
en continuant d'opérer ainsi jusqu'à la variable j^t je parviendrai a une équation de cette forme
= Oq\yx''r ky-x-x H- ^Ajo^-j 4- . . .) 4- 'açijx-l + kyx-\ -4- . . .) -h . . . H- //^.
Il faut maintenant déterminer 6^, *A^, . . . , a^, *a^, . . . , Uj..
Pour cela, je substitue dans l'équation précédente, au lieu de
jx-^ ^yx-\ 4-. . . , Vx-i -h Aja.-2 -^- • • » leurs valeurs que donne la y'^°*^ des équations rentrantes, ce qui donne
yx H- ^yjar-l + *^ç/;r-S "H • •
= «7VB/a:-+-»B/a:-t"l-. . . + X;^; + »aç\B/x-i-H*B/;r-s-+-. . .-4- X;r_j4-. . .4-w^,
d'où je conclus
yx
yx-i-^^bq
-hAbg «A
yx-2 4- . . . -^
mais on a
«a/B4-VB)(rx-«-H...)
kUq)
A*o^4- *Aa^)
Ma;4- Al/^«, 4- *A ttx-s
yx-^ ^7+i7*-i ■+- *«^7-*-i/*-î 4- . . . = flç-Hi l ^x-^- A/x-, 4- . . .;
d*oii l'on a, en conoparant,
(A) { «*="*-^Ai/j:_i-f-»Awj:_,-+-...
Au moyen de ces équations, on déterminera facilement a^, ^a^, . . . ,
V '*f» • • • » P^^^ déterminer m^, j'observe que Ton a
Ujg — Jq Xjp H- y^ Xx— 1 H- y^ Xjr— 1 -f- . . . ;
je substitue cette valeur dans l'équation (A), ce qui donne
«*= Xx( A4- ttç) -+- Xj:_i(7V-+- *«?"^ A6ry^- A/,)
mais on a
donc
iix ^^ Jq-^l Xjr -f- Jq-i-i Xx— 1 + yV^-l ^JT— î ■^" • • • »
/q+i — fq-^ ^q9 fq-^\^^ fq~^ û^H- A /<gr,
Au moyen de ces équations on déterminera /^, y^, ..., et partant Wj.. Je suppose maintenant ^ = n, et Ton aura
7ar-+- ^if/«-l -+-••• = «^/» V/or + A/^e-l 4" • • • j
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mais on a
Jx-i- ^«7x-i -4- . . . = ««.(R/x H- *Rrx-i -t- . . .) H- ««Xa:
Xf
et, en ordonnant les différents termes de cette équation,
^,(i-a„B)+r,_,(6„-a,'B-«a„B)+jJ;r-i('6,-«»*B-«a,'B-«a,B) + ...
n — Ux — ^n^x — ^n^x-l ••
on aura une équation entièrement semblable pour j^?» yx* —
Problème IV. — Je suppose maintenant que les équations rentrantes renferment trois variables, et que Von ait
yx + A/x-l -H * A/x_, H- . . . = R/ar + *B^ar-l + "R^x-î 4- . . .
-H C/ar-4- *C/x-i-4- 'C7x-,-+-. . .
yx H- A^:,-, -h *A7ar-l-+- . . . = B7;r-f- 'R/x-l + *R/x-i -h . . .
-+-C7xH-*Cj^x-i-h...
il faut déterminer y^?» J'a?» • • • • En suivant le procédé du problème précédent, on arrivera à une
équation de cette fojrme
7*-^ ^qïx-X -^ *^y/;r-l-+-. . .= «^(/xH- A^ar-l-^- ^A/^-j-t- . . .)
CqKyx H-A7ar-l-+-*A/^_,-4-.. J /7+1 7+1 \
*<^7V7x-iH-A7x-t-i-...;
-h Mar-
ie substitue maintenant dans cette équation, au lieu de
yx 4" ^yx—\ H- . • • f yx—\ ■+■ ^yx—\ ■+-•••» leurs valeurs que donne la ^^^™® équation, ce qui produit la suivante
yx-^ ^7/x-i-+- **77*-i-t-- . . = a^^B /xH- *B ^x-i-+- *B 7x-i + . . J
(7+S 7+« \ ^yx -H*C^x_i-i-...;
-+->ay(C7ar-iH-...) .
A Xx— l -1- . . • /
^7X7* *Cç(j'x-lH--.-)
-h a«Xx-h *ÛflXx-t "+* • •
d'où l'on conclura facilement
Ja-l-t-'^i
-4- CaçB
^- «^7^ \ /x -+- A /or-l 4- ... ;
Hi\ 7xH-A 7x-iH
d*où l'on aura, en comparant,
«Vi-*^7-+-A^^4-«A,
ainsi Ton déterminera b^^ ^b^^ •••; ensuite
et
Cç^i ~ a^C, partant a^^i = a^B h- flr^_i C ;
d'où Ton aura a^ et c^. De plus, on aura
*a^H.i= *a^B -f- a^'B -f- *c^-i- Ac^,
Donc
d'où Ton aura *a^ et *Cy, et ainsi du reste; enfin on déterminera w^., comme dans le problème précédent.
Si Ton suppose présentement q = n, on aura
Jx-1+ A^ar-l4--. J
On formera des équations entièrement semblables entre j^? et y^;» yx
M— fl
€t ^«f .-., et Ton aura un nombre n d'équations rentrantes à deux variables, telles que je les ai considérées dans le problème précédent. La même méthode réussirait également si les équations rentrantes renfermaient quatre ou un plus grand nombre de variables.
Du Calcul intégral aux différences finies et partielles.
Je suppose que ^yx représente une fonction quelconque des deux variables â? et n; je puis dans cette fonction faire varier n en regardant x comme constant; je puis faire varier x en regardant n comme constant; enfin, je puis faire varier /i et a? à la fois, leurs variations étant dans un rapport quelconque; or, s'il existe entre ^yx et ces différentes Variations une équation quelconque, elle sera ce que je nomme équa- Uan aux différences finies et partielles.
^g représentant toujours une fonction de deux variables x etn : m^îymf mr-^ym* --• signifient que n a diminué de une, de deux, ... Unités dans cette fonction;
nyx-n nyx-29 ••• signifient que x a diminué de une, de deux, .... unités dans cette fonction ;
n-^yx-if • • • signifie que n a diminué d'une unité, et x de deux unités, et ainsi de suite.
Une équation aux différences partielles est donc une équation entre ces différentes quantités; telle est celle-ci :
Les équations aux diflerences finies ont été trouvées par la considération des suites (Art. II). C'est pareillement la considération de certaines suites que j'ai nommées récurro-recurrentes (voir le tome VI des Savants étrangers) (*), qui m'a conduit aux différences finies et partielles; voici comment : je suppose que l'on ait les suites
nyu ny\
zyi9 %yk
nytf nyk
f iyi9
• • • » tyx9
I^XJ
• • • > nyxf
Si un terme quelconque ^yx^^ ces suites est constamment égal à un nombre quelconque de termes précédents pris dans plusieurs de ces suites, et multipliés chacun par une fonction de x et de n^ ces suites sont celles que j'ai nommées récurro-récurrentes, et l'équation qui exprime la loi d'après laquelle elles sont formées est une équation aux différences finies et partielles.
J'observerai ici que les suites (i) peuvent être considérées non seulement dans le sens horizontal, mais encore dans le sens vertical, et, au lieu que dans le premier sens x est leur indice, n le sera dans le second.
Je supposerai dans la suite, comme je l'ai fait ci-dessus dans les équations aux différences ordinaires, que les différences de a? et de /i
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sont constantes et égales à Tunité; si elles sont constantes sans être égales à l'unité» il sera toujours possible de les rendre telles, par l'introduction de nouvelles variables; je supposerai de plus (ce qui est encore permis) que les plus petites valeurs que puissent recevoir^ ein sont l'unité; et toutes les fois que je m'écarterai de cette supposition, l'état de la question le fera connaître. Gela pose : Si Ton a une équation aux différences partielles telle que
elle ne commence à avoir lieu que lorsque x et n sont plus grands que runité, comme dans les différences ordinaires l'équation iyar = «mJ*-! n'a lieu que lorsque x est plus grand que i; en sorte que ^y, reste arbitraire» et l'on ne détermine au moyen de cette équation que les valeurs de ^y^t j^j, ... ; de même, dans l'équation
ij'x OU nj', sont arbitraires; ainsi l'expression générale de „j^, renferme une fonction arbitraire.
En général, le nombre des fonctions arbitraires que renferme l'intégrale d'une équation aux différences partielles se déterminera parle degré de la différence de celle des deux quantités x et n qui varie le moins; ainsi, dans l'équation
le nombre des fonctions arbitraires que renferme l'intégrale est i, parce que, n étant ici celle des deux variables dont la différence est la plus petite, elle ne varie que d'une unité; en effet, il est clair que, si Ton connaît ,j'x, on peut déterminer j^j., 3 j^;, 4^,, ... au moyen de l'équation
H n'y a donc alors que «j^^? d'arbitraire.
Problème V. — L'équation aux différences finies et partielles
nyx ^^— • »II« • n—ij^x—l "+■ « "x • n—tyx—t "+" n"x • n—O^x^t -f- . • . 4- n^x
étant donnée, on propose de l'intégrer.
Puisque» dans chaque terme de cette équation, la variable n décroit suivant la même loi que la variable a?, je puis supposer a? = /i 4- K, K étant une constante quelconque; ^„ ^H^j, iH^., . . . deviennent alors fonctions de a? et de K; je représente dans ce cas «j^? par "*; n^x* *,H,, . . . par La-, *L;p, . . . , enfin ^^P^^ par X^,; l'équation proposée devient donc
équation aux différences ordinaires, et dont l'intégrale a cette forme par les Articles précédents, en y restituant au lieu de K sa valeur X — n,
Mjj =1 C . n^x "+" C . ^Zx ■+- C . ^Zx -h ... -h nRjf ;
C, *C, 'G, ... sont des constantes arbitraires, lesquelles peuvent être fonctions de K ou dex — n; on aura donc
nyx= i»5«.?(^ — n)-^ i5*.*?(^ — /l) H- î-ar.'?(^ — /l) + • • • + i»Rx ;
on déterminera les fonctions arbitraires f(x — n), *<f(x — /i), ... au moyen des valeurs de nXx^ dans autant de suppositions particulières pour X qu'il y a de ces fonctions arbitraires.
L'équation proposée aux différences partielles est donc généralement intégrable, ce qui vient de ce que dans chaque terme n et a? varient de la même manière; mais, si l'on excepte ce cas et quelques autres fort rares, il est impossible d'avoir une intégrale entièrement débarrassée de tout signe d'intégration. Pour le faire voir par un exemple fort simple, je suppose que l'on ait à intégrer l'équation
en supposant ij'jy= ç(^). on aura
partant aj'*= 2ç(iF); on trouvera pareillement
et généralement
telle est donc la valeur complète de nfx* ^n ayant soin d'ajouter à chaque intégration une constante arbitraire.
On peut simplifier cette valeur et la réduire à des quantités affectées du simple signe d'intégration, de la manière suivante.
Il faut réduire la double intégrale £^(p(a:) à de simples intégrales; je fais pour cela
en différentiant, il vient
l(p{a:) = (z^-h AO [9(jr) 4- 2 9(x)] — 5^2 9(x) — ^^ ^{œ) OU
Donc àzjg=:i et t^-^ Sj.-\- ^^'^ j© puis donc supposer z^---x et /,= a? -h I , ce qui donne
2*9 (j?) =a?29(x) — 2(jF -+- 1)9(0:);
on réduira, par un procédé semblable, lé^^(x) à des quantités affectées d'an seul signe d'intégration; mais il sera impossible de l'en débarrasser entièrement.
Voici maintenant une méthode d'intégrer les équations aux différences partielles, dans laquelle l'inconvénient des quantités affectées de plusieurs signes d'intégration n'est point à craindre.
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Problèbie VI. — L'équation aux différences finies et partielles
étant donnée, on propose de V intégrer.
Pour cela je cherche à ramener l'intégration à celle d'une équation aux différences ordinaires. Je suppose donc que l'on ait 4ja:= ?(^)î l'équation (A) donnera la suivante
ensuite
3/0:= A3.^rx-i-+- *A3.5i'a:_,-h. . .H- Na-h B,.,7;p -h 'B,.,/x-i-+-. . .;
d'où il est facile de conclure
%yx— Aa-a^r^-i — *A3.j^j:_2— ...— A,(^^_| — Aj.iJ'x-î —...)— *Aj(|J^x-î — ••.)
=^ '^zx^'x A2. jj^x— 1 — ...)■+■ ^%\iyx—\ — Aj.^^x-i — . . .) -f- . . .
Si l'on substitue, au lieu de
ty'x Aj . jjKx-i • • • »
t^x-l Aj . ^or— 1 — • • • »
leurs valeurs tirées de l'équation (i), on aura une équation de cette forme :
Cette équation est aux différences ordinaires; pour j'intégrer parles Articles précédents, il faut connaître ^Uj. et les racines de l'équation
or cette équation est la même que celle-ci
et, partant» elle est égale à la suivante :
En suivant le même procédé pour ^r^, gj^, et généralement pour ij'j., on transformera l'équation (A) du Problème dans la suivante
qu'il sera facile d'intégrer lorsqu'on connaîtra „«^ et les racines de Téquation
or on verra facilement que cette équation est la même que celle-ci
d'où il est facile de conclure a„, 'a^,,
Pour déterminer présentement la valeur de ,,//,., j'observe (|ue, de l'équation
on tire
Si Ton ajoute toutes ces équations membre à membre» on aura
■+- Bn'n-i^x-+' *Bn•«-l"x-l-^-• • • •
Or, si Ton substitue, au lieu de
B/i . n—ij^x—t "♦" Bu . n—O^x—i -+-.••,
leurs valeurs données par l'équation du problème, on aura
n^x ^ri'nyx—l • • • N;,:=:i ^n—l (/0^«— i ^n ' nYx—i • • • ^n)
+ ^n—l\rO'x-t ••• — N;,)
~^Bn-n—l^x~^ Bn.n_tWx—l "+"••• •
En ordonnant les différents termes de cette équation, on aura
-+- n^x-i ( *««-! — «n-1 A„ -h » An )
H" n^x-s ( ^n-l — ûtrt_i Art — ût|»— 1 . Art -H Art)
Brt.rt-lWx-t- •Brt.„-|«a:-l
-+- Nrt ( I — a«-i — *art-i — ...).
Si Ton compare maintenant terme à terme cette dernière équation avec l'équation (2), on aura les suivantes :
«/»= «i»-i-+- Art,
*«n=*«n-l— «rt-lArt-H'Art,
««rt = *«n-l — *an-i Art — «n-l • *Art H" 'Art,
On pourrait, en intégrant ces équations, déterminer a^f ^a^, ..., s'il n'était pas beaucoup plus simple de les conclure par la méthode précédente.
Enfin on aura
Pour intégrer cette dernière équation, j'observe que, puisque ^j.= o{x)^ on aura <m^= ?(^); d'où je conclus
,iijp= N,(i — a, -~. ..)-<- B,<p(j?) -h 'B,9(j? — i) H-. . .;
on aurait de la même manière ,11^, «i/^, . . . , et l'on voit qu'en procédant ainsi on aura généralement
donc
Si l'on substitue ces valeurs dans l'équation (3), on aura
^a,= N„ ( I — a„-, — *âr„-, — ...)-+- C„_i (B„ -i- 'B„ 4- . . . )
d'où, en comparant avec l'équation (4), on aura
Cn= C«-i (B„-f- *B„ 4- . . .) -H N„(i — a„«,— •««_, -. . .).
En intégrant ces différentes équations et ajoutant les constantes convenables, on aura les valeurs de 6„, *6„, ..., C„, et partant celle de
nUj,. Les constantes doivent être telles, qu'en supposant n = i on ait „i/^=(p(a?); en sorte que Ton doit avoir C, = o, 6^ = 1, *6^ = o, ^h^ = o
En intégrant l'équation (2) à laquelle se réduit Téquation du problème, cette opération introduit dans l'expression de «y^rdes constantes arbitraires, lesquelles peuvent être fonctions de n\ mais ces fonctions ne sont pas arbitraires, puisque l'intégrale de l'équation (A) ne peut renfermer d'autre fonction arbitraire que 9 (a?); on les déterminera de cette manière.
Si l'on nomme pn, *Pn^ ^p,„ ... les racines de l'équation
/■/'■/'■••' on aura, par l'Article X,
nyx= C„pl -f- *C;,.>/?J H- *C;, . */?î -h . . .-h nL:r.
Si Ton substitue cette expression de „yj. dans l'équation (A), on en tirera, en comparant les termes homologues par rapport à x, autant d'équations différentielles qu'il y a de fonctions C^,, ^C^, . .., et, en intégrant ces équations, on déterminera ces fonctions.
Au lieu de faire «jKx= ?(^)» on peut imaginer une équation différentielle quelconque entre ,j^ etx; je suppose que cette équation soit celle d'une suite récurrente, en sorte que l'on ait
F, *F, . . .et L étant constants; en suivant la méthode du problème, on parviendra à l'équation suivante
et l'on trouvera que l'équation
est la même que celle-ci :
On aura ensuite
Un= tt„-i(B„-i- *B„4-. . .) -+- N;,(i — a„_, — ^a„_, — . . .)»
d'où il sera facile de conclure la valeur de ^v^.
Le cas dans lequel l'équation entre < j^ et x est celle d'une suite récurrente est celui qui se rencontre le plus fréquemment dans l'application de cette théorie.
On peut observer ici que les quantités 8;^, *B„, ... n'entrent point dans la formation de a^, ^a^; . . . , mais simplement dans celle de u„; d'où il suit que, lorsque cette quantité est nulle (ce qui doit arriver très souvent), l'équation (5) restera la même quelles que soient les quantités B^, ^B^, ...; de là il résulte que, dans ce cas, ces quantités n'influent dans la solution du problème que sur la détermination des constantes arbitraires qui viennent de l'intégration de l'équation (5).
Pour éclaircir la théorie précédente par quelques exemples, je suppose que l'on ait les deux équations
Si dans la première équation on fait ,y, = i, on formera à son moyen la série suivante i, 2, Zj* 8, i6, .. .. La seconde équation donne
et, si l'on suppose 2j< — o« on aura ^y^ =2, ,^3 = 8, ... ; on formera de cette manière la suite o, 2, 8, 24, .... En continuant ainsi et sup-
posant toujours 3J, = o, 47» = 0, 5^, r^ o, . . . , on formera les suites récurro-récurrentes :
II faut présentement déterminer le terme général de ces suites ou, ce qui revient au même, l'expression de nyx- Pour cela, j'observe que l'on a, par l'Article précédent.
xyx~ «« • nyx-\ + '«n . nyx-l "h • • • 4- M„ ;
ensuite l'équation
est dans ce cas celle-ci
dont toutes les racines sont égales à 2; on a, de plus, u^= 2 £/«.,; donc w^ = H.2''. Or, posant n = i, on a «;,=: o, donc H = 0; on aura ainsi, par l'Article IX,
Pour déterminer les constantes arbitraires G;,, D^, . . . , on substituera cette valeur de ^yx dans l'équation
nyx — 2.^yj,_, -h 2.„_|^jr_i,
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(jT — i)(a? — a)...(.r — /1-+-1) {.x — 2) (œ — 3)...(^ — n) {x — a)...(j? — n-t-i)
(jT — 0(07 — 2),..(x — /iH- 2) (j: — 2),,, {or — /1-+-1) (x — 2)., .{a: — n -h 2)
■ ^f^m^^mi . ■ ■■■ ■■ — ^w— M ■ — — ■ ' ' ^—^^-i»! ■■ ■ I I ■ ■■■ M ■■■■■■ —■ liH *'T** ■' ■ ^^*^— ■ ■ - ■■ ■ -■ ■ ^ ■^■^^^^^— •
et l'on aura
+ (D^-hEJ
_ {X'-2),..{x — n) ^ ^^ ^{x — 2).,.{x — n'hi)
/f rfc V (^ — 2). . .(j: — w -h 2) + (E„ + D„,,) , ,, 3,, (^_3) -+-..-.
En comparant terme à terme, on aura :
1° C„= C„., ; donc C;,= A. Or, posant /i = i, la quantité
se réduit à son premier facteur i, et les quantités suivantes
deviennent nulles; donc ,7j, = A2*-*.0r on a ,j, = i; donc A=i=C„.
2° D„=D;,_,, partant 0»= A et 27^= 2^-M^^^^ -h Aj. Or posant
,r = i, on a jj, = o par la formation des suites précédentes; donc A = G et D;,= o.
On trouvera semblablement E„ = o, F„ = o, ... ; donc
rx=a
«./jr
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Soient, par exemple, a; = 8 et n = 5; on aura
Je prends encore pour exemple les deux équations
\yx — '^'xyx—u
nyx= {n -h i),nyx-i-^n-iyx-l
Si Ton suppose
i7i = ^ j7i = o, 8/1 = 0, *ri=Oi
on formera les séries suivantes :
Pour trouver maintenant le terme général de ces suites, ou Texpre sion de «ja?» j'observe que Ton a, par l'Article précédent,
nXx = ^n • n/x-1 "^ ^n • » J'ar— t "^ ^n • nj^x—i "H • • • 4" W;, ,
et que l'équation
est la même que celle-ci
enfin, que l'on a d'où, en intégrant.
i/*=Ha».
Or, posant n = i , on a u, = o ; donc
H = o ei «i„=o.
En intégrant, on aura donc
équation dans laquelle il faut présentement déterminer les constantes
arbitraires C^, 'C„, Pour cela, je substitue cette valeur de „yjg dans
l'équation
ce qui donne
= («-+- i)C«a*-«-f. (/i -h i).*C„3*-«-+-. . .-h C«_ta*-*-*- *C,-t3'-*4- ... ;
d'où, en comparant terme à terme, j'aurai
a. C«=(/i-hi). Cn-h C„_i.
Il est visible que la première équation ne commence à avoir lieu que lorsque n = 2; la seconde, lorsque n = 3; la troisième, lorsque /i = 4» En intégrant la première, on aura
Or, puisque l'on a ,yx= 2*"', on aura C, = i; donc
le signe + ayant lieu si n est impair, et le signe — s'il est pair. On aura pareillement
Or, posant /t = 2, on a
Donc, puisque ^y, = o, on aura *C2= i; partant
le signe -+- ayant lieu si n est pair, et le signe — s'il est impair. On trouvera, par un calcul semblable,
Donc
y,=± — ^ ^r,x-._lz:l3
ZLi 5X-I ^ («-!)(/» -a) _,
le signe -H ayant lieu si n est impair, et le signe — s'il est pair. Soient // == 4 et iP = 7 ; on aura
*r7 = -74-5(2'-3.3«-+-4.4*-5*) = 9io.
Problême VII. — L équation différentielle
nJx-t-A„.„V;c_,-i-'A«.„/;c_,-^...-f-N„= B„.„-,^;r-H*B„.„_,/ar-|-H...
e/an/ donnée, on propose de l'intégrer.
En suivant l'analyse du Problème précédent, je fais |j^=ç(a:) et 2^^= *<p(a?); l'équation proposée donnera donc
-hCj. 9(a:)-h*C3. (p(j:-— 1)-+-. . .
et
d*où l'on tirera
ijx -^ A4 . 4/x_, -4- * A4 . 47jr-i H- . . . 4- N4
-+-A4(47x-i-+- A4.4rx-j-H...)
= B4(5/x -+- As.,Jar-l-H-..)
JKx-i 4- A, . ,/x-î
Or, si Ton substitue dans cette équation, au lieu de
j7x 4- A3.^x-|4-. . ., ^Xx—i 4- A j . I J'x— î 4- . . . ,
leurs valeurs, on aura une équation de cette forme
Cette équation s'intégrera par ce qui précède, dès que l'on connaîtra ^Ujg et les racines de l'équation
Or il est aisé de voir que cette équation est la même que celle-ci
/ A, «A, \ / A4 'At \
En suivant le même procédé pour 57,, oj^» • • . » et généralement pour „yjg9 on parviendra à une équation de cette forme
(A) «7*= a^.nyx-i 4- '<î« .«7x-i4- *««. «7x-j4- . . . 4- «ttx,
équation qui sera facilement intégrable lorsqu'on connaîtra ^i/^ et les
racines de Téquation
an, , *a, . ««n
Or on trouvera facilement que cette équation est la même que celle-ci
d'où il est facile de conclure a^, *a„^
Pour déterminer présentement n^x* j'observe que Téquation du Problème donne la suivante :
n^x — ^n • nyx—l — ^n • nj^x-t — •••"+■ N;> ( 1 — €1^ — ^n — • • • )
R» ( n—i^x — ^n • n-iyx-i — • • • )
~*~ ^n\n—tyx — ^n*n-tyx—l — • • •)
Or on a, par Téquation (A),
nj^x ^«•/ij'ar— 1 • • • — n^Xf
nXx—l ^n • nyx—t . . . = n^x—U
de plus,
n—lXx ^n' n—lj^x—l ^n'n—lXx—t • • •
^=^H-iyx — ^rt-fn-l JKx-l — • • •-+- ^nin-lj^x-i — ^/»-l • n-l^*-t — • • •) + =^ n-l^x "+" A„'. „— 1 W;r— » 4- ... ;
pareillement.
n—t^x ^/i-i • n-\yx—\
"^^ n—tyx ^n—%'n—\yx—\ • • • 4- ^n—ïKn—tyx—i"^' ••)"*" ^= n-t^x "H A„_i . n—\Ux-\ 4* «^ • •
et
n—iyx — ^rt • n—\yx—\ ""
= «-iJx — <^n-\'n'iyx'\ — • . .-H ^n{n-iyx-\ — • . .) 4-. . .
"rt-tWx4- Art_j.„_,i/:c_i +. . .-h Art(^_j£ix-i 4- A„_i . „_tiix-t -H . ..)-♦-...;
donc
i"*-+-A„.„tt;c_,H->A„.„aar-i-l-...-HN„(i — a„~-«a„ — ...)
= B„(„-illa.4- A„.;»_|II;c-|-h. . .) -t-*Brt(„_itta:_i-h. ..)■+-•••
^^ ' -^C«[„-,Wa:-*-A«_|.„_,Ma;-.i4-...-+-A*„(„-i«aî-l-HA«-i.j,-t«x-J^---)
Pour intégrer cette équation, on observera que la valeur de „Wa; doit avoir cette forme
Il ne s'agit plus maintenant que de déterminer &„, *&„, ..., c^, *^nf "'* gn' P^ur cela, on substituera cette valeur de n^j. dans l'équation (V), ce qui donne
C„«c«_,4- C„A„_iC«_,4- C„A„C;,-,4-*C;,c
d'où l'on aura
^» = B» ^^-1 4- Ci, Ô,-t»
'6,,= B,.«ô«-,4-C„»6„.,4-6„_,(B„A„4-'B„4-C„A„-,)4-6,-,(CnA«4-«C«),
Cn — B„C,j_l 4- Cn^n—
en intégrant, on aura les valeurs de b^^ *6„» • • • » c„, *c„,
Ces équations montant aux secondes différences, leur intégrale doit renfermer deux constantes arbitraires. Or, en supposant /i = i ,
On doit donc avoir alors
Cn = o, ^Cn — o, ^C^ = O,
De plus, en supposant /i = 2,
* alors
bn — o.
^bn—0, *6„._0,
Cn— ï,
Au moyen de ces conditions, il sera facile de déterminer les constantes arbitraires. Connaissant ainsi Texpression de n^^* il ne s'agit plus que d'intégrer l'équation (A), et les constantes arbitraires que l'intégration introduit, lesquelles peuvent être fonctions de /i, se détermineront par la méthode que j'ai donnée (Art. XX).
Si, au lieu des deux équations
on avait les deux suivantes
, /or H- E . , /x- 1 -+- * E . 1 7ar-ï H- . . . "H K = 0 ,
on parviendra, par la méthode précédente, à une équation de cette forme
et Ton trouvera que l'équation
^st la même que celle-ci :
E «E \ / II «H
•N I I "T" —^ ~T~ •••■•••Il I ~~y "T~ • . . la
Pour déterminer «;,, on doit observer que dans ce cas Téquation (V)
cJevient
= Un-i ( I -T- A„ 4- . . . ) ( B;, H- >B„ -f- . . . )
-h Wn-i(i-HA;,_,4-^^.)(i -f-A„ -h. ••)(€« + •••); or
I — «n — *«« — ..•=(' — «/i- i — *«/i I—. ..)(»-+- A;, -h "A;, -!-•.•); donc
Cette équation étant différentielle du second ordre renferme deux constantes arbiti*aires; elles se détermineront au moyen des valeurs de u^ etu,. Or on a
w, = — L(i-{-EH->E-t-...)"K(F-H»F-h...).
Quoique, dans les deux derniers problèmes, les équations aux différences partielles considérées par rapport a la variable n ne passent pas le second ordre, on voit cependant que la méthode réussira généralement, quel que soit le degré de la différence des variables. Cette méthode suppose à la vérité que ,j^, ou «r^ et jy^., . .., suivant le Jegré de la différence de /?, sont données en fonctions de x^ ou par <ies équations linéaires entre ,r et ces quantités; or il peut arriver que <!ela ne soit pas. Je suppose, par exemple, que Ton ait les équations
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suivantes :
yx — m—\yx-\
L'équation
\yx — «— ij'x— 1 ~î~rt-»-ij'x— I
est aux différences partielles; mais elle diffère des équations précédentes :
i" En ce que ^y^ et aj^ ne sont point données en fonctions de x, ou par deux équations différentielles;
2** En ce qu'elle cesse d'avoir lieu lorsque n = m.
Comme ce genre d'équations se rencontre quelquefois, et principalement dans l'analyse des hasards, je vais donner ici la manière de les intégrer.
J'observe pour cela que, si Ton pouvait réduire l'équation
nyx'^^n—\yx—l "^/i-f-lj'x— i>
laquelle est du troisième ordre par rapport a n, à une autre du second ordre, le problème serait résolu; je suppose en effet que l'équation du second ordre soit
Dans le cas de n = m — i , on aura
d'où, éliminant ;„«i7a; au moyen de l'équation ,nyx = m-iyx'-îf on aura une équation aux différences ordinaires entre x et ^yx'
Toute la difficulté consiste donc à abaisser l'équation du troisième ordre, par rapport à /i,
nyx^^^ n-iyx—l "^ n-^iyx~l
à une du second ordre; c'est l'objet du problème suivant.
Problème VIII. — L équation aux différences partielles du second ordi-e, fHir rapport an,
~+~ ^it •»— ljKx~+" ^n • n— l^^'-r— l ~^"*^« • /i-i.Vjc— 2 4" • • •
etani donnée, il faut l'abaisser à une autre du premier ordre par rapport à n.
Il est nécessaire pour cela que, dans une supposition particulière pour /it cette équation se réduise à une du premier ordre. Je suppose donc que, en faisant /i = i, on ait celle-ci
11 est aisé de voir, cela posé, que l'équation (y) peut toujours être transformée dans la suivante (0), du second ordre par rapport à n,
dont on déterminera les coefficients «,,, *«„, ..., 6;,, 'è,^, .77 de cette manière : Téquation (0) donne celle-ci
►i l'on ajoute ces différentes équations membre h membre, et que i on substitue dans leur somme, au lieu de
t-<i»«/i-ij'ar "+" t-i/i./i-ij'x— 1 ~T~ • • • > t-H • rt— tj^'x— 1 "î~ '-•/i • /i— I J'x-î + • • • »
leurs valeurs que fournit l'équation (y)» on aura, après avoir ordonné,
nYx — ; -. r~ [ «/«-» ( ^'»-l "^ ^n ■+- ^«-1 . *C„ 4- *6„ -, Cn )
r- „7x-3(*«/»-l — *«/»-! Art — ««_, *Art 4- *Art
H- /i+ijx-i ( 'B„ — a^-, *B« — *a„-., B^ )
En comparant cette équation avec Téquation (0), on aura :
'*" i-C>rt_,
Pour intégrer cette équation, je fais b„= — ~-^; ce qili donne
O — 5„_i 4- Cn^n-i H- B«5
équation linéaire aux différences ordinaires.
I — Li,t c/rt—, 2o ^ _ An 4-^7^-1 4- *^>rt-l Grt -h bn-x *C,
De la première de ces équations, on aura
if B;i_, — an-iB/ï-i .
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES, ETC. Ul
substituant cette valeur de bn^^ dans la seconde, on aura
I — y^n — l On-^
ï — C„ bn-x
d'où Ton aura a^^, partant ^b^, et ainsi du reste. Enfin, on déterminera z/^ P^i* cette équation
C„ -^ »C« H- . . . -H N„ ( I — «;,_! — *rt„-, — . . . )
ï — Grt 6„_,
L'équation (y) du second ordre par rapport à n sera donc abaissée à une autre (0) du premier ordre; et l'on voit que la méthode précédente réussira généralement, quel que soit l'ordre de la proposée.
Des équations aux différences finies et partielles à quatre variables.
Jusqu'ici j'ai considéré les équations aux difTérenccs partielles entre trois variables „ja., n et a?; je vais présentement dire un mot de celles qui en renferment un plus grand nombre.
Je suppose que m.nyx représente une fonction des trois variables x^ m et /z, dont je regarde les différences comme constantes et égales à l'unité; je puis, dans cette fonction, faire varier /tz, n et ^ séparément, ou deux de ces quantités à la fois, ou toutes trois ensemble dans un rapport quelconque; or, s'il existe une équation entre ces différentes variations, elle sera ce que je nomme équation aux différences partielles à quatre variables. Cela posé,
Problème IX. — Je suppose que l'on ait l'équation aux différences partielles à quatre variables
Imtnyx~^ m^n* m,nyx—i~^ m-^n* m,nyx—% -H • • • ~^m-l^n ^^^ nr^n* m^\tnyx~^ /«L/i • m— i,iij^a:-l + »|L/fm— 1,/iJ'a:— 1~+" • • •>
on propose de déterminer m,nyx'
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Je suppose que, dans le cas de /i = i, on ait, ou l'on puisse avoir l'équation suivante
tlj'x ■+" l'/n • m,iyx—l "+" I^/n • m,l^x-S -h . . . -|- hm — O,
et que, dans le cas de m = i, on ait, ou l'on puisse avoir celle-ci on pourra, dans ce cas, transformer l'équation (û) dans la suivante
(^) m^nyx'^^ m^n • m.nt^jf— l ^~ m^n • m,nyx—i "+" m^n • m^nyx-^l -f- . . . -+- m^n*
dont on déterminera les coefficients de cette manière. Cette équation donne
nA*n' m—XtnJ'x ^~^ m'-'/ii/n— l^/i • m— lin^x— 1 "^" m-i^n» m—l,nyx—t~^ • • • ~H m—l^n)^ m^'n • m—l,r(yx-l ^^ m'-'/i (/«— l^/i* //i-i,nj'af-i ~+~ m-i^/i- m— l.iO^x— «"+" • • • + m—i^n )»
Si Ton ajoute toutes ces équations membre à membre, et qu'on élimine les quantités
au moyen de l'équation (û), on aura
m,nyx^^ mtnyx—l\nt—i^n m'^n)
"t" /n,n^a:— j(m-i^« ~^" m-i^if m^n~^ m—ï^tf m^n ~" m^n)
(cr)
m ffi—xy X • m)^ n
~t" m,n— ij'x— «( — m"/i~^ m-i^/»«mO|i -h m-l^n • mR/i ) -f-
~H m— iW/i(mt^/i+ m'-'/î "^ • • •)
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Cette équation est aux différences partielles entre trois variables en considérant m comme constante, et elle est comprise dans celle du Problème VI de l'Article XX. Or, puisque l'équation (a) peut être transformée dans l'équation (tzr), on aura, par l'Article XX, les équations suivantes :
■+■ m—i^n ( mC/i 4- m\^n "^ • • • ) ( * — m^n—l — m^n—l — • • • )
Ces équations sont aux différences partielles à trois variables ; pour les intégrer, j'observe qu'elles sont toutes comprises dans celle-ci :
Je suppose donc que, dans le cas de /i = i, on ait iyj.== ?(^)- Cela posé, on pourra toujours transformer l'équation (b) dans la suivante
d'où l'on aura celle-ci :
n—iXx'n'^x^^ n^x\n~l^x* n—l^x—l "+" n-i^X' n—O^x-f^ ' ••)"*" n*X'n-i^x»
Si Ton y substitue, au lieu de J^x'n-^^yxf nT^x-n-^yx'-n •••» leurs valeurs tirées de l'équation (b), on aura
■^ «-1 bjc ( nyx-l — nRx-l • /^X«-l — «Mx-i )
nTay-i
+ «Tx-n— 1^;
d'où Ton tirera, en comparant cette équation avec l'équation (/),
rp "T~ n*-^x»
nJ-x-l
équations qui s'intègrent facilement par le Problème I en regardant n seule comme variable.
On pourrait faire des recherches analogues sur les équations aux différences partielles à cinq, six, etc. variables, et Ton voit que la méthode précédente réussira généralement, quel que soit le nombre de ces variables.
Apptication des recherches précédentes à l'analyse des hasards.
L'état présent du système de la Nature est évidemment une suite de ce qu'il était au moment précédent, et, si* nous concevons une intelligence qui, pour un instant donné, embrasse tous les rapports des êtres de cet Univers, elle pourra déterminer pour un temps quelconque pris dans le passé ou dans l'avenir la position respective, les mouvements, et généralement les affections de tous ces êtres.
L'Astronomie physique, celle de toutes nos connaissances qui fait le plus, d'honneur à l'esprit humain, nous offre une idée, quoique imparfaite, de ce que serait une semblable intelligence. La simplicité de la loi qui fait mouvoir les corps célestes, les rapports de leurs masses et de leurs distances, permettent à l'Analyse de suivre, jusqu'à un certain point, leurs mouvements; et, pour déterminer l'état du système de ces grands corps dans les siècles passés ou futurs, il suffit au géomètre que l'observation lui donne leur position et leur vitesse pour un instant quelconque : l'homme doit alors cet avantage à la puissance de l'instrument qu'il emploie, et au petit nombre de rapports qu'il embrasse dans ses calculs; mais l'ignorance des différentes causes qui
concourent a la production des événements, et leur complication, jointe k l'imperfection de l'Analyse, l'empêchent de prononcer avec la même certitude sur le plus grand nombre des phénomènes; il y a donc pour lui des choses incertaines, il y en a de plus ou moins probables. Dans rimpossibilité de les connaître, il a cherché à s'en dédommager en déterminant leurs différents degrés de vraisemblance, en sorte que nous devons à la faiblesse de l'esprit humain une des théories les plus délicates et les plus ingénieuses des Mathématiques, savoir la science des hasards ou des probabilités.
Avant que d'aller plus loin, il importe de fixer le sens de ces mots hasard et probabilité. Nous regardons une chose comme l'effet du hasard, lorsqu'elle n'offre à nos yeux rien de régulier, ou qui annonce un dessein, et que nous ignorons d'ailleurs les causes qui l'ont produite. Le hasard n'a donc aucune réalité en lui-même; ce n'est qu'un terme propre à désigner notre ignorance sur la manière dont les différentes parties d'un phénomène se coordonnent entre elles et avec le reste de la Nature.
La notion de probabilité tient a celle ignorance. Si nous sommes assurés que, sur deux événements qui ne peuvent exister ensemble, l'un ou l'autre doit nécessairement arriver, et que nous ne voyons aucune raison pour laquelle l'un arriverait plutôt que l'autre, l'existence et la non-existence de chacun d'eux est également probable. Pareillement, si de trois événements qui s'excluent mutuellement, l'un doit nécessairement arriver, et que nous ne voyons aucune raison pour laquelle l'un arriverait plutôt que l'autre, leur existence est également probable, mais la non-existonce de chacun d'eux est plus probable que son existence, et cela dans le rapport de 2 à i, parce que sur trois cas également probables il y en a deux qui lui sont favorables, et un seul qui lui est contraire.
Le nombre des cas possibles restant le même, la probabilité d'un événement croît avec le nombre des cas favorables; au contraire, le nombre des cas favorables restant le même, elle diminue à mesure que le nombre des cas possibles augmente; en sorte qu'elle est en raison
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directe du nombre des cas favorables et dans l'inverse du nombre de tous les cas possibles.
La probabilité de l'existence d'un événement n'est ainsi que le rapport du nombre des cas favorables à celui de tous les cas possibles, lorsque nous ne voyons d'ailleurs aucune raison pour laquelle l'un de ces cas arriverait plutôt que l'autre. Elle peut être conséquemment représentée par une fraction dont le numérateur est le nombre des cas favorables» et le dénominateur celui de tous les cas possibles.
Semblablement, la probabilité de la non-existence d'un événement est le rapport du nombre des cas qui lui sont contraires à celui de tous les cas possibles, et doit être par conséquent exprimée par une fraction dont le numérateur est le nombre des cas contraires, et le dénominateur celui de tous les cas possibles.
Il suit de là que la probabilité de l'existerlce d'un événement ajoutée avec la probabilité de sa non-existence fait une somme égale à l'unité qui représente conséquemment la certitude entière, car il est visible qu'un événement doit nécessairement ou bien arriver ou manquer.
D'ailleurs, une chose arrive certainement lorsque tous les cas possibles lui sont favorables, et la fraction qui exprime sa probabilité est alors l'unité elle-même. La certitude peut donc être représentée par l'unité, et la probabilité par une fraction de la certitude; elle peut approcher de plus en plus de l'unité, et même en différer moins que d'aucune quantité donnée; mais elle ne peut jamais devenir plus grande. La théorie des hasards a pour objet de déterminer ces fractions, et l'on voit par là que c'est le supplément le plus heureux que l'on puisse imaginer à l'incertitude de nos connaissances.
La certitude et la probabilité, telles que nous venons de les définir,, sont évidemment comparables entre elles et peuvent être soumises à un calcul rigoureux; il n'en est pas ainsi des états différents de l'esprit humain lorsqu'il voit que tous les cas possibles favorisent un événement, ou lorsque, dans ce nombre, il en aperçoit plusieurs qui lui sont contraires. Ces deux états sont absolument incomparables, et l'on ne peut dire du premier qu'il soit double, ou triple du second, parce
que la vérité est indivisible. 11 arrive ici la même chose que dans toutes les Sciences physico-mathématiques; nous mesurons Tintensité de la lumière, les différents degrés de chaleur des corps, leurs forces, leurs résistances, etc. Dans toutes ces recherches, les causes physiques de nos sensations, et non les sensations elles-mêmes, sont l'objet de l'Analyse.
La probabilité des événements sert à déterminer l'espérance ou la crainte des personnes intéressées à leur existence, et c'est sous ce point de vue que la science des hasards est une des plus utiles de la vie civile. Ce mot espérance a différentes acceptions : il exprime ordinairement l'état de l'esprit humain lorsqu'il doit lui arriver un bien quelconque dans certaines suppositions qui ne sont que vraisemblables. Dans la théorie des chances, l'espérance est le produit de la somme espérée parla probabilité de l'obtenir. Pour distinguer les deux acceptions de ce terme, j'appellerai la première espérance morale, et la seconde, espérance mathématique.
Concevons n personnes qui aient une égale probabilité d'obtenir la somme a, et que cette somme doive certainement appartenir à l'une d'entre elles; la probabilité totale étant i, ou égale à la certitude, il
est visible que la probabilité de chacune de ces personnes est -i et
conséquemmenl leur espérance mathématique -• C'est aussi la somme
qui devrait leur revenir, si elles voulaient, sans courir les risques de l'événement, partager la somme entière a.
Si Tune de ces personnes/? avait une probabilité double de celle des autres, son espérance mathématique et, par conséquent, la somme qui devrait lui revenir dans le partage seraient pareillement deux fois plus grandes; car, si l'on conçoit n -+- 1 personnes qui aient une égale probabilité sur la somme a, leur probabilité pour l'obtenir sera — ^- — > et
leur espérance mathématique Or on peut supposer que Tune
d'entre elles cède ses prétentions et son espérance à p\ celle-ci acquerra conséquemment une double probabilité et une double espé-
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rance exprimée par ; et dans le partage elle doit avoir une somme
— — double de celle des autres personnes.
On voit par là que Tespérance mathématique n*est autre chose que la somme partielle qui doit revenir lorsqu'on ne veut point courir les risques de l'événement, en supposant que la répartition de la somme entière se fasse proportionnellement à la probabilité de l'obtenir; c'est en eiïet la seule manière équitable de la répartir lorsqu'on fait abstraction de toutes circonstances étrangères, parce qu'avec un égal degré de probabilité on a un droit égal sur la somme espérée.
L'espérance morale dépend, ainsi que l'espérance mathématique, de la somme espérée et de la probabilité de l'obtenir; mais elle n'est pas toujours proportionnelle au produit de ces deux quantités; elle se règle sur mille circonstances variables, qu'il est presque toujours impossible de définir, et encore plus d'assujettir à l'Analyse; ces circonstances, il est vrai, ne servent qu'à augmenter ou à diminuer l'avantage que procure la somme espérée, et alors on peut regarder l'espérance morale elle-même comme le produit de cet avantage par la probabilité de l'obtenir; mais on doit distinguer, dans le bien espéré, sa valeur relative de sa valeur absolue; celle-ci est absolument indépendante du besoin et des autres gisons qui le font désirer, au lieu que la première croît avec ces différents motifs.
On ne peut donner aucune règle déterminée pour apprécier cette valeur relative; en voici cependant une fort ingénieuse que M. Daniel BernouUi propose dans le Volume de Pétersbourg pour l'année 1730. La valeur relative d'une très petite somme est, suivant cet illustre géomètre, proportionnelle à sa valeur absolue divisée par le bien total de la personne intéressée.
Cette règle n'est cependant pas générale, mais elle peut servir dans un fort grand nombre de circonstances, et c'est tout ce que l'on peut désirer dans cette matière.
La plupart de ceux qui ont écrit sur les hasards ont paru confondre l'espérance et la probabilité morale avec l'espérance et la probabilité
mathématique, ou régler au moins Tune sur l'autre; ils ont voulu ainsi cjonner à leurs théories une étendue dont elles ne sont pas suscept;ibles, ce qui les a rendues obscures et peu propres a satisfaire les esprits accoutumés à la clarté rigoureuse de la Géométrie. M. d*Aleml)ert a proposé contre elles des objections très fines, qui ont réveillé l'attention des géomètres; il a fait sentir Tabsurdité qu'il y aurait à se conduire» dans un grand nombre de circonstances, d'après les résultats du Calcul des Probabilités, et, par conséquent, la nécessité d'établir dans ces matières une distinction entre le mathématique et le moral ; cette partie des sciences lui devra donc l'avantage d'être appuyée dorénsrvant sur des principes clairs et d'être resserrée dans ses véritables bornes.
Qu'on me permette ici la digression suivante sur les difficultés dont l'Analyse des hasards a paru susceptible : la probabilité des choses incertaines et l'espérance qui se trouve liée à leur existence sont, comme je Tai dit, les deux objets de cette Analyse; la distinction établie précédemment entre l'espérance morale et l'espérance mathématique répond, ce me semble, à toutes les objections que l'on pourrait faire contre le second de ces deux objets; examinons par conséquent celles qui ont rapport au premier.
Dans la recherche de la probabilité des événements, on part de ce principe» savoir que la probabilité est le nombre des cas favorables divisé par celui de tous les cas possibles, ce qui est évident; il ne peut donc y avoir de difficulté qu'autant que l'on supposerait une égale possibilité à deux cas inégalement possibles; or on ne peut s'empéchcr de convenir que les applications que l'on a faites jusqu'ici du Calcul des Probabilités aux objets de la vie civile sont sujettes à cette difficulté, le suppose» par exemple, qu'au jeu de croix et de pile la pièce que Ton jette en l'air ait plus de pente à retomber d'un côté que de l'autre, mais que les deux joueurs ignorent de quel côté est la plus grande pente; il est visible qu'il y a autant à parier pour croix comme pour pSe; on peut donc supposer au premier coup, comme on le fait ordinairement» que croix et pile sont également probables ; mais cette sup-
position n'est plus permise si, par exemple, l'un des joueurs parie que sur deux coups il amènera croix; car alors on doit faire entrer en considération l'inégale possibilité de croix et de pile, puisque, bien que l'on ignore de quel côté se trouve la plus grande, cependant cette inégalité favorise toujours celui qui parie que croix n'arrivera pas en deux coups, en sorte que sa probabilité est plus grande que si croix et pile éi^ïeni également possibles; la cause de l'erreur dans laquelle on tombe vient de ce qu'on suppose également possibles ces quatre cas : i** croix au premier coup, croix au second, ce que je désigne de cette manière {croix, croix); 2® {croix, pile); 3° {pUe, croix); 4** {fH^, pile)^ ce qui n'est pas; car ces deux-ci {croix, croix)^ {pile, pile)^ sont plus
probables que les deux autres; en effet, je suppose que - — - repré-
sente la probabilité du côté qui a la plus grande pente, et "~ celle de l'autr* côté; cela posé, la probabilité de {croix, croix) serait
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SI croix était le plus probable, et 7 s il était le
moins probable; mais, comme il n'y a pas plus de raison pour le supposer l'un plutôt que l'autre, il faut ajouter ensemble ces deux probabilités et en prendre la moitié, ce qui donne — j — pour la probabilité de {croix f croix), et partant aussi pour celle de {pile, pile); on trouvera pareillement la probabilité de {croix, pile), ou de {pile, croix),
égale à -^ — ; on voit donc que ces quatre cas ne sont pas également
possibles, et que l'inégalité des probabilités de croix et de pile, pourvu que l'on ignore de quel côté est la plus grande, favorise le joueur qui parie que sur deux coups croix n'arrivera pas.
Ce que je viens de dire du jeu de croix et depile peut s'appliquer au jeu des dés, et généralement à tous l^s jeux dans lesquels les différents événements sont susceptibles d'une inégalité physique; mais, ayant développé ailleurs cette remarque avec assez d'étendue {voir dans le Tome VI des Suçants étrangers un Mémoire Sur la probabilité des causes par les événements), j'observerai seulement que, bien que l'on ignore quels sont les plus probables de ces événements, cependant il arrive
ceci de remarquable, savoir, que Ton peut, dans presque tous les cas, déterminer auxquels des joueurs cette inégalité est avantageuse.
La Théorie des hasards suppose encore que si croix et pile sont également possibles, il en sera de même de toutes les combinaisons {croiœ, croixj croix, etc.), {pile, croix, pile, etc.), etc. Plusieurs philosophes ont pensé que cette supposition est inexacte, et que les combinaisons dans lesquelles un événement arrive plusieurs fois de suite sont moins possibles que les autres; mais il faudrait supposer pour cela que les événements passés ont quelque influence sur ceux qui doivent arriver, ce qui n'est point admissible. A la vérité, la marche ordinaire de la nature est d'entremêler les événemenls, mais cela vient, ce me semble, de ce que les combinaisons où ils sont mêlés sont beaucoup plus nombreuses. Voici, cependant, une difficulté spécieuse, à laquelle il est bon de répondre. Si croix arrivait, par exemple, vingt fois de suite, on serait fort tenté de croire que cela n'est pas l'efTet du hasard, tandis que si croix et pile étaient entremêlés d'une manière quelconque, on n'en chercherait point la cause. Or, pourquoi cette différence entre ces deux cas, si ce n'est parce que l'un est physiquement moins possible que l'autre? A cela, je réponds généralement que, là où nous apercevons de la symétrie, nous croyons toujours y reconnaître l'effet d'une cause agissante avec ordre, et nous raisonnons en cela conformément aux probabilités, parce que, un effet symétrique devant être nécessairement l'effet du hasard ou celui d'une cause régulière, la seconde de
ces suppositions est plus probable que la première. Soient — la proba-
bilité de son existence dans le cas où il serait dû au hasard, et - cette
probabilité s'il partait d'une cause régulière; la probabilité de l'existence de cette cause sera {voir le Tome VI des Savants étrangers)
II n^
d'où l'on voit que plus m sera grand par rapport k /i, plus aussi la pro-
habilité que révénement symétrique est Teffet d'une cause régulière augmentera. Ce n'est donc point parce que l'événement symétrique est moins possible que les autres, mais parce qu'il y a beaucoup plus à parier qu'il est dû à une cause agissante avec ordre qu'au pur hasard, que nous recherchons cette cause. Un exemple fort simple éclaircira cette remarque. Je suppose que l'on trouve sur une table des caractères d'imprimerie arrangés dans cet ordre, INFINITÉSIMAL; la raison qui nous porte à croire que cet arrangement n'est pas l'eflet du hasard ne peut venir de ce que, physiquement parlant, il est moins possible que les autres, parce que, si le mot infinitésimal n'était employé dans aucune langue, cet arrangement ne serait ni plus, ni moins possible, et cependant nous ne lui soupçonnerions alors aucune cause particulière. Mais, comme ce mot est en usage parmi nous, il est incomparablement plus probable qu'une personne aura ainsi disposé les caractères précédents, qu'il ne l'est que cette disposition est due au hasard. Je reviens présentement à mon objet.
L'incertitude des connaissances humaines porte ou sur les événements, ou sur les causes des événements. Si l'on est assuré, par exemple, qu'une urne ne renferme que des billets blancs et noirs dans un rapport donné, et que l'on demande la probabilité qu'en prenant au hasard un de ces billets il sera blanc, l'événemenit est incertain, mais la .cause dont dépend la probabilité de son existence, c'est-à-dire le rapport des billets blancs aux noirs, est connue.
Dans le problème suivant : Une urne étant supposée renfermer un nombre donné de billets blancs et noirs, si l'on en tire un billet blanc, déterminer la probabilité que la proportion des billets blancs aux noirs dans l'urne est celle de p à q; l'événement est connu et la cause inconnue.
On peut ramener à ces deux classes de problèmes tous ceux qui dépendent de la Théorie des hasards. Il en existe, à la vérité, un très grand nombre dans lesquels la cause et l'événement paraissent également inconnus; tel est celui-ci : Une urne étant supposée pouwir également renfermer tous les nombres des billets blancs et noirs depuis 2
jusqu'à n inclusivement ^ déterminer la probabilité qu en tirant au hasard deux de ces billets, ils seront blancs. Le rapport des billets blancs aux noirs, le nombre total des billets et l'événement qui doit en résulter sont inconnus; mais on doit regarder ici comme cause de l'événement l'égale possibilité de tous les nombres depuis 2 jusqu'à n, et l'indifférence des billets à être blancs ou noirs; ainsi ce problème est du genre de ceux dans lesquels, la cause étant connue, l'événement est inconnu.
Mon dessein n'étant point ici de donner un traité complet sur la Théorie des hasards, je me contenterai d'appliquer les recherches précédentes à la solution de plusieurs problèmes relatifs à cette Théorie; je me bornerai même ici à ceux dans lesquels, la cause étant connue, il s'agit de déterminer les événements, ayant considéré dans un autre Mémoire les cas où l'on se propose de remonter des événements aux causes (voir le Tome VI des Sachants étrangers).
Problême X. — Si dans un tas de x pièces on en prend un nombre au hasard j il faut déterminer la probabilité que ce nombre soit pair ou impair.
Je suppose que l'on puisse prendre indifféremment, ou une seule, ou plusieurs, ou toutes ces pièces à la fois.
Cela posé, soient y^: la somme des cas dans lesquels le nombre peut être pair, et *yaf celle des cas dans lesquels il peut être impair; il est visible que, si l'on augmente le nombre x de pièces d'une unité, la somme des cas pairs, représentée alors par j^^,.^,, sera égale : 1^ au nombre précédent des cas pairs; 2^ au nombre précédent des cas impairs, puisque chacun de ces cas, combiné avec la nouvelle pièce, donne un cas pair. On aura donc
ensuite le nombre des cas impairs, représenté par ^y^^^i, sera égal :
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1^ au nombre précédent y^ des cas impairs; 2*^ au nombre précédent des cas pairs; 3^ à Tunité, puisque la nouvelle pièce peut être prise seule. On aura conséquemment
Pour intégrer ces deux équations, j'observe que l'équation (i)
donne
^yx = %» parlant, A« j^, = A . %.
Or l'équation (2) donne
^•yx=7x-H», donc A^/or^J^x-Hi; d'où il est facile de conclure
En intégrant cette équation par le Problème I, on aura
A étant une constante arbitraire; pour la déterminer, j'observe que, X étant I, on a
yx^=Oj donc A=:{, parlanl j-p=2*-* — i.
Maintenant, puisque Ton a yx= A v^» on aura */«= 2*-\ La somme de tous les cas possibles est visiblement
Si donc on nomme z^ la probabilité que le nombre de pièces est pair, et ,2^ celle qu'il est impair, on aura
Zy.Z=l et f5* =
d'où il résulte qu'il y a toujours plus d'avantage à parier pour les nombres impairs que pour les pairs.
Je suppose que l'on soit assuré que le nombre œ ne peut excéder le nombre n, mais, que ce nombre et tous les inférieurs sont également
possibles, on aura la somme de tous les cas impairs ^s'^+C. Or, oc étant I , on doit avoir a* -+- C = i ; donc C = — i . On trouvera pareillement la somme de tous les cas pairs = 2* — a? 4- C; or, a? étant i, on a 2*— a: -f- C = G. Donc C = — i; partant, la somme des cas impairs est 2" — I , et la somme des cas pairs est 2" — /i — i ; ainsi, la probabilité pour les impairs est
et la probabilité pour les pairs
XXVH.
Problème XL — Soit a une somme que Paul constitue en rente, de manière que l'intérêt soit — de ce qui lui est dû : je suppose que, pour des
raisons quelconques, on retienne chaque année lafrojction — de cet intérêt, en sorte que Paul, à la fin de la première année, par exemple, ne dqive percevoir que la quantité > cela posé, si on lui paye tous les ans la
somme —9 et, par conséquent, plus qu'il ne lui est dû, et que le surplus
soit employé à amortir le capital, on demande ce que deviendra ce capital à la af^"- année.
Soit j'^ ce capital à la a^^"^^ année; il est visible que, à la fin de
l'année oc, il ne sera dû a Paul que ja?(-- —)• Donc, puisqu'on lui
paye la somme — t le capital sera diminué de la quantité yx——'}
partant, on aura
yx+i — yx "zr ^~ y* „„
et, en intégrant comme dans le Problème I,
na . / n — 1\*-*
= hAlu ) ;
n — I \ mn ) '
or, posant â7 = i, Vjj= a; donc,
partant,
Si Ton demande Tannée x à laquelle ce capital sera zéro, on aura
\ mn J
donc
IH
\ mn J
Je suppose que Tintérêt soit de 5 pour loo, et que l'on retienne ji\ sur cet intérêt, on aura
m = 20 et n = io;
partant,
On peut résoudre de la même manière le problème suivant :
Une personne doit la somme a, et veut s'acquitter au bout de h années.
en sorte quelle ne doive rien à Vannée A -h i , l'intérêt étant toujours —
de la quantité due ; il s'agit de trouver ce qu'elle doit donner pour cela, chaque année.
Soient/? cette quantité, et y^. ce qu'elle doit à la rc"*™* année, on aura, par la méthode précédente,
d'où je conclus en intégrant 7^= mp -i- Afi -i- —j • Or, posant a? == I, j^= a; donc
a = mp -H A ;
partant,
y^= mp-^{a — mp) (^-^J^J l
mais, en faisant a? = A + 1 , on a
par la supposition ; donc
Problême XII. — J'imagine un solide composé d'un nombre n de faces pcrfailement égales y et que je désigne par les nombres i , 2, 3, . . . , n\ je ^yeux avoir la probabilité que, en un nombre x de coups, j'amènerai ces n faces de suite dans l'ordre i , 2, 3, /| , . . . , w.
Je nomme y^f cette probabilité, et Uj. le nombre des cas favorables; le nombre de tous les cas possibles est n^; car, si l'on nomme /^ ce nombre au coup rr, il sera /^_« au coup x — i. Or, le nombre des cas au coup X — 1 doit se combiner avec toutes les faces du solide, pour former tous les cas possibles au coup or; on a donc
tx'=^ /l/jj_l,
ce qui donne
Or, posant a? = i , /^ == n ; donc
A = i et /-=n-^.
On aura donc
Ux __
Or Ug est évidemment égal au nombre des cas favorables au coup x — 1 Qiultiplié par le nombre des faces du solide, plus au nombre des cas 4ans lesquels la combinaison i, 2, 3, ..., /i peut arriver précisément ^u coup or; de plus, tous les cas dans lesquels cette combinaison n'est point arrivée au coup x — n donnent chacun un cas dans lequel elle sirrivera précisément au coup x. Le nombre de ces cas est /i*""" — Wj..„ ;
on aura donc
«x= /i«ar-i -H /i'-" — Ux-n l partant, 7^=^,., — ^^ -^ ^,
équation que Ton intégrera facilement par les méthodes précédentes. Soit /i = 2 : on aura
d'oii je conclus, en intégrant.
Jx=I-+-
or, posant x = i,y^=o, et posant a? = 2, /^ = j ; donc, A = — ^, et B = — ^ ; partant, j^^. = i — ^ "•" *
Problème XIII. — Je suppose un nombre n de joueurs (i), (2), (3), . . . , (n) jouant de cette manière : (i) j'oue avec (2), et s'il gagne il gagne la partie; s' Une perd ni gagne, il continue déjouer avec (2), jusqu'à ce que l'un des deux gagne. Que si(ï) perd, (2) joue avec (3) ; s'il le gagne, il gagne la partie; s* il ne perd ni gagne, il continue déjouer avec (3); mais s'il perd, (3) joue avec (4), et ainsi de suite jusqu'à ce que Vun des joueurs ait vaincu celui qui le suit; c'est-à-dire que (i) soit t^ainqueur de (2), ou (2) de (3), ou (3)ûfe(4)> ..., om (/i — i) de(n)^ ou (n) de (i). De plus, la probabilité d'un quelconque des joueurs pour gagner l'autre égale {, et celle de ne gagner ni perdre égale j. Cela posé, il faut déterminer la probabilité que l'un de ces joueurs gagnera la partie au coup X.
fi Soit Uj. la probabilité qu'au coup x, (n) sera vainqueur de (/i — i) :
on aura
Wx=i w^-i-HÎ«x-i-
Soit maintenant :^;r la probabilité que (/i), au coup x^ gagnera la
partie ; z^ la probabilité que ce sera (n — i), et ainsi de suite : on aura
5jp= j«j;_<. Partant,
On aura de même
^ i jr X, r
-*x"'~ 8 '*'x—l — ï -«x— If
en sorte que ces équations sont rentrantes. Gela posé, en suivant la méthode exposée précédemment pour ce genre d'équations, on aura
^x — f ^x-t ->- ôî ^«-« — 1 v^x-i — s *x-iy = p *x-i ;
partant,
-^x — t ^x-i ^" ôï ^x—i — ôj -^x-» — Ôj V^x-1 s ^x-tJ — âî ''«-3 5
d'où, en continuant d'opérer ainsi, on aura
-x- j^x-i4-— j-^— 3-,^x-i ;-75^;3 3-,-x-3 + gTi^*-/.;
on aura pareillement
«x~3^^iH ^^^^ 3-,«x-î j-j^ jï^x-i-t- ji -*-/!.
et ainsi de suite pour les autres variables s^, z^.,
Pour intégrer ces différentes équations, il faut résoudre celle-ci
(/— jy= 3^; ou, en faisant/— ^ = y, y"— ^ = o, ce qu'il est aisé
de faire, par le beau théorème de Cote. Il ne reste plus ainsi de difficulté que dans la détermination des constantes arbitraires qui viennent par l'intégration. Pour cela, il est nécessaire d'avoir la probabilité de gagner de chaque joueur pour un nombre n de coups. Or, pour ce qui
regarde le joueur (i), sa probabilité de gagner au premier coup est ^;
au second coup elle est^; au troisième coup elle est ^9 •••> en sorte que Ton a
en mettant sous chaque coup la probabilité de gagner du joueur (i) à ce coup; on formera de même pour le joueur (2) la suite
2, 3, 4> 5, ..., /l-hl,
y 77X> 7779 TTif
et pour le joueur (3) celle-ci :
3i»-hj
et ainsi de suite pour les autres joueurs.
Problème XIV. — Deux joueurs A et B, dont les adresses respectives sont en raison dep àq^ jouent ensemble de manière que, sur un nombre ce de coups, il en manque n au joueur A, et conséquemment x — /i ai/ joueur B, pour gagner; il s'agit de déterminer la probabilité respective de ces deux joueurs.
Soit nyx I^ probabilité de B pour gagner; il est clair qu'au coup suivant elle sera, ou n-<7a:-o si B perd, ou nyx-\^ s'il gagne. Or, la probabilité qu'il gagnera est — ^> et celle qu'il perdra, ^ - On a donc
Cette équation est aux différences partielles. Pour l'intégrer j'observe que, lorsque n = i, on a ,7^.= ^ ^x^-h » puisque dans ce cas
«_ j'x =: o; on aura donc par Je Problème VI, article XX,
et l'on trouvera que l'équation
est la même que celle-ci :
On aura d'ailleurs 1/,»= — ^7— "«-m donc M„=Hf — ^ — j • Or, posant
/i = I, M„ = o; donc H = o, et m« = o. L'expression de ^yx sera donc
(art. IX)
•^'=(7i7p:rî[C„+D,(^-.)+E/ — ^+...
-h L„ ^ -^ rt — ^ i •
Pour déterminer les constantes arbitraires C;,, D^, Ë„, . . . , lesquelles peuvent être des fonctions de n, j'observe que, si l'on fait a? = /i, on aura «yn= i; car il est visible que A perd nécessairement, lorsque sur n coups il lui en manque n\ si l'on fait a? = /i — 1, on aura pareillement n7„-, = 1; car l'équation (^g) donne
OU
partant „^^., = 1; pareillement, si l'on fait x = n — 2, on aura ^^_j,= 1, et ainsi de suite. Si donc on fait dans l'expression de nyx'^ 0? = I , on aura „y, = i ; partant, C„ = i . Si l'on fait a? = 2, on aura
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partant, D„ = ^- Si l'on fait a; = 3, on aura
.= (C„+.D„4-E,)-iL_ = (.-^.J-HE,)^^., donc E„ = ^> et ainsi de suite; d'où il est facile de conclure
7 ; ri H- — (^ — l) +^
ifl-l /r —
qn-i
i)\x — a). . .(x — 71 -t-QI 1.2.3. . .(/i — I) J
Problème XV. — Trois joueurs A, B, C, dont les adresses réactives sont représentées par les lettres p^ q^ r, jouent ensemble de manière que, sur un nombre X de coups, il en manquemà A^nàB et x — m — n à C; on propose de déterminer la probabilité respective de ces trois joueurs pour
gagner.
Soit TO,rtJjr la probabilité de C pour gagner; il est clair qu'après un nouveau coup elle sera, ou ;„_,,„7^J,, ou ;„,,_, j,.j, ou «.«r^-i ; or la
probabilité qu'elle sera m-i^nYx-i est -, la probabilité qu'elle
sera m^n-^yx-, est^^^^^> et la probabilité qu'elle sera^n^y^-i est
' On aura donc
Cette équation est aux différences partielles à quatre variables, et s'intègre par le Problème IX; mais, pour cela, il faut que l'on ait deux équations particulières pour les cas de /w = i et de /i = i; pour les trouver, j'observe que, si l'on fait m = i, on aura
KP) \,nyx- —^-^T^x.nyx-i-^ ^^^^^t.^-i^'-i»
parce que, lorsque /w = i , on a m-i,fijir-i = o.
L'équation {p) est aux différences partielles à deux variables; pour l'intégrer, j'observe que, si l'on y suppose n = i, on a
de cette équation et de l'équation (/>), on conclura facilement, par le Problème VI,
On aura semblablement
Au moyen de ces équations et de l'équation (o), on déterminera, par le Problème IX, l'expression générale de m^nyxl ainsi le Problème proposé n'a d'autre difficulté que la longueur du calcul.
La méthode générale du Problème IX conduit à une équation finale très élevée; mais, au moyen de considérations particulières, je suis arrivé à la solution du Problème précédent d'une manière beaucoup plus simple, que je vais développer. Je fais pour abréger p-hq -:- r = i , et l'équation (o) donne
et si l'on fait m = i^ l'équation {q) donne
Soit
Substituant dans cette équation, au lieu de a,«-.i jay-j, 2,ii-<y:p-3' •••• leurs valeurs tirées de l'équation (o'), on aura
d'où, en comparant avec l'équation (s), on aura :
i^ ûj^^ ~ a„«, -f. r, partant, a;,= (/^ -+- i)r-h G; or, posant /i = r, a„ = 2r; donc, G = o.
2" *a„= *a,,_| — a„-i^> partant, *a,^= — ^-^^ — -^r^ -h G; or, posant n = ij *an= — r^; donc, G = o.
3"* -an = -a„-i'^ ^ -r^; donc, ^0;^= ^-A^ -'r^-f- G; or,
posant n = I, ^a„ = o; donc, G = o, et ainsi du reste. Partant,
piitftyx-i — ^n-fi^nyx-t — • • •)
en vertu de l'équation (q).
4"* n^x-~9'n^i^x-i' Oï*» on a ,X;r = o; donc, 2Xjp = o, et généralement „X^=: o. On a donc
__ /t(/t-M) j ^ (/i~i)n(nH-i)
On aura, par un procédé entièrement semblable,
et généralement
équation dont l'intégrale est
,nj'x - /^ ^m^n i . a .3 . . ."(m -h « - 2 ) "^ '"^'' I . 2 . 3 . . . (m -h A - 3)
- (.r — 2) . . . (J7 — 771 — /l -h 5 ) pi
mH-/i — O; J
La difficulté consiste présentement à déterminer les constantes arbitraires ,„N„, mM„, ..., lesquelles peuvent être des fonctions de m et de n.
Pour cela, je suppose d'abord m = i , et Ton aura
Or on a <,«7n+, = i, comme il est visible, puisqu'il ne manque alors aucun coup au joueur C; je reprends ensuite l'équation
Si l'on fait a? = n 4- i , on a
donc
ensuite
donc
1 — 7 I — ÛT
On trouvera pareillement
et ainsi de suite. Cela posé, si l'on fait or = 2, l'équation (er) donnera y—y^) = itl«; si l'on fait a? = 3, on aura
En faisant ^7 = 4» on aura
et ainsi de suite; partant,
On aura, de même.
Si Ton substitue maintenant dans l'équation (r>), au lieu de m,nyxf sa valeur trouvée ci-dessus, on aura Téquation suivante
, , r _i_ \if X (-^ ~3)...(j7 — m — /^-f- 2)
_ p yr {J^ — 3)...(x — m — /iH-i) /• 1 .2.3. . .(/w 4- /^ — 3)
^ .. (j: — 3)...(.r — m — /iH-i) "^ /• "' "'* 1.2.3. ..(//n-/i — 3)
7 lif (^ — 3)...(j: — m — /iH-2) /• 1 .2.3. . .(m H- /i — 4)
^T (-^ — 3)...(jc — m — n)
mn- /i — 2 ) (^ — 3). . ,{x — m — /iH-i
d'où Ton formera les équations suivantes :
Or on a
donc
partant
.Nn^fSfC^ + C);
or, posant /i = i, ^N, = -; donc Ensuite
donc
or, posant w ~ i , ^N, == ^; donc
C =0, et généralement
./ni-/»— i
On a ensuite
donc
M —in? ^'*"*.
partant,
or, posant n = i , aM„ = ^ — -; donc
et
___7»-« yO 1-7. .X^^""* '-/^
On aura pareillement
iM„ =
gtl-^ pS , g Ç^ j^^ gll-X ^ /, p
f.n-t pt ^ , ^2
or, posant n = i, 3M„= - (- — -j; donc
En continuant d'opérer ainsi, on trouvera généralement
gn-lpm-t ï — p /i(/i4-l)...(/l-+-m — 3)
J'observerai ici, relativement à ces expressions de ,„N„ et de ,;,M„, que
/i(/i-hi)...(/ï-+-/w — 2) /n(m-hi)...(m-4-/i — 2)
et que
d'où il résulte que les quantités ,;,N„ et ^M;, restent les mêmes lorsqu'on y change /> en y, m en /i, et réciproquement; ce qui doit être d'ailleurs par la nature du problème. On en doit dire autant des autres quantités ;„L„, j^^^ ....
Présentement
or, ,L;, = ^;^zi (""7^) > donc on aura, en intégrant,
or, posant n=i, m = i ei x = [\^ dans l'expression trouvée ci-dessus
de n^^ny^r^ on a
î.«74 =^ '-^ ( iL, H- 2.,M, -+- ,N, ) ;
donc, puisque 3,2^4 = ' •
de plus, C égale jL^ dans l'expression de oL^. On trouvera pareillement
-^TS^^LiC'^-O
C étant une constante arbitraire; or, posant /^=I, ^L^^f^-] ;
partant.
et généralement on aura
-^ rm^n^k » « 1.2.3. ..(m — 2)
qft-ipm^i /, — /?Y /i. . .(/i -f- m — 4) -*- r"*^'»-* \~^/ 1.2.3. ..(m — 3)'
On a ensuite partant,
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or, posant n = 3, on a
De même,
et généralement on aura
,.//i+/i-â \ /• y i.2.3...(wj — I)
fjfi-ipm-^ (/i _ 2). . .(/I -+- m — -5)
,.,„^«_5 I î i.u."3..".(/îî--'î)
çn-ipm-2 („_,)_ .(,1 ^ „| _ 5)
qn-l pm-i / i__pY „_ (,| _^ ,;t __ 5
On déterminera 3K3 et 3K2 au moyen des équations suivantes :
r»(,K,-4- 3 jLj 4- 3 ,Ma-h jN,) = I , /•»(,Kî-+- 33L,-4- 3,M,H- ,N,) = 1.
La loi des autres coefficients „,!;,, ,„[I^, ... est visible, et il est aisé, par conséquent, de les déterminer. Quant au coefficient ^iC^, on le déterminera par cette équation
^- .r /^ / X IX (m 4- /i — a) (m -H /i — 3) _ l
On a donc ainsi Une expression générale de m,nyx* et, conséquemment, la probabilité du joueur G pour gagner; par la même méthode, et au moyen de formules analogues, on aurait celle des deux autres joueurs A etB; en sorte que Ton a une solution du Problème des partis dans le cas de trois joueurs; Problème qui n'avait point encore été résolu, que je sache, bien que les géomètres qui se sont occupés de l'analyse des hasards parussent en désirer la solution. (Voir M. Montmorty dans son Ouvrage Sur Tanalyse des jeux de hasard, seconde édition, page 247*) Je suppose dans l'expression m,nyx^ m = 2, /i = 3 et a? = 9, c'està-dire que le nombre des coups qui manquent au joueur G soit 4 ; \^
suppose, de plus, p=:q =r= ^- Cela posé, on aura
et, en supposant a; = q, on aura la probabilité do C, pour gagner, égale à j_3 j, = — - ; pour avoir la probabilité de B, j'observe qu'elle est égale j* î.»^» ; or on a
..V»-.- jTTï [4 ..a. 34 ~ ^ ^ TO
(.r-a)(jr-3) -, . 1
Si l'on suppose a: = t), on aura
•-" 729' la probabilité de A éaale i i^ — ±1! .
La méthode précédente aurait encore lieu, si, au lieu de trois joueurs, on en supposait un plus grand nombre.
On peut résondre le Problème précëdeat par la miïtbode des combinaisons d'une ranniËre extrëniement simple que voici :
Les mêmes choses élant supposées que dans le Problème précédent; soit, de plus, 1 le nombre des coups qui manquent au joueur C, en sorte que l'on ait j = m -h /i + f ; il est évident que le jeu doit unir au plus tard en x — 1 coups ; donc le nombre de tous les cas possibles, multipliés chacun par lenr probabilité particulière, est (/)-»- 7 + /■)"•+"+'-'. Pour avoir le nombre de tous les cas dans lesquels le joueur A gagne, il Taut développer la Irinéme (p + q-h ;.)m*ii+i-i gt n'admoUre que les lermes dans lesquels ;> a un exposant <§fl/ ou supérieur à m; soit donc H/>'"+l'yVr''+'-*-|i->' un de ces tonnes; si Ifs exposants de 7 et de r sont l'on moindre que », et l'autre moindre que /, il faut admettre ce terme en entier; mais, si l'exposant de q, par exemple, est égal ou plus grand que n, il Tant rejeter de ce terme toutes les combinaisons dans lesquelles q arrito n fois avant que p arrive m fois. Soit donc 1 = n + \; j'observe, cela posé, que ces combinaisons sont : I* celles dans lesquelles, /i étant arrivé m— i fois, j est arrivé précisément n fois; a* celles dans lesquelles,/} étant arrivé m — a (ois, q est arrivé n+ifois; 3* celles dans lesauclles. p étant arrivé m — 3 fois, q est arrivé a-i-% fois, etc., et ainsi (fe suite jue naison dans laquelle, p élant arrivé m — X — 1 fois, y est arrivé « -i- X foii X n'excède pas m — t ; car, autrement, il faudrait s'arréler à la combinaisoi
p n arrive point du tout; présentoment, le nombre des cas dans lesquels, sur m + // — i coups, p arrivera m — i, et ç', n fois, est, comme l'on sait,
mais, comme dans le terme H;?'»»+t''Ç«-^-^W-*-l*-^, p arrive m-\-\L fois, et </, /i-f-X fois, il
faut multiplier -; ^ ^ , 4 par le nombre des combinaisons dans lesquelles, p arrivant
;ji -H 1 fois, q arrive X fois; or le nombre de ces combinaisons est
A({l-4-X -hl) ^ A(jx-hi)A(X)'
donc on aura
A(//)A(X)A(m — i)A([A-Hi}
pour le nombre des combinaisons dans lesquelles q est arrivé n fois, lorsque p n*esl encore arrivé que m — i fois; on trouvera pareillement
A(m-h/i — i)A((JH- X H-i)
A(/i -m) A(X — i) A(//2 — 2) A( JJI-+- 2)
pour le nombre des cas dans lesquels q est arrivé /t + i fois, lorsque p n*est encore arrivé que m — a fois, et ainsi de suite. Soit donc
\(m -h fi — i) A(Lt-4- X -4-0 \ j ^ -,
A(/OA(m — i)A(fji-4-i)A(X)^ »"'/ '^ »- »
que Ton désigne par (Q{&-t-x) la somme de tous les termes que Ton peut former, en donnant à fx et à X, dans Q^-^\, toutes les valeurs possibles en nombres entiers et positifs depuis zéro, de manière cependant que |jh- X n'excède jamais / — a; que Ton exprime ensuite par (R(i.-t-x) ce que devient (Q|a-i-x)) lorsqu'on y change ^ en r, /i en i, et réciproquement; cela posé, la probabilité de A, pour gagner, sera
l^a même méthode a également lieu, quel que soit le nombre des joueurs.
Problème XVI. — Je suppose les numéros A i , A 2, B i et B 2, renfermés dans une urne, et que deux joueurs A e/ B jouent à cette condition que A
choisissant les numéros Kl et A3, et B les deux autres, si l'on lirecluufue fois un seul de ces numéros au hasard, celui des deux joueurs gagnent, qui le premier aura atteint le nombre i, les numéros A i e/ B i comptant pour i, et les numéros A 2 cï B 2 comptant pour ■2.. Cela posé, s'il manque n unités au joueur A, et x — n unités au joueur B, on demande les prohabilités respectives des deux joueurs A e/ B pour gagner.
Soit „yx la probabililé de B pour gagner; si l'on tire de l'urne le numéro Al, elle deviendra „_,y^_,; si l'on tire le numéro A2, elle deviendra B-a^x-aî si le numéro Bi sort, elle sera „jx_,; si c'est Ip numéro B2, elle sera «j^^a: on aura donc
Cette équation s'intègre comme dans le Problème VII; mais, pour cela, il faut avoir deux équations particulières dans deux suppositions particulières pour n. Or, si l'on suppose n = o, on a ^y^ = o, et si l'on suppose n — 1, tji=5.jjr-i. parce que je suppose qu'alors les deux joueurs excluent les numéros Aa et B2. On a donc, par le Problème VII,
et l'équation
est la même que celle-ci
'■ = {'-^)i-ù-éï"-
un aura ainsi
—^•-4 N.-i--:^;^-^.M.îJ^L^
^■-^ni:kv';-r"-'^-^^^^
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p et '/7 étant les deux racines de l'équation
c'est-à-dire p étant - — ^^> et '/? étant '^o •
Il faut présentement déterminer les constantes arbitraires A„, N^, . ... Or, si l'on substitue dans Téquation (i), au lieu de ^yj., «Vj-m ;,_,,v^_i, ... leurs valeurs tirées de l'expression de ^j^f, on aura
X-^ ' I I . 2 . 3 . . . ( W — 2 ) ^ I . 2 . 3 . . . ( rt — t
-H(N« -i-2M«-hL„)
[jM'p-j)
D'où, en considérant que
~ 4/* 4/*/»' on formera les équations suivantes :
fc- 1 li/t ' Lfl_| I Hq-^f 1 Mu— 1
On aura des équations semblables pour 'N„, 'M„ On déterminera les quantités C^ et 'C,, en considérant que, lorsque n = a-, B_>'i=i, et que, lorsque a;=3n, ^^=i; d'où l'on tire les équations
,= ij + ,.j^C,+ »D.-
ÛT^"-
an
an.
Il faut présentement intégrer les équations précédentes. Or, si l'on fait ^ = cosy et -^ = siny, ce qui donne à peu près q = i io"42'.
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el si l'on fait w = i, on a
parce que ,7^= J^,; donc
8\/2sin7=:| el 6 — — — ;
2^/2 sin^
partant
sinç' L'équation
4 /> i P donne
Cette valeur de N;, ne commence à avoir lieu que lorsque n = 2; donc
Q=.N% et N„^^8^,^,^„_.;
pareillement
on déterminera Nj et 'N^ par ces équations
On déterminera de la même manière les autres coefficients M„, L^,,
PiiOBLÈME XVIi. — DeiLX joueurs A et H jouent à cette condition, quà chaque coup, celui qui perdra donnera un écu à l'autre; je suppose que r adresse'de A soit à celle de B, comme p est à y, et que Vun et l'autre ait un nombre m d*écus; on demande quelle est la probabilité que le jeu finira a\:ant, ou au nombre x de coups.
Je suppose d*abord/> = q. Soient
„7x le nombre des cas suivant lesquels, au coup x, le gain des deux joueurs est nul ;
,7x le nombre des cas suivant lesquels le gain de Tun ou de l'autre
est i; aj^fle nombre des cas suivant lesquels il est 2, et ainsi de suite.
Cela posé, on formera les équations suivantes :
l.yx ^^ 2 . o.ya:-i ~+" tJ^jT- 1 9 ('!) / s7x= «7a:-l-+- %yx-\y
{^) nyx= «-l7.r-|-*-«+i7a:-l.
—lyx — m—iyx—i
Pour montrer par quel procédé on obtient ces équations, j'observe que, en un coup, il peut arriver deux cas différents, savoir, que A Pgne, ou que ce soit B; or il est clair que le gain ne peut être zéro ^ucoup a:, sans avoir été i au coup or — i, et chaque cas dans lequel *'cst I au coup X — I donne un cas dans lequel il est nul au coup x;
^'où je tire l'équation
oyx^^uYx-f
Ensuite tous les cas dans lesquels le gain est nul au coup x — 1 donnent chacun deux cas dans lesquels il est i au coup x; d'où Ton aura
lien est de même des autres équations. Entin, on obtiendra la der- "*6Peen considérant que l'on doit exclure le terme wj'j,-,, parce que ^6 terme ne peut avoir lieu, tant que le jeu est supposé ne pas linir.
Le nombre de tous les cas possibles est 2^; car, en nommant hr ce "oinbre, comme il peut arriver au coup suivant deux cas différents,
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savoir, que A gagne B ou que B gagne A, le nombre A^,, pouvant se combiner avec ces deux cas, dojine conséquemmcnt 2hj, pour le nombre de tous les cas possibles au coup a? -h i; on a donc
d'où, en intégrant,
A étant, une constante arbitraire. Or, posante? = i, hj.=: 2; donc
A = I et /la;=2*.
Soit présentement Uj^ la probabilité que le jeu finira précisément au nombre x de coups : on aura
mais on a visiblement
m J'x ^— - m — xy^x—X ?
donc
m— l.yar— 1
Ux— -
Soit z^ la probabilité que le jeu finira avant ou au nombre x de coups, on aura
donc
*'a:-i — —^ WU ^ **^a: — m--tjx'
Il ne s'agit donc plus que de déterminer la valeur de m-^yxf ce qui peut se faire au moyen des équations précédentes (vp). Pour cela, j'observe que ces équations peuvent se rapporter au Problème VIII au moyen d'une légère préparation; or cette préparation consiste à former, au moyen des deux premières, une équation entre trois variables, ce que l'on fera en substituant dans la seconde, au lieu de oyx-i* sa valeur iXa-a tirée de la première, et l'on aura
Soit maintenant
Il ne faut point tenir compte, dans cette équation, des termes «y^-M n^x-if •••• n4.<ya?-2» «4-<Ja:-4» •••» P^rcc quc CCS tcrmcs sout nuls dès que nX^ a une valeur quelconque, vu que, si le gain est pair ou impair au coup 07, il est nécessairement impair ou pair aux coups x — i, 07—3, Cela posé, l'équation (û) donne
Si l'on substitue dans cette équation, au lieu de«_,y^«,, „_,y^.3, . . . , leurs valeurs que donne l'équation (a), on aura, après avoir ordonné,
nYx— ( «n-l -+- ^«-1 ) «7x-î "^ (*««-l-^*^/i-l)/i7x-*-H('a«-i4-'6;,-.l)«/^_«-h. . .
En comparant cette équation avec l'équation (û), on aura
Pour intégrer ces équations, il est nécessaire de faire les considérations suivantes :
La première équation commence à avoir lieu lorsque n = i.
La deuxième ne commence à exister que lorsque /i = 2; ainsi, la constante arbitraire qui vient en l'intégrant doit se déterminer au moyen de la valeur de a^ lorsque /i = i.
La troisième équation commence à exister lorsque n = 2.
La quatrième ne commence à exister que lorsque n = '5; et la constante arbitraire qui vient en l'intégrant doit se déterminer au moyen de la valeur de 'a^,, lorsque n= 2; et ainsi du reste.
Cela posé, si Ton intègre la deuxième équation, on aura
C étant une constante arbitraire; or, posant n = i, on a
a;j=a, donc C = i; partant
On doit observer que cette équation ne commence à exister que lorsque /i = 2 ; or, n étant i , on a
de plus, en faisant /i = 2, on a scmblablement,
pareillement,
Si Ton intègre la quatrième équation, on aura
pour déterminer la constante C, on se servira de la valeur de ^a.^ ; or, on a
'a,= o, donc C=:o;
partant
cette expression de ^b^ ne 4)eut commencer à avoir lieu, par les remarques précédentes, que lorsque w = 3; de plus, en faisant /i = 3, on a
pareillement, pareillement,
sixième équation donne, en intégrant,
Po UT déterminer C, j'observe que ^a, égale o; donc, C =- o. Partant
e3L|> 1-ession qui ne peut commencer à exister que lorsque /^ = 4» et ainsi de suite.
EInfin, «»=«!„.,; donc, w,»=C. Or, posant n = i, 11^=0; donc, C === 0. Ainsi l'on aura
"l~ «4-1 J'*— 1 — '* • n+l^x— J H ' 7 n+lj^x—t — ....
Si Ton suppose présentement n—m — i, alors il ne faut point tenir compte des termes b^-^Jj-,, «-^Jx-s» •••> parce que ces termes sont exclus des équations {^)\ on aura donc
Si Ton substitue présentement dans cette équation, au lieu de ;„_, r^., sa Valeur 2*"*"' Asjp, on aura, après avoir intégré,
'^ suppose maintenant les adresses de deux joueurs inégales dans *^ >*aison de/i à 9; soit/? -f- y = i. Cela posé, si l'on demande la pro- "^oîlité de la combinaison suivante
Pf qj (/> /^> Py Py Qy •••> V»
^^ qui signifie A gagne au premier coup, B au second et au troisième,
A aux quatrième, cinquième et sixième, etc. Il est clair que, pour avoir cette probabilité, on doit multiplier toutes ces quantités les unes par les autres; nommant donc r le nombre de fois que p se trouve répété dans cette combinaison, x — r exprimera combien de fois q s'y trouve répété; la probabilité de cette combinaison sera conséquemment p^q^~^.
Si Ton fait ic--r = r-H5, et que dans quelque endroit que l'on arrête la combinaison, le nombre de fois qu'une des quantités /> et ^ s'y trouve plus souvent répétée que l'autre, soit toujours moindre que rriy cette combinaison sera une de celles dans lesquelles B gagnerait s écus au joueur A; or, on peut faire une combinaison correspondante dans laquelle A gagnerait s écus à B, et la probabilité de cette combinaison sera qfjf^\ le rapport de cette probabilité à la précédente est celui de/?* à q^\ d'où il résulte que généralement le nombre des cas suivant lesquels A gagne s écus à B, multipliés chacun par leur probabilité particulière, est au nombre des cas suivant lesquels B gagne s écus au joueur A, multipliés par leur probabilité, comme p' : q*.
Cela posé, soit ojx le nombre des cas suivant lesquels au coup œ le gain des deux joueurs est nul, multipliés chacun par leur probabilité. Soient ,j^, aj^., ... le nombre des cas suivant lesquels le gain du joueur A est I, 2, ... écus, multipliés chacun par leur probabilité
particulière, et que «ja?» ajx» ••• expriment des quantités analogues pour le joueur B; il est aisé, présentement par des considérations entièrement semblables à celles suivant lesquelles j'ai formé les équations (4')f d'obtenir les suivantes :
0 Jx = ^ • l/ar-i -+-/>. ijx-l »
i7x = /^- ojKx-i -+- ^. î7x-l, tyx — P' ijx-i -+- q ' j/x-i »
-\yx — p * m-\y x-v
Or on a, par les remarques précédentes,
La première équation devient donc
partant
substituant cette valeur de oyx-î dans la seconde, on aura
il est aisé de voir que les équations ('Y) se rapportent ainsi au Problème VIII. Soit donc
et Ton trouvera, en opérant exactement comme je l'ai fait ci-dessus, lorsque /? et q étaient égaux,
nyx= {n -+- i)/>^.„7x-î — p*g*'nyx-k-^' . .
Donc, si l'on suppose w = /w — i, on aura
(xa) m-iyx—^pÇ'm-iyx-i — - — p'^'.m-i7^-4H-...;
en rejetant les termes ,„jx-<» ^njx-s» ••• qui ne peuvent avoir lieu, d'après la supposition que le jeu ne finit pas avant le coup cr. Soit maintenant u^. la probabilité que le jeu finira précisément au coup x, il est visible que Ton aura
Uj; m ^yx 4- myx 5
or on a ^^ : ^, : : ;?'" : q""; donc de plus,
partant.
''^'^P[^-^^)m-iyx-v
Soit Zjc la probabilité que le jeu finira avant ou au coup x* on aura
A-a:=Wa:4.t=/>^I-h —jm-ljar;
en substituant donc, au lieu de m-^yx* cette valeur dans l'équation (o), on aura, après avoir intégré,
Pour déterminer la constante arbitraire C, j'observe que, tant que x est moindre que m, z^ égale o, et que x étant égal à m, Zj^ égale ;/"-+- y*"; donc.
Soit I — /^=s^; /^ exprimera conséquemment la probabilité que le jeu ne finira pas avant ou au coup a?, et l'on aura
mi m — 3) , tx — ntpqtx^i -— P^ Ç^ t^-k -^ • •
[mim — 3) . , n
I - mpq -^- '^ ,^ -- p^q^—- l
Or il est remarquable que Ton a, quel que soit m, et en supposant
o = i—p'" — q"* — mpq H p^q^ — . . . t
OU, généralement, en supposant /? et ^ quelconques,
iP -+■ qy"—rnpq(p -h 7)'"-' />*^*(/? -t-^)'""*-l-. . .4-/?'" -H 7*" ;
c'est ce dont on pourrait s'assurer par induction, en donnant à m dit-
férentes valeurs numériques, mais en voici une démonstration générale. On a
Soit donc, en général, et l'on aura
(;? + <7 )'»+! zz: A;„ (p -h ^ )«-*-+- »A,„ (/?-+- 9 )'»-» -h .. .
i H- qm-^-x _^ pq{p'n-\ _+. qm
Or on a
-+- («A,„ - Pim-ypq) {p -h ^)'»-»-h . . . +/?"«+« -h 7'»+».
On a d'ailleurs
d'où, en comparant, on aura
A|in-+.t= A,n \fn—\Pq9 A/n-i-i =^ A/« Am—tPqf
Toutes ces équations ne peuvent commencer à exister à la fois; la première ne commence à avoir lieu que lorsque m = i; la seconde, lorsque 7/2 = 2; la troisième, lorsque 772 = 3; etc. De plus, comme elles supposent nécessairement connues les expressions de p-hq et (p-hqyf pour déterminer ensuite, à leur moyen, {p-^qY, (P'^çY* •••» il résulte que la loi représentée par ces équations commence à avoir lieu lorsque 7724-1 =3; ainsi, la première équation commence à
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exister lorsque m = 2; la seconde, lorsque m = 3; la troisième, lorsque /w = 4» etc.
Cela posé, en intégrant la première, on a
Or, posant m = 2, on a
donc C = o.
Ensuite, la seconde donne
or, posant m = 3, * A3 = o, parce que (p-hq) ne peut avoir d'exposant négatif dans la formule (t); donc C = o, et ainsi du reste. Donc
ainsi Ton aura
( 0 ) ^o: = nipqtx-'i -— — - p^q^ t^-k -H
Pour intégrer cette équation, je commence par observer qu'elle est
différentielle de Tordre — ou — ^^^y suivant que m est pair ou impair.
De plus, il est aisé de voir, à l'inspection des équations (4'')» qu'elle commence à exister lorsque x=^m. Ainsi, les constantes arbitraires qui viennent par l'intégration doivent être déterminées par les valeurs de tx^ lorsqu'on fait a: = o, 07 = 2, 07 = 4» •••» a? = m — 2 oua? = i, ;r = 3, a? = 5, . . ., o? = /w — 2, suivant que m est pair ou impair. Or, toutes ces valeurs sont égales à l'unité, puisqu'il est certain que le jeu ne peut finir avant m coups.
Présentement, si l'on suppose x' égal a - ou > suivant que m
est pair ou impair, on aura
mi m — 3 ) . , /^.= mpqtx..^ ^-— p-q^tx'-t-^
L'intégrale de cette équation dépend de la résolution de cette équa-
tion algébrique
si w est pair, ou de celle-ci
/ « =mpq/ « ^-^ -V'^V » -+-...,
si m est impair.
Or, si Ton fait cosç =7, on a» comme Ton sait.
Soit cos/7Z(p = G, et l'on aura - '
lorsque m est pair, ou
lorsque m est impair.
Les différentes valeurs de y dans cette équation sont les cosinus des différents arcs, qui, multipliés par m, ont leurs cosinus égaux à zéro ;
or les arcs qui ont leurs cosinus nuls sont -> — > — > • • -, tt exprimant
la demi-circonférence dont le rayon est l'unité. Les différentes valeurs
de y sont, conséquemment, plus et moins les cosinus des arcs — »
37r Stt . ,, [m — 1)7: (m — 2)7: . , . , . .
— , — , ... jusqu a ^ ^ ou — inclusivement, suivant que
m est pair ou impair; les cosinus des arcs suivants étant les mêmes, à
la différence des signes près, celui de - étant nul; soient donc /, /«,
/j, ... ces différents cosinus, les valeurs de j seront donc ±/, ±:/|, .... Or il est aisé de voir que/= ky^pq^ partant, les différentes valeurs de /seront l\l^pq^ ^^\pq^ •••> ^'^ù l'on aura
A, Af , ... étant des constantes arbitraires qui se détermineront par la méthode de l'article IX.
Problème XVIII. — J'cd supposé y dans le Problème précédent , que les deux joueurs A e/ B avaient un égal nombre m d'écus; je suppose actuellement que le joueur A ait i écuSy et le joueur B, m écus; le reste subsistant, comme ci-dessus, on demande la probabilité que le jeu finira avant, ou au nombre x de coups.
Il est aisé de voir que Ton aura d'abord les équations (^') du Problème précédent. De plus, on aura les suivantes :
xyx^q-fiy'x-x-^P'tyx-xf tyx^ q ' \yx-i-^ p 'lyx-u
kV)
lOx ^ 7 • n—O'x-i -^ P ' in-lJKx- 1
Soient et Ton aura, en réunissant les équations (^') et ('l'^)»
Soit
_ ( n^x — ^n • nAx-t + ^n • tiAx-k ~+" ^n • n}-x-% -i- . . . -h W,,
( -^ ^ff n-¥l^x-l~^ ^/i • /i-hl Ax-j -t- ^«'«-lAx-sH- • • • >
el l'on aura
Or on a
d'où l'on aura, en comparant avec l'équation (û"),
On doit observer que la première de ce3 équations coinnieiu-i' à exister lorsque /i = i ; la seconde et la troisième, lorsque n=: jt; la quatrième et la cinquième, lorsque n = 3; etc.
Cela posé, si l'on intègre la seconde, on aura
a^=(n-i)pq + Ci or, posant n = i,a„=o; donc C = o, partant
Si l'on intègre la quatrième, on aura
irsque n = -i, m\ a
donc G = o, partant,
Si Ton intègre la sixième équation, on aura
or on a
donc ^^3 = o, partant G = o, et ainsi du reste.
Enfin, on a w«=m„-i/?, donc Un=Ci/'; or, posant a = 1, i/„ = o; donc G = o et w„ = o ; donc
Si l'on fait w == i -f- m — 1 , on aura donc
l -^ rï73 ^ ^ .m-l7a:-.-- • ' •
Si donc on nomme Zg, la probabilité que Â gagnera avant ou au coup X, on aura, par un procédé semblable à celui du Problème précédent,
Pareillement, si Ton nomme z^. la probabilité du joueur B pour
gagner avant, ou au coup x, on aura
Pour déterminer les constantes arbitraires qui entrent dans les exprèssions de s^. et ^j., j'observe qu'elles sont au nombre de si m-\-i
est pair, pu s'il est impair; or voici de quelle manière on
les aura.
Je suppose m et i impairs; l'équation (u) ne commencera visiblement à avoir lieu que lorsque x — i — m -h 2 égalera o, ce qui donne a: = 1-4- m — 2. L'équation (ir) ne commencera donc à exister que lorsque â? égalera i-f-m-t- 1; il faut, par conséquent, avoir toutes les valeurs de ;Sj, depuis s, jusqu'à 5|^.;„h.|, pour déterminer les constantes arbitraires de l'équation (u).
Si m et i sont des nombres pairs, l'équation (u) ne commencera à
avoir lieu que lorsque x—i—m-\- 2 égalera i ; ce qui donne ar=t-+-/w— i .
L'équation (ir) ne commence donc à avoir lieu que lorsque x égale
« + /n -h 2; il faut, par conséquent, avoir les valeurs de z^ depuis z^
jusqu'à 5,+,„^2.
Si,/n étant pair, i est impair, l'équation (u) ne commencera à avoir lieu que lorsque x — i— m-\-\ égalera r, ce qui donne a; = t-f- /n.
L'équation (i:) n'a donc lieu que lorsque x égale « -h /n-h 3; ainsi il
faut avoir les valeurs de 5^, depuis z^ jusqu'à 5/+,„,-3.
Enfin, si, m étant impair, i est pair, l'équation (u) ne commencera à avoir lieu que lorsque x — i —- m -^ i égalera o, ce qui donne a; = i-i-/w— 1. L'équation (u) ne commence donc à exister que lorsque x égale i-f-/n-i- 2. Il faut conséquemment avoir les valeurs de Zjc, depuis js, jusqu'à 2|-k«h-2-
Cela posé, le nombre de tous les cas possibles au coup m, multipliés chacun par leur probabilité particulière, sera
mim — i) . ,
Le nombre des cas qui font gagner A au coup m égale />^. Pour avoir le nombre des cas qui le font gagner précisément au coup m + 2, il est visible qu'il faut retrancher/?'" de la quantité précédente, et multiplier le reste par/?^ -h ^tpq -1- ^*, ce qui donne
Or, le nombre des cas qui le font gagner précisément au coup /wh-2 est visiblement mp^'^^q\ on a donc
Pour avoir le nombre des cas qui font gagner A au coup /n + 4> il faut retrancher de la quantité précédente (y), mp^^q^ multiplier le
reste par /?^-4- ipq -4- y', et l'on aura — -p^^^q^ pour le nombre
de ces cas; ainsi,
On trouvera, de même.
et ainsi de suite; la loi de ces valeurs de z^ a lieu jusqu'à ^mH-z-s; si Ton avait besoin de valeurs ultérieures de :;^, on les obtiendrait facilement par ce procédé.
Pour intégrer présentement l'équation (ir), il faut avoir les racines de l'équation
/ « ^{^m-i-i)pqf « -i f^^ P'q'f
si m-\-i est impair, ou
/ « — (/?? 4-1— 2)JD7/ « " — ...
si /n -h I est pair ; or on trouvera ces racines en considérant que l'on a
oi étant le sinus et u le cosinus de l'angle :;; or, posant
sin(/n 4- i)z 1=0,
on aura
Soit u = -^^.» et l'on aura
2\/pq
si m + I est impair, ou
si /w-hï est pair; les différentes valeurs de u sont les cosinus des angles z^ tels que sin(/w -h 1)5 égale o, co qui donne
TT 2 7r StT
m -H I in-^ i ni-\- i
Soient /, /«, 4, ... les cosinus de ces angles jusqu'à si m -h 1 est
pair, ou s'il est impair; les différentes valeurs de / seront
Al^pÇf 4^/^7f Ces valeurs une fois déterminées, il est aisé de
trouver celles de 5^ et 5^^-
Problème XIX. — Je suppose deux joueurs A ^/ B, as^ec un égal nombre 9n d'écus, jouant à celte condition, que celui qui perdra donnera un écu ^ t autre: que la probabilité de A pour gagner un coup soit p; que celle de B 501/ q; mais qu'il puisse arriver qu aucun d'eux ne gagne, et que la probabilité ]X}ur cela soit r. Cela posé, on demande la probabilité que le jeu finira aidant ou au nombre x de coups.
Soient ^y^ le nombre des cas suivant lesquels, au coup j\ le gain
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(les deux joueurs est nul, multipliés par leurs probabilités; ^y^, ajx» aj^, ... le nombre des cas suivant lesquels le gain du joueur Â est i, 2,
'^, ... au coup £r, multipliés par leur probabilité, et que «j^, ^^^ ^xy ••• expriment les mêmes choses pour le joueur B. Cela posé, on formera les équations suivantes :
O'x-^^ 'm/x-i -^ q-xS'x-x-^P'^yx-u
%yx— /-.îjx-i -i- 7-37x-i -^P'xyx-u
Or on a
nyx— r.nJ'x-X -^ 7-/i-HlJx-l -l-/^.«-l7x-l,
\ /n-lj'x^= ^•m—\yx-\~^P*m-\yx-\
la première équation deviendra donc
^x— '••o/x-i-H a^.jVa-i ; et, si on la combine avec la seconde, on aura
Soit maintenant donc
P*n-\yn-\ --=-- an^lP'n-\yx-t ^- *«/i-l /^.n-ij'x-ï -H ... H- /?«n-|
Substituant au lieu de /^-^-ijar-M/'-w-i/^-a» ••• leurs valeurs que donne l'équation (— )• on aura
d*où, en comparant, on aura
La première de ces équations commence à exister lorsque n égale 2 ; la seconde, lorsque n égale i; la troisième, lorsque n ép[ale 2; etc. On aura donc, en intégrant et ajoutant les constantes convenables,
a„=r{n-hi)y
bn — qy
Cette dernière équation étant vraie, lorsque n égale r, il suit que la cinquième équation commence à exister lorsque n égale 2; ce qui donne
, in -h i) nin — i) I « 2 • o
Donc
équation qui commence k exister lorsque /i égale 1, parce que V>, égale o. Donc, la sixième équation commence à exister lorsque n égale 3, et Ton aura
«/ X/ N/ N • ,(/* H- 0 ('* — ■ '0 il
Or, posant n = 2, on a
»a, = 'flj, — *at r H- pJ^b^ = o,
donc C = o, et ainsi de suite; enfin, «,»= o. On aura donc, en faisant 71 = m — I et rejetant les termes myx-\^ mJj?-2» • • •
r^ — Pqrn\ m-\yx-x
[^m(m — i)(m — 2)(/w — 3) ^m(m — 2)(/n — 3) . ^m(m — 3)"1 '•' TïïXr^ -^^'•* TT ^-P'^* -ITÏ- J --^
Si Ton suppose r = o, on aura
m-l7*= ^PÇm-iyx-^2 -— />'7'.w-i/a:-»-4-- • •>
la même équation que j'ai trouvée ci-déssus pour ce cas.
Si Ton nomme 2^ la probabilité de Â pour gagner avant ou au coup or, on aura *
C étant une constante arbitraire.
Pareillement, si l'on nomme z^ la probabilité de B pour gagner avant ou au coup X, on aura
^x= mrz^^i — r« '^ ^ -jd^/w z^^t-^, . . H- C.
Pour intégrer ces équations, il faut avoir les racines de Téquation
f^ — mrf^-'^— r'^^— — iE?^m /'«-« 4- . . . ;
or voici comme on peut les déterminer.
On a vu précédemment comment on pouvait avoir les racines de
l'équation
Soit y = f—r, et l'on aura
-pqrm{m-i)\/'^
équation qui est la même que l'équation (A); les différentes valeurs de / sont par conséquent égales J) celles de y, augmentées de la quantité r; présentement l'intégration de l'équation différentielle en z, n'a rien d'embarrassant.
INÉGALITÉS SÉCULAIRES DES PLANÈTES QUI EN DÉPENDENT
Mémoires de l'j4cademie rojale des Sciences de Paris {Savants étrangers)^
année 1773, t. VII, 1776.
Avant que d'entrer en matière, je crois devoir rappeler ici les équations générales du mouvement d'un corps de figure quelconque, et animé par des forces quelconques; parce qu'elles servent de base, non seulement aux recherches suivantes, mais à d'autres encore que je me propose de publier dans la suite sur différents objets de l'Astronomie physique. M. d'Alembert a donné, le premier, la solution générale de ce problème, la méthode la plus directe pour y parvenir, et tout à la fois l'application la plus utile et la plus heureuse que l'on en puisse faire, dans son excellent Traité Sur ii précession des équinoxes. Ouvrage original, qui brille partout du génie de l'invention, et que l'on peut regarder comme renfermant le germe de tout ce qu'on a fait depuis dans la Mécanique des corps solides. Cet illustre géomètre a encore
(*) Ce Mémoire a été réuni, dans le tome VU des Me'moires de VAccuUmie (Savants étrangers), année 1778, au Mémoire précédent, et les numéros des Articles se suivent* Dans cette édition, les deux Mémoires ont été séparés, mais on a maintenu la suite des numéros des Articles. {Note de l'Éditeur,)
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généralisé ses recherches dans plusieurs savants Mémoires, qu'il a insérés dans le Recueil de l'Académie et dans ses Opuscules. J'aurais pu renvoyer à ces Ouvrages pour la démonstration des équations du prohleme, mais, comme celles auxquelles je parviens ont une forme un peu différente des siennes, et qu'elles m'ont paru d'ailleurs commodes pour les appliquer à l'Astronomie, je vais exposer en peu de mots le procédé qui m'y a conduit.
XXXVIK
Du mouvement d'un corps de figure quelconque et anime
par des forces quelconques.
Par un point quelconque «du corps M {fig* i), je mené trois droites /A, iB, iC perpendiculaires entre elles, et une droite iH qui traverse ce corps, et que je prendrai pour axe; soit iH = i, et que la projection de iH sur le plan A«B soit iY; je nomme e l'angle AiF, et 0
Tangle HtF. Je suppose que, durant le mouvement du point i, les droites lA, iB et «C restent toujours parallèles à elles-mêmes; j'imagine de plus une droite iV = iH = i, laquelle soit fixe dans le corps et perpendiculaire à iH; par le point f, je mène dans le plan HiF la perpen-
diculaire îK à iH; soit gt l'angle V/K; je suppose enfin un point S fixe ou considéré comme fixe dans Tespace, et je fais passer par ce poinl un plan bSa parallèle au plan B{A;.lcs droites Sa et Sb étant supposées parallèles aux droites îA et iB; je mène ensuite la droite tS, dont SG est la projection sur le plan bSa, et je fais SG == r, tangGSi = 5, ctrangleGST = 9.
Cela posé, la position du corps M dans l'espace dépend : i'' de la position du point i; 2? de la position de Taxe îE; 3^ de la position du corps par rapport à cet axe. Or, la position du point e est déterminée par les valeurs des quantités r, ^ et 9; la position de l'axe iH est déterminée par les valeurs des angles e et 0; enfin, la position du corps par rapport à l'axe iH est déterminée par la valeur de l'angle gt; il faut donc trouver les équations qui déterminent ces quantités pour un instant donné quelconque.
Pour cela, je décompose les forces dont le corps est animé, chacune en trois autres parallèles aux axes lA, i B et iC.
Soient
'^ la somme des forces parallèles à iC;
'}Y et vpX la somme de leurs moments, par rapport aux axes iA et iB ;
'}'la somme des forces parallèles ii iB;
'}T et ^'X' la somme de leurs moments, par rapport aux axes iA
etiC; Y la somme des forces parallèles k iA; '}'Z' et ^"^Y" la somme de leurs moments, par rapport aux axes iB
et iC.
Cela posé, du point i sur le plan bSa, j'abaisse la perpendiculaire «G, et du point G sur Sa, la perpendiculaire GT; soient Gi=z, GT= v etST=:j?. J'imagine ensuite une molécule quelconque du corps M, <]ue je nomme dM^ et de laquelle, si l'on mène sur le plan AiB les coordonnées parallèles aux trois axes /A, in et i(], ces coordonnées soient exprimées par x\ y et z\ en fixant leur origine au poinl /; ta quantité de mouvement de cette molécule dans le sens iA sera
lOk SUR LE PRINCIPE
"^ dt ^ ^'' ^^"^ '^ ^^^^ '®* ®''^ ^^'^^ "^ fl^/ ^ ^' ^'^^ dans le sens iC, <*lle sera " . " rf>T; dans Tinstant suivant ces quantités de mouvement deviennent
do: -+- dv'-h d^Jf -h rf*.r' __ dt ^'
r/y 4- dY'-\- d^y 4- rf*/ ^^
^5 4- dz' -^ d^z -h d^z' ,,,
rf^ ''**'
en supposant ^/ constant; les quantités de mouvement perdues sont donc
di ^'' "^ ^r ^^> 5r-^-
Or les forces nécessaires pour produire celte perte sont égales à ces (|uantités de mouvement divisées par dt; et leur somme, devant faire équilibre aux forces '|, ^ et vp", la somme des moments de toutes ces forces, par rapport à chacun des trois axes iC, iB et i A, doit être nulle, comme on le démontre en Mécanique; de là, je tire les équations suivantes :
o=-^\-'V7J+jdMl^z'-'' ^^^ ' -/ ^, j,
IV ^nin r^àf/ / ^^-^-t-^^' ,d*z-{-d*z'\
le signe d'intégration se rapportant à la molécule ^M et à toutes les quantités qui varient avec elle.
De plus, la somme de toutes ces forces doit être nulle, suivant les
directions de chacun de ces trois axes, puisque le corps est supposé
libre; de là, on aura
rd^z'-{-d^z
^^~J dt^ "^^ = ^'
Au moyen de ces six équations, on peut déterminer le mouvement (lu corps pour un instant quelconque.
Le point i étant arbitraire» on peut simplifier les équations précédentes en prenant pour ce point le centre d*inertie du corps; car on a, par la propriété de ce centre,
partant,
jdM-^=M^, Jcm-^=M^, JrfM^=M^,
c^t ainsi de suite; les équations précédentes deviendront conséqueniment
o:.4,Y-fZ'+/rfM(.'^-v'^).
.y_Mf(Lr_o
dt*
Ces trois dernières équations peuvent se changer on d'autres plus commodes pour les usages astronomiques; car on a, par l'ar-
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ticle XXXVII,
d'où il est facile de conclure
cPœzzz r/*r COS9 — a drd<f sin^ — re/'qjsinç — ré/ç'cos^, cPy = ûP/sin9 4- 2 e/re/9COS9+ re/*(pjcos9 — rc^ç^sinç, ^* 3 =: r d^s -{- 2 ds dr -h s €l* r.
Or, si Ton suppose que la droite Sa soit infiniment près de SG, alors •j/" sera la force suivant SG et tendant de S vers G; v}/' sera la force perpendiculaire à SG, et dirigée dans le sens aG6, que je suppose être celui du mouvement de la planète; de plus, cosç = i et sinç = o, d'où Ton aura
d}x-=zd'^r — rd(^^j d^y =z r d^ (^ -\- 2 dr d(p ;
partant,
d^r r ^9' ^' rd*c^ 2drdr^ ^'
^ "" "5^ "" M "~ ^ IF' ~^ ~cû} M "■ ^'
Si Ton multiplie cette dernière équation par r, et que, ensuite, on Tintègre, on aura
do 1 /^ r^'rdt\
La première équation donnera
^^' dt* r*\^^J M ) M-°'
et, puisque l'on a
d^z — rd''S-\-2dsdr-^sd'^r^rd^s-\-2dsdr-\- -i--h^^C-+- / ^ f. j 1 ûf£',
on aura
Au moyen des équations (i), (2) et (3) on peut déterminer le mou-
vement du centre d'inertie du corps M, et Ton peut prendre pour ligne fixe d'où Ton commence à compter l'angle ç toute droite fixe, telle que Sa, faisant un angle quelconque avec le rayon vecteur; il faut seulement observer que ^" exprime la force qui agit dans le sens SG, et de S vers G; ^' exprime la force perpendiculaire à SG, et dirigée dans le même sens que le mouvement du corps, et que ^ représente la force perpendiculaire au plan bSa.
On peut simplifier, d'une manière analogue, les équations qui servent à déterminer le mouvement de rotation du corps autour du centre d'inertie. Pour cela, soienty la distance de la molécule ^M au plan HiF, a/' la distance de la projection sur le plan Hi F à la droite iC, et z'' la distance de cette molécule au plan AiB; on aura
j' = j?^sine H-/'cos£, x^^zûc'cose — /''sine.
Nommons ensuite y" la distance de la molécule ^M au plan Hi F, x" la distance de la projection sur ce plan à la droite iK, et s'" la distance de cette projection à Faxe iH; on aura
z" ^ix^slnO -\- s" ces 9, x' = x" cos 9 — z" sin 9.
Nommons enfin y^ la distance de la molécule dM au plan HiV, .r*"" la distance de la projection sur ce plan à la droite i V, et z^^ la distance de cette projection à la droite iH; cela posé, on aura
x'^zx'^
j^^" z=z y^ cosuj H- 5*^ sincT, z" = z^^ cosfST — y^ sinw.
De là, je conclus
j?*^cos€ cosO 4- j'^(sinGj sind cose — sine cosgt
— 5'^(sinô cos£ coscT h- sine sine?),
y = a'^cosô sin£ 4- j'^(sinïïy sin(^ sine -h cosw cose
5'^(sînnj cos£ — coscj sind sine),
z' =:a?'^sin9 4-5'^cos9cosw — y^siniïicosô.
Les valeurs de a^^, y et z^^ restent constantes pour la même molécule dM; ainsi, en différentiant pour avoir les valeurs de d^x\ d^y' et d^z\ il ne faut faire varier que les quantités G, e et tsr; d*où il sera facile de conclure les valeurs de
mais la considération suivante simplifie considérablement le calcul.
On sait que dans tout corps il existe trois axes perpendiculaires entre eux, et par rapport auxquels on a
Ces axes ont été nommés les trois cuves principaux de rotation, parce qu'ils ont cette propriété, que si le corps a un mouvement de rotation autour de Tun d'eux, ce mouvement sera invariable, abstraction faite de toutes forces étrangères. Je suppose donc que iH, i V et une droite menée par le centre /d'inertie, et perpendiculaire au plan HiV, soient ces trois axes; soit de plus f x^'dM. = Ma', M étant la ma3se enlièro du corps,
J'y"' dis = Mb*
et
J'z"'dSl—.Mc\
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Cela posé, on aura
0=(4,Y-<j;'Z')rf/»
j -h Ma'[sinO</*(cosdsin£) — cosôsinec^ sinô]
M6'[(sindsiniijsin£ h- coswcos6)û?*(sîniijcos0)
— sinGJCOS0â^(sinisTsindsine -i- cosbjcosé)]
Mc'[cosGFCOs9c/*(sin6rco8£ — cosrosinôsine)
— (sinQTCOS£ — cosBTSÎn9sine)rf'(coscjcos0)],
Ma*[sinde/*(cosecos0) — cosecosôrf'sinô)]
M 6*[(sinisj sind cose — sine cose) cf*(sinfir cosd)
— sinGJCOs6€/*(siniiJsindcose — sinecos©)]
Mc'[(cosBysin0cos£ -h sins sinBj)^(coscTCOSÔ)
— cosTiTCOs9€/'(cosiiTsindcos£ -+- sifif sinci)],
Ma'[cos(9siu£e/'(cos£COSÔ) — cosi cosôrf*(cos0sin€)]
M6*[(sinGJsindsin€ + cosecos£)t/'(sinisjsindcos£ — sine coso)
— (sinGJsindcos£ — sin£COSG7)^(sinisTsin0sin£ h- cosci cose)]
Me' [(sinô cos£ coscj -h sinfi sinro) ^/'(siniiT cos£ — cosci sind sin£)
— (sinTîrcose — cos!ïJsindsin£)£^(sindcosecosii} -f- sinssincr)].
On peut considérer, dans ces équations, le centre d'inertie comme immobile, en sorte que, en évaluant les moments des forces ^, ^' et Y* ^" P^ut retrancher de la force dont chaque particule est animée celle qui lui est commune avec le centre d'inertie, parce que les moments de cette dernière force sont évidemment nuls. *
On peut encore, dans les équations précédentes, supposer après les différentiations sine égal à o et cose égal à i , ce qui les simplifie; mais alors il faut observer que les forces Y ^^ ^' doivent être parallèles, la première, k la ligne iF, et la seconde, k la perpendiculaire menée sur cette ligne dans le plan AiB, et dirigée de F vers B; le mouvement de
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rotalion du corps élaiil supposé avoir lieu dans le sens ÂCB. On aura ainsi, en exécutant les dilFérentiations indiquées dans les équations ( L ),
( [yi 4- c' b^ — C* \
h ^*esiu5cos6' i —- h- ■— cosacj )
h^ — c* b^ — c' — i fhdxs si II 9 cos^- — z~ sln2iij -h de^ ces 6» r— sin2ny
b'~ c' d^ 0 sin 0 r— si II '2 cj — 2 dxs dO
Siny ( 5 1 r— C0S2liT I
dO^cosO sm2BJ 4- 2a*cycosO r— >
2rt- 2a^
^11^' dl^
d't Q,i^sO- ~ sin2cj — 2 dzdxsuosOi 5 t— cos2«y |
\ 2rt* 2a' /
ûfÊ*sin9cos
-d^oi^
bi ^ c-i b^ — c-
b^ — c* cos2Gy ) — 2dmdO :— sin2TîT,
dt
^î 4_ c* Ifi c'
2dîd9^\n0c,O'^0{ i — — r 1 i— cosacj
2 de r/cT ces' 9 -—it,\n2fss -hd*0 cos Ô =— sin 2 isr
2 dwdO cos SI — -
Ij^ _i_ cr- b^ — c'
-T— oos2cy ) a- /
-sin(? ;:- sin2CT + 2^'cjsin0 — t-*
Dans rapplication des équations précédentes à TAstronomie physique, elles deviennent fort simples; car, les corps célestes étant à très peu près sphériques, on peut négliger les quantités proportionnelles au carré de l'excentricité de ces corps; or, les termes (^Y — 4''Z')' (^X — 'l'^Z") et ('^'X'— ^"Y'O sont toujours de l'ordre do ces excentricités. D'ailleurs, l'état d'équilibre de toutes les parties d'une planète exige que le mouvement de rotation se fasse au moins a très peu près autour d'un de ses axes principaux, abstraction faite de l'action de toute force étrangère; car, sans cela, la planète changeant à chaque instant d'axe et de vitesse de rotation, changerait continuellement de figure; £^£ et rfO seraient donc nuls à 1res peu près si les quantités (^Y — ^'Z'), ('\f\ — 'y^") et (^/'X'— 'f'Y'O s'évanouissaient; partant, ils sont du même ordre que ces quantités; ainsi Ton peut négliger leurs carrés, leurs produits deux a deux, et les termes qui, multipliés par ^^e ou ^d, le seraient encore par (a^ — é*) ou (a^ — c^) ou (b^ — c^).
Soit donc
Un aura donc
0 = liât- — de dS -h d{clm cosO), o — R'dt^—d*e — rferfbcosO, o=rRV^«— ^£ -hd(dujsïn9).
Ces équations sont sous une forme aussi simple que l'on puisse désirer, et, en les joignant k celles-ci,
ii}s 2dsdr dt" ^ dt'
O — -rrr H TT. 1 r i Vi -r- ff Tî — t -1 ;-:; y
qui regardent le mouvement du centre d'inertie, on aura toutes les équations nécessaires pour déterminer les altérations du mouvement des corps célestes, troublés par Faction des forces étrangères. II y a cependant des recherches fort délicates, qui demandent beaucoup de précision, et dans lesquelles il est nécessaire d'avoir égard même aux quantités proportionnelles au carré de l'excentricité de ces corps. Telle est, par exemple, la recherche des inégalités séculaires du mouvement de rotation des planètes (voir dans le Volume de l'Académie, pour l'année 1773, un Mémoire sur cet objet). Dans ce cas, il faut faire usage des équations (L') de l'article précédent.
Escamen du principe de la gravitation universelle.
Il n'exisle point en Physique de vérité plus incontestable, et mieux démontrée par l'accord de l'observation et du calcul que celle-ci : Tous les corps célestes gravitent les uns sur les autres. Newton, auteur de cette découverte la plus importante que l'on ait jamais faite dans la Philosophie naturelle, trouva que les mouvements observés des Planètes no peuvent subsister sans une tendance vers le Soleil, proportionnelle si leur masse, et réciproque au carré de leur distance à cet astre. Les mouvements des satellites lui donnèrent le même résultat par rapport à leur planète principale. Il ne balança plus dès lors à généraliser cette idée, et il supposa que toutes les parties de la matière s'attirent en proportion de leur masse, et en raison réciproque du carré de leurs distances. On sait avec quel succès ce grand géomètre et ceux qui l'ont suivi ont expliqué parce moyen les phénomènes célestes; ainsi, sans entrer dans aucun détail à cet égard, je me bornerai à faire quelques ^réflexions sur le principe même de la pesanteur universelle.
En l'appliquant au mouvement des corps célestes, Newton est parti Ae ces quatre suppositions, adoptées généralement par les géomètres :
1^ L'attraction est en raison directe de la masse et réciproquement comme le carré de la distance.
2^ La force attractive d'un corps est le résultat de rattraction de chacune des parties qui le composent.
3^ Celte force se propage dans un instant, du corps attirant h celui qu'il attire.
4^ Elle agit de la même manière sur les corps en repos et en mou^ vement.
Je vais examiner ces quatre suppositions et voir jusqu'à quel point elles sont conformes à ce que Ton observe.
De ce que les aires décrites par les rayons vecteurs des planètes sont proportionnelles au temps, il faut que ces corps tendent vers le Soleil ; l*ellipticité de leurs mouvements démontre que cette tendance pour chacun d'eux est réciproque au carré de leur distance à cet astre, et le rapport du cube des grands axes de leurs orbites au carré des temps de leurs révolutions prouve invinciblement que la force attractive du Soleil ne varie d'une planète à l'autre, qu'à raison des distances. En vertti.de la première de ces lois, tout corps pèse sur le Soleil; par la seconde» un corps placé successivement à différentes distances de cet astre pèse sur lui en raison inverse du carré de ses différentes distances; et par la troisième, les poids de plusieurs corps placés à des distances quelconques du Soleil sont en raison de leurs masses, divisées par le carré de leurs distances, en sorte que, à distances égales, ils sont proportionnels aux masses. La même chose s'observe sur la Terre; car les expériences ont fait voir que, dans le vide, tous les corps se précipitent vers son centre, avec une égale vitesse, et que si deux corps homogènes ou hétérogènes sont égaux en masse, c'està-dire s\t venant à se rencontrer avec des vitesses égales et directement contraires, ils se font équilibre, leurs poids sont égaux.
Présentement, on doit regarder comme une loi de la nature, démontrée par toutes les observations, que l'action est toujours égale à la réaction, et qu'ainsi le centre de gravité des deux corps qui agissent
Tun sur l^autrc ne change point en vertu de cette action mutuelle; il suit de là que le Soleil pèse sur chaque planète ; et comme leur gravité sur cet astre est en raison de leur masse divisée par le carré de leur distance, leur action sur lui est dans le même rapport.
Cette pesanteur réciproque du Soleil et des planètes a également lieu entre le Soleil, les planètes et leurs satellites; et les inégalités si multipliées du mouvement do la Lune s*en déduisent avec une telle précision, qu'il n'est plus permis de la révoquer en doute. Plusieurs philosophes ont cru cependant que la loi de la pesanteur réciproque au carré de la distance pourrait n'être pas vraie à de petites distances; mais il me semble que leur assertion est destituée de fondement; car cette même loi, qni a lieu pour les grandes distances des planètes au Soleil, est encore vraie à la distance de la Lune, et même k celle du rayon de la Terre, puisqu'il est prouvé que la pesanteur d'un corps à la surface de la Terre, est a sa pesanteur à la distance de la Lune, comme le carré de cette distance est à celui du rayon de la Terre. Il nous est impossible de prononcer avec la même certitude, sur de plus petites distances, mais l'analogie porte à croire que cette loi doit toujours avoir lieu; d'ailleurs sa simplicité doit la faire préférer à toute autre, jusqu'à ce que les observations nous aient forcé de l'abandonner.
On a souvent demandé pourquoi la pesanteur diminue en raison du carré de la distance. La cause de cette force étant inconnue» il est impossible d'en donner la raison physique; mais, s'il était permis de se livrer à la Métaphysique dans une matière qu'il n'est pas possible de soumettre à l'expérience, ne serait-il pas naturel de penser que les lois de la nature sont telles que le système de l'univers serait toujours semblable à lui-même, en supposant que toutes ses dimensions viennent à augmenter ou à décroître proportionnellement? Sans chercher ici à appuyer ce principe par des raisons que les métaphysiciens imagineront aisément, mais auxquelles les géomètres se rendraient difficilement, je me contenterai d'observer que toutes les lois connues du . mouvement de la matière y sont très conformes.
Maintenant, je suppose que les distances respectives du Soleil, de la Lune et de ta Terre, leurs vitesses et leurs diamètres décroissent proportionnellement ; il est visible que la courbe décrite par la Lune ne peut rester semblable à elle-même, à moins que la force qui l'agite ne décroisse dans la même proportion. Soient doncT la masse de la Terre, A, la distance de la Lune, et que toutes les dimensions de l'univers dé-
croissent dans le rapport de i à — ; -^ exprimera la masse de la Terre dans cette supposition, et — la distance de la Lune. Soit de plus — r-. l'action actuelle de la Terre sur la Lune; ^Tx exprimera sa nou-
'velle action; mais la similitude des courbes exige que l'on ait
partant, on aura
Soit f (A) = A*.*(p(A); donc on aura
Cette équation devant avoir lieu quelle que soit m, il faut que *9(A) soit égal à une constante A; donc ç(A) = AA^; c'est-à-dire que la pesanteur diminue en raison du carré de la distance. Je passe maintenant à Texamen de la seconde supposition.
Quelques illustres géomètres, M. Daniel Bernoulli, entre autres ([Pièce sur ley/oiT et le reflux de la mer)^ convaincus d'ailleurs de la pesanteur réciproque de tous les corps célestes, ont regardé seulement comme une opinion probable, que cette pesanteur soit le résultat de l'attraction de chacune de leurs parties ; nous observons à la vérité sur
la Terre que les propriétés attractives des corps sont communes à leurs plus petites molécules; une forte analogie porte donc à croire que la pesanteur résulte pareillement de l'attraction de toutes les parties de la Terre; mais le plus sûr moyen de vérifier cette hypothèse, est de la soumettre à l'analyse, et de comparer ensuite les résultats du calcul aux phénomènes. Les principaux qui en dépendent sont la figure des astres, le flux et le reflux de la mer, la précession des équinoxes et la nutation de Taxe de la Terre. Un exposé très succinct des recherches que l'on a faites sur ces différents objets va montrer jusqu'à quel point elle est fondée.
Si la pesanteur était dirigée vers un centre unique, en nommant r
le petit axe de Jupiter, la différence de ses axes serait-» — »r; suivant les observations les plus exactes, elle est environ -^r; mais, dans l'hypothèse de la gravitation réciproque de toutes les parties de la matière, et en supposant que Jupiter ait été primitivement fluide, cette
différence doit être entre les deux limites — k^^^ "ô — 3^? c^ V^^ ^*^^'
corde fort bien avec l'observation. Ainsi, la figure de Jupiter donne un résultat très satisfaisant pour l'hypothèse que nous discutons ici ; il n'en est pas de même de la figure de la Terre.
Suivant Newton et les géomètres qui ont adopté sa théorie, la Terre est un sphéroïde elliptique, sur lequel l'accroissement de la pesanteur et des degrés de l'équateur aux pôles est en raison du carré du sinus de la latitude : le rapport du petit au grand axe de ce sphéroïde supposé homogène, et celui des pesanteurs d'un même corps placé successivement à l'équateur et aux pôles, est égal à ^; mais, si la Terre est
composée de couches inégalement denses, alors autant le rapport des axes surpasse cette fraction, autant celui des pesanteurs est moindre, et réciproquement.
En comparant ensemble les mesures des différents degrés, il parait* impossible de les plier à une même figure elliptique ; il est également impossible d'y assujettir les longueurs observées du pendule qui bat
les secondes; et il l'est encore plus de concilier les figures conclues par les mesures des degrés et par celles des longueurs du pendule.
On ne doit point, malgré cela, exclure Thypothëse de la gravitation réciproque de toutes les parties de la matière; il est bien plus naturel de rejeter sur les données dont les géomètres font usage le peu d'accord de leurs calculs avec l'observation. Ils supposent en effet la Terre formée d'une infinité de couches d'une densité quelconque, et disposées régulièrement autour de son centre d'inertie; or on voit combien cette hypothèse est précaire et peu conforme à ce que nous apercevons à la surface du globe, puisque les mers dont il est couvert en grande partie sont d'une densité moindre que la Terre. Ils font d'ailleurs abstraction de l'action des montagnes, de l'élévation des continents audessus du niveau de la mer, etc., toutes choses auxquelles il paraît nécessaire d'avoir égard lorsqu'il est question de déterminer une aussi petite quantité que la différence des axes de la Terre. La réunion de ces différentes causes peut altérer sensiblement, non seulement la figure de la Terre, mais encore le résultat des observations; et, si l'on considère les erreurs inévitables qu'elles comportent, on pourra conclure que la figure déterminée par ces observations diffère peut-être autant de la véritable que celle trouvée par la théorie.
La remarque suivante peut servir encore à justifier le principe delà pesanteur universelle, au moins jusqu'à ce que l'analyse nous ait entièrement éclairés sur cet objet. La plupart des géomètres ont supposé dans leurs calculs une figure elliptique à la Terre; ils ont fait voir, à la vérité, la possibilité d'une telle figure; mais, pour être en droit de rejeter la loi de l'attraction, il faudrait, ou démontrer que cette figure est unique, ou épuiser successivement toutes les figures que peut donner la théorie, et prouver qu'aucune d'elles ne peut satisfaire à l'observation. Or, c'est ce qui n'a point été fait encore. M. d'Alembert, à qui nous devons cette remarque intéressante, a fait voir, à la vérité, dans le Tome V de ses Opuscules^ que si la Terre est homogène, et un solide de révolution, elle doit être nécessairement elliptique. Il a de plus donné, dans la seconde Partie de ses recherches sur le système du-
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monde, une très belle méthode pour déterminer la figure de la Terre, quelles que soient les différentes densités de ses couches, dans des suppositions beaucoup plus générales que celle d'une figure elliptique; mais, ni cet illustre géomètre, ni personne, que je sache, n'a déterminé celle de toutes ces figures qui s'accorde le mieux avec les observations. Le point oii la théorie parait s'en éloigner le plus, est l'aplatissement de la Terre, conclu par la mesure des degrés, et par celle des longueurs du pendule qui bat les secondes. Il est en effet remarquable que ces longueurs semblent donner un aplatissement moindre
que -7-> tandis que la mesure des degrés le donne plus grand. Si donc
on pouvait trouver pour la Terre une figure qui conciliât ces deux choses, et qui de plus satisfit à peu près à la mesure des degrés au Nord, en France et à l'équateur, on ne devrait point balancer à l'admettre.
Il ne parait pas que la figure de la Terre influe sensiblement sur le mouvement de la Lune ; la différence des axes de la Terre est trop petite par rapport à la distance de cet astre pour que son effet puisse être aperçu; mais l'aplatissement de Jupiter étant beaucoup plus grand que celui de la Terre, si les mouvements de ses satellites et les inégalités qu'ils éprouvent en vertu de leur gravitation les uns sur les autres et sur le Soleil étaient assez bien connus, on pourrait en conclure l'effet de la figure de Jupiter, et juger s'il est conforme à la théorie; mais les observations ne sont pas encore assez précises et assez multipliées pour établir rien de certain sur cette matière. Pour ce qui regarde le flux et le reflux de la mer, on sent aisément que ce phénomène ne peut rien nous apprendre de bien précis sur la nature de la pesanteur, à cause de l'impossibilité de le soumettre à une analyse rigoureuse, et de la multitude des circonstances étrangères qui doivent troubler les résultats du calcul.
On voit par Texamen des phénomènes précédents, l'incertitude qu'ils laissent encore sur le principe de la gravitation réciproque de toutes les parties de la matière; mais il en est un qui me parait ne devoir
laisser aucun doute sur la vérité de ce principe, c'est celui de la précession des équinoxes et de la nutation de l'axe de la Terre; cal* il résulte des savantes recherches de M. d'Alembert sur cet objet, que ce phénomène est uniquement dû à la pesanteur de toutes les parties de la Terre sur le Soleil et la Lune, en supposant que chaque particule de la Terre gravite sur chacun de ces astres en raison réciproque du carré de sa distance; or )e centre de gravité de deux corps restant immobile en vertu de leur action mutuelle, la Lune pèse à son tour sur chaque partie de la Terre, et c'est du résultat de toutes ces tendances partielles, que se forme la force centrale qui la retient dans son orbite; il suit de là que la force attractive de la Terre, et généralement des corps célestes, appartient à chacune de leurs parties, et par conséquent que non seulement ces grands corps, mais les plus petites molécules de la matière s'attirent en raison de leur masse, et réciproquement comme le carré de leur distance; cette attraction générale a paru se manifester dans l'expérience délicate de M. Bouguer sur l'action de la montagne de Chimhoraço; mais c'est k l'illustre géomètre, qui, le premier a résolu, par une analyse aussi savante que rigoureuse, le problème de la précession des équinoxes, que nous devons une preuve incontestable de l'existence de cette gravitation réciproque de toutes les parties de la matière : voyons présentement si cette force se propage dans un instant du corps attirant à celui qu'il attire.
Il n'est pas vraisemblable que la vertu attractive ou, plus généralement, qu'aucune des forces qui s' eyiCTcent ad distans, se communique dans un instant d'un corps à l'autre, car tout ce qui se transmet à travers l'espace nous paraît devoir répondre successivement à ses différents points ; mais l'ignorance où nous sommes sur la nature des forces et la manière dont elles dans nos jugements, jus< J'observerai cependant q
une communication instantanée, on ne devrait pas se presser de conclure qu'elle a véritablement lieu dans la nature, car il y a infiniment loin d'une durée de propagation insensible à une durée absolument nulle. Or il peut arriver que cette durée ne soit qu'insensible, parce que les expériences sont faites sur des corps placés à de trop petites distances, ou pour d'autres raisons quelconques. Il eût été, par exemple, impossible de connaître la vitesse de la lumière par des expériences faites sur la Terre ; mais, en prenant pour terme de comparaison les distances des planètes au Soleil, cotte vitesse devient sensible, et c'est de cette manière qu'on est parvenu à la déterminer. Quoiqu'on puisse se servir des mêmes distances pour mesurer la durée de la propagation de la pesanteur, cette force pourrait cependant employer plusieurs minutes et mémo quelques heures à se communiquer du Soleil à la Terre, sans qu'il fût possible d'observer cette durée. Imaginons en effet deux masses, dont l'une, infiniment moindre que l'autre, se meuve autour d'elle, la plus grande étant supposée en repos; il est visible que, dans les premiers moments, la plus petite masse ira en ligne droite jusqu'à ce que la force attractive de l'autre masse ait commencé à l'atteindre ; mais à ce moment son mouvement sera le même que si la force attractive se propageait dans un instant. Ceci aurait encore lieu si le système de ces deux corps était emporté d'un mouvement commun et uniforme dans l'espace. Or, les planètes et leurs satellites étant à peu près dans le cas de l'hypothèse précédente, on voit que la gravitation pourrait employer un temps beaucoup plus considérable que la lumière à se propager du Soleil à la Terre, sans qu'il puisse être observé. M. Daniel BernouUi parait soupçonner cette propagation successive dans son excellente pièce suvLeJluxet le reflux de la mer . Suivant cet illustre géomètre, l'action de la Lune peut employer un ou deux jours à parvenir à la Terre. Une propagation aussi lente n'est pas vraisemblable : elle produirait des inégalités sensibles dans le mouvement de la Lune, et parait d'ailleurs contraire à l'activité avec laquelle la pesanteur s'exerce sur les corps, comme on va le voir dans les articles suivants.
Il nous re3te enfin à discuter si la pesanteur agit de la même manière sur les corps en repos et en mouvement; il est visible qu'un corps en repos, étant abandonné à la pesanteur, éprouvera toute son action» et tombera suivant la verticale sur la surface de la Terre; mais, s'il se meut déjà vers la Terre dans la direction de cette verticale, il est naturel de penser que la vitesse doit le soustraire en partie à Teifort de la pesanteur. Ce sentiment, très vraisemblable en lui-même, serait incontestable si la cause de cette force venait de Timpulsion d'un fluide quelconque; mais, comme elle est entièrement inconnue, je vais soumettre à Tanalyse les mouvements des corps célestes d'après la supposition de la gravitation agissant différemment sur les corps suivant leurs différents mouvements; je comparerai ensuite le calcul à Tobservation, car s'il existait quelque phénomène inexplicable jusqu'ici dans les suppositions ordinaires et qui dérivât nécessairement de celle-ci» on ne pourrait s'empêcher alors de la regarder comme indiquée par la nature, et conséquemment de l'admettre.
Je considérerai la pesanteur d'une molécule de matière comme produite par l'impulsion d'un corpuscule infiniment plus petit qu'elle, et mû vers le centre de la Terre avec une vitesse quelconque. La supposition ordinaire, suivant laquelle la pesanteur agit de la même manière sur les corps en repos et en mouvement, revient à faire celte vitesse infinie; je la supposerai indéfinie, et je chercherai à la déterminer par l'observation.
J'imagine un corps infiniment petit p dans l'espace {/(g. 2), décrivant autour de S, considéré comme immobile, une orbite quelconque sur le plan fixe pSM; je fais S/? = r, et l'angle pSM = ç. Je nomme,
de plus, -*- la force perpendiculaire à S/?, et agissant dans le même sens que le mouvement de la planète, et -^ la force agissant dans la
direction du rayon vecteur Sp et de S \ers p; cela posé, on aura, par l'article XXXIX.
Il s'ajçit présentement de déterminer vp' et ^"i pour cela, soit N le corpuscule que je suppose faire graviter/i vers S; si p était en repos,
N lui communiquerait vers S la force -5- Je représente par pG l'espace
que décrirait ce corpuscule durant le temps que p décrirait la droite
pQ, tangente à son orbite, avec la vitesse qu'il a en p. Si Ton fait pq égal a pQ, on peut considérer N comme animé des trois vitesses pQ, pq et pG; il n'agit sur/? qu'en vertu des deux dernières; en sorte que,
par l'action de ce corpuscule, p est animé d'une force -5» dirigée de p
vers S, et d'une force -; —^ dirigée de p vers q. Soit maintenant -
l'espace que décrirait le corpuscule N dans le temps T, avec la vitesse qu'il a en N, T et a étant constants, a étant un coefficient numérique extrêmement petit, et 0 étant variable suivant une fonction quelconque de la distance de /? à S; on a
dt étant l'élément du temps que je regarde comme constant; la force
^^ est conséquemment égale à -^aT^^— ^
Odt
Or, si on la décompose en deux, l'une Oq, perpendiculaire & pS, et l'autre suivant Op, on aura, pour la première,
S T«ré/cp r* 6 dt
et, pour la seconde,
Br^dt '
De là, on conclura facilement
y s aST^r
/> Qrdt '
partant, on aura
d(^ i / raSTé/9
1/ /•aSTrf<p\' J
Puisque les orbites des planètes sont presque circulaires, je fais
r^=a{i-{-ay) et 9 =: n/ -h a^c;
ainsi, en négligeant les quantités de l'ordre a^, je puis supposer 0 constant, ce qui donne
en faisant commencer l'intégrale avec t; ensuite l'équation (4) donne
d*r I /S c«\ /3c« 2S\ 2S cT
Il est clair que -, ^ doit être de l'ordre de a, et, comme a est arbitraire, je supposerai -5 = — > ce qui donne
d'où je tire, en intégrant,
K et £ étant arbitraires. Pour les déterminer, je supposerai que la droite SM, sur laquelle je place le corps/? au premier instant du mouvement, soit le lieu de l'aphélie de l'orbite elliptique que p aurait décrite, si Ton eût eu â = o; donc, si Ton nomme fte le rapport de l'excentricité primitive à la distance moyenne, on aura
K = e et £:=o;
partant
/ c ac oLd rw% \
r ^=La\ 1-4- «c cos —it r -75- \nt ) .
Présentement, l'équation (3) donne, en négligeant les quantités de l'ordre de a*,
dx c ic a^aTnt
cit rt* a' " a*Q
Soit
partant
donc
dx an^T
dt ~ ^ e En substituant, au lieu de y, sa valeur, et intégrant, on aura
X =r— 2es\nnt H — nT yr /i'/*;
r = al i-^ (xe cos nt ^T/i'n,
3 a a —, , ^, 9 — /î^ — aaesin/i/H r-T/i'/';
d'où il résulte que le mouvement moyen dcp est assujetti à une équation séculaire proportionnelle au carré du temps.
Les calculs précédents auraient encore lieu si les deux corps /> et S étaient emportés d'un mouvement commun dans Tespace.
Dans la supposition ordinaire, -k- est infiniment petit, et l'équation
séculaire disparait; partant, si cette quantité y n'est pas nulle, c'est
surtout dans l'altération du mouvement moyen des planètes et des satellites que son effet doit être sensible. Voyons donc ce que les observations nous apprennent sur cet objet.
XLVIH.
En comparant les éclipses des siècles passés avec celles de ce siècle, les astronomes ont remarqué que les Tables de la Lune ne peuvent y satisfaire» en supposant à cet astre un mouvement moyen constant; ils ont conséquemment admis une accélération dans ce mouvement. JA. Mayer, qui parait être un de ceux qui se sont le plus occupés de cet cbjety a déterminé la quantité de cette accélération; il l'a trouvée d'un degré en deux mille ans, et sensiblement proportionnelle au carré des temps comptés depuis une époque donnée qu'il fixe en 1700; à la mérité, les preuves sur lesquelles l'accélération du moyen mouvement de la Lune est fondée viennent d'être savamment discutées par M. de Lagrange, dans l'excellente pièce qui a remporté le prix de l'Académie pour Tannée 1773; et il parait résulter de son travail qu'elle est encore incertaine. Mais, sans entrer ici dans l'examen de ces preuves, j'observerai cependant qu'elle est assez vraisemblable. Or, si l'on considère les différents termes qui peuvent entrer dans l'équation de l'orbite
lunaire, il est très difficile d'expliquer cette équation séculaire dans la
«T supposition ordinaire de -y > infiniment petit; car il résulte des savantes recherches que M. d'Âicmbert a données dans ses Opuscules, que cela est impossible, en n'ayant égard qu'à l'action du Soleil, de la Terre et de la Lune supposées sphériques, et M. de Lagrange a fait voir, dans la pièce que je viens de citer, que la figure non sphérique de la Lune et de la Terre, et l'action des planètes ne peuvent le produire ;
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on peut donc conjecturer, avec quelque vraisemblance, que -^ n'est
pas exactement nul et, dans ce cas, en déterminer la valeur de cette manière.
Soient
S la Terre ;
p la Lune;
/ le nombre des révolutions de la Lune dans le temps /;
/ le nombre de ses révolutions dans le temps T.
L*équation séculaire de la Lune sera
3 aa
{hy^y^'-'^'-
(3r le rapport du mouvement moyen de la Terre à celui de la Lune
27^7^43" 3q343 égale environ ôZEjfth"^ == r^Vk" ' Donc, pour l'intervalle de 2000 ans.
365i6»»9™ 525969 on a
Ainsi, en supposant /= i, l'accélération du mouvement de la Lune sera, pour cet espace de temps,
- étant l'espace que parcourrait, durant une révolution de la Lune, le
corpuscule que je suppose la faire graviter sur la Terre.
Présentement, si Ton admet avec M. Mayer que, en parlant de Tannée 1700, l'accélération du mouvement moyen de la Lune soit
de I** en 2000 ans, on aura, pour déterminer -> l'équation suivante
3aa/ 36o'> Y, x,/525969\«_
mais, pour comparer la vitesse —^ avec la plus grande qui nous soit connue, savoir celle de la lumière, je nomme a! la distance moyenne
(le la Terre au Soleil, et je suppose, conformément aux dernières observations, la parallaxe moyenne de cet astre de 8'', 5, celle de la Lune étant de Sy'S"; on aura
a = a ;r-T TTi = a — - -
5yy ~ 6846
Soit, de plus, h Tespace que parcourrait dans une minute le corpuscule que je suppose faire graviter la Lune, on aura
Partant, h égale environ 960000 fois la distance du Soleil à la Terre, et, comme la lumière emploie huit minutes à peu près à venir du Soleil à nous» il suit que la vitesse du corpsculeN est 7680000 fois plus grande que celle de la lumière, en sorte quMl faudrait que la Lune se précipitât sur la Terre avec cette vitesse, pour ne point éprouver, au premier instant de sa chute. Faction de la pesanteur.
'I' Si Téquation séculaire de la Lune dépend de la valeur de -^> cette
C|uantité doit pareillement produire une équation séculaire dans le Oioyen mouvement des planètes. Pour la déterminer, j'observe que
ocT
— g- peut varier suivant la grandeur (le la masse attirante S, et suivant
1^ distance du corps attiré/?; il n'est cependant pas à présumer que la KKiasse plus ou moins considérable de S change cette quantité, parce C|ue chaque molécule agissant comme si elle était isolée, en augmentant la masse, on ne fait qu'augmenter la somme des actions des mole-
ouïes de matière, ce qui ne peut altérer la vitesse -7p*
Quant à la manière dont -j, dépend de la distance Sp, la supposition la plus naturelle est de faire 0 constant ou, ce qui revient ;ui raème, la vitesse -t, constante aux différentes distances de S; je m'ar-
rntcrai conséquemment à cette supposition, faute d'observations pour déterminer la véritable.
Cela posé, si Ton désigne par i\ /', a\ pour le Soleil et la Terre, des quantités analogues à celles que j'ai représentées ci-dessus pari, /, a pour la Terre et la Lune, on trouvera l'équation séculaire de la Terre égale à
3 a',( 36o V/fOA^o a 6 V 57" '7 44/
d'où il suit que, dans le même intervalle de temps, les équations séculaires de la Terre et de la Lune sont entre elles comme a'Vi'^ la/P, ou, parce que V\l\\i'\i, comme a'i'^lai^. Or a';a :; 57'3'':8%5 et
i' : 1: : 39343 : 625969; donc l'équation séculaire de la Terre est à celle de la Lune comme i : 5,934» ou comme 1:6 environ, et, par conséquent, de 10' à peu près en 2000 ans.
J'observerai ici que cette accélération du mouvement moyen de la Terre donne pour la Lune une équation séculaire un peu différente de celle que M. Mayer a conclue des observations, et dont j'ai fait usage. Cet illustre astronome l'a déterminée par la comparaison des éclipses anciennes et modernes, en supposant le mouvement moyen du Soleil constant; mais, puisqu'il est actuellement plus rapide qu'autrefois, il est clair qu'en partant du mouvement moyen actuel, M. Mayer a supposé le Soleil et, par conséquent, la Lune, trop peu avancés au moment des éclipses anciennes : il faut donc ajouter à Téquation séculaire de la Lune, trouvée par cet astronome, celle du Soleil, pour avoir la véritable quantité de cette équation. Soit x cette quantité; l'équation séculaire de la Terre est \x; mais l'équation conclue par M. Mayer égale
donc X égale 1^12'; la véritable équation séculaire est donc de 1^12', et celle du Soleil de 12' en 2000 ans. Cette considération diminue un peu la vitesse du corpuscule N, et la rend 6400000 fois plus grande que celle de la lumière.
Pour avoir les équations séculaires des autres planètes, je considère
deux de ces planètes/? ety, dont les distances moyennes du Soleil soient a et a', et pour lesquelles i et i' expriment les nombres des révolutions faites dans te même temps t; leurs équations séculaires seront entre elles comme ai'': a' i'*; mais on a
d'où il résulte que ces équations séculaires sont entre elles comme
~ : ~> c'est-à-dire, réciproquement, comme les racines carrées des
septièmes puissances des grands axes de leurs orbites.
D'après ce théorème, je trouve pour Vénus une équation séculaire d'environ 38' en sooo ans,' et, pour Mercure, une équation d'environ 5°, 5 pour le même intervalle de temps.
Si l'on compare maintenant ces résultats à l'observation, on verra que nous manquons d'observations assez anciennes et assez exactes pour savoir si Vénus et Mercure ont une équation séculaire sensible.
Il est fort incertain si le moyen mouvement de la Terre s'accélère, ou reste sensiblement le même; ce dernier sentiment parait le plus vraisemblable, mais l'incertitude où l'on est à cet égard prouve au moins que l'équation séculaire de la Terre est très petite, ce qui s'accorde fort bien avec la théorie précédente, suivant laquelle cette équation n'est qu'un sixième de celle de ta Lune.
Quant aux planètes supérieures, il est probable que les mouvements moyens de Jupiter et de Saturne ont souffert une variation sensible; mais elle dépend d'une autre cause que de la valeur de %■> qui ne peut en produire qu'une absolument insensible.
Je n'ai eu égard, dans les calculs précédents, qu'à l'équation séculaire des moyens mouvements, comme la plus considérable de toutes
ipposé les orbites offlètes. Voici pré-
sentcinent une méthode pour déterminer ces variations, quelle que soit roxeentricité des orbites.
Je reprends les équations
d*r rdo* S «STrfr
(^) '^ = dF - -dïT -^ 7* -^ TprW
Puisque 0 est supposé constant, on aura
/•«STrfj _ «STo
Soit
ST
l'équation (3) devient ainsi
l'équation (4) donne celle-ci.
^/£//\ do^ Sdt ^dr
équation dans laquelle je puis faire varier di; or, si l'on y substitue au lieu de dt sa valeur ^_^J > et que l'on fasse ^ = 5, on aura, en supposant d^ constant,
d^z , S do
ce qui donne, en intégrant.
/'Scfcpcoso r^d<p sïno - — ^ g ■ ; — COS9 / ; £ J.
Comme il parait très difticile d'intégrer rigoureusement ces quan tités, je les réduis en séries; or on a
/ 9'*f/9C0S9 = 9'*sin9 -h n 9"-* C0S9 — n(n — i)9'*-*sîn9
— w(« — - 1) (/l — 2)9'*-*COS9 -h. . .
et
ycp»(i(psin<p = — ©«cosç -h /icp'*""* sïn(^-\- n{n — i)9'»-*cos9 — . . .;
partant
sin 9 j 9" d<^ cos 9 — cos 9 / 9" f/9 sin 9
d'où il est facile de conclure 5 = Kcos(9-f-£)4--,j^i-+-— 9H--^(9«-i.2)-h^(9'-2.39)-h...J.
Maintenant, puisque Ton a
et
Kcos(9-hÊ) -H-i(n 9-i-...j
on aura / en (p; partant ç en /, par le retour des suites; d'où il sera aisé de conclure ren /.
Si Ton nomme a le demi grand axe d'une ellipse, ae son excentricité, e la distance de la planète qui circule dans cette ellipse au périhélie, lorsque ç = o, on aura
a(i — e*) ~" I -+-ecos(9H-£)'
partant, si Ton considère l'orbite de la planète/? comme une ellipse dont le demi grand axe et l'excentricité varient, on aura
et
Je n'aurai égard ici qu'aux quantités de l'ordre de 6, et je désignerai par 8a et Se les variations extrêmement petites de a et de e; cela posé.
lorsque f égale zéro, on a
et lorsque (p a une valeur quelconque, on a
donc
partant
ia 2e de _ 8 a6
de plus Téquation
donne
donc
de 26
da _ ie(i -i-e*) a e ( I — e* )
De ces équations, on tirera les valeurs de Sa et 8e; j'observerai ici que les lieux de Taphélie et du périhélie sont immobiles. Je suppose maintenant que Ton veuille déterminer de quelle quantité la valeur de
-Q- accélère le passage d'une comète par le périhélie. Je reprends pour
cela les équations
di ''-^-l-
et
c»V^ c ?) + Kcos((p + 0
elles donnent
r/ii
y~~c'^) [f«('"*' ^?) + ïtcos((p -*-«)j
partant
cdtz=
-, -+- K COS(cp + £)J I -, 4- K COS(<p 4- 6)1 1 ^ ■+■ ^ COS(cp 4- 6)1
Soit
^ = A -hBcOS((p-h 6) 4- CC0S2(9 -h6)-f-. . .
r^ 4-Kcos((p4-e)j
et
^ = A'-hB'cos(9 4-6)-+-C'cos2(9-he) -h. . .
I -, -HKcOS(cp-4-6)j
Donc
c^~ Acp H-Bsin(9 -he) 4-. . .
H A 9' 4- -B<psin(cp4-e)4-. . . A' -^9' —
Soit e = o, le passage au périhélie aura lieu lorsque ç — o, ç = 360**, ç = 2.36o®, — Nommant donc 'T le temps d'une révolution, et 'T' le temps de la révolution suivante, Tune et l'autre à compter du passage par le périhélie, on aura
-'T _ 6 / 36o° \ /aV S _ ii \ 'T ~" 01^57" 17' 44V V A c» 2)'
Il ne s'agit plus maintenant que de connaître A, A' et-; or, puisque
l'on a
et
on aura (voir le Calcul intégral de M. Euler)
et
A'=a»v/T="i*(i4-ie*).
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Soit 'T — m minutes et 'T' = m' minutes ; on a
6_«ST JefaisT = T, donc
ir exprimant le rapport de la demi-circonférence au rayon ; partant
ê 27ra
- étant Tespace que décrirait le corpuscule N durant le temps T; or,
dans une minute, cet espace est par Tarticle XLVIII, en ayant égard à la remarque de l'article XLIX, égal à 8oooooa\ a' exprimant le demi grand axe de l'orbite terrestre; donc
ê 2na
^ y/i — e* 800000 ma'
partant
'^ -'^^^ 44444 â'(,TT3;^;37^' d'où l'on voit que m — m' est absolument insensible.
Il résulte des articles précédents que l'hypothèse de la pesanteur agissant difleremment sur les corps en repos et en mouvement donne un moyen fort simple d'expliquer l'équation séculaire de la Lune; cependant, quelque naturelle qu'elle puisse être, je suis bien éloigné de la regarder comme certaine, et je ne la propose que comme une conjecture qui m'a paru mériter l'attention des philosophes; elle ne serait pas douteuse s'il était bien démontré : i^. que l'équation séculaire de la Lune existe; 2^ qu'elle ne peut s'expliquer dans les suppositions ordinaires, ou par des causes étrangères à la pesanteur; or Tune
et l'autre de ces assertions, et particulièrement la seconde, est sujette encore ii bien des difficultés. Il est à la vérité vraisemblable, par la comparaison des observations anciennes et modernes, que le moyen mouvement de la Lune est maintenant plus rapide qu'autrefois; c'est ce qui m'a paru même résulter des calculs de M. de Lagrange, dans la pièce citée précédemment, en les examinant avec attention. (Fbir l'addition qui est à la fin de ce Mémoire.) Cette accélération d'ailleurs, si elle existe, ne parait pas explicable par le seul principe de la gravitation universelle, dans les suppositions reçues, comme je l'ai déjà remarqué.
Si donc on admet cette équation séculaire, il faut, pour l'expliquer, ou faire varier un peu, comme je l'ai fait précédemment, les suppositions d'après lesquelles on a calculé jusqu'ici le mouvement des corps célestes, ou recourir à des causes étrangères au principe de la gravitation universelle. Pour voir jusqu'à quel point le premier de ces deux moyens est.préférable au second, j'imagine que, au lieu de déterminer les mouvements célestes dans certaines suppositions sur Taction de la pesanteur, on eût cherché à déterminer ces suppositions par les mouvements observés; il est visible que, en admettant une accélération dans le moyen mouvement de la Lune, on aurait trouvé la pesanteur agissant difieremment sur les corps, suivant leurs différents mouvements; or je demande si Ton ne s'en fût pas tenu à ce résultat, qui parait d'ailleurs bien plus naturel que la supposition ordinaire? On doit convenir, cependant, que, en admettant dans l'espace un fluide extrêmement rare, on explique d'une manière très satisfaisante l'équation séculaire de la Lune {voir la pièce de M. l'abbé Bossut, qui a remporté le prix de l'Académie pour Tannée 1762). Mais l'existence d*un pareil fluide est fort incertaine, à moins que l'on ne prenne pour ce fluide la lumière du Soleil. Or, il ne parait pas qu'elle résiste assez pour retarder sensiblement le mouvement de la Lune; car, selon toutes les apparences, cette lumière est une émanation de la substance même du Soleil. Gela se prouve par les phénomènes de la réflexion et de la réfraction de la lumière, qui s'accordent très bien avec cette hypo-
thèse, en admettant de plus que les atomes lumineux sont attirés par les corps, suivant une fonction de la distance. Gela parait encore indiqué par l'aberration des fixes; car ce phénomène prouve que la vitesse du corpuscule de lumière qui vient frapper l'organe de la vision est à celle de la Terre en raison constante, quel que soit Tastre qui envoie la lumière; or, cela ne peut arriver dans Thypotbèsc d'un fluide élastique, mis en vibration par les corps lumineux; en effet, si l'on applique à ce cas les formules que MM. de Lagrange et Euler ont données pour le son, on trouve que, à une très grande distance de i'astre, la vitesse de ce fluide diminuerait en raison de cette distance, en le supposant également élastique et dense dans toute son étendue; cette vitesse ne serait donc pas constante pour les différentes étoiles, ni la même que celle de la lumière qui nous est réfléchie par les satellites de Jupiter, ce qui est contraire à l'observation. On pourrait, à la vérité, imaginer que les vitesses communiquées au fluide par les différentes étoiles sont telles qu'elles deviennent toutes égales, près de la Terre; on pourrait supposer encore telles lois d'élasticité et de densité qui produiraient cette égalité; mais ces suppositions sont trop invraisemblables pour les admettre.
Présentement, si Ton regarde la lumière comme une émanation de la substance du Soleil, elle ne peut produire par son impulsion l'équation séculaire de la Lune; c'est ce que les géomètres trouveront aisément par le procédé suivant qui m'a conduit à ce résultat. J'omets ici les calculs à cause de leur longueur, et parce qu'ils sont faciles par la méthode exposée dans les articles précédents.
En admettant, avec M. Mayer, une équation séculaire pour la Lune d'un degré en deux mille ans, et supposant la parallaxe du Soleil de 8"^, je détermine d'abord la perte de la masse du Soleil dans cet intervalle de temps; ensuite, pour vérifier si cette perte est réelle, j'observe qu'il doit en résulter un retardement dans le moyen mouvement de la Terre, parce que la masse du Soleil diminuant sans cesse, l'orbite de la Terre doit se dilater de plus en plus : or, je trouve que, pour admettre dans le mouvement moyen de la Lune une accélération d'un degré en
deux mille ans, il faudrait admettre une retardation de plusieurs degrés dans celui de la Terre, ce qui est absolument contraire aux obsenrations ; d'où je conclus que l'impulsion de la lumière solaire ne peut produire l'équation séculaire de la Lune. Mais cette lumière agit d'une manière plus sensible sur la Terre, en dilatant l'atmosphère; c'est ce qui produit, au moins en partie, ces vents généraux d'est qu'on observe sous la zone torride. Or, il parait que la rotation de la Terre doit être sensiblement retardée par l'action de ces vents; ce qui expliquerait d'une manière fort simple Téquation séculaire de la Lune. En effet, si l'on suppose les jours plus longs qu'autrefois, le mouvement de la Lune doit, par cette raison, paraître plus rapide. Il est vrai qu'alors les mouvements moyens du Soleil et des planètes seraient pareillement assujettis à une équation séculaire; mais le mouvement du Soleil n'étant que — environ de celui de la Lune, son équation séculaire serait en même raison plus petite, et par eonséqueiit insensible. Dans cette supposition, l'accélération du moyen mouvement de la Lune n'est qu'apparente, et ce mouvement est constant en lai-méme; mais j'ai trouvé, par une méthode fort simple, que je me propose d'exposer ailleurs, que la rotation de la Terre ne peut être sensiblement retardée par l'action des vents, en admettant qu'ils aient pour cause la dilatation de l'atmosphère produite par la chaleur du Soleil. J'ai de plus examiné dans un Mémoire sur les inégalités du mouvemerU de rotation de la Terre, si l'action du Soleil et de la Lune peut y produire une équation séculaire sensible, en ayant égard aux différentes inégalités du mouvement de ces deux astres, et supposant, pour plus de généralité, une inégalité quelconque entre les moments d'inertie de la Terre par rapport à ses trois axes principaux. Cette discussion m'a paru nécessaire avant que de prononcer sur l'impossibilité d'expliquer l'équation séculaire de la Lune dans les suppositions ordinaires sur la gravitation universelle. Or, puisqu'il résulte de cette recherche que l'action du Soleil, de la Lune et des vents ne peut retarder le moyen mouvement de rotation de la Terre, il suit que Taccélération du moyen mouvement de la Lune est réelle : il y a donc
bien de Tapparence» si elle existe» qu'elle dépend de la cause que je lui ai assignée ci-dessus.
Quoi qu'il en soit, les calculs précédents ont du moins l'avantage de nous faire connaître Tétonnante activité de la pesanteur, puisqu'il faudrait supposer à la Lune une vitesse vers la Terre plusieurs millions de fois plus grande que celle de la lumière, pour la soustraire à son action ; et il parait bien certain que cette activité ne peut être moindre, car elle serait infinie, si Téquation séculaire de la Lune était nulle, ou due à d'autres causes. Cette activité prodigieuse me persuade que la force attractive doit employer un temps beaucoup moindre que la lumière à se propager d'un corps à l'autre; et que celle de la Lune, loin d'être deux jours à parvenir à la Terre, comme M. Daniel BernouUi l'a soupçonné, y parvient en moins de 7^7^;^ de seconde.
Après avoir discuté les différentes suppositions dont les géomètres ont fait usage dans l'application du principe de la pesanteur universelle, je vais rentrer dans ces mêmes suppositions, et déterminer les inégalités séculaires des planètes.
Sur les inégalités séculaires des planètes.
En considérant les masses des planètes comme étant extrêmement petites par rapport à celle du Soleil, leur action serait insensible dans l'intervalle d'un petit nombre de révolutions, et chacune d'elles décrirait à chaque révolution une orbite elliptique autour du Soleil. Après un temps considérable, l'action réciproque des planètes pourrait devenir sensible; mais comme, après ce temps, elles décriraient encore à très peu près une ellipse à chaque révolution, cette action ne pourrait se manifester que par les changements qu'elle occasionnerait à la longue dans les éléments des orbites, c'est-à-dire dans la position des nœuds et de la ligne des apsides, dans l'excentricité, l'inclinaison et surtout dans les moyens mouvements. Ces inégalités sont, par consé-
quent, les plus considérables de toutes, et celles dont il importe le plus de fixer la valeur par la théorie.
Parmi ces inégalités, la plus essentielle à considérer est celle des moyens mouvements; elle ne parait pas, cependant, avoir été déterminée avec toute la précision qu'exige son importance. M. Ëuler, dans sa seconde pièce sur Jes irrégularités de Jupiter et de Saturne, la trouve égale pour Tune et Tautre de ces planètes. Suivant M. de Lagrange, au contraire, dans le troisième Volume des Mémoires de Turin (*), elle est fort difierente pour ces deux corps. Ayant recherché la raison d'une disparité aussi frappante entre les résultats de ces deux illustres géomètres, il m'a paru qu'ils n'avaient point fait entrer en considération plusieurs termes aussi sensibles que ceux auxquels ils ont eu égard. M. de Lagrange semble à la vérité avoir porté plus loin la précision que M. Euler : j'ai lieu de croire, cependant, que la formule n'est pas encore exacte. Celle à laquelle je parviens est fort différente (^). Ce peu d'accord m'avait fait soupçonner que je pouvais m'étre trompé; mais, ayant recommencé plusieurs fois mes calculs, je suis parvenu aux mêmes résultats; je m'y suis conformé d'ailleurs, en examinant avec attention la solution de M. de Lagrange; car cet illustre géomètre néglige dans les équations différentielles les sinus et les cosinus de très petits angles, à cause de l'extrême petitesse de leurs coefficients; mais ces coeflicients deviennent fort grands par l'intégration, et produisent, dans les moyens mouvements, une équation séculaire comparable à celle à laquelle il parvient. J'observerai ici que la grandeur de ces coefficients dans la théorie des planètes peut rendre fautive la supposition que leur mouvement vrai est égal à leur mouvement moyen, plus à une très petite quantité. Or, comme toutes les solutions connues du problème des trois corps sont fondées sur cette supposition, il me parait que les formules du mouvement vrai des planètes que Ton
(*) Œuvres de Lagrange, T. I, p. 667.
(*) Depuis qae j'ai lu ces Recherches à l'Académie, j*ai trouvé qu'elle élait idenliquemeni nulle {yoir l'Article LIX). J'aurais pu le démontrer d'abord, mais j'ai préféré donner mQS idées suivant Tordre dans lequel elles se sont présentées à mon esprit.
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en tire, ne doivent être employées que pour un tenips limité après lequel il est k craindre qu'elles ne deviennent inexactes.
Indépendamment de tout calcul» on peut s'assurer par la considération suivante, que la formule de M. de Lagrange est incomplète. Car, si le plan fixe auquel il rapporte le mouvement des deux planètes, au lieu d'être l'écliptique, était tout autre plan, cette formule donnerait une équation séculaire totalement différente; et si ce plan passait par l'intersection des orbites de Jupiter et de Saturne, cette même équation qui, auparavant, dépendait de l'inclinaison respective des orbites cesserait d'en dépendre. Il parait, cependant, que le mouvement moyen d'une planète et l'équation séculaire de ce mouvement doivent être les mêmes, quel que soit le plan sur lequel on les rapporte. Au reste, ce que je viens de dire ne touche point au mérite de la solution de M. de Lagrange; je lui rends, avec plaisir, la justice de la regarder comme une des choses les plus délicates que l'on ait tirées de l'Analyse.
L'Académie proposa pour sujet du prix de l'année 1760, de déterminer l'altération du mouvement moyen de la Terre, produite par l'action des corps célestes. La pièce de M. Charles Euler qui fut couronnée, quelque estimable qu'elle soit d'ailleurs, n'a rien ajouté, ce me semble, à ce que l'on savait déjà sur l'effet de l'attraction des planètes. Après avoir discuté l'action de la comète de 1759, sur la Terre, pour altérer son mouvement moyen, il se contente d'observer que l'action des planètes doit y produire une inégalité proportionnelle au carré du temps, sans se mettre en peine d'en fixer la véritable valeur.
On voit par ce détail l'incertitude qui règne encore sur l'équation séculaire du mouvement moyen des planètes, et combien il est nécessaire de la déterminer avec précision.
Voici maintenant pour y parvenir une méthode fort simple; mais comme cette recherche est nécessairement liée avec celle des inégalités séculaires, tant de l'excentricité et de l'inclinaison que de la position des nœuds et des apsides, je vais les embrasser dans mon calcul.
Je dois observer ici que, quoique les formules auxquelles je parviens renferment des termes proportionnels au temps et au carré du temps, je ne prétends pas, cependant, que ces termes se rencontrent dans l'expression rigoureuse du mouvement des planètes; il peut arriver, en effet, qu'ils soient produits par le développement des sinus et cosinus de très petits angles, en séries; mon objet ici n'est point d'entrer dans cette discussion, très intéressante du côté de l'Analyse, mais qui devient inutile pour tout le temps durant lequel l'Astronomie a été cultivée. On peut consulter, sur cette matière, un fort beau Mémoire de M. de Condorcet, qui a pour titre : Réflexions sur les méthodes d'approximation (* ).
LUI
Je reprends les équations (i), (2) et (3) de l'article XXXIX.
^91/ r^Wdt\
J'imagine ensuite une autre planète p\ et je désigne pour cette planète par ç', r' et s' ce que j'ai nommé ç, r et 5 pour /?; soient de plus p et/?' les masses des deux planètes /?,/?', et v leur distance mutuelle; soit encore S la masse du Soleil. Gela posé, on trouvera
^ =pV sin(9'- ç>) r î -_ - ^1,
r»(i-h5»)» r'^(i-hs'*y
(*) Mémoires de l'Jcadémiey année 1771, p. 9.81.
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partant, on aura
cPr i { ^ r . ^'T.t
.ycos(9'-9)r î-^ h
-f- ^[5'— 5cos((p'— 9)] î 3 — -i r
Je supposerai les masses des planètes infiniment petites par rapport à celle du Soleil; je ferai ainsi p = ^meip' = Sm', la caractéristique S désignant une différence infiniment petite. Je prendrai ensuite pour plan de projection le plan de Torbite primitive de p, ce qui rend s infiniment petit, et permet de négliger son carré.
Cela posé, j'observe d'^ibord que les orbites des planètes sont fort peu inclinées les unes aux autres, et qu'elles ont fort peu d'excentricité; ainsi, en supposant a une quantité très petite, je supposerai l'excentricité et l'inclinaison de l'ordre a; je me contenterai de pousser la précision jusqu'aux quantités de Tordre a^ S/w' inclusivement.
Si l'on intègre présentement les deux équations
elles donneront, comme l'on sait,
et
/• — a iH h xecos{nt-\- e) cos 2 ( /i^ 4- e ) H-. .. .
Ces équations sont à une ellipse dont a est le demi grand axe, et oea l'excentricité; A' exprime la distance moyenne de la planète à une ligne fixe, lorsque i = o, et e la quantité dont elle est plus avancée que son aphélie à cet instant. Ces valeurs de r et de 9 sont exactes lorsque Sm'=:o; mais, lorsqu'il n'est pas nul, il faut difTérentier les équations (4) et (5), par rapport à S, et leur ajouter les termes affectés de om', dans les équations (A) et (B); on aura ainsi
(6) et
rfii))
Si l'on substituait dans ces équations, au lieu de 9, r, ip', r*, ^, £<p, ^r, leurs véritables valeurs, tous les termes homologues se détruiraient réciproquement, c'est-à-dire que l'on aurait séparément égaux a zéro : i" les termes constants; 1° les termes proportionnels au temps; 3" ceux qui sont proportionnels au carré du temps, etc.; 4° '^^ coefficients des sinus et des cosinus desdifTérents angles; ce qui produirait une suite infinie d'équations, mais, pour l'objet que l'on se propose ici, il suffit d'avoir égard dans l'équation (6) aux termes constants, et à ceux qui croissent comme le temps; dans l'équation (7), il faut, de plus, avoir égard aux coefficients de cos(nï + s) et de sin(n/ -h i). Or, en ayant égard à ces termes seuls, on aura
■icim' r r I r'I itn'r
-t-3TO'cos(i))'—
Parmi les termes constants, on peut négliger ceux de l'ordre oL^Bm': on aura ainsi, en n'ayant égard qu'aux termes constants et proportionnels au temps,
Or on a
S-l-âm
et, aux quantités près de Tordre a%
Soit donc
S(x' exprimera le rapport de la masse de la planète p' à celle du Soleil, et Ton aura
(8) ^=-'i^,r-'^^^nH,
\ 0=1 --T— H r-dr ^^ tfr -h a ou' /i« A -4- «aia'/i*Ccos(«/ -h c)
( -h aadfjL'/i'Dsin(/i/ H- g) -h a*aB dfx'/i'r.
Je suppose et
en substituant ces valeurs de S9 et Sr dans les équations (8) et (9), on trouvera, en comparant les termes homologues,
g^'xk, / — —A, »/>=:-D,
„-_3eA--C, K-=-eU-B, /i = 7(B-cD).
De là, on tirera facilement
r = a\i + a{e-h i 8(i'Dn(] cosfn/f H- 3A V+ — C3;ji'j -i-fl +,..j.
On voit par là que, si l'on nomme i le nombre des révolutions de p, depuis une époque donnée, l'accroissement de l'équation du centre sera
(xDSn'i.36o'.
Le mouvement de l'apogée, suivant l'ordre des signes, sera -èii'i.36o<-UA+~\- Enfin l'accélération du mouvement moyen sera
Il ne s'agit donc plus que de déterminer A, B, C et D avec toute l'exactitude possible. Or, si l'on nomme a' le demi grand axe de l'orbite de />'. ae't^ son excentricité; si, de plus, on fait
-- b, cos9 + i, cosa9-+- fr, cos39 + . . .,
(i— ascosfl + z')^
*'+ b\coi9-h 6',cosa9-i- è;cos39 -i-. . .,
et que l'on nomme V la longitude de Taphélie de p\ moins celle de l'aphélie de /? à l'origine du mouvement, j'ai trouvé :
Accroissement de Téqualion du centre
je nomme X cette quantité :
Mouvement de Tapogée suivant l'ordre des signes
rr:_ oy £.36oo r? (6-6') -+--(3^;- 6,) --?5»f 6' -^i^;)l ^— ^;
^ La^ 2^ * *' 4 \ a VJ aaetangV
Accélération du mouvement moyen
= r^ aeae'5a'5sinVi*.36oo
On aura 6, 6, , et, à leur moyen, ftj, 63, . . . , 6', 6', , . . . , 6", 6' , ... par des méthodes trop connues des géomètres pour que je m'y arrête.
En comparant ces formules avec celles de M. de Lagrange, j'ai trouvé que les expressions de l'accroissement de l'équation du centre et du mouvement de l'aphélie sont entièrement d'accord avec celles de cet illustre géomètre, mais l'expression de l'accélération du mouvement moyen est très différente, et j'en ai dit ci-dessus les raisons.
Je vais maintenant déterminer la position de l'orbite de la planète sur un plan fixe; pour cela, je reprends les équations (A), (B),
(C), etc. J'y suppose d'abord 8m' = o; elles deviennent
rf*r c S -h/?
r*(i-h5»)' d}s idsdr c^s
Au lieu de supposer, comme précédemment, 5 = 0, je le supposerai de l'ordre de a, et je ferai s = ak, s'= aV. Il est clair que les trois équations précédentes sont celles d'une ellipse projetée sur un plan fixe, et l'on aura, aux quantités près de l'ordre de a^,
5 = ay sin((p -4- gt), 5'= ay' sin((p'-4- gj'),
orf et olY étant les tangentes des inclinaisons des orbites de p etp' sur le plan fixe. Cela posé, l'équation (C) donne
d^dl 2d\ddr 2drddl c* 5X ^c^Srl o = ■
dl^ rdl^ rdt^ r* r
Je ne ferai attention qu'aux termes de la forme
cos(/i/-+-0) et sin(/ir-i- 0),
0 étant la quantité dont la planète est plus avancée que son nœud lorsque t = o\ soit donc, en poussant la précision jusqu'aux quantités de l'ordre de aS(x' exclusivement,
CX
r- ont
' frdt^m{^'-<^)\ î ^-Jin
H rx'— Xcos
Lr'»(i-l-y«)' *^ J
En* 8(ii'sin(/it + ô) -+- Fn»df*'cos(n< -+- 9);
on aura
d^èl icCkdir 2drddl c^dl ^cndr
Soit
dt^ rdt' rdt- /* r*
H- E/i*ô^'sin (/«/ -i- 0 ) -f- F/i« (Î|jl' cos(/i^ 4- Ô).
et l'on trouvera, en substituant dans Téquation précédente, au lieu de oX, cette valeur, et, au lieu de Sr, sa valeur ci-dessus.
/=:lE-+-2yA et ^. — — Ip;
partant,
aX = oy sin(/i^-h 0) -h adii'nt f aAy + - E] cos(/if -f- 0)
Fd^x' ntsin(nt-\- ô),
d'où l'on tire
s = (<xy - i F ^fx'/îA sin fn/Z^i -f- 2 A 3^' H- ~^\ + ^1 •
La diminution de l'inclinaison de l'orbite de p sur le plan fixe sera donc ^F§(x'i.36o*^, et le mouvement rétrograde de ses nœuds sur le
même plan — ^/.36o®. Il ne s'agit donc plus que de déterminerEet F;
or, en nommant I la longitude du nœud de/>' sur le plan fixe, moins celle du nœud de/? à l'origine du mouvement, j'ai trouvé
Diminution séculaire de Tinclinaison de Torbite/? sur le plan fixe
et
~i^ay'sinHfJL7.36oo
Mouvement rétrograde de ses nœuds sur le même plan
=: ^ à^L'll- '(- COS A iMo\
Ces formules du mouvement du nœud et de la variation de l'inclinaison s'accordent avec celles de M. de Lagrange, et avec celles que M. Euler a données dans sa première pièce sur Jupiter et Saturne; car
cet illustre géomètre, en prenant pour plan fixe celui de l'orbite de p\ considéré comme invariable, trouve
Diminution de Tinclinaison de l'orbite de p sur ce plan = o et
Mouvement rétrograde de ses nœuds =: — —^ i.Sôo».
D'où il est aisé de tirer les formules précédentes, en rapportant le mouvement de cette planète sur un autre plan peu incliné à celui des deux orbites de p et de />'.
Il est aisé de voir que Tinclinaison de l'orbite de/i ira en augmentant, ou en diminuant, suivant la position du plan fixe, et que le mou-
vement des nœuds sera direct ou rétrograde, suivant que /-cosi sera
plus grand ou moindre que l'unité. Ces deux remarques sont des corollaires assez simples des formules de M. Euler pour qu'il ait pu se dispenser de les faire; mais, ce qu'il importait véritablement de tirer de son calcul, était la diminution de l'obliquité de Técliptique, et c'est ce que cet illustre géomètre a fait dans les Mémoires de V Académie pour Vannée 1754.
J'ai supposé dans les calculs précédents les masses des planètes infiniment petites par rapport à celle du Soleil; cette supposition est admissible pour Mars, la Terre, Vénus et Mercure; mais elle n'est pas exacte pour Jupiter et Saturne, car Jupiter, par exemple, égale -^ de la masse du Soleil; or, ce rapport, loin d'être infiniment petit, est très comparable au produit des excentricités des deux orbites, auquel j'ai eu égard dans l'expression de l'accélération des moyens mouvements. Il parait donc alors nécessaire de considérer dans ces recherche^ les quantités multipliées par S[jl'^. Or, en regardant %\i! comme étant de l'ordre de a^, j'ai trouvé par le calcul, et les géomètres verront aisément à l'inspection des équations (6) et (7), que ces quantités n'ajoutent aucun terme aux formules précédentes; en sorte qu'elles sont exactes, même dans la supposition où 0[x' serait de Tordre de a^.
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De plus, si Ton considère avec attention ces mêmes équations (6) et (7), on verra que l'expression de l'accélération du mouvement moyen est exacte aux quantités près de Tordre de a* S[jl', en sorte qu'elle serait la même si Ton avait égard dans le calcul aux quantités de l'ordre de a' S(x'; pareillement, on verra que les formules du mouvement des nœuds et de l'apogée, et de la variation de l'excentricité et de rinclinaison sont exactes, aux quantités près de Tordre de a' 8\k; on peut donc les regarder comme fort approchées.
Je vais présentement déterminer les inégalités proportionnelles au cube et aux puissances supérieures du temps dans le moyen mouvement des planètes, et celles qui sont proportionnelles au carré et aux puissances supérieures du temps, dans les autres éléments de leurs orbites.
Il est aisé de voir, à l'inspection des équations du problème, que Ton aura
J'ai précédemment déterminé K en fonction de 5, ae, ae' et sinV, et j'en conclus L de la manière suivante. Pour cela, je fais
t=iT-^ti et 9=i<^-+-9i,
T et $ étant considérablement plus grands que /« et <p,, et 9, étant nul lorsque /, égale o; on aura donc
mais si Ton nomme K' ce que devient K lorsqu'on y met, au lieu de r, e, e! et V, les valeurs qui ont lieu après le temps T, et que Ton nomme /îi ce que devient n après ce temps, on aura
donc, en comparant, on aura
partant,
Loft— .^ — ^--- .
On voit donc que, pour avoir L, il faut clifTérentier K, en y faisant varier s, V, ^, ^, des quantités dont elles ont varié après le temps T, diviser cette différence par T, et en prendre le tiers.
Comme la variation de z est de Tordre de a*S[jL', celles de e et c' étant de l'ordre de S[x', on peut rejçarder dans la différentiation z comme constant.
On obtiendrait, par une méthode semblable, les termes proportionnels à la quatrième, cinquième, etc. puissance du temps.
Pareillement, on peut supposer le mouvement de Tapogée égal i
HS|x'/ -HMS(Ji'^/*-h J'ai déterminé ci-devant H en fonction de r, é»',
3 et V. Soient donc / = T -h- /< et H' ce que devient H après le temps T ; le mouvement dans l'intervalle /« sera
d'où l'on tirera
partant
HôfJL'/,-h2Mrîfx'«T^4-...,
H -H4-2MoyT;
On déterminerait de la même manière les inégalités proportionnelles au carré, au cube, etc. des temps, dans les autres éléments de Torbite; mais toutes ces inégalités sont encore trop peu sensibles pour y avoir égard.
Application des fonnules précédentes à Jupiter et à Saturne,
M. de Lagrange a trouvé dans le Mémoire cité précédemment {voir le III* Vol. des Mémoires de Turin, p. 376), en supposant que p soit
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Saturne et/>' Jupiter,
mm
ei
irs, je les ai trouvées exactes
Mais, suivant les Tables de Halley, on a, pour Tannée 1750,
ae'^= 0,048218, a e 1=0,057003,
et si Ton prend pour le plan fixe celui de Técliptique pour le commencement de l'année 1750, on aura
ay':_i; o,023o32, ay -- o,o437io et — I zz: i3®4'i6';
de plus,
OF
Cela posé, M. de Lagrange ayant déterminé, d'après des formules exactes, le mouvement des nœuds et de l'aphélie, ainsi que la variation de l'excentricité et de l'inclinaison de l'orbite de Saturne sur l'écliptique, il n'y a point de doute que les valeurs qu'il trouve ne soient exactes; je me bornerai conséquemmentici à déterminer l'équation séculaire du mouvement moyen. Or, en substituant les valeurs précédentes dans l'expression analytique de cette équation, je Tai trouvée absolument nulle; d'où je conclus que l'altération du mouvement moyen de Saturne, si elle existe, n'est point due à l'action de Jupiter.
Si l'on suppose actuellement que p soit Jupiter et/?' Saturne; si, de plus, on distingue par une parenthèse les quantités correspondantes à Jupiter, on aura
{b)-bz\ (bi) — biz\ ..., {b') = b'z\ ..., {b'').-=:b'z\ ...,
d'où j'ai conclu
{bi) — OySi5yS, (6;) = 0,59730, (6",) = 0,71524,
(6,) ==0,33704, (ô'j) = 0,47630, {b\) HT 0,62300,
(6',) = o,3523o, (63) zzzo, 50751,
enfin
3oai'
d'ailleurs,
(V)--^-V, (I)=-I, {ae)^=ae', {ay)=zxy' et {ocy') =zay.
Cela posé, en substituant ces valeurs dans la formule de Téquation séculaire, je l'ai trouvée absolument nulle; d'où je conclus que l'altération du mouvement moyen de Jupiter, si elle existe, n'est point due à l'action de Saturne.
En comparant les observations de Jupiter et de Saturne faites dans les différents siècles, les astronomes ont cru apercevoir une accélération dans le mouvement moyen de Jupiter et une retardation dans celui de Saturne; je ne m'arrêterai point ici à discuter ces observations et à faire voir l'incertitude qu'elles laissent sur la quantité de ces altérations; il suffit d'observer ici que leur existence parait assez vraisemblable, et que le retardement de Saturne est beaucoup plus considérable que l'accélération de Jupiter dans le même intervalle de temps.
Il résulte de la théorie précédente que ces variations ne peuvent être attribuées à l'action mutuelle de ces deux planètes; mais, si l'on considère le grand nombre de comètes qui se meuvent autour du
Soleil, si Ton fait ensuite réflexion qu'il est très possible que quelques-unes d'entre elles aient passé assez près de Jupiter et de Saturne pour altérer leurs mouvements, et que leur effet, toutes choses d'ailleurs égales, doit être plus sensible sur les planètes les plus éloignées du Soleil, par la même raison que l'effet de Jupiter sur Saturne est beaucoup plus grand que sur Mars, dont il est, cependant, plus près que de Saturne, on regardera comme très probable que les variations observées dans les mouvements moyens de Jupiter et de Saturne ont été produites par l'action de ces comètes; on ne peut douter, en effet, qu'elles ne soient soumises, comme tous les autres corps célestes, aux lois de la pesanteur universelle; il semble même résulter des observations, que leur action sur Saturne est sensible, puisque cette planète est sujette à des inégalités qui ne paraissent pas pouvoir dépendre de sa pesanteur sur Jupiter; il serait donc fort à désirer que le nombre des comètes, leurs masses et leurs mouvements fussent assez connus pour que l'on pût déterminer Teffet de leur action sur les planètes; c'est ce qu'on ne doit attendre que d'une très longue suite d'observations.
Mais voici un moyen fort simple de s'assurer d'ailleurs si les altérations des mouvements moyens de Jupiter et de Saturne sont l'effet de leur action mutuelle; pour cela, je fais usage d'un principe que M. le chevalier d'Arcy a donné dans les Mémoires de l'Académie, année 174?» et qu'il a fort heureusement appliqué k la solution de différents Problèmes de Dynamique. Voici l'énoncé de ce principe : Si plusieurs corps se meuvent autour d'un point quelconque , que je considère amune foyer, la somme des produits de la masse de chaque corps, par l'aire que décrit le rayon vecteur de sa projection sur un plan fixe, qui passe par ce foyer, est proportionnelle au temps.
Soit donc C {fig. 3) le centre commun de gravité du Soleil S, de Jupiter/? et de Saturne p'\ je regarde ce point comme foyer, et je fais passer par ce même point un plan fixe que je suppose être celui do
l'écliptique, pour le commencement de l'année 1750. Cela posé, le produit de l'aire que décrit le rayon vecteur de la projection de Jupiter autour de C, multipliée par sa masse, plus celui de l'aire décrite par le rayon vecteur de la projection de Saturne, multipliée par sa masse, plus celui de l'aire décrite par le rayon vecteur de la projection du Soleil, multipliée par sa masse, est constant en temps égal.
En regardant les masses de Jupiter et de Saturne comme infiniment petites par rapport à celle du Soleil, que nous prendrons pour unité de masse, il est clair que CS sera infiniment petit du premier ordre; partant, l'aire décrite par le rayon vecteur de la projection du Soleil autour de C est infiniment petite du second ordre, et conséqucmment négligeable. Maintenant, si l'on suppose les orbites de Jupiter et de Saturne elliptiques dans l'inlcrvalle d'une révolution; que l'on nomme S|jl la masse de Jupiter, S^' celle de Saturne, et que l'on conserve en général les mêmes dénominations que ci-dessus, en observant de marquer d'un trait pour Saturne, les quantités correspondantes à celles de Jupiter; j'ai trouvé, en négligeant les quatrièmes puissances des excentricités et des inclinaisons, que l'aire décrite, durant un instant infiniment petit dt, par le rayon vecteur de la projection de Jupiter est égale à
etqi :tion de Saturne
on aura donc
d[x/ia»(i— -<x^e^-~ "«'yM -h Six.' n'a'^fi — - a»e'»— ia'y'A zz: C,
C étant une constante; or on a
fS
— n» et _:=«'»;
réquation précédente deviendra, par conséquent,
n~^Uix(i—^(x^e^—^a^y^\-{-n'~hix'{i— i a'^'«— -ia»/»") m C.
Si Ton suppose actuellement qu'après plusieurs siècles, les orbites des deux planètes changent par leur action mutuelle, et que Ton exprime par la caractéristique S les variations de leurs éléments, on différentiera l'équation précédente par rapport à S, en regardant C comme constante; ce qui établit une relation entre les inégalités des deux planètes, relation à laquelle les observations doivent satisfaire, si ces planètes n'ont éprouvé d'autre action sensible que leur gravitation réciproque. On aura donc
-+- /i~' dix{a}ede -{-a^ydy)
Si l'on nomme T le temps après lequel on suppose que les éléments /i, e. Y» ^\ ^' et y ont varié des quantités Sn, Se, Sy, S/i', Se' et Sy', et que l'on suppose que durant ce temps Jupiter ait fait i révolutions, on aura {voir le Mémoire de M. de Lagrange)
. i'',oo3o . ^ , 2% 7449 ,n'
D'ailleurs, — = 0,402528. De là, je conclus
ift/i ^{a^eie -i-a*ydy) -y-dft'n' *{x*e' Se' + ot^y' dy')=:o\
parlant, en négligeant les quantités de l'ordre de a'SnSy. et a.'Bn'S[i.', l'équation (Z) devient
ce qui donne
in'= — 3n.o,84iii9.
De là, il suit que l'équation séculaire de Jupiter est à celle de Saturne dans le même intervalle de temps, comme 1 ;o,84i49> et que d'ailleurs elles ont des signes contraires. Les observations satisfont, à la vérité, à cette dernière condition, mais non pas à la première, puisque l'équation séculaire de Saturne, loin d'être moindre que celle de Jupiter, est beaucoup plus grande.
On peut remarquer, en passant, que si l'équation séculaire de Jupiter était nulle, celle de Saturne devrait l'être pareillement; ce qui coïncide avec les résultats que j*ai trouvés précédemment, et ce qui confirme par conséquent leur exactitude.
Il parait donc certain que l'on doit chercher ailleurs que dans l'action mutuelle de Jupiter et de Saturne l'altération que l'on observe dans leurs moyens mouvements. On l'attribuera peut-être à l'action de leurs satellites; mais cela est impossible; car, si un système de corps très voisins les uns des autres se meut à une fort grande distance du Soleil, le centre de gravité du système décrit très sensiblement une ellipse constante autour du Soleil (mir le VI* Volume des Opuscules de M. d'Alembcrt). D'ailleurs, par la théorie des satellites et par les observations, il est prouvé qi satellites est compris dans des un très grand nombre de sièclt près du centre commun de gi
OKutrti de L. — VUI.
éléments de l'ellipse décrite par la planète peuvent être considérés comme invariables, en ne considérant que l'action de ses satellites.
J'ai observé (art. LVII) que la substitution des valeurs numériques de 6, 6, , . . . , i', 6', , . . . , 6", . . . , relatives à Jupiter et à Saturne, dans l'expression analytique de l'équation séculaire du moyen mouvement des planètes, la rendait nulle à très peu près, en sorte que les quantités extrêmement petites qui restent à la fin du calcul peuvent être
attribuées aux erreurs inévitables dans la détermination de 6, 6| ,
L'exactitude avec laquelle les différents termes de cette expression se sont mutuellement détruits dans ce cas m'a fait soupçonner qu'elle est identiquement nulle; en effet, il est assez peu vraisemblable qu'une égalité aussi parfaite entre ses termes positifs et négatifs soit due aux circonstances particulières du mouvement de Jupiter et de Saturne : j'ai donc cherché à vérifier cette conjecture, et je l'ai trouvée juste; d'où il suit que l'action des planètes les unes sur les autres et sur le Soleil n'a pu sensiblement altérer leurs moyens mouvements, depuis le temps au moins auquel on a commencé à cultiver l'Astronomie, jusqu'à ce moment. Gomme cette remarque me parait de la plus grande importance dans la théorie des planètes, et que, d'ailleurs, elle est contraire à ce qu'ont cru jusqu'ici tous les géomètres qui se sont occupés de cet objet, je vais exposer en peu de mots le procédé qui m'y a conduit.
Les géomètres savent que, b et b^ étant donnés, on a facilement par des expressions finies les autres quantités 63, ..., b\ b\^ 6!^, ..., 6\ 6",, . . ., comme M. d'Alembert l'a trouvé le premier (t?oirle II* Volume de ses Recherches sur le Système du monde). Soient
; 2 =z 6 -i- 61 cos0-i- ^jcosaô-f-. . .,
7 z ïTirzr = ^'-»-^'iCos9-i- 6, cosa0-+-. . .,
on aura [^voir les Recherches de M. de Lagrange sur Jupiter et Saturne ( * )]
, (i -f-5')ôi— aôfx^
*»- ^3ir]I) '
*»- ïô^r^I) '
U — I bil-ir z^) + biZ
-JM
De là, en faisant [x — |, j'ai conclu 6.= 2iL±i!)6._66,
, _ ^bz 3
lo , a 6,(i — 2*)*
— ^ 2Sbz Il6i(l-+-^') — ^ -!-^ — 5 — ^
tf f , £ ^
(*) CBwnw de Lagrange, T. I, p. 609.
,„ -^bz^+lb{i+z*y -6.. (14-.')-^ ^
Si l'on substitue ces valeurs dans l'expression de l'équation séculaire du moyen mouvement, on trouvera, après toutes les réductions, qu'elle se réduit à zéro.
J'ai cherché ensuite si, par de semblables substitutions, il ne serait pas possible de simplifier les expressions de l'accroissement de l'équation du centre et du mouvement de l'apogée, et j'ai trouvé qu'elles deviennent par là extrêmement simples et commodes pour le calcul :
Accroissement de Téquation du centre ii:iae'afjL'sinV£.36o»[6i(H-5«) — 3^5];
Mouvement de l'apogée suivant Tordre des signes = dfjL' /.36o») j z ^1 — ^^^ cos V [ 6i ( 1+ 5« ) — 3 6^ )]
Si l'on joint à ces formules celles du mouvement rétrograde des nœuds de l'orbite et de la diminution séculaire de son inclinaison sur le plan fixe, on aura toutes les inégalités séculaires du mouvement moyen des planètes exprimées par des formules aussi simples qu'on puisse le désirer, en sorte qu'il ne reste plus de difficulté que dans la détermination de 6 et 6,; mais les géomètres ont imaginé pour cela différentes méthodes qu'il serait inutile de rapporter ici.
Je puis me servir, pour prouver l'exactitude des calculs précédents, de la méthode dont j'ai fait usage, article LVIII, dans le cas particu-
lier de Jupiter et de Saturne; car si les formules précédentes sont exactes, il faut que l'équation (Z)
trouvée, article LVIII, soit vraie, en y supposant ^n = o, S/i'= o. Il faut donc que les valeurs de Se, Sy, Se', Sy' satisfassent à Téquation
(a) /i •d/x(ae3e-h aydy) -+- /i' *i|jL'(ae'de'-h ay'iy') = 0;
or on a
5e'=— aedfjLsinVt— 36o'>5[6,(i 4- «') — 3^5],
dy=zj (xy'zbx sini dfJL'£.36o
3y'=;:'- ^ay6|5*sinIdfjLi — 36o
De plus
Cela posé, si l'on substitue ces valeurs dans l'équation (tf), on verra qu'elles y satisfont.
Voici maintenant une petite Table qui renferme toutes les inégalités séculaires du mouvement de la planète p^ troublée par l'action de la planète /?'.
Soient
S[x' le rapport de la masse de p' à celle du Soleil ; a la moyenne distance de p au Soleil ; OLca l'excentricité de son orbite; ay son inclinaison sur le plan fixe;
L la longitude de son apogée et F celle de son nœud à l'époque où l'on fixe l'origine du mouvement;
que a' y cLe'a\ ay', L' et F désignent des quantités analogues pour la planète/?'.
Soient, de plus,
et
-^=b -\-bx COS0-+-. . .;
(i — a5cos0-+- s')'
on déterminera b et b^ au moyen des expressions suivantes {voir le Calcul intégral de M. Euler) :
-^ [-^ 4(3tr)] ['^ 415^7)] ['+ 4(^] (r^y-^- •
Soit enfin île nombre des révolutions de p depuis Tépoque donnée, il faudra faire i négatif, si Ton veut remonter aux temps antérieurs à cette époque. Cela posé :
Table des inégalités séculaires du mouvement de p produites
par l'action de p'.
Mouvement moyen de Tapogée suivant Tordre des signes :
lae' afx7.36ool i^^i - ^-^cos(L'- L) [^(i -h 5«) — 3^-8]
Accroissement de Téquation du centre :
ae'afjL'sin(L'-L)«.36o<»[6,(i-h«*) — 36-5].
Diminution de Tinclinaison de l'orbite sur le plan fixe :
jzbi a/ sin (F— T) iy! iMo\ Mouvement rétrograde du nœud sur le plan fixe :
Équation séculaire du moyen mouvement, nulle.
Il parait donc constant que l'action réciproque des planètes ne peut causer de variation remarquable dans leurs moyens mouvements, au moins, aux quantités près de l'ordre de a*S(jL'; il pourrait arriver cependant qu'en poussant plus loin les approximations, on trouvât une équation séculaire; mais il y a tout lieu de croire qu'elle serait insensible, car elle ne peut être, ainsi que je l'ai observé (art. LV), que de l'ordre de a* S(jl', c'est-à-dire du même ordre que le produit de la quatrième puissance de l'excentricité de la planète troublante par le rapport de sa masse à celle du Soleil. Or, les quantités de l'ordre de a^ l\k' étant déjà excessivement petites, il est très probable que celles de l'ordre de a^ Sa' sont absolument insensibles.
Les altérations observées dans le moyen mouvement de quelquesunes des planètes dépendent conséquemment d'une autre cause que de leur action mutuelle. J'avoue que cette conclusion serait moins certaine si ces altérations suivaient une loi proportionnelle au carré des temps, car cela indiquerait sûrement une cause toujours agissante; or, jusqu'à présent, nous n'en connaissons point d'autre que leur gravitation mutuelle; il serait donc alors indispensable de pousser la précision jusqu'aux quantités de l'ordre de a^; mais, avant que d'entreprendre un calcul aussi pénible par son excessive longueur, et dont on a si peu lieu d'attendre quelque équation sensible, il faudrait être bien assuré de l'existence d'une pareille variation; or les observations sont bien éloignées de la démontrer, puisqu'elles indiquent à peine une altération dans les moyens mouvements, sans qu'elles puissent même nous en faire connaître la véritable quantité.
Détermination des inégalités séculaires de la Terre.
Je vais présentement déterminer les inégalités séculaires de la Terre, inégalités qui, malgré leur importance, n'ont point encore, ce me semble, été discutées avec exactitude. A la vérité, le célèbre M. Ëuler a cherché à les déterminer dans sa pièce sur les inégalités séculaires de la Terre, qui a remporté le prix de l'Académie en 1756; mais: 1^ cet auteur n*a point eu égard à la variation séculaire de l'équation du centre; 2® sa formule du mouvement moyen de l'apogée me paraît incomplète et diffère de celle trouvée précédemment, ce qui vient de ce qu'il a négligé les termes multipliés par l'excentricité de la planète troublante, en conservant néanmoins ceux qui sont multipliés par l'excentricité de la planète troublée; j'ai donc cru qu'il n'était pas inutile de discuter de nouveau ces objets, d'autant plus que le mouvement moyen de l'apogée du Soleil, qui parait connu avec assez de précision, servira à déterminer la masse de Vénus, et, par conséquent, la diminution de l'obliquité de l'écliptique résultant de l'action des planètes. '
Inégalités séculaires produites par l'action de Vénus. Les Tables de M. Halley donnent
de là j'ai conclu
^ = 4,995814 et ^»i=: 8,871351.
Les mêmes Tables donnent, pour le commencement de 1750, la longueur de l'aphélie de Vénus égale io*7''io'3i'', et, suivant les Tables du Soleil de M. l'abbé de la Caille, la longitude de l'apogée du Soleil à cette époque égale 3*8**38'4"- De là, on aura
On a de plus, suivant M. Halley,
lac'— 3,8439549, ]ae =3,aQ536io,
Soient présenlement S^' = î— > et i le nombre des révolutions de la
Terre depuis l'époque donnée; cela posé, on aura
AugmenUtion de la plu3 grande équalion du centre.... — o',it6oini,i Mouvement direct de l'apogée 37', io3 m, i
Pour déterminer maintenant le mouvement de l'orbite du Soleil, il Tant la rapporter sur un plan fixe; or la position de ce plan étant arbitraire, je choisis celui qui, au commencement de lySo, était incliné à l'écliptique de i°3o', et dont le nœud descendant se trouvait à cette époque dans l'équinoxe du printemps; on aura ainsi, pour cet instant.
Longitude du nœud ascendant de l'orbite du Soleil sur le plan
fiie 0*0° o'o'
Inclinaison de l'orbite sur son plan fixe i*3o'
Suivant les Tables de M. Haltey, on a, pour la même époque,
Longitnde du nœud ascendant de Vénus sur l'écliptique.... a'U'aS'ja* InclinaisoD de l'orbite de Vénus à l'écliptique 3*33' ao'
De la j'ai conclu
Longitude du nœud ascendant de Vénus sur le plan fiie 33*33'5o'
Inelinaisoa de son orbite sur le plan Oxe i" 3' 37'
Ce sur le
pli égal k
LXI, Inégalités séculaires produites par l'action de Jupiter,
Les Tables de M. Halloy donnent
d'où j'ai conclu
^ = 0,0077351 et 6| = o,oo44ooa6;
on a de plus, suivant les mêmes Tables,
lae'r= 3,6882078; Longilude de Taphôlie do Jupiter au commencement de 1750. . . 6* io''33'4C'
ce qui donne
D'ailleurs
Cela posé, je trouve
Augmentation de la plus grande équation du centre du Soleil. . o'',i6o38< Mouvement de son apogée 7',io99ox
Les Tables de M. Halley donnent encore
Longitude du nœud ascendant de Jupiter sur Técliptique au commencement de 1760 3*8* i5'49'
Inclinaison de son orbite à Técliptique i* 19' 1 o''
De là j'ai conclu
Longitude du nœud ascendant de Torbite de Jupiter sur lo plan fixe 44'34'56'
Inclinaison au plan fixe \'*^i* o'
Partant,
Ce qui donne
Diminution do l'inelJDaiaon de l'orbite du Soleil sur le plan fixe, o', 158491 MouvcrooDt rétrograde du nœud o', 8793 i
La variation de l'équation du centre est proportionnelle à l'excentricité de la planète troublante. Or, l'excentricité de Mercure étant fort considérable, il semblerait nécessaire d'avoir égard à son action; mais la petitesse de sa masse et sa proximité du Soleil rendent son effet presque insensible, comme je m'en suis assuré par le calcul. On peut encore négliger l'action de Mars, quoique son excentricité soit pareillement fort grande, de sorte que je puis me borner ici à ne considérer que l'action de Vénus et de Jupiter.
L'action réunie de Jupiter et de Vénus produit, dans l'équation du centre du Soleil, un accroissement égal à
et dans son apogée, un mouvement égal à
a7',io3m,i+7',io99/.
Il reste présentement à déterminer la quantité m,. Le moyen le plus exact pour y parvenir est de chercher, par l'observation, le mouvement annuel de l'apogée du Soleil, et de l'égaler à celui que donne la théorie. Ce mouvement parait assez bien déterminé par l'observation, et les meilleurs astronomes s'accordent à peu près sur sa quantité. M. Le Monnier ta suppose, dans ses Institutions, de G') secondes par année, par rapport aux équinoxes; M. l'abbé de la Caille, de 65', 5, et M. Maycr, dans ses nouvelles Tables, de GG secondes. Je la supposerai, avec M. l'abbé de la Caille, de G5",5; et, en admettant avec cet astronome la précession moyenne des équinoxes de .^o"^, je formerai l'équation suivante
5o',3333-+- 27', io3, ' '"" '
d'où je conclus
ce qui donne la masse de Vénus égale à ôôgô— de celle du Soleil. On on conclut :
Augmonlation totale de l'équation du centre du Soleil
Mouvement de son apogée
Diminution de Tinclinaison de l'orbite du Soleil sur le plan fixe. . Mouvement direct du nœud
On voit, par ces formules, que Téquation du centre du Soleil n'est pas constante, et qu'elle va en augmentant de i3 secondes environ par siècle.
Méthode pour déterminer la variation de l'obliquité de l'écliptiquc.
Que DAS {Jig. 4) représente la position de l'écliptique pour une époque donnée; MAB celle du plan fixe auquel je rapporte le mouve-
Fig. 4.
ment de Torbite de la Terre, et AN celle de l'équateur. Je suppose maintenant que, en vertu de la précession des équinoxes, l'équateur parvienne à un instant donné dans la situation MOR et que, par le mouvement des nœuds, l'écliptique parvienne dans la situation BO. Cela posé, je conçois que l'écliptique BO prend la situation infiniment proche CR, et je fais BO = ç^, BA = s, et l'angle ABO = ?» ? étant très petit. Soit de plus l'angle BOZ, ou l'angle formé par l'écliptique et l'équateur, égal à Y, on aura par les analogies différentielles de la Trigonométrie sphérique :
i^ En supposant 9 constant et s variable,
rfV =Z'—dz sint' sinf ;
2® En supposant z constant et 9 variable,
dV = d(^ cos p.
Partant, en supposant ^ et js variables à la fois,
dW = dff cosf' — dz sint' sin9.
Ce serait l'expression de la variation de l'obliquité de l'écliptique, si Téquateur était fixe dans la position MR; mais, si je conçois qu'il prend la situation LH, et que durant ce mouvement l'inclinaison de l'écliptique croisse de la quantité </a, en sorte que BKH = BOR + dct, il est facile de voir que l'on aura
CHX = CRZ -h da.
Partant,
dV =idx-^d(f cosc — dz sin^^ sin9,
et c'est l'expression totale de la variation de l'obliquité de l'écliptique. On aura pareillement :
i^ En faisant varier s seul,
. ef^cosRMsinH smV '
or on a
sinH : siof' :: sinf : sinRM.
Partant,
. ., sin casino . , ^fzo sine col RM smM = — . p^^ et dv=^ — -^ — r— =7 •
Si, du point R, on abaisse sur CM l'arc perpendiculaire RF, on aura, dans le triangle sphérique rectangle CRF,
I : cosj' :: tango : coiCRF
Partant,
cos CRF
9 étant toujours supposé très petit; on a donc
ce qui donne
Soit
on aura
I — sin*CRF = 9« cos«i> sin'CRF,
sin CRF ^ I cp' cos* r.
Partant,
or on a
ou
Partant,
donc
CRF = 900 -y,
sinCRF = i- '^'
y = Ç COS i\
MRF=:90°4-y — V;
ces CRF : cosMRF :: cotr : cet RM
9cosr:sin(V — çcosi') ::cotr: cotRM.
.r»w cott'SinfV — ©cosi*)
cotRM = ^^ -^ -i
cpcost'
dç = . .7 ^=az—'(pdz ces v cet V.
çin V ^
2*^ Si Ton fait varier Tangle B, on a
, û^cpsini'
langV '
donc
, ,^ 9c^5C0s^-h^9sinr
tangV
Je suppose que l'on veuille déterminer la position de Téquinoxe pour un instant donné; pour cela, je le rapporte au plan fixe, en abaissant des points 0 et H (Jîg. 4) les arcs OK' et HV perpendiculaires sur AM. On aura très sensiblement BK'= BO et CH = CV; mais si l'on
fait HR = </x,> *h^ représentant le mouvement instantané des équinoxes produit par l'action du Soleil et de la Lune, on aura
VK'= VF - FK'= rfx - '9d'^o^^ + d<^^^^^
^ langV *
ce sera le mouvement instantané en longitude du point de Téquinoxe rapporté au plan fixe.
La latitude du point de Téquinoxe sera (psini^; on aura donc ainsi sa position dans l'espace; Taugroentation différentielle de Tobliquitc de l'écliptique sera
Pour avoir cette augmentation pour un temps quelconque, il faudrait intégrer les équations
, - , d(psini>-h (pdzcosif
dç^idy-hdz \7 9
^ tangV
dy=:da'^ d<^ cos if — dz sïtii^ sïn^ ;
et, si Ton voulait remonter à des temps éloignés, comme le siècle d'Hipparque, il paraîtrait nécessaire de faire attention dans les expressions de ç et de J3 aux inégalités proportionnelles au carré du temps ; ce calcul est très facile, d'après ce que j'ai dit précédemment; mais, comme les observations anciennes sont trop peu exactes pour y comparer les résultats du calcul, je me contenterai de déterminer la variation de l'obliquité de l'écliptique qui a lieu pour ce siècle-ci.
Je puis m'en tenir alors à l'expression différentielle, sans recourir à l'intégration. Je suppose donc que d\ représente la variation de l'obliquité de l'écliptique depuis 1760 jusqu'en i85o; au commencement de 1760, on a cosi'==i, sinç'=o, de plus, rfç = — o'',5ii20f ; et, puisqu'il s'agit d'avoir d(f durant l'espace d'un siècle, il faut faire i= 100, ce qui donne
D'ailleurs, je ne ferai ici aucune attention à doL, qui, comme on sait,
ne renferme que des quantités périodiques; on aura donc
c?V= — Si", 120;
c'est la diminution séculaire actuelle de l'obliquité de Fécliptique.
Cette diminution est une suite nécessaire des attractions des planètes, en admettant le mouvement annuel de Tapogée du Soleil, de G5'%5, par rapport aux équinoxes, ce qui parait assez bien constaté par les observations. Si donc les observations célestes donnaient l'obliquité de l'écliptique constante ou à peu près constante, cela indiquerait sûrement l'action de quelques causes étrangères; et, pour expliquer cette constance, il faudrait recourir aux attractions des comètes dont l'effet a pu détruire, au moins en grande partie, celui des planètes. En effet, les orbites des comètes étant fort inclinées à l'écliptique, il peut arriver que leur action, quoique passagère, fasse équilibre avec l'action permanente des planètes; mais une pareille supposition est trop peu vraisemblable pour l'admettre. On doit donc regarder la diminution de l'obliquité de l'écliptique comme aussi certaine que tou3 les autres phénomènes célestes, puisqu'elle dépend de la même cause. Les observations anciennes et modernes paraissent même l'indiquer, quoiqu'elles soient encore insuffisantes pour fixer sa valeur. Cette découverte est ainsi réservée aux siècles à venir; mais, comme il semble, par le peu de différence qui règne entre les résultats des astronomes, que le véritable mouvement de l'apogée du Soleil sera plutôt connu par les observations, que la diminution de l'obliquité de l'écliptique, les calculs précédents qui donnent l'un de ces phénomènes au moyen de l'autre serviront à accélérer cette découverte.
Addition à l'article XLVIII.
J'ai dit, article XLYIII, que, malgré l'incertitude qui parait résulter des recherches de M. de Lagrange, sur l'équation séculaire de la Lune, elle était cependant vraisemblable; ayant examiné depuis, avec plus
d'attention, les calculs de cet illustre géomètre, il m'a paru que, loin d'être contraires à l'accélération du moyen mouvement de cet astre, ils lui sont favorables; c'est ce que je me propose de faire voir ici. Pour cela, je suppose que l'on ait sous les yeux l'excellente pièce de M. de Lagrange, qui a remporté le prix de l'Académie pour Tannée 1774 (*). J'en extrais la Table suivante :
_ Erreurs des Tables de Mayer Date _ "^
des avec sans
éclipses obsenrëes. réqaation séculaire, réquation séculaire.
720 avant Jésus-Christ — - 24 . 55 — aS . 3o
38!i » — 26 — ii.So
aoo » — 17 — i.i5
364 après Jédus-Ghrist — 12. 40 +12.12
J'observerai relativement à cette Table : 1° que les calculs où l'on a rejeté l'équation séculaire de M. Mayer ont été faits en rétablissant le mouvement moyen séculaire de M. Cassini, lequel est de yt^T." moindre que celui de M. Mayer; 2^ que M. de Lagrange, conformément à une remarque que M. de Lalande a faite dans son Mémoire sur les équations séculaires (^Mémoires de l'Académie^ année 1757), fixe l'instant de l'éclipsé de 720 av. J.-C. 47" plus tôt que MM. Cassini et Mayer. Or, ces deux astronomes s'étant appuyés sur cette observation pour déterminer le moyen mouvement de la Lune, il parait naturel de se servir : i^ du moyen mouvement séculaire que M. Cassini aurait trouvé en faisant usage de la remarque de M. de Lalande; 2^ du mouvement et de l'équation séculaire que M* Mayer en aurait tirée. Or, M. de Lagrange trouve que le moyen mouvement séculaire de la Lune de M. Mayer en est augmenté de 25"', et l'équation séculaire de 3'',5. D'ailleurs, le moyen mouvement séculaire de M. Cassini en doit être diminué de 58''. Il faudrait donc corriger, d'après ces nouveaux éléments, la Table de M. de Lagrange; mais j'observe que rien n'oblige
(<) Œuvres de Lagrtinge, T. VI, p. 335.
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de supposer exactement nulle Terreur de l'observation de Tannée 720 avant J.-C. J'ai donc préféré de n'augmenter le moyen mouvement de Mayer que de 1 5'', en augmentant son équation séculaire de 3"", 5, parce que bien qu'il en résulte une erreur pour l'observation de 720 avant J.-C, cependant celles de toutes les autres observations sont par là beaucoup diminuées. Je dois observer encore que j'ai négligé les petites variations qui doivent résulter de ces changements dans les équations de la Lune; sur cela, voir la Pièce de M. de la Grange (*). Voici présentement la Table de cet illustre géomètre corrigée :
^ Erreurs des Tables de Mayer
Date ^1, ^^ _
des avec sans
éclipses obseri'ëes. Téquation séculaire. Tëquatioii séculaire.
720 avant Jésus-Christ -t- 3. 12' 0.0
364 après Jésus-Christ — 5.36 -*- 25. 7
On voit ainsi que les Tables de Mayer, en y faisant les corrections que nous venons d'indiquer, représentent, avec l'équation séculaire, les anciennes observations aussi bien qu'il est possible, vu le peu d'exactitude de ces observations; tandis que, sans Téquation séculaire, elles donnent des erreurs beaucoup au-dessus de celles que Ton peut supposera ces mêmes observations. On pourrait, à la vérité, diminuer un peu ces erreurs, en changeant le moyen mouvement de M. Cassini : mais, quelque combinaison que Ton fasse, on aura toujours une erreur de plus de 20' sur quelques-unes de ces éclipses.
D'ailleurs, suivant M. de la Grange (*), si Ton veut calculer les éclipses précédentes sans Téquation séculaire, on doit rétablir le moyen mouvement de M. Cassini ; si cela est, il faut pareillement Tadopter pour les éclipses modernes. Cependant, ce savant auteur
(' ) OEuvres de Lagreuige, T. VI, p. 395. (*) " » p. 394,
trouve ('), en comparant aux Tables de Mayer quelques éclipses observées dans les xiv^ et x\^ siècles, que le moyen mouvement parait bien établi par Mayer; et il propose, en conséquence, de le conserver en supprimant Téquation séculaire; or, si Ton calcule dans cette supposition les éclipses anciennes de la Table précédente, on trouvera des erreurs énormes. Il parait donc impossible de faire cadrer, avec un moyen mouvement constant, les observations anciennes et modernes; et partant, il semble nécessaire (^admettre une équation séculaire à très peu près proportionnellelSai carré du temps.
(1) Œmres de Lagrange, T. VI, p. 397.
MÉMOIRE
SUR
LA FIGURE DE LA TERRE ET SUR LES FONCTIONS
multiplie la fraction » — g^ par celle qui exprime la probabilité que les
orbites seront comprises dans une aussi petite zone que celle qui les renferme, on verra que la disposition actuelle de notre système planétaire serait infiniment peu probable si elle était due au hasard, et qu'elle annonce par conséquent, avec une certitude équivalente ou même supérieure à celle d'un grand nombre d'événements dont il nous paraîtrait absurde de douter, l'existence d'une cause régulière qui a déterminé les planètes et leurs satellites à se mouvoir dans le même sens et presque dans le même plan; je supprime cette analyse, que M. Daniel Bernoulli a donnée depuis longtemps, et qui d'ailleurs est fort simple.
Quelle est présentement la cause qui peut avoir ainsi déterminé le mouvement des planètes et des satellites ?A-t-eIle été particulière à ces astres, ou bien a-t-ellc influé sur le mouvement de tous ceux qui tournent autour du Soleil? La première de ces questions me semble fort difficile à résoudre; et j'avoue qu'après y avoir longtemps réfléchi, et après avoir examiné avec attention toutes les hypothèses imaginées jusqu'ici pour expliquer ce phénomène, je n'ai rien trouvé de satisfaisant. Quant à la seconde question, on peut aisément y répondre; il suffit pour cela : i^ de calculer l'inclinaison moyenne des orbites de toutes les comètes observées, et de voir de combien elle s'éloigne de 4^*^; car, en supposant les comètes lancées au hasard, il y a -autant à parier qu'elle sera au-dessus qu'au-dessous de 45®; 2® de connaître le rapport du nombre des comètes directes à celui des rétrogrades, et devoir de combien il s'éloigne de l'unité; car il est aussi probable qu'il sera plus grand que moindre. Ces calculs ont été faits par M. du Séjour dans son excellent Ouvrage sur les comètes; ce savant auteur a trouvé que l'inclinaison moyenne des soixante-trois comètes observées jusqu'à présent était de 46^16', ce qui s'éloigne peu de 45®» et que le rapport des comètes directes aux rétrogrades était |, ce qui s'écarte peu de l'unité. De là il conclut, avec raison, qu'il n'existe pour les comètes aucune cause qui les détermine à se mouvoir dans un sens
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plutôt que dans un autre, et à peu près dans le même plan, et qu'ainsi celle qui détermine le mouvement des planètes est entièrement indépendante du système général de l'univers.
Cette observation intéressante de M. du Séjour m'a fait naître l'idée de soumettre à l'Analyse les probabilités que l'inclinaison moyenne des comètes et le rapport du nombre des directes à celui des rétrogrades, seront compris entre des limites données, en supposant qu'elles aient été projetées au hasard ; ce calcul est même nécessaire pour donner plus de certitude à cette observation; car si, par exemple, l'inclinaison moyenne des orbites était 45"-!- «. et qu'il y eût un très grand nombre, comme un million, à parier contre l'unité qu'elle doit être au-dessous, on pourrait en conclure avec beaucoup de vraisemblance qu'il existe une cause qui détermine les comètes à se mouvoir dans un plan plutôt que dans un autre; il est donc essentiel de connaître tes probabilités que l'inclinaison moyenne sera au-dessus ou au-dessous de i5''-hx. Le même raisonnement peut s'appliquer au rapport du nombre des comètes directes à celui des rétrogrades. Il est facile do calculer la probabililéquece rapport sera entre deux limites données; il sudBt. pour cela, d'élever le binôme (| -f- 3) ^ '^ puissance indiquée parle nombre des comètes; soit n ce nombre, en développant (; + 5)", le terme
exprimera la probabilité qu'il y aura n — (a comètes directes, et \l comètes rétrogrades; donc, si l'on veut déterminer la probabilité que le rapport des directes aux rétrogrades sera compris entre les deux limites "~-^ et "~,'^i il faut prendre la somme des termes du binôme (\ ■+■ î) élevé à la puissance n, compris entre le terme
et le le
cette somme exprimera la probabilité demandée; mais il est bien plus difficile de déterminer la probabilité que rinclinaison moyenne des orbites sera comprise entre deux limites données; ce problème me parait être un des plus compliqués de toute l'analyse des hasards, surtout lorsqu'on se propose, ainsi que je l'ai fait, de trouver une formule générale pour un nombre quelconque de comètes. J'avoue qu'il m'aurait été impossible d'y parvenir sans le secours d'une méthode que j'ai donnée ailleurs ( ' ), pour trouver directement l'expression générale des quantités assujetties à une loi qui sert à les former. J'espère que l'application de cette méthode au problème dont il s'agit ne sera pas inutile pour en faire connaître la nature et les avantages.
Je si^pose un nombre indéfini de corps lancés au hasard dans l'espace et circulant autour du Soleil; il s'agit de trouver la probabilité que l'inclinaison moyenne de leurs orbites sur un plan donne, tel que l'édiptique, sera comprise entre deux limites données, comme 40" et oc".
Par inclinaison moyenne, j'entends la somme de toutes les inclinaisons divisée par le nombre des orbites.
Pour résoudre ce problème, je ne considère d'abord que deux corps M et N, et je suppose que la droite AB (^g. 1) représente go" ou la plus
grande inclinaison moyenne des deux orbites ; je commence par tracer une ligne AZMB, dont chaque ordonnée soit proportionnelle li la pro-
(■) OEui'rtt de Laplaee, T. VllI, p. 97.
habilité que rinclinaison moyenne sera égale à l'abscisse correspondante ÂY; je nommerai cette ligne courbe des probabilités. Or, si Ton fait AY = 0? et YZ = j, j' sera proportionnel à 20?, depuis A jusqu'au milieu P de la droite AB; car si l'inclinaison moyenne des deux orbites est x^ X étant moindre que ^a^ il est visible que cela peut arriver d'autant de manières qu'il y a de points dans la droite ^x\ en effet, l'inclinaison de l'orbite de M peut, dans ce cas, être également ou o, ou dx^ ou idx^ ou ^dxy ou etc. jusqu'à aor, en représentant par dx l'accroissement infiniment petit de l'inclinaison de cette orbite. On peut donc faire YZ=: 2AY; et partant, AZM sera une ligne droite, et APM un triangle rectangle tel que PM = 2 AP = a.
Présentement, la ligne BM doit être entièrement égale à la droite AM, parce que, à égale distance des points A et B, les ordonnées doivent être égales, vu qu'il est aussi probable que l'inclinaison moyenne approche de la limite A comme de la limite B; la ligne AMB sera donc composée de deux droites égales AM et BM, telles que PM = a.
Si l'on veut avoir maintenant la probabilité que l'inclinaison moyenne sera comprise entre les deux limites Y et y^ il faudra diviser l'aire YDlizy par l'aire entière AMB, et le quotient représentera cette probabilité.
Supposons qu'il y ait trois corps M, N et P; soit divisée {fig^ 2) la
Pîg. a.
droite AB = a en trois parties égales, Aa, a6, 6B; et cherchons la probabilité que l'inclinaison moyenne sera ^ale à l'abscisse quel-
conque AY» ou, ce qui revient au même, traçons la courbe AmMnB (les probabilités; soit AY = x, x étant supposé d*abord moindre que A a ou \a. Je suppose que Tun quelconque des trois corps, M par exemple, ait une inclinaison que je désigne par/; il faut conséquem.
ment que Tinclinaison moyenne des deux autres soit -y puisque,
par hypothèse, l'inclinaison moyenne des trois corps esta:; or,
étant moindre que -» il est aisé de voir, par Tarticle précédent, que le
nombre des cas dans lesquels cela peut arriver est Sa: — /. Il faut multiplier présentement cette quantité par df, et en prendre l'intégrale, depuis /= o jusqu'à/= 3a:, pour avoir le nombre total des cas dans lesquels l'inclinaison moyenne des trois corps peut être a:, et Ton trouvera \x^ pour ce nombre; on peut donc, depuis A jusqu'en a, sup-
poser l'ordonnée YZ égale à - — ; ce qui donne
ay=\x^
pour l'équation de la courbe AZM, et partant aussi pour celle de la courbe B/i, en y faisant commencer les x au point B.
Déterminons maintenant la nature de la courbe /?tM/i; j^observe d*abord qu'elle doit être composée de deux parties entièrement égales, mM et M/i, P étant le milieu de la droite AB; soit ay=^z {fig- 2)» ^^ \y = ja-h5, et soit /l'inclinaison de l'orbite du corps M; les deux autres corps N et P auront donc ensemble l'inclinaison a -+- Ss — /; or, soit 3z — /= M, en sorte que l'inclinaison de ces deux corps soit
a -h M, et partant leur inclinaison moyenne - -f- -; le nombre des cas
dans lesquels cela peut arriver est, par l'article précédent, a — u o\x a 4-/— 3-; il faut donc multiplier cette quantité par dfti l'intégrer, depuis/ = 0 jusqu'à /= 35, pour avoir le nombre des cas qui ont lieu dans cet intervalle; on aura ainsi Zaz — \z^ pour le nombre de ces cas; il faut maintenant déterminer le nombre des cas qui ont lieu depuis/=3« jusqu'à/=a, et pour cela je fais /= 35 -+-5; l'inclinaison totale des deux corps N et P sera donc a — s, et, partant, leur
inclinaison moyenne -; or, le nombre des cas dans lesquels cela
peut arriver est, par l'article précédent, a — s\ multipliant donc ccllo quantité ds^ et l'intégrant depuis 5 = 0 jusqu'à ^ = a — 3^5, on aura Ja' — fs', pour le nombre des cas qui ont lieu depuis/== 3:; jusqu'à /= a. Rassemblant donc tous ces cas, on aura \a} -h 3^3 — 95^, pour le nombre de ceux qui donnent l'inclinaison moyenne des trois corps égale à {a 4- 5. Ainsi, on peut supposer l'ordonnée yz égale à
\ — ^ — ^, et l'équation de la courbe /wM/i sera
Si l'on veut présentement avoir la probabilité que l'inclinaison moyenne des trois orbites sera comprise entre deux limites données, on cherchera Taire comprise entre ces limites, et on la divisera par Taire entière de la courbe AMB; le quotient exprimera la probabilité demandée.
Supposons maintenant quatre corps M, N, P, Q, et divisons la droite AB (^fig. 3) en quatre parties égales A a, aP, Vh et /^B; la
courbe AmM/iB sera composée de quatre parties A/«, /wM, M/2 et n\\, telles» cependant, que l'on ait km égal à B/i, et mM égal à /tM.
Déterminons la nature de ces courbes, et, pour cela, soit comme ci-dessus AY = j:, o: étant moindre que ^a, YZ = j; soit de plus/l'iiiclinaison de l'orbite du corps M; la somme des inclinaisons des orbilos des trois autres corps N, P et Q sera \x — /, et partant leur inclinaison
moyenne sera ^^ l or, par Tarticle précédent, le nombre des cas dans lesquels cela peut arriver est
Si Ton multiplie cette quantité par df, et qu'on l'intègre depuis /=o jusqu'à /= 4^» on aura yâ?' pour le nombre des cas dans lesquels
l'inclinaison moyenne des quatre orbites peut être x; partant, on peut supposer que depuis A jusqu'en a, l'équation de la courbe Am est
Pour avoir l'équation de la courbe mM, je supppose ay = js, partant Ay:=ja -hz; soit / l'inclinaison du corps M, la somme des inclinaisons des trois autres corps sera donc a -+- 4^ — /; partant, leur inclinaison moyenne sera - — x^ '^ ^^» ^^"^ 9"® 4^ —/est une quantité
positive, le nombre des cas dans lesquels cette inclinaison est possible, est (art. précédent)
si l'on multiplie cette quantité par df, et que l'on intègre depuis/= o
jusqu'à /= 4^» on aura ia}z -f- %az^ — -j^^'t pour le nombre des cas qui ont lieu dans cet intervalle.
Pour avoir le nombre de ceux qui répondent à l'intervalle compris
entre /=45 et f=a, je fais/— 4^ = ^; - — %" devient donc ^-T—y soit a — s = u, on aura j pour Tinclinaison moyenne des trois
orbites; or le nombre des cas dans lesquels cela peut arriver est, par
l'article précédent, ^ u^ ou {{a — sy ; multipliant cette quantité par ds
et l'intégrant, depuis $ = o jusqu'à s = a — ^z, on aura g^' — y^'»
pour le nombre de tous les cas possibles depuis/= ^z jusqu'à /== a;
donc, le nombre de tous les cas dans lesquels l'inclinaison moyenne des quatre orbites peut être Ja + a est
Jo'+ ao'« + 803' — Sa»'; on peut ainsi supposer que. depuis a jusqu'en P, l'équation de la
courbe mM est
a*y^^\a*+ ia}z + 8aa' — 3a a'.
S'il y avait cinq corps M, N, P. Q et R, en partageant la droite AB en cinq parties égales, on aurait les courbes correspondantes à chacune de ces parties, au moyen des courbes relatives à quatre corps, comme nous venons de conclure celles-ci, au moyen des courbes relatîves à trois corps. De là on peut inférer généralement que les courbes relatives à n corps peuvent toujours se déduire de celles qui sont relatives à n — I corps. Pour établir d'une manière générale la relation qui eiiste entre ces difliérentes courbes, supposons la droite ÂB {fig. 3) divisée en n parties égales, et déterminons l'équation de la courbe relative à la partie r^*""; soit ^^ a -h s la distance d'une de ses ordonnées au point A, 2 étant moindre que -; soit encore '-^^ cette ordonnée, ou, ce qui revient au même, soit rYa.» 'e nombre des cas dans lesquels il peut arriver que l'inclinaison moyenne des n corps soit -^^—a-^z. Cela posé, si l'on désigne par/ l'inclinaison du corps M, la somme des inclinaisons des n — i autres corps sera (r — i)a + ns —/; partant, leur inclinaison moyenne sera
(r-.)fl + «^-/_
or il peut arriver que ns — / soit positif ou négatif; je le suppose d'abord positif; le nombre des cas dans lesquels il peut arriver que
■3Z «nt
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Kn multipliant cette quantité par df^ et Tintégrant depuis /= o jusqu'à/=w:?, on aura, pour le nombre des cas qui répondent à cet intervalle,
nt
Si nz—feai une quantité négative, soit nz —/= — s, on aura ' — !2^ — pour rinclinaison moyenne des /^ — i corps; or
et le nombre des cas dans lesquels cela est possible est r-^^ donc on a
a — ns r
pour le nombre des cas depuis s = o jusqu'à 5 = a — /is ou, ce qui revient au même, depuis /=i75 jusqu'à /= a; partant
f t— Il ', ■ / n — i, .
telle est l'équation générale au moyen de laquelle, lorsqu'on connait les courbes relatives à n — i corps, on peut déterminer celles qui sont relatives à n corps.
11 faut présentement, au moyen de l'équation (a), trouver l'expression générale de ryn.z'^ pour cela, j'obsen'e que ^7»,» a une valeur de cette forme
OÙ r^n* r^tn • • • sout dcs fouctions dc T ct 72 qu'il s'agit de déterminer; pour y parvenir, je ferai usage d'une métbode que j'ai exposée ailleurs
(voir la page 97 de ce Volume) ; l'expression précédente de ryn,t donne
donc on aura
on aura pareillement
..r_,^^ = r-,A«.,(^j +r-iB«_t(^j _H...4-r-iG„-,.
Donc
-^S'-.».-.[(;rêT)"--(^)-'=-]-
L*équation (a) donnera donc
En comparant cette équation avec l'équation (i), on aura les sui-
vantes :
j '•^'ï ^^ ( ,,__" j ) (rArt-i r-lA;,_i),
(^) / rCn =^ TTUTS l /» J" ) (rCn-i — r-lW-i),
rG/, = '* ( r''/ï-i — ,._iG;,_i ),
Ces équations sont aux difTérences finies partielles, excepté la dernière qui donne sans aucune intégration la valeur de ^H,, lorsqu'on connaît ;.A„, ^B„, ....
On peut déterminer encore ^H;, par la considération suivante; il est visible que
rJ'/i.O — r—\y a
c'est-à-dire que l'ordonnée de la courbe des probabilités, qui répond à l'extrémité de la (r — iy«»nc partie de la droite AB divisée en n parties égales, est la même que l'ordonnée qui répond au commencement de la r**"* partie; donc on a
(D ,H„-r-,Aj-j -hr-iBJ-J -H...4-r-iH„
ou
Partant, en intégrant par rapport à r seul, on a
-•'■=2['-*-(ïr'-'->'-er'--].
la caractéristique £ étant le signe d'intégration pour les différences finies. Déterminons présentement ^A», ^.Bn, ....
La première des équations (W) donne
et en intégrant, par la méthode de la page 74 de ce Volume, on aura
lA» —
H étant une constante arbitraire; or, posant n = 2, on a fA^^a; donc H = i; on a d'ailleurs
\i) \i) " \/i — ly ■" 1.2.3. ..(/i — i) "^ V(/ï — i)'
en désignant, comme je l'ai fait ailleurs {voir la page 74 de ce Volume), le produit i.2.3...(« — i), par y(j7 — i); on aura donc
partant.
soit
on aura
donc
•^•""VC/i-i)""'
or, posant /i = 2, on a aA;,^ -— 2, car on a, par l'article II, donc
Hizii et ,A„ = -^^^^^— ^(n-i);
partant.
A.=(^ru-,-^«^ié!^(«-.)]=
soit
et Ton aura d'où Ton tire
or, posant /i = 2, on a jA^ = o; donc
H=:o et ,A„==/^(-l^liK^Li:^.
En continuant d'opérer ainsi, on trouvera
'' '* Vi;r=T) i.2.3...(r — I)
ou
le signe + ayant lieu si r est impair, et le signe — s'il est pair. Tobserverai ici, relativement au produit ^. — — -r, que l'on a
lorsque w — r = o et lorsque n — r=i; en effet,
Or, cette dernière quantité est égale à 1, lorsque n — r= i et lorsque n — r = o; si r est plus grand que n, ces deux nombres étant supposés
positifs et entiers, on a
parce qu'alors on a évidemment
Déterminons maintenant rB,.
Il est facile de voir, par les articles précédents, que l'on a
fi„=o, ,C„=o,
Ensuite ta seconde des équations (^) donne
d'où je tire, en intégrant,
H étant une constante arbitraire. Pour la déterminer, j'observe que l'équation diSerentielle en ,8, ne commence à exister que lorsque R = 3, en sorte que, pour avoir H, il faut connaître jB,; or il est visible que jB} est le terme tout constant de l'expression de i^'s,,. et partant, la dernière des équations C^) donne
* " V(/i — a)' De là on aura
H étant une constante arbitraire ; or, posant n = a, on a ,B„ = u ; donc
H=-a et
On aura, de la même manière,
or, posant n — 2, ^8;, = o; donc
H-o. En continuant d'opérer ainsi, on trouvera généralement
^ n'^-^a (/i — 2)(/i — 3)...(/i — r-hi)
OU
La troisième des équations (^) donne
d'où je tire, en intégrant,
Pour déterminer H, j'observe que l'équation diflerentielle en jC„ ne commence à exister que lorsque n = 4; il f^ut donc, pour avoir H, connaître jC, ; or il ost visible que 2C3 est le terme tout constant de l'expression de ^^,z\ partant, la dernière des équations {W) donne
donc
-Mf)'^
ainsi
De là on tirera
,j/l-3fll
•<^—-r:7:vTr:rT) (" + ")•
Pour déterminer H, il faut connaître ,€,; or celte quantité est le terme tout constant de l'expression de ^^y^ ainsi la dernière des équations (^) donne
,C,= ,A,QVa..B.?z^Ç;
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partant,
De là je tire
«—„• r(„-3)(/i-4) «-3-1 ''^— rïlvTÏ^TïïL TTî +"]•
or on a «C, =o; donc H=o. En continuant d'opérer ainsi, on trouvera généralement
f, «—g' r(„-3)(«-it). ..(«-/-) _ (B-3)...f«-/- + in
" " -- i.a LV{r-3)V(n-/--i) V(/- - 3) V(« - /■)]'
ur ayant lieu si r est impa a même manière,
le signe supérieur ayant lieu si r est impair, et l'inférieur s'il est pair. J'ai trouvé, de la même manière.
rD„-
le signe supérieur ayant toujours lieu si rest impair, et l'inférieur s'il est pair.
On aura ainsi, par la méthode précédente, la loi de chaque terme, quels que soient r et n, mais cela ne suffit pas encore; il faut, de plus, avoir la loi de ces termes les uns par rapport aux autres, c'est-à-dire la loi du ç'™' terme de la suite
Nommons rTnS"-' ce terme; rT„ sera fonction de q, de r et de n;
lie manière il ner de quelle i termes déjà
trouvés
rA„ = ±
LV
le signe supérieur ayant lieu si r est impair, et l'inférieur s'il est pair. De là, je conclus que l'on a généralement
expression dans laquelle il faut déterminer M^, *M^, — Pour y par-
venir, j'observe que cette valeur de ^T„ ne peut commencer à exister que lorsque n = ^; or on a
d'ailleurs, l'équation (F) donne
en comparant cette expression de jT^ avec la précédente» on aura
Pour trouver *M^, j'observe que l'on a
D'ailleurs,
*ç = »Aç(-j '^*^^\q) "*^" •••"♦" »'^^'
ce qui donne
Jg--a^ *[-+- ,.a.V(y-3) "" V(^-
ay-«^(çr^i) a^-^
En sommant cette quantité, on aura En comparant cette valeur de «T^ avec la précédente, on trouvera
J'ai trouvé, de la même manière,
Il est inutile de chercher de nouveaux termes, parce que leur loi est
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visible, en sorte que Ton a généralement
S ne pouvant excéder ^r — 3, et le signe supérieur ayant lieu si s est impair, et l'inférieur s'il est zéro ou pair; on aura donc
'• " — -^ V(7 — I) 1 V(/- — 2)V(/i — /• — y-hîi)
partant,
a^{nz)
LV(/— 2)V(/i — r — i) V(/- — 3)V(/i — r)J
VI
+ v(7rri)[('--')''-'-7('--2)'-'+-STr-('-3>'-'--J'
le signe supérieur ayant lieu si rest impair, et l'inférieur s'il est pair, excepté pour le terme
pour lequel le signe supérieur a lieu lorsque q est impair, et l'inférieur lorsqu'il est pair.
Si Ton fait, comme précédemment, AB = a = 90*^ (^g. 4), et qu'on
divise cette droite en n parties égales, on aura, pour l'équation de la courbe correspondante à la r**"* partie.
Si Ton veut ensuite déterminer la probabilité que l'inclinaison moyenne des n orbites est comprise entre deux points quelconques P et Q, on déterminera l'aire STPQ, et le quotient de cette surface divisée par l'aire entière Amm'MSTB exprimera la probabilité demandée. On voit ainsi que la superficie entière de la courbe est un élément essentiel à connaître. Pour y panenir, j'observe que l'aire comprise
entre les deux abscisses a et -a est
je désigne par ;.K„ cette surface; or la dernière des équations (W) de l'article VI donne
donc on aura
/la
partant,
Présentement, la superficie entière de la courbe est égale à
Nommant donc S cette superficie, on aura
-f.(/l- i)«— ÎLJli(n — 2)«-H...
/iV(/i)L 1.2 ^ ' j
Or, on désignant par la caractéristique A la différence finie d*une quantité, on a, comme on sait,
d'ailleui*s, on a généralement
partant.
Remarque. — L'aire comprise entre les deux abscisses a et - a
doit être égale à l'aire comprise entre les deux abscisses ^^ ? a et
^^a; c'est-à-dire que l'on doit avoir
p«irce que ces deux surfaces sont également situées par rapport aux
extrémités A et B; on doit donc avoir
en continuant Tun et l'autre membre de cette équation, jusqu'à ce qu'on arrive à un terme qui soit nul. On peut s'assurer d'ailleurs de la vérité de cette équation, en observant que Ton a
qi (n -h i) (r — /i)»± (/• — « — i)» = A^-^'C/' — n — i)»,
le signe + ayant lieu si n est impair, et le signe — s'il est pair; or ^ii+i^-_ Q^ j»q{j il çst facile de conclure l'équation ([x).
Pour appliquer la théorie précédente à la Nature, il faudrait supposer n = 63, parce qu'il existe présentement soixante-trois comètes dont on a calculé les orbites; mais ce calcul serait pénible à cause de sa longueur; ainsi, l'abandonnant à ceux qui désireront de l'entreprendre, je me contenterai de supposer ici /i = 12; j'imagine donc la droite AB, partagée en douze parties égales, dont chacune soit conséquemment de 7^^; on trouvera, par l'article précédent, que la probabilité que l'inclinaison moyenne des douze orbites sera comprise entre 45^— 7**^ et 45**, ou entre 45« 4- 7°^ et 45'', est égale à
V(Tï)L'" W "^"TT^Vey " 1.2.3 [ej
ï3.i2. ii.io /2\" 1 3. 1 a. II .10.9 /i\"
/aV*^ i3.ia.ii.io.9 /i\""|
[êj 1.2.3.4.5 \6) J
Or, en faisant le calcul, je trouve cette quantité égale à 0,339; ^*^^ il suit : 1^ qu'il y a SSg à parier contre 161, que l'inclinaison moyenne de douze orbites ^ — — dessus de 37*^^; 2? qu'il y a autant à parier
qu'elle sera au-dessous de 52^^; 3*^ qu'il y a 678 à parier contre 822, qu'elle sera entre les deux limites 87*^^ et 52**^.
Maintenant, si Ton ajoute ensemble les indications des douze dernières comètes observées dont voici le Tableau :
Comètes dos années. Inclinaison des orbites.
1773 61 .25. ai
J771 II
on trouvera que leur inclinaison moyenne est de ^2^ii\ Pour soupçonner dans ces comètes une cause qui tende à les faire mouvoir dans le plan de Técliptique, il faudrait qu'il y eût un très grand nombre à parier contre l'unité que, si elles étaient lancées au hasard, leur inclinaison moyenne surpasserait 42^3o'; or nous venons de trouver qu'il y a 839 contre 161, ce qui ne fait pas six contre un à parier qu'elle sera au-dessus de 37®^, et il y a considérablement moins à parier qu'elle sern au-dessus de 42° 3o'.
Sur la figure de la Terre.
Lorsque Newton voulut déterminer la figure de la Terre, il considéra cette planète comme une masse fluide homogène, et il supposa que la figure qu'elle a prise en vertu de son mouvement de rotation est celle d'un sphéroïde elliptique. Cette supposition était fort précaire; les géomètres en ont ensuite démontré la possibilité; mais, si la figure nécessaire pour l'équilibre, au lieu d'être elliptique, eût été d'un autre genre, on aurait été fort embarrassé pour la déterminer, parce qu'il est beaucoup plus facile de s'assurer si une figure donnée convient à
Téquilibre, que de chercher immédiatement celles qui peuvent y convenir. Ce dernier problème est sans contredit un des points les plus intéressants du Système du monde; voici quelques recherches qui y sont relatives :
Problème. — Si une masse fluide homogène, dont toutes les parties s'attirent en raison réciproque du carré des distances, tourne autour d'un de ses axes quelconques, on propose de déterminer la figure quelle doit prendre.
Je supposerai ici deux choses : i^ que cette figure diffère infiniment peu de la sphère ; 2*^ qu'elle est une surface de révolution. Cela posé :
Soit AMB {fig. 5) la courbe qui, par sa révolution autour de Taxe AB, engendre la surface proposée, et ATB un cercle décrit sur AB comme
diamètre; soit R un point quelconque du corps dont V soit la projection sur le plan AMB, et que Ton mène par le point M, et dans le plan AMB, la tangente MN à la courbe AMB, la droite HQ parallèle à AB, et la droite MP perpendiculaire sur AB ; que Ton mène ensuite AQ et LY, parallèles à PM, et que Ton élève, perpendiculairement au plan AMB, la droite MZ, qui sera visiblement tangente à la surface de révolution ; soient q l'angle VMN, xs l'angle NMQ, ? Tare AT, CB = CA = 1 ; soient encore RM = r, et /i l'angle RMZ, on trouvera facilement que la molécule R est égale à r^ sinpdpdq dr; ainsi l'action de cette molécule sur le point M est sinpdpdqdr; en la décomposant en trois, la première parallèlement à MN et de M vers N; la seconde, perpendiculai-
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romcnt à cette droite; et la troisième, parallèlement à MZ, on aura, pour la première, sin^p cos q dp dqdr; d'où, en intégrant successivement par rapport aux trois variables p^ q et r, on aura l'action entière de la masse sur le point M, parallèlement à MN, et de M vers N; mais, en intégrant par rapport à r, on a sin'/^cos^âf/^^/ijr; r étant la droite MR, prolongée jusqu'à ce qu'elle sorte du corps; donc
r sin'/? cos q dp dq
exprimera l'action de la masse suivant MN. Maintenant, si l'on nomme aA la force centrifuge d'un point placé à l'équateur, a étant supposé infiniment petit, on aura, en négligeant les quantités de l'ordre a^, aAsinç pour cette force au point M, ce qui produira suivant la tangente MN la force aAsinç cosf, et comme elle agit de M vers S, elle doit, pour l'équilibre, balancer l'attraction du corps de M vers N; d'où résulte l'équation
•/ft */«
17 ytIC
r %\v}p cosqdp dq = ah sin 9 COS9.
Il ne s'agit donc plus que de déterminer r. Pour cela, j'observe que TM doit rester le même, en changeant seulement de signe, lorsque 9 devient négatif; soit donc
TM = a sinç r(cos9),
r(cosf) exprimant une fonction de cosç qu'il s'agit de connaître;
FM = sin9[i 4- a r(cos9)],
et cette équation peut généralement représenter toutes les courbes rentrantes composées de deux parties égales, etsemblablement situées de part et d'autre de l'axe AB ; on a
MV = r sin/?, RV = r cos/?, VL = PM — r sinp s\n(q -h w),
CL = COS9 + r sinp cos{q + m) ;
partant
(RV)' -h ( VL)* = r' cos*/? -h sin'ç -h a a sin*9 r(cos9) — a r sin 9 sïnp sin (^ H-w)
— aarsin9sin/>sin(7 -4-cj)r(cos9) H-r*sin*/?sin*(^-f-cj);
mais» le point R étant supposé à la surface du corps, on a, par la nature de la courbe génératrice,
(RV)«4- ( VL)«= [i - (CL)»] [i + a«r(CL)].
Soit
sin"9r(cos9) = n(cos9);
on aura
[i — (CL)«] [i 4- aa r(CL)] = i - (CL)» 4- aa n(CL);
donc, en comparant les deux expressions de (RV)* 4- ( VL)' et substituant au lieu de CL sa valeur, on aura l'équation
/•t _ ar sin9 sïnp sin (^ -h w) -f- ar C0S9 sin/> cos(7 -h w) = aan[cos9 -H rsin/>cos(^-f-!n)] ~aan(cos9)
^^ n(cos9) sinp sin(q -h m) ;
d'où l'on tire
r = a sin9 sinp sin (^ -*- in) — a COS9 sin/^ cos(çr h- bj)
H — ^n[cos9-Hrsinjocos(^H-Bj)] n(cos9)
aoc
n(cos9) sin/7 sin (9 + ci).
sin 9
Or soit TM = afx, on aura
|ULsin9 = n(cos9); ensuite
y£/9»+aoc(/fA€/9COS9 "?
et
sin9</9 c/u .
C0S1SJ= ^ ^ — =Rin9 — tt-LTRinfprnRfp;
Vc/9'+aac/ffc^9COS9 "?
(le là on tirera
r ^= 2 s'inp sïnq -h 2(x -J-siiKfSxnp cosq
aafxsincp sinj^sint/ -f- aafx COS9 sîn/^cos^
«n[cosy -h 2 sin*/?sin^(cosy siny — siny cosy)] — «n(cos(p)^
sinpsin^ '
partant on aura
.1t ^TC
/ / sin'/>cos^J 2 sinpsin^ 4- aa-j-siny sin/?cos<7
-f- aafjLsinysin/^sin^ 4-2a/jicos<psin/>cos^
an[cos9 H-asîn'/>sin^(cos7sin9 — sin^cosy)] — aII(cos9)"| ,
sinp sinq \
.— (xh sinycosy.
Mais on a généralement
/ / V CO^qdpdqz^o
en supposant que cos^ ne se trouve point, dans P, élevé à une puissance impaire; car, dans cette supposition, il est visible que l'élément P dq sera le même pour deux valeurs de q prises à égale distance
de part et d'autre de -; mais cos^ sera le même dans les deux cas, avec
des signes contraires; d'où l'on voit que la somme des deux éléments
Pcosçrrfy, correspondants l'un à 9= a, l'autre à y = - 4- a, sera
nulle, et qu'ainsi
j j P COSqdpdq=zo;
l'équation précédente deviendra donc
/ / 2 sin'^ cos'7 ( T^sin9-+-fxco89] cÇprf^
lît ^tz
j I — ^ ^ jII[cos9-!-2sin*josin^(cos^sin9— 8in^cos9)]— II(co89)J£//[?€/<7 = Asin
du . d(u.8inv) dUicosQ)
soit doDccosf =x, et II(cosf)=^; partant
rfn(co8ip) __ ^ ■ dtf dx
et
Il[cos7 + 3 9in'/>8in9(co8?sin<p — siufcos^)]
=^ + a8inVsiny(cos98inç — 811190089)^
d'y + 4sin'^5ln'9(co8çsinç — 8inf CO89)' v-,
de plus, on aura
/ / "isia* p cas* q dp dq=:-;Ti\
H- 4Bin'^8ÎR7cos9(cosf 8înf — Biofcos^)' ^-5
+ 8sinVsin*7COs?(cos?sin<p — sinçcos?)* ^'^ ,
H- <//»(/7 = Ax.
Or il est aisé de voir, par ce qui précède, que l'un ne doit admettre dans le développement des puissances de (cos^ sin<p — sin^cos^), que les termes dans lesquels cosy se trouve élevé à une puissance impaire, d'où l'on lire
^dy + / ( sin*/>cos?|a^cos? + 4 —BinVsinîC-- axsinycosy)
'pdq.
iMais on a
f ^ ^ I .3.5.7. . .(2« -f- l) Jù 2.4.0. ..21
iT:
r • fn.'^i t« t/ ^ i.3.5...(2/i-4-2£ — i) r"" . ,
(2/1— 2£-hl)(2/î — 2£-h3). ..(4^ — 3) J '
on aura donc
h , fl^y 4
77 1.2. e/j7* 1 5 1.2.3. é/j?' 35 jc
(1 + 2JÎ*) -+-.. .
indx^'^ (2/H-i)(2/i-h3)...(4^-Hi
^In+t^/i-i-l y
[/ tx« (2/H-l)2/l ,, ,. ,
^ (^^ + i)a/i(2/i-i)(2/i-2) an H- 3^ ^ ,_, ^
Voilà l'équation infinie qu'il faut résoudre pour avoir la valeur de j^; il est évident que l'équation dPy = o en est une intégrale particulière, ce qui donne une ellipse pour la courbe du méridien ; on aura, dans ce cas,
or il est visible, à l'inspection de \^/ig» 5 (p. 3o3), que j^ = o lorsque ic = I et lorsque a? = — i, ce qui donne
o = c-f-^4-a et o=zc — b-ha;
d*où Ton tire
b=:o et a=z—c;
partant
or l'équation (Z) donne, en y substituant au lieu de j cette valeur,
partant
Donc
d'où Ton tire
r = -^ - (i — wt'*) =: -rr — sin'o= asinc/.
F-76-sin?;
Je suppose que la force centrifuge à Téquateur soit à la pesanteur comme amii; on pourra, en regardant la masse comme sphérique, supposer la pesanteur égale à la masse divisée par le carré du rayon CB, ce qui donne ^t: pour l'expression de cette force, partant
a/i=:5cm|7: et PM — sin9(n- j-aw/);
d'où il suit que le rayon de l'équateur est i -h^a/w, et, par conséquent, l'aplatissement de la masse est égal à ^^oLm; ce que Ton sait d'ailleurs, le suppose maintenant
on aura
TT 10 ID 1,1, dx^
et déterminant c de manière que
O = ! rC,
on aura l'équation
i.2.aa7* i5 1 .2.3.aa;' 35;r
Je suppose que l'intégrale de cette équation soit z = 9(^)9 on aura
>' = 9(^) -+- ex* -h bx -h a;
la supposition de A = o donne ^^ = 5 = <p(ir); on voit donc que le mouvement de rotation du corps ne fait qu'ajouter à la valeur de y la quantité cx^ -+- bx-^a; ainsi toutes les figures de révolution dans lesquelles l'équilibre a lieu lorsque la masse est immobile ont également lieu lorsqu'elle tourne autour de son axe de révolution, pourvu qu'on ajoute à l'expression de y, cx^-^ bx 4- a. Mais, lorsque A = o, existet-il d'autre cas d'équilibre que la figure sphérique? Il parait difficile de se prononcer sur cet objet; voici cependant une remarque fort générale qui exclut un grand nombre de figures. Je suppose que, dans le cas de A = o, on ait
r, ^, . . ., [X étant des nombres quelconques, et a^ étant la puissance de X la plus haute; si l'on substitue cette valeur dans l'équation (Z), le terme goc^ en donnera un de cette forme
^^,-.L4H(filliJ_,.4f*(fx-.)(f*-s.)^ 1
et, comme il sera le plus élevé par rapport à x, il faut que l'on ait
(t) 0-3^4 f^(f^-l) »4 fX(fX-l)(tX-2)
Voyons donc quelles sont les valeurs de [x qui peuvent satisfaire à cette équation; en la considérant sous cette forme, il serait fort difficile de déterminer ces valeurs, mais on peut la mettre sous une forme beaucoup plus simple de la manière suivante.
Je reprends pour cela l'équation (A), et j'observe qu'elle se réduit à celle^i, en faisant A — o,
o=j j ^y 2'BinV8'nîcosî(cos?sinç — sinçcosT)'^-^-^,
+ a*sin'/>sin*^cos7(cos9SÎn9 — sin^cos^)* T^f~a
+ Idpdtj.
Si l'on suppose, dans cette équation,
y^gm* et sin'ç:^ — ic', il est visible qu'elle donnera l'équation (ï); or, dans cette supposition, on a
partant (')
(cosfsinf — sin^cosyj'^ j;'(v'^^'(cos9 + V'^ siny)' = a:'(v'— i)'(cosi^ + V^^ sintiy).
Le terme
/ / -. = ^ — -r-iz 3"'8În*''+'p8in'""'ff cosfffcososinœ — siriffcos»)'" <//»</'/
deviendra donc
^..(fA — l)(p — 3)...(f^ — 3W>t-l)
i.3.3...an XI I -T=r- ^"-'(— i)"sin"«*'/>.a'"8in'"-'îco39(cogan^-t-\/— I t\ninq)dpdq ;
or on a
3*"-'BÎn*"-'y = ± [8in(an — t)ç — (an — i)sin(a/i — 3)? +. ..],
<') On devrait avoir
(cosç siof — BJDf coa^y = ^W— i)' 1 cobç + 1/— ' i/ ' + ^S'"?) '
:, on peut prendra.
' de l^ Éditeur.)
:312 SUR LINCLINAISON MOYENNE
le signe -h- ayant lieu si n est impair et le signe — s'il est pair; de là on aura, en intégrant,
I 2^n-i sin"*" *^cosy ^ 1 (cosa/ty -hy/—-! sin2 n(/)dfj[ z= — {n;
parlant
iT, j^TZ
t -. 5 î^7-^sin*'*+*/?sin*'*-*y cosy(cosy sin9 — %\nq cos^y^ dp d(j
on trouvera, de même,
_ 7rfx(fx — i)...(^ — an) r''
an-+-i) J
L'équation (A) devient ainsi
=/"«'"^ [^^^ «"•'/' - ^^^';.'a!3^~'^ -"*/' --•••] dp.
ce qui donne
f sin/>(i — sin*/?)î*c(p— / sïnp{i — ixs\n*p)dp
I S in/? cos*i*/> — {ï — ii)dpl s'mp dp —[x j s'inp ces*/? ^P ? d'où Ton tire, en intégrant,
( j) o = C COS*'*"*''/? + (i — ft) COS/I -f- {/X COS'/?'
H faut déterminer la constante arbitraire C de manière que l'intégrale soit nulle lorsque cos/7=i, et faire ensuite, dans l'équation (v), Qosp = — i; or il peut arriver deux cas : i** La valeur de [t. peut être telle que
dans ce cas Téquation (y) donne
mais cette valeur doit être rejctée par la nature du problème, puisque le terme ^0?!^ deviendrait imaginaire lorsque x serait négatif; 2® La valeur de (x peut être telle que
dans ce cas, l'équation ( j) donne
-a(i — fx) — Jfxrzro;
2fJL-+- I
d'où Ton tire [jl* — (jl = o; partant [jl = o et [l=i; d'où il suit que l'expression de y ne peut avoir que cette forme
v = ûf -f- bx -{'Cx''-h fx'-h. . .,
r,s, ... étant moindres que l'unité; or, en substituant cette valeur dans l'équation (Z), il est visible que l'équation
y satisfera séparément; d'où il suit, par l'analyse précédente, que r étant supposé le plus grand des exposants r, ^, . . . ne peut être que o ou i; donc, toutes les fois que la valeur de y peut être exprimée par un nombre fini de termes, elle ne peut avoir que cette forme y=a-hbœ; maintenant il est aisé de voir que, dans ce cas, la figure du corps doit être sphérique; car on a (/ig. 5), y = o lorsque a: = i et lorsque .r = — i; d'où l'on tire
a-h6 = o et a — b = o; partant j' = o.
Je dois observer ici que M. d'Alemberl a déjà fait une remarque semblable pour le cas où les exposants de ^ sont des nombres entiers et positifs (voir le Tome V des Opuscules de ce grand géomètre).
Il serait utile d'étendre ces recherches au cas où les couches de la masse fluide sont inégalement denses; c'est ce que je me propose de faire dans un autre Mémoire.
OSiwrM Je L, — TUI. 4o
Sur les fonctions.
M. de Lagrange a donné, dans le Volume de l'Académie de Berlin pour l'année 1772, un très beau Mémoire sur Tanalogie qui rëgne entre les puissances positives et lesdifférences, aussi bien qu'entre les puissances négatives et les intégrales. (Voir, dans le Volume cité, un Mémoire qui a pour titre : Sur unenou\^elle espèce de calcul relatif à Vintégration et à la différentiation des quantités variables.) En suivant cette analogie, il est parvenu à plusieurs théorèmes fort intéressants sur les fonctions; mais, comme cette voie est indirecte, et que d'ailleurs ce grand géomètre semble regarder comme difficile la démonstration directe de ces théorèmes, je vais ici les démontrer par une méthode assez simple, et qui, de plus, a l'avantage de faire voir pourquoi l'analogie des puissances et des sommes ou des différences a lieu.
Pour simplifier le calcul, je ne considérerai qu'une seule variable; il est facile d'étendre les recherches suivantes à tant de variables que l'on voudra. Soit donc u une fonction quelconque de â? : on peut chercher l'intégrale ou la différence finie /i'*™* de m, en fonction des intégrales et des différences infiniment petites de cette quantité; on peut chercher l'intégrale ou la différence infiniment petite /i'*™* do u en fonction de ses intégrales et de ses différences finies; or voici comme M. de Lagrange résout ces deux problèmes.
En désignant par les caractéristiques A et S les différences et les intégrales finies, et supposant accroître de a dans ii, cet illustre auteur trouve d'une manière directe et fort élégante l'équation
(i) Aa^e^' — i;
en observant dans le développement du second membre d'appliquer les exposants à la caractéristique d\ c'est-à-dire au lieu de [^] »
d'écrire ^» et ainsi de suite; e est le nombre dont le logarithme hy-
perbolique est l'unité. De l'équation (i) M. de Lagrange conclut, en vertu de l'analogie entre les puissances positives et les différences,
/ ^a Y (a) A'tfmVc^-*' — ij ;
et supposant n négatif et changeant A""!/ en 2"m, il conclut, en vertu de l'analogie entre les puissances négatives et les intégrales,
(3) 2««ii=
en observant toujours d'appliquer les exposants à la caractéristique d, et de changer les différences négatives en intégrales; c'est-à-dire, au lieu de d~^udx^ d'écrire Judx, et ainsi du reste.
Au moyen des équations (2) et (3), on aura donc la différence finie /i»*™*', et l'intégrale finie n**"* de 1/, en fonction de ses intégrales et de ses différences infiniment petites.
Présentement Téquation (1) donne
e*^ = I 4- Au ;
donc, en prenant les logarithmes,
d*oii, en vertu de l'analogie des puissances positives et des différences, on aura
en observant dans le développement du second membre de cette équation d'appliquer à A les exposants des puissances de u. Si l'on fait n négatif dans l'équation (4)» et que Ton change
d^^udx'* <^"
on aura
//i U dx"^ =Z — -^ -r- , [1(14- Aa)J'»
un observant dans le développement du second membre de cette équation d'appliquer les exposants des puissances de lu à la caractéristique A, et de changer en intégrales finies les différences finies négatives.
Voici maintenant une méthode directe pour trouver ces théorèmes. Je représente par u' la quantité i/, lorsqu^on y suppose a: devenir cr 4- a. Soit u'= u-h 5, on aura, en difi*érentiant par rapport à a,
au' as
[lonc
âx da* dx
=Jdcc
et
du'
u'=u-^fd,c^;
on aura pareillement
du' du r , d^u'
dx dx J dx^ '
et ainsi de suite; d'où l'on tire
, du , .d^u ,, ^d^u
u' = u-^0L-j- -hhoi} -=-; + ^ « T^i
dx dx^ dx*
et
^ du , ^d*u ., ^d*u
h, h\ . . . étant des coefficients constants et indépendants de a. On aura pareillement
\dx dx)
d'où je conclus
En suivant ce procédé, on aura généralement L'équation (a) donne
du . .wie^a
c^ '. du
Soit j- = 5, on aura
dz
on aura pareillement
dz 1 , \ri d^z
et ainsi de suite; <l'où je tire
^^ z "=: -- j z dx — mz — a/n' -7— — ....
On aura pareillement Or
^^ I zdx=z - I z dx^ — m j zdx — . . . ,
d'où l'on voit que £^2 a une expression de cette forme
V ^=: -i / zdx*'\ — I zdx-hK'z-h K'a^ H-...;
en suivant ceprocédé» on conclura généralement
r,f^ ... étant d^n coefficients constants et indépendants de a.
Je suppose, dans les équations (a) et (6), u = e', ce qui donne
Al/ :=: 6^(6^-- l), âk* u = e' {e"" -- l)*,
ot généralement
ensuite
V ^ Tî '^
et généralement
cela posé, les équations (a) et (6) donneront : la première
(e*— i)"rz:a'»-H7a'*-^*-h. . .,
la seconde
donc on aura
et
A'»a = \e *"— ly
pourvu que, en développant les seconds membres de ces équations, on applique les exposants des puissances à la caractéristique d, et qu'on change les différences négatives en sommes. L'équation (a) donne
^" =« ^ ■*"« -^rfïï^-^--
d'où l'on voit que a" ^-^ sera donné par une équation de cette forme
L'équation (6) donne pareillement
\ f ii«fa:« = 2'»a-t-/2«-»a-^/'2'-«w4-...,
s, s\ ...y /, /', ... étant des coefficients constants et indépendants de a. Soit donc u = e^; Téquation (c) donnera
a«=ie«— n-5(^-— i)*4-5'(e«— i)'-h . . .;
or on a
donc, si l'on développe le second membre de cette équation par rapport aux puissances de c*— i, il donnera
partant» l'équation (c) est la même que celle-ci,
pourvu que, dans le développement du second membre, on applique les exposants à la caractéristique A.
L'équation (d) donne, en faisant u = e^.
or
d'où il est facile de conclure
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pourvu que, dans le second men^bre de cette équation, on applique à la caractéristique A les exposants des puissances, et qu'on change les différences négatives en intégrales.
Reprenons l'équation
du
e^^ — I = Ai£ ou
M. de Lagrange en conclut, en vertu de l'analogie des puissances et des
différences,
du ,
or e'^^ représente ici l'unité, plus la différence finie de m, lorsqu'on y suppose X devenir x -h a'; cette équation renferme la théorie générale des interpolations, et elle est facile à démontrer par ce qui précède; car, puisqu'on a
on aura
.du ex.' ^ a' A • (x! -j- — lu H-/— A'a4-. . ., dx OL •'a
Donc, nommant 'Ai/ la différence finie de u, lorsqu'on y suppose x devenir X ■+- a', on aura
aj? a \^ a* ^ a /
^', g\ ... étant des coefficients constants et indépendants de a et de a'
Soit a = e*, et l'on aura
fit' / a'* a' \
e«' = I -H -- (c«- i) H- (e«- 1)1 ( ^_ 4- ^' - -h^M -h . . . . oc \ oc ot /
Or
développant donc le second membre de cette équation par rapport aux puissances de e*— i, on aura
donc on aura
INÉGALITÉS SÉCULAIRES DES PLANÈTES
Mànoires de l'Académie royale det Sciences de Paru, année 1773, 1" Partie; 1775.
Si l'on a une équation diflërentielle. telle que dy = pdx, p étant fonction de :r et dey, son intégrale générale renferme une constante arbitraire à laquelle on peut conséqueroment supposer toutes les valeurs possibles; on aura ainsi une infinité de solutions de l'équation différentielle, c'est-!)-dire d'équations entre œ et y, qui la rendront identiquement nulle.
Il était assez naturel d'en conclure que toute solution d'une équation diFTérentielIc se trouvait comprise dans l'intégrale générale et qu'il suffisait, pour les faire coïncider, de donner à la constante arbitraire une valeur déterminée. M. Euler est le premier qui ait remarqué le contraire {S^émoires de l'Académie de Berlin, année géomètre a de plus donné, dans le I" Volume de une méthode pour déterminer si une solution d'un tielle du premier ordre est comprise ou non dans rate, sans connaître cette intégrale; mais, outre qi semble pas pouvoir s'étendre aux degrés ultérieurs
leurs que la solution est sous cette forme, y == X, X étant fonction de x; ce qui la rend souvent impraticable.
Puisqu'il peut exister des équations qui satisfont à une équation différentielle, sans être comprises dans son intégrale générale, on ne peut se flatter d'avoir, par la seule intégration, la résolution complète des problèmes qui en dépendent; il est de plus essentiel d'avoir égard à toutes les solutions particulières, et de les déterminer. Une théorie de ce genre de solutions importe conséquemment au progrès de l'Analyse infinitésimale, et doit être regardée comme un supplément nécessaire au Calcul intégral. Ces considérations m'ont fait entreprendre les recherches suivantes sur cette matière.
J'appellerai solution d'une équation diff^érentielle d'un degré quelconque toute équation d'un degré inférieur qui satisfera a cette équation difl*érentielle; intégrale particulière, toute solution qui se trouvera de plus comprise dans l'intégrale générale; et solution particulière^ toute solution qui n'y est pas comprise.
Si l'on a l'équation diff^érentielle
fxM dx -h fxN dy r= o,
il est visible qu'elle deviendra nulle par la supposition de (x = o, en sorte que l'on pourrait considérer cette dernière équation comme une solution de l'équation diflerentielle; mais il ne sera point ici question de ce genre de solutions, qu'il est très facile d'ailleurs de déterminer; nous considérerons celles qui satisfont à l'équation différentielle proprement dite, c'est-à-dire à l'équation mise sous cette forme
dy=^p dx.
Il est aisé de prouver l'existence des solutions particulières, en considérant l'équation difîérentielle
y dy -h X dx z=l dy \]x^ -+- ^* — o} ;
car l'équation
satisfait visiblement à cette équation différentielle» sans être cependant comprise dans l'intégrale générale
puisque, de quelque manière que l'on détermine la constante arbitraire C, il est impossible d'en conclure
Présentement, tous les problèmes que l'on peut se proposer sur ce genre de solutions se réduisent aux deux suivants :
Étant donnée une équation différentielle d'un ordre quelconque, d'un nombre quelconque de variables, et dont on ne connaît point V intégrale complète :
i^ Déterminer si une équation d'un ordre inférieur qui y satisfait
est comprise ou non dans son intégrale générale;
2^ Déterminer toutes les solutions particulières de cette équation différentielle.
Voici pour, les résoudre une méthode fort simple, et qui n'est restreinte ni par l'ordre de l'équation différentielle, ni par le nombre des variables. Je supposerai d'abord qu'il n'y en a que deux, et que l'équation est différentielle du premier ordre. Je la représenterai conséquemment par celle-ci
p étant fonction de x et de^. Cela posé :
Problème I. — Déterminer si une solution donnée de l'équation diffé-
rentielle dy =pdx est comprise ou non dans son intégrale générale, sans connaître cette intégrale.
Soit [A = o la solution donnée de l'équation différentielle dont je supposerai l'intégrale complète exprimée par l'équation (p == o. Si l'on construit, au moyen de deu^ ^* — *' — ^^ a = o et ç = o, deux courbes
HCM et LCN {^fig* i), sur le même axe AB des abscisses dont l'origine soit fixée au point A, et que Ton détermine la constante arbitraire de Téquation 9 = 0, par cette condition que la courbe LCN passe par un point donné C de la courbe HCM, il est visible que si l'équation (x = o est comprise dans celle-ci, ç = o, les deux courbes LCN et HCM doivent coïncider dans tous leurs points; si cela n'est pas, l'équation (x = o est une solution particulière.
Fig. 1.
Si l'on prend maintenant, dans les deux courbes, deux ordonnées quelconques PM et PN répondantes à la même abscisse AP, et que Ton fasse BP = a, AB = o?, CB = j, PM = /, et PN = Y' ; marquant d'ailleurs par la caractéristique S les différences dans la courbe HCM, par la caractéristique d les différences dans la courbe LCN, et supposant dx et Zx constants, on aura, comme l'on sait.
OLcly a} d^y
dx
cLx^ 1.2.3 dx
Or, afin que les deux courbes coïncident dans tous leurs points, il faut que Ton ait constamment y = Y', quel que soit a, ce qui ne peut être, à moins que l'on n'ait, au point C,
ày _cfy dx dx
àx'
dx^
ix^ dx*
J'observe présentement que si, au lieu du point C, on eût pris sur la courbe HCM un autre point quelconque C\ on aurait eu pour ce
|>alnt les mêmes équations, parce que ta constante arbitraire de l'équalion 9 = 0 n'entre point dans les valeurs de^. -r^, ■■■; de là il suit que les équations précédentes doivent avoir lieu en mémo temps que celle-ci [i = o, quelle que soit a*, pour que cette dernière équation soit une intégrale particulière. On peutdonc ainsi déterminer si l'équation (A = o est comprise ou non dans celle-ci, 9 = 0; elle y sera comprise, si elle satisfait aux équations
^ _ rf>- ^_y — ^' ^ — ^J.
autrement, elle ne sera qu'une solution particulière. Or on peut s'assurer si ces équations peuvent être satisfaites, sans connaître Tinté- ){rale générale 9 = 0; car, de l'équation ^ = o, il est facile de conclure les valeurs de^^. i-^. ■■■; je les représente par f, v', v" De plus.
d'y _dp ^P^ — ^P_ ^ da* d-x dy djc dx dy
Soit/»' cette quantité ( par ■—- j'entends la différence entière de/), divisée par dx, et par -p j'entends le coefllcient de dx, dans la diflerencede/>; il en est de même de toutes les expressions semblables j; il est facile d'avoir, par un pareil procédé, les valeurs de 7^1 -?(' " '■ soient />",/>', . . . ces valeurs; les équations précédentes deviendront
La première de ces équations a nécessairement lieu, puisque l'équation ft = o satisfait à l'équation différentielle dy =pdx; ainsi, ce ne
t apercevoir si la soUiuliëre.
Si l'équation 7 = 0 était une intégrale particulière, on aurait
il faudrait donc que Téquation y = o rendit nulles les quantités/?, p\ p'\ ... ou, ce qui revient au même, les valeurs de ^i -t-^» ^3' •••»
tirées de l'équation dy=^pdx; voyons quelle doit être pour cela la nature de p : je suppose qu'on le réduise dans une suite ascendante par rapport à j, on aura
/,/',/", ... étant fonctions de a?, et n étant nécessairement positif; on peut donc mettre/? sous cette forme j^çr, q ne devenant ni infini, ni zéro, en vertu de l'équation j = o; présentement, que l'on différentie l'expression précédente de p réduit en séries, on aura
Si l'on substitue dans cette équation, au lieu de ^> sa valeur /j" '^fy -*-•••» on aura
On trouvera pareillement
et ainsi de suite; or il est aisé de voir, en examinant la loi de ces différences, qu'elles ne peuvent s'évanouir toutes par la supposition de y = o que dans le cas où n est égal ou plus grand que l'unité; d'où il suit que si l'équation y = o est une intégrale particulière de Téquation différentielle dy=pdx, p est réductible à cette forme j"y, // étant nécessairement positif, égal ou plus grand que l'unité, et q res-
tant fini, lorsqu'on y faity == o; si /i est positif et moindre que Tunité, l'équation y = o n'est qu^une solution particulière. Il pourrait arriver cependant que/>, au lieu d'être réductible à cette
forme y''q, le fût à celle-ci, ..^ > r étant positif; la supposition de y = o satisferait à l'équation dy =pdx, parce que, en faisant y = o, TT^-y devient nul, le logarithme de zéro étant infini. Mais l'équation y = o n'est alors qu'une solution particulière, parce que (l-yY est toujours infiniment moindre que — > quelque grand que soit r, et
quelque petit que soit /z, lorsque^ = o; ce cas rentre donc dans celui où n est moindre que l'unité.
On peut concevoir encore que p est réductible à celte Terme e yq, c étant plus grand que Tunité; car Téqualion y = o satisfait alors à celle-ci
dy -^ .
mais 7 i=o est, dans ce cas, une intégrale particulière, parce que e^ est infiniment plus grand que —9 quelque considérable que Ton suppose n; ce cas
rentre donc dans celui où n est plus grand que Tunité. On prouvera de la môme manière que, quelle que soit la Terme de/?, l'équation différentielle se rapportera toujours au cas de n égal ou plus grand que l'unité, ou à celui de n moindre que l'unité (*).
Comme on a, dans le cas particulier oix y = o est une solution de l'équation diflerentielle, un moyen fort simple pour reconnaître si cette solution est en même temps une intégrale particulière, je vais chercher à y ramener le cas général où la solution est une équation quelconque entre x et y.
(^) Cetle addition en pclits caractères, ainsi que celle do la page 36i, ont été publiées par Laplace postérieurement à l'impression du Mémoire, mais dans le même volume des Mémoires pour 1772, 1'' Partie, p. 65 1. On a cru devoir les placer aux endroits indiqués par Laplace lui-même. (Ifote de l'Éditeur,)
Soit, comme ci-dessus, [x = o une solution quelconque de l'équation dy =pdx\ elle donnera, par ce qui précède, v — p = o; ces deux quantités ^Qiv — p doivent conséquemment avoir un facteur commun, lequel sera la vraie solution de Téquation différentielle; ainsi, je puis considérer [x comme étant ce facteur lui-même. J'observerai ici que, par facteur d'une quantité, j'entends toute fonction qui, égalée à zéro, la fait évanouir. Je conçois maintenant [x sous une forme telle que
-p et -p ne deviennent ni zéro, ni infinis par la supposition de (x = o;
c'est ce qui aura toujours lieu, si les facteurs de (x n'y sont point élevés à d'autres puissances que l'unité; je suppose, en effet, que toutes les valeurs qui satisfont pour y dans l'équation (x = o; soient y = M, y = W, y = M'', . . . , M, M', M", . . . étant des fonctions différentes de X, et que l'on ait
Partant,
^ = (7-M')(/-M')...-h(/^M)(7-M-')...-+-(7-M)(7-M')...+... et
Or il est aisé de voir, cela posé, qu'aucune des équations j — M = o, j — M'=o, ... ne peut rendre infinies ou nulles les quantités -^
Maintenant, soit n l'exposant de la puissance à laquelle le facteur tx est élevé dans la quantité v —p, en sorte que l'on ait
q ne devenant ni infini, ni zéro, par la supposition de [x = o, et /i étant
nécessairement positif; puisque l'on a
àf.
•qdx =
àj
cette équation est évidemment l'équation dy^pdv, mise sous une autre forme. Maintenant, puisque fA est fonction de x et de /, on peut avoir ^ en fonction de a; et de [ji; de cette manière. — ? 3^ deviendra une fonction de ce et de [x, que je représente par h, h restant toujours fini dans la supposition de (i = o ; on aura ainsi
rffji r^ f^i" A dx ;
l'équation dy =pdx étant mise sous cette forme, il est aisé de voir, par l'article précédent, que l'équation [j: = o ne peut en être une intégrale particulière que dans le cas où n est égal ou plus grand que l'unité; autrement celte équation n'est qu'une solution particulière. Je suppose que l'on ait
djC y _ ^j;\ _(_ ^I _
équation à laquelle satisfait celle-ci
a;*-j-^' — a' — o; on aura, dans ce cas,
Partant, n=^, d'où il résulte que l'équation a?*4- j^ — a* = o n'est qu'une solution particulière.
Je reprends l'équation rf(jL = \k"hdx, et je réduis (jl^A, dans une suite ascendante par rapport à [jl; soit
/, /', ... étant fonctions de x; que l'on différentie présentement cette expression de [jl"A par rapport à x seul, en regardant (jl comme fonction de X et dey; elle deviendra, en divisant par dx^
11 est aisé de voir que cette quantité devient infinie par la supposition de (X := o, en supposant que n est moindre que l'unité; or
^ dx dx dy dx dx dy
Partant, si l'équation tx = o est une solution particulière, elle doit rendre infinie la différence de -^ -^p-J-^ prise en ne faisant varier que X et divisée par dx; d'où résulte ce théorème :
Théorème. — 5/ l' équation ik = o est une solution de l'équation différentielle dy = pdx^ elle sera une solution particulière, toutes les fois quelle rendra nulle la quantité
dx^ ^ dx dy dx dy
autrement, elle sera une intégrale particulière.
Ce théorème suppose que {x est fonction des deux variables x et y; si l'on voulait en faire usage dans le cas où (x serait fonction de x seul, ou de y seul, il faudrait transformer les variables a? et y en d'autres x' et y, telles que l'on ait, par exemple, x = x'-^y et j = x' — y.
il y a lies équations diiTérentielles qui n'ont aucunes solutions particulières, et qui par leur forme excluent ce genre de solutions. Ainsi l'on peut assurer, en général, que l'équation dy=pdx ne peut avoir de solutions particulières qui soient fonctions de x et de^, ou de jk seul, toutes les fois que p, étant fonction de x et do y, est rationnel par rapport A y; car ces solutions sont toujours réductibles à la forme
X étant fonction de «et de constantes; or il est aisé de voir que, si l'on fait ^y — X = [JL, l'équation dy=pdx se transformera, par ce qui précède, dans la suivante
n étant nécessairement alors un nombre entier positif, égal ou plus grand que l'unité; la même chose a lieu pour la variable x; donc, si p est rationnel par rapport à fc et à y à la fois, l'équation dy =pdx ne peut avoir aucunes solutions particulières.
Déterminons présentement toutes les solutions particulières des équations diiTérentielles du premier ordre.
Problème II. — L'équation diffénntieUe dy^=pdx étant donnée, il faut en déterminer toutes tes solutions particulières.
Je suppose d'abord que l'intégrale complète soit connue; soit p le facteur par lequel on doit multiplier dy — pdx, pour rendre cette quantité une différence exacte, et [x = o une solution particulière de l'équation dilTérentielle proposée; on aura
êrff — S/» rfx = rf q»( j:, 7) ; mais, de
donc df
ïégrale complète de l'équation dy = pdx^ C étant une constante arbitraire : présentement, puisque l'équation (x = o n'est point une inté- {]frale particulière, elle ne peut faire évanouir ^j;(a;, a) -h C, quelque valeur que l'on donne à C; donc elle ne peut faire évanouir la différence è(dy — pdx); mais par la supposition elle rend nuWe dy — pdœ; il faut donc que l'équation u. = o rende 6 infini, et partant qu'elle fasse
évanouir g; donc pi est facteur de g- Je dois observer ici que M. le marquis de Condorcet est parvenu à ce résultat, mais par une autre méthode (voir son Calcul intégral).
Maintenant, si l'on essaye, parmi les facteurs de g> ceux qui satisfont à l'équation dy=pdx, et que l'on distingue ceux qui sont des intégrales particulières d'avec ceux qui ne le sont pas, on sera sûr d'avoir toutes les solutions particulières de cette équation différentielle. Il ne s'agit donc que de connaître la fonction 6; or elle est facile à conclure de l'intégrale générale; car, soit T = C cette intégrale, on aura, en différentiant,
hdv — Odxz=zo ou Sdy — Spdx:=o;
donc
On sait que S a une infinité de valeurs, lesquelles peuvent être généralement représentées par 6(p(T); mais on ne doit admettre que la plus simple 6 de ces valeurs, car toutes les autres donneront pour solution,
ou T H- y = o, ou ,p = o, y étant constant; or, ces deux solutions
sont comprises dans l'intégrale générale T = C, en supposant, dans le
premier cas, C H- y = o, et, dans le second cas, t^ = o.
Pour déterminer tous les facteurs de g qui, égalés à zéro, sont des
solutions de l'équation dy = pda:^ je nomme (jl l'un de ces facteurs;
si l'on différentie l'équation §=0, on en conclura dy = ydx, et
l'équation (jl = o satisfera visiblement à cette équation différentielle; mais, par la supposition, elle fait évanouir dy —pdœ; donc elle fera évanouir ^ -'P\ ^ sera donc un facteur commun aux deux quantités
g et Y — /7. La détermination de ce facteur est du ressort de TAnalysc
ordinaire; tout facteur commun à ces deux quantités, égalé à zéro, est une solution de l'équation dy=pdx; car ce facteur, égalé à zéro, faisant évanouir les deux quantités dy — ^dx et ^dx — pdx doit faire évanouir leur somme dy — pdx. On distinguera ensuite fort aisément si pi = o est ou n'est pas une intégrale particulière. Voilà donc un moyen assez simple pour trouver toutes les solutions particulières d'une équation différentielle dont on connaît l'intégrale complète.
Cette intégrale est, dans un très grand nombre de cas, indéterminable au moins par les méthodes connues; on est donc obligé de recourir alors aux approximations, qui la donnent souvent avec une précision suffisante. Mais, comme il importe dans tous les cas d'avoir toutes les solutions particulières, et que la méthode précédente suppose l'intégrale exactement connue, il serait très intéressant d'avoir une méthode générale de les déterminer, entièrement indépendante de la connaissance de l'intégrale complète; en voici une très simple, et d'un usage plus facile que la précédente, dans le cas même où l'intégrale complète est donnée.
Soit \L = o une solution particulière de l'équation différentielle dy=pdx; cette dernière équation est, par l'article IV, réductible à cette forme
n étant moindre que l'unilé. Or, d\i. étant égal à ^dx 4- -^ ^y* on
aura
-J-dY^= tx'^h dx — -^ dx.
dy ^^ ^ dx
Mais
dy^pdx;
partant,
fx'^A dx
ày dy Je suppose maintenant, ce qui est toujours possible, que la
OEupres de L. — VHI.
ait cette forme j — X, X étant fonction de a?; on aura
âii . du d\
— — — : ici — — '— ^^^^ •
ày dx dx
Si, dans la quantité A, on substitue X h- (jl au lieu de j, et qu'on la développe dans une suite ascendante par rapport à fx, en sorte que Ton ait
/, /', ... étant fonctions de x seul, on aura
donc, en différentiant par rapport à y, on aura
dy
Cette expression de ^ devient infinie par la supposition de (x = o, car
il est clair que, par cette supposition, le premier terme /iix"*** /devient infini et infiniment plus grand que les suivants. L'équation (x = o rend
donc nulle la quantité -r— ; ainsi (x est facteur de -^« On prouverait,
ôy ôy
par le même procédé, qu'il est facteur de -r-« Pour trouver ce fac-
ôx
leur, je diflerentie l'équation -r— = o, et je suppose qu'elle donne
dy = Sdx. L'équation (jl = o satisfera visiblement à cette équation différentielle; mais elle satisfait à celle-ci, dy=pdx\ partant elle rendra nulle la quantité /? — Ç; (x sera donc facteur commun aux deux
quantités -.— et />— Ç; de plus, il est visible que tout facteur commun
ày à ces deux quantités est une solution particulière de l'équation différentielle dy=ipdœ\ car, \l étant ce facteur, l'équation (x = o fait évanouir les quantités dy — êrfir et pdx — èdx\ elle fera donc éva-
noair leur différence dy — pdx; et, puisqu'elle'rend -r— nul, elle ne
peut être une intégrale particulière. Il est aisé de voir que
à'p _ àxdy
d'où résulte ce théorème :
Théorème. —Si }j. = o esl une solution particulière de l'e'quation différenlielle dy := p dœ, (i est fadeur commun aux deux quantités
ày' ày
et, réciproquement, tout facteur commun à ces deux quantités, égalé à zéro, est une solution particulière de l'équation différentielle dy =^p dx.
C'est le théorëme que j'ai donné sans démonstration à la fin du Mémoire Sur la probabiliié des causes par les événements (voir le VI* Volume des Savants étrangers) (' ). Il en résulte une méthode fort simple pour trouver directement toutes les solutions partîculiëres d'une équation différentielle, sans connaître son intégrale générale.
Je suppose, par exemple, que l'on ait l'équation différentielle
dr
«<fc
d'où Ton aura
dx dy \Jx^ 4- j* — a* ( j* — a} — y \Jx^ n- J^* — «* )
dy'
11 est aisé de voir que les deux quantités/? h ^^-^ et -^ ont pour
dy" dy
facteur commun \jx^-\-y'^ — a*, et qu'elles n'ont que celui-là; d'où il résulte : i** que l'équation a?^-}-^* — «2 = 0 est une solution particulière de l'équation différentielle proposée; 2^ qu'elle est unique.
Le théorème précédent a généralement lieu toutes les fois que la solution particulière (jl = o renferme x et y; mais il peut souffrir des exceptions, si [x est fonction de x seul ou de y seul. Voici comment on peut la déterminer dans ce cas. Je suppose d'abord (jl fonction de y seul. L'équation [t, = o donnera dy = o; donc, puisqu'elle rend nul rfy — pdxj elle donnera/? = o. Partant, on aura/? = [jl^A, h étant une fonction de x et de j^, qui ne devient ni zéro ni infinie, en vertu de l'équation (jl = o. Présentement, de ce que (jl est fonction de y, on aura y en fonction de (jl; A deviendra ainsi fonction de x et de [x, et, en réduisant/? dans une suite ascendante par rapport à (x, on aura
/, /', ... étant fonctions de x; on aura donc
Oy '^ ày
Donc, puisque n est moindre que l'unité, -^ devient infini en vertu de l'équation (jl — o. Partant, - .— est nul : ainsi (x est facteur commun
aux deux quantités/? et -^; et, réciproquement, tout facteur commun
dy à ces deux quantités qui sera fonction dey seul, égalé à zéro, sera une
solution particulière de l'équation dy = pdx.
Si [L est fonction de x seul, en considérant l'équation dx= - dy, on trouvera pareillement qu'il doit être facteur commun aux deux quantités - et -^j et, réciproquement, que tout facteur commun à ces
dx
deux quantités, qui sera fonction de x seul, égalé à zéro, est une solution particulière de l'équation dy =pdx.
Examinons présentement les équations différentielles du second ordre.
Une équation différentielle du second ordre peut avoir pour solutions particulières des équations finies, ou des équations différentielles du premier ordre; les unes et les autres peuvent également se déterminer par la méthode précédente.
Problème III. — Déterminer si une solution (jl — o rf^ V équation différentielle d}y = p dx* est une intégrale particulière , sans connaître r intégrale générale, [»- et p étant /onctions de x, y et -^^'dx étant supposé constant.
En faisant usage de la méthode du problème I, on verra facilement que, si de l'équation [JL=: G on tire les valeurs de -T^> ^-^> •••> et qu'on les représente par i^, ç\ ç-", ...; que, ensuite, on représente par p\ p\ ... les valeurs de ^> ^> • • • tirées de l'équation
P, «^, f^, . . .; />, p\ p\ , . . étant fonctions de x\ y et ^> si (Ji = o est
une intégrale particulière, non seulement la quantité ^ — p, mais les suivantes ^—p\ v^— pf'^ ... doivent s'évanouir par la supposition de |i = o, et, si cela n'arrive pas, l'équation [jl = o est une solution particulière.
Puisque |jl == o donne v —p = o, on aura v — p^ ^iTq, n étant po-
sitif et q ne s'évanouissant pas par la supposition de fx = o; donc
dii djj. dy d^Y ^ dx ây dx
dx ^ ^^d^
Donc
dixr^-li'^gdx^^;
dy
la quantité (jl peut toujours être imaginée sous la forme ^^ — R, R étant fonction de .r et de y, et, dans ce cas, dx-~- ~ i (*); maintenant,
puisque Ton a —^ = R -h (jl, si Ton substitue cette valeur de ~ dans
la quantité q^ elle deviendra fonction de x^y et (jl; je suppose qu'on la développant dans une suite ascendante par rapport à (jl on ait
/, l\ /", . . . étant fonctions de x et de y, on aura partant,
et en substituant, au lieu de -^> sa valeur, et, au lieu de ^> on aura
En continuant ainsi de prendre les différences successives de [x et ob-
( 1 ) La notation -^ demande une explication ; son sens est fixé par la formule
dr où Ton a fait pour un moment -^ — ^'. (IVoie de l'Éditeur.)
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servant la loi de ces différences» on verra facilement qu'elles ne peuvent s'évanouir toutes par la supposition de [a = o que dans le cas où n est égal ou plus grand que l'unité; Téquation (a = o n'est donc une intégrale particulière que dans ce cas; autrement, elle n'est qu'une solution particulière, résultat analogue à celui que j'ai trouvé (art. lY) pour les équations différentielles du premier ordre.
Problème IV. — Déterminer toutes les solutions particulières aux premières différences de V équation différentielle d}y = p dx^ .
Si l'on connaissait l'intégrale complète aux premières différences de
cette équation, on pourrait trouver ainsi toutes ses solutions particulières aux premières différences. Soit 6 le facteur par lequel il faut
multiplier l'équation d^y = pdx^ pour la rendre intégrable, on aura
KS-^'*^)=''K
et l'intégrale de l'équation d^y ^ pdx* est
Présentement, je suppose que (jl = o soit une solution particulière, (i
dx
étant fonction de x^ y, -^; puisque cette solution ne peut faire éva-
nouir (flx^y^ ^) "^^' quelque valeur que l'on donne à C, elle ne fera pas évanouir la différence Sf -^ — pdx\\ mais, par la supposition, elle fait évanouir -^ —pdx\ donc elle rend 6 infini, c'est-à-dire qu'elle fait évanouir g- Je suppose que, en différentiant l'équation g = o, on
ait -~- =ydx; l'équation (x = o fait évanouir y — /? et g- Donc [l est
facteur commun à ces deux quantités; de plus, tout facteur commun à ces deux quantités est une solution de l'équation différentielle
Or on distinguera aisément, parmi ces solutions, celles qui sont des inlégralcs particulières d'avec celles qui ne le sont pas.
Si l'intégrale complète aux premières différences de l'équation (Py = pdx^ est inconnue, on trouvera, de la manière suivante, toutes les solutions particulières aux premières différences de cette équation.
L'équation d'y — pdx^ peut recevoir, par l'article précédent, cette forme
diLzz: ix^q dXy
n étant moindre que l'unité. Partant, on aura
d[t. dix dy dx dv dx
dx
on peut toujours supposer au facteur \l cette forme ^ — R» ce qui donne
^ da du. ô^ du âW
o^y dx Ox oy ôy
Donc
ce qui donne en substituant, dans y, R -t- tx au lieu de ^, et réduisant en une suite ascendante par rapport à [x,
/, /', ... étant fonctions de x et dey; si l'on différentie cetteéquation par rapport à dy^ on aura
dx -f^ = nu.^-H'^{n -h w')a'»-»-'» -«^-f-
Ur, puisque n est moindre que l'unité, il est clair que dx ^ devient infini par la supposition de [j. — o. Partant, — ^ devient nul, en sorte
dx^^ d'Y
que (X est facteur de cette quantité. Je suppose que de Téquation
on tire par la différentiation
|JL sera facteur commun aux deux quantités y — /> et — ^ — De plus,
dx -~—
tout facteur commun à ces deux quantités et qui renfermera -^-^ égalé à zéro» sera une solution particulière de Téquation différentielle
d^y^=:pdx^.
Puisque
d^p d^p dy
dxd^y dyd^Y dx 7= — ^ »
on aura le théorème suivant :
TuÉORÈME. — L'équation différentielle d^y =pdx^ étant donnée, si ion dyfférentie p par rapport à -j- seul, que l'on nomme - cette différence
divisée par -^^ que l'on différentie q en regardant -^ comme constant ; soitYidx cette différence, et Kdx la différence de q prise en ne faisant varier que -^ > et divisée par ^-^; cela posé y 5/ (jl = o est une solution particulière du premier ordre de l'équation d}y = p dx* ; (jl sera facteur cornmun aux deux quantités p -H -^etq'^et réciproquement, tout facteur du
premier ordre, commun à ces deux quantités, égalé à zéro, est une soUition particulière de la proposée. (Théorème analogue à celui de Taiticle VI9 sur les équations différentielles du premier ordre.)
On peut généraliser ce théorème et l'étendre aux équations différentielles de tous les ordres.
Si Ton a l'équation différentielle
p étant fonction de x, y, ^, • • ., . ^_^, dx étant supposé constant; que
Ton différentie/? par rapport à ^-j^' et que l'on nomme - cette diffé-
rence divisée par ^^n-\ > ^^ ^'^^ différentie q, en regardant t-;^ comme constant, et que l'on nomme Rctr cette différence; qu'ensuite on différentie y, en regardant . i, comme seule variable, et que l'on
nomme W dx cette différence divisée par ^-^; cela posé, si (x = o est une solution particulière de l'ordre n — i de l'équation proposée, (x
est facteur commun aux deux quantités 9 et/>+ ^,; et réciproquement tout facteur de l'ordre /z — i commun à ces deux quantités, égalé à zéi'o, est une solution particulière de la proposée.
Il est aisé de conclure de ce qui précède que si, dans l'équation
— ^ =p, p est rationnel par rapport à , ^j^» cette équation ne peut avoir de solutions particulières de l'ordre /i — i .
Examinons présentement les solutions particulières et sans différences de Téquation d^y=pdx^. Je suppose que (ji = o soit une de ces solutions; en conservant les mêmes dénominations que dans l'article VII, on verra que, puisque v—p s'évanouit par la supposition de [A = G, on aura
mais
d^lJ. dy^ d*ix dy d^fx
~" dy^ dx* dxdy dx àx*
dx*
tPfi dix/ ^cl'{i. ^ , .,rf'> \
Cela posé» voici comment on reconnaîtra si jjl = o est ou n'est pas une solution particulière. Prenez les différences successives ^-^, ^> ^> •••»
elles seront toutes données en fonctions de a:, 7 et ^; examinez ensuite la loi de ces différences. Si Ton peut les faire évanouir toutes en supposant le rapport de ^ ^ (^ fini ou infiniqoent grand, Téquation
(jL = o est une intégrale particulière ; autrement» elle n'est qu'une solution particulière.
Je suppose que l'on ait
h étant fonction de x et de (x, on trouvera facilement que pi = o n'est intégrale particulière que dans le cas où n est égal ou plus grand que Tunité. Ainsi dans l'équation
à laquelle satisfait l'équation ^ = a?, si l'on fait y — 2? =2 [x, on aura
en réduisant en suite ascendante par rapport à pi, on a
Or l'exposant de pi étant, dans ce cas, égal à l'unité, il suit que (x = o est une intégrale particulière; mais dans l'équation
à laquelle satisfait pareillement celle-ci, y = ir, on verra facilement que cette dernière équation n'est qu'une solution particulière.
Pour trouver maintenant toutes les solutions particulières sans différences de l'équation d}y=^pdx^y je suppose que (x = o soit une de ces solutions; la proposée peut être transformée dans la suivante :
Or, si l'on conçoit (x sous la forme y — X, X étant fonction de x, on aura
d*lx = d^y — d*X.
Donc
Or, si la plus petite des quantités i, i\ . . ., que je suppose être i, est positive et moindre que l'unité, d^ = o est une solution particulière qui se déterminera parles articles précédents. Si i est négatif, en supposant d\k = Oy p deviendra infini; partant, d\j. sera facteur de-- Enfin, si c = o, n sera moindre que l'unité; donc (x sera facteur de
dp /i/jt'*-*/^-*-. . .
Dans tous ces cas, il sera facile de déterminer toutes les solutions particulières sans différences de l'équation d}y =^pdx^.
On peut donc, au moyen de la méthode précédente, déterminer toutes les solutions particulières des équations différentielles du second ordre; il est aisé de voir qu'elle s'étend également aux ordres ultérieurs, mais il serait inutile de nous y arrêter davantage. Appliquons-la présentement aux équations qui renferment trois variables.
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Problème V. — Déterminer si une solution [1 = 0 est une intégrale particuUére de l'équation différentielle à trois variables
dz=:p dx H- q dy.
Je suppose que cette équation soit intégrable. Cela posé, si l'on a Téquation js = f (a?,j^) et que l'on veuille déterminer la variable z\ qui répond à a: -+- a et à j^ -f- 6, on aura
Or, en supposant dx constant, on a
9(^4-a,r-^€) = 9(^,74-6) 4- a-^ll.^^ --i-— ^\^ ^ + ....
fie plus, en supposant dy constant,
dx dx dxdy " * '
Donc on aura
L* équation donne
Donc
, dz a' d^z
dx 1.2 ox^
il ^
dy
dz z=ip dx -h g dy dz dz
d^z __ dp dp dz^ _dp dp
dx* dx dz dx dx ^ dz
Soit p cette quantité, on aura facilement
d^z d^z âTs dy* dx dy dy*
je nomm^ p\p'\ . . . ces quantités; maintenant, si de l'équation (x = o
on tire les valeurs de j^> g^> j-^> •••et qu'on les nomme i', V, /,
/',..., il est aisé de conclure, par un raisonnement entièrement analogue à celui de l'article II, que l'équation |x = o ne peut être une intégrale particulière que dans le cas où elle fait évanouir non seulement les quantités v —p, V — q, mais encore les suivantes /— />', '— /'^ — Puisque l'équation (x = o fait disparaître v —p^on aura
et puisqu'elle fait disparaître V — q^ on aura
Si Ton multiplie la première de ces équations par dx^ la seconde, par dy, qu'ensuite on les ajoute, on aura
V dx -^^v dy — p dx — qdy=. \k^Yk.dx -t- |x'*'K' dy, OU, à cause àQdz=pdx-\-q dy,
vdx-^ U* dy — dz^^iJL'^Kdx-h fx"' K' dy;
mais on a
Donc
àx ^ . dy
ds dz
rf,.=-,.-K^./x-fx'^K'^d!r.
Or il est aisé de voir que [jl = o ne peut être une intégrale particulière, que dans le cas où le moindre des exposants /i, lî est égal ou plus grand que l'unité; autrement [jl = o n'est qu'une solution particulière.
Problëhe VI. — On propose de trouver toutes les solutions particulières
de l'équation
dz = p etx + q dy.
Soit fi = o une de ces solutions; on aura, par l'article précédent. dfi. d{j.
et, puisque l'un des deux exposants n et n' doit être moindre que l'unité, si l'on suppose que ce soit tt, on aura
^=-«u— 'K^ — de '^ di '"'
d'où l'on voit que ^ devient infini par la supposition de [x = o; partant, -3— devient nulle par cette même supposition. Si c'était n' qui
di fût moindre que l'unité, -j- deviendrait nul, en faisant [ji = o. En
cherchant donc, parmi les facteurs de -^ et -t-> ceux qui satisfont à
di 51
l'équation
rf» ^p dx -i-qdy
et distinguant ceux qui sont des intégrales particulières, on aura toutes les solutions particulières de cette équation différentielle.
Il arrive souvent que l'équation
n'est po: qua-
tion (le condition
dq dp dp dq ^
^dz Uz dy-^dx ^
n*est point identiquement nulle. Dans ce cas, on ne peut donc espérer que des solutions particulières de la proposée. M. Euler donne cette règle pour les déterminer, dans ses Institutions du Calcul différentiel, p. 275 :
Formez V équation de condition^ laquelle ne sera point identiquement nulle, puisque, par hypothèse, la proposée n'est pa^s intégrable; examinez ensuite si cette équation satisfait à la proposée; si cela est, vous aurez, par ce moyen, toutes les solutions possibles de V équation différentielle; mais si cela n'est pas, vous serez sûr qu'aucune équation finie ne peut y satisfaire.
Cette règle n*est pas générale; car, si Ton a
dz = rfjr[i 4- \/z — y — x (/-ha \/z — y — x — b \/z —y — x)\ -4- dy{i 4- X yz—y-^x),
Téquation résultante de Téquation de condition est
équation qui ne satisfait point à Téquation différentielle. On aurait tort cependant d'en conclure que cette équation ne peut avoir de solutions, puisqu'elle est satisfaite par celle-ci
A'oici présentement une méthode pour trouver toutes ces solutions. Soit (il = o une de ces solutions; Téquation
dz z=z p dx -{- q dy
peut être transformée dans la suivante
rfjjL = fjL» ^ rfx 4- fx"' A' dv.
h et h étant fonctions de a?, y et [jl. Or, si Tun des deux exposants, li ou n\ est moindre que l'unité, on trouvera facilement [jl par l'article précédent. Reste donc à déterminer (x, lorsque le moindre des exposants n et Ti" est égal ou plus grand que l'unité. Or, dans ce cas, l'équation |x = G satisfait à l'équation de condition, et la règle de M. Euler est exacte. Pour le faire voir, j'observe que l'équation de condition, pour que
soit intégrable, est
Il est clair que, si n et n! sont égaux ou plus grands que l'unité, cette quantité devient nulle par la supposition de (x = o; car les quantités ^ et ^ ne peuvent devenir infinies en vertu de cette Supposition, comme il est aisé de s'en convaincre en réduisant h et h' en suites ascendantes par rapport à fx; les quantités ^> -c- peuvent le devenir,
si, par exemple, h et h' renferment des termes tels que p-'ç(^,j). I étant positif et moindre que l'unité; mais la différence de ces termes prise par rapport à (x, et multipliée par fx""^"', sera toujours nulle en y faisant (x = o, puisque n et n' sont supposés plus grands que l'unité. L'équation de condition
est donc satisfaite par la supposition de (x = o. On pourrait craindre, cependant, que celle-ci
' dz ' dz dy ôx
ne le fût pas en vertu de cette même supposition; car, bien que ces deux équations soient les mêmes, cependant il peut arriver que, pour avoir la seconde, il fallût diviser la première par un facteur; et, si ce facteur était une puissance positive de fx, alors l'équation [x = o, qui
Offwrw ds /.. — VIII. 4^
âx
rend la première nulle, pourrait ne pas satisfaire à la seconde. Il est donc essentiel de faire voir que ces deux équations ont le même facteur [x; pour cela je les représente, la première par celle-ci, R = o, et la seconde par celle-ci, S = o. Cela posé, on a, par l'article X,
dz dz
d*oii, en faisant le calcul, je tire
ÙZ
ainsi |x, étant facteur de R, sera nécessairement facteur de S; partant, il sera facile de le déterminer.
Sur les inégalités séculaires des planètes.
J'ai donné dans un autre Mémoire (*) les expressions des inégalités séculaires des planètes sous une forme, ce me semble, aussi simple qu'on puisse le désirer; et, ce qui peut être de quelque utilité dans l'Astronomie physique, j'ai fait voir que les moyens mouvements des planètes et, par conséquent, leurs moyennes distances n'étaient assujettis à aucune équation séculaire, en vertu de leur action les unes sur les autres; mais les formules auxquelles je suis parvenu ne peuvent avoir lieu que pour un temps limité, après lequel elles deviennent inexactes, et, quoiqu'elles me paraissent suffisantes pour tout le temps
( » ) Voir, dans le Tomo VU des Saveuitx étreuigers^ un Mémoire qui a pour titre : Re^ cherches, i** sur V intégration des équations aux différences finies et sur leur usage dans l'analjrse des hasards; %"" sur le principe de la gravitation universelle et sur let inégalités séculaires des planètes qui en dépendent. Comme j'aurai occasion de citer ce Mémoire, j'en désignerai les articles de cette manière {M. E., art.); ainsi {M, K., art. 30) en désignera le 3o' article (<>).
(•) Voir Œuvres de Laplaee, T. VIII, p. Cf et i«i.
J'imagine une planète p^ troublée par l'action de tant de planètes/?', p"^ Z?*', . . . qu'on voudra; soient a, a\ a", ... les moyennes distances de /?, p\ p"^ ... au Soleil; ea^ e'a\ ef'a'^ ... les excentricités de leurs orbites; L, h\ U, ... les longitudes de leurs aphélies, le point d'où l'on commence à compter les longitudes étant supposé fixe, et les angles L, L\ ... pouvant être comptés sur un plan fixe et peu incliné à celui de l'orbite de p. Soient encore y, y', y", ... les tangentes des inclinaisons de leurs orbites sur le plan fixe; F, T\ P", ... les longitudes de leurs nœuds comptées sur le plan fixe; $[jl, S(jl', S[jl^ ... les rapports de leurs masses à celles du Soleil ; i, i\ i", ... le nombre de leurs révolutions depuis une époque donnée où l'on fixe l'origine de leurs mouvements : on suppose les inclinaisons et les excentricités fort petites. Soit
— =5 et 1 :=i:6 4- ÔlC0S9-+-. . .;
que dt exprime l'arc infiniment petit décrit par la Terre dans son orbite avec sa vitesse moyenne, la distance moyenne de la Terre au Soleil étant prise pour l'unité; et que </<.36o^ exprime le mouvement angulaire moyen de p autour du Soleil, tandis que la Terre décrit l'angle dt; soit
(o, i)dt:=: jzbiifx' di. 36o**^
OU
(o,i)==^^^3fx'-^^,
c/i.36o® dt
exprimera le rapport du temps de la révolution de la Terre à
aux géomèlres, en forme de supplément, ce qui lui manquait encore pour être complet, en rendant d'ailleurs au Mémoire de M. de Lagrange toute la justice qu'il mérite; je m'y suis d'autant plus volontiers déterminé, que j'espère qu'ils me sauront gré de leur présenter d'avance l'esquisse de cet excellent Ouvrage.
celui de la révolution de la planète p; soit, de plus.
que l'on forme des expressions analogues pour/)',/>', ..., considérés par rapport à/> de la même manière que ;?' vient de l'être, et qu'on les représente par (o,2)rf/, (o,a)rfï; (o,3)rf/, (o,3)A; ..., que l'on désigne par (i.o), (i,o); (1,2), (r,a); ...; (2,0), (2,0); (2,1), (2,1); ... des quantités analogues divisées par di, en considérant les autres planètes par rapport à p' ou p', ... comme on vient de les considérer par rapport à p; enfin que l'on désigne par dL, de, dT, dy, dL', ... les variations moyennes infiniment petites de L, e, F, y, V, ..., on aura [àf. E., art. 59, p. 221 (')]
rfL t= (0,1) A — (ô;T) - cos(L'- L) rff -t- (0,2) rfi H- . . . , de — (ôTôe* A 8in(L'—L) + CÔ^e' rf/sin(L'—L) -(-...,
— rfr=(o,i)ri— 3^co8(r'-r)1rf(+...,
— dy=(o,i)y'sm(T'—T)dt + ...;
on aura des équations semblables pour dL', de", d-f, dV Je fais
présentement
x = e sinL,
s — Y sinr,
y = e cosL,
s^ycosT,
;r'=«'sinL',
v=/sinr'.
/=e'cosL',
y^/cosr,
De là, je conclus
^x*+y' et
^^_xdx + ydy_
ensuite
cosLrfL==
edx — xde -1 '
(>) OEut^^ de Lt^tlace, T. VUl, p
d'ailleurs
sin(L'— L) =isinL'cosL— sinL cosL'= — >-^j
cos(L'— L) =:sinL'sinL-4-cosL'co8L= -J^'
Cela posé» on aura les deux équations suivantes :
ydx — xdyzm (^"-HJ'') (o,i)é// — (o,i) {xx'-^yy)dt-^, . .
et
xdx-h ydf:=(o,ï) (yx^— xy^ )dt-{-. . ,.
Je multiplie la première de ces équations par y et la seconde par x, je les ajoute ensemble, ce qui donne, après avoir divisé par (x^ -f- j
( I ) dx =:dt {
Je multiplie ensuite la première des équations précédentes par et je la retranche de la seconde multipliée par/; ce qui donne
, , — (o,a);r-f- (0,2)^' (2) dy:=zdt{ ^ * ^ _:
— (o,3)^-h(o,3)aH»
On aura de la même manière
dx'=dt{ -H-(i,a)7'— (1,2)7^ }, -h
dy'—dt\ — (i,a)j7'4-(i,2)^ };
et ainsi du reste. Si donc il y a un nombre n de planètes et, par conséquent, un nombre 2n de variables, on aura un nombre in d'équations différentielles linéaires du premier ordre pour les déterminer; ayant ensuite x et^, on aura facilement L et e au moyen des équations
et
tangLiz: -
En faisant des opérations analogues sur les équations relatives au mouvement des nœuds et à l'inclinaison des orbites, on aura
dz = [(o,i)(5'— 5 )-h (0,2) (5*— 5 )-\-. ,.]dt, ds = [(o,i)(5— 5')-t-(o,a)(3 —5') -+-... ]ûf^ dz'=z [( 1 ,0) {s — 5') -4- ( i,a) (5*- s')-h...]dt.
Ces dernières équations sont les mêmes que celles de M. de Lagrange, et Ton voit que les équations du mouvement des apbélies et de l'excentricité ont une forme à peu près semblable, quoique différente à quelques égards; celles du mouvement des nœuds et de l'inclinaison y sont réductibles en y supposant (0,1) = (0,1), (0,2) = (0,2), ..., il nous suffira donc ici de considérer les équations de Texcentricité et des aphélies, d'autant plus que M. de Lagrange a traité les autres dans le plus grand détail.
Si Ton fait, -suivant la méthode que M. de Lagrange a donnée dans le Mémoire cité,
x =z\ s\n{ht -4- a), j — A cos{ht -+- a), j?'= A'sin(A^4- a), 7'= A'cos(A^H- a),
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on aura» pour le nombre n de planètes, les n équations
hk =(o,i)A — (o,oA'
AA'=r(i,o)A'— (i,o)A
(ff) / -+-(i,2)A'-(i,a)A*
AA'=(a,o)A''— (2,o)A
au moyen de ces équations, on aura une équation en h du degré n, d*où Ton aura n racines pour A; et, en désignant par A, 'A, ''A, ... ces n racines, on aura, pour les expressions complètes de x et de j,
X r:- A sin ( Ar -f- a) -h 'A sin( 'ht -h 'a) -h "A sin^A^ 4- '«) h- . . . , j = Acos(Ar-f-a) -f- 'Acos('A/-h'a) 4- ''AcosCA/ H- ''a) -+-. . .,
A, 'A, "A, . . .; a, 'a, ''a, . . . étant des constantes telles que A et a doivent dépendre de A de la même manière que 'A et 'a dépendent de 'A, ou que "A et ""a dépendent de ""A, .... On aura, de la même manière,
x'= A' sin ( A^ 4- a) 4- 'A' sin ( 'A^ 4- 'a) -f- . . . , y = A'cos(A^ 4- «) 4- 'A'cos('A^ 4- '«) 4- . . . ;
et ainsi de suite. Il faut présentement déterminer les constantes A,
'A, "A, ...; A', 'A', ...; a, 'a, ''a, Pour cela, nommons X, X',
X", ...; Y, Y', Y^ ... les valeurs de a;, x\ of^ "^'\y^y^yy ••• lorsque / = o, et nous aurons
X = A sina4- 'A sin'a4-. . ., Y = A cosa 4- 'A cos'a4-. . .,
X'= A' sina 4- 'A' sin 'a 4- . . . , Y' = A' cosa 4- 'A' cos 'a 4- . . . ,
On aura ainsi un équations; mais on formera (n — i) systèmes d'équations semblables à celui des équations (c), en marquant successivement d'un trait, de deux traits, etc. à gauche, les lettres h. A, A\ ... ce qui donnera, après avoir éliminé A, *h, ..., n(n — i) équations qui, ajoutées avec les 2/1 précédentes, donneront n^-h n équations entre les variables A, 'A, . . .; A', 'A', . . .; a, 'a, . . ., lesquelles sont pareillement au nombre de n^-hn. Si Ton voulait faire usage des méthodes ordinaires d'élimination, on tomberait dans des calculs extrêmement compliqués; mais M. de Lagrange a donné dans le Mémoire cité une très belle méthode pour éliminer dans ce cas et dans d'autres semblables.
Ce serait ici le lieu d'appliquer les recherches précédentes aux différents corps de notre système planétaire, mais je me propose de donner dans un des Volumes suivants une théorie générale du mouvement des planètes, dans laquelle je reprendrai toute cette matière.
Je ferai usage d'une nouvelle méthode d'approximation à laquelle les recherches précédentes m'ont conduit, et qui est générale et surtout fort simple, quel que soit le nombre des variables; c'est principalement sous ce dernier rapport qu'elle peut avoir quelque avantage sur les méthodes déjà connues, qui mènent à des calculs impraticables, lorsque le nombre des variables est indéfini; elle consiste à faire varier les constantes arbitraires dans les intégrales approchées, et à faire disparaître par ce moyen les arcs de cercle, lorsque cela est possible. Cette manière de faire ainsi varier les constantes arbitraires esi, si je ne me trompe, absolument nouvelle et d'une grande fécondité dans l'Analyse; je vais en donner ici une idée très succincte, me réservant de la développer avec plus d'étendue dans le Volume suivant.
Je suppose que l'on ait à intégrer l'équation différentielle
a étant un coefficient constant fort petit, et dt étant supposé constant; j'intègre d'abord celle-ci
OÊùuTts de L, — VIII. 46
3e2 SUR LES SOLUTIONS PARTICULIÈRES
ce qui donne
/ = /-Hpsin^H-çcos^
p et q étant deux constantes arbitraires que je détermine au moyen des
dy valeurs de ^ ®t de -—^ lorsque t = o; c'est l'expression de y lorsqu'on y suppose a = o; je fais ensuite
y =: l -h p sint -h g cost -^ az;
substituant cette valeur dans l'équation (i)» elle donne, en négligeant les quantités de Tordre a*, et en Tintégrant,
a /• H- p* -H ^' , . , a* — p' PQ ,
z = ^ -^ lgtsmù-\-' Iptcost-^ ^ cosa^ h- —-sina^
Il est inutile d'ajouter ici de nouvelles constantes, parce qu'elles sont déjà renfermées dans la première valeur de y; partant, on aura
a /* -H p* -+- <7* y=il — (x ^ -H {p — alçt) sini -h (q '{' alpt) CùSt
g^ — p* apg ,
-h«^ r. cosa^-f--y-smar.
Que l'on fasse présentement, dans l'équation (i), ^ = T + /„ T étant supposé constant, elle deviendra
d'où l'on tirera en l'inlégrant, en négligeant les quantités de l'ordre a* et en joutant les constantes arbitraires de manière qu'elles coïncident avec celles de l'équation (a), lorsqu'on suppose a = o,
j^=:z/-~«^^"^'^'"^'^'-^(>--a//y^,)sin(T-h^,)-t-(^y-+-«/.H)cos(T-i-^,)
Q^ cos(aT 4- ar,) 4- a -^ sin(aT + af
'p et 'g étant deux nouvelles constantes arbitraires que je détermine au
dy moyen des valeurs de y et de ^> lorsque f,= o. Au lieu d'intégrer deux
fois l'équation (i) : i^ sans y substituer T + /,, au lieu de /; a<» en se servant de cette substitution, il sera plus simple de faire usage d'abord de cette sub-
stitution et de former ainsi l'équatioa (3); car il n'est besoin alors que d'une seule intégration, l'équation (a) étant facile à conclure de l'équation (3) en y supposant T = o, auquel cas '/> et 'q deviennent p eiq; maintenant, si l'on avait a = Oy^on aurait, en comparant les équations (a) et (3 )//? = /? et '^ = çr; donc 'p et 'q ne diffèrent de /? et de ^ que des quantités de l'ordre a; soit donc 'p=P'^8p et '^ = ^-i-d^, ip et iq étant de l'ordre a; cela posé, si l'on retranche l'équation (a) de l'équation (3), on aura, en négligeant les quantités de l'ordre a* et observant que ^ = T -+- /„
o = {8p -halTq) sint-h {iq — alTp) cosr,
équation qui, à cause de t variable et de T supposé constant, se partage dans les deux suivantes
(4) dp = ^alTq,
(5) iq= oilTp,
d'où l'on voit que p et q sont fonctions de a /T. Pour déterminer ces fonctions, soit an = x, et l'on aura, comme l'on sait,
dp x^ d}p
donc
^ dp . «^ ^7
8p z=, X --j- -{- . . , et oç = a:-~-H
Les équations (4) et (5) deviendront ainsi, en négligeant les quantités de
l'ordre j?*, ou, ce qui revient au même, en comparant les termes multipliés
par a?,
dp . dq
di""^^' 5Ï~^'
d'où l'on tire, en intégrant, ,
/? =/cosa? — Asinj?, ^=/sina: -+- Acosj?;
/et A étant deux nouvelles constantes arbitraires que je détermine au moyen des valeurs de p et de çr, lorsque j? = o; donc on aura
'p =/cosalT — h sina/T, '^zzi/sina/T 4-Acosa/T.
L'équalion (3) deviendra donc, en y substituant au lieu de 'p et de 'q ces valeurs, et en y supposant /, = o,
-^=/-ai^±Zl±L^ 4-/sin(T-h«/T)-t-Acos(T-f.a/T)
h^—f^ fh
-ha — g-=^cos(aT-H2a/T)-f-a^sin(2T4-2a/T).
C'est Tcxpression de/, après le temps quelconque T.
Si Ton voulait porter la précision jusqu'aux quantités de Tordre a', on ferait
7 = /— a i-/sin(^H-a/^) -h/«cos(/ 4- a /^) h-. . .4- «*-:?,
et Ton opérerait comme on vient de le voir, en faisant varier les nouvelles arbitraires/ et A, et ainsi de suite.
L'équation que je viens d'intégrer est très simple, aussi ne Tai-jc choisie que pour faire entendre cette nouvelle méthode; mais, si l'on avait, entre les n variables r, /', y\ . . ., 7'*, les n équations suivantes, lesquelles sont de la même nature que celles du mouvement des planètes.
dy'
(o, i)-^sin(7'
(o)/ 4-(o, i) y cos(7'— 7)f
q)t (0,2) y' cosC^"— <7)/
dy"
(o,2)~^sin(/-
-i 7 ày , ,
^LZ- 4. Q^\ y'
/ (0/-+-(i.o) y cos(7~7')/ '
•q')l (1,2) y' COS{q''-'q')t }
(ï,2)-^sm(7'
-Z^-^q'Y=cc\ {2)y'^
(0)9 (0> (3)> • • 'f (^9 0» (^f ^)f ' • •' ('> 0)9 • • • élant des coefficients constants quelconques, on tomberait, par les méthodes connues, dans des calculs impraticables; au lieu que la méthode précédente donne leur intégrale approchée avec une extrême facilité, en ramenant leur intégration à celle de 2 n équations différentielles du premier ordre, de la même nature et susceptibles de la même méthode que celles de l'article XIV; c'est ce dont il est aisé de s'assurer par un calcul fort simple.
Remarque. -— Ayant envoyé à M. de Lagrange mes recherches sur les inégalités séculaires des planètes, lorsqu'elles furent imprimées, ce grand géomètre me communiqua dans une Lettre, datée du 10 avril 1775, qu'il me fit l'honneur de m'écrire à ce sujet, une méthode très élégante et que les géomètres verront avec plaisir pour trouver directement les équations différentielles de l'excentricité et de l'aphélie; la voici telle qu'il me Ta envoyée :
a Je prends la solution du problème des trois corps de M. Clairaut ( Théorie de la Lune, p. 6), et j'observe que, puisque
^ = I — sin«(^— rQcosuûftt) — cosM(c-h rQsin«t/w),
si l'on fait
g— J Q cos tf</a = tf si n I ,
c 4- / Q siniirfii =:ecosI, on a
4r- = ' — ^cos(m— -I);
en sorte que e sera Texcentricité et I le lieu de l'aphélie, et il est remarquable que les quantités « et I peuvent être regardées comme constantes, pendant que les quantités /* et u varient de dr et du\ car, comme
4r- =1 — «sinlsinw — «cosicosci, Mr
il suffit de démontrer que la différentielle de cette équation est nulle, en ne faisant varier que les deux quantités esini, «cosi; c'est-à-dire que
sinKt/(tf sini) -f- cosarf(ecosl) = o;
mais
d{e sin I) = — Q cos u du et d{e cosi) = Ç^%\ïiudu;
donc Je fais donc a:=:esinl et j' = ecosI; j*ai
Mr -^
et ensuite j'ai, en différentiant, les équations
rfj: = — Q cos u du, df=iQsinudu;
si l'on substitue dans ces équations et dans les autres semblables les valeurs de r et de u, en œ, y et /, et que l'on ne conserve que les termes où x, y, ^\ y' 9 "' seront linéaires et multipliés par des coefflcients constants, on aura les équations cherchées; il faut seulement avoir soin de ne pas rejeter dans la quantité Q les termes de la forme
fxsinudu, fx cos u du, CyAnudu, fy cos u du
et les autres semblables; car, ces termes étant transformés en
— X cos «^ -H / cos u dx, . . .
produiront, dans les équations différentielles, des termes de la forme demandée; à l'égard des quantités Tcosué/j?, ..., on pourra les négliger entièrement, parce que dx est déjà très petit de l'ordre des masses des planètes perturbatrices. »
RECHERCHES
IT SUB
Mémoires de l'Académie des Sciences de Pétris, année 177a, n* Partie; 1776.
Je me propose de donner dans ce Mémoire une nouvelle méthode pour intégrer par approximation les équations différentielles, avec une application de cette méthode au mouvement des planètes premières. Cette matière, l'une des plus intéressantes de toute TAnalyse, a déjà donné lieu à des recherches très profondes; heureux si celles que je présente ici aux géomètres peuvent mériter leur attention!
C'est principalement dans l'application de l'Analyse au système du monde que l'on a besoin de méthodes simples et convergentes, pour intégrer par approximation les équations différentielles; celles du mouvement des corps célestes se présentent, en effet, sous une forme si compliquée, qu'elles ne laissent aucun espoir de réussir jamais à les intégrer rigoureusement; mais, comme les valeurs des variables sont k peu près connues, on imagina de substituer à leur place les quantités connues dont elles diffèrent toujours fort peu, plus une très petite quantité; et, en négligeant le carré et les puissances supérieures de
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cette nouvelle indéterminée, on réduisit le problème à l'intégration d'autant d'équations différentielles linéaires qu'il y avait de variables. Il ne restait plus ainsi qu'à intégrer ces équations; or les géomètres imaginèrent pour cela différentes méthodes, dont la plus ingénieuse me parait être celle des coefticients indéterminés de M. d'Alembert. Ayant ainsi une première valeur approchée des variables, on substitua dans les équations différentielles, au lieu de chaque variable, celte valeur, plus une très petite indéterminée dont on négligea le carré et les puissances supérieures, et, en continuant d'opérer ainsi, on eut une seconde, une troisième, etc. valeur approchée. Cette méthode, analogue à celle de Newton pour déterminer par approximation les racines des équations numériques, se présenta naturellement aux géomètres qui résolurent les premiers le problème des trois corps; appliquée à la recherche du mouvement de la Lune, elle avait l'inconvénient de donner dans la seconde approximation des arcs de cercle, dans le cas même où il était démontré qu'il ne devait point y en avoir; mais on parvint à les faire disparaître par différents moyens.
Lorsque la planète n'a qu'un satellite, la méthode que nous venons d'exposer est suffisante; mais, quand elle en a plusieurs, ou lorsqu'il s'agit de déterminer le mouvement de deux ou d'un plus grand nombre de planètes autour du Soleil, on trouve, par la seconde approximation, des termes du même ordre que ceux qui résultent de la première, tandis qu'on les suppose d'un ordre inférieur. M. de Lagrange eM le premier qui ait senti et résolu cette difficulté par une analyse sublime, dans son excellente pièce sur les inégalités des satellites de Jupiter, et dans le Tome III des Mémoires de Turin. MM. d'Alembert et de Condorcet ont depuis donné des méthodes fort ingénieuses pour le même objet; celle que je propose ici est, si je ne me trompe, absolument nouvelle et d'ailleurs très utile, lorsque les variables sont fonctions de quantités périodiques et d'autres quantités croissantes très lentement, ce qui est le cas de toutes les questions relatives à l'Astronomie physique« Elle consiste à faire varier les constantes arbitraires dans les intégrales approchées, et à trouver ensuite par l'intégration leurs va-
leurs pour ud temps quelconque. Celte méthode conduit à des équations fort simples et très faciles à intéf^rer, quel que soit le nombre des variables, et c'est ih un de ses principaux avantages. J'en ai donné une idée fort succincte dans le Volume de l'Académie pour l'année 1772, I'' Partie, p. 65i ('). Je vais la développer ici avec plus d'étendue, et l'appliquer au mouvement des planètes. Les exemples suivants la feront mieux entendre que des généralités toujours difficiles à saisir.
Exemple I. — Soit proposé d'intégrer l'équation diffère ntielle a étant supposé fort petit et di constant. J'intègre d'abord celle-ci
ce qui donne, par les méthodes connues,
y T= p i\nt •^- q cost,
pet g étant deux constantes arbitraires que je détermine au moyen des valeurs de y et de ^ > lorsque / = o ; c'est l'expression de y, en y supposant a = o. Soit maintenant
y ^ p sint -t- q coit + as, et l'équation (i) donnera, en négligeant les quantités de l'ordre a',
(fit P . p , Q n Q
-rr +3 r:^ — sin3t — -sinf + -cosS^-i- -cos/; dt* a a a a
d'oii l'on aura, en intégrant.
Il est inutile d'ajouter ici de nouve
(') OEwm de Laptace, T. VIU, p. S61.
déjà renfermées dans la première valeur de y; partant, on aura
(2) jr = (p-^ 7^^) sîn^-h (g -f- j P^) cos^— ^sin3/ |cos3^
Je fais ensuite, dans l'équation (i), ^ = T + /|, T étant constant; elle devient
-^ -h y = ocy cos(2T -h 2 ti);
et l'on trouvera en l'intégrant, en portant la précision jusqu'aux quantités de l'ordre a inclusivement, et en ajoutant les constantes arbitraires de manière qu'elles coïncident avec celles de l'équation (2), lorsque a = o,
j^=A/,-4-|«^/,)sin(T + /,)4-(«^4-|'/>/,)cos(T + /,)
- ^sin{3T-+-3/,)-- ^cos(3T-4-3f,), 16 16
*pei *9 étant deux nouvelles constantes arbitraires que je détermine au moyen des valeurs de j^ et de ^ lorsque /, = o.
On pourrait simplifier un peu le calcul, en substituant tout de suite dans l'équation (i), au lieu de /, ! + /«, et en parvenant ainsi à l'équation (3); car l'équation (2) peut aisément s'en déduire en y faisant T = o, partant / = /,, *p=p et *q=q'
Si l'on avait a = 0, on aurait, en comparant les équations (2) et (3), *p =p, *q = q; donc p ne diffère de *p et q de *q que de quantités de l'ordre a; soit donc
Bp et Bq étant de l'ordre a; cela posé, si Ton retranche l'équation (2) de l'équation (3), après avoir substitué dans celle-ci / — T au lieu de /i, on aura, en négligeant les quantités de l'ordre a',
ozzzhp — j Tgj sïnt-h (iq — | Tpj cos/,
équation qui, à cause de t variable et de T supposé constant, se partage
dans les deux suivantes :
(4) ip=l'rÇ.
(5) iq = ^Tp.
On voit ainsi que/i et q sont fonctions de 7 T. Pour déterminer ces
fonctions» soit 7T = or» on aura, comme l'on sait,
dp X* d*p
partant
^ dq ûc* d^q
^ dx 1 . 2 dx^
^ dq x^ d-q
^ dx 1 . 2 a j?'
les équations (4) et (5) deviendront ainsi, en négligeant les quantités de l'ordre x^^ ou, ce qui revient au même, en comparant les termes multipliés par a;,
Pour intégrer ces deux équations, je fais
p = /e»* et q — ^c«*,
e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité, et/et /i étant constants ; en substituant ces valeurs de p eiAeq dans les équations différentielles (6) et (7), on aura
fn=ig et gn — f,
d'où Ton tire
37k RECHERCHES SUR LE CALCUL INTÉGRAL
partant, on aura
de plus.
on a
donc
-fe
5iT -5fT
* 4-ye '
et q — gé^-^^ge-^\
et ^f^-^g;
et q — fe' - y tf * ,
/et */ étant deux nouvelles constantes arbitraires; ce sont les expressions de /7 et de 7 après le temps T, ou, ce qui est la même chose, les valeurs de ^p et de ^q\ maintenant, si Ton substitue dans Téquation (3) ces valeurs de */? et de *y, et que Ton y suppose /, = o, elle deviendra
y — /?* ^ ^sinT -t- cosT - ~ sinST — ~ cos3T^
+ yr * ^ UiiiJ — cosT - ^ sinST + -^ cosStV
C'est l'expression de y, après le temps quelconque T, en négligeant les quantités de Tordre a^.
Si Ton voulait porter la précision jusqu'aux quantités de l'ordre a', on le ferait d'une manière semblable en faisant varier les nouvelles arbitraires /et */
On pourrait parvenir encore à l'équation (a) de cette manière : je reprends l'équation (2)
(2) y z=i Ip -\- j qt\ sviit -{- iq -\- j pt\co^t ^sin3/ ~cos3/,
et j'observe que, puisqu'on a négligé les termes de Tordre a^, on peut substituer, dans les termes de Tordre a, au lieu de p et 9, d'autres quantités ^p et *^, telles que leurs différences d'avec p et q soient de Tordre a, en sorte que *p et *q seraient constants si Ton avait a = o; je suppose donc *p et *q tels que Ton ait
'p'-p = ^qt et 'q — q=:^pt,
Téquation (2) donnera
y = ^p sint -h^q cosl ^sin3^ ^cos3/;
de plus, on aura comme précédemment, en faisant jt = x,
dp ^ dq
d'où l'on tirera l'équation
«* Ê § /v /tf \
yzmfe^ (sinf-+-co8f ^sin3/ ^cosS^j
-H ye * (sin/— -cos/ ^sin3^ 4- -^cos3^ j,
la même que l'équation (a).
Quoique de cette seconde manière le calcul soit plus simple, cependant je préférerai, dans la suite, la première, qui me parait plus directe.
Exemple IL — Soit encore l'équation différentielle
(8) ' ^4.^ = a^«sin3/.
En intégrant d'abord celle-ci
on aura
y=:p%\nt -h 7 ces ^
/> et 9 étant deux constantes arbitraires dépendantes des valeurs dey et de -^i lorsque / = o.
On fera ensuite
j^=jD8in^-+-7Cos^-+- «5,
et Téquation (8) donnera, en négligeant les quantités de Tordre a', -T;r-H«= ^-^cos/4- - — 7-^-sm^-h^- ^sm3/-h ^ , ^ sm^t — ^-^ cosbi;
d'où l'on tire, en intégrant,
partant.
— «^ ^^ sin3/4-g- — ^^s\n5t-h -^cos5/.
Si Ton fait présentement dans l'équation (8), / = T4-/,, elle deviendra
et, en intégrant, on aura
-« ^ j^ ^ sin3(T-h^0-4-a^ ^^ 8in5(T + ^t) -f- «-^ cos5(T-h
*;i et *9 étant deux nouvelles constantes arbitraires dépendantes des
dy
valeurs de y et de h^» lorsque /, = o.
Si Ion avait a = o, on aurait *p =p et ^q = y, donc *p et *q ne diffèrent de pet q que de quantités de l'ordre a; soit donc
^pz=zp-\-dp et ^g z=z g -\- 8g,
on aura, en comparant les équations (9) et (10), et négligeant les quantités de Tordre a^,
o/,= «^T, ig = aP^T;
d*où Ton voit que p et q sont fonctions de aT; soit
et l'on aura, comme dans l'exemple précédent,
dp ^7 • »
en multipliant la première de ces équations par yj— i, et en rajoutant et la retranchant successivement de la seconde, on formera les deux suivantes :
ë '^^'^ =/>«- ^«-+- 2pq^i ^ (p -^qsj~i)\
Soit
p-^-q y/— I = ^ V^— I et P — q sj— ' == * y^— i ;
on aura
ds* dq I dp
dx dx ^ dx
ds dq I dp ^
dx dx ^ dx^
donc
en différentiant cette dernière équation, on aura
dx
donc
d^s ,ds' , , ,^ /ds
\dx) dx
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et, en intégrant,
a étant une constante arbitraire; partant
ds
= dx et
A et a étant arbitraires; de là on aura s et, par conséquent, /? et 7 en
aT
.r, et, restituant au lieu de x sa valeur -g-> on aura les valeurs de */> et de ^q\ et l'équation (10) donnera, en y supposant /| = o,
X-'psinT-4-'7C0sT — «^''^'^îsin3T4-«'^'"l''^'cos5T-h«^cos5T
c'est Texpression de j, après le temps quelconque T; toute la difficulté
du
se réduit donc a intégrer la quantité '■ — -^\ or elle n'est renfermée
dans aucun des cas connus dans lesquels le binôme afdx{a -f- hx'^y est intégrable; car, pour cela, il faut, comme l'on sait, que --— -^, ou
\- p, soient des nombres entiers, ce qui n'a point lieu pour la
quantité ds{a^ — s^) *.
Exemple III. — Que l'on propose encore d'intégrer l'équation
d^y (II) o = -^-4-y-/-l-a7«.
On intégrera d'abord celle-ci
ce qui donne
y ^n l-^ ps'int 4- q COSt,
p etq étant des constantes arbitraires que je détermine au moyen des
valeurs de / et de ^. lorsque / = o ; je fais ensuite
/=/ + /) sin/-t-y C08 ( -t- a 3,
et substituant cette valeur de j dans l'équation (ii), elle donne, en négligeant les quantités de l'ordre a* et en intégrant.
3P-\- p^-t- Q* a* — p' PQ ■ , ,
s= — -+- ■ ; — cosaf + ^sm2t -h Iptcost — iqtsiat;
donc
Que l'on fasse présentement, dans l'équation (■ i). ( = T + („ T étant supposé constant, elle deviendra
d'où l'on tirera, en l'intégrant et négligeant les quantités de l'ordre a.'.
«(V-V)^.^,st,T + af.)+^^sin(3T+af.),
'/> et '9 étant deux nouvelles constantes arbitraires que je détermine au moyen des valeurs de y et de ~ lorsque t, — o.
Présentement, si l'on avait a = o, on aurait 'p=p, *q — q; donc *p et *q ne difien donc
Si l'on compare les équations (12) et (i3), on aura, comme dans l'exemple précédent, en négligeant les quantités de l'ordre a*,
èp^—allq et iq — alTp;
d'où l'on voit que /? et 9 sont fonctions de a/T; soit
et Ton aura
dp dq
en intégrant ces deux équations, on aura
/?=:ecos(:r -i-td) et 7 =:esin(a; -hcj),
e et GT étant deux nouvelles constantes arbitraires que l'on déterminera au moyen des valeurs de p et de 9, lorsque a? = o; on aura donc
»/? = ecos(a/T -i-gj), '^ = esin(a/T-4-!ij),
et l'équation (i3) donnera, en y supposant t^ = o,
yznzl— a(_2 — -h£j ^gsin[T(i -ha/)-+-cj]— ^ cos[aT(i-h a/) -h aw];
c'est l'expression de y après le temps quelconque T, en négligeant la quantité de Tordre a^.
Si l'on veut pousser l'approximation jusques aux quantités de l'ordre a^, on fera
y = l ^ — ; -t-esin[^(n- a/) -\-in] ^j-cos[ar(i-f- a/) -hacj]-ha«5,
et l'équation (11) donnera, en négligeant les quantités de l'ordre a',
g sm[r(i-i- al) -h®]
e*/cos[af(n- a/) -h aw] — ^sin[3/(n- a/) 4-3©];
partant, en intégrant et en négligeant les quantités de Tordre a, on
aura
5 = 2/'-i-e*/ ^cos[i(i + al) n-XS]
-4- -«- ces [2^(1 -i- «/) 4- 2ci] — -^x sin[3^(i -+- a/) -T- 3w]
et
ae«
•^ 2 («4) I "•" «*^'^-^^sin[^(i -ha/) 4-Gj] — a* — - ^cos[/(n- a/) + ro]
-^ j— j C0S[2^(l -h «/) 4- 2CJ] ^ sin[3^(i H- «/) H- 3w I
e et cDf dépendant des valeurs de y et de ^> lorsque / = o.
Que Ton fasse présentement, comme ci-dessus, / = T-f-/, dans Téquation (i i), et l'on trouvera, de la même manière que nous venons (le conclure l'équation (i4)»
+ «esin^T -h «,) (i -h al) + «ro] — «'('^'^^'^^ ^'e») ^^ ^^^^^^ + <,)(! + «/) + Ibj |
-(-^ ^jcos[(2T-f-2fi)(i-+-a04-2»Gj] 7g-sin[(3T4-3/,)(i-h«/)-+.3»w|,
V et *ts dépendant des valeurs de y et de ^} lorsque /< — o; or, si
Ton négligeait les quantités de Tordre a^, on aurait visiblement *e=e et *tar = cr; donc V ne diffère de e, et ^tar de ex, que des quantités de
l'ordre a' ; soit donc
•e = e H- ôe cl *W = GT H- dd.
Gela poséy les équations (i4) et (i5) donnent, en les comparant, et en
négligeant les quantités de Tordre a^,
desin[t{i -\- al) -h^]-h eÔGicos[/(i -h al) -hw] — — ■^(i8e/«-h5e»)Tcos[^(i-ha/)-+-w],
d'où Ton tire
(i6) ôe = o et ocy=— — {i8/5H-5e«)T;
partant, e est constant et xs est fonction de
en nommant donc — x cette quantité, on aura
ors = X —. 1 y—- -h . . . ,
ax 1 . 3 ax*
et Téquation (i6) donnera, en comparant les termes multipliés par x,
dis dx
esin[ T(i-{-a/ — |a«/*— Vï
ae'
-(i — 2a/)cos[2T(n- «/ — !«' /»—-î%a>e«) -H 2Ô]
sin[3T(i-ha/ — !«»/«— j^a'e«)-f-30];
c'est, aux quantités près de l'ordre a', la valeur de j^ après le temps quelconque T; on pourrait, en suivant ce procédé, continuer aussi loin que Ton voudrait l'approximation.
La méthode de l'article précédent consiste, comme Ton voit, à déterminer à chaque approximation les constantes arbitraires, de manière à faire disparaître les arcs de cercle, lorsque cela est possible; mais, au lieu de répéter cette opération autant de fois qu'il y a d'approximations, on peut d'abord intégrer l'équation différentielle, en conservant les arcs de cercle et en poussant la précision jusqu'aux quantités de l'ordre auquel on veut s'arrêter; ensuite, on n'aura plus besoin que d'une seule opération pour faire disparaître les arcs de cercle. Développons cette méthode et, pour cela, considérons l'équation différentielle
que nous venons d'intégrer.
Comme je ne veux porter la précision que jusqu'aux quantités de l'ordre a* inclusivement, je fais
En substituant cette valeur de y dans l'équation (ii), et comparant séparément les termes sans a, ceux de l'ordre a et ceux de l'ordre a^, j'ai les trois équations suivantes
dt^
dt'
■~t~ z — f~ 2 zz — o ;
ce qui donne, en les intégrant successivement,
z —. l -hpsïnl -hq cos /,
z' — — \(2t^-{- p*-\-q^)'- lqtS\nt-{- Ipù COS t
-h - — ~- COS 2C -h ^'- sin 2 t,
z''^l{2l^-h'P*'hq^)
-h sin t[\iqt{iSn-h5p^-h 5^») — iplU*] - cos^[^/?/(i8/*4- 5/?«-i- 57») -+- î ^Z»/*]
■f- /? — ^ A -— sm 3 ^ -h <7 -^— TTT-^ COS 3 / ;
partant
cos^ [7 -\-0Llpt- ^ (i8/« -h 5p« -{- 57») - -^- /«l asin 2rM^ [
pql _ al(p*"-q^)
p et 9 étant des constantes arbitraires que je détermine au moyen des valeurs de j et de ^, lorsque / = o.
Si l'on fait présentement, dans l'équation (i i), / = T -f- /, on aura,
en rintégrant,
7rz/-a(|-a/)(2/^-+-»/?«-f-»^»)
cos(T4-/,)n^-ha/*/?^,--— ;^(i8/*-h5'/?'4-5»^^)-~'7/»/îl
'/i et *^ étant deux nouvelles constantes arbitraires dépendantes des valeurs de 7 et de ^j lorsque /, = o.
On peut, sans intégrer une seconde fois, conclure Téquation (V) de l'équation (V), en changeant dans celle-ci p en */>, y en *y, / en /, , excepté sous les sinus et les cosinus, où Ton doit écrire T 4- ^ au lieu de /.
Si l'on compare maintenant dans les équations (V) et (V) les coefficients de sin/ et de cos/, on aura, en observant que / -= T -1- /,, les deux équations
'7-t-a/«/'f,- îî^^ (18/»+ 5 '/>'+ 5 V) - - V''î
= 7 + a(T + f.) [//> - ^ (i8/»+ 5/)»-H 5^»)1 - j ql'(T ■+■ «,)'.
Je fais dans ces deux équations t, = o, et j'observe que l'on a
, ^dq T* d*q
•î = 7-hT^4- — ^4-....
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En substituant ces valeurs dep et de q dans les équations précédentes, on aura, en comparant séparément les termes multipliés par T, les deux équations suivantes :
Soit a/T = X, et Ton aura
dx ^ 12 l
dq__ -. «/^('8/'-i-5/?»4-5y*)
dx ^ 12 1
Je multiplie la première de ces équations par p^ la seconde par 7, et je les ajoute ensemble, ce qui donne
dp dq
donc
e étant constant; on aura conséquemment
dp r a{i8/«-+-5c«)1 ^="4' i^^ ^J'
rfa;"" '^L la/ J'
d'où je conclus, en intégrant,
( r a(i8^-|-5e«)"] .) />=:ecos]a:li--i — —^ 'J'*' r
e et 6 étant deux constantes arbitraires dépendantes des valeurs de p
et de ç, lorsque or = o; on aura donc
'p^ecos^aT^l ^ j^ \'^ Y
«^ = e sin J «T / ^ ' "*" ^ r
Ainsi Téquation (V) donnera, en y supposant /, = o,
/ = /— a(A~a/) (2 /« 4- e») 4- esin[ T(i-h «/- f a»/» — V^a'e») -h S]
— ^ (i - aa/) cos[2T(i -h a/- î a«/«— îV «*«*) -+- 2^]
— ^ sin[3T(n-a/ — fa'/*-^a»<?«) + 30].
Cestt aux quantités près de l'ordre a% l'expression de y, après le temps quelconque T; cette valeur est précisément la même que celle à laquelle nous sommes arrivés par un autre procédé dans l'article précédent.
Prenons encore pour exemple l'équation différentielle
T, T\ ... étant des fonctions rationnelles et entières de sinus et de cosinus de cette forme sine/, cos6/.
Soit
y=^z -h as' -H (x*z"'h
et Ton aura, en comparant séparément les quantités sans a, celles de l'ordre a, celles de Tordre a^, etc., les équations différentielles
ePz
°^^ _i_ AJ-» — T'k'-uT"— ^ -i-T*s*-4-T'*« — a-
Ces équations seront au nombre de /i-h i, si Ton veut pousser l'approximation jusqu'aux quantités de l'ordre a" inclusivement; on les intégrera facilement par les méthodes connues, en conservant les arcs de cercle, et l'on pourra, pour plus de simplicité, rejeter des valeurs de :;', z'\ ... les termes de la forme 6 sin A/ et 6 cos A/, 6 étant constant ; car je suppose que dans la valeur de z' on ait le terme 6sinA/; comme on peut ajouter à l'intégrale de l'équation différentielle en z' le terme KsinA/, K étant arbitraire, on pourra prendre K égal a — 6; et dans ce cas, le terme sinA/ disparaît. A la vérité, de cette manière, z\ z'\ ... ne renferment point de constantes arbitraires; mais, comme z en renferme deux, la valeur de y les renfermera pareillement; partant, elle sera complète; on aura ainsi pour y une expression de cette forme
I (/>-+- ^ [ K4-a(«/?-h*a<7)-ha-(-a/>*-H'a/?7 H-*a<7») -h a*(*a/?'-f-...) -+-. y—^\x\ht\ -^ ^î [iR -h
cosA^ I -H r-[»H -f-
R étant fonction de /, de sinus et de cosinus.
Présentement, si l'on suppose, dans l'équation (a?), / = T -i- /|, on aura, en l'intégrant,
/>'-+- ^1 [ K-+- a(a/?'-h ^aq*) 4- . . .] y - sini^ (T ^h)\ 4- ^j [tK -+- ]
cosA(T 4- rO { 4- ^î ['H4- ] 1 -^ R
p' et q' étant deux constantes arbitraires que je détermine au moyen
des valeurs de y, de -^-y lorsque /, = o, R' étant ce que devient R,
lorsqu'on y change/? en/i', q en y' et / en z^, excepté sous les sinus et les cosinus, où il faut écrire T 4- /, au lieu de /; si l'on compare maintenant les deux valeurs précédentes de 7, on aura, en observant que
/ =: T + l| et égalant séparément les coefficients de sin A^ et de cosA^
; /? 4- (T 4- £,) [K -h (x(ap -+- »a^) -h. . .] 4- (T -+- ^i)*[*R -H . . .]
=/?'-+- r, [K-ha(a/>'-4-*a^') -h. . .] -4- ^Î[*K 4-. . .]
çr H- (T H- f,) [H H- a (^>7 4- »^/>) -h. . .] -f- (T 4- ^,)^[«H -H. . .]
Je fais dans ces deux équations t^ = o, et j'observe que Ton a
^dp T» d}p
-,dp T» d'q
Substituant ces valeurs dep' et de q\ dans les deux équations précédentes, on aura, en comparant séparément les termes multipliés par T, les deux suivantes :
[h) ^ = K 4-a(a/>4-*a9')4- CK}{'ap^-^^apq ^^^aq^) 4- a' ( *ûf/?' 4- . ..)-\-..., (h') ^==H4-a(/>^4-*ô/>)4-a*(«V-+-'^/>7-+-*^/>')-+-a'('^7*-^-)-H...;
il ne s'agit donc plus que d'intégrer ces deux équations; or voici, pour cela, la méthode qui m'a paru la plus simple. Soit
/> = r4-a(//-^4-7r5 4-V5») 4- a'(y/-'4-. . .) -H. . ., q:=is '\- (xigs^ ^^grs^^gr^) 4- a*(^^5=^4-. ..) 4-. ..;
en différentiant, on aura
dq ds r , .s T dr ^ .
substituant, au lieu de p, q, ^> ^> ••• ces valeurs dans les équations (Ji) et (A'), on aura deux équations de cette forme
= H4- (x{bs->r^br) -\- (x^{ns*-^. ..)■+■
Je multiplie la première par le coefficient de ^ de la seconde, et la
seconde par le coefficient de ^ de la première, et je les retranche Tune de l'autre, ce qui donne une équation de cette forme
dr
En divisant cette équation par i -h (x(cr -h c, 5) -h ... , et réduisant le second membre dans une suite ascendante par rapport à a, en ne portant la précision que jusqu'aux quantités de Tordre a" inclusivement, on aura une équation de cette forme
On aura, par un procédé entièrement semblable, une autre équation de cette forme
^ = N -+- aCks-h'lr) 4- a»(*)l.ç«4-»Xr5 4-*Xr*) 4- ... ;
M, N, 6, *6, ^6, . . ., ^» *X, *X, ... sont fonctions de/, •/, y, . . .♦ 5^, *gf
Maintenant, pour n'avoir que deux équations linéaires, je forme les
suivantes
au moyen desquelles on déterminera /»*/,.-•» g", ^g'f - - - ; comme on porte la précision jusqu'aux quantités de Tordre a'^ inclusivement, il est aisé de voir que ces équations sont au nombre (n — i)(n-H4); mais on peut s'assurer aussi très facilement que le nombre des indéterminées/, */*'••$ gf *gf "' est également (n — i) (n -f- 4); d'où il suit qu'il y a autant d'inconnues que d'équations; cela posé, on aura
^=MH-a(6r-f.«65), ^zzzN4-aa5-+-«Xr),
équations très faciles à intégrer.
Ayant ainsi les valeurs de r et de 5, on conclura aisément celles de p et de q^ et substituant ces valeurs dans l'équation (M") et y supposant /, = o, on aura, aux quantités près de Tordre a""^*, la valeur de j, après le temps quelconque T. Telle est, si je ne me trompe, la méthode la plus générale et la plus directe pour intégrer, par approximation, les équations différentielles.
En supposant, dans les équations (/) et (/')» ^ = o» et en y substituant au lieu de />', p -h T ^ -^ . . . , et au lieu deq\ 5^ -•- T ^ -+-...,
on a simplement comparé les termes multipliés par T, et Ton a négligé ceux qui le sont par TS T', ..., ce qui a donné les équations (A) et (A'). Il est en effet visible que les coefficients de T, ceux de P, . . . , doivent être égaux séparément; de là il suit que les valeurs de p et de q, que donnent les équations (h) et (A'), satisfont aux équations qui résulteraient de la comparaison des coefficients de T^, T% ... dans les équations (/) et (/'). Il serait difficile de le démontrer d'une manière directe; mais on voit que cela doit être. Il arrive ici la même chose que dans l'application du Calcul infinitésimal, où Ton néglige les quantités infiniment petites d*un ordre supérieur à celles que Ton compare, bien certain que les équations auxquelles on parvient satisferaient aux équations résultantes de la comparaison des ordres supérieurs.
Jusqu'ici, je n'ai considéré que les équations différentielles à deux variables; celles que j'ai intégrées dans l'article I sont fort simples, et par cette raison elles étaient propres à faire entendre cette nouvelle méthode; mais les suivantes, qui, traitées par les méthodes déjà con* nqes, conduiraient à des calculs impraticables, en feront sentir l'avantage, par la facilité avec laquelle elle donne leurs intégrales approchées; comme ces équations sont à peu près du même genre que celles du mouvement des planètes, je vais les considérer ici avec étendue.
Je suppose que l'on ait entre les n variables j, y\ y'\ ...».y" les n équations
(0)jK -1-2(0,1) y cOS{q'-'q)t \
d\v dt'
~\-q^ y —'xaq
(0,1) dY' . / , 2 (0,2) y" cosC^"— 7)^ >»
(0,2) dy* . , „ . ,
(il*
= ■îctq'
(i)/+2(i,o) y co%{q —q')t\
q')t 2 (1,9) y' COs{q'—q')t >»
(1,0) dy
(1,2) dy . , ,
•+-2 ^^ — ~ -Tr-sm(<7'-
dl
dl^
(o), (0,1), (0,1), (0,2), (0,2), ..., (i), (1,0), ..., (2), ... étant des coefficients constants quelconques.
J'intègre d'abord les équations
dC
dt'
ce qui donne
h^h\ ...; l^ f^ ... étant des constantes arbitraires que je détermine au moyen des valeurs de y, ■—> y, -^> • • m lorsque / = o.
dt' ^ ' dt
Je fais ensuite
y =^h îXnqt -4- / cos^^ -t- «5,
y=r A'sinç'^-4- /'cos^'/-ha5',
Je substitue ces valeurs dans les équations Ç¥), en négligeant les quantités de Tordre a^; elles donnent
— -^q^z = 2q %mqt \ {o)h -+- A'[(o,i ) - (o,i)] -+- ^''[(o,^) — (0,2)] H-. . . j
-h2qcosqt\{o)l -hl' [(0,0 — (Ô^ÔlH-r [(0,2) — (0,2)] -h . . . [ -^[(Oji) ■^(Ofi)]2q[h' s\n{2q'— q)t -h l'cos{2q'— q)e]
On formera des équations analogues pour s\ z'\ . . .; on aui*a donc, en intégrant et ajoutant olz à la valeur précédente de j,
y=\h^ <xt[{o)l -+- /' [(0,1) - (0,1)] H- l" [(0,2) - (o,2)J H- . . .) ! siiuy^ ^- I / — (xt[{o)h -h /*'[(o,i) — (0,1)] -+- A''[(o,2) — (0,2)] + . . .) I cos^<
Si Ton suppose maintenant, dans les équations (W), / = T -f- /< et qu'on les intègre, on trouvera facilement
jr = j îA H- at,{{o)U + '/' [(0,1) - Ôm")] -h'/' [(0,2) - (5;7)] -f- . . Oj sinçr(T -^ ^)
I *^ - a^i((o)>A-+-Vi'[(o,i) - (0,1)] + *A''[(o,2) - (0,2)] -f-. . .)icos^(T -h ^) (V) {
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*A, 7, *Â', */', . . . étant des constantes arbitraires dépendantes des valeurs de y, -j-i y y -j-y • • • lorsque t^ = o\ or, si Ton avait a = o, on
aurait *h= h^ V= /, *h'= h\ ...; donc *h ne diffère de A, */de /, ... que de quantités de l'ordre a; soit donc *h = h-h SA, 7= /-f- S/, . . ., et Ton aura, en comparant les équations (X) et(X') et en négligeant les quantités de Tordre a^,
o7 ziz- «T j {o)h ^ A'[(o,i) - KO] 4- A'[(o,2) - (^)] -^. . . j ,
aA= «Tj(0)/ -4-/' [(0,i)-{Ô;Ô]-+-/'[(0,2)-Ô^]H-...J.
Soit aT = a;; A et / seront, comme l'on voit, fonctions de or, et Ton aura
dx 1.2 dx^
dx 1 . 2 ax'
donc, en comparant les termes multipliés para?, on aura ji
on trouvera de la même manière
dh
dl
= (2)rH-/[(a,o)-(2,o)]+/'[(a.i)-(a,i)] + ...,
rf/
Il ne s'agit plus maintenant que d'intégrer ces équations, et pour cela on fera, ainsi que M. de Lagrange Ta pratiqué dans un cas à peu près semblable (voir son excellente pièce Sur le mouvement des nœuds
et l'inclincùson des orbites des planètes),
h=.b s\n{fx-\-x3), l^=b cos{/x-i- m), A'=6'sin(/:r + BJ), /'= 6'cos(/a; + ni),
et l'on aura les n équations
OU
De ces équations on en tirera une en /; les géomètres ont donné pour cet objet des règles générales {voir V Introduction à l'analyse des lignes courbes, de M. Cramer, et les Mémoires de V Académie ^oxxr Tannée 1764, p. 292); mais comme elles ne me paraissent avoir été jusqu'ici démontrées que par induction, et que d'ailleurs elles sont impraticables, pour peu que le nombre des équations soit considérable, je vais reprendre de nouveau cette matière, et donner quelques procédés plus simples que ceux qui sont déjà connus, pour éliminer entre un nombre quelconque d'équations du premier degré.
Je suppose que Ton ait, entre les n inconnues (x, fji', fi.'', ..., les n équations
0 = *afX-f- *6/JL'-h *C/JL'-f-. . .,
o •=! 'afx -I- •6|jl'h- ^cy."-^ . . . ,
les nombres i, 2, 3, ..• placés à gauche des lettres a, 6, c, ... étant ce que je nommerai dans la suite indices de ces lettres. On déterminera ainsi l'équation de condition qui doit avoir lieu entre les quantités *a, '6, *Cy ...; *a, *è, ...; ^a^ ... pour que les équations précédentes soient possibles.
Lorsque dans un produit tel que ^d^c^b^a^ dont les indices suivent la loi des nombres naturels i, 2, 3« 4» une lettre telle que b précède une autre lettre dont elle est précédée dans Tordre de l'alphabet, j'appelle cela variation, et un terme a d'autant plus de variations que cela peut arriver de plus de manières ; par exemple, dans le terme *d^c^b *a, d précède c, 6, a, dont il est précédé dans l'ordre de l'alphabet, ce qui forme trois variations; c précède b et a» ce qui donne deux variations, et b précède a, d'où résulte une variation; ainsi ce terme renferme, six variations; cela posé, formez toutes les permutations possibles entre toutes les lettres a, 6, c, rf, e, . . ., et, dans chaque permutation, donnez l'indice i à la première lettre, l'indice 2 à la deuxième, l'indice 3 a la troisième, etc.; ensuite faites précéder chaque permutation du signe -h si le nombre des variations y est nul ou pair, et du signe — si ce nombre est impair; en égalant à zéro la somme de tous ces termes, vous aurez l'équation de condition demandée.
Cette règle est due à M. Cramer, mais elle peut être simplifiée par le procédé suivant, que M. Bezout a donné dans l'endroit cité des Mémoires de l'Académie.
Ecrivez la lettre a, et avec cette lettre et la lettre b formez toutes les permutations possibles, en écrivant d'abord la lettre b la dernière, ensuite l'avant-dernière, et changeant de signe lorsque b change de place, et vous aurez
-h ab, — ba.
Avec ces deux permutations et la lettre c, formez toutes les permutations possibles, en écrivant d'abord dans chaque terme la lettre c la dernière, ensuite l'avant-dernière, et ainsi de suite; et changeant de signe toutes les fois que c change de place, et vous aurez
-+- abc, — acb, -4- cab, — bac, 4- bca, — cba.
Combinez de la même manière toutes ces permutations avec la lettre d^ et ainsi de suite, en employant autant de lettres qu'il y a d'inconnues (Xy (x^ . • .; cela posé, donnez dans chaque terme l'indice i à la première lettre, l'indice 2 à la seconde, l'indice 3 à la troisième, etc., en égalant à zéro la somme de tous ces termes, vous aurez l'équation de condition demandée.
Cette règle est, comme l'on voit, d'un usage fort commode, et il est facile de s'assurer qu'elle retombe dans celle de M. Cramer. Cela est d*abord évident pour les deux permutations + a6, — 6a; si on les combine présentement ave£ la lettre c, il est aisé de voir qu'en écrivant dans ces deux termes la lettre c la dernière, le nombre des variations dans chacun d'eux ne changera pas, aussi conservent-ils le même signe qu'ils avaient; mais si, dans ces termes, on écrit la lettre cTavantdernière, le nombre de leurs variations est alors augmenté d'une unité, et, suivant la règle, ils changent de signe; d'où il suit généralement que les termes dont le nombre des variations sera zéro ou pair auront le signe 4-, et les autres le signe — . D'ailleurs, le nombre des termes dont l'équation de condition est formée est, suivant les deux méthodes, égal à I. a.3.../i, s'il y a /i lettres; et tous ces termes sont différents les uns des autres; donc l'équation de condition sera la même dans les deux cas. Nous allons présentement démontrer la règle de M. Bezout, comme étant la plus simple.
Si, au lieu de combiner d'abord la lettre a avec la lettre b, ensuite ces deux-ci avec la lettre c, et ainsi de suite, c'est-à-dire si, au lieu de combiner les lettres a, 6, c, d^ e, ... dans l'ordre a, b^c^ d, e, . . ., on les eût combinées dans l'ordre a, c, b, d, e, . . ., ou a, d, b^c, e, . . ., ou a, e.bfC^dt.,., ou etc., je dis qu'on aurait toujours eu la même quantité, à la différence des signes près.
Pour démontrer ce théorème, nommons, en général, résultante la quantité qui résulte de l'une quelconque de ces combinaisons, en sorte que Isl première résultante soit celle qui vient de la combinaison suivant l'ordre a, 6, c, d^ e^ . . ., que la seconde résultante soit celle qui vient de la combinaison suivant l'ordre a, c^ b^ d, e, ..., que la iroi-
sième résultante soit celle qui vient de la combinaison suivant Tordre a^ d.b^c^e, . . ., et ainsi de suite; cela posé, il est clair que toutes ces résultantes renferment le même nombre de termes, et précisément les mêmes, puisqu'elles renferment tous les termes qui peuvent résulter de la combinaison des n lettres a, 6, c, </, e, . . . disposées entre elles de toutes les manières possibles; il ne peut donc y avoir de différence entre deux résultantes que dans les signes de chacun de leurs termes; or, il est visible que la première résultante donne la seconde, si Ton change dans la première 6 en c et, réciproquement, c en 6; mais ce changement augmente ou diminue d'une un^é le nombre des varia* tions de chaque terme; d'où il suit que, dans la seconde résultante, tous les termes dont le nombre des variations est impair auront le signe +, et les autres le signe — ; partant, cette seconde résultante n'est que la première, prise négativement.
Il est visible pareillement que la seconde résultante donnera la troisième, en y changeant c en d, et réciproquement; or, ce changement augmente ou diminue d'une unité le nombre des variations de chaque terme; donc les termes dont le nombre des variations est zéro ou pair dans la troisième résultante auront le signe +, et les autres le signe — ; de là, on conclura généralement que, si l'on nomme R la première résultante, R' la deuxième, R"" la troisième, etc., on aura
Il suit de là que si, dans la première résultante, on change a en 6, et réciproquement, ou a en c, et réciproquement, ou a en d^ et réciproquement, etc., on aura toujours la même résultante, à la différence des signes près; car l'échange de a en 6 et de 6 en a ne signifie autre chose, sinon qu'au lieu de combiner -\- ab — ba^ avec les lettres c, rf, e, . . ., on combine —ab-^ba avec ces mêmes lettres, ce qui donne la première résultante prise en — ; pareillement, l'échange de a en c, et de c en a, indique qu'au lieu de combiner -^-cu: — ca avec les lettres 6, é/, ^, . . ., on combine avec elles — oc -+- oï, ce qui donne la seconde résultante prise en —, ou la première prise en +, et ainsi de suite.
Il suit encore du tbéorëme précédent que, si, dans la première résultante, on écrit 6, ou c, ou d, ou etc. partout où est a, cette résultante sera identiquement nulle; car, je suppose que Ton écrive c au lieu de a, la première résultante est égale, par ce que nous venons de voir, à la troisième, c'est-à-dire à celle qui résulte de la combinaison suivant Tordre a, c, 6, rf, c, . . .; or, en combinant d'abord les deux lettres a et c, on a H- oc — ca; si l'on combine ces deux termes avec la lettre b, ensuite ceux-ci avec la lettre d, etc., il est visible que la quantité qui en résultera deviendra identiquement nulle, en écrivante au lieu de a, parce que, alors, ac — ca devient identiquement nul.
Je suppose maintenant que l'on ait les trois équations
je forme d'abord la résultante des trois lettres a, h, c, suivant Tordre a, 6, c, ce qui donne
la «6 »c — 'a «c »6 + 'c «a »6 — ^6 »a »c H- »ô «c »a — «c '6 'a
OU
je multiplie ensuite la première des équations précédentes par »i »c— *c •è, la deuxième par 'c '6-— *6 *c, la troisième par '6 *c— 'c *6, et je les ajoute ensemble, ce qui donne
-^fJL'['^(«^»C— «c»6)-+-»^>(»c»^— »6»c)-h»^(»6*c — 'c«é>)J -i- il'I'c («6 »c — «c »^^) -+- «c ('c «6 — »6 »c) 4- »c (»ô »c - »c *6)] ;
or, il suit de ce que nous venons de voir que les coefficients de ^' et ^ sont identiquement nuls, puisqu'ils ne sont que la résultante des trois lettres a, 6, c, dans laquelle on écrit b o\x c partout où est a ; donc, on aura, pour Téquation de condition demandée.
c'est-à-dire la résultante de la combinaison des trois lettres a, b^ c, égalée à zéro. On démontrerait la même chose, quel que soit le nombre des équations.
Pour montrer l'analogie de cette matière avec l'élimination des équations du premier degré, je suppose que l'on ait les trois équations
Je multiplie, comme ci-devant, la première par (*6'c— *c'6), la deuxième par (*c'6— '6'c), et la troisième par (*6*c— *c*6), je les ajoute ensemble, et j'observe que les coefficients de [x' et de (x" sont identiquement nuls dans l'équation qui en résulte; d'où je conclus
on voit donc que le numérateur de l'expression de (x se forme du dénominateur, en y changeant a en/?; on aura ensuite (x' ou \l'\ en changeant, dans l'expression de [x,a en 6, ou en c, et réciproquement; mais, en changeant, dans le dénominateur de fx, a en 6, et réciproquement, on a toujours, par ce qui précède, la même quantité, au signe près;
donc la valeur de (x' sera —g > R étant le dénominateur de (x, ou, ce qui
revient au même, la première résultante des trois lettres a^h^ c\ K se formera de — R, en y changeant b enp; partant, — K se formera de R, en y changeant b cnp; donc
ainsi l'expression de fx' est réduite au même dénominateur que celle de (X, et les numérateurs de ces deux expressions se forment du dénominateur commun R, en y changeant a enp pour (x, et 6 en p pour (x'; on démontrerait de la même manière que l'expression de (x'' a R pour dénominateur, et que son numérateur se forme de R, en y changeant
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c en p^ et cette règle a généralement lieu, quel que soit le nombre des équations.
Voici maintenant un procédé fort simple qui peut considérablement abréger le calcul de l'équation de condition, entre les lettres a, />, (/, • • • •
Je suppose que vous ayez deux équations
écrivez -f- ab^ et donnez l'indice i à la première lettre, et l'indice 2 k la seconde; l'équation de condition demandée sera
Je suppose que vous ayez trois équations; écrivez + a6, combinez ce terme avec la lettre c de toutes les manières possibles, en changeant le signe de chaque terme chaque fois que c change de place, vous aurez ainsi
abc — acb.-^- cab;
donnez dans chaque terme l'indice i à la première lettre, l'indice 2 ii la deuxième, l'indice 3 à la troisième, et vous aurez
cela posé, au lieu de -1- *a ^b 'c, écrivez au Heu de — *a*c*b, écrivez et, au lieu de -+- *c*a'6, écrivez l'équation de condition demandée sera
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Je suppose que vous ayez quatre équations; écrivez
-4- abc — acb -+- cab,
et combinez ces trois termes avec la lettre d, en observant : i® de n'admettre que les termes dans lesquels c précède d; 2® de changer de signe dans chaque terme toutes les fois que d change de place, et vous aurez
-h abcd — acbd h- acdb -h cabd — cadb H- cdab ;
donnez ensuite Tindice i à la première lettre, l'indice 2 à la deuxième, etc., et vous aurez
cela posé, au lieu de -\- ^a^b^c^d, écrivez
et ainsi des autres termes, et Téquation de condition sera
Je suppose que vous ayez cinq équations; écrivez les six termes -h abcd — acbd 4- . . . relatifs à quatre équations, et combinez-les avec la lettre e de toutes les manières possibles, en observant de changer de signe chaque fois que e change de place; donnez ensuite l'indice i à la première lettre de chaque terme, l'indice 2 à la deuxième, etc.; cela posé, transformez chacun de ces termes dans un autre suivant la méthode que nous venons de prescrire pour les équations à trois et à quatre inconnues; ainsi, au lieu du terme H- *a*c*6*e*rf, écrivez
en égalant à zéro la somme de tous ces termes, vous aurez l'équation de condition demandée.
Lorsqu'on aura six équations, on combinera les termes
abcde — abced
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relatifs k cinq équations avec la lettre /, en observant : i^ de n'admettre que les termes dans lesquels e précède /; 2^ de changer de signe lorsque/ change de place; on transformera ensuite, par la règle précédente, chaque terme dans un autre composé du produit des trois facteurs, chacun de deux dimensions et de deux termes, et Ton aura l'équation de condition demandée; il en sera de même pour un nombre quelconque d'équations.
Il est aisé de voir qu'en effectuant les multiplications, les termes qui en résulteraient seraient tous différents les uns des autres, en sorte que, par ce procédé, on n'a aucun terme inutile; on voit d'ailleurs qu'il abrège considérablement le calcul de l'équation de condition. Il faut présentement la démontrer, et, pour cela, nommons (R) l'équation de condition qu'il donne, et R celle qui résulte des méthodes de MM. Cramer et Bezout; nommons de plus dérangements les cas dans lesquels b précède a, où c précède d, où e précède/, etc., en sorte qu'il y ait d'autant plus de dérangements dans un terme que cela y arrive de plus de manières. Cela posé, il est clair, diaprés la formation de (R), que cette quantité renferme tous les termes de R; car (R) renferme : I® toutes les combinaisons possibles entre a, 6, c, . . ., dont le nombre des dérangements est nul; 2^ toutes les combinaisons dont le nombre des dérangements est i; 3^ toutes celles dont le nombre des dérangements est 2, et ainsi de suite; donc (R) renferme tous les termes qui peuvent résulter de la combinaison de n lettres a^ b,c, . . ., et, par conséquent, cette équation renferme les mêmes termes que R. D'ailleurs chaque terme de (R) a le même signe que son correspondant dans R : 1® cela est évident pour les termes dont le nombre des dérangements est zéro, puisqu'ils sont formés de la même manière dans les deux équations; 2^ ceux qui ont un dérangement ont des signes contraires aux premiers, et cela a pareillement lieu dans R, puisqu'on changeant b en a, et réciproquement, ou ^en c, et réciproquement, ou etc., le nombre des variations augmente ou diminue d'une unité, et, partant, le signe de chaque terme est différent; 3^ les termes qui ont deux dérangements ont des signes contraires à ceux qui n'en
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ont qu'un, ce qui a lieu également pour R» et ainsi de suite; d'où Ton voit que l'équation (R) est identiquement la même que l'équation R. On peut aisément déterminer le nombre des termes de l'équation (R); car, celui de l'équation R étant i.2.3. . .n, si n est pair, chaque terme
de (R) sera le produit de - facteurs de deux termes, ce qui donnera,
après avoir effectué les multiplications, 2^ termes; donc, si l'on nomme
q le nombre des termes de (R), on aura, après les multiplications, qi^ termes qui, comme nous l'avons vu, sont tous diff*érents; partant, (R) étant égale à R, on aura
qi^:= 1 .2.3. . ./l,
donc N
on trouvera par le même raisonnement que, si n est impair, on a
On peut réduire encore de la manière suivante l'équation R en termes composés de facteurs de trois dimensions; pour cela, je désigne par {abc) la quantité
ahc — acb -f- cab — bac -h bca — cba^
et par (ai) la quantité ah — ha, et ainsi de suite; par (*a*6 V), j'indiquerai la quantité {ahc), dans les termes de laquelle on donne i pour indice à la première lettre, a à la deuxième, et 3 à la troisième; par (*a^6), je désignerai la quantité (ai), dans les termes de laquelle on donne i pour indice à la première lettre et 2 à la deuxième; et ainsi de suite.
Je suppose maintenant que vous ayez trois équations, l'équation de condition sera
Je suppose que vous ayez quatre équations; écrivez + abcy et combinez ce terme de toutes les manières possibles avec la lettre d^ en observant de changer de signe lorsque d change de place» ce qui donne
-f- abcd — abdc -\- adbc — dabc;
donnez l'indice i à la première lettre» l'indice 2 à la deuxième, etc.» et vous aurez
au lieu du terme + ^a ^b 'c V, écrivez
au lieu de — *a *6 *rf V, écrivez
et ainsi de suite^ et vous formerez l'équation de condition
Je suppose que vous ayez cinq équations; combinez les termes 4- abcd — abdc-^... relatifs à quatre équations avec la lettre e, en observant : I® de n'admettre que les termes dans lesquels d précède e ; 2® de changer de signe lorsque e change de place, et vous aurez
abcde — abdce -f- abdec
donnez l'indice i à la première lettre» l'indice 2 à la deuxième, etc.» et vous aurez
ensuite, au lieu de -f- *a ^b *c *d *e, écrivez
au lieu de — *a *6 *d V *^» écrivez
et ainsi de suite» et» en égalant à zéro la somme de tous ces termes, vous formerez l'équation de condition demandée. Je suppose que vous ayez six équations» combinez les termes
+ abcde — ... relatifs à cinq équations avec la lettre/, en observant : i® de n'admettre que les termes où e précède/; 2^ de changer de signe lorsque/ change de place; donnez ensuite i pour indice à la première lettre, 2 à la deuxième, etc., et, au lieu d'un terme quelconque tel que *a Vi V ^c •/, écrivez
et ainsi des autres termes, et, en égalant à zéro la somme de tous ces termes, vous aurez l'équation de condition demandée.
Si vous avez sept équations, combinez les termes -h abcde/—... relatifs à six équations avec la lettre g^ de toutes les manières possibles; pour huit équations, combinez les termes relatifs à sept avec la lettre h, en n'admettant que les termes dans lesquels g précède A, et ainsi du reste.
On décomposerait de la même manière Téquation R en termes composés de facteurs de 4» de 5, etc. dimensions.
Je reprends maintenant les équations (» de l'article III, et j'observe que l'équation de condition qui en résulte est du degré /i, par rapport à/; car il est aisé de voir, par l'article précédent, qu'elle renfermera le terme
lequel est du degré n par rapport à/, et ce terme est celui qui renferme la plus haute puissance de/. Soient/, % y, ... les /i racines de cette équation de condition; il est visible que, les équations (^) de l'article III étant linéaires, leur intégrale complète sera
h — b sin{fx 4- cy) -i- *6 sin( «/a? -t- »ct) 4- *b 8in( yj? -h *©) 4- . . . , l =b cos(/a?H- BJ) -f- >6 cos( */a? -4- ^m) H- *6 cos ( y^r 4- *cj) -h . . . , h'=z 6'sin(/a?4- ro) 4- 'b'sin{'/x 4- *cj) 4- «ô'sinC «/^ 4- «bj) 4-. . ., /' = 6'cos(/d? 4- BJ) 4-*6'cos( «/a: 4- i^j) -H. . ., h''-.=z b''s\n {fx 4- bt) 4- . . . ,
6, '6, '6, . . .; 6', *b\ . . .: 6", . . .; tzr, 'or, ... étant des constantes arbitraires» telles que b et tzr» b' et gt, é"" et gt, etc. dépendent de la même manière de/, que* 6 et *t3» *6'et*cr, *6"et ^gj, etc. dépendent de %ou que *i et "ter, etc. dépendent de y, et ainsi de suite.
Soient H, H', . . .; L, L', ... les valeurs de A, A', ...;/,/',... à l'origine des intégrales que je suppose commencer avec x^ on aura
H = 6 siniîT4- *6 sin*BT-h'6 sin'cj-+-. . ., H'=i b' sinBJ-f-*6'sin*TiyH-'6'sin*GJ-+-. . .,
L = 6 C0SCJ-+- 'ôcos'gt+'^cos'gt L'=: 6'cosgt-+-*6'cos'gj
On aura ainsi 2/i équations, mais on formera n — i systèmes d'équations semblables à celui des équations (» de l'article III, en prenant successivement, au lieu de/, b, b\ . . ., les quantités */, *6, '6', . . . ou
y, ^6, '6', ... ou y, Si, dans chaque système, on élimine/, */
y, ..., on formera n(n — i) équations entre 6, b\ ...; *6, *b\ ...; '6, ..., lesquelles, étant ajoutées avec les an précédentes, donneront /i* -H n équations entre les n^ -h n indéterminées, gt, *gt, . . . ; 6, 6', . . . ; %*b'
En suivant les méthodes ordinaires d'élimination, on tomberait dans des calculs impraticables; mais M. de Lagrange a donné dans la pièce déjà citée. Sur le mouvement des nœuds et l'inclinaison des orbites des planètes, une très belle méthode pour éliminer dans un cas à peu près semblable; comme elle me parait être ce qu'on peut trouver de plus simple, je vais l'exposer ici en peu de mots, pour dispenser le lecteur de la chercher ailleurs.
Soient
Hi = (o)H 4- H'[(o,i ) - (o,i )] 4- H'[(o,2) - (o,2 )] + . . . ,
H; = (r)H'-HH[(i,o)-(i,o)]4-H'[(i,a)-(i,2)] + ...,
En substituant dans la première de ces équations» au lieu de H, H', . . ., leurs valeurs tirées des équations (F), on aura
H|=: sincj j (o)ô-4- b'[{o,i) — (o,i)] + ^'[(0,2) — (0,2)] 4-. . . |
Or les équations (» de l'article III donnent
(O)^ +^,'[(o,i)-(o,l)]4-...zr/ô,
(o)'^;-h>ô'[(o,i) -(0,1 ;]+...= y tô,
donc
Hi = /6 sinnj -h */ *^ sin*Gj-+-y '6 sin'cj-+- . . . ,
et, de là, on conclura H',, H'^, ..., en marquant d'un, de deux, etc. traits à droite, les lettres 6, *6, . . . de l'expression de H|. Soient pareillement
h, = (o)Hj4-h;[(o,i)-(o,f)]-+-h;[(o,2)-(o,2)]-+-...,
H;=(i)H;-4-H,[(i,o)^(i,o)]-f-HU(i,2)-(i,2)]+...,
et l'on trouvera, de la même manière,
Hi=/*6sinw-hy.*^>sin*cj+y*.*6sin*cT-f-
En continuant d'opérer ainsi, on formera les n équations
H = 6sinBJ4- *6 sin*GJ-h '6sin*GT-h. . ., H, =/ b sincj -f */ 'b sin'cj-f-y «6 sin^ron- . . . , H, =/«6sincn-y*.*^>sin*Gj-t-V*.«6sin«Gj-4-...,
H„-t = /'»-*6sincj-+-y»-*.*6sin*GJ4-...-*-'*-*/»-».'»-*6sin'»-*oj.
Il faut présentement tirer de ces équations les valeurs de usiner, *6sintEr, ...; on peut imaginer pour cela différents moyens; en voici un fort simple, dont j'ai déjà fait usage ailleurs. Je multiplie la première
des équations précédentes par "*"*/, et j'en retranche la deuxième; je multiplie la deuxième par ""*/, et j'en retranche la troisième, et ainsi de suite, ce qui donne
yH -Ht=: 6sinnj(»-y-/)
4- »6 sin «crC-y -- y ) -h . . . -h «-*6 sin «-«©(«-y— —«/ ),
-yH,-H,= fb sino (--«/-/)
Je multiplie pareillement la première de ces équations par ""Y, et j'en retranche la deuxième; je multiplie la deuxième par "'*/, et j'en retranche la troisième, et ainsi de suite, ce qui donne
H-y «-y- HiC-y-i- »-y) 4- h, r=6sinoj(«-y~/)('-y-/)+...
-4- «-»ô sin»-»By('»-y— »-y ) ('*-y--'*-y ),
H,»-y'-y~H,{»-y-i-'-y) + H, =/* 8inTij(»-y-./) (-y-/) -H. . .
-+- «-y «-«6 sin «-»Gy('»-y -- «-y) («-y— '•-y),
Je multiplie la première de ces équations par ''"'/, et j'en retranche la deuxième, et ainsi de suite, ce qui donne
H«-yn-y»-«/_H,(«-y'»-y4-'»-y»-y+«-y»-y) -4- H.c-y H- —y H- '•-y) - h, = 6sinBi('»-y-/)(«-y~/)('-y-/)4-...,
De là, il est aisé de voir que si l'on nomme ë la somme de toutes les racines y, */, •/, ... ; y la somme de tous leurs produits deux à deux; X la somme de leurs produits trois à trois, et ainsi de suite, on aura
- . H,»^t — 6H«— i-f-yH«_j — AH„_4-i-...
■ osmiij "=■ — ^—^ ^^—^ — ' — ^^—^ ^—^ •
On aura ^^sin'cj» '6sin^<7, ... en changeant successivement dans cette
valeur de 6sina, / en y, '/, ..., et réciproquement. On aura de la même manière
et l'on en conclura *6'sin*cT, ^A' singer, ...; *6"sin'tT, ^6"sin^tj, ...en y changeant successivement / en % y, . . . , et réciproquement.
De plus, il est aisé de voir, par la nature des équations (F), qu'il suffit pour avoir écostar de changer dans l'expression précédente de b sintar, H, H', . . . en L, L', ... ; désignant donc par L„_|, L^-2» • • • des fonctions en L, L', ... pareilles à celles de H„_,, H«_2» ... en H, H', .. .,
et de là on conclura facilement *6cos'u, *6cos*nT, .. .; 6'cosci,
Les quantités 6, y, X peuvent se déterminer aisément de cette manière : soit
l'équation dont les différentes racines sont/, % */, ..., on aura, en divisant cette équation par a? — /,
donc, en multipliant cette dernière équation par a? — /• et la comparant terme à terme à la première, on aura
y-h6/=zie,
ou
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Quant au produit (/ — */) (/ — y) .... on le déterminera facilement en considérant que l'équation
peut être mise sous cette forme
en sorte que
Soit j? = /+ a, a étant supposé infiniment petit, et l'on aura, en négligeant les quantités de l'ordre a^ et divisant par a.
Maintenant on aura
*/ri= 6 sincTCOsa/T-h />cosi!Tsina/T -r. . ., */ =1 ^coscTCOSa/T — ôcosarsina/T h-
Donc l'équation (X') de l'article III donne, en y supposant /« = o,
/ = 6 sin wsin(^ — a/)T-f- 6cos mcos{q — (x/)T -h ^68in*cjsin(^ — ay)T -h ^bcos^xncosig .— ay)T
C'est la valeur de y après le temps quelconque T.
Si Ton voulait porter la précision jusqu'aux quantités de l'ordre a^, on ferait varier les nouvelles constantes arbitraires H, H', ... ; L, L', ... , comme nous l'avons fait dans l'article I.
On pourrait encore étendre aux équations à un nombre quelconque de variables la méthode que nous avons donnée (art. II) pour une équation différentielle à deux variables; je suppose, en effet, que l'on
ait les deux équations
^ .,. A'ty ^ s -4- a (^Sy-h S'^' -i- S-j + S'^^) h- ««(SV*"^- • .)-..••
T, T', ...; S, S', ... étant des fonctions quelconques rationnelles et entières de sinus et de cosinus ; on fera
y ^. z -¥- <x.z' 4- otrz" -h yz=L u -h a m'h- a* m"-!- . . . ,
et l'on trouvera, pour y et pour y, deux expressions de cette forme
Kr
j'= sinA'rj '/?-f- / [M -4- a(c>/? 4- *c»7-+- *c/> H- »C7 )-f-...]
Pf Çf *p et *q étant les quatre cohstantes arbitraires des valeurs de y^ y\ ^ G^ -^^ lorsque / = o; de là on tirera par la méthode de l'article cité les quatre équations
^ =:K H- «(a/? + ^aq -y-*a^p-h^a^g) -+-«*(*«/>*-+-. ..) + ..., ■^ =R -h (x(bg -i- ^bp -^^b^g-^^b^p) -^ of}{^bg^-^, . ,) -h.. .,
^z=^ -^(x{e^g-\-^e^P'h*eg -H'c/?)4-
Pour intégrer ces équations, on fera
p = r -ha(/r-h75-+-yr,H-»/yi)H-a(yr 4-. ..)+.•» */?==*/• 4- a(/w */•-+-. ..)-+-•• •»
En substituant ces valeurs àt p, q, ^p, ^q dans les quatre équations précédentes, on formera, par la méthode du même article, quatre équations linéaires entre r, 5, V et ^s\ d'où Ton aura, comme dans Tarticle cité, les valeurs de j^ et y\ après le temps quelconque T, aux quantités près de l'ordre a'*^*.
La méthode précédente d'intégrer par approximation les équations différentielles, en faisant varier les constantes arbitraires des intégrales approchées, est, si je ne me trompe, très féconde dans l'Analyse; pour en donner un usage fort étendu, je suppose que l'on ait une équation différentielle d^un ordre quelconque, entre z, t,p, q, ...^ dt étant supposé constant, et /?, ^, ... étant des quantités qui croissent fort lentement; on intégrera d'abord cette équation^ en regardant p ei q comme constants; je suppose que l'intégrale soit
a, 6, . . . étant des constantes arbitraires dépendantes des valeurs de ;;,
^> -j^f •••à l'origine de l'intégrale que je fixe lorsque / = A. Cette
valeur de z pourra être employée, sans erreur sensible, pour une valeur de / fort grande; car, les variations de p, q, ... étant supposées de l'ordre a, si l'on regarde a comme infiniment petit, il faut supposer à / une valeur infinie, pour que les quantités qu'on néglige, en regardant/>, qf ... comme constants, puissent devenir sensibles; mais, lorsque t est infini, ces quantités peuvent être finies; ainsi le problème qu'il s'agit de résoudre est d'avoir une expression de z telle, que les quantités de l'ordre a qu'on y néglige ne puissent devenir finies, après une valeur de t infiniment grande.
Pour cela, je suppose / = A h- T, T étant extrêmement grand, mais tel cependant que, dans cet intervalle, les valeurs de ;i, y, . . . soient encore peu sensibles; on peut faire usage de l'expression
depuis t = h jusqu'à i = h-^T. Si l'on voulait avoir la valeur de z pour un intervalle plus considérable, par exemple lorsque / = A -f- T -h /, , on aurait
5 = cp(/n-T-h ^1,/?', ^', . . .; a', 6', . . .)>
p\ q\ ... ; a', h\ ... étant ce que deviennent /i, y, ... ; a, 6, ... après l'intervalle T; cette nouvelle valeur de z peut être employée sans erreur sensible depuis /, == o jusqu'à /, = T', T' étant tel que, dans cet intervalle, les variations de /?, y, . . . soient encore fort petites; en continuant d'opérer ainsi et prenant les valeurs de 5 : i® depuis / = A jusqu'à / = A 4- T ; 2*> depuis r = A 4- T jusqu'à / = A -+- T -h T'; 3*> depuis / = A + T -h T' jusqu'à / = A -+- T 4- T'-f- T'', etc., on aura l'expression de :; pour une valeur quelconque de /; mais il faut, à chaque opération, déterminer les nouvelles constantes arbitraires a\ b\ ...; a"^ h", ... qu'elle introduit; or, de la même manière que les constantes ar-
dz d} z
traires a, i, ... se déterminent au moyen des valeurs de 5, ^> -^y • • • >
lorsque / = A, de même, les constantes arbitraires a\ b\ ... doivent se déterminer au moyen de ces valeurs, lorsque ^ = A -+- T; soit donc
dt
d}z dt^
On aura, à la fin de l'intervalle compris entre t = h et/ = A + T,
dz
dt d^z
= 9'(A-hT,/>,^, ...;a,by ...).
et, au commencement de Tintervalle compris entre / — A-f-T et
dz
Ces valeurs de s, ^^ ••• sont les mêmes à la fin du premier intervalle qu'au commencement du second; on aura donc les équations
/ 9(/t-hT, /?,7, ..,\a,b, ...) = ? (^* -H T,/?', 7', ...;«', ^', ...), (<y) \ <p'( A -+- T, /?, 7, . . . ; a, ^, . . . ) = ?'(^ -I- T, p\ q\ ... ; a', 6', . . . ),
Si p^ q^ .. : étaient invariables, on aurait
soit donc
S/7, Iq, ... étant des quantités extrêmement petites de Tordre a; soit, de plus,
a'=a-hia, b'=^ b -h db, ...,
Sa, Sô, ... seront de Tordre S/?, Sy, ... ; les équations (a) donneront, cela posé, en négligeant les quantités de Tordre S/?^,
^ dz ^ dz , ' . % àz y.ôz
d/? ^ c^7 aa ob
les quantités ^> ^> •••; g^> ••• représentent les coefficients de dp^ dq^ ...; da, . . . dans la difierentiation de :; en y faisant varier p,q, ...;
Maintenant, si i*on différentie les équations précédentes, en négli géant les quantités de l'ordre a^, et observant que
ddp=^ dpy diq ^=^ dq, ... ; dia=z da, . . . ,
la première donnera
dp dz dq dz da dz db dz
Mais on a
dp dz dq dz ^ ^ da dz ^^ db dz
donc
dt dp dt dq dl da dt db
On trouvera de la même manière
dp d*z dq d^z da d^z db d^z
^^ dt dpdt "^ di dqdt "^ ' ' "^ 57 dadt "^ di dbdt
et ainsi de suite; on formera autant de ces équations qu'il y a d'arbitraires a, b, ... et, en les intégrant, on aura les valeurs de ces constantes arbitraires. On peut observer que, dans ces équations, la supposition de a infiniment petit permet de supposer / infiniment grand, ce qui simplifie le calcul dans un grand nombre de circonstances.
On peut parvenir encore à ces mêmes équations de la manière suivante.
Je suppose que l'équation
au lieu d'être l'intégrale approchée de l'équation différentielle proposée, en soit l'intégrale complète, il est visible que a, 6, ... ne seront plus constants, mais qu'ils varieront avec/?, q^ ... dans un rapport qu'il s'agit de déterminer. Je suppose donc, comme ci-dessus, que, lorsque/7, 7, . . . croissent depuis l'origine de l'intégrale des quantités
^p^ Bçf ...f Of bf . .. croissent des quantités $a, £6, ... ; Bp^ ^, . . . , Sa, Sb, . . . étant extrêmement petits; on aura, comme Ton sait, en né-^ gligeant les quantités de l'ordre S^,
-5= ?('>/^>7> . . .>ûr, 6, . ,.)-\-ip
dp
ia
da
p^q^ ...^a^b^ ... étant les valeurs de/?, 9, . . . , a, 6, . . . à Torigine de rintégrale; en regardant conséquemment /?, 9, ...,a, 6, ... comme constants, on néglige, dans l'expression de z^ la quantité
^ dz ^ dz ^ ôz y. dz
op-z — hoq -z — h . . . -h oa -T — \-oo -jT- -h
dp aq ôa au
Faisant donc en sorte que cette erreur soit nulle, on aura l'équation
y dz y dz % dz
^ dp ^ dq da
la même que nous avons trouvée précédemment. En raisonnant sur les
valeurs de 3^> ^rr» •• • comme nous venons de le faire sur celle de 5, dt dt^
nous aurons les autres équations.
Exemple. — Je suppose que l'on veuille intégrer l'équation diflerentîello
p étant une quantité croissant très lentement, et telle que l'on ait
^=imcos(«/ H-e),
a étant extrêmement petit; j'intègre d'abord cette équation en supposant/i constant, ce qui donne
5 = a ûnpt 4- b cospt;
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et l'on a, par ce qui précède, les deux équations
o =^ {da — btdp) ^mpt -\- (db -\- atdp) cospl,
oz=i{adp -^ pda — pbtdp) cospt — {bdp -\- pdb 'hpatdp)sinpt.
La supposition de / extrêmement grand fait disparaître le terme adpcospt devant —patdpswpt; il peut donc être négligé, ainsi que le terme — bdpsxnpi; on aura ainsi les deux équations
o lin (rfa — btdp) smpt h- (d'/? -+- at dp) cospC^ o =z {da — btdp) cospt — {db -^ atdp) sinpt.
Je multiplie la première par sinpt et la seconde par cospi^ et je les ajoute, ce qui donne
o — c/a — bjtdp;
je multiplie ensuite la seconde par sinpt et je la retranche de la première multipliée par cospt, ce qui donne
o^=db -h atdp;
soit tdp = d$, on aura
oz=ida — bdSj o--zzdb-\- adSy
d'où l'on tire, en intégrant,
/et (3 étant deux constantes arbitraires; donc
5=:/sin(5H-Bj)sin/?^ -f-/cos(5 h-gj) cos;>^ =/cos(/?^ — 5 — cj);
or
s^=Jtdp=zpt—Jpdt=zpt sin(a^ + «);
donc
z=:fcos — GJH sin(a^-+-£) :
c'est l'expression de z, en négligeant les quantités de l'ordre a qui restent toujours fort petites, quel que soit le temps /.
- A/y)Uc€UÙ)n de la méthode précédente à la théorie des planètes.
La partie la plus délicate de cette importante théorie est la détermination des inégalités séculaires du mouvement des planètes» et, malgré les savantes recherches des premiers géomètres de ce siècle sur cet objet, il faut convenir qu'elle laisse beaucoup à désirer encore.
M. de Lagrange est le premier qui ait envisagé cette matière sous son véritable point de vue, dans sa belle pièce Sur les inégalités des satellites de Jupiter et dans sa Théorie de Jupiter et de Saturne; la méthode qu'il a employée pour cela est un chef-d'œuvre d'analyse, et l'excellent Mémoire qu'il vient de donner Sur les variations du mouvement des nœuds des planètes et de l'inclinaison de leurs orbites renferme la théorie la plus générale et la plus simple de ces variations; mais toutes les autres inégalités séculaires, et surtout celle du moyen mouvement et de la moyenne distance, n'avaient point encore été déterminées avec l'exactitude et la généralité qu'on peut désirer, au moins jusqu'au moment où je donnai, sur cet objet, mes recherches, dans lesquelles j'ai prouvé que les moyens mouvements des planètes et leurs moyennes distances au Soleil sont invariables {voir le tome VII des Savants étrangers) (*). Je me propose ici de considérer toutes les inégalités, tant périodiques que séculaires, du mouvement de ces corps; on verra avec quelle facilité la méthode précédente donne ces inégalités, et j'ose me flatter que cette discussion intéressera les géomètres par sa généralité, et surtout par l'exactitude des résultats.
Du mouvement d'un point sollicité par des forces quelconques.
Je suppose ici toutes les parties d'un corps réunies à son centre de gravité; pour en déterminer la position dans l'espace, je prends, sur an plan fixe, deux droites perpendiculaires entre elles, et qui se croisent dans un point que je nomme S; Tune sera ce que j'appelle
{}) Œwres de Laplace, T. Vm, p. a58.
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dxe des x, et l'autre axe des y; soit de plus z la distance du corps à ce plan, sa position sera déterminée par les trois coordonnées x^y etz; cela posé, si Ton réduit toutes les forces dont il est animé à trois autres parallèles aux axes des x^ des y et des s; que Ton nomme ^ la première, ^' la seconde et ^^ la troisième, on aura, en prenant Télément di du temps pour constant, et supposant que les forces vp, 4»' et ^^ tendent à augmenter les a?, les y et les Sj
(i) d*xz=zi\i dt^,
(2) dy = ^dt\
(3) d*z=^'dt\
Maintenant, par l'origine S des x et des y je mène au point de projection du corps sur le plan fixe une droite que je représente par r, et que dans la suite je nommerai rayon vecteur; je nomme ensuite 9 Tangle formé par cette droite et par l'axe des a?, et s la tangente de la latitude du corps vu du point S; on aura
/ = /sin9, z ^=zrs;
partant,
d*x=^d*rcos<^ -— 2 c^r t/cp sin 9 — rc^<p sin9 — rc^9*cos9, d^y = d* r sin(p -\- 2 dr d^ COS9 -4- r c?* 9 cos 9 — r 6^9* sin 9, d^z =: rd^s '^2dsdr-^sd*r,
Or, si l'on suppose que l'axe des x soit infiniment près de la droite r,
on aura
9 = 0, sin 9 = 0, cos9 = i,
partant,
d^x=zd*r — rc/9', cPy =: r rf* 9 -h 2 c/r t/9 ;
les équations (i), (2) et (3) deviendront conséquemment
(4) d^r-^rd^^— ^J;rfr*=o,
(5) rrf*9--h 2drd^— ^'ûf/* = o,
/ i? X M 2dsdr d*r ^L' , .
(6) d^^-\ \-s -^dl*=o;
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mais il faut observer qu'alors la force '^ est parallèle à r et tend à Taugmenter, et que la force ^' est perpendiculaire à cette droite et tend à augmenter l'angle <p; or, comme les équations précédentes ne renferment que les différentielles de cet angle, on peut en fixer où Ton vQudra Torigine sur le plan fixe.
Si Ton multiplie l'équation (5) par r, et qu'on l'intègre, on aura
'J^=c-^f^'rdt,
c étant une constante arbitraire; donc
do
f^'rdt
dt r
l'équation (4) deviendra, en y substituant cette valeur de -^y
et si dans l'équation (6) on substitue, au lieu de d^r, sa valeur tirée de l'équation (8), on aura
au moyen des équations (7), (8) et (9), on déterminera le mouvement du corps dans l'espace.
Je suppose qu'au lieu de dt on veuille prendre ^9 pour constant, on mettra l'équation (5) sous cette forme
si l'on multiplie cette équation par 2r*, le premier membre devient intégrable, et l'on a
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h étant une constante arbitraire; donc
dt=^
^h^-h'ij'r^^'d^
ensuite Téquation (4) donne
dt dt ^ '
en substituant, au lieu de dt, sa valeur, et faisant- = //, on aura
i» i ,,du
^ — I ih' —
d*u u^ u* ^ do
L'équation (6) donnera, par un procédé semblable, en y faisant - = w, et en y substituant, au lieu de d^u, sa valeur tirée de Téquation précédente,
Du mouvement des planètes autour du Soleil, en négligeant
leur action les unes sur les autres.
Je suppose un nombre indéfini de planètes P, F, P^ . . . circulantes autour du Soleil, et que Ton néglige leur action les unes sur les autres; soit S la masse du Soleil, et concevons cet astre immobile au point S; si Ton transporte en sens contraire à la planète P son action sur le
Soleil, elle sera sollicitée vers S par une force éjralc à ,, "^ — r^, d'oii
Ton lire
,, , (S-hP)M« , ,, (S-f-P)5««
on aura ainsi les trois équations
, r^dm (Pu (S-hP) d*s
dt =z — r-i- , -j— -h u ^^ '— =z o, 3-, -+- ^ = o-
- — 2 étant le petit secteur décrit par le rayon vecteur r, durant Télé-
ment du temps dt\ la première de ces trois équations nous apprend que les aires décrites par les rayons vecteurs sont proportionnelles aux temps; la troisième équation donne, en l'intégrant,
5=:ay sin(9 -Hcr),
ay et o étant deux constantes arbitraires; et la seconde donne
m et e étant constants et arbitraires. L'expression de s montre que l'orbite est dans un plan invariable, dont la tangente d'inclinaison au plan fixe est ay, ce qui d'ailleurs est visible. Je suppose donc que le plan fixe soit celui de cette orbite, on aura s = o elocy = o; donc
et
— Tï h m cos ( 9 -h e )
ttais si l'on nomme a le demi^and axe d'une ellipse, olôu son excentricité, r le rayon vecteur mené d'un des foyers à la courbe^ 9 + e l'angle compris entre le rayon vecteur et la plus grande des deux parties du grand axe divisé inégalement par le foyer, on a, comme l'on sait,
I — a^cos((p -h £)*
d'où, en comparant cette expression de r à la précédente, on aura
m =-7—^ — n et ^ — «=«(* — ««);
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partant,
Si l'on reprend l'équation rf/= ""T^* ^^ nommant T le temps d'une révolution entière de P» et E la surface de l'ellipse que décrit cette pla-
aE
nëte, on aura T = -j-; mais, si l'on désigne par u le rapport de la demicirconférence au rayon, on a
donc, si, dans l'expression de T, on substitue au lieu de E et de A leurs valeurs, on aura
v/sTp
En négligeant? par rapport à S, on a
et en marquant d'un, de doux, etc. traits relativement à P', P", ... les quantités T et a, on aura
Donc
Soit nt le moyen mouvement de P autour du Soleil, en sorte que l'on ait f égal k nt, plus à une fonction de quantités périodiques, on aura
nT=:36o«=:a7r;
donc, puisque
v/sn>
on aura
a' et
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partant»
. hdt ndt - . .^,
^9=~T = ^[i-aecos(9-^e)]*.
Pour déterminer (p en t, je suppose l'origine des angles (f et ni k l'aphélie, en sorte que la planète parte de ce point au premier instant de son mouvement, on aura e = o; soit
cp = /i^ H- as -t- «'5' 4- . . . ,
on aura, en réduisant cos(ç-j-£) ou cos(/i/ -hajs h- a^s'-i-...) et j en suites ascendantes par rapport à a,
d<^ z= n dt -h a dz -h a^ dz' -h . . .
z=zndt{i — 2aecos/i^-f- aa'e'-h. . . -f- lot^ez^mnt h cosa/i/).
De là je conclus, en comparant ensemble les termes de Tordre a, ceux de Tordre a^, . . . ,
dz ■=. — 2endt cos nt.
'z'=ndt(2e*
-h lez %\wnt H cosa/2^ ),
En intégrant ces équations et faisant en sorte que z, z\ ... soient nuls avec /, on aura
z zzi — ae sin/i^, 5'zz:|e'sin2/ir,
donc
(D-=z nt — 2aesin/i^H-|a*e*sin2/ii -h. . . .
Pour déterminer présentement r en /, j'obseWe que Téquation dt = '^—r^ donne
(i — aaccosn^-f- |a*e*cos2/i^ -h. . .)'
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d'où je conclus
r=:a{ iH h aecos nt cos2 nt -h. . . )-
Si, lorsque / = o, la planète, au lieu d'être à son aphélie, était plus avancée de la quantité e, en nommant 6 l'anomalie moyenne correspondante à l'anomalie vraie e, on a, par ce qui précède,
et
9 = 9-+- /!/ — 2aesin(/i^-+- (?) -h{a*e*sin2(n^-h 6) -h. . .,
et si la ligne fixe d'où l'on commence à compter l'angle 9, au lieu d'être sur la ligne des apsides, est moins avancée que l'aphélie d'un certain angle I, en sorte que I soit la longitude de Taphélie, on a
9=:Ih- Ô4- n/ — aaesin(/i^-i- 9)-t-{-a*e'sin(a/i/4-2 0) H-. . .
et
rr=: a iH h aecos(/i/ -i- (?) C0S(2/l/ H- 2^) -H. . . I.
Je suppose maintenant que l'on veuille rapporter le mouvement de la planète à un autre plan très peu incliné à celui de son orbite, et passant par le centre du Soleil; je nomme '9 et V la longitude de la planète et son rayon vecteur dans l'orbite réelle, et 9 et r ces quantités dans l'orbite projetée ; les expressions que nous venons de trouver pour 9 et r, se rapportant à l'orbite réelle, sont les valeurs de *9 et de V; il faut présentement en conclure 9 et r en t.
Pour cela, je fixe l'origine de 9 et de *9 sur la ligne des nœuds; on a
Vcos*9== rcos9; de plus,
et nous avons trouvé précédemment
soit
pétant nécessairement fort petit; l'équation Vcos '9 = rcosç donnera
v/i -h 5* cos *<p — ces ( *9 H- <7 ) ;
donc, en négligeant le carré de q et la quatrième puissance de s, on aura
on peut supposer, dans cette équation, *<p = 9, et en y substituant, au lieu de sino, sa valeur — > on aura
<7 == — ^ <xy5COS9 -- — * ^*y' sina9;
si Ton néglige les quantités de Tordre aS on peut supposer dans cette équation 9 = /i/ h- cr, cr étant la distance moyenne de la planète à son nœud, lorsque / = o ; donc
9=:*9 — |a*y*sin(2«^-h anj) = 1-1-0-4-/1/ — 2 aesin(/l/ -h 0) -f-. . , — \ a* y^ sïn (2 nt -h anr);
1 exprime ici la distance entre l'aphélie de la planète et le nœud de son orbite; soit L la -projection de cet angle, ou, ce qui revient au même, la distance entre le nœud et la projection de l'aphélie, on aura, par ce qu'on vient de voir,
supposons ensuite que, au lieu de fixer l'origine de 9 sur la ligne des nœuds, on la fixe sur une droite moins avancée de l'angle H, en sorte que la longitude du nœud soit H, on aura
9 = H H- L -1- J a*y* sin a L -h 6 -h n/ — 2 «e sin ( n/ -h 6)
Je fais, pour abréger,
II -h L -I- i «•/* sin 2 L == A
Maintenant l'équation donne
r = >r — Jaa'y*-i-iaa'y*cos(an/-f-aBT) -h. . . ;
ensuite l'équation
s = ay sin9
donne
s z=z (xy s\n{ ni -h fs) -h. . . ;
donc on aura, pour déterminer le mouvement de la planète sur le plan fixe, les trois équations
9 = A -H 9 -4- /i^ — 2 ae sin ( /!/ -h 0 )
-H |a*e'sin(2/i^ 4- 2 0) 4-. . . — {a**/'sin(2/i/ h- 2Gy),
I -; r — 1- (xecosC ni
C0S(2/i/ H- 20) -h. . .H ^ C0S(2/l/ H- 2Tij) ,
s ■= (xy s\n(nt -h cr) -+-. . .,
a étant le demi-grand axe de l'ellipse décrite par la planète, ou, ce qui revient au même, sa moyenne distance au Soleil; e son excentricité: Y la tangente de son inclinaison sur le plan fixe; A étant la longitude de la projection de l'aphélie augmentée de ja^y^ sin2L; L étant égale à la longitude de cette projection, moins celle du nœud; 6 et cr étant les moyennes distances de la planète à son aphélie et à son nœud, lorsque / = o.
Si l'on voulait avoir les valeurs de r', (p', s'; r\ ^'\ f, . . . , relatives aux planètes P', P'", ..., il suffirait de marquer d'un trait, de deux traits, etc., les lettres a, e, 0, y. A, ct, n.
Du mouvement des planètes autour du Soleil y en ayant égard
à leur action les unes sur les autres.
Je reprends les équations (7), (8) et (9) de l'article VIII,
dt r
, , d*s dsdr s{c-hf'^'rdty s<L-'l'
au moyen desquelles il faut déterminer le mouvement de la planële P; pour cela, il est nécessaire de connaître les forces vp, '\f\ 'Y, dont elle est animée; or, cette planète est d'abord attirée vers le Soleil par une
force égale à -^^t-^^ — ^; de plus, elle attire le Soleil avec une force
égale à -j- ^y et, puisque nous cherchons le mouvement relatif de
la planète autour du Soleil, il faut considérer cet astre comme immobile et transporter à la planète, en sens contraire, la force -^7 ry
ainsi cette planète sera attirée vers S par une force égale à -^ ^;
en la décomposant en deux. Tune parallèle au rayon vecteur et tendante à éloigner P de S, et l'autre perpendiculaire au plan fixe et tendante à élever la planète au-dessus de ce plan, on aura, pour la première,
S -HP
et pour la seconde
— (S-hP)t^
Imaginons ensuite une autre planète P', pour laquelle nous nommerons ç', r' et s' ce que nous avons nommé ç, r et ^ pour P; soit V la
p/ distance de P à P'; P' attirera P avec une force égale à y-^; il faut
décomposer cette force en deux, l'une perpendiculaire au plan fixe, et l'autre parallèle à la projection de la droite *^ sur ce plan; or, la première est égale à — ~ — P', et la seconde est égale à ^^> en nommant (^1 la projection de V; si l'on décompose cette dernière force en deux autres, Tune parallèle, et l'autre perpendiculaire a r, on trouvera, pour la première,
[r^cos(y* — y) — r]
et pour la seconde
r^sin(9^— 9)p,
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La planète P' attire le Soleil avec une force égale à p^ï 7ri> î'
faut donc transporter cette force en sens contraire à la planète P; et si, après l'avoir ainsi transportée, on la décompose en trois. Tune perpendiculaire au plan fixe, Tautre parallèle à r, et la troisième parallèle au plan fixe et perpendiculaire à r, on trouvera, pour la première
pour la seconde
et pour la troisième
P'cos(9'-
P'sin((p'~
Si l'on marque de deux traits, de trois traits, etc., les lettres marquées d'un trait dans l'expression des forces précédentes, on aura les forces résultantes de l'action de tant d'autres planètes, P'', P*', P*^, ...» qu'on voudra; rassemblant donc toutes ces forces, on aura
P'[r' cos(9'— <p) — r] P' cosC^'— 9)
'cos
P*cos(9'-
:P'sin(9' 9)
-hP'.
l-hS'
(S-hP)î r«(i-i-s»)ï
rs)
PV
m \' ET m , .
partant, on aura
co
~ -^tr -,-3 I I ri . . . ,
(IQ)
-^£:[y.,,cos(y--9)]| ^,^ - ,.4"^»^i-^T""
Les observations nous ont appris que les planètes se meuvent dans des orbites presque circulaires et peu inclinées les unes aux autres, et que les perturbations que ces corps éprouvent en vertu de leur action réciproque sont presque insensibles, puisque leurs mouvements sont à très peu près les mêmes que si le Soleil seul agissait sur elles. Il faut donc que leurs masses soient extrêmement petites relativement à cello du Soleil; ainsi, nommant S(x, opi', 8\if\ ... les rapports des masses de P. P', P"', ... à celle du Soleil, je considérerai ces quantités comme infiniment petites, et je négligerai leurs carrés et leurs puissances supérieures, en sorte que, dans les expressions de 9, r, 5, je n'aurai égard qu'aux termes de Tordre o[jl, ce qui donne, pour ces variables, des expressions de cette forme
19 = M H- M ' ôfx ' -+- M " djjL'' -^ . . . ,
On peut supposer â(x''=o, S[x"'=o, ..., et déterminer dans cette supposition M', N', Q'; car M'', N", Q'', M*^, ... peuvent s'en déduire aisément en y changeant les quantités relatives à la planète P' dans celles qui sont relatives aux planètes P'', P"^, ....
Cela posé, si Ton avait 8\l = o ou, ce qui revient au même, P'= o.
les équations (lo), (ii) et (12) se changeraient dans celles-ci :
Ces équations sont celles qui auraient lieu si les planètes n'agissaient point les unes sur les autres; leurs intégrales sont donc, par l'article IX
-r-|a*e'sin(2n^-f- 2^) h-. . . — {a'y*sin(2/i^-h 2cj),
1 H -^ -h aecos(/i^4- 0)
cos(2/i^-+- 21/) -h. . . H -^ cos(2nt -h 21ÎT) ,
s =z ay sin (n^ 4- gt) -f- . . . ,
a étant très petit.
Ces trois valeurs de ç, r et 5 semblent renfermer sept constantes arbitraires A, e, 0, a, n, y, tj, quoiqu'il ne puisse y en avoir que six, le mouvement du corps P étant déterminé par trois équations différentielles du second ordre; mais il faut observer qu'il existe (art. IX)
entre neta une relation exprimée par cette équation n^= "^ > ce
qui réduit les deux arbitraires n et a a une seule; de plus, quoique la constante arbitraire c de l'équation (i3) ne paraisse pas entrer dans les valeurs de ç, r et s, elle y est cependant implicitement renfermée en vertu d'une équation qui existe entre c, a, e eiy; en effet, puisque l'on a r^rfç = cdt, si Ton nomme T le temps d'une révolution entière de P, on aura cT = Jr^ d^ ; mais il est visible que fr^ d^ est égal au double de la surface de l'orbite projetée de la planète; or, cette surface est à celle de l'orbite réelle comme le rayon est au cosinus de
rinclinaison de Torbite sur le plan fixe; donc, si Ton nomme ^Ë la surface de Torbite projetée, on aura, en portant la précision jusqu'aux quantités de Tordre a^,
Œ=:a57r(i ~a»e«niH- ««y'r'r-^ rt^Trf^i- ^a'e'--- ia'yA = i^
mais, par l'article IX,
c=v^a(S-+-P)^i-~ ^a'e'- ^««yA = /ia'(^i— ^a»«»- ^a'/V
Les expressions précédentes de 9, r et 5 satisfont aux équations (lo), (11) et (12), lorsqu'on y suppose 8[x'=o, Sfx''^ o, .... Ce sont, par conséquent, les valeurs de M, N et Q des équations (». Pour déterminer présentement M', N' et Q', il faut différcntier les équations (i3), (i4) et (i5) par rapport à S, et leur ajouter les termes multipliés par P' dans les équations (10), (11) et (12), ce qui donne
di(^ Se 2cdr P'
d^ir 2cdc 3c«3r 2(S-4-P)or 3(S-4-P)5o.ç
O zz -+- —
(17) ' "^ A^^sin(9'-9)r^ î ;^1
-^ ï^E'"-'' cos(9'-9)]-h '-^ — p,
d^is idrdis 2d'sdSr c^ds 2scSc ^c^sdr
m { -^— ,-T^ A^^sin(9'-9)r^ î ^1
+ [5'_.çcos(9'-9)] r ' T - ^X
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Il faut présentement tirer de ces équations les valeurs de èc, S9, 8r et 8s.
a étant ici fort petit, je n'aurai égard qu'aux quantités de Tordre a^, et, parmi les termes de cet ordre, je ne considérerai que ceux qui peuvent produire dans la valeur de oç des quantités de la forme S[x'a-A/^, d'où résulterait une équation séculaire dans le moyen mouvement de la planëte; ces termes méritent conséquemment une attention particulière : or il est aisé de voir à l'inspection des équations (16) et (17) que, si, dans le développement de
re/^sin(9'-9)r^, -
il y avait un terme tout constant, il en produirait un, dans la valeur de Sr, de la forme Sfx'//, et dans la valeur de S9 un de la forme Jfx'g"/^ ; il faut donc, dans le développement de cette quantité, porter la précision jusqu'aux quantités de l'ordre a'; mais on peut n'avoir aucun égard aux termes dé cet ordre qui seraient multipliés par des sinus ou des cosinus.
Il est aisé de voir pareillement qu'il est inutile d'avoir égard aux termes de l'ordre a*, dans le développement de
Soit donc
r - r'cos(<p'- 9)] -^ ^-^ V
^9 m dii'{x -H ax'-h a*6/i'^*), i$ :=z az àyJ,
On substituera ces valeurs dans les équations (16), (17) et (18), en observant : i** de substituer partout, au lieu de ç, r, s\ ç', /, s\ leurs valeurs tirées des équations (a) de l'article précédent, ce qui est évidemment permis, puisqu'on néglige ici les termes de l'ordre %'^;
2° au lieu de P', de substituer S(ji'a'/i^; car, en négligeant les quantités de Tordre S(x, on a
!=„« et dH'=s'
3** au lieu de c, d'écrire
/la'
On comparera ensuite séparément les termes sans a, ceux de l'ordre a, ceux de l'ordre a*; l'équation (i6) en donnera donc trois autres entre x,x'et€; Téquation (17) en donnera trois entre y, y et X; et l'équation (18) en donnera un en z.
Les substitutions précédentes n'ont de difficultés que celles qui
peuvent venir du développement de j-^; il ne sera donc pas inutile de
faire quelques remarques à ce sujet.
V exprimant la distance de P à P', on a, comme il est facile de s'en assurer,
donc
*^' [r»-hr'*H-(r'5'— r5)*]« [" 2r/^cos(y^~ 9) ]«'
soit, pour abréger,
2rr'
r^-h r'*4- (r's'— rs)
on aura (voir h première pièce de M. Euler sur Jupiter et Saturne, ou le premier Volume du Calcul intégral Ae cet illustre auteur)
V"^ à^) ['-7Cos(9'-9)]t*
= 6 4-6iCos(9'— 9) -f-6jC0S2(9'— 9) 4- 630033(9'— 9) -h. . .,
et
fJL-h I U-4- 2 - 2 4
IL _ F7 ) P4-I p-ha fx-4-3 f^-+-4 c
jx-f- 1 fjL-t- a fx-^ 3 fxH-4 fx-+-5 fA-4-6 , ""IT" 4 4 6 6 8^
Ayant ainsi 6 et &|» on aura 63, b^, ... au moyen des équations suivantes
_ 2ixbq--2bi
et généralement
Ot ^ — : ; y
_ (il -^ S — 2)b,.tq — 2{s — i)bs^i
Les quantités b, b^.b^^ ... sont fonctions de la variable q^ et puisque nous avons besoin de porter dans certains cas la précision jusqu'aux quantités de Tordre a^ et que les variations de q sont de l'ordre a, il faut réduire 6, 6,, ... en suites ascendantes par rapport à a; soit donc
qz=h -t-a/i',
h étant constant et écal à -^ ^y on aura
, /ix t,(db\ oî'h'^ (d}b\
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(*)• {^y {^y "• ^*^^' ^^ ^^® deviennent i, ^, ^, ... lorsqu'on y substitue h au lieu de 9 ; on aura pareillement
Il ne s'agit donc plus que d'avoir les valeurs de ^9 ^-j» •••> ^, ...; or Téquation
= 64- 6iCOS(9'-- 9) H- 6, cos2(9'— 9) 4-.. .
(ï-*-~ï) [i-9COs(9'-9)]i
donne» en la différentiant par rapport à q^
fxcos(9'--9) db dbx , , . i — = :7- -+- ^ cos(9'— 9) H- ... ;
/ ^r.xl dq dq ^^ ^'
( i-h -^ j [1 — 7 cos(9'— 9)]i* [i - ^ cos(9'- 9)]
partant,
fxcos(9'— 9) [6-+- bx cos(9'— 9) H- ô,cos2(9'— 9) -^. . .]
= [i-^cos(9'-9)]|^^H-^cos(9'-9)4--^cos2(9'-9)-f-...J.
De là» en faisant les multiplications et réduisant les produits de cosinus en cosinus» on aura» en comparant séparément les coefficients constants» ceux des cosinus de l'angle (9'— 9) et de ses multiples,
db
'dç
V-bx
db.
db, dq
db\
dbt ^^dq'
db^
Hbi
db,
+ 1 aq -^f*'''
dbt dq
^db,_ dq-
Hbt
dbi
■^^dq'
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Au moyen de ces équations et des équations (/)i on aura -^i -^ lorsqu'on connaîtra j- et ^; or on a, par ce qui précède,
partant,
^ ^ aq (il — '2)q fx — a
2 db* ibx 2txq db
1 4- ! 1 Lli_ •
fJL — 'i dq (jJL — 2)7 |X — 1 dq^
on aura donc les deux équations
d'où l'on tirera
idb , dbx
dbx , bx db
db __ biifx — i) -^ 2fjLbq
dq - 2(i-7«) '
dbi __ 2ixbq -f- 6,(|x<7' — i)
Ayant ainsi déterminé j-> ^> ^j •••en h, 6,, ô^, ..., on en conclura facilement, par la différentiation, les valeurs de ^-^y -^^ •••; et, en changeant q en A, on aura
Soit
ce qui donne
on aura» cela posé, dans le cas de [x = f >
IH
rï\t
-îî)('-p)(7T?y
'*'4(3«-i)J(rr?)
^ 4(3î=ôJ L'^ 4(5'- i)J (tTT^)
4(3'-i)JL'"^4(5'-i)J[''^4(7'-')JV' + 'V *')-6(fe)t ... 4(6,)(i + t')-5(^)t
La loi de ces termes est trop visible pour les continuer plus loin ; on aura ensuite
3(6) (i+i'')' (fe,)(i + (-')(i-4t»+t*) (I — <■»)» 2<(l — t»)» '
ai'(i— <■')
ri M
et les équations (/) donnent, en les différentiant.
îi(^)(i-H«'')' 5 /e/6A
3 \dq)
b \dq J
7'- 7\dç)
La loi de ces termes est trop visible pour les continuer plus loin ; enfin,
on aura
(Pb,\ _ (6|) [60 1-*— i5<«(i H- i')'-!- 2(1 -4- i^Y'] (1 -h f'M-
(^) [22ot* — 99£'»(i -M'»)«-f. 12(1 -M*»)*] (i -+. «"«V
Il faut présentement développer les différents termes des équations (16), (17) et (18) de l'article XI, et, pour faciliter ce calcul, il ne sera pas inutile d'avoir sous les yeux les formules suivantes
sinacos6=:: - sin(a -+- ^) 4- - sin(rt — b),
sina sin^ = -cos(a — b) cos(a4- b),
cosflrcos^= -cos(a4- b) h — cos(a — b),
sin(5 -+-«) = sina -f- oecos^ sin« — . . .,
cos(-3-i-a) ^=cos5 — a sin^ cosjs -4-. . .;
on trouvera, cela posé, en portant la précision jusqu'aux quantités de l'ordre a*, et ne conservant parmi les termes de cet ordre que ceux d'où peut résulter une équation séculaire dans le moyen mouvement
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de la planète P,
a*«e' a — ni* -h ai* , , r, ^^
, 7 :^ — cos(/i'/ — /1/-I-6'— 6)
arr' i ] a (i-H*^)' '
I IH- I
\ 2 iH- r
on aura ensuite
^ ' ' / /ïv , • »ï 6l*-hl* . , /./ /^v
ae = cos(/i/4-0) — ia*tfe'— ; q^ï- cos(/i'/ — /i/ -h 6'— 0)
!-+-«*) I — i* a*yy'i ^'
f -+- ac' = cos(/i'/ -f- 0') H ^^ cos(/i'/ — /i/ 4- BJ'— ht)
partant,
= ;rTT COS(/i'/ — /l^ 4- &'— 0).
De là, on conclura, en faisant, pour abréger,
et
A'— A 4- ©'— 0 — cj'4- d = U,
( [(^)"-i(^)] sin(n'^-Ai/4-B) flrr;jiD((p^^(p)_ .| 4-i[(^)— (6,)]sin2(Ai'/ — /if4-B) ^^'""^«^^ ""'Jh-HC^)- (^)]sin3(/i'/-/i^4-B)
r(^) — i(^i)] cos(/i'r — /i/4-B) j 2«ei sin(/i/ 4-6) H 4-H(^)— (^»)]cos2(/i'r— /ir 4-B) I -.2ae'isin(/i'/4-6') ) j 4-f[(6,)— (^)] cos3(/i'/ — /ir4- B)
)— (6,)]sin2(/i'/— /i^4-B)
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2£*(**— Oj ae cos(nf 4-0) 1 l\ ^/ \ //j
X^TT^T ( ~ «^' cos(n'^ + 90 i U ^(^) - (^)] sin 2(
^-^^1— a«ee' [(6) - 1(60] sinV-h î-«'y/ — ^
— la^ee
Soit
i5t» r/,.x wAM at'(i-3t«4-t->)r/rff>\ i/rf^\1
»=f^t<'>-i".'i-f^[(|)-Kt)]-
•» = a^»<'.)-H''«-T^[;(t)-Kt)]-
„ *«(*•« — or fdb\ i/rfMT 1(1 — 2«»)r,,, ,,^,,
On aura
arr'rf/sin(9'— 9) i
Soit encore
Ccos (nU — nt-hB) J*Ccos2(/i'^ — n^-f-B) }*Ccos3(/i'^ — /1/ + B)
ae
an' — 'in
3/»'— an
cos
cos
cos
cos
cos
cos
E-hC 2n' — n
ae'
3 Al' — 2/1
4ai'— 3/1
cos
cos
cos
cos
cos
cos
nU
2/l7— /lf4-2B-+-0
nt —
a*ee'K/sinV4-a'yy'L/sinU.
a'[i(*.)+i(^)] 3'[Hft.)+i(^)]
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31'' .,, i(it^j)/db\ i{i^2n/b,\ l^(P-l)/^^\
Si-' ., . ^ 1(1-'-») fdb,\ i(i-ai') ^'(^•'"Ori /^^V I fd^^W^
on trouvera
G -f-*F)cos(2/i7— /if4-2B
(»G— «F)cos(2/i7 — 3/ii4-2B — 0)
2Hcos( /i'/4-5') 4-(*Hh-»F)cos(2/i'/— nt-^- B-+-Ô') -h(«H — «F)cos( /i/— B-t-ô')
(«H— »F)cos( /i7 — 2/ir-f-2B — 6')
On trouvera pareillement
^ — i-^ = -Tr-7 ^ cos(a'^ — /i^-hB)
— «^ ■♦, / : cos(/î'^ — anf H-B — 0)
|-7COS(/l'/H-B4-9)]
cos(a/i'r — /ir -H B 4- 0'),
2ae'
Il Y- = -^ cos(/i'^ — /i^ -h B)
— ^ [cos{n't — a/i^ -h B — ô) — cos(/i'/ 4- B -^ 0)1
rr— cos(2n' t — nt -h B -h 6').
On aura enfin
at[5'-,co8(<p'- cp)]] 1 - ï^ I
— (6i)[ sin(aAi'^— nt-h B-hci') -hsin( /i/ — B -+-oï')]
_ «/i^ -(^i)[ sin(3/i'/ — a/ir-i-aB^'m')
— sin( n't — an/ -+- aB — w')]
— (6,)[ sin(4'i'^ — 3/1/-4-3B4-CJ')
— sin(a/i'/ — 3/ir 4- SB — m')]
2{b)sin{nt-hfsj)
^-[a(^)-+-(^i)-jl[ sin( /l'r 4- B4-CT)
«y* / — sin( n'/ — a/i/4- B— cj)]\
H- [(*i)-»-(**)] [ sin(a/i'/— n/4-aBH-cj)
— sin(a/i'/ — Snt H- aB -H BJ )]
L'équation (17) de l'article XI donne, en y substituant, au lieu de 8r, a Sfx'j, et en négligeant les quantités de Tordre a,
_(£_y^_ ^cic rSc* __ 2(S4-P)"]
cos (/l'r— n/-hR)
J*Ccos2(/i'/ — n^ + B) -+-i*Ccos3(/i'/ — /i^-hB)
(f4-6f4-^]cos {n't — nt-hB)]
i'Fcos3(M'f — nf-f-B
Or, on a par l'article XI, aux quantités près de l'ordre a^, -5 = fi, ensuite, n^= — t—; donc
H- (i»F -^ ^p^ i«c) cos3(/i'/ - «^ -H B)
d'où l'on tire, en intégrant,
.^ 2 de n* fin. ï 2/1 /^ iNl , , _,
-T-Ai iri«F + -^i'c1cos2(/i'^-/i/-+-B)
-T— T^Ti =ri'F-^-^^i*clcos3(/i'/-/i/-+-B)
II est inutile d'ajouter ici des constantes arbitraires, parce qu'elles sont déjà renfermées dans la première valeur de r, que la supposition (le Sa'=: o nous a donnée article IX.
Si Ton substitue cette valeur de y dans Téquation (i6) de l'article XI, on aura, en y supposant 09 = or Sa' et négligeant les quantités de Tordre a,
-\l -l^'^^T—r^^r .('jL«F-+--^rc')lcos2(/i'/-/ir-f-B)
-[--T^^C-t-,^ , ^f^^ .('i.F+-^i«c')lcos3(/i'^-/i^ + B)
L9 '^ '^ C^'* — 3/i)'— /i*\' ri — /i • /J ^
Que Ton détermine présentement 8c de manière que -^ ne renferme
point de terme constant, et qu'ainsi ni représente le moyen mouvement de la planète, on aura
partant,
donc
, ^ , =i:|/iF:
r = iF-h, , ""* îr*F4-iH--^fc-^)lcos(Ai7-wf + B)+...;
telles sont les valeurs de -^ et de -^> aux quantités près de
l'ordre a. Déterminons présentement ces valeurs aux quantités près de l'ordre a*.
Pour cela, on substituera dans l'équation (17) de l'article XI, au lieu de r, a8(x'(j^H- ay); on négligera les quantités de l'ordre a^, et l'on
observera que, par la nature de y^ les termes sans a doivent se détruire réciproquement; de cette manière, en faisant, pour abréger,
+ -7^^fD-C+-L) ^fc-l) + «G-'F-l.
(a/i' — an)* — n' \' /i — /i * /
-^ ^ïï^^ ('•> - 'C) - r^ i *C + »G - 'F,
'1 = -,.. , ^"' .(..F+-iiî-i«c)
laL A.F-h-^^i*c^
»L=— ^fE-+-C-^,W*HH-F-+-4
on aura l'équation suivante
o = --7^ -f-/i»y-h2/i*e(F + G)cos(/i/-4-6) — /i*.»Le'cos( nù —B-hô') -h/i'e. Icos( n't-{-B-\-9) 4-n'e.*Icos( /i'^ — 2rt^-4- B~-0) H- /i=e.*Icos(2/i'^— /i^-h 2B 4- 0) -h «*e.'Icos(2w'^ — 3/1/4- 2B — 0) + /i«e.*I cos(3/i'/ — 2/1/ 4- 3B H- ^) /i'e.»Icos(3/i'/ — 4/2/4- 3B — 0)
2/i'e'. Hcos( «'/H- &') /2'e'.*L cos(2/i'/— /!/-+- B-f-^}') /z'e'.'L cos(3/i'/ — 2nt-h 2B -h ô') /2'e'.*L cos( /z'/ — 2/1/4- 2B — Ô')
d'où, en intégrant, on aura
y= — {¥ -h G)ent s\n{nt -^ 0) 4- |.*Lc'/i/ sin(/i/— B 4- 0')
-^ /—? Ti ¥COS( /l'/ — 2/2/4- B — {?)
CCS (2/2'/— /i/4-2B4-Ô)
-+- 7 / ^\^\o iC0S(2/l'/ — 3/J/4-2B — ô)
_ 2nVJI
-/ 7^^^^- i'cOS(2/l'/~ /2/4- B-h^')
(2/1 — ny — /i* '
r-7-^^-^^ iCOS( /l'/-2/l/4-2B-e')
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Maintenant, si Ton substitue, au lieu de Sç, S[jL'(a7-+- aa/), dans l'équation (i6) de Tarticle XI, que l'on néglige les quantités de l'ordre a*, et que l'on considère que, par la nature de x, tous les termes sans a disparaissent d'eux-mêmes, on aura, en faisant, pour abréger,
M .-_ —ii^^ — , r.FH- \ + -^- fc - lyi
(At'— - /i)*— /i* L ' n'—n\ «Vj
(n' — 2/i)* — n^ IV — 3/^\ iv) n'—n\ i*/
(2/l'— 2«)' — «' \' /j'— rt * /
'^"*''^ ^ /m , if \ , " i ir
■M^, , •^"' jA.F + -^i.c)
(2/t'— 2«)*— «* \' fi'—n^ )
^^''^^ ?^ MH — ^^^ -4- ^^ 1. \c
( 2 fv— n Y — n* 2 /i'— /i \ «•/
'^ = , . """"''xl^ i -^ -r-^^ ( *E - »C ),
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on aura
— =}/iFecos(/i^4- Q) -f- 2ne(¥ -\-G)nlsïn{nt -{-0)
-he/i.Mcos( /i'^4- B -+- 6) H-e/i.*Mcos( «'^ — a/i^-f- B — 0) + e/i.'Mcos(2/i'^-- /i^-+-2B-i-0) 4- e/i.*Mcos(2/i'/ — 3/1/ H- 2 B — 0)
-Jt-e'n, 'S cos{2 n't ~ nt -{- B-+-^') -4-c'/i.»Ncos( /i'^+ 0' — B) -h c'« .*N cos(3 Al'/ — 2 /i/ -4- 2 B H- 6' ) -he'n.'N cos( n't — int-\-i\i — ^') -h
Enfin» si, dans l'équation (i8) de l'article XI, on substitue, au lieu de h, a^âfx', que Ton néglige les quantités de l'ordre a*, et que Ton fasse, pour abréger,
(/i — ny — fr \_ /* n' — // \ /*/J
Il' — n \ i*J 1 L 'I
, _ n(Zn-n') f , p i ^n /^ _ j \ 1
on trouvera, cela posé,
H-/i*y.*Psin( n't—int-^ B — bt) -f- /i^y.^P sin (2 Ai'^ — /i^ 4- 2B -f- ci) 4- /i*}/.*Psin(2/i'^-- 3/Z/4- 2B — gt)
— '—{b^)s\ïi{nt-\-X3)
— '*-''— (^)sin(2/i'^ — /i^4-B4-7ij')
_ 'JiJyAb} [sin(3/i'/ — 2n^ 4- 2B 4- BJ') — sin( n' t — 2/«/ 4- 2B — gj')J
- '^*^y'(^'»^[sin(4/»^^ — 3^^/ 4-2^4- CT^)-sin(a/i^^ — 3/1^4- 3B-~CT^)]
(loii, en intégrant, on aura
iy'(bt) iV
5=1 ^ ^ '^ /i^cos(/i^4-ny) j-(6i)/î/cos(n^— B 4-e')
r-7 ^ï iy.'Psin(/î'^ — 2/1^4- B — Gi
Ayant ainsi les valeurs de Sr, -^ et 8s, aux quantités près do Tordre a*, il nous reste à déterminer les termes de Tordre a* et proportionnels à /, dans les expressions de -^ et Sr, parce que de là
dépend, comme nous Tâvons déjà observé, l'équation séculaire du moyen mouvement de la planète; or, si, dans l'équation (17) de Tarticle XI, on substitue, au lieu de or^ aBu.'(y -h ay-h cc^'knl), au lieu de ô5, sa valeur trouvée dans Tarlicle précédent, et que Ton ne conserve que les termes de Tordre a^ proportionnels à /, il est clair d'abord que les termes sans a et ceux de l'ordre a disparaîtront d'euxmêmes en vertu des valeurs précédentes de y et de y'; de plus, on trouvera, par un calcul fort simple,
X=:ce'sinV(aK-f*L)-hy/sinU[.iL- Jf(^i)]:
ensuite l'équation (16) de l'article XI donne, en y substituant, au lieu de 8ç, 8[t!(x 7+- oLx' 4- x^Sn^i^), et ne conservant parmi les termes de Tordre a^ que ceux qui sont proportionnels à /,
Il est visible que le terme a^ Sjjl'Sw^/* donne l'équation séculaire du moyen mouvement de la planète, et comme cette inégalité est la plus essentielle à déterminer, il ne sera pas inutile de chercher a la mettre sous la forme la plus simple dont elle est susceptible. Pour cela, j'observe que Ton a, par l'article XIV,
or, si Ton substitue, au lieu de (63), (^)> (tt)' ^^^^^ valeurs en (A) et (6<), trouvées dans l'article XIII, on aura
L = ii(6,); partant,
ce qui réduit déjà l'expression de € à celle-ci
6zi:ee'sinV(PL-|K);
de plus, on a
^L=:aG-2E^-*H-^F;
ot en substituant, au lieu de G, E, *H et T, leurs valeurs en (b) et (Ai), que l'on tirera facilement des articles XIII et XIV, on trouvera
on trouvera de la même manière
d'où l'on tire 6 = 0, c'est-à-dire que l'équation séculaire du moyen mouvement de la planète est nulle, au moins en ne poussant l'approximation que jusqu'aux quantités de l'ordre a*S(jL'. Nous verrons ciaprès qu'elle serait encore nulle, en ayant égard aux termes de l'ordre a'Sfx'; et comme les quantités des ordres a'Sjji' et a'Spi' sont déjà excessivement petites, on peut en conclure que l'action réciproque des planètes, les unes sur les autres, n'a pu sensiblement altérer leurs moyens moui^ements, depuis le temps au moins auquel on a commencé à cultiver V Astronomie, jusqu à nos jours; résultat analogue à celui que j'ai trouvé par une autre méthode dans les Savants étrangers, année 1773, page 218 {').
xvni.
Reprenons maintenant les valeurs de ir et de h\ en y ajoutant les valeurs de r et de s, trouvées ci-dessus dans la supposition de ^\l'= o, on aura
et y* ^
—f— H- «ecos(/i^ -\- 0)
et
r — al — «(F-HG)5jUL'e/ifsin(/î/H-0)-ha«*fji'X/i^
[ 4-^e'/i^ô/jL'sin(n^-B-4-0')-i-Y
5 1= ay sin(/^/^-Gy) -i — '' . è[k' nt cos(/i^4-nj)
Y et Z étant des quantités périodiques qui ne renferment point d'arcs
(*) OEuvres de Laplace, T. VIH, p. 263.
de cercle. Or on a
sïn{nt — B -h 0') = s\n{nt -\- 0 -h 0' — 0 — B)
= sin(/i^4-0 — V) = cosVsin(/j^H- 0) — sinVcos(/i^-i- ô),
parce que V égale B — O'-h 0 (art. XIV); de plus, on trouvera facilement F -+-G = — |t(é,); on pourra donc ainsi mettre l'expression de r sous cette forme
I -+- a { e 4- ie^w^fx' sinV [(^) (n- i"») - 3i(^>)] I
xcosf^-f-wfji— ^(^)Ô|ul'4-^ ^cosV5fx'[(6,)(i + i«)~-3i(^)]|]
a«d/jt'/i^y/sinUg(6,) 4- Y
On aura pareillement, en considérant que Ton aB — ct'-i-cj=U (art. XIV),
= a fy — lÇi{bi)dii.'nt sinul sin j bt -f- nt [i-H ^-^ oy - f' « ^-^^ o^! cosul j 4- /.
En considérant les masses des planètes comme étant extrêmement petites par rapport à celle du Soleil, il est visible que chacune d'elles décrirait très sensiblement une orbite elliptique à chaque révolution, et qu'ainsi leur action réciproque ne pourrait être sensible qu'autant qu'elle altérerait à la longue les éléments de ces ellipses, c'est-à-dire la moyenne distance de la planète au Soleil, la position de son aphélie et de ses nœuds, son excentricité et son inclinaison; or il est visible que l'augmentation de l'excentcicité. après le temps ^ sera
de sorte qu'après le nombre c de révolutions, l'augmentation de l'équation du centre qui, pour les planètes, est ù très peu près le double de l'excentricité, sera
il est aisé de voir pareillement que le mouvement direct de Taphélie sera
36o»c3,x'ii(6,)-^^cosV[(6.)(i + /»)-3*(6)]
que la diminution de l'inclinaison de Torbite sera
et que le mouvement rétrograde des nœuds sera
Pour ce qui regarde la variation du grand axe, on peut déjà conclure qu'elle est nulle, de ce que le moyen mouvement de la planète reste constamment le même; car nous avons démontré précédemment que les carrés des temps des révolutions périodiques sont comme les cubes des grands axes; par conséquent, si, après plusieurs siècles, les grands axes des orbites devenaient plus ou moins grands, les révolutions deviendraient moins ou plus rapides. Il suit de là que les termes proportionnels au temps qui se rencontrent dans l'expression (F) de r
ne sont dus qu'aux variations des quantités ^^ et — ^^> qui se trouvent dans la valeur de r, lorsqu'on suppose Sjjl'= o; c'est en effet ce que le calcul confirme, car la variation de — est égale à celle de ae, multipliée par ae, c'est-à-dire égale à
— oL^ee' ntoii' sinV II i{b) - \{bi) (i ■+- 1**)];
pareillement la variation de — ^—^ est
or, ce sont là les termes proportionnels au temps qui se rencontrent dans l'expression de r; donc la quantité a, qui exprime la moyenne distance de la planète au Soleil dans l'orbite réelle, reste toujours constante.
Les articles précédents donnent les valeurs de r, s et^> aux quantités près de l'ordre a*; et, de la valeur de -i^> on peut très facilement
conclure celle de ç; mais ces expressions renferment désires de cercle et ne peuvent servir conséquemment que pour un temps limité; il est donc essentiel de les faire disparaître, toutes les fois que cela est possible, et c'est ce qu'on peut faire d'une manière extrêmement simple, par la méthode exposée au commencement de ce Mémoire; mais avant que de donner ce calcul, il ne sera pas inutile de faire quelques remarques sur le degré de précision des approximations précédentes.
J'observe d'abord que si l'on voulait obtenir de nouveaux termes
proportionnels au temps, dans les expressions de r et de ^^> il faudrait pousser l'approximation jusqu'aux quantités de l'ordre a* S[i/; les géomètres qui auront suivi l'analyse précédente s'en assureront très aisément à l'inspection des équations (i6), (17) et (18) de l'article XI. De plus, comme Jupiter et Saturne ont des masses assez considérables pour qu'on puisse regarder, par rapport à elles, Sjji' comme de l'ordre a^, il est indispensable alors d'avoir égard aux termes de l'ordre ( V)^ î or, en considérant les équations (10), (11) et (12) de l'article X, on verra facilement que les termes de l'ordre (8[Jt.')^ ne peuvent produire aucun terme proportionnel au temps dans la valeur de r, ni dans celle
de ^y et qu'il faut pour cela porter l'approximation jusqu'aux quantités de Tordre a*(8jjL')^; d'où il suit que, généralement, l'équation séculaire du moyen mouvement des planètes est nulle, au moins aux quantités près de l'ordre a^Sf/.'.
J'observe ensuite que, parmi les termes de l'ordre a^, il ne s'en trouve aucun, dans les expressions de r et de s^ de la forme
et qu'ainsi les variations trouvées dans Tarticle précédent, pourl'incli-
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naison et l'excentricité de l'orbite, sont exactes, aux quantités près de l'ordre a', et que celles du mouvement des nœuds et des aphélies le sont aux quantités près de l'ordre a^, par où Ton voit qu'elles sont fort approchées.
Considérons maintenant un argument tel que
COSq{n't — ni -h B),
q étant un nombre entier quelconque, on verra aisément qu'il faut porter la précision jusqu'aux quantités de l'ordre a', pour en retrouver un pareil; et si Ton considère un argument tel que
aecos(/i'^ — 3n/-4- B — 0),
on verra qu'il faut, pour retrouver son pareil, porter la précision jusqu'aux quantités de l'ordre a'; de là, on peut conclure généralement que le même argument ne peut être reproduit que par les quantités des ordres a^, a*, a*, ... s'il se trouve, pour la première fois, parmi les termes des ordres a*, a*, a*, . . . , ou par les quantités des ordres a', a', ol\ ... s'il se trouve, pour la première fois, parmi les termes des ordres a, a*, a*,
Je reprends maintenant les équations de l'article XVIII
I H n^ -h a.^ di^'lnt -h (xe cos(nt -h 9)
r — a{ — a (F 'hG)SiJL'ent s\n( ni -h 6) m
4_ ?^£jLt ;,^a|UL' sin(/i^ - B -+- 0') -H Y
5= ays\n{nl-\-m) h — ^— d^i' ni cos( ni -h xs)
et j'observe que l'on a pour -^ une équation de cette forme
-^ =n — 2(xen cos{nl -f- ^) 4- 2aen{V-{- G)nt sin(/ir -+- 0) — *L(xe'nUsin{nl — B H- 0') -^ X,
X, Y et Z étant des quantités périodiques ou qui ne renferment point d'arcs de cercle. Or, si l'on nomme e la distance réelle de la planète P à son aphélie, B|, B',, ... les angles compris à l'origine du mouvement entre les projections des planètes P, P', ... et la ligne fixe d'où l'on commence à compter les longitudes, on aura, en négligeant les quantités de Tordre a*,
de plus, on a, par l'article IX,
donc
0=3 Bt — A 4- 3aesin(B| — A);
or on a (art. XIV)
donc
B = B; — Bi-+-iae'sin(B; — A')-2aesin(Bi — A);
on aura ainsi
co8y(/i'^ — /i^-hB) = cosq(n't — nt-hB\ — B)
H- [2 ae<7 sin (Bj — A) — 2 ae'7 siii (B'j — A' )] sin q {n' l— nl-h B'j — Bj);
on a de plus, en négligeant les quantités de l'ordre a,
cosini-hd) =:cos(/ir-i-B|— A) =cosA cos(/2^ 4- B,) 4- sin A sin(w/-i- B|),
sïn{nt-^9) = sin(/i/-h B|— A) = cosA sin(/2/-i- B,) — sinA cos(/i/ 4- Bj),
sin(/i^ — B 4- 9') = sin (n^ 4- B, — A') =: cosA'sin(/ir 4- B,) — si^A'cos(/^^4- Bi),
sinV==sin(A'— A) = sinA'cosA — sinAcosA'.
Nommons ensuite C,, C',, ... les distances des nœuds de P, P', ... à la ligne fixe, à l'origine du mouvement, et nous aurons, en négligeant les quantités de l'ordre a,
Bi — us =zCi sin(/ir4-Bj)i=sin(/i^4-Bi — Ci)=icosCiSin(/i^4-B,) -sinCiCos(/i^4-B,), co8(/i£4-oi)=i:cos(n^4-B, — Ci) = cosC, cos(/i/4-Bi)4-sinC, sin(/i/4-B,)
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cos(/ir— B-f-TD')=icos(/i^-hBi — Ci) = cosCiCos(/i/-f-Bi)-hsinC|Sm(/if-hB|),
sinU=:(art. XIV) sin(A'— A -^ 9'- 6 — m'-i-©) — sin(B; — Bj' — B, 4- BJ) 11^ sin(C; — C») =::sinCi cosCi — sinC, cosCj.
Cela posé, on verra facilement que les expressions précédentes de r, 5 et -— peuvent être mises sous cette forme
I H f- 4-cos(/i^-hB|)[accosA-+-aesînA (F-i-G)4fx'/i/--ae'sinA' — «/o/] .
sin ( /ir H- Bt ) [ae sin A -h «c cos A (F -h G) d/x'/ir — ae' ces A' — ^^ni\
rz=al — «* J/x'/iree'(sinA' cosA — sin A cosA') [f «(6i) — î(6) (i -+- 1*)] 4- «*ifA'/i^yy'i«(^i) (sinC, cosCi — sinCiCOsCj)
Q -h ac sinA dfji'R -f- ae cosA dfx'.^R
\ -hac'sinA'dfx'.*R-hae'cosA'dfJL'.»R,
5 =: sm(nr4-Bi) ay cos Cl -4- «y Sin Cl -^— 7 — î- /i^—aysinC, / '^ nl\
— cos {ni -f- Bi) «y sinC, — «y cosCi *^ '^ ^ /i/-+-ay'cosCi *^ '^ ^ «/ H- aysmCi.*S-+-«ycosCi.*S + ay'sinC'i .•S+ oty' cosCj.^S,
-T^zn/i — 2/*cos(/i^4-Bi) I «ccosA-hacsinA (F-hG)<îp.'/i^ — ae'sinA'— <îfx'/ir
— 2/1 sin(/i^H-Bi) aesinA — aecosA (F-f-G)i|Ji'/i£-hae'cosA' — 3|jl'/i^ j 4- *X -h «tf sin A.*X -+- ae cos A .'X -h ae' sînA'.*X -h ae' cosA'.*X,
Q, R, *R, ...» *S, *S, ..., *X, *X, ... étant des quantités périodiques qui ne renferment point les constantes e,e\ . . . , A, A', . . . , C, , C, , . . . . On peut observer que A, A', ... peuvent être ici considérées comme exprimant les distances des projections des aphélies de P, P\ . . . à la ligne fixe, et C,, C^, . . . comme exprimant les distances de leurs nœuds à la même ligne.
Présentement, si Ton nomme u le moyen mouvement durant le
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temps / d'une planète qui circulerait autour du Soleil, à une distance que je prends pour Tunité, et que l'on fasse
\i{bi)Sii'nt=z (o, i) w,
è [ ( ^ 1 ) ( I + '•* ) - 3 / ( 6 ) ] oy « ^ :zr (^ M ;
que l'on représente par (0,2)//, (o,2)w, (o,3)i/, (o,3)w. ... les mêmes quantités relativement aux planètes P", P"", ... ; soit de plus
ae sinA ^=/?, ae cosA =7, ae'sin A' = p\ ae' cos A' = g\
ay sinCi ■= h, ay cosCi =: /, 07' sin C, =: /i', (xy' cos C\ = /',
on aura
et les trois équations précédentes deviendront
s\n{nt-\-Bi) [p -h {o,i)qu — (0,1)^'^]
r= a\ -hcos{nt-hBi)[g — {0,1) pu -\- {0,1) p' u] /,
-h {o,i)u(p'q — pq') -{- \(o,i)u(h' l — hl')
Q 4-/? ifx'R -h 7 d^' JR -hp' dfjL'.»R 4- ^'(îfx'.'R
s = sinint -+- D,) [/ 4- (o,i)/iw — (o,i)/i'm] 4- A^fx'.^S 4- /dfji'.^S — cos(/ir 4- D, ) [A — (0,1) /w 4- (0,1) /'/^] 4- /i' 3/x'.»S 4- /' 3fjL'.*S,
^ r=/i — 2/isin(/ï^4-Di) [p4- (o,i)çM — (o,i)7'm]
»X4-/?3/x'.«X4-çô/x'.»X
— 3/1 cos (/I^ H-Ri) [7 — {Oyl)pu 4- (0,1)/?' tt] 4-/>'3fx'.*X4-7'^fx'.*X.
Pour faire disparaître les arcs de cercle de l'expression de r, je fais, en suivant l'esprit de la méthode exposée au commencement de ce Mémoire,
IV. ^=^(o,i)A
dh
enfin, pour faire disparaître les arcs de cercle de la valeur de ^j je fais
équations qui rentrent dans les deux premières. L'équation III donne, en y substituant, au lieu de ^> ^y ^> ^>
leurs valeurs tirées des équations I, II, IV et V, ^ = o, ce qui indique
que la variation de la moyenne distance est nulle, comme nous Tavons déjà observé; on aura donc les quatre équations
Maintenant, si l'on regarde successivement les planètes P', P", ... comme troublées par l'action des autres, et que l'on nomme (i,o),
(i,o), (1,2), (1,2), ... pour P'; (2,0), (2,0), (2,1), (2,1), ... pour
P% ... (les quantités analogues à celles que nous avons nommées (o,i), (o,i), (0,2), (0,2), . . . pour P, on aura les équations
En intégrant ces équations, on aura les valeurs de p, q, h^ /, p\ 9', . . . , et en les substituant dans les expressions de r, j et ^9 on effacera les arcs de cercle qui se rencontrent dans ces expressions.
Il est visible que les équations précédentes sont renfermées dans celles dont nous avons donné l'intégrale (art. III), en sorte qu'il ne peut y avoir aucune difficulté sur cet objet ; mais il ne sera pas inutile de faire la remarque suivante.
Pour intégrer les équations précédentes, on y substituera, suivant la méthode de l'article III, au lieu de p^p\ . . . ,
6sin(/a7 4-Gj), ^'sin(/j: -f-ra), ...,
et, au lieu de q%q\ ...»
6cos(/j:-f-cj), ^' cos(/a: -hcr), ...,
et Ton aura les équations
fh ^=^b [(0,1) -h(o,2) -f-. . .] — (0,1)6'— (0,2)6''-— . . .,
11 suffit ici de considérer les équations relatives à /i, />',..., y, y\ ..., puisque les valeurs de A, â', . . . , /, /',... s'en déduisent en changeant
dans q^ q\ ...» /?» p\ ... les quantités (o,i), (0,2), ... , (1,0), . . .,
en (0,1), (0,2), ..., (1,0)
Les équations précédentes en donnent une en/, du degré n, s'il y a n planètes; or, si cette équation renferme des racines imaginaires, il entre nécessairement des quantités exponentielles dans les valeurs de /?, 7, . . ., et comme ces quantités peuvent aller croissantes à Tinfini, la solution précédente ne peut avoir lieu que «pour un temps limité : il serait donc très important de s'assurer si l'équation en /peut renfermer des racines imaginaires, et en quel nombre elles peuvent y exister. Cette discussion me parait digne de toute l'attention des géomètres; je me contenterai ici d'observer que, lorsqu'on ne considère que deux planètes, comme on l'a fait jusqu'à présent dans la théorie de Jupiter et de Saturne, l'équation en / a toujours deux racines réelles; car on a alors
d'où l'on tire
/*- [(^o) 4- (0,1)]/= (1,0) (0,1) — (1,0) (0,1), équation dont il est visible que les deux racines sont toujours réelles.
Détermination des inégalités séculaires du mouvement des aphélies et des excentricités de Jupiter et de Saturne,
11 nous resterait présentement à appliquer la théorie précédente aux différentes planètes; mais la longueur déjà trop grande de ce Mémoire m'oblige de renvoyer ces applications à un autre temps; je me bornerai donc ici à déterminer les inégalités séculaires de Jupiter et de Saturne, et, parmi ces inégalités, je ne considérerai que celles du mouvement des aphélies et des excentricités, M. de Lagrange ayant traité, dans le plus grand détail, celles qui sont relatives au mouvement des nœuds et à l'inclinaison de leurs orbites. Les masses de ces
deux corps sont tellement grandes par rapport à celles des autres planètes, et leur position dans le système solaire est telle qu'on peut, sans craindre aucune erreur sensible, considérer à part leur action réciproque.
Je reprends l'équation
Pour en avoir les racines, il faut connaître (o,i), (i,o), (o,i) et (i,o); or soit P Jupiter et P' Saturne ; que l'on désigne par mt le moyen mouvement du Soleil, et que Ton fasse
lOOOOOO
on aura (art. XX)
loooooo a', . ^ . n
(0,I)= . (^l)ÔfiL'~,
^r-(*.)--(6)j3fx'-
(1,0)=: /(^i)of^ — >
4 a ^ ^ ni
(6') et (J)\) étant ce que deviennent (6) et (i<)» lorsqu'on y change a en a\ et réciproquement; or on trouvera facilement par l'article XIII
donc
à cause de — = (— , ) ; on aura semblablement
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de sorte qu'ayant une fois (o,i) et (o,i), on en conclura facilement
(i,o) et (i,o).
Suivant les Tables de Halley, le mouvement séculaire de Jupiter est de lo 926 267 secondes, et celui de Saturne est de 4 398 1 26 secondes ; d'où Ton tire
— =o,4oa528; n
partant,
l0g^=:l0g(^Jj =0,263469;
ensuite on a {voir \q^ Savants étrangers, année 1773, p. 212) (*)
de plus.
de là je conclus
ensuite
partant.
on a donc Téquation
dont les deux racines sont
maintenant, si Ton néglige, comme cela est ici permis, les quantités de Tordre aS et que Ton prenne pour plan fixe celui de Técliptique au commencement de 1730, et pour point fixe d'où l'on commence à compter les longitudes la position de l'équinoxe du printemps à cette époque, l'angle A exprimera la longitude de la projection de l'aphélie
(1) Œuvres de Laplace, T. Vm, p. 253.
de Jupiter, et Tangle A' celle de la projection de l'aphélie de Saturne ;
or on a, suivant les Tables de Halley, pour le commencement de
A =6'io-33'46',
Soient H et H' les valeurs de p et de/»'; L et L' celles de q et de 9' à cette époque; on aura
H =;ae sinA = — 0,008842, H':= ote'sin A':= — 0,05700a, L i=aecosA =;— o,o474oOi L' = ae'cosA':= — o,ooo663;
mais on a les quatre équations
H := i sinra -h '6 sin 'ro, H':= ft'sinro + 'i'sin'oi, L =: 6 cosn -t- 'i cas 'ro, L' = 6'costiJ ■+■ 'b'cos 'ct;
/ i = (o,i) 6 — (ôTT) b', '/'i = (o,.)'i--KÔ'A';
U,^(o,i)H-KÔH', L, = (o,i)L— (^L',
H, = /é sinoj-(- '/'b sin'ra, Li=/6coscn- yécos'n;
ensuite on a
donc, si l'on fait
or on trouve
De là on form
ce qui donne
bsin CT= o,oi486i, bcos gj = — o,oii654»
* 6 si n *iîj == — 0,028708, * b cos *Gy = — 0,085746.
Des deux valeurs de b sinrj et de b coscj, je conclus
Bj 1=12806' et 6 = o,oi8885;
ensuite, des deux valeurs de *isin 'ct et de *6cos *ct, je conclus
»Gj = 88088' et »6=i- 0,042891; enfin les équations
fbz=(o,i)b-(o,i)b\ Y»^ = (o,i)>ô-(o;i)«6' donnent
Si Ton nomme présentement a? le nombre entier ou fractionnaire d'an nées écoulées depuis l'origine du mouvement, que je fixe au commen .cément de 1750, on aura
/« = 22'',55oj7, */a=:8',888:c;
donc
p~ o,oi8885 sin(22',55oa?4- 1280 6')
— 0,042891 sin( 8%888^4- 88088'),
q =z o,oi8885cos(22^,55o:r-f- 1280 6')
— 0,042891 cos( 8%888^-^ ^3''3y)y
p'= — 0,047286 sin ( 22", Soox -+■ 1 280 6' )
— o,o858o8sin( 8%888a?4- 3^^^^')y
7'nr — o,o47286cos(22'',55oa:-4- 128® 6')
— o,o858o8 cos ( 8% 888^74- 33^3^');
maintenant on a
d'où l'on conclura occ = v^(o,oi8885)*-f- ( 0,04289 1)«— 2.0,018885.0,042891 cos (18*, 6620:-+- 940 33');
on aura pareillement
a e'= V^(o,o47286)*-h (o,o358o8)»H- 2.o,47286.o,o358o8cos( i8%662:r-+-94*>33^ ;
partant, la plus grande excentricité de Jupiter sera
et la plus petite sera 0,024006; de même, la plus grande excentricité de Saturne sera o,o83o94, et la plus petite sera 0,011478; la période de cette variation est déterminée par Téquation i8'\662x = 180®, ce qui donne a? = 34 7^3; partant, elle est de 34 7^3 années.
Quant au mouvement des aphélies, on se rappellera que A exprime la longitude de la projection de l'aphélie de Jupiter, et que Ton a
^ g />cos(/m4-gj)4- *6cos(7'm4-*isj)'
d'où l'on tirera, à cause de *Z> > b, en valeur absolue,
A = m.i8o»-+-ya4-*oy+ q- sin[ (/— y)wH-*cJ— nr]
- ^T^â sin[2(/ ~ »/)« ~ 2nT 4- 2 «Bj]
sin[3(/-y)i/-3BT4-3»CT
m étant un nombre entier quelconque (voir, pour la démonstration de cette suite, l'excellente pièce de M. de Lagrange Sur le mouvement des nœuds); on aura donc
A = m.i8o«-+-33o33'-+-3%888a?-. ^^ sin (i8%662^ -h 94«>33')
_l/.J?fi5ysin2(i8'',662a7-H94«33') aV4289i/
Pour déterminer m, j'observe que Ton a, lorsque a? = o,
A = 6» 10033' 46'; d'où il est aisé de voir que m = i; partant,
A = 213033'-+- 3% 888^ - ^^^ sin (iS%662x -+- 84^33') - . . . .
On trouvera pareillement
A'= m. 1800+ 12806'+ 22%55oj; — -—2 sin (18', 662 a: -h 94033') 4-
Or, X étant zéro, on a
on aura donc m = i; partant,
A'=:3o8o6'4-22%53oa:-~^sin(i8%662a?-i-94o33')-.....
De là il suit que le moyen mouvement de l'aphélie de Jupiter est 3", 888a;, et que celui de Saturne est 22",55oic.
On pourrait réduire en degrés, minutes et secondes, les coefficients de sinus des valeurs de A et de A', et déterminer par ce moyen ces quantités; mais il parait beaucoup plus simple de faire usage pour cela des équations
tangA=:— et langA'= ^;
ainsi, nous croyons pouvoir nous dispenser d'entrer dans aucun détail à ce sujet.
Du mou^^ement des planètes dans un milieu résistant.
Cette matière a déjà été savamment discutée par plusieurs géomètres, mais ils ont tous supposé les variations produites par la résistance du milieu extrêmement petites; et aucun d'eux n'a recherché ce
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que deviendraient les orbites des planètes après un temps quelconque extrêmement grand. Comme la méthode exposée au commencement de ce Mémoire donne une solution fort simple de ce problème, je vais la présenter ici en peu de mots.
Je négligerai l'action des planètes les unes sur les autres, et je considérerai le Soleil comme immobile, ou tel au moins que Téther qui l'environne se meuve avec lui; or il est démontré que cet éther, s'il existe, ne peut être qu'un fluide extrêmement rare, en sorte que sa résistance est insensible dans l'intervalle d'un petit nombre de révolutions. Les planètes décriraient conséquemment, à chacune de leurs révolutions, à très peu près une ellipse; après un temps quelconque, elles décriraient encore très sensiblement une orbite elliptique. Si l'effet de la résistance de la matière éthérée est remarquable, ce ne peut donc être que parce qu'elle doit altérer à la longue les éléments de cette ellipse, c'est-à-dire la moyenne distance de la planète au Soleil, son moyen mouvement, son excentricité et la position de son aphélie. Je vais ici déterminer ces variations, quelque grandes qu'elles soient.
Pour cela, je supposerai, conformément à ce qui existe dans la nature : I® que la force centrale est en raison réciproque du carré de la distance; 2^ que la résistance de l'éther est proportionnelle à sa densité, multipliée par le carré de la vitesse de la planète. Gela posé, soient, comme précédemment, r le rayon vecteur de la planète; ç l'angle que forme ce rayon vecteur avec une droite invariable prise sur le plan de l'orbite; S + P la somme des masses du Soleil et de la planète; soient, de plus, ds l'élément de la courbe; dt l'élément du
temps; ^ sera la vitesse de la planète. Représentons par r(-j la loi
de la densité de l'éther aux différentes distances du Soleil ; §(jLrf- ] ^
exprimera la résistance que la planète éprouve, S|i. étant ici un coefficient constant et extrêmement petit, dépendant du volume de la planète et de la densité de la matière éthérée, à une distance donnée. Si Ton décompose maintenant cette résistance en deux, l'une suivant le rayon vecteur, et l'autre perpendiculairement à ce rayon, on aura.
pour la première,
et pour la seconde,
-'''^[-rj-d?-'
de cette manière, les quantités que nous avons nommées <j/ et ^', dans l'article VIII, deviendront, en faisant - = u,
mais on peut, en négligeant les quantités de Tordre S[ii^, mettre dans
les termes multipliés par S(ji, au lieu de dt, ^—7^ ou ^ (art. IX), et Ton aura
dsdu
^ =— (S -h P)i/«4- 3fxr(tt)A«tt«
l'équation
d^u u* m' ^ do
trouvée dans Tarticle YIII, deviendra donc, en négligeant les quantités de l'ordre Sfii^,
r/f étant constant, et h étant, par l'article IX, égal à
a étant le demi grand axe et ae l'excentricité de l'ellipse que la planète décrirait dans l'hypothèse de S[ii = o; l'intégrale de l'équation (h)
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est, par le même article, lorsque S[a = o,
1 I — aecos(9-+-e)
mais» si Ton suppose que l^ n'est pas nul, il faut différentier l'équation
(Pu S-4-P
par rapport à 8, et y ajouter le terme — ^^— ^i — -^\kJd$T{u)^ ce qui donne
d^iu ^ S -4- P ^ r j r^i \
or
ds = ^r^d^--^dr- et r(//)z:.r|^ a(i-^a«e') J^
de là on aura, en réduisant en séries,
cette série sera d'autant plus convergente que eue sera plus petit, mais, ae étant toujours moindre que l'unité, elle convergera dans tous les cas, surtout après les intégrations; on aura donc
0= --T-j- H-3w — 5fx[A(p + Bsin(9H-Ê)-+-Csin2((p 4-e)-f-.. .];
partant,
d£/ = â|jL A9 (pcos(9-f-e) — -^sin2(9 4-e)— . . .
et
d'où il est aisé de conclure que l'aphélie de la planète est immobile, mais que son grand axe et son excentricité sont assujettis à des inéga-
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lités proportionnelles au temps» durant un grand nombre de révol lions.
Pour faire disparaître les arcs de cercle de l'expression de w, se S[jL(p = j;, et Ton aura, suivant notre méthode, les deux équations
ci — r-r- = A dZf
ail — a*e')
d —, r—T-r ::= — dz,
A, et B sont fonctions de a et de ae; ainsi, en intégrant les deux équ tions précédentes, on aura a et ^ en fonction de s.
Je suppose que l'on veuille avoir ces quantités en fonction de /, < substituera dans z, au lieu de <p, sa valeur
nt — 2aesin(/i^+ 6) — . . .
trouvée article IX; on pourra même négliger les quantités périodique et Ton aura
dz =zd iindt;
de plus, on a, par le même article.
soit donc
et l'on aura
dfx^V/S-hP — X,
a(i — a*e*) A dx ~ 1'
ae
dx \'
toute la difficulté se réduit donc à déterminer A et B; or, cf très difficile en général : ainsi nous nous bornerons au cas d«' l'excentricité est fort petite, et nous négligerons son ca^
puissances supérieures; dans ce cas, on aura
fr(u)ds=zfrT{u)d(^;
or
en exprimant J^ par F(i/); donc donc
„ = i<-P.„Lr(i)-r.(i)],
maison a (art. IX)
partant,
on aura donc les deux équations
rf^ — *
a (xe
^^=.^'[«K-:)-Kà)>
partant.
dx\fâ
Puisque nous supposons e très petit, il faut que la valeur de e soit telle, qu'elle reste toujours fort petite, sans quoi la solution précé-
dente cesserait d'avoir lieu aprës un certain temps; mais elle sera exacte dans tous les cas où l'excentricité va en décroissant : or, je dis que ces cas sont ceux de la nature; car, s'il existe autour du Soleil un fluide extrêmement rare, sa densité doit diminuer à mesure qu'on s'éloigne de cet astre; ainsi, la fonction T(u) doit être telle qu'elle augmente avec u; partant, duV(u) est toujours du même signe que du^ c'est-à-dire que r'(M) est une quantité positive ; ainsi la valeur de
^ est négative.
Je suppose la densité de l'éther proportionnelle à -^; on aura
donc
on aura ainsi
daa '= — 2dx;
partant,
a = [/ — (am -*- 1) j?]*'^-*-',
/étant une constante arbitraire; de là je conclus
de
cfa:(mH-i)
/ — (am -\'i)x'
d'où je tire, en intégrant,
h étant une seconde arbitraire; on déterminera /et A au moyen des valeurs de a et de eue lorsque x égale o.
Pour déterminer le moyen mouvement de la planète, depuis une époque donnée, j'observe que, en nommant j ce moyen mouvement, on aurait
a* a} dix
si a était constant; A est une constante arbitraire qui exprime la va-
leur de y, lorsque ^ = o; maintenant on aura, par la méthude de l'arlicle VII, en faisant varier a,
3 ^ _ rfA. 3 dx _
en intégrant.
aUix J a' $11
et si l'on substitue au lieu de A sa valeur tirée de cette dernière équation, dans celle-ci
on aura
y = H — , î— Tj- [/— (am + 1)^;]^^^;
•' (am — 2)0ft'-' * / j >
je suppose ^ = o, lorsque a; = o, on aura partant.
Ces additions ont pour objet : i^ réclaircissement d'une difficulté que présente la méthode d'approximation exposée au commencement de ces recherches ; 2® quelques nouvelles recherches sur l'équilibre des sphéroïdes homogènes.
Sur les approximations.
La méthode que nous avons donnée pour cela consiste à faire varier les constantes arbitraires dans les intégrales approchées. Reprenons le premier exemple auquel nous l'avons appliquée dans l'article I des Recherches c\i%Çi% (il est nécessaire d'avoir cet article sous les yeux). Nous sommes parvenus aux deux équations
0/9 étant la variation de p après l'intervalle T et ^q celle de q après le même intervalle. Pour tirer de ces équations les valeurs de p et de y, nous avons observé qu'en nommant ^p et ^q ce que deviennent p et q^
après l'intervalle T, et faisant jT = x, */? et ^q étaient fonctions de Xy
et que l'on avait
dp x^ d}p
donc
dq x^ d^q
^p z=L X -j- -\- . . , et dq =: X -j^ -\- . ,
partant on a, en comparant les termes multipliés par x,
dp ^ dq
mais on doit remarquer que/>, çr, ^, ^ ne sont point fonctions de or,
puisque ce sont les valeurs de */>, ^q^ -^y ^> lorsque a? = o; cependant en intégrant, comme nous Tavons fait dans l'article cité, les équations ;r = 5^ ®^ ^ =P^ now^ avons regardé ces quantités comme fonctions de x.
Pour résoudre cette difficulté, et pour répandre en même temps un nouveau jour sur la méthode dont il s'agit, nous allons faire voir que les
équations ^=9 ^^ 'T' ^P ^^* également lieu, x étant quelconque, et le raisonnement que nous allons faire, pouvant s'appliquer généralement à tous les exemples que nous avons intégrés, servira non seulement à mettre cette méthode hors de toute atteinte, mais encore à présenter une idée nette du principe métaphysique sur lequel elle est fondée.
Si Ton fait dans l'équation (i) de l'article cité / = !-+-/,, on parviendra à l'équation (3), et si l'on fait / = T -hT'-h /,,, on aura une expression de 7, semblable à celle que donne l'équation (3), en écrivant dans celle-ci **/? au lieu de */>, **q au lieu de *qt /h ^^ lieu de /, et T + T' au lieu de T; **p ei**q étant deux nouvelles constantes arbitraires, que l'on déterminera au moyen des valeurs de y et de -—^
lorsque t^^ = o. Cela posé, si l'on compare cette nouvelle expression de y avec celle que donne l'éqîiation (3), on aura
*«/> — »/? = jT'.'^ et ''g-'g^jT.'p;
donc, si l'on fait ^T = x\ on aura, comme dans l'article cité,
*p et *q étant fonctions de t T ou de d? ; partant, si l'on fait, comme cela est permis, dx' = dx, on aura
c'est-à-dire que les équations ^ = 5^ ^t 5^ =/^ ^^^^^ lieu x étant quelconque, et qu'ainsi on peut» en les intégrant» regarder p et q comme fonctions de x.
Un avantage particulier à la méthode précédente» et qui la rend d'un usage extrêmement simple» consiste en ce que» par les méthodes ordinaires» on peut pousser aussi loin que l'on veut les approximations» en conservant les arcs de cercle» et qu'il suffit ensuite d'une seule opération pour les faire disparaître» comme nous l'avons fait voir dans le second article des recherches citées; or, on peut encore appliquer à ce cas le raisonnement que nous venons de faire» en sorte qu'il ne doit rester aucune difficulté sur cet objet.
Ayant envoyé cette méthode à M. de Lagrange» il me fit l'honneur de me répondre qu'il en avait pareillement imaginé une qui y a rapport ; comme tout ce qui sort de la plume de ce grand analyste ne peut, qu'intéresser les Sciences» et que d'ailleurs cette méthode n'est point connue» je pense que les géomètres la verront ici avec plaisir; je vais donc la donner telle que M. de Lagrange me l'a envoyée.
(( Ayant l'équation
où y est supposé très petit» et où û est une fonction rationnelle et entière de y et de sin/» cos/» ...» j'observe que les deux premiers termes donnent
p etq étant des constantes. Je fais maintenant
r =p sin ^ -h ^ cos ù-^-s,
et je regarde/' et q comme variables; j'ai la transformée
dt*
a -if I sin^-h ( ~ H- 2 -h ) cos^4-i2 = o
Je fais = o les termes affectés de sïni et de cos/, et d'où résulteraient des arcs de cercle dans Tintégrale» j'ai deux équations qui serviront à déterminer j9 et 9; on peut étendre cette méthode à tant d'équations qu'on voudra et lui donner toute Texactitude qu'on désirera. »
Cette méthode conduit à deux équations différentielles du second ordre entrepeiq; mais on verra, avec un peu d'attention , que les termes
^ et -~^ sont d'un ordre moindre que ^7 et ^> et qu'ainsi ils peuvent
être négligés; les équations différentielles du second ordre s'abaissent par là au premier ordre et rentrent dans celles que donne notre méthode.
De r équilibre des sphéroïdes homogènes.
Les géomètres qui se sont occupés de cet objet ont supposé au sphéroïde une figure déterminée, et ils ont cherché si l'équilibre pouvait subsister avec cette figure. Je me propose ici de résoudre le problème inverse et de chercher directement la figure qui convient à l'équilibre. Je ne fais d'autres suppositions que les deux suivantes : savoir, que le sphéroïde est un solide de révolution et qu'il diffère infiniment peu de la sphère. En partant de ces suppositions, je parviens à une équation différentielle très simple, mais d'un degré infini, et qui embrasse généralement toutes les figures qui conviennent à l'équilibre; la figure elliptique satisfait visiblement à cette équation différentielle; mais, quoique je démontre l'impossibilité de l'équilibre pour un très grand nombre de figures et que je n'en connaisse aucune autre que celle de l'ellipsoïde avec laquelle il soit possible, je n'ose cependant assurer qu'elle soit la seule. Il faudrait pour cela connaître en termes finis
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rintégrale complète de l'équation différentielle du problème, et je n*ai pu encore y parvenir. Au reste, si mes recherches ne m'ont pas conduit à trouver généralement la âgure du méridien, et par conséquent la loi de la variation des degrés de Téquateur aux pôles, elles m*ont fait connaître celle de la variation de la pesanteur, et j*ai trouvé ce théorème remarquable, savoir, que sur un sphéroïde homogène, quelle que soit sa figure, pourvu quelle tienne le sphéroïde en équilibre, la variation de la pesanteur de Véquateur aux pôles suit précisément la même loi que sur le sphéroïde elliptique homogène.
Problème. — Détenniner l'attraction d'un sphéroïde de révolution infinùnent peu différent de la sphère, sur un point quelconque pris dans son intérieur.
Solution. — Soit AMBmA (fig. i, p. 491) la courbe qui, par sa révolution autour de l'axe AB, engendre le sphéroïde, et ANB/zA un cercle décrit sur AB comme diamètre ; que Ton fasse CA= a et l'angle NCA = 0, C étant le milieu <le AB, on aura visiblement NC = a; ensuite MN est infiniment petit par la condition du problème; représentant donc par a une quantité infiniment petite, on pourra supposer MN de l'ordre a. Si l'on fait maintenant 0 négatif, et tel que l'on ait AN = An, on a non seulement CN = C/^, mais encore CM = C/n; donc MN = /n/2; représentant donc MN par une fonction quelconque de l'angle 0, cette fonction doit être telle qu'elle reste la même en changeant le signe de 6 ; et comme le cosinus de l'angle 0 a cette propriété, il en résulte qu'on peut généralement représenter MN par une fonction quelconque de acosO; désignant donc par (p(acosO) une fonction de acosO, on pourra supposer MN = aa(p(acos6), en sorte que l'on aura
CM = ûr[i -f-a9(acos0)],
et cette équation peut représenter toutes les courbes rentrantes, composées de deux parties égales et semblablement placées de part et d'autre de l'axe AB.
Avant que d'aller plus loin, il ne sera pas inutile de faire la remarque suivante.
Si l'on change le signe de 0 sans changer sa valeur, cosO reste de même valeur et de même signe; partant, toute fonction de ce cosinus sera constamment la même; cependant, le sinus de 6 peut toujours être donné en fonction du cosinus de cet angle, d'où il semblerait qu'il ne doit point changer de valeur, en faisant 0 négatif, ce qui n'est pas. Pour résoudre cette difficulté, j'observe qu'on a sinO= =b yji — cos^ô; ainsi, à cause de l'ambiguïté de signe, l'expression analytique de sinO a deux valeurs; or la condition qui détermine laquelle de ces valeurs il faut employer est que, le sinus étant une perpendiculaire abaissée de l'extrémité de l'arc sur le diamètre, on doit prendre le radical en 4- ou en —, suivant que cette extrémité est au-dessus ou au-dessous du diamètre; ce n'est donc point parce que la fonction qui exprime la valeur du sinus en cosinus change de valeur, lorsqu'on fait 0 négatif, mais parce qu'elle change de forme, que sinô devient de positif négatif. On doit dire la même chose de l'arc et généralement de toutes les quantités qui, dépendantes de l'angle 6 et pouvant être conséquemment exprimées par une fonction de son cosinus, changent de valeur en faisant 6 négatif. Les fonctions transcendantes, telles que l'expression de l'arc par le cosinus, ne diffèrent à cet égard des fonctions algébriques, telles que l'expression du sinus par le cosinus, qu'en ce qu'elles renferment une infinité de formes différentes, au lieu que le nombre des dernières est limité.
La fonction ç(acosO) doit toujours rester la même, tant que la quantité acosô, enveloppée sous le signe 9, reste la même. Cette fonction ne doit donc être sujette à aucune ambiguïté de formes, et si, par exemple, on prend pour elle y/i — cos^ô, il faut prendre constamment le radical soit en plus, soit en moins.
Cela posé, T étant un point quelconque placé sur le plan AMB dans l'intérieur du sphéroïde, soit TC = A, et considérons une molécule quelconque du sphéroïde, située au point R dont Z est la projection sur le plan AMB; soit TR = r, et par le point T soient menées les deux
droites TI et TQ, la première dans le plan AMB, et perpendiculairement à la droite TC, la seconde perpendiculairement au plan AMB ; soit/? l'angle QTR et q l'angle ZTI ; on aura
IZ — r sin/? et ZR = r cos/?,
en sorte que la position du point R sera déterminée par les trois quantités/?, q et r.
rtip restant invariables, si l'on fait varier q de la différence dq^ on aura un nouveau point R' dont Z sera la projection sur le plan AMB; et il est clair que l'on aura ZZ'=RR'; or on a ZZ' = rdqûïip\ donc RR'= rdqs'inp.
Si l'on fait ensuite varier r de la quantité dr, p elq étant constants» on aura un troisième point R% tel que RR''= rfr.
Enfin, si l'on fait varier p de la quantité dp^ r et q étant constants, on aura un quatrième point K\ tel que KR'"= rdp.
Maintenant les trois lignes RR\ RR'\ RR'^ étant perpendiculaires entre elles, leur produit formera un parallélépipède que nous pouvons prendre pour la molécule même placée au point R; or ce produit est r^ s\np dp dq dr, et en le divisant par le carré r^ de la distance r du point T à la molécule, on aura &\npdpdqdr pour l'action suivant TR de la molécule placée en R, sur le point T.
Je décompose cette action en trois autres : la première perpendiculairement au plan AMB, et dont il est inutile de tenir compte, parce qu'elle est détruite par l'action d'une autre molécule égale à la molécule R, et semblablement placée par rapport au point T, au-dessous de ce plan; la seconde, suivant le rayon TC, et la troisième, perpendiculairement à ce rayon dans le plan AMB.
Si, du point Z, on abaisse ZL perpendiculairement sur TC, il est
visible que l'expression de la force suivant TC sera sinp dp dq dr 7^;
or on a
TL
ainsi la force suivant TC est égale à dpdqdrsin^psinq.
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L'expression de la force perpendiculaire à TC, et agissante de T
ZL TR
ZL
vers 1, est sinpdpdqdrfê,^; or on a
ZL
Y^ =s\npcosg;
ainsi la force perpendiculaire à TC est dp dqdr sin^pcosq.
Pour avoir présentement l'attraction entière du sphéroïde, il faut prendre les intégrales
rrCdpdqdrsin^psing et fffdpdqdrsm^pco^qj
pour toute l'étendue du corps, en intégrant successivement par rapport aux trois variables r, q eip.
En intégrant d'abord par rapport à r, elles deviennent
ffdpdq{r^-\'r) %m^p%\nq
et
ff dp dq (r' -h r) sïn^p cosq^
en représentant par r' le rayon TR prolongé depuis T jusqu'au point où il sort du sphéroïde, et par r ce même rayon prolongé de l'autre côté de TC jusqu'au point de sortie ; d'où l'on voit que r est négatif. Pour intégrer présentement les différentielles
dpdq{r'-h r)^\n^ps\nq et dpdq{r^-^ r) sin^pcosq,
par rapport aux variables/? et q, il faut connaître r' et r en fonctions de p et de q. Je suppose conséquemment le point R à la surface du sphéroïde; en menant de ce point u Taxe AB la perpendiculaire RK, on aura, par la nature de la courbe génératrice AMB,
RC' = a»[i-ha<p(CK)P;
et si, comme je le ferai toujours dans la suite, on néglige les quantités de l'ordre a^, on aura
RC*==ra»[i-h2a<p(CK)].
Cherchons présentement les expressions de RC et de CK.
On a, par ce qui précède,
ZL = r sin/?cos^ el TL = rsinpsin^;
donc
LC=h — r sïnp sïnq,
et si Ton mène LH perpendiculairement sur CA, on aura
CH = LCcos0^=(/i — rsinpsinç) cos0.
Si du point Z on abaisse ZS perpendiculairement sur LH» on aura
ZS — ZLsin0 = rsin/^cos^sin^; or, ZK étant perpendiculaire sur AB, on a
ZS = KH;
donc
KII ^= rsinpcosqsmd;
partant,
CK =: CH + UK = h COS0 -+- rsin/?(8inô cos^ — cosd sin^)
ou
CK = A cos 0 -hr sin/? s\n{9 — q).
Présentement, on a
ZC =CL -t- LZ = (A-- rsin/?siny)'+ r'sin'/jcos'^ et
RZ —r^cos^p;
donc
RC -z(h — rs\nps\nq)--^r^s\n^pcos^q'{-r^cos^p=^h' — 2/irs\nps\nq'hr^;
Téquation
RC*=:a*[i-+-2a<p(CK)]
devient donc
/•' - 2hr s'inp s'inq =: a* — A' 4- aaa* 9 [h cos9 -f- r sinp sin(ô — q)];
/• = Asinpsin^dz4 / '^ '
V 4- aaa'9[/icos0-h rsin/?sin(0 — çr)]
ou
aa* ©[A COS0 -h r8in/>sin(d — <7)]
" I " —^— ^i^—i^i.^ ■ ■ ■—■^i^.Miw ■■■■■PI lia .M ■ I mm »^ — ■ n ■ •
v/a* — A* H- /i* sin ^p sin *^
Il est aisé de voir que l'on aura r\ en prenant le radical en +, et en substituant sous le signe (p, au lieu de r, la valeur que Ton aurait en supposant a = o, et prenant le radical en +, ce qui donne
r'=: hsxnpsïnq h- y/a* — h- -h h* sin V sin '^
j ^[Acosô-4- (h sïn^psmg h- sin/? ^a^ — /i* -+- /i* sin */? sin *q) sin(0 — y)]^
y/a' — /i*-h A* sin'/? siii*^
on trouvera pareillement
r 1= A sin/> sin^ — y^a* — /i* -h A* sin */? sin '7
, 9 [ A cos ^ -f- ( A sin */> siny — sin/? y/g* — A* -h A* sin */? sin*y) sin ( ^ — y )]
y/a* — A* -h A* sin */? sin *q
On aura ainsi, pour l'attraction du sphéroïde suivant TC,
rrdpdq{r'-h r) sin*/?sin^
r r L j j » • . /* /* aa*£//?e/asin*/?sina
nr / / 2hdpdqs\n^psin^'q-^ / / / , ,: ,, . , . , J J J y y/a*— A- -h A* sin*/? sin *7
9 [a COS0 4- (a sin*/? sin y -h sin/? y/a*— A*-*- A* sin*/? sin*^) sin(0 •— ç)]
- 9[A cosô-h(Asîn*/?sin7 — sin/? y/a*— A*-h A*sin*/?sin*^)sin(ô — 7)] )
et pour l'attraction suivant TI,
rrdpdq{r'-h r)s\n^pC0Sq
r r L j j • % ' r r OLaydpdq^m^pzo^q
z= I I 2 h dp dq sinysinqcosq -k- 1 / ^ ^ ^ ^ -
J J J J y/a*— A* 4- A* sin*/? sin *ÇF
9[Acosô-h (Asin*/?sin7 4- sin/? ^ar—h} -h A* sin*/? sin*^) sin(ô — 7)]
— 9 [a cos^ -h (a sin*/? sin 7 — sin/? y/a* — A* -h A* sin */? sin*^) sin(0 — 9)] )
Il faut présentement intégrer ces quantités depuis q==o et p = o jusqu'à q = i8o® et p = i8o®, et Ton aura l'action entière du sphéroïde sur le point T; de là il suit que, dans le développement de ces différentielles, on peut négliger les termes dans lesquels cos^ se trouve élevé à une puissance impaire; car, soit P^^i^cos^ un de ces termes, P étant une fonction quelconque de sin^ et Ae cos^q : il est clair que P sera le même pour deux valeurs de 9, prises à égale distance de 90^; mais cos^ sera le même avec des signes contraires; d'où l'on voit que la somme des deux différentielles, Vdqcosq^ correspondantes, l'une hq = 90® — q\ et l'autre à 90** -f- q\ sera nulle, et qu'ainsi l'intégrale entière, JPdqcosq, sera zéro, en la prenant depuis q = 0 jusqu'à q= 180®.
Si le point T est à la surface du sphéroïde et tombe, par conséquent, sur le point M, il est visible que l'action du sphéroïde sur un point quelconque pris dans son intérieur, et infiniment voisin de M, est la même que sur M; ainsi, les formules de l'article précédent ont également lieu pour ce cas; mais on peut observer qu'alors, la différence de a et de A étant de l'ordre a, on peut, dans les termes multipliés par a, substituer a au lieu de h; de plus, on a, par l'article II,
h =^a[i ■+- a 9(a cos©)],
et, si l'on intègre depuis q = o jusqu'à q ~ 180°, on a
ff'^h dp dq sin '/? sin ^q •=. ÇÇ h dp sïn^p{dq — dq ces 2g ) ~ T^f^ dp sin '/t>,
en désignant par t. le rapport de la circonférence au diamètre; or, ( intégrant depuis p=^o jusqu'à p — 180*^, on a
rin cîn 3r» - _
dps'in^p^-^
donc
(f'^h sin*/7sin-^^p^7 = |/i7: = |rtTr[i -f- a 9(acosO')];
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on a pareillement
JJs\npdpdq=z2T: et ff2hs\i\^p^\nqco^qdpdq=zo\
donc si l'on fait pour plus de simplicité a = i, on aura, pour l'attraction du sphéroïde sur le point M, suivant MC,
fj (r' -\- r) s'm^psïnqdpdq = 3^ — 1^« 9(cos6) -h J^J* (X(/p dq sïnp (^[cosO -h 2 sin^p s'xnq s\n{6 — q)];
je nomme A cette quantité.
On aura ensuite, pour l'action du sphéroïde suivant MO perpendiculaire à MC,
yy (r'H- r) dp dq sin^p cosq
r radpdqs'mpcosq t ^ . • » • • /û m , /in i
=J J —^^—^î^^' ^ J9[cosÔ4-2Sin»/)sm7sm(ô-.^)]-(p(cos0)j;
je nomme aB cette quantité, et j'ohserve qu'elle peut être mise sous une forme plus simple; car, en intégrant par parties par rapport à /?, on a
Bm — cos/? / —- J9[cos0 4- 2sin'/>sin^sin(9-—^)] — 9(0086») j -hC
OUI Y
H- /Y*4 ^P dq sin j9 cos V? cos q sin (0 — q) 9' [cos 0 -+- 2 sin '/? sin q sin (B — q)] ,
en désignant par 9'(0) la différence de ç(6), divisée par rfcosO; la constante arbitraire G doit être déterminée par la condition que l'intégrale commence lorsque /? = o, et cette intégrale doit se terminer lorsque/^ = 180"*; or on a, dans ces deux cas,
9[cos0-h2 sin*/?sin<7sin(Q — 7)] — 9(cos0) =0; donc C = o; partant, B =rr^ dp dq sïnp cos V^ COS7 sin{0 — q) (^' [cosO H- 2 sin*/? sin^ siQ(ô — q)];
or on a
2cos<7sin(Ô — ^) = sin 9 H- sin(ô — 2q)
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et
2sinçsin(0 — 7) = cos(9 — 2q) — cosô; donc
B = rj2 dp dq sinp cos'p sinO 9'[cos0-f- s\n^pcos{9 — 27) — sin*pcos0]
-h rr 2 dp dg sin p cos^p s\n{9 — 2q)
X 9'[cos0 -+- sin*/?cos(0 — 27) — sin*/?cos0].
J'observe maintenant que l'on a, en intégrant par rapport à q,
r 2 dq s\n*p s'in {9 — 2q)(p'[cos9 — sin^y^cosO -f- sin'/?cos(0-— 2q)]
=. ©[COS0 — sin'^cos0-hsinV>cos(ô — 27)] -h C;
la constante doit se -déterminer par cette condition que l'intégrale est nulle, lorsque y = o, ce qui donne
C=i:— 9(cos0);
de plus, l'intégrale doit se terminer lorsque q = 180®; or on a, dans ce cas,
C0S(ô-— 2q) =cos9;
partant (art. I),
9[cosô— sin*/7 cosô -h sin'/?cos(^— 27)] ==9(00$^); donc
f 2 dq sin^p sin{9 — 27) 9'[cos9 — sin*/?cosô -f- sin7>cos(0 — 27)]
= 9(cos0) — 9(cos0) = 0.
L'expression précédente de B se réduira donc à celle-ci
B = rr 2 dp dq sinp cos^p s;m9 9'[cos9 — sinV>cos0 4- sin'/?cos(0 — 27)].
Cette expression de B nous fournit un rapport remarquable et qui nous sera très utile dans la suite, entre les deux quantités A et B. £n effet, si l'on différentie par rapport à 0 l'expression précédente de A, après y avoir substitué cos(0 — 2q) — cosO au lieu de 2sinysin(8 — y), on aura
^ =}7rasin0 9'(cos9) ^ Jj\ dp dq s\np[sïn9 cos^p -h sin*/>sin(0 — 29)]
X 9'[cos0 4- sin'/>cos(0 — 27) — sin*/>cos0];
or on a, comme on vient de le voir, jr ■i dg sin^p 3\n{0 — a 7) 'p'[cos9-+- sin'/»cos(9 — a y) — sin*/)cosÔ] =0; (V) ^=î«itsine?'(C05Ô)-^-
Pour qu'un sphéroïde homogène soit en équilibre, il suffît que la direction de la pesanteur soit perpendiculaire à sa surface; cette proposition se trouve démontrée dans différents endroits (voir surtout l'excellent Ouvrage de M. Clairaul sur la figure de la Terre). Or il faut pour cela que la force dont le point M {fig. i) est animé, suivant la
tangente MV, soit nulle; cela posé, la force aB, dirigée suivant MO, donne, en négligeant les quantités de l'ordre a^, une force égale à aB, suivant MV, parce que, le sphéroïde différant infiniment peu de la
sphère, Tangle OMV est de l'ordre a. De plus, en faisant toujours MC = A, on a
COSVMC= T-J7i —— OLSÏïïOo'iCOSO),
h ad . \ /
en substituant au lieu de A, i -i- a ç(cosO), et négligeant les quantités de Tordre a^; or la force A dirigée suivant MC donne, suivant MV, une force égale à AcosVMC; l'action entière du sphéroïde produira donc suivant MV une force égale à aB — aAsinO(p'(cosO); donc, en substituant au lieu de A sa valeur trouvée dans l'article précédent, et négligeant les quantités de l'ordre a^, on aura
aB — fTiasinô 9'(cos5)
pour cette force.
Soit maintenant a/ la force centrifuge à l'équateur du sphéroïde, c'est-à-dire lorsque 0 = 90**, cette force au point M sera a/sin8, et elle donnera, suivant la tangente MV, une force égale à — a/sinOcosO; je lui donne le signe —, parce qu'elle agit de M vers V; donc la force dont le point M est animé suivant la tangente MV est
«B — |7rasin0 (^'(cosO) — «/sinôcos^,
et comme elle doit être nulle dans le cas de l'équilibre, on aura, pour déterminer la figure du sphéroïde homogène en équilibre, l'équation
(Z) B — i7rsin(?9'(cos(?)=/sin0cos0;
et l'on connaîtra par son moyen la loi de la variation des degrés de l'équateur aux pôles.
Pour avoir la loi de la pesanteur, j'observe que la force centrifuge au point M donne, suivant MC, une force égale à — a/sin*0; ainsi, la force totale dont le point M est animé suivant MC est
A — a/sin'ô;
mais la pesanteur à ce point est la résultante de la force suivant MC et de la force suivant MO perpendiculaire k MC; or, cette dernière force
étant de Tordre a, il est clair que la résultante ne différera de la force
suivant MC, que d'une quantité de Tordre a*; on peut donc prendre
pour la pesanteur la force suivant MC; ainsi nommant P la pesanteur
au point M, on aura
Pr=A — «/sin«0;
donc
et substituant, au lieu de -tqj sa valeur que donne Téquation (V) de l'article III, on aura
-^ =:|a7rsin(?(p'(cos0) 2«/sin0cos0;
si Ton substitue, au lieu de -> sa valeur que donne Téquation (Z) de l'équilibre, trouvée dans l'article précédent, on aura
dP =—^ a/ dO s\ne cosO;
donc, en intégrant,
P = C4-|a/cos*ô.
Soit P' la pesanteur à Téquateur, c'est-à-dire lorsque cosO = o, et a/w, le rapport de la force centrifuge à la pesanteur à Téquateur, on aura
(x/—(xmP' et P'=^C;
donc
Pzi=:P'(i4-|«mcos«0);
cette équation donne la loi de la variation de la pesanteur de Téquateur aux pôles, et il en résulte que cette variation est proportionnelle au carré du sinus de la latitude.
Reprenons maintenant Téquation (Z) de l'article IV, en y substituant, au lieu de B, sa valeur
/Ta dp dq sin/? cos^ sinô 9' [cosô — sin'/> cosô -f- sin'/> cos(0 — açr)].
k9k ADDITIONS,
trouvée dans Tarticle III, on aura
rTa dp dq sin/? ces'/) 9'[cos0 — sin'/? cosô -+- sin*/? cos(0 — 27)]
— |7r 9'(cos9) =/cos^; soient
cosô=:a? et 9(cos0)=j,
on aura
de plus, on a, par la théorie des suites,
9'[cos0 — sin'^cosô -h sin*/>cos(0 — 27)] "^ ^ " sJn'/>[cos0 - cos(9 - iq)] ^ + sin*/>[cos9 - cos(9 - 29)]' ^^^^, — sin'p[cos0 — cos(9 — 27)]' :r-:i-^
L'équation précédente deviendra donc
^[cos0 — cos(Ô— 27)]
(C) —ifx=rrdpdqsm^pcos*p{ d^v . ^ ,, , >>
V ; tj JJ ^ ^ ^ ^ ^i^^sinV[cosO-cos(^-27)]M'
en observant que f f^ dp dq sinp co^^p = 1'?:; or on a : 1** [cosfl — cos(0 — 27)]''=cos'*0 — rcos'"-*ôcos(0 — 27)
-f- ^^^'^'^C0S'-«gC0S(g--27)«--. ..;
2<* si Ton fait
cos(^ — 27)'= A H- Bcos(0 — 27) 4- C CCS 2 (0 — 27) -h. . .,
on a, comme Ton sait, A = o lorsque i est impair, et A = ' /""fi • lorsque i est pair; 3** en intégrant depuis q = o jusqu'à q = iSo^,
ona
m éuat an nombre entier qoelconqne; de là il est AÎsé de conclure
Tet^uition ( C ) deviendra donc
— sin*^
I . a . S .1 — £ iwT
AR 3 1 i
le ii^ne -:- ayant lie a si n est p^ir et le :îi^e — s'il est Laip.àir, Mais on à
ef, ea inr.r^jrcint depuis p =^0 jas*j'i*à /> = e.5*>'\ oa a
•fe ciTai
Téquation (D) deviendra donc
I 27:~3.5 dx^ 3.5.7 ^'^' "^,;-H...
„ f ('i — OC'* — 2)
a?"-*-!- ^ Ai a:"-»
i.3.5...(2/i4-i)<ij?'* ) 2*. 4*
Telle est l'équation infinie qu'il faut résoudre pour avoir la valeur de 7.
Il est évident que l'équation d^y = o en est une intégrale particulière, ce qui donne une ellipse pour la courbe du méridien ; on aura, dans ce cas, y = cx^-{- bx -i-a; l'équation (E) donne, en y substituant au lieu de y cette valeur, c = — ig -; de plus, il est visible, à
l'inspection de la figure, que y est zéro, lorsque a? = i et lorsque a? = — I , ce qui donne c-i-è-i-a = oetc — 6-i-a = o, d'où l'on tire 6 = o et a = — c; partant,
•^ 16 7C ^ ' Ib 7C
donc le rayon CM du sphéroïde est égal à
n- a-? ^sin*0.
Je suppose qu'à l'équateur la force centrifuge soit à la pesanteur comme cum : i ; on pourra, en regardant le sphéroïde comme une sphère, supposer la pesanteur égale à la masse divisée par le carré du rayon CA, ce qui donne \t: pour l'expression de cette force ; on a donc a/= amf 7: ; partant, CM= i -+- fa/nsin^O. Il suit de là que le rayon de l'équateur
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est égal à i 4- |a/n et, par conséquent, que l'aplatissement de la masse est égal à f am, ce que Ton sait d'ailleurs.
Je suppose dans Téquation (E) de l'article VI
d^y d*z dx^ dx* '
elle donnera
TU
a* fl?* 3 a' d^z ^ ^ j ^ •"3.5^a;«^ 3. 5. 7 dx*^"^ -^î)"^-
Soit s = ^(x) rintégrale de cette équation; on aura
y=: <^{x) -h ex* -h bx -ha;
la supposition de/=o donne y = 5 = (p(a?); on voit ainsi que le mouvement de rotation du corps ne fait qu'ajouter à la valeur de v la quantité cx^ -h bx -h a; ainsi, toutes les figures de révolution dans lesquelles l'équilibre a lieu lorsque la masse est immobile ont également lieu lorsqu'elle tourne autour de son axe de révolution, pourvu qu'on ajoute à l'expression de j cx^-h bx-{- a; mais, lorsque /=o, existe-t-il d'autre cas d'équilibre que la figure sphérique? Il parait difficile de prononcer sur cet objet; voici cependant un théorème fort général qui exclut un grand nombre de figures.
Théorème. — L'expression dey ne peut avoir cette forme
ax^ -^ a' xV-' -J^ a' x^' -^ , . .
y— (,a:'--+-b'x''-hù''x'^-^.,. '
(jL, (jl', [jl'', . , . , r, /, r^\ ... éteint des nombres quelconques réels.
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Démonstration. — Je suppose d'abord que le dénominateur de cette expression se réduise à l'unité et que l'on ait
soit fJL le plus grand des exposants lu, (jl', jx", ... ; en substituant dans l'équation (D) de l'article VI, au lieu de 7, l'expression précédente, et supposant/ = o, le terme ax''^ en donnera un de cette forme
li.axV--^ j a/?sin/>cos'/> (/jl — i) sin*/? sm*/>
+ (F-')(f^-3)(fx,-3) ^.^ 1
et comme ce terme est le plus élevé par rapport à a?, il doit être séparément égal à zéro, ce qui donne
o = |ui rd'/?sin/>cos*/> (fjL — i)sin*/?— — ^sin*/> 4- . . . ;
or on a
(]jt--i)smV— -^- -^^ ^sm*/>-h. . .
= ï — (1 — sin'/>)i*-*=i — cos'ï*"*/?;
donc
o m fjt / 1//? sin/? cos*/? — |x / c^ sin/7 cos'ï*/>,
d'où l'on tire, en intégrant.
= fjL f C H î — cos*ï^-^*/> — { cosv)
Il faut déterminer la constante arbitraire C de manière que l'intégrale soit nulle lorsque cos/? = i, et faire ensuite cos/> = — i ; l'équation précédente devient ainsi
(T) o=z|jL[}(2fx4-i)-i-+-(-i)«l*-»-«];
l'équation (T) donne d'abord (x = o; il peut ensuite arriver trois cas : i« La valeur Ae tx peut être telle que l'on ait (— i)*»*-^« = i,
réquation (T) donne alors (x= — j; mais celte valeur de (x doit être rejetée, parce que le terme ax^ deviendrait imaginaire lorsque 2? serait négatif, et que d'ailleurs, |x étant le plus grand des exposants ijl, |x', ..., la valeur de y serait infinie lorsque x serait nul.
2** La valeur de (x peut être telle que l'on ait (— i)^t^* = — i, l'équation (T) donne dans ce cas (x = i.
3° Enfin, on peut supposer que (— i)^^"**' est imaginaire; mais alors l'équation (T) donnerait pour (x une valeur imaginaire, ce qui est contre l'hypothèse dont nous sommes partis.
Il suit de là que l'expression de j ne peut avoir que cette forme
(x", [x*^, ... étant moindres que l'unité et différents de zéro ; or, en substituant cette valeur dans l'équation (E) de l'article VI, et supposant y = o, il est visible que, si l'expression précédente de j y satisfait, celle-ci
y satisfera pareillement, puisque l'équation (E) ne renferme point j ni sa première différence; or il faut pour cela, comme on vient de le voir, que le plus grand des exposants ix", (x'% . .. soit zéro ou l'unité, ce qui n'est pas; donc, si l'équation
y z=i ax^ -\- a' x^' -\- , . .
est possible, elle ne peut avoir que cette forme
y zzzax -h a';
maintenant on a y = o lorsque x= i et lorsque a: = — i, d'où l'on tire a = o et a'== o; partant j = o, ce qui montre que le sphéroïde est une sphère.
Je dois observer ici que M. d'Alembert a déjà fait la même remarque pour le cas où les exposants (x, (x', . . . sont des nombres entiers positifs (voir le tome V des Opuscules de ce grand géomètre).
Supposons présentement que l'expression dey ait un dénominateur et que l'on ait
_ axV--h a' x^ -\~ a''j?f*''-H. . . ^
soit [X le plus grand des exposants [x» [x\ ... et r le plus grand des exposants r, r^ ,t^'^ . . ., on aura, en divisant le numérateur et le dénominateur de l'expression de j par of^
__ ax\*--^ -h a' xV-'-'' -{- . . .
•^"" b-hb'x'^'''-h...
En réduisant le dénominateur en série, on aura pour j^ une suite infinie de cette forme
j x\*--'' -\- hx^ -h h' x^ •+- . . .,
les exposants [k— r, l, l\ ... allant toujours en décroissant; or, si Ton substitue, au lieu dey, cette valeur dans l'équation (E) de l'article VI, en supposant /= o, on prouvera, comme ci-dessus, que ['- — r doit ,être égal h zéro ou à l'unité ou à -— ^. Si (ji — r = — ^, on aura r= (Jt. -h ^; donc
___ ax^^-^ a'x\^'-h, . .
*^~" bx^^i-hb'x^'-^.,.'
or, en faisant â? négatif, ar*^ est réel ou imaginaire; dans le premier cas, le dénominateur de l'expression dey, et dans le second cas, son numérateur devient imaginaire; on doit donc rejeter l'équation (x — r= — ^. Si (X — rest égal à zéro, on a l'unité; en divisant le numérateur de l'expression dey par son dénominateur, on pourra la mettre sous cette forme
. . . ex —j~ C X "~T~ • • •
•^ OX'^-h O X'^ -^, . .
I ne surpassant rni de zéro ni de l'unité, et puisque cette valeur de j^ satisfait à l'équation (E), en supposant/ = o, celle-ci
ca?'-+- c'a?'' -h. . .
y satisfera pareillement; or, pour cela il faut, par ce qui précède, que i surpasse r de zéro ou de l'unité, ce qui n'est pas; donc, pténéralement, l'expression
se réduit à celle-ci
Y —. ax -h a';
d'où Ton tire y = o et, par conséquent, que le sphéroïde est une sphère.
Quoique, en vertu de ce théorème, un grand nombre de figures se trouvent exclues du cas de l'équilibre, il n'est cependant pas démontré que la figure elliptique soit la seule possible; mais il est très remarquable que, indépendamment de cela, nous soyons parvenus à déterminer généralement la loi de la pesanteur, et que cette loi soit la même sur tous les sphéroïdes de révolution, pourvu que leur figure convienne à Téquilibre.
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